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Remerciements

Au début des années quatre-vingt j’ai fait partie d’'un groupe de mathémati-
ciens qui soutenions la qualité d’un travail de these d’Etat contre une commission
qui le jugeait insuffisant. A I'issue d’un échange assez violent nous avons perdu
contre I’institution. Les arguments employés par la commission étaient si malhon-
nétes que j’ai tenté de les dénoncer dans un livre qui se voulait tres polémique.
Mais la polémique n’eut pas lieu. ..

Aujourd’hui, a la fin des années deux mille dix, I’histoire a tranché : les tra-
vaux a I’époque contestés sont maintenant universellement reconnus comme une
contribution significative aux mathématiques. C’est un fait nouveau important qui
ne pouvait évidemment pas étre avéré au moment du désaccord. C’est ce qui m’a
incité a me replonger dans cette affaire vieille de trente ans dans le but, non de la
relancer car les sujets de controverse se sont bien déplacés depuis, mais de tenter
d’en trouver les raisons et peut étre de comprendre pourquoi nous avions perdu la
bataille.

J’ai donc écrit un premier jet d’une centaine de pages que j’ai soumis a quelques
lecteurs amis dont mon épouse. Le retour a été unanime, «Tu nous ennuies Iavec
ces vieilleries. Cette histoire n’intéresse plus personne maintenant» et j’ai bien dii
reconnaitre que, effectivement, mon texte tombait des mains. Quel genre littéraire
adopter pour qu’il n’en soit pas ainsi ? Un genre qui convient a mon age est celui
des mémoires ; mais on ne lit que les mémoires des gens célebres, je ne suis pas
célebre et je souhaite €tre lu. Un autre genre également pratiqué par beaucoup de
scientifiques a la retraite est celui de 1’essai de "philosophie naturelle", j’aurais pu
y glisser au passage mon point de vue sur I’affaire. Mais alors, pour trouver un
éditeur, il faut €tre un savant connu ou au moins avoir de bonnes qualités litté-
raires qui toucheront un large public; 1a non plus, je ne suis pas a la hauteur. Alors
m’est venue I’idée de I’enquéte. Ecrire une enquéte sur un événement passé, suf-
fisamment passé pour qu’on puisse en parler avec une certaine objectivité, assez
récent pour que les traces en soient encore bien visibles. En fait ce dont je ré-
vais et dont je réve encore, c’est une belle enquéte comme savent si bien faire les
anglo-saxons. Par exemple : le Fermat’s last theorem de S. Singh 2, la biographie
de J. Nash A beautiful mind de Sylvia Nasar> ou celle de A. Robinson Abraham

1. En réalité ils s’exprimaient de fagon plus relachée mais dans le cadre de ce travail acadé-
mique je ne garde que 1’esprit, pas la forme.

2. Fourth Estate, London, 1997 ; [74]. (Le numéro entre [ ] renvoie a une bibliographie synthé-
tique en fin de document).

3. Simon & Schuster Paperbacks, N.Y. 1998 ; [51].



Robinson : The Creation of Nonstandard Analysis, A Personal and Mathematical
Odyssey de J. W Dauben *.

C’est donc dans I’esprit de I’enquéte que j’ai entrepris une seconde rédaction.
J’ai décidé que le narrateur ne serait pas moi mais un enquéteur. Mais ¢a ne mar-
chait pas treés bien non plus. D’abord parce qu’il n’est pas treés facile de faire une
enquéte sur ses propres affaires mais surtout parce que je n’arrivais pas a inventer
un enquéteur crédible. Devait-il étre simple journaliste, sociologue ou historien,
mathématicien, jeune, vieux ?

Journaliste ? Un journaliste enquéte sur un événement susceptible d’intéres-
ser un large public. Une commission de thése au comportement douteux ce n’est
quand méme pas comparable a 1’histoire de la lutte des ouvriers de chez Lip ou
celle des atteintes aux droits de I’homme dans une dictature militaire. Un jour-
naliste qui enquéte sur cette minuscule histoire ce n’est pas crédible. Ou alors un
journaliste scientifique ? Mais alors il n’aurait pas hésité a interroger les nombreux
témoins vivants ce que je ne pouvais pas faire; je ne pouvais quand méme pas
imaginer des interviews de personnes existantes et leur préter des propos qu’elles
n’approuveraient pas. Non le personnage du journaliste ne tenait pas.

Sociologue ? Pourquoi pas. J’ai été tenté par un tel personnage. Mon héros
aurait été une sorte de Bruno Latour s’immergeant discretement dans des labora-
toires de mathématiques pour en découvrir les vices cachés. Mais assez vite je me
suis rendu compte que je n’avais pas beaucoup de sympathie pour un tel person-
nage. Non que je désapprouve que I’on enquéte chez les savants; je suis tout a fait
convaincu que ce travail est nécessaire. Mais je n’ai pas envie de le faire. Ce petit
monde est mon monde et je I’aime. Je ne saurais me mettre dans la peau de celui
qui observe froidement les savants comme des souris de laboratoire.

Historien ? Ca je crois que j’aurais aimé ! Mais historien des sciences est un
métier sérieux que je ne connais pas. Mon historien n’aurait pas été crédible.

Un mathématicien? A part ceux qui ont été engagés dans I’affaire, et méme
pas tous, les mathématiciens francgais ne s’intéressent plus a cette question. Un tel
personnage n’aurait pas été crédible non plus. Sauf un mathématicien engagé dans
I’ affaire. Mais ¢’était moi! J’avais déja essayé et le récit ne prenait pas.

Vieux? On retombait dans les mémoires. Jeune...? Un jeune? Mais quel
genre jeune pourrait bien s’intéresser a une vieille dispute de scientifiques? Il
suffit de poser la question pour que la réponse s’impose immédiatement. Un tel
jeune, ca existe ! C’est un thésard en philosophie, en épistémologie ou en histoire
des idées. Alors s’est imposée la figure de Luc Balderoy auteur d’un mémoire de

4. Princeton, NJ : Princeton University Press, 1998; [18].



these et un presque moi mé€me.

Balderoy, aprés un parcours assez brillant > en écologie théorique (école presti-
gieuse, these, quelques post-doc), change brusquement d’orientation. Il veut faire
de I’épistémologie des mathématiques. Pour cela il a une bonne raison : com-
prendre le role joué par les mathématiques dans les représentations scientifiques
du monde, en particulier celles qu’il a rencontrées dans son travail de biologiste.
De mon c6té si je n’ai pas un parcours académique standard en écologie théorique
j’ai quand méme, a travers mes collaborations, une expérience d’un quart de siecle
dans ce domaine et des vraies publications dans des "vraies revues-internationales-
avec-comité-de-lecture" qui feraient de moi un honorable sinon brillant post-doc.
En revanche mon intérét pour "les mathématiques-a-quoi-et-comment-ga-sert" re-
monte a mes études. Sur cette question j’ai plus d’expérience que Balderoy mais
certainement pas plus d’autorité qu’un étudiant en these.

Je me lance donc dans une nouvelle rédaction. Il s’agit cette fois encore d’une
enquéte, mais d’une enquéte philosophique sous la forme d’un mémoire de these.
Au bout de quelques temps je me retrouve a la té€te d’un manuscrit de pres de 200
pages que je présente sous une couverture type mémoire de these (voir un peu
plus loin la figure 1) écrit par le jeune Luc Balderoy, sous la direction de Elisée
del Braucoly pour obtenir le grade de docteur de I’Université de Maripassoula 6.
Je I’envoie a quelques amis et en particulier, sans commentaire, a deux honorables
professeurs d’université que je connais bien. Tous les deux me répondent qu’ils
ont bien recu le manuscrit mais qu’ils sont submergés de travail et qu’ils n’ont
pas la possibilité d’envisager dans un avenir proche de pouvoir se consacrer a la
lecture d’un mémoire de these. Ils pensaient que je les sollicitais comme rappor-
teurs ! Ces deux honorables Professeurs et amis, dont je tairai charitablement les
noms mais qui se reconnaitront facilement, sont les deux premieres personnes que
je remercie chaleureusement. Ce sont évidemment elles qui sont a 1’origine de ma
theése qu’il ne faut pas confondre avec celle de Balderoy.

Quelques temps apres je racontais cette histoire a Jean-Marc Lévy-Leblond. 11
I’a trouvée drole et m’a suggéré de faire comme Romain Gary, monter un canular
et soutenir a nouveau une these sous un pseudonyme. Bonne idée, et je ne peux
que le remercier chaleureusement de me 1’avoir donnée. Il me suffisait "simple-
ment" de trouver mon Paul Pavlowitch, c’est a dire un jeune terminant son mastere

5. J’ai dit un presque moi méme. On me pardonnera de préter a ce personnage des qualités que
j’aurais bien aimé posséder !

6. Maripasoula est un chef lieu de canton de Guyane frangaise; c’est la commune la plus
étendue de France mais seulement peuplée de 12000 habitants. Elle n’est pas accessible par la
route.



de philosophie prét a sacrifier trois ans de sa vie a me servir de préte nom; autre
solution me fabriquer une fausse identité et trouver une justification 2 mon ins-
cription a plus de soixante dix ans en these. Impossible. Il ne restait plus qu’une
possibilité : tenter de m’inscrire moi méme en these. Je dis bien "tenter" car ce
n’est pas si facile.

Il faut étre présenté par un Directeur de these. J avais croisé Jean Luc Gautero
au début des années 1980 dans les combles du chateau de Valrose qui a I’époque
abritaient, en plus de divers gauchistes, les mathématiciens (souvent les mémes)
de I’Université de Nice, alors qu’il n’était pas encore philosophe mais thésard en
astronomie. Je 1’ai revu, un peu plus tard au séminaire d’épistémologie et d’his-
toire des sciences qu’il animait avec Pierre Souffrin puis récemment quand, re-
traité, je me suis mis a fréquenter le campus de la faculté de lettres. Qui mieux
que lui, titulaire d’'un D.E.A. de littérature, d’une agrégation de mathématiques,
d’un doctorat d’astronomie et d’une H.d.R. de philosophie aurait pu accueillir un
tel projet ? Il a accepté sans hésiter. Jean-Marc pour avoir suggéré la chose et Jean-
Luc pour I’avoir rendue possible vous avez droit a ma reconnaissance éternelle.
Et ce n’est pas rien I’éternité.

Le Directeur de these trouvé il faut I’accord d’un laboratoire d’accueil. Le
laboratoire CRHI, ce qui veut dire Centre de Recherche en Histoire des Idées,
convenait particulierement bien a mon projet, mais accepterait-il un vieux mathé-
maticien ? Le laboratoire Dieudonné auquel j’appartenais encore en 1990 n’aurait
certainement pas vu d’un bon ceil un philosophe prétendre soutenir une these de
mathématiques dans ses murs; on lui aurait certainement demandé de “faire ses
preuves” en passant deux ou trois U.V. de base d’abord. Si le CRHI avait procédé
de méme mon projet n’aurait pas vu le jour. Pierre-Yves Quiviger et Philippe
Audegean qui, comme directeurs successifs du CRHI m’avez accueilli chaleureu-
sement je vous remercie pour cette largeur d’esprit si rare, quoiqu’on en dise, dans
le monde académique.

A cette these il fallait un jury et donc deux rapporteurs. Je voulais qu’ils soient
incontestables. On se doute bien qu’un vieux professeur a la retraite qui, allez sa-
voir pourquoi, veut étre docteur en philosophie trouvera bien quelques collegues
peu scrupuleux pour satisfaire son caprice. Mais ce n’est pas pour porter une €pi-
toge a trois rangs d’hermine que je défend cette these puisque j’ai déja le droit
d’en porter une amarante, ce que je n’ai jamais fait. En soutenant “officiellement”
une these qui pose plus de questions qu’elle n’en résout, j’espere que mon travail
intéressera quelques chercheurs, cette fois jeunes et dynamiques. Pour que ce plan
ait quelque chance de réussir il faut que le Jury et particulierement les rapporteurs,
inspire confiance. Annick Lesne, et Jean-Michel Salanskis, vous avez accepté de



rapporter sur mon travail. Cependant je doute que vous partagiez toutes les opi-
nions que je soutiens (et c’est avec un petit frisson que je découvrirai vos ques-
tions lors de la soutenance car mon Directeur de these, soucieux du respect des
traditions, ne m’a pas communiqué vos rapports). En acceptant qu’elles soient
présentées vous affirmez publiquement qu’elles méritent étre discutées et votre
compétence scientifique et philosophique tres largement reconnue donne du poids
a cette affirmation. Annick et Jean-Michel, un trés grand merci.

Frédéric Patras et Mark van Atten ’ vous étes des “vrais philosophes” qui mon-
trez par votre présence dans ce jury que vous acceptez d’écouter un amateur ; plus
encore peut-&tre que mes rapporteurs vous devez avoir des désaccords avec moi,
aussi je vous remercie (et me réjouis) par avance de nos disputes a venir.

J’ai voulu dresser la liste de tous ceux a qui ce travail doit quelque chose mais,
tres vite, je me suis rendu compte que si je tentais de la mener a son terme elle
serait tres, tres longue et que je risquais d’oublier certains, ce qui, par avance, me
désole. Alors je renonce a établir une liste nominative :

— de mes colleégues et amis que j’ai si souvent bassinés avec ces idées confuses
qui grace a leurs remarques, ont pu accéder au statut de pensée intelligible
et avec qui j’ai pu collaborer a I’écriture d’articles plus ou moins facilement
acceptés,

— de mes thésards qui n’ont pas eu peur de faire une these utilisant des infini-
tésimaux fixés une fois pour toute,

— tous les collegues qui refusaient d’écouter mes discours de propagande pré-
textant qu’ils avaient mieux a faire.

Tous je vous remercie. Sans vous ma vie professionnelle aurait été bien terne.
Je ne remercierai pas mes proches ici. Pas parce que je ne leur dois rien, bien
au contraire. Je n’ai simplement pas le gotit d’en parler publiquement.

7. On devine pourquoi mes remerciements vont par paires : ¢’est pour remercier “au pluriel”,
cachant ainsi un tutoiement qui serait déplacé entre un thésard et les les autorités qui le jugent.
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FIGURE 1 — Mémoire de Balderoy



Premiere partie

Préface au manuscrit de Balderoy



Le mathématicien A. Robinson (1918-1974) publiait en 1966 le livre Non-
standard Analysis qui était I’aboutissement des travaux de I’auteur et de quelques
autres mathématiciens pour donner des fondements au « calcul avec des infini-
tésimaux » compatibles avec les standards de rigueur mathématique du XXeme
siecle. Rappelons en peu de mots et de facon non technique quel est le probleme.

L’ observation de la nature nous confronte a des grandeurs qui ne sont pas du
méme ordre, par exemple le contenu de mon verre d’eau et celui de la Méditer-
rannée. Vider mon verre d’eau dans la mer ne changera rien a cette derniere. Il
est utile de pouvoir distinguer dans un formalisme mathématique des quantités
"infinitésimales" et que I’on décide de certaines regles les concernant telles que :

1. On peut négliger un infinitésimal devant une quantité appréciable.
2. La somme de deux infinitésimaux est un infinitésimal.

3. Si a est une quantité non nulle aussi grande que soit la quantité b il existe
un entier n tel que la quantité n X a soit supérieure a b.

Le calcul avec des infinitésimaux est efficace. Par exemple, de combien augmente-
t-on la surface d’un carré de c6té a lorsqu’on augmente la longueur du c6té d’une
quantité da infinitésimale ? La réponse est 2a x da puisque (da -I-a)2 —a®> =da*+
2da x a+a* —a® = da x (2a+ da) et que 1’on peut négliger da devant a. Ceci
permet de répondre rapidement a la question : de combien faut-il augmenter le
coté d’un champ carré de a = 100 m de coté pour que sa surface augmente de
10m?? Comme la quantité cherchée da est manifestement petite par rapport a a
nous avons 2da x 100 = 10 soit da = Scm. Pour qui sait extraire une racine carrée
(ou posseéde une calculette) une valeur plus précise de 1’accroissement peut étre
obtenue : da = 4,998750...cm. On voit que I’erreur commise est de I’ordre du
millimetre.

Malheureusement cette facon de calculer en négligeant ce qui doit I’étre, qui
était celle des mathématiciens du 17 eme siecle et qui est restée celle des phy-
siciens jusqu’a nos jours, posait le probleme suivant : soit dx un infinitésimal
strictement positif; puisque (regle n° 3) il existe un entier n tel que n X dx > 1 il
existe un premier entier ng tel que ng x dx cesse d’étre infinitésimal ; mais alors
(np— 1) x dx est infinitésimal et en vertu de laregle 2) (no— 1) x dx+dx = ny x dx
est infinitésimal ce qui est une contradiction. Ce paradoxe des infinitésimaux, ver-
sion mathématique du paradoxe du tas de sable, a été contourné par les mathéma-
ticiens du XIX eme si¢cle griace a ce qu’on appelle la méthode des € o (parfois
appelée epsilontique). Ainsi pour dire d’une fonction f qu’elle est continue on ne
dirait plus, comme le disait encore Cauchy ® dans son cours de I’école Polytech-

8. Le tres grand mathématicien Augustin-Louis Cauchy est considéré comme un des peres de



nique :
dx~0= f(x+dx)—f(x) =0

qui se lit lorsque dx est infinitésimal I’accroissement correspondant de f est infi-
nitésimal mais :

Ve>0dn>0:|dx|<n=|f(x+dx)—f(x)|<e€

qui peut se lire de fagon laxiste lorsque dx tend vers 0 f(x+dx) tend vers f(x). mais
qui en toute rigueur doit se lire littéralement, c’est a dire :

Pour tout € strictement positif il existe 1) strictement positif tel que
pour tout dx satisfaisant |dx| < nona |f(x+dx)— f(x)]| < e.

On reconnait le discours, qui, au début de 1’enseignement de 1’analyse a la fin
des années de lycée, scelle définitivement le divorce d’avec les mathématiques de
ceux qui n’ont pas la "bosse des maths".

Cependant I’avenement de cette nouvelle facon plus rigoureuse de parler n’a
pas pour autant sonné le glas du « calcul avec les infinitésimaux ». Mathémati-
ciens et physiciens ont continué a le pratiquer, les mathématiciens en cachette, les
physiciens ouvertement. Et voila qu’en 1966 un livre proposait un cadre rigou-
reux, accessible a un large public de mathématiciens, ou cette pratique jusque 1a
honteuse allait enfin pouvoir s’exposer ouvertement. On congoit que sa publica-
tion puisse étre considérée comme un événement particuliecrement important des
mathématiques du XX eme siecle. Evénement qui a rapidement suscité 1’intérét
de philosophes.

Ainsi A. Badiou écrivait-il des 1968, dans les "Cahiers pour 1’ Analyse", n° 9,
La subversion infinitésimale [3] , un texte dans lequel il rendait compte du contenu
de I’ouvrage de Robinson. Comme I’indique le titre de son article il voyait dans
ce livre une sorte de révolution a laquelle il faisait un accueil enthousiaste. Ainsi,
apres avoir longuement détaillé les objections historiques aux infinitésimaux en
actes il écrivait :

la "rigueur” moderne en analyse. Il disait dans son cours de 1921 :

(---)la fonction f(x) restera continue par rapport a x entre les limites données, si,
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours
un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.

Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique. Lre partie. Analyse algébrique. Imprimerie
royale chez Debure freres, 1821 ; [11].

Cité par Stefan Neuwirth sur son site :
http://lmb.univ-fcomte.fr/IMG/pdf/la_continuite_chez_cauchy.pdf
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Mais I’infinitésimal est un nombre : énoncé qui subvertit I’ Analyse dans
I’exclusion dont elle avait fini par naitre, et restaure, fondée, I’innocence in-
ventive des pionniers du « nouveau calcul » .

De plus loin, cette subversion déplace 1’effet ininterrompu, a travers plu-
sieurs époques du concept, des apories de Zénon sur continuité et divisibi-
lité; elle redispose le champ de rationalité que ces apories commandaient
selon I’impératif, souvent muet, d’avoir a ne pas s’y exposer. Depuis une di-
zaine d’années, les travaux d’ Abraham Robinson® ont établi qu’on pouvait
reconstruire entierement I’analyse classique en «plongeant le corps des réels
dans un corps non-archimédien, par le marquage inaugural d’un infini-point
- un nombre infiniment grand - et le libre usage corrélatif d’éléments infni-
tésimaux.

Outre qu’elle transfere enfin le refoulement séculaire de ces concepts, la
découverte de Robinson administre une preuve convaincante des capacités
productives de la pensée formelle. C’est en effet une large classe d’infinis-
points dont Robinson garantit le marquage cohérent, par le recours exclusif
a la théorie des systemes formels.

Dix ans plus tard, le philosophe et historien des mathématiques I. Lakatos
(1922-1974), publiait Cauchy and the Continuum : The Significance of Non-standard
Analysis for the History and Philosophy of Mathematics '°. Encore une dizaine
d’années plus tard, H. Barreau (1929-2014) responsable de 1’unité C.N.R.S. Fon-
dements des Sciences de 1’Université de Strasbourg éditait I’ouvrage collectif La
mathématique Non Standard ol interviennent, a coté de mathématiciens, des his-
toriens et des philosophes ; peu de temps apres, J-M. Salanskis co-éditait en 1992,
1995, 1997 trois ouvrages collectifs ou I’ Analyse Non Standard (notée A.N.S. a
partir de maintenant) est présente et il écrivait deux ouvrages ou elle est centrale :
Herméneutique formelle '! et Le constructivisme non standard '?. Tous ces auteurs

9. Cf. le livre fondamental, qui nous sert ici de référence constante : A. Robinson, Non-
standard analysis, Amsterdam, 1966 ; [66]. La découverte de Robinson remonte a 1’automne 1960.
Les premieres publications sont de 1961. Mais I’idée de base figurait implicitement dans les tra-
vaux de Skolem sur les modeles non-standard de I’ arithmétique, travaux qui remontent a 1930-35.
Dans la suite, nous traduirons « standard » par « conforme ».(Note de A. Badiou)

10. dans Mathematics, Science and Epistemology : Philosophical Papers, ed. J. Worrall and
G. Currie. Vol. 2. Cambridge : Cambridge University Press, pp. 43-60 (1978). Repris dans The
Mathematics Intelligencer 1(3); [46] : 151-161 (1978).

11. Editions du C.N.R.S., Paris(1991); [70].

12. Presses Universitaires du Septentrion, Paris (1999); [69]
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voyaient dans 1’avenement de I’A.N.S. un moment important de la recherche ma-
thématique contemporaine.

Or cette théorie a été treés mal regue par les mathématiciens Francais. Voyons
rapidement comment. Une petite école d’ Analyse Non Standard s’était formée a
partir de 1975 autour du mathématicien G. Reeb a Strasbourg. G. Reeb (1920-
1993) était un géometre, connu en France et dans le monde pour ses travaux de
topologie, qui avait découvert les travaux de Robinson au début des années 1970.
Tres vite il sait convaincre plusieurs jeunes et quelques moins jeunes. Rapidement,
fruits des travaux d’un séminaire dynamique, plusieurs theses et un ouvrage didac-
tique !> sont publiés. Parallelement ces mathématiciens animent avec H. Barreau,
déja mentionné, un séminaire ol I’analyse non standard, le formalisme et I’intui-
tionnisme étaient abordés d’un point de vue historique et philosophique. Or cette
activité a été tres vivement attaquée par les autorité du C.N.R.S. d’alors dans des
termes qui méritent d’étre détaillés ici 4.

Le cadre institutionnel de la collaboration Barreau-Reeb était I’U.P.R. (Unité
Propre de Recherche du C.N.R.S.) "Fondements des Sciences". Dans I’élaboration
de leur travail ils avaient été conduits a énoncer, a usage interne mais non secret,
douze theses dont voici les cinq premieres :

1. La théorie de Nelson '3 (I.S.T.) expose le vrai Calcul infinitésimal.

2. Non seulement Leibniz et Carnot sont de brillants précurseurs de Nelson,
mais on ne trouve chez eux aucune contradiction avec ce dernier.

3. Skolem, Godel, et les logiciens qui ont élaboré la Théorie des Ensembles
sont les inspirateurs insignes du mouvement qui s’est concrétisé chez Ro-
binson et Nelson.

4. Intuitionnisme et Formalisme doivent se réconcilier, contrairement a ce qui
fut le cas dans le passé. Ce sont deux manieres "complémentaires" d’aborder
I’objet mathématique.

5. La perspective de cette réconciliation implique une saine vision de I'L.S.T.
de Nelson.

13. Robert Lutz - Michel Goze, Nonstandard Analysis : a practical guide with applications.
Springer-Verlag Lecture Notes in Mathematics n° 881 Berlin, Heidelberg, New York (1981); [50].

14. L’histoire des relations de I'UPR "Fondements des Sciences" avec les autorités du C.N.R.S.
est relatée par H. Barreau dans un texte écrit pour le bulletin de I'IREM de Strasbourg : L'OUVERT
N° spécial G. Reeb (1994). Ce texte est ma principale source d’information.

15. Le nom d’Edouard Nelson (1932-2014) apparait pour la premiére fois dans ce travail et y
reviendra souvent.
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Il est facile (et malhonnéte, faut-il le préciser ?) de s’appuyer sur des documents
internes pour critiquer des orientations de recherche. C’est pourtant ce que fit la
commission du C.N.R.S. (commission 03, Mathématiques) chargée de 1’évalua-
tion (pour la partie mathématique) du travail de cette U.P.R. En 1984 le rapporteur
devant la commission 03 écrivait :

Les préoccupations de I’E.R. "Fondements des Sciences " sont tres éclec-
tiques. Pour la part qui releve de la compétence de notre Commission, il
s’agit quasi exclusivement d’une étude épistémologique, avec certains as-
pects historiques et didactiques, de 1’ Analyse Non Standard (A.N.S.).

Ce choix d’une branche marginale de la discipline s’accompagne d’une vo-
lonté explicite de promouvoir I’intuitionnisme en tant que doctrine opposée
au formalisme dominant dans les mathématiques contemporaines. Cette ap-
proche conduit naturellement a une attitude plus apologétique qu’objective,
ainsi qu’en témoignent les douze theses et questions qui constituent le noyau
central de réflexion de la sous-équipe "Mathématiques pures et appliquées”
(voir théses n°1 a 5 notamment, dans le rapport scientifique ci-joint.)

Le rapporteur est dans ces conditions amené a formuler des réserves sur
I’activité scientifique de cette formation.

Ce rapport devait conduire la commission 03 a adopter a I’unanimité de ses vingt
membres la motion :

La Commission 03 émet des réserves tres sérieuses sur les theses présentées
par Monsieur Barreau et, sauf évolution positive, ne voit pas comment elle
pourra renouveler son soutien a cette formation.

H. Barreau demanda une "contre expertise" qui fut confiée a Alain Connes, Mé-
daille Field, qui connaissait bien les travaux de Robinson. Ce dernier, apres avoir
visité I’équipe, produisit le rapport suivant :

Pour la part qui releve de la section 03, I’activité de recherche de I’équipe
"Fondements des Sciences" est centrée autour de I’ Analyse non standard.
Comme il s’agit d’une théorie séduisante, en particulier par le sens qu’elle
donne a la notion d’infiniment petit il me semble nécessaire de mettre en
évidence les points suivants :

1. Le vice principal de I’analyse non standard est qu’il est impossible
d’expliciter un seul nombre non standard, ¢’est un théoréme mathéma-
tique. On peut parler de ces nombres mais leur utilité en tant qu’entité
mesurable est nulle.

2. La séduction de I’analyse non standard est due en grande partie a la
création d’un vocabulaire suggestif; la géométrie différentielle s’est
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bien gardée de céder a cette tentation, ce qui aurait été facile par
exemple dans la théorie des solutions asymptotiques aux équations
différentielles.

3. Il existe un outil puissant : les ultraproduits, qui permet d’exploiter au
maximum I’axiome de choix, il est peu connu des mathématiciens et
I’analyse non standard est strictement contenue dans son utilisation.

Il me semble que la vulgarisation de 1’analyse non standard peut rendre ser-
vice en faisant connaitre (3) mais devrait prévenir de (2)... Mais 1’équipe est
a voir avant la décision définitive.

On comprend qu’il s’agit de 1I’opposition du courant "main stream" des ma-
thématiques francaises a des activités qu’il juge marginales, voire pernicieuses,
mais rien dans ces prises de position n’est choquant. Il est normal que des idées
nouvelles suscitent de la résistance institutionnelle et les archives du C.N.R.S.
doivent regorger de rapports négatifs de ce type. D’ailleurs le principal intéressé,
H. Barreau lui méme, en convient :

Encore une fois, les mathématiciens de la Commission 03 admirent que nous
étions respectables et méme, pendant deux ans, m’inviterent a certains de
leurs conciliabules. Je garde donc, je dois dire, une impression plutdt posi-
tive a leur égard (...)

Mais il s’est passé des choses beaucoup plus surprenantes, que je relate rapide-
ment maintenant. En 1983 un éleve de I’école de Strasbourg se voyait interdire la
soutenance de sa these sur le territoire de I'Ile de France par la "Commission des
Theses Parisiennes de Mathématiques", une instance non officielle mais puissante
qui prétendait s’assurer, au nom de la communauté, de la qualité des travaux pré-
sentés. Plus étonnant, peut étre, que I’existence d’un organisme de censure non
officiel dont les mathématiciens de la région parisienne semblaient accepter les
avis, est que cette "Commission des theses", dont les noms des membres n’étaient
pas rendus publics, ne motivait pas ses jugements. Au jury pressenti qui I’interro-
geait sur les raisons scientifiques du refus d’autoriser la soutenance d’une these se
réclamant de I’A.N.S., la Commission a répondu :

Je vous réponds au nom de la Commission des Theses a la lettre que vous
avez adressée au président de 1’université de Paris VII au sujet du fonc-
tionnement de la Commission des Theses. Cette lettre nous a bien slir été
transmise.(...)

Dans cette lettre, vous soulevez le cas de la these de Monsieur (...) pour
laquelle la Commission des théses a demandé 1’avis d’un deuxieéme rappor-
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teur a la suite d’un premier rapport qui n’a pas permis a la Commission de
prendre une décision définitive.

Vous nous demandez de vous transmettre ce dernier rapport. La Commission
a été unanime pour trouver votre demande irrecevable. C’est un principe fon-
damental du fonctionnement de la Commission que le caractere confidentiel
des rapports demandés, ce qui garantit la liberté de jugement du rapporteur.

(..)

On devine que les choses n’en sont pas restées 12 '6. Un conflit de plus en plus
violent s’est développé entre les tenants de I’A.N.S. et I'institution mathématique
qui en est sortie victorieuse en ce sens qu’a partir des années 1990 presque plus
aucune these de mathématiques se réclamant explicitement de I’A.N.S. ne s’est
soutenue en France.

Plus d’un quart de siecle s’est écoulé depuis 1990. C’est une durée significa-
tive a I’échelle d’une controverse scientifique. Dans notre cas ce qui était 1’objet
de polémiques ne I’est plus maintenant. Ainsi :

1. La légitimité des méthodes de I’A.N.S. au regard des canons de la rigueur
mathématique contemporaine est universellement reconnue.

2. Lafécondité du point de vue A.N.S. s’observe de plus en plus dans de nom-
breux domaines applicatifs, notamment les sciences informatiques ou les
idées intuitionnistes "a la Reeb", que la commission 03 jugeait si margi-
nales, sont centrales dans la réflexion présente.

3. Cerise sur le gateau (pour moi), les travaux refusés par la Commission des
theéses, sont le point de départ d’une activité scientifique internationale im-
portante.

Je ne demande pas qu’on me croie sur parole : c’est ce que je pourrai démontrer
assez facilement en mettant en avant quelques éléments objectifs incontestables,
ce qui me conduira a rechercher les raisons de cette bataille perdue par I’A.N.S.
en France. Les raisons sont-elles purement et simplement crapuleuses (tous les
moyens sont bons pour éliminer les concurrents quand les postes se font rares)
ou, a I’opposé, plus noblement, s’agit-il d’une opposition irréductible entre deux
philosophies des mathématiques totalement irréconciliables (par exemple, comme
le veut la vulgate, intuitionnisme contre formalisme) ? Les institutions en charge de
la recherche en France dysfonctionnent-elles plus en mathématiques qu’ailleurs ?

16. Cet événement, que je connais de premiere main puisque j’étais un des membres du jury
pressenti, sera détaillé et analysé au cours de ce travail.
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Mon projet est donc d’aborder cette question d’histoire contemporaine des
sciences d’un point de vue philosophique. J’entends par "philosophique" un exer-
cice de pensée contre soi méme, un exercice ot 1’on se doit de fournir tous les élé-
ments en notre possession qui pourraient soutenir une pensée adverse. Tres bien,
mais alors comment un ex-mathématicien professionnel peut-il se livrer a I’exer-
cice philosophique lorsqu’il s’agit d’examiner une controverse a priori interne aux
mathématiques, surtout si ce dernier a été partie prenante dans la controverse ? 1l
me semble que la difficulté est la suivante.

Supposons qu’a un moment donné j’ai besoin d’affirmer (ce qui sera le cas) :
« Le systeme I.S.T. de Nelson est conservatif, i.e. tout énoncé interne a Z.F.C.
démontré dans I.S.T. est démontrable dans Z.F.C. » je n’ai pas besoin de me jus-
tifier. I s’agit d’un énoncé interne aux mathématiques pour lequel on peut me
faire confiance. En revanche, quand je dis (ce que je dirai de fagcon un peu plus
nuancée) :« c’est une anerie de prétendre, comme le fait G. Debreu que le théo-
réme de Brouwer entraine qu’une "économie de marché" possede un équilibre »,
mon affirmation n’est pas un énoncé mathématique. Elle porte un jugement de
valeur (une anerie), ce que ne font jamais les énoncés mathématiques, dans un
domaine (I’économie) étranger aux mathématiques. Je dois évidemment justifier
une telle affirmation, argumenter au plus pres, faute de quoi je tomberais dans la
polémique, ce que je ne souhaite pas. Dans ’exemple que je viens de produire
faire la distinction entre ce qui appartient au discours des mathématiques et ce qui
n’en fait pas partie est facile a faire. Mais supposons maintenant que je dise :

L’ AN.S. permet de démontrer 1’existence d’oscillations de relaxation dans
I’équation de Van der Pol singulierement perturbée, c’est la méthode a utili-
sefr.

La premiere partie de la phrase est un fait mathématique incontestable auquel j’ai
ajouté une opinion qui n’est pas celle de tous les mathématiciens. Un adversaire
de I’A.N.S. peut soutenir avec raison qu’il existe d’autres méthodes, ce qui est un
fait, qu’il juge plus pertinentes, ce qui est a son tour une opinion. J’ai compétence
pour affirmer la premiere partie de la phrase, je dois justifier la seconde. On voit
donc que dans le travail d’analyse que je me propose d’entreprendre il faudra
qu’en permanence le lecteur sache "qui est en train de parler" : le mathématicien
ou I’apprenti philosophe ? Pour cela le plus simple est encore de donner des noms
a "qui est en train de parler" et de recourir a des dialogues a I’intérieur d’une
fiction littéraire.

Le procédé qui consiste a utiliser une fiction littéraire et des dialogues pour
aborder des questions philosophiques n’est certes pas original. Il remonte au moins
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a Platon. Plus pres de nous Diderot en a largement usé et, dans le champ de 1’épis-
témologie des mathématiques qui nous intéresse ici, Lakatos est célebre pour son
Preuves et réfutations qui met en scene 1’histoire de la formule d’Euler-Poincaré
sous la forme d’un dialogue socratique. Il existe d’innombrables autres exemples
et il est inutile que je défende plus avant ce style d’exposition.

Le corps de mon travail se présente donc comme une fiction littéraire sous la
forme du mémoire d’une these de philosophie préparée a 1’université imaginaire
de Maripasoula. Un apprenti philosophe, Luc Balderoy, enquéte sur les évene-
ments rapportés plus haut et, pour les besoins de son enquéte dialogue avec le
mathématicien Paul Duchemin. Pourquoi une telle mise en abime ? Elle a, pour
moi, I’immense avantage de mettre en scene dans la personne du jeune Balde-
roy mes insuffisances philosophiques. Ainsi, lorsqu’il sera un peu court, c’est au
personnage qu’il faudra adresser les reproches et juger si son ignorance est par-
donnable dans le contexte qui est le sien.

Le mémoire porte donc sur la dispute a propos de I’A.N.S..

— Le thésard, Luc Balderoy, n’est pas un mathématicien, mais sa formation de
base n’est pas non plus la philosophie. Au départ il est biologiste, plus pré-
cisément spécialiste d’écologie théorique et de dynamique des populations.
Il est reconverti a la philosophie et s’ intéresse a la question de la production
ou, si I’on préfere, de I’émergence des idées scientifiques. Sans étre partisan
d’un relativisme radical, qui ne verrait pas plus d’objectivité dans le discours
scientifique que dans n’importe quel autre discours sur le monde, poétique,
politique ou religieux, il attache une grande importance au contexte social
dans lequel travaillent les savants. S’il n’est pas mathématicien ses activi-
tés scientifiques antérieures 1’ont familiarisé avec les mathématiques, assez
élémentaires, qui interviennent en écologie théorique. N’ayant pas la for-
mation de mastere en philosophie il a obtenu son inscription en these grace
a des regles d’équivalence.

— Son directeur de These, Elysée del Braucoly, qui interviendra assez peu est
passablement anarchiste. On a du mal a imaginer un directeur de these de
cet acabit. Les conseils qu’il prodigue a son éleve ne I’aideront certainement
pas a trouver un poste de maitre de conférence mais pour un personnage de
fiction comme 1I’est Balderoy ce n’est évidemment pas trés important.

— Balderoy congoit son travail comme une enquéte sur un évenement interne
a la communauté mathématique francaise. Il considere, il expliquera pour-
quoi, qu’il a besoin de comprendre ce qu’il signifie du point de vue des
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mathématiciens. N’étant pas mathématicien et n’ayant pas le temps maté-
riel nécessaire pour acquérir les compétences requises il n’a d’autre solution
que d’interroger des mathématiciens. Il le fera a travers des textes et surtout
en dialoguant avec un mathématicien particulier. Ce sera le mathématicien
Paul Duchemin. Pour qu’il présente un intérét pour Balderoy il fallait qu’il
connaisse I’A.N.S. : ce sera le cas puisqu’il a collaboré a quelques publica-
tions utilisant la méthode, mais il ne sera pas pour autant un défenseur in-
conditionnel de la pratique des infinitésimaux. Sur cette question il est tout
a fait modéré et je me suis attaché a ne lui faire tenir, lorsqu’il est question
de mathématiques, que des propos qui ne pourraient jamais €tre violemment
récusés par un autre mathématicien. Je crois méme pouvoir affirmer que la
plupart du temps son point de vue est tres consensuel. Mais modéré ne veut
pas dire mou et il n’hésite pas a exprimer son opinion, souvent négative, sur
les institutions et leur fonctionnement.

La «these de Balderoy » est une fiction qui, comme telle, n’expose que les
theses de Balderoy. A elle seule elle ne peut constituer ma these. En effet, en tant
qu’auteur de la « these de Balderoy » je ne suis pas tenu d’approuver les opinions
de mes personnages mais le jury qui a la charge de juger mon travail doit savoir
quelles sont mes theéses et comment je les soutiens. Sur deux points au moins je
me distingue notablement de Balderoy. Balderoy est jeune et enthousiaste, il a le
droit de prendre le risque d’opinions peut étre insuffisamment étayées, mais moi,
qui suis sensiblement plus agé, je dois étre plus circonspect. C’est pourquoi je
serai conduit a reprendre quelques points soulevés par Balderoy, a les étendre et a
les nuancer dans une courte "postface a la These de Balderoy".

D’autre part ni Balderoy, par incompétence, ni Duchemin, en raison du role
que je lui ai assigné, ne peuvent exprimer mes positions sur diverses questions
concernant la nature des mathématiques ou, pour le coup, je n’ai pas I’'impression
que mon point de vue soit largement partagé. En effet, d’un c6té, comme presque
tous les mathématiciens, je suis largement platonicien en ce sens que, quand je
fais des mathématiques, je crois dur comme fer que les objets que j’étudie (dans
mon cas des solutions d’équations différentielles) existent et que je découvre leurs
propriétés. Mais, d’autre part et cette fois contrairement a beaucoup, je ne crois
pas qu’il y ait la moindre parcelle de vérité dans les mathématiques ce qui fait
de moi un formaliste pour qui les mathématiques ne sont que des démonstrations
écrites qui ne disent rien d’autre que tel ou tel assemblage de signes est valide ou
non ; pour le formaliste les signes mathématiques ne dénotent rien. Il ne m’a pas
échappé qu’il y avait quelques chose d’un peu contradictoire a étre a la fois plato-
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nicien et formaliste ou, si I’on préfere, €tre a la fois réaliste et non réaliste. C’est
pourquoi j’ai pendant longtemps caché honteusement cet aspect irrationnel de ma
vision des mathématiques jusqu’a ce que je découvre que le fictionnalisme est
une doctrine philosophique respectable et que je suis fictionnaliste sans le savoir.
Il existe méme un fictionnalisme mathématique défendu par des auteurs anglo-
saxons.

Mais je n’en dis pas plus ici pour ne pas biaiser la lecture du mémoire de these
de Balderoy qui n’est pas une thése sur la nature des mathématiques mais une
these en histoire des idées.

Le mémoire de Balderoy est présenté comme un document séparé sous une
couverture en attente de la composition du jury. Seul figure le nom du directeur
de these, del Braucoly. En effet je ne veux pas préjuger de la possibilité de réunir
un jury sur la base de ce manuscrit. Dans ses remerciements Balderoy anticipe en
remerciant collectivement son jury. On peut penser que s’il va jusqu’au bout de
son entreprise il remplacera cette phrase par des remerciements individualisés.



Deuxieme partie

These de Balderoy

Voir document annexé
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Postface
Retour sur la "these de Balderoy”

Quelque soin que I’on apporte a rendre un discours objectif il contient forcé-
ment une part de la subjectivité de son auteur. Le manuscrit "these de Balderoy"
n’échappe pas a ce constat. En raison des themes abordés il est clair que ma vi-
sion des mathématiques en a influencé 1’écriture. Quelle est donc ma "vision des
mathématiques" ?

C’est ce que j’aborde dans un premier chapitre.

Pour éviter tout malentendu j’insiste sur le mot "vision". Je n’ai pas dit ma
"philosophie des mathématiques" ce qui m’aurait obligé a me situer dans les
grands courants philosophiques et a veiller a la cohérence de mes theses. Une
"vision" est quelque chose de tres différent, a la fois beaucoup plus superficiel
et beaucoup plus profond. Plus superficiel : ¢’est un ensemble d’images qui s’im-
posent a I’esprit a un moment particulier, susceptibles de disparaitre a tout moment
au profit d’autres et éventuellement contradictoires. Plus profond en ce sens que,
si le mathématicien peut se passer d’une philosophie des mathématiques, que cela
lui plaise ou non, il a une “vision” qui a chaque instant, consciemment ou non,
oriente son travail mathématique.

Identifier, puis exposer sa vision des mathématiques c’est, en quelque sorte,
faire une tentative d’(auto)analyse freudienne de son inconscient mathématique.
Le lecteur qui pense avoir bien cerné ma personnalité mathématique, ou qui se
moque de mes motivations inconscientes, peut sans dommage se dispenser de la
lecture du premier chapitre de cette postface, la suite en est indépendante.

Le second chapitre est un retour critique sur les theses de Balderoy. Les theses
défendues par mon apprenti philosophe sont un peu naives et manquent parfois
de fondement. Il me semble qu’il peut difficilement en étre autrement dans un
travail de trois ans. Est-ce suffisant pour constituer une these de philosophie ? Ce
n’est pas a moi d’en juger mais a son Jury. En revanche, moi, j’ai plus de recul
que lui et donc des opinions plus nuancées. Mais je n’ai pas jugé utile de les lui
donner. En effet sa these, parce qu’elle est un peu simpliste, a le mérite d’€tre
claire. Elle affirme que, au dela des questions personnelles ou philosophiques, la
cause profonde de la “non-dispute” se trouve dans une éthique un peu relachée
de la communauté mathématique francaise a un moment donné. Nous allons voir
comment nuancer ce point de vue. Ce second et dernier chapitre peut donc étre
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considéré comme la réponse que Balderoy ferait aux critiques de son jury. Mais il
ne m’échappe pas que je suis un jury particulierement bienveillant.

Enfin, j’ai écrit une petite conclusion qui résume ces deux chapitres. J’ai es-
sayé de la rendre lisible a quiconque n’aurait pas eu le courage ou le temps de lire
toute la postface. Mais je peux aussi bien conseiller a tout le monde de la lire tout
de suite ; on pourra s’en satisfaire ou bien lire ensuite les deux chapitres en ayant
a I’avance une petite idée de 1a ou je veux en venir.
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CHAPITRE 1. UNE VISION DES MATHEMATIQUES 24

1.1 Etre fictionnaliste sans le savoir.

En travaillant sur le "roman mathématique" je ne pouvais pas manquer de lan-
cer le mot "fiction" sur Google et de fil en aiguille tomber sur fictionnalisme. A
ma grande surprise j’ai découvert que le fictionnalisme est une doctrine philoso-
phique respectable et que je suis fictionnaliste sans le savoir! Cela étant dit c’est
avec beaucoup de mauvaise conscience que je livre cette section au lecteur.

Pour commencer, du fictionnalisme que je viens de découvrir je n’ai qu’une
connaissance tout a fait superficielle que je décris tout de suite en quelques lignes.
Lorsque I’on travaille sur internet avec ce mot clef on voit apparaitre des noms
récents de la philosophie anglo-saxonne comme P. Benacerraf (1931-) et son éleve
G. Rosen (1962 -) mais aussi des noms plus anciens comme celui de H. Vaihinger
(1852-1933). Voici ce que j’en ai retiré. Le fictionnalisme est la doctrine ainsi
décrite par le résumé de I’article "Fictionalism" de la "Stanford Encyclopedia of
Philosophy" :

Fictionalism about a region of discourse can provisionally be characterized
as the view that claims made within that discourse are not best seen as aiming
at literal truth but are better regarded as a sort of ‘fiction’. As we will see,
this first characterization of fictionalism is in several ways rough. Butitis a
useful point of departure.

Dans Une métaphysique fictionnaliste : De Vaihinger a Whitehead'’, Bogdan
Rusu décrit plus précisément la position de Vaihinger :

1. Dans ses activités scientifiques ’homme utilise de facto des fictions
(des constructions idéelles fausses ou auto-contradictoires).

2. Les fictions sont adoptées et utilisées en raison de leur utilité pour
divers buts pratiques.

3. Le fait que les fictions soient utiles ou fécondes n’implique pas qu’elles
soient vraies ; la vérité differe de 1’ utilité.

4. L’usage des fictions conduit ou peut conduire (en science) a la connais-
sance de la réalité.

Toujours en utilisant internet j’ai constaté qu’il existe un fictionalisme mathé-
matique '® mais je n’ai pas persévéré dans cette direction parce que trés vite les

17. Alliage, n° 65 - 2009 ; [68]

18. voir I’article de Mark Balaguer Fictionalism in the Philosophy of Mathematics, "Stanford
Encyclopedia of Philosophy" [4]
https://plato.stanford.edu/entries/fictionalism-mathematics/.
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articles sont techniques. La lecture du livre de Vaihinger La Philosophie du comme
si 12, de Iarticle de I’encyclopédie et de celui de B. Rusu m’a semblée suffisante.

Ma seconde raison de mauvaise conscience est que ce que je vais dire a déja
été dit pour I’essentiel par J. Harthong dans un petit essai lumineux de quinze
pages, La dialectique de I’objectivité et du sens?°. Harthong y soutient que la
science ne peut progresser que sur deux pieds : D’une part I’observation froide et
sans état d’ame des faits de la nature, de I’ autre, la nécessité pour 1’esprit humain
de leur donner un sens. La découverte du "comment" des choses ne pouvant se
faire efficacement que dans le cadre d’une "fiction", échafaudage provisoire mais
nécessaire a I’esprit pour avancer. Je ne peux que conseiller au lecteur de lire cet
article. Il pourra ainsi apprécier la lourdeur et la confusion avec avec lesquelles je
paraphrase un texte clair et vigoureux.

Mon excuse est de saisir ce prétexte pour tenter de vulgariser aupres d’un plus
large public un chapitre peu connu de la culture de ’ingénieur automaticien : la
théorie de la réalisation. Tous les philosophes des sciences savent trés bien, au
moins depuis Duhem, que le systeme de Copernic n’est pas plus "vrai" que celui
de Ptolémée en ce sens que tous deux "sauvent les apparences". Ils se souviennent
également que le cours de physique du lycée leur a enseigné que deux objets
aussi différents qu'une masse suspendue par un ressort et un circuit électrique
"self-capacité-résistance" ont le méme comportement dynamique (décrit par une
équation différentielle du second ordre dont les parametres et les variables ont
une interprétation différente) et donc que du simple comportement dynamique
d’une variable il n’est pas possible de déterminer le mécanisme qui I’a produit et,
inversement, suivant les variables choisies, I’expression mathématique du méme
phénomene peut sembler tres différente. En revanche il est beaucoup moins connu
qu’il existe une théorie, enseignée dans de nombreuses écoles d’ingénieurs, qui
systématise ces observations.

Dans les cours d’automatique 2!

, on enseigne la théorie de la réalisation qui

19. préface et traduction de Christophe Bouriau, Philosophia Scientie, Kimé, (2013); [75]

20. dans De la science a la philosophie, hommage a Jean Largeault, ouvrage collectif édité
chez I’Harmattan, Paris, 2002, sous la direction de Miguel Espinoza, collection “Ouverture philo-
sophique”. ISBN : 2-7475-1876-0) ; [28]

21. Lautomatique est la discipline qui s’occupe de tout ce qui touche a la conduite des systemes
artificiels complexes ce qui inclut la connaissance :

— des capteurs et du traitement du signal qu’ils produisent,
— des dispositifs de “manipulation” des forces ( pneumatique, hydraulique- - ),

— et de techniques mathématiques spécifiques.
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FIGURE 1.1 — Le jeu du Sphinx

est tres largement utilisée dans la conception et la fabrication des objets techniques
qui nous entourent. C’est une théorie mathématique pas particulierement difficile
(elle utilise le concept d’équation différentielle et un peu de techniques d’algebre
linéaire) mais dont la formalisation, sinon les idées, est assez récente (les années
cinquante-soixante). J’essaye de I’expliquer de la fagcon la moins technique pos-
sible mais il est a craindre que cela reste un peu obscur pour qui n’a pas de (ou a
oublié sa) formation mathématique. Je le fais parce que je trouve dommage qu’elle
soit si peu connue de ceux qui réfléchissent a I’'usage des mathématiques dans les
sciences et qui se réferent toujours a la physique et aussi parce que je crois qu’elle
est pour beaucoup dans ma vision des mathématiques et de leur place dans les
sciences.

1.1.1 Le Sphinx et ’automaticien.

Le dispositif du Sphinx et sa mise en équation. Dans la petite fable qui suit
deux personnages s’affrontent, le Sphinx qui, comme le veut la tradition, pose des
énigmes et (Edipe qui tente de les résoudre. Le Sphinx connait bien la physique
du XIX &me siécle 22 et est capable de bricoler des dispositifs mécaniques assez
complexes ; (Edipe, lui, est assez bon mathématicien, plus précisément un bon

22. C’est surprenant pour un personnage de 1’antiquité égyptienne, mais le Sphinx n’est pas un
personnage ordinaire.
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automaticien du XXeme siécle 23

Le Sphinx a construit un dispositif matériel (nous verrons lequel) qu’il cache a
(Edipe dans une “boite” (noire) ; la boite est reliée par des fils électriques a un vo-
lant extérieur qu’(Edipe peut tourner a sa guise dans le sens direct ou rétrograde et
cette action a pour conséquence I’inscription d’une courbe par un stylet sur un pa-
pier déroulant (voir figure 1.1). (Edipe a le droit de manipuler son volant, comme
il I’entend, autant de fois et pendant autant de temps qu’il le désire. Il réalise ainsi
des “expériences” a partir desquelles le Sphinx lui demande de déduire quel est le
mécanisme contenu dans la “boite”.

Ce mécanisme est décrit sur la figure 1.2. Dans la “boite” (le rectangle en
pointillé) on trouve une masse m maintenue entre deux plaques métalliques (les
segments verticaux rouges). Cette masse est une masse métallique qui possede
une charge électrique E. Les plaques métalliques constituent un condensateur sou-
mis a un potentiel électrique par un dispositif (non représenté) tel que le champ
électrique u résultant puisse étre varié au gré d’un manipulateur (en tournant un
volant). Lorsque le champ électrique varie au cours du temps, sous ’effet de la
force exercée par le champ, la masse m va osciller et 1’oscillation est inscrite par
un stylet sur un enregistreur déroulant. Une “expérience” consiste a :

— partir de I’équilibre avec u = 0,

— afaire varier au cours du temps le champ électrique selon une loi dite “fonc-
tion d’entrée” 1 — u(t),

— aobserver le résultat.

Donc, si nous notons y(¢) ’écart du stylet par rapport a la position d’équilibre,
nous avons un dispositif matériel qui a une “fonction d’entrée” (¢t — u(r)) fait
correspondre une fonction dite de "sortie” (¢ — y(t)) (voir figure 1.3).

Nous mettons en équation ce dispositif a I’aide des lois bien connues de la
physique. Pour cela nous introduisons les variables x; pour I’écart a 1’équilibre de
la masse m et x, pour sa vitesse :

_dxp

Cdt

Comme y est I’écart du stylet par rapport a la position d’équilibre nous avons :
y = x1. Les lois de la mécanique et de 1’électrostatique nous disent que :

X2

d? d
m% - m% = —kx; — v+ Eu (1)

23. Voir note 22
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FIGURE 1.2 — La "mécanique” du Sphinx

ou k est la “raideur” du ressort et r les forces de frottement. Le lecteur qui possede
un baccalauréat scientifique reconnait ce qu’on appelle I’équation de 1’ oscillateur
harmonique forcé. Cette équation linéaire est valide uniquement pour des petites
valeurs de x| et x, (ce que nous supposerons). Ceci peut (doit!) s’écrire sous forme
matricielle :

) u

d [ xi 0 1 x1
()= (o))
y = <1,o>(’”)
x2
%

Les matrices ont été inventées dans la seconde moitié¢ du XIXeme siecle. Ce
sont des tableaux de nombres comme par exemple :

1 2
A—(g _11 _21> B=1|11
21

pour lesquels on définit des opérations de “somme ” et de “produit ”; ainsi
le “produit ” de A par B est-il :

6 7
as=(9 1)

ISImo

2
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Peu nous importe ici la connaissance de ces regles de manipulation des ma-
trices qui sont enseignées au début de la licence de mathématiques. J’ai dit
que le “systeme doit s’écrire”. En effet les notations matricielles sont beau-
coup plus qu’un jeu d’écriture. Elle permettent, par leur concision de “visua-
liser ” des propriétés de structure des systémes qui autrement disparaitraient
sous 1’abondance des notations.

G

Nous allons supposer que les forces de frottement ne sont pas nulles, ce qui fait
qu’entre deux expériences la masse retourne au repos, mais assez faibles pour que
leur effet puisse €tre négligé devant k et E au cours d’une expérience. Nous suppo-
sons également que les unités ont été choisies de maniere a ce que les constantes
soient toutes égales a 1. Nous avons donc le modele mathématique ci-dessous
dont nous supposons qu’il reproduit la réalité avec une précision tres supérieure
aux instruments de mesure disponibles, donc de facon parfaite. C’est le modele du

sphinx. :
i) = (o)) ()
v = 0o()

Le systeme d’équation (3) est donc un “dispositif mathématique” capable de pré-
dire pour un (¢t — u(t)) donné quel sera le comportement de (¢ — y()) a la sortie
de la boite, par des calculs a la main si (¢ — u(z)) est simple, a I’aide d’un ordina-
teur si (¢ — u(t)) est trop compliquée.

Z:S phinx

Les questions du Sphinx. Le Sphinx tient a (Edipe le discours suivant :

Mon cher (Edipe, tu vois le systeme devant toi. Si tu tournes le volant tu verra,
en réponse, le stylet s’agiter sous I’effet d’'un mécanisme particulier. Je te pose
deux défis :

1. Je te proposerai une loi 7 — u(t) de manipulation du volant, tu devras prédire
le comportement du stylet.

2. Je te demanderai ensuite de me dire quelle est le systeme différentiel d’ordre
2, tu vois je t’aide un peu, qui modélise le dispositif.

Je sais que tu es bon mathématicien, je t’autorise a utiliser toutes les théories que
tu voudra et a faire usage d’un ordinateur, si nécessaire. Bonne chance !
Donc le Sphinx demande a (Edipe de “deviner” quelles sont les équations (3).
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u() o X yl)

FIGURE 1.3 — Systeme entrée-sortie

Le travail d’(Edipe (Edipe se remémore ses cours d’ingénieur. Il voit qu’il

est en présence de ce qu’on lui a appris étre un systeme “entrée-sortie”, 1.0.S.

en abrégé (et en anglais >*). Un dispositif matériel qui en “réponse” & un “signal

d’entrée” (r — u(t)) fournit un “signal de sortie" appelé aussi "réponse" (¢ — y(t))
qu’il note :

(t=u() = (17 Zpou) () 4)

ou plus simplement en notant (t — f (1)) = f(-) :
u(-) = Xy () (5)

%

Les notations ci-dessus doivent paraitre assez obscures. Ce sont des nota-
tions de mathématicien destinées a chasser tout ambiguité. Il s’agit d’expri-
mer qu’un signal temporel (t — u(t)) produit ( — ) un autre signal temporel
(t = Z(suie (1))

Dans le formalisme des ingénieurs un [.O.S. est schématisé par le dessin de
la figure 1.3 qui, lui, est assez parlant.

%

Quelques expériences montrent a (Edipe que le systeme réagit de facon li-
néaire i.e.
Zaur ()20 () = MZuy () + 2K )

et il est content car il sait que dans ce cas il dispose d’outils d’identification qui
vont lui permettre de répondre a la premiere question. Il fait un grand nombre
d’expériences et a I’aide des techniques qui lui ont été enseignées il détermine le
systéme :

24. 1.0.S. = Input-Output-System.
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d -3 2 1
(&) = (53)(8)(3)w
YOEdipe dr \ & - & (6)
y = 26-&
dont il constate que le pouvoir prédictif est parfait. Il écrit sur son ordinateur un
petit programme qui, lorsqu’on lui donne une fonction u(-) en “entrée” prévoit la
“sortie” produite par le systeme (6).
Sil’on oublie le travail mathématique, on peut considérer que (Edipe a construit

un dispositif matériel : I’ordinateur et son programme, qui produit exactement le
méme comportement “entrée-sortie” que le dispositif mécanique du Sphinx .

Le dialogue entre (Edipe et le Sphinx (Edipe retourne voir le Sphinx.
— (E : Sphinx je suis prét a t’affronter. Vas-y, donne moi une fonction d’entrée.
— S : Voici u(.)

(Edipe fait fonctionner son ordinateur et propose sa "sortie" comme prédiction. Le
Sphinx fait fonctionner sa machine. On compare. La prédiction est parfaite.

— S : Tu as eu de la chance. Voici un autre u(.)
— (E : Comme tu voudra...
On recommence plusieurs fois I’expérience avec succes.

— S : Bravo. Tu as dont bien trouvé le systeme d’équations qui commande a
ma mécanique. Quel est-il ?

— (E : J’ai pris le systeme :

e [0 2) = (S3)(2) (2)0

y = 26 —-&

25. Ici on peut faire une petite remarque. La machine de Turing est un dispositif idéal qui a
une suite donnée 0010011011111001...10 de O et de 1 entrée est capable de donner en sortie
une autre suite de 0 et de 1. C’est un concept treés proche (sinon le méme) de celui du systeme
entrée-sortie des automaticiens. Mais 1’objectif est ici différent. Il ne s’agit pas de reproduire des
correspondances entre entrées et sorties mais de donner une définition formelle de ce que veut dire
“calculer”.
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— S: Cen’est pas la bonne réponse ! Je ne sais pas par quel don de divination tu
es capable de prédire la sortie correctement mais je t’avais demandé quelles
sont les équations. Tu ne les a pas trouvées, tu vas donc mourir.

— (E : Eh ! Attend un instant Sphinx ! Tu ne peux pas me faire mourir ainsi.
Tu sais bien qu’il y a une infinité de systémes possibles qui permettent une
prédiction parfaite. J’en ai choisi un particulier parce qu’il le fallait pour les
simulations. Le tien se déduit certainement du mien par un changement de
variable linéaire.

— S: (Ebranlé par ’assurance d’ (Edipe) Qu’est ce que c’est que cette histoire.
Je ne suis qu’un pauvre physicien constructeur de machines du XIXeme
siecle. N’essaye pas de me rouler avec des trucs de mathématiques mo-
dernes que je ne comprendrai pas. Explique moi clairement. Si tu me con-
vainc je te ferai grace.

— (E : Bon, j’imagine que tu as construit une machine, mécanique ou élec-
trique ou les deux a la fois, ou tout autre dispositif matériel qui réalise cette
relation “entrée-sortie” que tu m’as demandée de deviner. Les lois de la
physique, que tu connais bien, t’ont donc permis de déterminer un systeme
de trois matrices :

— Une matrice 2 X 2 : A (en effet tu m’as dit que ton systeme est d’ordre
2),

— Une matrice 2 x 1 : B,

— Une matrice 1 x2: C,

i(ﬂ ) _ A<’“ >+Bu(t)
dt \ x X2
YABC .

_ |

reproduit fidelement le comportement “entrée-sortie” du systeme matériel
que tu as imaginé. Comme je sais que tu es scrupuleux tu as certainement
fait quelques tests de vérification. Une erreur est toujours possible. Exact ?

telles que le systeme :

8)

— S : Exact. Mais ne va pas trop vite avec tes matrices. Ce sont des techniques
de calcul qui viennent tout juste de sortir et que je ne maitrise pas tres bien.
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— (E : D’accord, je vais doucement. Prends une matrice inversible P et consi-

dere les variables : 5
1 X1
=P 9
(8)-r() 2

Zpap-1 pncp %( 2) ) ZP 11<(§)) + PBu(r)
y =

Le systeme :

(10)
&

a exactement le méme comportement “entrée-sortie”” que ton systeme. En
d’autres termes tous les triples de matrices (PAP~! , PB, CP~!) définissent
exactement le méme comportement “entrée-sortie”. Si tu me donnes ton
triple, je te donnerai la matrice P qui donne mon systeme a partir du tien.

— Je suis ébranlé par ton argument. Ainsi donc tu prétends qu’il existe une
matrice P qui permet de passer de mon systeme au tien ? Ainsi il y aurait
plusieurs systemes différents d’équations qui produisent le méme comporte-
ment et I’on pourrait passer des uns aux autres par de simples changements
de variables !

— (E : Absolument, c’est le théoreme d’isomorphie des réalisations minimales.

— S : Voici mon triple :

(1) () a0

Sauras-tu le transformer en ton triple ?

Apres quelques petites recherches (Edipe propose une matrice....

1 1
P:<12) (12)

Alors le Sphinx se livre aux vérification :

2 -1
() (13

— (E : La matrice P est :

— Calcul de I’'inverse de P
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— Calcul de PAP!
11 0 1 2 1 -3 2
(12)(—10)(—1 1)2(—5 3) (14)
— Calcul de PB . 0 .
(12)(V)=(3)

(1,0)( _f _i ) =(2,-1) (16)

— (E : Tu vois Sphinx, ce sont bien mes trois matrices. Il y a autant de modeles
que de matrices inversibles P.

— Calcul de CP~!

— S : J’ai compris (Edipe. Une infinité de modeles ont exactement le méme
comportement “entrée-sortie”’. Le mien était construit sans référence au
comportement “entrée-sortie”, exclusivement sur la base des lois de la phy-
sique de mon dispositif. Inversement la connaissance du comportement
“entrée-sortie” sortie permet de déterminer un modele prédictif correct mais
elle ne permet pas de retrouver le dispositif de départ. Il est est bien vrai que
sur la simple information qu’elle donne I’heure avec précision on ne peut
décider quel est le mécanisme d’une montre ; ce peut €tre une montre a res-
sort ou une montre électrique. Je n’avais pas pensé a ¢a. J’aurais di y penser
plus tot. Pour te récompenser tu auras la vie sauve.

1.1.2 Ce que dit la théorie mathématique (élémentaire) des sys-
temes linéaires.

Le lecteur qui n’est pas rebuté par 1’algebre €lémentaire sera peut étre intéressé
par ce paragraphe mais il n’est pas indispensable de le lire pour aborder comme
je le fais plus loin les enseignements de la fable du Sphinx et de I’automaticien.

Le lecteur est évidemment familier avec le concept mathématique de fonction :
Une fonction est un “mécanisme” (un procédé, une procédure) qui permet d’as-
socier a tout nombre x un nombre f(x)) bien déterminé, une fois pour toutes. Par
exemple la fonction que 1’on note (x — y = x?) est la "procédure” qui consiste a
multiplier x par lui méme. La fonction (x +— y =3.5(x+ 1) +7) est la “procédure”
qui consiste en :
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1. Ajourer 1 a x et noter z le résultat,
2. multiplier z par 3.5,
3. ajouter 7.

On notera tout de suite que la procédure :
1. multiplier x par 3.5,
2. ajouter 3.5,
3. ajouter 7.

est différente de la précédente mais donne le méme résultat. C’est un premier
exemple simple ou des “mécanismes"” différents donnent le méme résultat. Mais
il y a des procédures bien plus radicalement différentes qui donnent le méme ré-
sultat. Par exemple la fonctions trigonométrique (x — y = sinx) peut étre définie
de fagon géométrique comme 1’ordonnée du point du cercle trigonométrique cor-
respondant a I’angle x mais aussi comme la somme de la série entiere :

x¥©oox

sinx:x—§+§+---

Ainsi des “procédures” tres différentes comme mesurer avec soin sur un dessin
ou ajouter des nombres en grande quantité comme dans le calcul de la somme
ci-dessus peuvent donner des résultats identiques. Ce qu’on appelle “fonction”
ce n’est pas le mécanisme mais le résultat. Ainsi, dans une “fonction" on ou-
blie le mécanisme pour ne garder que le fait qu’a toute valeur x de la variable
correspond une unigue valeur. A chaque procédure on peut associer un unique
dessin : son graphe. Mais réciproquement a un graphe correspondent une ou
plusieurs procédures. Finalement, dans la théorie des ensembles, dans la notion
de fonction on oublie toute idée de procédure ou de mécanisme et on ne garde
que le graphe. Une “fonction" de X dans Y est une partie G de X x Y telle que
VxeX3dyeY : (x,y) €G, yunique.

C’est cet oubli (volontaire) de s’intéresser aux “procédures ~ qui fait que les
mathématiques dérivées de la théorie des ensembles sont inaptes a formaliser les
concepts de I'informatique qui pour le faire doit s’appuyer sur des systemes for-
mels d’un genre différent.

La nature fournit de nombreux exemples de correspondances entre grandeurs
qu’on cherche a représenter par des fonctions (dans ce cas on dit des lois) :

— Le phénomene de dilatation fait qu’a une température T correspond la lon-
gueur d’une tige métallique [(7T') .
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— Dans une réaction enzymatique a une concentration de substrat s correspond
une vitesse de réaction ().

— Dans une pompe a une pression P correspond un volume V (p)

Pratiquement il n’est pas possible de consigner 7', L ou V pour foutes les valeurs
de la variable 7', s ou P; on ne peut faire qu'un nombre fini d’expériences! L’ex-
périmentation fournit un “nuage ” de points par lesquels on fait passer un graphe.
Par un nombre fini de points on peut faire passer une infinité de courbes diffé-
rentes, donc il existe une infinité de fonctions susceptibles de coincider avec un
nombre fini de points expérimentaux. C’est pourquoi on fixera, a priori une classe
de fonctions - par exemple un polyndme de degré donné - dont on choisira les
parametres pour ajuster au mieux les données expérimentales. Si nous appelons
“théorie” une fonction qui ajuste un nuage de points nous avons ici une illustration
mathématique banale de 1’idée de la these de “sous détermination des théories” de
Quine : I’ajout de points supplémentaires peut conduire a une modification de la
fonction.

J’ai fait ce petit rappel de faits trés élémentaires et bien connus pour mettre
en évidence ce que la notion de “systeme” apporte d’original. On peut n’y voir
qu’une sorte de généralisation de la notion de fonction : ce n’est plus a un nombre
(ou a plusieurs) qu’on fait correspondre un autre nombre mais a une fonction U (-)
(I’entrée : un signal temporel) une autre fonction Y (-) (la sortie : un autre signal
temporel). En réalité il s’agit de beaucoup plus qu'une simple généralisation du
concept de fonction. La théorie des systemes distingue :

1. Les variables d’entrée U = (uy, - - - ,up,) au nombre de p (p = 1 dans la fable)
qui doivent étre pensées comme des entités matérielles connues et manipu-
lables, auxquelles sont associés des “nombres” (I’angle que fait le volant de
la fable par rapport a la position neutre).

2. Les variables de sortie Y qui sont des grandeurs observables (la position du
stylet de la fable sur le rouleau) c’est a dire des nombres associés a certaines
entités matérielles (I’écart du stylet a sa position d’équilibre).

3. Des variables intermédiaires X = (x1,--- ,x,) (n = 2 dans la fable) appe-
1ées variables d’état qui vont permettre de définir quel type de relation doit
exister entre “entrées” et “sorties”.

La relation doit étre dynamique. La fonction d’entrée U (-) = (¢ — U(t)) doit étre
congue comme une action dans le temps d’un expérimentateur (d’olt) le choix de
t pour la variable et Y(-) = (¢t — Y (¢)) est la réaction observable du systeme le
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lien se faisant a travers les variables d’état X et le systeme différentiel :
dX
— = AX+BU(t
yABC dt TBUW) (17)
Y = CX
(ou A B et C sont des matrices de taille ad-hoc) que I’on integre a partir de la

condition initiale 026, Un systéme est donc entiérement spécifié par la donnée
d’un triplet de matrices :

A(nxn) , B(nxp) , C(gxn) (18)
auquel est associée 1’application “entrée-sortie” :
U() =Y () =250 () (19)

u()

Par rapport a la notion statique de fonction U — Y = f(U) qui ne fait inter-
venir que les grandeurs du monde accessibles a I’ expérimentateur-observateur la
théorie des systemes introduit des variables d’état qui peuvent étre connues -c’est
le cas du Sphinx- ou non -c’est le cas d’ (Edipe- de I’expérimentateur-observateur.

On dira que deux systemes X4 g ¢ €t Xy pr ¢ sont €quivalents si :

ABC,\ _ vA B C
ZU(.) () = ZU(.) ()
Donc, la théorie des systémes officialise le fait qu’'une méme fonction peut étre
produite par deux mécanismes différents et fixe a priori la classe des mécanismes
possibles : c’est celle des systemes différentiels. Cette théorie ne rendra donc pas
compte de ce que la valeur de sinm/3 s’obtient en mesurant soigneusement sur
un cercle trigonométrique ou en calculant la somme d’une série mais son champ
d’application reste cependant tres vaste.

On remarquera que deux systemes peuvent tres bien étre équivalents sans que
le nombre des variables d’état soit le méme. Il suffit pour cela de rajouter a un
systeme dont les variables d’état sont X| des variables d’état X, qui ne sont pas
observées et qui n’agissent pas sur Xi, soit le systéme :

(dX

d—tl = AnXi+ 0Xo+BU(1)

dX

d_t2 = A21X1—|—A22X2—|—BQU<Z> (20)
LY = ax

26. Comme le systeme est linéaire on peut montrer que ce choix, qui peut sembler particulier,
ne diminue pas la généralité de 1’étude.
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Ce systeme a évidemment la méme application “entrée-sortie ” que le systeme
X411,B1.Cr-

C’est un exercice de manipulation de matrices élémentaire de démontrer la
proposition suivante :

Proposition 1.1.1 Soit un triplet de matrices :
A(nxn) , B(nxp) , C(gxn) (21)

et une matrice (n x n) inversible. Les systemes YA€ et LPAP', PB,CP~! sont
équivalents.

Soit maintenant une application “entrée-sortie”

A B,C

u() '_>2u(.7) () (22)
On dit qu’un systeme équivalent a (22) est une réalisation minimale de (22) si la
dimension n de son vecteur d’état est la plus petite possible. Le théoreme de la
réalisation minimale dit :

Théoreme 1.1.2 Si Xy pc et Ty p o sont deux réalisations minimales alors il
existe une matrice inversible P telle que :

A" B'.C'=pPAP' PB,CP™!

Ce résultat a été établi dans les années 50 et 60 et est facile a démontrer (ce sont
des applications de 1’algebre linéaire de base). Ils fait partie du bagage des ingé-
nieurs automaticiens. Ils est complété par des techniques qui permettent d’identi-
fier (déterminer un triplet A, B,C) une réalisation minimale a partir de la donnée
de I’application “entrée-sortie” en tenant compte des imperfections des situations
réelles telles que la présence de bruit sur les données.

Par exemple, quand on veut fabriquer un modele informatique d’un systéme
artificiel complexe comme un avion on procede ainsi :

— On détermine des variables d’entrée : position des commandes d’attitude
(manche, palonnier) de configuration (volets, aérofreins) de poussée etc.

— On détermine des variables de sortie : position, vitesse, attitude, altitude etc.

Comme I’avion est un dispositif matériel qui a été construit en respectant des lois
physiques connues, il est, en principe, possible en les appliquant d’en construire
un modele, comme I’a fait le Sphinx pour son dispositif. Mais ce sera extrémement



CHAPITRE 1. UNE VISION DES MATHEMATIQUES 39

compliqué et le nombre de variables du systeme sera considérable. Un modele
obtenu de cette facon s’appelle un modele de connaissance.

Mais I’on peut aussi observer le comportement “entrée-sortie” de 1’avion (par
exemple dans une soufflerie physique ou numérique) et en déduire une réalisation
minimale a 1’aide des techniques évoquées ci-dessus. On parle alors de modele de
comportement.

Notons deux choses avant de terminer ce paragraphe. La premiere est que dans
une large mesure le théoreme de réalisation minimale se généralise aux systemes
non linéaires grace a des travaux de H. Sussmann des années 1970 mais, contraire-
ment 2 la théorie linéaire qui est & I’ceuvre dans toutes sortes d’objets techniques 2’
qui nous entourent, la théorie non linéaire n’a, pour le moment, pas d’applications
pratiques ; elle n’est pas encore (a2 ma connaissance du moins) un outil ordinaire
de I’ingénieur. La seconde est que la pertinence du concept d’“entrée-sortie” est
remise en cause par plusieurs grands noms de I’automatique 2®. En effet, de nom-
breux exemples simples et pratiques (comme la conduite d’une grue) montrent
que la dissymétrie de traitement entre I’entrée (la cause) et la sortie (1’effet) n’est
pas toujours pertinente et qu’il serait mieux de voir dans les systeémes des en-
sembles de relations entre éléments en oubliant la causalité. Je ne sais pas si ce
point de vue finira par s’imposer sur le point de vue “entrée-sortie” qui date des
années 1950. La question n’est pas évidente tant il est vrai que I’idée de causalité
a laquelle est relié€ le concept d’“entrée-sortie” (le signal d’entrée est la cause du
signal de sortie) a rendu et continue a rendre d’immenses services.

Mais cela n’a pas d’importance pour ma discussion.

27. L’automatique, 1’art de piloter les machines, est une discipline ancienne que les spécialistes
s’accordent généralement a faire remonter au milieu du XIX* siecle. Elle s’est considérablement
développée en raison de I’effort de guerre et de guerre froide a partir de 1940. On associe le nom
de Rudolph Kalman (1930-2016) a la théorie présentée ici mais il est encore plus connu pour le
"filtre de Bucy-Kalman" qui est une technique statistique pour améliorer en temps réel la précision
des mesures faites sur des objets en mouvement.

28. Par exemple :

— M. Fliess, Variations sur la notion de contrélabilité Journée Soc. Math France, 17 juin
2000; [31] https://cel.archives-ouvertes.fr/inria-00001042/document

— J. C. Willems, The Behavioral Approach to Open and Interconnected Systems, IEEE
CONTROL SYSTEMS MAGAZINE, Décembre 2007, p.46-54 ; [82]
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1.1.3 Une interprétation de la fable du Sphinx et de I’automa-
ticien.

La fable du Sphinx et de I’automaticien est trés concreéte en ce sens qu’on peut
remplacer le Sphinx par un professeur d’automatique qui fournit a un étudiant
(Edipe) un “exécutable” > qui produit sur un ordinateur un certain comporte-
ment “entrée-sortie” et qui lui demande de trouver un code produisant le méme
comportement. Mais on peut la considérer aussi (avec un peu d’humour et sans
aller trop loin) comme une métaphore de I’activité scientifique. Remplacgons le
Sphinx et sa machine par Dieu et le monde.

Dieu, qui sait tout, savait évidemment que I’homme ferait assez de mathéma-
tiques pour comprendre un jour le sens de I’indication :

Le "Monde matériel" est régi par un (tres) grand systeme d’équations
différentielles ¥.

que plusieurs prophetes de la religion de la science nous ont transmise.

Donc, dans un premier temps les hommes se sont donné pour tache de connaitre
Y, puis, comprenant la vertu des changements de variables (ou si I’on préfere des
changements de points de vue) ils ont compris qu’un tel objectif n’était pas réa-
lisable et, retournant a Platon, ils ont réduit leur ambition a proposer des théorie
qui ne font que Sauver les apparences, c’est a dire trouver un triplet particulier de
la classe des réalisations minimales. C’est la these soutenue par P. Duhem dans
Sauver les apparences, sur la notion de théorie physique*°.

Devons nous conclure que I’automaticien est un relativiste pour qui tous les
modeles se valent? Certainement pas. Le gros avantage du modéle de connais-
sance du Sphinx sur le modele trouvé par (Edipe est que le premier est déduit
des lois de la physique et que de ce fait il contient toute une culture : le mo-
dele du Sphinx contient implicitement tout ce que la physique nous a enseigné
sur I’oscillateur harmonique. Ca ne sert a rien tant qu’il s’agit de reproduire un
comportement “‘entrée-sortie”, ce qui était la devinette du Sphinx, mais ¢a permet
d’aller bien plus loin.

Je vais illustrer ce dernier point par une histoire pratique bien réelle 3! qui
ressemble beaucoup a la fable du Sphinx.

29. Un "exécutable" est le résultat de la compilation d’un programme. Il n’est pas possible de
retourner au programme source.

30. VRIN 3003; [27].

31. Je la raconte de mémoire car malheureusement je n’ai pas été capable d’en retrouver des
traces écrites. Je ne peux pas garantir les détails mais seulement la philosophie générale.
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Un pont a I’embouchure d’un fleuve est réguliecrement submergé par les eaux
lors d’épisodes pluvieux importants. Pour des raisons de sécurité (fermer 1’acces
au pont) on désire prévoir la hauteur de la crue avec un peu d’avance a partir de
pluviometres installés en amont. [’agence d’aménagement du bassin versant du
fleuve avait soumis ce probleme comme un challenge a une communauté d’ingé-
nieurs. L’agence fournissait un grand nombre de données passées de la relation
entre les mesures enregistrées par les pluviometres et la hauteur de la crue et
gardait pour elle quelques enregistrements pour mesurer la qualité de prédiction
des modeles proposés. Une premiere équipe avait utilis€ un modele numérique
du bassin versant particulierement détaillé, faisant la différence entre les zones
construites ou 1’eau ruisselle et les zones ou I’eau s’infiltre dans la terre. A I’aide
d’un ordinateur puissant elle calculait dans le détail le parcours de I’eau et en
déduisait la hauteur de la crue. Une autre équipe procédait simplement par identi-
fication d’un modele de comportement. Le modele obtenu était tres simple et pou-
vait étre mis en oeuvre avec un simple ordinateur personnel. Les deux modeles
donnaient des résultats satisfaisant du point de vue de la prédiction. Le modele de
comportement était efficace mais ne donnait pas d’informations sur les raisons de
la montée des eaux. Le modele de connaissance basé sur la représentation du ter-
rain permettait lui, par simple manipulations de parametres, de mettre en évidence
la part de responsabilité des zones commerciales et industrielles dans la hauteur
des crues. Deux modeles ayant méme comportement “‘entrée-sortie” ne sont équi-
valents que du point de vue de la définition mathématique. Pas plus.

Revenons-en au fictionalisme. Dans la La Philosophie du comme si3* Hans

N

Vaihinger, soutient que nous pouvons croire "dur comme fer" a des "fictions" que
par ailleurs nous savons étre fausses et que cette attitude est utile.

Pour Vaihinger le fictionalisme est présent partout comme en témoigne la table
des matieres de son ouvrage que je reproduis partiellement ci-dessous :
Deuxieme partie. Questions spécifiques

1. La classification artificielle.

2. Autres divisions artificielles.

3. La méthode d’Adam Smith en économie politique.

4. La méthode de Bentham en science politique.

5. Les méthodes abstractives et fictionelles en physique et en psychologie.

6. La statue imaginaire de Condillac.

32. Traduction et préface de C. Bouriau, Philosophia Scientie, Cahier spécial 8, (2013) Editions
KIME;; [75]
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7. L’animal hypothétique de Lotze
8. La fiction de la force.
9. La matiere et le matérialisme comme idées auxiliaires.
10. Les concepts abstraits comme fictions.
11. Fictions par sommation, fictions nominales, substitutions.
12. les forces et les lois de la nature comme fictions.
13. L’atomisme comme fiction.
14. Les fictions de la physique mathématique.
15. La fiction du pur espace absolu;
16. Surface, ligne, point etc. en tant que fictions.
17. La fiction de I’infiniment petit.
18. etc.
Voici, par exemple, ce qu’il nous dit du point dans son chapitre 16 :
A tous égards, le point mathématique est un parfait exemple de « fiction
véritable» de la science mathématique. Comme construction de dimension
nulle, le point est une idée parfaitement contradictoire en soi, mais aussi
nécessaire qu’absurde. (...) Nous opérons avec elles [les idées de point, de
ligne, de surface] comme si des réalités leur correspondaient. (...) Celui qui
est conscient de ce fait et qui , en outre, voit que certaines idées sans corrélat

réel nous sont nécessaires et utiles, celui 1a a compris le concept véritable,
scientifique de la fiction.

Si Vaihinger avait développé sa philosophie de nos jours il aurait certainement
rajouté un chapitre consacré a la modélisation et a la pratique de la théorie des
systemes en automatique.

1.2 Une boutade de V. Arnold

Les mathématiques sont souvent considérées - et ce n’est pas leur manquer de
respect que de le faire - comme un outil dont disposent les sciences pour forger
leurs concepts. En effet, sans les notions mathématiques de continuité et de déri-
vée pas de concepts de mouvement ni de vitesse instantanée, pas de mécanique,
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c’est une banalité de le dire. L’outil est puissant au point que I’on peut s’éton-
ner du "miracle de 1I’efficacité des mathématiques dans les sciences naturelles" 3.
Dans cette vision les mathématiques sont en position d’extériorité par rapport aux
sciences; elles sont supposées avoir un développement autonome et, comme par
miracle, elles se révelent étre un outil a I’efficacité déraisonnable. C’est cette vi-
sion des mathématiques que je vais contester dans cette section.

Prenons cet autre outil puissant qu’est le microscope, en particulier dans sa
version électronique incluant les accélérateurs de particules. Pose-t-on la question
du "miracle de I’efficacité du microscope dans les sciences" ? Ce serait parfaite-
ment ridicule puisqu’il a précisément été créé dans le but de voir des choses de
plus en plus petites par les scientifiques eux-mémes. Il est congu dans le cadre des
théories physiques du moment et ce qu’il nous montre doit étre interprété dans
le cadre de ces méme théories. Ainsi les sciences passent-elles un temps consi-
dérable a créer les outils dont elles se servent, au point que dans 1’affaire de la
"découverte" du boson de Higgs on ne sait plus tres bien ce qu’il faut admirer le
plus : la prédiction théorique de son existence ou I’instrument, le LHC du CERN,
qui a coté environ 9 milliards de dollars et est servi par quelques milliers de
scientifiques ? Si miracle il y a, ce n’est pas celui de I’adéquation du "microscope
CERN" au désir du physicien de "voir" de plus en plus plus petit mais celui du
génie humain qui a permis ’existence de tels objets >*. Alors pourquoi cette dif-
férence de perception entre 1’outil mathématique et le microscope ?

Le monde sensible se présente a notre conscience par le truchement des sens
et, a partir de 1a, notre conscience élabore des fables sur le monde. La science

33. Allusion a la célebre conférence prononcée par E.P. Wigner a la New York University en mai

1959, The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences, Communication
on pure and applied mathematics, vol XIII (1960)(pour une traduction frangaise par F. Balibard :
Rue Descartes 2012/2 (n°® 74), P. 99-116).
Larticle de Wigner annonce dans son titre les "sciences de la nature" mais en fait ne parle que de
physique. Balderoy a rapporté dans son chapitre 6, De ['usage des mathématiques, comment J-M.
Lévy-Leblond renverse la proposition en définissant la physique comme la science expérimentale
ou les mathématiques s’impliquent.

34. Sur le site du CERN on trouve :

Le 4 juillet 2012, les expériences ATLAS et CMS, menées au Grand collisionneur
de hadrons (LHC), ont annoncé qu’elles avaient toutes deux observé une nouvelle
particule dont la masse se situait dans la région des 126 GeV. Cette particule pré-
sente des caractéristiques compatibles avec celles du boson de Higgs prédit par le
Modele standard. Le boson de Higgs, tel que le décrit ce modele, est la manifesta-
tion la plus simple du mécanisme de Brout-Englert-Higgs. D’autres types de bosons
de Higgs sont prédits par d’autres théories qui vont au-deld du Modele standard.
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essaye d’élaborer des fables de plus en plus adéquates que nous appelons théo-
ries. Pour cela, d’une part, elle améliore les performances de ses sens en créant
des outils comme le microscope, d’autre part elle améliore les performances de
son appareil a fabriquer des théories grace aux mathématiques. Comme s’occu-
per des mécanismes de la pensée, prendre de facon réflexive son propre appareil
cognitif pour en améliorer les performances comme le font les mathématiques,
semble étre un travail d’une autre nature que celui de I’agencement optimal de
lentilles du lunetier, cela pourrait expliquer la perception particuliere que nous
avons de 1’outil mathématique. Mais si nous ne considérons pas, comme c’est
mon cas ici>>, I’activité de la pensée consciente comme une fonction cérébrale
radicalement différente de celle de traitement du signal qu’opere la vue, il n’est
pas aberrant d’aborder la question de 1’'usage des mathématiques comme on abor-
derait celle de I’utilisation des microscopes. C’est ce a quoi je vais me livrer.
Prétendre que les mathématiques ne sont pas une activité autonome indépen-
dante de la physique a qui cette derniere serait en partie inféodée n’est pas une
position répandue chez les mathématiciens mais elle n’est pas totalement origi-
nale. Ainsi le grand mathématicien V. Arnold nous dit dans un article récent 3¢ :

Les mathématiques font partie de la physique. La physique est une science
expérimentale, une des sciences naturelles. Les mathématiques, ce sont la
partie de la physique ou les expériences ne colitent pas cher.(- - -).

Cette these est provocatrice. L’article d’ou elle est extraite est un article au ton
polémique ot il dénonce le style de I’enseignement mathématique en France, trop
abstrait et dogmatique a son gofit. Je ne sais pas dans quelle mesure il 1’aurait
défendue dans d’autres contextes.

Ce sont pourtant des arguments en faveur de cette these que je vais développer
plus loin mais avant, pour bien montrer que je suis conscient de son caractere
provocateur, je vais développer deux contre-arguments qui viennent tout de suite
a I’esprit.

— Faire des mathématiques ou de la physique ce n’est évidemment pas la
méme chose et pour le voir quoi de mieux que comparer la pratique d’un
mathématicien et d’un physicien lors d’une collaboration ?

— La déduction mathématique, telle que les Grecs nous I’ont 1éguée ne peut
se réduire aux sciences de la nature. Pour discuter ce point je serai conduit

35. Je ne prétends pas, définitivement, qu’il n’y a pas de différence, entre la conscience et le
traitement du signal opéré par la vue; c’est juste un hypothese ad-hoc.
36. Gazette des mathématiques, Société Mathématique de France, n°78, 1998 P. 19.
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a examiner dans le détail ce qu’est la preuve mathématique et en quoi elle
differe de ce qui se fait dans les autre sciences.

Nous verrons que ces deux points contre la these d’ Arnold ne sont pas si décisifs
qu’ils paraissent.

%

Vocabulaire pour éviter les malentendus.

Comme le préconise Jean-Marc Lévy-Leblond dans Physique et Mathé-
matiques>’, j’appelle physique toute science expérimentale qui élabore ses
concepts en termes mathématiques. Les termes «expérimentale » et « ma-
thématiques» sont tous deux nécessaires : I’astronomie, 1’économie et I’as-
trologie, qui sont fortement mathématisées ne sont pas expérimentales; les
concepts de la biologie moléculaire qui est incontestablement expérimentale
n’ont que peu a faire des mathématiques pour le moment. Cette définition
rend compte de ’adéquation des mathématiques a la physique mais ne se
prononce pas sur I’affirmation d’ Arnold.

non "non

On dit "sciences physiques", "sciences économiques", "sciences humaines",
"sciences biologiques", "sciences de la terre". On utilise donc le mot science
pour désigner des savoirs et des activité assez différents ce qui peut poser
probléme. Une facon radicale de régler la question pourrait étre de décréter
qu’il n’est de science que physique mais je ne suivrai pas cette voie car elle
sous entend que les savoirs acquis par le truchement de la déduction mathé-
matique seraient plus «vrais» que les autres. Je prendrai donc le mot science
dans une acception large, dont je ne précise pas 1’étendue, qui contient la
théorie de 1’évolution mais qui n’ira pas jusqu’a I’astrologie.

Je ne parlerai pas de la vérité d’un savoir mais de son adéquation a son objet.
L’adéquation est un terme un peu vague qui peut désigner des choses assez
différentes. La mécanique quantique est adéquate en ce sens qu’elle permet
de prédire de facon précise le résultat de certaines expériences; la théorie
de I’évolution est un récit qui explique de facon beaucoup plus adéquate de
nombreux faits d’observation que ne le fait la lecture littérale de la Bible;
les théories psychanalytiques peuvent étre bien plus adéquates que n’importe
quel modele mathématique pour comprendre le délire d’un malade sans pour
autant fournir de recettes pour sa guérison. En dépit, ou plutot a cause, de ce

AN

vague, je préfere "adéquation” a "vérité".

%

37. dans Penser les Mathématiques, Seuil 1982 ; [47].
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1.2.1 Un dialogue entre mathématiciens et physiciens

Nous allons imaginer une collaboration entre un mathématicien (appelé M.) et
un physicien (appelé P.) sur une question théorique en microbiologie : Expliquer
la compétition dans le chémostat 38.

Dans un premier temps M. et P. se mettent assez rapidement d’accord sur le
fait que leur phénomene (un dispositif expérimental) "obéit" a un certain systeme
d’équations différentielles, le "modele". Dans I’élaboration du "modele" 1’action
de P. est prépondérante parce qu’il domine mieux la manipulation des variables
physiques (le temps, 1’espace, la masse,- - - ) mais pas exclusive. Voici un exemple
possible d’action de M..

— M. : Tu supposes un taux de croissance linéaire en fonction de la quantité
de substrat. Tu tiens a cette hypothese ?

— P.: Je voulais faire simple pour commencer, pour des petites variations c’est
le cas. Pourquoi ta question ?

— M. : Parce que pour ce genre d’équation il est plus facile de montrer que les
solutions existent si on suppose que le taux est une fonction bornée (ce qui
n’est pas le cas des fonctions linéaires), sinon on a du mal a prouver que
les solutions n’explosent pas en temps fini. Ce qu’on gagne d’un c6té on le
paye par des calculs plus délicats.

— P.: Mais je verrai bien en simulation si ma solution explose ou pas.

— M. : Oui mais ta simulation est de durée limitée, rien ne garanti ce qui se
serait passé sur un temps plus long et un artéfact numérique peut empécher
la simulation de voir que la solution explose.

— P.: Mais c’est peu probable.
— M. : Oui mais c’est mieux d’avoir une certitude.

— P : Mais a quel prix ! Les calculs vont étre épouvantables.

38. En 1950, le biologiste J. Monod et de facon indépendante les physiciens A. Novick et L.
Szilard décrivent un dispositif de laboratoire destiné a cultiver les micro-organismes dans un milieu
constant. Ce dispositif, connu sous le nom de chémostat, est devenu d’un usage courant dans
les laboratoires. En 1955 paraissait le premier article consacré la théorie mathématique de ce
dispositif. Depuis cette date des dizaines d’articles de mathématiques consacrés & ce sujet ont
été publiés. Une premiere syntheése a été faite en 1995 dans le livre de H. Smith et P. Waltmann
The theory of the chemostat et depuis cette date, chaque année, sont publiés quelques dizaines
d’articles de mathématiques sur cette question. La culture en continu des microorganismes fait
incontestablement partie de la (bio)physique au sens ol je I’entends ci-dessus.
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— M. : Ce n’est pas certain, je pense que ¢a pourrait rentrer dans le cadre des
systemes conservatifs qui sont assez bien connus.

— etc.

La discussion se poursuit entre M. et P. sur les avantages et inconvénients de telle
ou telle forme du modele. Notons que dans un champ plus classique de la physique
la négociation aurait plutot lieu dans la téte d’'un méme personnage, le physicien,
qui maitrise parfaitement 1’outil mathématique dont il se sert et n’a que rarement
besoin de faire appel au mathématicien. Ici la collaboration est nécessaire parce
que comme le domaine est nouveau on a besoin d’une culture assez large pour
savoir ou I’on s’engage.

Maintenant que veut dire "le phénomene obéit au modele" ? Pour le physicien
cela veut dire quelque chose d’assez complexe que le mathématicien a du mal a
comprendre :

— Que certaines variables sont reliées entre elles pas des lois en "béton", par
exemple la conservation de la masse.

— Que beaucoup de phénomenes ont été négligés, certains parce qu’ils sont
négligeables de facon évidente, d’autres parce qu’il semble que beaucoup
de chercheurs le font dans des domaines plus ou moins similaires, ou que
cela a été efficace dans tel probleme, enfin, certains, parce qu’il faut bien
avancer (cela fera partie des hypotheses du modele).

— Que certaines prédictions du modele (au moins une, plus si possible) pour-
ront étre testées expérimentalement.

A ce stade "obéit" est un veeux. On espere que petit a petit, apres corrections,
les prédictions seront vérifiées expérimentalement et que le modele expliquera
quelque chose. Devant toute cette complexité qu’il trouve vaseuse M. va se concen-
trer tout seul sur I’étude mathématique des équations. Apres un certain travail M.
retrouve P.

— Voici ce que j’ai démontré pour le moment > :
1. Les solutions existent pour tout 7.

2. Si Dy et les Dy, sont les parametres de dilution du substrat et des es-
peces, dans le cas Dy = Dy, = D je sais montrer en toute généralité que

39. Les trois points ci-dessous constituent 1’état actuel des connaissances mathématiques relati-
vement a un vieux probléme des années 1970 concernant la compétition dans un chémostat (voir
par exemple [35]). Si la question mathématique n’est pas compleétement élucidée et suscite encore
un article de temps en temps, du point de vue biologique la question s’est déplacée et la solution
complete du probleme mathématique n’y apporterait plus rien de pertinent
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si D > u(Sin) le lessivage est globalement stable, dans le cas contraire,
si D < u(Sin), un unique équilibre ou une seule des especes possede
une biomasse positive existe, il est globalement stable.

3. Si Dy # Dy, je sais encore démontrer en toute généralité que le résultat
ci-dessus est vrai a condition de remplacer global par local. Sinon je
sais encore démontrer qu’on a global, mais seulement pour des fonc-
tions de Monod ou assimilées.

— P. : Mais c’est tres bien tout ca, on retrouve bien ce que dit I’expérience, y
compris si Dy # Dy, que j’ai testé.

— M. : Oui mais je ne sais pas le démontrer en toute généralité.
— P. : Bon mais que disent les simulations ?

— M. : Oh ¢a marche tres bien. D’ailleurs je n’ai pas de doute. Je suis certain
que ¢ca marche toujours, mais je ne sais pas le démontrer. Et puis si je me
trompais ?

— P. : Et bien alors c’est 0.k. On peut passer a la suite. ..

La suite c’est P. qui va s’en charger. Il varédiger un article pour la revue Physica D.
et M. va insister tres lourdement pour qu’il soit bien précisé que certains résultats
ne sont pas démontrés ; il acceptera de plus ou moins bon ceeur de signer en second
auteur *°. Ensuite M. dira a P. « je vais travailler sur la conjecture, si j’arrive 2 la
démontrer je te contacterai, nous écrirons un article que nous soumettrons a une
bonne revue. Je pense que ce sera considéré comme un joli résultat. » Et leur
collaboration va s’arréter 1a! P. va se dire in petto que « ces mathématiciens, s’il
fallait les écouter avec leurs frayeurs de midinette, on en serait encore a la lampe
a pétrole» et de son coté M. va maugréer que « ces physiciens n’ont aucun souci
de rigueur » ce qui est tout a fait discutable. Si rigoureux veut dire conforme aux
lois de la déduction mathématique alors c’est le mathématicien qui est rigoureux ;
mais si rigoureux veut dire adéquat dans la recherche de la vérité, de nos deux
personnages celui qui a ce souci c’est certainement le physicien.

Car le physicien, lui, se souvient bien que les hypotheses sur lesquelles ils ont
bati leur modele mathématique sont tres fragiles, qu’une nouvelle observation ou
un apport d’une autre théorie peut trés facilement les ruiner. Il considere égale-
ment que ce modele mathématique n’est pas une fin en lui méme mais un simple
élément contribuant partiellement a la solidité de la théorie qu’il cherche a établir.

40. 11 y a un demi-siecle M., n’ayant pas a se soucier comme maintenant de son h-index pour
gagner sa vie, n’aurait méme pas co-signé, estimant sa contribution mathématique peu significa-
tive.
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Dans ces conditions il serait tout a fait ridicule de consacrer des efforts démesurés
a fournir une preuve définitive et irréfutable que 1’équilibre est globalement stable.
Le physicien s’arréte d’explorer mathématiquement le modele quand son flair lui
dit qu’il n’a plus rien de significatif a gagner dans cette direction.

Le mathématicien va réagir différemment. Il n’aura de cesse que quand il aura
su expliquer dans les moindres détails le comportement de son équation. S’il ar-
rive a ses fins, s’il trouve enfin sa preuve il ne sera pas tout de suite content. Il
est rare en effet qu’une premicre preuve soit satisfaisante. Elle est généralement
trop compliquée et, surtout, le mathématicien pense qu’il n’a pas trouvé la "bonne
raison". Maintenant qu’il a la démonstration que le résultat est juste il va cher-
cher pourquoi. Car pour le mathématicien, en un sens précis que je vais expliquer
section 1.2.2, "démonstration" ne vaut pas "preuve". On le voit, le mathémati-
cien est bien loin de la préoccupation initiale qui était de mieux comprendre un
dispositif expérimental permettant de mesurer la croissance des populations de
micro-organismes. Le mathématicien travaille en fonction de critéres internes a sa
discipline.

Mais cette indifférence de M. a la question de physique initiale ne ruine pas
la these d’Arnold. En effet Arnold dit «Les mathématiques font partie de la phy-
sique», pas « les mathématiciens sont des physiciens ». Observer des pratiques
de mathématiciens (contemporains dans le cas présent) est certainement utile, et
méme nécessaire, pour mieux cerner ce que sont les mathématiques mais ce n’est
pas suffisant pour affirmer la différence des deux disciplines car les "mathéma-
tiques" et la "physique" sont des entreprises collectives qui ont une longue histoire
et ce sont ces entreprises qui nous intéressent pas les contingences de la division
du travail : sur un bateau le soutier et le radio-navigateur ont des activités assez
différentes mais c’est la marche du navire qui nous intéresse.

Reprenons la métaphore du microscope comme quoi les mathématiques sont
au raisonnement humain ce que le microscope est aux yeux : un prolongement. Un
individu qui travaille & la fabrication de microscope n’est pas un physicien a pro-
prement parler mais il connait un bon bout de physique. De son c6té, le physicien
qui dresse le cahier des charges d’un instrument a fabriquer connait les grands
principes physiques qui seront a I’ceuvre dans sa fabrication mais ne connait pas
les techniques métallurgiques qui permettent d’assurer la rigidité nécessaire a un
bon alignement des lentilles. Dans notre petite fable le mathématicien n’est pas
satisfait parce que son microscope présente une petite aberration chromatique qui
n’est pas génante pour ce que le physicien veut observer mais qui le géne en tant
que fabricant de microscope. Car le fabricant de microscope a des soucis que n’a
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pas le physicien, par exemple de rendre son outil le plus universel possible pour
élargir sa clientele. Nous comprenons bien en quoi le métier de fabriquant de mi-
croscope n’est pas exactement celui de Einstein mais nous n’allons pas pour autant
ériger la fabrication de microscopes en une discipline scientifique autonome qui
serait apparue miraculeusement dans la Grece antique (pardon a la Renaissance)
et ensuite nous émerveiller du mystere de I’adéquation du CERN aux besoins de
la physique.

1.2.2 La déduction mathématique

Essayons maintenant d’argumenter contre Arnold de fagon plus solide en met-
tant en avant que ce qui fait le coeur des mathématiques, 1’argumentation, la dé-
duction, la preuve sont vraiment spécifiques des mathématiques. Dans une présen-
tation "a la Bourbaki" des mathématiques on dira qu’a partir d’axiomes on déduit
des théoremes ; on évoquera rapidement la discussion sur la nature des axiomes :
intuitions, hypotheses sur la réalité ou simples conventions, pour conclure que la
réponse dépend de la philosophie de chacun mais qu’en définitive cela n’a pas
d’importance pour les mathématiques parce que les mathématiques c’est I’acti-
vité de déduction et rien d’autre. Beaucoup de mathématiciens contesteront le
rien d’autre (par exemple les réalistes) mais tous conviendront que I’activité de
démonstration (sous entendu démonstration mathématique rigoureuse) est le coeur
des mathématiques et n’a pas d’équivalent dans d’autres disciplines.

Le défaut de cette présentation est que 1’on fait comme si ce qu’est une dé-
monstration, une preuve mathématique, était quelque chose de clair. Avant d’ exa-
miner la force de cet argument travaillons un peu sur ces concept de preuve et de
démonstration.

Quelques définitions

Pour les besoins de la discussion je dois distinguer les individus (mathéma-
tiquement) “naifs” des “mathématiciens”. Un individu “naif” est un individu qui
sait lire, compter, qui comprend un idéogramme simple mais qui ne connait rien
aux mathématiques. Ce peut étre, par exemple, un étudiant d’une école de beaux
arts qui a tout oublié¢ des mathématiques qu’il a regues au lycée ou mieux, un in-
dividu qui aurait échappé a tout enseignement des mathématiques. A 1’opposé, ce
que j’appelle un “mathématicien” est un individu qui a bien assimilé les connais-
sances mathématiques d’une premiere année post-baccalauréat scientifique, d’une
licence scientifique mais pas nécessairement plus.
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Venons en a des notions plus subtiles que j’emprunte a un travail récent de G.
Wallet*!. Alors qu’ils sont habituellement synonymes, Wallet distingue soigneu-
sement “preuve” de “démonstration”. Un individu possede une “preuve” d’une
proposition lorsque cette derniere est pour lui une évidence absolue. Une “preu-
ve” est une expérience personnelle, intime. Je cite Wallet :

Une preuve d’un jugement est une expérience singuliere, celle par laquelle
un mathématicien saisit I’évidence de ce jugement.

Une “preuve” est donc tout le contraire de quelque chose d’objectif. Je cite encore
Wallet.

On peut dire que la preuve est I’expérience par laquelle ce mathématicien
littéralement voit ce jugement; alors, pour le sujet de cette expérience, le
jugement est, pleinement, sans restriction au point qu’il lui est impensable
d’en douter, de s’y soustraire. Chaque terme de la définition a son impor-
tance : "expérience” bien entendu pour qualifier une dynamique se dérou-
lant dans le flux de la vie consciente, "singuliere" pour signifier que cette
expérience est propre a un individu, "mathématicien" pour indiquer que la
reconnaissance pleine et entiere de cette expérience nécessite une compé-
tence généralement acquise par I’enseignement et la pratique au sein d’une
communauté scientifique spécifique, enfin "I’évidence" pour marquer que la
preuve rend visible et manifeste le jugement, qu’elle expose au regard la to-
talité¢ d’un arrangement qui le valide sans conteste et 1’établit comme "fait
mathématique". (...) Ce qui prime pour ce point de vue est qu’un jugement
est adopté par un mathématicien lorsqu’il réussit a mettre en place un dis-
positif dont I’expérience est vécue comme la manifestation incontestable du
bien-fondé - I’évidence - du jugement. En général, cette évidence n’est pas
immédiatement accessible.

Venons en maintenant a ce qu’est une “démonstration”, toujours selon Wallet.

Une démonstration d’un jugement donné est une inscription scripto-visuelle
(couchée sur le papier, tracée sur un tableau, enregistrée dans un fichier

41. Mes citations sont extraites d’un texte de Guy Wallet Essai d’instauration des étres mathé-
matiques dans [’ontologie latourienne daté du 14 septembre 2016 qui a connu une circulation
restreinte. Ce texte, significativement remanié, maintenant signé de Guy Wallet et Stephane Neu-
wirth, a été déposé sur arXiv sous le titre Enquéte sur les modes d’existence des étres mathéma-
tiques.
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01824928/document



CHAPITRE 1. UNE VISION DES MATHEMATIQUES 52

informatique, etc) présentant une configuration d’arguments textuels et gra-
phiques susceptible en principe de permettre ou de favoriser ’expérience
appelée preuve du jugement.

On le voit “preuve” et “démonstration” seront pris ici dans des sens radicalement
différents qui vont s’avérer tres efficaces pour analyser ce qu’est 1’activité mathé-
matique 42,

A partir de maintenant j’utilise les guillemets “ ” lorsque je veux parler de
“naif”, “mathématicien”, “preuve” et “démonstration” au sens tres précis de ce

paragraphe.

Un exemple

Je vais détailler un exemple sur lequel on verra fonctionner la différence intro-
duite entre “preuve” et “démonstration”.

Théoreme 1.2.1 Il y a exactement autant de facons de ranger p boules indis-
cernables dans n urnes numérotées qu’il y a de facons de choisir une partie a p
éléments dans un ensemble a p+n— 1 éléments.
Démonstration-I. Observons la Fig. 1.4.

— Ligne (a) nous voyons un rangement possible de 12 boules dans 8 urnes.

— Passage de la ligne "a" a la ligne "b" : c’est le méme agencement, on a
simplement collé les urnes les unes aux autres.

42. Dans la seconde version Enquéte sur les modes d’existence des étres mathématiques, la
terminologie a évolué :

— Preuve est devenu expérience de démonstration :

Une expérience de démonstration d’un jugement est une expérience par
laquelle un mathématicien saisit I’ évidence de ce jugement

— et démonstration est devenu inscription de démonstration

Une inscription de démonstration d’un jugement donné est une ins-
cription scripto-visuelle (couchée sur le papier, tracée sur un tableau,
enregistrée dans un fichier informatique...) présentant une configura-
tion d’arguments textuels et graphiques susceptible en principe de per-
mettre ou de favoriser ’expérience de démonstration du jugement.

Cette nouvelle terminologie a été choisie par les auteurs pour résoudre certains problemes soule-
vés chez le lecteur par la confusion entre 1’'usage usuel de "preuve" et "démonstration" et I’usage
proposé. C’est pourquoi ils ont préféré inventer une terminologie nouvelle. Je préfere garder 1’an-
cienne, plus spectaculaire.
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a Lo Lo Lod L] L Lee] Leee

FIGURE 1.4 — Rangement de 12 boules dans 8 urnes.

N

— Passage de "b" a "c" : La double cloison pour séparer les urnes est inutile,
nous n’en gardons qu’une.

— Passage de "c" a "d" : Les deux cloisons des extrémités ne servent a rien, on
garde la méme information en les supprimant.

— Passage de "d" a "e" : de la méme maniere I’existence d’un "plancher" sous
les urnes n’est pas informatif’; il ne set a rien, on le supprime.

— Ce que nous voyons sur la ligne "e" c’est un ensemble a 12 (les boules) +
7 (les cloisons) éléments dont on a spécifié 12 éléments. Dit autrement si
on prend un ensemble a "p (nombre de boules)" + "n (nombre d’urnes - 1)"
éléments, dont on spécifie p éléments (les boules) c’est comme si on avait
rangé les boules dans les urnes. Nous avons donc démontré le théoreme.

Cette "démonstration-1", sur laquelle nous reviendrons, est susceptible de ne pas
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FIGURE 1.5 — Fausse spirale

satisfaire certains “mathématiciens” 43

trois raisons au moins.

qui ne la trouveront pas rigoureuse pour

1. Elle repose sur I’observation d’une succession de dessins. Les dessins peuvent
étre trompeurs comme on peut le voir sur la figure 1.5 ol ce qui est pris pour
une spirale (a gauche), n’en est pas une (a droite).

2. Elle est faite dans le cas particulier de 12 boules et 8 urnes.

3. Le langage des boules et des urnes n’est pas un langage mathématique.

Donnons donc une démonstration compréhensible par un "mathématicien" ** qui

ne tombe pas sous le coup de ces critiques, ce que I’on appelle habituellement une
démonstration "rigoureuse".

Démonstration-2 Nous utilisons le concept (mathématique) d’application f de

43. Mais ce n’est pas le cas de tous. Cette démonstration se trouve dans 1’ouvrage de W. Feller,
An introduction to probability theory and its applications (Wiley 1968, p. 38); [29]. Cet ouvrage
est considéré comme un des meilleurs cours de probabilités qui soit par la communauté des pro-
babilistes.

44. Je rappelle que j’ai décidé qu’un "mathématicien” a au moins le niveau d’une licence de ma-
thématiques mais pas nécessairement plus et que donc ses connaissances en logique mathématique
sont a priori trés limitées. Le texte qui suit pourrait s’adresser a un étudiant de premiere année de
licence ou de "prépa" scientifique.
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I’ensemble fini [1,2,---,n] dans les entiers que nous notons :

f= (1), f(2),--, f(n))

On commencera par donner une définition plus mathématique de "rangement de
boules dans des urnes". Etant donnés deux entiers strictement positifs p et n, un
"rangement de p boules dans n urnes numérotées 1,2,--- ,n" est une "application
F(1),£(2),---, f(n) dans les entiers positifs ou nuls tels que f(1)+ f(2)+---+
f(n) = p. En effet on peut interpréter f(1) comme étant le "nombre de boules
mises dans 'urne 1", f(2) comme étant le "nombre de boules mises dans I’urne
2" etc. Ce qui nous donne la définition/notation :

Notation 1 Soient p et n deux entiers tels que n > 1. On note :
&

I’ensemble des applications f = (f(1),f(2),---, f(n)) de I’ensemble [1,2,--- ,n]
dans I’ensemble des entiers naturels 0,1,2,--- telles que f(1)+ f(2)+ -+

f(n)=p.

Soit donc un élément (f(1), £(2),--- f(n) de BL);ona: f(x1)+ fx)+---+
f(xn) = p. Pour i compris entre 1 et n — 1 on définit I’entier v; par la régle :

1. v; :f(x1)+1

2. vi=vi+f(x)+1
On voit immédiatement que les v; qui viennent d’€tre définis constituent une suite
strictement croissante et le plus grand, v,,_1, est inférieur ou égal a n— 1+ p (on
a, en ajoutant toutes les lignes v,_1 =n—1+f(1)+---+f(n—1)=n—1+
p — f(n)). La suite des v; spécifie donc un sous ensemble G(vy,---,V,—1) an—1
éléments de I’ensemble a n — 1 4 p éléments [1,2,---,(n— 1) + p] dont le com-
plémentaire H(vy,---,V,_1) est un sous ensemble a p éléments de [1,2,---,(n—
1)+ p].

Nous venons de décrire une procédure (une fonction) H de %% dans I’en-
semble %r‘l” o1 des parties a p éléments d’un ensemble a n+ p — 1 éléments qui a
la fonction f de %, associe I'élément H(f) de €., b1

Réciproquement nous nous donnons une partie a p éléments de [1,2,--- ,n+
p — 1] son complémentaire est constitué de n — 1 points vj < v, < --- <v,_j eton
définit I’application :

f(l):V1—1,f(2>:V2—V], Tty f(i):Vi—V,‘_],f(n):n+p_1—vn_1
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Nous venons de définir une application K de 9,’: o1 dans 4% qui a la propriété
que KoH = id et Ho K = id ce qui entraine que H définit bien une bijection.

Nous avons démontré le :

Théoréme 1.2.2 1l existe une bijection entre J), et € . 1 et donc ces deux en-
sembles ont bien le méme nombre d’éléments.

Démonstration-3 Voici maintenant une derniére démonstration qui aura proba-
blement toute la faveur d’un individu "mathématicien".

Nous reprenons la notations %), de la démonstration précédente et nous notons
B! le nombre des éléments de cet ensemble. Nous désignons par :

Gy

I’ensemble des parties & p éléments d’un ensemble & n éléments et par C} le
nombre de ses éléments. Nous utilisons la notation classique (factoriel) k! pour
désigner le produit des entiers consécutifs de 1 a k (avec la convention 0! = 0).
Nous rappelons la proposition suivante :

Proposition 1.2.3 Formule des combinaisons Le nombre CE des éléments de 6

est:
n!

Ch=——"——
" (n—p)ip!

Notre objectif est donc de démontrer la proposition :
Théoreme 1.2.4 Pour tout p et tout n > 1 nous avons :

(n+p—1)!

BP =
" (n=1)!p!

(23)

ce que nous allons faire par récurrence sur le nombre k = n+ p. Mais avant nous
établissons le lemme :

Lemme 1.2.5 Pourn>2ona;
BY =B  +B/! (24)

En effet I’ensemble %} est la réunion disjointe de deux ensembles d’application f
de [1,2,---,n,n] dans N, celles pour lesquelles f(n) =0 (il y ena BY ) et celles
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pour lesquelles f(n) >0 (il y en a BY ' puisque I'application f(1),--, f(n) — 1
est une application de [1,2,--- ,n| dans N telle que f(1)+---+ f(n)—1=p—1.

Soit k un entier plus grand que 1. Nous appelons (k) la proposition :

(n+p—1)!
(”—1)!17!}

1. La proposition &(1) est vraie. En effet pour k = 1 on a nécessairement
n=1et p=0;il n’y a quune seule application de [1] dan N prenant la

valeur 0 et on a bien % = =1).

P(k)=VpVn {p+n:k:>B£’l:

2. Soit k un entier, on suppose que (k) est vraie et nous en déduisons & (k +
1). En effet :
— Soient petntelsque p+n=k—+1.

(ntp=D! _
(n—1)!p! —

— Sin=1 on a évidlemment B} = 1, ce qui est bien égal a

p! _
0!p! =L

— Sin > 2 on peur écrire :
_pP -1
B =B, +B?

Commen+p=k+1lonan—1+4+p=n-+p—1=ketnous pouvons
appliquer I’hypothese que & (k) est vraie aux deux termes de droite,
ce qui nous donne :

Bp:(n—l—p—Z)! (n+p-2)!
"o (n=2)p!  (n—1)(p—1)!

apres réduction au méme dénominateur :

g (1TP=2)n=1) (ntp-2)ip

et finalement :

gr_ (ntp=2)lntp-1) (ntp-1!_
" (n—1)!p! (n—1)!p! ntp=l

Comme 1) et 2) sont vraies le principe d’induction nous permet d’affirmer que
(k) est vraie pour tout k ce qui démontre le théoréme 1.2.4 et donc le théoreme
1.2.1.
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Analyse des ‘““preuves” induites par les ‘“démonstrations” 1,2 et 3

Nous allons comparer la facon dont démonstration-1,2 et 3 sont susceptibles
d’induire une “preuve” des jugements qu’elles proposent. Démonstration-1,2 et 3
sont considérés ici comme des “démonstrations” au sens de Wallet, c’est a dire
comme "des inscriptions scripto-visuelles couchées sur le papier présentant une
configuration d’arguments textuels et graphiques susceptible de permettre ou de
favoriser I’expérience appelée preuve".

Démonstration-1 induit une “preuve” chez I’individu “naif”’ ou pas. Je suis
certain qu’un un individu "naif" a qui je fournirai le dessin et le texte accompa-
gnant la démonstration-1 vivra assez vite I’expérience de la “preuve” du théoreme
1.2.1. Probablement refera-t-il pour lui quelques dessins analogues a celui que
j’ai proposé (peut étre en modifiant le nombre de boules et d’urnes) et il finira
assez rapidement par dire : il n’y a pas de doute, c’est bien le méme nombre. Ma
conviction se base sur le fait qu’un grand nombre d’étudiants en sciences de la vie
a qui j’ai proposé cette démonstration-1 se sont dits tout a fait convaincus; ils ont
fait ’expérience de la “preuve”. Je ne I’ai pas fait, mais j’ai la conviction qu’un
enfant de dix ans a qui on présenterait cette question de fagon ludique éprouverait
lui aussi I’expérience de la “preuve”.

Un individu “mathématicien” fera lui aussi I’expérience de la preuve a la lec-
ture de la démonstration-1 mais il ne sera peut-étre pas satisfait car, comme nous
I’avons déja dit, elle repose sur un dessin et I’examen d’un cas particulier. Il va
souvent préférer démonstration-2 qui semble lui fournir un acces plus solide a la
vérité de la formule :

Bl =Chipi
Démonstration-2 induit une “preuve” chez I’individu ‘“mathématicien”.
Cette démonstration ne repose pas sur une figure : il n’y a pas de dessin. Elle rem-
place le vocabulaire des "urnes" et des "boules" par le vocabulaire mathématique
que "mathématicien" connait bien : "application", "injective", et identifie, comme
il I’a appris, "A et B ont le méme nombre d’éléments" avec "il existe une bijection
entre A et B".

La certitude que %’5 41 peut s’interpréter comme les rangements possibles de
p boules dans n urnes est tres facilement acquise ; c’est sur la base de "modélisa-
tions" de ce type que le "mathématicien” est éduqué.

Le passage :
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Pour i compris entre 1 et n — 1 on définit I’entier v; par la regle :

Lovi=f(x)+1

2. vi=vi +f(xi) +1
est une version symbolique du dessin des urnes remplies (plus exactement de la
derniere ligne de la figure), les n — 1 nombres v; figurant la place des "cloisons
verticales" qui subsistent pour séparer les boules. Toute cette construction est in-
dépendante de n et p en ce sens que quels que soient des entiers concrets n et p et
une application f concrete nous pourrons définir les v; en appliquant la regle.

Cette démonstration est un peu plus savante que la démonstration-1 car elle

utilise un vocabulaire spécialisé qui a une certaine efficacité car il permet de sub-
stituer a un dessin plus ou moins arbitraire des inscriptions symboliques comprises
sans ambiguité par tout "mathématicien". Sa lecture entrainera certainement I’ex-
périence de la preuve apres un petit travail de réflexion qui pourra étre pour cer-
tains un dessin évoquant des urnes ou, pour d’autres, la vérification avec des en-
tiers petits comme n = 10 et p =7 qu’ils comprennent bien ce que dit la regle de
construction des v;.

Démonstration-3 induit une “preuve” chez I’individu ‘“mathématicien”. Le
"mathématicien" de la démonstration-3 connait (c’est un des premiers résultats
qu’on lui enseigne a la sortie du lycée) la formule du nombre de parties a p élé-
ments d’un ensemble a n éléments, c’est pourquoi il pense tout de suite a écrire la
formule 23 et a la démontrer par récurrence. Il démontre donc le lemme 1.2.5 qui
établit le lien entre les systeémes a n et n — 1 urnes. Ensuite il applique impeccable-
ment le "principe d’induction" ou "théoreme de récurrence" selon I’enseignement
qu’il a regu.

Le "principe d’induction” dit que si #?(n) est une propriété qui porte sur les
entiers telle que :

1. P (n,) est vraie,
2. P(n) est vraie = Z(n+ 1) est vraie

alors, pour tout n > n,, &(n) est vraie .
Le "théoreme de récurrence"” dit (dans le cadre de la théorie des ensembles)
que si E est un sous ensemble de N tel que :

1.0eFE
2.neE= (n+1)€E
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alors E = N.

Pour cette démonstration, en plus de la reconnaissance de ce que ce que nous
cherchons a identifier est le nombre des éléments de %’5 1 il y a deux éléments :
un calcul et 'usage de I’induction. La vérification d’un calcul, surtout quand il
est tres simple comme ici, donne une certitude tres forte et la certitude qu’apporte
I’induction tient dans la vérification (ici également tres simple) du respect de I’ ap-
plication des regles. Evidemment ce genre de certitudes n’est pas accessible a

I’individu "naif".

Force des preuves induites. La force d’une preuve est la force de la "croyance"

que nous avons dans la proposition dont nous venons de faire I’expérience de la
preuve. Il est communément admis que le propre de la démonstration mathéma-
tique est d’induire une croyance tres forte, plus forte que toute autre type de dé-
monstration, voire une "croyance" absolue. Il me semble que la situation est un
peu plus compliquée. Reprenons notre exemple.

La démonstration-1 est la ré-interprétation, induite par une succession de des-
sins, d’un systeéme d’urnes contenant des boules en des points séparés par des
barres verticales. La force de 1’évidence proposée par 1’observation visuelle de
la démonstration-1 est affaiblie (a vrai dire trés peu) par notre connaissance des
cas ou nos sens (la vue par exemple) sont abusés et par le risque associé a la
généralisation a des entiers arbitraires de ce qui a été observé pour quelques cas
particuliers.

La démonstration-2 élimine la représentation par un dessin des urnes qu’elle
remplace par la "vision" plus symbolique d’une suite de nombres f(1), f(2),---, f(n)
et la “démonstration” purement visuelle par 1’énoncé de la regle de définition des
Vi

Pour i compris entre 1 et n — 1 on définit I’entier v; par la regle :

1. Vi :f(X1)+1

2. vi=viq +f(x,-)+1
Ici, comme dans le cas du dessin ou 1’on demande de bien se convaincre que
le résultat ne dépend pas du choix de p et n, il faut €tre bien convaincu que la
regle définit bien les v;. Si ’on n’est pas immédiatement convaincu il suffit de
faire fonctionner la regle dans quelques cas particuliers. Finalement les preuves
induites par démonstration-1 et 2 reposent sur des croyances tres proches.

La démonstration trois, la plus "mathématique”, semble échapper a cet écueil
de I’absence de généralité. Est-ce bien certain ? Pour la commencer on introduit
I’innocent symbole n ! qui représente le produit des n premiers entiers consécutifs
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(a partir de 1). Voila, semble-t-il, quelque chose de bien défini. Du solide ! Pour en
étre certain nous disposons maintenant d’un outil précieux : 1’ordinateur. Posons
nous la question de faire un programme qui, lorsqu’on lui propose un entier n nous
affiche le nombre n!. En voici un :

1. I1+0

2. F+1

3. Repeat :

4, I+—1+1
5. F < FxlI
6. Until/ =n

7. Write(F)

qui nous donne :
5!=120
10! =3 628 800

100! =933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638952175999
932299156089414639761565182862536979208272237582511852109168640000000000
00000000000000

Donc, en notation décimale ordinaire, le nombre 100! est un nombre de 158
chiffres. Le nombre 1000! est le nombre de 2 568 chiffres de la figure 1.6, pour
10000! c’est un nombre de 35 660 chiffres que je renonce a montrer puisqu’il est
plus de dix fois plus long que le précédent. Pour 100 000! mon ordinateur me
propose un nombre de 456 574 chiffres, pour 200 000! un nombre de 973 351
chiffres puis refuse d’aller au dela.

Ce qui veut dire que si le "mathématicien" pense avoir une conscience claire
du nombre n!, quel que soit n, il n’en est pas de méme pour un ordinateur dont la
capacité a manipuler des nombres entiers est forcément limitée. Pour mon ordi-
nateur 1000000 ! ne veut rien dire. Bien siir, qu’il soit "naif" ou "mathématicien”,
I’homme a tendance a croire que les capacités de son cerveau surpassent celles
de I’ordinateur * et pense avoir une vision claire de ce qu’est n! . Cela dit, les
jeunes de maintenant a qui 1’on enseigne un peu de programmation, sont mis en

45. 1l peut le croire a condition de ne pas le provoquer au jeu de go!
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402387260077093773543702433923003985719374864210714632543799910429938512\
398629020592044208486969404800479988610197196058631666872994808558901323\
829669944590997424504087073759918823627727188732519779505950995276120874\
975462497043601418278094646496291056393887437886487337119181045825783647\
849977012476632889835955735432513185323958463075557409114262417474349347\
553428646576611667797396668820291207379143853719588249808126867838374559\
731746136085379534524221586593201928090878297308431392844403281231558611\
036976801357304216168747609675871348312025478589320767169132448426236131\
412508780208000261683151027341827977704784635868170164365024153691398281\
264810213092761244896359928705114964975419909342221566832572080821333186\
116811553615836546984046708975602900950537616475847728421889679646244945\
160765353408198901385442487984959953319101723355556602139450399736280750\
137837615307127761926849034352625200015888535147331611702103968175921510\
907788019393178114194545257223865541461062892187960223838971476088506276\
862967146674697562911234082439208160153780889893964518263243671616762179\
168909779911903754031274622289988005195444414282012187361745992642956581\
746628302955570299024324153181617210465832036786906117260158783520751516\
284225540265170483304226143974286933061690897968482590125458327168226458\
066526769958652682272807075781391858178889652208164348344825993266043367\
660176999612831860788386150279465955131156552036093988180612138558600301\
435694527224206344631797460594682573103790084024432438465657245014402821\
885252470935190620929023136493273497565513958720559654228749774011413346\
962715422845862377387538230483865688976461927383814900140767310446640259\
899490222221765904339901886018566526485061799702356193897017860040811889\
729918311021171229845901641921068884387121855646124960798722908519296819\
372388642614839657382291123125024186649353143970137428531926649875337218\
940694281434118520158014123344828015051399694290153483077644569099073152\
433278288269864602789864321139083506217095002597389863554277196742822248\
757586765752344220207573630569498825087968928162753848863396909959826280\
956121450994871701244516461260379029309120889086942028510640182154399457\
156805941872748998094254742173582401063677404595741785160829230135358081\
840096996372524230560855903700624271243416909004153690105933983835777939\
410970027753472000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000

FIGURE 1.6 — Le nombre 1000! en écriture décimale.

garde contre 1’usage de nombres qui pourraient étre trop grands pour €tre manipu-
1és par I’ordinateur et savent trés bien que pour calculer des B, il vaut mieux s’en
remettre a la formule :
_pp ~1
Bg'_'Bn—l%_Bg

qui permet de les calculer de proche en proche comme le faisait déja Pascal avec
son célebre triangle pour le calcul des C. Une telle procédure permet d’accéder a
tous les BS qui sont représentables. On obtient ainsi sans probléme le nombre de
rangements possible de 10 boules dans 10° urnes.

B1%00000 = 275585593273260981609147175188967063815228457500100000
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alors qu’en utilisant la formule 23 a base de (!) ¢’est impossible (avec mon ordi-
nateur). Ces petites expériences sur ordinateur nous montrent que si nous avons
une vision claire de ce qu’est le nombre désigné par 7! c’est peut étre moins clair
pour un nombre arbitraire.

Venons en a 'autre ingrédient de démonstration-3 : le "principe de récur-
rence". Ce principe, lui aussi, repose sur I’évidence de quelques exemples et la
croyance (extrémement forte) que nous ne serons jamais trahis par lui. Poincaré

qui le tient pour central dans le raisonnement mathématique le décrit ainsi 46 :

Ce procédé est la démonstration par récurrence. On établit d’abord un théo-
réme pour n = 1; on montre ensuite que s’il est vrai de n — 1 il est vrai de n
et I’on en conclut qu’il est vrai pour tous les nombres entiers.

Et il ajoute plus loin :

Cette regle, inaccessible a la démonstration analytique et a I’expérience, est
le véritable type de jugement synthétique a priori(...) Pourquoi donc ce ju-
gement s’impose-t-il a nous avec une irrésistible évidence ? C’est qu’il n’est
que I’affirmation de I’esprit qui se sait capable de concevoir la répétition
indéfinie d’un méme acte des que cet acte est une fois possible. L’esprit a
de cette puissance une intuition directe et I’expérience ne peut étre pour lui
qu’une occasion de s’en servir et par la d’en prendre conscience.

Pour Poincaré, on le voit, le raisonnement par récurrence est bien une “preuve” au
sens de Wallet, une "évidence" qui s’impose a I’esprit et qui ne peut pas se réduire
a des principes encore plus évidents. Ce que Poincaré oublie de dire c’est que cette
évidence ne s’impose qu’a I’individu “mathématicien” : il faut pratiquer quelques
exercices pour en arriver 1a, les professeurs de mathématiques en savent quelque
chose *’. Depuis Poincaré, en particulier depuis 1’avénement de 1’ordinateur on a
beaucoup réfléchi a ces questions. Nous verrons plus loin, quand il sera question
de la pensée de Nelson que, pour ce dernier, croire en 1’induction c’est la méme
chose que croire de facon platonicienne a I’existence des nombres et que donc
les formalistes conséquents devraient renoncer au principe d’induction (au moins
dans toute sa généralité).

46. Poincaré, La science et I’hypothése, (1902) Champs Flamarion pour 1’édition 1968, p. 38;
[64]

47. 1l est illusoire de croire que le "théoréeme de récurrence" de la théorie des ensembles nous
apporte quelque chose sur la solidité de notre croyance en les démonstrations mathématiques car
il remplace le "principe d’induction” par I’axiome de 1’"existence d’un ensemble infini" qui n’est
pas plus rassurant.
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Je conclurai ce paragraphe en disant que la croyance que la démonstration-3
nous apporte en I’égalité :

B%00000 = 275585593273260981609147175188967063815228457500100000

n’est ni plus ni moins forte celle que nous apportent les démonstrations -1 et 2
car toutes reposent sur le méme genre de croyances en la 1égitimité d’extrapoler a
partir de cas isolés et en notre capacité a reproduire le méme acte une fois qu’il a
été produit une fois.

Mais alors a quoi servent les mathématiques si, tout bien analysé, elles ne
peuvent pas nous donner plus de certitude que notre simple bon sens. Que nous
apporte donc la démonstration-3, ne serait-elle qu'une pure pédanterie sans inté-
rét? Loin de 1a!

En effet, on sent bien que le défaut des démonstration-1 et 2 est qu’elles sont
astucieuses; elle sont étroitement liée a ce que nous pensons des boules et des
urnes et on ne voit pas a quoi elles pourraient servir d’autre. En revanche on com-
prend bien que la démonstration-2 n’a pas demandé d’astuce. On a appliqué une
méthode qui s’applique a toutes sortes de probleémes du méme type; on a utilisé
un outil mathématique, la fonction "factorielle" qui avec d’autres outils (les fonc-
tions puissance, I’exponentielle, le raisonnement par récurrence etc. ) sont d’une
remarquable efficacité pour résoudre par le calcul toutes sortes de questions pra-
tiques. Mais ce genre de calcul n’est pas forcément ce qui conduira a I’expérience
de la preuve *®. Un mathématicien peut trés bien étre en présence d’un résultat
"montré" par un calcul (ou toute autre manipulation formelle) irréfutable, sans
qu’il éprouve I’expérience de la "preuve"; c’est méme une situation courante ol
I’on dit "ne pas comprendre la démonstration" alors qu’on est capable de vérifier
I’exactitude formelle de toutes ses étapes.

Que conclure de cet analyse par le menu*® d’une preuve/démonstration rela-
tivement a la thése d’ Arnold ?

48. En fait en combinatoire on utilise des techniques de démonstration spécifiques qui tendent
a systématiser la construction de la bijection de la démonstration-2. Par exemple, sur le site du
Mathématicien G. Viennot
http://www.xavierviennot.org/xavier/recherches.html
on peut lire :

In bijective combinatorics, the purpose is to “explain” the various formulae or equa-
tions appearing in combinatorics with the explicit construction of bijections and
correspondences between various classes of combinatorial objects.

49. Dans la présentation de 1’ouvrage collectif Le déclin de la philosophie analytique (PUF
1999) , [13], Pascal Nouvel conclut :
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Quand on discute de la différence entre physique et mathématiques ont met en
avant le contact avec la réalité sensible pour la premiere, le travail purement for-
mel de la déduction pour les secondes. Toutefois on nuance tres vite ce jugement
en remarquant qu’en physique le contact avec le réel se fait par le truchement
d’instruments et que, donc, les observations ne sont pas directes mais se font a
travers un appareil théorique abstrait qui peut étre considérable >°. Mais, en re-
vanche, on met moins souvent en avant le fait que notre croyance dans la force
des déductions mathématiques que nous utilisons dans nos théorie est de son coté
fortement ancrée dans 1’observation la plus immédiate qui soit du monde sensible.

Tout ceci pour dire que constater la spécificité de 1’activité de déduction dans
les mathématiques ne suffit pas pour balayer d’un revers de la main la these d’ Ar-
nold.

Mais venons en maintenant a des remarques qui vont plutt dans le sens d’ Ar-
nold.

1.3 Le cahier des charges de la physique

Il est banal d’observer que dans I’histoire les besoins de la physique ont été
un moteur puissant du développement des mathématiques. Je revisite quelques
exemples bien connus pour les tirer dans le sens d’ Arnold.

1.3.1 Clarifier les observations empiriques.

Sur la figure 1.7 j’ai tracé (en utilisant la regle et le compas), avec une mal-
adresse qui essaye d’imiter les faibles moyens techniques de I’antiquité, a gauche
les hauteurs, a droite les médiatrices, d’un triangle. Quiconque a oublié ses cours
de géométrie élémentaire du college (comme moi) se convainc facilement que si
" médiatrice de AB " veut dire perpendiculaire au milieu du segment alors cela
veut dire aussi lieu des points a égale distance. Alors le fait que les médiatrices

Bien souvent les philosophes ont décrit leur travail a 1’aide d’un instrument, d’un
outil. Nietzsche parlait de philosopher au marteau, et Wittgenstein, lui, voyait sa
pensée comme une béche qui attaquait le sol raboteux du langage. Alors, quel est
I’outil le plus propre a caractériser la philosophie analytique? La pince a épiler
peut-étre.
Je me demande si je ne viens pas d’abuser de la pince a épiler ?
50. Ce qui fait dire a quelqu’un comme Quine que prétendre confronter une hypothese a des
faits comme le prétend le falsificationnisme n’est pas une affaire si claire qu’elle parait. Notre
observation du monde, qu’on le veuille ou non, est imprégnée de nos théories.
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de ABC se coupent en un méme point est évident. En effet si 0 est I’intersection
de la médiatrice de AB avec la médiatrice de BC le point O est a égale distance
de A et B, a égale distance de A et C, donc a égale distance de A et C. Il y a une
explication claire a ce fait d’observation.

SR

K
N

X

FIGURE 1.7 — Hauteurs et médiatrices du triangle.

Si maintenant nous tracons les hauteurs de ABC nous constatons qu’elles
sont aussi concourantes. Les moyens pratiques mis en ceuvre dans les deux cas
sont exactement les mémes et la difficulté de la construction du méme ordre.
En revanche, si vous avez oublié vos cours de mathématiques du college, vous
aurez bien du mal a trouver une bonne raison qui fasse que les hauteurs sont
concourantes. Les géometres Egyptiens avaient probablement fait cette remarque
et I’on peut penser que si Euclide et Imothep s’étaient rencontrés le premier aurait
dit au second « il faut trouver une raison a ces deux phénomenes ». C’est bien
une attitude de physicien : donner des explications (raconter des histoires) qui
rendent compte de fagon adéquate du monde sensible. La géométrie euclidienne se
construit bien comme une théorie physique de I’espace (a notre échelle). De plus
j’insiste sur un point qui est rarement mis en avant. Quand nous constatons 1’adé-
quation entre 1’observation empirique du fait que les hauteurs sont concourantes et
la démonstration euclidienne de ce fait, nous nous convainquons au moins autant
de la qualité de notre machine a raisonner que de la qualité des axiomes d’Eu-
clide a rendre compte du monde sensible. L’expérience valide non seulement les
axiomes mais aussi les regles de déduction utilisées dans les démonstrations. Je
suis donc tenté de dire que Arnold marque bien un point mais J. Harthong dans
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L’idéalisme platonicien et la science' le contesterait de la fagon suivante.

Le rapport de la longueur de la circonférence d’un cercle est connu depuis la
plus haute antiquité comme approximativement égal a 3, 14-. Les premicres me-
sures donnent 1, puis 2 décimales et avec I’amélioration des techniques le nombre
des décimales augmente. Je ne sais pas combien donnent de décimales les pieds a
coulisse contemporains et je ne doute pas que les gravures laser utilisées pour la
fabrication des microprocesseurs permettraient d’en gagner quelques unes. Mais
a un moment donné du développement des techniques on ne sait pas quelle sera
la valeur de la décimale suivante de 7. De leur coté les mathématiques ont in-
venté (ou découvert, je ne prends pas parti) le nombre 7 dont elles calculent les
décimales bien avant que la technique ne puisse les atteindre et personne ne doute
que le jour ot la technique permettra d’atteindre la n—eme décimale celle ci sera
conforme 2 la valeur mathématique >2. Selon Harthong ce qui a permis ce pouvoir
de prédiction c’est d’avoir imaginé que la valeur du rapport est conséquence d’une
propriété qualitative de 1’espace, induite par 1’observation, mais indépendante de
son imperfection. Je cite :

Si on lit I'un apres 1’autre les axiomes d’Euclide, on se rend compte qu’ils
énoncent tous des propriétés qualitatives de 1’espace, (- - - ). Par exemple pour
I’axiome des paralleles ou postulat d’Euclide, on ne peut distinguer expéri-
mentalement des droites passant par un méme point et pratiquement confon-
dues; mais si deux telles droites sont distinguables empiriquement I’une de
I’autre, alors on peut aussi établir empiriquement que ’'une des deux au
moins coupera la parallele a I’autre. L’énoncé empirique du postulat serait
donc le suivant : si on trace une droite sur une tres grande étendue de sable,
et par un point extérieur a cette droite, une seconde droite qui, aussi loin
qu’on puisse aller, ne coupe pas la premiére, alors, si on essaie d’en tracer
une troisiéme passant par le méme point et ne coupant pas non plus la pre-
miere, on ne pourra la distinguer de la seconde. La vérité empirique de ce
postulat fait appel a un seuil de précision qui est quantitatif, mais en de-
hors de ce seuil, I’énoncé est purement qualitatif. Il est donc possible par la
pensée de séparer la vérité empirique en deux : d’un coté, la précision des
instruments de vérification (qui est une quantité), et de 1’autre la propriété
abstraite (qui est qualitative). Si on ne retient de tous les axiomes d’Euclide
dans leur version empirique que les propriétés qualitatives, on peut en dé-
duire par la pensée pure toute la géométrie, mais celle-ci ne contient plus
I’estimation des incertitudes.(- - -).

51. Dans l’objectivité mathématique, M. Panza et J-M. Salanskis eds., Masson 1995; [61].
52. Bien entendu il y a des limites a cette exploration expérimentale qui sont la structure ato-
mique de la matiere qui ne permet pas de "tracer" des cercles.
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On peut donc résumer tout cela en disant que ce qui a permis de faire du
nombre 7 un nombre mathématiquement défini et non une valeur approchée
est d’avoir érigé une loi approchée mais qualitative en loi mathématique;
une fois la loi mathématique énoncée, elle peut mener une vie propre.

Pour Harthong, donc, les mathématiques ont une « vie propre » ce qui, sans la
contredire formellement, va plutdt contre 1’hypothese d’ Arnold. Mais ce n’est pas
mon propos de décider si ce texte d’Harthong va dans le sens d’Arnold, d’autant
que le centre d’intérét de son article ne porte pas sur cette question. Pour ma part
je retiendrai simplement ici I’existence d’un "cahier des charges" clair : rendre
compte a partir d’un petit nombre de lois (les axiomes d’Euclide), par la pensée
pure, d’un grand nombre de faits observables.

1.3.2 La difficulté a parler du mouvement.

Le paradoxe d’Achille et la Tortue n’a rien a voir avec des observations re-
marquables. Il est bien établi empiriquement, depuis que I’homme existe, qu’un
individu qui court deux fois plus vite qu’un autre finit par le dépasser! Le pro-
bleme est notre langage ordinaire qui a bien du mal a en rendre compte de ce
que c’est que "aller plus vite". Ainsi, lorsqu’Achille a parcouru la moitié¢ de la
distance D qui le séparait de la tortue, cette derniére avance de D/4, ils sont main-
tenant distants de 3D /4. On recommence et ce n’est qu’a la suite d’une infinité
de constats de ce type que la distance sera nulle. Mais, si les suites indéfinies se
concoivent il n’en est pas de méme d’une infinité réalisé, une infinité en acte. Il
semble que Achille ne rattrape jamais la tortue. Pourtant si Achille met une mi-
nute pour parcourir la distance D il est tout a fait clair qu’au bout de deux minutes
il aura rattrapé la tortue et sera largement devant au bout de trois minutes.

On voit bien qu’ici, il ne s’agit plus de rechercher des explications a des obser-
vation qui étonnent, mais de comprendre pourquoi le langage, c’est a dire pour-
quoi notre appareil a raconter des histoires, a autant de mal a parler de choses en
apparence toutes simples. Ici I’objet de la recherche n’est pas la réalité sensible
mais bien I’appareil cognitif qui la traite. Notre microscope-pensée a des aber-
rations chromatiques qu’il nous faudrait bien corriger. La chose n’est pas simple
et il aura fallu un bon millénaire a I’humanité pour s’en sortir. Il a fallu inventer
le "continu mathématique" et le calcul infinitésimal. Je retiens ici que Gallilée et
Newton n’ont pas trouvé dans des mathématiques toutes prétes de leur époque ce
dont ils avaient besoin. C’est pour pouvoir parler du mouvement que la science
des XVI et XVIleme siecles invente les mathématiques qui permettront d’écrire la
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mécanique classique et il est tout a fait vain de vouloir distinguer ce qui ressortit
des mathématiques de ce qui est de la physique.

Si cet exemple est clairement en faveur de la theése d’ Arnold, il ne 1’établit pas
définitivement. En effet on pourrait dire que bien entendu les mathématiques et
la physique ont une origine commune mais qu’avec le temps elles se sont diffé-
renciées et que depuis I’avenement de la mécanique les mathématiques ont une
vie propre, de plus en plus éloignée des motivations originelles. Comme dirait
Harthong « elles vivent leur vie ».

Mais est-ce si évident ?

1.3.3 La géométrie non commutative

Les propriétés de ’espace et de la matiere a 1’échelle atomique sont surpre-
nantes, tellement surprenantes que les théories physiques ont bien du mal a en
rendre compte avec les mathématiques actuellement disponibles. Beaucoup de
mathématiciens s’en moquent, mais pas tous. La géométrie non commutative de
A. Connes (celui dont il a été question dans la dispute sur I’A.N.S.) en donne un
exemple.

Une C*-algebre, comme son nom I’indique, est un objet algébrique. L’en-
semble des fonctions continues sur un espace (par exemple un domaine de I’es-
pace a trois dimensions) est une C*-algebre commutative (le produit fg de deux
fonctions est égal au produit gf) et il est remarquable que réciproquement, toute
C*-algebre commutative est 1’algebre des fonctions continues d’un certain espace
géométrique au sens usuel (un espace de "points" sur lesquels on mesure des dis-
tances). Donc, d’un point de vue algébrique, la géométrie ordinaire, mais incluant
les géométries non euclidiennes utilisées en physique, est I’étude des C*-algebre
commutatives. On parle de "dualité", on fait de la géométrie via I’algebre (ce qui
est aussi le cas dans la correspondance via la notion de coordonnées cartésiennes
entre une figure, par exemple le cercle, et une formule algébrique, dans ce cas :
x?> +y? = 1. Si I’on oublie les figures il est assez naturel pour un mathématicien
de s’intéresser a ce qui se passe dans les C*-algebres lorsque 1’on supprime I’hy-
potheése de commutativité.

Mais Alain Connes va plus loin. Il propose les C*-algebres non commutatives
pour conceptualiser I’espace physique a 1’échelle quantique. Je n’en dirai pas plus
car je n’ai pas la compétence pour parler de cette question et je ne sais pas ce
que "la physique" pense de cette tentative mais, et c’est la seule chose qui im-
porte ici, elle est considérée comme sérieuse par "la mathématique" qui a une tres
grande considération pour ce travail récompensé par de nombreux prix. De plus
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A. Connes revendique souvent I’applicabilité de sa théorie comme par exemple
dans cette citation >3

If one assumes that bodies exist independently of position, then the curvature
is everywhere constant, and it then follows from astronomical measurements
that it cannot be different from zero; or at any rate its reciprocal must be an
area in comparison with which the range of our telescopes can be neglected.
But if such an independence of bodies from position does not exist, then one
cannot draw conclusions about metric relations in the infinitely small from
those in the large; at every point the curvature can have arbitrary values in
three directions, provided only that the total curvature of every measurable
portion of Space is not perceptibly different from zero. Still more compli-
cated relations can occur if the line element cannot be represented, as was
presupposed, by the square root of a differential expression of the second
degree. Now it seems that the empirical notions on which the metric deter-
minations of Space are based, the concept of a solid body and that of a light
ray, lose their validity in the infinitely small; it is therefore quite definitely
conceivable that the metric relations of Space in the infinitely small do not
conform to the hypotheses of geometry ; and in fact one ought to assume this
as soon as it permits a simpler way of explaining phenomena.

Ceci est donc un exemple de mathématiques tres récentes et tres abstraites déve-
loppées explicitement pour les besoins de la physique. Et ce n’est pas moi qui fait
dire au texte d’A. Connes ce qui m’arrange. Dans une conférence de 2016 dans le
cadre d’un cycle interdisciplinaire organisé par I’université Paris - Sciences - et -
Lettres >* il dit, en réponse 2 une question :

Il n’y a pas d’un c6té les mathématiques et de I’autre le physique. C’est la
méme chose. On essaye tous de comprendre. Et justement il y a cette profon-
deur dans certains concepts des mathématiques qui viennent immédiatement
de la physique.(...) C’est la nature qui nous parle.

Mais nous n’avons parlé que de mathématiques et physique. C’est oublier qu’a
I’instant ou je parle, sur cent individus en train d’utiliser des mathématiques d’un
niveau avancé probablement plus de quatre vingt dix le font dans le cadre d’un
travail d’ingénieur. Que peut on dire sur les ingénieurs et les mathématiques ?

53. : Citation extraites d¢e NONCOMMUTATIVE GEOMETRY YEAR 2000, arXiv
https://arxiv.org/abs/math/0011193
54. https://www.youtube. com/watch?v=qrpp1Mh8EDo
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1.4 Les mathématiques de I’ingénieur

Bien avant la pensée grecque, I’humanité s’est préoccupée de fabriquer des
objets "utiles". J’ai mis utile entre " " parce que bien évidemment il faudrait de
long discours pour préciser ce qu’est "utile", mais ce n’est pas mon objet. Les
objets que j’appelle "utiles" sont "utiles" en ce sens qu’a un moment donné la so-
ciété juge important de les produire. De ce point de vue, la roue, le moulin a vent,
la machine a vapeur, les smartphones, les pesticides chimiques, les missiles de
croisiere sont des objets "utiles" et j’appelle ingénieurs ceux qui les congoivent et
les produisent depuis les temps préhistoriques. J appelle technique 1’ activité cor-
respondante. Dans I’inconscient du monde académique, surtout en France ou les
écoles d’ingénieurs sont séparées de I’Université, la technique est subordonnée a
la science ; ce serait dans le savoir scientifique accumulé que les ingénieurs puise-
raient, pour le meilleur ou pour le pire, la matiere de leurs inventions. Bien entendu
cette vision ne résiste pas a un examen un peu sé€rieux mais les études sur ces ques-
tions ne sont pas encouragées par les institutions qui gerent la recherche pour la
simple raison que leurs responsables doivent pouvoir dire au politique « certes,
Monsieur le ministre, nos recherches n’ont pas d’applications immédiates mais a
long terme...» et de citer telle découverte de la recherche pure dont les applications
remarquables se sont fait attendre longtemps, parfois plusieurs siecles. Dans nos
temps ou le seul objectif de la gestion des affaires publiques est un rapide retour
sur investissement, pour utiliser le vocabulaire libéral a la mode, nous ne pouvons
pas blamer les responsables de la recherche. Mais une conséquence facheuse de
cette situation est que les exemples démontrant que la science mathématique pré-
cede la technique I’emportent largement sur ceux qui disent le contraire ce qui
contribue a donner une idée biaisée de la nature des mathématiques. L’ objet de
cette section est de rétablir un peu I’équilibre en donnant des exemples d’un poids
équivalent a ceux du paragraphe précédent ol les besoins pratiques des ingénieurs
font progresser les mathématiques.

1.4.1 Les moteurs de la géométrie

Le savoir faire technique en géométrie des Mésopotamiens et des Egyptiens
était considérable. Il précede largement les mathématiques Grecques. Les histo-
riens semblent nous dire que Thales et ses successeurs possédaient le savoir des
Egyptiens mais personne ne nous dit que ce sont des problémes pratiques qui ont
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contribué i Iéclosion des mathématiques d’Euclide >>. Il n’est pas absurde d’ima-
giner (je dis bien imaginer!) que des problemes de géométrie qui résistaient aux
conditions matérielles des tracés de 1I’époque ont poussé a démontrer que certaines
propriétés de figures difficiles a tracer sont idéalement vraies ? La réponse a ces
questions est difficile en raison du peu de traces que nous avons mais la difficulté
ne décourage pas des historiens comme Maurice Caveing >°, Olivier Keller >, Re-
viel Nertz® dans leurs tentatives de reconstitution des pratiques mathématiques
chez Euclide et avant. Il reste cependant bien difficile de séparer dans la motivation
des mathématiciens antiques la démarche du physicien (comprendre le monde) de
celle de I’'ingénieur (agir sur le monde).
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