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Résumé

Cette these a pour objet la résolution exacte d’'un probleme d’optimisation des flux de puissance
(OPF) dans un réseau électrique. Dans ’OPF, on doit planifier la production et la répartition des flux
de puissances électriques permettant de couvrir, & un cout minimal, la consommation en différents
points du réseau. Trois variantes du probleme de 'OPF sont étudiées dans ce manuscrit. La premiere
d’entres elles, (OPF — L), correspond au cas ou les cotits de production de puissance dans le réseau
sont modélisés avec un polynéome de degré 1, on parle de cotits linéaires par abus de langage. Dans la
seconde variante, (OPF — Q) ces mémes cotts sont modélisés avec un polynoéme de degré 2. On dira
que ces couts sont quadratiques. Enfin, la derniere variante, (OPF — UC'), correspond au cas ou les
unités de production peuvent étre allumées ou éteintes. Cette variante introduit des variables binaires

de décision.

Nous nous concentrerons principalement sur la résolution exacte des deux problemes (OPF — L) et
(OPF — @), puis nous montrerons comment notre approche peut naturellement s’étendre a la troisieme
variante (OPF — UC). Les problemes (OPF — L) et (OPF — () sont des problemes d’optimisation
non-convexe a variables complexes. Cette thése propose de résoudre ces derniers a ’aide d’une méthode
de reformulation que ’on appelle RC-0PF. Pour ce faire, nous proposons dans un premier temps de
reformuler le probleme initial en un nouveau probleme quadratique possédant certaines propriétés de
convexité. Notre reformulation est optimale dans le sens ou elle fournit la meilleure borne inférieure
parmi une famille de reformulations. Dans un second temps, la reformulation construite est résolue a

I’aide d’un algorithme de branch-and-bound.

La contribution principale de cette these réside dans 1’étude, le développement et 1'utilisation de

notre méthode de résolution exacte RC-0PF sur les trois variantes d’OPF. Nous montrons notamment
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que I'étape de reformulation optimale de RC-0PF est plus efficace que celle d’autres méthodes de résolu-
tion par reformulation comme MIQCR, tout en gardant les mémes propriétés. RC-0PF utilise également
des techniques de contractions de bornes, et nous montrons comment ces techniques classiques peuvent
étre renforcées en utilisant des résultats issus de notre reformulation optimale. Des expérimentations
numériques permettent de prouver l'efficacité de cette méthode dans le cadre d’instances d’OPF dont

la résolution exacte est « difficile » avec les outils & disposition dans ’état de ’art.

Mots-clés : Réseaux-Electriques Energie, Optimisation des Flux de Puissance, Optimisation non-
Linéaire, Reformulation Quadratique Convexe, Programmation Quadratique, Programmation Semi-

Définie, Réduction de bornes.
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Abstract

Alternative Current Optimal Power Flow (ACOPF) is naturally formulated as a non-convex pro-
blem. In that context, solving (ACOPF) to global optimality remains a challenge when classic convex
relaxations are not exact. We use semidefinite programming to build a quadratic convex relaxation
of (ACOPF). We show that this quadratic convex relaxation has the same optimal value as the
classical semidefinite relaxation of (ACOPF') which is known to be tight. In that context, we build
a spatial branch-and-bound algorithm to solve (ACOPF) to global optimality that is based on a
quadratic convex programming bound. An advantage of our approach is that we capture the strength

of semidefinite programming bounds into a quadratic convex program that is known to be faster to solve.

Keywords : Electrical-Network Energy, Optimal Power Flow, Non-Linear Optimization, Quadratic

Convex Reformulation, Quadratic Programming, Semi Definite Programming, Bound Tightening.
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NOTATIONS

La liste suivante présente les notations générales que ’on retrouve tout au long de ce manuscrit.
— N est 'ensemble des entiers naturels,

— N* est I’ensemble des entiers naturels non nuls,

— R est 'ensemble des nombres réels,

— RT est 'ensemble des nombres réels positifs,

— |z| est la valeur absolue du nombre réel z,

— min(a, b) est le minimum entre les réels a et b,

— max(a,b) est le maximum entre les réels a et b,

— ot est le transposé du vecteur v de R",

— M, (R) est 'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans R,
— M? est la transposée de la matrice carrée M de M, (R),

— Su(R) est 'ensemble des matrices carrées symétriques de taille n de M,,(R),
— rg(M) est le rang de la matrice M de M, (R),

— VDmin (M) est la valeur propre minimale de la matrice carrée M de S,(R),
— M * 0 signifie que la matrice M de S, (R) est semi-définie positive,

— < A, B > est le produit scalaire canonique entre deux matrices de M,,(R),
— T, est la matrice identité de taille n de M,,(R),

— 0y, est la matrice nulle de taille n de M,,(R),

— C est 'ensemble des nombres complexes,

— 1 est le nombre complexe de partie réelle nulle et de partie imaginaire égale a 1,
— Re(z) est la partie réelle du nombre complexe z,

— Im(2) est la partie imaginaire du nombre complexe z,

— ang(z) est la partie angulaire du nombre complexe z,

— z* est le conjugué du nombre complexe z,

— |z| est le module du nombre complexe z,

— v* est le conjugué du transposé du vecteur v de C",

— My, (C) est 'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans C,
— M* est la conjuguée de la transposée de la matrice carrée M de M, (C),

— wval(P) est la valeur optimale du probleme d’optimisation (P).

— TI'? est 'ensemble des monémes de degré d ou moins dans R™.
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NOTATIONS

Le tableau suivant est un aide-mémoire contenant ’ensemble des notations adoptées pour les

variables et les données d’un probleme OPF.

29



NOTATIONS

Nom | Type Description

g Donnée | Graphe représentant le réseau électrique

N Donnée | Ensemble des noeuds du réseau électrique

P Donnée | Ensemble des noeuds producteurs du réseau électrique

C Donnée | Ensemble des nceuds consommateurs du réseau électrique

E Donnée | Ensemble des arétes du réseau électrique

Y;; | Donnée | Admittance de la ligne (z, 7)

Y/, Donnée | Admittance & la masse de la ligne (¢,5) au noeud ¢

Y, Donnée | Admittance du noeud ¢

YZM Donnée | Matrice fournissant la puissance injectée au noeud ¢ en fonction des tensions V'

YE Donnée | Matrice fournissant la puissance active injectée au noeud ¢ en fonction des tensions v

Y! Donnée | Matrice fournissant la puissance réactive injectée au nceud 7 en fonction des tensions v

S Donnée | Puissance électrique soutirée au nceud 4

Py Donnée | Puissance électrique active soutirée au noeud i

qf Donnée | Puissance électrique réactive soutirée au noeud ¢

pP; Donnée | Puissance active minimale produite au noeud producteur @

D, Donnée | Puissance active maximale produite au noeud producteur ¢

q; Donnée | Puissance réactive minimale produite au noeud producteur i

q:i Donnée | Puissance réactive maximale produite au noeud producteur

v; Donnée | Module de tension minimal au nceud %

v; Donnée | Module de tension maximal au noeud 7

I/ | Donnée | Intensité électrique maximale sur la ligne (7, j)

S | Donnée | Puissance électrique maximale sur la ligne (i, 5)

P | Donnée | Puissance électrique active maximale sur la ligne (4, j)

vi#® | Donnée | Module de différence de tension électrique maximal sur la ligne (i, j)
i | Donnée | Différence angulaire maximale sur la ligne (4,7)

Co,i Donnée | Cout fixe sur la puissance active injectée au noeud producteur %

Ci, Donnée | Cofit linéaire sur la puissance active injectée au nceud producteur i

Co; Donnée | Cout quadratique sur la puissance active injectée au nceud producteur 4

Co Donnée | Cott fixe total du réseau, utilisée pour (OPF — L)

(OF Donnée | Matrice de cott linéaire, utilisée pour (OPF — L)

ct Donnée | Coft fixe total du réseau, utilisée pour (OPF — Q)

c1 Donnée | Vecteur des cotits linéaires, utilisé pour (OPF — Q)

C, Donnée | Matrice de cotlit quadratique, utilisée pour (OPF — Q)

S; Variable | Puissance électrique injectée au noeud ¢ par 'extérieur du réseau

Si.j Variable | Puissance électrique partant du nceud 4 vers le noeud j

i Variable | Puissance active produite au nceud producteur ¢

P Variable | Vecteur des (p;)icp

I; Variable | Intensité électrique fournie par ce qui est extérieur au noeud ¢

I ; Variable | Intensité électrique partant du nceud 4 vers le noeud j

Vi Variable | Tension électrique au noeud 4

Vv Variable | Vecteur des (V;)ien

v Variable | Vecteur des parties réelle et imaginaire des (V;)ien

b; Variable | Binaire représentant I’allumage ou non du générateur au nceud producteur ¢
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0.1. PRESENTATION DU PROBLEME DE L'OPTIMISATION DES FLUX DE
PUISSANCE (OPF)

0.1 Présentation du probleme de P'optimisation des flux de puis-
sance (OPF)

0.1.1 Généralités sur la gestion des réseaux électriques

RTE (Réseau de Transport d’Electricité), en tant que gestionnaire du réseau de transport d’électricité
francais, est responsable du bon fonctionnement de ce dernier. Les différentes grandeurs physiques
intervenant dans un réseau électrique sont la tension, l'intensité, ou courant, et la puissance. Comme
un réseau de transport haute tension fonctionne en courant alternatif, toutes ces grandeurs sont des
fonctions sinusoidales du temps en régime permantent, c’est-a-dire une fois qu’elles se sont stabilisées.
Quand un événement entraine un important changement sur le réseau, le régime permanent est perturbé
et ces grandeurs entrent en régime transitoire. Un tel événement se produit par exemple quand une

ligne haute tension est mise hors service a la suite d’un incident comme un orage.

Le probleme de la stabilité consiste, pour RTE, & ne pas se retrouver dans une situtation ot un
régime transitoire ne se stabiliserait pas en un nouveau régime permanent. Le probleme de la tenue du
« N-1 » consiste a s’assurer que la perte de 'une des lignes du réseau ne va pas entrainer une perte
de stabilité. Dans ce manuscrit, nous ne nous intéressons pas plus aux problematiques de stabilité
du réseau. Nous restons dans 1’étude et dans le cadre du régime permanent en considérant que notre

réseau saura se stabiliser sur ce dernier.

0.1.2 Le probleme OPF

Le probléeme de I’Optimisation des Flux de Puissance est appelé en anglais « Optimal Power Flow »
et abrégé en OPF. C’est sous ce sigle que I'on désignera le probleme de I’Optimisation des Flux de
Puissance dans ce manuscrit. L’OPF est un probleme d’optimisation qui intervient dans un réseau
électrique. Il consiste a déterminer la puissance a produire, ainsi que les flux de puissance a transporter

sur le réseau, pour couvrir, a un cout minimal, la puissance consommeée.

A travers l'expression réseau électrique, on entend une infrastructure regroupant des postes élec-
triques reliés entre eux par des lignes électriques. Ces dernieres sont des ouvrages transportant un

courant électrique sous haute tension, et les postes sont des édifices vers lesquels convergent plusieurs
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lignes. Ainsi, dans un réseau électrique, le courant électrique se déplace entre les postes au moyen des
lignes. Au niveau d’un poste on trouve divers équipements permettant notamment d’abaisser ou de

réhausser la tension pour passer par exemple d’une ligne 400kV a une ligne 220kV.

RTE cherche, entre autres, & minimiser les pertes de puissance sur le réseau de transport d’électricité
francais. La minimisation des pertes de puissance sur un réseau électrique se représente comme une
instance du probleme OPF. Dans la suite on s’intéresse a la résolution du probleme OPF dans un réseau
de transport d’électricité. Le cas des réseaux de transport se démarque des réseaux de distribution
par le fait que le niveau de tension considéré pour les différents ouvrages est plus élevé. De plus, dans
un réseau de transport, les lignes bouclent sur les postes électriques du réseau, formant des cycles.
Ceci découle de la regle connue sous le nom de régle du N-1, stipulant que le réseau doit continuer a
fonctionner en cas de perte d’'une des lignes. Les réseaux de distribution d’électricité ont au contraire

une structure arborescente. Cette propriété de bouclage augmente fortement la difficulté du probleme

OPF.

Dans le cadre de ce manuscrit, on étudie des réseaux de transport d’électricité, c’est-a-dire des
réseaux contenant des cycles. Un poste est le point de rencontre entre plusieurs lignes du réseau, c’est
aussi un point d’échange de puissance avec 'extérieur du réseau. L’extérieur du réseau peut représenter
des producteurs ou des consommateurs d’électricité. La puissance consommeée en chaque poste est
connue et est une donnée du probleme OPF. La puissance produite est elle une variable du probleme
d’optimisation. L’objectif est de déterminer la puissance a produire par les acteurs de production, ainsi
que les flux de puissance sur les lignes entre les postes, pour couvrir la consommation en chaque poste.

Tout cela en minimisant les cotits de production pour lesdits acteurs.

0.2 Modélisation mathématique de I’OPF et variantes (OPF — L),
(OPF - Q) et (OPF —-UC)

Cette section présente une modélisation mathématique de I’OPF. Dans la suite de ce manuscrit
on travaille sur différentes variantes de ’OPF. La nature et les modélisations de ces variantes sont

également présentées dans ce chapitre.
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FIGURE 1 — Graphe représentant le réseau WB5

0.2.1 Représentation du réseau électrique par un graphe

Tout d’abord, en chaque poste du réseau, on peut définir des noeuds qui sont les points de jonction
entre plusieurs lignes. Cette modélisation du réseau permet de schématiser ce dernier comme un graphe
G(N,E). Les nceuds de ce graphe sont alors les nceuds du réseau, et des noeuds différents peuvent se

trouver a l'intérieur d’'un méme poste électrique. Les arétes du graphe sont les lignes reliant ces noeuds.

On divise les noeuds du réseau en deux catégories en fonction de la nature de leurs échanges avec
Pextérieur : ceux qui soutirent de la puissance électrique depuis un producteur d’énergie (centrales
thermiques, parcs éoliens, etc.) tout en fournissant une puissance a d’éventuels consommateurs. et
ceux qui ne font que fournir de la puissance a 'extérieur pour alimenter des consommateurs d’énergie
électrique (par exemple un réseau de distribution). Par abus de langage, on parle de noeuds producteurs
ou de nceuds reliés a des producteurs pour ceux appartenant a la premiere catégorie. Les nceuds
appartenant a la seconde catégorie sont qualifiés de noeuds consommateurs ou de nceuds reliés a des
consommateurs. P est I’ensemble des nceuds producteurs du réseau, tandis que C est I’ensemble des
nceuds consommateurs. On notera bien que les noeuds producteurs peuvent avoir une activité de
consommation en plus de leur production, mais que les nceuds consommateurs n’ont pas d’activité de

production.

La Figure [l représente un réseau fictif a 5 nceuds appelé WB5, créé par Wakash Bukhsh et al. [2].
Ce réseau est constitué de 5 noeuds, numérotés de 1 a 5, ainsi que de 6 lignes. Les noeuds 1 et 5 (en

gris) sont reliés a des producteurs et injectent de la puissance dans le réseau. Les noeuds 2, 3 et 4 (en
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blanc) sont reliés & des consommateurs et soutirent de la puissance au réseau.

0.2.2 Variables du probleme

Pour présenter les variables du probleme on introduit dans un premier temps certaines grandeurs
physiques des réseaux électriques : la puissance, I'intensité et la tension. Dans le cadre de cette these,
nous recherchons une solution en régime permanent et en courant alternatif. Ces grandeurs sont donc
des fonctions sinusoidales du temps oscillant a une fréquence de 50Hz. Elles se caractérisent par leur
amplitude et leur déphasage a 'origine. Ceci ameéne a représenter les différentes grandeurs du réseau par
des nombres complexes dont le module représente ’amplitude, et 'argument le déphasage a ’origine.
Dans ce qui suit on utilise souvent les termes actif et réactif au sujet de la puissance. Le terme actif
fait référence a la partie réelle d’une puissance complexe, tandis que le terme réactif fait référence a sa

partie imaginaire.

L’OPF s’intéressant aux flux de puissance dans un réseau, on introduit en premier lieu les variables
de puissance. Soit ¢ et j deux nceuds du réseau reliés par une ligne. S; ; € C représente la puissance
électrique partant du noeud ¢ vers le noeud j. S; ; est a priori différent de —S;; car il y a des pertes de
puissance sur les lignes dues a de phénomenes physiques comme 'effet Joule. On remarque que les flux
de puissance dans le réseau sont non-conservatifs. On définit aussi la puissance injectée en un nceud
1 que 'on note S; € C. Elle correspond a la puissance fournie au noeud ¢ par ce qui est extérieur au
réseau. Ainsi pour les nceuds reliés a des producteurs, elle correspond & la puissance apportée par ces
derniers, moins la puissance soutirée par les éventuels consommateurs présents en ce nceud. Pour les
neceuds reliés a des consommateurs, elle correspond a 'opposé de la puissance soutirée par ceux-ci. On
sous-entend dans ce manuscrit que le soutirage est I'action opposée a l'injection. Pour simplifier les
notations, on introduit (p;);ep qui est la puissance active produite au noeud producteur i. C’est une
autre variable du probleme qui s’exprime directement a ’aide de la puissance S; et des données du
probleme, voir la section pour la formule précise. La Figure |2 représente le réseau WBbH avec les

variables de puissance traversant les lignes ainsi que les puissances injectées.

Les deux autres grandeurs fondamentales des réseaux électriques sont la tension et l'intensité. Cette

derniere représente le flux de charges électriques le long d’une ligne. De maniere analogue a la puissance
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e - N

5

FIGURE 2 — Le réseau WB5 avec les variables de puissance

on définit I; ; € C représentant I'intensité partant du nceud 4 vers le noeud j sur la ligne (i,5). A priori
I; j # —1;,;, ceci provient des impédances a la masse d’une ligne qui peuvent étre différentes de part et
d’autre de celle-ci. On définit aussi I'intensité injectée en chaque noeud ¢, I; comme l'intensité fournie
par I'extérieur au réseau au nceud . La tension est le potentiel électrique s’exercant en un point. En
chaque nceud ¢ on définit une tension V; € C. La Figure |3| représente le réseau WB5 avec les variables
d’intensité traversant les lignes, les variables d’intensité injectées aux nceuds ainsi que les tensions aux

neeuds.

En résumé, résoudre ’OPF consiste a déterminer les valeurs des grandeurs physiques suivantes qui

sont les variables du probleme :
— 8;; €C V(i) €&,
— 5, eC Vie N,

— p;eR Vi € P,

— L;; €C V(i,j) €€,
— I, eC ViEN,

— V,eC VieN.

Une fois ces valeurs déterminées, on connait ’état du réseau en régime permanent.

36



0.2. MODELISATION MATHEMATIQUE DE L’OPF

FIGURE 3 — Le réseau WBH avec les variables de tension et d’intensité

0.2.3 Données du probleme

Une instance d’un probleme d’OPF est caractérisée par un certain nombre de données. Dans un
premier temps, le réseau se caractérise par une topologie modélisée par le graphe G(N, ). De plus,
chaque ligne (7, j) € € est caractérisée par une admittance Y; ; € C et deux admittances a la masse
Yf;» e Cet Y?; € C. L’admittance est la généralisation complexe de la conductance, et représente
la capacité a conduire ’électricité. L’admittance ne dépend que des propriétés de la ligne (longueur,
matériaux la composant, etc.), donc Y; ; = Y;;. A priori les deux admittances a la masse d’une ligne
ne sont pas égales. Elles dépendent des interactions de la ligne avec le sol, au niveau des pylones par
exemple. Chaque noeud ¢ dispose aussi d'une admittance Y; € C modélisant les équipements que 1'on
trouve au niveau de ce nceud. La topologie et les admittances aux lignes et aux noeuds sont les données

physiques du probleme permettant de caractériser le réseau considéré. La Figure [4| représente le réseau

WB5 avec les données d’admittance.

Un deuxieme type de données correspond aux données de production et de consommation aux
neeuds. Aux nceuds reliés & des consommateurs, on connait la puissance que ces consommateurs vont
soutirer au réseau. Pour un nceud consommateur i € C, on note S; € C la puissance soutirée par ce
noeud au réseau. Aux nceuds reliés a des producteurs, on connait des bornes de fonctionnement sur
les puissances active et réactive injectées au réseau. C’est-a-dire que 'on connait : p; € R et p; € R

puissances actives respectivement minimale et maximale injectées au noeud 7 € P, ainsi que q; € R et
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FIGURE 4 — Le réseau WB5 avec les données d’admittances

q; € R puissances réactives respectivement minimale et maximale injectées. De plus, on peut trouver
des consommateurs raccordés aux nceuds de production. La puissance soutirée en un nceud producteur

i € P est notée S§ € C.

On connait aussi le colt de production associé a la puissance active injectée en un nceud. Cela
regroupe, pour chaque noeud i € P, un coiit fixe cp; € RT, un coiit linéaire ¢1; € R et un cofit
quadratique Cy; € RT. La Figure [5| représente le réseau WB5 avec les données de production et de

consommation en chaque noeud.

Le dernier type de données correspond aux limites de fonctionnement des infrastructures présentes
sur le réseau. Premiérement en chaque nceud i € N on trouve des bornes v; € RT et v; € RT sur le
module de la tension en ce noeud. Deuxiemement sur chaque ligne (7, j) € £ on trouve une limite de flux,
qui est la capacité de la ligne, et qui dépend de plusieurs parametres physiques et géographiques, comme
la température. Cette capacité est approchée de plusieurs manieres par la communauté scientifique, qui
ne sont pas équivalentes et n’ont pas la méme signification physique :

— Une intensité maximale sur la ligne notée I]’/* € R,

— Une puissance maximale sur la ligne notée S;";** € RT,

— Une puissance active maximale sur la ligne notée P}"* € R,

— Un maximum du module de la différence de tension sur la ligne noté v;"/** € RT.

Selon le choix fait, on obtient une modélisation différente de ’OPF. Troisiemement, on peut aussi
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p1— Re(57) < Re(S1) < p1 — Re(5])
q, — Im(S7) < Im(S;) < q; — Im(S7)

S, = —S§ Sy = —S%

Ps — Re(S%) < Re(S5) < ps — Re(S%)
qs —Im(85) < Im(S5) < qs — Im(S¢)

FIGURE 5 — Le réseau WB5 avec les données de production et de consommation

trouver une différence angulaire maximale entre les phases des tensions aux extrémités d’une ligne

notée 02}‘” e R.

En résumé les données du problemes sont :
— Le graphe G(\V, ),
— P et C deux sous ensembles de N tels que : N =P UC,

— Y,;€C V(i,j)e€,
— Y/, eC V(,j) €€,
qgr ..

— Yj,eC V(i,j) € €&,

—Y;€C VieN,
— SfeC Viel,
— P, ER Vi € P,
— p,eR VieP,
— q, €R VieP,
— qER VieP,

— COZ‘ER+ V’L'GP,

7C1Z‘€R+ WEP,
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7CQ¢€R+ Vi € P,

— v, ERT VieN,
— v; eRT VieWN,

— Pour chaque ligne (7, j) € £, une ou plusieurs des données de limite de flux sur cette ligne,

— De maniere optionnelle, on peut trouver sur une ligne (7, j) € £ : 6" € R.

0.2.4 Fonction objectif et contraintes

Dans ce probleme on cherche & minimiser les cotits de production permettant de couvrir la puissance
consommée. La fonction objectif (fonction de coiit) associée est une fonction quadratique de la puissance
active injectée en chaque nceud générateur p;. p; est liée & S; par la relation : p; = Re(S;) + Re(S5).

2
fobi(P) =D Cop} + c1ipi + <o;- (1)
1EP
En prenant Cy; = 0 et ¢1; = 1 pour tout ¢, on minimise les pertes sur le réseau électrique.

On retrouve trois grands types de contraintes dans le probleme OPF. Les premieres couplent
les différentes grandeurs physiques. Ces contraintes proviennent des lois de la physique des réseaux
électriques. Elles sont utilisées pour substituer des variables a d’autres, ou pour garder la cohérence
physique entre les différentes variables utilisées dans la modélisation choisie d’'un probleme OPF. Le
deuxiéme type de contraintes assure ’équilibre offre-demande, c’est-a-dire fixe la puissance consommeée
et encadre la puissance produite. Enfin le troisieme type encadre le module de la tension en chaque

neceud, limite le flux le long des lignes ainsi que ’écart angulaire.

Définition de la puissance On donne ici la définition physique des variables complexes de puissance
afin de relier puissance, tension et intensité. La puissance s’exprime comme un produit entre tension et

intensité. Plus précisément, les puissances S; ; et S; sont définies comme suit :

Sij=Vili; V(i,j) €€, (2)

NN
S;=Vil} VieN. (3)
Ce lien non linéaire entre ces trois quantités est au fondement du caractére non linéaire et non convexe

du probleme d’optimisation qu’est I’OPF.
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FIGURE 6 — Diagramme en IT de la ligne (i, 7).

Lois des nceuds La loi des noeuds lie les intensités sur les lignes aux intensités injectées aux nceuds

de la facon suivante : Soit Ng(i) I’ensemble des nceuds voisins des nceud ¢ dans le graphe G.

L= Y L;+YV. (4)
JENg(4)

Puisque S; = V;I; on peut écrire la loi des nceuds sur S; :

Si= > Sii+Y; ViV (5)
JENG (i)

Les lois des noeuds permettent donc d’écrire les quantités injectées aux nceuds a partir des quantités

transitant sur les lignes et des tensions aux nceuds.

Loi d’Ohm La loi d’Ohm permet de relier les tensions aux intensités. Plus précisément elle indique
que l'intensité sur une section est le produit de 'admittance de cette section par la différence entre les
tensions aux extrémités de cette derniére. On modélise une ligne électrique (i, j) € £ selon le schéma

de la Figure [ avec ce qu’on appelle un diagramme en II. Ceci nous fournit I’équation suivante :

Ly = Yi;(Vi = Vj) + VYY) ¥(i,j) € €. (6)

,

En utilisant la loi d’Ohm @ et la loi des noeuds , on est capable de remplacer chaque occurence
d’une variable I; par son expression linéaire selon les variables de tension V. En ajoutant la définiton
de la puissance S; = VI, on peut remplacer totalement les occurences des variables de puissance
S par leur expression en fonction des variables de tension V. Les puissances s’expriment de maniere

« quadratique », au sens complexe, en les variables de tension.

Equilibre offre-demande Les contraintes d’équilibre offre-demande expriment le fait que la puissance

soutirée au nceud de consommation ¢ est fixée et vaut S7, tandis qu’aux nceuds de production,la
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puissance injectée est bornée. Les contraintes d’équilibre d’offre-demande se modélisent comme ceci :

S;=—8¢, Viec, (7)
q; — Im(S) < Im(S;) < — Im(S5), Vi€ P. (9)

Contraintes de limite technique La derniere famille de contraintes correspond aux contraintes de
limite technique dont la premiere catégorie correspond aux bornes sur les modules de tension aux

noeuds. Ces contraintes sont formalisées ainsi :
vi <|Vi| <vi, VieN. (10)

La deuxieme catégorie correspond aux limites de flux sur les lignes. Comme expliqué plus haut, cette
limite peut étre considérée de plusieurs manieres. La liste suivante donne les contraintes obtenues avec
chaque modélisation :

— Avec une intensité maximale :

I 5] < Ig’fj“m, V(i j7) € €, (11)
— Avec une puissance maximale :

1Si,5] < S%‘Lw, Y(i,j) € &, (12)
— Avec une puissance active maximale :

|Re(S; ;)| <P, Y(i,j) € &, (13)

1,J
— Avec une différence de tension maximale :

Vi— Vil < V1=, V(i j) € €. (14)

2V
Enfin une troisieme catégorie correspond aux limites de différence angulaire entre deux nceuds adjacents

du réseau. Les contraintes de cette catégorie s’écrivent :
lang(Vi) — ang(Vj)| < 0775, V(i,j) € €. (15)
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0.2.5 Les variantes de ’OPF étudiées : (OPF — L), (OPF — Q) et (OPF —UC)

En rassemblant les variables, les données et les contraintes présentées ci-dessus, il est possible
d’obtenir une formulation générique de ’OPF. Cependant, dans le cadre de ce manuscrit, on ne va
considérer que certaines variantes de ’OPF, qui different de cette formulation générique comme précisé

ci-dessous.

Dans tout ce qui suit, on note n le cardinal de N, le nombre de nceuds dans le réseau étudié,
numérotés de 1 a n. On note également V € C" le vecteur des variables de tension. Pour toutes les
variantes étudiées, les substitutions suivantes sont faites :

— Les variables d’intensité sont remplacées par celles de tension :

V(i,5) € & Ly = (Yij + YI)Vi = Y Vj, (16)
VieN, L= | Y (Yi; +Y{)+Yi | Vi— Y YV, (17)
JENG (4) JENG(3)

— Les variables représentant les puissances s’écoulant d’un nceud vers un autre noeud sont rempla-

cées par celles de tension :

— Les variables représentant les puissances échangées avec ’extérieur en chaque nceud consomma-
teur sont remplacées par celles de tension :
VieC,Si=| > (Y5,+Y!D)+Y[ | ViVi- Y Y ViV (19)

JENg () JENg(i)
Notons que la puissance échangée avec I'extérieur aux noeuds producteurs s’exprime de la méme maniere

que celle aux noeuds consommateurs. Pour chaque noeud ¢ € NV, on peut donc définir une matrice
complexe YM € M,,(C), telle que S; = V*YMV. YM contient des composantes nulles, & I'exception
des entrées suivantes :

— (41) : Tjengy(Yi; + Y1) +Y7,

— Vj € Ng(i),(j1) - Y5
On remarquera également que pour toute matrice M € M, (C) et pour tout V € C" :

M + M*
+ )V,

Re(V*MV) = V* ( :
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M — M*
En outre, les matrices MJFQM “et M EIM " sont hermitiennes On en déduit que :
YM 4+ YM?
Vi € N,Re(S;) = Re(V*YMV) = v* (2) v, (22)
YM _ yM*
Vie N, Im(S;) = Im(V*YMV) =v* <Z21’> V. (23)

De plus, on ne consideére aucune contrainte de limite de flux sur les lignes, ni de différence angulaire
maximale entre des noeuds adjacents. Ceci est pertinent parce que dans les cas tests de RTE, ces
contraintes sont absentes. En effet, les contraintes de limite de flux sont souvent inactives dans les
réseaux de transport car ceux-ci sont dimensionnés pour que ce type de contraintes ne soient pas actives
en fonctionnement normal. Ceci découle de la nécessité de maintenir la stabilité du réseau en cas de

pertes d’'une des lignes. Cette régle est appelée la regle du « N-1 ».
0.2.5.1 OPF avec fonction de cout linéaire : (OPF — L)

La premiere variante est celle ou la fonction de cotlt considérée est une fonction affine en les
variables de puissance active p, par abus de langage on parle de cofit linéaire, en opposition a un coiit
quadratique. Dans le cadre de cette variante, on remplace les variables de puissance échangée avec
I’extérieur en chaque nceud producteur par les variables de tension. Les seules variables considérées
sont alors celles de tension, qui permettent, une fois connues, de calculer toutes les autres grandeurs du

réseau. On obtient le programme quadratique en variables complexes suivant pour (OPF — L) :

. (YN Y ¢
min Z ci;V <2> V + c1;Re(S) + co;
i€P
s.t.
V*YMy = —8¢, iec (24)
YM 4y M+
(OPF—L){ p;— Re(S§) <V* (2) V <P; — Re(S¢), icP (25)
YM _ yMx
q; — Im(S7) <V~ (21> V<q—Im(SS), icP (26)
(10)
V;eC, ieN.

1. Une matrice M de M, (C) est dite hermitienne si et seulement si M* = M
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0.2.5.2 OPF avec fonction de cout quadratique : (OPF — Q)

La deuxieme variante ajoute des cotits quadratiques a la précédente. Un cotlit quadratique en plus
d’un cofit linéaire permet d’obtenir une meilleure approximation du cotit réel de production de puissance
active pour le détenteur du moyen de production. La fonction objectif est alors un polynéme de degré
2 en les variables de puissance active p et correspond a la fonction f,;; décrite en section @ Dans
cette variante, on remplace les variables de puissance réactive échangée avec I'extérieur en chaque nceud
producteur par les variables de tension, mais on garde les variables de puissance active injectée par
chaque générateur. Cette modélisation avec des variables complexes n’est pas utilisée telle quelle dans
le cadre de ce travail, mais est transformée en une modélisation en variables réelles dans la section [2.6

On obtient le programme mathématique suivant pour (OPF — Q) :

H‘}’ipn Job;(P)

s.t.

v* (zzz) V =p; — Re(S§), i€P (27)
V;eC, ieN
pieR, i€P.

0.2.5.3 OPF avec Unit Commitment : (OPF — UC)

La derniere variante introduit des variables binaires dans la précédente. Pour chaque nceud produc-
teur i € P, on va ajouter une variable b; € {0, 1}, modélisant le fait que le producteur du noeud i est
soit allumé (b; = 1) ou éteint (b; = 0). Ainsi un nouveau degré de liberté est donné a optimiseur, celui
d’allumer ou non un générateur. Cela a un impact quand des générateurs ont une production active

minimale strictement positive. On appelle ce probleme, le probleme OPF avec unit commitment. La
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modélisation mathématique que l'on étudie est la suivante :

min  fop;(p)

V,p,b
s.t.
®9. @D,
pibi <pi <p;bi;;, 1€P (28)
(OPF —UC) q;bi — Im(S§) < V* (YM;IYM> 1%
<qbi — Im(SS), ieP (29)

b €{0,1}, ieP
V,eC, ieN

pieR, 1€P.

0.2.6 Instances étudiées

Dans cette section nous introduisons les différentes instances d’OPF considérées dans ce manuscrit.
Il existe une communauté importante d’équipes de recherche étudiant principalement des sujets relatifs
au probleme OPF. Il existe aussi des outils logiciels spécifiques a ’étude de 'OPF. C’est le cas de
Matpower [3], qui est un modeleur de problemes OPF utilisable avec MatLab. Les instances d’OPF
étudiées le plus souvent par la communauté sont écrites dans un format lu par Matpower qui est
le plus utilisé en pratique. Ces instances décrivent les données du probleme, et particulierement les
colits linéaires et quadratiques en puissance active. En mettant les cotlits quadratiques a zéro, on
peut construire un modele (OPF — L) pour cette instance. Si on laisse 'instance telle quelle, on peut
construire un modele (OPF — @)) pour cette instance. Enfin, en utilisant une variable de décision en

chaque neeud de production, on obtient le modele (OPF — UC).

Les instances étudiées dans ce manuscrit sont celles présentes dans le modeleur Matpower. En plus
de ces dernieres on trouve des instances décrites par Bukhsh et al. dans [2].. On étudie également les
instances de la bibliotheque PGLIB [4], créées a partir de celles de Matpower. On peut se référer a la

Table [77] pour obtenir des informations sur les caractéristiques propres a chacune de ces instances.
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0.3 Objectifs visés

Motivations

L’OPF est étudié chez RTE notamment dans des outils d’étude pour simuler un fonctionnement
optimal du systeme électrique, « comme si » le systéme production-réseau était géré par un acteur
unique. RTE utilise également des variantes d’OPF pour préparer des données d’étude, par exemple
pour définir des plans de tension pour le développement de réseau a 10 ans, ou encore des OPF
avec variables entieres pour calculer des états de réseau dans une chaine de simulation d’aléas sur la
production renouvelable (projet iTesla [5]). D’autres OPF avec variables discretes cherchent & optimiser

la topologie des réseaux électriques [6].

Dans certains cas on peut se contenter d’obtenir des optimums locaux, c’est-a-dire sans garantie
d’optimalité globale. Mais pour certains travaux, il est nécessaire d’obtenir des garanties d’optimalité
pour les OPF. Ce sera par exemple le cas pour intégrer des OPF dans des méthodes bi-niveau comme
celle de Mitsos [7] ; un projet de recherche est actuellement en cours & RTE avec 1'université d’Aix-la-
Chapelle. Un probleme bi-niveau est un probleme d’optimisation dont I'une des données est le résultat
d’un autre probleme d’optimisation. La résolution du probléeme secondaire doit en général étre exacte
afin de connaitre avec certitude la donnée intervenant dans le premier probleme. Certaines applications
de RTE sont des problemes bi-niveaux ou I’OPF joue le role du probleme secondaire, on peut citer par

exemple le cas des études de sécurité.

Objectifs généraux

L’objectif de ce manuscrit est double : d’une part continuer a progresser dans la résolution locale
des OPF, et d’autre part de les résoudre de facon globale. La principale contribution de cette these
est le développement de 1’algorithme RC-0PF qui résout de fagon exacte les problemes (OPF — L) et
(OPF — Q). Cet algorithme s’appuie sur une reformulation quadratique convexe qui est construite a
partir de la solution duale d’une relaxation SDP. Dans notre approche, on cherche notamment a profiter
de la structure particuliere du probleme OPF, ainsi que des travaux antérieurs, notamment la relaxation
semi-définie positive bien et connue et efficace, appelée relaxation du rang. Notre algorithme de

résolution est comparé a la méthode dite MIQCR pour Mized-Integer Quadratic Convexr Reformulation
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initialement développée pour résoudre des problemes quadratiques en variables mixtes a I'optimum
global. Ensuite, cette adaptation pourra s’étendre au probleme (OPF — UC') qui contient des variables

entiéres.

Structure du manuscrit

Le premier chapitre de cette these fait office d’introduction. Avant toute chose, il contient une liste
de notations utilisées tout au long de ce manuscrit, puis un aide mémoire auquel le lecteur pourra se
référer afin d’obtenir le sens physique de chacune des variables et données présentes dans les modeles
d’optimisation. Ensuite ce chapitre introduit le probleme OPF et le contextualise dans la gestion d’un
réseau de transport d’électricité. La modélisation du probleme OPF est donnée par un programme
quadratique en variables complexes. On precise quelles sont les variables, données et contraintes du
probleme. Les trois variantes de I’OPF étudiées dans ce manuscrit sont expliquées dans ce premier
chapitre : la variante (OPF — L) qui modélise les couts comme une fonction linéaire, la variante
(OPF — Q) qui préfere une modélisation quadratique et enfin la variante (OPF —UC') qui introduit des
variables binaires. On trouve aussi le détail des instances étudiées par la suite dans les expérimentations

numériques. La fin du chapitre présente les objectifs de cette these.

Le deuxieme chapitre décrit ’état de I'art. Il commence par celui spécifique a ’'OPF et introduit
son caractere NP-difficile. Puis nous évoquons le calcul de solutions réalisables pour ’'OPF, c’est-a-dire
I'obtention de bornes supérieures sur la valeur optimale du probleme, ainsi que le calcul de bornes
inférieures a ’aide de relaxations convexes. La deuxieme section de ce chapitre traite de la résolution de
problémes quadratiques non-convexes a ’optimum global. Nous introduisons la hiérarchie de Lasserre
puis les algorithmes de branch-and-bound. Enfin, nous concluons ce chapitre avec la présentation de la
méthode de résolution exacte MIQCR, destinée a des QCQP non-convexes, a laquelle nous comparerons

notre méthode RC-0PF dans la suite de ce manuscrit.

Le troisieme chapitre commence avant tout par expliquer comment reformuler un probleme OPF
en un programme quadratique a variables complexes. Puis, ce chapitre présente notre contribution
principale qui est la méthode de résolution RC-0PF. Cette méthode se décompose en deux phases,

qui sont décrites dans ce chapitre. Pour expliquer la Phase 1 : nous commencons par introduire une
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famille de reformulations quadratiques exactes de (OPF — L). Puis la relaxation SDP dite du rang est
rappelée. Ensuite, nous expliquons comment contruire une reformulation optimale au sein de notre
famille de reformulations. Le théoréme permettant de caractériser une telle reformulation optimale
est donné. Enfin nous montrons que cette méthode s’étend naturellement aux variantes d’'(OPF — L)
disposant de limites sur les flux d’intensité traversant les lignes du réseau électrique étudié. Dans la
suite nous expliquons que notre reformulation est optimale méme en considérant ’ajout des inégalités
de McCormick dans celle-ci. Ceci nous permet d’obtenir une reformulation ayant le méme niveau
d’efficacité que celle de la méthode de reformulation MIQCR mais en résolvant un probleme SDP
plus petit, car contenant beaucoup moins de contraintes. Dans un second temps, ce troisieme chapitre
présente la Phase 2 de la méthode RC-0PF. Celle-ci consiste en un algorithme de branch-and-bound
résolvant a l’exact la reformulation exacte optimale obtenue en Phase 1. Nous expliquons les détails de
I’algorithme, et notamment comment choisir une variable et une valeur lors de 1’étape de branchement.
Puis nous indiquons comment choisir le nceud de ’arbre courant a traiter, nous donnons quelques autres
parametres génériques de résolution, et enfin un schéma de I’algorithme RC-0PF. Nous conclons sur
comment résoudre (OPF — L) a l'aide de RC-0PF. La troisieme section illustre la méthode RC-0PF avec
la résolution exacte de 'instance WB2. Nous commencgons par présenter l'instance, puis par parcourir
les différentes étapes de résolution : la substitution des variables, I’écriture du probleme en variables
complexes, le passage en variables réelles, la résolution de la relaxation du rang, la construction de la
reformulation quadratique optimale, la détermination du nceud électrique de référence, le lancement de
I’heuristique de recherche de bornes supérieures, et enfin la résolution avec I’arbre de branch-and-bound.
La quatrieme section de ce troisieme chapitre traite de ’extension de RC-0PF a la résolution de la
variante (OPF — @). Nous commencons par donner la famille de reformulations quadratiques que
nous considérons pour cette variante. Puis nous introduisons la relaxation du rang dans le cas de
(OPF — Q). Enfin, nous présentons et démontrons le théoréme caractérisant la reformulation optimale

pour (OPF — Q).

Le quatrieme chapitre concerne les développements autour des contractions de bornes sur les
variables implémentées dans I’algorithme RC-0PF. En effet les capacités de résolution de notre algorithme
profitent grandement de contractions sur les bornes des variables. La premiere section s’attarde sur

les contractions OBBT (Optimality-Based Bound Tightening). Elle présente d’abord comment ces

49



0.3. OBJECTIFS VISES

contractions sont utilisées dans RC-0PF puis explique comment elles synergisent avec notre reformulation
optimale. On donne également les contractions RCBT (Reduced-Costs Bound Tightening) utilisées
dans RC-0PF. Notre contribution réside ici dans l'utilisation conjointe de ces contractions avec la
reformulation optimale, cette derniere renforce leur efficacité. Cette premiere section se conclue sur
I’algorithme implémenté dans notre méthode RC-0PF et utilisant les techniques OBBT. La deuxiéme
section est dédiée aux contractions FBBT (Feasibility-Based Bound Tightening) présentes dans RC-0PF.
On explique dans un premier temps les contractions linéaires, puis les contractions non-linéaires. Ces
dernieres sont une autre contribution de cette these. Puis on donne I’algorithme mettant en oeuvre
ces contractions dans RC-0PF. La troisieme section explique comment utiliser ces techniques dans la

résolution de la variante (OPF — Q).

Dans le cinquieme chapitre nous nous attachons a montrer les liens entre notre approche et celle de
la hiérarchie de Lasserre. Nous commencons par introduire notre problematique et nos objectifs qui sont
d’étendre 'approche de RC-0PF aux ordres supérieurs de la hiérarchie de Lasserre. Nous rappelons la
hiérarchie de Lasserre, les formes prises par le primal et le dual de l'ordre d de cette hiérarchie. Ensuite,
nous présentons notre contribution, a savoir une reformulation optimale d’un probleme polynomial
en utilisant un ordre d quelconque de cette hiérarchie. Tout d’abord nous présentons la famille de
reformulations considérées, puis nous en décrivons la relaxation lagrangienne et nous donnons des
conditions pour une absence de saut de dualité pour cette derniere. Nous établissons alors 1’équivalence
primale-duale. Enfin, nous discutons notre principal résultat, a savoir la reformulation optimale et le

théoreme afférent. Nous donnons la forme de la reformulation obtenue, et celle d’'une variante possible.

Enfin dans le sixieme chapitre, on trouve différentes expérimentations numériques réalisées pour nos
variantes d’OPF, ainsi que la description des instances étudiées. Les premieres d’entre elles comparent
RC-0PF au logiciel BARON, et montrent que notre méthode permet de résoudre des instances ou
BARON est inopérant. Les secondes démontrent 'impact positif des contractions de bornes développées
et implémentées dans RC-0PF. Nous étudions 'impact du parametre ¢ intervenant dans I’étape de
branchement de notre algorithme de résolution RC-0PF. Les expérimentations suivantes donnent les
résultats obtenus lorsque ’on utilise RC-0PF sur les instances d’OPF connues de I’état de I'art. On traite
d’abord le cas de la variante (OPF — L), puis celui de la variante (OPF — Q). On donne également une

mise en perspective des résultats obtenus avec ceux de I’état de I'art sur la résolution exacte de ’OPF.
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Ensuite ce chapitre se poursuit avec la recherche d’instances plus difficiles a résoudre de maniere exacte.
On donne alors les résultats obtenus par RC-0PF sur ces instances. Enfin, on exploite ces instances plus

difficiles pour comparer les trois différentes méthodes de branchement envisagées dans ce manuscrit.
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1.1. ETAT DE L’ART SUR L’OPF

1.1 Etat de I’art sur ’'OPF

On s’intéresse & ’OPF depuis 1962 [8] et ce probleme est encore aujourd’hui difficilement résolu de
maniere exacte, méme si de nouvelles approches ont émergé dans la derniere décennie, notamment autour
des relaxations semi-définies positives [9) 10, 111, 12} 13]. Cette section décrit ’état des connaissances
sur les propriétés de ’OPF, puis sur sa résolution de maniere exacte. L’OPF étant un probleme
d’optimisation, on procede souvent par comparaison de bornes inférieures et supérieures pour le

résoudre. Les pages suivantes présentent les techniques actuelles pour obtenir de telles bornes.

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, 'OPF s’exprime naturellement comme un probleme
d’optimisation avec des variables complexes. Cependant, la quasi intégralité des solutions logicielles de
résolution de problemes d’optimisation travaillent sur des probléemes en variables réelles. On trouve
la formulation en variables réelles de 'OPF dans de multiples publications, citons, par exemple, [14]
ou le modele obtenu est un QCQP (Quadratically-Constrained Quadratic Program). Les formulations
complexes envisagées dans la littérature sont souvent identiques et correspondent a ce qui est décrit
dans le chapitre précédent, en particulier les variables d’intensité sont remplacées par celles de tension.
Les formulations réelles sont souvent différentes, on en distingue deux grandes familles selon que I'on
choisisse les coordonnées polaires ou cartésiennes pour passer des variables complexes aux variables
réelles. Citons aussi cette revue de littérature [15] en complément des informations détaillées sur 'OPF

présentes dans les sections suivantes.

1.1.1 Complexité de 'OPF

Dans cette section, on présente les principales propriétés connues pour le probleme OPF. On
donne des références démontrant le caractere NP-difficile de ’OPF. On rappelle également que les
modélisations de I’OPF sont non-convexes et on explicite les variantes particulieres dont les modélisations

sont polynomiales.

Les contraintes de I’OPF, et particulierement celles définissant les variables de puissance comme
le produit entre des variables de tension et d’intensité, induisent des contraintes non-convexes dans
I’OPF. Ceci est connu depuis que le probleme a été posé, mais est mis plus en avant dans I’étude menée

par Bukhsh [2]. Dans cette étude il démontre I’existence de plusieurs points-selles dans des instances
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d’OPF modélisées comme des problemes d’optimisation en variables réelles. L’existence de plusieurs

points-selles confirme le caractere non-convexe des formulations de ’'OPF.

Le fait que ’OPF ne soit modélisé que comme un probleme d’optimisation non-convexe le classe dans
la catégorie des problemes difficiles a résoudre de maniére exacte. Dans [16], les auteurs présentent une
preuve du caractere NP-difficile de 'OPF. Pour ce faire ils ne s’intéressent qu’au probléeme de décision
consistant a déterminer si une version simplifiée de ’OPF est réalisable ou non. Les caractéristiques de
la formulation utilisée sont :

— Absence de résistance sur les lignes, mais présence d’une réactance, c’est-a-dire que les entrées

des matrices Y sont des imaginaires purs.

— Injections fixées : un seul noeud soutire de la puissance et un seul noeud en produit,

— Tension aux noeuds fixée a la tension de référence,

— Différences angulaires maximales entre les noeuds adjacents, mais pas de limite de flux.

Les auteurs montrent qu’il existe une transformation, polynomiale en la taille des données, qui réduit le
probleme NP-difficile one-in-three 3-SAT en cette formulation simplifiée. Ainsi la résolution de ’'OPF

dans un réseau présentant les caractéristiques ci-dessus est NP-difficile.

On connait un certain nombre de conditions qui, si elles sont vérifiées par le réseau étudié, permettent

une résolution de ’OPF de manieére polynomiale en la taille des données. On les liste ci-dessous :

— Réseaux arborescents [17] (G est un arbre),

— Possibilité de fournir plus que la puissance demandée en un noeud [I§], c’est-a-dire que la
contrainte de bilan de puissance devient une inégalité au lieu d’étre une égalité, il faut fournir
au moins la puissance consommée en chaque noeud.

— Pas de bornes inférieures sur la puissance générée [10],

— Réseaux sans pertes sur graphes cycliques [19], ¢’est-a-dire que I'on considere des simplifications
des équations physiques du réseau, au lieu de considérer celles explicitées dans le chapitre sur la
modélisation de 'OPF.

Malheureusement, pour chacune des trois variantes de notre cas d’étude, aucune des conditions listées
ci-dessus n’est vérifiée. On ne se trouve donc pas dans un cas simple ot un algorithme polynomial est

connu pour résoudre ’OPF.
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1.1.2 Calculs de solutions réalisables pour I’OPF : bornes supérieures

Cette section présente les différentes méthodes de I'état de I’art pour trouver des solutions réalisables
pour 'OPF, et notamment les méthodes par points intérieurs. L’algorithme des points intérieurs est
construit pour résoudre des problemes d’optimisation convexe génériques de maniere exacte. Pour
ce faire, il cherche a trouver un point satisfaisant les conditions d’optimalité du premier ordre avec
une gestion particuliere des contraintes de complémentarité. On peut implémenter a ’aide de diverses
méthodes cet algorithme. On peut également fournir un probléme non-convexe a un algorithme de points
intérieurs. Ce dernier renverra également un point satisfaisant les conditions d’optimalité du premier
ordre. Cela ne permet pas de conclure quant au caractere d’optimum du point donné. Cependant,
satisfaire les conditions du premier ordre implique que la solution trouvée est réalisable. Une fois
qu'une formulation quadratique réelle de 'OPF est construite, des solveurs comme KNITRO [20] ou
IPOPT [21] permettent de calculer une solution réalisable. Cet algorithme est utilisé avec succes sur
des instances d’OPF représentant des réseaux européens de tres grande taille (plus de 1000 noeuds dans

le graphe G) dans [22] a I'aide de la plateforme Matpower [3], présentée en Section

D’autres heuristiques, plus spécifiques au probleme OPF, peuvent étre utilisées pour trouver des
solutions réalisables. On trouve notamment des méthodes approximant les équations du réseau pour
approcher pas a pas des solutions réalisables, et ce de maniere linéaire ou quadratique. On trouve
également des algorithmes génétiques, des algorithmes évolutifs ou des algorithmes a particules. La
revue de littérature [15] fournit quelques exemples de telles heuristiques. De telles méthodes ne sont pas
utilisées dans les expérimentations détaillées dans ce manuscrit. Pour obtenir des solutions réalisables,
I’algorithme des points intérieurs est toujours préféré dans nos expérimentations, car il donne de manieére
satisfaisante et robuste de bonnes solutions réalisables pour les instances connues de la communauté de

I’OPF.

1.1.3 Relaxations de QCQP applicables a I’OPF : bornes inférieures

La recherche de bonnes bornes inférieures pour les problemes OPF est une problématique tres
présente dans la littérature. De nombreuses relaxations ont été imaginées pour y répondre. Celles-
ci sont en général convexes afin d’assurer une résolution rapide a leur optimum global. On trouve

des relaxations linéaires, quadratiques convexes, SOCP (Second-Order Cone Programming) et SDP
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(Semidefinite Programming). Les principales références relatives a ces relaxations sont données dans

cette section.

Comme vu au début de la Section I’OPF s’exprime naturellement comme un QCQP en variables
réelles. On donne ci-dessous sa forme standard :
min v Av + ¢l
v

S.t.
(QCQP)
VB +div <ep, keK (1.1)

v e R™

n est un entier strictement positif. v est le vecteur des variables, A et (By)rex sont des matrices carrées
symétriques aux dimensions compatibles avec v. ¢ et (di)rex sont des vecteurs de méme dimension
que v. Les (ex)rex sont des réels. Si A est semi-définie positive, 'objectif est une fonction convexe.
De méme si By, est semi-définie positive, la contrainte définit un domaine convexe. La fonction

objectif de I’OPF est convexe car les coefficients des colits de production sont positifs.

Relaxations linéaires

La linéarisation d’'un QCQP est une méthode bien connue dans la littérature. Prenons un probleme
d’optimisation dont les variables sont notées (v;);cs. Pour chaque produit de variables v;v;, on introduit
une variable W; ;. En remplacant les produits de variables v par les variables W, on linéarise le probleme.
Cette linéarisation est une relaxation et elle peut étre renforcée en ajoutant des inégalités valides
linéaires dans le probleme. C’est ce que proposent les auteurs de [23] qui linéarisent les équations de

réseau de OPF afin d’obtenir une relaxation linéaire de I’OPF.

Un renforcement classique pour un QCQP consiste a ajouter les inégalités de McCormick [24].
L’enveloppe convexe de I'espace défini par les contraintes suivantes W; ; = viv;, £ <v; <y, £ <
v; < u; est définie par les inégalités de McCormick :

Wi; < ujvi—i—&-vj —Zin, V(Z,j) € {1,...,n}2
Wij < v +uvj —uily, V(i,j) € {1,...,n}>
Wi > ujv; + wv; — uiug, V(Z,j) € {1, e ,n}2
Wi j > L + vy — Gl V(i,5) € {1,...,n}?

(MCC)

En ce qui concerne le probleme OPF, on est capable de construire des bornes inférieures ou supérieures

sur toutes les variables représentant des quantités physiques. On peut donc utiliser ces inégalités.

o7



1.1. ETAT DE L’ART SUR L’OPF

Voici la forme que prend la relaxation linéaire de (QCQP) renforcée avec les inégalités de McCor-
mick :

min < AW > +cv

v, W
s.t.
< Bp,W>+div<ey, keK (1.2)
(QCQP —LP)
(v, W) € (MCC), (1.3)
v € R,
W e M,(R).

Relaxations quadratiques convexes

En ne conservant que certaines contraintes convexes, et en procédant a la linéarisation des expressions
quadratiques, on peut obtenir des relaxations quadratiques convexes de meilleure qualité quune simple
linéarisation. On peut toujours renforcer ces relaxations avec des inégalités linéaires ou quadratiques
convexes valides. Cette approche est menée dans [25] et fournit des relaxations treés précises sur les
cas tests emblématiques de 'OPF, qui se résolvent rapidement, pour des instances allant de quelques

dizaines a quelques milliers de nceuds.

Relaxations SOCP

Des relaxations SOCP ont aussi été introduites pour I’'OPF, notamment dans [26] et dans [27]. En
partant de notre QCQP sous-forme standard, on peut introduire une matrice de variables W vérifiant
W = vvt. Dans le cas d’'une linéarisation, on relaxe complétement la contrainte W = vo?. Dans le cas
SOCP, on peut conserver les contraintes de la forme WZQJ < W;iWj;, qui peuvent s’exprimer comme
des contraintes d’appartenance a un cone du second ordre apres rotation du repere. Ceci constitue la
relaxation SOCP standard, qui est tres rapide a résoudre mais ne fournit pas nécessairement des bornes
inférieures de qualité. Néanmoins cette relaxation peut étre renforcée avec des contraintes valides,
linéaires ou SOCP. Avec ces renforcements , les relaxations SOCP fournissent rapidement de bonnes
bornes inférieures pour ’OPF ; méme pour les plus grandes instances, représentant des réseaux de

plusieurs milliers de nceuds [28], 27].

Relaxations SDP
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Les relaxations SDP ont d’abord été utilisées avec beaucoup de succes sur des premieres instances
d’OPF dans [9] et [10]. Pour ces instances, la relaxation SDP appelée relaxation du rang fournit une
borne inférieure exacte. C’est le cas de la plupart des instances de la bibliotheque Matpower. Depuis,
de nouvelles instances ont été générées ou cette relaxation est inexacte, mais c’est souvent celle donnant
la meilleure borne inférieure, cependant c’est aussi la plus lente & calculer. C’est le cas des instances de

la bibliotheque PGLib [4].
Cette relaxation repose sur le fait que la contrainte W = vv! est équivalente A :

W =0, rgW)=1.

En relaxant la contrainte de rang égal a unﬂ on obtient une relaxation semi-définie positive de I’'OPF.

Plus précisement, la relaxation SDP de (QCQP) sous forme standard s’écrit :

min < A, W > +clv

v,

s.t.
(QEQP —SDP) < B, W >+div<ep, kekK (1.4)
1 ot
- .
o W | =0 (1.5)

On remarquera que la relaxation SOCP est plus faible que la relaxation SDP car les contraintes

Wf] < W, ;W ; sont incluses dans la contrainte SDP.

Depuis la premiere introduction de ces relaxations pour trouver des bornes inférieures a des OPF,
d’autres études ont été menées. On peut citer [29] qui présente une relaxation SDP renforcée pour
I’OPF. D’autres études se concentrent sur une accélération de la résolution des relaxations SDP en
profitant de la structure tres creuse du probleme. Elles exploitent une décomposition en cliques de
I'extension cordale du graphe du réseau [30), 22]. Pour un probléme sous la forme (QCQP — SDP), on
peut définir sa matrice de parcimonie P de méme taille que la matrice A. Une entrée de coordonnée
(i,7) de P est non-nulle si et seulement s’il existe une entrée non nulle de coordonnées (7, j) dans A ou
dans I'une des matrices By. Si la matrice P a un nombre d’entrées nulles relativement tres important
par rapport a son nombre d’entrées non-nulles, elle est dite creuse. Un probleme (QCQP — SDP)

ayant une structure creuse correspond au cas ou la matrice P associée a ce probleme est creuse.

1. d’ot le nom de relaxation du rang
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FIGURE 1.1 — Graphe a 5 nceuds

FIGURE 1.2 — Extension cordale

Résolution efficace de relazations SDP

Dans [31], 32], les auteurs proposent une méthode de décomposition permettant de résoudre plus
rapidement un probleme SDP creux. L’idée est de décomposer la contrainte SDP en plusieurs contraintes
SDP sur des matrices de plus petite dimension. Pour ce faire, il faut construire le graphe de parcimonie
du probleme. Ce graphe associe un nceud a chaque entrée ¢ de la matrice SDP W. Une aréte relie
les noeuds i et j s’il existe un coefficient non nul associé a la variable W; ; dans I'objectif ou dans
une contrainte du probleme. Une fois ce graphe construit, il faut en calculer une extension cordale,
c’est-a-dire ajouter des arétes au graphe pour que chaque cycle de taille supérieur a 4 contienne au
moins une corde [33]. Finalement, on peut décomposer la contrainte SDP sur chaque clique maximale

de I'extension cordale. Un exemple illustratif est proposé ci-dessous.

La Figure [I.1] représente un graphe & 5 nceuds. La Figure [1.2] donne une extension cordale de ce

graphe. Ici on ajoute une aréte (en rouge) entre les nceuds 2 et 5, de sorte que le cycle 2,3,5,4 comporte
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FIGURE 1.3 — Décomposition en cliques de ’extension cordale

une corde. La Figure donne la décomposition en cliques maximales de I'extension cordale. Cette
décomposition se résume en trois cliques de taille 3. La contrainte SDP se décompose alors, pour cet

exemple, en trois contraintes SDP de taille 3, au lieu d’une de taille 5.

Cette méthode de résolution par décomposition permet d’obtenir beaucoup plus rapidement une
bonne borne inférieure, mais des probléemes numériques remettent en question sa stabilité pour les plus
grandes instances, c’est-a-dire celles pour lesquelles le réseau comporte plusieurs milliers de nceuds

électriques [22].

1.2 Etat de Part sur la résolution exacte des programmes quadra-
tiques non-convexes applicable a '’OPF

L’OPF peut s’exprimer comme un QCQP en variables réelles a partir de sa formulation complexe
présentée en introduction. Une maniére d’obtenir cette formulation réelle est détaillée dans [14]. On
montre aussi comment passer de la formulation complexe de l'introduction a une formulation réelle au
début du chapitre [2| Dans ce chapitre, on s’intéresse aux techniques présentes dans I’état de I’art pour

résoudre de maniere exacte des problemes QCQP non-convexes et applicables a ’OPF.

Les méthodes de résolution exacte d’'un QCQP reposent sur le calcul de bornes supérieures et
inférieures sur le probleme. L’objectif est de faire converger ces deux bornes afin de pouvoir conclure sur

I'optimalité de la solution trouvée. A ce propos, dans le cadre de ce manuscrit, ’optimalité considérée
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est une optimalité a une certaine précision pres, c’est-a-dire que si I’écart relatif entre une borne
supérieure et inférieure du probleme est inférieur & notre précision, le probleme est considéré résolu. En
général, le calcul d’une borne supérieure n’est pas un souci en ce qui concerne I’'OPF (voir Section .
La difficulté réside généralement dans ’obtention de bornes inférieures augmentant progressivement
vers la valeur optimale du probleme. Pour ce faire, deux familles de méthodes ont été principalement

étudiées pour ’OPF : la hiérarchie de Lasserre et les algorithmes de branch-and-bound.

Pour présenter et comparer ces différentes techniques, on considére un probleme QCQP type mis

sous la forme standard suivante :

min v Av + v
v

s.t.
(QCQP)
v'Bro +div <ep, keK (1.1)

v e R".

De plus, on note n € N* la dimension de v.

La résolution des QCQP convexes de maniere exacte est plus facile que celle des QCQP non-convexes.
En effet, dans ce cas la, la satisfaction des conditions du premier ordre de KKT, suffit a garantir
Ioptimalité globale. On peut résoudre un QCQP convexe a l’aide d’un algorithme de points intérieurs
par exemple. Les algorithmes privilégiés pour résoudre efficacement un QCQP convexe de maniere
exacte ne permettent pas de résoudre de maniere exacte des QCQP non-convexes. Pour ces derniers, la
satisfaction des conditions du premier ordre de KKT ne permet pas de conclure quant a ’optimalité

globale. Il faut donc utiliser d’autres formes d’algorithmes.

Les techniques présentées ci-apres pour résoudre un QCQP non-convexe de maniere exacte sont : la
hiérarchie de Lasserre et les méthodes par algorithme de branch-and-bound. Dans la premiere partie de
cette section, on détaille la hiérarchie de Lasserre. Dans la seconde partie, on présente des méthodes
de résolution utilisant des algorithmes de branch-and-bound. Dans cette seconde partie, on s’intéresse
aussi aux techniques de contraction de bornes sur les variables. Dans la derniere partie, on présente

plus spécifiquement la méthode de reformulation quadratique appelée MIQCR.
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1.2.1 La hiérarchie de Lasserre pour résoudre des QCQP

La hiérarchie de Lasserre [34) [35] B6] est une hiérarchie de relaxations SDP d’un probleme d’optimi-
sation polynomial dont les valeurs tendent vers la valeur optimale du probleme. A chaque relaxation est
associée un ordre d € N* appelé ordre de la relaxation. Quand cet ordre tend vers l'infini, la relaxation
tend a étre exacte. Cependant, les problémes grossissent de maniere exponentielle, et il est déja difficile
de résoudre les ordres les plus petits. Le caractere creux du probleme OPF rend ces résolutions possibles
en construisant une hiérarchie plus faible avec des ordres partiels [37]. Cela revient a n’élever & un
ordre supérieur que certaines contraintes du probleme, relatives a certains nceuds du réseau électrique.
Une présentation générique de cette méthode sur des problemes en variables réelles et complexes se
trouve dans [38]. Une adaptation de la hiérarchie de Lasserre au probleme OPF a aussi été introduite
dans [39]. Cependant cette méthode échoue a résoudre de maniere exacte des instances d’OPF relatives

a des réseaux électriques de plus de quelques dizaines de nceuds.

L’ordre 1 de cette hiérarchie correspond a la relaxation SDP (QCQP — SDP) présentée dans la
Section Dans ce qui suit, on se limite a présenter la hiérarchie de Lasserre dans le cas ot on

I’applique a la résolution exacte d'un QCQP, puisque c’est ce qui nous intéresse dans ce manuscrit.

Les relaxations de la hiérarchie de Lasserre linéarisent les monémes présents dans les polynémes du
probleme. La relaxation d’ordre d dans la hiérarchie de Lasserre représente les monoémes de degré 2d
ou moins. En utilisant un multi-indice o € N”, on représente un monoéme. L’indice «; est ’exposant
associé & la coordonnée v; de ce monéme. Ainsi, par définition, v® = [[;=; v;"". Pour un polynéme f de
degré 2d ou moins, on note f, son coefficient relatif au monéme « de f. On note I'? I’ensemble des
mondmes de degré d ou moins dans R". Il s’ensuit que f(v) = > cr2¢ fav™. Avec ces notations, on

peut rééerire (QCQP) :

min Z 90,av” (1.6)
ael2d
(QoQP)§ St
> kot +he >0, keK (1.7)
ael2d

Avec les coefficients go o, gr,o €t hy définis a partir de A, ¢, By, dj, et ey.
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Soit d un entier, introduisons la relaxation d’ordre d de (QCQP). Pour la construire, on associe
a chaque monome « de degré 2d ou moins une variable y, pren