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Résumé

Soit G un groupe p-adique se déployant sur une extension non-ramifiée. Nous décompo-
sons Rep! (@), la catégorie abélienne des représentations lisses de G' de niveau 0 & coefficients
dans A = Qy ou Zg, en un produit de sous-catégories. Ces derniéres sont construites a partir
de systémes d’idempotents sur 'immeuble de Bruhat-Tits et de la théorie de Deligne-Lusztig.
Une premiére décomposition est obtenue a partir des paramétres inertiels a valeurs dans
le dual de Langlands. Nous étudions ensuite la plus fine décomposition de Rep%(G) que
I’on puisse obtenir par cette méthode. Nous en donnons deux descriptions, une premiére
du coté du groupe & la Deligne-Lusztig, puis une deuxiéme du coté dual a la Langlands.
Nous prouvons plusieurs propriétés fondamentales comme la compatibilité & I'induction
et la restriction parabolique ou & la correspondance de Langlands locale. Les facteurs de
cette décomposition ne sont pas des blocs, mais on montre comment les regrouper pour
obtenir les blocs "stables". Certains de ces résultats corroborent une conjecture énoncée
par Dat dans [Dat17]. Nous montrons également que toutes ces catégories sont équivalentes
a des catégories obtenues a partir de systémes de coefficients sur I'immeuble. Enfin, nous
obtenons la décomposition en ¢-blocs dans certains cas particuliers.

Mots-clés

Représentations, Correspondance de Langlands locale, Groupes p-adiques, /-blocs, Immeuble
de Bruhat-Tits, Deligne-Lusztig.



Abstract

Let G be a p-adic group that splits over an unramified extension. We decompose
Repg)\(G), the abelian category of smooth level 0 representations of G with coeflicients
in A = Q; or Zy, into a product of subcategories. These categories are constructed
via systems of idempotents on the Bruhat-Tits building and Deligne-Lusztig theory. A
first decomposition is indexed by inertial Langlands parameters. We study the finest
decomposition of Repg]\(G) that can be obtained by this method. We give two descriptions
of it, a first one on the group side & la Deligne-Lusztig, and a second one on the dual
side a la Langlands. We prove several fundamental properties, like for example the
compatibility to parabolic induction and restriction or the compatibility to the local
Langlands correspondence. The factors of this decomposition are not blocks, but we show
how to group them to obtain "stable" blocks. Some of these results support a conjecture
given by Dat in [Datl7]. We also show that these categories are equivalent to categories
obtained by systems of coefficient on the Bruhat-Tits building. Finally, we get ¢-blocks
decompositions in some particular cases.

Keywords

Representations, Local Langlands correspondence, p-adic groups, ¢-blocks, Bruhat-Tits
building, Deligne-Lusztig.
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Introduction

La catégorie des représentations lisses

Soit F' un corps p-adique (c’est-a-dire un corps local non archimédien de caractéristique
nulle et de caractéristique résiduelle p) et notons k son corps résiduel. Soit G un groupe
réductif connexe défini sur F' et notons G := G(F'). On désigne généralement G par un
groupe p-adique. Le groupe G est un groupe topologique localement profini, c’est-a-dire
que G est localement compact et totalement discontinu ou de fagon équivalente que GG est
séparé et ’ensemble des sous-groupes ouverts compacts forme un systéme fondamental de
voisinages de I'unité.

Soit A un anneau commutatif.

Définition. On appelle représentation de G & coefficients dans A la donnée d’un A-module
V' muni d’une action m: G — GLA (V) de G.

Une représentation (w, V') est dite lisse si pour tout v € V', le stabilisateur de v dans G
est ouvert.

On notera Rep, (G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G a coefficients
dans A (les morphismes sont les applications A-linéaires G-équivariantes).

Si B et C sont des catégories abéliennes pleines de Rep, (G), on écrit Rep, (G) = B x C
lorsque

1. Pour tout V' € Rep, (G) il existe Vg € B et Vo € C tels que V =V & V.

2. Pour tout X € Bet Y € C, Hom(X,Y) = 0.

On dit que B est indécomposable si B n’est pas produit de deux sous-catégories abéliennes
pleines non triviales.

Définition. Un bloc de Rep,(G) est un sous-catégorie abélienne pleine indécomposable.

Une décomposition de Rep, (G) en blocs raméne donc I’étude de cette catégorie a 1'étude
de ses blocs.

Soit ¢ un nombre premier différent de p. Dans cette thése, on posera A = Q, ou Z;.
L’objectif est d’étudier la catégorie Rep, (G), et plus particuliérement Rep%(G) la sous-
catégorie pleine de niveau zéro, que l'on définira ultérieurement dans la section [I.2.3] Pour
cela nous en fournirons plusieurs décompositions remarquables. Comme nous le verrons
dans la section suivante le cas A = Q, est assez bien connu, et donc le cas réellement
intéressant est A = Z,.

Décompositions en blocs connues

Commengons par rappeler des décompositions en blocs connues.

9



10 INTRODUCTION

Le théoréme de décomposition de Bernstein

Le cas A = Q, (ou de fagon équivalente A = C) est bien connu, puisque le théoréme de
décomposition de Bernstein nous fournit une description en blocs de Rep@l(G). Rappelons
ici cet énoncé.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M et de radical
unipotent U. Nous pouvons alors définir une paire de foncteurs adjoints, appelés foncteurs
d’induction et de restriction parabolique

i% : Repy (M) — Rep, (G), r8 : Rep, (G) — Rep, (M),

de la fagon suivante.
Notons dp le module de P. Pour toute représentation lisse (7, ') de M, on définit alors

i%(r, E) = nd%(r © 6,"/% E).

Pour la restriction parabolique, prenons (7, V') une représentation lisse de G. Nous pouvons
voir (m, V') comme une représentation de P par restriction. Comme M normalise U, M agit
sur Vi, Pespace des coinvariants, défini par Viy = V/V(U), ot V(U) est le sous-espace de
V engendré par les m(u) - v — v, avec u € U et v € V. On note cette action 7. Le foncteur
de restriction parabolique est alors défini par

r3(m, V) = (nv ® 5113/2, V).

Le foncteur ig est 'adjoint & gauche de rg.

Définition. Une représentation (m, V') est dite cuspidale si pour tout sous-groupe parabolique
propre P = MU de G, r§(m, V) est nul.

On appelle alors donnée cuspidale un couple (M, p) ot M est un Levi de G et p est une
représentation cuspidale irréductible de M. Deux données cuspidales (M, p1) et (Ma, p2)
sont dites associées s'il existe g tel que gMig~! = My et py ~ oy

Définition ([Vig96| 11.2.4). Soit V' une représentation irréductible de G. Il existe P = MU
un sous-groupe parabolique de G et W une représentation cuspidale irréductible de M tels
que V C ’LIGD(W) L’ensemble des données cuspidales (M, W) vérifiant cette propriété est
appelé le support cuspidal de V.

Proposition ([Vig96| I1.2.20). Soit V' une représentation irréductible de G. Alors le support
cuspidal de V' forme une unique classe de conjugaison.

Nous pouvons également définir une autre relation d’équivalence sur les données cuspi-
dales. Deux données cuspidales (M7, p1) et (Ma, p2) sont dites inertiellement équivalentes s'il
existe un g € G et un caractére non-ramifié w de My tels que gM1g~' = My et py ~ pl@w.
On note [M, pla la classe d’équivalence inertielle de (M, p) et B(G) I'ensemble des classes
d’équivalence.

Théoréme (|[Ber84] 2.10, 2.13). La catégorie Rep@Z(G) admet la décomposition

Repg, (G) = [] Repf; ().
seB(Q)
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ot Repf‘@ (Q) est la sous-catégorie pleine de Rep@ (G) dont tous les sous-quotients irréduc-
£ £
tibles ont pour support inertiel s.
De plus les catégories Repf@(G) sont des blocs.

Blocs de Vignéras-Helm

Le cas A = Z; est quant a lui assez peu connu. Pour G = GL,,, Vignéras a obtenu dans
[Vig98| une décomposition de la catégorie RepFZ(GLn(F )) en blocs (voir aussi les travaux
de Sécherre et Stevens [SS16]). Celle-ci a permis par la suite a Helm [Hell6] d’obtenir une
décomposition de Repié (GL,,(F)).

Définition. Une représentation irréductible (w, V') est dite supercuspidale si V n’est pas
sous-quotient d’une induite parabolique propre.

Lorsque A = Qy, la notion de supercuspidalité est la méme que la notion de cuspidalité,
cependant elles peuvent différer lorsque A = Z; ou Fy.

Comme précédemment on appelle donnée supercuspidale un couple (M, p) ot M est un
Levi de G et p est une représentation supercuspidale irréductible de M, et on définit les
relations d’association et d’inertie.

Définition ([Vig96| 11.2.6). Soit V' une représentation irréductible de G. Il existe P = MU
un sous-groupe parabolique de G et W une représentation supercuspidale irréductible de M
tels que V' est un sous-quotient de i%(W). L’ensemble des données supercuspidales (M, W)
vérifiant cette propriété est appelé le support supercuspidal de V.

Théoréme ([Vigd8]| V.4). Si G = GL,, et V' est une représentation irréductible de GLy,(F)
a coefficients dans Fy alors le support supercuspidal de V' forme une unique classe de
CONJUGaISon.

Ce résultat n’est pas vrai en général, un contre exemple dans Spg sur un corps fini a
été trouvé par Dudas dans [Dud18| puis a été relevé sur un corps p-adique par Dat dans
[Dat18b].

Définition ([Hell6]). Soit I € Rep (GLy(F')) un objet simple.

— Si ¢ annule I1, on appelle support supercuspidal inertiel mod ¢ de II la classe d’inertie
du support supercuspidal de II.

— Si £ est inversible sur II, on appelle support supercuspidal inertiel mod £ de 11 la
classe d’inertie de l’ensemble des (M, m) apparaissant dans le support supercuspidal
d’une paire (M',7'), avec M' un Levi G contenant M et ©' une représentation
irréductible cuspidale de M' sur Fy, obtenue par réduction modulo ¢ d’une paire
cuspidale (M', ") inertiellement équivalente au support cuspidal de T1.

Théoréme ([Hell6] Théoréme 9.8). Nous avons une décomposition

Repy, (GLn(F)) = [] Repy ™ (GLa(F)),
(L,m]

ot le produit est pris sur les classes d’équivalence inertielles de paires (L, ) avec L un Levi de
GL,,(F) et 7 une représentation supercupidale irréductible de L sur Fy, et Rep[zi’ﬂ](GLn(F))
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est la sous-catégorie pleine de RepZZ(GLn(F)) des objets dont tous les sous-quotients

irréductibles ont un support supercuspidal inertiel mod ¢ donné par (L, ).

De plus, les catégories Rep[zi’ﬂ(GLn(F)) sont des blocs.

Nous noterons que les décompositions de Bernstein et de Vignéras-Helm utilisent de
fagon cruciale "'unicité du support supercuspidal". Cependant, cette derniére n’est pas
vraie en général, nous devons donc utiliser une autre méthode pour décomposer Rep, (G).
Dans le cas du niveau 0, Dat propose (voir [Datl8a]) une nouvelle construction des blocs
de GL,(F) en utilisant la théorie de Deligne-Lusztig et des systémes d’idempotents sur
I'immeuble de Bruhat-Tits semi-simple (comme dans l'article de Meyer et Solleveld [MS10]).
Nous nous appuierons donc sur cette méthode et la généraliserons au cas ot G se déploie
sur une extension non-ramifiée de F'.

La correspondance de Langlands locale

La correspondance de Langlands locale (conjecturale en général) prédit une correspon-
dance entre les représentations irréductibles de G et des " L-morphismes admissibles" du
groupe de Weil-Deligne & valeurs dans “G, le dual de Langlands de G. Ainsi en regroupant
les représentations irréductibles de G grace a des critéres portant sur leur paramétre de
Langlands, nous devrions pouvoir obtenir des décompositions de Rep@e (G). Nous expliquons
ici, quelques résultats que nous pouvons espérer.

La correspondance de Langlands locale

Supposons que G se déploie sur £, 'extension non-ramifée maximale de F. Notons
F une cloture algébrique de F et Gr = Gal(F/F) le groupe de Galois absolu de F, W
le groupe de Weil absolu de F' et Ip le sous-groupe d’inertie. Le groupe I' := Gp/Ip
est topologiquement engendré par un élément Frob dont I'inverse induit I’automorphisme
x> 29 sur k. Ainsi F" = F'F et F = (Fmr)Frob Traction de Gr sur G donne une action
de I" sur G(F™"), complétement déterminée par un automorphisme F € Aut(G(F™")) donné
par I'action de Frob. On a alors G = G(F"")F.

Notons G le groupe dual de G sur Q. Soit T un F-tore maximal F""-déployé et
notons X*(T) le groupe des caractéres de T et X, (T) les co-caractéres. Fixons éga-
lement un épinglage (G,B, T, {zq}aca). Si v € Gp, alors il existe g € G(F™) tel
que Ad(g)(7B) = B et Ad(g9)(7T) = T, ce qui nous permet de définir un morphisme
Gr — Aut(X*(T), A, X.(T),AY). Comme I agit trivialement cette action se factorise
a travers I' et notons ¥ 'automorphisme induit par F. La dualité entre X, (T) et X*(T)
permet d’associer de fagon naturelle & ¥ un automorphisme Je Aut(X.(T),AY, X*(T),A).
Le choix d’un épinglage (G B T AZataen) de G ot B est un Borel contenant T permet
d’obtenir un automorphisme 9 € Aut(G)

On note W} = Wr x Q; le groupe de Weil-Deligne.

Définition. Un morphisme ¢ : Wi, — L G(Q,) := @(@4) X <1/9\> est dit admissible si
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1. Le diagramme suivant commute :

Wi —=LG(@Q,)
)

T

(Frob)

2. ¢ est continue, p(Q,) est unipotent dans EJ(@), et p envoie Wr sur des éléments
semi-simples de ' G(Q,) (un élément de ¥ G(Qy) est semi-simple si sa projection

dans G(Qy) x (9)/n () est semi-simple, ot n est lordre de ).
On note alors ®(LG) I'ensemble des morphismes admissibles ¢ : W, — LG(Q,) modulo

les automorphismes intérieurs par des éléments de CA}(@Z) La correspondance de Langlands
locale prédit une application a fibres finies

Irrg, (G) — @(LG)'
m — O

La correspondance de Langlands locale est connue dans plusieurs cas dont :
— les tores (prouvé par Langlands lui-méme),
— les représentations unipotentes des groupes p-adiques adjoints ([Lus84], [Lus02]),
— les groupes classiques ([HT0I] [Hen00] [Art13] [Mok15| [KMSW14]).

Les paramétres inertiels

La correspondance de Langlands devrait étre compatible & I'induction parabolique
dans le sens suivant : si 7 est un sous-quotient irréductible d’une représentation induite
i% (o) alors Pr|Wp ™~ L O Po|Wp» O L IM < G est un plongement dual & M — G. En
particulier, si 7 et 7’ sont deux représentations irréductibles dans le méme bloc de Bernstein,

alors on devrait avoir ¢ 7, ~ @x|r,- Ceci induit donc une décomposition

Repg, (G) = ] Repg (@)
Pped(Ip,LG) '

ott (I, G) désigne I'ensemble des classes de é—conjugaison des morphismes continus
Ir — “G(Qy) (ot Q; est muni de la topologie discréte) qui admettent une extension a un
L-morphisme de ®(*G).

Dans le cas de GL,, (ot l'on a bien la correspondance de Langlands locale ainsi que sa
compatibilité a 'induction parabolique) les facteurs Rep%e(GLn (F)) sont des blocs et la

décomposition précédente est une réécriture du théoréme de décomposition de Bernstein.

De fagon analogue, nous pouvons réinterpréter la décomposition en blocs de Vignéras-
Helm de la fagon suivante,

Rep, (GL,(F)) =[] Rep%(GLn(F))
ped(1V) 1G)

)

ol Il(f est le sous-groupe fermé maximal de Ir de pro-ordre premier a £ et @D(Ig), LG)
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désigne I'ensemble des classes de é—conjugaison des morphismes continus Ig) — LG(Q))
qui admettent une extension & un L-morphisme de ®(LG).

Remarque. Dans cette thése, nous nous intéressons a la catégorie de niveau 0. Cela devrait se
traduire de la fagon suivante en terme de paramétres de Langlands. Soit 7w une représentation
irréductible, alors 7w € Rep?@ (G) si et seulement si ¢, est modéré, c’est-a-dire que ¢, est
trivial sur 'inertie sauvage.

Les blocs stables

Le théoréme de décomposition de Bernstein fournit une partition des irréductibles
Irr@e(G) = Usep(q) Its(G). En supposant vraie la correspondance de Langlands locale,
on obtient une autre partition Irrg (G) = Upeara)lly, ot 1L, est le L-paquet associé au
parameétre ¢. Haines introduit dans [Hail4| la notion de "centre de Bernstein stable" qui
permet de comparer ces deux décompositions.

Commencons par rappeler la notion de parabolique standard et de Levi standard de ‘G,
définis dans [Bor79| paragraphes 3.3 et 3.4. Fixons des données TO C ]§0 C é, composées
d’un tore maximal et d’un Borel, stables sous ’action du groupe de Galois. On dit alors
qu’un sous-groupe parabolique P de “G est standard si P D “By. Sa composante neutre
P° = PN G est alors un sous-groupe parabolique standard de G contenant ]§g et on a
P = P° x Wp. Soit M° l'unique Levi de P° contenant Ty. Alors M := Np(M°) est un
sous-groupe de Levi de P et M = M° x Wp. Les sous-groupes de Levi de “G construits
de cette maniére sont appelés standards. Tout sous-groupe de Levi de “G est (A}—conjugué
a un Levi standard, et pour M un Levi standard de “G, on note {M} I’ensemble des
sous-groupes de Levi standards qui sont é—conjugués a M.

Soit ¢ : Wr — “G un morphisme admissible. L’image de ¢ est alors contenue dans
un Levi minimal de “G, bien défini & conjugaison par un élément de Calp)°, o Cglyp)
désigne le centralisateur de (W) dans G (voir [Bor79] proposition 3.6). Notons (p)g la
classe de a—conjugaison de ¢. Alors ¢ donne lieu a une unique classe de Levi standards
{M,} telle qu'il existe o1 € () & dont I'image est contenue minimalement dans M, pour
un M,, dans cette classe.

Définition ([Hail4] définition 5.3.3). Soient p1,p2 : Wr — L'G deur parameétres admis-
sibles. On dit que @1 et pa sont inertiellement équivalents si

1. {M@l} - {sz}
2. il existe M € {My,}, o1 € (¢1)g et p3 € (p2)g dont les images sont minimale-
ment contenues dans M, et z € HY (), (Z(M°)IF)°) vérifiant

(27 )me = (93 ) mo
Soit i la classe d’inertie d’un parameétre de Weil. On définit un paquet inertiel par

o= || TO.(G).
¢'e2(LG)
g:iWFe‘
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Supposons que l'on ait la correspondance de Langlands locale pour G ainsi que ses
sous-groupes de Levi, la compatibilité & 'induction parabolique et & certains isomorphismes
(voir [Hail4] définition 5.2.1 pour plus de détails). Alors on peut définir une application £;
qui & une classe d’inertie de données cuspidales s = [L, 0] € B(G) associe L;(s) la classe
d’inertie du parametre de Weil ¢,y . Les paquets inertiels permettent de comparer les
décompositions Irr@(G) = Usen(a) I11s(G) = UyrcarayIly -

Théoréme (|[Moul6| théoréme 2.9). Soient G un groupe classique déployé et i une classe
d’inertie de paramétres de Weil. Alors

(G = || Im(G)

seB(G)
L;(s)=i

Notons B 'ensemble des paramétres ¢ : W — “G a équivalence inertielle prés. Nous
avons alors pour G un groupe classique déployé la décomposition :

Rep@é(G): H Rep%’j(G).
[pleBst

On appelle alors les catégories Repg}(G) des "blocs stables", car elles correspondent & des
idempotents primitifs du centre de Bernstein stable.

La théorie de Deligne-Lusztig

Pour obtenir des décompositions entiéres en p-adique, inspirons nous de ce que 1'on sait
faire pour les groupes finis. En particulier, lorsque G est un groupe réductif fini, la théorie
de Deligne-Lusztig permet d’obtenir une décomposition de Q,[G]. Cette décomposition
vérifie de nombreuses propriétés trés intéressantes, et en particulier nous savons regrouper
les facteurs pour obtenir une décomposition de Z;[G]. Dans le cas du niveau zéro, nous
avons des liens entre les représentations des groupes p-adiques et des groupes finis. Nous
utiliserons ces derniers pour mimer la décomposition de Deligne-Lusztig en p-adique.

Dans cette section les groupes algébriques considérés seront sur k.

Définition. On appelle idempotent central dans A[G] un idempotent dans le centre de A[G].
Un idempotent central primitif est un idempotent central qui ne peut pas s’exprimer comme
la somme de deur idempotents centraux orthogonaux.

Une décomposition A[G] = By & - -- @ B,, de A[G] en somme directe d’idéaux bilatéres
correspond & une écriture 1 = e; + --- + e, de 1 en somme d’idempotents centraux
orthogonaux. Cette correspondance est donnée par B; = ¢;A[G]. Les idéaux indécomposables
de cette décomposition sont appelés des blocs et correspondent & des idempotents centraux
primitifs.

Soit G un groupe réductif défini sur k. Soit P un sous-groupe parabolique de radical
unipotent U et supposons que P contienne un Levi F-stable L. On associe alors a ces données
la variété de Deligne-Lusztig Yp définie par

Yp = {gU € G/U,g 'F(g) € UF(U)}.
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(’est une variété définie sur k avec une action a gauche de G := GF donnée par (7,9U) —
~vgU et une action a droite de L := LF donnée par (gU,d) — gdU. Les méthodes de
cohomologie étale permettent alors de définir I'induction et la restriction de Deligne-Lusztig :

Rfcp : ZIrr(L) — Z1Irr(G),
*REp : ZIrr(G) — ZTrr(L).

Notons que lorsque P est aussi F-stable, nous retrouvons 'induction et la restriction de
Harish-Chandra.

Si T un tore sur k, B est un Borel contenant T et 6 € Irr(TF), nous pouvons considérer
R-Grcs(ﬂ) qui nous donne un sous-ensemble de Irr(G). Cependant si (T',6’) est une autre
paire comme ci-dessus, les ensembles obtenus ne sont pas disjoints. Il faut donc regrouper les
paires (T, #). Pour cela, nous rappelons dans l’annexe @ qu’il existe une bijection entre les
classes de conjugaison rationnelles de paires (T, 0) et les classes de conjugaison rationnelles
de paires (T*,s), oit T* est un tore F*-stable dans G*, le dual de G sur k, et s € (T*)F".

Nous pouvons maintenant définir les séries de Deligne-Lusztig. Soit s une classe de
conjugaison semi-simple dans G* := (G*)F. Une représentation irréductible 7 € Irr@e(G)
appartient & la série rationnelle attachée a s si m apparait dans R-Gch(H) ou (T,0) est une
paire en dualité avec (T*,t) avec ¢t dans la classe de conjugaison rationnelle de s, et B est
un Borel contenant T. On note alors £(G, s) I'ensemble des telles séries rationnelles qui
nous donne une partition de Irr(G) :

Ir(G) = | | £(G,s).

seGy,

G eS_
. SvQZ s S’QZ
dans Q[G]. Nous pouvons alors regrouper les idempotents précédents de la facon suivante
pour obtenir des idempotents dans Z;[G].

Notons e®— € Q/[G] I'idempotent central sélectionnant £(G, s). On a alors 1 =

Proposition (|[BR03| théoréme A’ et remarque 11.3). Si s se compose d’éléments £-réguliers,
alors nous avons un idempotent €z, = Es/mzs ¢, € Z4|Gl, ou s’ g s signifie que s est
la partie (-régquliere de s'.

Résultats de cette thése

On suppose que G est déployé sur I'extension non-ramifiée maximale de F', ¢’est-a-dire
que G est une forme intérieure d’un groupe non-ramifié.

Décomposition inertielle

Gréace a la notion de systémes cohérents d’idempotents sur 'immeuble de Bruhat-Tits
de G, nous montrons dans le chapitre [1} en niveau zéro, la décomposition indéxée par
des paramétres inertiels annoncée précédemment. Nous démontrons également certaines
propriétés vérifiées par ses facteurs directs.

Notons Ij/;\ le sous-groupe fermé maximal de Ir de pro-ordre inversible dans A et
b, (1 f;\, L@G) le sous-ensemble de & (I ﬁ, LG) des paramétres modérés, c’est-a-dire triviaux
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sur 'inertie sauvage. Nous montrons dans les sections et le théoréme suivant.

Théoréme. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F et déployé sur une extension
non-ramifiée de F'. Alors la catégorie de niveau 0 se décompose en

Repl(G)= [ = Repi(@).
PePm (15,1 G)

De plus, les catégories Repﬁ(G) vérifient les propriétés suivantes :

1. Lien entre Zy et Q, : Soit ¢ € @m(lg), L @), alors

Rep%(G) N Rep@Z(G) = H Rep%Z(G

ot le produit est pris sur les ¢ € ®,,(Ir, " Q) tels que ¢"I<Z) ~ .
F

2. Représentations irréductibles de Rep% (G) : Soit w € Irrgy (G). Alors m € Rep% (G)
£ £

si et seulement s’il existe T un tore mazximal non-ramifié de G, ¢ € @, (I, LT)
et x un sommet de l'immeuble de G (sur F') qui est dans l'appartement de T (sur
F™") tels que

(a) (rC%, RS (0r)) # 0
(b) Lo~ ¢

ot ¢ est un plongement 1 : * T — L' G, GS est le sous-groupe parahorique en x, G
son pro-p-radical, Gy ~ GS/GF le quotient réductif, T, est le tore induit par T sur
Gy, Rf est Uinduction de Deligne-Lusztig et O est le caractére de niveau 0 de TH

correspondant a ¢ via la correspondance de Langlands pour les tores restreinte a
l'inertie.
(Notons que l’on obtient également une description de Rep%}(G) N Irr@l(G) grdce au

(1).)
3. Compatibilité a linduction et & la restriction parabolique : Soient P un sous-groupe
parabolique de G ayant pour facteur de Levi M et v : “M — L' G un plongement.

(a) Soit ¢pr € @y (1N, L M), alors zP(RequM(M)) C Repwd)M(G), ot i% désigne
linduction parabolique.

(b) Soit ¢ € @, (IR, *G), alors rg(RepA( ) €11, Rep‘ﬁM(M), ot rG désigne la
restriction parabolique et le produit est pris sur les ¢ € @m(IF,LJ\I) tels que
LOGN ~ @.

(c) Soit ppr € @m([ﬁ,LJA\@. Posons ¢ = 10 ¢y € O (1D, FG) et notons Ceal(9) le
centralisateur dans G de l'image de ¢. Alors si Cg(¢) C (M) le foncteur i%

réalise une équivalence de catégories entre RepiM(M) et Repﬁ(G),

Cette décomposition ressemble a celle de Deligne-Lusztig. En effet nous montrons qu’il
y a une bijection entre ®,,(I%,1G) = (G:S,A)F, ot Gg, 5 désigne ensemble des classes de
conjugaison semi-simples d’ordre inversible dans A. Nous expliquerons davantage le lien
avec Deligne-Lusztig dans la suite.
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Notons que cette décomposition est indexée par des paramétres a la Langlands mais
est construite indépendamment de la correspondance de Langlands locale. Elle est vraie
en particulier pour n’importe quel groupe G qui se déploie sur une extension non-ramifiée
de F', méme si la correspondance de Langlands locale n’est pas connue pour ce groupe.
Lorsque G est un groupe classique non-ramifié, ¢’est-a-dire GL;,, Sps,,, SO2p+1, SO2,, SO3,,
(groupe spécial orthogonal quasi-déployé associé a une extension quadratique non-ramifiée
F'/F) ou U, (F'/F), et A = Q alors on a la correspondance de Langlands locale, et on
peut vérifier la compatibilité & cette derniére de la décomposition précédente. La section
[L4.5] démontre le théoréme suivant.

Théoréme. Supposons que G est un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2. On
obtient alors également les propriétés suivantes :

1. Compatibilité a la correspondance de Langlands : Soient m € Irr@Z(G) une repreé-

sentation irréductible de niveau 0 et ¢ € @, (Ip, LG). Notons @r le paramétre de
Langlands associé a m via la correspondance de Langlands locale pour les groupes
classiques ([HT01] [Hen00] [Art13] [Mok15] [KMSW1j|]). Alors

T e Rep%e(G) & Prlp ~ G-

2. Blocs stables : Soit ¢ € ®,,(Ir,* Q) tel que Ca() soit connexe. Alors Rep% (G)
£

est un "bloc stable" (c’est-a-dire, correspond a un idempotent primitif du centre de
Bernstein stable au sens de Haines [Hailj)).

Néanmoins la décomposition Rep (G) = [] S (I8,1G) Rep}i(G) n’est en général pas
la décomposition en blocs, ni méme la décomposition la plus fine que puisse donner la
méthode. Dans le chapitre [2| nous explicitons cette décomposition la plus fine, et nous en
donnons deux interprétations, une premiére du cété du groupe a la Deligne-Lusztig grace a
des paires (S, 6) (que I'on définit ci-dessous) puis une deuxiéme du coté dual a la Langlands.

Décompositions grace aux paires (S, 6)

Définissons &, = {(S,60)} comme I'ensemble des paires (S,#), ot S est un F-tore
maximal non-ramifié¢ de G et 6 : °S(F)/S(F)* — Q, est un caractére d’ordre inversible
dans A (°S(F) est le sous-groupe borné maximal de S(F) et S(F)™ est son pro-p radical).

Nous définissons sur &2, trois relations d’équivalence ~, ~, et ~. de la fagon suivante.
On a (S,0) ~ (S/,0) s'il existe g € G(F™) et m € N* tels que IS(F,,) = S'(F,;,) et
g(0 o Ng,, /) = 0" o Np, /p (ot Iy, est I'extension non-ramifice de degré m de F' et Np, /p
est la norme). On définit ~,. (resp. ~) en rajoutant de plus la condition g~'F(g) € N°(S, 0)
(resp. et g~ F(g) € N%(S,0)) (o N%(S,0) C N°(S,0) sont certains sous-groupes du
normalisateur de S définis en . Notons que ~e=>rp=>rg.

Soit (S,0) € ), notons Rep&s’e)(G) la sous-catégorie pleine de RepQ (G) des objets
dont chacun des sous-quotients irréductibles 7 vérifie qu’il existe (S',0") ~. (S,0) et o
une facette F-stable de l'appartement de S’ tels que (*Rg," (WGi),H’ >S/A # 0, ou G} est
le pro-p radical du sous-groupe parahorique de G en o et Sy est le sous-groupe maximal
de S’ d’ordre inversible dans A. Notons que Rep&s’e)(G) ne dépend que de la ~.-classe
d’équivalence de (S, 6).

On obtient alors le théoréme suivant, démontré dans la section [2.2]
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Théoréme. Les catégories RepE\S’G)(G) sont non nulles et fournissent une décomposition
S,0
Rep} (G) = H Repg\ )(G).
[8,0]c €PN [ ~e
Remarque. 1. Rep&s’e)(G) est "minimale pour la méthode utilisée", c’est-a-dire en

utilisant Deligne-Lusztig et des systémes d’idempotents. Cependant, ce n’est pas un
bloc en général.
2. Lorsque G = GL,,(F) nous avons ~e=r/,=rs; €t Rep&s’e)(G) est un bloc.

Notons que si ~ est une relation d’équivalence sur &, plus faible que ~, (en particulier
~y et ~) alors en regroupant les catégories Rep&s’e)(G) selon la ~-équivalence, nous
obtenons une décomposition de Repg)\(G). Comme dans la théorie de Deligne-Lusztig, nous
pouvons associer & une paire (S, ) une classe de conjugaison semi-simple dans le dual sur
k, le corps résiduel de F, et nous montrons au paragraphe qu’on obtient ainsi un
diagramme commutatif

gZA/NT% G:S,A

N

P ~oe— (Gi )"

ot G* désigne le dual de G sur k, G* = G*(k) et la notation (-)ssa désigne I'ensemble
des classes de conjugaison semi-simples d’ordre inversible dans A. Notons que lorsque le
groupe G est quasi-déployé, les injections horizontales sont des bijections. Ce diagramme
nous fournit en particulier des décompositions de RepQ (G) indexées par (G )" et Giga
dont nous énoncerons les propriétés dans la section suivante. Pour étudier la relation de
~e-équivalence, nous ne pouvons pas rester du coté des groupes finis et nous aurons besoin
de rajouter des données cohomologiques provenant du groupe p-adique.

Interprétation duale de la décomposition associée a ~,

La relation ~, permet de retrouver la décomposition inertielle précédente. Construisons
a partir de (S,6) € 2, un paramétre inertiel ¢ € ®,,(I%,LG). Notons 6 un caractére
de S(F) qui reléve 6 et ¢ : Wrp — LS le paramétre de Langlands associé a 0 via la
correspondance de Langlands locale pour les tores. Choisissons ¢ un plongement (non-
canonique) ¢ : “S <« G qui nous permet d’obtenir un paramétre de Langlands pour
G:rop:Wp — “G. On pose alors ¢ := (10 ‘p)llﬁ ce qui nous donne une application
P — O, (I 9, L G). Nous démontrons dans la partie que cette application induit une
injection

‘@A/NOO — CI)m(I%,LG)’

d’image les paramétres "relevants", donnant & son tour une décomposition

RepR(G)=  [[  Repf(G).
PP (I3,FG)

Nous retrouvons de cette maniére la décomposition inertielle précédente. Etudions alors
plus en détail les relations ~,. et ~, qui raffineront cette derniére.
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Interprétation duale de la décomposition associée a ~,

Introduisons ’ensemble &)m(l f,\, LG) des paramétres inertiels "augmentés". Soit ¢ €

D, (1 ﬁ, LG). Notons Cg(9) le centralisateur de ¢ (1 f}) dans G qui est un groupe réductif,
possiblement non connexe. Par définition ¢ peut s’étendre en un parameétre ¢ : Wp — e
qui permet de définir Cg(¢) := Cg(¢)@(Wr), un sous-groupe de LG indépendant du choix

de ¢. Notons maintenant m(¢) := m(Cg(9)) et mo(¢) = 6’@(¢)/C@(¢)°. On obtient alors

une suite exacte scindée

~

0 — mo(¢) — To(p) — (J) — 0.

Appelons &)m(lﬁ, LG) I'ensemble des couples (¢, ) a é—conjugaison prés, ol ¢ : Iﬁ - LG
est un paramétre inertiel modéré et o : (¥) — To(¢p) est une section a la suite exacte
précédente.

Avec les mémes notations que dans la section précédente, on construit une application
Py — O (I8, FG) en envoyant (S, 0) sur (¢,0) ot ¢ := (10 (p)ll% et o(¥) := (1o p)(Frob).
Nous démontrons alors dans la partie [2.3] le théoréme suivant.

Théoréme. L’application Py — ZI;m(I%, LG) induit une injection
P |~or = O (I, 1 G)

dont l'image est le sous-ensemble des paramétres "relevants” (en particulier elle est bijective
lorsque G est quasi-déployé). La décomposition obtenue

Rep%(G) = H Repxb’g) (@)
(¢7U)€$m(1£7L G)

posséde les propriétés suivantes

1. Elle est compatible a l'induction et la restriction parabolique (voir le théoréme
pour un énoncé plus précis).

2. Compatibilité entre les décompositions sur Zy et Qy :

Rep(z(i’a)(G) N Rep@(G) = H Repf@ 7 )(G)
(¢0")

ou le produit est pris sur les (¢',0') € &Dm(lp, L @) s’envoyant sur (¢, o) par Uappli-
cation naturelle ®,,(Ip,* G) — @m(lg), L @) (obtenue en restreignant a I}f), voir
section pour plus de détails).

Par ailleurs Uapplication qui a @ associe ¢ = Qs €t o(9) = @(Frob) induit une bijection
B%’A 5 &)m(IZ[},LG) (voir section M, ol B%’A désigne l’ensemble des parameétres
modérés ¢ : Wr — Y'G a équivalence inertielle prés (comme dans [Hailj)] définition 5.3.8,

VOIT ausst section . Nous avons alors une nouvelle interprétation de la décomposition
précédente

Repd(@)=  [[  Rep??(@ = [[ Repld(@).
($,0) €D (1AL G) lpleBst ,
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De méme que précédemment, cette décomposition est construite indépendamment de la
correspondance de Langlands locale. Il est alors souhaitable de vérifier la compatibilité a
cette derniére. Nous montrons alors dans la partie le théoréme suivant.

Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2.
54
Qp
dance de Langlands locale. C’est-a-dire que si w est une représentation irréductible,
alors m € RepM

Q
Langlands associé a .

1. Alors la décomposition Rep%e(G) = HME!%Z Rep[ ](G) est compatible a la correspon-
(G) si et seulement si prw, € [¢], ol x est le parameétre de

2. Cette décomposition est la décomposition de Rep% (G) en "blocs stables". C’est-a-dire
£

que ces facteurs correspondent & des idempotents primitifs du centre de Bernstein
stable.

Remarquons que le lien avec les classes de conjugaisons semi-simples est donné par un
diagramme commutatif

~

G:S,A -~ EIV)m(I}/;7 LG) .

| |

(GLo ) == (I3, P G)

Interprétation duale de la décomposition associée a ~,

Pour paramétrer &) /~, nous avons besoin de rajouter des données cohomologiques.
Nous ne le faisons que pour les formes intérieures pures des groupes non-ramifiés. Supposons
donc que G est non-ramifié (c’est-a-dire on rajoute I’hypothése quasi-déployé). Soit w €
H Y(F,G), & qui correspond G, une forme intérieure pure de G. A partir de (¢,0) €
o, (1 9, LG), nous construisons dans la section , Gy, un groupe réductif non-ramifié,
possiblement non-connexe (lorsque Cg (¢) est connexe, Gy, est un groupe dual a Cg(¢)
dont la F-structure est définie grace a I'action Wr — Out(Cg(¢)) de conjugaison par p(w)
oit ¢ : Wr — LG reléve ¢). Nous construisons également une application

h¢,0 : ﬁl(F7GO,O') — Hl(FuG)

ot HY(F, G;,) == Im[H'(F,G;,) — H'(F,Gyz)]. La partie nous donne alors le
théoréme suivant.

Théoréme. Nous avons une bijection (qui dépend du choiz d’un sommet hyperspécial dans
Uimmeuble de Bruhat-Tits de G)

Cr(gbv g, Gw)/NE — h;,}y(w%

ot C"(¢,0,Gy) est la classe de ~-équivalence image réciproque de (¢,a) par linjection
PrN(G))~r = B (I, L'G). Celle-ci nous fournit une décomposition

Repg\’g)(Gw): H Repf\’a’a)(Gw).
aeh(;;(w)

De plus
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1. Cette décomposition est compatible & l'induction et la restriction parabolique.

2. Nous avons

Rep%’a’a)(Gw) N Rep@Z(Gw) = H Repgl e )(Gw)
(

¢l 70./7al)

ou le produit est pris sur les (¢/,0') € ®pm(Ip,*G) s'envoyant sur (¢,0) par
®,,(Ip, L @) — <T>m(lg), L@)eta € h;i(w) s’envoyant sur « par Uapplication natu-
relle H'(F, Gy o) — HY(F, G; ) (obtenue a partir de Irr[WO(Z(Ca(gﬁ’)o)”/@)] —

Irr[ﬂo(Z(Ca(gb)o)”(ﬁ))] et de l'isomorphisme de Kottwitz).

Remarque. 1. Cette décomposition est la plus fine que 'on puisse obtenir avec des
systémes d’idempotents et la théorie de Deligne-Lusztig.

2. Elle démontre, dans le cas du niveau zéro, une conjecture énoncée par Dat dans
[Dat17].

3. Lorsque Cg(¢) est connexe, nous nous attendons a une équivalence de catégories
entre Rep%)’l’a)(Gw) et Repi((G¢71)a).

Lorsque A = Qy, nous nous attendons & une compatibilité de ce théoréme a la cor-
respondance de Langlands locale enrichie (& un paramétre de Langlands enrichi (¢, n) ou
n € Irr(mo(Cg())), on associe un « en restreignant 7 a Wo(Z(Ca((ﬁ)o)a(ﬁ)) et en utilisant
Iisomorphisme de Kottwitz). Nous le vérifions partiellement pour ¢ un paramétre de
Langlands modéré elliptique en position générale (elliptique signifie que l'image de ¢ n’est
pas contenue dans un sous-groupe de Levi propre de “G et en position générale que le
centralisateur de ¢(Ir) dans G est un tore) et la correspondance de Langlands locale de
DeBacker-Reeder ([DR09)).

Malgré le fait que ces sous-catégories soient minimales pour la méthode utilisée, elles
ne sont pas des blocs. En effet la représentation supercuspidale ©19 de Sp,(Q,), induite
depuis 'inflation & Sp,(Z,) de la représentation cuspidale unipotente 61y de Sp,(IF,), est
dans Rep}\(G)7 le facteur direct associé au paramétre inertiel trivial, qui ne se décompose
pas davantage.

Dans cette thése, nous nous limitons a 'étude de Rep) (G) la catégorie de niveau 0. On
peut cependant espérer que les travaux menés sur la théorie des types permettront d’en
déduire des résultats sur Rep, (G). En effet Chinello montre dans [Chil7] que I'on a une
équivalence de catégories entre chaque bloc de Rep, (GL,(F)) et un bloc de niveau 0 de
Rep{ (G) ott G’ est un groupe de la forme G’ = [[|_, GLy,(D;) avec pour i € {1,--- 7},
n; un entier et D; une algébre & division centrale de dimension finie sur un corps p-adique.
Des travaux en cours de Stevens et Kurinczuk tentent d’étendre ces résultats & un G plus
général.

Systémes de coefficients sur 'immeuble

Dans cette section G est un groupe p-adique quelconque. Toutes les catégories dans cette
thése sont construites a partir de systémes d’idempotents cohérents sur BT, I'immeuble
de Bruhat-Tits semi-simple de G, comme introduit dans [MSI0]. A un tel systéme, nous
pouvons associer une sous-catégorie de Serre de Rep, (G). La stratégie de démonstration



23

de ce fait dans [MS10| repose sur I’étude d’un complexe de chaines associé & un systéme de
coefficients obtenu & partir du systéme d’idempotents.

Soit R un anneau commutatif dans lequel p est inversible. On appelle I' un systéme de
coefficients sur BT a coefficients dans R un foncteur contravariant de la catégorie (BT, <)
vers la catégorie des R-modules, c’est-a-dire, c’est la donnée de R-modules (V,)scpt et de
R-morphismes ¢7 : V, — V; si 7 est une facette de o, soumis aux conditions : ¢7 = id,
et ¢l o = 2. Nous pouvons associer a I' un complexe de chaines cellulaire gradué
Cy(BT,T') = @,cpr Vo (voir la section pour plus de détails et la définition de la
différentielle). L’homologie de C(BT,T") est alors notée H.(BT,T").

Soit e = (e )yepT Un systéme d’idempotents de Hr(G), I'algébre de Hecke a coefficients
dans R, vérifiant des conditions de cohérence comme dans [MSI10] (voir aussi la définition
. On suppose de plus que si x est un sommet de o alors e, € Hr(G,), ou G, est le
fixateur de = dans G. Notons Rep%(G) la sous-catégorie pleine de Repy(G) des objets V
tels que V = erBTo e, V', ot BTy désigne les sommets de BT.

Un e-systéme de coeflicients est alors un systéme de coefficients G-équivariant tel que
©7 : Vo — V, induise un isomorphisme V, = e,(V;,). On note Coef.(G, R) la catégorie des
e-systémes de coefficients.

Soit V' une R-représentation lisse de G. On peut alors lui associer I'(V') un e-systéme de
coefficients en posant V, = e,(V). Nous généralisons alors dans le chapitre [3| un résultat
démontré dans [Wanl7| pour GL,, au cas d’un groupe p-adique.

Théoréme. Le foncteur
Rep%(G) — Coef (G, R)
V — rw)

admet un quasi-inverse I' — Ho(BT,T'), donc induit une équivalence de catégories.
Remarque. Les catégories précédentes (Repﬁ\s’e)(G), Repﬁ(G), Repg\¢’g)(G), Rep%)’a’a)(G))

sont construites & partir de systémes d’idempotents cohérents et sont donc équivalentes a
une catégorie de systémes de coefficients par le théoréme précédent.

Vers des ¢-blocs

Les décompositions obtenues précédemment ne sont malheureusement pas des décompo-
sitions en blocs. Dans le dernier chapitre de cette thése, le chapitre [4] nous tentons d’obtenir
des blocs a partir de systémes cohérents d’idempotents. Nous nous intéressons a quelques
exemples et en particulier a la catégorie unipotente.

Appelons, comme dans [Latl7], types non-raffinés de niveau zéro les couples (o, 7), ot
o € BT et 7 est une représentation cuspidale irréductible de G,. Notons 7 (G) I'ensemble
des types non-raffinés de niveau zéro, & G-conjugaison prés. Nous obtenons dans la section
la proposition suivante

Proposition. Nous avons la décomposition suivante

Rep?@(G) = t l;(IG) Repf@(G).
€

St G est de plus semisimple et simplement connexe, alors la catégorie Repf@ (G) est un bloc.
£
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Pour obtenir des décompositions en ¢-blocs nous avons besoin de rajouter des hypothéses
sur £. Nous dirons que £ est grand pour G, si £ est un nombre premier qui ne divise pas
q et tel que pour tout z € BTy soit £ ne divise pas |G|, soit £ divise |G,| mais ne divise
pas |[W.{¢)|, oit ¢ et 'automorphisme de la donnée radicielle de G, induit par le Frobenius
F. Nous obtenons, dans le chapitre [4] les décompositions en ¢-blocs, pour ¢ grand, des

catégories suivantes
1. Rep%z(G), pour G semisimple et simplement connexe et £|q — 1.

SLn (F)).

AN ol R
=
[¢]
o

Notons que quand G = SL, (F') ou G = Sp,,,(F') I'hypothése ¢ grand est équivalente &
{>n.



Notations

Soit F' un corps p-adique et k son corps résiduel. Notons g = |k|. On fixe une cloture
algébrique F de F et on note F™ D’extension non-ramifiée maximale de F dans F. On
appellera op (resp. opnr) Panneau des entiers de F' (resp. F™). Notons également k le
corps résiduel de F™ qui est alors une cloture algébrique de k.

On adopte les conventions d’écriture suivantes. Nous désignerons par G un groupe
réductif connexe défini sur F' que l'on identifiera avec G(F') et 'on notera G := G(F)
et G := G(F"™). On appellera G son groupe dual sur Q. Pour les groupes réductifs
connexes sur k, nous utiliserons la police d’écriture G et 'on identifiera G avec G(k) et de
méme on note G := G(k). Le groupe dual de G sur k sera noté G*.

On notera G = Gal(F/F) le groupe de Galois absolu de F, Wg le groupe de Weil
absolu de F et I le sous-groupe d’inertie. Le groupe dual de Langlands “G(Qy) est défini
par LG(Q,) := G(Qy) x (), ott ¥ € Aut(G) est Iautomorphisme induit par Paction d’un
Frobenius inverse, comme expliqué dans l'introduction, page

On prend ¢ un nombre premier différent de p, et on pose A = Q, ou Zy. On note
Rep, (G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G a coefficients dans A et
Rep?\(G) la sous-catégorie pleine des représentations de niveau 0.

Si H désigne I'ensemble des points d’un groupe algébrique & valeur dans un corps
alors Hgs désigne ’ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans H. On notera
également H, A les éléments de H,s d’ordre inversible dans A.

On fixe dans toute cette thése un systéme compatible de racines de I'unité (Q/Z),y — k*
X
et (@/Z)p/ — Ze .

Dans la suite G désignera un groupe réductif connexe défini sur F'.

25
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Liste des symboles

A(S, F') appartement associé¢ a S dans BT.

A(s,p) appartement associé a (S, 0).

Bffh A ensemble des parameétres de Weil modérés a équivalence inertiel pres.
BT immeuble de Bruhat-Tits semi-simple associé a G.
BT, sommets de BT. [33]

%) ensemble des couples (o, s).

C«(BT,T') complexe de chaines cellulaire sur BT a coefficients T".
Coef (G, R) catégorie des e-systémes de coefficients. m
e systéme d’idempotents. [33]

e idempotent.

e idempotent associé a G

E(G, s) série de Deligne-Lusztig.

F corps p-adique.

F cloture algébrique de F.

F™ extension non-ramifiée maximale de F dans F. [27]

F Frobenius.

G groupe réductif connexe défini sur F'. [25]

G F points de G. [25]

G™ F™ points de G.

G groupe réductif connexe défini sur k.

G k points de G.

G groupe dual de G sur Q.

LG(Qy) groupe dual de Langlands.

G* groupe dual de G sur k.

G4, groupe réductif associé a (¢, o). (104

G, quotient réductif en o.

G, fixateur de o.

G, sous-groupe parahorique en o.

G} pro-p-radical de GS.

G, forme intérieure pure de G associée a w. [I09]

27
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Liste des symboles

Gr groupe de Galois absolu de F.

Hr(G) algebre de Hecke a coefficients dans R.

hé.» application H'(F, Gyo') — HY(F,G™).

H(o,7) enveloppe polysimpliciale de o et .

H.(BT,T') homologie de C,(BT,T).

H!(F,G) cohomologie Galoisienne. m

Ir sous-groupe d’inertie. [25]

Ig) {-inertie.

k corps résiduel de F.

k cloture algébrique de k.

£ nombre premier différent de p.

A Qg ou Zy.

N(S,0) sous-groupe de N™(S) associé a (S, 0).
N°(S,0) sous-groupe de N(S,¥0).

N9(S,0) sous-groupe de N°(S,0).

or anneau des entiers de F.

p caractéristique de k.

Pr groupe d’inertie sauvage.

®(*G) paramétres de Langlands.

®(Ir,G) paramétres de Langlands inertiels.
®,,(Ir,“G) paramétres de Langlands inertiels modérés.
&)m(lﬁ, LG) ensemble des couples (¢, o) avec ¢ modéré.
5. application entre les duaux des quotient réductifs en o et .

¢y application entre les duaux des quotient réductifs en o et go.

mo(¢) groupe des composantes de Cg (¢).

To(¢p) extension de <1§> par mo(¢).

2\ ensemble des paires (S, 6).

PN ensemble des paires (S, #) minimales.

2 ensemble des paires (S§%,1).

q cardinal k.

Repgr(G) catégorie des représentations lisses de G a coefficients dans R.
Rep{ (G) sous-catégorie de Rep, (G) de niveau 0.

Rep3 (G) sous-catégorie de RepQ (G) associée a S.
Rep&s’e)(G) sous-catégorie de Rep{ (G) associée a (S, 6).
RECP induction de Deligne-Lusztig.

*RECP restriction de Deligne-Lusztig.

S systéme de classes de conjugaison. [37]



Liste des symboles

%5 ensemble des systémes de classes de conjugaison.

<y ensemble des systémes de classes de conjugaison cohérents.
Zmin epsemble des systémes 0-cohérents minimaux.

[z,y] plus petit polysimplexe contenant x U y.

Hg, classes de conjugaison semi-simples dans H. [25]

Hgs p éléments de H,g d’ordre inversible dans A. |7_5|

I ensemble des triplets (o, S, 0).

)" sous-ensemble de 7, des triplets minisotropes.

Ty sous-ensemble de 7 des triplets elliptiques.

T(G) ensembles des types non-raffinés de niveau zéro. [126]

TYG) sous-ensemble de T (G) des paires (o, ) avec m unipotente. m
7,/ (G) sous-ensemble de T(G) des paires (o, 7) avec 7 {-unipotente. m
U automorphisme de G.

0(m) image de 6 par Trpm /p.

W groupe de Weyl fini.

W groupe de Weyl étendu.

Wr groupe de Weil absolu de F'.

W, sous-groupe de w.

W(S,0) sous-groupe de W (S) associé a (S, ).

W°(S,6) sous-groupe de W (S, 6).

W (S, 8) sous-groupe de W(S) associé a (S, 0).

We(S,0) sous-groupe de W(S,0).

We(S,0) sous-groupe de W* associé a (S, 6).

W2 (S, 0) sous-groupe de W, (S).

X*(T) groupe des caractéres de T.

X.«(T) groupe des co-caractéres de T.

X, groupe.

~so relation d’équivalence sur &y .

~, relation d’équivalence sur .

~, relation d’équivalence sur &, .
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Chapitre 1

Décomposition inertielle

Introduction

Décomposition inertielle

Dans ce chapitre nous introduisons la notion de systéme de classes de conjugaison 0-
cohérent et expliquons comment fabriquer des sous-catégories de Serre & partir de ces derniers.
L’objectif principal est d’obtenir la décomposition inertielle annoncée dans 'introduction et
d’en démontrer les principales propriétés. Nous rappelons que I 1/;\ désigne le sous-groupe
fermé maximal de I de pro-ordre inversible dans A et ®,,(/ ﬁﬂ\, LG) est I'ensemble des
classes de (A}—conjugaison de morphismes continus [ fp\ — LG, triviaux sur l'inertie sauvage,
qui admettent une extension & un L-morphisme de ®(*G). Nous montrons alors dans les
sections [[.4] et [[.3] le théoréme suivant.

Théoréme. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F et déployé sur une extension
non-ramifiée de F'. Alors la catégorie de niveau 0 se décompose en

Repf(G)=  [[  RepR(G).

De plus, les catégories Repﬁ(G) vérifient les propriétés suivantes :

1. Lien entre Zy et Q, : Soit ¢ € @m(lg),L ), alors Rep%e(G) N Rep@l(G) =
[y Rep% (G) ou le produit est pris sur les ¢' € ®,,(Ip,“ G) tels que qﬁilm ~ .
¢ F

2. Représentations irréductibles de Rep% (G) : Soit w € Irrgy (G). Alors m € Rep% (G)
£ £

si et seulement s’il existe T un tore mazimal non-ramifié de G, ¢ € ®p,(Ip, " T)
et x un sommet de limmeuble de G (sur F') qui est dans lappartement de T (sur
F") tels que

(a) (xRS (7)) # 0

(b) Lo~ ¢

ot ¢ est un plongement 1 : *T — ¥ G, GS est le sous-groupe parahorique en x, G
son pro-p-radical, G, ~ G2 /G} le quotient réductif, T, est le tore induit par T sur
Gy» Rgf est Uinduction de Deligne-Lusztig et O est le caractére de niveau 0 de TF
correspgndant a ¢ via la correspondance de Langlands pour les tores restreinte a
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linertie.
(Notons que 'on obtient également une description de Rep% (G) Nlrrg, (G) grice au
14
(1).)
3. Compatibilité a linduction et a la restriction parabolique : Soient P un sous-groupe
parabolique de G ayant pour facteur de Levi M et v : “M — L' G un plongement.

(a) Soit ppr € @y (1N, L M), alors ig(RepiM(M)) C Repj\o(ﬁM(G), ot i% désigne
Uinduction parabolique.

(b) Soit ¢ € ®,, (IR, L' G), alors rg(Repi(G)) C [, Repi™ (M), ou rG désigne la
restriction parabolique et le produit est pris sur les ¢ € CIDm(If},LI\/[) tels que
Loy ~ @.

(c) Soit ppr € @m(lﬁ,LIA\J). Posons ¢ = 10 ¢y € O, (IX, L G) einotons Ca(9) le
centralisateur dans G de l'image de ¢. Alors si Cg(¢) C (M) le foncteur i%
réalise une équivalence de catégories entre RepﬁM (M) et Repﬁ(G).

Nous montrons également, dans la section [I.4.5] la compatibilité a la correspondance de
Langlands locale dans le cas des groupes classiques non-ramifiés et A = Q,.

Théoréme. Supposons que G est un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2. On
obtient alors également les propriétés suivantes

1. Compatibilité a la correspondance de Langlands : Soient m € Irr@[(G) une repre-

sentation irréductible de niveau 0 et ¢ € @y, (I, LG). Notons @r le paramétre de
Langlands associé a m via la correspondance de Langlands locale pour les groupes
classiques ([HT01] [Hen00] [Art13] [Mok1l] [KMSW1JJ). Alors

™ € Repg, (G) & @njr ~ ¢

2. Blocs stables : Soit ¢ € ®,,(Ip, " G) tel que Cz(9) soit connexe. Alors Rep% (G)
4

est un "bloc stable" (c’est-a-dire, correspond & un idempotent primitif du centre de
Bernstein stable au sens de Haines [Hail4)).

Plan de ce chapitre

Ce chapitre se compose de 4 parties. La partie 1 rappelle les résultats sur les systémes
cohérents d’idempotents. Dans la seconde partie nous expliquons comment construire des
idempotents a partir de la théorie de Deligne-Lusztig. Nous associons aux paramétres de
I'inertie modérés des systémes cohérents dans la troisiéme partie pour obtenir la décomposi-
tion du théoréme précédent. La derniére partie a pour but de montrer les propriétés des
facteurs directs ainsi obtenus. Les quatre premiéres propriétés découlent de la construction
de ces catégories et la derniére repose sur les travaux de Moeglin [Moel4], Moussaoui
[Moul5|, Haines [Hail4|, Lust et Stevens [LS16].

1.1 Systéme cohérent d’idempotents

Les diverses décompositions obtenues dans cette thése sont construites a partir de
systémes cohérents d’idempotents. Cette partie & pour but de rappeler leur définition ainsi
que les premiéres propriétés.
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Soit F} une extension non-ramifiée de F'. On note BT (F}) I'immeuble de Bruhat-Tits
semi-simple associé & G(Fp). L'immeuble est un complexe polysimplicial et ’on note
BTy (F1) pour 'ensemble des polysimplexes de dimension 0, c’est-a-dire les sommets. Dans
la suite on utilisera des lettres latines x,y,- - - pour parler des sommets et des lettres grecques
pour parler des polysimplexes généraux o,7, ---. L'immeuble BT(F}) est partiellement
ordonné par la relation d’ordre o < 7 si o est une facette de 7. Un ensemble de polysimplexes
o1, ,0k est dit adjacent s’il existe un polysimplexe o tel que Vi € 1,--- ,k, 0; < 0. Si
x et y sont deux sommets adjacents on notera [z, y] le plus petit polysimplexe contenant
x Uy. Notons également, pour o,7 deux polysimplexes, H (o, 7) '’enveloppe polysimpliciale
de o et 7, c’est-a-dire 'intersection de tous les appartements contenant o U 7.

Pour simplifier les notations nous noterons BT := BT(F') et BT := BTy (F).

Soit R un anneau commutatif dans lequel p est inversible. On munit G d’une mesure de
Haar et on note Hr(G) lalgébre de Hecke a coefficients dans R, c’est-a-dire ’algébre des
fonctions de G dans R localement constantes et & support compact.

1.1.0.1 Définition. On dit qu’un systéme d’idempotents e = (eg)zenT, de HRr(G) est
cohérent si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. egey = eye; lorsque x et y sont adjacents.
2. ege.ey = egey lorsque z € H(z,y) et z est adjacent a x.

3. egr = gexg~ " quel que soit z € BTg et g € G.

Soit Repp(G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G a coefficients dans
R. Grace a un résultat de Meyer et Solleveld on a :

1.1.0.2 Théoréme (|[MS10], Thm 3.1). Soit e = (ez)zeBT, Un systéme cohérent d’idem-
potents, alors la sous-catégorie pleine Reph(G) des objets V' de Repgr(G) tels que V =
> weBT, €V est une sous-catégorie de Serre.

Soit ¢ € BT. Notons G, le fixateur de o. Celui-ci contient un sous-groupe appelé
sous-groupe parahorique, que 'on note G¢, qui est le "fixateur connexe" de o. Enfin on
note G le pro-p-radical (pro-p-sous-groupe distingué maximal) de G2.

Si z est un sommet de 'immeuble BT alors G, détermine un idempotent e €
Hap ) (Ga)-

1.1.0.3 Proposition ([MS10], Section 2.2). Le systéme d’idempotents (e} ) epT, est cohé-
rent.

On a de plus que, pour tout polysimplexe o, 'idempotent e} := []_ .. e; est 'idempotent

associé a G7.

rET

1.1.0.4 Lemme. Soient x,y € BTy deux sommets. Alors il existe une suite de sommets
Ty = x,x1, -, 2y = y joignant x & y, telle que pour tout i € {0, -, — 1}, x;41 est
adjacent a z; et x;41 € H(x4,y).

Démonstration. Pour z1, il suffit de prendre un sommet dans H(z,y) qui est adjacent a x
et tel que la distance de x1 & y est strictement inférieure a celle de x & y. En ré-appliquant
ce résultat & x1 et y on construit xo et ainsi de suite pour obtenir le résultat voulu par
récurrence. O
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1.1.0.5 Définition. On dit qu’un systéme (e;)sepT €st 0-cohérent si
1. egr = gezg~ ! quel que soit z € BTy et g € G.
2. e, = efe, = egel pour x € BTy et o € BT tels que x < 0.

En s’inspirant de |[Datl8al section 3.2.1 on montre :

1.1.0.6 Proposition. Soit (e;)secpT un systéme d’idempotents 0-cohérent, alors le systéme
d’idempotents (ez)zeBT, €St cohérent.
On a de plus, pour x,y € BTy, efe, = ezey.

Démonstration. 1l ne reste a vérifier que les conditions 1. et 2. de la définition [T.1.0.1]
Commengons par vérifier la propriété 1. de[1.1.0.1]: Soient = et y deux sommets adjacents

et o le polysimplexe [z,y]. On sait déja que efe) = ef = efet. Ainsi

€y = exe?:e;ey =egefefey = esep = €4
Ce qui montre la propriété 1. de[1.1.0.1

Examinons maintenant la propriété 2. de[I.1.0.1]: Soient z,y et z des sommets de BT tels
que z soit dans I’enveloppe polysimpliciale de {x,y} et z adjacent & z. Par la proposition

1.1.0.3on sait que efe = efefel. Par ce qui précede e, ) = ege. et on a

T “y Tz Cy

ootote o ettt — o ot _ _
Cxly = €xCy CyCy = €y €y ey ey = €€ 1€y = €[g 2]y = CrCzCy

Le systéme d’idempotents (e;)zeBT, €st cohérent.

Montrons maintenant que e} e, = eze,.
Si z et y sont adjacents on obtient que

o oottt
2 Cy = Cr €y ey =€

e
z,y]

€y = Cz,y] = Caby

Dans le cas général choisissons grace au lemme [I.1.0.4] une suite de sommets zy =
x,r1, -+, Ty = y joignant x a y, telle que pour tout i € {0,---,1 — 1}, x;41 est adja-
cent a x; et xiy1 € H(x;,y). Alors

+ + o+ + 4+

—etete — et — . — T
erey=epele, =crelere, =--=elel el ere,
P N S L
=CpCpy €y Gy = Cp €yt Cyy €y = = CgCpy By Cy
= €yl gy ,Cy = = €y€5,€y = €36y

(La premiére ligne découle de la propriété 2. de appliquée aux e . Pour la seconde,
on utilise le fait que e;, ;i1 = €x;€z;4, CAr T; et x;11 sont adjacents. Enfin pour la derniére
on applique que ey, e;, e, = €z,ey car x;41 est adjacent & x; et w11 € H(z,y).)
Ainsi
Vz,y € BTy, e;fey = ezey

1.2 Construction d’idempotents

Nous expliquons ici comment construire des idempotents sur 'immeuble a partir de la
théorie de Deligne-Lusztig ainsi que les conditions qu’ils doivent vérifier pour obtenir un
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systéme cohérent.

1.2.1 Théorie de Deligne-Lusztig

Rappelons briévement les propriétés des idempotents centraux fabriqués par la théorie
de Deligne-Lusztig dont nous aurons besoin dans cette thése. Les groupes algébriques de
cette section seront considérés sur k.

Soient G un groupe réductif défini sur k et s une classe de conjugaison semi-simple dans

G* := (G*)F. On note £(G, s) la série de Deligne-Lusztig associée a s (dont la définition est
rappelée dans U'introduction) et ef@ € Q]G] l'idempotent central la sélectionnant.
el

1.2.1.1 Proposition. 1. (|CE04] théoréme 8.23) Nous avons 1 =) eSGf dans Q,[G].
el

Q
2. (|BRO3| théoréme A’ et remarque 11.3) Si s se compose d’éléments (-réquliers, alors
nous avons un idempotent eg@ = Zs,mes eg’@é € Zy|G], ou 8" «~y s signifie que s est

la partie (-régulicre de s'.

Soit L un Levi F-stable de G contenu dans un parabolique P. Une classe de conjugaison
t dans L* donne une classe de conjugaison s dans G*. Ainsi nous avons une application
@1+ g+ a fibres finies définie par

PL*G* * L:s — G:s
t — s
. _ ~ 2 . . L . L
Soit A = Q, ou Z,. Construisons alors un idempotent esp = Ztega[*lc*(s) €A

Dans le cas ou P est lui-méme F-stable, on note U le radical unipotent de P et U = UF.
Notons ey := ﬁ > zcu L idempotent réalisant la moyenne sur U. Alors on a

1.2.1.2 Proposition ([Datl8al section 2.1.4).

G L . P
687A€U = €U€S7A = 857A

ot ef,A est un idempotent central dans A[P).

Soient G’ un autre groupe réductif défini sur k et ¢ : G — G’ un isomorphisme
compatible avec les F-structures. Alors ¢ induit une bijection (voir annexe

()0* : G:s — G,:s
1.2.1.3 Lemme. On a
¢
(P(es,A) = ego*(s),A
Démonstration. Par construction un élément ¢ € (T*)F appartenant a s est envoyé sur ¢*(t)

appartenant a ¢*(s). Ainsi ¢ envoie £(G, s) sur £(G', p*(s)) et on a le résultat. O

1.2.2 Construction d’idempotents sur 'immeuble

Maintenant que ’on sait fabriquer des idempotents sur les groupes finis, il nous faut
les relever en des idempotents sur le groupe p-adique. On utilise pour cela le fait que les
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sous-groupes parahoriques G5 admettent un modéle entier et que le quotient GS/G7 est
alors I’ensemble des points d’un groupe réductif connexe & valeur dans un corps fini.

Soit o un polysimplexe dans BT. D’apreés [Tit79] section 3.4 il existe un schéma en
groupes affine lisse G, défini sur op, unique & isomorphisme prés, tel que

1. La fibre générique G, r de G, est G

2. Pour toute extension galoisienne non-ramifiée Fy de F, G,(0p, ) est le sous-groupe
compact maximal de G(F1),, oil o est identifié avec son image canonique dans
BT(F).

L’ application de réduction modulo p fournit un morphisme surjectif G, = G,(op) —

Gy = GO7 ou G, la fibre bpecmle de G, est un groupe algébrique défini sur k. On note G, la
composante neutre de G, et G celle de G,. D’aprés [BT84] section 5.2.6, on a G2 = G2 (o).
D’ot un morphisme surjectif G° — G

Notons G, le quotient réductif de GZ On a donc un morphisme surjectif GS — G, de
noyau G, d’ott un isomorphisme :

G2 /GE 25 G,

Soit s € (G, )ss (rappelons que G, = (G,)F) d’ordre inversible dans A, on peut alors tirer

en arriére par cet isomorphisme Iidempotent e® +a en un idempotent esh e A[GS/GT] C

HA(Go).

Soit & € BTy. Si ’on considére la sous-partie de I'immeuble constituée des polysimplexes
7 tels que = < 7 alors d’aprés [Tit79] section 3.5.4, on obtient l'immeuble sphérique
("immeuble des sous-groupes k-paraboliques") de G,.

Soit o € BT tel que x < 0. Alors G2 C GS. On a ainsi un morphisme GS — G2 — G,.
Notons P, I'image de G° dans G, qui est un sous-groupe parabolique et U, son radical
unipotent. L’image réciproque de U, dans G est GF. Ceci fournit donc un isomorphisme
G, /G ~ G, ~ P, / Ue.

Con51derons M un sous-groupe de Levi de G relevant G Dans la section , nous

*

avons défini une apphcatlon e e - (My)ss — (Gz) ss- Cette apphcatlon est 1ndependante

du choix du relévement de E* et nous définit donc une application ¢} . : (E* )ss — (C* )ss- On

définit alors pour s € (G, )ss d’ordre inversible dans A, I'idempotent e => rewts tA.
1.2.2.1 Proposition. Soient x € BTy, 0 € BT tel que v < o et s € (CZ)SS d’ordre
inversible dans A. Alors el ey A GSA I = eﬁA.

Démonstration. D’aprés la proposition |1.2.1.2/on a egﬂj\euo = eugef‘}X dans A[G,]. Lorsque

l'on tire en arriére ces idempotents par 'isomorphisme GS/G} — G,, on obtient dans

A[GL/G]

eshet = efesh,

A A A
o= ete+5 et

Maintenant comme e+eg =ey =e, ey on a le résultat. O

1.2.3 Systémes 0-cohérents de classes de conjugaison

A partir d’un polysimplexe o et d’une classe de conjugaison semi-simple s nous savons
maintenant construire un idempotent e;". On décrit alors dans cette partie les conditions
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que 'on doit imposer pour que le systéme d’idempotents formé & partir des e(sf’A soit un
systéme 0O-cohérent.

Soient g € G et 0 € BT, on a gG2g~ ! = Gy, et gGrg™t = Gy, dou g(GS/GHg™ ~
GZJ/G;U. D’apres [BT84] 4.6.30, la conjugaison par g se prolonge en un isomorphisme du
or-schéma en groupes G, sur le op-schéma en groupes G; et donc induit un isomorphisme
Pg,o G, > Cgo. On obtient alors, comme dans l’annexe un isomorphisme sur les classes

de conjugaison semi-simples des groupes duaux

%k

80;,0' : (GU)SS ; (

%k

Ggo)SS'

Pour ¢ € BT, on note

*
g

(G )ss.a = {s € (G,)ss tel que s soit d’ordre inversible dans A}.

1.2.3.1 Déﬁnition. Soit § = (S, )sepT un systéme d’ensembles de classes de conjugaison

avec Sy C (G, )ss,a- On dit que S est O-cohérent si
L. g 1(Sz) = Sz quel que soit z € BTy et g € G.
2. @i 1(S2) = S5 pour € BT et o € BT tels que 2 < 0.

Soit § = (Sy)sepT un systéme O-cohérent. Soit o € BT, on définit alors ef’A =
A
ZSESU 6;; :

1.2.3.2 Proposition. Le systéme (e‘g’A)UeBT est 0-cohérent.

Démonstration. Commencgons par vérifier la condition 1. :
Soient x € BTy et g € G. On a la commutativité du diagramme suivant

GS/GF —=—=G,

|mmes o

G;x/G;x — ng

. G\ G .
Le lemme [1.2.1.3 nous dit que ¢g.(eJ%) = €t (s)A" Ainsi
SA -1 _ s,A —1 ga(8)A s,A sA _ _SA
gex g = gextgT = egi = o = €y = €gn -
S€ESy SESy s€py (Sz) s€Sgz

Passons maintenant & la condition 2. :
Soient z € BTy et o € BT tels que z < 0.

hest = Y epest

SGSZE

Par la proposition |1.2.2.1{on a ejei’A = Ztego**l(s) b, Donc

efedh = E E ebh = E ebh = E ebh = eS5A

sE€Sy tecpf;le(s) tEt,oZ;le (Sz) teSs
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O

On note Rep, (G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G & coefficients
dans A. Notons Rep{ (G) la sous-catégorie des représentations de niveau 0, c’est-a-dire la
sous-catégorie découpée par le systéme d’idempotents (e} )epT, -

Soit § = (Ss)sepT un systéme 0-cohérent, il définit alors un systéme (ef’A)geBT
0-cohérent et forme donc, d’aprés le théoréme une catégorie Repi(G).

1.2.3.3 Définition. Soient S! = (S}),epT et S? = (82),epT deux systémes de classes de
conjugaison. On définit alors STUS? := (SLUS?),epT et S'NS? := (SINS?),epr. On dit que
S8? C St si pour tout 0 € BT 82 C Sk Enfin, si §? C 81, on note S1\8? := (S2\S2),enT-

1.2.3.4 Lemme. Soient S' et 8% deux systémes 0-cohérents tels que S'NS? = (). Alors
1 2
les catégories Rep} (G) et Repy (G) sont orthogonales.

Démonstration. Soit V un objet de Repil (G). Nous devons montrer que pour tout sommet
de I'immeuble z, on a 652V = 0. Fixons un tel z. Par définition V' = ZyEBTo e‘glV, donc

652V EyEBTO e e 'V. Soit y € BTy. Comme (e‘gl)UGBT est 0-cohérent, on sait par
que e+ef = eS eg et on a que

2 gl 2 1 2 gl gl
§2 .S S +.S 86568

€y €y =€y e ey =e€; €5 ey .
. 212 o« e ~* . .
Or si s et s sont deux éléments distincts de (G, )ss d’ordre inversible dans A, etest =0
donc 65 8 =0 et on a le résultat. O

1.2.3.5 Proposition. Soient S',---,S™ des systémes 0-cohérents tels que S'N ST = () si
i#j et U 8" = ((Gy)ss.a)oenT- Alors la catégorie de niveau 0 se décompose en

Rep} (G) = [ Repf (G

Démonstration. D’apres le lemme|1.2.3.4[ nous savons déja que les catégories Repii(G) sont
deux & deux orthogonales. Prenons maintenant V' un objet de Rep%(G). Par définition,

V =3 .eBT, ejV Fixons un sommet x € BT(. D’aprés|1.2.1.1} on a e} = D (e Q.
Ainsi ef =7 €S, On en déduit que

v=Y ev=> Zn:efivzzn: S &'y

z€BTo xeBTy i=1 =1 z€BTo

Or >, ety eS'V est un objet de Repii(G’) d’apres [MS10] proposition 3.2, d’ou le résultat.
O

1.3 Paramétres de ’'inertie modérés

Dans toute cette section on suppose de plus que G est F™"-déployé. Cela signifie que G
est une forme intérieure d’un groupe non-ramifié. On souhaite obtenir une décomposition
de Rep%(G) indexée par les paramétres de 'inertie modérés ¢. Pour cela on construit un
procédé permettant d’associer & chaque ¢ un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent.
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1.3.1 Classes de conjugaison dans G*

Commengons par définir les paramétres de I'inertie modérés et montrons que I'on peut
décrire ceux-ci en terme de classes de conjugaison semi-simples dans G*.

Soit I un sous-groupe de Wr. On appelle ®(I,“G) l'ensemble des classes de G-
conjugaison des morphismes continus I — “G(Q,) (ot Q, est muni de la topologie discréte)
qui admettent une extension & un L-morphisme de @(L G). Dans ce qui suit nous allons
nous intéresser principalement aux paramétres de Langlands inertiels ® (I, *G).

1.3.1.1 Définition. Si I contient P, I'inertie sauvage, on dit qu'un paramétre ¢ € ®(7, LG)
est modéré s'il est trivial sur Pp, et on note ®,,(I,*G) pour I'ensemble des paramétres de
I modérés.

Intéressons nous a ®,,(Ir, “G). Qomrne Ir/ Pr est procyclique de pro-ordre premier a
p un morphisme continu Ir/Pr — G(Q,) est donné par le choix d’un élément s d’ordre
fini premier a p. Nous avons la décomposition Wr/Pr = (Ir/Pr) x (Frob), ou pour
z € (Ir/Pr), Frob™l2 Frob = z9. Un parametre de Langlands doit envoyer Frob sur f@
olt f est un élément semi-simple de G(Qy). Un tel morphisme s’étend donc & Wg/Pp
si Ad(f) o Josl = s, ot Ad(f) désigne la conjugaison par f. Ainsi & un parameétre
inertiel modéré ¢ € ®,,(Ir,“G) on peut associer une classe de conjugaison semi-simple
dans é(@g) stable sous 9 o 1 ol P estAl’élévation a la puissance g-iéme. On a donc une
application @, (I, “G) — ((G(Qy))ss)"°?. Or nous savons que (T(Q,)/W) 5 (G(Q))ss,
ou W := N(T)/T désigne le groupe de Weyl de T, ce qui nous permet de définir l’application
O, (Ip, LG) — (T(Q,)/W)?¥. Réciproquement, prenons un élément de (T(Qy)/W)Po¥.
Ceci nous fournit un élément semi-simple s tel que ¥ o ¢(s) = w - s, ot w € W. Soit f un
relévement de w, qui est alors un élément semi-simple, on a alors ¢ o 9)(s) = Ad(f)(s), donc
on obtient un ¢ € ®,,(Ir,“G). Ceci nous montre que I'on a une correspondance

O (I, LG s (T(Q,) /W),

Soit s € (’T‘(@g)/W)5°¢, on peut représenter s par s = (ay,--- ,an), avec a; € Q,
(T ~ G"). Soit k € N, par définition on a 9*(s*") = s dans (T(Q,)/W)"%. Comme 9
est d’ordre fini, disons N, s?" = s dans (T(Q,) JW)?°% Donc il existe w € W tel que

N N

(@) ;- ,ah )=w- (a1, ,an). Or W est de cardinal fini, donc il existe k € N*, tel que
k EN EN

(" -+ ah ) = (a1, - ,a,). Ainsi Vi € {1, ,n}, a¥ ' = 1. Les a; sont donc des

racines p/-iémes de 1'unité (racines de I'unité d’ordre premier a p).

Notre groupe G étant F™"-déployé, il posséde une forme intérieure non-ramifiée. Cette
derniére permet de définir sur G*, le groupe dual de G sur k, une k-structure (et donc
un Frobenius F) en choissant un sommet hyperspécial dans I'immeuble. Le choix d’un
systéme compatible de racines de 1'unité (que I'on a fixé au début dans les notations) permet
d’identifier R R R

(T(Qp) /W) s (T*(k)/W)".
(Nous rappelons que T désigne le dual de T sur Q; et T* celui sur k. Ainsi ’f(@g) =
X*(T)®Q, et T (k) = X*(T)® k")

Or l'action de ¥ o 1 sur T*(k) correspond & I’action du Frobenius F (voir annexe B, ici

9 = 75'). Ainsi
(T*(R)/W)"*% = (T*(k)/W)" «— (G*(k)ss)"-
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En résumé nous avons montré

1.3.1.2 Proposition. La discussion précédente nous fournit une identification :
© (I, " G) +— ((G*(R))ss)"

Dans le but d’étudier les représentations a coefficients dans Z, nous avons besoin de
restreindre ®,, (I, *G). Introduisons Il(f) = ker{Ir — Zy(1)} qui est le sous-groupe fermé
maximal de Ip de pro-ordre premier a ¢. Sous l'identification de la proposition [1.3.1.2]
@m(Ig), LG) correspond aux s € (G*(k))ss)" d’ordre premier a £.

Pour unifier les notations, notons I ﬁ qui vaut Ir si A = Qy et I}f) si A = Zg. On obtient
alors

1.3.1.3 Proposition. L’identification de la proposition se restreint en :

®,,(IB, 1 G) +— {5 € (G*(k))ss)", s d’ordre inversible dans A}.

1.3.2 Classes de conjugaison dans les quotients réductifs des groupes
parahoriques

Nous venons de voir que ’on pouvait identifier les parameétres de I'inertie modérés avec
des classes de conjugaison semi-simples dans G*. Pour obtenir des systémes 0-cohérents
nous avons besoin de classes de conjugaison dans les quotients réductifs des groupes para-
horiques. Nous construisons alors dans cette section un systéme d’applications compatibles
((G.)ss)F = (G*(K)ss)F, pour o € BT.

Soit S un tore déployé maximal, tel que o € A(S, F), o A(S, F) est 'appartement
associé a S dans BT. Notons T un F-tore maximal F""-déployé contenant S (qui existe
par [BT84] 5.1.12). De plus par [Tit79] 2.6.1 A(S, F') = BT NA(T, F™"). Notons o1 I'image
canonique de o dans BT(F"™").

Notons W le groupe de Weyl étendu de G(F™), W = N(T)/T, le groupe de Weyl de
G(F") et W, le groupe engendré par les réflexions des hyperplans contenant o; dans
BT(F™). Nous avons W = W x T/°T, ou °T désigne le sous-groupe borné maximal de
T'. De plus W,, est un sous-groupe de W, on a donc une application W,, — W — W. Le
noyau du morphisme W = W x T/°T — W est un groupe sans torsion. Or W, est un
groupe fini donc 'application W,, — W est injective et nous permet de voir W,, comme
un sous-groupe de W.

Par [Tit79] 3.4.3, G5, est obtenu & partir de G, par changement de base. En particulier
Co‘l = Eg Xk E

Le tore S (resp. T) se prolonge en un tore de G,, S, (resp. 7T), défini sur op de fibre
générique Sy, = S (resp. To, = T'). Notons S, (resp T,) la fibre spéciale de Sy (resp Ty).
Alors T, est un tore maximal de G, défini sur k. De plus on a que To, =Ts X k.

Le groupe des caractéres de T,,, X*(T,,), est canoniquement isomorphe a X = X*(T),
on les identifiera désormais. De plus, par [Tit79] 3.5.1, le groupe de Weyl de G, associé a
To, est W,,. L’action de W, sur X*(T,,) coincide avec l'action de 'image de W,, — W

sur X*(T).
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On obtient alors :
6 F * F X F
((Go)ss)F = (To/Wo)F = (X @2 F")/War)
Le morphisme W,, — W induit
—x F —x F
(X @2k )W) = (X @2k)/W) .
Et de méme que précédemment, on a un isomorphisme
e F * (T F
(X @2 F)/W) = (G (R)s)"

On vient donc de construire une application

d =k

Yo ((GU)SS)F - (G*(%)SS)F-

1.3.2.1 Lemme. L’application 1[1(, est indépendante du choix du tore S.

Démonstration. Soit S’ un autre tore déployé maximal tel que o € A(S’). Nous utiliserons
la notation ’ pour les éléments se rapportant a S’.

D’aprés [BT84] 4.6.28, G, permute transitivement les appartements de BT (F™") conte-

nant o1. Ainsi, T et T’ sont conjugués par un élément g € Gy, , c'est-a-dire T = ¢Tg L.

Comme T et T’ sont deux F-tores, g vérifie que g~'F(g) € N(G, T), le normalisateur de T
dans G. La conjugaison par g, Ad(g), induit alors un isomorphisme X — X’ := X*(T').
De plus comme elle envoie A(T, F™") sur A(T', F™") et que les morphismes W,, — W et
W7, — W' sont définis & partir des racines, on a le diagramme commutatif

Wy —W

lAd(g) J{Ad(g)
ng —W

et donc le diagramme commutatif

_ F _ F
(X @z k)/Wa,) —= (X @z %)/W)
lAd(g) lAd(g)
_ F _ F
((X' oz k*)/ng) S ((X’ ®z kX)/W’)
L’application G, — G, envoie g sur un élément que I'on note g. De plus nous savons

que 'action par conjugaison par g qui envoie X, (T,) sur X,.(T',) coincide avec I’action
par conjugaison par g qui envoie X sur X'.

La conjugaison par g € G, d'un coté et par g € G de I'autre, induit les deux diagrammes
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commutatifs suivants (lemme [A.2)) :

(G = (X @2 F)/Wo) (X @ F)/W) —= (G (F)so)f

lAd(g) iAd(g)
. N _ F _ Foo L

((Go)es) == (X @2 B)/W5, ) (X' @2 )W) — (G (K)o
On obtient alors que le diagramme suivant commute :

i

(G)us)F = (X @ ) We, ) (X @ B)/W) = (6" (R)n)”

J{Ad(g) J{Ad(g)

=k

— F _ Fo o
((G)ss)* == (X' @2 F) /W, ) — (X' @2 F)/W') = (G*(k)uo)F
Ce qui nous montre le résultat. O

1.3.3 Classes de conjugaison dans un groupe fini

La partie précédente nous fournit des classes de conjugaison semi-simples géométriques
d’un groupe réductif connexe fini. Nous sommes plus intéressé par des classes de conjugaison
rationnelles. On rappelle alors ici le lien entre les deux.

Dans cette sous-section G désigne un groupe réductif connexe défini sur k. Pour un
élément semi-simple x € G, on note [z] sa classe de conjugaison, [z] € Ggs.

1.3.3.1 Lemme. Soit s € (Gss)". Alors il existe v € G:= G tel que s = [z].

Démonstration. s = [y] avec y € G. La classe de conjugaison s étant F-stable, il existe g € G
tel que F(y) = g~ 'yg. L’application de Lang, Lan : G — G définie par Lan(g) = g~ 'F(g)
est surjective d’aprés [CE04] Théoréme 7.1. Ainsi, il existe h € G tel que g = h~'F(h).
Alors

F(hyh™) = F(h)F(y)F(h) ™" = F(h)g~'ygF(h) ™" = hyh™

Ainsi z = hyh~! convient. O

1.3.3.2 Corollaire. L’application Gss — (Gss)F est surjective.

1.3.4 Systémes 0-cohérents de classes de conjugaison associés aux para-
métres de I’inertie modérés

On met bout a bout les résultats des sous-sections précédentes pour obtenir une
application qui & un paramétre inertiel modéré associe un systéme de classes de conjugaison
0-cohérent.

En composant la proposition|1.3.3.2} 'application 1/;(, et la proposition [1.3.1.2] on obtient

une application

o+ (G)as — ((Go)as)T 225 (G*(R)s)T =5 @ (I, LG).

g
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Soient o,w € BT tels que o < w. Nous avons vu que G, est un Levi de G,. Ceci nous
donne donc, comme dans la section , une application ¢ , : (G:J)SS — (G;) ss-

1.3.4.1 Lemme. Soient o,w € BT tels que 0 < w. Alors
Y =1 0 SOZZ,U
Démonstration. W, est le groupe engendré par les réflexions des hyperplans contenant w;

ou wy est 'image canonique de w dans BT(F™"). Or 01 < wy, donc un hyperplan contenant
wy contient aussi o et W, est un sous-groupe de W,,. Ainsi le diagramme commutatif

Wy, —W

|

W,

induit le diagramme commutatif

((x 22 7)) — ((x @aFy/m)

L

<(X Rz E /Wm)F

D’ou la commutativité de

(Gy)ss — ((Go)ss)F X VAL F X @7k )/W)
‘% ’ l /
(62)ss = ((Go)os)f —= (X 22 7)/W, )
et on a le résultat voulu. O

Soient g € G et 0 € BT, nous avons déja vu (au début de la section [1.2.3) que la
conjugaison par ¢ induisait deux applications

0ot (Gy)ss — (Gyy)ss,
@ ((Go)ss)" — ((Gyo)ss)
1.3.4.2 Lemme. Soient g € G et 0 € BT alors
Yo = Pgo © ‘P;,a-
Démonstration. Soit S un tore déployé maximal tel que o € A(S). Alors si l'on pose

S’ = Ad(g)(S), S’ est un tore déployé maximal tel que go € A(S’). La conjugaison par g
induit un isomorphisme de X vers X’. Le lemme nous donne le diagramme commutatif
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suivant :

(G))f —= (X @B/, )
sz,g lAd(g)
(Go)on)f —> (X' @2 %)/ Wy, )

La conjugaison par g envoie les racines affines pour S s’annulant sur o; sur les racines
/ . . .
affines pour S’ s’annulant sur goj. On a donc le diagramme commutatif suivant

Wy ——W
lAd(g) lAd(g)
Wooy —= W'

et
(X @2 k)W) N (X @n®)/w) ]

lAd(g) lAd(g)
((X’ @z k) /ng) J— ((X’ Rz %) /W')F

Enfin la conjugaison par g étant un isomorphisme intérieur sur G, le diagramme ci-

dessous commute (lemme |A.2))
— Foo e \F
(X @z k)W) —=(G"(R).)

J{Ad(g)

/ 7.% AF~ * T\ \F
(X @a B)/W') == (G (R)ss)
Mis bout a bout ces diagrammes donnent la commutativité de

*

(G)os — ((G3)oa)” —= (X @2 F) /W, ) —— (X @2 F)/W) = (G*(R)oo)f

l@;,(r ‘/‘P;U lAd(g) iAd(g)

% =k

Gyrdos —= (Gio)ea)” > (X @2 )Wy, ) — (X @ )W) (G* (R)on)”

ce qui finit la preuve. O

Construisons maintenant un systéme 0-cohérent de classes de conjugaison.

1.3.4.3 Définition. Soient ¢ € ®,,,(I%,*G) et o € BT. On définit le systéme de classes
de conjugaison Sy = (Sy »)oeBT PAr

R ()}
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1.3.4.4 Proposition. Soit ¢ € @m(lﬁ, L@). Le systeme S, est 0-cohérent.

Démonstration. La condition 1. de [1.2.3.1] est vérifiée par [1.3.4.2] et la condition 2. par
341 O

Ainsi par la proposition [1.2.3.5] si ’on note Repﬁ(G) = Repi¢’(G), alors

1.3.4.5 Théoréme. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F' et F™" -déployé. Alors
la catégorie de niveau 0 se décompose en

RepR(G) =[]  RepR(G).
$ELm (IH,LG)

Notons que si G est quasi-déployé alors il est non-ramifié et posséde donc un sommet
hyperspécial o. Dans ce cas, 'application wg est bijective, donc 1), est surjective et Rep A(G)
est non vide pour tout ¢ € O, (I, A LG). Cependant, lorsque G n’est pas quasi-déployé, les

catégories RepK(G) peuvent étre vides. Nous devons rajouter une condition de "relevance"

pour avoir Repﬁ(G) non vide, ce que nous détaillerons dans la partie m

1.4 Propriétés de Rep’(G)

Fixons dans toute cette section un paramétre inertiel modéré ¢ € ®,, (1 fp‘, LG). Le but
de cette section est d’étudier quelques propriétés vérifiées par Repﬁ(G). Rappelons qu’a
¢ nous avons associé dans la partie [1.3.4] un systéme 0-cohérent de classes de conjugaison
Sp, qui permet de définir ey = (e4.2)zeBT, Un systéme 0-cohérent d’idempotents défini par

s A
e(]b,iﬂ = ZS€S¢ T :

1.4.1 Lien entre les décompositions sur Z; et Q,
Au vu de la construction de Repﬁ(G) il est assez simple de comprendre le lien entre

A =Zy et A =Q, ce que nous faisons ici.

Considérons ici que ¢ € @ (Il(f),LG) Soit x € BTy et notons S, , I'ensemble des

s’ e (G )ss dont s la partie (-réguliére de s” est dans Sy ;. Alors par constructlon €px =

Zsesw % = Zs,e% €r 5@ Prenons s’ € (G,)ss et nommons ¢/ € B, (Ip,“G) le

paramétre inertiel qui lui est associé, c’est-a-dire ¢’ := 1),(s"). Soit s € Sy, (donc ¢, (s) = @),
. S ;. Ry . ) »

s est la partie ¢-réguliére de s’ si et seulement si qﬁ'#) ~ ¢. Le lien entre les décompositions

sur Zy et Q est alors clair

1.4.1.1 Proposition. Soit ¢ € @m(lg), L @), alors

Repg (@) NRepg, (G) =[] Rep%e(G
¢l

ot le produit est pris sur les ¢ € ®,,(Ir, Q) tels que qﬁil("]) ~ .
F
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1.4.2 Représentations irréductibles de Rep}(G)

Nous souhaitons dans cette partie décrire les représentations irréductibles qui sont dans

Repi(G).

Soit T un tore maximal non-ramifi¢ de G (T est un F-tore F""-déployé maximal de G).
Nommons Ty le tore de référence utilisé pour définir ¥ et G. Le tore T étant non-ramifié
il existe g € G™ tel que T™" = 9T3". Dans ce cas g~ 'F(g) € N(Tg",G™) et définit un
élément w € W. Ainsi “T ~ (wd) x To(Qy). Le choix d’un relévement w € NQTm G) de
w permet alors de définir un plongement “T < G par To(Qy) C G(Qy) et wid — (1, ).
Ce plongement dépend (méme a (A?r(@g)—conjugaison prés) du choix du relévement de w. 11
induit cependant une application

L@ (Ip, I'T) = @, (Ir, LG)

qui elle est indépendante des choix effectués car les parametres inertiels sont a valeurs dans
To(Qr) (ou G(Qp)).

Soit ¢ € @ (Ir, ¥ T). Notons X := X*(T). Nous avons vu dans les sections m
et que Pon a une bijection ®,,(Ip,LT) ~ (X ®z &k )F. Soit # € A(T, F") N BT,.
Nous savons que l'on a également un isomorphisme (X @z & )F ~ (T,)F ~ Hom(fi,@?).
On associe donc & ¢ de maniére bijective un caractére O : T; — @gx , qui se reléve en
un caractére de niveau 0 : O : oTF @; . L’association qui & ¢ donne Ot est alors la
correspondance de Langlands locale pour les tores restreinte a l'inertie.

1.4.2.1 Théoréme. Soit ™ € Irr@[(G) Alors m € Rep (G) st et seulement s’il existe
T un tore mazimal non-ramifié de G, ¢ € <I> (IF,LT) et v € A(T,F™) N BTy tels

que (¢pT) ~ ¢ et <7rG+' G (GT)> # 0 (ou 79 est vue comme une représentation de

Gy ~GS/GF et RE_I dészgne Uinduction de Deligne-Lusztig).

Démonstration. Par définition de Rep% (G), comme 7 est une représentation irréductible,
4
T E Rep% (G) si et seulement §'il existe z € BTy tel que ed),gﬂrG;CF # 0. Soit x € BTy,
4

alors par construction ey L% £ 0 est équivalent & 1’ex1stence d’une classe de conjugaison

rationnelle semi-simple s € Sy, telle que eca GE £ 0. Soit T, un k-tore maximal de
£

G, tel que s € (T,)F. Relevons T, en T un tore maximal non-ramifié¢ de G. Nous avons
que @ (Ip, PT) ~ (X @7k )F ~ (T.)F et donc s correspond & ¢ un paramétre inertiel

modéré de T. La discussion qui précéde le théoréme montre que s est également associé au
Gg
7@

caractére O : T — Qg La section |1.2.1|nous dit alors que e nGe # 0 si et seulement si

(w6, RS> (0m)) # 0.

On vient donc de montrer que m € Rep% (G) si et seulement s’il existe T un tore
£

maximal non—ramiﬁé de G, z € A(T,F™) N BTy, ¢t € ®,(Ir,*T) correspondant a
s € Sg tels que (¢ 7L9”( 1)) # 0. Pour achever la preuve du théoréme il ne nous reste

donc qu’a montrer que ¢ = ¢(¢r). Or cela découle du diagramme commutatif suivant
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(T3)° (Gp)ss

(X @z B — ((X @z F)/w,)

(X @z B — ((X @ EX)/W)F

~
~

(T*(k))" ———— (G"(k)ss)"

~ ~

®,,(Ip,T) L ®,,(Ir, ' G)

O

Notons que le théoréme précédent n’est énoncé que pour A = Q, puisque I'on peut
en déduire une description de Irrg (G) N Rep% (G) grace a la proposition [1.4.1.1] Notons
1

également que pour A = Zy, les objets simples de Rep% (G) sont
14

1. Les objets simples de caractéristique 0 qui sont les m € Irr@é(G) N Rep% (G) qui ne
12
sont pas entiéres.
2. Les objets simples de caractéristique £ qui sont les sous-quotients simples des
réductions modulo £ des m € Irrg (G) N Rep% (G) qui sont entiéres (voir le lemme
14

6.8 de [Dat05], les hypothéses peuvent étre supprimées ici car on est en niveau 0).

1.4.3 Condition de relevance

Nous avons noté précédemment que si G n’est pas quasi-déployé alors les catégories
Repi(G) peuvent étre vides. Nous allons montrer dans cette partie que Repj’i(G) est non
vide si et seulement si ¢ est relevant, au sens suivant

1.4.3.1 Définition. Soit ¢ € @(Iﬁ, LG) un parameétre inertiel. On dit que ¢ est relevant
s'il existe ¢’ € (I>(LG) une extension de ¢ & W/, qui est relevant, c¢’est-a-dire que si 'image
de ¢ est contenue dans un Levi de “'G alors ce dernier est relevant (au sens de [Bor79] 3.4).

Soit ¢ € ®(Wr, G) et posons ¢ := Pra- Pour w € Wg, 'action par conjugaison
de ¢(w) normalise ¢(I%) donc normalise également Cg(#)°, le centralisateur connexe de
I'image de ¢ dans G. On définit alors

M = Crg(Z(Ca(0)°)"?)
qui est un Levi de “G dont la partie connexe est M, := Ca(Z(Cq (¢)°)PWr)2),

G

1.4.3.2 Lemme. Soit ¢ € ®(Wr,LG). Alors toute extension ¢ € ®(LG) de p a W}, se
factorise par M. De plus il existe un ¢’ € o(L'G) étendant ¢ = ¢|1p ne se factorisant
par aucun sous Levi propre de M.
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Démonstration. Ici, on écrira plutét Wi, sous la forme Wp x SLy. On prendra garde
cependant & prendre la bonne "restriction" de Wg x SLy & Wpr qui est donnée par le
plongement Wr < Wg x SLa, w — (w, diag(|w|'/?, |w|~'/2)). Néanmoins, cela ne fait pas
de différence lorsque 'on prend les restrictions a l'inertie.

Prenons ¢’ € ®(*G) une extension de . Par définition M., contient ¢(Wg). De plus,
¢'(SL2) est contenue dans Cg(¢)° donc ¢'(SLa) € M, et par conséquent ¢’ (Wr) € M.

Construisons maintenant un ¢’ ne se factorisant par aucun sous Levi propre de M.,.
Un Levi minimal de M, factorisant ¢’ est obtenu en prenant le centralisateur dans M.,
d’un tore maximal de Cyy, (¢')°. Ainsi pour prouver la propriété demandée, il nous suffit
de fabriquer un ¢’ tel que Cyy,(¢')° € Z(M.,,).

Soit ¢ € ®(Ir,G). Prenons ¢ étendant ¢ tel que I’automorphisme semi-simple 6 de
conjugaison par ¢(Frob) préserve un épinglage (Cg(¢)°, B, T, {Za}aeca) de Cg(4)°. On
définit go"WF = ¢ (ici on considére la restriction naive de Wg x SLg & Wr) et goi s, | SLo —
Cga(¢)° le morphisme principal de SLy & valeur dans Cg(¢)° associé a I'épinglage choisi.
Nous avons alors que Cé(ga’)" = CC@(so)"(SOT SL2)° = Z(C@(go)o)o. Pour achever la preuve il
ne reste donc qu’'a montrer que Z(Cg(y)°)° = Z(C@(gb)o)‘p(WF)’o. En effet, on aura alors
le résultat voulu puisque Cay, (¢')° € Cg(¢)° = Z(Cg(9)°)PWVr)e C Z(M,).

Notons que Cg(¢) = C’@(gp)e. Pour simplifier les notations on pose H = Cg(¢). Il nous
reste donc & prouver que Z(H%°)° = Z(H°)%°. Calculons les centres ici présents. Nous
avons que Z(H®) = Ngea ker(a) et par conséquent Z(H®)?° = ((Naea ker(a)) N T%°)°.
Comme 6 préserve un épinglage, on a également grace au théoréme 1.8 (v) de [DM94],
Z(H?°) = Naeayo ker(ao.0) = Naeayg ker(a) N T%°, d’ott le résultat voulu. O

On appelle tore maximal de “G un sous-groupe 7 de “G qui se surjecte sur <1§> et dont
Pintersection 7° avec G est un tore maximal de G. Pour un tel tore, on notera T:=7°
sa partie connexe. Nous avons la suite exacte suivante : T~ T — <1§> Le tore T agit
par conjugaison sur T et donc, on en déduit une action de (5> sur T qui nous permet de
définir une F-structure sur T le dual de T. On dira qu’un tore maximal T est relevant si le
plongement TG correspond dualement & un F-plongement T — G. Enfin, on dira que
T est elliptique dans “G si T n’est contenu dans aucun Levi propre M de “G ou de facon
équivalente si Z(T)° = Z(LG)e.

1.4.3.3 Lemme. Soit M un Levi de £ G.

1. Si M contient T, un tore mazimal relevant, alors M est relevant.

2. Si M est relevant et T est un tore maximal elliptique de M alors T est relevant.

Démonstration. 1. (Dat) Notons (M°®)4 I'abélianisé de M° qui est un tore. Le groupe
M agit par conjugaison sur M° donc sur (M?)g,. Cette action est triviale sur M°
donc nous donne une action de <1/9\) sur (M®)q. Le plongement 7° — M?° induit
alors un morphisme <z/9\>—équivariant T° — (M°)ap. On obtient ainsi dualement un
F-plongement S < T. Si T est relevant, on peut choisir un plongement T — G
rationnel, et alors Cg(S) est un Levi rationnel, dual de M, qui est donc relevant.

2. Le tore 7 de M nous fournit dualement un plongement T < M4, ott My, est la

forme quasi-déployée de M, un F-sous-groupe de Levi de G dual de M. Comme T
est elliptique, le rang déployé de T est le méme que celui du centre de M4, et par
conséquent T est elliptique. Ainsi, il se plonge dans toutes les formes intérieures de
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M_q (voir par exemple [Kall6] lemme 3.2.1) donc en particulier dans M et donc T
est relevant.
O

1.4.3.4 Lemme. Soit ¢ € ®(Wp,*G). Notons ¢ = ¢y, et posons C := Cg(¢)°0(Wr)
qui est un sous-groupe de U G. Alors il existe T C C un sous-tore mazimal de C tel que

Z(T)° = Z(C)°.

Démonstration. Notons 6 la conjugaison par ¢(Frob) qui est un automorphisme semi-simple
de C := Cg(¢)°. Prenons alors (T, B) une paire de Borel de Cga(¢)° stable sous 6 (existe
par [Ste68| théoréme 7.5). Nous pouvons écrire C sous la forme C := C x (#). On forme alors
T =T x (0) qui est un tore maximal de C. Nous allons modifier 7" pour le rendre elliptique.
Toute section 7 de la suite exacte NC(’T‘) — NC(T) — () (la notation NC(T) signifie le
normalisateur de T dans C et idem pour Nc('f) avec C) nous permet de définir un tore
maximal 7, par T, := T n((#)). Une section n est donnée par n(#) = ngh ot ng € NC('T‘).
On prend alors pour ng un élément de 6-coxeter, c’est-a-dire un élément du groupe de Weyl
formé en prenant un produit de réflexions simples, une pour chaque orbite sous 6. Il découle
alors du lemme 7.4 (i) de [Spr74] que le tore que 'on obtient est elliptique, ce qui achéve la
preuve. [l

Rappelons nous que dans la section [1.4.2] nous avons fixé un tore maximal de référence
Ty, qui nous a permis d’associer & T, un tore maximal non-ramifié de G, un élément w € W,
un tore ALTA: Ty x (w@) et un plongement ¢ : “T < IG en choisissant un relévement
w € N(Toy,G) de w.

1.4.3.5 Proposition. Soit ¢ € ®,,(Ir,*G). Alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
1. ¢ est relevant
2. Il existe T un tore mazimal non-ramifié de G et ¢pp € ®,,,(Ip, *T) tel que ¢ ~ 1o op
ot tT— L@

3. Rep% (G) est non vide
£

Démonstration. 1’équivalence (2) < (3) est donnée par le théoréme [1.4.2.1 Montrons
(1) & (2).

Supposons ¢ relevant. Par définition, il existe ¢’ : Wj — LG relevant qui étend ¢.
Notons ¢ = QOTWF' Alors le lemme [1.4.3.2| nous dit que M, factorise ¢ et est donc un

Levi relevant. Le lemme [1.4.3.4] nous fournit 7" un tore maximal de C := Cg(9)°¢(Wr)
tel que Z(7)° = Z(C)°. Comme C C M,, on a également que 7 est un tore maximal de
M. Maintenant Z(7)° = Z(C)° C Z(M,)° et comme T est un tore maximal de M, on a
aussi Z(M,)° C Z(T)° et par conséquent Z(M,,)° = Z(T)°, c’est-a-dire que T est un tore
maximal elliptique de M,,. Le lemme (2) nous dit alors que 7 est un tore relevant.
De plus comme 7 C C, ce tore factorise ¢ et l'on a (2).

Supposons maintenant qu’il existe T C G un tore maximal non-ramifié de G et
¢1 € ®,,(IF, I'T) tel que ¢ ~ 1 0 . On rappelle que T = Ty x (wd). Le paramétre ¢r
se prolonge en @1 € @(WF,ET) et on pose p = vopr € (W, LG) qui est une extension
de ¢ & Wr. Ainsi I'm(¢) C Tp, donc Ty € Cz(¢)° et donc Ty € M. Nous avons également
que W = p(Frob) € M. Ainsi ¢(ET) C M, et le lemme (1) nous dit alors que My
est relevant. De plus, le lemme nous construit ¢’ € ®(“G) un parameétre étendant ¢
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et tel que M, soit un Levi minimal contenant son image. Comme M, est relevant, on en
déduit que ¢’ est relevant et donc que ¢ est relevant. O

1.4.3.6 Théoréme. Soit ¢ € &,,(I%, L' G). Alors Repi(G) est non vide si et seulement si
¢ est relevant.

Démonstration. La proposition [1.4.3.5 nous donne le résultat lorsque A = Q,. Pour le cas

général, notons que par la proposition [1.4.1.1} Repi(G) est non vide si et seulement s’il
existe ¢' € ®,,(Ir, ' G) tel que gbiIA ~ ¢ et Repi(G) est non vide, si et seulement s’il existe
F

¢’ € ®,,(Ir, *G) relevant prolongeant ¢, si et seulement si ¢ est relevant. O

1.4.4 Compatibilité a I'induction et a la restriction parabolique

Cette sous-partie & pour but d’étudier le comportement des catégories Repi(G) vis a
vis de I'induction et de la restriction parabolique.

Jusqu’a présent, nous avons considéré I'immeuble de Bruhat-Tits semi-simple, puisque
celui-ci est muni d’une structure de complexe polysimplicial. Cependant dans cette section,
nous souhaitons comparer 'immeuble d’un Levi et celui de G. L’immeuble de Bruhat-
Tits "étendu" semble alors plus approprié. Cela ne fait pas une grosse différence. En effet
nous traitions la structure polysimpliciale de facon purement combinatoire. De plus, les
idempotents ey , auraient tres bien pu étre définis pour un point quelconque = de I'immeuble,
on aurait alors eu que eg, = €45, ol o est le plus petit polysimplexe contenant x. Ainsi,
dans cette partie seulement, on utilisera I'immeuble de Bruhat-Tits "étendu", que 'on
notera BT¢(G).

Soit P un F'-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur F'. Prenons
S un tore déployé maximal de G contenu dans P et notons T son centralisateur dans G.
Il existe alors un unique relévement de M en un sous-groupe de G contenant T. Notons
@ le systéme de racines de G relativement & S et ¢y C @ celui de M. L’appartement
A5, (S, F) de BT¢(M) relativement & S est égal a A° := A°(S, F') mais en ne gardant que
les murs associés aux racines affines dont la partie vectorielle est dans ¢ps. Soit x € A,
alors M2 = M NGS et MF = M NG} (voir [MP96] section 4.3). Rappelons que l'on a déja
défini M, ~ M?2/M et posons P, I'image de P, := PN GS dans G,.

1.4.4.1 Lemme. P, est un sous-groupe parabolique de G, de quotient de Levi M,.

Démonstration. Notons ¢p le sous-ensemble de ¢ des racines « telles que P soit engendré
par T et les U,, a € pp. Notons maintenant ¢, (resp. ¢p,, resp. ¢ ) les racines affines
passant par = et dont la partie vectorielle est dans ¢ (resp. pp, resp. par). Alors ¢, (resp.
©Pz, T€SP. Purz) est le systéme de racine de G, (resp. P, resp. M) relativement a S,.
Choisissons maintenant une forme linéaire f : X*(S) — R telle que pp = {a € ¢, f(a) > 0}
et o = {a € ¢, f(o) = 0}. Les sous-ensembles pp, et par, vérifient alors pp, = {a €
¢z, f(a) >0} et oz = {a € g, f(a) = 0}, ce qui montre que P, est bien un parabolique
de G, de quotient de Levi M. O

Considérons M un dual de M sur @Q; muni d’un plongement ¢ : “M < LG (voir [Bor79)
section 3.4), qui induit une application ®,,(I%, M) — &,,(I%,'G).
Commengons par vérifier la compatibilité & la restriction parabolique.
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1.4.4.2 Théoréme. Soit ¢ € @m(Iﬁ, L@). Alors pour tout sous-groupe parabolique P de
G ayant pour facteur de Levi M, on a

r8(RepR(G)) C [ Rep3™ (G)
dm

ou le produit est pris sur les ¢y € @m(Iﬁ,L]\/[) tels que Lo ¢pr ~ ¢ et rg désigne la
restriction parabolique.

Démonstration. Soit V € Repi(G). La restriction parabolique préserve le niveau donc
rG(V) € Rep} (M). 11 nous suffit donc de montrer que pour = € A5, et ¢' € ®,, (I, M)
tel que 1o ¢’ # ¢, on a ey ,75(V) = 0.

Nous avons T%(V)M; o~ rgm(VG;r) (voir [Dat09] propositions 3.1 et 6.2), donc

+ C +
e aEVIME = e 1S (VD) = g1 478 (€100 (VEF))

(la derniére égalité provient de|1.2.1.2)). Or par hypothése ¢ o ¢’ # ¢ donc eLoqy,x(VG;) =0
d’ou le résultat. ]

Passons maintenant a 'induction parabolique.

1 4.4.3 Théoréme. Soit ¢y € O, (12,1 et notons ¢ € O, (I8, L'G) son image par
(IA M) — @ (Iﬁ, L@). Alors pour tout sous-groupe parabolique P de G ayant pour
facteur de Levi M, on a

i%(Rep}™ (M)) C Rep§(G)
ot zP désigne ["induction parabolique.

Démonstration. Cela découle du théoréme [1.4.4.2 et du fait que T‘g est adjoint & gauche de
i%. O
1.4.4.4 Proposition. Soit ¢ € ®,,(I5,LG). Alors si ¢ est discret (c’est-a-dire ne se
factorise pas par un Levi rationnel propre) toutes les représentations de Repﬁ(G) sont
cuspidales et toutes les représentations irréductibles de Repﬁ(G) sont supercuspidales.

De plus, si G est quasi-déployé, on a la réciproque pour la cuspidalité, c’est-a-dire que
@ est discret si et seulement si Repi(G) ne contient que des cuspidales.

Démonstration. La cuspidalité découle immédiatement du théoréme Pour la super-
cuspidalité, remarquons que si ¢ est discret, alors le théoréme montre qu'une induite
n’as pas de composante dans Repﬁ(G) et donc n’a pas de sous-quotient irréductible dans
Rep$ (G).

Maintenant si G est quasi-déployé et que ¢ n’est pas discret, alors Repﬁ(G) contient
des induites d’aprés le théoréme (nous utilisons ’hypothése quasi-déployé pour dire
que ces facteurs sont non-nuls). O

Si G n’est pas quasi-déployé I’équivalence peut étre fausse, comme le montre 'exemple de
G = D* ou D est une F-algébre a division de dimension finie. Alors toutes les représentations
sont cuspidales, en particulier Rep}\(G) ne contient que des cuspidales.

Avoir ¢ discret n’est pas une condition nécessaire pour avoir des cuspidales (supercuspi-
dales) dans RepK(G). En effet, toute cuspidale unipotente se retrouvera dans Repj (G).
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Soit ¢y € @m(lﬁ,LM) et posons ¢ = 1o Py € @m(I?,LG). Nous venons de voir que
i% réalise un foncteur
Repd)M(M) — Repi(G).

La catégorie RepiM (M) est un facteur direct de RepQ (M), on a donc un foncteur eg,, :

G7¢M

Rep} (M) — Repj{M (M). Définissons fr’g’qﬁM = ey, 015, de sorte que 3" *M soit un foncteur

rg’d)M : Repi(G) — Rep‘z)M (M).

G, oM

1.4.4.5 Lemme. Le foncteur rp est adjoint a gauche de iIGD.

Démonstration. Soient V € Repﬁ(G) et W e Rep M(M). Nous savons déja que r$ est
adjoint a gauche de i%, donc Hom(r$(V), W) = Hom(V,i%(W)). Maintenant Rep‘bM (M)

est un facteur direct de Rep (M) de sorte que Hom (r$(V), W) = Hom(r P’¢M (V),W) et
on a le résultat. 0

1.4.4.6 Théoréme. Notons Cg(¢) le centralisateur dans G de limage de ¢. Alors si
Cale) C L(]W) la paire de foncteurs adjoints (i, T‘P’d)M) réalise une équivalence de catégories
entre Repi™ (M) et RepA(G).

Démonstration. Soit V € Rep¢M (M). Par adjonction, nous avons une application r4i% (V) —
V. Le lemme géométrique nous dit qu’elle est surjective et que son noyau W, admet une fil-
tration dont les composantes du gradué associé sont isomorphes a (i%mw l,pou;o7“ff[_1PmM)(V)7

ol w parcourt un ensemble W¥ de représentants particuliers dans G des doubles classes
Wi \W/Wys ne contenant pas la classe triviale (W est le groupe de Weyl de M). Nous
souhaitons montrer que ey, (W) = 0.

Prenons donc w € WY et montrons que

€¢M((i%ﬂwp cwo Ti\zj—lpﬂM)(V)) = 0.

Identifions les paramétres inertiels avec des classes de conjugaison semi-simples F-stables.
Ainsi ¢y correspond a s € (M%,)F et on note Rep} (M) pour Rep¢M (M). Par le théoréme
1.4.4.2)

7’—1

per(V) € H Rep} ( “MN M)
ou {s1,-+,8,} est 'image réciproque de {s} par l'application ((qu N M):S)F — (M:S)F.
Donc .
V) € [[Rep,™ (M n“M).
i=1

M
WoT,—1py(

Enfin par le théoréme

m

- M M t;
(irwp owority (V) € [ ] Repjy (M)
i=1
oil {t1,--- ,ty} est limage de {¥sq,---,"s,} par I'application (M N*“M)%)F — (M%)F.
On veut donc montrer qu’aucun des t; n’est égal & s. Supposons le contraire et que
I'on ait un ¢ tel que t; = s. Par construction, ¢; est dans 'une des classes de conjugaison
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sur M* des “(s;), donc il existe g € M* et j € {1,--- ,n} tels que t; = 9(s;). De méme

par construction des s;, il existe h € M* tel que s; = hs. Donc s = t; = 9%h(s) et

gwh € Cg=(s) € M* (par hypothése), ce qui est absurde car w ¢ M*. Ceci nous montre
G7¢M

que eg,, (W) =0 et donc que 75" ip(V) = V est un isomorphisme.

Montrons maintenant que le foncteur Tﬁ’¢M est conservatif. Ceci nous permettra de

conclure grace au lemme [1.4.4.7] ci-dessous. Comme les catégories considérées sont abéliennes
et que rg’¢M est exact, il nous suffit de montrer que si V' # 0 alors T'g’d)M (V) #£0.

Prenons donc V € Repﬁ(G) tel que V' # 0. Il existe x € A° tel que ey, V # 0. Notons
s € (M*,)F la classe de conjugaison semi-simple correspondant & ¢,;. Comme epaV # 0,

il existe s, € (M)ss dont I'image par (M)F, — (M*,)F est s et telle que eS;”AVG;r # 0.
L’hypothése Cg+(s) € M™* peut se retraduire, si I'on voit s comme un élément de T,
de la maniére suivante : si w € W est tel que ws = s alors w € W)y, Or application
(M:)Ss — (MZ,) est définie par T;/WMJ; — T /Wi et comme Wy, = Wi N W, on en
déduit que s, vérifie les mémes hypothéses que s, c’est-a-dire Cﬁ;(soc) - M;

Maintenant, nous avons vu dans la preuve du théoréme que

_ P - N
e rB(V)ME o el e (€07, (V).

Sz, z "\ Sz

En notant TEI’S“” le foncteur M=, 7Gx

P, so, A, O @

71 a-c‘— ~ 617317 727 :ck
Mo (FE (V)M o St (8 (VG Y),

Sz,

Comme Cg+(s2) € M:, le théoréme B’ de [BRO3| nous dit que ng,sw réalise une équivalence

de catégories. En particulier il est conservatif et comme eSC; A(VGI) #0on a

71 ;L ~ Cwasw 71 j
o (FE(V)M e r2m (637 (VOR)) # 0

et donc r}GD"z)M (V') # 0 ce qui achéve la preuve. O

1.4.4.7 Lemme. Soient C, D deux catégories et F' : C — D un foncteur. Si F' est conservatif
et admet un adjoint & droite (ou a gauche) pleinement fidéle, alors F' réalise une équivalence
de catégories.

Démonstration. Soit G un adjoint a droite. Le cas d’un adjoint & gauche se traite de la méme
maniére par dualité. Le foncteur G étant pleinement fidéle, le morphisme « : FG — idp
est un isomorphisme naturel. Nous devons montrer que 3 : ide — GF est également un
isomorphisme. Par les axiomes d’adjonctions, la composition

F(z) ™% FaF(e) ™9 F(z)

est idp(y) pour tout z € C. Comme « est déja un isomorphisme, on en déduit que F'(3;)
est un isomorphisme, et donc que (5, est un isomorphisme puisque F' est conservatif. [
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1.4.5 Compatibilité a la correspondance de Langlands

Dans cette partie nous prendrons A = Q. La correspondance de Langlands locale prédit
une application a fibres finies Irr@e(G) — ®(FG), 7 = .. Dans des cas oil elle est connue,
nous souhaitons vérifier que la décomposition du théoréme [1.3.4.5] est bien compatible a
cette derniére, c’est-a-dire que si ™ € Irr@[(G) est une représentation de niveau 0 alors
TE Rep%[(G) avec Qrir, ~ ¢

La correspondance de Langlands est connue dans plusieurs cas dont : les tores (prouvé
par Langlands lui-méme), les représentations unipotentes des groupes p-adiques adjoints
(|Lus84], [Lus02]) et les groupes classiques ([HT01] [Hen00] [Art13] [Mok15] [KMSW14]).
La compatibilité a la correspondance de Langlands pour les tores est contenue dans le
théoréme [1.4.2.1] Pour ce qui est des représentations unipotentes, par construction, elle
appartiennent toutes a Rep}@(G). Par conséquent, dans cette section nous examinerons le

cas des groupes classiques. Notons que G = GL,, a déja été fait dans [Dat18al section 3.2.6,
on se concentrera ici sur les autres cas. Dans le but d’utiliser les résultats de [LS16], nous
supposerons de plus que F' est de caractéristique résiduelle impaire.

Commencons par expliquer ce que 1’on entend par un groupe classique. Soit F’ une
extension de degré au plus 2 de F' et k' son corps résiduel. Notons o le générateur du groupe
de Galois de F'/F et Npip - F'* — F* Dapplication norme. Fixons un signe ¢ = +1
et soit (V,h) un espace F’/F-e-hermitien non-dégénéré. Dans cette partie G := U(V)°
est la composante connexe du groupe des F-points du groupe réductif déterminé par
(V, h), c’est-a-dire U(V) := {g € Autp/(V), h(gv, gw) = h(v,w) pour tout v,w € V} et
U(V)°:={9 € U(V),Np pdetp/(g) = 1}.

La correspondance de Langlands pour les groupes classiques (restreinte a Wr) est
compatible a I'induction parabolique (voir [Moul5| théoréme 4.9). Il en est de méme pour

Rep% (G) d’apreés la section |1.4.4] Nous pouvons ainsi nous restreindre ici aux représen-
4

tations irréductibles cuspidales. On pose A(G) l'ensemble des classes d’équivalence des
représentations irréductibles cuspidales de G' et Ajg)(G) le sous-ensemble des représentations
de niveau 0. Soit p une représentation irréductible cuspidale de GL,,(F”). On définit la
représentation p° de GL,, (F") par p°(g) = p(‘a(g7!)), ot tg désigne la transposée de g. On
dit alors que p est auto-duale si p” ~ p et on pose AZ(F’) Pensemble des représentations
irréductibles cuspidales auto-duales de GL,,(F"), A7(F’) := Up>1.A%(F') et A[UO](F’) le
sous-ensemble de A7 (F’) composé des représentations de niveau 0.

Notons H = H-@®H™ le plan hyperbolique, ¢’est-a-dire, H* est un F’-espace vectoriel de
dimension 1 de base e+ et H est muni de la forme hy donnée par hy(A_e_ +Aiey, p_e_+
pieyr) = A_o(puy) + eAyo(p—). Pour un entier n > 0, on pose V,, := V @& nH muni
de la forme h, ;= h® hyg @ --- ® hgy et Gy, := U(V,,)°. Le stabilisateur dans G,, de la
décomposition V,, = nH~ &V @& nH™ est un sous-groupe de Levi M,, de G, et 'on a un
isomorphisme M,, ~ GL,,(F’) X G. Le stabilisateur de nH~ est quand & lui un sous-groupe
parabolique P, de G,, de facteur de Levi M,,. Ainsi si p € AZ(F’) et m € A(G), on peut
former p ® m que 'on considére comme une représentation de M,. Définissons pour s € C,
I(p,7,s) = iIGD:p | det(-) |3 @

1.4.5.1 Théoréme (|Sil80], théoréme 1.6). Si I(p, 7, s) est réductible pour un certain s € R
alors il existe un unique réel positif s;(p) tel que, I(p,,s) est réductible si et seulement si
s =ts:(p).
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Si I(p,m,s) est irréductible pour tout s € R, on pose alors s;(p) = 0. Définissons alors
I'ensemble de Jordans Jord(m) par

Jord(m) := {(p,m) € A7(F') x N*,2s.(p) — (m + 1) € 2N}

Rappelons que comme G est un groupe classique on a la correspondance de Langlands
locale, Irr@e(G) — ®(L'G), m — . Jusqu’a présent nos paramétres de Langlands ¢ €

®(EG) éstaient de la forme ¢ : Wi — LG(Qy) avec Wi = Wg x Q. Dans cette section
seulement, on considére une autre version du groupe de Weil-Deligne : W}, ~ Wr x SLa(Qy).
Ainsi les paramétres de Langlands sont de la forme ¢ : Wr x SLa(Q,) — “G. Notons N, g la

dimension de I'espace vectoriel sur lequel agit naturellement (A“i Alors si p : Wp xSLo Q) —
LG est un paramétre de Langlands, on notera ¢ : W x SLa(Q,) — GLNé(QZ) lapplication

obtenue en restreignant ¢ & Wgs et en la composant avec G — GL Ng (Qy). Il est attendu
(et connu au moins dans le cas ot G est quasi-déployé, voir par exemple [Moel4]) que le
paramétre @, soit décrit grace a I'ensemble de Jordan Jord(w) de la fagon suivante

1.4.5.2 Théoréme (|[Moeld]). Si G est un groupe classique quasi-déployé et m € A(G),
on a

(’bﬂ_ e @ gOp ® Stm
(p;m)eJord(m)

ou p, est la représentation irréductible de Wrr correspondant a p via la correspondance de
Langlands locale pour GL,, et st,, est la représentation irréductible m-dimensionnelle de

SL2(Qy).

Le résultat précédent étant connu dans le cas ou G est quasi-déployé et le théoréme
nécessitant ’hypothése F""-déployé, nous nous limiterons ici au cas ou G est un
groupe classique non-ramifié, c’est-a-dire un groupe spécial orthogonal impair SOg, 41, un
groupe spécial orthogonal pair SOg, (groupe spécial orthogonal déployé) ou SO3,, (groupe
spécial orthogonal quasi-déployé associé a une extension quadratique non-ramifiée F’/F),
un groupe symplectique Sp,,, ou un groupe unitaire U, (F’/F) ou F’ est une extension
non-ramifiée de F'.

Pour comprendre ¢, nous avons donc besoin de comprendre Jord(rw) et en particulier
sz(p). Nous allons pour cela nous appuyer sur les résultats obtenus dans [LS16].

Soit m € Ajg)(G). 1l existe alors z € BTy et s € (G)ss tels que e

o5 7G% . Comme nous
7 Qe

sommes dans le cas ot G est un groupe classique, le groupe G, se décompose en un produit
de deux groupes G; >~ G;1 X Gy 2, oit les G, ; sont des groupes classiques (voir par exemple
[LS16] section 2). Ainsi s correspond via cet isomorphisme a (s1,s2) ou s; € (G:”) ss- S0it
P € K/[X] un polynéme unitaire. Désignons par 7 le générateur du groupe de Galois

Gal(k'/k). On définit P7(X) := 7(P(0)) ' X%9(P)7(P)(1/X) et on dit que P est auto-dual

si P = P7. Le polynéme caractéristique Ps, de s; est alors un polynéme unitaire auto-dual

et on I'écrit (comme dans [L.S16] section 7) Py, (X) = [[p P(X)“g), ott le produit est pris

sur I'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles auto-duaux sur &’ (une telle écriture est
possible car la série de Deligne-Lusztig associée a s; contient une représentation cuspidale
et que si P, contenait un facteur de la forme P(X)P7(X) avec P irreductible et P # PT
alors le centralisateur de s; dans (CZZ) ss serait contenu dans un Levi rationnel propre).
Soit p une représentation irréductible cuspidale auto-duale de niveau zero d’un certain

GL,(F"). Notons G’ = GL,(F"). Comme précédemment nous avons l'existence d'un y €
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7%

Yy

. . .o vall G /
BTy(G', F’) et d'une classe de conjugaison semi-simple s, € (G ;)55 telle que e 5 Gy
P

p
4
Notons qu’ici G'Z ~ GL, (k). Associons de méme a s, son polynome caractéristique @ qui
est un polynéme unitaire irréductible auto-dual de degré n.

1.4.5.3 Théoréme (|LS16| section 8). Notons p' € A9 (F') l'unique (& équivalence pres)
twist non-ramifié (non-équivalent) de p qui est auto-dual. Alors pour G un groupe classique
non-ramifié, on a

[5x(0)*) + L3n(6)?) = ) + )

sauf si G = Spy,, et Q(X) =X — 1 ou dans ce cas on a

[52(p)?) + L52(0)?) = aly_y +aly_py — 1.

Les résultats dans [LS16] sont exprimés en termes de polynomes auto-duaux. Nous nous
utilisons plutot des classes de conjugaisons semi-simples. Nous souhaitons donc faire le lien
entre les deux.

Soit H un groupe du type GL,,, Sps,,, SO2,+1 ou SOy, sur k. On considére son plonge-
ment naturel H C GLy ou N est en entier naturel (N = n pour GL,,, N = 2n + 1 pour
SO2p,41 et N = 2n pour Spy,, ou SOgy,). Soit s € Hgs une classe de conjugaison semi-simple.
Celle-ci donne lieu a une classe de conjugaison semi-simple de GLy et 'on peut considérer
P son polynoéme caractéristique.

1.4.5.4 Lemme. Une classe de conjugaison géométrique semi-simple s € Hss est caracté-
risée par son polyndme caractéristique P.

Démonstration. Traitons H = Sp,,,, les autres cas étant similaires. On a donc N = 2n. Soit

T le tore déployé de Spy,,, c’est-a-dire T = Diag(a,--- ,an,a; ', ,al_l), a; € k. Nous
pouvons supposer que s € T et donc écrire s = (ay, -+ ,a2,) avec apy; = a;ii_H pour
1 <4 < n. Prenons s = (b1, ,bap) € T une autre classe de conjugaison semi-simple

géométrique de H ayant pour polynoéme caractéristique P. Nous souhaitons donc montrer
que s et s’ sont conjuguées dans H. Comme ce sont deux éléments de T cela est équivalent au
fait qu'il existe w € W(H), le groupe de Weyl de H, tel que w-s’ = s. Rappelons que W (H) ~
Sp X (Z/2Z)™. Comme s et ' ont méme polyndme caractéristique, il existe une permutation

0 € Sy telle que by = ay(;). Comme s € T, {ay(1),"** ,ag(2n)} = {aF, -+ ,af} (comptés
avec multiplicités), donc il existe i € {1,--- ,n} tel que a1y = a;t. Posons 7(1) = i. Comme
s' €T, ay(on) = ban = byt = a;(ll), donc {ag(2), " ; Gg(2n—1)} = {afc, 1<i<n,i#7(1)}.

On construit donc par récurrence une permutation 7 € S, telle que a, ;) = af(i), pour
1 <4 < n. Dit autrement, on vient de fabriquer un élément w € W (H) ~ S, x (Z/27Z)™ tel

que b; = a,(;) = w - a;, donc tel que s’ = w - s ce qui achéve la preuve. O

Soit x € BT et s € (C;) ss- Lia classe de conjugaison s correspond comme précédemment

a (s1,s2), si € (G;Z) ss qui ont pour polynodmes caractéristiques Ps, et Ps,. Dans la section
*

on a construit une application 1, : ((G,)ss)" — (G*(k)ss)". Nommons 5 := t),(s)
I'image de s par cette application.

1.4.5.5 Lemme. Notons P; le polynome caractéristique de § alors on a :
1. Si G # Sp,y,, : P5(X) = Ps, (X)Ps,(X)
2. 51 G= Sp2n : P§(X) = PS1(X)P52(X)/(X - 1)
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Démonstration. Traitons par exemple le cas ot G = Sp,,, est un groupe symplecthue
Dans ce cas Gy, = Span, (k) (avec n1 +nz = n). On a G* = SOg,41 et G = SO, +1-

Notons T* le tore déployé de G* et T celui de Gzi. On peut alors con81derer que s € G*,
si € T et donc écrire

S; = (La(li)v T 7a(ii)7 (agi)>_1a o ?(agi))_l)'

On obtient alors que

- 1 _ 2)\— _ 1)\ —
s=a" a6l 0l (@) @) @) @)
d’ou le résultat. On fait de méme avec les autres cas. O

1.4.5.6 Théoréme. Supposons que G est un groupe classique non-ramifié et p # 2. Soient
™ € Irrg, (G) une représentation de niveau 0 et ¢ € ®,,(Ip, " G) tel que T € Rep%@(G).
Notons o, le parametre de Langlands associé a 7 via la correspondance de Langlands locale
pour les groupes classiques. Alors og 1, ~ ¢.

Démonstration. La section [I.4.4] permet de nous ramener au cas ou 7 est cuspidale. Le théo-
rémenous dit alors ¢, = @(p m)eJord(r) ©p@sty, donc Or|lp = @(p7m)ejord(,r) MPp| [
Comme }_, , m)eord(x) M = LSz (p)?] (ou -] désigne la partie entiére inférieure) on ob-
tient @q 7, = @pGAﬁ)] Lsx(p)*]@p1,- Notons [p] la classe d’inertie de p de sorte que

[p] VA7 (F") = {p, p'}. Les deux parameétres de Langlands ¢, et ¢, ont la méme restriction
a l'inertie donc @7, = @[p](Lsﬂ(,o)QJ + Lsz(p')])@pi1,- Notons t € (G:,)F la classe de
conjugaison semi-simple associée a Or|lp-

Reprenons les notations précédentes, m nous fournit un x € BTy et un s € (EZ) ss
correspondant & (sy, s2), s; € (G, )ss- On définit également § € (G,)F par §:= = (). Par
définition § est la classe de conjugaison semi-simple F-stable associée a ¢. Il nous faut donc
montrer que t = 5. Le lemme nous dit qu’il suffit de montrer que P, = P; ou P, et
P; sont les polynémes caractéristiques de t et S.

Sipe A[o]( ), on a vu qu’on pouvait lui associer une classe de conjugaison semi-simple
s, et I'on note () son polynéme caractéristique. La compatibilité & Langlands dans le
cas G = GL,,, démontré dans [Datl18a)] section 3.2.6, montre que @ est bien le polynéme
caractéristique de la classe de conjugaison semi-simple F-stable associée a ¢,7,.

Le théoréeme et le lemme permettent alors de conclure. Traitons par
exemple la cas G = Sps,,. Nous avons @7, = EB[p](LSﬂ(p)ZJ + [s2(p")?]) )1 Le théoreme

1.4.5.3| nous donne alors |s:(p)?| + |sx(p))?] = a(Ql) + a(QQ) siQ(X)# X —1et [s:(p)?] +

|sx(p')?] = ¥ +al® 1 Q(X) =X —1. Donc

(X-1) (X-1)
[ oo+
QX)X 1

=1/ -1 [TTe* | | TTe*
Q Q

= 1/(X - 1)P81(X)P52<X>

e (2)
P(X) = (X — 1)@x-nFas-n D

Le lemme [I.4.5.5] montre alors que P, = P; qui est le résultat recherché. O
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Nous souhaitons montrer que lorsque Cg(¢), le centralisateur de ¢(/r) dans G, est

connexe, alors Rep% (@) est un "bloc stable" (comme expliqué dans I'introduction).
2

Fixons des données ’fo - ]§0 - é, composées d’un tore maximal et d’un Borel, stables
sous l'action du groupe de Galois, qui nous permettent de définir la notion de paraboliques
standards et de Levis standards de “G, comme dans [Bor79] paragraphes 3.3 et 3.4. Soit
¢ : W — G un morphisme admissible et notons (p)a sa classe de G- conjugaison.
Rappelons alors qu'il existe une unique classe de Levi standards { M.} telle qu’il existe
ot € (p)a dont I'image est contenue minimalement dans M, pour un M,, dans cette
classe. Haines définit alors dans [Hail4] la notion d’équivalence inertielle pour les paramétres

de Welil.

1.4.5.7 Définition (JHail4] définition 5.3.3). Soient @1, @2 : Wr — “G deux paramétres
admissibles. On dit que 1 et o sont inertiellement équivalents si

L {M@l} = {sz}
2. ilexiste M € {M, }, of € (p1)ge (¢2)g dont les images sont minimalement

et 3 €
contenues dans M, et z € H'((9), (Z(M°)IF)°) vérifiant
(21 )Mo = (93 )1
Nous avons la proposition suivante.

1.4.5.8 Proposition. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. Soit ¢ € ®(Ip, " G)
tel que Cg() est connexe. Alors l'ensemble des ¢ € ®(W, L @) tels que P ~ ¢ forme
une classe d’équivalence inertielle.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que deux paramétres admissibles de W inertiel-
lement équivalents ont des restrictions & 'inertie conjuguées. Prenons donc deux parameétres
admissibles o1, 9 : Wr — LG tels que 1|1y ~ P2|1» ~ ¢ et montrons qu’ils sont inertiel-
lement équivalents. Quitte & conjuguer par é, on peut supposer que Yi|r, = Y|, = ¢.
Fixons (’i‘, ]§) une paire constituée d’un tore maximal et d’'un Borel de Cg(¢).

Comme |7, = ¢, pour w € Wg, ¢1(w) normalise ¢(/r) donc normalise également
Cg(¢). En faisant agir w par conjugaison par ¢1(w) on obtient une action Ady, : Wr/Ip —
Aut(Cg(¢)). La conjugaison par ¢1(Frob), Ad,, (Frob) est donc un automorphisme semi-
simple de Cg(¢), que I'on notera 6, . Par le théoréeme 7.5 de [Ste68] il existe une paire
(T1,B1) constituée d'un tore maximal et d'un Borel de Cg(¢) tous les deux ,,-stables.

Quitte a conJuguer {1 par un élément de Cg(¢), on peut supposer que (T1, B1) (’T‘ ]§)

c’est-a-dire que T et B sont 0,,-stables. On fait de méme pour ¢3 et donc T et B sont
également 0,-stables.

Posons M, := Crg([T em] ). Comme (’i‘em )° est un tore maximal de Cg (¢1)° ([DM94]
théoreme 1.8 (iii)), M, est un Levi minimal contenant I'image de ¢1 ([Bor79] proposition
3.6). Adoptons les méme notations pour ¢s.

Ecrivons pour w € W, pa(w) = n(w)e1(w) avec n(w) € G. Alors n est un cocycle a
valeurs dans Cg (¢) pour action Ady,, c’est-a-dire n € ZAd (WF/IF, &(@)). Comme la

paire (T B) est & la fois 0, -stable et ,,-stable, n(Frob) est dans le normalisateur dans

Cg () de la paire (T B) qui est égal a T. Puisque n(Frob) € T on a en particulier que

5
71 = 772 of done My, = M,,. Notons maintenant M := M, = M.,,.
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~

La suite exacte 1 - M°® — M — (9) — 1 et le choix d’une section permettent de
définir une action de <z§> sur M°. Par conjugaison, elle induit une action de (1/9\> sur Z(M°)
qui est alors indépendante du choix de la section. On a donc une action canonique de <1§>
sur Z(M?°).

On aurait pu conjuguer ¢ dés le départ pour avoir M standard. Il nous suffit donc
pour montrer que ¢ et @9 sont inertiellement équivalents de montrer l'existence d’'un
z € HY((9), (Z(M®)F)°) tel que (z01)ame = (92)me. Soit t € T, alors tpy = 11 avec
n =t"1n Ady, (t). Ainsi, pour finir la preuve de la proposition, il nous suffit de montrer qu’il
existe t € T tel que t~In(Frob)f,, (t) € (Z(M°)IF)°. Or comme (’f‘em)o C (Z(M°)Ir)e
cela découle du lemme [I.4.5.9] ci-dessous. Pour pouvoir appliquer ce dernier, il nous reste
a vérifier que 6, induit un automorphisme d’ordre fini sur X*(’T‘) Par dualité, il suffit

de vérifier que 6, a une action d’ordre fini sur le groupe des caractére X*(T). Pour cela
nous allons montrer la finitude de 'action de 6, sur @, le réseau engendré par les racines,
puis sur le centre Z(Cg(¢)). Comme le groupe des caractéres de Z(Cg(¢)) est X*(T)/Q
(ISpr79] 2.15), on en déduit la finitude de Paction sur X*(T).

L’automorphisme 60, de Cg(¢) stabilise T, donc agit sur Pensemble des racines de
C@(qzﬁ) par rapport & T. Cet ensemble étant fini, cette action est également d’ordre fini. Il
nous reste a étudier I'action de 6, sur Z(Cg(¢)) le centre de Cg(¢). D’aprés [Dat17] lemme
2.1.1, il existe n € N* et ¢ : Wr — LG une extension de ¢ telle que ¢(nFrob) = (1, m/S‘\) En
particulier £, a une action d’ordre fini sur Z(Cg (¢)). Or nous avons vu que deux paramétres
de Wg qui étendent ¢ difféerent par un cocycle a valeur dans C@((b), donc I'action sur le
centre Z(Cg(¢)) est indépendante du choix de I'extension de ¢. Par conséquent 6, a une
action d’ordre fini sur le centre et on a le résultat.

O

1.4.5.9 Lemme. Soient T un tore sur C et 6 € Aut(T). On note X, := X.(T) l’ensemble
des co-caractéres et on suppose que 6 induit un automorphisme d’ordre fini sur X.. Posons
Ly Uapplication Ly : T — T, t — t='0(t). Alors T = Lg(T) - (T°)°.

Démonstration. Le groupe des co-caractéres de (T?)° vaut X, ((T?)°) = X?. On définit
LY+ Xo = Xu par L (A) = X — 0(X). Alors X.(Lg(T)) 2 Im(LY) .

Posons X, g := X, ®Q et de méme Lng : Xs,0 — Xi,@.- Comme 6 est d’ordre fini, 6 est
un endormorphisme semi-simple du Q-espace vectoriel X, g. Ainsi, on a la décomposition
Xi0 = Xny @ Im(Lng). On en déduit que X? + Im(Ly) est d’indice fini dans X, et
donc, comme C* est divisible, que I'application (X¢ ® C*) x (Im(L) ® C*) — X, ® C* est
surjective. En particulier Papplication (X, ((T?%)°) ® C*) x (X.(L¢(T)) ® C*) = X, ® C*
est surjective, d’ou le résultat. O

Nous pouvons alors montrer le résultat désiré.

1.4.5.10 Théoréme. Soient G un groupe classique non-ramifié, p # 2 et ¢ € ®,,(Ip, " G)
un parametre inertiel modéré. Alors si Cg(¢) est connere, Rep% (G) est un "bloc stable"
£

(c’est-a-dire, correspond & un idempotent primitif du centre de Bernstein stable au sens de
Haines [Hail)).

Démonstration. La proposition [1.4.5.8 montre que si Cg(¢) est connexe, alors I'ensemble
des ¢ € ®(Wr,LG) tels que o1 ~ ¢ forme une classe d’équivalence inertielle. De
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plus, le théoréme |1.4.5.6| montre que la construction de Rep% (G) est compatible avec la
4

correspondance de Langlands, d’ou le résultat. O

Lorsque Cg(¢) n’est pas connexe, Rep% (G) est une somme de "blocs stables". Nous
4

expliquerons dans le chapitre suivant comment décomposer naturellement la catégorie
Rep% (G) en "blocs stables".
4



Chapitre 2

Décomposition minimale

Introduction

La décomposition du théoréme [1.3.4.5] obtenue dans le chapitre [1} n’est pas la décom-
position en blocs, ni méme la décomposition la plus fine que I'on puisse obtenir avec notre
méthode. Dans ce chapitre, nous nous intéressons & cette décomposition la plus fine. Nous
en donnerons deux interprétations, une premiére du cé6té du groupe a la Deligne-Lusztig,
puis une deuxiéme du c6té dual & la Langlands.

Interprétation a la Deligne-Lusztig

L’exposition des résultats principaux de ce chapitre faite dans 'introduction, ne refléte
pas la méthode de démonstration utilisée. Définissons 2 = {(S, )} comme I'ensemble des
paires (S,6), ot S est un F-tore maximal non-ramifi¢ de G et 6 : 9S(F)/S(F)T — Q, est
un caractére d’ordre inversible dans A et trois relations d’équivalences sur &y : ~qo, ~p
et ~, comme dans l'introduction, page Nous explicitons un procédé qui & une paire
(S,0) € P associe un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent et par conséquent une

sous-catégorie Repg\s’e)(G) de Rep? (G) (nous vérifierons, & la fin de la section que la
définition de Rep&s’e)(G) donnée dans 'introduction donne bien la méme catégorie). Nous

obtenons alors le théoréme suivant.

2.0.0.1 Théoréme. Les catégories Repg\s’e)(G) vérifient les propriétés suivantes :

1. Rep&s’e)(G) est une sous-catégorie de Serre non nulle.

2. Rep&s’e)(G) = Repfxs/’al)(G) ou Repg\s’e)(G) 1L Repf\sl’el)(G), pour (S,0),(5,0") €
Py.
3. Repg\s’e)(G) = Repﬁ\sl’el)(G) si et seulement si (S,0) ~ (S,0").
S,0
4. Rep} (G) = [Tisg.e 2, /. ReDY " (G).
Remarque. 1. Rep&s’e)(G) est "minimale pour la méthode utilisée", c’est-a-dire en
utilisant Deligne-Lusztig et des systémes d’idempotents. Cependant, ce n’est pas un

bloc en général.

2. Lorsque G = GLy,(F) nous avons ~e=nrs,=rn €t Reps\sﬁ)(G) est un bloc.

61
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Ainsi, toute relation d’équivalence sur &2, plus faible que ~, (en particulier ~, et ~q)
fournit une décomposition de Rep%(G) en regroupant les catégories Rep&s’e)(G).

Comme dans la théorie de Deligne-Lusztig, nous pouvons associer & une paire (S, 6)
une classe de conjugaison semi-simple dans G*, le corps résiduel de F', et nous montrons au
paragraphe [2.3.1] qu’on obtient ainsi un diagramme commutatif

PN ~or——= G

A

P [~ (G p)F

Notons que lorsque le groupe G est quasi-déployé, les injections horizontales sont des
bijections. Ce diagramme nous fournit en particulier des décompositions de Rep%(G)
indexées par (G A)F et Ggs,a dont nous énoncerons les propriétés dans la section suivante.
Pour étudier la relation de ~.-équivalence, nous ne pouvons pas rester du cété des groupes
finis et nous aurons besoin de rajouter des données cohomologiques provenant du groupe
p-adique.

Interprétation duale des décompositions associées a ~, et ~

La proposition [1.3.1.3{ nous fournit une bijection ®,,(I%,LG) = ( sn)" de sorte que
Pinjection précédente Py /~oo = (Gh, 0)F = ®,, (1%, LG) nous fournit une décomposition

RepR(G)=  [[  RepR(G).
PEPm(IALG)

Cette décomposition est la méme que celle du théoréme [1.3.4.5] Ainsi les relations ~,. et
~. raffineront les résultats du chapitre [I]

Commengons par étudier la relation ~, et donnons une interprétation duale & Py /~,.
Nous "augmentons" 1'ensemble ®(1, “G) comme dans l'introduction en définissant 1’en-
semble ®,,(I%,“G) des couples (¢,0) & G-conjugaison prés, oit ¢ : I — LG est un

~

parameétre inertiel modéré et o : (9) — To(¢) est une section a la suite exacte 0 — mo(¢p) —

-~

mo(¢) — (¥) — 0. Nous avons également définit une application &y — &)m(lﬁ, LG).
2.0.0.2 Théoréme. L’application Fpn — ém(lf;\, L @) induit une injection
P ror > Oy (IR, @)

dont l'image est le sous-ensemble des paramétres "relevants” (en particulier elle est bijective
lorsque G est quasi-déployé). La décomposition obtenue

Rep} (G) = [T Rey”(@)
(¢,0)€Dm (1AL G)

posséde les propriétés suivantes

1. Elle est compatible a l'induction et la restriction parabolique (voir le théoréme
pour un énoncé plus précis).
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2. Compatibilité entre les décompositions sur Zy et Qy :

Rep(ze’g)(G) N Rep@Z(G) = H Repf@ 7 )(G)
(¢',0")

ou le produit est pris sur les (¢',0') € &3,”(]1:, L @) s’envoyant sur (¢,0) par Uappli-

cation naturelle ®,,(Ip,* G) — &)m(lg), L@) (obtenue en restreignant a IFZ , voir

section pour plus de détails).

Par ailleurs application qui d @ associe ¢ = Q|ra et o(9) = @(Frob) induit une bijection

~ o~

B%,A 5 @, (I8, FG) (voir section m, ot B}S,i,/\ désigne l’ensemble des parametres
modérés ¢ : Wr — L' G a équivalence inertielle prés (comme dans [Hailj) définition 5.3.8,
V0Ir ausst section . Nous avons alors une nouvelle interprétation de la décomposition
précédente

Repd(@)=  []  Rep?”(@ = J[ Repld(q).
(6,0)€Pm (IA,L G) lpleBst o

2.0.0.3 Remarque. De fagon analogue a la proposition [1.3.1.3] nous avons une bijection
®,,(I3,1G) 5 G, 5.

Comme dans le chapitre précédent, cette décomposition est indexée par des paramétres
4 la Langlands mais est construite indépendamment de la correspondance de Langlands
locale. Il est alors souhaitable de vérifier la compatibilité a cette derniére. Nous montrons
alors dans la partie le théoréme suivant.

2.0.0.4 Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2.

1. Alors la décomposition Rep?@(G) = H[w]e%te Repgj (G) est compatible a la correspon-
dance de Langlands locale. C’est-a-dire que st w est une représentation irréductible,
alors ™ € Repgj (Q) si et seulement si o, € [p], ot o est le paramétre de
Langlands associé a .

2. Cette décomposition est la décomposition de Rep?@ (G) en "blocs stables". C’est-a-dire

que ces facteurs correspondent & des idempotents primitifs du centre de Bernstein
stable.

Interprétation duale de la décomposition associée a ~,

Pour paramétrer &7, /~, nous avons besoin de rajouter des donnés cohomologiques. Nous
ne le faisons que pour les formes intérieures pures des groupes non-ramifiés. Supposons donc
que G est non-ramifié¢ (c’est-a-dire on rajoute I’hypothése quasi-déployé). Soit w € H YF,G),
a qui correspond G, une forme intérieure pure de G. A partir de (¢, o) € ®,,,(1 ﬁ, LG), nous
construisons dans la section Gy s un groupe réductif non-ramifié, possiblement non-
connexe (lorsque C@(qﬁ) est connexe, Gy , est un groupe dual a C’@(qﬁ) dont la F-structure
est définie grace a 'action Wp — Out(Cg(¢)) de conjugaison par ¢(w) ou ¢ : Wp — “G
reléve ¢). Nous construisons également une application

heo : H'(F, G ) — H'(F,G)
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ot H(F, G;,) = Im[H (F,G;,) — H'(F,Gg,)]. La partie nous donne alors le
théoréme suivant.

2.0.0.5 Théoréme. Nous avons une bijection (qui dépend du choiz d’un sommet hyperspé-
cial dans l'immeuble de Bruhat-Tits de G)

Cr(qbv g, Gw)/NE L> h;};(w)7

ot C"(¢,0,Gy) est la classe de ~-équivalence image réciproque de (¢,a) par linjection
PN(G) [~ = @ (IN, L' G). Celle-ci nous fournit une décomposition

Repg\’g)(Gw): H Rep5\¢’o’a)(Gw).
aEh;L(w)

De plus
1. Cette décomposition est compatible a l'induction et la restriction parabolique.

2. Nous avons

Rep%’a’a)(Gw) N Rep@é(Gw) = H Repg; e )(Gw),
(¢/,U/,Oé/)

ot le produit est pris sur les (¢',0') € &)m(IF,LG) s’envoyant sur (¢,0) par
@, (Ir, " G) — @m(Ig), L@)eta € h;b(w) s’envoyant sur o par Uapplication natu-
relle H'(F, Gy o) — HY(F, G; ) (obtenue a partir de Irr[wo(Z(Ca(qﬁ’)O)U,(’g))] —

Irr[wo(Z(Ca(gb)o)U(ﬁ))] et de l'isomorphisme de Kottwitz).

2.0.0.6 Remarque. 1. Cette décomposition est la plus fine que 'on puisse obtenir avec
des systémes cohérents d’idempotents construits a partir de Deligne-Lusztig.

2. Elle démontre, dans le cas du niveau zéro, une conjecture énoncée par Dat dans
[Dat17].

Lorsque A = @y, nous nous attendons & une compatibilité de ce théoréme a la cor-
respondance de Langlands locale enrichie (& un paramétre de Langlands enrichi (¢, n) ou
n € Irr(mo(Cg(w))), on associe un a en restreignant 7 a WO(Z(Cé(qﬁ)O)U(ﬁ)) et en utilisant
Iisomorphisme de Kottwitz). Nous le vérifions partiellement pour ¢ un paramétre de
Langlands modéré elliptique en position générale (elliptique signifie que 'image de ¢ n’est
pas contenue dans un sous-groupe de Levi propre de UG et en position générale que le
centralisateur de ¢(Ir) dans G est un tore) et la correspondance de Langlands locale de
DeBacker-Reeder ([DR09)).

Plan de ce chapitre

La partie [2.1] s’intéresse & la notion de systéme de classe de conjugaison 0-cohérent
minimal (les plus petits systémes cohérents que 1'on puisse construire avec Deligne-Lusztig).
Dans la partie nous construisons un procédé qui a une paire (S, ) associe un systéme
d’idempotents cohérent minimal et donc une sous-catégorie Rep&s’e)(G). Nous caractérisons
également la relation d’équivalence sur les paires (S, 6) induite par ce procédé. Ceci nous

permet d’obtenir les résultats du théoréme [2.0.0.1] Nous réinterprétons ces résultats en des
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termes duaux a la Langlands dans les parties [2.3] et La partie[2.3|a pour but I'obtention
des théoremes [2.0.0.2] et [2.0.0.4] La partie[2.4] quand a elle, se concentre sur le théoréme
2.0.0.0l

2.1 Systémes cohérents minimaux

Nous nous intéressons dans cette section & la notion de systéme "minimal". Ces-derniers
sont les plus petits systémes constructibles et ils permettent d’obtenir, en les réunissant,
tous les systémes de classes de conjugaison 0-cohérents.

2.1.1 Systémes 0-cohérents minimaux

On notera
)\ := {systémes de classes de conjugaison S = (S, )seBT}

et
Iy ={S € S, 0-cohérent}.

Dans cette section, nous construisons une application ) — %, § — S, de sorte que S
soit le plus petit systéme O-cohérent contenant S. Cette application nous permettra de
construire les systémes 0-cohérents minimaux en prenant 'image de systémes minimaux.

Il est aisé de vérifier que si S et S? sont deux systémes de classes de conjugaison
0-cohérents, alors ST U S?, SN S? et ST\ S? (si S? C S?) sont aussi 0-cohérents.

2.1.1.1 Définition. On définit une application .y — 7§, S — S, en posant pour S € .,

S = ﬂ T.

Tess
SCT

Alors S est le plus petit systéme O-cohérent contenant S.

Nous allons construire des systémes 0-cohérents minimaux. Fixons ¢ € BT et s €
(Gj;) ss.,A- Définissons le systéme S de classes de conjugaison par S, = {s} et S; = 0 si

T # 0. On pose alors S, ) = S.

=%k

2.1.1.2 Définition. On appelle ¢, I'ensemble des couples (o, s) ot 0 € BT et s € (G )ss,A
et on définit une relation d’équivalence ~ sur € par (o,s) ~ (7,t) si et seulement si

S(o,5) = S(r)-

On obtient aisément le lemme suivant

—=k —=%

2.1.1.3 Lemme. Soient 0,7 € BT, et s € (G,)ssA; t € (G;)ss,n- Alors, 501t S(g) = Sr ),
501t S(g,5) N S(r1) = 0.

Exprimé en termes de classes d’équivalence, ce lemme nous dit que [0, s] la classe
d’équivalence de la paire (o, s) est donnée par [0, s] = {(7,t) | t € S(5.5)+}-

Posons /3 := {8, s, [0, 5] € €p/~}. L’ensemble 7" est constitué des ensembles
0-cohérents minimaux et par la proposition [I.2.3.5] on a
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2.1.1.4 Proposition. La catégorie de niveau 0 se décompose en

Rep(G) = ] RepR(@).
Sepmin

Notons également le fait suivant. Les systémes minimaux permettent de construire tous
les systémes 0-cohérents. Si S est un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent alors il
existe une partie & C ™" telle que S = UresT.

2.1.2 Cloture transitive

Dans cette section, nous souhaitons comprendre davantage la relation d’équivalence ~.
Pour cela nous allons montrer qu’elle peut s’exprimer comme la cléture transitive d’une
autre relation que 'on définira.
2.1.2.1 Définition. On dit qu’un systéme (ey)s<c est C-0-cohérent si

1. egr = gezg~ ! quel que soit z € BTy et g € G tels que z < C et gz < C.

2. e, =efe, = ezel pour x € BT et o € BT tels que x < o < C.

2.1.2.2 Proposition. Un systéme 0-cohérent (eq),ecpr est complétement caractérisé par
le systéeme C-0-cohérent (eq)o<c-

Démonstration. Soit (ey)s<c un systéme C-0-cohérent. Soit ¢ € BT, o appartient a une
chambre C’ et G agit transitivement sur I’ensemble des chambres donc il existe g € G tel

que C' = gC. Ainsi si 'on note o1 := g~ 1o, alors o1 < C. On définit alors é, := gey, g~ .

On vérifie aisément que (€, ),epT ne dépend pas des choix effectués et est 0-cohérent. [

De maniére analogue on peut restreindre les systémes de classes de conjugaison 0-
cohérents a C.

2.1.2.3 Définition. Soit § = (Ss)o<c un systéme d’ensembles de classes de conjugaison
avec Sy C (G, )ss.a- On dit que S est C-0-cohérent si

L. ¢p .(Sz) = Sz quels que soient x € BT et g € G tels que x < C' et gz < C.

2. (¢k ) 1(82) = S5 pour z € BTy et o € BT tels que z < 0 < C.

Et comme dans la section [2.1.1] on définit des systémes C-0-cohérents minimaux.

2.1.2.4 Définition. On définit une relation ~' sur € par (o,s) ~' (7,t) si et seulement
si 'une des conditions suivantes est réalisée :

1. Il existe g € G tel que 7 = go et t = ¢} ,(s).

2. Il existe € BTy tel que o0 >z < 7 et ¢} ,(s) = ¢} (1)

La relation ~' est réflexive et symétrique sur 6.
2.1.2.5 Proposition. La relation d’équivalence ~ sur € est la cloture transitive de ~'.

Démonstration. Nous avons déja que si deux paires sont ~'-équivalentes alors elles sont
~-équivalentes. Prenons donc (o, s) et (7,t) tels que (o, s) ~ (7,t).

Comme G agit transitivement sur les chambres de BT, on peut supposer que o,7 € C.
Posons S le systéme de classes de conjugaison sur C définit par SO = {s} et S = 0 si
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w € C et w # 0. Pour simplifier les notations, on identifiera un systéme S de classes de
conjugaison avec le sous-ensemble de @) des paires (w, u) telles que u € S, (ainsi on a par
exemple S% = {(o,5)}). On construit alors par récurrence les systémes S¢, pour i > 1, par
St:= 8L UT? ott T! est I'ensemble des couples (w,u) € € avec w € C tels qu'il existe
(A, v) € S1 vérifiant (A, v) ~ (w,u). Cette suite de systémes est croissante et comme
ils ne sont définis que sur C' (donc il n’y a qu’un nombre fini de systémes possibles), elle
est stationnaire & partir d’un certain rang n. Par définition, les éléments de S™ sont des
paires qui sont obtenues par une suite d’au plus n éléments de paires qui sont deux a deux
~'-équivalentes a partir de (o, s). Nous souhaitons donc montrer que (7,t) € S™.

Comme S™ = 8"t on a que 7" C 8", Soit z € C un sommet et g € G tel que gz € C.
Soit u € S, alors comme (z,u) ~' (g, ¢} ,(u)) on a (gz, 0} . (u)) € T"T C 8™ On vient
de montrer que ¢, .(S7) € Sg,. Le méme raisonnement montre que o (Sgr) € S7 et
donc que ¢y ,(Sy) = Sg,. On montre de fagon analogue que (@5 ) H(SF) = S et donc
que 8" est C-0-cohérent. Comme (0, s) € S", on a que S(,4) C S" (dans cette derniére
inclusion on identifie systémes 0-cohérents et C-0-cohérents grace a la proposition .

Montrons maintenant que S™ C S(U s)- Faisons pour cela une récurrence. On a tout
d’abord S C S(o,5)- Supposons que St C S(s,5)- Pour montrer que St C 8(0 s), 1l faut
montrer que 7! C S(o,5)- Or si (w,u) € € T+ alors par définition (w,u) est ~/-équivalent
a un élément de S°, donc est ~-équivalent & un élément de S(o,5)- Le lemme montre
que (w,u) € S(4,5), d'ott le résultat. Ainsi S" C S, ) et donc S" = S, ).

Pour conclure, comme (o, s) ~ (7,t), par définition S, 5) = S(7) et donc (7,t) € . O

2.1.3 Compatibilité a I’induction et a la restriction parabolique pour les
systémes cohérents

Etudions une derniére propriété, qui nous servira par la suite, qui est la compatibilité
des systémes cohérents vis & vis de I'induction et de la restriction parabolique.

Comme dans la section nous allons utiliser dans cette partie BT¢(G), 'immeuble
de Bruhat-Tits "étendu", qui est plus adapté pour traiter les questions d’induction et de
restriction. Cela ne change pas vraiment la définition des idempotents puisque l'on traite la
structure polysimpliciale de 'immeuble semi-simple de fagon combinatoire.

Soit P un F-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur F'. Prenons
S un tore déployé maximal de G contenu dans P et notons T son centralisateur dans
G. Il existe alors un unique relévement de M en un sous-groupe de G contenant T. Soit
z € A°, alors comme dans la section [1.4.4f MS = M NG, M = M NG et P, 'image
de P, := PN G° dans G, est un sous- groupe parabolique de G, de quotient de Levi M.

Soit § = (S:Jc)xeBTg( M) un systéme O-cohérent de classes de conjugaison pour M

(S: C (M )ss,A)- Le groupe M’; est un Levi de CZ, on a donc une application naturelle

—k — %

(pgj\/[,G : (Mw)SS,A — (Gx)ss,A-
Posons alors oa,c(S) = (¢7¢(Sz))eeBTe(G): Un systéme de classes de conjugaison

pour G, défini par 3, +(Sy) = {(pMG( s),s € g} si @ € BTY(M) et ¢f; 5(Sz) = 0 si
x ¢ BT(M). On pose alors

i§1(S) = pam,a(S)



68 CHAPITRE 2

la cloture cohérente de par,c(S).

Soit Sy = {T',---, 7™} un ensemble de systémes de classes de conjugaison 0-
cohérents pour M, vérifiant T'NT7 =0sii#jet U, T" = (M) ss.A)oenT, de sorte que
0
Repp (M) = [Ires, , Rep] (M).

2.1.3.1 Proposition. Soit S un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent pour G.
Alors
rB®RepR(G)) €[] Repl(M)
TES A
iG (TNS#D

ot Tg désigne la restriction parabolique.

Démonstration. La démonstration est quasiment identique a celle du théoréme [1.4.4.2]
nous la rappelons ici dans le cadre qui nous intéresse pour le lecteur. Soit V' € Rep}"{(G).
La restriction parabolique préserve le niveau donc r%(V) € RepQ (M). Soit T’ € SR

tel que i§,(7) NS = 0. Soient z € A, et t € T,. Il nous suffit alors de montrer que

eyj\” T,IC:{(V)MJ = 0 pour obtenir le résultat voulu.

Nous avons rIC;.*V(V)]V[“c+ ~ TSI(VG;) (voir [Dat09] propositions 3.1 et 6.2), donc

Mg, .G 1\ M Mq Ga (7,Ga M, G/ G G¥
et,ATP(V) Y EATE (V=) :et,ATﬁ:(et,f\(V “))

(pour la derniere égalité voir [Datl8a] section 2.1.4 ). Or par définition ¢t ¢ S, donc
effx(VG;r) = 0 d’ou le résultat. O

2.1.3.2 Proposition. Soit T un systéeme de classes de conjugaison 0-cohérent pour M.

Alors (T
i#(Rep{ (M) C Rep™ " (G)

ol iIGD désigne 'induction parabolique.

Démonstration. Cela découle de la proposition [2.1.3.1] (prendre S = C(ZAG/[(T)) et S =
{T,°T}) et du fait que r$ est adjoint a gauche de i%. 0

2.2 Décomposition grace aux paires (S, 0)

Dans cette section on suppose que le groupe G se déploie sur F™. Dans la section
nous avons construit les systémes 0-cohérents minimaux. Ces derniers sont construits
"localement" en regardant des classes de conjugaison semi-simples sur 'immeuble de Bruhat-
Tits. Nous souhaitons dans cette partie trouver un procédé "global" permettant de construire
ces sytémes minimaux. Pour ce faire nous allons introduire un ensemble

Py = {(S,Q)}

ot S est un tore maximal non-ramifié¢ de G et § € X*(S)/(Fs — 1) X*(S) est un élément
d’ordre inversible dans A, et définir une application

Py — S,
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On montre que cette application est surjective, ainsi tout les systémes minimaux peuvent
étre construit & partir des paires (S, ). Cependant elle n’est pas injective. On définira donc
~e, une relation d’équivalence sur %y, telle que on ait la bijection

Py e = S0,

2.2.1 Définition de &, et construction de &y — .7

Nous dirons qu’'un tore S est non-ramifié si S est un F-tore F""-déployé maximal de
G, ou de fagon équivalente, si S est un F™"-tore déployé maximal de G et S est défini sur
F'. Pour un tel S, notons ¥g 'automorphisme de X*(S) induit par l’action du Frobenius
inverse et posons Fg := g o 1, ol ¥ correspond a la multiplication par q.

2.2.1.1 Définition. On définit &y comme 'ensemble des paires (S, 6) ot S est un tore
maximal non-ramifi¢ de G et § € X*(S)/(Fs — 1) X*(S) est un élément d’ordre inversible
dans A.

Notons que X*(S)/(Fs — 1) X*(S) est un groupe fini. En effet pour tout m € N*, nous
pouvons injecter X*(S)/(Fg — 1)X*(S) dans X*(S)/(F& — 1) X*(S) grace a 'application
Trem/p: A= A+ Fg(A) + -+ F& () (voir lemme . I1 suffit alors de prendre m
tel que Fg' = ¢".

Soit g € G. La conjugaison par g envoie naturellement un élément 6 € X*(S)/(Fg —
1)X*(S) sur un élément gf € X*(9S)/(Fss — 1) X*(¥S). Ceci munit #, d’une action de G
et on note ~¢ la relation d’équivalence sur &, induite par la G-conjugaison.

Nous construisons maintenant une application &, — ;. Pour ce faire nous allons
passer par deux intermédiaires 7y = {(0,S,6)} (que 'on va définir) et € (défini en[2.1.1.2).

Choisissons Frob, un Frobenius inverse dans Gal(F'/F'). Ce dernier induit un automor-
phisme F € Aut(G™") qui agit naturellement sur BT (F™") et tel que BT = BT(F™")F.

Soit (8S,0) € Z. Nommons A(S, F™") I'appartement de BT (F™") associé & S. D’apres
[DeB06] lemme 2.2.1 (1), A(S, F™)F est un sous-ensemble de BT convexe, fermé , non-vide
et est 'union des facettes de BT qu’il rencontre. Prenons o une facette de A(S, F™")F et
posons S I'image de S™ N Gg™" dans G, qui est alors un k-tore maximal. Nous avons une
identification naturelle entre X*(S) et X := X*(S). L’annexe |B|montre que 'action de F sur
X correspond a l’action de Fg. On a donc une bijection X*(S)/(Fs—1)X*(S) ~ X/(F-1)X.
Notons Irr(SF) ensemble des caractéres linéaires ST — @EX . Nous avons également une
bijection X/(F — 1)X 5 Irr(SF) (voir annexe @), de sorte que 6 s’identifie & un élément de
Irr(SF) que I’on note encore 6.

2.2.1.2 Définition. On définit J) comme l'ensemble des triplets (0,5,0) on 0 € BT, S
est un k-tore maximal de G, et # € Irr(SF) est d’ordre inversible dans A.

On vient donc de définir une application
@A — ’P(yA)

ot la notation P(-) désigne I'ensemble des parties.

On va maintenant définir une application Jy — %). Soit (0,S,0) € ). Considérons
S* un tore maximal F-stable de GZ en dualité avec S sur k (comme rappelé dans I'annexe
@. Rappelons nous que 'on a fixé au début un systéme compatible de racines de I'unité.
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Alors la proposition montre qu’il y a une bijection entre les classes de G,-conjugaison
de paires (S, 0) et les classes de G,-conjugaison de paires (S*,s). Ainsi & un triplet (o, S, 6)
nous pouvons associer une classe de conjugaison semi-simple s € (CZ) ss; Ce qui nous définit
une application

<7A — CKA.

Notons que I'on a une bijection canonique P(%) = Sa, A — Sa, 0t1 Sa, = {3, (0,5) €
A}. On obtient ainsi
P — 'P(y/\) — P(%A) 5 .

En composant avec I'application ./ — ¥ de la partie on construit ’application
voulue

P — YK

Notons que comme les systémes cohérents sont G-équivariants, cette application passe au
quotient pour fournir #y /~qg — 5.

2.2.1.3 Définition. Soit (S, 8) € Z5. On définit alors Repg\s’e)(G) comme la sous-catégorie
de Serre de Repjo\(G) découpée par le systéme cohérent d’idempotents, image de (S, 6) par
P — L},

2.2.2 Inclusion dans un systéme minimal

Nous souhaitons démontrer dans cette section que I'application &y — % de la section
se factorise en Ay — Y/{nin. Pour définir £y — .}, nous sommes passés par deux
intermédiaires J) et €x. Pour montrer le résultat recherché, nous allons devoir étudier plus
finement les liens entres les ensembles &y, Jn, €a et 5. En particulier nous allons définir
Z)" un sous-ensemble de ) muni d’une relation d’équivalence ~ et montrer que 'on a le
diagramme commutatif

Py [rog —> Fmin

P

Commencons par étudier le lien entre &) et J). Nous avons associé a (S,0) € Py
un ensemble de triplets (0,S,0) € J). Réciproquement si (0,S,6) € J) et soit S un tore
maximal non-ramifi¢ de G tel que I'image de S™ N Gg™" dans G, soit S. La bijection
X*(S)/(Fs —1)X*(S) = Irr(SF) de I'annexe @ identifie & un élément 6 € X*(S)/(Fs —
1) X*(S) et on obtient de la sorte une paire (S, ) (qui est non-unique).

Le lemme 2.2.2 de [DeB06|] (que I'on adapte ici en rajoutant les caractéres §) montre que
la classe de G-conjugaison d’une paire (S, 6), obtenue & partir de (o, S, ), est indépendante

des choix effectués, de sorte que I'on ait le lemme suivant
2.2.2.1 Lemme. L’application Ip — Pn/~¢q est bien définie.

On va alors introduire une relation d’équivalence sur 7 de sorte que 'application
précédente devienne une bijection.

Soit A un appartement de BT. Pour Q C A, on note A(A, Q) le plus petit sous-espace
affine de A contenant 2. Soient o1, 09 € BT. On dit que o1 et oy sont fortement associées si
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pour tout appartement A contenant o et o2 (ou de fagon équivalente pour un appartement
A contenant o et 09) A(A,01) = A(A, 02). Alors, si 01 et o9 sont fortement associées, on
a d’aprés [DeB06] section 3.1 une identification naturelle entre G, et G5, que I'on note
G, ﬁ G,,. Celle-ci est définie grace a l'application naturelle suivante, ot Gg;"" désigne le
parahorique de l'image canonique de o; dans BT(F""),

Gy NG — G, (F)
qui est surjective, de noyau
G‘;lnr N G;;’nr — G;rl,nr e Gg,znr — G;rl,nr a G;rz,nr
(G4™" est le pro-p-radical de Go™").

Soient (,S,0) € J) et g € G. Alors il existe S un tore maximal non-ramifi¢ de G tel
que l'image de S N Gy"" dans G, soit S. Définissons alors 9S, un k-tore maximal de Gg,,

par I'image de 95™ N Gy, dans Gg,. Le tore 9S correspond également a I'image de S par
Iisomorphisme ¢, » : Go = Gy On définit également g6 par g6 := 6 o gp;},.

2.2.2.2 Définition. Soient (0'1, Sl, (91), (0’2, SQ, 92) S gA. On dit que (0'1, Sl, (91) ~ (0'2, 52, (92)
si et seulement s’il existe un appartement A de BT et un g € G tels que

— 0 #£ A(A,01) = A(A, gog)

— 51 g 952 dans Cgl g CQUQ

0 2 g0,

Le lemme 3.2.2 de [DeB06| (en rajoutant les caractéres 6; et 62) montre que ~ est bien
une relation d’équivalence.

2.2.2.3 Définition. Soit (0,S,0) € J). On dira que (0,S,#) est minisotrope si S est
k-minisotrope dans G, au sens de [DeB06|, c’est-a-dire que le tore k-déployé maximal
de S coincide avec le tore k-déployé maximal du centre de G,. On notera alors Z" le
sous-ensemble de J des triplets minisotropes.

Notons que si (S, 0) € £, et si o est une facette maximale de A(S, F")F alors le triplet
(0,S,0) associé est minisotrope ([DeB06| lemme 2.2.1 (3)).

2.2.2.4 Proposition. L’application du lemmel2.2.2.1| passe au quotient et fournit Ty [~ —
Pn/~q. De plus, cette derniére induit une bijection T\™ [/~ —5 Py [~¢.

Démonstration. Le lemme 3.3.3 et le théoréme 3.4.1 de [DeB06| montrent le résultat pour
les paires (0,S) & équivalence prés (la méme que celle définie sur les triplets en prenant des
caractéres triviaux) et les classes de G-conjugaison de tores maximaux non-ramifiés. Cette
démonstration s’adapte, en rajoutant les caractéres 8, pour obtenir le résultat voulu. [J

Passons maintenant au lien entre 7 et ¥x. En particulier pour obtenir le diagramme
commutatif annoncé au début de cette section, il nous reste a montrer que 'on a une
application 7"/~ — € /~.
2.2.2.5 Lemme. Soient 01,09 € BT deux facettes fortement associées, x € BTy tels que
o1 > x < o9, et (01,51,01), (02, S2,62) € Tp. Notons t1 € (E;)ss,tg € (C;)ss les classes
de conjugaison rationnelles associées respectivement aux triplets (o1, S1,01) et (o2, Sa,02).

Supposons que (Sy,61) 2 (Ss,62) alors o1 (t1) = 5, 2 (t2).
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Démonstration. Les polysimplexes o1, o9 et x sont dans un méme appartement A4 associé
a un tore T. Notons T le tore induit par T sur G,. Comme o1 > 2 < 09, les groupes G,
et G,, peuvent se relever de facon unique en des Levi M,, et M,, de G, contenant T.
Comme A(A,01) = A(A, 02), les Levis M, ont méme systéme de racmes donc sont égaux.
Notons U,, le radical unipotent du parabolique de G, image de Gg"" par Iapplication
Gy — Go " 5 G,. L'image de Gg'" NGy par Papplication GUf”mGE};” — G = G,
est un sous-groupe algébrique de radical unipotent U,, N U,, et ayant pour facteur de Levi
M,, = Mg,. Comme id est défini grace a la surjection G NGy — Gaw la discussion
précédente montre que id correspond & 1’égalité entre My, et M, .

Maintenant, les paires (S1,61) et (Sg,62) induisent des paires (S1 4, 61,4) et (S2.z,62,2)
avec S1 , et Sg , des tores de G,. Si (Si, 0;) correspond a la classe de conjugaison semi—simple

t; € (C;)Ss alors (S;,0;.) correspond & @5 .(t;) € (G )ss. L'identification (Si,6;) = id
(S2,62) revient a dire que (S14,61,2) = (S2,2,6024), et donc que cpol’x(tl) = <P02,z( 9). O

2.2.2.6 Proposition. L’application F\" — 65 passe au quotient et donne I/~ —
CGrJ~.

Démonstration. Soient (01,S1,61), (02,S2,62) € T tels que (01, S1,601) ~ (02, Sz, 02). No-
tons (01, $1), (02, $2) € € les images respectives de (01, S1,61), (02, S2, 02) par Papplication
T\ — €. 1l s’agit de montrer que (o1, 51) ~ (02, s2).

Comme (01,S1,601) ~ (02,S9,02), il existe un appartement A de BT et un g € G tels
que

- @7& A(.A 01) (.A gag)

— 51 : 9S5 dans GU1 = Ggg2

— 0, 2 g0

Notons s1 € (C:—l)ss,/\ (resp. s9 € (C;)SS,A) la classe de conjugaison semi-simple associée
a (S1,01) (resp. a (S2,02)). Alors ¢y . (s2) est la classe de conjugaison associée & (S2, g62).
Or nous savons que (02, $2) ~ (902, ¢, ,(s2)) et donc nous pouvons supposer que g = 1.

Les polysimplexes o7 et o9 sont maximaux dans A(A, o1) = A(A, 02). Prenons une suite
T = 01, ,Tm = 02 de polysimplexes maximaux de A(A,o1) et une suite de sommets
x1, -+ ,Tm—1 telle que pour tout i € [1,m — 1], 7, > x; < 7;41. Pour chaque i € [1,m], 7
est un polysimplexe maximal de A(A,o1). En particulier A(A,01) = (.A Tl) et donc o
et 7; sont fortement associés. On a donc une 1dent1ﬁcat10n naturelle GU1 = GT qui nous
permet de définir (S, 0®) tel que (S, 9 )) = (S1,01). Appelons t; € (GTi)sst la classe
de conjugaison semi-simple associée & (S(i), ().

Fixons un i € [1,m —1]. Alors 7; > ; < 741, A(A, 1) = A(A, Ti11) et (S",00) d
(s(z+1)’ 0(+1)) donc par le lemme [2.2.2.5 O, (i) = O (ti+1). Ceci nous montre que
(Tiyti) ~ (Tit1,tiv1) et donc que (01,51) = (71,t1) ~ (T, tm) = (02,52) ce qui acheve la

preuve. O

On peut maintenant regrouper toutes les applications que ’on vient de construire dans
cette section pour obtenir les résultats que ’on recherchait.

2.2.2.7 Proposition. Les applications précédentes rendent le diagramme suivant commu-
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tatif
PN~ — L%
yAm/N —=Cn/~

Démonstration. Soit (1,S-,0) € " et (S,0) € 5 un représentant de la classe de
conjugaison qui lui est associée par F\"/~ — Pp/~q. L'application &\ — 7% de la
partie est également définie a partir de ) — € — 5. Prenons o une facette de
A(S, F™)" et nommons (0,S,,0) € J) le triplet associé. Prenons également 7/ une facette
maximale de A(S, F™")F telle que o < 7. Nous avons un triplet (7/,S,/,6) associé a (S, 6).
Comme 7/ est une facette maximale de A(S, F"")F, (,S,/,0) € 7" ([DeB06] lemme 2.2.1
(3)). De plus, (7/,S,/,0) ~ (1,S+,0) et on peut donc supposer que (7/,S,,0) = (7,S.,0). Il
s’agit donc de montrer que (o,Ss,0) et (7,S7,0) ont méme image par Ty — Gp — 7§.
Notons (o, s,) et (7,s;) les images respectives de (0,S,,0) et (1,S-,60) par Tp — G\.

Comme o < 7, le groupe G, peut se relever en un unique Levi de G, contenant S,. Ceci
nous permet d’identifier S; & S,. Donc si (S%,t) est une paire duale a (S;,0) elle I'est
également pour (Sy,¢). On en déduit que s, = ¢} ,(s7). Ainsi (0,5,) ~ (7,57) et on a le
résultat. O

2.2.2.8 Proposition. L’application Py /~g — S5 se factorise en Pp[~qg — L.

Démonstration. Nous savons que l'on a la bijection €/~ = 3 (section . Ainsi la
proposition montre que l'on a le diagramme commutatif

@A/NG - s <5//1{11in
d’ou le résultat. ]

En particulier on en déduit le corollaire suivant.

2.2.2.9 Corollaire. Soient (S,0),(S,0') € Px. Alors Rep&s’e)(G) = Repg\sl’e/)(G) ou
Repg\s’e) (G) L Repsxs/’el) (GQ).

2.2.3 Paires minimales

Dans la partie nous avons montré que 'on a une application Py /~g — Y}{nm
Cette derniere est surjective mais n’est pas injective. Nous proposons ici de construire &,
un sous-ensemble de 2y, tel que PPB/~g 55 00,

2.2.3.1 Définition. On dira qu'un triplet (0,S,0) € J est elliptique si la classe de
conjugaison s associée est elliptique dans G:_, au sens ol elle ne rencontre aucun sous-groupe
de Levi propre, et on note .7, I'ensemble des triplets (o, S, 8) elliptiques.

Notons que si (7, S, §) est elliptique alors S est k-minisotrope dans G, d’otl les inclusions

TEC T C Gy
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2.2.3.2 Définition. On dira alors qu’une paire (S, 0) € &5 est minimale si elle est dans
I'image de .7 /~, par I’application de la proposition [2.2.2.4] On notera L@f\nin I’ensemble

des paires (S, ) minimales.

Avant de passer a la démonstration de la bijection sz\nin [~a S S Xﬁn décrivons un peu
plus précisément 'ensemble 9230, Soit (S, 0) € R une paire minimale. Par définition si
o € A(S, F™)F est une facette maximale alors le triplet (o,S, #) est elliptique. Mais qu’en
est-il lorsque o n’est pas maximal ? Nous allons décrire dans la suite les triplets (o, S, 0)
que 'on peut obtenir & partir d’une paire (S, ) minimale.

2.2.3.3 Définition. Soit (,S,6) € Zx. Notons (¢, S*,t) un triplet qui lui est associé (qui
est défini & G:.—conjugaison pres, comme dans la proposition . On dit que (0,S, ) est
minimal si et seulement si le k-rang de S est égal & celui de Cg- (1), le centralisateur de ¢

—~* ~ . . . ’ , .
dans G, c’est-a-dire si S* est maximalement déployé dans ce centralisateur.

Soient 0,7 € BT tels que 7 < . Prenons une classe de CZ—conjugaison de paires (S8, 1),
ou S* est un k-tore maximal de G, et ¢t € (§*)F. Le choix d’un relévement de G, en un
Levi de G. permet de relever S* en S un k-tore maximal de G.. et ¢ en t’ € (§")F. Cette
nouvelle paire (S, ) est alors définie & C:—conjugaison pres, et on note ¢ . application
qui & la classe de conjugaison de (S*,t) associe celle de (S*,t).

Notons que si s est la classe de conjugaison de ¢ dans Gz alors ¢} (s) est celle de t'.

2.2.3.4 Lemme. Soient o,7 € BT tels que 7 < o et (0,5,0),(1,5,0') € Ty tels que
o (8% t) = (§™,1), o (0,5%,t) (resp. (1,5",1')) est associé a (0,S,0) (resp. (,5,6")).
Alors

1. (0,S,0) est minimal et S est k-minisotrope dans G, si et seulement si (0, S,0) est
elliptique

2. (0,8,0) est minimal si et seulement si (1,S',0') est minimal.

Démonstration. Notons $*? le sous-tore déployé maximal de S*.

Commengons par montrer 1. Supposons que (0,S,6) est minimal et que S est k-
minisotrope dans G,. Prenons L un Levi minimal de EZ tel que t € L, de sorte que t soit
elliptique dans L. Comme ¢ est un élément semi-simple, il existe Sp un tore maximal F-stable
de L tel que t € Sp. Appelons Sf sa composante déployée. Comme ¢t est elliptique dans L,
Sp est k-minisotrope dans L et donc Sf coincide avec la composante déployée du centre
de L. Maintenant S est k-minisotrope, donc $*? est la composante déployée de Z (Cj;), le
centre de G,. Et comme Z(G,) C Z(L), on en déduit par maximalité de S{ que S*¢ C S{.
Enfin, $*? C S{ ¢ Cg* (t), et comme (0,S, 0) est minimal, S*d =S¢ et donc L = G,

Réciproquement, soupposons t elliptique. Nous savons déja que S est k-minisotrope. Il
reste & montrer que $*¢ est maximal parmi les tores déployés de CCZ (t). Prenons alors T

*
o

un tore déployé de Cg+ (t) contenant S*d. Notons M le centralisateur de T¢ dans Cj; qui est

un Levi de C:, contenant ¢t. Comme ¢ est elliptique M = é:,, et comme S est k-minisotrope,
T¢ =5

Démontrons maintenant 2. Commencons par relever S* en un tore de Ci, que l'on note
encore S*, de sorte que I'on puisse identifier (S,#') a (S*,¢) (aprés conjugaison). Notons
M, l'unique relévement de G, en un Levi de G, contenant S*.
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Il faut alors montrer que S*? est maximal parmi les tores déployés de Cgr(t) si et
seulement s’il 'est parmi ceux de Cpm, (t). Il est clair que si S est maximalement déployé
dans Cg- (t) il l'est aussi dans Cm,, ().

Supposons donc $*¢ maximal parmi les tores déployés de Cwm,, (t). Notons M le centralisa-
teur de S*? dans M, qui est un Lévi de M, contenant ¢. Le tore S*@ est alors k-minisotrope
dans M et il est maximal parmi les tores déployé de Cm(t) donc par la propriété 1, t est
elliptique dans M. Comme S*¢ est la composante déployée de Z(M), on a également que M
est le centralisateur de $* dans G... Prenons T¢ un tore déployé de Cg: (t) contenant S*?.

Son centralisateur dans éi est un Lévi L contenant ¢ et contenu dans M. Mais comme ¢ est
elliptique dans M, L = M et S* = T O

2.2.3.5 Corollaire. Soit (S,0) € P. Alors (S,0) est minimale si et seulement si pour
tout o € A(S,F”T)F le triplet associé (o, S,0) est minimal, si et seulement si pour un
o € A(S, F™)F le triplet (0,S,0) est minimal.

Notons que dans ce cas, si o est une facette mazimale alors (o, S, 0) est elliptique.

Revenons a la démonstration de L@j\nin /~a = Y[{nin. La proposition [2.2.2.8 montre que
I'on peut identifier 'application &y /~¢ —:Yf\nin a "/~ — €p/~. 1l nous suffit donc
de montrer que I'on a une bijection .7/~ — €p/~.

2.2.3.6 Proposition. L’application Iy — €a induit une bijection T~ = Cp[~.

Démonstration. Nous savons déja par la proposition que 'on a une application
TN [~ = €\ [~ et donc T [~ — Cp/~.

L’application .7/~ — €p/~ est surjective. En effet soit (0,s) € @,. Il existe un
polysimplexe maximal 7 > o tel que @i}l(s) # (). Prenons alors t € (pi}l(s). La classe de
conjugaison t est alors elliptique dans C: 11 suffit alors de prendre un triplet (7,S,6) qui
donne (7,t). Ce dernier est elliptique puisque ¢ est elliptique et il convient car (o, s) ~ (7,t).

Il reste & montrer I'injectivité. Soient (o1, S1,61), (02, S2,62) € 7 deux triplets auxquels
sont associés respectivement (o1, 1), (02, $2) € €A. On suppose que (01, $1) ~ (02, 52) et
on veut montrer que (o1,S1,61) ~ (02, S2,62). Nous savons par la proposition que
~ est la cloture transitive de ~', on peut donc supposer que (o1, s1) ~' (02, s2). Prenons
un triplet (o1,S3,%1) (resp. (02,S5,t2)) avec t1 € (ST)F (resp. t2 € (S5)F) en dualité avec
(01,S1,61) (resp. (02,S52,02)), tel que t; (resp. t2) a pour classe de conjugaison s; (resp.
82).

Commencons par traiter le cas o1 = o9 et s1 = s9. Il existe donc g € é:;l tel que
t1 = Ad(g)(t2). Par le lemme ] et 9S5 sont maximalement déployés dans C’G:;l (t1),
donc quitte & modifier g on peut supposer que S} = 9S5. On en déduit que les paires
(S1,t1) et (S3,t2) sont conjuguées sous C; et donc que les paires (S1,6;) et (Sz2,62) sont
conjuguées sous G,,. On a bien que (01,S1,61) ~ (02, Ss2,65).

Revenons au cas général. Comme (01, s1) ~' (02, s2), deux cas se présentent :

L. Il existe g € G tel que gog = 07 et s1 = ¢} ,, (s2).

Alors (S1,01) et g(Se,602) donnent la méme classe de conjugaison dans (C;) ss €t
par le premier cas (01,S1,01) ~ (02,S2,02).

2. Il existe € BTy tel que 01 > x < 03 et ¢, ,(s2) = @5, .(51).

Choisissons un appartement contenant oy et oo. Cet appartement est associé a un
tore T et 'on note T le tore induit sur G, et T* un dual sur C:. Le tore T permet
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de relever de fagon umque G,, et G,, en des sous-groupes de Levi de G,. De méme

T* permet de relever G o €t G . Ceci nous permet de relever S1, So en des tores

de G, et S}, S en des tores de G,. Dans ce cas, (S1,0;1) correspond a (S%,t;) et
(Sa,62) & (S, ta) avec t1 et ty conjugués dans G,, (¢; est un représentant de la classe
de conjugaison ¢y .(s;)). Il existe donc g* € G, tel que t; = Ad(g*)(t2). Par le
lemme ¥ et 9°S} sont maximalement déployés dans Cg+(t1). Deux tores
maximalement deployes sont conjugués donc quitte & modifier g* BH peut supposer
que S} = 9°S3. Par conséquent les paires (S1,#1) et (S5, t2) sont conjuguées sous G,,
donc les paires (S1,601) et (S2,602) sont conjuguées sous G,.

Il existe g € G, tel que (S1,0;) = g(S2,02). Prenons g € G un relévement de
g € G, ~ G2/G . Considérons également S et So des tores maximaux non-ramifiés
de G qui relévent S; et So. Alors Sy et 9S8, ont méme image dans G, donc par
[DeB06] lemme 2.2.2, Sy et 9S2 sont G -conjugués. Quitte a changer le relévement
de g choisi, on peut supposer que S; = 9S,. Le polysimplexe o est une facette de
dimension maximale dans A(S1, F™")F et goy est une facette de dimension maximale
dans A(9Sy, F")F = A(Sy, F™)F. Prenons A un appartement contenant oy et gos.
Par [DeB06] lemme 2.2.1 (4) nous avons A(A,01) = A(A, gag) On a bien que

S, = 952 De plus dans G, on a S; = 95, et 6; = g6, donc 6, = 902 On a bien
(0_1751791) (0—2732762)~

O

2.2.3.7 Proposition. L’application Py — LK induit une bijection ,@X”"/NG = 5”/(’”'”.

Démonstration. Les propositions [2.2.2.8 et [2.2.3.6] montrent que l'on a le diagramme
commutatif

min min
P /NGHyA

FooT
I\ [~ ——=C\ [~

d’ou le résultat. O

2.2.4 Relations d’équivalence sur &,

Nous avons obtenu dans les sections précédentes une application Py /~g — Y/{nin
ainsi que 2% un sous-ensemble de Py, tel que PR/~ 5 iR, Cependant, lorsque
les paires ne sont pas minimales, nous ne savons pas encore quand elles donnent un
méme systéme cohérent. Nous cherchons donc une relation d’équivalence sur &, qui le
caractériserait. Le but de cette partie est d’introduire les relations d’équivalences ~,, ~;
et ~e sur #). Nous verrons par la suite que ~, est la relation d’équivalence recherchée qui
fournira une bijection Py [/~ 5 yj\min. Les deux autres relations ~, et ~, sont tout de
méme intéressantes et produiront également des décompositions remarquables de Rep(/)\(G).

Soit m € N*, alors I'application

TrFm/F : X*(S) — X*(S)
A = A+Fs\) 4+ FETEON)
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induit une application, que I’on note encore Trem /F :
Trenr + X*(S)/(Fs — 1)X*(S) — X*(S)/(F& — 1)X*(S).

On note alors pour § € X*(S)/(Fs — 1) X*(8S), 0(m) := Trem /£ (0).

2.2.4.1 Lemme. L’application Trpm /p induit une bijection
Trpm e : X*(8)/(Fs — 1)X*(8) = [X*(5)/(F§ — X" (9)]*.

Démonstration. Commengons par l'injectivité. Notons que Trem p = (F —1)/(Fs — 1).
Comme pour tout m € N*, Fg' — 1 est injectif, 'application Trem /F - X*(S) = X*(S) est
injective. Mais alors s'il existe § € X*(S) et A € X*(S) tels que Trem p(A) = (Fg' — 1)(0)
alors Tr,:m/F()\) = TrFm/F((FS —1)(0)) et donc A = (Fg — 1)(0).

Passons maintenant a la surjectivité. Nous avons déja que Trem g est & valeurs dans
[X*(S)/(F& — 1)X*(8)]7s. Prenons donc A € X*(S) tel qu'il existe 0 vérifiant (Fg—1)(\) =
(Fg' — 1)(0). Alors (Fs — 1)(A) = (Fs — 1)(Trpm/p(0)) et par injectivité de (Fs — 1),
= TI'Fm/F(G). O

Soient S; et So deux tores non-ramifiés et g € G™". Pour simplifier les écritures nous
noterons S¥" pour (S}")F" = Sy(F,,), ou F, est I'extension non-ramifiée de degré m
de F. Rappelons (voir annexe @ que X*(S1)/(Fg\ — 1)X*(S1) est en bijection avec
Irr(°(SF™)/(ST™) ) (notons que 1'on utilise ici le systéme compatible de racines de 1'unité
fixé au début de cette thése). Ainsi si 9(ST") = S5™ (ce qui est équivalent a dire que Ad(g)
est défini sur F},), Ad(g) induit une bijection Irr(°(ST™)/(SF™)*) = Trr(°(SE™)/(SE™) )
et donc une bijection Ad(g) : X*(S1)/(Fg — 1)X*(S1) = X*(S2)/(Fg — 1)X*(Sz). On
définit alors la relation d’équivalence suivante

2.2.4.2 Définition. Soit m € N*. On dit que (S1,61) ~, (Se, 62) si et seulement s’il existe
g € G™ tel que

L. g(Sfm) = SZm

2. g61(m) = 02(m)

On dit que (S1,61) ~oo (S2,62) si et seulement s'il existe un m € N* tel que (S1,601) ~p,
(SQ, 92)

Nous pouvons remarquer qu’il existe un entier d tel que pour tout tore non-ramifié S
de G, F& = ¢? est la multiplication par ¢%. Ainsi ~so=rg.

On note N™(S) le normalisateur de S™" dans G™". Le groupe de Weyl étendu de S™"
dans G™ est le quotient W (S) := N (8)/°5™", ou 95™" est le sous-groupe borné maximal
de S™". On note W(S), le groupe de Weyl affine, qui est le sous-groupe de W (S) engendré
par les réflexions des murs des chambres de A(S, F""). Le groupe de Weyl W (S) est défini
par W(S) := N"(S)/S™".

Notons N(S,8) := {n € N™(S),"(SF") = SF" et nf(m) = 6(m) pour un m € N*}
qui est un sous-groupe de N™"(S). Définissons aussi W (S, 0) := N(S,0)/°5™ < W (S) et
W(S,0):= N(S,0)/S™ < W(S).

Considérons un d tel que ~o=~,4. En particulier on a (F — 1)X*(S) = (¢¢ — 1) X*(S).
Alors 'application naturelle (-, -) : X, (S) x X*(S) — Z induit une application

()« X(8) x X*(8)/(F§ = 1)X*(S) = Z/(¢" ~ 1)Z.
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Posons W°(S, 6) le sous-groupe de W (S, 6) engendré par les s, oul « est une co-racine
vérifiant (o, 6(d)) = 0. Les « tels que (a, 6(d)) = 0 forment un systéme de racines F-stable.
Une vérification directe est possible, mais on peut également montrer que W°(S, ) s’identifie
au groupe de Weyl de Cg+(t)°, ou t € G*, ce que nous ferons plus tard (lemme .
Notons A(g g) I'appartement A(S, F"") mais dont la structure polysimpliciale est déduite
de celle de A(S, F™") en ne gardant que les murs correspondants aux co-racines affines
dont la partie vectorielle correspond aux « tels que («a, 8(d)) = 0. Désignons W%(S, 6) le
sous-groupe de W engendré par les réflexions des murs de A(g g). Ce dernier est alors un
groupe de Weyl affine comme défini dans [Bou&1| chapitre VI, §2.

Enfin définissons N°(S,6) (resp. W°(S,0)) le sous-groupe de N(S,8) (resp. W (S, 6))
image réciproque de W°(S,0) par I’application N(S,60) — W(S,6) (resp. W(S,0) —
W (S,0)). Notons que W%(S, 6) est un sous-groupe de WO(S,H) et posons N*(S, 6) I'image
réciproque de W4(S, ) dans N°(S,0).

Notons que tous les ensembles définis précédemment sont F-stables.

Notons que si (S1,601) et (Sg,62) sont ~-équivalentes, alors il existe g tel que 9(ST™) =
SE™ et gf1(m) = 02(m) pour un certain m. Comme 9S}" = SJ" (par densité de Zariski
de S'™), g7'F(g9) € N™ (S;). De plus 0 (m) et fz(m) sont F-stables donc g~F(g)6; (m) =
61(m). On en déduit que g~'F(g) € N(S1,61). On peut alors raffiner ~., de la fagon
suivante.

2.2.4.3 Définition. On dit que (S1,601) ~, (S2,02) (resp. (S1,61) ~e (S2,602)) si et
seulement s’il existe m € N* et g € G™ tels que

L 9(S") = 85"
2. 901 <m> = 92<m>
3. g7'F(g) € N°(S1,01) (resp. g"'F(g) € N°(S1,61))

Expliquons les notations précédentes. Nous notons ~,. car cette relation d’équivalence va
correspondre a des classes de conjugaison rationnelles. Et ~, est notée ainsi car cette relation
va caractériser le fait que deux paires (S, 6) définissent le méme systéme d’idempotents
cohérent e = (e).

Il faut vérifier que ~, et ~, sont bien des relations d’équivalence. Cela découle de
la remarque suivante. Soit g € G™ tel que 9(SF") = SE™ et gf1(m) = 62(m). Alors
Ad(g) induit une bijection Ad(g) : N(S1,601) = N(S2,6). Si a est une co-racine telle que
(o, 01(d)) = 0 alors (g-c, g-01(d)) = 0 donc Ad(g) : N°(S1,601) = N°(Sa,02). De plus Ad(g)
envoie les murs de 'appartement relatif & S; sur les murs de 'appartement relatif & So donc
Ad(g) : N%(S1,601) = N%(Ss,05). Pour conclure, il suffit de remarquer que I’application
x> grF(g)~ = (gzg71)(gF(9)~!) induit bien une bijection N°(S1,6;1) = N°(S2,0s) (resp.
Na(Sl, 01) 5 Na(SQ, 92)) si gF(g)’l S NO(SQ, 92) (resp. gF(g)fl S Na(SQ, 92))

On a alors les liens suivants :

NGjNeer:}NOO
2.2.5 Caractérisation des systémes de classes de conjugaison 0-cohérents
minimaux dans %,

Nous souhaitons montrer dans cette section que 'application &y — y/{nin induit une
bijection Py [~ = S0,
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Considérons une paire (S, ) et o € A(S, F™")F. Notons (c,S,0) € F le triplet induit
par (S,0). Le groupe des caractéres d’un k-tore est aussi muni d’applications Trgm JFs €t
celles-ci sont compatibles avec I'identification naturelle X*(S) ~ X*(S). Nous rappelons
que W, (S) est le sous-groupe de W (S) engendré par les réflexions des murs passant par
o, qui s’identifie au groupe de Weyl de G, relatif & S. On notera WUT(S) le stabilisateur
de o dans W (S). Soit d un entier tel que ~o=n~g. On note alors W2(S,#) le sous-groupe
de W,(S) engendré par les s, tels que s,0(d) = 0(d) et (a,0(d)) = 0. Le lemme suivant
découle de [Bou&ll, chapitre V, §3, proposition 1.

2.2.5.1 Lemme. Soient (S,0) € Py et o € A(S,F™). Alors W%(8,60) N Wi(S) =
W2(S,0).

Rappelons que la classe de G,-conjugaison de la paire (S, ) correspond & une classe
de CZ—Conjugaison de paires (S%,t) (proposition . Fixons (S*,¢) un représentant de la
classe associée a (S, 0). Le groupe de Weyl de é:; relatif & S* s’identifie au groupe de Weyl
W,(S) de G, relatif & S.

2.2.5.2 Lemme. L’isomorphisme entre les groupes de Weyl W,(8S) et W(S*, G,) envoie
W2(S,0) sur W(S*, CE;(t)O).
Démonstration. D’apres [Car93| théoréme 3.5.4, W (S*, Ce: (t)°) correspond au sous-groupe
de W,(S) engendré par les s, ol v est une racine (pour S*) vérifiant «o(t) = 1.
La bijection reliant 6 et ¢ est donnée par la formule 6(Nga p((C)) = r(a(t)) (ici ¢ est une
racine de I'unité et on a identifié les caractéres de S* avec les co-caractéres de S, voir annexe
pour plus de détails sur la formule et les notations). Or 6(Nga/p(z)) = Trea/p(0)(z). On
a alors a(t) = 1 si et seulement si (a, 6(d)) = 0 d’ou le résultat. O

Soit (0, S,0) € 5. Nous savons que 'on peut associer a ce triplet une classe de conjugai-
son rationnelle semi-simple ¢ € (G.,) ss,A- On dira alors que deux triplets (¢, S1,61), (0, S2, 02)
dans 7 sont rationnellement équivalents si la classe de conjugaison rationnelle associée est
la méme.

2.2.5.3 Lemme. Soient o € BT et (0,81,01), (0, S2,02) € Tp. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes

1. (0,81,01) et (0,S2,02) sont rationnellement équivalents.

2. 1l existe g € G, et m € N* tels que g(S; ) = S5, gb1(m) = O2(m) et g~'F(g) se
projette sur W2 (S1,61).

Démonstration. Notons (S7,t1) et (S3,t2) des paires associées a (S1,01) et (S2,02).
Supposons 1. Les triplets (0,S1,601) et (0,S2,02) étant rationnellement équivalents,
on a par définition qu'il existe g* € (G,)F tel que t; = Ad(g*)ts. Les deux tores S} et
9°S% contiennent t; donc sont conjugués sous Cs: (t1)°. 1l existe donc un h* € G, tel
que h*(S%,t1) = (S5,t2) et w = (h*)"'F(h*) € W (S1). Rappelons que 'on peut voir la
correspondance entre les paires (S, 0) et les paires (S§%,¢) en fixant une paire de tores de
référence en dualité sur k£ (comme rappelé dans le paragraphe aprés la proposition .
Fixons ici, Sy et S}. La paire (S}, t2) correspond alors a (w,t1) ot t; € (S})Fw. Considérons
01 € X*(S1)/(wF —1)X*(S;) I'élément qui correspond & (w, ;). Prenons également g € G,
tel que g~'F(g) releve w. Alors la paire ¢(Si,0;) est une paire en dualité avec (S3,t3)
et est donc G-conjuguée a (Sg,62). Le lemme nous permet d’identifier w & un
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élément de W2(S1,0:). Enfin, pour un m tel que (wF)™ = F™, en remarquant que 0, et 0;
correspondent tous les deux a t;, on a que 6 (m) = 01(m), d’ou 2.

Supposons dorénavant 2. Nommons w € W2(Sy,60;) la projection de g~'F(g) qui
s'identifie & w € W (S1) par le lemme . Posons (S1,01) = g~ 1(Sa,6s), on 6, €
X*(S1)/(wF —1)X*(Sy). Alors 61 (m) = 61 (m) et donc 6, senvoie sur t; € (S¥)“F. Prenons
alors g* € Cg= (t1)° tel que (g*) 'F(g*) releve w. La paire (S3,t2) est alors G* conjuguée a
g*(S7,t1). Et “comme Ad(g*)t; = t1, t1 et t2 sont rationnellement conjugués et on a 1. [

2.2.5.4 Lemme. Soient (S1,01) et (So,602) deux éléments de Py. Supposons qu’il existe
o € BTNA(S1, F™) N A(S2, F™). Notons (0,81,01) et (0,82,02) les triplets induits sur
G,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. (0,81,01) et (0,S2,02) sont rationnellement équivalents.

2. Il eviste g, € Gg"" et m € N* tel que 9 (ST™) = S5, g,01(m) = 02(m) et
9o 'Flgo) € N*(S1,061).

Démonstration. Par le lemme 1. est équivalent a lexistence d'un g, € G, et d’un
m tels que 97 (SY™) = SE™ | §,01(m) = 02(m) et g5 'F(gy) € W2(S1,01).

Supposons l'existence d'un tel g,. On peut alors relever celui-ci en un élément g, € Gg™"
tel que 97 (S¥™) = 85" et g,01(m) = O2(m) (voir le lemme 2.2.2 de [DeB06] pour les tores).
Par le lemme [2.2.5.1|w, = g;'F(g,) € W2(S1,61) € W(S1,61).

Supposons maintenant 2. Notons g, la réduction de g, dans G,. Alors 9°S; = Sy et
Jgob1(m) = 02(m). Et par le lemme w,, la projection de g;'F(gy), vérifie w, €
Wa(S1,61) N WE(S1) = W2(S1,61) d’ou 1. 0

2.2.5.5 Lemme. Soit S un tore mazimal non-ramifié de G, alors il existe x € BTo NA(S, F"").

Démonstration. D’aprés [DeB06] Lemme 2.2.1, A(S, F™)F est non-vide et est I'union des
facettes de BT qui le rencontrent. O

2.2.5.6 Lemme. Soient (S1,61) et (So,02) deuzx éléments de Py avec (Sy1,01) minimale.
Supposons que (S1,01) et (Sa,02) définissent le méme systéme de classes de conjugaison
0-cohérent. Alors, quitte a conjuguer l'une des paires par un élément de G, il existe un
sommet x € BTy vérifiant :

1. x € A(S1, F™) N A(Sy, F™)

2. (x,81,01) et (x,852,02), les éléments de Ty correspondant respectivement a (S1,61)
et (Sa,02), sont rationnellement équivalents.

Démonstration. Prenons x € BToNA(Sa, F™) par le lemme et considérons le triplet
(,S9,02) € ) correspondant a (Sg,62). Notons ¢ la classe de conjugaison semi-simple
dans (G,)F associée & (x,S2,02). Soit S* un tore maximalement déployé du centralisateur
de t de sorte qu'il existe un triplet minimal (z, S, #) associé a t. Choisissons (S, 0) € FPx
correspondant a (x,S, ). Les triplets (x, S, 8) et (x,Sa, 02) sont rationnellement équivalents
par construction, donc (Sg, 02) et (S, #) définissent le méme systéme de classes de conjugaison
0O-cohérent. Ainsi, par hypotheése, (S1,601) et (S, 0) définissent également le méme systéme. Or
ces deux paires sont minimales, donc d’apreés la proposition (S1,61) est G-conjuguée
a (S,0) ce qui démontre le résultat. O

2.2.5.7 Lemme. Soient (S1,61),(S2,02) € Pp. Alors si (S1,01) et (Sa,02) définissent le
méme systéme de classes de conjugaison 0-cohérent, (S1,01) ~¢ (S2,02).
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Démonstration. Tous les systémes de classes de conjugaison 0-cohérents sont décrits par
une paire minimale par le théoréme [2.2.3.7] Ainsi on peut supposer, sans perte de généralité,
que (S1,601) est minimale. Le résultat découle alors des lemmes [2.2.5.4] et [2.2.5.6] O

Sin e N™(S) alors n induit une action sur X*(S) et on note F, g := nig o 1. Notons
que F,, g ne dépend que de I'image de n dans W (S).

2.2.5.8 Lemme. Soient (S,0) € Py et g € G™ tels que g~ 1F(g) € N°(S,0). Alors il
eviste (S',0') € Pn et m € N* tels que 9(SF") = S'F" et gf(m) = 0'(m).

Démonstration. Posons n := g~'F(g) € N°(S,0) et w € W°(S,0) sa réduction. Soit m
Fr,
tel que nd(m) = 6(m) et Fg' = F]'s. Alors 6(m) € | X*(S)/(F}'s — 1)X*(S)] ® et par

le lemme il existe 0 € X*(S)/(Fns — 1)X*(S) tel que §(m) = 6(m). Définissons
S":=9S et 0 := g0 € X*(S')/(Fs — 1) X*(S') de sorte que 6'(m) = gh(m). O

2.2.5.9 Lemme. Dans chaque classe de ~-équivalence il existe un représentant (S, 0) tel
que lappartement A(g g) contienne une chambre F-stable.

Démonstration. Soit (S,0) € &. Prenons C' une chambre de A(gg). L’automorphisme
F agit de fagon polysimpliciale sur appartement donc F(C') est encore une chambre. Le
groupe W(S, 6) agit transitivement sur I’ensemble des chambres ([Bou81| Chapitre VI, §2,
Proposition 2), donc il existe w € W%(S, ) tel que wF(C) = C. En particulier w € W
et la proposition montre alors qu'’il existe g € G™ tel que g~ 'F(g) € N%(S,0) soit
un relévement de w. Prenons (S',6) € &\ comme dans le lemme On a bien,
par définition, que (S',0") ~. (S,0). Posons C’ := gC une chambre de A(g gy. Comme
wF(C) = C, c’est-a-dire g~'F(g)F(C) = C, on obtient F(C") = C’ d’ott le résultat. O

2.2.5.10 Lemme. Soient (S,0) € Py et g € G". On suppose que A gy contient C
une chambre F-stable et que g~'F(g) € N%(S,0). Alors il eviste 0 € BTNA(S, F"") et
h € N%(8,0) tels que h~1g~'F(g)F(h) fize o.

Démonstration. Notons w € W4(S, ) la réduction de g~'F(g). Posons S’ := 9S. Par le
lemme il existe y un point F-stable de A(S’, F™"). Le point z := g~ 'y est alors un
point wF-stable de A(g g).

Le groupe W(S, 0) agit transitivement sur les chambres de A(g ) donc il existe u €
WS, ) tel que x := u-z € C. De I'égalité wF(z) = z on déduit que w'F(z) = x avec
w' = uwF(u)~t. Posons h € N%(S, ) un relévement de u.

Nommons C’ la chambre w’ - C. Ainsi z = w'F(z) € w'F(C) = w'C = C’ et on a aussi
z € C donc il existe v € W2 (S, 0) tel que v-C’" = C (W2 (S, 0) agit transitivement sur les
chambres de A(g ¢) qui contiennent z, [Bou8I| Chapitre VI, §2, Proposition 2 et [Bou8l|
Chapitre V, §3, Proposition 1). Alors vw’ - C' = C et comme vw’ € W%(S,0), vw’ = 1. De
plus z = w'F(z) donc = F(z). On prend alors o le plus petit polysimplexe de A(S, F™")
qui contient z. Comme x = F(x) on a également 0 = F(0) et o convient. O

2.2.5.11 Lemme. Soient (S1,601) et (Se,62) deuz paires telles que (S1,01) ~e (S2,02).
Alors (S1,601) et (Sa2,62) définissent le méme systéme de classes de conjugaison 0-cohérent.

Démonstration. D’aprés le lemme [2.2.5.9]il existe une paire (S, 0) telle que Ag g) contienne
une chambre F-stable et (S1,01) ~¢ (S2,602) ~¢ (S,6). Il nous suffit donc de montrer
par exemple que (S1,0;) et (S, 0) définissent le méme systéme de classes de conjugaison
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0-cohérent. Prenons g € G™ et m € N* tel que 9(SF") = ST" | gf(m) = 61(m) et g7'F(g) €
N4(S,0). Par le lemme précédent on peut supposer qu’il existe o € BT NA(S, F™")
tel que g~'F(g) fixe o. Par le lemme 2.3.1 de [DR09] nous savons que H'(F,Go™") = 1
donc il existe g, € Go™" tel que g~ 'F(g) = g, 'F(g,) et donc g,¢g~! € G. Ainsi, quitte a
remplacer (S, ) par un de ses G-conjugués on peut supposer que g = g,. On conclut par le

lemme 2.2.5.4] O
On déduit alors du lemme et du lemme [2.2.5.77] le théoréme suivante
2.2.5.12 Théoréme. L’application Pn — S induit une bijection
D ~e S5 70,
On obtient donc une décomposition de Rep3 (G)

Repd(G)= [[  Repi ™ (0),
[Sve]eeyA/Ne

ot Repf’e]e(G) = Repg\s’e)(G), pour (S,0) n’importe quel représentant de la classe de
~e-équivalence [S, 0].

Cette décomposition est minimale pour la méthode utilisée.

2.2.5.13 Remarque. Toute relation d’équivalence ~ sur &2 plus faible que ~ (en particulier
~oo €t ~;) conduit & une décomposition de Rep{ (G) :

Repd(G) = ] Repi(@),
CeEPp |~
ot Rep§ (G) = HRepEXS’G]e(G), le produit étant pris sur les classes de ~-équivalence [S, 6],
telles que (S,0) € C.

Notons également que par construction les objets simples de Repﬁ\s’e)(G) sont décrits
par : 7w € Irrp (G) N Rep&s’g)(G) si et seulement sil existe (S',0') € Py et o € A(S')F tels
que

7 (S/vel) ~e (S,0)

* 70' +
— ("R (%), 0)s, #£0

ot Sy est §' si A = Qy ou le sous-groupe maximal de S’ d’ordre premier & £ si A = Zj.

2.3 La relation d’équivalence ~,

On suppose toujours que G se déploie sur une extension non-ramifiée de F'. Le but de
cette section est d’étudier les décompositions produites par ~,. et ~,,, comme expliqué

dans la remarque [2.2.5.13] (on traitera la relation ~. dans la section suivante).

Le théoréme|1.3.4.5 nous donne une décomposition de Rep{ (G) indexée par &, (I8, L'G),
I’ensemble des paramétres de Langlands inertiels modérés,

RepR(G)=  [[  Repf(G).
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Celle ci est obtenue en identifiant ®,,(I%,7G) a ( :S,A)F- Nous procédons de méme ici en

introduisant un ensemble (f)m(f f;\, LG), et en montrant que l'on a un diagramme commutatif

PN)or A== ®n(lp,FG)

_— |

Pp [~ (G )T == O (I, FG)

La décomposition donnée par ~., est la méme que celle du théoréme [1.3.4.5 (I'objet
principal de cette section est donc ~,) et ~, donne une décomposition plus fine

Repd(G) = J[  Repy (@)
(6,0)€Pm (11,1 G)

Haines définit dans [Hail4] définition 5.3.3, une notion d’équivalence inertielle pour des
paramétres A : Wp — L G(Qy). Nous étendrons cette derniére en une notion de ¢-équivalence
inertielle. On notera B5¢ , 'ensemble des parameétres de Weil modérés a équivalence inertielle
prés (¢-équivalence inertielle si A = Z;). On construira une bijection B! , = %m(I f%, L@),
permettant de réinterpréter la décomposition précédente en

Repd(G)=  []  Rep{”(@= J] Repld(@).
($,0) €D (IA,EG) lpleBst o

Dans le cas ot G est un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2, cette décomposition
est compatible & la correspondance de Langlands locale et est la décomposition de Rep%(G)
en "blocs stables" (c’est-a-dire que ces facteurs correspondent a des idempotents primitifs
du centre de Bernstein stable).

2.3.1 Interprétation sur G*

Dans cette partie, nous allons expliquer le lien entre les ~,-classes (resp. les ~-classes,
resp. les ~q-classes) et les classes de conjugaison dans G*. De fagon plus précise, nous
introduisons un ensemble &% = {(S*,t)}, ott S* est un k-tore maximal de G* et t € (S*)F
est d’ordre inversible dans A ainsi qu’une application Py — P} /~g*, oil ~g+ est la
conjugaison par G*. Nous montrerons alors que cette application induit le diagramme
commutatif suivant

PNt —= PN~y — P~

F
PR/ ~e —= Gp — (Gisn)
Si G est de plus quasi-déployé, les injections verticales sont alors des bijections.

2.3.1.1 Définition. On note &) I'ensemble des paires (S*,¢) oit S* est un k-tore maximal
de G* et t € (S*)F est d’ordre inversible dans A.

Définissons une application &y — P} /~g+, oll ~g+ désigne la conjugaison par G*.
Soit (S,0) € . Prenons S* un k-tore maximal de G* dual de S (la dualité ici
signifie que la donnée radicielle de S munie de l'action du générateur de Gal(F"™" /F)
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est la duale de celle de S* munie de Paction du générateur de Gal(k/k)). Notons que
ce dernier est bien défini & G*-conjugaison preés. L’identification X*(S) ~ X, (S*) fournit

une bijection X*(S)/(Fs — 1) X*(S) = X.(58¥)/(F — 1) X.(S"). Composée avec la bijection
X.(S*)/(F = 1)X,(S*) = (S*)F de I'annexe [D, on obtient la bijection

X*(8)/(Fs = 1)X*(8) = (87)".

A 0 est donc associé un ¢ € (S*)F. La paire (S*,t) est bien définie & G*-conjugaison prés, et
on obtient de la sorte une application

y[\ — e@X/NG*

2.3.1.2 Proposition. L’application Py — P} /~g passe au quotient et induit une
injection Py [~ — DX /[~6-.

Si G est de plus quasi-déployé, cette injection est alors une bijection.

Démonstration. Pour traiter la classe de ~1-équivalence, nous allons utiliser les résultats
de [DeB06]. Pour cela nous fixons T un tore non ramifié de G et T* un k-tore maximal de
G* en dualité avec T. On note W le groupe de Weyl fini de T.

Notre groupe G étant déployé sur F™" nous savons par le lemme 4.3.1 de [DeB06] qu'il
y a une injection entre les classes de ~1-équivalence de tores maximaux non-ramifiés et les
classes de F-conjugaison dans W, c’est-a-dire H'(F, W) (cette injection est bijective si on
suppose de plus G quasi-déployé) . Cette application fonctionne de la maniére suivante.
Soient S et T deux tores non-ramifiés. Ceux-ci étant non-ramifiés, ils sont conjugués sous G™".
Ainsi, il existe g € G™ tel que S™ =9T™". Or F(S™) = S™ donc cela définit un élément
n = g~ 'F(g) € Z'(F,N™) ott N" := N(G™,T™). On obtient w := nT™ € Z1(F,W)
dont la classe [w] € H(F,W) est indépendante du choix de g. Notons également que
(S"F = 9((T")Fw) ou Fy, := Ad(n) oF.

Soit maintenant (S, 0) € &5. Comme ci-dessus, choisissons g € G™" tel que S™" = 97"
et posons w I'image de g~'F(g) dans W et 6, = g~10 € X*(T)/((w?) op — 1) X*(T). Alors
la méme preuve que le lemme 4.3.1 de [DeB06] en rajoutant les caractéres § montre que la
classe de ~1-équivalence de (S, 6) est caractérisée par la classe de F-conjugaison de (w, 6y,).

La bijection X*(T)/((wd)o1p) —1) X*(T) ~ X.(T*)/(Fyp — 1) X, (T*) ~ (T*)Fv (rappelée
dans ’annexe @ envoie 0, sur t,, € (T*)Fv. La classe de F-conjugaison de (w,t,) est
elle méme en correspondance avec la classe de conjugaison d’une paire (S*,t) (cette
correspondance est aussi rappelée dans ’annexe @[) Notons que S* est en dualité avec S,
et t correspond a 6 via la bijection X*(S)/(Fs — 1)X*(S) = (S*)F, donc cette classe de
conjugaison est bien I'image de (S, #) par 'application &y — P} /~g+, d’ot le résultat. O

Nous avons une application bien définie &} /~g- — G; 5, (S%,t) — t. Celle-ci induit

*

donc deux applications Py — G4 et Py — ( ss,A)F (en composant avec Gg, , —
(GZ )"

2.3.1.3 Proposition. Les applications précédentes passent au quotient pour les relations
d’équivalence ~, et ~ et donnent des injections rendant le diagramme suivant commutatif

Pp[~o1 ——= PN~y — P~

Pi/~e —= Gion — (G, )"

ss,
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Si G est de plus quasi-déployé, ces injections sont des bijections.

Démonstration. Soit m € N*. Passer de ~1 a ~,, revient a changer F en F". De plus
I’application 6 — 6(m) correspond au niveau des groupes finis a I’application ¢ € (T*)F
t € (T*)F" (voir par example [DL76] section 5.3). On en déduit (comme dans que
Pon a Py /[~y < P/~ . En particulier on a que Py /~oo < ( )

Soient (S, 0),(S",0") € 2. Notons (S*,t) et ((S)*, ') des représentants des images res-
pectives de (S, 0) et (S',0') par Pp — FPX/~¢g+. Alors (S, 0) et (S,0") sont ~,-équivalentes
si et seulement si elles sont ~..-équivalentes et que le g reliant les deux paires vérifie
g 'F(g) € N°(S,0). Par ce qui précéde, étre ~.-équivalent est équivalent a ce que ¢ et
t' soient géométriquement conjugués. Notons w la réduction de g~ 'F(g) dans W°(S,0).
Comme dans le lemme nous savons que W°(S,#) correspond au groupe de Weyl
de Cg+(t)°. Ainsi (S,0) et (S',0") sont ~,.-équivalentes si et seulement si t' est conjugué
a t par un élément g* € G* vérifiant w = (¢*)"'F(g*) € W°(S,0) (c’est-a-dire tel que
g* € (G*)FCg+(t)°) (une fois le tore S fixé la dualité fonctionne comme celle sur les groupes
finis rappelée aprés la proposition , si et seulement si t et ¢’ sont rationnellement
conjugués. O

2.3.2 Classes de conjugaison rationnelles

La proposition montre que les classes de ~,-équivalence correspondent a des
classes de conjugaison rationnelles. Dans le chapitre [T} pour relier les classes de conjugaison
géométriques semi-simples F-stables aux paramétres de l'inertie, nous avons interprété
(G*,)F comme ((X @z & )/W)F. Nous souhaitons faire de méme ici, mais pour les classes
de conjugaison rationnelles. Nous introduisons donc un ensemble X A muni d’une action de
W de sorte que 'on ait le diagramme commutatif

XA/W = G:S,A

| |

(X @z k" )a/W)F == (Gl )"

(X ®z k)2 désigne les éléments de (X @z k) d’ordre inversible dans A).

Soit s € T" ~ X ®gy EX, on note Wj le sous-groupe de W formé par les éléments w tels
que w - s = s, qui correspond au groupe de Weyl de Cg+(s) par rapport a T*, et W2 le
sous-groupe de W engendré par les s, tels que a(s) = 1, qui correspond au groupe de Weyl
de Cg+(s)° par rapport & T*. Posons

X :={(s,0) € (X @z k") x (WA\W),s =w-F(s)}

ot X A le sous-ensemble de X formé par les (s, w) avec s d’ordre inversible dans A. Le groupe
de Weyl W agit sur X par

v (s,w) = (v-s,vwF(v)~1), veWw

Vérifions que vwF(v)~! a bien un sens. Si wy = we dans W2\W, c’est-a-dire w1 = uws
avec u € W2, alors vwiF(v) ™! = (vuv™1) (vwaF(v)™1) et comme vuv™ € W2, on a bien le
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résultat voulu.

On va maintenant relier X, /W aux classes de conjugaison rationnelles semi-simples
dans G* d’ordre inversible dans A.

Soient (s, w) € X, et n € G* un relévement de @. Comme s = @F(s), on a s = nF(s)n~L.
Ecrivons n sous la forme n = g7 'F(g) (grace a la surjectivité de I’application de Lang),
alors t := gsg~! vérifie t = F(t). On associe & (s,w) la classe de conjugaison rationnelle de
t.

2.3.2.1 Lemme. Ce procédé ne dépend pas des choix effectués et définit une application
XA — G:S,A'

Démonstration. Prenons un autre relévement n’ = (¢')~'F(g’) de w. Alors n'n~! € Cg+(s)°.
Le groupe réductif connexe Cg+(s)° est F,, := Ad(n) o F stable, donc il existe h € Cg=(s)°
tel que n'n~' = h7'F,(h) = h~'nF(h)n~!. Donc n' = h™'nF(h) = (gh)"'F(gh). Ainsi
gh(g) e (G et t/ := ¢'s(¢") " = (gh(g") ')~ 't(gh(g’) ") est rationnellement conjugué
at. O

2.3.2.2 Proposition. Cette application passe au quotient pour fournir une bijection natu-

relle Xp /W - Gesa-

Démonstration. Montrons d’abord qu’elle passe au quotient. Soient (s, @), (s, w') € X
et v € W tels que (s,w) = v - (s,w’). Soient n = g~'F(g) un relévement de w et m un
relévement de v. Alors n/ := m~'nF(m) = (gm)~'F(gm) est un relévement de w’. Notons ¢
la classe de conjugaison semi-simple rationnelle associée a (s, w) et t' celle associée a (s, @').
Alors ¢ est la classe de conjugaison rationnelle de gms'm~lg™! = gsg™! donc ' = t.

Il reste a vérifier la bijectivité. Construisons la bijection réciproque. Soit ¢ € G:& A, alors
il existe S* un tore maximal F-stable de G* tel que t € (S*)F. Prenons g € G* tel que
9S* = T*. Alors g~ 'F(g) normalise T* et on peut former le couple (s,w) = (gtg~*, g~ 'F(g)).
Ceci nous définit une application Gg,  — Xa/W (elle est indépendante des choix effectués)

qui est la réciproque de X, /W — GesA- O

Nous avons une application naturelle )Z'AZW = (X @7k )a/W)F, (s,) — s et il est
clair au vu de la définition de 'application X, — Gz& A que l'on a

)?A/W = :s,A

| |

(X @z k" )a/W)F == (Gl 0)"

2.3.3 Réinterprétation de la relation d’équivalence ~,

Dans ce chapitre, nous obtenons des décompositions de Rep%(G) a partir de relations
d’équivalence (~e, ~y et ~o) sur Z5. Dans le chapitre [1} la décomposition de Rep (G),
indexée par des paramétres inertiels, ne passe pas par les paires (S, 6). Elle est construite a
partir d'une application €y — (G*,)F (on rappelle que %) désigne I'ensemble des couples

(0,5) ot 0 € BT et s € (G, )ss.4, voir définition [2.1.1.2). La bijection Py /~, = 00 5
Gp/~ (théoréeme [2.2.5.12) permet de définir sur €, deux relations d’équivalence ~, et



2.3. LA RELATION D’EQUIVALENCE ~p 87

~o qui correspondent aux relations éponymes sur &,. Nous montrons dans cette partie
que 'application €5 — (GZS)F du chapitre [1| passe au quotient pour donner une injection
Er/~oo — (GE)F (on aura donc une compatibilité entre la décomposition du théoréme
et celle obtenue ici grace & ~«). Nous souhaitons également trouver une application
plus simple pour les classes de ~,-équivalence. On construira donc €y — G, qui passe au
quotient pour ~, et donne le diagramme commutatif

Cn/~rS ss.A
\ /
PN ~r
CA/~oc” (Gisn)"
PN~

Soient o € BTg et T un tore maximal maximalement déployé tel que o € A(T, F).
Rappelons que I'on a une bijection canonique Xx/W =~ G, 5 (proposition 2.3.2.2). On a
également X Wy (G:) ss,A- L'application W, < W induit une application W, /W, . —
W/W¢ et donc )Z'A/Wg — )Z'A/W On obtient de la sorte notre application (CZ)SS,A — G:&A.
2.3.3.1 Proposition. L’application précédente est indépendante du choix du tore T et

définit une application € — GZ&A, Cette derniére passe au quotient pour ~, et rend le
diagramme suivant commutatif

CKA/NT = @A/NT

~

Gys

ss,

Démonstration. Soit t € (G,)ss.a et notons s son image par (G, )ssn — Ggs p- Prenons
S)ss.a tel que t € (S*)F. Considérons (S,6) en dualité avec
(S*,t) et que 'on reléve en (S, 0) out S est un tore maximal de G. Il est alors clair que la
classe de ~,-équivalence de (S, 0) correspond a la classe de ~,-équivalence de (o,t) via la
bijection €5/~ = P /~,. Nous souhaitons donc montrer que s est 'image de (S, ) par
Papplication &5/~ — Ggg 5

S* un k-tore maximal de (G,

L’application (C:) ss,A — Ggs o étant définie & partir des groupes de Weyl, nous allons
réinterpréter les résultats grace a ces derniers. Notons T le tore induit par T sur G, et T*
en dualité avec T. Notons &2} /F I'ensemble des classes de F-conjugaison de paires (w, 6)
onw e W, 0 e X/(wdoh) —1)X et 0 est d’ordre inversible dans A. Notons de méme
@XV(’/ F le méme ensemble mais avec w € W,. L’injection W, — W permet de définir
une application QZXV” JF = 2}V JF. Soit (w,,0,) € QXV”/ F correspondant & la classe de
G, -conjugaison de la paire (S*, ) (voir annexe @ et nommons (wo, fy) € 2 /F I'image de
(we, 0,) par I'application 22)7 /F — 2}V /F. La classe de F-conjugaison de la paire (wp, 6p)
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correspond a la classe de G*-conjugaison d’une paire (Sg,%p) et il est clair que s est la classe
de conjugaison de #.

En termes de groupes de Weyl, la proposition [2.3.1.2] peut se réinterpréter en une
injection Py /~1 — WK//F Gréace a la proposition il nous suffit pour conclure de
montrer que la classe de (wy, fp) est I'image de (S,6) par Py /~1 — 2} /F. Le corollaire
4.3.2 de |[DeB06] montre ce résultat mais sans les caractéres 6. La méme preuve s’adapte
aisément en rajoutant les caractéres 0, ce qui nous démontre la proposition.

Notons que comme l'application &y /~, — G:S’ A e dépend pas du choix du tore T, il

~ =%k
en est de méme pour (G, )ss.A — Gig p- O

2.3.3.2 Proposition. L’application €n — (G:&A)F (du chapitre passe au quotient pour
~oo et Tend le diagramme suivant commutatif

CgA/Noo — @A/Noo

\ /
(G )"

S

Démonstration. Le résultat se déduit de la proposition [2.3.3.1] et des diagrammes commu-
tatifs
%A G:S,A

G
(Gi )"

et (proposition [2.3.1.3)

(KAH%A/NT.Q@A/NT,%G:&A

N

CN)~oo <= Pn[~oe — (G AT

11 est aisé de voir que 'on a bien le diagramme commutatif annoncé dans I'introduction.

2.3.4 Interprétation en termes duaux

Les classes d’équivalence pour ~, correspondent aux classes de conjugaison semi-
simples géométriques F-stables dans G* par la proposition Nous avons interprété ces
derniéres par des paramétres de Langlands inertielles dans le chapitre[I} On obtient donc une
décomposition de Rep{ (G) indéxée par @, (I f;\, LG), I'ensemble des paramétres inertielles,
qui est la méme que celle du théoréme par la section [2.3.3] Nous souhaitons obtenir
de méme, une interprétation en des termes duaux pour la relation d’équivalence ~,.. Nous
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introduisons pour cela un ensemble &)m(I %, LG) rendant commutatif le diagramme suivant

q)m(I%7 LG) — G:S,A

| |

m(I3 P G) == (GL 0)F

Ainsi, grace a la proposition [2.3.1.3] les classes de ~,-équivalence fourniront une décompo-
sition de RepQ (G) indexée par ®,, (I8, L G).

Reprenons les notations de [Dat17]. Etant donné une suite exacte H < H —» W de
groupes topologiques, on note X(W, H ) 'ensemble des sections continues W — H qui
scindent la suite exacte, et (W, H) I'ensemble des classes de H-conjugaison dans (W, H).

Soit ¢ € ®(I%,LG). On note Cga(9) le centralisateur de o(I%) dans G qui est un
groupe réductif, possiblement non connexe. Par définition ¢ peut s’étendre en un paramétre
¢ : Wp — LG. Alors d’aprés la section 2.1.1 de [Datl7] le sous-groupe Ca(o) =

Cg(¢)¢e(Wr) de -G est indépendant du choix de ¢. Notons maintenant mo(¢) := mo(Cg ()

et mo(¢) := 6’@(¢)/Cé(¢)° qui donne une suite exacte scindée ([Datl7] section 2.1.4)
0 — 7mo(¢) — Fo(¢p) — (F) — 0.

2.3.4.1 Définition. Notons 5([%, LG) I’ensemble des couples (¢, o) a é—conjugaison prés,
oit ¢ : I — LG est un paramétre inertiel et o € S((9),7o(¢)). Appelons également
®,, (I8, L'G) le sous-ensemble de ®(I%, LG) des (¢, o) avec ¢ modéré.

Nous souhaitons établir une bijection canonique entre d m (L %, LG) et G, ( u1sque
Ggs a correspond a I'ensemble des classes de ~,-équivalence par la proposition [2.3.1.3)).

La section construit une bijection canonique entre Gg, 5 et X /W . 1l nous suffit
donc de construire une bijection Zf)m(]l{;? LG) 3 X\ /W.

Prenons (¢,0) € ‘im(lﬁ, LG). Quitte & conjuguer (¢, ), on peut supposer que ¢(I5) C
T. Le groupe [ % /Pp étant procyclique, ¢ est déterminé par I'image d’un générateur. Le
systéme compatible de racines de I'unité, que 'on a fixé au début, nous fournit un tel
générateur, ainsi ¢ est déterminé par un élément semi-simple s € T d’ordre inversible dans
A. Comme dans la section , on identifie s & un élément s € X ®z k- (toujours grace
au méme systéme compatible de racines de I'unité).

2.3.4.2 Lemme. Soit f1/9\" e Cx a(@). Alors il existe ¢ € Cg(p)° tel que cf € N, ou
N = N(i’, E:) est le normalisateur de T dans G.

)°,G) (le normalisateur dans G de Cg (qzb) ) donc
Ainsi, il existe ¢ € Cg()° tel que (fz?”) (f19”) =

t comme T est J-stable on obtient le résultat. [

Demonstmtzon On a fo" € N( Cgl(o
(fém) (fﬁ”) est un tore de Cg(¢)°.
¢ 'Te. Donc (cfz?”) (cfﬁ") 'T

La section o est déterminée par I'image de 9. Le lemme [2.3.4.2| nous permet de prendre
un relévement de 0(19) de la forme f19 avec f € N. On pose alors w 'image de f par
lapplication N — W — W2\W. Cette application ne dépend pas du choix du relévement
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choisi. En effet si f’@ est un autre relévement avec f' € N, alors il existe ¢ € Cg(¢)° tel
que f' = cf. Ainsi c € Cg(4)° N N donc f et f' ont méme image dans W\W.

On vient donc d’associer a (¢, o) avec ¢(I f}) C T une paire (s,w). Pour arriver dans
X, il reste a vérifier que s = wF(s). Le Frobenius F sur T* correspond & Jo 1) sur T.
Il faut donc vérifier que s = Ad(f) o ¥(s%). Prenons ¢ € ®(Wg,*G) un relévement de
¢. Notons ¢(Frob) = wd. Comme éé(gb) = Cg(#)p(Wr), on a que u et f different d’'un
¢léement de Cg(¢) et donc Ad(f~')(s) = Ad(u~')(s). Or pour un élément z € Ip/Pp,
Frob!2Frob = 29, donc o(z) = Ad(u) o 5((,0(:U)q) et on a le résultat souhaité, en prenant
pour x le progénérateur de I 9 /Pr choisit plus haut.

Montrons que le procédé précédent définit une application ®,, (1 f;\, LG) — X JW.

2.3.4.3 Lemme. Soient (¢,0) et (¢',0') conjugués sous G avec P(I%) C T et ¢'(I8) C T
Nommons (s,w) et (s',w") les éléments de X leur étant associés respectivement. Alors il
existe v € W tel que (s,w) =v - (s, @').

Démonstration. Soit g € G tel que s’ = gsg~! (ici on voit 5,5’ comme des éléments de 'f‘)
et 0/ = gog~!. Des éléments d’un tore qui sont conjugués le sont sous le groupe de Weyl,
donc il existe v € W tel que s’ = v - 5. Appelons n un relévement de v dans N. Comme
s’ =nsn~t = gsgt, n"lg € Cg(s). Notons f9 (resp. f'0) un relévement de o(9) (resp.
o' (9)) avec f € N (resp. f' € N).

On a donc f/ = cgf@(g)_l avec ¢ € Cg(¢')°. Soit ¢ := gn~! € Ca(¢') de telle sorte
que f' = cdnfo(n)"19(c)~". Par le lemme 2.3.4.2L il existe h € Cg(¢')° et m € N tel que
¢ = hm. On obtient donc

f = chlmnfo(n) 19 (m) "I (h) "

que 'on peut réécrire en

~

hf'9 = ch[mnfo(n)~ 9 (m) 0.

Nous obtenons de la sorte que [mnf@(n)_lz?’\(m)_l]@ est un autre relévement de 0/(5) avec
[mnfd(n)"19(m)"1] € N. Comme @ ne dépend pas du relévement choisi, en notant v’
la réduction de mn dans W, on obtient que @’ = v/'wF(v’)~1. Remarquons de plus que
m € Cg(¢') pour obtenir s’ = v’ s. On a bien (s',@") = v' - (s,w). O

2.3.4.4 Lemme. Le procédé précédent donne une bijection &)m(Iﬁ, La) = )?A/W

Démonstration. On a construit une application ® m (L ﬁ, LG) — X /W . Donnons ’applica-
tion remproque Soit (s, w) € X . Nous savons associer a s un qﬁ €, (1 fm\, LG) (voir section

. Soit f un relévement de w dans N. Montrons que fJ € Ca &(¢). Soit ¢ € ®(Wp, “G)
un relevemen/‘g de ¢ et notons p(Frob) = ud. Alors (comme dans la preuve du lemme
s = Ad(u) 09(s7). Or s = wF(s), donc s = Ad(f) o(s?). On en déduit que fu~' € Cg(¢),
puis que fJ = (fufl)(u{?\) € Ca(9)p(Wr) = éé(gb) On définit alors la section o en
envoyant ¥ sur I'image de fi dans 7y(¢). Comme précédemment cette application passe au
quotient et fournit I'application recherchée. O

En combinant le lemme [2:3:4.4] et la proposition [2.3:2.2] on obtient :
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2.3.4.5 Proposition. On a une bijection naturelle
&)m(I%aLG) ;> G;S,A

Remarquons que cette bijection est compatible avec la proposition [1.3.1.3| dans le sens
suivant :

2.3.4.6 Proposition. Le diagramme suivant est commutatif

(5m([?’ LG) — G*s,A

S

| |

Oy (I 1 G) == (G 0)F

s,

ot la premiere fleche verticale est la projection sur la premiére coordonnée.

On déduit des propositions [2.3.1.3] et [2.3.4.5| la proposition suivante

2.3.4.7 Proposition. Nous avons une injection Py [~ — :ISm(I%,L ).

Nous pouvons écrire directement ’application &y — ®,, (1 f}, LG) (construite pas les
propositions [2.3.1.3| et [2.3.4.5) grace a la correspondance de Langlands locale pour les tores.
En effet prenons (S, ) € P, et relevons 6 en un caractére 6 de S(F). Soit ¢ : Wp — LS le
paramétre de Langlands associé a 6 via la correspondance de Langlands locale pour les tores.
Choisissons ¢ un plongement dual (non-canonique, voir preuve ci-dessous) ¢ : LS — LG qui
nous permet d’obtenir un paramétre de Langlands pour G : 1o ¢ : Wp — “G. On pose

~

alors ¢ := (10 SO)IIQ et o(¥) := (v o p)(Frob).

2.3.4.8 Proposition. Le procédé précédent définit une application Py — ém(III},LG) qui
est la méme que celle construite par les propositions|2.5.1.5 et|2.5.4.5

Démonstration. Rappelons comment est construit le plongement ¢. A S C G est associé
une classe de G-conjugaison ¥-équivariante de plongements ¢ : S — G. Ainsi il existe

~

g € G tel que Ad(g) o Ui =i et on peut définir ¢ : 'S < LG par S <& G et L(Vg) = g@\é.
Montrons alors que I'application &2y — ®,,,(I%,LG) est indépendante des choix effectués.

Le choix de g est non-canonique mais deux g différent par un élément de S donc donnent
la méme section o (puisque S C Cg(¢)°). Enfin le procédé est indépendant du choix de

6 puisque deux tels caracteres différent par un caractére non-ramifié. Et on obtient de la
sorte une application bien définie &\ — <T>m(I f}, L ).

Il reste & vérifier que 'application est bien la méme que celle des propositions
et Ceci est aisé a faire en utilisant la section 4.3 de [DR09| qui reconstruit la
correspondance de Langlands locale pour les tores dans le cas modéré avec une méthode
trés proche de celle de cette theése. O

La proposition [2.3.4.7 combinée avec la remarque [2.2.5.13] démontre le théoréme suivant.

2.3.4.9 Théoréme. Soit ¢ : If;\ — LG un parametre inertiel. La relation d’équivalence ~,
permet de décomposer Repﬁ(G) de la facon suivante :

Repﬁ (G) = H Reps\(ﬁ’J) (G)
o€5((9),70(9))
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Notons que, si G est quasi-déployé, la proposition donne une bijection, et donc
toutes les catégories Repgf)’g)(G) sont non nulles. Lorsque G n’est pas quasi-déployé, nous
n’avons qu’une injection et donc, les éléments qui ne sont pas dans 'image de cette injection,
donnent des catégories nulles. Nous donnerons, dans la section [2.3.8] une condition sur
(¢, o) pour déterminer si Rep(d) ) (G) est nulle ou non.

2.3.5 Lien entre Zg et @g

Nous souhaitons expliciter dans cette section le lien qui existe entre les catégories
construites précédemment sur Q, et sur Z,.

Soit (¢,0) € <I> (Ir,G). Définissons alors ¢/ = ¢|I(z) c @m(Ig),LG). Alors Cé(qb) -
. F
Ca(¢') et donc Cg(9) C é( ’). De plus Cg(¢)° € Cg(¢')°, ainsi nous avons un mor-

phisme S((9), 7(¢)) — S((9), 7o(¢')). Notons ¢’ 'image de o par ce morphisme. L’ap-
plication qui & (¢, o) associe (¢/,0") est alors une application naturelle ®,,(Iz,*G) —
b, (19 LG).

Il est aisé de voir que ’on obtient un diagramme commutatif

&, (Ip, LG) —== G, |

]

4 {4

b (14, 1G) —=G" - 2,
ou 'application G, — G:S 7, revient a prendre la partie /-réguliére d’une classe de conju-
gaison semi-simple. '

(¢

Par construction des catégories Rep, ’U)(G), nous avons donc la proposition suivante.
2.3.5.1 Proposition. Nous avons Rep%’gl)(G) N RepQ (G) = Ip0) Rep(d)’ )(G), ot le
produit est pris sur les (¢,0) € ®p(Ip, L G) s’envoyant sur (¢, o) par (IDm(IF,LG) —
o I(f) L

m( F > )

2.3.6 Compatibilité a I'induction et a la restriction parabolique
(

Le but de cette section est d’étudier les propriétés de Rep ’U)(G) vis & vis des foncteurs
d’induction et de restriction parabolique.

Soit P un F-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur F'. Considé-
rons M un dual de M sur Q, muni d'un plongement ¢ : “M — “G (voir [Bor79] section 3.4),
qui induit une application ®,, (I8, FM) — ®,,(I%,LG). Soit ¢pr € ., (12, M) et notons
¢ = 1ody € O, (I, XG). Comme U(C55(Pnr)) € Cg(9) et 1(Cxi(on))° € Cg(9)°, le plon-
gement ¢ induit un morphisme ¢ : To(¢nr) — 7o(¢). En particulier, si ops € E((&), To(dnr))
alors 0 := 1o oy € X((9),To(¢)). On obtient de la sorte une application

W§p O (I8, P M) — @, (12,1 G)

qui & (ppr, opr) associe (¢, 0).
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2.3.6.1 Lemme. Soit t € M* un représentant de la classe de conjugaison rationnelle
semi-simple associée a (dar,onr), par|2.3.4.5. Alors la classe de conjugaison associée a
(¢,0) est celle de t vu comme un élément de G*.

Démonstration. Commengons par Conjuguer (oar,00) pour que ¢ soit & image dans
T. Prenons f0 un relévement de O'M(’l9) avec f € N(T M) Notons s € T* I’élément
correspondant a oy et we Wi/ Wirs (W étant le groupe de Weyl de M relativement a

) la réduction de f, de sorte que (s, w) soit un représentant de I'image de (¢, onr) par la
bijection @, (I8, “M) 5 X, /Was. Alors L(f)V est un relévement de o et «(f) € N(T,G).

Donc (s,w), ou 'on voit w comme un élément de W/W?, est le couple correspondant a
(¢,0), d’ou le résultat. =

2.3.6.2 Théoréme. Soit P un sous-groupe parabolique de G ayant pour facteur de Levi
M.

1. Soit (¢,0) € :ISW(I;},LG). Alors

BRep{ @) [ Rep™™ ()

(pn1,001)

& (Prr,om)=(6,0)

ot T’P désigne la restriction parabolique.

2. Soit (par,o01) € P (I, EM) et notons (¢,0) := 1§ (dar, onr). Alors
(Rep(fbM,UM)( M)) C Repg\(b’g)(G)

ot zP désigne 'induction parabolique.

Démonstration. Cela découle du lemme [2.3.6.1] et des propositions [2.1.3.2] [2.1.3.1] O

2.3.6.3 Théoréme. Si Cx(¢) C L(/]\Z') le foncteur d’induction parabolique i% réalise une
équivalence de catégories entre Rep((bM’aM)(M) et Rep& ’U)(G).

Démonstration. Cela découle du théoréme 2.3.6.2 et du théoréme [[L4.4.6] O

2.3.7 Equivalence inertielle sur les paramétres de Weil

Nous avons obtenu au théoréme une décomposition de Repi(G) en rajoutant a ¢
un paramétre o. Ici, nous allons paramétrer d’une autre maniére cette décomposition. A la
place de rajouter un paramétre o a ¢, on va considérer les relévements A € ®(Wg, “G) de ¢
et les regrouper grace a une relation d’équivalence. Pour A = Qy, on va retrouver la relation
d’équivalence inertielle introduite par Haines dans [Hail4]. Nous introduirons également
une relation de "/¢-équivalence inertielle", qui imite celle de Haines, pour obtenir le cas
A = 7Zy. Cette nouvelle interprétation de la décomposition de Rep%(G), nous montrera que
dans le cas ou G est un groupe classique non-ramifié¢ (p # 2) et A = Q, (cas ot I'on a la
correspondance de Langlands locale), alors la décomposition du théoréme est la
décomposition de Rep (G) en "blocs stables".

Commengons par remarquer la chose suivante : nous avons identifié les parameétres
de I'inertie modérés ®,,(Ir, “G(Qy)) aux classes de conjugaison géométriques F-stables
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dans G* et @m(Ig), LG(Qy)) a celles d’ordre premier & £. Maintenant, si 1’'on considére
des paramétres inertiels modérés mais a valeur dans le dual sur Fy, ¢ : Ir — LG(F)),
la méme démonstration montre que 'on peut les identifier aux classes de conjugaison
géométriques F-stables dans G* d’ordre premier a £. On a une identification naturelle
j— g J—
(I, LG(Fr)) = ®(1), LG(@)).

De méme, notons ®y,(Ir, LG(F;)) Pensemble des couples (¢, 0), ot ¢ € Oy, (IF, G(Fy))
et o € X((9),7o(¢)), & G-conjugaison prés. On a également une bijection ®,,(Ir, “G(Fy)) ~
~ ‘ _

B, (1), LG(Qy)).

Haines définit dans [Hail4] définition 5.3.3, une notion d’équivalence inertielle pour
des paramétres ¢ : Wr — “G(Qy) (voir aussi la définition . Nous étendons cette
derniére en une notion de /-équivalence inertielle pour des paramétres ¢ : Wr — YG(Fy)
(en gardant les notations de la définition .

2.3.7.1 Définition. Soient @1, : Wr — “G(F;) deux paramétres admissibles. On dit
que 1 et @9 sont l-inertiellement équivalents si

L {Mtpl} = {Mtpz}
2. ilexiste M € {M, }, of € (p1)ge (¢2)g dont les images sont minimalement

et 3 €
contenues dans M, et z € H'((9), (Z(M°)IF)°) vérifiant
(ze e = (3 )

On définit B* (resp. B 2)) comme l’ensemble des paramétres ¢ : Wr — “G(Q,) (resp.
¢ : Wrp — LG(F,)) a équivalence inertielle prés (resp. f-équivalence inertielle prés). A
I'usuelle, on unifie les notations en posant B qui vaut B si A = Q et B(é) si A =7Z;. On
défini également Bf;; > le sous-ensemble de Byl des éléments modéreés.

Le but de cette section est de construire une bijection naturelle Bfr’; A O, (Ir, FG(N)),
ot A vaut Q, si A =Qy et Fy si A = Zy.

Commencons par définir une application ®,,(Wr,LG(A)) — @,,(Ip, “G(R)). Soit
¢ : Wp — “G(A). Posons ¢ := ¢, : Ip — “G(A) un paramétre modéré. Il reste a
construire une section o € X((9),7o(¢)). L'image de ¢ est contenue dans 5@(@, donc
v : Wp — 6’@(@1)) En composant avec la projection 6’@(¢) — To(¢) on obtient une
application Wr — 7o(¢). Puisque ¢ est modéré, on a p(Ir) = ¢(Ir) C Cg(9)° et cette
application passe au quotient et nous fournit Wr/Ip — mo(¢), ou encore une section

o : () — mo(¢). Dit autrement, la section o est caractérisée par () = p(Frob) € mo(¢).
On obtient de la sorte une application ®,,(Wrg,“G(A)) — ®,,(Ir, “G(A)).

2.3.7.2 Lemme. L application ®,,(Wg,L G(R)) — ®,,(Ir,L G(N)) est surjective.

Démonstration. Soit (¢,0) € EIVDm(IF,LG@)). Choisissons ¢ € O(Wr, YG(A)) un reléve-
ment de ¢ arbitraire. Notons ¢(Frob) =: f1 et considérons u fv, un relévement de o(9) dans
6’@((]5), avec u € C’é(?\) Pour z € I comme ¢ est un morphisme on a Ad(f) o 9(¢(z)?) =
¢(z). Ainsi Ad(uf) o 9(¢(x)9) = ¢(z) et Papplication ' : Wg = I x (Frob) — LG définie
par ¢'(z) = ¢(z) pour z € Ip et ¢/(Frob) = ufU est également un morphisme. Ainsi
¢ € ®(Wp,YG(A)) fournit un antécédent de (¢, 7). O
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2.3.7.3 Proposition. L application ®m(Wr,* G(A)) — &, (Ip, L G(N)) passe au quotient
et fournit une bijection By 5 @, (Ir, P G(N)).

Démonstration. Commencons par montrer que l'application passe au quotient. Soient
01,02 € P (Wp, “G(A)) qui sont inertiellement équivalents. Quitte & les conjuguer, on
peut alors supposer qu'’il existe un Levi standard M contenant minimalement I'image de
@1 et g et un z € HY((Y), Z(M°)°) tel que p1 = zps. Notons (¢1,01) (resp. (¢2,02))
Pimage de ¢y (resp. p3) par ®p(Wp, LG(A)) = ®m(Ip, “G(A)). Les paramétres ¢y et
2 ont méme restriction & Ir donc ¢1 = ¢9. Notons ¢ := ¢1 = ¢o. Pour i € {1,2}, o;
est déterminé par I'image de ;(Frob) € 7o(¢). Mais comme Z(M°)° C Cg(4)°, on a
©1(Frob) = po(Frob) dans my(¢) et o1 = o d’ou le résultat.

On obtient donc une application Bj} \ — @, (Ip, “G(R)). Celle-ci est surjective d’aprés

le lemme [2.3.7.2] La preuve de l'injectivité est analogue a la preuve de la proposition
en remplacant Cg (¢) par Cg(9)°. O]

Cette bijection nous permet de réinterpréter la décomposition du théoréme [2.3.4.9] :

2.3.7.4 Proposition. On a la décomposition suivante

Repd(@) = ] Repi(G).
lpleBst \
Notons que les facteurs Repkp](G) sont construits sans supposer 'existence de la cor-
respondance de Langlands. Dans le cas d’'un groupe classique, ou la correspondance de
Langlands locale est connue, alors ces facteurs sont bien compatibles avec cette derniére

(ceci est démontré dans la section [2.3.10]). On obtient alors :

2.3.7.5 Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2. Alors la
décomposition

0 _ [] _ (¢,0)
Repg, (@) = [ Repf(@) =  JI  Repg”(@)
[pleBst (¢,0)€EPm(IF, L G)

est la décomposition de RepQ (G) en "blocs stables". C’est-a-dire que ces facteurs corres-
pondent a des idempotents primitifs du centre de Bernstein stable.

2.3.8 Condition de relevance

Nous avons vu que lorsque G est quasi-déployé, les sous-catégories Repkp](G’) =

Reps\d)’a)(G) sont non vides. Ce n’est plus le cas lorsque 1’on retire cette hypothése. Dans

cette partie, nous souhaitons montrer que Repkp}(G) est non vide si et seulement si [p] est

relevant (dans un sens précisé en dessous).

2.3.8.1 Définition. On dit que [p] est relevant sil existe ¢’ € ®(*G(A)) relevant tel que
(‘OTWF € [¢l.
Les preuves nécéssaires pour démontrer les résultats souhaités de cette partie sont

similaires a celles de la partie Nous nous appuierons donc sur ces derniéres, et on ne
se concentrera que sur les légéres modifications.
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2.3.8.2 Lemme. Soit ¢ € ®(Wr,XG(A)). Définissons My, := Crg(Z (C@(gb)o)‘p(w’@)’o).
Alors toute extension ¢ € ®(FG(A)) de p a Wi se factorise par M,. De plus il existe un
¢ € ®(LG(N)) ne se factorisant par aucun sous Levi propre de M, et tel que cp"WF € [p].

Démonstration. La premiére partie est montrée dans le lemme Il ne reste qu’a
modifier 1égérement la preuve de la deuxiéme partie de ce méme lemme pour obtenir le
résultat souhaité. Le lemme construit & partir de ¢ un parameétre ¢'. Ce dernier ne
se factorise par aucun sous Levi propre de M., et vérifie que go" 1 ~ ¢ = ¢, Pour vérifier
que <p"WF € [¢], il reste & montrer, d’apreés la section que ¢’ (Frob) et ¢(Frob) différent
par un élément de Cg(¢)°. Or par définition de ¢', ¢'(Frob) et ¢(Frob) différent par un
élément dans I'image du morphisme principal de SLy , SLy — Cg(¢)°, d’ott le résultat. [

2.3.8.3 Théoréme. La sous-catégorie Rep[w](G) est non vide si et seulement si [¢] est
relevant.

Démonstration. Soit t € Gi, ) une classe de conjugaison semi-simple rationnelle correspon-
k)

dant a [¢]. Alors RepM (G) est non vide si et seulement si ¢ est dans I'image de application
PN [~r — G o de la proposition si et seulement s’il existe S un tore non-ramifié
de G en dualité avec S* tel que t € S*. Le reste de la preuve est alors quasiment identique
a la preuve de la proposition [[.4.3.5] en utilisant le nouveau lemme [2.3.8.2} O

2.3.9 Classes de conjugaison rationnelles pour les groupes classiques

Le but de cette section est de préparer quelques résultats qui seront nécessaires pour
la section [2.3.10] qui vise & montrer la compatibilité de la décomposition associée a ~,
avec la correspondance de Langlands locale. Par le théoréme [1.4.5.6] nous avons déja la
compatibilité pour la relation d’équivalence ~,. La relation d’équivalence ~, correspond
a des classes de conjugaison géométriques dans G*, alors que ~,. correspond a des classes
de conjugaison rationnelles. Cette partie consiste donc & étudier les classes de conjugaison
rationnelles dans une classe de conjugaison géométrique pour un groupe classique non-
ramifié. Lorsque G est & centre connexe, il n’y a aucune différence, on s’intéressera donc
aux groupes Spsy,,, SO, et SO3,, (groupe spécial orthogonal quasi-déployé, non-déployé,
associé a une extension quadratique non-ramifiée) de duaux respectifs (sur le corps fini)
SO2n11, SO2, et SO%,. On ne s’intéressera également qu’au cas A = Q.

Prenons s € (G:S)F une classe de conjugaison géométrique semi-simple F-stable. Celle-ci
contient au plus deux classes de conjugaison rationnelles. De plus, elle en contient exactement
deux si et seulement si le centralisateur de s n’est pas connexe, ce qui se produit si et
seulement si 1 et —1 sont tous les deux valeurs propres de s.

Nous souhaitons identifier les classes de conjugaison rationnelles dans une classe de
conjugaison géométrique. Pour cela, nous allons définir une application X /W — Z)27.
Dans le cas ot I'on s’est placé, nous avons X ~ Z" et le groupe de Weyl W s’identifie a
(Z)2Z)" xSy, dans le cas o G* = SO2,,11 et au noyau de 'application (Z/2Z)" xS, — Z/2Z,
((e1,-++ ,€n),0) ¥ DI €, lorsque G* = SOs, ou SO3,. Nous savons que le Frobenius
agit sur X par Jo 1) ol ¥ est 1’élévation & la puissance q. Ici ¥ est trivial pour SOg,41 et
SO2y, et est un élément d’ordre deux pour SO3,,. Pour unifier ces notations on notera vF le
Frobenius, ou v € W est trivial pour SOg;,11 et SOg,, et v = ((0,---,0,1),id) pour SO3,
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Soit (s,w) ot s € X ® k"~ et w € W. On définit f(s,w) = > icr, € € Z/2Z ou
s= (81, ,8n), w=((€1, - ,€n),0) et Iy ={i e {1,---,n},s; = —1}. Pour simplifier les
écritures, on abrégera la notation w = ((e1,--+ ,€,),0) en w = (&, 0).

Rappelons que I'on note W¢ le groupe de Weyl de Cg+(s)° comme dans la section m

2.3.9.1 Lemme. Soit w' € W, alors f(s,w) = f(s,w'w).

Démonstration. Ecrivons w = (¢;,0) et w’ = ()\;, 7). Notons ay (resp. a_) le nombre
de 1 (resp. —1) dans s = (s1,---,8p). Alors Cg«(5)° =~ SOa2q, 41 % SO2q_ x [[ GLy,; si
G* = SO2,41 et Cg+(s)° >~ SO24, X SO24_ X [[ GLy, si G* = SO2, ou SO3,,. En particulier,
on a dans tous les cas » ;.; A; = 0.

Maintenant, w'w = (A\;,7) - (€;,0) = (A + €,-1(;), 7). Notons que s = w’ - s de sorte
que 7 permute Is. Ainsi, >, A+ €15 = D iy Ai + D ier €1 = 0+ D g, €, Aot
le résultat. O

2.3.9.2 Lemme. Soit u € W, alors f(s,w) = f(u - s, uwu™").

Démonstration. Notons w = (€;,0) et u = (\;, 7). Nous avons alors que I,.s = 7([). Calcu-
lons uwu ™. On auwu™ = (X, 7)-(€,0) (M), 771) = (Niter—10)FAr(o=1(r=1(0))), TOT ).
Donc f(u - s,uwu~!) = Zielu.s Ai + €13y + Ar(o-1(r13)) = Ziel“ Ai + Zz‘els € +
Zie[u's Ai :Ziejs € :f(s,w). O

Soit (s,w) € X alors avec notre notation (vF) pour le Frobenius nous avons que pour
u€W,u-(s,w) = (u-s,uwvu"tv~!). Ainsi les lemmes [2.3.9.1] et [2.3.9.2] montrent que I'on
peut définir une application )?/W — Z/27, par (s,w) — f(s,wv).

Notons que si le centralisateur de s n’est pas connexe, alors pour w' € W, \ W¢, les
méme calculs que pour le lemme montrent que f(s,w'w) =1+ f(s,w). Ainsi, en
notant (X /W), la fibre de s par Papplication X /W — (X ®z k" )/W)F, application
(X /W)s 5 Z/2Z est une bijection. On notera ainsi s[o] €t s[1] les deux classes de conjugaison
rationnelles contenues dans la classe de conjugaison géométrique de s, correspondant
respectivement aux images réciproques de 0 et 1.

Nous aurons besoin par la suite d’un représentant d’une des classes rationnelles tel
que les composantes de w sur les +1 soient triviales. Soit w € W tel que s = wvF(s).
Ecrivons w = (¢;,0). Alors o préserve les ensembles I, = {i € {1,--- ,n},s; = —1} et
I' ={ie{1,--- ,n},s; = 1}, ainsi o s’écrit comme un produit de permutations & supports
disjoints 0 = 01 X 0_1 X T, ol 01 est & support dans I’ et 0_1 a support dans I5. De plus
727 agit trivialement sur les 1 et —1 donc si Pon définit v; qui vaut 0 sii € I;UT. et ¢;
sinon et que on pose w’ = (v;,7) € W on a toujours s = w'vF(s). Le couple (s,w') € X
correspond alors & un élément s; € G*. Notons le fait suivant, comme pour tout i € I,
v; =0 on a que f(s,w'v) =1 si et seulement si v est non trivial et 7(n) € I si et seulement
si v et non trivial et n € I;. En particulier, méme si s; dépend du choix de w, sa classe de
conjugaison est bien définie indépendamment des choix effectués.

Soit « € BTy. Dans le cas des groupes classiques nous connaissons la fome des quotients
réductifs des sous-groupes parahoriques maximaux. On obtient dans les cas qui nous
intéressent ici (voir par exemple [LS16] section 2)
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G G, G,

Sp2n Sp2n1 X Sp2n2 SOQn1+1 X SOQH2+1
SOQn SOin X SOQn2 SOin X SOQn2
503, | SO2,, xS03,. | SOg,, x SO3,..

Dans chaque cas, le groupe G, se décompose en un produit de deux groupes classiques
que l'on nommera G, ~ Cx,1 X Gx,g.

Soit ¢ € (G,)ss. La classe de conjugaison t correspond ainsi a (t,t2) ol t; € (E;i)ss.
Dans la section nous avons obtenu la classe de ~,-équivalence de (x,t) grace a une
application (G,)ss — (G*)ss. Cette application est obtenue a partir de X /W, — X /W et

est compatible avec I’application X /W — Z/27 de sorte que 'on ait

2.3.9.3 Lemme. Sit = (ty,ty;) alors sa classe de ~,-équivalence est s, ot s
correspond a la classe de ~o-équivalence de t.

Nous avons besoin d’un dernier résultat concernant les représentations cuspidales
irréductibles dans une série de Deligne-Lusztig.

2.3.9.4 Lemme. Soit G un groupe réductif connexe défini sur k. Soit s € Gi,. Alors
si £(G, s) contient une représentation cuspidale irréductible, £((Cg+(5)°)F, 1) en contient

également une.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 1.10 (i) de [CE99] avec e = 1. O

Soit s € G*. Notons a_ la dimension de ’espace propre associé a la valeur propre —1.
Supposons que £ (G, s) contienne une représentation cuspidale irréductible. Alors comme
£(G,s) = E(G, spg]) U E(G, sp17), I'une des deux séries £(G,s)), £(G,spy)) contient une
représentation cuspidale irréductible.

Si G # 503, ou G = 803, et n ¢ I, alors la classe de conjugaison de s; est s|g. De plus
(Cg+(5t)°)F = S0,_(k) x G’ out G’ est un groupe réductif connexe défini sur &, et si I'on
prend s} un représentant de sy alors (Cg=(s})°)" = SO};_(k) x G”. Le lemme nous
dit alors que si £(G, sjg)) (resp. £(G, spyj)) contient une représentation cuspidale irréductible
alors £(SO,_, 1) (resp. £(SO; _,1)) en contient également une. Or nous savons que SO, _
(resp. SO} ) contient une cuspidale irréductible unipotente si et seulement s’il existe un
entier m_ pair (resp. impair) tel que a_ = 2m? ([Lus84], appendice "Tables of Unipotent
Representations").

Maintenant si G = SO3, et n € I, alors la classe de conjugaison de s; est spj. Cette
fois (Cg+(s:)°)F = SO (k) x G’ et (Cg+(s})°)F = SO,_(k) x G”. Et de méme, I'une des
deux séries £(SO,_, 1), £(SO ,1) contient une représentation cuspidale irréductible. Par
conséquent on a encore que a_ = 2m?>.

En regroupant les deux discussions précédentes, on vient de démontrer (ou ’on note
[m_] la classe d’équivalence de m_ dans Z/27)

2.3.9.5 Lemme. Si g(G, s) contienne une représentation cuspidale irréductible alors cette
derniere est dans E(G, S[p,_))-
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2.3.10 Compatibilité & la correspondance de Langlands locale

Nous supposons dans cette partie que G est un groupe classique non-ramifié et A = Qy, de
sorte que l’on ait la correspondance de Langlands locale. Nous souhaitons vérifier la compati-
bilité & la correspondance de Langlands de la décomposition Rep?@ (G) = 1jeps Rep%7 ) (G).

Qg L

De fagon plus précise, nous souhaitons montrer que si 7 € Rep[f](G) est une représentation

Q
irréductible alors @y, € [¢], ot ¢y est le paramétre de Langlands associé a 7.

Par le théoréme nous avons le résultat pour les paramétres inertiels. Ainsi, le
cas ou Cg (¢) est connexe est déja traité. Par conséquent, il ne reste qu’a traiter le cas
ou (G est & centre non connexe. On supposera donc dans cette partie que G est 'un des
groupes Spy,, (F'), SO2,(F) ou SO3,, (F'). Dans le but d’utiliser les résultats de [LS16] pour
calculer les paramétres de Langlands, on supposera également que p # 2.

Nos groupes classiques viennent avec un plongement ¢ : “G < ¥ GLy. Pour Sp,,, et
SO, de duaux respectifs SO2,41 et SOg, on plonge le SOy corr/e\spondAant dans GLy.
Analysons plus précisément G = SO%,,. Son dual est “G = SOs,, x (1), ot ¥ agit sur SOa,
par conjugaison par la matrice @ ci-dessous

1

€)
I

01
10

—_

~ ~

On peut alors définir ¢ par «(M,1) = (M, 1) et ¢(1,9) = (w, ). Pour résumer, on a

G LG LGLy
Sp2n SOQn—H X <’l9> GL2n+1 X <19>
SOQn SOQn X (19> GLQn X <’l9>
SO3, | SO2, x(9) | GLay x(9)

Soit 7 une représentation cuspidale irréductible. Notons A(F') ’ensemble des classes
d’équivalence de représentations irréductibles cuspidales auto-duales d’un certain GL,, (F).
Alors pour p € A(F), il existe au plus un nombre réel positif s.(p) tel que I'induite
parabolique i(p|det(-) ‘;,f(p ) ® ) soit réductible. On définit alors ’ensemble de Jordan par
Jord(m) = {(p,m) € A(F) x N* 2s,(p) — (m+1) € 2N}. Considérons ici la version suivante
du groupe de Weil-Deligne : W, >~ Wg x SLo (Qy). On peut alors retrouver ¢, & partir de
I’ensemble de Jordan grace au théoréme suivant

2.3.10.1 Théoréme ([Moeld]). On a

LOYr = @ Yp ® Stm
(pym)eJord(m)

ot @, est la représentation irréductible de W correspondant a p via la correspondance de
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Langlands locale pour GL,, et sty, est la représentation irréductible m-dimensionnelle de

SL2(Qy).

Il existe 2 € BT et t € (G,)ss tels que ef% n0 # 0. Nous avons vu & la section [2.3.9
4

)

que le groupe G, se décompose en un produit de deux groupes G, ~ Ggm X Cx’g. Ainsi ¢
—k

correspond via cet isomorphisme & (t1,t2) ot t; € (G, ;)ss- Nous avons également défini des
(1) 2)
et a

entiers a correspondant respectivement & la dimension de ’espace propre associé a

la valeur propre —1 pour ¢; et to. Comme E(Gg 4, t;) contient une représentation irréductible
1 (i))2

cuspidale, il existe des entiers m_ "’ et m(f) tels que a@ =2(m
Soit s la classe de conjugaison géométrique associée & ¢ = @y 1,.. Supposons que Cg=(9)
n’est pas connexe, alors s contient, d’aprés la section [2.3.9] deux classes de conjugaison

rationnelles sjg) et s[y). La bijection entre G, et Bfé permet de faire correspondre a sy et
£

sp1] deux classes d’équivalence de B%e o) et ep-

2.3.10.2 Lemme. On a prw, € Pl 4@

Démonstration. Prenons [p] € Bfé correspondant & s¢. Nous allons examiner quand
£

est-ce que @, € [¢r]. Par construction, nous avons que si ¢ € [¢] alors ¢y, ~ ¢.
Or ¢r 1, = ¢ donc il ne nous reste qu’a examiner I'image de ¢ (Frob) dans 7p(¢). On
a construit [p;] & partir d’une paire (s,w), ot w = (¢,0) € W vérifie que ¢; = 0 si
s; = £1. Notons 1 le caractére trivial de GL1(F), wqy le caractére non-ramifi¢ d’ordre
deux et wy,ws les caractéres ramifiés d’ordre deux (we = wiwp). Ainsi OrlWp € [pr] si et
seulement s'il existe n € Cg(¢)° tel que ny, ait une composante triviale sur 1, wo, w1, ws. Or
Ca(#)° =504, xSO,_ x Hle GLy,, donc ¢r )y, € [¢4] si et seulement si la composante
de @ w, pour p = 1,wp est dans SO, et celle pour p = wy,ws est dans SO, . En
remarquant que ¢y, est & valeur dans SOy, on obtient que ¢, € [¢y] si et seulement si la
composante de ¢y, pour p = wi,ws est dans SO,_.
Nous savons que ¢ 0 o, = GD(p’m)EJOTd(ﬂ) ©p @ sty donc

LO Priwyp = @ 0, ® (VI 2 g ... @ (m/2)
(pym)eJord(m)

ol v est trivial sur Ir et v(Frob) = ¢ (lorsque l'on écrit pr = D, m)csora(r) Po © Stm,
la version du groupe de Weil-Deligne considérée est Wi, = Wp x SL2(Qy) et donc la
restriction a W devient maintenant oy, (w) = pr(w, dy) ot dyy = diag(|w|Y/?, |w|~1/2)).
Maintenant {£s;(w1), £sz(w2)} = {:I:(m(j) +m? + 1),:|:(m(f) - m(f))} d’apres [LS16]
section 8, et donc sr(w1) et s(w2) sont de méme parité. En particulier on obtient que la
composante de ¢ o ©r|Wp POUr p = w1, w2 est dans SO, _ si et seulement si s;(wq) est pair

si et seulement si m(_l) + m(_2) est pair.
Si G # SO3, ou G = 803, et n ¢ I, alors [py] = ¢ et ¢ ne change pas la composante

de o en p = wi,w2. Donc @ w, € ¢jo) si et seulement si m(j) + m(f) est pair, d’ou le

résultat.

Si G =803, et n € I, alors [py] = @) et « multiplie la composante de ¢, en p = w1, wo

par @ (de déterminant —1). Donc @y, € ¢ si et seulement si m +m® est impair,

d’oul le résultat. O



2.4. LA RELATION D’EQUIVALENCE ~p 101

2.3.10.3 Proposition. Soit 7 € Repg](G) une représentation cuspidale irréductible. Alors
L

Démonstration. On peut supposer le centralisateur non connexe, le cas connexe est donné

par le théoréme

Soit m € Repg](G) une représentation cuspidale irréductible. Il existe x € BTy et
£

t € (G, )ss tels que eth@ ey # 0. La classe t s’écrit (t1,t2). Comme E(Gy4,t;) contient une

[
s la classe de conjugaison rationnelle correspondant a [g], alors le lemme [2.3.9.3| nous

dit alors que s = S 4 @) On conclut alors par le lemme [2.3.10.2| qui nous dit que
Priwe € Prp) @) O

el
représentation irréductible cuspidale, le lemme nous dit que t; = tm@]. Notons

2.3.10.4 Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2. Alors

la décomposition Rep%e (G) = H[gp]eBit Repg](G) est compatible & la correspondance de
Qp £

(2

Qp

Oxiwy €[], 0t or est le parametre de Langlands associé a .

Langlands locale. C’est-a-dire que si m € Rep="(G) est une représentation irréductible, alors

Démonstration. 1l existe un Levi M et une représentation irréductible cuspidale 7 telle
que 7 soit une sous-représentation de ig(T). La proposition nous donne le résultat
pour 7. Mais comme la correspondance de Langlands locale pour les groupes classiques est
compatible & I'induction parabolique (pour les paramétres de Weil) et qu’il en est de méme

pour la décomposition Rep?@(G) = H[w}el%té Repgj(G) par le théoréme [2.3.6.2, on obtient

le résultat pour . O

2.4 La relation d’équivalence ~,

Nous venons d’étudier les relations d’équivalence ~, et ~, qui nous ont fourni des
décompositions de Rep3 (G). Passons maintenant a 1’étude de la derniére relation : ~..
Nous savons que cette relation permet de construire les systémes cohérents minimaux et
donc d’obtenir la décomposition de Rep (G) la plus fine que 1'on puisse obtenir avec notre
méthode. Pour paramétrer les classes de ~.-équivalence, nous allons avoir besoin de rajouter
aux paires (¢, o) une certaine donnée cohomologique . On pourra résumer ’ensemble des
correspondances de ce chapitre par le diagramme suivant

~e ~p ~oo

S

(¢,0,a) (¢,0) ¢

On suppose toujours que G se déploie sur une extension non-ramifiée de F'. Cependant,
a partir de la section [2.4.3] les résultats ne s’appliqueront qu’aux formes intérieures pures
des groupes non-ramifiés. On supposera donc, a partir de ce moment, que G est non-ramifié
et on prendra w € H'(F,G), qui correspond & G,,, une forme intérieure pure de G. A
(p,0) € %m(II/}, LG) on associera Gy, un groupe réductif connexe non-ramifié sur F, ainsi

qu’une application hy , : HY(F, Gj,) — H(F,G). La décomposition associée & ~, s’écrira
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alors
Repxﬁ’a)(Gw): H Reps\¢’0’a)(Gw).

aeh;’b (w)

2.4.1 Paramétrisation des classes de ~.-équivalence dans une classe de
~,.-équivalence

Nous avons décrit dans la section les classes de ~,-équivalence. Pour paramétrer les
classes de ~¢-équivalence nous cherchons donc a décrire [S, 6], /~c, ou [S, 0], est la classe
de ~, équivalence d’une paire (S, 0) € P). De fagons plus précise, nous allons construire
une bijection [S, 8]/~ — ker[H'(F, W°(S,0)/W*(S,6)) — H'(F,W/W®%)] (on rappelle
la définition de H' dans I’annexe .

Prenons donc (S,0) € 225 et notons [S,6], sa classe de ~,-équivalence. Définis-
sons H'(F,N°(S,6)) 'image de H'(F, N°(S,6)) dans H'(F, N(S,#)). Remarquons que
H'(F,N°(S,0)) n'est autre que Z'(F, N°(S,0))/~, ou n ~ n’ ¢'il existe g € N(S,0) tel
que n = gn'F(g)~1.

2.4.1.1 Proposition. On a une bijection
S, 6],/~c — ker[H'(F,N°(S,0)) — H'(F,G™)).

Démonstration. Soit (S,6') € [S,0],. Alors il existe g € G™ et m € N* tels que 9(SF") =
SF" gf{m) = 6'(m) et g~'F(g) € N°(S,0). L'élément g~'F(g) définit un élément de
ker[H'(F, N°(S,6)) — H'(F,G")]. Montrons que cette construction est indépendante du
choix de g. Soit ¢’ un autre élément de G™" vérifiant les mémes conditions que g. Alors
g~ g’ € N(S,60) et donc [g7'F(g)] = [¢"'F(¢')] dans H'(F, N°(S,6)). La construction
précédente ne dépend pas de la classe de G-conjugaison choisie et on obtient une application

S, 6],/~c — ker[H'(F, N°(S,0)) — H*(F,G"")].

Cette application est injective. Prenons (S1,61) et (Sq,63) deux éléments de [S,6],.
Soient g1, g2 € G™ associés a (Sy,01) et (Sa,02) et vérifiant que [g; 'F(g1)] = [g5 "F(g2)]
dans H'(F,N°(S,9)). Il existe alors h € N(S,0) tel que g; *F(g91) = hgy 'F(g2)F(h)~t.
L’élément glhgg1 est donc dans G. Ainsi, quitte & conjuguer (Si,6;) par un élément de
G, on peut supposer que g2 = gih. Comme h € N(S,0), S; = Sy et 61(m) = 02(m). Mais
comme 'application Trgm /F est injective, ¢ = 6.

Elle est également surjective par le lemme d’ou le résultat. O

2.4.1.2 Lemme. L’application N — W induit un isomorphisme H (F, N = Hj(F, W)
(et de méme en remplagant respectivement N par N(S,0), N°(S,0) et W par W(S,0),
We(S,0)).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.3.4 de [DR09]. O
Notons H'(F,W°(S,0)) I'image de H*(F, W°(S,#)) dans H*(F, W (S,9)).
2.4.1.3 Corollaire. On a une bijection

S, 6], /~q — ker[H'(F,W°(S,0)) — H'(F, W /W%)].
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Démonstration. D’aprés la proposition on a le diagramme commutatif

H'(F,N°(S,6)) — H'(F,N(S,0)) — H'(F,N"") —— H'(F,G)
. 4

d’ott le résultat par la proposition |2.4.1.1 O

On définit de méme H'(F,W°(S,0)/W*(S,6)) comme 'image de H*(F, W°(S,60)/W*(S,0))
dans H'(F, W (S,0)/W*(S,0)).

2.4.1.4 Proposition. On a une bijection
[S,0],/~e — ker[ﬁl(F,Wo(S’, 0)/WS,0)) — Hl(F,VV/Wa)}.

Et Uapplication, qui a un élément de [S, 0], associe sa_classe de ~c-équivalence, est donnée
par Uapplication naturelle HY(F,W°(S,0)) — H(F,W°(S,0)/W%(S,0)).

Démonstration. Commencgons par montrer que I'application
H'(F,W°(S,0)) — H'(F,W°(S,6)/W*(S,0))

est surjective. Notons que si (S',6') est ~,-équivalente a (S,0) (les deux paires étant
reliées par un g vérifiant g~'F(g) € N°(S,6)), alors comme dans I’annexe |C| I’application
x +— grF(g)~! induit des bijections faisant commuter le diagramme

HY(F,W°(S,0)) — H(F,W°(S,0)/W*(S,0)) (%)
H'(F,W°(S',0")) — H'(F,W°(S',0")/W*(S',0))
Il nous suffit donc de montrer la surjectivité de
H'(F,W°(S',0) — HY(F,W°(S',6")/W*(S,¢)).

D’aprés le lemme il existe une paire (S',0") ~,-équivalente a (S, 0) telle que A(g g1y
contienne C(g/ gy une chambre F-stable. Notons Qg g1y := {w € W°(S',0'),w - C(s gy =
C(s,¢)}- Lisomorphisme Qg g1y = We(s',0")/We(S',8') nous fournit alors une section
F-équivariante a la suite exacte

1= WS, 0)— WS, o) - Wwe(s, o)/ wus', o) — 1.

En particulier ’application voulue est bien surjective.
En utilisant le corollaire on obtient une surjection

[S, 0], /~q — ker[H'(F,W°(S,0)/W(S,0)) — H' (F,W/W?).

Il nous reste & montrer que cette application passe au quotient pour la ~.-équivalence et que
I'application quotientée est injective. C’est-a-dire, il faut montrer que si (S1,6;), (S2,02) €
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[S, 0], alors (S1,61) ~¢ (S2,02) si et seulement si (S1,67) et (Sg,02) ont méme image dans
HY(F,W°(S,0)/W%(S,8)). Or le diagramme commutatif (appliqué avec (S1,61) a la
place de (S,6")) permet de nous ramener au cas ou (S1,60;) = (S, ). Supposons donc que
(S2,02) ~¢ (S,0), il existe alors g reliant les deux paires tel que g~ 'F(g) € N%(S,#) et donc
Pimage de (Sa, 62) est triviale dans H'(F, W°(S,6)/W4(S,#)). Réciproquement, supposons
que Pimage de (Sy,0s) est triviale dans H'(F, W°(S,0)/W*(S, 0)) c'est-a-dire que si g relie
(S2,62) et (S,8), et que @ est 'image de g~'F(g) dans W°(S,8)/W%(S,#) alors [@] = [1]
dans H'(F, W°(S,0)/W(S, 0)). Ainsi quitte & multiplier g par un élément de N(S,6) on
peut supposer que w = 1, c’est-a-dire que g~ 'F(g) € N%(S,0) et donc que (S, 02) ~. (S, 0),
ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Notons que cette proposition dépend du choix d’un point base (S, 6). Cependant ; si
(S',0") € P, est une autre paire telle que (S,6) ~. (S',6’). Prenons g € G™ reliant (S, 6)
et (S,0') tel que g7'F(g) € N%(S, ), nous avons alors le diagramme commutatif suivant

[S7 G]T/NC —N> ker[ﬁl(F7 WO(Sa 0)/Wa<s7 9)) — Hl(F7 W(S)/Wa(s))]
iazl—)g:pF(g)_l

[S, ']y /~ve —>ker[H' (F,W°(S',6')/W*(S',8)) — H'(F,W(S')/W*(S"))]

2.4.2 Les groupes G,

Dans le but de décrire les classes de ~.-équivalence en des termes duaux, nous avons
besoin d’introduire quelques notations. Dans [Datl17] section 2.1.4, Dat construit un groupe

~

Gy.» pour chaque ¢ : It — LG et o € Z((9), 7(¢)). Nous rappelons ici cette construction.

Soit ¢ : Il/; — LG un parameétre inertiel. La conjugaison par n’importe quelle section
ensembliste de la suite exacte Cg(4)° < Cg(¢) — To(¢) donne une action "extérieure"
bien définie

mo(¢) — Out(Cg()°).
split,o

Appelons alors G P un groupe réductif sur F' dual de Cg(¢)°. Le choix d'un épinglage
de G/ it hous donne une section Out(Gy” litey Aut(GgP it:2) et donc un morphisme
~ o lit,o lit,o
mo(¢) — Out(Cg(9)°) = Out(G;pZ ) — Aut(G;pl ).
On peut alors former un F-groupe réductif (non-connexe)

G;plit — G;plit,o “ 7TO(¢)

muni d’une action de 7y(¢) donnée par
0 : 7o(¢) — Aut(GF'™)

(ot 7o () agit sur mo(¢) par conjugaison). Alors n’importe quelle section continue o : () —

7o(¢) nous donne une F-forme Gy, de G;plit telle que l'action de <1/§> sur Gy o (F"") =

Gzplit(Fm") soit I’action naturelle twistée par 6 o 0. La composante neutre Gg, , de Gy »
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est alors un groupe réductif connexe non-ramifié et ’on a

Goo(F) = G, (F) x mo(¢) ™).

Notons également que si ¢ € my(¢), la conjugaison par (1,c) dans Gzp lit(F ) induit
un F-isomorphisme Gy , = Gy,oc, de sorte que la classe d’isomorphisme de Gy, sur
F ne dépend que de I'image de o dans i((@),?ro(qﬁ)). Nous pouvons remarquer que par
construction de Gg , nous avons le lemme suivant

2.4.2.1 Lemme. Soitt € Gy, \ limage de (¢, 0) par Uapplication de la proposition |2.3.4.5),
Alors la donnée radicielle de (G, ,)* munie de l'action du Frobenius est égale a celle de
Ce(t)° également munie de laction du Frobenius.

On définit 'ensemble H'(F, G37") := Im[H(F,G30) — HAl (F, G ). Alors H'(F, G5
n’est autre que H'(F, G’;’ZT) quotienté par I’action de m(¢)??). Nous avons besoin d’une
application 7

heo: H'(F,G50) — H'(F,G™).

Pour cela, rappelons que 1’'on a I’isomorphisme de Kottwitz :

HY(F,G") 5 Irr[ﬂo(Z(é)g)] et H'(F,G370) = Irr[ro (Z(Cg (¢)°)7 ™).

L’inclusion Z((/ir)5 - Z(C’@(QS)O)%O(@ C Z(C@(qﬁ)o)”(g) nous fournit alors une application
H(F, G;’T) — HY(F,G™). Pour obtenir application voulue, il reste & vérifier que cette

a(9)

application est compatible avec I'action de mp(¢) ce qui est le cas car

o (D)

2(Ca @)V € 2(Cg())7 "

Définissons également, comme dans [Dat17] section 2.1.4, ’ensemble

S(6) = ((9), GP(F™) % Fo(9))

~

La projection X(¢) — S ((9), To(¢)) permet alors d’obtenir une partition
S(0) = ((0), G0 () 1 7o (6) )
- a2 (0nes.0m)
€ ((9),7o(4))
U H'Y(F,GJ).

o€((9),70(9))
On munit X(¢) d’une application X(¢) — H L(F,G"") définie comme le co-produit des
applications H!(F, G;’LLT) — HY(F, G™) précédentes.
2.4.3 Le cas quasi-déployé

On suppose dans cette partie que G est non-ramifié (c’est-a-dire que I’on suppose en
plus que G est quasi-déploy¢). Utilisons les groupes Gy, que 'on vient de définir pour
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réinterpréter les groupes de cohomologies apparus dans la section dans le cas ou le
groupe est non-ramifié.

Prenons une classe de ~,-équivalence déterminée par un couple (¢, o) ou, de fagon
équivalente, par une classe de conjugaison rationnelle de ¢ dans G*. Prenons S* un tore
maximalement déployé dans Cg=(t)°.

Fixons un sommet hyperspécial o dans BT ainsi qu'un isomorphisme entre é: et G*.
Ainsi S* devient un tore maximal F-stable de G, et nous pouvons choisir S un tore maximal
F-stable de G, en dualité avec S* sur k. Ce dernier se reléve en un tore non-ramifié¢ S de G.
La bijection (S*)F = X*(S)/(Fs — 1) X*(S) (voir section envoie ¢ sur un élément que
'on nomme 6. Nous obtenons de la sorte une paire (S, ) € &5. Notons que cette paire est
bien définie a ~.-équivalence prés (une fois le sommet hyperspecial o fixé) puisque toutes
les paires obtenues par le procédé précédent induisent un systéme cohérent minimal qui
contient le couple (o,t) (ces systémes sont donc tous égaux) et sont donc ~.-équivalentes.
Notons également que par construction, (S, ) est un représentant de la ~,-classe que 1’'on
avait choisie.

2.4.3.1 Lemme. [l eziste un plongement de S dans Gy, , qui identifie We(sS,0) a Wc_v; (9
(le groupe de Weyl étendu de Gj , relativement a S dans F"") et W(S,0) a WaZS (S), en
tant que sous-groupe du groupe des transformations affines de X, (S)®@zR. Ces identiﬁcatz’ons

sont également compatibles a l’action du Frobenius F.

Démonstration. Choisissons o' un sommet hyperspécial de BT ( 20) et un isomorphisme

entre (GZJ)Z,
précédemment, grace a o' nous pouvons obtenir & partir de S* un tore maximal non-
ramifi¢ 8" de G ,. L'identification naturelle X, (S') = X*(S*) = X.(S) nous fournit un
isomorphisme ¢ : S = §'.

Le sommet o' étant hyperspécial, nous avons un isomorphisme

et Cg+(t)° (cet isomorphisme existe par le lemme [2.4.2.1)). De méme que

Ho : Was (1(S)) = Was_ o ((8)) x Xu(S) 5 Was_(1(S)) x X.(S).

De plus, par définition de I’appartement non-étendu, il existe une unique surjection
No + X«(S) ®z R — Acs (¢(S)) telle que

— 1N est compatible aux actions de X.(:(S) N D(Gg ,)) ®z R (par translation)

— 1y est compatible aux actions de WGZ,o(L(S)) X X4(S) ~ ng’a (t(9))

— 1y envoie 0 sur o
Alors i ( g}; i (¢(S))) est le sous-groupe de Was | (¢(S)) X X, (S) engendré par les réflexions

des murs du systéme de racine de ¢(S) dans Gj , et leurs translatés par X.(S).
De facon analogue sur G, le sommet o étant hyperspécial, nous obtenons un isomorphisme

Lo : WO(S,0) = W2(S,0) x X,.(S) = W°(S,0) x X,(S)

et une unique surjection 7, : X.(S) ®z R — Agg) qui soit compatible aux actions
de X.(SND(G)) @z R, de W°(S,0) x X,(S) ~ W°(S,6) et envoie 0 sur o. De méme,
to(W2(S, 0)) est le sous-groupe de W°(S, ) x X, (S) engendré par les réflexions des murs
du systéme de racine de S dans G vérifiant («, 0(d)) = 0 et leurs translatés par X,(S).
Le lemme construit un isomorphisme entre Wg(S,60) et W(s*7C€Z (t)°) ~

WG;,U(S/) et sa preuve montre qu’il préserve également les systémes de racines. Nous

l
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obtenons donc

We(s,0) = WG;J(L(S))-
Et la discussion précédente montre que cet isomorphisme préserve les groupes de Weyl affines.
De plus le lemme [2.4.2.1| nous indique que 1’isomorp~hisme W (S*, Ce: (t)°) ~ WG;J(S,) est
F-équivariant et donc 'isomorphisme W°(S, ) ~ Was _(u(8)) Pest aussi. O

Les résultats de I'annexe |C| nous montrent que I'on a des bijections H!(F,G"") =~
HY(F,W /W) et H'(F,G3o") ~ H'(F,W°(S,0)/W(S,0)). Notons X = X.(S) et X(S,0) :=
X/X%(S,0) ou XS, 0) .= X NW(S, 6). Alors on a la commutativité du diagramme (voir
I’annexe C| pour la définition des fléches verticales)

Irr[mo (Z(Cgy (¢)°)7 )] —— Trr[mo (Z(G)7)]

[X(Sa 9)/(1 \L"g)X(S’ 9)]tor - [X/(l J{ﬁ)X]tor
HY(F,W°(S,0)/W*S,0)) — H(F, W /W)

(notons que les fleches verticales de gauche utilisent les identifications du lemme [2.4.3.1]).
On vient de montrer la commutativité de

HY(F,Gy7) H'(F,G")

- -

HY(F,W°(S,0)/W*S,0)) — H' (F,W /W)

En remarquant de plus que W (S, 0)/W°(S,0) ~ W(S,0)/W°(S,0) ~ mo(Cg=(t)), et
que les fleches verticales de gauches des précédents diagrammes sont compatibles avec
I’action de m(4)?®) on obtient

2.4.3.2 Proposition. Le diagramme suivant commute

r o he,o
HY(F,Gy)

- -

HY(F,W°(8,60)/W*(8,0)) — H'(F, W /W)

Les propositions [2.4.3.2] et [2.4.1.4] démontrent la proposition suivante

2.4.3.3 Proposition. Nous avons une bijection
C"(¢,0)/~e — ker[H'(F,GJ") — H'(F,G™))],

ot C"(¢,0) est la classe de ~-équivalence image réciproque de (¢,0) par linjection
,@A/Nr — (I)m(fl{;\‘,LG).

On déduit de la proposition [2:4:3:3] et du théoréme [2:2.5.12] le théoréme suivant
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2.4.3.4 Théoréme. Soient G un groupe réductif connexe non-ramifié.
Soient ¢ : It — £ G un paramétre inertiel et o € S((9),T0(¢)). Nous avons la décom-

position suivante de la catégorie Repg\ m(G)

Reply ™ (@) = [T Rep{ (@)

ot le produit est pris sur les a € ker[H'(F, G;’Zr) — HY(F,G"™)]. Toutes ces catégories
sont construites & partir de systémes de classes de conjugaison 0-cohérents minimauz.

2.4.8.5 Remarque. La bijection C"(¢,0)/~e — ker[ﬁl(F,GZ’Zr) — HYF,G™)] (de la
proposition [2.4.3.3) semble canonique, mais ne l’est pas (par cohséquent la, décomposition
du théoréme ne l'est pas non plus). Elle dépend du choix du sommet hyperspécial o
qui permet de sélectionner un représentant (S, 0) de C"(¢, o).

De plus, il n’est pas possible de la rendre canonique. En effet, prenons ’exemple de
SLs et de la classe de conjugaison rationnelle [_01 (1]] dans PGLa(k). Cette derniére, plus
le choix d’'un sommet hyperspécial donne un systéme de classes de conjugaison cohérent
minimal (en mettant des systémes de conjugaison vide sur les sommets non-conjugués a ce
sommet). Comme il y a deux ensembles de sommets hyperspéciaux, non-conjugués entre
eux, on obtient deux systémes minimaux, et il est impossible de les différencier.

Nous nous attendons également a une compatibilité du théoréme [2.4.3.4] a la corres-
pondance de Langlands locale enrichie (& un parameétre de Langland§ enrichi (¢,n) ou

n € Irr(mo(Cg())), on associe un « en restreignant 7 a WO(Z(C§(¢)°)”(’9))). Cette derniére

n’est pas non plus canonique mais dépend du choix d’une donnée de Whittaker.

2.4.4 Décomposition pour une forme intérieure pure

En suivant les idées de Vogan, supposons toujours que G est non-ramifié et nous allons
traiter toutes ses formes intérieures pures.

Soit u € Z1(F,G™). Ce dernier permet de définir un Frobenius twisté F,, := Ad(u) o F
donnant lieu & une forme intérieure pure (G™)F« de G. Pour g € G™, la conjugaison par g

induit un isomorphisme
Ad(g) . (Gnr)Fu N (GnT)Fg*u

ott g *u = guF(g)~!. Ainsi les formes intérieures pures sont paramétrées par les w €
H'(F,G"), mais a un w fixé nous n’avons pas de Frobenius twisté canonique associé. Pour
remédier a cela nous allons considérer dans cette partie non pas des paires (S, 0) mais des
triplets (S, 0, u) avec u € Z*(F,G"").

Considérons les triplets (S,0,n) ot n € N(S) donne un cocyle dans Z'(F,G""), S
est un F™ -tore déployé maximal F,-stable de G (on rappelle que F, = Ad(n) o F) et
0 € X*(S)/(Fns —1)X*(S), avec Fj, g := wilg 0 1), ot w est I'image de n dans W (S). Alors
dans ce cas, la paire (S, 0) est un élément de &, comme dans la section mais pour le
groupe (G™)Fr. Notons cet ensemble 22, ((G™)Fn).

Deux triplets (S1,601,n1) et (Sa,02,n2) sont dit G™ -conjugués s’il existe g € G™ tel que
9S1 = So, g1 = 05 et gxny = ng. Prenons (S, 0, n) un triplet. La paire (S, #) appartient alors
a 25 ((G")Fn). Nommons w l'image de n par Z*(F,G") — H(F,G"). Sim € Z*(F,G™)
est un autre cocycle d'image w, alors il existe g € G™ tel que g *x n = m. Alors la paire
(98, gf) appartient & 2, ((G™)Fm). Si g’ € G™ est un autre élément tel que g’ * n = m,
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alors g(g')~! = F(g9(g’)™1), de sorte que (S,6,n) définit une paire (S,,0,) € P\ (G,,)
bien définie & G,-conjugaison prés, ou G, est une forme intérieure pure de G associée a w.
Cette application induit une bijection

{(S>97n)}/NG"’" = {(w7 (Sw,ew))ﬂ'd € Hl(FanT)v (Swaew) € @A(Gw)/NGw}'

On peut étendre, de la méme fagon, la relation d’équivalence ~, aux triplets de la maniére
suivante

2.4.4.1 Définition. Deux triplets (S1,601,n1) et (Sg, 62, n2) sont dit ~,-équivalents (resp.
~e-équivalents) si et seulement s'il existe m € N* | g € G™ et h € G™ tels que

1. gxno=mny

2. ST — 981"

3. ho1(m) = gba(m)

4. h='F,, (h) € N°(S1,61) (vesp. h~'F,, (h) € N%(S1,61))

Notons que dans la définition précédente, 61 (m) est relatif a F,,, et 2(m) a F,,.

Soient (S1,61,n1) et (S2,602,n2) deux triplets et notons respectivement (S1,,,01.0,) €
PNGun)/~Go, et (S2uwss02u,) € Pa(Guy)/~a,, les paires associées par 'application
précédente. Alors (S1,01,n1) ~p (S2,02,n2) si et seulement si w; = wa et (S1w,,01.w,) ~r
(S2,w9:02,.0,) (et de méme pour ~.). En effet, fixons par exemple n; et prenons G, =
(G”’")F"I. Alors w1 = wy si et seulement s’il existe g € G™ tel que g * ng = ny. Dans ce
cas on peut prendre (Sg.,,02.4,) = (9S2,902) et (S1w,,01w,) = (S1,01) et la condition
pour que ces deux paires soient ~,-équivalentes (resp. ~.-équivalentes) est exactement la
définition 2.:4.4.1] On obtient donc en particulier une bijection

{(S,0,n)}/~e = {(w, (Sw,0.)),w € HY(F,G™),(Sw,0.) € Pr(G.,)/~c}-

Une classe de ~¢-équivalence de triplets (S, 6,n) correspond donc & un systéme d’idempo-
tents cohérent minimal de G,.

Considérons un triplet (S,60,e) (e désigne 1’élément neutre de G™") et n € N°(S,0)
donnant un cocyle dans Z!(F,G™). Le tore S est F-stable et comme n € N(S) il est
également F,,-stable. La preuve du lemme montre qu’il existe 6,, € X*(S)/(Fps —
1)X*(8S) tel que §(m) = 6,,(m) pour un certain m € N*. Notons que ce 6,, est unique. En effet,
s'il existe 0], € X*(S)/(Fns — 1)X*(S) tel que 8(m’) = 6], (m’), alors 0, (mm’) = 6], (mm/)
et 0, = 0/, par injectivité de Trpmm JF (lemme . On vient donc de construire une
application qui a (S, 0, e) associe le triplet (S, 6,,n).

Comme 6(m) = 6,,(m), on a en particulier que W°(S,8) = W°(S,8,) et W*(S,0) =
W4(S,0,). On obtient de la sorte

2.4.4.2 Corollaire. La multiplication par n=! (& droite) nous donne le diagramme com-
mutatif suivant

HY(F,W°(8,60)/W*(8,0)) — H'(F,W/W?) .

lxnl lxnl

HY(F,,W°(8,0,)/WS,0,)) — H' (F,, W/W?)
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Revenons a nos classes d’équivalence pour ~.. Rappelons que hgy, est 'application

heo : H'(F,G30) — H'(F,G™).
2.4.4.3 Proposition. Soient w € H'(F, G). Nous avons alors une bijection
Cr(gbv g, Gw)/NE — h;,}y(w%

ot C"(¢,0,Gy) est la classe de ~-équivalence image réciproque de (¢,a) par linjection
PA(Gy) [~ = P (15,1 G).
De plus, cette bijection ne dépend que du choiz du sommet hyperspécial o fait en|2.4.5

Démonstration. Considérons (S, ) une paire construite & partir de (¢,0) et o comme
dans la section [2.4.3] La proposition montre que 'on peut identifier hy, & 1'ap-
plication H*(F,W°(S,0)/W<(S,0)) — HY(F,W/W*%). On voit donc w comme un élé-
ment de H'(F, W /W®) dans I'image de H'(F,W°(S,6)/W4(S,8)). Le lemme ainsi
que la preuve de la proposition montrent que I'application H!(F, N°(S,80)) —
HY(F,W°(S,0)/W%S,0)) est surjective. En particulier, il existe n € N°(S,6) donnant
un cocycle de Z!(F, N°(S,#)) et ayant pour image w par I'application Z!(F, N°(S,0)) —
HY(F,W°(S,0)/W*S,0)) — H'(F,W/W*%).

Nous savons alors construire un triplet (S, 8,,n) tel que C"(¢,0,G,) =[S, O, n], (o0
[S, 0., n], désigne la classe de ~,-équivalence de (S, 6,,n)). La propositionnous donne
une bijection entre [S, 0,,,n],/~c et ker[H'(F,,, W°(S,0,)/W*(S,0,)) — H'(Fn, W /W®)]

et donc par le corollaire [2.4.4.2] une bijection
[S, 0,1l /e = by (@)

Il nous reste a vérifier que cette bijection est indépendante du choix de n. Prenons
m € ZY(F,N°(S,0)) un autre relévement de w. Nous allons montrer que l'image de
(S, 01, m) par la bijection précédente est I'image de m dans H'(F, WO(S, 0)/W(S,0)) ce
qui achévera la preuve. Comme les triplets (S, 8,,n) et (S, 6,,, m) sont ~,-équivalents, il
existe k € N* | g € G" et h € G™ tels que g *m = n, "(SFr) = 9SFm | 1o, (k) = g0, (k)
et h=1F,(h) € N°(S,6,). Alors par construction de la bijection [S, 0,,,n],/~e = h;’}j(w),
Pimage de (S, 6y, m) est I'image de h~'nF(h) dans H'(F, W°(S, 0)/W%(S,#)). Nous savons
qu'il existe ky,, ky, € N* tels que 0, (ky,) = 0(k,,) et 0, (k) = 0(ky,). Ainsi, il existe k' € N*
tel que F¥' = FE' = F¥ h(SF"') = 98F" ot hO(K) = gB(k'), de sorte que g~ 'h € N(S,8).
Nous pouvons alors conclure que h~'nF(h) = (h~1g)mF(g~'h) et m ont méme image dans
HY(F,W°(S,0)/W4(S,0)). O

On déduit de la proposition [2.4.4.3| précédente et du théoréme [2.2.5.12] le théoréme
suivant.

2.4.4.4 Théoréme. Soient G un groupe réductif connexe non-ramifié et w € H'(F, G). A
w correspond G, une forme intérieure pure de G.
Soient ¢ : IN — £ G un parameétre inertiel et o € X({9),70(¢)). Nous avons la décom-

position suivante de la catégorie Repg\ ’U)(Gw)

Repg\’g)(Gw): H Repf\qs’a’a)(Gw).

aeh;i’ (w)
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On peut également réinterpréter ce résultat grice a la section|2.4.%, en une décomposition
de Repi(Gw) en un produit de sous-catégories indexées par w;l(w), ou 1y est lapplication
Ve X(¢) — HY(F, G).

De plus toutes ces catégories sont construites a partir de systémes de classes de conju-
gaison 0-cohérents minimaux.

Notons que cette décomposition n’est pas canonique mais dépend du choix d’un sommet
hyperspécial (voir remarque [2.4.3.5)).

2.4.5 Lien entre Zg et @g

Explicitons le lien entre les catégories sur Q, et sur Z;.

Soit (¢,0) € B(Ip, LG) et (¢, 0") € 5,”([(6),’:(}) I'image de (¢, o) par 'application
By (15, “G) — By (1, LG) de la section . Alors Z(Cg(¢)°)7' @ € Z(Cg(¢)°)"®

et I'on obtient une application
Irr[ﬂo(Z(Cé(Qg)O)o(l‘}))] N Irr[ﬁo(Z(Cé(gb/)o)al(ﬂ))]

induisant une application naturelle H'(F, Gg,) — HY\(F, Gy o)
Il est alors aisé d’obtenir la proposition suivante.

2.4.5.1 Proposition. Soit w € H'(F, G). Nous avons Rep(gl’al’a/)(Gw) N Repg (Gy) =
14 3

600 Repg’a’a)(Gw), o le produit est pris sur les (¢,0) € ®pm(Ip, X G) s’envoyant sur
" e
(Eb’, o) par ®,,(Ir,* G) — CIDm(I}(f), L@)etac h;lg(w) s’envoyant sur o par H'(F, G;,) —
H'\(F, Gy, ).

2.4.6 Compatibilité a 'induction et a la restriction parabolique

Vérifions ici la compatibilité de la décomposition du théoréme [2.4.4.4] aux foncteurs
d’induction et de restriction parabolique.

Soit P un F-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur F'. Considé-
rons M un dual de M sur Q, muni d'un plongement ¢ : “M < “G. Soient ¢; € @m(lﬁ, M)
et oy € E((f[?\), mo(¢ar)). Nous avons vu & la section que nous pouvions associer a ¢y
et o) le paramétre ¢ := 10 ¢y € (I8, X G) et 0 := 1o apy € B((9), To ().

Nous avons que +(Z(Cg;(éam)°) 2 Z(Cg(9)°) donc ¢ induit une application

Irr[ﬂo(Z(Cﬁ(¢M)0)aM(l9))] N Irr[’]TO(Z(Cé(¢)O)U(’&))] )
L’isomorphisme de Kottwitz nous définit alors une application

HY(F,M™ ) — H'(F, G

P oM oM
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qui rend le diagramme suivant commutatif

HY(F,MJ™ ) —— H'(F,G) .

P oM oM

| l

H'(F, M™) H'(F,G")

Soit wy € HY(F,M™) et w € HY(F,G™) son image par H'(F, M"") — H(F,G"").
Ainsi ayy € w(;slMﬁM)(wM) est envoyé sur o € h;}j (w). On notera par la suite ¢§;, comme
dans la section Papplication qui & (¢ar, oar, capr) associe (¢, o, ). Notons que comme
w est 'image de wyy, alors M,,,, est un Levi de G, et 'on a un plongement de BT¢(M,,,,)

dans BT¢(Gy,).

Réinterprétons I’'application ap; — « en terme de groupes de Weyl. Nommons ¢t € M:& A
la classe de conjugaison semi-simple associée & (¢ar, opr). Fixons o un sommet hyperspécial
de BT¢(M) donnant un sommet hyperspécial de BT°(G) (que 'on nomme encore o). La
section construit alors & partir de (¢as, o) une paire (S, ) ou S est un tore maximal
non-ramifi¢ de M. Ce dernier permet de définir les groupes W, (S, 0),W,(S,0), War, W,
(on rajoute des indices M pour signifier que ces groupes sont définis vis a vis de M). Le
tore S peut également étre vu comme un tore maximal non-ramifié de G et donc définit
également les groupes W°(S,0),W%(S, 0), W, W¢. Les inclusions WJ‘\}(S, 0) C WO(S,H) et
W3, (S,0) C WS, 0) permettent de définir une application

HY(F,W5(S,0)/W(S,0) — HY(F,W°(S,0)/WS,0)).

Cette application correspond & H'(F, M>™ ) — H(F, G;”;T) via la proposition [2.4.3.2

MO M

2.4.6.1 Lemme. Notons N une forme intérieure pure de M associée a wy. Soient x
un sommet dans 'tmmeuble de Bruhat-Tits étendu de N et s € (I\f;)ss,/\. Nommons
(dnr, 00, ) les données associées a s. Notons également (¢, 0, «) les données associées a

s vu comme un élément de (G,)ss A (00 est vu ici comme un élément de BT¢(G,,)). Alors

(d)a g, Ol) = L%(QSM,(TM,OZM).

Démonstration. Cela découle aisément de la définition de ’application L%, puisque a s on
associe une paire (S',6’), avec S’ un tore maximal non-ramifié de N, et lorsque s est vu

12 * . . . . .
comme un élément de (G,)ss.A, on peut lui associer la méme pair (S, 0') mais en voyant
cette fois-ci S’ comme un tore maximal non-ramifié de G,,. O

2.4.6.2 Théoréme. Soit P un sous-groupe parabolique de G ayant pour facteur de Levi
M.

1.
T%(Repg\ ,a,a)(Gw)) C H RerZUVIyUJ\/LOCM)(MWM)
(énrr,0 0 ,0001)
1§ (Par,00r,000)=(,0,00)
2.

G
’Lg (Repg\QSA{,GM,OZA/[) (MwM )) C Repj\M (¢n1,00,0000) (Gw)

Démonstration. Cela découle du lemme [2.4.6.1] et des propositions [2.1.3.2] 2.1.31] O
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2.4.6.3 Théoréme. Si Cy(¢) C L(/]\Z) le foncteur d’induction parabolique i% réalise une

G
équivalence de catégories entre RepgfbM’UM’aM)(MwM) et Rer”((z)M’UM’aM)(Gw).

Démonstration. Cela découle du théoréme 2.4.6.2] et du théoréme [[.4.4.6] O

2.4.7 Compatibilité a la construction de DeBacker-Reeder

Soit ¢ un paramétre de Langlands modéré elliptique et en position général comme dans
IDRO9] (elliptique signifie que I'image de ¢ n’est pas contenue dans un sous-groupe de Levi
propre de “G et en position générale que le centralisateur de ¢(Ix) dans G est un tore).
Soit w € H'(F,G). L’isomorhisme de Kottwitz permet de définir, comme dans la section
m une application Irr(Cg () — H'(F, G) et 'on note Irr(Cg (¢), w) la fibre sur w de
cette application. DeBacker et Reeder construisent alors dans [DR09] un L-paquet II(p, w)
pour Gy, paramétré par Irr(Cg (), w). Nous souhaitons vérifier dans cette partie, que cette
construction est compatible a la décomposition du théoréme

Fixons o un sommet hyperspécial que 1'on choisira identique pour la construction de
DeBacker-Reeder et la notre, ainsi que T un tore maximalement déployé de G.

Rappelons brievement la construction de DeBacker et Reeder. Quitte a conjuguer ¢, on
peut supposer que ¢(Ir) C T et que ¢(Frob) = fo, avec f € N(T). Notons w, 'image de
f dans W. On peut former & partir de ce ¢ ([DR09| section 4.3) un caractére x de niveau
zéro de TF. Soit X € X,,, ot X,, est la préimage dans X de [X/(1 — w®) X]ior. L’évaluation
sur une uniformisante w, identifie A & t, € W, Popérateur de translation par A. DeBacker
et Reeder construisent alors, dans la section 2.7, @ € N, 1\ € N et uy € Z1(F, N) tels que
w reléve w, Wy = p;\lFA(pA) et thxw = wyuy, ou Fy = Ad(uy) o F. On pose Ty = PAT et
Xx =DPAX € Irr(Ti*). Gréace a la théorie de Deligne-Lusztig, ils forment & partir de (T, x»)
une représentation 7y de (G™")F.

2.4.7.1 Théoréme. La construction de DeBacker-Reeder ([DR09]) est compatible au

théoreme |2.4.4.4. C’est-a-dire que 7y appartient a Repg’g’a)(Gw) ot ¢ = @|p,, o(¥) =
44

©(Frob) et a correspond a A wvia la bijection [X /(1 —w?)X]or — HY(Fy, T™) (voir lemme

.

Démonstration. Dans ce chapitre, a partir de ¢ nous construisons non pas (T, x) mais une
paire (S, 8), ou @ € Irr(°(SF)/(SF)*). Le lien entre les deux est le suivant. Ecrivons, comme
dans [DR0OY] section 2.6, 1 = py "F(po), avec py € GS. Alors S = PT. Comme pox € Irr(SF)
est de niveau zéro, on le voit comme un caractére de S7/(SF)*, et on a 6 = (pOX)‘O(sF)-

Notons qu’avec les hypotheéses faites sur ¢, on a que C@(@ = 'f‘, de sorte que G"’g —sF.
En particulier W (S,0) = W°(S,0) = X.(S), W(S,0) = 1 et N°(S,0) = S. L’élément
pg)\pal nous donne bien un élément de H(F, W°(S,6)/W(S,0)), et on peut appliquer
le théoreme [2.4.4.4) pour obtenir un systéeme cohérent. Posons n := potrp, lenN °(S,8)
qui reléve poAp, . La preuve du théoréme construit alors le triplet (S, 6,,n). Mais
comme n € S, F =F,, sur S et donc §,, = 6. On obtient un triplet (S, é,n) qui donne un
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systéme cohérent. Posons g := pypy L Alors

gxn=gnF(g9)™" = (pxpy ") (Potrpy ) (F(popy h))
= patatbF(pr) ™" = patauaF(py)
= papy Fa@ )W F(pa) ' = papy 'uaF(pa)uy 'uaF(py) ™
= U/\

La définition [2.4.4.1| montre (avec h = 1) que (S,0,n) ~¢ (9S, g6,u). Or IS = PPy S =

PAT =Ty et de méme gf = (XA)|0 (5 Les deux constructions sont donc compatibles. [
A



Chapitre 3

Systémes de coefficients

Introduction

Le but de ce chapitre est de généraliser les résultats obtenus dans [Wanl7| section 2, a
un groupe réductif quelconque.

Dans tout ce chapitre G désigne un groupe p-adique quelconque, nous n’imposons pas
qu’il se déploie sur une extension non-ramifiée de F'. Soit R un anneau commutatif dans
lequel p est inversible. Soit e un systéme d’idempotents vérifiant que pour tout sommet x et
tout polysimplexe o contenant = on a e, € Hr(G,). On note Coef.(G, R) la catégorie des
e-systémes de coefficients, c’est-a-dire des foncteurs contravariants de la catégorie (BT, <)
vers la catégorie des R-modules, G-équivariants tels que pour x < ¢ le morphisme de
restriction induit un isomorphisme V, = e, (V,).

Nous montrons alors le théoréme suivant (voir théoréme [3.4.0.4)).

Théoréme. Nous avons une équivalence de catégorie
Rep%(G) ~ Coef. (G, R).

3.0.0.1 Remarque. Le résultat est démontré dans [Wanl7| pour GL,,.

Plan de ce chapitre

Ce chapitre se compose de quatre parties. La premiére partie vise a rappeler la définition
des systémes de coefficients. Dans la deuxiéme partie, nous introduisons la notion de chemin
tendu entre deux polysimplexes dans 'immeuble. Cette derniére différe un peu de celle
donnée dans [WanlT7]. Elle nous permet de définir les applications locales dans la partie
Ce sont ces derniéres qui utilisent des propriétés de GL,, dans [Wanl7|. Notre nouvelle
définition nous permet d’obtenir les propriétés souhaitées dans le cas d’un groupe réductif
quelconque. Enfin, il nous suffit alors d’appliquer les démonstrations de [Wan17| dans la
partie [3.4] avec nos nouvelles applications locales pour obtenir le résultat voulu.

3.1 Systémes de coefficients

Rappelons la définition des systémes de coefficients.

Soit R un anneau commutatif dans lequel p est inversible. On appelle I' un systéme de
coefficients sur BT & coefficients dans R un foncteur contravariant de la catégorie (BT, <)

115
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vers la catégorie des R-modules. Dit autrement, c’est la donnée de R-modules (V) ecpT €t
de R-morphismes ¢J : V, — V; si 7 < o, soumis aux conditions : ¢§ = id, et ¢, 0 9 = g,
siw<Tt<o.

Pour associer un complexe de chaines cellulaire & I', on équipe chaque polysimplexe
d’une orientation qui induit une orientation sur chacune des sous-facettes. On définit

1 si 7 < o avec des orientations compatibles
€70 = —1 si 7 < o avec des orientations opposées
0 si 7 n’est pas une facette de o

Le complexe de chaines cellulaire Cy(BT,I") sur BT & coefficients I' est le complexe de
chaines N-gradué

C.(BT,I) == P V,

ceBT

avec V, en degré deg(o), muni de la différentielle

6((ve)oeBT) = Z €raPg (Vo).

T€BT

L’homologie de C\(BT,T") est alors notée H,(BT,TI).

Un systéme de coefficients est dit G-équivariant si Vg € G,Vo € BT il existe un
isomorphisme ag, : V, — Vy, compatible avec les ¢f et tel que a1, = id, agps 0 ap e =
Qgho-

Soit e un systéme d’idempotents cohérent sur BT. On suppose que e vérifie de plus la
condition

Pour tout sommet z et tout polysimplexe o contenant x on a e, € Hr(Gyz) (%)

Notons que si I est un systéme de coefficients G-équivariant alors la condition assure
que e, agit sur V... On appelle alors un e-systéme de coefficients, un systéme de coefficients
G-équivariant tel que pour tout z < ¢ le morphisme ¢7 : V, — V,, induise un isomorphisme
Vs = eg(Vz). On note Coef (G, R) la catégorie des e-systémes de coefficients.

3.2 Chemins tendus

Définissons maintenant la notion de chemin tendu entre deux polysimplexes de BT.
Nous reprenons les notations de la section par exemple H (o, 7) désigne l'enveloppe
polysimpliciale de o et 7, et [z, y] est le plus petit polysimplexe contenant z U y.

3.2.0.1 Définition. Soient 7,0 € BT. On appelle chemin tendu de 7 & ¢ une suite de
polysimplexes 79, -+ , 7, € BT telle que 10 = 7, 7, = 0, 7341 € H(7i,0) et, soit 7; < 741,
soit 1341 < 7.

8.2.0.2 Remarque. Attention, la définition de chemin tendu donnée ici est différente de
celle donnée dans [Wanl7| (2.2.4). Cependant si (2q,--- , zm,) est un chemin tendu selon
[Wanl7|, alors (2o, [20, 21], 21, [#1, 22],* - * s Zm—1, [#m—1, Zm], #m) €st un chemin tendu selon
notre définition.
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3.2.0.3 Lemme. Soient 19, -+ , 7, € BT.

1. Si 19, , Ty est un chemin tendu alors, pour tout k € {0,--- ,n}, T, ,Tn est
ausst un chemin tendu.

2. Soitk € {0,--- ,n} et on suppose que Ty, -+ , Tk €t Tk, - ,Tp Sont des chemin tendus.
Alors 1o, , T est un chemin tendu si et seulement si pour tout i € {0,--- ,k},
T € H(7i,m0).

3. Soient k,l € {0,--- ,n} avec k < 1. Alors si 19, ,Tn est un chemin tendu et si
Ty -+, T Sont adjacents alors le chemin Ty, -+« T, [Tk, -+ y 71}, 71, + , Tn €St encore
un chemin tendu.

Démonstration. 1. C’est évident.

2. Supposons que Tg, - , T, est un chemin tendu. Alors pour tout i, comme 7,11 €
H(7i, 1), on a H(Ti41, ) C H(7;, 7). Ainsi pour tout i < k, 7, € H(7;,7p).

Réciproquement supposons que pour tout i € {0,--- ,k}, 7 € H(7,7,) et montrons
que T, * - - , Ty, est un chemin tendu. La seule condition & vérifier et que 7,41 € H (74, 0).
Ceci est immédiat pour i € {k,n — 1} car 7g,---, 7, est un chemin tendu. Pour
i <k, 1, , 7 étant un chemin tendu, 741 € H(7, 7). Or 7, € H(7;, ) donc
H(7;, ) C H(7,7,) et on a le résultat.

3. Il n’y a qu’a vérifier les conditions d’étre un chemin tendu entre 7, [, -+ , 7] et
[Tky -+, 7], 7. Tout d’abord on a 7, < [1g, -+, 7] et 71 < [1k, -+ ,7y]. Comme 7 <
[Tky -+, 7], 71 € H([T)y -+, 1], Tn). Il ne reste a vérifier que [1g,- -, 7] € H(7k, Tn),
c’est-a-dire que pour tout i € {k,---,l}, 7 € H(7k, Ty). Or cette condition est
vérifiée par 2, ce qui achéve la preuve.

O
3.2.0.4 Lemme. Soient o,7,w € BT tels que w € H(o, 7). Alors il existe un chemin tendu
TO="T, ", Tk =w de T 4w tel que pour tout i, w € H(7;,0).

En particulier, il existe un chemin tendu 1o =7, , o =w, -+ ,Tn =0 de T a o tel

que Ty, - -+ , Tk Soit un chemin tendu de T 4 w.

Démonstration. La premiére assertion est le lemme 2.15 de [MS10] et la seconde découle
de 2. dans le lemme B.2.0.3 0

3.3 Les applications locales

La nouvelle définition de chemin tendu, nous permet de redéfinir les applications locales
de [Wanl7]. Le but principale de cette section sera de montrer que la définition donnée
ci-dessous est bien indépendante du choix du chemin tendu effectué.

Soit I' = (V,)seBT un e-systéme de coefficients. Lorsque x < o, on identifie V;, a e,(V})
via le morphisme ¢7. Pour deux polysimplexes 7,0 tels que 7 < o, on a V, = e,(V;) et on
note pl le projecteur V; — e, (V;) = V.

Soient 7,0 € BT tels que 7 < ¢. On a alors deux applications

P; Ve = e Ve = V5,

07 Ve — V.
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On définit alors si T < ocouo <7
el V=V,

parel =plsiT<oetel =l siT>o0.

3.3.0.1 Définition. Soient 7,0 € BT. Prenons 1 = 7,--- , 7, = ¢ un chemin tendu reliant
7 & 0. On définit alors €] : V; — V,, par
2 :ng—lo...ogztl)_

50' Tn

3.3.0.2 Remarque. Nous avons mentionné dans la remarque [3.2.0.2] que la définition des

chemins tendus dans [Wan17| différe de celle donnée ici. Si (2o, - - - , 2m) est un chemin tendu
selon [Wan17], alors la définition de €° donnée dans [Wanl7| section 2.2 est la méme que
celle donnée ici, si 'on considére le chemin tendu (2o, [20, 21], 21, * s Zm—1, [Zm—1, Zm]s Zm)-

Le but de ce qui suit est de montrer que cette définition est indépendante du chemin
tendu choisi. Nous avons besoin de lemmes préliminaires.

3.3.0.3 Lemme. Soient 19, - ,7, € BT des polysimplexes tels que pour tout i on ait
T < Tix1 ou Tir1 < 7. On suppose de plus que 79, -+ , T, sont adjacents. Alors
eptooch=evrmlogn

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n.

Le résultat est clair pour n = 1. Prenons donc 7, - ,7, comme dans 1’énoncé et
supposons le résultat vrai au rang n — 1. Le chemin 74, -- , 7, vérifie les conditions de
I’énoncé donc par hypothése de récurrence

Tn—1 ~ ... 1 [Ty n] 1
ETn © © 57'2 - ETn o 8[71’... :Tn]
donc
Tn—1 A ... T0 — 271, ,7Tn] T1 70
67_'n, © © 67_1 - ETn ° E[Tl,--- ,Tn] ° 67-1 .

Deux cas se présentent
1. Si T0 S 1

—1

- R ..
Alors €7, o+ o0& correspond & 'application

Vig = er (Vi) = Vi — 6[71,~~-,Tn](vﬁ) = 6[71,~~-,Tn](671 (Vi) = ‘/[7'17'“7777,] = V..

Or ey, ... r€r = €[ry,... 7,] Mais comme 79 < 71, [T1,- -, Ty] = [0, , 7] €t on a
le résultat voulu.
2. Si T0 > T

—1

T N . .
Alors €7, o+ 0¢e? correspond & 'application

Vg = ery(Viy) — €71, ,Tn] (ery(Vry)) = Vo,

Or e[Tl,---,Tn](eTU(VTl)) = e[ﬁ,_..ﬁn}em(vm) car V;, = e (V5) et €[ry e rn] €0 =
€[[r, - yrnlir0] = €[ro,-,rm]- DONC les deux premieéres fleches correspondent a I'ap-
plication

VTO - €[’ro,m ,’Tn](VTO)

et on a le résultat.
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O

3.3.0.4 Corollaire. Soient T et o des polysimplexes adjacents. Alors €] ne dépend pas du
chemin tendu choist.

Démonstration. Soit 79, -+, 7, un chemin tendu reliant 7 & 0. Les polysimplexes 7 et
o étant adjacents, H(o,7) est 'adhérence de [o,7]|. Le chemin 79, ,7, étant tendu,
pour tout i € {0,--- ,n}, nous avons 7; € H(o,7) et donc 7; < [0, 7|. Par conséquent les
polysimplexes 79, - - - , 7, sont adjacents et [1g,- -, 7] < [0, 7]. Comme o, 7 < [0, , Tp],
on a [o,7] < [r9, -+ , 7] et donc [r9, -+, 7] = [0, 7]. Le lemme [3.3.0.3] nous dit alors que
el = E([f S E[Taﬂ qui est bien indépendant du chemin choisi. 0

3.3.0.5 Lemme. Soient 79, ,7, € BT et k,1 € {0,--- ,n} avec k < 1. Supposons que

To, "+ ,Tn est un chemin tendu et que 7, --- ,7; sont adjacents. Alors
Tn—1 ... TO — ~Tn—1 ~...cTl [Ty 71 Tk Tk—1 o ... 70
57'” © © 87'1 - 57'” o 5Tl+1 0 677 o 6[Tk7... 77'1] O&r, ° ° 67'1 :

Démonstration. Le lemme [3.2.0.3| 3. assure que 79, , Tk, [Tky -+ s 1)y Tty - -+, Tn, €St bien
un chemin tendu. Maintenant

Tn-lg...0g70 —gln-1g...cT =1 g...0gTk Th=1 5 ...0gT0
€, O O&n =& 0ccEy O0Em Ot O0En OEp  O--rO0E&n.
Comme 7, - - - ,7; sont adjacents le lemme [3.3.0.3 nous donne
=l o ogTh = glmerml o oTh
€r, 0.0k =en OE[ ]
Et on a le résultat voulu. O

3.3.0.6 Définition. Soient 7,0 € BT. On définit p(7, o) comme le nombre de polysimplexes
dans H(r,0).

3.3.0.7 Lemme. Soient 7g,--- , 7, un chemin tendu et w € BT tels que pour tout 1,

/

Tn € H(mi,w). Alors il existe un autre chemin tendu 74, --- , 7}, tel que

1. th=met7, ="
! !

Tn—1 T0 Tm—1 To
2‘ eTn OH‘OETl_eT,;n o---0¢e

8. siT{ >7i eti+1<m alors p(1j, ,w) < p(7],w)
4. Pour tout i, ), € H(7!,w)

Démonstration. Posons k1 = max{i > 0|y, -- ,7; sont adjacents} (cet ensemble est non
vide car 7 et 1 sont adjacents). De méme si k; est défini et différent de n, on pose ki1 =
max{j > ki|ry,,-- ,7; sont adjacents}. On vient donc de définir m' entiers, ky,--- , kpy
avec k,,y = n. Posons kg = 0 et m = 2m/.

Définissons pour i € {0,---,m'}, 75, = 7, et pour i € {0,---,m' — 1}, 7, =
[This - 7Tki+1]'

Le lemme|3.2.0.33. appliqué m/ fois assure que 7, - - - , 7, est un chemin tendu. Vérifions
que ce chemin vérifie les propriétés demandées.

1. Il est clair que 7, = 19 et 7}, = Ty,.

2. Le lemme [3.3.0.5| appliqué m’ fois nous donne le résultat.
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3. On ne peut avoir 7; > 7/, ; que si i = 2]+ 1 est impair. Il nous suffit donc de montrer
/ /
que H (79, 9,w) & H(Tg,1,w).
Par définition de ki1, 7, 41 et TéH_l ne sont pas adjacents (TleH existe bien
car i +1 < m par hypothése). Prenons A un appartement contenant H(y,,w).
Par hypothése 7, € H(7y,,w) et donc H(1y,, ) € H(7y,,w). Ainsi 7y, -+ , 7, € A.
Comme T, L1+1 et Tél 41 he sont pas adjacents, il existe une racine affine a qui
P / .

sépare Ty, ,+1 et Ty ;. Disons par example Uz, 41 >0et Ay, < 0. Remarquons
que Tkl+1+1 € H(Tkl+1,7—n) g H(Tkl+1,w) == H(T£l+2,()~)) g H(Tél+1,W). AlnSl S1

aj, <0, comme 7, 41 € H(Tél“,w) on aurait Uz, 41 < 0 ce qui n’est pas. Donc

aj, > 0 et a est une racine affine qui sépare 75, de H(7x,,,+1,w) et donc 75, | ¢

H (g, 41,w). Or 7 y1 < Ty OU Ty 41 > Thy,,- Mais on ne peut pas avoir

Tk +1 < Tk, Car sinon T, -+, Tk, 1 seraient adjacents. Donc Tk +1 2 Thig, -
. . / / /

Mais alors H (g, ,11,w) 2 H(7k,,,,w) = H(7y,9,w). Donc 79 ¢ H(7y,5,w) ce

qui achéve la preuve.

4. On souhaite montrer que pour tout 4, 7, € H(7/,w). Si ¢ = 2] est pair le résultat est
immeédiat puisque 74, = 73,. Il nous reste donc le cas ¢ = 2] 4 1 impair, c’est-a-dire
que I'on veut montrer que 7, € H([x,," " , Thy,, ], w). Mais 7, < [7g;,- -+ , Tg,,, | donc
H(Tknw) C H([Tkz’ T 7Tkz+1]aw) et 7, € H([Tklv T a77ﬂ+1]?w)'

O

3.3.0.8 Lemme. Soient 7,0 € BT. Alors il existe un unique polysimplexe maximal T €
H(r,0) avec T < T. C’est-a-dire qu’un polysimplere w satisfait w € H(1,0) et T < w si et
seulement si 7T <w < T.

Démonstration. La preuve est identique a celle du lemme 2.9 de [MSI10| en remplagant x
par o. O

3.3.0.9 Lemme. Soient 7,0,7 comme dans le lemme [3.53.0.8 Soit A un appartement
contenant H(o,T) et a une racine affine. Alors si aj =0 on a a5y = 0.

Démonstration. Supposons que aj= = 0. Notons H = ker(a) un hyperplan affine de A. Il faut
alors montrer que H (o, 7) C H. Raisonnons par I'absurde et supposons que H(o,7) ¢ H.
Prenons alors € H(o,7)\H.

Soit ¢ : [0,1] — BT une géodésique entre un point intérieur a 7 et z. Comme ¢(0) € H
s’il existait t €]0,1] tel que ¢(t) € H, on aurait que pour tout ¢ € [0,1], ¢(t) € H et en
particulier que = € H ce qui n’est pas. Donc ¢(]0,1]) N H = (). Chaque ¢(t) appartient a
un polysimplexe 7(¢) et Papplication t — 7(¢) est constante par morceaux, on peut donc
choisir ¢y le premier réel strictement positif ou 'on a un saut. Notons w = 7(tp/2). On
doit avoir 7 <w ouw < 7. Mais w ¢ H et 7 C H donc 7 < w. Or ¢(ty/2) € H(r,0) donc
w € H(1,0) ce qui contredit la définition de 7. O

3.3.0.10 Lemme. Soient 7,w,o € BT des polysimplezes avec w € H(T,0). Prenons comme
dans le lemme 7 mazimal dans H(7,0) tel que 7 < T et W mazximal dans H(w, o)
tel que w <w. Alors T € H(1,w).

Démonstration. Notons 7' le polysimplexe maximal de H(7,w) tel que 7 < 7. Alors
H(r,w) C H(r,0) et donc 7/ < 7.

Supposons que 7' # 7. Alors 7' est une facette de T et si 'on prend A un appartement
contenant H (7, o) il existe une racine affine a telle que ajz = 0 et ajz > 0. Comme ajz =0
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par le lemme [3.3.0.9| @) (rz) = 0 et en particulier a|. = 0 et aj;z = 0. Encore par le lemme
, comme a; = 0 on a ajf(,,s) = 0 et donc a, = 0. On a donc a), =0 et a; =0
donc a|g(r,) = 0. Mais 7 € H(7,0) donc ajz = 0 ce qui est absurde. O

3.3.0.11 Lemme. Soient 7,0 € BT. Prenons T mazximal dans H(1,0) tel que 7 < 7. Soit
TO = T, ,Tn = 0 un chemin tendu reliant T a o. Alors 7,7,79,- -+ ,Tn €St encore un
chemin tendu et
erlo.cogll =" lo--c0efloel o€l

Démonstration. Nous avons que 7 < 7T et donc H(r,0) C H(7T,o0). Puis comme 7 €
H(7,0) nous en déduisons que H(7,0) C H(r,0). Par conséquent H(1,0) = H(T,0) et
T,T,T0,** ,Tn €st bien un chemin tendu.

Démontrons par récurrence sur n, que pour touts polysimplexes o et 7 et pour tout

i i > Tn=1l5...0gT0 — gn=l 5. .. 0gT0 el T
chemin tendu 7o, - -+ , 7, reliant 7 & o alors g7, 0+ -0el) =&7.7 0---0e0oer oel. Le cas
n = 1 est évident. Supposons donc le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n.

— n—1 0 ) : : Tn—1 0 T T 5
Notons ¢ = e7;7" o .-+ 0¢el0. L’application e, o---0¢gl® ogl o¢el correspond a

I’application
P T ©®
Vi V=V, SV,

Soit v € V;, nous souhaitons donc montrer que p(v) = @(ex(v)). Le résultat que 'on
souhaite démontrer est donc équivalent a dire que si u € V; est tel que ex(u) = 0 alors
p(u) = 0.

Posons alors ¢ = 7" o--- o e7l. Notons 77 le polysimplexe maximal de H(7y,0) tel
que 71 < 77. Alors par hypothése de récurrence on sait que si v € V,, est tel que ex(v) =0,
Y(v) = 0. Soit u € V; tel que ex(u) = 0, comme ¢ = 1) 0 €], il nous suffit de montrer que

em(e70(u)) = 0. Deux cas se présentent

—1

— T0S<T1
71 € H(19,0) et 79 € H(11,0) donc H(ry,0) = H(7,0). Par conséquent 77 = 7.
Alors ex(e70(u)) = er (e (u)) = el%(ezu) = 0.

— T0=T1
Alors €70 = @10 : Vo = Vi, et ex(e]0(u)) = emer(e]0(u)). Or T € H(7,71) par le
lemme (3.3.0.10} donc la proposition 2.2 (e) de [MS10] nous dit que eme; = emere, =
emrerer et par conséquent ex(e70(u)) = emerer(e0(u)) = emer (e (e7u)) = 0.

O

Notons P(n) la propriété que pour tout 7,0 € BT tels que p(r,0) < n alors €7 ne
dépend pas du choix du chemin tendu.

3.3.0.12 Lemme. Soient 7,0 € BT tels que p(t,0) > 1. Soient 19, , Ty €t 74, , T},
deux chemins tendus reliant T a 0. On suppose que

— P(p(r,0) — 1) est vraie

— p(m1,0) < p(r,0) et p(r}, ) < p(7,0)

— 1l existe w € H(my,0) N H(7{,0)

T p(T,W) < p(7—70-)

— 1 € H(t,w) et 1| € H(T,w)
Alors

T T T/ 1 7!
n—1 0 — m 0

O--+0 = o-+-+0 .
e En =€ €
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Démonstration. e, ' o---0el = (e7i ' 0---0ell) o, Comme p(11,0) < p(7,0) et que

P(p(r,0)—1) est vraie, e57 ' o---0eTl = 7! ne dépend pas du chemin tendu choisi. De plus
w € H(m,o0) donc d’aprés le lemme il existe un chemin tendu reliant 71 & o passant
par w tel que les chemins reliant 71 & w et w & o soit tendus. Ainsi ]! =¥ oe’l. On a donc
ern to-0el =e¥oell 0. Comme p(T,w) < p(7,0) et que P(p(r,0) — 1) est vraie, e,
ne dépend pas du choix du chemin tendu choisi. En particulier, comme 71 € H(7,w), on
peut compléter le chemin 79,71 en un chemin tendu reliant 7 & w. Le chemin reliant 7 a w
est alors lui aussi tendu et il en est de méme pour le chemin 7o, 71. Ainsi €]} 0 7% = ¢?. On

vient donc de montrer que

Tn—1
Tn

Tn-1 ~ ... O __ W T
emto-oel =¢gjog],.
Mais les hypothéses sur les chemins 79, - -+ , 7, et 7}, - -+, 7/, sont symétriques, on a donc
/ /
e T T
aussi e ' o---0¢e ) = ef o¢l,. Et finalement
m 1
7_/ T/
Tn—1 ... O — o'm=1 4. .. 0
e loroeg =g o oel,

O

3.3.0.13 Lemme. Soient 7,0 € BT. Prenons A un appartement contenant H(o,7). On
suppose qu’il existe une racine affine a telle que aj; > 0 et aj, < 0. Alors siw € H(r,0)
est un polysimplexe contenant un point intérieur x avec a(x) =0, on a p(w,o) < p(7,0) et

p(T,w) < p(r,0).

Démonstration. La situation étant sysmétrique en 7 et ¢ il nous suffit de montrer que
plw,0) < p(1,0). Comme w € H(7,0) on a H(w,0) C H(1,0) et p(w,0) < p(7,0). Il ne
nous reste plus qu’a montrer que H(w,0) & H(T,0).

Puisque a(z) = 0 et = est un point intérieur & w on a ay, = 0. Ainsi a, <0, q, <0
et ai > 0 donc a sépare 7 de w et o et par conséquent 7 ¢ H(w,0) ce qui achéve la
preuve. O

3.3.0.14 Proposition. Soient 7,0 € BT alors €7, ne dépend pas du choiz du chemin tendu
choist.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur p(7,0). Le résultat est vrai si
p(1,0) = 1. On suppose alors que p(7,0) > 1 et que P(p(7,0) — 1) est vraie.
Prenons alors deux chemins tendus 79, , 7, et 74,+-+ ,7},. Le lemme [3.3.0.11| nous

y I'm-
permet de supposer que 7 =7 ol T est le polysimplexe maximal de H(7,0) tel que 7 < 7.
/

En appliquant le lemme (avec w = o) on peut supposer que Ty, -+ , Ty €t T, , Ty
vérifient les conditions énoncées dans ce dernier. De plus quitte a retirer les premiers

simplexes §’ils sont égaux, on peut supposer que 79 # 71 et 7} # 7. En particulier on a
que p(11,0) < p(1,0) et p(1],0) < p(7,0). Le cas ol 7 et o sont adjacents est réglé par le
corollaire [3.3.0.4] on supposera donc pour la suite que 7 et o ne sont pas adjacents.

Soit A un appartement contenant H(7, o). Comme 7 et o sont deux polysimplexes non
adjacents, il existe une racine affine a telle que a; > 0 et a, < 0. Comme 7 est maximal,
T < 7 et donc q); > 0. On déduit de a;, > 0 et aj, < 0 qu’il existe z € H(ry,0) tel
que a(xz) = 0. De méme il existe y € H(7{,0) tel que a(y) = 0. Soit ¢ : [0,1] — BT une
géodésique reliant x & y. Comme x,y € H(7,0), ¢([0,1]) € H(7,0). Chaque ¢(t) est un
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point intérieur & un certain polysimplexe w(t). La fonction ¢ — w(t) est constante par
morceaux, prenons alors 0 =t < to < -+ < t%,g < tor, = 1 les instants ot il y a un saut de
la fonction w(t). Choisissons également ¢y, - -+ ,tor_1 tels que tog < t1 < to < -+ < tgp_1 <
tor. Posons w; = w(t;). Alors wa; et waito doivent étre des facettes de woit1 et donc pour
tout @ on a, soit w; < wiy1, soit wi+1 < w;. Maintenant a(x) = a(y) = 0 donc pour tout ¢,
a(yp(t)) = 0. Ainsi w; contient un point intérieur ¢(¢;) tel que a(p(t;)) = 0. Le lemme[3.3.0.13]
nous assure que p(w;, o) < p(1,0) et p(T,w;) < p(7,0). Pour résumer, on vient de construire
une suite de polysimplexes wy, - - - , wax, telle que pour tout i, w; € H(7,0), p(w;, o) < p(T,0),
p(r,wi) < p(7,0), wi <wit1 ou wir1 < w;, wo € H(71,0) et wor, € H(7{,0).

Soit ¢ € {0, 1, .-+, 2k}. Comme w; € H(7,0) prenons grace au lemme [3.2.0.4{ un chemin

tendu 7 = 7,--- , 7/, = w; de 7 & w; tel que pour tout j, w; € H( ¢ o). En appliquant
le lemme [3.3.0.7| on peut supposer que les Tj vérifient les con‘dltlons de ce dernier. On
compléte le chemin 7'0, e ,7';2_ en un chemin tendu 7'0, o+, 7, reliant 7 a o grace au

lemme 2. On suppose également 73 # 7¢ quitte a retirer les premiers simplexes
s'ils sont égaux. Comme 74 = 7 est maximal, 7§ > Ti Si i # w; alors la condition 3 du
lemme nous dit que p(7},0) < p(1,0). Et si 78 = w; alors par construction de wj,
p(ri,0) = p(wi, o) < p(r,0). On vient ainsi de construire un chemin tendu oy 5T
reliant 7 & o tel que p(74,0) < p(7,0), w; € H(7i,0) et 7§ < 7.

Soit i € {0,1,---,2k — 1}. On a w; < wit1 ou wiy1 < w;. Notons w le plus petit
des deux simplexes de sorte que w < w; et w < w;t1. Alors 73, -+, 7, et T"H, e ,T:L:Zrll

vérifient les conditions du lemme|[3.3.0.12 En effet, p(7,0) < p(7,0) et p(tit, o) < p(7,0).
Comme w; € H(7},0) et w < w;, on a que w € H(1},0), et de méme w € H(r{*!, ). Puis

p(T,wi) < p(7,0) et p(T,wiy1) < p(7,0), par conséquent, comme w = w; OU W = Wi41,
p(T,w) < p(r,0). Enfin 7§ < 7 donc 7§ € H(r,w) et de méme 7; ' € H(r,w). Ainsi le

T i ritl it
n;—1 T 1 .-, .
lemme |3.3.0.12[ nous dit que ¢ f 0---0 573 =M o-ti0 g 9.,. Ceci étant vrai pour
Tn, 1 Tnir1 1
0 0 2k 2k
. . Tng—1 T, Trogp—1 T
tout ¢ € {0,--- ,2k — 1} on obtient € (\° o---0e 8 =g ;2 o---0e,.
T, T T, T
g 1 gk, i
: 0 -0
Les chemins tendus g, - - - , 7, et 77, -O- ©, T, Vérifient également les conditions de|3.3.0.12
1 N
avec w = wy donc e, o - oaTO:E"O o-'-oeT%.Ilenestdememeavecn/),u-,T,’n
'”‘0 1
2k
t 2k 2k 1, d 7l"l 1 T(S _ "2Ic 1 Tgk O 1,
et 79", -+, T, en prenant w =wy donce T o--r0e =g 3" o---0¢ 9. On trouve
2k T Ty Tirog Ti
finalement que
! /
Ty, T
Tnlg...0eT0 — g ™ 1lg... 0
Em  © ©&n ET;n © © ET{ ’
ce qui achéve la preuve. O

3.4 Equivalence de catégories
Nous pouvons maintenant prouver I’équivalence de catégories qui nous intéresse.
3.4.0.1 Proposition. Soient 7,0,w € BT tels que w € H(7,0). Alors

€] =€Eg 0EL.
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Démonstration. La proposition |3.3.0.14|nous dit que €7 est indépendant du choix du chemin
tendu. Il suffit alors de prendre, grace au lemme [3:2.0.4] un chemin tendu reliant 7 a o
passant par w tel que les deux chemins de 7 & w et de w & o soient tendus. O

3.4.0.2 Remarque. La proposition [3.4.0.1] démontre les lemmes (2.2.8), (2.2.9) et (2.2.10) de
[Wanl17].

Maintenant que l'on a redéfini €] dans le cas d’un groupe réductif quelconque le reste
de la démonstration dans [Wanl7| (section 2.3 et 2.4) fonctionne dans ce contexte plus
général.

3.4.0.3 Théoréme. Soient e un systeme d’idempotents cohérent vérifiant la condition
et I' un e-systéeme de coefficients sur BT. Alors

1. Le complexe de chaine C(BT,T") est exacte sauf en degré 0.

2. T est isomorphe au systéme de coefficients (o — e, (Ho(BT,I"))).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la méthode de démonstration du théoréme (2.1.9) de
[Wanl7| avec la nouvelle définition des applications locales €. O

Soient e un systéme d’idempotents et V' un RG-module lisse. On définit alors I'(V') un
systéme de coefficients par V, := e,V et pour 7 < o, ¢7 est I'inclusion V, — V.

3.4.0.4 Théoréme (|[Wanl7] Corollaire (2.1.11)). Soit e un systéeme d’idempotents cohérent
vérifiant la condition . Alors le foncteur

Repi(G) — Coef (G, R)
Vv > r'w)

admet un quasi-inverse I' — Ho(BT,T'), donc induit une équivalence de catégories.

3.4.0.5 Remarque. Notons que tous les systémes d’idempotents cohérents construits dans
cette theése vérifient la condition (jx)).



Chapter 4

Towards /-blocks

Introduction

In chapter |2, we obtained the smallest decomposition of Repg)\(G) that we can obtain
with 0-coherent systems of idempotents and Deligne-Lusztig. Unfortunately, this is not a
block decomposition. Indeed, the supercuspidal representation ©19 of Sp,(Q)), induced
from the inflation to Spy(Z,) of the unipotent cuspidal representation 619 of Sp,(IF,), is in
Repk (G), the direct factor associated with the trivial parameter.

In this chapter, we investigate the block decomposition of Rep%(Z (G). We obtain a full
description in some particular cases.

We call, like in [Lat17], unrefined depth zero types the pairs (o, 7), where o € BT and
7 is an irreducible cuspidal representation of G,. Let 7 (G) be the set of unrefined depth
zero types, up to G-conjugacy. Then we have the following proposition.

Proposition. We have the decomposition

Repg (G) = t 1;([@ Repg, (G)-
S

If G is semisimple and simply connected, the category Repf@(G) is a block.

Definition. We say that ¢ is large for G if, £ is a prime number which does not divide q
and for every x € BTy either £ does not divide |G| or £ divides |G| and does not divide
|W ()|, where ¢ is the automorphism of the root datum of G induced by the Frobenius F.

In this chapter, we are going to obtain ¢-block decompositions in several examples. For
now, we are able to get them under the hypothesis that ¢ is large, but this is not optimal,
and it should be possible to have weaker hypotheses on £.

If ¢ is large, we obtain the ¢-block decomposition of

1. Rep%e(G), for G semisimple and simply connected and £|q — 1.
2. Rep%e(SLn(F)).

3. Rep%e(San(F))7 for £]g" + 1.

4. Repl, (Sps(F)).

125
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5. Repl (Spo(F).
6. RQP%Z(SPS(F))-
Remark. When G = SL,,(F') or G = Sp,,,(F) the hypothesis ¢ large is equivalent to £ > n.

4.1 Blocks over Q,

In this section A = Q,. We want to define 0-coherent systems of idempotents from
unrefined depth zero types, hence subcategories of Rep%e(G). When G is semisimple and

simply connected, these categories will be blocks.

We call, like in [Lat17], unrefined depth zero types the pairs (o, 7), where o € BT and
7 is an irreducible cuspidal representation of G,. Let T(G) be the set of unrefined depth
zero types, up to G-conjugacy.

If G is a connected reductive group over k, then the theory of Harish-Chandra allows us
to partition Irr(G) according to cuspidal support [M, 7]:

Irr(G) = |_| Irr(pm, 7 (G)-

If 0,7 € BT are two polysimplexes with 7 < o, we can see G, as a Levi subgroup of G;.
Now we construct from t € 7(G) a system of idempotents e; in the following way. Let
7 € BT and define €] € Q/[G,] the idempotent that cuts out the union of Irr g o (G,) for
every (o,m) € t with 7 < o. We can then pull pack e to an idempotent e, € ’H@Z(Gi),
giving us e¢ a system of idempotents.

4.1.0.1 Lemma. Let x € BTy, 0 € BT with x < o. We have the following properties

1. 65{ - ZteT(G) et’O—.
2. For all t,¥ € T(G) with t # ¥, ezep » = 0.

Proof. 1. The partition Irr(C(L) = Trr(m,m (gg) and the fact that each Irriy )(Gs)
can be written as Irry ) (Gs) = Irr g W)(GO—) for a polysimplex 7 > o show the
wanted equality.

2. The group G, is a Levi quotient of a parabolic P, of G,, and we call U, the
unipotent radical of P,. We have to prove that efey_ e = 0 in Q/[Gz], where ey, is
the idempotent which averages along the group U,. But Qy[G;ey, ef is the parabolic
induction from G, to G, of the module Q, [Gg]ef,. Since t # t' no representation

in IH(@ ﬂ)(Gx), with (7,7) € t can be in the induction of a representation in
Irr(@,’ﬂ/)(éa) with (7/,7') € ¢'. Hence efey,e) = 0.
O

4.1.0.2 Proposition. The system of idempotents e¢ is 0-coherent.

Proof. An element t € T(G) is defined up to G-conjugacy, hence e, is G-equivariant. Let
x € BTy and o € BT such that x < 0. We have to prove that e(, = ejet,w. By 1. in
4.1.0.1) we have that e = > oveT(G) €v,o- Hence, ezl = > veT(G) Chaty,o- Now by 2. in
4.1.0.1), we have that if t # t' then etzey s = 0. So et,xej = eyz€io. In the same way,
CLrblo = €1 €ro. S0, e gl = ezeis =€l e, = efefe s = eles = eq. O
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Let t € T(G). We call Repf@(G) the category associated with e;.

4.1.0.3 Proposition. We have the decomposition

0 _ t
Repg (G) = t 1;([@ Repg, (G)-
S

Proof. The proof is similar to the proof of proposition [1.2.3.5| using the properties showed
in Lemma [£.1.0.1]
O

4.1.0.4 Theorem. If G is semisimple and simply connected, the category Repf@(G) s a
block.

Proof. When G is semisimple and simply connected, Theorem 4.9 of [Mor99| shows that we
have a bijection between 7 (G) and level zero Bernstein blocks. We then deduce from the
proposition 4.1.0.3[ that Rep%e(G) = [Ler(e) Rep?‘@(G) is the decomposition of Rep(%z((;)

into Bernstein blocks.

When / is banal, hence £ does not divide |G| for all € BTy, each idempotent e is in
Hz,(G). We thus have a decomposition

Repd (G) = [] Rept, (G)
teT (G)

and the following theorem

4.1.0.5 Theorem. If G is semisimple and simply connected, and ¢ is banal, the category
Reptzé(G) is a £-block.

4.2 d-cuspidality

4.2.1 Unipotent /-blocks for finite reductive groups

When G is a finite connected reductive group the theory of £-blocks is fairly known. We
explain here some of these results.

Let G be a connected reductive group defined over k. We use the notion of polynomial
order Pg (like in [BMMO93]| section 1.A) which is a polynomial such that |G| = Pg(q). Let
d > 1 be an integer and call ®; the corresponding cyclotomic polynomial. We say that T is
a ®g-subgroup if T is a F-stable torus of G whose polynomial order is a power of ®;. We
call their centralizers in G the d-split Levi subgroups of G.

Let x € Irr(G). We say that x is d-cuspidal if and only if *Rfcpx = 0 for every proper
d-split Levi subgroup L and every parabolic P admitting L as Levi subgroup.

We call a unipotent d-pair a pair (L, \) where L is a d-split Levi and \ is a unipotent
character of L. Such a pair is said to be cuspidal if A is cuspidal. We define an order
relation on unipotent d-pairs by (M, ) < (L, \) if M is a Levi subgroup of L and there is a
parabolic subgroup P of L admitting M as a Levi such that (A, Rf,p(1)) # 0. For (L, )
a unipotent d-cuspidal pair, let us define £(G, (L, \)), the subset of £(G, 1) of characters x
such that (L, \) =< (G, x). We call £(G, (L, \)) a d-series.
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4.2.1.1 Theorem (|[BMMO93|Theorem 3.2 (1)). For each d, the sets E(G,(L,\)) (where
(L, \) runs over a complete set of representatives of G-conjugacy classes of unipotent d-
cuspidal pairs) partition E(G,1).

Call ¢ the automorphism of the root datum of G induced by the Frobenius F.

4.2.1.2 Definition (|[BMMO93| Definition 5.1). We say that ¢ is large (for G) if £ is a prime
number which does not divide q, which divides |G| and which does not divide |W {(¢)|.

Note that if £ is large for G, then there exists a unique integer d such that &, divides
P and ¢ divides ®4(q) ([BMM93| Proposition 5.2).

Let AbgIrr(G) be the set of characters of the abelian group GF/[G, G]F (considered as
characters of G) of order an /-number.

4.2.1.3 Theorem (|[BMM93| Theorem 5.24). Let ¢ be a large prime number and d be
the unique integer such that ®4 divides Pg and ¢ divides ®4(q). Let (L, \) be a unipotent

d-cuspidal pair of G. Then the set of all irreducible constituents of the virtual characters
Rch(Q)\), where 6 € Abylrr(L), is the set of all irreducible characters of a £-block of G.

If £(G, (L, \)) is a d-series, we call & (G, (L,\)) C &(G,1) set of all irreducible con-
stituents of the virtual characters RS _p(0A), where 6 € AbgIrr(L). If € = LE(G, (L, ) is a
union of d-series we define & C &;(G, 1) by & = U&(G, (L, \)).

4.2.2 d-cuspidality for classical groups

When G is a classical group we have a classification of unipotent characters with the
notion of symbols that we recall here. Furthermore, with these symbols, we can find the
decomposition into d-series of Theorem

We call a symbol an unordered set {S,T} of two subsets S,7 C N. We write such a
symbol in the following way
5 <:L‘1 $a>
Yyioo W

with 1 < -+ <xg, 1 < - <ypand S ={x1, - , 24}, T = {y1,- -+ ,yp}. Two symbols
are said to be equivalent if they can be transformed into each other by a sequence of steps
(xl xa> (O r1+1 - a:a—i—1>
i W 0 yu+1l - y+l

or by interchanging the rows.
We define the defect of ¥ by defect(X) = |a — b| and its rank by

rank( Zx—l—Zy <a+b_1> ]

These two notions can be defined on the equivalence classes of symbols.

If G is a group of type B,,, Cpn, D, or 2D,,, Lusztig has shown that the unipotent
characters may be parametrized by these symbols (see [Lus77]). The unipotent characters
of groups of type B, or C,, are in bijection with the equivalence classes of symbols of rank
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n and odd defect. For the groups of type D,,, the unipotent characters are parametrized
by classes of symbols of rank n and defect divisible by 4 (except that if the two rows are
identical, two characters correspond to the same symbol). And the unipotent characters of
groups of type 2D,, are in bijection with symbols of rank n and defect congruent 2 (mod 4).

Let {S,T} be a symbol and d > 1 an integer. If there exists x € S such that x +d ¢ S,
ory € T with y+d ¢ T, then the symbol {S\ {z}U{x+d}, T} or {S, T\ {y}U{y+d}},is
said to be obtained from {S,T'} by adding a d-hook. We define the d-core of {S,T'} as the
symbol {U, V'} without d-hook obtained from {S,T'} by removing a sequence of d-hooks.

In the same way, if there exists x € S such that t +d ¢ T, or y € T with y +d ¢ S,
then the symbol {S\ {z},TU{x +d}} or {SU{y+d}, T\ {y}}, is said to be obtained
from {S,T} by adding a d-cohook. And we define like previously the d-cocore of {S,T'}.

4.2.2.1 Proposition. 1. If d is odd: Then the d-cuspidal unipotent characters are
precisely those where X is itself a d-core. Moreover, two characters are in the same
d-series if and only if they have the same d-core.

2. If d is even: Then the d-cuspidal unipotent characters are precisely those where 3 is
itself a d/2-cocore. Moreover, two characters are in the same d-series if and only if
they have the same d/2-cocore.

Proof. This is proved in the proof of Theorem 3.2 in [BMMO93]. O

4.2.3 d-1-series

In order to construct idempotents in section we needed to decompose Irr(G) into
Harish-Chandra series (or with the new notations into 1-series). According to Theorem
in order to have ¢-blocks we need to decompose Irr(G) into d-series. So we need a
way to conciliate these two decompositions.

We call a d-1-set a subset of Irr(G) which is a union of 1-series and a union of d-series.
A d-1-series is then a d-1-set with no non-empty d-1-subset. We thus have a partition of
Irr(G) into d-1-series.

Case d odd. To obtain the d-series we need to take the d-core of the symbols by the
proposition We also obtain the 1-series by taking the 1-core. But two symbols
which have the same d-core have the same 1-core, so each 1-series is a d-1-series.

4.2.3.1 Proposition. If d is odd, the d-1-series are the 1-series.

Case d even. This case is a little bit more complicated because we need to take the
d/2-cocore for the d-series and the 1-core for the 1-series.

Let ¥ be a symbol. We define max(X) to be the max(X) := max(S UT) where {S,T'}
is the unique symbol equivalent to ¥ with 0 ¢ SN T.

4.2.3.2 Lemma. Let k> 1 and n > 1 such that n > #. We have

K2—4k+3 e .
n—*—+= ifkis odd

2_ o
n— K=4ktd it ks even

max{max(X), defect(X) = k,rank(X) = n} = {
1
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Proof. Every symbol of defect k is obtained from ¥ = <0 e ks 1) by adding 1-hooks.

Each 1-hook increases the rank of 1. So in order to get a symbol of rank n, we need to do
m :=n — rank(X;) 1-hooks. Note that

E—1)k E—1\2 E—L  if I is odd
-5 5] 3

. if £ is even

Remark also, that the hypothesis n > (k% — 1)/4 is equivalent to m > 0. Each 1-hook
increases the maximum of the coefficients by at most one, so max{max(>), defect(3) =
k} =k — 1+ m (we have equality by adding the 1-hooks on the last coefficient on the top
row). O

Let us define an integer k(G, d) in the following way.

4.2.3.3 Definition. If G is of type By, or C, we define
k(G,d) = max{k > 0,k odd, (k* — 4k +3)/4 <n —d/2}

if it exists and k(G,d) = 0 otherwise.
If G is of type D,, or 2D,, then in the same way

k(G,d) = max{k > 0,k even, (k* — 4k +4)/4 <n —d/2}
if it exists and k(G,d) = 0 otherwise.

4.2.8.4 Remark. Two symbols are in the same 1-series if and only if they have the same
1-core by Proposition But removing a 1-hook does not change the defect of a symbol.

Hence, every symbol in a 1-series have the same defect. Moreover, the 1-core of a symbol is

of the form <O e ks 1) where k is the defect of the symbol. Hence, two symbols are

in the same 1-series if and only if they have the same defect. And the defect associated to
a 1-series is the defect of the cuspidal representation associated to this 1-series.

We have the following partition of £(G, 1) into d-1-series.

4.2.3.5 Proposition. If d is even, the 1-series with defect strictly greater than k(G,d) are
d-1-series, composed uniquely of d-cuspidal representations, and the union of the 1-series
with defect lower or equal to k(G,d) is a d-1-series.

Proof. Let k > k(G,d) and a 1-series with defect k. Then by definition of k(G, d) and with
Lemma d/2 is strictly greater than every coefficient in every symbol in the 1-series
chosen. Hence, this 1-series is composed of d-cuspidal representations, so is a d-1-series.
We also deduce from that, that the union of the 1-series with defect lower or equal to
k(G,d) is a d-1-set. We are left to prove that this is a d-1-series. Let 3 < k < k(G, d) such
that there is a 1-series with defect k. We want to prove that the 1-series with defect k& and

k — 2 are in the same d-1-series which will finish the proof. Let ¥} = <0 e ke 1> and
m = n — rank(Xy) as in the proof of Lemma [4.2.3.2] Then the symbol

E:<O e k=2 k:—1+m>
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has defect k£ and rank n so is in the 1-series chosen. Now by definition of k(G,d), d/2 <
k — 1+ m, we can then remove a d/2-cohook from X to get

2/_ 0 cee k_2
“\k—1+m—d/2 '

Let v € {0,--- ,k—2} such that v+d/2 # k—1+m —d/2. Then we can add a d/2-cohook
to X' to obtain

SV _ 0 v—1 v+1 -+ k-2
C\k—14m—d/2 v+d/2

(we possibly have to swap the numbers in the lower row so that they are written in the good
order). The symbol ¥ is a symbol of defect k — 2 which has the same d/2-cocore as X. So
the 1-series with defect k and k — 2 are in the same d-1-series and this finish the proof. [

4.3 Unipotent /(-blocks

In this section, we explain how to get unipotent ¢-blocks with unrefined depth zero
types.

Call T1(G) the subset of T(G) of pairs (o, 7) with 7 unipotent and 7,'(G) the subset
of T(G) of pairs (o, 7) with m € £(G,,1). We thus have that

RepQ H RepQ
teT1(G)
and
Rep%z(G) N RepQ H RepQ
teTHG)

Let T be a subset of T,}(G). We can associate to T’ a system of idempotents er by
er := Y yep et We say that T is f-integral if for all o € BT, ery = D i cp o is in Zy[G,].
Thus, if T is f-integral we can form a category Rep%e(G).

If t € T(G), call et the idempotent in the center of Rep@ (@) associated to the category
Rep?‘@(G). We define also e by e’ =3 €.

4.3.0.1 Lemma. The idempotent e’ is (-integral if and only if T is £-integral.

Proof. Tt is clear that if T is f-integral then e’ is /-integral. Let us assume that el is
l-integral. Every f-integral element in the center acts on smooth functions on G with
compact support. In particular, for every x € BTO7 the function e’ e must be (-integral.
Let us prove that that for t € T(G) we have e' x e] = e(, which will end the proof.
Consider V = C®(G,Qy)e}. Since ef = Y ver(c) €v,x by lemme we have a
decomposition V' = @ycr(q) Vi where Vo = Vey ;. Now V4 is an object in Repf@/Z (G) so et

acts as the identity on it, and if t' # t, Vi is an object in Rep% (G) so is cancelled by e
£
and we have the result. O
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4.3.0.2 Proposition. If G is semisimple and simply connected the partition of 7}1(6’) nto
manimal £-integral subsets give us the decomposition of Rep%l(G) into £-blocks.

Proof. Since G is semisimple and simply connected, Theorem tells us that the
idempotents e' are primitive idempotents in the center. Thus, each ¢-block of Rep%/(G) is

associated to a subset 7' C 7,}(G) such that e is (-integral. Lemma gives us that
T is f-integral. So the ¢-block decomposition of Rep%e (G) gives us a partition of T,;'(G)
into f-integral subsets. But if T" is f-integral, we can construct a category from T, so these
subsets must be minimal and we have the result. O

4.3.0.3 Definition. We say that € is large for G, if £ is a prime number which does not
divide q and for every x € BT either ¢ does not divide |G| or £ is large for G,.

Hence if £ is large for G, for every x € BTy, either ¢ does not divide |G| and the
idempotents e] are in Z[G,] or £ is large for G, and the primitive idempotents of Z,[G,]

are given by Theorem

Let (o,m) and (7,7’) be two unrefined unipotent depth zero types. For an integer d,
we say that (o,7) and (7,7') are d-1-linked if there exist w € BT such that w <o, w <7,
C]Gy| and Irr g 1(Gw) Ulrr g y(Gy) is contained in a d-1-series.

4.3.0.4 Proposition. Assume that £ is large for G and call d the order of ¢ mod £. Let
t=[o,7],t = [1,7'] € THG) with (o,7) and (7,7') d-1-linked. Then t and t' are contained
in the same minimal (-integral subset of T, (G).

Proof. Let T be the minimal (-integral subset of 7,'(G) containing t. We want to show
that t' € T. Since, T is (-integral, er,, € Z¢[G,] and can be written as a sum of primitive
central (-integral idempotents. Since ¢ is large for G,,, we have a description of them by
Theorem In particular, if we call £ the subset of Irr(G,) cuts out by er,, and
El = ENE(Gy,1) we have that E! is a d-set. By construction of ey, £ is also a 1-set
s0 is a d-1-set. Since, t € T', Irrg (G,) C & But (0,7) and (7,7) are d-1-linked so
ITF(CTJ/)(CUJ) C&Handt €T. O

4.3.0.5 Proposition. If ¢ is large for G and T is {-integral then T NT(G) # 0.

Proof. Let o € BT such that er, # 0. Since T is ¢-integral, er, € Z[G,]. So er, is
a sum of primitive central idempotents in Z,[G,]. If ¢ does not divide |G|, there is no
difference between £(G,, 1) and &(G,,1) so we have the result. If £ divides |G|, since ¢ is
large for G, we see that ¢ is large for G, and we have a description of the primitive central
idempotents in Z,[G,] by Theorem . In particular, there exists 7 € £(G,, 1) such
that er ,m # 0. There exist a Levi M of G, and a cuspidal unipotent representation 7’ such
that 7 € Irr(p7,+1(Gy). Thus there exists t € T*(G) such that e ,m # 0. Moreover, e, acts
as the identity on 7 so ersei o, # 0. Now €75 = D ycp v o, SO €T olto = D ycq €¢ oCio-
Lemma told us that if t # t' then ey ye¢, = 0, thus t € T and we have the result.
0

4.3.0.6 Corollary. If G is semisimple and simply connected, £ is large for G and T is a
(-integral set such that T NTY(Q) is a singleton, then Rep%e(G) is a £-block.

Proof. Since T NT1(G) is a singleton, T is minimal by Proposition |4.3.0.5| The category
Rep%g(G) is then a ¢-block by Proposition [4.3.0.2 O
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4.4 Some decompositions

In this section, we apply the results of Section[4.3]to some examples to get decompositions
into ¢-blocks.

4.4.1 ¢ of order 1 mod /

In this section, we assume that ¢|¢g — 1 and is large.

Let t = [0, 7] € TYG). Define Ty; by Ty; := {[o,0n],0 € AbgIrr(G,)}. Since d = 1,
Theorem @.2.1.3| tells us that 7} ; is ¢-integral hence define a category Rep"Z(G). Moreover,
when G is semisimple and simply connected, Reptzz(G) is a ¢-block by Corollary [4.3.0.6
since Ty N THG) = {t}.

4.4.1.1 Proposition. Assume that ¢ is large and £|q — 1. We have a decomposition

Rep%l(G): H ReptZZ(G).
teTHG)

When G is semisimple and simply connected, this is the £-block decomposition of Rep%é(G).

4.4.2 G =Sp,, and q of order 2n mod ¢

Let us have a look at Sp,,,. Note that | Spy, (k)| = ¢"* [T, (¢* — 1). We have already
studied d = 1. Another extremal example is when ¢ is of maximal order mod /, i.e. ¢ is of
order 2n mod ¢. Assume that ¢ is large for Spy,, (F'). Since Sps,, is split, ¢ is trivial, and
|[W| = n!2" so ¢ large is equivalent to £ > n.

Let us start with a few remarks.

If z € BTy then G, =~ Spy;(k) x Spy;(k) with i +j = n. So (||G,| if and only if
G, =~ Spy, (k) if and only if x is hyperspecial.

If (o,7) and (o', 7') are two G-conjugate unrefined depth zero types such that x < o
and x < ¢’. Let g € G such that g(¢/,7) = (o,7). Then z < ¢ and gr < o. In the
Bruhat-Tits building of Spy,, (F) if two vertices of a same chamber are G-conjugate then
they are equal, hence z = gz and g € G, = GS. So, if t = [0, 7], the idempotent ef is the
idempotent that cuts out Irrg (Gy).

Let t = [0, 7] € T'(G). Then G, ~ GL1(k)* x Gy x Ga, where Gy, Gy are classical groups
and 7 ~ 19% @ 11 ® 79 with m (resp. m2) a unipotent irreducible cuspidal representation
of Gy (resp. Gg). If m; is trivial we define defect(m;) = 1. If not, m; correspond to a
symbol ¥ like in section and we define defect(m;) = defect(X). Then, we define
defect(t) := defect(m) defect(ma).

Now we can construct f-integral systems of idempotents.

Let t = [0, 7] € T'(G) such that defect(t) > 3. Let € BTy such that e, # 0. If
z is not hyperspecial, since ¢ does not divide |G|, et is f-integral. If x is hyperspecial,
call &, the subset of Irr(G,) cuts out by eq,. Since k(Spy,,2n) = 3 and &, is a 1-series of
defect greater than 3, £, is a d-1-series. Moreover, &, is composed uniquely of d-cuspidal

representations by Proposition|4.2.3.5. We can then form &, , C & (Gg, 1) like in sectionm
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such that the corresponding idempotent is f-integral. But we have that Ab,Irr(Sp,,,(k)) = 1,
hence £,y = &, and e, is (-integral. The set {t} is (-integral and we can associate to it a
category that we call Reptzé(G). This category is a £-block.

Let T3 := TH(G)\U te71(c) {t}- The set T is {-integral so defines a category Rep%3 (G).
14
defect(t)>3

We want to show that T3 is minimal. We know that T3N7T(G) = {t € T(G), defect(t) < 3},
hence by Proposition it is enough to prove that all the t with defect(t) < 3 are in
the same minimal set. Let t = [0, 7] € T'(G) with defect(t) < 3 and call tg := [C, 1] where
C is a chamber that contains ¢ and 1 is the trivial representation of Go. Remark that
Spsy, (k) has a unipotent cuspidal representation if and only if n = s(s + 1) and in this
case, this representation is unique and has a defect of 2s + 1. Hence, since defect(r) < 3,
either 7 is trivial or G, ~ Sp,(k) x GL1(k)"~2 and 7 ~ 619 ® 1. In all cases, there exists =

hyperspecial, such that < o. Since defect(r) < 3, Irr g, F)(Gx) Ulrr g, 1)(Gg,;) is contained

in a d-1-series by Proposition Thus, t and ty are d-1-linked and Proposition

tells us that they are contained in a same minimal set. Hence 73 is minimal and Rep%‘”’(G)
12

is a ¢-block.

4.4.2.1 Proposition. Assume that | > n and q is of order 2n mod £. Then we have the
following decomposition of Rep%l(Sp%(F)) into £-blocks

Repy;, (Spon(F)) = Repz (Spy,(F)) x ] Repf, (Span(F)).

teTH(G)
defect(t)>3

4.4.3 Sp,
In this section G = Sp,(F) and £ # 2. Note that TY(G) = {[C, 1], [x1, m1], [z2, m2]}

where C' is a chamber, 21 and x2 are hyperspecial vertices and 7 and my are the unique
unipotent cuspidal representations in G;, and G;,. Hence, when ¢ is of order 1 mod ¢,
Rep%é(G) decomposes into 3 ¢-blocks and when ¢ is of order 4 mod /¢, Rep%{(G) is a ¢-block.

When ¢ is of order 2 mod /¢, since k(Spy(k),2) = 3 we see that [C,1] and [z, 7] are
d-1-linked and that [C, 1] and [z, 2] are also d-1-linked. Thus Proposition [4.3.0.4] tells us
that all 71(G) is contained in a minimal set which must be T,'(G) by Proposition 4.3.0.5
Thus Rep%e(G) is a ¢-block.
4.4.3.1 Proposition. Assume that £ # 2. Then
1. If 04 (> = 1)(¢* + 1) (i.e. £ banal), Rep%e(8p4(F)) is a product of 3 £-blocks.
2. If¢|q—1 (i.e. q is of order 1 mod {), Rep%e(SpZL(F)) is a product of 3 £-blocks.
3. If|q+1 (ie. q is of order 2 mod {), Rep%e(SpZL(F)) is a £-block.

4. If 0| ¢> + 1 (i.e. q is of order 4 mod (), Rep%e(8p4(F)) is a £-block.

4.4.8.2 Remark. The decomposition of Rep%[(Sp4(F)) is given by a partition of 7,}(G). For
certain /, the set 7,'(G) may be complicated. Here we give a description of 7,'(G) in the
different cases of Proposition [£.4.3.1]

1. THG) = THG) = {[x1, m]} U {[z2, m2]} U {[C, 1]}
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2. THG) = {[z1,m]} U {[z2, m]} U{[C,0],0 € Ab/Trr(Ge)}
3. The elements of 7,}(G) are the [0, 7] with
(a) fo=C, 7 =1.
(b) If o =1 or g, m =619 or ™ = R-Sri“x(-lf-)z(ﬁl ® 62), where Ty is the torus given by
the kernel of the Galois norm IF:;2 — F;;, f1, 05 are characters of Ty of order a
power of £ and 61, 65, 0192_1 is non trivial.

(c) If o = x is the non special vertex of C, 7 = R%2(k)(91) ® R%2(k) (62), where 61,

A5 are non-trivial characters of Ty of order a power of /.

(d) If 0 = [z,71] or [z, 20], ™ = R%i(éﬁagl(k)w ® 1), where 6 is a non-trivial

character of Ty of order a power of /.

(e) If o = [z1,22], m = R-?;?(k) (0), where 6 is a non-trivial character of Ty of order
a power of £.

4. The elements of 7,'(G) are the [0, 7] with
(a) fo=C,m=1.

(b) If 0 = &y or z3, m = b1p or ™ = Rf?-i‘*(k)(@), where T, is the Coxeter torus of
Sp, (k) and 6 is a non-trivial character of T. of order a power of £.

4.4.4 Sp,

In this section G = Spg(k) and £ > 3. Here T1(G) is composed of three elements [C, 1]
where C' is a chamber, [0, 7] where G,, ~ GLj (k) x Spy(k) and 71 ~ 1 ® 19, and |02, 7]
where G,, ~ Spy(k) x GL;(k) and 72 ~ 019 ® 1 (we can assume that oy < C and o2 < C).
We have already studied the case d = 1 and d = 6. We are left with d =2, d = 3 and d = 4.

Let us start with d = 2. Let x be a hyperspecial vertex such that x < ¢;. Then
k(Gg,2) = 5. Thus [C,1] and [0, 7] are d-1-linked by Proposition In the same
way, with the other hyperspecial vertex, we see that [C, 1] and [o2, m2] are d-1-linked. Thus,
Propositions |4.3.0.5| and |4.3.0.4| show that 7,'(G) is minimal, and Rep%Z(G) is a ¢-block.

If d =4, we have that k(Spg(k),4) = 3. Thus like for d = 2, we have that Rep%{Z (G) is
a ¢-block.

Now, let us study the case d = 3. Let t = [0, m1]. We want to show that {t} is (-integral.
The only vertices # € BT such that ¢ divides |G,| are the hyperspecial vertices. So, let =
be an hyperspecial vertex, x < ;. We want to prove that e, is ¢-integral. The idempotent
etz is the idempotent that cuts out £ := Irr(ﬁalm)(éx). Proposition |4.2.3.1| tells us that £
is a d-1-series. To prove that e, is /-integral we need to prove that & =

4.4.4.1 Lemma. The anisotropic tori of Sp, (k) are of cardinal (¢" +1)---(¢" + 1) with
Ty 4+ 1y = n.

Proof. We recall that W = S,, X (Z/2Z)". Let w = (7, (¢;)) € W, if

W:(ih'” ,is)(jl,”' ,jt)"'(h,”' ,ly)
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is the cycle decomposition of © we write

W= (i1, ig) s (G, e )T (g, e L)
We use the abbreviation (iq,--- ,is)~ for (i1,--- ,is)b"»b =1 and call it a negative cycle.
The anisotropic tori of G correspond to the w = (1,--- ,7r1) " (ri+1, -+ ,r14r2)” -+ (r1+
«+++7y—1+1,---,n)” which are a product of negative cycles only (see section 4 of [Vel7T]).
Let T be a torus associated to such a w. Then the polynomial order of T is the characteristic
polynomial of w which is (X" +1)---(X"™ 4 1), where r, =n —r — -+ — ry_1. Hence,
we have |T| = (¢"* +1)---(¢"™ +1). O

4.4.4.2 Lemma. There exists a unique, up to conjugacy, P3-torus in Spg(k).

Proof. Let us start by finding the maximal tori T such that ¢||T|. Let T be such a torus.
Either T is anisotropic or T is contained in a Levi L. If T is anisotropic, then by Lemma
IT|=(¢"+1)---(¢" + 1) with r; + --- + r, = n. But this is not possible since
?|¢"" + 1 would imply that 3|2r;, so r; = 3 and we cannot have that £|¢g® — 1 and £|¢ + 1.
Hence, there exists a Levi L such that T C L, and we may assume that T is anisotropic in
L. The only Levi subgroup L of Spg(k) such ¢||L| is GL3(k). The group GL3(k) contains a
unique anisotropic torus T, which is the Coxeter torus of cardinal ¢> + ¢+ 1. Thus T = T..
And T, is the unique, up to conjugacy, ®s-torus in Spg(k). O

By Lemma [4.4.4.2] there exists a unique, up to conjugacy, ®s-torus T. in Spg(k), hence
a unique proper 3-split Levi subgroup. This 3-split Levi subgroup is the centralizer of T,
which is T.. Thus, there is onl;L one proper unipotent 3-cuspidal pair (T, 1). Proposition
4.2.3.1| tells us that Irr(CU1 ) (Ge) and Irr(CCg)(Gx) are d-1-series. As there is only one
proper unipotent 3-cuspidal pair, one of these set contains only 3-cuspidal representations.

The symbol <(1] 3> has a defect of 1 so is in Irrg, 1)(Gm) but is not 3-cuspidal by

Proposition [4.2.2.1L Thus, all the representations in Irr(gv1 7rl)(Cm) are 3-cuspidal. Since
AbIrr(Spg(k)) = 1, it follows that & = & and ey, is ¢-integral. The set {[o1, 7]} defines a
¢-block that we call Repgl’m(S%(F)).

14

We can do exactly the same with t = [o2, m2] to get Rep[Z?’M](Sp(;(F)). Now, T :=

THG) \ {[o1,m1], [o2, 2]} is f-integral and minimal by Corollary |4.3.0.6] thus defines a
{-block Repg’l] (Spg(F)).

4.4.4.3 Proposition. Assume that £ > 3. Then

LIf e (* =) (@ +1)(¢* +q+1)(¢> —q+1) (i.e. £ banal), Rep%Z(Sp(;(F)) is a product
of 3 £-blocks.
If ¢ | q—1 (ie. q is of order 1 mod £), Rep%E(SpG(F)) is a product of 3 £-blocks.
If ¢ g+ 1 (i.e. q is of order 2 mod {), Rep%e(SpG(F)) is a £-block.
If0 | > +q+1 (ie. q is of order 8 mod {), Rep%é(Spfi(F)) is a product of 8 £-blocks.
If 0] > +1 (i.e. q is of order 4 mod (), Rep%z(SpG(F)) is a £-block.
If] > —q+1 (ie. q is of order 6 mod £), Rep%l(SpG(F)) is a £-block.

S & o e

4.4.4.4 Remark. In some of these cases we can easily give a description of 721(6’).
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L THG) = THG) = {[or, m]} U {[o2, ma]} L{[C, 1]}
2. THG) = {lo1,0m],0 € AbIrr(Gy, )} U {[o2,0ma], 0 € AbyIrr(G,,)} U {[C,6],0 €
AbyIrr(Ge) }-

4. The decomposition of T,}(G) is given by {[o1,m1]}, {[o2, m2]} and the set composed of
[C, 1] and the [0, 7] where o = [z1, z2], with 21 and z2 the two hyperspecial vertices,
T = R$3L3(k) (0), where T3 is the Coxeter torus of GL3(k) and € is a non-trivial

character of T3 of order a power of £.
6. 7,'(G) is composed of [o1, ], [o2, 2], [C, 1] and the [z, 7] with x is an hyperspecial

vertex, m = R$26(k)(¢9), where T, is the Coxeter torus of Spg(k) and € is a non-trivial
character of T, of order a power of £.

4.4.5 Spg

In this section G = Spg(k) and £ > 3. The set T'(G) is composed of four elements [C, 1]
where C is a chamber, [0y, m1] where G5, ~ GL1(k) x GL1(k) x Spy(k) and m ~ 1®1® 619,
[02, o] where Gy, ~ Spy(k) x GL1(k) x GL1(k) and mo ~ 019 ® 1 ® 1, and [z, 7], where
Gy =~ Spy(k) x Spy(k) and 7 ~ 619 ® 019 (We can assume that z < oy < C and 2 < 09 < O).
We have already studied the case d =1 and d = 8. We are left withd =2, d=3,d=14

and d = 6.

The cases d = 2 and d = 4 are similar. In each case, £||G,| and k(Sp,(k),d) = 3. So by
looking at x, we see that [C, 1] and [o1,m1], [C, 1] and [o2, m2], [z, 7] and [o1,71], [z, 7] and
[02, m2], are d-1-linked. Hence Rep%e(Spg(k‘)) is a ¢-block.

If d =6. Then ¢ 1 |G|, so {[x,n]} is l-integral and defines a ¢-block. Now, if we
look at y € BTy, an hyperspecial vertex such that y < ;. Since k(Spg(k),6) = 3, [C, 1]
and [o1, 7] are d-1-linked. The same reasoning apply to the other hyperspecial vertex
show that [C, 1] and [o2, 72 are also d-1-linked. Propositions [4.3.0.4 and [4.3.0.5 show that
T :=THG) \ {[x, 7]} is a minimal (-integral set, hence defines a ¢-block.

We are left with d = 3. Since £ { |G|, {[x, 7]} is f-integral and defines a f-block.
Let t = [o1,m]. Since (1[Gl e, is f-integral. Let y be the hyperspecial vertex with
y < o1. Proposition [4.2.3.1| says that Ir]r(én1 1)(Gy) is a d-1-series. The characters in

IH(CU1 m)(éy) correspond to the symbols of rank 4 and defect 3, i.e. we have <O 1 4>7

<0 2 3>, <(1) bz 4), <(2) L2 3>, (? ; 23 4). All these symbols corre-

spond to 3-cuspidal representations by Proposition 4.2.2.1] Hence, since AbyIrr(Spg(k)) = 1,
Theorem [4.2.1.3] tells us that e, is f-integral. Let z € BTq, be the last vertex of o1 different
from z and y. Remark that G, ~ Sp,y(k) x Spg(k). In Section we proved that

IrT(GL, (k) xSp, (), 10610) (SPg (k) defines a (-integral idempotent. Moreover £ { | Spy (k)| so
et is f-integral. The set {[oy,m1]} is thus l-integral and defines a ¢-block Rep[zo; ! ’WI](G).

In the same way [0g, ma] defines a ¢-block. And T := T,}(G) \ {[o1, m1], [o2, T2], [z, 7]} is
a f-integral minimal set so defines also a ¢-block.

4.4.5.1 Proposition. Assume that £ > 3. Then
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LIf et (@ = 1)(¢ + 1)(¢* + a+1)(@® — g +1)(¢* +1) (i.e. € banal), Rep (Spg(F)) is
a product of 4 £-blocks.

If ¢ | q—1 (ie. q is of order 1 mod £), Rep%e(Spg(F) is a product of 4 £-blocks.
If ¢ g+ 1 (i.e. q is of order 2 mod {), Rep%Z(Spg(F) s a £-block.

If0 1 > +q+1 (ie. q is of order 8 mod {), Rep%g(SpS(F)) is a product of 4 £-blocks.
If ] ¢> +1 (i.e. q is of order 4 mod (), Rep%e(Spg(F)) is a {-block.

If 0| ¢*> —q+1 (i.e. q is of order 6 mod {), Rep%l(Spg(F)) 18 a product of 2 £-blocks.
If 0| ¢* +1 (i.e. q is of order 8 mod ), Rep%e(Spg(F)) is a product of 2 £-blocks.

)
)

XN S O L

4.4.5.2 Remark. We describe T,}(G) in some cases

L THG) = THG) = {[or, m]} U{[o2, 2]} U{[C, 1]} U {[z, 7]}

2. THG) = {[o1,0m],0 € Abslrr(G,,)} U {[o2,60m2],6 € Abslrr(G,,)} U {[C,6],0 €
Ablrr(Ge) } U { [z, 7]}

7. The decomposition of T;'(G) is given by {[z,n]} and the set composed of [C, 1],
[01,m1], [02,m2] and the [y, 7] where y is an hyperspecial vertex, m = R-Sl-IZS(k)(Q),
where T, is the Coxeter torus of Spg(k) and 6 is a non-trivial character of T, of
order a power of £.

4.4.6 SL,

When G = SL,,, T*(G) is composed of only one element, the conjugacy class s of (C,1)
where C is a chamber. Hence Theorem [4.1.0.4] tells us that Rep}@(SLn(F )) is a Q,-block.

We have that ¢ is large for SL,, if and only if £ > n. Therefore, if £ > n, by Corollary [4.3.0.6
Rep%é(SLn(F)) is a ¢-block.




Annexe

A Rappels sur le groupe dual

Soient © un corps algébriquement clos et G, G’ deux groupes réductifs définis sur
Q. Prenons ¢ : G — G’ un isomorphisme. Choisissons T un tore maximal de G et
notons T/ = ¢(T) qui est un tore maximal de G’. On associe & G et T une donnée
radicielle (G, T) = (X, XV, ¢,¢Y) ot X = X*(T) est le groupe des caractéres de T,
XV = X,(T) est le groupe des co-caractéres, ¢ est 'ensemble des racines et ¢" I’ensemble
des co-racines. A partir de ¢(G,T) on forme la donnée radicielle duale gf)@) définie par
gb(/G\T) (XY, X, 9", qb) D’apres |Spr79| théoréeme 2.9 nous savons qu’il existe un groupe
réductif G et un tore T tel que qS(G T) gb(T},\T) De facon analogue il existe G et T
tel que ¢(G T) ¢(G' T').

L’isomorphisme ¢ : G — G’ induit un isomorphisme f(p) : ¢(G’, T') — ¢(G, T). Nous
avons alors aussi I'isogénie (i) : (;5(67\'1‘/) — gb(T}\T) c’est-a-dire ' f(¢p) : ¢(G’ 'T‘/)
qb(G T) Le théoréme 2. 9 de [Spr79| nous dit également qu’il existe un isomorphisme
P G -G qui envoie T sur T et tel que f(p) ="f(p). Ce @ n'est pas unique et deux
tels @ différent par un automorphisme Int(#') ou ' € T

Nous savons que T ~ X, ( ) ®Z 0% = X ®7 QX et de méme T ~ X/ ®7 Q*. Par
définition de @, le morphisme ¢ : T = T est donné par f(p) ®id: X' @7 Q% = X @7 Q*.
Nous avons donc le diagramme commutatif suivant :

X' Q7 O —— é/
lf(@)@id l«ﬁ
X ®7 OV —— @

@ est défini & conjugaison intérieure prés, ainsi si I'on passe aux classes de conjugaison
celui ci est bien défini. De plus on sait que G, ~ (T /W) ou W est le groupe de Weyl de
G relativement a T. Ainsi on obtient

A.1 Lemme. Avec les notations précédentes on a un diagramme commutatif

(X' @7, Q%) /W' —= G,
lf(@)(gid \L@ss
(X @7 Q%))W —> G,

139
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Si maintenant on prend G’ = G et p € Aut(G). Nous pouvons identifier de maniére
canonique Ggq et élss de la fagon suivante. Il existe un g € G tel que T' = Ad(g)(T).
L’automorphisme Ad(g) induit donc un isomorphisme f de X’ dans X et un isomorphisme
canonique

f@id: (X' @z Q%)W — (X @7 Q)/W

(comme on a quotienté par le groupe de Weyl, f ® id ne depend pas du ch01x de g).

Le lemme nous fournit un isomorphisme canonique fss entre GSS et G . Via cette
identification, I’ automorphlsme  donne lieu & un isomorphisme @y € Aut(G ) Ce dernier
est défini par le diagramme commutatif suivant

(X @7, Q0%) /W ~ G.s

lf( )®id l@s

(X! @7 )W 120 (X 0, ) /W~~~ G,

I1 correspond donc a ’automorphisme de X : f o f(y). Une autre fagon de voir les
choses est la suivante :
Fixons un épinglage (G, B, T, {uq}aca). On a alors une suite exacte scindée

{1} — Int(G) — Aut(G) — Out(G) — {1}

L’automorphisme f o f() correspond a I'image de ¢ par I'application Aut(G) — Out(G).
Son image par Out(G) — Out(G) est t(fo f(®)). On peut donc prendre pour @ I'image de
Y(fo f(p)) par Out(G) — Aut(G) L’automorphisme @5 recherché est alors ’application
induite par @ sur les classes de conjugaison semi-simples.

A.2 Lemme. On a un diagramme commutatif

(X @7 Q%)W —> G,

lf(@)@'d l@ss

(X! @7 Q%) /W —> G,

ot @ est l'image de ¢ par Uapplication Aut(G) — Out(G) — Out(a) — Aut(a') En
particulier, si ¢ € Int(Q), Pss = id.

B Rappels sur le Frobenius

Soit G un groupe réductif connexe défini sur k. Une structure sur k& donne lieu & un
endomorphisme de Frobenius noté F : G — G, tel que les k-points de G soient G := GF =
G(k). Celui-ci est défini de la maniére suivante :

Le groupe G posséde une k-structure si et seulement si son algébre des fonctions, que
I'on note A, vérifie A = Ag ®;, k ol Ag est une k-algébre. L’endomorphisme de Frobenius
F: G — G est alors défini par son co-morphisme F* € End(Ag ® k) qui a 2 ® A associe
x4 ® A.

Le groupe de Galois Gal(k/k) agit également sur Ay ®; k par x @ A — = ® A? et donc
induit une action que I'on note 7 sur G.
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Nous avons besoin de comprendre un peu plus en détail comment ces deux actions
agissent lorsque G = T est un tore défini sur k. Notons X = X*(T) = Hom(T,G,,)
le groupe des caractéres de T. On a X ~ Homag—mops(k[t,t71], A) et donc 7 et F se
prolongent en des actions sur X. Notons 7x l'action de 7 induit sur X.

Soit o € X et calculons 7x - F - a.

x Foa @ Kt -% Aoork — Ao@pk —— Ag@ik
r® A —~ 2IQA = I A?

On voit donc que 7x - F - a = . Notons v 1’élévation & la puissance ¢q. Comme T =~
Hom(X, k‘x), ces actions se transférent en des actions sur T. A quoi correspond v 7 Prenons
w: X — k° alors
» u X
Yvou @ X — X — k
a = a? = ula?)=u(a)?

Donc v agit comme ’élévation a la puissance ¢q sur T. Finalement on trouve que I'action

de F sur T est donnée par F = 7';(1 o).

C Cohomologie des groupes p-adiques

Rappelons dans cette annexe, quelques éléments sur la cohomologie des groupes p-adiques
dont nous avons besoin dans cet article.

Soit U un groupe muni d’un endomorphisme F tel que tout élément est fixé par une
puissance de F. Munissons U de la topologie discréte. Alors le groupe Z des entiers profinis,
de générateur topologique F, agit continiment sur U et on note

HY(F,U):= HY\(Z,U)
la cohomologie continue de U.

Pour un entier d > 1 et un g € U on note N4(g) := gF(g)---F¥1(g) € U. On peut
alors voir les cocycles continus comme les éléments de

ZYF,U) := {u € U|Ny(u) = 1 pour un certain d > 1}.

Alors H(F,U) est le quotient de Z(F,U) sous la U-action : g * u = guF(g) .

Dans le cas qui nous intéresse d’un groupe réductif connexe G non-ramifié nous retrou-
vons la cohomologie Galoisienne. Notons F 'automorphisme de G™ donné par ’action
d’un Frobenius inverse. Alors la surjection naturelle Gal(F/F) — Gal(F/F)/Ir induit un
isomorphisme

HY(F,G") ~ H'(F,G)
(voir par exemple [DR09] section 2.2).
Prenons T un tore maximal F™"-déployé défini sur F' et maximalement déployé dans

G. L’appartement A contient une chambre C F-stable car T est maximalement déployé.
Notons alors N := {n € N"|n-C = C} et Q¢ := {w € W|w - C = C}. Notons que
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Q¢ est I'image de N dans W et que comme W agit simplement transitivement sur
I'ensemble des chambres on a un isomorphisme Q¢ — W/W¢.

C.1 Proposition ([DR09| Corollaire 2.4.3). Les applications N — Q¢ et N — G™
induisent des isomorphismes sur les H'(F,-) et donc un isomorphisme

HY(F,G") ~ H'(F,Q¢).

L’isomorphisme Q¢ = W/W® nous donne donc un isomorphisme H'(F,G™) ~
HY(F,W /W?), valable pour I'instant pour un tore maximalement déployé T.

C.2 Lemme. Le diagramme suivant est commutatif

H'(F,N"") —— H*(F,G"")

\lw

HY(F,W /W)

ou les ﬂ~éches provenant de H'(F, N™) correspondent aux applications N™ — G™ et
N™ — W /We.

Démonstration. Soit [n] € HY(F, N™), notons w l'image de n dans W et @ son image dans
W /W, Montrons que I'application H'(F,G"") — H'(F, W /W%) envoie [n] sur [w].

L. Il existe n € N™ et x € C tel que [n ] =[] € H(F,N"), 0 = o' € W/We et
w'F(z) =z, ot w' I'image de n dans W et @ son image dans W /W¢.

L’élément w € Z'(F, W), donc il existe un entier d tel que Ny(w) = 1. L’automorphisme
F étant également d’ordre fini, wF € W < F > est d’ordre fini. Il posséde donc un point
fixe y dans A : wF(y) = y. Ce point y est contenu dans ’adhérence d’une chambre C’ de \A.
Le groupe W* agissant transitivement sur I’ensemble des chambres, il existe v € W tel
que vC’ = C. Notons z = v -y € C. Comme wF(y) = y on a wF(v~'z) = v, c’est-a-dire
vwF(v)~'F(x) = x. Posons alors w' = vwF(v)~! et n' = onF(v)~!, ot ¥ est un relévement
de v dans N™, qui satisfont alors les conditions souhaitées.

2. Il existe un polysimplexe 0 < C' et un v € W, tels que w'F(0) = o et vw’ € Q¢.

L’action de w'F sur A préserve la structure simpliciale, donc il existe une unique facette
o < C contenant y tel que w'F(o) = 0. L’adhérence de la chambre w'C = w'F(C) contient
o tout comme C donc il existe v € W, tel que v(w'C) = C (W, agit transitivement sur
I'ensemble des chambres dont ’adhérence contient o).

3. Conclusion

Le groupe W, x F,y (ot F,; = Ad(n') o F) étant fini, on a que v € Z'(F,/,W,). En
particulier on a un relévement v de v dans N tel que v € Z1(F,/, Gg"") (un tel relévement
existe car d’aprés la proposition 3 de [Tit66] il existe W, C N un sous-groupe fini de N se
projetant sur W, ). Or d’aprés [DR09] Lemme 2.3.1, H(F,/,Go™")) = 1 et donc il existe
g € Go™ tel que v = g7 'F(g). Ainsi 9n' = g~ 'n'F(g)n’~'n’ = g~ 'n'F(g) de sorte que
[n] = [n/] = [on'] € H'(F,G™). Maintenant on sait que on’ € N@&" et par construction de
HYF,G™) — HY(F,W/ W“) on sait qu'un co-cycle a valeur danb N est envoyé sur son
image dans 1474 /W Or vn’ a pour image w dans W /W ce qui achéve la preuve. O

Nous souhaitons étendre les résultats précédents a n’importe quel tore non-ramifié.
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Soit donc T/ un tore maximal F™ -déployé défini sur F et N', W’ ,W'® définis comme
avant pour T’. Il existe un g € G™ tel que T = 9T™ et on a alors gF(g)~t € N'™".
Notons que si n € N alors gnF(g)~' = (gng~')(gF(g9)~') € N De plus cette application,
n +— gnF(g)~!, induit une application sur les Z'(F,-) et envoie des cocycles cohomologues
sur des cocycles cohomologues, donc induit une bijection H'(F, N*") = H'(F, N'™) de
sorte que

~

HI(F,NHT) HI(F,NMT)

\/

H! (F, G”T)
commute.

Notons w' € W' l'image de gF(g)~! par N — W’. Alors n — gnF(g)~" induit une
application W — W', v guF(g)~! = (gug~1)w. Cette application passe au quotient et
induit une bijection W/W“ AN I/T/’/W’a7 en effet si v; = v90° avec vy, vy € W et 0 € W2,
(g1~ Hw = (guar’g Hw = [(gvag™ ) w](w=tgr’¢~1w) et comme gvlg~! € W' qui est
normal dans W/, (w™tgvlg~lw) € W' Cette application passe aux cocycles continus et
induit une bijection

HYF,W/W? S HYF, W' /W'

qui est indépendante du choix de g, et on a par construction le diagramme commutatif
suivant

~

Hl(F, Nnr) Hl(F, N/nr)

| l

HY(F,W/W®) —== H'(F,W'/W")

On vient donc de construire un isomorphisme, valable pour tout tore maximal non-ramifié
T/
H'(F,G™) ~ H'(F,W'/W'")

qui vérifie grace au lemme [C.2] la proposition suivante
C.3 Proposition. On a une bijection H*(F,G™) = HY(F,W'/W'®) rendant le diagramme

commutatif suivant
Hl(F’N/nr) HI(F,GnT>

\lw

HY(F, W' /W")

Le résultat précédent étant valable pour tout tore non-ramifié, et pour éviter la mul-
tiplication des ’ dans les formules, on ne suppose plus que T est maximalement déployé.
Expliquons le lien entre I'isomorphisme H'(F,G"") ~ H'(F, W /W®) et I'isomorphisme de
Kottwitz. Notons X = X, (T). L’évaluation en w, un élément de F' de valuation 1, permet
d’identifier A € X avec lopérateur ¢y € W de translation par A. Notons X® := X N W% et
X := X/X¢%. Alors I'application X — W, A — ty induit un isomorphisme X = W JWe.
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C.4 Lemme (|[DR0O9| Corollaire 2.4.2). On a un isomorphisme
[X/(l - ﬁ)X]tor — Hl(Fa W/Wa)

ot la notation [-|ior désigne les éléments de torsion.

D’aprés la section 2.5 de [DR09], on peut identifier X = Hom(Z(a), C*) par restriction
des caractéres. De plus X /(1 — )X = Hom(Z(é)ﬁ, C*) et les éléments de X /(1 —9)X

~ o~

s’annulant sur la composante identité de Z(G)” sont exactement les éléments de torsion.
D’otu une identification

[X/(1 = 0)Xsor = Irrlmo(Z(G)7)].

Nous retrouvons la forme usuelle de I'isomorphisme de Kottwitz.

D Quelques isomorphismes sur les tores et leurs duaux

Dans cette section tous les groupes sont définis sur k. Nous rappelons quelques isomor-
phismes sur les tores sur k& qui nous sont utiles dans cet article. Nous suivons pour cela
[CE04] section 8.2.

Soit T un tore sur k et notons X (T) ses caractéres et Y (T) ses co-caractéres. On fixe
un systéme compatible de racines de 'unité : ¢ : (Q/Z),y — et (Q/Z)y — @Z et
I’on note

k=1Vo T E Q.
Posons également D = (Q/Z),s. L’application ¢ permet de définir un isomorphisme

Y(TY®zD — T
n®a = n(u(a))

Via cet isomorphisme TF peut étre décrit comme le noyau de I’endomorphisme F — 1 de
Y(T)®z D :

1— T = YMe,D 2B y(TM e, D — 1. (1)
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Le lemme du serpent appliqué a

0 Y(T) Y(T)®zQy —=Y(T) @z D ——=0
F—1 F-1 lF—l
0 Y(T) Y(T) ®z Qp/ —Y(T)®z D——=0

donne un isomorphisme entre T et le conoyau de (F — 1) sur Y (T). De facon plus explicite,
si d est un entier tel que F? se déploie, alors en posant ¢ = ¢(1/(¢? — 1)) on a
1—ym = ym BT
ot Ni(n) = Negase(n(C))-
En appliquant le foncteur Hom(-, D) a on obtient également la suite exacte

11— x(T) = x(m) BS me(mF) —1

oul Res est la restriction de T a T' (composée avec k).

Prenons maintenant G un groupe réductif connexe sur k et T un k-tore maximal de G.
Nous pouvons alors leur associer une donnée radicielle (X,Y, ¢, ¢"). L’endomorphisme de
Frobenius F agit sur 'ensemble des sous-groupes connexes unipotents 1-dimensionnels de G
qui sont normalisés par T et donc induit une permutation f de ¢ définie par F(X,) = X4
pour a € X. Nous avons également une action de F sur X et sa transposé, notée F, agit
sur Y. On obtient alors des données

F: XX, FV Y 2Y, qg:0— {p"Ynews f:0— ¢

F(fa) = q(a)a, F'(a’) = q(a)(fa)’, a € ¢

Réciproquement, si G définit une donnée radicielle (X,Y, ¢, ¢") alors n’importe quel qua-
druplet (F,FY, f, q) vérifiant les conditions précédentes peut étre réalisé par une isogénie
F:G—G.

Prenons maintenant G* un dual de G (autour des tores T* et T). Alors (FY,F, f~1, gof™1)
définit un quadruplet qui est réalisé par une isogénie F* : G* — G*. Nous dirons alors que
(G,F) et (G*,F*) sont en dualités sur k.

La discussion précédente montre que I'on a un isomorphisme
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(THF 5 Ix(TF)
s > 0

ou 0 et s sont reliés par la relation (quel que soit n € Y/(T) = X(T"))

O(Nea/e(n(¢))) = r(n(s))-

Cette bijection est donnée & partir d’'un choix des tores T et T* mais peut devenir
indépendant du choix du tore de la fagon suivante

D.1 Proposition (J[CE04] Proposition 8.21). L’application précédente fournit une bijection
entre les classes de G -conjugaison de paires (T,0), ow 0 € Irr(TY), et les classes de
(GHF" -conjugaison de paires (T*,s), ot s € (T*)F".

Notons que l'on peut réinterpréter cette bijection de la fagon suivante. Fixons S et
S* deux tores maximaux F-stables en dualités sur k, qui serviront de tores de référence.
Prenons une paire (T, 0). Il existe alors g € G tel que T =9S. Comme T et S sont F-stables,
I'¢élément g~ 'Fg normalise S et I’on note w son image dans W. Définissons également
Oy = g0 € TIrr(S™F). La paire (w, 0,,) est bien définie a F-conjugaison prés et sa classe
de F-conjugaison caractérise la classe de GF-conjugaison de (T,0).

Soit t,, € (S*)“F" image de 6,, par la bijection Irr(S¥F) = (S*)“F". Identifions W au
groupe de Weyl de G* relatif & S*. Prenons maintenant g* € G* tel que (¢*)'F(g*) soit
un relévement de w (g* existe bien par surjectivité de ’application de Lang). Définissons
(T*,s) par (T*,s) := (9°S*, Ad(g*)(tw)). Alors la classe de conjugaison de la paire (T*,s)
est celle en dualité avec la classe de (T,#) comme dans la proposition
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