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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Vers la chasse aux bugs : Depuis les années 1980, I’augmentation de la puissance
de calcul des ordinateurs a conduit a l'informatisation de systemes de plus en plus
complexes. De nos jours, la plupart des objets de notre quotidien (voitures, trains,
systemes de transports d’électricité, etc) reposent sur des programmes informatiques
de taille conséquente. Malheureusement, la spécification du comportement attendu de
ces systemes est souvent négligée ou rédigée de maniere informelle. De surcroit, par
manque de temps, de moyens ou d’outils, la validation des systemes informatiques est
non-exhaustive et parfois trop légere, si bien que de nombreux bugs passent a travers les
mailles de la phase de tests. Lorsqu’ils interviennent dans des applications critiques, ces
bugs peuvent avoir des répercussions financieres ou humaines qui sont catastrophiques.
Nous pouvons par exemple évoquer le bug de la fusée Ariane 5 en 1996 [16], qui a explosé
en plein vol parce que la valeur de 'accélération a stocker dépassait la valeur maximale
de la structure de donnée prévue a cet effet. Evoquons également le dysfonctionnement
de la machine de radiothérapie Therac-25 entre 1985 et 1987 [137], qui a causé la mort
de cing personnes apres leur avoir administré une dose de radioactivité vingt fois trop
élevée. Dans les deux cas, la négligence des développeurs a été mise en cause.

L’une des sources de bugs les plus fréquemment négligées est liée a la précision finie
des structures de données utilisées dans les programmes informatiques, e.g. les nombres
a virgule fixe ou flottante, et aux erreurs d’arrondi associées. En 1991, durant la guerre
du Golfe, le systeme anti-missile Patriot MIM-104 [202] a raté un missile irakien qui
causera la mort de vingt-huit soldats américains, avec un tir a plus de 600 metres de
la cible. L’une des données utilisées par le systeme Patriot était le temps (en secondes)
écoulé depuis sa mise en route. Or, les calculs ont été implémentés en arithmétique
a virgule fixe, avec une précision de 24 bits. Au moment ou le bug s’est produit, le
systeme était en route depuis plus de 20 heures et la valeur prise par le temps écoulé
était si grande que d’importantes erreurs d’arrondi se sont produites dans les calculs.
Ces erreurs ont conduit a un décalage de pres d’une demi-seconde entre le temps calculé
et le temps effectivement écoulé, entrainant le désastreux échec du tir balistique.

9



1.1. CONTEXTE 10

Assistant de preuves Coq : Ces catastrophes ont mené a prendre conscience de
I'importance d’une vérification rigoureuse du logiciel, notamment lorsque le code source
est utilisé par des applications critiques. Les méthodes formelles sont une famille de
techniques permettant de modéliser des systemes informatiques et des spécifications
de maniére rigoureuse puis de raisonner sur ces systemes pour vérifier qu’ils satisfont
leur spécification. Nous distinguons plusieurs classes de méthodes formelles, comme
I'interprétation abstraite [53], le model-checking [8], la vérification déductive de pro-
grammes [76, 75] et la preuve interactive via un assistant de preuves [82]. Dans ce
manuscrit, 'approche adoptée est la preuve interactive. Il existe un certain nombre
d’assistants de preuves fondés sur différents formalismes logiques, e.g. Mizar [157], Isa-
belle/HOL [165], PVS [160], ou Coq [17] (dans le chapitre 3, nous présentons certaines
formalisations dans ces assistants de preuves). Dans cette these, nous utilisons Coq.

Coq [17] est un assistant de preuves qui inclut un langage de spécification appelé
Gallina, qui permet de spécifier des concepts mathématiques et des propriétés sur ces
concepts. Un théoreme Coq est spécifié a partir des concepts inhérents a la théorie
considérée, puis démontré via des regles logiques ou d’autres résultats démontrés en
amont. Les étapes consécutives de la preuve peuvent étre menées en utilisant un lan-
gage de tactiques dédiées qui sont assemblées pour former un script de preuves. Coq
vérifie ensuite le script de preuves complet par typage. Le langage de spécification de
Coq repose sur une théorie des types d’ordre supérieur appelée calcul des constructions
inductives (CIC) [166] qui inclut notamment des types dépendants et inductifs. La lo-
gique de Coq est intuitionniste, i.e. 'axiome du tiers-exclu n’est pas inclus par défaut.
Le calcul des constructions inductives est fondé sur la correspondance de Curry-Howard
ou correspondance « preuve-programme », qui fait correspondre les types a des propo-
sitions et les termes a des démonstrations. Ainsi, dans Coq, x : ¢t peut étre interprété
aussi bien comme « x est un élément de type t » que comme « x est une preuve de t ».
Le mécanisme d’extraction de Coq [136] permet d’obtenir un programme OCaml ou
Haskell correct par construction a partir d’'une preuve Coq de sa spécification.

Analyse numérique des équations différentielles et implémentation en arith-
métique a virgule flottante : La résolution numérique des équations différentielles
constitue un domaine pouvant étre sujet aux bugs et aux problemes de précision nu-
mérique. La majorité des lois fondamentales rencontrées en physique, en chimie, en
biologie ou en économie peuvent étre modélisées a ’aide d’équations différentielles ordi-
naires ou aux dérivées partielles. Ces équations permettent par exemple de caractériser
la décharge d’un condensateur [197], I’équation de la chaleur [94] ou la décroissance
radioactive d’un élément chimique [185]. Malheureusement, la résolution directe de ces
équations est rarement possible ou peu commode. C’est pourquoi des méthodes de réso-
lution numérique ont été mises au point, permettant d’obtenir de maniere efficace une
solution approchée « suffisamment » précise.

Dans le cas des équations différentielles ordinaires, les phénomenes étudiés repré-
sentent généralement 1’évolution temporelle d’'une quantité physique. Les méthodes de



1.1. CONTEXTE 11

résolution associées reposent sur la discrétisation d’un intervalle de temps et le calcul
itératif des valeurs approchées de la fonction inconnue aux différents points de la discré-
tisation. Les méthodes de Runge-Kutta [45, 59] sont parmi les plus simples et pourtant
les plus utilisées en recherche fondamentale ou appliquée a I'industrie. Dans le cas des
équations aux dérivées partielles, les phénomenes étudiés sont plus complexes et sou-
vent liés au comportement d’un flux au contact d’une surface ou d’'un volume, comme
I’écoulement de 'air sur le profil d'un avion ou du sang dans une artere. La méthode des
éléments finis [64] est I'une des méthodes de résolution les plus répandues. Elle consiste
a approcher le volume sur lequel est définie la fonction a intégrer, e.g. 'artere ou le
profil d’aile d’avion, par un maillage de polyedres réguliers appelés éléments finis sur
lequel est résolu un systeme d’équations plus simples.

Ces méthodes sont par nature sources d’approximations et sont associées a une er-
reur mathématique appelée erreur de méthode. Une propriété importante des méthodes
numériques est la propriété de convergence. Pour les méthodes de Runge-Kutta, cela
signifie que I'erreur de méthode converge vers 0 lorsque le pas d’intégration tend vers 0.
Pour la méthode des éléments finis, cela signifie que I’erreur de méthode converge vers 0
lorsque la finesse du maillage est augmentée. Les numériciens s’intéressent également
a d’autres propriétés numériques importantes comme la stabilité, une méthode étant
considérée comme stable lorsqu’elle n’amplifie pas trop d’éventuelles erreurs initiales.

En général, les quantités numériques manipulées par les méthodes de résolution
d’équations différentielles sont représentées en machine avec un nombre fini de bits, si
bien que seul un nombre fini de valeurs réelles sont représentables. Les nombres a virgule
flottante [155, 83| sont l'une des structures de données les plus fréquemment utilisées
pour représenter ces quantités. Lorsque le résultat d’un calcul n’est pas représentable
dans le format flottant considéré, il est arrondi vers I'un des nombres flottants qui
I’encadrent, le choix de ce nombre dépendant du mode d’arrondi utilisé. Chaque étape
de calcul d’un algorithme itératif peut donc potentiellement conduire a des erreurs
d’arrondi, qui peuvent s’accumuler au fil des itérations.

Ainsi, aux erreurs de méthode associées aux schémas numériques se rajoutent les
erreurs d’arrondi, qui constituent une source supplémentaire d’inexactitude. Trop sou-
vent, les numériciens ne se préoccupent pas de ces erreurs, difficiles & estimer dans le cas
général et souvent considérées comme négligeables par rapport aux erreurs de méthode.
Néanmoins, en toute généralité, il n'y a pas d’argument rigoureux assurant que les er-
reurs d’arrondi ne s’amplifient pas au point de dominer les erreurs de méthode et de
rendre le schéma numérique inutilisable. Cela est d’autant plus problématique que les
méthodes plus précises d’un point de vue mathématique, 7.e. dont I'erreur de méthode
est faible, induisent généralement un nombre plus important d’opérations flottantes et
peuvent entrainer des erreurs d’arrondi plus importantes. A cela peut s’ajouter 'occur-
rence de comportements exceptionnels comme les dépassements de capacité inférieurs
(respectivement supérieurs), qui surviennent lorsque le résultat d’un calcul intermé-
diaire de l'algorithme est trop petit (respectivement trop grand) pour étre stocké dans
le format flottant considéré.
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1.2 Contributions et plan

1.2.1 Prérequis et état de Part

Le chapitre 2 introduit les concepts fondamentaux sur lesquels se basent nos contri-
butions. Les notions introduites concernent I'arithmétique a virgule flottante, les biblio-
theques Coq utilisées et la résolution numérique des équations différentielles ordinaires.

Le chapitre 3 constitue un état de I'art concernant I'analyse des erreurs d’arrondi
dans I'implémentation de méthodes numériques et les formalisations d’analyse numé-
rique et fonctionnelle dans les assistants de preuves.

1.2.2 Formalisation d’un algorithme en arrondi correct pour
le calcul de moyenne de nombres flottants décimaux

La partie I du document, i.e. le chapitre 4, présente la formalisation d'un algorithme
en arrondi correct pour le calcul de la moyenne de deux nombres flottants décimaux.

Il est dit d’un algorithme implémenté en précision finie qu’il satisfait la propriété
d’arrondi correct lorsque le résultat qu’il renvoie est le résultat représentable le plus
proche possible. La norme IEEE-754 [113] impose que les opérations élémentaires sa-
tisfassent la propriété d’arrondi correct et conseille qu’elle soit satisfaite par certaines
fonctions élémentaires comme les fonctions trigonométriques. En revanche, la propriété
est rarement satisfaite par des algorithmes plus élaborés, e.g. les programmes numé-
riques.

Les formats flottants décimaux sont de nos jours de plus en plus répandus, notam-
ment dans les applications bancaires. Malheureusement, les propriétés d’un programme
implémenté en base 2 ne sont pas nécessairement transposables a la base 10.

Boldo [24] a par exemple proposé un algorithme calculant la moyenne de deux
nombres flottants binaires et satisfaisant la propriété d’arrondi correct. Nous mon-
trons que cet algorithme ne satisfait pas ’arrondi correct en base 10 et proposons
un algorithme relativement efficace qui calcule I'arrondi correct de la moyenne de deux
nombres flottants décimaux. Nous proposons par ailleurs une formalisation en Coq de
I’algorithme et de sa preuve de correction.

Publications. Ce travail a fait ['objet d’un article avec S. Boldo et V. Tourneur [31].

1.2.3 Analyse formelle des erreurs d’arrondi de méthodes de
Runge-Kutta

La seconde partie du document propose la mise au point et la formalisation en Coq
d’une méthodologie générique pour borner les erreurs d’arrondi de méthodes de Runge-
Kutta appliquées a des systemes linéaires. Le chapitre 5 est voué aux systemes linéaires
scalaires, i.e. les équations différentielles de la forme y’ = Ay avec y, A € R. Le chapitre 6
généralise les résultats du chapitre 5 aux systemes linéaires matriciels, i.e. de la forme
y' = Ay avec y € R*, A e R,
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Méthodologie générique d’analyse des erreurs d’arrondi : Nous présentons un
ensemble de résultats génériques qui servent d’outils pour construire les bornes d’er-
reurs. Ces résultats sont paramétrés par I’équation différentielle considérée, la méthode
de résolution adoptée, le format flottant et la forme des implémentations, 7.e. I'ordre
d’évaluation des opérations flottantes.

Nous nous limitons aux systemes linéaires, c¢’est-a-dire aux équations différentielles
de la forme y’ = Ay avec y un vecteur de R™ et A une matrice carrée de taille n.
Les résultats présentés utilisent les propriétés fines du format d’arithmétique a virgule
flottante, certaines propriétés mathématiques des méthodes, e.g. la stabilité numérique,
ainsi que les propriétés des opérations matricielles.

L’idée générale est de distinguer les erreurs dites locales, i.e. qui se produisent a
une itération donnée du schéma, et globales, i.e. accumulées au cours des itérations.
Nous proposons des résultats génériques qui, pour n’importe quelle implémentation,
permettent de construire une borne sur les erreurs locales des méthodes de Runge-
Kutta. Nous proposons ensuite un résultat permettant de construire une borne sur
Ierreur globale a partir des bornes sur les erreurs locales des itérations précédentes.

Ces résultats ont été instanciés a des méthodes de Runge-Kutta classiques et tres
fréquemment utilisées, comme les méthodes d’Euler et de Runge-Kutta 2, via des ap-
plications successives et mécaniques des lemmes génériques.

Une particularité de ce travail est la gestion des comportements exceptionnels de
I’arithmétique a virgule flottante, souvent négligés dans les travaux d’analyse d’erreurs
d’arrondi. Nous tenons plus précisément compte des dépassements graduels de capacité
inférieurs. Dans le cas linéaire scalaire, nous tenons également compte des dépassements
de capacité supérieurs.

Formalisation compléte de ’analyse d’erreurs : La démonstration des résul-
tats sur les erreurs d’arrondi est délicate et fastidieuse. Afin d’augmenter le niveau de
confiance accordé a notre méthodologie, nous avons formalisé I’ensemble de 'analyse
d’erreurs dans l'assistant de preuves Coq. Cela suppose la cohabitation de raisonne-
ments sur les nombres flottants et de raisonnements sur les matrices et les opérations
matricielles. Nous combinons pour cela la bibliotheque Flocq d’arithmétique des ordi-
nateurs [37, 38| ainsi que la spécification des vecteurs et matrices de la bibliotheque
Mathematical Components [144].

Une partie importante de la formalisation concerne ’analyse des erreurs d’arrondi
d’opérations matricielles, e.g. les produits matrice-vecteur et matrice-matrice. Cette
partie de la formalisation inclut la définition des opérations matricielles arrondies et la
formalisation de propriétés sur les normes de matrices. L’analyse des erreurs d’arrondi
des produits matriciels est technique et repose sur les bornes d’erreurs d’arrondi des
sommations de nombres flottants et du produit scalaire de vecteurs de nombres réels.

Nous avons ensuite formalisé les méthodes de Runge-Kutta et leurs implémentations
dans Coq, ainsi que les notions d’erreurs d’arrondi locales et globales pour ces méthodes
numériques. La démonstration formelle des lemmes génériques permettant de gérer les
erreurs locales et globales est ensuite relativement proche de la preuve papier.
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L’application des résultats génériques a des méthodes de Runge-Kutta classiques
s’avere besogneuse, d’autant plus que nous souhaitons simplifier les bornes pour les
rendre plus lisibles. Pour pallier ce probleme, nous utilisons un ensemble de tactiques
automatiques existantes permettant d’automatiser une partie du raisonnement.

Publications. Ces travauz ont fait 'objet de deux articles avec S. Boldo et A. Cha-
poutot. Le premier article [29] présente une version non formalisée de ce travail pour
le cas scalaire et ne tenant pas compte des comportements exceptionnels. Le second
article [30] étend [29] en tenant compte des dépassements de capacité inférieurs et su-
périeurs. Concernant le passage au cas des systémes matriciels et la formalisation des
résultats, seule une version préliminaire du travail a pour Uheure été publiée [70].

1.2.4 Formalisation de résultats d’analyse fonctionnelle

Les méthodes numériques de résolution des équations aux dérivées partielles, e.g.
la méthode des éléments finis, reposent sur des fondements mathématiques bien plus
conséquents que les équations différentielles ordinaires. La troisieme partie de cette these
présente une formalisation de ces fondements mathématiques fondée sur Coquelicot,
une extension conservative de la bibliotheque standard des réels développée par Boldo,
Lelay et Melquiond [35, 134]. Le chapitre 7 est dédié a la formalisation des espaces
de Hilbert et de leurs propriétés, ainsi qu’a la formalisation des espaces de fonctions
linéaires continues. Le chapitre 8 est voué a la formalisation de résultats fondamentaux
d’analyse fonctionnelle comme le théoreme de Lax—Milgram et la complétude des sous-
espaces de dimension finie d’espaces de Hilbert.

Espaces de Hilbert et espaces fonctionnels : La méthode des éléments finis
permet d’approcher la solution d’équations aux dérivées partielles qui modélisent des
phénomenes physiques sur des espaces irréguliers, e.g. le flux du sang dans une artere.
La structure algébrique permettant d’abstraire ces volumes irréguliers est la structure
d’espace de Hilbert, 7.e. un module complet muni d’un produit scalaire.

Nous formalisons la structure d’espace de Hilbert en étendant la hiérarchie algé-
brique de la bibliotheque Coquelicot, construite via le mécanisme des structures cano-
niques [143]. Nous formalisons un ensemble de concepts géométriques liés aux espaces
de Hilbert, comme le projeté orthogonal ou le complémentaire orthogonal d’un sous-
espace, et démontrons certaines propriétés fondamentales de ces objets géométriques.
Les équations aux dérivées partielles sont des équations impliquant des fonctions. Nous
formalisons des espaces de Hilbert fonctionnels, et plus précisément ’espace des formes
linéaires continues d’un espace de Hilbert.

Preuve formelle du théoréme de Lax—Milgram : Nous démontrons formellement
le théoreme de Lax—Milgram, un résultat-clef permettant d’établir la convergence de la
méthode des éléments finis. La démonstration du théoreme de Lax—Milgram repose sur
un ensemble conséquent de résultats géométriques dans les espaces de Hilbert, ainsi
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que sur d’autres résultats intermédiaires importants, e.g. un théoreme de point fixe
de Banach ou le théoreme de Riesz—Fréchet, un résultat de représentation des formes
linéaires continues d’un espace de Hilbert via le produit scalaire.

Sous-espaces de dimension finie et propriétés de complétude : L’idée générale
de la méthode des éléments finis est d’approcher le volume irrégulier par un maillage
d’éléments réguliers. Ce maillage peut étre abstrait mathématiquement comme un sous-
espace de dimension finie du volume irrégulier, i.e. comme un sous-espace de dimension
finie d’un espace de Hilbert. La preuve de convergence de la méthode repose sur deux
applications du théoreme de Lax—Milgram, sur I'espace de Hilbert d’une part et sur le
sous-espace de dimension finie d’autre part. Pour ne pas formaliser deux versions du
théoreme, nous le généralisons pour tout sous-module complet d’un espace de Hilbert. Il
est trivial que ’espace de Hilbert complet est un sous-module complet de lui-méme. En
revanche, nous avons du formaliser les sous-espaces de dimension finie et démontrer leur
complétude, plus difficile a établir et reposant sur de nombreux résultats topologiques.

Publications. La formalisation des espaces de Hilbert et du théoréme de Lax—Milgram
a fait l'objet d’un article avec S. Boldo, F. Clément, V. Martin et M. Mayero [26] ainsi
qu’a un résumé court avec les mémes auteurs [27]. La formalisation des sous-espaces
de dimension finie a fait l'objet de deux articles [68, 69].

1.2.5 Conclusion

Enfin, le chapitre 9 conclut ce document en résumant les contributions de la these
puis présente des perspectives de travail.

1.3 Liens vers les formalisations Coq

Dans ce manuscrit, les résultats dont la démonstration a été formalisée en Coq sont
marqués du logo €. Lorsque la démonstration repose sur la logique classique ou des
hypotheses de « décidabilité » qui ne sont pas intuitionnistes, le logo ¥ p,_p est utilisé.

D’un point de vue mathématique, il est dit qu'un probleme est décidable s’il existe
un algorithme qui permette de le décider, i.e. de répondre au probleme par oui ou par
non. En Coq (sans ajout d’axiome supplémentaire), une proposition P telle qu’il existe
une fonction booléenne qui soit équivalente a P correspond & un probleme décidable.
En d’autres termes, les fonction booléennes définissables forment un sous-ensemble des
problemes décidables. En revanche, 1'ajout de certains axiomes rend définissables de
nouvelles fonctions booléennes qui ne sont pas nécessairement décidables.

Dans ce manuscrit, nous utiliserons ’abus de langage « décidable » pour faire ré-
férence a toute proposition pour laquelle il existe une fonction booléenne définissable
équivalente, méme si cela provient de 'ajout d’un axiome. Nous utiliserons le terme
d’hypothése de décidabilité pour les hypotheses de la forme {P} + {=P}, mais aussi
pour les hypotheses de la forme P v -P.
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L’ensemble du code Coq, ainsi que les instructions permettant de compiler les for-
malisations, sont disponibles a ’adresse :

https://www.lri.fr/"faissole/these_coq.html

L’annexe A propose une correspondance entre les principaux résultats présentés
dans le manuscrit et les énoncés Coq correspondants.



Chapitre 2

Prérequis fondamentaux

Ce manuscrit traite d’un sujet a l'intersection de trois domaines de recherche :
Parithmétique a virgule flottante, la preuve formelle interactive et I'analyse numérique.
Chacun de ces trois domaines est attaché a un vocabulaire et des notations spécifiques
qu’il convient d’introduire le plus précisément possible. Ce chapitre décrit les définitions
et résultats fondamentaux que nous utiliserons dans I’ensemble du document.

En section 2.1, nous présentons les définitions et propriétés de base de ’arithmétique
a virgule flottante. Puis, en section 2.2, nous décrivons brievement les bibliotheques Coq
sur lesquelles nous nous basons. En section 2.3, nous présentons les méthodes de Runge-
Kutta utilisées pour résoudre numériquement les équations différentielles ordinaires.

Remarque. Dans ce chapitre, ainsi que dans la suite du manuscrit, R* est ’ensemble
des nombres réels positifs, R* est égal a R~ {0} et Rt est l’ensemble des nombres réels
strictement positifs. De méme, N* désigne les entiers naturels non nuls.

2.1 Arithmétique a virgule flottante

Dans cette section, nous présentons quelques définitions élémentaires d’arithmétique
a virgule flottante et d’analyse d’erreurs d’arrondi.

2.1.1 Définition des nombres a virgule flottante

Les formats de représentation des nombres a virgule flottante ainsi que les opérations
sur ces nombres sont régis par la norme IEEE-754, dont la premiere version remonte a
1985 [112] et qui a fait 'objet d'une révision majeure en 2008 [113]. Suivant le niveau de
détails requis pour énoncer une définition ou une propriété, la norme IEEE-754 définit
quatre couches d’abstraction dans la représentation des nombres flottants [113, §3.2].

e La premicre couche définit les nombres flottants comme les éléments de R (i.e.
Ru{-o0,+00}), le format flottant considéré n’a donc pas d’incidence a ce niveau.
e La seconde couche définit les nombres flottants comme un ensemble fini de
nombres réels, plus les valeurs exceptionnelles —oo, +00,+0,-0 et NaN (Not-a-

17
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FIGURE 2.1 — Représentation de I’ensemble des flottants sur la droite des réels

Number). La valeur exceptionnelle NaN est utilisée pour encoder le résultat
d'une opération invalide, e.g.  ou +oo + (—o0) et est absorbante. La norme
IEEE-754 définit deux type de NaNs : les NaNs silencieux et les NaNs avertis-
seurs (voir [155, §3.1.6] pour plus de détails). Lorsqu’au moins I'un des opérandes
d’un opérateur de comparaison est NaN, la valeur renvoyée est systématiquement
false. En particulier, NaN = NaN renvoie false!.

e Les troisiemes et quatriemes couches d’abstraction décrivent respectivement la
maniére dont sont représentés les nombres flottants (triplets signe, mantisse,
exposant) et quel est I’encodage de ces triplets comme suites de bits.

Dans le contexte de l'analyse d’erreurs, une description relativement haut niveau
est suffisante. Dans cette section, nous donnons une définition des nombres flottants
se rapprochant du second niveau d’abstraction de la norme IEEE-754. Nous ferons
toutefois une confusion entre +0 et —0, le nombre flottant 0 étant considéré comme une
valeur finie standard.

Un format flottant F est caractérisé par un tuple (5, p, €min, €max) OU Uentier 5 > 2
est la base, p € N* est la précision, eni, € Z et enmax € Z sont les valeurs minimales et
maximales de I'exposant. Un nombre flottant dans F est soit une valeur exceptionnelle
parmi +oo, —oco et NaN, soit une valeur finie égale & +dy.d;---d,—1 x 3¢ (avec d; des chiffres
dans la base (3) et telle que e, < € < €mpax-

La norme IEEE-754 définit plusieurs formats d’arithmétique a virgule flottante [112,
113]. Parmi les formats flottants binaires (i.e. 8 = 2), les exemples les plus connus sont le
format binary32 (simple précision) qui est tel que p =24 et le format binary64 (double
précision) qui est tel que p = 53. Depuis la révision majeure de la norme en 2008 [113],
des formats flottants décimaux (S = 10) ont été spécifiés. Nous pouvons notamment
citer les formats decimal6j (p = 16) et decimall28 (p = 34). La figure 2.1 présente
la répartition des nombres flottants finis positifs sur ’axe réel dans le cas du format
binary6] (S =2, p=>53). Les notations utilisées en figure 2.1 sont introduites ci-dessous
(en section 2.1.2) dans le cas de formats flottants génériques.

1. Ainsi, pour tester si x est un NaN, le test qu’il est recommandé d’exécuter est x = x.
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2.1.2 Nombres flottants normalisés et dénormalisés
Deux classes de nombres flottants finis

Parmi les nombres flottants finis, nous distinguons les nombres flottants dits nor-
malisés et dénormalisés. Pour un format caractérisé par le tuple (53, p, €min, €max) :

e les nombres flottants dits normalisés vérifient dy # 0 et epnin < € < epax. Le plus
petit nombre flottant normalisé positif est noté £ = Fémin et le plus grand nombre
flottant normalisé est noté €2 = (5 (17P)Femax. Un ensemble de nombres flottants
binaires ayant le méme exposant est appelé une binade. Pour les nombres flot-
tants décimaux, nous parlerons de décade. En binary64, & = 271022 et () » 21024,

e les nombres flottants de valeurs absolues strictement inférieures a & sont dits
dénormalisés et sont tels que e = ey, et dy = 0. Le plus petit nombre flottant
dénormalisé positif non nul est noté n = Femin=P*1 En binary64, n = 271074,

Dépassements de capacité

Lorsque e > ey, il se produit ce que nous appelons un dépassement de capacité
supérieur (overflow en anglais). Etant donnée I'absence de terme concis pour désigner
les dépassements de capacité supérieurs en langue francaise, nous pourrons utiliser la
terminologie de dépassement supérieur.

Lorsque nous considérons une valeur inférieure (en valeur absolue) au plus petit
nombre flottant normalisé £, nous parlerons de dépassement de capacité inférieur (un-
derflow en anglais). La terminologie concise dépassement inférieur pourra étre utilisée
dans ce document. Suivant le format flottant considéré, les nombres flottants dénorma-
lisés peuvent étre ou non ignorés. Lorsque les valeurs dénormalisées sont ignorées, nous
parlons de dépassement inférieur abrupt. Lorsqu’au contraire, les nombres flottants dé-
normalisés sont pris en compte, comme l'impose la norme IEEE-754 [113], nous parlons
de dépassement inférieur graduel 2.

Remarque. Dans ce manuscrit, nous dirons parfois que les dépassements de capacité
inférieurs ne sont pas pris en compte. Cela ne signifie pas que que les dépassements
inférieurs sont considérés comme abrupts, mais que l’exposant n’est pas borné par [’ex-
posant minimal e, (alternativement, que emyi, = —00).

Ulp d’un nombre

Une notion fondamentale en arithmétique a virgule flottante et jouant un role im-
portant en analyse d’erreurs est la notion d’ulp d’'un nombre flottant. Ce terme provient

2. Notons, comme le font remarquer Muller et al. [155, §2.1], que les concepts de dépassements de
capacité inférieurs et supérieurs sont ambigus (méme dans la norme IEEE-754). Lorsqu’on dit qu’'une
fonction produit un underflow, cela peut signifier soit que le résultat exact est strictement plus petit que
€ en valeur absolue (underflow avant arrondi) soit que le résultat arrondi (sans prendre en considération
la borne emin sur I'exposant) est plus petit que & en valeur absolue (underflow apres arrondi). La méme
remarque s’applique aux dépassements supérieurs, pour lesquels 'ambiguité est moins subtile.
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de I'abréviation du terme anglophone unit in the last place. L’ulp d’un nombre flottant
positif correspond a l’espacement entre ce nombre et le nombre flottant consécutif im-
médiatement supérieur. La définition est symétrique pour les nombres flottants négatifs,
i.e. 'ulp d'un nombre flottant négatif est 1’écart entre ce nombre et le nombre flottant
qui le précede. La communauté d’arithmétique des ordinateurs a successivement pro-
duit plusieurs définitions de la notion d’ulp [155], avec des variations pour les nombres
flottants se trouvant a la frontiere de deux binades (puissances de la base). La définition
ici utilisée, qui étend la notion d’ulp a tout nombre réel, est généralement dénommeée
ulp de Goldberg [155, définition 2.6],[83]. Plus précisément, pour |z| € [5¢, B[, six # 0
alors ulp(x) = frax(eemn)-p+1 et ylp(0) = 0.

La notion d’ulp est corrélée a la notion de successeur d’'un nombre flottant. Pour un
nombre flottant = € IF, le successeur de x est noté succ (x). Pour x € F positif, la défini-
tion du successeur est simplement succ () = x+ulp(z). La définition du successeur d'un
nombre flottant négatif est plus délicate, le cas ou le nombre flottant en question est une
puissance de la base devant étre traité a part. Un moyen relativement simple d’étendre la
notion de successeur aux nombres négatifs est de d’abord définir la notion de prédéces-
seur d’un nombre flottant positif ¢, noté pred(t) (qui dépend de la quantité ulp(t), voir
la définition dans I'ouvrage de Boldo et Melquiond [38, §1.1.2]). La notion de successeur
est alors étendue aux nombres négatifs via la définition succ (z) = — pred(-x).

2.1.3 Arrondis en arithmétique a virgule flottante

Le résultat exact d’une opération ou d’un algorithme n’est pas nécessairement repré-
sentable dans le format flottant ' considéré. Il est alors possible d’utiliser une fonction
o:R — [ qui détermine vers quel nombre flottant arrondir le résultat obtenu.

Modes d’arrondi

La norme IEEE-754 spécifie plusieurs modes d’arrondi [113] :

e trois modes d’arrondi dirigés :

e 'arrondi vers —oo noté ogp, qui arrondit un nombre réel x vers le plus grand
nombre flottant inférieur ou égal a =z,

e l'arrondi vers +oo noté ogy, qui arrondit un nombre réel x vers le plus petit
nombre flottant supérieur ou égal a z,

e 'arrondi vers 0 noté ogryz, qui correspond a ogrp quand x est positif et a ogy
quand z est strictement négatif.

e 'arrondi au plus proche ogry, qui est le mode d’arrondi par défaut. Lorsque le
nombre a arrondir est équidistant de deux nombres flottants (nous parlerons de
point-milieu), il est nécessaire de choisir une régle pour déterminer vers lequel
arrondir. Nous parlerons d’une régle de bris d’égalité (la terminologie anglophone
tie-breaking rule étant plus connue). La norme définit deux regles pour ogry :

e vers le nombre flottant le plus proche pair, I'arrondi est alors noté ofx",

e vers le nombre flottant de plus grande valeur absolue, I’arrondi est noté op\”.
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Nous ne donnons pas ici les détails du comportement des arrondis par rapport aux
valeurs exceptionnelles et aux dépassements de capacité supérieurs (voir la norme IEEE-
754 [113] pour plus de détails).

La majeure partie des résultats présentés dans ce manuscrit correspondent a un
mode d’arrondi au plus proche. Par défaut, la notation o fera référence a I'arrondi au
plus proche, avec une regle de bris d’égalité quelconque. L’arrondi au plus proche d’un
nombre réel z sera donc noté o(x).

Arrondi correct

L’implémentation d’une fonction en arithmétique a virgule flottante satisfait la pro-
priété d’arrondi correct si son résultat est égal a I'arrondi (suivant un mode d’arrondi
donné) du résultat exact de la fonction. Plus formellement, 'arrondi correct est défini
comme suit :

Définition 2.1 (Arrondi correct). Soit F un format d’arithmétique a virgule flot-
tante. Soit n € N*, f : R" - R. Soit f : F* - F une implémentation de f dans le
format F. Soit o : R » F une fonction d’arrondi. On dit que f est correctement arrondie
vis-a-vis de o 81 :

Va e ", f(a) = o(f(2))-

La norme IEEE-754 impose que la propriété d’arrondi correct soit vérifiée pour six
opérations élémentaires [113], & savoir I'addition, la soustraction, la multiplication, la
division, la racine carrée et le FMA (Fused Multiply-Add). L’opération FMA permet de
réaliser une multiplication suivie d’'une sommation via un seul arrondi, i.e. :

Va,y,z e FFMA(z,y,2) = o(x x y + 2).

Imposer la propriété d’arrondi correct permet de rendre déterministe le résultat des
opérations élémentaires [130] et de faciliter les analyses d’erreurs d’arrondi. La norme
IEEE-754 recommande I'implémentation correcte de certaines fonctions mathématiques,
e.g. les fonctions trigonométriques [113, §9.2], plus difficile & obtenir. Le chapitre 4 de
ce manuscrit est voué a ’exhibition d’un algorithme en arrondi correct pour le calcul
de moyenne de deux nombres flottants décimaux.

Comme les opérations élémentaires sont en arrondi correct, nous pourrons utiliser les
notations @, ©, ® et @ pour désigner les opérations arrondies (avec un mode d’arrondi
au plus proche avec regle quelconque de bris d’égalité) correspondant a +,—,x et /, de
sorte que @y =o(z+y),x0y=o0(zr-y),z®y=o(xxy) et r@y =0(}).

Nous utiliserons une notation compacte o [---] qui signifie que toutes les opérations
a I'intérieur des crochets sont arrondies. En ’absence de parentheses explicites, ’ordre
d’évaluation des opérations a l'intérieur des crochets respecte les priorités usuelles des
opérations, e.g. o[ab+c] = (a®b) ® c. En revanche, les opérations flottantes n’étant pas
nécessairement associatives, nous avons du choisir une convention pour 'ordre d’éva-
luation d’opérations identiques : le parenthésage de la droite vers la gauche sera dans
ce cas considéré comme implicite, e.g. o[a+bc+d]=a® ((b®c) ®d).
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2.1.4 Analyse des erreurs d’arrondi

Un premier concept clef en analyse d’erreurs est la distinction entre les erreurs dites
absolues et relatives. L’erreur absolue commise lors de ’arrondi @ d’un nombre réel x
est égale a 7 — x tandis que l'erreur relative est égale a 5_79”

Donnons quelques résultats fondamentaux permettant de borner les erreurs absolues
et relatives dans le cas de 'arrondi au plus proche. Dans ’ensemble de la section, nous
ne tenons pas compte d’éventuels dépassements de capacité supérieurs. Un premier
résultat, tres général, permet de borner I'erreur d’arrondi via la notion d’ulp :

Lemme 2.1. Soit z € R. Alors |o(z) - x| < sulp(z).

Suivant que la valeur absolue de z soit supérieure a £ ou non, le lemme 2.1 s’instancie
comme résultat sur l'erreur relative ou absolue. Si € < |2/, le résultat suivant s’applique :

Lemme 2.2. Soit x € R. Supposons que & < |z|. Alors |o(z) - z| < u|z| avec u =351

La quantité u, tres fréquemment utilisée dans ce manuscrit, est appelée unité d’ar-
rondi. Dans le cas du format binary6/4, u =273,

Lorsque |z| est strictement inférieur au plus petit nombre flottant normalisé &, 'er-
reur relative commise en arrondissant x peut devenir tres grande, mais nous pouvons
prouver un résultat sur 'erreur absolue :

Lemme 2.3. Soit x € R. Supposons que |x| < B+ 3. Alors |o(x) — x| < Z.

La combinaison du lemme 2.2 et du lemme 2.3 permet de déduire un résultat unifi-
cateur, & savoir que pour tout x € R, |o(z)—z| < max (ulz|, 2). Si cette borne s’avére fine,
elle est difficile a manipuler et a propager. Nous utiliserons généralement un résultat
plus faible, a savoir que pour tout x € R, |o(x) — 2| < ulz| + Z.

Jeannerod et Rump [119, théoréme 2.1] ont exhibé une borne plus fine (et souvent
optimale) se traduisant par pour tout x € R, en considérant la plage des exposants
comme non bornée, |o(z) - z| < fi=|z|. Nous démontrons formellement une version de
ce résultat qui tient compte d’éventuels dépassements de capacité inférieurs? :

Lemme 2.4. & Soit x e R. Alors :

o(2) ~al < T—lal + 7.
1+u 2
Dans la majorité des cas, le gain de précision obtenu en utilisant le lemme 2.4 peut
paraitre relativement faible. En fait, le principal intérét de ce résultat est de simplifier
certaines bornes d’erreurs (voir chapitres 5 et 6).
Nous démontrons une autre variante de ce résultat raffiné dans le cas ou le nombre
réel considéré est supérieur a £ en valeur absolue. Dans ce cas, le terme en 7 est nul.

u

3. Le résultat reste valable en remplagant +*--

|z + 2 par max(|z|, 4).
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Lemme 2.5. & Soit x € R. Supposons que & < |z|. Alors :

u

lo(x) -] € 7——|zl.

1+u

Nous démontrons également que, dans le cas de ’addition ou de la soustraction de
deux nombres flottants, le terme en 7 disparait, i.e. :

Lemme 2.6. & Soit x,y € F. Soit o € {+,-}. Alors :

U
1+u

le(zoy) - (zoy)l< |z o y.
Il s’agit de la conséquence d’une propriété de 'arithmétique a virgule flottante assu-
rant que toute addition provoquant un dépassement de capacité inférieur est exacte [83].

Le modele standard de I'arithmétique a virgule flottante est une abstraction définie
par Higham [107] au regard des résultats d’analyse d’erreurs présentés ci-dessus. En
tenant compte des dépassements graduels de capacité inférieurs, le modele standard de
larithmétique & virgule flottante prend la forme suivante [107, p. 56] 4 :

Abstraction 2.7. Modele standard en tenant compte des dépassements gra-
duels inférieurs
Soient x,y € F. Soit &€ {+,—,x,/} une opération élémentaire. Alors :

e o(x0y)=(xOy)(1+e)+0, avec |e|<u, [0] <L et ed=0;

e SiCe{+ -}, o(xCy)=(xOy)(1+e) avec |¢| < u.

Higham propose un ensemble de notations permettant d’établir des bornes lisibles et
concises sur les erreurs d’arrondi d’algorithmes itérant des opérations élémentaires [107],
tels que la sommation de nombres flottants ou le produit scalaire de deux vecteurs. Les
notations # et v peuvent étre caractérisées via le résultat suivant, dont la démonstration
peut étre consultée dans I'ouvrage de Higham [107, lemme 3.1, p. 63] :

Lemme 2.8. Accumulation d’erreurs
Soit n € N* tel que nu < 1. Soient €1, ...,e, € R tels que pour tout i, |g;| < u. Alors :
30, e R, [Tie, (1 + &) < (1+6,) avec |0,,| <y = 72
A partir du modele standard de I'arithmétique a virgule flottante (abstraction 2.7)
et du lemme 2.8, il est possible de déduire une borne sur ’erreur d’arrondi commise lors

d’une sommation de nombre flottants, qui reste valable en présence de dépassements
graduels de capacité inférieurs® (démontré en Coq par Roux [177, théoreme 1.8]) :

4. Ce résultat reste valable en remplacant la quantité u par 1.

5. L’absence de terme en 7 est une conséquence du caractere exact des additions provoquant des
dépassements de capacité inférieurs [83] (voir lemme 2.6).



2.2. PREUVES FORMELLES AVEC COQ 24

Théoréme 2.9. Borne sur ’erreur d’arrondi d’une sommation
Soit n € N* tel que nu < 1. Soient x1,...,x, € F. Soit s = Y. x; et soit 5 une implé-
mentation de s dans le format F avec un ordre quelconque d’évaluation des sommations.
Alors : n
s < s 3.l
i=1

Plus récemment, Jeannerod et Rump ont proposé une amélioration de ce résul-
tat [119, théoreme 4.1] en exhibant une borne plus fine, plus concise et ne nécessitant
pas d’hypothese sur la taille de la sommation :

Théoreme 2.10. Borne raffinée sur ’erreur d’arrondi d’une sommation

Soit n € N*. Soient x1,...,x, € F. Soit s = ¥I", x; et soit S une implémentation de
s dans le format F avec un ordre quelconque d’évaluation des sommations. Alors, en
tenant compte des dépassements graduels inférieurs :

Yoz < (n=1)ud |z
i=1 i=1

Ce résultat s’inscrit dans la lignée de travaux débutés depuis 2008 par Rump et
al. [179, 180, 118, 119] pour raffiner les bornes d’erreurs des ouvrages de référence
(e.g. [107]). L'idée générale est de se passer des v, et de se ramener a un terme d’erreur
linéaire en u, plus lisible et permettant de réduire les hypotheses sur la dimension du

systeme considéré, e.g. la condition nu <1 permettant de définir v, = ;.

53/ < (n 1)u

Nous avons présenté un ensemble de notions et résultats utiles pour mener ’ana-
lyse des erreurs d’arrondi. Nous allons maintenant présenter les bibliotheques Coq sur
lesquelles reposent nos formalisations.

2.2 Preuves formelles avec Coq

Dans cette section, nous présentons brievement les bibliotheques Coq que nous uti-
lisons pour formaliser les résultats de ce manuscrit.

2.2.1 Bibliotheque standard des réels

La majorité des bibliotheques Coq que nous utilisons sont basées sur la bibliotheque
standard des nombres réels de Coq, principalement développée par Mayero en 2001 [148]
et étendue par Desmettre 'année suivante [60]. Contrairement a d’autres bibliotheques
d’analyse basées sur une construction des nombres réels, e.g. la bibliotheque Math-
Classes basée sur des suites de Cauchy [125] ou la bibliotheque standard de Mizar
utilisant des coupures de Dedekind [200], le type des nombres réels de la bibliotheque
standard de Coq, noté R, repose sur une axiomatisation des opérations et propriétés
élémentaires de R. Les réels de la bibliotheque standard comportent deux éléments RO
et R1 ainsi que les opérations d’addition, d’opposé, de soustraction, de multiplication
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et de division. A cela s’ajoute une relation d’ordre stricte R1t dont dérive la relation
d’ordre large Rle. Les notations usuelles comme 0, 1, +, *, < ou < sont fournies par la bi-
bliotheque standard de Coq et seront utilisées dans ce manuscrit. Certains des axiomes
permettent de donner aux opérations élémentaires leur sens usuel. Nous dénombrons
ainsi 14 axiomes élémentaires, dont voici quelques exemples :

Axiom Rplus_assoc :
forall r1 r2 r3:R, r1 + r2 + r3 =11 + (r2 + r3).
Axiom Rplus_O_1 : forall r:R, O + r = r.
Axiom Rmult_comm : forall rl r2:R, rl *x r2 = r2 * ri.
Axiom R1_neq_RO : 1 <> 0.
Axiom Rlt_trans : forall rl1 r2 r3:R, r1 < r2 -»r2 < r3 »-rl1 < r3.
(x ... %)

La bibliotheque standard comporte trois autres axiomes, I'un des plus utilisés dans
ce document étant total_order_T, qui munit les réels d’une relation d’ordre total,
assurant ainsi la décidabilité de ’égalité entre deux nombres réels :

Axiom total_order_T : forall rl r2:R, {rl < r2} + {r1 = r2} + {r1 > r2}.

Enfin, les deux axiomes restants assurent respectivement que les réels sont archimé-
diens et que tout sous-espace non vide (de type R => Prop) admet une borne supérieure.

La bibliotheque standard des réels comporte également une formalisation de ’en-
semble posreal des réels strictement positifs, qui apparait régulierement dans ce docu-
ment. Le type posreal est construit comme un type enregistrement (Record) a deux
champs, le premier étant un nombre réel et le second une preuve de positivité de ce
nombre :

Record posreal : Type := mkposreal {pos :> R; cond_pos : O < pos}.

Il est par ailleurs possible de raisonner sur des résultats d’analyse réelle, e.g. liés a
des questions de différentiabilité ou d’intégrabilité (au sens de Riemann), en utilisant
les réels de la bibliotheque standard. Cependant, comme remarqué par Boldo, Lelay et
Melquiond [35, 134], il est aujourd’hui généralement admis que la bibliotheque standard
des réels n’est pas adaptée a la formalisation et la preuve de résultats pointus d’analyse
mathématique. Elle repose sur des fonctions partielles et sur 'usage intensif de types
dépendants, qui rendent parfois les démonstrations fastidieuses. Prenons I’exemple clas-
sique de la dérivabilité de fonctions. Supposons que f et g sont deux fonctions dérivables.
Dans la bibliotheque standard, pour calculer le point dérivé d’une fonction en un point
x, il faut nécessairement fournir une preuve de dérivabilité de la fonction en z. Ainsi,
pour obtenir la dérivée de f + ¢ en x, nous ne pouvons pas simplement utiliser la dé-
rivabilité de f et g puis réécrire (f + g)'(x) = f'(z) + g'(x). En effet, il faut d’abord
démontrer la dérivabilité de f + ¢ en x pour pouvoir construire (f + g)'(x). Cela rend
les calculs de dérivées particulierement fastidieux.
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2.2.2 Bibliotheque Coquelicot d’analyse réelle

Pour pallier les défauts de la bibliotheque standard des réels, Boldo, Lelay et Mel-
quiond ont développé la bibliotheque Coquelicot [35, 134]. Coquelicot est une extension
conservative de la bibliotheque standard des réels qui permet d’une part de faciliter
le développement de théories pointues d’analyse réelle et d’autre part de raisonner sur
des espaces plus généraux. Coquelicot, et plus précisément I’ensemble des notions to-
pologiques qui y sont développées, sert de base aux formalisations présentées dans les
chapitres 7 et 8 de ce manuscrit. La présentation de la bibliotheque Coquelicot est par
conséquent détaillée au début du chapitre 7.

2.2.3 Bibliotheque Mathematical Components

La bibliotheque Mathematical Components (ou MathComp) [144] regroupe un en-
semble varié de formalisations Coq de théories mathématiques, comme 1’analyse matri-
cielle ou la théorie des groupes finis. Le projet trouve ses origines dans la preuve formelle
du théoréme des quatre couleurs [85] et sert de base a la démonstration Coq du théoreme
de Feit-Thompson [86]. MathComp utilise extensivement Ssreflect [87], un langage de
tactiques Coq con¢u comme une amélioration du langage standard de tactiques de Coq.
Ssreflect permet le développement de preuves tres concises et s’avere particulierement
adapté a la démonstration formelle de théoremes reposant sur un socle mathématique
conséquent. La communauté d’utilisateurs de Ssreflect est incitée a utiliser des lemmes
dits de réflection (ou wvues) qui permettent de transformer une proposition (de type
Prop) en un prédicat booléen (de type bool) afin de faciliter les raisonnements.

Les développements Coq présentés dans les chapitres 5 a 6 de ce document n’uti-
lisent a ce jour qu'un ensemble limité de fonctionnalités de la bibliotheque Mathemati-
cal Components, a savoir la formalisation des vecteurs et matrices et le mécanisme des
grands opérateurs (big operators) [18]. Nous présentons ici une description « haut ni-
veau » de ces notions. Pour une présentation plus détaillée de Ssreflect (respectivement
de MathComp), voir [87] (respectivement [144]).

Vecteurs et matrices dans Mathematical Components

Mathematical Components comporte une bibliotheque pour la manipulation de vec-
teurs et matrices. Tres complete, cette bibliotheque définit notamment les opérations
entre matrices ainsi que les notions de déterminant, de trace et de matrice transposée.
Elle permet de manipuler les lignes ou les colonnes d’une matrice avec par exemple
la possibilité d’opérer des permutations. Il est également possible d’extraire une sous-
matrice et de faire des décompositions de matrices par blocs.

Le type des matrices réelles de taille m xn est noté *M[R] _(m, n) et défini comme :

Inductive matrix := Matrix of {ffun ’I_m *x ’I_n —R}.

Le mot-clef £fun permet de définir une fonction finie [144, §6.5], ¢’est-a-dire une fonc-
tion dont le domaine est fini. Ici, 'ensemble de départ de la fonction est ’I_m * ’I_n
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ou ’I_m et ’I_n sont respectivement les ensembles d’entiers naturels strictement infé-
rieurs a m et a n. Ainsi, si nous définissons une matrice A : *M[R]_(n, n) et que nous
considérons i, j : ’I_n, alors il suffira d’écrire A i j pour accéder a I'élément de A
d’indices 1 et j.

Dans le cas des matrices carrées de taille n xn, il est possible d’utiliser une notation
condensée pour réduire la notation du type M[R]_(n, n) en M[R] _n. De méme, pour
le type "M[R]_(n, 1) des vecteurs colonnes de taille n, il est possible d’utiliser la
notation ’cV[R]_n et pour le type *M[R]_(1, n) des vecteurs lignes de taille n, il est
possible d’utiliser la notation ’rV[R] _n.

Il est possible de définir une matrice de type *M[R]_(m, n) a partir d’'une fonc-
tion F : ’I_m -> ’I_n -> R en utilisant un opérateur \matrix_(i,j) (F i j). Par
exemple, le produit de deux matrices de tailles m x n et n x p est défini comme® :

Definition mulmx {m n p} (A : °M_(m, n)) (B : ’M_(n, p)) : ’M[RI_(m, p)
:= \matrix_(i, j) \sum_(k <n) (A ik *xBk j).

Le produit de deux matrices A : *M_(m, n) et B : ’M_(n, p) est noté A *m B. Un
point intéressant justifiant I'utilisation des vecteurs comme instances de matrices est le
fait que Coq soit capable d’inférer que le produit d’une matrice carrée de taille n x n et
d’un vecteur colonne de taille n soit un vecteur colonne de taille n. L’opérateur \sum
ci-dessus est une sommation au sens des grands opérateurs (voir paragraphe suivant).

Grands opérateurs

Les grands opérateurs [144, §5.7], [18] permettent d’itérer une opération élémentaire
sur un ensemble de valeurs. D’un point de vue purement mathématique, il pourra par
exemple s’agir de la sommation Y vis-a-vis de I'addition, de U vis-a-vis de 'union ou
de [] vis-a-vis de la multiplication.

Le mécanisme des grands opérateurs permet d’itérer une opération binaire sur dif-
férentes structures de données, e.g. une liste de valeurs ou I'ensemble *I_n pour n € N.
Dans ce document, nous utiliserons les grands opérateurs pour décrire des opérations
vectorielles et matricielles. Notre cas d’utilisation des grands opérateurs se limite donc
a 'itération sur >I_n. Nous ne présenterons donc que cet aspect.

Soit ¢ : R - R — R une opération binaire dont I’élément neutre est noté 0,. Le grand
opérateur associé a ¢ est noté <, v étant égal a (vgo (vy o0 (Vy20Vy_1)...))
(pour v € R™) et icqu; étant égal a 0,,. Les opérations ¢ sont donc évaluées de la droite
vers la gauche. Le mécanisme Coq associé est utilisé via la notation compacte suivante :

\big[diamond / O_diamond]_(i < n) (v 1i).

Etant donné l'ordre des évaluations, lorsque ¢ est une opération quelconque (en
particulier non-associative), le grand opérateur ne peut étre déroulé que par la gauche,
i.€. iens1Vi = Vo + icenvis1. En revanche, si ¢ est une opération associative, il devient
possible de réécrire icpi1v; = (Oicni) + Un.

6. Comme le type de retour de la fonction est *M[R]_(m, p), Coq est en mesure d’inférer le type
des éléments de A et B; il n’est donc pas nécessaire de préciser que ce sont des matrices sur R.
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2.2.4 Arithmétique des ordinateurs en Coq
Bibliotheque Flocq

Les chapitres 4 a 6 du manuscrit décrivent la formalisation en Coq de résultats
d’arithmétique a virgule flottante. Ces formalisations reposent sur Flocq, une biblio-
theque Coq d’arithmétique des ordinateurs développée par Boldo et Melquiond [37, 38|.
Flocq permet de manipuler les nombres flottants suivant différents niveaux d’abstrac-
tion [38, §3], ces niveaux étant inspirés des couches d’abstraction de la norme IEEE-
754 [113] (voir section 2.1.1).

Nous nous intéressons plus particulierement a la représentation abstraite des nombres
a virgule flottante. Les nombres dans un format d’arithmétique donné (e.g. binary32 ou
decimal64) sont définis comme un sous-ensemble des nombres réels R de la bibliotheque
standard (en tant que prédicats de type R -> Prop). Plusieurs formats sont disponibles,
incluant des formats d’arithmétique a virgule fixe ou flottante.

Les formats flottants permettent de caractériser des nombres de la forme m/j3¢ (avec
m et e des entiers, la base § étant un entier strictement supérieur a 1).

La bibliotheque Flocq inclut un prédicat generic_format : R -> Prop dont les
formats flottants usuels constituent des instances. Ce prédicat dépend de la base [ et
d’une fonction ¢ : Z - Z que nous appellerons fonction d’ezposant (c’est cette fonction
qui permettra d’instancier le prédicat avec le format souhaité). Nous ne rentrons pas
dans les détails de la définition de ce prédicat mais en présentons l'idée générale. Un
nombre z € R satisfait le prédicat generic_format s’il vérifie :

= [ xﬁw(magg(r))J x 39(mags(2))

Dans la formule ci-dessus, magg(z) = [ logﬁ(a})J + 1 permet d’obtenir I'entier e tel
que z € [3¢71, 5¢[, que Boldo et Melquiond [38] désignent comme la magnitude de .

L’instance la plus simple de generic_format est FLX, qui correspond a des nombres
flottants sans bornes sur les exposants, i.e. les dépassements de capacité ne sont pas pris
en compte. En plus de 3, le format FLX dépend de la précision p, les nombres flottants
du format FLX étant de la forme mf3¢ avec |m| < 5P. Dans Flocq, FLX peut étre défini
comme une instance de generic_format avec ¢ = e+~ e —p (noté FLX_exp en Coq).

Le format FLT correspond pour sa part & des nombres flottants tenant compte d’éven-
tuels dépassements graduels inférieurs mais ne tenant pas compte des dépassements
supérieurs. Le format FLT dépend de la précision p et d’un exposant minimal e,;, avec
les contraintes |m| < 57 et ey, —p + 1 < e. 1l s’agit d’une instance du prédicat gene-
ric_format avec ¢ = e~ max(e —p,emin —p+ 1) (noté FLT_exp en Coq).

Pour représenter les nombres de la forme mf3¢, il est également possible d’utiliser
un type enregistrement (type Record), nommé float et défini comme :

Record float (beta : radix) := Float { Fnum : Z ;
Fexp : Z }.
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Dans le code ci-dessus, Float est le nom de constructeur associé au type enregistre-
ment float. Fnum correspond a m et Fexp correspond a e. Pour plonger un élément de
type float dans les nombres réels, il faut utiliser I'opérateur F2R suivant :

Definition F2R {beta : radix} (f : float beta) :=
IZR (Fnum f) * bpow beta (Fexp f).

Dans le code Coq ci-dessus, IZR permet de plonger les entiers relatifs dans les réels
et bpow beta (Fexp f) est I’élévation de beta a la puissance (Fexp f), i.e. [3¢.

Flocq inclut des définitions alternatives des formats FLX et FLT qui sont basées sur le
type float et définies via un type inductif & un seul constructeur 7. Elles sont prouvées
équivalentes aux définitions précédentes :

Inductive FLX_format (x : R) : Prop := FLX_spec (f:float spec)
x = F2R f — Zabs (Fnum f) < Zpower beta prec — FLX_format x.

Inductive FLT_format (x : R) : Prop := FLT_spec (f:float spec)
x = F2R f — Zabs (Fnum f) < Zpower beta prec
— emin <= Fexp f — FLT_format x.

Pour un format flottant donné, différents modes d’arrondi sont disponibles (e.g. I’ar-
rondi vers +oo ou vers 0). Le mode d’arrondi est déterminé par une fonction rnd : R
-> Z permettant d’obtenir la mantisse du nombre flottant obtenu par arrondi, I’expo-
sant étant quant a lui égal a p(mags(z)) lorsque x est un nombre flottant. Dans la
suite de ce document, nous utiliserons principalement I’arrondi au plus proche, dont la
fonction rnd correspondante est appelée Znearest et dépend de la regle de bris d’éga-
lité choice : Z —> bool. Il est possible de travailler avec un arrondi au plus proche
générique, choice étant laissé en parametre. Cela nous permet de ne faire les preuves
formelles qu’a une seule reprise, quelle que soit la regle de bris d’égalité.

La bibliotheque Flocq contient un nombre important de résultats, e.g. sur 'apparte-
nance de nombres réels a un format donné, sur I'ulp ou sur les erreurs commises lorsque
des nombres réels sont arrondis.

Outil Gappa

Gappa est un outil permettant de vérifier des propriétés arithmétiques de pro-
grammes numériques simples [57, 61]. Il est particulierement adapté pour prouver au-
tomatiquement, sous certaines hypotheses, des bornes sur les erreurs d’arrondi.

Prenons 'exemple du calcul d'un coefficient dans un pas d’itération de la méthode
d’Euler (voir sections 2.3.3 et 5.4.2). Le programme prend en argument un nombre h € F
tel que 2750 < h < 1 et un nombre £ € R tel que -2 < hf < —2719, Le programme calcule
le produit de h et de ¢. L’objectif est de borner I'erreur d’arrondi commise lors de ce
calcul dans le format binary64 avec mode d’arrondi au plus proche.

7. Entre Flocq et la norme IEEE-754, il y a un décalage de p — 1 pour l'exposant emin, d’ou la
condition emin <= Fexp f dans le code Coq.
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Le script Gappa correspondant est le suivant :

O@rnd = float<ieee_64,ne>;

1t = rnd(1);
rf rnd= hxlt;
r = hxl;

{ h*1 in [-2,-1b-100] /\ h in [1b-60,1]
-> rf -/ r in [-2049b-63,2049b-63] /\ rf - r in [-4b-53, 4b-53]
}

Dans le code ci-dessus, float<ieee_64,ne> signifie que le format choisi est le for-
mat binary64 avec mode d’arrondi au plus proche et prise en compte de potentiels
dépassements ce capacité inférieurs. La variable 1t est 'arrondi au plus proche de /,
i.e. o(l). La variable r est le résultat du calcul exact de hf et rf est le résultat arrondi,
i.e. o(hxo(l)).

Les hypotheses données a Gappa sont les intervalles de valeurs possibles pour h et
he, i.e. h*1l in [-2,-1b-100] et h in [1b-60,1].

Nous souhaitons prouver deux propriétés. La premiere est une borne sur l'erreur
relative commise lors du calcul de r, i.e. rf -/ r. Nous souhaitons prouver que I'erreur
est bornée par 2049 x 2763 < 0,01u. La seconde propriété est une borne sur lerreur
absolue rf - r, de lordre de 4u. A partir des hypotheses, Gappa valide (ou infere
automatiquement) ces bornes.

Du point de vue de la preuve interactive, un intérét de Gappa est la possibilité
de générer un terme de preuve a partir d’un script Gappa, terme qui peut étre vérifié
par Coq. Il existe une tactique automatique gappa permettant de décharger a Gappa
certaines étapes des preuves formelles que nous menons dans Coq.

Un outil similaire a été proposé par Magron, Constantinides et Donaldson [139] pour
borner les erreurs d’arrondi absolues de programmes non-linéaires. L’outil est basé sur
des techniques d’optimisation et de programmation semi-définie. Nous n’avons a ce jour
pas essayé d’utiliser cet outil dans le cadre de nos problématiques.

Nous souhaitons plus particulierement formaliser les erreurs d’arrondi de méthodes
de résolution d’équations différentielles, qui sont présentées dans la section suivante.

2.3 Analyse numérique des équations différentielles

Dans cette section, nous présentons brievement quelques méthodes numériques de
résolution approchée d’équations différentielles ordinaires. Nous nous attachons plus
particulierement a présenter la classe des méthodes de Runge-Kutta, méthodes sur
lesquelles portent les chapitres 5 a 6 de ce manuscrit.
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2.3.1 Equations différentielles et problemes de Cauchy

Nous nous intéressons aux méthodes de résolution numériques d’équations diffé-
rentielles ordinaires du premier ordre. Ces équations ont pour inconnue une fonction
y:R - R? (d e N* étant la dimension du systéme) et sont caractérisées par une relation
entre y et sa dérivée premiere. Nous ne donnons ici qu’une intuition sur les équations
différentielles ordinaires. L’ouvrage de Demailly [59] contient une description détaillée
de ces équations et de leur résolution numérique.

Dans le contexte de ce manuscrit, les équations sont de la forme :

y,:f(t7y)7 tE]Ry y,yIGR%Rd, fERX]Rd%Rd.

Nous appelons probléeme de Cauchy (ou probleme avec condition initiale) une équa-
tion différentielle ordinaire du premier ordre enrichie d'une condition initiale, i.e. une
condition de la forme y(ty) = yo € R? pour un certain ¢, € R. Pour peu que f réunisse
certaines hypotheses, le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et 'unicité de
la solution d’un probléme de Cauchy [59].

Le cas particulier le plus simple d’équations différentielles est celui des systemes
linéaires matriciels (R4 désignant les matrices carrées de taille d € N*) :

y' = Ay, AeR¥™

La résolution directe des équations différentielles linéaires nécessite la construction
d’une exponentielle de matrices, dont 'implémentation est connue comme difficile [84,
151]. Pire encore, dans le cas des systémes non-linéaires, la résolution directe s’avere
impossible. Ces difficultés sont la raison d’étre de méthodes itératives permettant de
résoudre numériquement certaines classes de problemes de Cauchy. Les sections 2.3.2
et 2.3.3 sont vouées a la description de certaines de ces méthodes.

2.3.2 Méthodes numériques a un pas et multi-pas

Il existe une kyrielle de méthodes permettant d’approcher la solution d’équations
différentielles ordinaires [98, 203, 59]. Le point commun de la majorité de ces méthodes
est de permettre 'obtention d’une approximation de I’évaluation de la fonction inconnue
sur un ensemble fini de valeurs réparties sur un intervalle d’intégration prédéfini.

Concretement, cela suppose le choix d'un intervalle d’intégration [tq ; t,] avec o, ¢, €
R* et ty < t,. Cet intervalle est ensuite subdivisé en un ensemble de valeurs g, 11, ..., t,,
la distance entre ces points pouvant étre choisie constante ou non. Le principe des
méthodes numériques itératives est de fournir, pour chaque point ¢; (0 < ¢ < n), une
approximation y; ~ y(t;) de 'image de la fonction inconnue y en t;. Ces approximations
sont généralement obtenues a partir de la condition initiale yo = y(to).

Nous distinguons les méthodes a un pas et les méthodes multi-pas :

e Les méthodes a un pas sont telles que pour tout 0 <7 < n, y; est calculée a partir
de la seule donnée de l'itération précédente y;_;. Les méthodes de Runge-Kutta
sont des méthodes numériques a un pas [45, 59].
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e Dans le cas des méthodes multi-pas, y; est calculée a partir de plusieurs itérations
précédentes, e.g. y;_1, Yi—o €t y;_3 pour une méthode a 3 pas. Les méthodes
d’Adam-Bashforth [59] constituent des exemples de méthodes multi-pas.

L’écart entre deux points d’abscisse t;_1 et t; de I'intervalle d’intégration est appelé
pas d’intégration a l'itération ¢. Le pas d’intégration peut étre choisi constant, ¢.e. il
existe h > 0 tel que pour tout ¢, h =t; —t;_1, ou bien variable, i.e. a chaque itération de
la méthode correspond un pas d’intégration h;.

Dans la suite de ce document, nous nous intéresserons plus particulierement a des
méthodes a un pas dont le pas d’intégration est constant.

2.3.3 Meéthodes de Runge-Kutta

Parmi les méthodes numériques a un pas, la plupart appartiennent a la classe des
méthodes de Runge-Kutta, nommées ainsi a la suite de deux articles fondateurs, I'un
rédigé par Runge en 1895 [181], le second par Kutta en 1901 [128].

Tableau de Butcher

Sur la donnée du probleme de Cauchy défini par 3’ = f(t,y) et y(to) = yo, les
méthodes de Runge-Kutta sont caractérisées par la relation de récurrence suivante :

V0, Yni1 = Yn + h®(tr, Yn, h) :yn+thiki, (2.1)

i=1
avec k; défini comme :

ki = f(tn+cihyyn+hzaijkj)~ (2.2)

j=1

Les coefficients ¢;, a;; et b;, avec i, = 1,2,---,5, ainsi que le nombre d’étages s, ca-
ractérisent donc a eux seuls une méthode de Runge-Kutta. Ainsi, une méthode de
Runge-Kutta est généralement définie via son tableau de Butcher [45, 98], qui contient
la valeur des coefficients :

€| a1 a2 ... Qs

Co | o1 Q22 ... A3
. > _ c|A
- b

Cs | Gs1 Qs2 ... Qg

by by ... b,

La figure 2.2 présente quelques exemples de tableaux de Butcher associés a des
méthodes de Runge-Kutta variées.
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00 0 0 O
e L I B
212 2 6 4 4 6
o Lo oo 1ovBl1L v
2 2 2 6 |4 6 4
110 0 1 0 ; ;
101 1 1 2 2
6 3 3 6 (b) Gauss-Legendre
(a) RK4

FIGURE 2.2 — Tableaux de Butcher de méthodes de Runge-Kutta explicites et implicites

Méthodes explicites et implicites

Selon la forme de la matrice A contenant les coefficients a;;, nous distinguons plu-
sieurs sous-classes de méthodes de Runge-Kutta :

e Les méthodes explicites, comme la méthode d’Euler ou la méthode de Runge-
Kutta d’ordre 4 définie par la figure 2.2(a), qui sont telles que le calcul des
coefficients k; dépend uniquement des k; précédents, i.e. tels que j <i;

e Les méthodes implicites, comme la méthode de Runge-Kutta implicite d’ordre 4
par formule de Gauss-Legendre définie par la figure 2.2(b), sont telles que le calcul
d’un coefficient k; dépend de la résolution d’un systeme d’équations non-linéaires
impliquant I’ensemble des coefficients k; pour j =1,2,---,s.

Dans la partie IT de ce manuscrit, nous allons plus particulierement borner les erreurs
d’arrondi de méthodes de Runge-Kutta explicites.

Ordre d’une méthode de Runge-Kutta

L’ordre d'une méthode de Runge-Kutta est I’entier p tel que 1’erreur locale de mé-
thode, i.e. la distance entre la solution exacte y(t,) et la solution obtenue par la méthode
de Runge-Kutta y, est telle que

y(tn) = yn = O(hp+1) )

L’ordre d'une méthode de Runge-Kutta donne donc une indication de l'ordre de
magnitude de I'erreur de méthode associée a un pas de l'intégration numérique. Si une
méthode d’ordre élevé assure 'obtention d’un résultat théoriquement plus précis, cela
va généralement de pair avec un nombre plus important de calculs flottants pouvant
conduire a des erreurs d’arrondi plus importantes.

Pour les méthodes explicites d’ordre inférieur ou égal a 4, 'ordre p est égal au nombre
d’étages s. En revanche, au-dela de l'ordre 4, I'ordre d'une méthode explicite peut étre
inférieur au nombre d’étages.
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Méthodes de Runge-Kutta explicites classiques

Dans cette section, nous présentons trois méthodes de Runge-Kutta explicites clas-
siques, qui serviront d’exemples dans dans les chapitres 5 et 6.

e Méthode d’Euler explicite (RK1)

La méthode d’Euler explicite est ’exemple le plus ancien de méthode numérique
de résolution d’équations différentielles ordinaires. L’approche remonte en effet a des
travaux d’Euler datant de 1768 [66], bien avant 1’élaboration des méthodes de Runge-
Kutta [181, 128] dont la méthode d’Euler est une instance. La méthode d’Euler utilise
I’équation de la tangente au début du pas d’intégration, qui lie la fonction et sa dérivée.

Le tableau de Butcher associé a la méthode d’Euler est relativement simple (voir
figure 2.3) et permet d’extraire la caractérisation suivante :

k1 :f(tnayn) Yn+1 = Yn + k1 :yn+hf(tnvyn)-

00
1
FIGURE 2.3 — Tableau de Butcher de la méthode d’Euler

La méthode d’Euler s’avere assez peu précise, notamment lorsque le pas d’intégration
choisi est relativement grand. Elle est particulierement inadaptée lorsque la fonction
inconnue croit/décroit fortement au cours d'un pas d’intégration, puisque la dérivée
n’est évaluée qu’au début du pas d’intégration.

e Méthode du point-milieu (RK2)

Des méthodes plus élaborées ont été concues pour pallier ce probleme. Un premier
exemple est la méthode RK2, ou méthode du « point-milieu » car la dérivée est égale-
ment évaluée au milieu de I'intervalle d’intégration. Le tableau de Butcher associé a la
méthode RK2 est décrit par la figure 2.4 et la relation de récurrence obtenue est :

klzhf(tnayn)a kQ:hf(tn+gayn+%),

h h
Yn+l = Yn + k2 =UYnt h.f (tn + §)yn + Ef(tn»yn)) :

0l0 0
111
“l- 0
2 | 2
0 1

FIGURE 2.4 — Tableau de Butcher de la méthode RK2
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Nous remarquons que la méthode RK2 est une composition de la méthode d’Euler.
En effet, le principe de cette méthode est en premier lieu d’évaluer la dérivée au milieu
de l'intervalle d’intégration de longueur h =t,,1 —t,, i.e.

, h
Ypol = f(tn + §7yn+é)

Pour évaluer y,,, 1, nous utilisons la méthode d’Euler, i.e. :
2

h
yn+% =Un t+ Ef(tny yn)

ce qui permet d’obtenir (en repartant de 1’équation différentielle) :

h h
! 1= ln SoYn TS tna n)|-
Yyt f( 5o+ S y))

A partir de cette estimation de la valeur de la dérivée au « point-milieu » ¢, + %,
nous approchons la valeur de y,,; de la maniere suivante :

Yni1 = Yo + DY,

ce qui permet de conclure sur I'expression de la méthode RK2, i.e. :

h h
Yn + hf (tn + §:yn + Ef(tmyn))'

an a
e Méthode de Runge-Kutta 4 (RK4)

Au prix d’une implémentation plus couteuse, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
permet d’obtenir un degré supplémentaire de précision. Il s’agit de calculer une moyenne
pondérée de I’évaluation de la dérivée (via les tangentes) au cours d’un pas d’intégration.
Le tableau de Butcher de la méthode RK4 est décrit par la figure 2.2(a) et la relation
de récurrence associée est :

h h
klzf(tnayn)v k2:f(tn+§ayn+§k1)>

k3:f(tn+gayn+gk2)v k4:f(tn+h,yn+hk3),

Yn+l = Yn + % (kl +2k2 +2k3+k4).
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2.3.4 Concept de stabilité(s)

En analyse numérique, il y a diverses manieres d’interpréter le concept dit de stabi-
lité. 11 faut tout d’abord faire la distinction entre la notion de stabilité pour un systeme
dynamique et la notion de stabilité pour une méthode numérique. Du point de vue des
systemes dynamiques, il s’agira généralement de la stabilité du systeme autour d’un
point d’équilibre, souvent dénommée stabilité au sens de Lyapounov [138].

Du point de vue des algorithmes ou méthodes numériques, la stabilité est la propriété
généralement requise pour assurer le « bon comportement » du systéme vis-a-vis des
erreurs. De maniere générale (et tres informelle), une méthode est dite stable si elle
permet de ne pas trop amplifier d’éventuelles erreurs (de méthode, d’arrondi, etc).
La définition plus formelle dépend du contexte. Dans cette section, nous présentons
brievement deux définitions de la notion de stabilité pour les méthodes de Runge-Kutta
explicites. Sont rencontrées dans la littérature de nombreuses autres caractérisations de
la stabilité [45], comme la A-stabilité dans le cas ou le systeme dynamique est raide.

0-stabilité

Parmi les définitions du concept de stabilité pour les méthodes de Runge-Kutta,
la 0-stabilité [59, définition 2| est la plus fréquemment utilisée. Pour une petite erreur
initiale et de petites erreurs « locales » a chaque itération de la méthode, la O-stabilité
assure que 'accumulation des erreurs est raisonnable. Plus précisément, considérons
une méthode de Runge-Kutta, qui, appliquée a un systeme donné, est caractérisée par
une relation de récurrence de la forme y,.1 = y,, + h®(t,, yn, h). La méthode est dite
O-stable pour le systeme sur Uintervalle d’intégration [0;ty] s’il existe S € Rf tel que
pour toutes suites (Y, )nen €t (i )nen vérifiant :

Vn < N, Yn+l = Yn + hq)(tna Yn, h), gn\;l = % + h(I)(tm ?Zu h) +&n.

avec (£,)nen la suite des erreurs locales, alors :

N
Y < N, |7 - vl ss(wo—yonzei).
=0

La constante S est appelée constante de stabilité de la méthode. La 0-stabilité est
souvent liée aux notions de consistance et de convergence des méthodes numériques,
la convergence étant assurée par la conjonction de la consistance et de la 0-stabilité.
Ce critere de stabilité semble étre un bon candidat pour borner I'accumulation des
erreurs d’arrondi au cours des itérations. La O-stabilité est par ailleurs tres générale,
s’appliquant & toute méthode numérique, quel que soit le systeme dynamique sur lequel
elle s’applique. Cependant, les bornes d’erreurs obtenues sont pessimistes dans le cas
général. En effet, si @ est k-lipschitzienne, nous pouvons exhiber S = e#*¥~ [59], constante
pouvant étre tres grande.
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Stabilité linéaire

La stabilité linéaire [129] est un concept propre a lapplication de méthodes de
Runge-Kutta a des systemes linéaires de la forme 3’ = Ay (avec y,y’ des vecteurs et A une
matrice carrée). L’application d’'une méthode de Runge-Kutta explicite a un systeéme
linéaire est caractérisée par une relation de récurrence de la forme y,.1 = R(h, A)y,
(h étant le pas d’intégration de la méthode) ou R(h,A) est une matrice carrée. Par
exemple, dans le cas de la méthode d’Euler, R(h,A) = I + hA. La stabilité linéaire
s’exprime comme une propriété de la matrice R(h, A).

Dans le cas unidimensionnel ou A est remplacée par A € R, la condition de stabilité
est |[R(h,\)| < 1. Cette condition permet de déduire un intervalle de valeurs pour h\ et
donc de raffiner I’étude des erreurs d’arrondi.

Dans le cas multidimensionnel, I'idée générale est de décomposer y, sur une base
de vecteurs propres et d’imposer la condition de stabilité |R(h, ;)| < 1 sur chacune des
valeurs propres \; de la matrice R(h, A).

------

d’erreurs d’arrondi des méthodes de Runge-Kutta (voir section 5.1.1).






Chapitre 3

Etat de Part

Les résultats présentés dans ce manuscrit se situent a l'intersection de 1'étude des
erreurs d’arrondi de méthodes numériques et de la vérification formelle de résultats
d’analyse numérique et fonctionnelle. Bien que spécialisés, ces domaines ont donné lieu
a un éventail tres varié de travaux de recherche. Ce chapitre propose un état de ’art
non exhaustif de ces travaux et regroupe certaines contributions pertinentes au regard
du sujet de ma these. La section 3.1 est vouée aux travaux étudiant les erreurs d’ar-
rondi de méthodes numériques tandis que la section 3.2 présente quelques travaux de
formalisation d’analyse numérique et fonctionnelle.

3.1 Erreurs d’arrondi de méthodes numériques

Bien que les mathématiciens soient conscients des problemes causés par les erreurs
d’arrondi, celles-ci sont généralement considérées comme négligeables par rapport aux
erreurs de méthode des schémas numériques. Les erreurs d’arrondi sont par ailleurs peu
étudiées a cause du manque d’outils ou méthodes efficaces dont dispose la communauté
d’analyse numérique pour les borner. En 1937, bien avant I’apparition de I'arithmétique
des ordinateurs, Brouwer [43] a utilisé une approche statistique pour estimer la propaga-
tion des erreurs d’arrondi associées a une méthode numérique d’intégration d’équations
décrivant des mouvements planétaires. Cette contribution a creusé le sillage de tra-
vaux appliquant le méme type d’approche pour diverses méthodes numériques (voir
section 3.1.1). Une tendance qui s’est développée pour contourner la problématique des
erreurs d’arrondi est de faire appel a 'argument de Brouwer [43] sans vérifier qu'il
s’applique au probleme considéré. La citation qui suit en témoigne [175] :

When stable difference equations are used, the rounding errors are not
amplified as time goes on ; they merely accumulate roughly in proportion to
the square root of the number of steps in the calculation.

Or, il n’y a pas d’argument rigoureux qui permette de confirmer la validité de cette
affirmation dans le cas général.

39
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3.1.1 Approches statistiques et loi de Brouwer

Dans certains domaines de recherche, les temps d’intégration numérique peuvent
s’avérer extrémement longs. L’astrophysique est un exemple typique [21], les phéno-
menes étudiés (mouvement de planetes, évolution de galaxies, etc) évoluant sur des
millions voire des milliards d’années. L’accumulation des erreurs d’arrondi sur de tres
grands intervalles d’intégration pouvant devenir problématique, elle a fait 'objet de
nombreux travaux de recherche dans la communauté astronomique, 'approche adoptée
étant le plus souvent statistique.

La contribution fondatrice est due & Brouwer [43], qui s’est intéressé aux erreurs
d’arrondi des 1937. Pour une équation donnée, décrivant 1’évolution du mouvement de
planetes, Brouwer observe une accumulation assez lente des erreurs d’arrondi, qu’il cor-
rele a des considérations statistiques. Il suppose que I'erreur d’arrondi commise au cours
d’un pas d’itération est une variable aléatoire dont la moyenne est 0, i.e. que les signes
des erreurs alternent au cours de l'intégration numérique. Il suppose également que la
variance de cette variable aléatoire est un multiple de la racine carrée de I'unité d’ar-
rondi. Lorsque la quantité étudiée est sujette a un phénomene de préservation (systeme
dit hamiltonien, e.g. I'énergie), il en déduit que les erreurs d’arrondi peuvent étre assi-
milées & des marches aléatoires et s’accumulent proportionnellement a la racine carrée
du temps d’intégration (ou alternativement a la racine carrée du nombre d’itérations).
La terminologie de « loi de Brouwer » est communément utilisée par la communauté
des astronomes [91] et des numériciens [97]. Henrici a proposé une étude plus détaillée
de la loi de Brouwer [105].

Quinlan [170] s’est intéressé a l'intégration numérique de l'orbite des planétes du
systeme solaire sur une période de temps dont 'ordre de grandeur est ’age du systeme
solaire. Il a pour cela proposé 'utilisation de méthodes multi-pas appartenant a la classe
des méthodes de Stormer [96]. Les expérimentations de Quinlan confirment ’hypothese
de Brouwer [43]. L’accumulation des erreurs est lente, mais cela ne lui semble cependant
pas suffisant pour garantir la précision des résultats sur toute la durée d’intégration.
L’auteur a donc proposé plusieurs techniques permettant de réduire significativement
les erreurs d’arrondi, e.g. I'utilisation de rationnels ou de nombres flottants en précision
étendue pour stocker les valeurs des résultats intermédiaires.

Grazier [91] s’est également intéressé aux mouvements des astres dans des systeémes
a plusieurs corps comme le systeme solaire. Il a proposé I'intégration numérique d’équa-
tions différentielles de Newton wia des méthodes multi-pas de Stérmer. Comme Quin-
lan [170], il a observé une accumulation trés importante d’erreurs, aussi bien de méthode
que d’arrondi. Il a adapté I'implémentation des méthodes de Stérmer utilisée pour per-
mettre d’obtenir une erreur de méthode plus petite que l'unité d’arrondi du format
flottant. Il a montré que cette implémentation permettait d’obtenir une accumulation
des erreurs d’arrondi de I'ordre de la racine carrée du temps d’intégration, confirmant
ainsi ’hypothese de Brouwer [43] dans ce cas particulier.

Les travaux de Earn [63] et Skeel [188] ont proposé des techniques qui modifient 1'im-
plémentation des méthodes numériques et permettent d’éliminer certaines erreurs d’ar-
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rondi. L’idée générale est de reformuler le systeme dynamique comme une « fonction-
treillis » (de l'anglais map lattice) [121], une technique utilisée en théorie du chaos
pour modéliser des systémes non-linéaires. Skeel [188] a proposé une fonction d’arrondi
dépendant du probleme permettant de garantir la préservation d’énergie lors de I'utili-
sation des méthodes numériques malgré les erreurs d’arrondi. Earn [63] et Skeel [188]
n’ont pas étudié précisément la propagation des erreurs mais ont donné une estimation
statistique du ratio entre les erreurs de méthode et d’arrondi.

Fukushima [81] s’est intéressé aux techniques d’extrapolation, e.g. 'extrapolation de
Richardson [174], qui permettent d’accélérer la convergence de méthodes numériques.
L’auteur a plus particulierement étudié les erreurs d’arrondi liées a 'utilisation de tech-
niques d’extrapolation pour intégrer des équations orbitales, particulierement sensibles
aux problemes de précision numérique. L’approche proposée pour réduire I'influence des
erreurs d’arrondi est 'utilisation de sommations compensées (voir [155, §6]).

La plupart des travaux susmentionnés sont voués a I’étude des méthodes d’intégra-
tion multi-pas (voir section 2.3.2). Les auteurs ont généralement observé que I'implé-
mentation de ces méthodes vérifiait 'hypothese de Brouwer [43]. Hairer et al. [97] ont
étudié 'accumulation des erreurs d’arrondi dans I'implémentation de méthodes a un
pas, a savoir les méthodes de Runge-Kutta implicites. Au cours de l'intégration nu-
mérique d’un systeme hamiltonien, les auteurs ont observé une croissance linéaire des
erreurs d’arrondi, observation qui vient infirmer la loi de Brouwer [43]. Ils ont émis
plusieurs hypotheses qui permettent d’expliquer ce phénomene inattendu. Parmi les
possibles explications, ils mentionnent le fait que les coefficients du tableau de Butcher
des méthodes ne sont pas nécessairement représentables dans le format flottant. Ce
probleme serait responsable de I'accumulation systématique d’erreurs de méme signe,
qui ne se compensent pas au fil des itérations. Pour y remédier, Hairer et al. ont pro-
posé de nouvelles implémentations qui utilisent des sommations compensées et font
explicitement apparaitre le terme d’erreur lié a chaque coefficient de la méthode. Ils
ont utilisé des approches statistiques qui semblent confirmer la compatibilité de ces
nouvelles implémentations avec la loi de Brouwer.

Antonana et al. [5] ont raffiné les travaux de Hairer et al. [97] : leur principale contri-
bution est I'utilisation d’une seconde implémentation de la méme méthode numérique
dans un format flottant de précision inférieure, qui permet de donner une estimation
empirique de 'accumulation des erreurs d’arrondi.

D’autres travaux ont adopté des approches tres différentes. C’est par exemple le cas
de Sterne [196] au début des années 1950, qui a présenté une méthodologie générique
permettant d’étudier la propagation des erreurs d’arrondi et de méthode au cours de
la résolution de systeémes linéaires multidimensionnels. La méthodologie développée est
fondée sur une analyse de sensibilité, qui consiste a considérer des facteurs d’incertitude
sur la sortie d'un algorithme pour en déduire les facteurs d’incertitude sur les entrées.
Sterne [196] s’est plus particulierement intéressé a l'influence de la valeur de la condi-
tion initiale du systeme a résoudre. L’approche adoptée repose sur des considérations
statistiques, méme si elle ne repose pas sur ’hypothese d'une distribution aléatoire des
erreurs au cours des itérations.
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3.1.2 Intégration numérique validée

L’ intégration numérique validée constitue une autre solution permettant de se pré-
munir des erreurs liées a la résolution numérique d’équations différentielles. Cette tech-
nique consiste a implémenter les méthodes numériques en arithmétique d’intervalles
afin de controler I'erreur totale, i.e. la somme des erreurs de méthode et d’arrondi.

Depuis les premiers travaux de Moore en 1966 [154], les séries de Taylor consti-
tuent la technique la plus répandue dans les travaux d’intégration numérique validée.
En 1998, Berz et Makino [20] ont proposé I'intégration numérique de systémes phy-
siques simples, e.g. le mouvement d’une particule chargée en présence d’un aimant, via
I'implémentation de séries de Taylor en arithmétique d’intervalles. Un an plus tard, les
principes fondamentaux d’intégration numérique validée a base de séries de Taylor ont
été détaillés par Nedialkov et al. [158], dont I’article sert aujourd’hui encore de référence
a de nombreuses contributions scientifiques. Les travaux de Revol et al. [173] ont la par-
ticularité d’étudier plus finement la propagation des erreurs d’arrondi pour réduire la
taille des intervalles, initialement trop pessimistes. L’implémentation proposée mélange
I’arithmétique d’intervalles et 'arithmétique a virgule flottante. Des transformations
exactes [155] sont utilisées sur la partie flottante du code afin de calculer les erreurs
d’arrondi et de les ajouter dans 'intervalle correspondant aux erreurs de méthode.

Il existe également un ensemble de travaux plus récents proposant I'implémentation
de méthodes de Runge-Kutta validées. Les travaux de Bouissou et al. [40, 39] se sont
par exemple portés sur le calcul de bornes d’erreurs garanties pour I'implémentation de
méthodes de Runge-Kutta. Alexandre dit Sandretto et Chapoutot [183] ont proposé une
extension des travaux de Bouissou et Martel [40] a d’autres méthodes de Runge-Kutta,
notamment les méthodes de Runge-Kutta implicites.

Les implémentations proposées par ces travaux produisent des résultats d’intégra-
tion garantis mais ne permettent pas d’analyser finement les erreurs d’arrondi, qui se
confondent avec les erreurs de méthode.

3.1.3 Etude de la propagation des erreurs
Etudes expérimentales

Les approches statistiques partent du principe que les erreurs d’arrondi qui s’accu-
mulent au cours des itérations d'une méthode numérique ont un signe qui alterne et que
les erreurs sont aléatoirement distribuées. C’est le postulat fait par Rachemacher [171]
en 1948 dans le cas de la méthode de Heun [59, p. 239] appliquée a des problemes avec
condition initiale de dimension 2. Un an plus tard, Huskey [111] a exhibé un contre-
exemple assez simple invalidant le raisonnement de Rademacher. Huskey a utilisé la
machine ENIAC !, I'un des premiers ordinateurs entierement électroniques, pour implé-
menter la résolution numérique du systeme suivant ? via la méthode de Heun :

1. http://eniacprogrammers.org/
2. L’inconnue de cette équation est un vecteur de 2 fonctions, a savoir le sinus et le cosinus.
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y' @) =x(t), ') =y®), y0)=0,  x(0)=1

Sur cet exemple, Huskey [111] a exhibé, au cours des itérations, des erreurs d’arrondi
locales de signe constant et de taille comparable, invalidant ainsi I’argument de distri-
bution aléatoire des erreurs. L’erreur globale exhibée est largement plus importante que
ce que pouvait prévoir 'approche de Rademacher [171].

Etudes mathématiques 2 gros grain

Plusieurs auteurs ont proposé de borner I'accumulation des erreurs d’arrondi de mé-
thodes numériques via des raisonnements mathématiques rigoureux et génériques. Nous
utilisons la terminologie d’approche a « gros grain » pour qualifier les démonstrations
utilisant les propriétés mathématiques des méthodes, mais pas les propriétés fines de
I’arithmétique a virgule flottante.

Dans des travaux datant de 1970, Fehlberg [74] a évalué la propagation de U'erreur
totale, i.e. la somme de I’erreur de méthode et de I’erreur d’arrondi, commise en utilisant
des méthodes de Runge-Kutta explicites pour la résolution de systemes de la forme :

2'(t) = f(t,z,y),  y(t)=g(tz,y).

Fehlberg [74] a obtenu une formule explicite évaluant Uerreur totale, formule qui
dépend des dérivées partielles de f et g, des erreurs de méthodes locales aux itérations et
d’une estimation de ’erreur d’arrondi commise lors de ’évaluation de f et g. Ces travaux
font cependant appel a des hypotheses simplificatrices. En particulier, Fehlberg utilise
des développements en séries de Taylor pour la formule d’erreur totale, I’expression
obtenue faisant apparaitre des puissances du pas d’intégration h. L’auteur néglige les
termes d’ordre supérieurs (en h2, h3, etc) pour des raisons de lisibilité.

Plus récemment, Spijker [192] a présenté une approche générique permettant de
borner I'accumulation des erreurs d’arrondi dans la résolution numérique de systemes
non-linéaires avec condition initiale. Considérons un systeme multidimensionnel de la
forme y’ = f(t,y) avec y € R*. La méthodologie adoptée utilise la constante de Lipschitz
associée a f pour borner les erreurs d’arrondi. Demailly [59] a proposé une approche
similaire : considérons une méthode numérique a un pas constant dont I’application a
un systeme donné définit la relation suivante :

Yn+1 = Yn + hq)(tm Yn, h)

Une condition suffisante de O-stabilité (voir section 2.3.4) pour la méthode est le
caractere k-lipschitzien de ® en y,, qui permet d’obtenir la constante de O-stabilité
ekT avec T la taille de l'intervalle d’intégration. Dans le cas ou ® est k-lipschitzienne,
Demailly en déduit une borne sur l'erreur d’arrondi accumulée qui dépend de €T et
des caractéristiques du format flottant. Cette borne, bien que tres générique, s’avere
pessimiste dans la majorité des cas.
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Kalinina [120] a étudié 'erreur totale commise au cours de l'implémentation de
méthodes numériques a un pas variable, fondées sur la méthode d’Euler et utilisées
pour la résolution de systémes non-linéaires de la forme y’ = f(¢,y). Le but principal
de ces travaux est d’exhiber le pas d’intégration optimal qui minimise ’erreur totale
(somme de I'erreur de méthode et de 'erreur d’arrondi) commise au cours d’une itération
du schéma numérique. Les résultats exhibés montrent que l'erreur totale est minimisée
lorsque le pas d’intégration permet d’obtenir une erreur de méthode dont la magnitude
est de l'ordre de celle de l'erreur d’arrondi. Comme dans les travaux de Fehlberg [74],
Ierreur d’arrondi commise lors de I’évaluation de f est supposée connue.

Les travaux présentés dans cette section permettent d’obtenir des bornes générale-
ment valides mais assez grossieres, qui n’utilisent pas les propriétés fines de ’arithmé-
tique a virgule flottante de la norme IEEE-754 [113]. En particulier, les dépassements
de capacité (voir section 2.1) ne sont pas pris en compte.

Etudes mathématiques a grain fin

Dans les communautés du calcul formel et de I'arithmétique des ordinateurs, des
analyses plus fines ont été réalisées. Nous utiliserons la terminologie d’approche a « grain
fin » pour qualifier les démonstrations décomposant I'analyse d’erreurs jusqu’a 1’échelle
des opérations flottantes élémentaires. Ces démonstrations utilisent généralement les
propriétés fines du format d’arithmétique utilisé.

Fousse [79, 78, 77| a proposé une analyse d’erreurs pour I'implémentation en préci-
sion arbitraire de méthodes numériques de calcul d’intégrales. Les méthodes étudiées
sont les formules de quadrature de Newton-Cotes [79] et de Gauss-Legendre [78]. Dans
les deux cas, 'auteur a borné a la fois 'erreur de méthode et I'erreur d’arrondi, afin de
pouvoir les comparer et d’obtenir une borne sur l'erreur totale par rapport a la solu-
tion exacte. Les bornes sur les erreurs d’arrondi sont génériques et paramétrées par la
précision p de calcul et certaines données de la méthode, e.g. le nombre n de pas d’inté-
gration ou des résultats de calculs intermédiaires de I'implémentation. Les algorithmes
étudiés ont fait I'objet d’une implémentation utilisant MPFR [80], une bibliotheque de
calcul en arrondi correct avec des nombres flottants multi-précision.

Fousse a d’abord étudié la méthode de Newton-Cotes [79],[77, §3] : cette méthode
fait intervenir un ensemble de coefficients qui peuvent étre précalculés en amont de ’ap-
plication de la méthode. L’auteur a donc distingué ’analyse d’erreurs sur les coefficients,
dont il a prouvé qu’ils étaient calculés de maniere exacte, et I’analyse d’erreurs pour la
méthode elle-méme. Il a également proposé une expérimentation numérique pour une
fonction dont la valeur exacte de I'intégrale est connue, et a constaté que 'erreur d’ar-
rondi dominait I'erreur de méthode au-dela d'un certain nombre de pas d’intégration.
L’expérimentation a permis d’éprouver la borne obtenue, qui s’avere relativement fine.

La seconde méthode étudiée est la méthode de Gauss-Legendre [78], qui repose sur
des fondements mathématiques plus complexes. L’approche adoptée par 'auteur est
similaire a celle utilisée dans le cas de la méthode de Newton-Cotes. En particulier,
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Fousse s’est d’abord intéressé a des coefficients pouvant étre précalculés, puis a borné
I’erreur totale associée a I'implémentation de la méthode. Dans ce cas, contrairement a la
méthode de Newton-Cotes, des expérimentations numériques ont montré que 1’augmen-
tation de I'ordre de la méthode ne débouchait pas sur une augmentation catastrophique
des erreurs d’arrondi et, par conséquent, ne diminuait pas la précision numérique.

1l existe de nombreuses similarités entre les méthodes de quadrature et les méthodes
numériques de résolution d’équations différentielles, qui reposent sur un socle commun
de fondements mathématiques. Une différence majeure est le fait que 'expression de la
fonction a intégrer par une méthode de quadrature est généralement connue, contraire-
ment a l'inconnue d’une équation différentielle. Par exemple, dans [78], Fousse a supposé
connue une borne sur certaines dérivées de la fonction a intégrer. Nous adoptons, dans
la partie II de ce manuscrit, une approche assez similaire & celle de Fousse, & savoir une
analyse d’erreurs a grains fins. Néanmoins, nous ne proposons pas de borner l'erreur de
méthode, ce qui pourrait constituer une perspective de travail intéressante (voir cha-
pitre 9). En revanche, contrairement a ce que nous proposons, les preuves de Fousse
n’incluent pas la gestion des dépassements de capacité inférieurs. L’algorithme est en
effet prévu pour une implémentation en multi-précision via MPFR, dont la plage d’ex-
posants est tres grande.

3.2 Preuves formelles en analyse numérique

Les méthodes d’analyse numérique sont fréquemment utilisées dans le cadre d’ap-
plications industrielles critiques, e.g. en aéronautique [190], en médecine [198] ou dans
le secteur de l'automobile [6, 127], qui suscitent un fort intérét pour des travaux de
certification. Avec ’émergence de formalisations d’analyse réelle dans divers assistants
de preuves (voir la revue de la littérature proposée par Boldo, Lelay et Melquiond [36]),
la vérification formelle de techniques d’analyse numérique est devenue possible.

Dans cette section, nous présentons des travaux de formalisations liés au domaine de
I’analyse numérique, ¢.e. un ensemble de techniques calculatoires permettant d’obtenir
I’approximation de la solution d’un probleme mathématique difficile, comme la réso-
lution d’équations différentielles. La section 3.2.1 présente des travaux liés a la preuve
de propriétés de méthodes numériques. En section 3.2.2, nous décrivons des travaux de
formalisation d’analyses d’erreurs d’arrondi liées a I'implémentation de méthodes nu-
mériques en arithmétique a virgule flottante. La section 3.2.3 est vouée aux travaux de
formalisation de fondements sous-jacents aux méthodes de résolution d’équations aux
dérivées partielles, incluant ’analyse fonctionnelle et les espaces de dimension finie.

3.2.1 V¢érification de méthodes numériques
Différentiation automatique

L’une des premieres utilisations d’un assistant de preuves pour des problemes d’ana-
lyse numérique remonte aux travaux de Mayero au début des années 2000 [148, §5], [149],
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voués a la vérification formelle de méthodes de différentiation automatique en Coq. La
différentiation automatique consiste a calculer numériquement une approximation de la
dérivée d’une fonction en un point. Mayero [149] a vérifié 'algorithme de différentiation
de 'outil Odyssée [73], notamment utilisé pour le calcul de gradients.

Lelay et Melquiond [135] ont implémenté une tactique Coq réflexive [17, §17] per-
mettant d’automatiser ou simplifier les preuves de dérivabilité et le calcul de dérivées
de fonctions. Ce développement est basé sur Coquelicot [35, 134].

Calcul numérique d’intégrales

Mahboubi, Melquiond et Sibut-Pinote [141, 142, 187] ont proposé une méthode effi-
cace pour calculer et borner des intégrales définies dans Coq. La technique développée
repose essentiellement sur 'utilisation de l'arithmétique d’intervalles et d’approxima-
tions rigoureuses de polynomes. Les auteurs se sont d’abord intéressés aux intégrales
(au sens de Riemann) dites propres [141], i.e. de la forme fabf(t)dt, telles que a,b e R
et telles que la fonction f soit définie et bornée sur [a,b] et discontinue en un nombre
fini de points. Ils ont ensuite étendu leur étude au cas des intégrales impropres [142]
dont les bornes peuvent étre infinies. Notons que ces travaux ont été intégrés a l'outil
Coqlnterval [150], dont ils constituent désormais une extension.

Analyse numérique des équations différentielles ordinaires

Immler et Holz ont formalisé le concept d’équation différentielle ordinaire en Isa-
belle/HOL [116]. Tls ont plus précisément spécifié la notion de probleme avec condition
initiale et ont démontré formellement le théoreme de Cauchy-Lipschitz? assurant 1’exis-
tence d’une unique solution au probléme sous certaines conditions [116, §4]. Les auteurs
ont ensuite formalisé le concept générique de méthode a un pas pour la résolution nu-
mérique d’un probléme avec condition initiale [116, §5]. Ils ont notamment défini les
notions de consistance, de O-stabilité et de convergence (voir [59] pour une définition
précise de ces termes) pour les méthodes a un pas, puis ont démontré les liens qui
existent entre ces trois notions. Les auteurs se sont intéressés au cas particulier de la
méthode d’Euler [116, §6] et ont formellement prouvé la convergence de la méthode,
méme en présence de perturbations sur les calculs (e.g. des erreurs d’arrondi).

Makarov et Spitters [146] ont également proposé la formalisation d’une autre version
du théoreme de Cauchy-Lipschitz en Coq, reposant sur des fondements mathématiques
tres différents. Cela s’explique par le fait que la bibliotheque sous-jacente qui est utilisée
soit la bibliotheque C-CoRN d’analyse réelle constructive [55].

Immler [114] a implémenté une méthode d’Euler garantie a base d’arithmétique
affine dans Isabelle/HOL. La correction de la méthode est vérifiée, la démonstration de
ce résultat reposant sur la formalisation des problemes avec conditions initiales qu’ont
proposé Immler et Holz dans de précédents travaux [116, §4]. L'idée générale est tres
proche de celle adoptée dans les travaux d’intégration numérique garantie présentés en

3. Dans Darticle [116], ainsi que dans [146], la terminologie Picard-Lindeldf désigne le nom utilisé
par les anglophones pour le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
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section 3.1.2 et plus particulierement dans les travaux de Bouissou et al. [39]. La plus-
value apportée par Immler par rapport a ces travaux est la garantie formelle que permet
I'usage d'Isabelle/HOL. Immler et Traut [117] ont complété cette série de travaux en
proposant une étude formelle du concept de flot d’équation différentielle. Le flot d’une
équation différentielle ordinaire correspond a I’évolution de la solution en fonction de
I’évolution de la condition initiale, i.e. la valeur de la fonction au début de l'intervalle
d’intégration. Le socle mathématique de ces travaux (que nous présentons plus en détails
en section 3.2.3) est proche de celui que nous développons dans le chapitre 8. L’ensemble
des travaux d’Immler et al. [116, 114, 117] présentés ci-dessus servent de fondements a
I'implémentation d’un solveur d’équations différentielles en Isabelle/HOL [115], qui a
été utilisé pour démontrer les propriétés d'un attracteur de Lorenz [201].

Il existe également des travaux appliqués a la théorie du controle ou aux systemes
cyber-physiques et dont les fondements théoriques incluent la théorie des équations dif-
férentielles. Rouhling [176] a par exemple formalisé dans Coq la preuve de correction
d’une fonction de controle pour un pendule inversé. Nous pouvons également citer les
travaux de Bohrer et al. [22] autour de la vérification de propriétés de la logique dyna-
mique différentielle implémentée dans des outils tels que KeYmaera X [167], permettant
de raisonner sur des systemes hybrides modélisés par des équations différentielles.

Analyse numérique des équations aux dérivées partielles

Boldo et al. [28] ont formalisé en Coq ’étude d’un schéma de résolution de I’équation
des ondes, un cas particulier d’équation aux dérivées partielles, en dimension 1. Les au-
teurs se sont plus particulierement intéressés a la propriété de convergence, et a fortiori
a l'erreur de méthode, de ce schéma numérique. Ce travail va de pair avec les travaux
de Boldo [23] sur I’étude des erreurs d’arrondi de ce méme schéma numérique (que nous
détaillons en section 3.2.2), ces deux contributions servant de base a la preuve formelle
complete d'un programme C de résolution de I’équation des ondes [25]. Bien que ces
travaux traitent les équations aux dérivées partielles, plus difficiles a appréhender que
les équations différentielles ordinaires, notre approche est plus générique car elle traite
une large classe de méthodes et systemes, et non un exemple particulier d’équation.

Approximation des racines de fonctions

Pasca a formalisé une étude de la méthode de Newton en Coq [163, §3], [161, 162].
La méthode de Newton est un algorithme itératif permettant d’obtenir une valeur ap-
prochée des racines d'une fonction f:R” — R~ A partir d’une approximation initiale
xo de la racine, la méthode de Newton calcule successivement des approximations x;
qui sont de plus en plus proches de la solution exacte. Pasca a démontré formellement
certains résultats de stabilité ou de convergence pour la méthode de Newton, notam-
ment le théoreme de Kantorovitch assurant la convergence de la méthode sous certaines
conditions [161]. L’auteure [162] a proposé une variante du théoreme de Kantorovitch
en tenant compte d’un arrondi a chaque itération de la méthode de Newton, I'arrondi
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étant entendu au sens tres général comme une fonction produisant une perturbation.

Dans le cas des systemes multidimensionnels, la méthode de Newton fait intervenir
des vecteurs et des matrices, notamment jacobiennes. Pasga a proposé une formalisation
de la norme matricielle [||-|||, telle que pour toute matrice A, |||All[e = max; 3, |Ag| [161].
Cette formalisation est fondée sur les grands opérateurs de la bibliotheque Mathematical
Components [18]. Dans la partie II de ce manuscrit, nous utilisons cette méme norme
Il - ||l €t nous nous inspirons des choix de formalisation de 1'auteure.

3.2.2 Formalisations d’erreurs d’arrondi en analyse numérique

L’implémentation efficace d’algorithmes numériques requiert 1'utilisation de struc-
tures de données en précision finie, qui induisent des erreurs d’arrondi. Dans cette
section, nous nous intéressons a des travaux de formalisation qui se sont plus particu-
lierement penchés sur ’étude de ces erreurs d’arrondi.

Calcul d’opérateurs flottants et de fonctions élémentaires

L’'usage d’assistants de preuves dans la démonstration de propriétés liées a ’arith-
métique a virgule flottante a commencé a émerger dans les années 1990 avec une spécifi-
cation en Z de la norme IEEE-754 proposée par Barrett [11] ainsi que des formalisations
de la norme IEEE-854 [51]4 en HOL et PVS, qui sont dues a Carreno et Miner [47].

En 1998, Russinoff [182] a vérifié formellement les propriétés d’instructions du pro-
cesseur AMD-K7 [159] dans l'assistant de preuves ACL2. Les instructions auxquelles
I’auteur s’intéresse sont la multiplication, la division et la racine carrée en arithmétique
a virgule flottante. Russinoff a formalisé une spécification bas niveau de I'arithmétique
a virgule flottante dans ACL2 et a proposé de nombreux résultats, incluant des analyses
d’erreurs d’arrondi. La difficulté principale relevée par 'auteur est le fossé qui sépare
I'implémentation matérielle tres bas niveau des instructions flottantes et les preuves de
correction associées, souvent tres abstraites.

Dans des travaux similaires qui utilisent également ACL2, Sawada [184] a proposé
une formalisation d’une analyse d’erreurs pour des algorithmes de division et de cal-
cul de racine carrée utilisés sur le processeur IBM Power4 [199]. Ces algorithmes sont
techniques et reposent sur des approximations a base de séries, e.g. des séries de Che-
byshev dans le cas de la racine carrée. La démonstration de Sawada est une analyse
« a grains fins » (voir section 3.1.3) puisqu’il décompose 1'analyse d’erreurs sur chaque
pas de l'algorithme. La borne obtenue est précise et dépend de 1'ulp des entrées (voir
section 2.1.2).

Harrison [102] a formalisé dans HOL-Light I’étude d’algorithmes approchant les
fonctions trigonométriques sinus et cosinus par des développements en séries de Taylor.
Le développement utilise une formalisation HOL de 'arithmétique a virgule flottante
proposée par le méme auteur [101]. Harrison a proposé une analyse & grains fins et un

4. La norme IEEE-854 [51] est indépendante de la base de calcul.
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résultat final dépendant de 'ulp du parametre des fonctions sinus et cosinus. Dans le
méme esprit, Harrison s’est également intéressé a la vérification formelle d'un algorithme
calculant la fonction exponentielle en arithmétique a virgule flottante [100].

De Dinechin, Lauter et Melquiond [61] ont utilisé 'outil Gappa [57, 61] pour vérifier
des propriétés fines d’algorithmes optimisés calculant certaines fonctions élémentaires.
L’exemple de programme servant de fil rouge a ’article est extrait du code de la fonction
sin de la bibliotheque CRlibm [56], qui propose I'implémentation en arrondi correct de
certaines fonctions élémentaires.

Calcul de constantes mathématiques

Bertot et al. [19] ont étudié I'implémentation en arithmétique a virgule fixe de plu-
sieurs algorithmes permettant de calculer le nombre 7 avec un grand nombre de déci-
males. Les méthodes étudiées sont variées : une premiere méthode repose sur la formule
de Bailey-Borwein—Plouffe (BBP) [9] alors que les suivantes reposent sur des calculs de
moyennes arithmético-géométriques. Les calculs sont réalisés dans I'assistant de preuves
Coq, ce qui permet aux auteurs de garantir formellement les algorithmes et les erreurs
d’arrondi qui leur sont associées.

Résolution numérique des équations aux dérivées partielles

En complément de l'erreur de méthode du schéma de résolution de ’équation des
ondes (voir section 3.2.1, paragraphe 4), Boldo s’est intéressée aux erreurs d’arrondi ac-
cumulées lors de l'utilisation de ce méme schéma numérique [23]. L’approche de Boldo
consiste a développer une expression analytique de l'erreur d’arrondi globale en fonc-
tion des erreurs locales signées associées aux itérations précédentes. Contrairement a
I’approche qui consiste & prouver par récurrence une borne sur la valeur absolue de
Ierreur globale, 'approche de Boldo, empruntée aux principes d’arithmétique affine,
a permis d’exhiber des compensations d’erreurs et d’obtenir une borne plus fine sur
Ierreur finale.

Analyse matricielle

Roux [177] a proposé une analyse d’erreurs d’arrondi en Coq pour plusieurs algo-
rithmes numériques impliquant des opérations matricielles, comme la décomposition
de Cholesky ou la vérification d’invariants ellipsoidaux utilisés par des controleurs li-
néaires. Cette formalisation repose sur une spécification de l'arithmétique a virgule
flottante définie via un type Record et particulierement adaptée a I'analyse d’erreurs.
Cette spécification est par ailleurs satisfaite par le format binary64 de Flocq [38] (voir
section 2.2.4). L'un des résultats intermédiaires formellement démontrés par Roux est
une borne sur 'erreur d’arrondi du produit scalaire de deux vecteurs.

Dans le chapitre 6 de ce manuscrit, nous démontrons en Coq un résultat tres similaire
qui ne réutilise pas ces précédents travaux. Notre approche differe en effet 1égerement de
celle adoptée par Roux [177] car nous utilisons directement la formalisation des formats
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de nombres flottants de la bibliotheque Flocq, sans passer par une abstraction dédiée
de l'arithmétique a virgule flottante.

Martin-Dorel et Roux [147] ont développé une bibliotheque appelée ValidSDP, qui
propose une tactique Coq réflexive pour la preuve d’inégalités sur des polynomes mul-
tivariés et se base directement sur les développements de Roux [177].

3.2.3 Analyse fonctionnelle et espaces de dimension finie
Analyse fonctionnelle

A notre connaissance, les travaux les plus anciens qui puissent étre qualifiés de
formalisations d’analyse fonctionnelle remontent & Popiotek en 1991 [168] qui formalise
les notions d’espaces complets et d’espaces de Hilbert dans ’assistant de preuves Mizar.
Cette spécification sert de base a d’autres travaux utilisant Mizar, e.g. la formalisation
des opérateurs linéaires bornés par Shidama [186].

Pour les besoins de la formalisation de flots d’équations différentielles, Immler et
Traut [117] ont formalisé le concept de fonction linéaire continue. Leur formalisation est
sur ce point tres proche de la notre (voir chapitre 7) : en particulier, ils ont caractérisé la
continuité d’une fonction wia la propriété 3K, Vy, |f(y)| < K -|y| et la norme d’opérateur
comme maxj, <1 |f(y)|. Notre développement et le leur ont été menés en parallele et
de maniere indépendante, mais reposent sur des fondements tres similaires d’analyse
et de topologie. Nous nous fondons en effet sur Coquelicot [35], dont les définitions
topologiques (utilisant le formalisme des filtres) et la hiérarchie algébrique sont inspirés
des développements de Holzl, Immler et Huffman [109] en Isabelle/HOL, travaux sur
lesquels repose la formalisation d’Immler et Traut [117].

Le théoréeme de Hahn-Banach [42] est un théoreme de prolongement de formes li-
néaires continues qui fait partie des résultats classiques d’analyse fonctionnelle. 1l existe
plusieurs travaux de formalisation du théoreme de Hahn-Banach.

En 1999, Bauer et Wenzel [15] ont proposé une formalisation du théoreme de Hahn-
Banach en Isabelle/HOL. Leur preuve formelle est présentée comme une preuve de
concept de l'utilisation du langage Isar [205], qui permet de développer des forma-
lisations mathématiques lisibles et tres proches du langage mathématique usuel. La
démonstration repose sur la formalisation de divers concepts d’analyse (fonctionnelle
notamment), comme les espaces vectoriels, les formes linéaires d’un espace vectoriel ou
la notion de norme d’opérateur pour une fonction, que nous avons également définie en
Coq pour la démonstration du théoreme de Lax—Milgram (voir chapitre 7).

Plus récemment, Kerjean et Mahboubi [122] ont présenté une preuve formelle du
théoreme de Hahn-Banach en Coq, utilisant la formalisation des espaces vectoriels de
la bibliotheque Mathematical Components [144].

Narkawicz [156] a proposé une démonstration formelle du théoréme de Riesz—Markov—
Kakutani® dans I’assistant de preuves PVS. Ce résultat tres général représente, dans un

5. a ne pas confondre avec le théoreme de Riesz—Fréchet que nous démontrons dans le chapitre 8.
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espace topologique de Hausdorff, les éléments du dual de I’espace des fonctions continues
a support compact par une mesure via la notion d’intégrale. Dans le développement de
Narkawicz, I'intégrale est considérée au sens de Riemann—Stieltjes, une généralisation
de I'intégrale de Riemann. La démonstration formelle est conséquente : Narkawicz a par
exemple démontré I’équivalence entre intégration de Riemann—Stieltjes et intégration de
Darboux—Stieltjes. La démonstration utilise également un cas particulier du théoreme
de Hahn-Banach.

J’ai mené, en collaboration avec Spitters [71, 72], un travail de démonstrations
constructives de programmes probabilistes en Coq via le formalisme de la théorie ho-
motopique des types [13]. Nous avons partiellement démontré un cas particulier du
théoreme de Riesz—Markov—Kakutani pour la théorie des valuations dans un contexte
dit de topologie synthétique [65, 14].

Espaces de dimension finie, espaces euclidiens

Dans la partie III de ce manuscrit, et plus précisément dans le chapitre 8, nous nous
intéressons a la formalisation de sous-espaces de dimension finie d’espaces de Hilbert.

Harrison [103, 104] a proposé une formalisation des espaces euclidiens en HOL-Light,
un espace euclidien étant un espace de Hilbert de dimension finie. L’auteur a caractérisé
un espace euclidien par un type fonctionnel A - E avec A un type de cardinal fini n,
i.e. un type a n éléments, et E un espace de Hilbert. Les exemples les plus intuitifs
d’espaces euclidiens sont les espaces de la forme R"™. Harrison propose la caractérisation
de l'espace R™ par le type A - R avec A =Unit +---+ Unit (n fois).

Les travaux de Holz, Immler et Huffman [109] en Isabelle/HOL incluent une forma-
lisation des espaces euclidiens. Ces espaces sont définis, via le mécanisme des classes
de types (type classes d’Isabelle) [95], en tant qu’espaces vectoriels munis d’un produit
scalaire et d'une base finie de vecteurs, un élément de I’espace de dimension finie étant
obtenu comme combinaison linéaire des vecteurs de la base.

En Coq, Brunel [44] a également formalisé les espaces euclidiens de la forme R®
comme produit cartésien par induction sur la dimension n. La technique utilisée pour
munir R” de la structure d’espace euclidien (produit scalaire et ses propriétés fondamen-
tales) est le mécanisme des classes de types (type classes de Coq [191]). Cette définition
sert de base a une formalisation de résultats d’analyse dans C.

La bibliotheque Mathematical Components [144] inclut également une structure
d’espaces vectoriels de dimension finie, qui est quant a elle définie en utilisant le méca-
nisme des structures canoniques [143].

Dans les travaux présentés ci-dessus [103, 104, 109, 44, 144], les espaces de dimension
finie ne sont pas « par construction » des sous-espaces d’autres espaces plus grands. Il
est en revanche possible de démontrer qu’un espace de dimension finie F est inclus dans
un espace Fy de dimension supérieure, notamment lorsque la base associée a E; est une
sous-famille de la base associée a FE,. Dans le chapitre 8, nous souhaitons définir des
sous-espace de dimension finie d’espaces de Hilbert de dimension potentiellement infinie.
A notre connaissance, il y a peu de travaux qui traitent ce genre de formalisations.
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Nous pouvons citer les travaux de Afshar et al. [3] et de Mahmoud et al. [145] en
Isabelle/HOL, qui ont défini des espaces vectoriels sur C de dimensions a la fois finies
et infinies. Néanmoins, ces travaux ne traitent pas des espaces de Hilbert génériques.

3.3 Conclusion

Nous avons présenté une sélection de travaux traitant d’'une part I’étude des erreurs
d’arrondi dans I'implémentation des méthodes numériques et d’autre part la formalisa-
tion de méthodes numériques, en partant des fondements mathématiques sur lesquels
elles s’appuient jusqu’a I’analyse de leur implémentation flottante.

Concernant 'étude des erreurs d’arrondi, nous avons pu identifier plusieurs ap-
proches de nature tres différente.

Les travaux les plus anciens [43, 196, 91, 170, 63, 188, 81, 97, 5] (voir section 3.1.1),
qui ont émergé dans la communauté des astrophysiciens, proposent d’améliorer les im-
plémentations de méthodes numériques pour permettre de réduire I'influence des erreurs
d’arrondi. L’approche adoptée pour vérifier les résultats est généralement statistique.

Une autre approche, l'intégration numérique validée, consiste a implémenter des
méthodes numériques en arithmétique d’intervalles pour garantir le contréle de I'erreur
totale (somme de l'erreur de méthode et de lerreur d’arrondi) [20, 158, 40, 39, 183,
173, 4] (voir section 3.1.2). Si ces approches sont rigoureuses, elles ne tiennent compte
ni des propriétés mathématiques des méthodes, ni des propriétés fines de I'arithmétique
a virgule flottante. Par ailleurs, elles ne permettent pas de distinguer les différents types
d’erreurs, ni d’identifier la source des erreurs d’arrondi.

D’autres travaux utilisent une approche mathématique rigoureuse pour estimer et
borner 'accumulation des erreurs d’arrondi de méthodes itératives [74, 192, 59, 120, 79,
78, 77]. La majeure partie de ces travaux [74, 192, 59, 120] adopte une approche & « gros
grain » : les résultats exhibés sont tres génériques mais ne prennent pas en compte les
propriétés fines de I'arithmétique a virgule flottante. En revanche, les contributions de
Fousse [79, 78, 77] visant a borner les erreurs d’arrondi de méthodes numériques de
calcul d’intégrales adoptent une approche a « grains fins » en décomposant I'analyse
d’erreurs jusqu’au niveau des opérations flottantes élémentaires.

En ce qui concerne I'utilisation des assistants de preuves dans le domaine de ’analyse
numérique, nous avons identifié un nombre important de contributions récentes.

Une premiere série de travaux est dédiée a la vérification formelles de propriétés
de méthodes numériques (voir section 3.2.1). Les méthodes numériques sont variées :
nous avons identifié des travaux liés a la différentiation automatique [149, 135], au
calcul numérique d’intégrales [141, 142, 187], a 'étude des équations différentielles or-
dinaires [116, 146, 114, 117, 176, 22] ou aux dérivées partielles [28, 25|, 'approximation
de racines de fonctions [161, 162] et 1‘étude de matrices-intervalles [164].

Une seconde série de travaux est dédiée a l'analyse formelle de I'implémentation
flottante de méthodes numériques, et plus particulierement aux erreurs d’arrondi (voir
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section 3.2.2). Les travaux les plus anciens concernent le calcul de fonctions élémen-
taires [182, 184, 102] tandis que des contributions plus récentes sont vouées a I'implé-
mentation de schémas numériques pour la résolution d’équations différentielles [23] ou
a des problématiques d’analyse matricielle [177].

Enfin, la derniere série de travaux est vouée a la formalisation de résultats théoriques
liés & I'analyse fonctionnelle [168, 186, 117, 15, 122, 156, 71] et aux espaces de dimension
finie [103, 104, 109, 44, 144, 145, 3], qui font 'objet de la partie III du manuscrit.

Il faut noter que ces travaux de formalisation ont fait usage de divers assistants de
preuves, nommément Coq [149, 135, 141, 142, 187, 146, 28, 25, 161, 162, 164, 23, 177,
122, 71, 44, 144], HOL-Light [102, 103, 104], Isabelle/HOL [116, 114, 117, 22, 15, 109,
145, 3], Mizar [168, 186], PVS [156] et ACL2 [182, 184].
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Chapitre 4

Arrondi correct de la moyenne de
deux nombres flottants décimaux

La norme IEEE 754 définit les formats de représentation des nombres a virgule flot-
tante ainsi qu’un ensemble d’opérations sur ces nombres [112] (voir chapitre 2). Dans la
version initiale datant de 1985, la norme ne spécifie que des formats de représentation de
nombres flottants binaires. Or, comme le fait remarquer Cowlishaw a ’aube des années
2000 [54], les données et régles de calcul utilisées dans les applications commerciales et
financieres sont par nature liées au systeme de calcul décimal.

En 2008, la norme a subi une révision majeure incluant des formats de représentation
pour les nombres flottants décimaux [113]. Cela va de pair avec la production d’unités
matérielles dédiées au calcul en base 10, comme les processeurs IBM POWERG [131] et
79 [62]. Ces avancées conduisent & 1’émergence de nouveaux axes de recherche portant
sur l'arithmétique décimale.

Malheureusement, il n’est ni automatique ni trivial de transposer aux nombres flot-
tants décimaux des propriétés valides pour des nombres flottants binaires. Par exemple,
un algorithme fournissant I’arrondi correct d’une opération en base 2 ne fournit pas né-
cessairement I'arrondi correct en base 10 [132]. Les programmes en apparence les plus
simples n’échappent pas a la regle, comme la moyenne de deux nombres flottants :

o (x + y)
2 Y
o étant I'arrondi au plus proche, avec regle de bris d’égalité 7 quelconque.

Dans ce chapitre, nous commengons par présenter les criteres (tels qu’énoncés par
Sterbenz [195]) que devrait satisfaire tout programme fournissant la moyenne de deux
nombres flottants puis présentons quelques algorithmes issus de précédents travaux et
satisfaisant ces criteres pour des formats binaires (section 4.1). Ensuite, nous montrons
que les implémentations les plus intuitives ne fournissent pas I’arrondi correct lors du
passage en base 10 (section 4.2) puis exhibons un algorithme plus élaboré calculant
I'arrondi correct de la moyenne de deux nombres flottants décimaux (section 4.3). Nous
proposons une démonstration de la propriété d’arrondi correct de I'algorithme : nous

o7
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la présentons tout d’abord sans tenir compte des comportements exceptionnels pour
des questions de lisibilité (section 4.3.1) et décrivons la preuve formelle associée (sec-
tion 4.3.2) dans le format FLX de Coq. Enfin, nous montrons comment Coq a aidé a
la généralisation des démonstrations en les rendant notamment valides dans le format
FLT, i.e. en tenant compte d’éventuels dépassements graduels inférieurs (section 4.3.3).
Les résultats de ce chapitre ont fait I'objet d’un article avec Boldo et Tourneur [31].

4.1 Calcul de moyenne en base 2

4.1.1 Criteres de Sterbenz

Les questions concernant le calcul de la moyenne de nombres a virgule flottante ont
commencé a émerger vers le début des années 1970. Sterbenz est 'un des premiers a
aborder ce sujet [195]. Son but n’est pas d’exhiber un algorithme canonique de calcul
de moyenne qui soit a la fois efficace et précis, mais plutot de donner un ensemble de
criteres que doit réunir un tel algorithme. L’algorithme doit par exemple étre symétrique
et suffisamment précis. Sterbenz propose par ailleurs de bonnes pratiques pour prévenir
les dépassements de capacité supérieurs et pour gérer les dépassements de capacité
inférieurs. Ces pratiques s’inscrivent dans 'optique d’une programmation minutieuse
allant de pair avec une prise en compte des détails inhérents au format de représentation
des nombres !

Sur la base de ces criteres, quelques implémentations potentielles sont présentées :

o (z@dy)@2, qui est tres précise et fournit ’arrondi correct en base 2 mais peut pro-
voquer un dépassement de capacité supérieur lorsque x et y sont de méme signe
(pour rappel, @, ®, etc, désignent les opérations arrondies (voir section 2.1.3)).

e (r@2)®(y@2), qui est également précise mais ne fournit pas nécessairement
I’arrondi correct en cas de dépassement de capacité inférieur.

e & ((yor)@2), qui est moins précise que le premier algorithme, mais ne provoque
pas de dépassement parasite de capacité supérieur lorsque x et y sont de méme
signe.

Nous ne présentons ci-dessus que quelques éléments d’analyse de ces algorithmes ;
I'étude menée par Sterbenz [195] est plus exhaustive et confronte les trois implémenta-
tions a I'ensemble des criteres qu’il énonce.

4.1.2 Algorithmes de calcul de moyenne en base 2

Nous remarquons qu’aucune des implémentations présentées en section 4.1.1 n’est
exempte de défaut ou de compromis. Il s’avere donc nécessaire de combiner ces formules
a des tests bien choisis pour obtenir des programmes précis, voire corrects, sans faire
d’impasse sur l'efficacité. Dans cette section, nous présentons des travaux antérieurs
visant a calculer 'arrondi correct de la moyenne de deux nombres flottants binaires.

1. La contribution de Sterbenz [195, §8] est d’ailleurs intitulée « carefully written programs ».



4.2. ALGORITHMES INFRUCTUEUX EN BASE 10 29

Boldo propose deux algorithmes formellement prouvés [24]. Le premier algorithme
est précis et respecte les criteres établis par Sterbenz, mais son temps d’exécution est
long car il repose sur une comparaison de signes entre les deux entrées. Le second,
relativement efficace, combine deux des implémentations proposées en section 4.1.1 et
fournit 'arrondi correct de deux nombres flottants au format binary6/ :

1 double average(double C, double x, double y) {
5 if (C <= abs(x))

3 return x/2+y/2;

1 else

5 return (x+y)/2;

6 I

avec C une constante comprise entre 2797 et 2970,

Boldo prouve que ce programme fournit 'arrondi correct méme en cas de dépas-
sement de capacité inférieur et qu’aucun dépassement parasite de capacité supérieur
ne se produit [24]. Ces résultats ne sont possibles que parce que les bornes sur les va-
leurs possibles de C' sont bien choisies, la borne inférieure permettant d’éviter d’utiliser
I'implémentation de la premiere branche lorsque des valeurs dénormalisées peuvent ap-
paraitre et la borne supérieure permettant de ne pas utiliser la seconde branche lorsqu’il
y a un risque de dépassement parasite de capacité supérieur.

Goualard propose un algorithme comparable [88]. Néanmoins, il s’intéresse a un
probleme légerement différent portant sur le calcul du point-milieu d’un intervalle, ce
qui induit des différences dans le traitement des valeurs exceptionnelles. Il complete en
outre le travail mené par Sterbenz en proposant quelques autres algorithmes dont il
dresse une liste d’avantages et d’inconvénients :

e (ro(r22)) @ (y@2), qui est moins précis en cas de dépassement de capacité
inférieur, mais ne provoque pas de dépassement parasite de capacité supérieur.

e d’autres implémentations utilisant des modes d’arrondi dirigés, comme par exem-
ple & (Aa(z/2) + &(y/2)), avec A T'arrondi vers +oo. La précédente formule ne
respecte toutefois pas l'ensemble des criteres de Sterbenz [195] : en effet, I'un de
ces criteres stipule que le point-milieu doit appartenir a I'intervalle, ce qui n’est
pas forcément le cas ici.

Enfin, Kornerup et al. proposent un algorithme qui calcule ’arrondi correct de la
moyenne de deux nombres z et y lorsque z et y sont du méme ordre de grandeur [124].
Ce résultat reste d’ailleurs valable lorsque les nombres flottants considérés sont des
nombres décimaux. Cependant, les hypotheses sur = et y sont assez restrictives : soit
0<y<ax<2y, soit 2y<x<y<0.

4.2 Algorithmes infructueux en base 10

D’un point de vue mathématique, ¢.e. lorsque les opérations et parametres sont réels,
les formules présentées en section 4.1.1 sont parmi les plus intuitives pour calculer la
moyenne de deux nombres. En arithmétique flottante binaire, si nous faisons abstrac-
tion des comportements exceptionnels, certaines de ces implémentations fournissent
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par ailleurs ’arrondi correct. Dans cette section, nous montrons qu'’il est possible d’ex-
hiber des contre-exemples assez simples lorsque les nombres flottants considérés sont
décimaux. Pour des raisons de lisibilité dans la présentation des contre-exemples, nous
utilisons un format décimal avec 4 chiffres de mantisse.

4.2.1 Formules basées sur (z®y) @2

La formule la plus naive est (z @ y) @ 2, qui fournit 'arrondi correct en base 2 en
I’absence de dépassement de capacité supérieur. En base 10, le résultat de la division
d’un nombre flottant par 2 est soit correct quand la mantisse est paire ou suffisamment
petite, soit un point-milieu quand la mantisse est impaire (voir détails en section 4.3.1).
Dans ce dernier cas, le choix de la regle de bris d’égalité du mode d’arrondi est alors
déterminant. Ce constat rend aisé I’exhibition d’'un contre-exemple : si I'un des nombres
flottants est négligeable par rapport au second au moment de I’addition et que le résultat
de la division par 2 n’est pas exact, le résultat obtenu est incorrect. Considérons par
exemple z = 3001 x 1019 et y = 1000 x 10~1°. L’arrondi de la somme de x et y est égal & x
car y est petit par rapport a x et /2 = 1500,5 x 10°. Avec un mode d’arrondi au plus
proche avec regle de bris d’égalité vers le nombre pair (qui, ici, revient & arrondir vers
—00), nous obtenons (z@®y)®2 = 1500x10'°. Cependant, comme y est strictement positif,
la valeur exacte de (x +y)/2 est légerement supérieure au point-milieu 1500,5 x 1010 et
nous aurions di arrondir vers +oo et obtenir le résultat correct 1501 x 1010,

La formule (z @ y) ® 5@ 10 est un bon candidat car elle est mathématiquement
équivalente et fait apparaitre une division par 10, exactement représentable en base 10.
Cependant, le contre-exemple précédent invalide cette implémentation.

4.2.2 Formules basées sur (zr22) @ (y ©2)

Afin d’éluder le probleme de la sommation x @y, nous étudions 'implémentation qui
suit : (x @2) @ (y @ 2). En base 2, elle fournit également 1’arrondi correct en I’absence
de dépassement de capacité inférieur. Malheureusement, pour des raisons similaires, cet
algorithme ne fournit pas I’arrondi correct en base 10 pour le contre-exemple exhibé en
section 4.2.1, i.e. x = 3001 x 1010 et y = 1000 x 1010, En effet, /2 étant un point-milieu,
(r22)® (y@2) n'est pas arrondi correctement.

L’utilisation d’un opérateur FMA (voir section 2.1.3) semble judicieuse puisqu’elle
permettrait de se limiter a deux arrondis : o(x x 0.5 + (y @ 2)). La division de y par
2 peut étre inexacte, mais la division de x par 2 et la sommation finale ne nécessitent
qu’un arrondi. Cependant, si cette idée permet d’obtenir I’arrondi correct pour ’exemple
précédent, il est possible de trouver un contre-exemple invalidant cette nouvelle implé-
mentation. Soit x = 2001 x 1019 et y = 2001 x 10%. Nous obtenons y @ 2 = 1000 x 108,
qui est le résultat de 'arrondi du point-milieu y/2. Cette valeur est ensuite ajoutée a
x/2 =1000,5x 10'°, ce qui donne le résultat 1010,5 x 10'°, dont I'arrondi est 1010 x 1019.
Cela differe du résultat attendu, i.e. 'arrondi de 1010,505 x 1019, 7.e. 1011 x 1010,
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Bien qu’infructueuse sur cet exemple, cette derniere solution fournit I'arrondi correct
pour une classe importante d’exemples. Nous 'utilisons donc, conjuguée a un test sur les
valeurs dont on souhaite calculer la moyenne, dans les cas favorables (voir section 4.3).

4.3 Algorithme correct en arithmétique décimale

Nous proposons un algorithme en arrondi correct (algorithme 2) ne reposant que
sur un test. Dans cette section, nous prouvons la correction de cet algorithme pour
toute base paire et en particulier pour la base 10. La notation F désigne un format de
nombres flottants en base paire, dont la précision p est strictement supérieure a 1 et tel
que enpin < 0 (ce qui dans le cas des bases paires implique que 0,5 est représentable dans
F). Le mode d’arrondi considéré est I’arrondi au plus proche noté o avec regle de bris
d’égalité quelconque. Nous supposons également que 1'opération FMA est disponible.

1 Function TwoSum(x,y)
2 s<o(x+y)

3 ' < o(s-y)

4 | Yy <o(s-a')

5 0y < o(x —1')

6 o < o(y-y')

7 7 < 0(0q + dp)

8

return (7, s)

Algorithme 1 : Algorithme TwoSum

Function Averagel0(z,y)
(a,b) = TwoSum (z,y)
if o7(ax0,5-(a@2)) =0 then
| return o7(bx 0,5+ (a@2))
else
L return o7 (a x 0,5 +b)

(<IN 1 SR NI SR

Algorithme 2 : Algorithme de calcul de moyenne de deux nombres décimaux

L’algorithme utilise I'opérateur TwoSum [58, 123], une transformation exacte cal-
culant la somme arrondie a de deux nombres flottants = et y et I'erreur induite par
cette sommation (qui est exactement représentable dans le format IF et est notée b dans
le reste de la section). L’opérateur TwoSum est décrit par 1'algorithme 1. Par défini-
tion, 'opérateur TwoSum vérifie (a,b) = TwoSum (z,y) = x +y = a+b. Calculer la
moyenne de x et y revient donc a calculer la moyenne de a et b. Comme b est l'erreur
d’arrondi causée par la sommation, nous obtenons une information supplémentaire, a
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savoir que |b| < UIPT(G). Cette hypothese permet de prouver la propriété d’arrondi correct
quelle que soit la branche empruntée apres le test de la ligne 3 (voir détails dans les
sections 4.3.1 et 4.3.3).

L’algorithme 2 ne fait appel qu’a un unique test et comporte deux branches. La
premiere branche est empruntée lorsque la division de a par 2 est représentable dans le
format [F, ce qui est toujours vrai lorsque la mantisse de a est paire mais est également
vérifié pour certains nombres de mantisse impaire. La seconde branche est quant a elle
empruntée lorsque a est un nombre impaire dont la division par 2 n’appartient pas a [F.

4.3.1 Arrondi correct dans le cas ou a est strictement positif

Dans cette section, nous supposons que a est strictement positif, la généralisation
au cas négatif est naturelle par argument de symétrie et est présentée en section 4.3.3
(premier paragraphe). Par ailleurs, nous supposons les exposants non bornés, ce qui
correspond au format FLX de Flocq (voir section 2.2.4). La prise en compte des dépas-
sements graduels de capacité inférieurs sera présentée dans le second paragraphe de la
section 4.3.3. La preuve repose sur plusieurs résultats techniques, que nous commencons
par démontrer (voir section 2.1.2 pour la définition de succ (g) utilisé ci-dessous).

Lemme 4.1. &Soitm:g+%xulp(g) avec gelF, g>0et0<e< —ulpz(g).
e moe=g
e m@e=succ(g)

Démonstration. La preuve repose sur le fait que m soit le point-milieu entre g et succ (g)
et sur le fait que e soit positif et suffisamment petit. Cela peut s’expliquer de fagon
intuitive en observant les valeurs respectives des différentes variables, comme indiqué
sur la figure 4.1. O]

F1GURE 4.1 — Disposition des valeurs utilisées par le lemme 4.1

g=meoe m succ(g)=mee
......... | | | | |
B VAN R
m-—e m+e

Le lemme 4.2 établit les propriétés d’un nombre flottant qui ne peut pas étre divisé
par 2 de fagon exacte :

Lemme 4.2. &Soz’t zel.

7/2¢F = |[M,|22x10"" ' +1A M, € (2Z +1).
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Démonstration. Soit x € F tel que z/2 ¢ .

Par contraposition de la seconde moitié de la conclusion, nous supposons que M, €
27., donc % €Z.
Soit n =24 L = Mo 105 = nx 105, Nous avons z € F, donc |M,| < 107, ce qui implique
que |n| < 107. Nous en déduisons que § € F car § =n x 105« avec :

neZnE,eZnln| <107,

Ainsi, la premiere hypothese M, € 27 est fausse car elle contredit le fait que 5 ¢ IF, donc
nous avons M, € (2Z +1).

Supposons maintenant que |M,| <2 x 10r~1.

Nous avons M, € (2Z + 1), donc M, — 1 € 2Z et Mz=L ¢ 7 Soit n = 10 x 4= donc

2 2
T _ Ey-1 A : )4 i4 My _ Mg-1 | 1 .
5 =nx10%~1 A partir de I'égalité == = =£= + 5, nous prouvons que n € Z :

+ 5.

M,-1 1 M, -1
:]_ — :]_
n Ox( +2) 0 x 5

De plus, par 'hypothese |M,| < 2 x 10P~1, nous bornons la valeur de n : |% < 1001,
donc |n| < 10P. Donc § € F car § =n x 10571 avec :

neZnAE,-1€ZA|n|<10P.

Une fois encore, par contradiction, I’hypothese |M,| < 2 x 10P~1 est fausse, donc |M,| >
2 x 10P1,

Nous avons M, € (2Z+1) A|M,| > 2x 107! mais 2 x 10r~! € 27, donc |M,| > 2 x 10p~!
et ainsi M, € (2Z+ 1) A M| >2x 1071 + 1. O

Le théoreme? qui suit établit la propriété d’arrondi correct de I’algorithme 2.

Théoréme 4.3. €‘fySuppo:sons que p > 2. Soient a,b € F tels que |b| < 3xulp (a) eta>0 :

e SitclF :

vl

oT(a;b):oT(bXO.5+a®2).

o S12¢F :

IS

o” (a;b) =o"(ax0.5+b).

2. En fait, ce théoreme ne traduit cette propriété que si le test de la ligne 3 de 'algorithme 2 est
équivalent a § € F : ce point est discuté dans la suite de la présente section.
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Démonstration. Soit a € et be T tels que |b| < 5 x ulp (a) et a > 0.

()2 2)

Donc, nous pouvons nous restreindre au cas ou b # 0 dans le reste de la démons-
tration, pour les deux cas qui suivent :

e Sib=0:

e Premier cas : § €,

oT(bXO,5+a®2)=oT(g+g):oT(a;b).

e Second cas : 5 ¢ I,

D’apres I’égalité % = % + %, nous avons g = (% + %) x 10Fa,
Par application du lemme 4.2, nous avons M, € (2Z + 1), donc M, -1 € 27 et

M-l ¢ 7,
2 :
Ce lemme établit également que |M,| > 2 x 10P~! + 1, donc :
2x 1071 +1 < |M,| < 107
= 2x 10P' <M, -1] <107 + 1

- P
ol < M, 1‘<10 +1

2
— 107 < %‘ <107,
Soit ¢ = % x 10F« nous avons c € F car :
M,-1 M,-1
el nE,eZ A 5 ’<10p.

Nous avons aussi ulp (a) = ulp (¢) car E, = E,, 10~ < M, < 107 et 1071 < M, <
107. Nous pouvons réécrire § comme :

1 1
g=c+§X1OE“:c+§xulp(c).

e Sib>0, nous avons : 0 < b <
d’apres le lemme 4.1 :

o” (g +b) =o" (g + é) = succ (¢).
2 2 2
1

e Si b<0, nous avons : 0 < —b < 1 xulp(a). Donc 0 < -2 <1 xulp(a). Ainsi,
par application du lemme 4.1 :

(o) 5-()-

2 xulp(a). Donc 0 < £ <1 xulp(a). Ainsi,
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( ) ( ) .

Pour que le théoreme 4.3 soit une preuve de correction de ’algorithme 2, il reste a
prouver que o7(a x 0.5 - (a @2)) = 0 correspond bien a tester si a/2 € F. Dans ce cas,
comme les exposants sont non bornés, ces deux tests sont équivalents a a/2 = a @ 2.

Il faut noter, a la ligne 6 de I'algorithme 2, que b n’est pas divisé par 2. En pratique,
seul le signe de b nous intéresse. Par conséquent, nous aurions pu utiliser aussi bien b
que b @ 2. Nous choisissons d’utiliser b pour deux raisons. Premierement, cela permet
de se passer d’une opération flottante. Deuxiemement, lorsque le dépassement graduel
de capacité inférieur sera pris en compte, il deviendra nécessaire de ne pas diviser b
par 2. En effet, lorsque b est tres petit, nous pourrions avoir b @ 2 = 0 et ainsi perdre
I'information sur le signe de b (voir détails dans la section 4.3.3).

O

4.3.2 Formalisation des résultats

Les démonstrations des résultats présentés en section 4.3.1 sont particulierement
difficiles a vérifier et hautement perméables, sinon aux raisonnements faux, au moins a
I'oubli de cas ou a l'utilisation d’hypotheses erronées. C’est pourquoi nous formalisons
I’ensemble du raisonnement dans ’assistant de preuves Coq.

L’opérateur TwoSum [58, 123] est utilisé a la ligne 2 de 'algorithme 2 afin de trans-
former les entrées. Bien qu’il existe une formalisation de TwoSum dans Coq, nous nous
limitons a prouver la correction de I'algorithme appliqué aux sorties de TwoSum. Nous
supposons que la valeur absolue de la seconde entrée est inférieure a la moitié de 1'ulp
de la premiere entrée, i.e. Rabs b <= ulp a / 2. Comme expliqué en section 4.3.1,
cette hypothese est cruciale pour prouver que I'algorithme fournit I’arrondi correct de
la moyenne des deux entrées mais n’implique pas a = o(a + b).

En Coq, I'algorithme 2 de la page 61 est défini comme suit :

Variable choice : Z — bool.
Notation round_flx := (round radix10 (FLX_exp prec) (Znearest choice)).
...
Definition averagel0 (a b : R) :=
if (Req_bool (round_flx (a/2 - round_flx (a/2))) 0)
then round_flx (b/2 + round_flx (a/2))
else round_flx (a/2 + b).

Dans le code Coq ci-dessus :
e Req_bool u v est a valeur dans bool et renvoie vrai si v = v, faux sinon;
e round_f1x désigne 'arrondi au plus proche (Znearest), avec regle de bris d’éga-
lité quelconque (choice)?, dans le format FLX de Flocq (voir section 2.2.4).

3. En d’autres termes Znearest choice désigne o”
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La propriété d’arrondi correct que nous cherchons a démontrer peut étre spécifiée
de la facon suivante :

Notation format := (generic_format radix10 (FLX_exp prec)).
C...)

Theorem averagelO_correct : forall a b, format a — format b —
Rabs b <= ulp a / 2 — averagelO a b = round ((atb)/2).

Dans le code Coq ci-dessus, format désigne le prédicat vérifiant si un nombre est
représentable dans le format flottant décimal FLX de Flocq (voir section 2.2.4).

La démonstration formelle du théoreme Coq averagelO_correct suit globalement
la démonstration papier du théoreme 4.3 et n’est pas extrémement difficile. Il a néan-
moins d’abord fallu formaliser la preuve des résultats intermédiaires, i.e. les lemmes 4.1
et 4.2, dont la démonstration s’est révélée plus ardue du fait de certains aspects tech-
niques propres a la bibliotheque Flocq, e.g. le concept d’exposant canonique [38].

La preuve formelle présentée dans la section courante se restreint au cas ou a est
strictement positif et ou le format utilisé est le format FLX (voir section 2.2.4). La
section 4.3.3 présente les généralisations que nous avons menées avec 1’aide de Coq.

4.3.3 Généralisations
Cas ol a (premier opérande de la moyenne) est négatif

Nous avons prouvé que I’algorithme 2 implémenté suivant un mode d’arrondi o7, 7.e.
au plus proche avec regle de bris d’égalité 7 quelconque, fournissait I’arrondi correct.
Notons averagel(” I'expression mathématique de cet algorithme.

Nous prouvons 'existence d’une fonction o : R — F (paramétrée par une fonction
7 : Z — bool) telle que pour tout x € R, o™(x) = — o™ (—z) et qui implémente bien un
arrondi au plus proche avec regle de bris d’égalité 7.

Supposons que a < 0 (a étant le premier opérande de la moyenne). Comme le
théoreme 4.3 est valide pour toute regle de bris d’égalité et que 0 < —a, nous avons
averagel0 (-a, -b) = o7 ((-a - b)/2). Donc, par définition de o7, averagel0(-a,-b) =
~ o7 ((a +b)/2). Nous utilisons ensuite Coq pour démontrer que averagel0”(-a,—b) =
—averagel0”(a,b) et obtenons ainsi averagel0”(a,b) = o7((a +b)/2).

Sia=0, alors b =0 et averagel0"(a,b) = 0, qui est bien 'arrondi correct attendu.

Dépassement graduel de capacité inférieur

Nous prenons ensuite en compte les dépassements graduels de capacité inférieurs.

Le passage du format FLX au format FLT conduit a distinguer deux cas :
e si b =0, alors a peut potentiellement étre dénormalisé. Dans le format FLX,
a+ 0= o0(a) # 0, ce qui n’est pas nécessairement vrai dans le format FLT, e.g.
lorsque a est inférieur a la moitié du successeur de 0. Ainsi, le test réalisé a la
ligne 3 de 'algorithme 2 ne correspond pas a tester si a/2 est représentable dans
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le format FLT considéré. Néanmoins, comme b = 0, cela n’a guere d’importance,
I’arrondi correct étant trivialement obtenu quelle que soit la branche empruntée.
e si b+ 0, par 'hypothese |b] < UIPT@), a est nécessairement supérieur a 10P*émin ce
qui implique que a, a/2, et a @ 2 sont normalisés. Par conséquent, le test de la
ligne 3 de l'algorithme 2 a le méme sens que dans le format FLX et vérifie si a/2 est
représentable. Ainsi, les démonstrations fournies en section 4.3.1 restent valables.
Par ailleurs, lorsque b est dénormalisé, I'information sur son signe pourrait étre
perdue lors du calcul de b/2 (pour b = succ (0)). Cependant, b n’est pas divisé
par 2 a la ligne 6 de l'algorithme 2, ce qui permet de contourner ce probleme.

Généralisation a toute base paire

Nous n’utilisons aucune propriété propre a la base 10, sinon sa parité. Le passage
de la base 10 a une base paire quelconque s’est fait sans encombre et n’a généré au-
cun but nouveau (& l'exception de quelques rudiments d’arithmétique entiere que Coq
démontre automatiquement lorsque la base est fixée et nécessitant une étape de réécri-
ture supplémentaire lorsqu’il s’agit d’'un parametre, suivie de 'utilisation d’'une tactique
automatique). L’algorithme 2 fournit donc I’arrondi correct pour toute base paire.

4.4 Conclusion

Aussi simple soit 1'idée de calculer la moyenne de deux nombres flottants, elle a
permis de montrer qu’une propriété valide dans un format de représentation binaire
n’est pas aisément généralisable a toute base. Nous avons montré que les algorithmes
fournissant l’arrondi correct de la moyenne en base 2 échouaient en base 10. Il a fallu
construire un programme plus élaboré et relativement plus cotiteux puisqu’il repose
sur un branchement conditionnel et sur l'utilisation judicieuse de l'opérateur TwoSum.
Cependant, nous avons pu prouver qu’il calculait I'arrondi correct en tenant compte
des dépassements inférieurs et pour une base paire quelconque.

Bien que lisible et relativement courte, la preuve de correction proposée est tech-
nique. L’utilisation de I'assistant de preuves Coq a permis d’une part de garantir la
validité de la démonstration et d’autre part de guider la généralisation des résultats.
La preuve formelle est concise (700 lignes de code Coq) et de taille comparable a la
démonstration formelle de I'algorithme proposé en base 2 par Boldo [24].

En revanche, nous ne gérons pas les dépassements de capacité supérieurs. S’il est
possible de montrer que I’algorithme proposé renvoie une valeur finie pourvu que Two-
Sum renvoie une valeur finie, ce dernier peut dans de rares cas étre responsable de
dépassements parasites de capacité supérieurs [33].

Par ailleurs, il ne serait pas simple de généraliser ’algorithme au calcul de moyenne
dans le cas général, i.e. M avec X1, Xo, ..., X, des nombres flottants décimaux.
Il n’est en effet pas toujours possible de calculer 'arrondi correct d’'une somme de 3
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nombres flottants ou plus?.

L’une des faiblesses de 'algorithme proposé est 1'utilisation de ’algorithme TwoSum,
qui comporte six opérations flottantes. Il semble toutefois difficile de mettre en place un
algorithme correct sans moyen de comparer les ordres de grandeurs des deux opérandes,
sinon au prix de nombreux branchements conditionnels, qui seraient plus cotiteux que
I’algorithme TwoSum lui-méme.

Nous pourrions également envisager d’étendre I'approche aux bases impaires. Cette
perspective présente cependant des difficultés techniques. En effet, le raisonnement ac-
tuel ne peut étre réutilisé car nous utilisons la parité de la base a plusieurs reprises.
La gestion des bases impaires est par ailleurs difficile a cause de la gestion des points-
milieux et des regles de bris d’égalité, qui n’est pas aussi standard qu’en base paire.

Cet exemple met en exergue la nécessité de démonstrations rigoureuses pour les
implémentations en précision finie, méme les plus simples ®. Lorsque ces démonstrations
sont techniques ou fastidieuses, nous pensons que l'utilisation d’assistants a la preuve
formelle tels que Coq apporte une garantie supplémentaire quant a la correction des
raisonnements. Ce parti-pris sera le socle commun a I’ensemble des travaux présentés
dans ce manuscrit.

4. 11 serait éventuellement possible d’utiliser un accumulateur long de Kulisch [126].

5. Sterbenz évoque la nécessité d’implémenter des programmes minutieusement écrits (« carefully
written programs ») par opposition aux programmes écrits « vite et mal » (« quick and dirty pro-
grams ») [195].
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Chapitre 5

Erreurs d’arrondi des méthodes de
Runge-Kutta : cas linéaire scalaire

La résolution exacte des équations différentielles ordinaires n’étant pas toujours pos-
sible, de nombreuses méthodes de résolution numériques ont été mises au point [59] (voir
chapitre 2 pour une présentation de ces méthodes). Les méthodes de Runge-Kutta ex-
plicites [45] figurent parmi les schémas numériques les plus couramment utilisés, en par-
ticulier la méthode d’Euler et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. A titre d’exemple,
parmi les 13 méthodes d’intégration numérique qu’embarque 1'outil Simulink!, 11 mé-
thodes appartiennent a la classe des schémas de Runge-Kutta.

Les méthodes d’intégration numérique ont été construites dans l'objectif d’obte-
nir une bonne approximation de la solution exacte et sont inextricablement liées aux
erreurs de méthodes qu’elles induisent, bien connues et intensivement étudiées. L'un
des aspects les plus importants de la recherche en analyse numérique des équations
différentielles a d’ailleurs pour objectif d’augmenter I’ordre des méthodes sans compro-
mis sur lefficacité [59, 45, 98]. L’'implémentation de méthodes numériques itératives en
arithmétique a virgule flottante induit une seconde source d’erreur, a savoir les erreurs
d’arrondi pouvant s’accumuler au cours des itérations et fausser les résultats obtenus.
Cependant, les erreurs d’arrondi étant (observationnellement) négligeables par rapport
aux erreurs de méthode [175], elles ont rarement fait le sujet d’études poussées. Des
travaux se sont néanmoins portés sur ces problématiques, adoptant des approches tres
diverses. Le chapitre 3 de ce manuscrit propose un état de I’art de ces différents travaux.

Dans le cas des systemes linéaires, les solutions peuvent étre exprimées de maniere
exacte. Cependant, I'utilisation de méthodes numériques itératives est parfois privilé-
giée, notamment lorsque I'objectif est d’observer 1’évolution temporelle de la solution.
La résolution explicite des systemes linéaires utilise en effet ’exponentielle de matrice,
dont le calcul efficace et précis s’avere étre un probleme difficile [84, 151], reposant gé-
néralement sur des approches telles que les approximants de Padé [10]. Certains outils
comme Simulink embarquent par ailleurs des solveurs a base de méthodes de Runge-

1. Simulink est un outil permettant de modéliser et simuler des systémes dynamiques : https:
//fr .mathworks.com/products/simulink.html
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Kutta et ne traitent pas a part les systemes linéaires.

Dans cette seconde partie du manuscrit, nous nous intéressons aux erreurs d’arrondi
induites par I'implémentation de méthodes de Runge-Kutta explicites appliquées aux
systemes linéaires. Nous proposons une méthodologie mécanique, a grains fins, et qui
tire parti de certaines propriétés mathématiques des méthodes numériques, comme la
stabilité linéaire [129]. Nous tenons compte des éventuels comportements exceptionnels
d’arithmétique a virgule flottante, a savoir les dépassements de capacité inférieurs et
supérieurs. L’analyse générique que nous présentons sera instanciée a trois méthodes
classiques : la méthode d’Euler, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 et la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4.

Ce chapitre, qui permet d’introduire notre approche ainsi qu’'un ensemble de défi-
nitions, est plus particulierement voué au cas des systemes les plus simples, a savoir
les systemes linéaires scalaires (unidimensionnels). En section 5.1, nous présentons les
systemes, les méthodes et les implémentations étudiés. La méthodologie utilisée pour
borner les erreurs d’arrondi (basée sur la distinction entre les erreurs dites locales et glo-
bales) est présentée en section 5.2. Nous montrons ensuite que, dans le cas des méthodes
stables, les solutions calculées sont dans la plupart des cas décroissantes (section 5.3).
En section 5.4, nous bornons les erreurs d’arrondi locales, i.e. commises au cours d'un
pas d’itération de la méthode. Puis, en section 5.5, a partir des bornes sur les erreurs
locales, nous bornons I'erreur globale, i.e. résultant de ’accumulation des erreurs d’ar-
rondi. Enfin, en section 5.6, nous prouvons qu'une condition « réaliste » sur la valeur
de la solution initiale suffit & se prémunir des dépassements de capacité supérieurs.

Remarque 1. Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait 'objet d’un premier
article ne couvrant pas la gestion des dépassements de capacité [29] et d’un second
article qui raffine les bornes et présente la gestion des comportements exceptionnels [30].

Remarque 2. Les résultats présentés dans ce chapitre n’ont pas directement fait [’objet
d’une formalisation car ils peuvent pour la plupart étre obtenus comme instances des
résultats du chapitre 6 (cas linéaire matriciel), qui sont pour leur part formalisés.

5.1 Systemes et méthodes étudiés

5.1.1 Résolution numérique des systémes linéaires scalaires
par des méthodes de Runge-Kutta

La famille la plus simple de problemes avec condition initiale est associée aux équa-
tions différentielles ordinaires de la forme :

Y=y (5.1)

avec A € C, dont la solution explicite est t = yoer(*=%) lorsque y(ty) = yo.
Une telle équation décrit un probleme stable, 7.e. dont la solution converge vers zéro,
si et seulement si JR(\) < 0, avec R la partie réelle de A. Dans la suite de ce chapitre,
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nous nous intéressons au cas particulier ou A € R, dont la condition de stabilité se réduit
a A < 0. L’application d’'une méthode de Runge-Kutta explicite sur le probleme linéaire
défini par 1'équation (5.1) définit la relation :

Yns1 = R(h, N)yn. (5.2)

Parmi les méthodes de Runge-Kutta explicites les plus fréquemment utilisées (voir
section 2.3.3), la méthode d’Euler (voir figure 2.3) est ’exemple le plus simple :

Exemple 5.1. Application de la méthode d’Euler explicite sur l’équation (5.1)
Yn+1 = Yn + h)\yn = (1 + h)\)yn = REuler(ha )\)yn

Nous nous intéressons également a l’application des méthodes de Runge-Kutta
d’ordre 2 (voir figure 2.4) et d’ordre 4 (voir figure 2.2(a)) sur I’équation (5.1) :

Exemple 5.2. Application de la méthode RK2 explicite sur ’équation (5.1)

1 1
ki = )\yn ko = )\(yn + §hk’1) = ()\ + §h)\2)yn

1
Yn+1 = UYn + hkq = (1 +hA+ §h2>‘2)yn = RRK?(h7 /\)yn (53)
Exemple 5.3. Application de la méthode RK/ explicite sur l'équation (5.1)
1 1
kl = )\yn kg = )\(yn + §hl{71) = ()\ + §h)\2)yn
1 1 1
ks = Myn + =hky) = (A + =hA? + =A%)y,
2 2 4
1 1
ky=Myn +hks) = (A +hA\? + §h2)\3 + Zh3A4)yn

1 1 1 1
Yn+1 = Yn + h(gkfl + §k2 + 5]{33 + 6k4)

1 1 1
_ (1 FIAE (AN + (00 + ﬂ(hm) v = Ry (hs N (5.4)

Il convient, pour résoudre un probleme stable, d’utiliser une méthode dite stable pour
ce probleme (voir chapitre 2). L’équation (5.2), enrichie d’une condition initiale, définit
une suite géométrique, convergente pour |[R(h, \)| < 1. La fonction R est appelé fonction
de stabilité linéaire de la méthode de Runge-Kutta [129]. Dans le cas des méthodes de
Runge-Kutta explicites, il s’agit d'un polynome en h\. La région de stabilité associée a
I'équation (5.2) (et donc associée a un couple systéme-méthode) détermine les valeurs
que peut prendre hA pour satisfaire la propriété de stabilité de la méthode, i.e. tel que
|R(h,\)| < 1. La figure 5.1 représente les régions de stabilité pour différentes méthodes
de Runge-Kutta explicites dans le cas ot A est complexe 2.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons plus particulierement aux
méthodes stables (au sens de la stabilité linéaire).

2. Dans le cas réel, il suffit de regarder ’axe des abscisses.
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RK1
——RK2
--—-RK3
—RK4

‘Real (\ h)

FIGURE 5.1 — Région de stabilité des méthodes de Runge-Kutta explicites de 'ordre 1
(i.e. Euler) a l'ordre 4. L’image est inspirée de l'ouvrage de Lambert [129].

5.1.2 Implémentations des méthodes de Runge-Kutta

La fonction R de I'équation (5.2) dépend uniquement de la méthode numérique
employée et est purement « mathématique ». Il convient de distinguer la fonction R et
I'implémentation correspondante en arithmétique a virgule flottante, notée R.

R dépend de trois paramétres. Le premier d’entre eux est le pas h. Son choix revient
a l'utilisateur et nous le considérons comme représentable dans le format flottant3. Le
second parametre de I'implémentation R est arrondi A du coefficient A, qui, en tant
que donnée du systeme dynamique, pourrait ne pas étre représentable. Contrairement
A R, R dépend de l'itération courante n et ne peut pas étre défini indépendamment de
la solution calculée via I'implémentation R A litération précédente?, notée 7,-;. Une
implémentation de la méthode de Runge-Kutta (correspondant a I’équation (5.2)) est
donc de la forme :

Jo~yoeR V1, Gns1 = R(h, A\, Gn)- (5.5)

Chaque méthode numérique peut étre associée a une multitude d’implémentations
qui ne sont pas équivalentes lorsque la précision de calcul est finie. Une implémen-
tation naturelle consiste a considérer le polynéme R(h,\) puis a remplacer les opé-
rations réelles par des opérations flottantes (modulo le choix de I'ordre d’évaluation).
Par exemple, pour RK4 (voir Rpgy(h, ), équation (5.4)), I'implémentation « mathé-
matique » est Rpx;(hy X, 7n) = o [Gr + BT + RhAXAGr, + RhhEXXXGr, + hhhhag AN, ]
(pour rappel, o[...] signifie que toutes les operatlons al 1nter1eur des crochets sont ar-
rondies, avec un parenthésage implicite de la droite vers la gauche (voir section 2.1.3)).

3. En effet, seul 'ordre de grandeur de h compte. En d’autres termes, I'utilisateur choisit un pas h
suffisamment petit pour répondre aux criteres de précision souhaités pour I’approximation de la solution
exacte. Si l'utilisateur choisit un pas d’intégration non représentable, le nombre flottant le plus proche
est généralement tout aussi acceptable pour répondre aux criteres imposés : nous travaillons donc
directement avec ce nombre flottant.

4. Cela s’explique par le fait que les opérations flottantes ne sont pas nécessairement associatives.
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Proposer une analyse d’erreurs d’arrondi pour cette implémentation que nous quali-
fierons d’implémentation « en forme mathématique » nous parait cependant réducteur.
En pratique, il arrive que I'implémentation d’une méthode de Runge-Kutta soit générée
automatiquement sur la donnée du systeme a résoudre et du tableau de Butcher de la
méthode (e.g. dans I'outil Simulink). Les implémentations obtenues font généralement
apparaitre un nombre d’opérations flottantes pouvant étre important et peuvent donc
s’avérer sensibles aux erreurs d’arrondi.

Nous nous intéressons a une classe d’implémentations que nous qualifierons d’im-
plémentations « naives ». Elles consistent a d’abord construire un a un les termes k;
résultant du tableau de Butcher de la méthode numérique (voir les exemples 5.2 et
5.3 pour RK2 et RK4) puis a sommer l’ensemble des k;. Dans le cas de la méthode
d’Euler, I'implémentation naive est proche d’une implémentation en forme normale,
i.€. R’;’W(h,X,g;) =y, ®h PN in- Dans le cas des méthodes d’ordre supérieur, les
implémentations naives utilisent un nombre conséquent d’opérations flottantes :

Exemple 5.4. L’application de la méthode RK2 sur l’équation différentielle avec condi-
tion initiale définie par l’équation (5.1) conduit a l'implémentation naive :

— - ~ s
Uni1 = Rrica (M, A\, ) = © [gj; + hAy, + hh§)\)\gj;l] )

Exemple 5.5. L’application de la méthode RK4 sur l’équation différentielle avec condi-
tion initiale définie par [’équation (5.1) conduit a l'implémentation naive :

. %~  h~_ h~_ h?’~ _ h~_
Una1 = Rrxa(h, A\, 3n) = o [Z/n + g)\yn + §>\yn + E)\2yn + g)\yn
h?~. h3~ ~ h? h*~
+— NG5 + — A3 + =Gy, + — —)\4~].
6 Yn 12 Yn 6 Yn 6 o4 Yn
Dans I'exemple 5.5, les sommations sont parenthésées de la droite vers la gauche. Il
~ . . . 475
en est de méme pour les produits : ainsi, nous avons par exemple L\ = (h® (he (h®
(he 3@ (e (Ae(Ae)))))))).

L’analyse d’erreurs d’arrondi que nous proposons dans la suite du chapitre est géné-
rique et s’applique a n’importe quelle implémentation des méthodes de Runge-Kutta.
Néanmoins, en guise d’exemple, nous instancierons la méthodologie dans le cas parti-
culier de ces implémentations naives.

N2 h3~3~
A yn+ﬁ)\ Un +

5.2 Meéthodologie

Dans cette section, nous présentons les différentes étapes de la méthodologie déve-
loppée pour 'analyse des erreurs d’arrondi des méthodes de Runge-Kutta.

Considérons une méthode de Runge-Kutta appliquée a un systeme linéaire unidi-
mensionnel, caractérisée par la relation suivante :

K
Yn+1 = R(h7 /\)yn = Zazyn
=0
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avec o; dépendant a la fois de ’équation différentielle et du pas d’intégration de la
méthode. Dans les exemples de la section 5.1.1, les coefficients a; sont, par exemple,
hA, % ou encore h;f.

L’implémentation naive correspondante en arithmétique a virgule flottante (voir

section 5.1.2) est de la forme :

Yn+1 = Rl(h’vl)\"ag;b) = @ﬁofiz ® %

Les coefficients @; correspondant aux coefficients a; donnés ci-dessus sont h ® X,
hohobt@ ANt hoh®h®ho24@ @ X®A® .

Nous distinguons les erreurs d’arrondi dites locales et globales. L’erreur que nous
souhaitons borner est celle qui s’accumule au fil des itérations de la méthode. Cette
erreur est appelée erreur globale, est notée E,, (apres n itérations) et est définie comme :

E, = g;% ~Yn = E(h,x, g;l) - R(h» )‘)yn- (5'6)

Pour pouvoir analyser les erreurs globales, nous définissons le concept d’erreur locale,
qui correspond a 'erreur d’arrondi commise au cours d’une seule itération donnée de la
méthode, sans prendre en compte l'erreur commise aux itérations précédentes. L’erreur
locale a l'itération n, notée ¢,, est définie comme :

€o = |%_y0| V’I”LEN*,SHZ |E(huxailm)_R(ha)‘)3jT;| (57>

La méthodologie utilisée pour borner I’erreur globale d'une méthode numérique s’ar-
ticule en plusieurs étapes :

e calculer une borne sur I'erreur d’arrondi Ey = ¢y commise lors du calcul de la
valeur initiale yy. Cette étape est plus ou moins difficile, selon que 1, soit une
constante, e.g. yo = 1, ou le résultat d’un autre algorithme, e.g. I’évaluation d’une
exponentielle.

e calculer une borne sur I'erreur absolue de chaque coefficient «;, 7.e. une borne sur
|&; — o] Cette partie du travail a été déléguée a I'outil Gappa (voir chapitre 2),
qui utilise les hypotheses de stabilité linéaire pour raffiner les résultats.

e & partir des bornes d’erreur sur les termes «;, calculer une borne sur I’erreur locale
en appliquant mécaniquement K fois le lemme 5.4, un résultat technique taillé
sur mesure pour cette tache. Nous tenons compte des dépassements graduels de
capacité inférieurs et obtenons un résultat de la forme Vn, e, < Culg, 1|+ Dn avec
C' et D des constantes de petite taille (pour rappel, u = 347 est 'unité d’arrondi
et n = [emin=P+l est le plus petit nombre flottant dénormalisé). De plus, pour
|Un_1| = M avec M une constante bien choisie, nous prouvons que &, < Culg,1/,
ce qui correspond a ’absence de dépassement de capacité inférieur. Dans le cas
des méthodes de Runge-Kutta, la valeur de M est difficile a obtenir et dépend
des parametres du probleme. En section 5.4, nous construisons mécaniquement
les valeurs de C', D, mais aussi M pour les méthodes d’Euler, de RK2 et de RK4.
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e instancier le théoreme 5.9 avec les constantes C' et D obtenues précédemment :
ce théoreme permet de construire une borne sur 'erreur globale absolue des
méthodes de Runge-Kutta a partir de bornes sur les erreurs locales des itérations
précédentes, en tenant compte des éventuels dépassements de capacité inférieurs.

e les dépassements de capacité supérieurs peuvent étre gérés a part de ’analyse
d’erreurs. Il est en fait possible de montrer que, si §j n’est ni un infini ni NaN,
une borne raisonnable sur sa valeur suffit a se prémunir du risque de dépassement
de capacité supérieur (voir section 5.6).

Raffinement des bornes d’erreur : En I'absence de dépassement de capacité in-
férieur, les bornes obtenues sont sensiblement meilleures que dans un précédent article
que j’ai rédigé avec Boldo et Chapoutot en 2017 [29]. Cette amélioration provient de
I'utilisation de bornes optimales d’erreurs relatives étudiées en détail par Jeannerod et
Rump en 2016 [119]. Nous utilisons plus précisément les lemmes 2.4, 2.5 et 2.6 de ce
manuscrit.

5.3 Décroissance des solutions calculées

Les méthodes considérées sont stables au sens de la stabilité linéaire (voir sec-
tion 5.1.1). D'un point de vue mathématique, la propriété de stabilité va de pair avec
la décroissance des solutions obtenues au cours des itérations. Néanmoins, lorsque les
méthodes sont implémentées en précision finie, la décroissance des solutions calculées
n’est pas évidente a priori. Nous pouvons toutefois montrer, lorsque la méthode est
stable, que cette propriété est vraie sous certaines conditions. Ce résultat, tres utile,
permettra de simplifier les raisonnements d’analyse d’erreurs et de gérer les éventuels
dépassements de capacité supérieurs.

Lemme 5.1. Soit C'>0,M > 0. Supposons que :
e Cu+|R(h,\)|<1;
e VneN* |7,| > M = ¢, < Culg,|.

Alors :

2
<

Vn e N [Gal > M = [g3] > ] 2 M.

Démonstration. Soit n € N*. Supposons que |§,| > M. Nous avons :

72l = | R, X, 30| = 1R (X, 7m1) = R(h NGzt + R(0 )Gl
Par une inégalité triangulaire :
1] < [R(hy X, 21) = RCh, NG| + [R(A D[] = €0+ [R(A )57

Comme |7,| > M, &, < Cu|Fp_1].
De plus, Cu+ |R(h,\)| <1, donc :
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M < |Gl < (Cu+ [R(h D5 < [gna]-

Une induction tres simple permet ensuite d’obtenir le résultat suivant :

Lemme 5.2. Soit C'>0,M > 0. Supposons que :
o Cu+ |R(h,)\)| <1
e VneN* |7, > M = e, <Culy,|
Alors : Yn e N, |g,| 2 M = || < |[na| <+ <|71] < |T0]-

Dans la section 5.6 (théoreme 5.14), le lemme 5.2 sera utilisé pour vérifier une
condition qui permet de se prémunir des dépassements de capacité supérieurs.

5.4 Erreurs locales

Comme stipulé par la méthodologie adoptée (voir section 5.2), nous commengons
tout d’abord par borner les erreurs locales des méthodes de Runge-Kutta. La sec-
tion 5.4.1 est vouée a des résultats préliminaires d’arithmétique a virgule flottante qui
s’appliquent a une large classe d’implémentations de méthodes et tiennent comptent
d’éventuels dépassements de capacité inférieurs. Ensuite, en section 5.4.2, nous four-
nissons des bornes d’erreurs locales pour les implémentations naives de méthodes clas-
siques, a savoir les méthodes d'Euler, de Runge-Kutta 2 et de Runge-Kutta 4.

5.4.1 Résultats génériques pour les erreurs locales

Plutot que de borner directement les erreurs d’arrondi locales induites par une mé-
thode de Runge-Kutta spécifique, nous proposons des résultats génériques et techniques
qui permettront de reconstruire presque mécaniquement les bornes d’erreurs locales.

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la sommation de deux nombres
flottants X; et X, correspondant a des multiples d'une méme valeur y et qui sont
entachés d’erreurs. Nous bornons I'erreur d’arrondi commise lors de ce calcul.

Lemme 5.3. Soit y € R. Soit C1,Cs, D1, Dy € R,. Soit ay,ay € R. Soit X1, X, € F.
Supposons que :

o | X1 -ayy| <Cruly|+ Din;
o | Xy - ay| < Couly| + Dan.
Alors :

|X1 ® Xy - (041 + 042)y|
U
1+

< (C’lu +Cou + u(|a1| + |ag| + Chu + Cgu)) ly| + (1 +u)(D;y + Da)n.
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Démonstration. La preuve repose sur les propriétés de 'arithmétique a virgule flottante
et Papplication du lemme 2.6 (car 'addition est exacte en cas de dépassement de capa-
cité inférieur [83], d’ou 'absence de terme en 7).

| X1©Xo - (a1 +a2)y |
< |X1 @XQ - (Xl +X2)| + |X1 +X2 - (041 +062)y|

x| X1 + Xo| + (Cru + Cou)ly| + (D1 + Da)n

x ((Cru+ |aq )|yl + (Cou + [aa])[yl)

1+u

<
S 14w

+ (Cyu+ Cow)ly| + (Dy + Ds) (1+ u )n
1+u

:((01+02)u+1 ><(|a1|+|a2|+(C'1+C'2)u))|y|+7]1 Dy + Dy)

< (C’lu + Cou + T (|a1| + |ag| + Chu + C’gu)) ly| + (1 +u)(D;y + Do)n.
U

]

Nous nous intéressons ensuite au calcul de X; & (X, ® y) avec X; un nombre flot-
tant correspondant au calcul d’'un multiple de y, X; et X5 étant entachés d’erreurs.
Rappelons que £ = femin est le plus petit nombre flottant normalisé positif.

Lemme 5.4. Soit y, X1, Xy € F. Soit C1,Cy, D1, M, P, € R,. Soit a; € R, s € R*.
Supposons que :

| X1 - any| < Chuly| + Din;

ly] > M = [ X1 - ay| < Crulyl;

o | Xy —ag|<Chu;

el <prc

« M2 msmy-
Alors :

o ly>M=|X,0(X20y) - (a1 + )yl
<yl (Clu + Cou + 7= (o | + 2| | + Cru + 2C5u) + ( ) (Cou+ ]a2|))
o [Xi@(Xy0y) - (a1 +as)y|
<yl (Clu+02u+ T+u
+n(1+u) (2 + D).

(o] + 2laa] + Cruu+ 2C5u) + (1) (Cou +[a]) )

Démonstration. La preuve repose sur une application du lemme 5.3 avec les mémes
variables X7, a; et as. En revanche, le parametre X5 du lemme 5.3 est ici égal a Xo®y.
Les assertions requises sur Xy, a1, Cy et Dy pour appliquer le lemme 5.3 sont directe-
ment déduites des hypotheses. Il reste a exhiber Cy et Ds, ce qui correspond a borner
Ierreur sur Xo ® y :

e Supposons que |y| est quelconque. Nous utilisons le lemme 2.4 et prouvons :
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[Xo @y - asy| < [Xo @y = Xo xy[+[y| [ X2 - s

u
< —— | Xl [y] + 2L + Jy| Cou
U 2

1+

U n
Cou + + |y| Cou + =
1+u( su +|as|) [y| + [y Cou 9

ol (Conr T (Cout o)) + 2.

Donc, nous pouvons prendre (Cs + 7= (Cau + |as|) ) comme valeur de Cy (du lemme 5.3),

puis 1 comme valeur de D, (du lemme 5.3) et avons toutes les hypotheéses nécessaires

a I'application du lemme 5.3, qui permet d’obtenir :

<

u

|X1®X2®y—(061+042)y|
Y (Cyu+|as)) + —2
+ U 2 2 1+wu

U (Gt Jaal))) [yl + (1 + 1) (% v Dl) _

) (Cous s

(Jog| + || + Cru + Cou

< (01U+CQU+ ]

+

1+u

(Joa| + 2|ae| + (C1 + 2C)u) + (1 Y

+Uu

u

1+u

1
+7’/(1+U) (§+D1)
e Supposons que |y| > M.
Nous savons que |y| >

((Cl +Cy)u +

De plus,

Iazl(ff&)‘ X2a;a2| < Pyice. | Xy — ag| < Polag] et done :

|062| - |X2| < P2|Oég| 1.€ |X2| 2 (1 - P2)|042|

et comme P» < 1, nous avons :

§

Xoy| 2 (1- P _
| Qy’ ( 2)‘a2||042|(1—P2)

= 5
Donc [ X, ® y - Xoy| < 75 | Xo| |y| parce que la multiplication de X, par y ne produit
pas de dépassement de capacité inférieur car |Xoy| > £ (voir lemme 2.5).

Nous appliquons le méme raisonnement que dans le premier cas avec n = 0.
O

Les hypotheses peuvent sembler redondantes, en particulier la borne P, sur l'erreur
relative commise sur ap et la borne Cy sur 'erreur absolue commise sur ce méme coef-
ficient. Il semble en effet possible d’obtenir Cy a partir de P,. Cependant, dans le cadre
d’application de ce lemme, ay n’est pas une constante dont on connait précisément la
valeur. La seule information sur o, consiste en un intervalle de valeurs possibles et nous
souhaitons obtenir des bornes d’erreurs valides quelle que soit la valeur prise dans cet
intervalle. Cet intervalle de valeurs est en effet déduit des hypotheses de stabilité sur hA.
Par exemple, pour la méthode RK4, pour ay = % et Xo =0 [h%:\ﬂ, comme la ré-
gion de stabilité de h\ fournit I'hypothese —2 < hA <0, la seule information sur as est
0<ag< % A partir de ce seul intervalle, nous devons étre en mesure de déduire des
bornes P, et Cy qui soient décorrélées des valeurs exactes de h et A et donc de as.
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Ces résultats sont taillés sur mesure pour borner les erreurs d’arrondi locales des
méthodes de Runge-Kutta lorsque les dépassements graduels de capacité inférieurs sont
pris en compte (voir section 5.4.2). Dans le cas général, nous notons I'apparition d’un
terme en 7 correspondant a la contribution d’éventuels dépassements de capacité infé-
rieurs. Au contraire, lorsque |y| est plus grand que le seuil M, il est possible d’utiliser
la seconde hypothese du lemme 5.4 et d’obtenir une borne d’erreur plus fine.

5.4.2 Bornes sur ’erreur locale de méthodes de Runge-Kutta

Dans cette section, les résultats génériques de la section 5.4.1 sont utilisés dans le
but de borner les erreurs relatives locales de méthodes de Runge-Kutta classiques. Cela
implique de borner chaque terme du polynome R(h,\) (e.g. hG—A, h22’\2, hig?’) ainsi que les
erreurs d’arrondi associées.

Pour assurer un plus haut niveau de confiance dans nos résultats, nous utilisons
l'outil Gappa [57, 61] (voir section 2.2.4) pour borner l'erreur d’arrondi associée a ces
coefficients. Nous vérifions toutefois manuellement si les résultats obtenus par Gappa
peuvent étre raffinés en raisonnant plus finement sur la forme des expressions et prétons
plus particulierement attention aux cas ou 'outil n’est pas en mesure de donner une
borne « optimale ». Néanmoins, les résultats obtenus par Gappa seront retenus dans
I’énoncé des lemmes qui suivent. Les scripts Gappa constituent I'annexe B du manuscrit.

Dans I’ensemble de la section, nous supposerons que les coefficients de la forme %
sont évalués dans l'ordre qui suit :

h® - @hop@A® - ®\.

Nous avons néanmoins testé d’autres ordres d’évaluation et les bornes exhibées
semblent demeurer valides.

Dans cette section, le format considéré est binary64. Les méthodes considérées sont
stables et nous exploitons la région de stabilité du produit hA\.

Remarque 3. Les bornes que nous proposons ou souhaitons vérifier via Gappa tirent
parti de la forme des expressions, notamment du nombre d’arrondi qu’elles comportent :
o concernant [’erreur relative :

e pour une expression comportant n arrondis (i.e. les opérations arrondies ® et
@, les coefficients X, etc), Uerreur relative est bornée par nu+O(u?). Lorsque
la constante associée au grand O est suffisamment petite, nous pourrons re-
tenir la borne (n+0,01)u [107, §3.4],

e cependant, cette borne peut dans certains cas étre raffinée : lorsque n < 3,
Jeannerod et Rump [119, §5.1] montrent que le terme en u? peut étre supprimé
de la borne et que Uerreur relative peut étre bornée par nu,

e concernant [’erreur absolue :

e pour une expression donnée f(h,\) comportant n arrondis, l’erreur absolue
est bornée par (n+0,01)u|f(h,N)|, la borne sur |f(h,\)| étant obtenue a partir
des contraintes sur h\ imposées par la région de stabilité [107, §3.4],
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e dans certains cas, e.q. dans certaines expressions uniquement constituées
d’additions ou de multiplications, nous parvenons a obtenir la borne nu|f(h, \)|
sans terme en u? [89].

La premiere méthode étudiée est la méthode d’Euler :

Lemme 5.5. Borne sur ’erreur locale pour la méthode d’Euler
Soit h € F, A € R. Soit n € N. Soit (§,)nen la suite des solutions calculées via une
implémentation « naive » de la méthode d’Euler (voir section 5.1.2) dans le format
binary6]. Soit (e,)nen la suite des erreurs locales associées a cette implémentation.
Supposons que =2 < hA < =27109 (stabilité) et 270 < h < 1. Alors :

o |Gl > sty = € <901 |

e .1 <9,01u |F,] + 1,01n.

Démonstration. La démonstration repose sur I’application du lemme 5.4 avec y = i,
Xi=0Up,a1=1,C1=0,D,=0, Xo=h ®\ et oy = hA. 1l faut exhiber la constante Cs.

En utilisant Gappa (voir annexe B, fichier euler.gappa), nous obtenons | Xs —hA| <
4 x 2793 & partir des intervalles de valeurs que peuvent prendre hA et h, i.e. Cy = 4.
Comme il y a 2 arrondis (la multiplication et I’arrondi sur \), cela est cohérent avec la
borne 2u|hA| < 2u x 2 (voir remarque 3).

Concernant la borne sur l'erreur relative, d’apres la remarque 3, comme le nombre
d’arrondis est 2 < 3, nous pensons que la borne la plus fine pouvant étre obtenue est
%| < 2x2753, Gappa ne parvient pas a vérifier cette borne mais vérifie X"};\h Al <2,01x
2793, En fait, les théoremes utilisés par Gappa utilise les bornes d’erreurs standards en u
et non les bornes raffinées faisant intervenir le terme 1. Le remplacement de la quantité
u par 1= dans ces théoremes semble suffisante pour démontrer automatiquement la
borne plus fine P, = 2u, que nous choisissons de retenir.

L’application du lemme 5.4 donne ensuite

§
2(1 - 2u)

7| > = €41 < |70 (4u +u (1 +2|hA| + 8u) + u*(4u + |h)\|)) :

Il faut noter que ﬁ a été choisi de maniere a garantir les conditions du lemme 5.4
sur le seuil M. De plus, le lemme 5.4 nous donne :

Ens1 < |Tn| (4u +u (1 +2/hA| + 8u) + u?(4u + [RA])) + 0,5(1 + u)n.

Comme |hA| € 2, nous avons :
Ens1 < |Tn] (9u+ 10u? + 4u®) +0,5(1 + u)n < 9,01u|gy| + 1,01n

et
S

S e <7 (9u 1002 + 4u?) < 9,01u 7).
TR |Gl (9u + 10u* + 4u”) w|gnl

|G| >
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Lemme 5.6. Borne sur l’erreur locale pour la méthode RK2
Soit heF, e R. Soit n € N. Soit (J,)nen la suite des solutions calculées via une implé-
mentation « naive » de la méthode RK2 (voir section 5.1.2) dans le format binary64.
Soit (e )nen la suite des erreurs locales associées a cette implémentation. Supposons que
=2 < hA < =271 (stabilité) et 2760 < h < 1. Alors :

o || > m = epe1 < 24,03u |7, ;

o c,.1 <24,03u |7, + 1,01n.

Démonstration. L'implémentation naive de RK2 est caractérisée par la relation :
Jn1 = 0 [G + BAT, + hhAXAG,] -

L’hypothese de stabilité linéaire est ’1 +hA+ #| < 1. En prenant comme modele
la. démonstration du lemme 5.5 pour la méthode d’Euler, nous appliquons plusieurs
fois le lemme 5.4 pour reconstruire la borne sur I'erreur locale de la méthode RK2. Le
tableau 5.1 contient les valeurs successives correspondant a «, C, P, et D. Le seuil M
a partir duquel il n’y a pas de dépassement de capacité inférieur au cours d'un pas de
calcul est déterminé par les différents seuils M. correspondant a chaque terme de ce
pas de calcul : il suffit de choisir M comme la valeur maximale prise par M.

Les 3 premieres lignes du tableau 5.1 réutilisent les valeurs trouvées pour borner
I'erreur locale de la méthode d’Euler dans le lemme 5.5 (car ’hypothese sur A\ est
identique, i.e. =2 < hA £ —27100),

Concernant la borne de la ligne 4, Gappa (voir annexe B, fichier rk2.gappa) donne
C5 = 10,01 et P, = 5,01u. Ces résultats sont cohérents avec la remarque 3, car il n'y a
pas 6 arrondis, mais seulement 5, la division par 2 étant exacte.

La derniere ligne (ligne 5) correspond a l'application du lemme 5.4 avec les valeurs
C et « des lignes 3 et 4 et 'hypothese -2 < hA <0 :

h2\2
En1 < |Tn] (9,01u +10,01u+u (|1 +h\| +2

) + 0,0lu) +(1+u)(0,5+0,5(1+u))n
< 24,03u|g,| + 1,01n.

Ici, M est la valeur maximale prise par M., i.e., T EE

Tableau 5.1 — Etapes pour borner 'erreur locale de la méthode RK2

Ligne | Terme FP C P M. D
1 7n 0 - 0 0
2 h®X 4 2u - -
3 Jo[g+mAgm] | 901w | = | grssny | 05(1+w)
4 o [hh3AX] 10,01u | 5,01u | - -
5 o[gn+...] |24,03 |- m 1+1,51u
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Lemme 5.7. Borne sur l’erreur locale pour la méthode RK4
Soit heF, e R. Soit n € N. Soit (J,)nen la suite des solutions calculées via une implé-
mentation « naive » de la méthode RKJ (voir section 5.1.2) dans le format binary6.
Soit (e )nen la suite des erreurs locales associées a cette implémentation. Supposons que
=2 < hA < =271 (stabilité) et 2760 < h < 1. Alors :

o 0] > o = nt <54AT|T

o g1 <54 ATu || + 5,34n.

Démonstration. L’hypothese de stabilité linéaire associée a la méthode RK4 est :

h2X2  h3A3 AN
+ +

1+h
thit ==+ o+ 5

<1,

Une condition optimale de stabilité serait de la forme —2,7852935634052817... <
h < 0. Nous choisissons néanmoins, au prix de bornes moins optimales, de nous limiter
a la condition —2 < hA < 0. Ainsi, nous travaillons sur le méme domaine de valeurs que
pour les méthodes d’Euler et de RK2, ce qui nous permet de comparer les résultats
obtenus. Comme pour Euler et RK2, nous procédons a des applications successives
du lemme 5.4 et utilisons Gappa (voir annexe B, fichier RK4.gappa) pour borner les
coefficients en A\ via les intervalles de valeurs pour h\ et h. La tableau 5.2 contient les
valeurs correspondant a o, C', Py, D et M;,. pour les termes d'un pas de calcul. Ici, nous
pouvons prendre M = %, qui est la valeur maximale prise par M,,.. Notons que,
dans ce cas, M n’est pas la valeur M. correspondant au dernier terme du pas de calcul.

Les résultats du tableau 5.2 sont obtenus de la maniere suivante :
e ligne 1 : trivialement, C' = D = M,,. = 0.

o[hgA]-1
13N
6

e ligne 2 : Gappa obtient |o [h%X] - %‘ <u et < 3,01u, ce qui est cohé-

rent avec le fait qu’il y ait 3 arrondis et que |%‘ < % Nous pensons cependant que
la borne d’erreur relative peut étre réduite a 3u (voir [119, §5.1] et remarque 3).

e ligne 3 : par application du lemme 5.4 :

hA
5n+1<|g];|(0u+u+u(1+2‘E

) + 0,0lu) +0,5(1 +u) < 2,68u|F,| +0,5(1 +u).

Nous choisissons M, = %.

~ o[hiX]-22 . ;
e ligne 4 : Gappa obtient |o [h%)\] - %‘ <2u et ‘% < 3,01u, ce qui est cohé-
3

rent avec le fait qu’il y ait 3 arrondis et que |h—6’\‘ < % Nous pensons cependant que
la borne d’erreur relative peut étre réduite a 3u (voir [119, §5.1] et remarque 3).
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Tableau 5.2 — Etapes pour borner 'erreur locale de la méthode RK4

Ligne | Terme FP C P, Mo D

1 Tn 0 - 0 0

2 heteX 1 3,0lu | - _

3 o[gn +hiX] 2,68 |- e 051+ u)

4 he Lo 2 3,0lu | - -

5 o[gn + hIX+hiX] | 6,69 |- sty | 1+ 151u

6 o [R21N?] 4 6,0lu | - -

7 o[+ +h2IX2] | 12,04 | - sy | 1,53(1 +u)
8 heseX 2 3,0lu | - -

9 o[gn +---+hiX]  |16,05 | - Sagrsy | 2:06 +1,55u
10 | o[A2iN?] 4 6,0lu | - -

11 ofgn+--+h2LN] | 214 |- 2(1%501@ 2,59 + 1,57u
12 | o[R35N3] 6 9,0lu |- -

13 | o[gn+-+ 5N | 2941 | - S | 313+ 1,59u
14 heieX 1 3,0lu | - -

15 |o[gn+--+hiX] |3142 - X 367+ 161u
16 | o[h2iN?] 4 6,0lu | - -

17 | o[gn+--+h?EX] 371 |- S | 422+ 1,63u
18 | o[h35N3] 6 9,01u | - -

19 | ofgn+--+ P53 | 44,78 | - stmoory | 477+ 1,65u
20 | o[nt ] 8 12,01u | - -

21 | o[+ + iGN | 5447 | - et sy | 5,33+ 167

e ligne 5 : par application du lemme 5.4 :

En+1 < |Unl (2,68u +2u+u (

Nous choisissons M;j,. =
e ligne 6 : Gappa obtient

est cohérent avec la remarque 3 car il y a 6 arrondis et que ’—

h
6

< 6,69u |7, + (1 +1,51u)n.

3¢
2(1-3,01u) °

O[hQ%XQ] - %’ < 4u et

e ligne 7 : par application du lemme 5.4 :

o[hQ%X2]—h2A2

h2)2
6

1+ hA + 2‘% ) + 0,0lu) +(1+u)(0,5(2+u))n

6

A\

AN

h2)\2
6

2
3

85

< 6,01u, ce qui
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1+@ @ +2
6 3

h2\?

Ens1 < |0 (6,69u +4du+u (

) + 0,0lu)

+(1+u)(0,5+1+1,51u)n
< 12,04u |g,| + 1,53(1 + u)n.

3¢

Nous choisissons Mloc = m

e ligne 8 : voir ligne 4.
e ligne 9 : par application du lemme 5.4 :

hA h/\ h2/\2
1+? —_—

En+1 < |7 (12,04u +2u + u(

’ ) + 0,0lu)

+(1+u)(0,5+1,53(1+u))n
< 16,05u |7, | + (2,06 + 1,55u)n.

3¢

Nous choisissons M, = 3.070)

e ligne 10 : voir ligne 6.
e ligne 11 : par application du lemme 5.4 :

1+@ @ h2)\2 hA
6 3 6 3

212
+2h)\

En+1 < |Tn] (16,05u +4u + u(

) + 0,01u)

+(1+u)(0,5+2,06 + 1,55u)n
<21 4ulgy)| + (2,59 + 1,57u)1).

3¢

Nous choisissons M, = F(=6.07a)"

~ 34,3
[h3i)\3]*hl>\

< 9,01u, ce qui

o [h?’%x?’] - hs)‘s‘ < 6u et |2

12 R3)3
12
est cohérent avec la remarque 3 car il y a 9 arrondis et que |h A% | < %
e ligne 13 : par application du lemme 5.4 :
En+l <
hA  hA  h2X2  hX  h2\? h3\3

+2

|7l (21,4u +6u + u(

1+ —+—+ +—+
6 3 6 3 6

+(1+u)(0,5+2,59+1,57u)n

<29,41ulg,| + (3, 13+159u)77

Nous choisissons M;,. =

) + 0,0lu)

2(1- 9 0lu) "
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e ligne 14 : voir ligne 1.
e ligne 15 : par application du lemme 5.4 :

En+1 <
hA hX  RhZX2  h\ h2X2 R3)A3
1+ 2+ 224 + — + +
6 3 6 3 6 12
+(1+u)(0,5+3,13+ 1,59u)n
< 31,42u |7, + (3,67 + 1 61u)77
Nous choisissons M. =

|7 (29,41u +tu+u (

+2 hg“) 0 01u)

-3 Olu)

e ligne 16 : voir ligne 6.
e ligne 17 : par application du lemme 5.4 :

9 9 OR2)2 33 22
En+l <|y”;L|(31,42u+4u+u( 1+ hA + h + WA + heA +2 WA )+0,01u)
6 3 6 12
+(1+u)(0,5+3,67+1,61u)n
<37, 1u g, + (4,22 + 1,63u)n.
Nous choisissons M;j,. = %.
o ligne 18 : voir ligne 12.
e ligne 19 : par application du lemme 5.4 :
2hA 2R\ 3h2X2 h3A3 h3\3
5n+1<|37;|(37,1u+6u+u(1+ G + 3 +36 + 5 +2 )+0,01u)

+(1+u)(0,5+4,22 +1,63u)n
< 44,78u |G, | + (4,77 + 1,65u)n.

Nous choisissons M, = 319,07
1y o[ pA L Xa]_htA1
o [h4 L )\4] h | < 8u et [ h4A < 12,01u, ce
24
qui est cohérent avec la remarque 3 car il y a 12 arrondis et que ‘h A% | < %

e ligne 21 : par application du lemme 5.4 :

En+l <
2hA  2h\  3hZAZ 2h3)3
+ + +
6 3 6 12
+(1+u)(0,5+4,77 + 1,65u)n
< 54,47u || + 5,34n.

hAN

|y~n|(44,78u+8u+u(1+ +2

) + 0,0lu)

3¢

Nous choisissons M;,. = PIESEINIE
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]

Le tableau 5.3 synthétise les valeurs finales de C', D et M pour les implémentations
naives des méthodes d’Euler, de RK2 et de RK4 en binary64.

Tableau 5.3 — Synthese des constantes d’erreurs locales pour Euler, RK2 et RK4

Méthode ‘ C ‘ D ‘ M ‘ résultat

Euler 9,01u | 1,01 ﬁ lemme 5.5
RK?2 24,03u | 1,01 m lemme 5.6
RK4 54,47u | 5,34 | 2% lemme 5.7

1-3u

5.5 Erreurs globales

En section 5.4, nous avons exhibé des bornes sur 'erreur locale de méthodes clas-
siques. Comme indiqué en section 5.2, I’étape suivante consiste a borner I'erreur d’ar-
rondi globale de ces mémes méthodes. Nous prouvons tout d’abord, en section 5.5.1,
que nous pouvons déduire une borne d’erreur globale a partir d’une borne sur les erreurs
locales relatives de toutes les itérations précédentes. Nous en déduisons ensuite, en sec-
tion 5.5.2, les bornes d’erreurs globales associées aux méthode d’Euler, de Runge-Kutta
2 et de Runge-Kutta 4.

5.5.1 Passage des erreurs locales aux erreurs globales

Cette section est vouée au lien de dépendance entre erreurs locales et globales.
L’analyse proposée inclut la gestion des dépassements de capacité inférieurs lors du
passage des erreurs locales aux erreurs globales.

Tout d’abord, nous prouvons un lemme auxiliaire et relativement simple :

Lemme 5.8. Soit C'>0, p>0. Supposons que 0 < Cu+ p. Alors, pour tout n e N :

Culyo|
Cu+p

(Cu+ p)”+1 (gg +n ) T+ Cuplyo] < (Cu+ p)n+l (50 F(n+1) Culyo ) .

Cu+p

Démonstration. En simplifiant par (Cu + p)"+1 g0 de chaque coté de 'inégalité, il reste
a prouver :

Culyol

(Cu+p)™* n% +Cup™ [yo| < (Cu+p)" (n+1) :
p Cu+p

Cu +

n+l  Culyo|

En simplifiant par (Cu + p) ne,

il reste & prouver que :

n+1 CU|?J0|
Cu+p

Cup” [yol < (Cu+p)
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Cela est trivialement vrai si yo = 0 ou C' = 0. Dans les autres cas, il reste a prouver :

n 1 n
pn<(0u+p) +1Gu—+p:(0u+p) .

Comme C' > 0, I'inégalité est vérifiée, ce qui acheve la démonstration. ]

Le théoreme qui suit permet d’obtenir une borne sur I’erreur d’arrondi globale d'une
méthode donnée a partir de toutes les erreurs locales précédentes. Dans la section 5.4, la
borne sur l'erreur locale a l'itération n dépend de 'occurrence ou non de dépassements
de capacité inférieurs. Le caractere stable des méthodes étudiées permet en fait de
montrer que, tant que la derniere erreur locale n’est pas impactée par les dépassements
de capacité inférieurs, il en est de méme pour I'erreur globale.

Théoreme 5.9. Passage des erreurs locales aux erreurs globales
Soit helF, AeR. Soit C'>0,D >0,M > 0. Considérons une méthode de Runge-Kutta
dont la fonction de stabilité est R(h,\). Soit (Jn)nen la suite des solutions calculées
par cette méthode. Soient (&,)nen €t (En)nen les suites des erreurs locales et globales
associées a l'implémentation de cette méthode. Supposons que :

o VneN* |g,| > M = e, <Culfpl;

o VYneN* ¢, <Culyp_1|+Dn;

e 0<Cu+|R(h,\)|<1.

Alors :
o V0|7l > M = |[Bo| < (Cu+ [R(h )" (20 + nammils) -
o 0, Bl < (Cu+ [R(b VD" (20 + nimmiils; ) + Dy,

Démonstration. Nous procédons par induction sur n. Pour n = 0, nous avons :

Clulyo|
Cu+|R(h,\)|

et les deux conclusions du théoreme sont trivialement vraies.

Bl =0 = (Cu+ [R(, V)" ( ‘0 ) L 0Dy

Supposons que le résultat est vrai pour un certain n € N.
e Supposons que |Jni1| = M.
Par application du lemme 5.1, nous avons |g,| > M. Essayons maintenant de
borner |E, 1| par simple dépliage des définitions d’erreurs données par les équa-
tions (6.4) et (6.5) et via une inégalité triangulaire :

|Epst] € [Gnm1 = R(h, A)Gn| + |R(R, A)Gr = R(B, A)yn| = Enst + |[R(h, A)| | Ey-
Nous bornons €,,,; en utilisant I'hypothese du théoreme :
Ens1 < Culfin] < Cu (|G = Yul + lynl) = CulEn| + Cu|R(h, N[ [yo- (5-8)

Puis, via I'équation (5.8) :
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|En+1| <
Cul En|+CulR(h, M)["[yol+|R(h, I En| = (Cut|R(h, A\)[) En|+CulR(h, A)["[yol-

En utilisant I’hypothese d’induction, nous obtenons :

" Culyol
| Enaa] < (Cu+ [R(h, M)(Cu+ |R(h, V) ( ¥ ”m)

+ Cu|R(h, M) [yol

Culyo|
Cu+|R(h,\)|
Puis, en appliquant le lemme 5.8 avec p = |R(h,\)] :

= (Cu+|R(R,N))" (50 +n ) + CulR(h, M)[" yol-

- Culyo
< ! Cu+ R(h N
|Enia] < (Cu+|R(h, ) (50+(”+1)0u+|R(h,)\)| '

e Supposons que |g,:1] est quelconque.
En bornant ¢,,, a partir des hypotheses :

|Enii] € €1 + |[R(h, N||En| € Culin| + D+ |[R(h, N)||E,|
<SCu(|Gn =yl + lynl) + Dy +[R(h, N[ En]
= Cu|lE,| + Cu|R(h, M)|"|yo| + Dn + |R(h, \)|| E, |
= (Cu~+|R(h, \))|En| + Cul R(h, A)["[yo| + Dn.
En utilisant I’hypothese d’induction, nous obtenons :

| Enal < (Cu|R(h, M)
% ((Cu+ | R(h, N (20 + nigpaitslss ) + nDn) + Cul R(h, M| |yol + Dn

= (Cu+ [R(, V)" (20 + sl
+Cu|R(h, \)|" |yo| + (Cuw + |R(h, \)|)nDn + Dn
< (Cu+ [R(h, V)" (20 + nmsaels ) + CulR(h, M]" ol + (n+1) Dy,
En appliquant le lemme 5.8 :

Culyo|

Bl h,)\ n+1 1) —
|Epat] < (Cu+ [R(h,N)|) (50+(n+ USTERTTY]

) +(n+1)Dn.
OJ

Ce théoreme permet de borner 'erreur d’arrondi globale de fagon générique, méme
en présence de dépassements de capacité inférieurs. Bien que les erreurs locales s’accu-
mulent au cours des itérations, l'erreur globale ne diverge pas de maniere trop rapide.
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Le phénomene s’explique par la propriété de stabilité linéaire : il y a un effet d’amortis-
sement des premiéres erreurs di a la multiplication par |R(h, \)| < 1. Ce résultat induit
donc une relation intéressante entre la stabilité au sens de ’analyse numérique et la
stabilité au sens de 'arithmétique a virgule flottante. En I'absence de dépassement de
capacité inférieur, le théoreme 5.9 donne également une borne sur l'erreur relative :

. (Cu+|R(h,)\)|)n(

Yn — Yn
Yn

Yo — Yo
Yo

Cu
IR(l, V)] "Cu+ |R(h,)\)|)'

Si, de plus, Cu < |R(h, \)|, P'expression se réduit a :

" Cu
|R(h,\)|

Yo — Yo
Yo

ZJ;L —Un
Yn

+

S

(5.9)

Les résultats de la section 5.4 montrent qu’en pratique la constante C' est de petite
taille (au plus 54,47 pour les méthodes de Runge-Kutta considérées). Faire I'hypothese
Cu < |R(h,\)| est donc raisonnable et permet d’obtenir une borne d’erreur relative
proportionnelle au nombre n d’itérations.

Le théoreme 5.9 est un cas particulier du théoreme 6.12 qui correspond au cas
matriciel et a été formalisé en Coq.

5.5.2 Bornes sur ’erreur globale de méthodes de Runge-Kutta

En section 5.4, nous avons exhibé des bornes sur les erreurs locales de certaines mé-
thodes de Runge-Kutta. Puis, en section 5.5.1, nous avons montré qu’il était possible
de borner I'erreur d’arrondi globale a partir des bornes d’erreurs locales des itérations
précédentes (théoreme 5.9). L’obtention de bornes d’erreurs globales est donc un pro-
cédé mécanique et presque immédiat. Dans cette section, nous bornons I’erreur globale
induite par les méthodes d’Euler, de Runge-Kutta 2 et de Runge-Kutta 4. Comme dans
la section 5.4.2, le format considéré est binary6y.

Nous commengons par la méthode d’Euler, pour laquelle il faut instancier le théo-
reme 5.9 avec les constantes du lemme 5.5, 7.e. C'=9,01, D=1,01 et M = ﬁ
Théoréme 5.10. Borne sur ’erreur globale de la méthode d’Euler
Soit h € F, A € R. Supposons que =2 < hA < =27190 901w + |1 + hA| < 1 (stabilité) et
2760 < h < 1. Alors, dans le format binary6/ :

o Vn,|E,| < (9,01u+[1+hA))" (50 + n%) +1,01nn ;

- n 9,01u
o V0|7l > gty = 1Bl < (9,000 [+ hA)" (20 + ng gl ).

De méme, pour la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2, il suffit d’instancier le théo-
reme 5.9 en utilisant les constantes données par le lemme 5.6.
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Théoréeme 5.11. Borne sur ’erreur globale de la méthode RK2
Soit h e F, A e R. Supposons que =2 < hA < =27100 24 03u + ’1 +hA+ # <1 (stabilité)
et 2750 < h < 1. Alors, dans le format binary64 :

o ¥n,|E,| < (24,03u+|1+hA+¥\)" (50+n 24.03ulyl |)+1,01nn;

24,03u+|1+hA+@

o V|00l > sa=torn

2

22 [\™ 24,03ulyo|
= [En| < (24,08u+ [1+ b+ 22| )" (g + n—2400ue .
|l < (24, 2 0 24,03u+| L+ha+ 222 |

Enfin, nous utilisons les constantes exhibées dans le lemme 5.7 pour borner l'erreur

globale induite par la méthode RK4. Nous notons R(h,A) =1+ h\ + h22>‘2 + hBB + h;f.

Théoreme 5.12. Borne sur P’erreur globale de la méthode RK4
Soit h € F, A € R. Supposons que =2 < hA < 27190 54 A7y + |R(h,\)| < 1 (stabilité) et
2760 < h < 1. Alors, dans le format binary6/ :

o Vn,|E,| < (54,47u+ |[R(h,\)|)" (50 + n%‘%u)l) +5,34nn ;

~ n 54,47

5.6 Gestion des dépassements de capacité supérieurs

Les méthodes étudiées ne comportant que des additions et multiplications, il est
relativement simple de vérifier a posteriori 'occurrence d’un dépassement supérieur.
Toutefois, comme nous ne considérons que des méthodes stables, le lemme 5.2 assure
la décroissance des solutions en I'absence de dépassement de capacité inférieur. Cela
permet de prouver ’absence de dépassement supérieur au cours des itérations sur la
seule donnée d’une borne raisonnable sur 75. Ces résultats n’ont pas été généralisés au
cas matriciel dans le chapitre 6 et ne sont pour ’heure pas formalisés en Coq.

Nous distinguons les dépassements de capacité locaux et globaux. Nous dirons
qu’une méthode provoque un dépassement de capacité local a l'itération n si au moins
I'un des calculs intermédiaires de l'itération n provoque un dépassement de capacité
supérieur. Pour étre plus précis, considérons une méthode de Runge-Kutta caractérisée
par la relation §,+1 = ®;_o @ ® U, i-€., Ynr1 = (W@ T @ (A1 @Y ® (- ® (A5 ®TFp)) .- ).
Nous parlerons de dépassement de capacité local si au moins 1'une des sous-sommes
@fzo Qirs—k ® Up, (avec k < s) provoque un dépassement supérieur.

Rappelons que € = (5 - f17P) emax est, le plus grand nombre flottant normalisé.

Lemme 5.13. Dépassement local de capacité supérieur
Soit s € N. Soit (@;)neny une suite de flottants. Soit y € F. Soit 0 < V. Supposons que :
® Zf:o |O71| < V,‘

Q .
* W< oy

e (s+1l)u<l;
° é‘ < 2€max_p'
Alors : VkEeN k< s = ‘@f:o Qs ® Y| < L.
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Démonstration. D’apres le théoreme 2.10 :

k k ku k
@ Qijvs— @Y — Z Qiys-k OY < Z |ai+s—k ® y|
i=0 =0 L+u iz
Donc :
k ku k k
@ Oiys—k ® Yy < Z |ai+s—k ® y| + Z Qjtg—k ® Yl -
i=0 L+ u iz i=0

Ainsi, par inégalité triangulaire dans la somme :

k ku k
Pairey|< (— + 1) Z sk ® Y.
i=0 L+u i=0

Bornons maintenant la somme sus-mentionnée. Nous remarquons qu’un dépassement
de capacité inférieur pourrait se produire dans la multiplication par y. C’est la raison
pour laquelle un terme 7 apparait pour chaque terme de la sommation :

k k k
> [ @yl < 3. (s ©y - eyl + amrh) < 3 (il (1w + )
=0 =0 1=0
Q n Q n
< V(1 A )/ L — (| k1)
Vs sr Dy A+ (ke )y =g (e + (k1)
Donc :

k
@ Qs @Y
=0

<(1+(’“1)“)( L (1+u)+(k:+1)g)

l+u 1+(s+1)u

1+(k+1)u
1+(s+1)u

Donc, comme k<set (k+1)u<(s+1)u<l:

Q+ (1+ (k+ Du)(k+ 1)3.

k
@ Qirs- Y
1=0

<Q+(1+(k+1)u)(k+1)g

<O+ Q426 <O+ 2x 2% = Q +ulp(Q).
u

Donc, comme EB;“:O Qirs—r ® 1y est un nombre flottant, EB;“:O Wirote ® y‘ <. O

Nous en déduisons le résultat suivant :



5.7. RESULTATS EMPIRIQUES 94

Théoreme 5.14. Dépassement global de capacité supérieur
Soit C' > 0, M > 0. Considérons une méthode de Runge-Kutta définie par la relation
VneN, Y1 = ®i o q; ® Uy. Supposons que :

b Zf=0|677,’<‘/7
e (s+1l)u<l;
o VneN* |g,| > M = ¢, <Cul§p_1];
o Cu+|R(h,\)|<1;
Q :

* M < mmav
° §<2emax7p N

~ . Q
) |y0|<m1n(9,m)

Alors, pour tout n, il n’y a aucun dépassement de capacité supérieur en calculant ¥,.

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur n.

Si n =0, comme 7 est fini, il n’y a pas de dépassement de capacité supérieur.

Soit n un entier donné. Supposons qu’aucun dépassement de capacité supérieur
ne s’est produit apres n itérations (hypothese d’induction). Si |7,| > M, alors d’apres
le lemme 5.2, |7n| < |%0] < W Si |g,| < M alors nous avons également |f,| <

m. Donc, dans les deux cas, d’apres le lemme 5.13, pour tout k < s :

k
@aiJrs—k ® g{l <.

1=0

Donc, il n’y a pas de dépassement de capacité supérieur dans le calcul de 7,1.
Combiné a ’hypothese d’induction, ce résultat acheve la démonstration. ]

Montrons que les hypotheses du Théoreme 5.14 sont sensées :

e Pour prévenir le risque de dépassement de capacité supérieur, il suffit de vérifier
que |7o| n’est pas trop grand. Le tableau 5.4 donne les valeurs de s et un ordre de
grandeur de V et W, en choisissant V égal a sa valeur minimale Y;_ |
(calculée wia les contraintes sur h\), pour des méthodes classiques implémentées
au format binary64. En fait, les problemes résolus par des méthodes de Runge-
Kutta font généralement apparaitre des constantes de taille raisonnable. Par
exemple, méme en astrophysique, les conditions initiales n’excedent pas 1024 [21],
qui est une valeur bien inférieure par rapport aux bornes du tableau 5.4.

e De plus, le théoreme 5.14 utilise 'hypothese & < 2¢max=P_ En fait, tous les formats
utiles d’arithmétique a virgule flottante vérifient cette hypothese. Par exemple,
dans le format binary64, & = 271022 et 26max—p = 2970,

5.7 Reésultats empiriques

La méthodologie adoptée étant relativement générique, les bornes fournies peuvent
s’avérer pessimistes. En effet, nous ne tenons pas compte des particularités de chaque
équation différentielle et de chaque méthode numérique. Les bornes que nos résultats
permettent d’obtenir sont valables « dans le pire cas ».
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Tableau 5.4 — Valeurs de V, s, et W pour des méthodes classiques en binary64
Q
Method ‘ |4 S ‘ m
Euler |3 |2 |- ~599x10%7
RK2 |5 |3 | =k ~3,6x10%7
RK4 | 165 | 11 | e = 1,09 x 10307

Nous avons néanmoins souhaité comparer ces bornes aux erreurs d’arrondi effecti-
vement commises par I'implémentation de méthodes de Runge-Kutta sur des systemes
dynamiques particuliers. Il faut pour cela pouvoir se baser sur une implémentation
« idéale », i.e. en précision infinie, des algorithmes décrits en section 5.1.2. Plutot que
d’implémenter les méthodes a ’aide de nombres réels constructifs, nous avons jugé suffi-
sant d’'utiliser MPFR avec une précision de 1000 bits. Nous comparons les solutions ainsi
obtenues aux résultats d’une implémentation en double précision. Prenons I’exemple de
I'équation g = -4, i.e. A = =0,5 avec la condition initiale y = 1. Nous résolvons le systeme
avec la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 en choisissant un pas h = é sur n = 1000
itérations. La figure 5.2(a) montre le résultat de 'évaluation de la borne obtenue (théo-
reme 5.11) sur 'exemple choisi. Pour n petit, une bosse apparait, puis la borne d’erreur
décroit rapidement. La borne calculée étant égale a (Cu +|R(h,\)|)" n% avec
C =~ 24, le terme dominant est de la forme nCulyo| pour n petit. En revanche, quand n
devient grand, le terme (Cu +|R(h,\)|)" domine et la borne d’erreur décroit (quasi-)
exponentiellement. Nous comparons cette borne a ’erreur signée effective (figure 5.2(b)).

Les axes des ordonnées des figures 5.2(a) et 5.2(b) ne sont pas a la méme échelle. 11
apparait que l'erreur est petite par rapport a la borne obtenue, avec un rapport d’environ
180. Cela s’explique par le fait que nous fournissons une analyse « pire cas », pour tout h,
pour tout A et sans prendre en compte d’éventuelles compensations d’erreurs au cours
des itérations. Notons néanmoins que l'erreur effective et la borne d’erreur semblent

évoluer de fagon similaire, avec une forte hausse puis une décroissance rapide.

12E43 TE-16
1E13
8E-14

6E14 |

R i
A ]
H 3 L
4E24
2E-14 .' -
0 &

o+ o 200 400 600 800 1000 1200
o 200 400 600 200 1000 1200

(a) Borne d’erreur d’arrondi (b) Erreurs d’arrondi signées

FIGURE 5.2 — Borne d’erreur d’arrondi et erreur signée pour RK2 appliquée au systeme

y=-%, i.e. \=-0,5 avec yp = 1 et h = g; sur n = 1000 itérations.
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FIGURE 5.3 — Exemple de RK2 : erreur de méthode (en rouge), borne d’erreur d’arrondi
(en bleu) et erreur signée (en jaune) sur une échelle logarithmique

Nous comparons également les erreurs d’arrondi aux erreurs de méthode des sché-
mas de Runge-Kutta. La figure 5.3 présente, sur une échelle logarithmique, 'erreur de
méthode pour la méthode RK2 (obtenue en comparant les implémentations MPFR, sur
1000 bits de la méthode et de la fonction exponentielle) ainsi que la borne d’erreur
d’arrondi et l'erreur d’arrondi obtenue en pratique. Bien que pessimistes, les bornes
exhibées restent négligeables par rapport a ’erreur de méthode. Ces bornes suffisent
donc a garantir que les erreurs d’arrondi ne faussent pas significativement les résultats.

5.8 Conclusion

Nous avons proposé une analyse d’erreurs d’arrondi applicable a une classe impor-
tante de méthodes d’intégration numérique des équations différentielles dans le cas li-
néaire unidimensionnel. Cette analyse d’erreurs a grains fins permet d’obtenir des bornes
fines et tenant compte d’éventuels dépassements de capacité inférieurs. Par ailleurs, nous
avons obtenu une condition suffisante sur |yo| permettant de se prémunir de tout risque
de dépassement de capacité supérieur au cours des itérations d’une méthode.

La méthodologie adoptée est relativement mécanique et repose sur des résultats
génériques. Nous avons de plus déroulé 'analyse d’erreurs sur quelques exemples de
méthodes numériques qui sont tres fréquemment utilisées en pratique, comme la mé-
thode d’Euler, la méthode du point-milieu (RK2) et la méthode RK4.

En pratique, 'utilisation de la fonction exponentielle est souvent préférée a la ré-
solution numérique d’équations différentielles linéaires dans le cas unidimensionnel. Le
role principal de ce chapitre est en fait d’introduire une méthodologie ainsi que certaines
définitions (erreurs locales, erreurs globales, etc) comme premier pas vers 'analyse d’er-
reurs dans le cas des systemes linéaires matriciels, dont la résolution numérique par les
méthodes de Runge-Kutta est plus courante et qui fait ’objet du chapitre 6.



Chapitre 6

Erreurs d’arrondi des méthodes de
Runge-Kutta : cas matriciel et
formalisation

Le chapitre 5 a permis d’introduire une méthodologie générique permettant de bor-
ner les erreurs d’arrondi de méthodes de Runge-Kutta explicites appliquées a des sys-
temes linéaires scalaires. Nous étendons cette méthodologie aux systemes linéaires ma-
triciels de la forme y’ = Ay (avec A une matrice carrée). Il existe en effet de nombreux
cas d’utilisation de ce type d’équations pour modéliser des problemes physiques, e.g. en
science du nucléaire [12] ou en mécanique quantique [172]. Nous proposons de plus une
formalisation en Coq de I’ensemble des résultats dans le cas matriciel, ainsi que de leur
application a des méthodes de Runge-Kutta classiques. Nous utilisons Flocq [37, 38] et
les matrices de la bibliotheque Mathematical Components [144].

La premiere étape importante est la formalisation d’éléments d’analyse matricielle
en Coq. La bibliotheque Mathematical Components [144] est riche d’une bibliotheque de
vecteurs et matrices comportant un nombre important de résultats (voir section 2.2.3).
Il faut néanmoins que nous formalisions 'implémentation des opérations matricielles en
arithmétique a virgule flottante ainsi que des bornes sur les erreurs d’arrondi associées.
Cette étape de la formalisation est la plus technique car elle repose sur des manipulations
fines de matrices, de vecteurs et de normes qui leur sont associées.

La seconde étape consiste a vérifier formellement les résultats génériques permettant
de construire les erreurs locales et globales associées aux implémentations de méthodes
de Runge-Kutta. Les démonstrations de ces résultats suivent des raisonnements relative-
ment naturels et présentent assez peu de difficultés techniques. Elles peuvent cependant
s’avérer fastidieuses et calculatoires, ce qui peut conduire a des erreurs de raisonnement
que 'usage de Coq permet de mieux controler.

Enfin, la derniere étape de la formalisation consiste a instancier les résultats aux
méthodes d’Euler et de Runge-Kutta 2. Ces applications sont calculatoires et tres diffi-
ciles & mener a la main. L’assistant de preuves Coq s’impose la encore comme un allié.

97
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Nous utilisons des tactiques, e.g. eapply et interval_tactic [150], qui permettent
d’automatiser une partie des raisonnements et de simplifier les bornes obtenues.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. La section 6.1 pose les hypotheses
sur le format d’arithmétique que nous considérons et rappelle ou introduit les notations
utilisées dans la suite du chapitre. La section 6.2 définit les méthodes que nous étudions
ainsi que leur implémentation dans le cadre de la résolution des systemes matriciels.
Nous décrivons ensuite, en section 6.3, les choix menés pour 'analyse d’erreurs ainsi
que les différentes étapes de la méthodologie. La section 6.4 est vouée a la formalisation
en Coq des méthodes numériques et de leur implémentation, ainsi qu’a la spécification
des concepts d’erreurs locales et globales. La section 6.5 présente la formalisation de
la norme infinie de Hélder, utilisée pour borner les erreurs d’arrondi. La section 6.6
décrit quant a elle la formalisation de résultats bornant les erreurs d’arrondi associées
aux produits de matrices. La section 6.7 présente les résultats génériques permettant de
borner les erreurs locales de méthodes de Runge-Kutta, ainsi que ’application de ces
résultats a des méthodes classiques. La section 6.8 est quant a elle vouée aux bornes
sur les erreurs globales, ¢.e. accumulées au cours des itérations.

6.1 Hypotheses et notations

Dans I’ensemble du chapitre, le format flottant considéré est le format FLT de Flocq
(voir [37, 38] et section 2.2.4). La base et la précision sont des parametres de ’analyse,
nous tenons compte d’éventuels dépassements graduels inférieurs mais ne tenons pas
compte des dépassements supérieurs. Le mode d’arrondi utilisé est 'arrondi au plus
proche, la regle de bris d’égalité étant quelconque. Le format flottant utilisé dans ce
chapitre sera désigné par la notation mathématique F. Les notations u = $3'7 et
n = Bemin—P+l correspondent respectivement a l'unité d’arrondi et au plus petit nombre
flottant dénormalisé (voir section 2.1 pour une définition précise) associés a F.

Nous utiliserons les notations Coq (+) et (x) pour désigner I’arrondi au plus proche
de l'addition et de la multiplication dans le format F, i.e. les opérations @ et ®. Le
prédicat format : R -> Prop caractérise les nombres réels représentables dans F.

La notation @ sera surchargée pour faire référence a la somme arrondie de deux
vecteurs. De méme, la notation ® (notée (x)_m en Coq) est utilisée pour le produit de
matrices, avec par convention un ordre d’évaluation de la droite vers la gauche pour les
sommations que comporte le produit matriciel. La notation ® sera également utilisée
pour faire référence a la multiplication d’un scalaire et d’une matrice, i.e. pour tout réel
a et toute matrice A, pour tout 7,7, (a ® A);; =a ® A;;.

Pour rappel, la notation o[--] signifie que toutes les opérations a l'intérieur des
crochets sont arrondies, avec par défaut un parenthésage de la droite vers la gauche.

Comme dans le chapitre 5, nous supposerons que le pas d’intégration h est exacte-
ment représentable dans .
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6.2 Systemes et méthodes étudiés

6.2.1 Reésolution numérique des systemes linéaires matriciels
par des méthodes de Runge-Kutta

Nous nous intéressons a la résolution numérique de systemes linéaires multidimen-
sionnels, aussi appelés systemes matriciels :

y=Ay (6.1)

avec y € R? et A € R™? une matrice carrée de taille d.
L’application d’'une méthode de Runge-Kutta explicite sur le probleme matriciel de
I'équation (6.1) définit la relation :

Yn+1 = R(h, A)yn. (6.2)
Par exemple, dans le cas de la méthode d’Euler, la relation de récurrence est :

Exemple 6.1. Application de la méthode d’Euler explicite sur l’équation (6.1)

Yn+l = Yn + hAyn = (I + hA)yn = REuler(hy A)yn

De méme, lorsque la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 est appliquée a 1’équa-
tion (6.1), la relation obtenue est :

Exemple 6.2. Application de la méthode RK2 explicite sur l'équation (6.1)

1 1
kl = Ayn k? = A(yn + ihkl) = (A + §hA2)yn

1
Yn+l = Yn + hk2 = (1 +hA + §h2A2)yn = RRK?(hJ A)yn (63>

6.2.2 Implémentations des méthodes de Runge-Kutta

Comme pour le cas unidimensionnel (section 5.1.2), une méthode de Runge-Kutta
peut éetre implémentée de diverses manieres. Pour un systeme linéaire matriciel 3’ =
Ay et un pas d’intégration h, une implémentation est caractérisée par une relation
Uns1 = R(h A ,Un) qui permet d’obtenir la solution calculée 7,;1 en fonction du pas
d’intégration h, d’une approximation A de la matrice A et de la solution i, calculée a
Iitération précédente.

Nous nous intéressons a une implémentation particuliere des méthodes de Runge-
Kutta, que nous qualifions d’implémentation « a la Horner » par analogie avec 1’éva-
luation a la Horner des polynomes. Les implémentations « a la Horner » des méthodes
d’Euler et de Runge-Kutta 2 sont définies ci-dessous.
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Exemple 6.3. L’application de la méthode d’Fuler sur l’équation différentielle avec
condition initiale définie par l’équation (6.1) conduit a l’implémentation « a la Hor-
ner » :

Fot = Rower(h, A, 372) = o[ + (RA) ]

Exemple 6.4. L’application de la méthode RK2 sur l’équation différentielle avec condi-
tion initiale définie par l’équation (6.1) conduit a l'implémentation « a la Horner » :

7 = Facah, .0 = o 7+ ) (5 + (33) )|

Ces implémentations sont obtenues en sommant I'un apres l'autre les termes k; utili-
sés dans la construction des méthodes de Runge-Kutta. En ce sens, elles sont proches des
implémentations que proposent naivement certains solveurs d’équations différentielles,
e.g. ceux qu’embarque 'outil Simulink.

Dans ce chapitre, nous proposons une analyse d’erreurs générique pour les implé-
mentations de méthodes de Runge-Kutta mais nous intéressons plus particulierement
aux évaluations « a la Horner » décrites ci-dessus.

6.3 Approche choisie et méthodologie

Dans cette section, nous présentons les différentes étapes de la méthodologie déve-
loppée pour 'analyse des erreurs d’arrondi des méthodes de Runge-Kutta appliquées
aux systemes multidimensionnels.

6.3.1 Choix de approche d’analyse et de la norme
Analyse par normes ou par composantes

Nous avons tout d’abord été confronté au choix d’une approche pour I'analyse d’er-
reurs. Dans le cas des systemes multidimensionnels, les solutions calculées sont des
vecteurs y, € R Lorsque ces vecteurs sont calculés, ils sont entachés d’erreurs d’ar-
rondi et nous obtenons un vecteur approché ¢, qui peut étre vu comme la somme de
Yn et d'un vecteur d’erreur ey, i.€. Up = Yn + €n.

Nous avons identifié deux approches classiques permettant de mesurer le vecteur
d’erreur. La premiere approche constitue ce que nous appelons 'analyse par normes.
Elle consiste & considérer les vecteurs et matrices comme des points des espaces res-
pectifs R¢ et R4 puis & mesurer amplitude des vecteurs d’erreurs en leur appliquant
une norme bien choisie. La seconde approche est appelée analyse par composantes et
consiste a observer la répartition des erreurs sur les différentes composantes du vecteur
d’erreur.

Dans un article de 1994 [106], Higham donne une intuition de 'analyse par normes :
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Matrix analysis would not have developed into the vast subject it is today without the
concept of representing a matriz by a single symbol. Similarly, perturbation theory would
not be such a rich and useful area if it were not for norms. A norm compresses the mn
numbers in an m x n matriz into a single scalar measure of size, enabling a perturbation
result to be presented in a form that is easy to interpret and gives insight.

— Nicholas J. Higham

Higham expose néanmoins quelques faiblesses de 1’analyse par normes [106], qui ne
permet pas de connaitre la maniere dont sont distribuées les erreurs sur les composantes
du vecteur d’erreur et qui mene a des bornes moins fines, ce qui s’explique par la
nécessité d’appliquer de nombreuses inégalités, notamment triangulaires. L’analyse par
composantes permet de pallier ces faiblesses et est fréquemment utilisée depuis le début
des années 1990 comme 'atteste la revue de la littérature proposée par Higham [106].

Nous avons privilégié I'usage d’une analyse par normes car les systemes auxquels
nous nous intéressons sont quelconques (e.g. les matrices ne sont pas supposées creuses)
et que nous proposons une analyse dans le pire cas. Ce choix permet de réutiliser en
grande partie la méthodologie adoptée dans le chapitre 5, la norme ayant un role proche
de celui de la valeur absolue dans le cas scalaire. Nous pensons néanmoins qu'une analyse
par composantes aurait pu étre menée, au prix de raisonnements plus fastidieux.

Choix d’une norme adaptée

L’adoption d’une analyse par normes suppose le choix d'une norme adaptée. Les
normes de Holder font partie des normes les plus utilisées. Nous pouvons par exemple
citer la norme euclidienne | - |2 définie par |[v]2 = \/Y,cqv?. Si cette norme est intuitive
géométriquement, elle est difficile a manipuler et peu utilisée en analyse d’erreurs.

Nous avons identifié deux normes plus adaptées a l'analyse d’erreurs, a savoir les

normes |- |1 et |- | de Holder, respectivement définies par :
Vo R ol = Xl ol = maxo
i<d i<d

Ces deux normes donnent une assez bonne idée de I'amplitude des erreurs commises
et permettent de majorer les erreurs commises sur n’importe quelle composante du vec-
teur d’erreur. Par ailleurs, leur expression est relativement simple. En outre, les normes
matricielles subordonnées a ces normes vectorielles (voir section 6.5.2) s’expriment faci-
lement en fonction des coefficients de matrices. Nous faisons le choix de travailler avec
la norme |-||o car celle-ci exprime la magnitude de lerreur sur la « pire composante » *.

1. Nous aurions pu mener une analyse similaire avec la norme |- |1, dont les propriétés sont proches
et dont la norme subordonnée (voir section 6.5.2) |||-]||1 vérifie pour toute matrice A, |||Al||l1 = |[|A"|||oo-
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6.3.2 Meéthodologie pour borner les erreurs d’arrondi
Erreurs locales et globales

Comme dans le cas scalaire, nous distinguons les erreurs d’arrondi dites locales et
globales. Nous souhaitons borner I'erreur d’arrondi accumulée apres n itérations d’une
méthode numérique implémentée en arithmétique a virgule flottante. Il s’agit de 1’erreur
d’arrondi globale (en norme), notée E,, et définie comme :

En =35 = Ynloo = | R(h, A, 57) = R(7y Ay | - (6.4)

L’erreur locale a l'itération n correspond a ’erreur d’arrondi commise au cours de
cette seule itération de la méthode. Elle est notée ¢,, et est définie comme :

g0 = |56~ Yoo Vi eN* &, = |R(h, A, 7m1) = R(h, A | oo (6.5)

Etapes de I'analyse d’erreurs

La méthodologie utilisée pour borner I'erreur globale d'une méthode numérique est
assez similaire a celle adoptée dans le cas unidimensionnel (section 5.2), a quelques
adaptations pres :

e nous calculons une borne sur 'erreur d’arrondi Ey = £g commise lors du calcul
de la valeur initiale g ;

e nous construisons une borne sur les erreurs locales €,, en appliquant mécanique-
ment plusieurs fois un lemme technique, qui permet de gérer les dépassements
graduels inférieurs. Ce lemme est générique et couvre diverses formes d’implé-
mentations, dont les implémentations « a la Horner ». Nous obtenons un résultat
de la forme Vn, e, < Cu|gn_1]e + Dn avec C' et D des constantes;

e comme dans le cas unidimensionnel, nous utilisons un théoreme générique (théo-
reme 6.12) qui permet de construire une borne sur l'erreur globale a partir des
bornes sur les erreurs locales précédentes, en tenant compte d’éventuels dépas-
sements de capacité inférieurs. Nous instancions ce théoreme avec les constantes
C et D obtenues précédemment.

6.4 Formalisation des méthodes et définitions des
erreurs

6.4.1 Formalisation des méthodes et implémentations

Pour une dimension fixée, nous définissons un type Sc (pour Schéma) qui caractérise
les implémentations de méthodes de Runge-Kutta par la relation de récurrence liant
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deux itérations consécutives ¥, et y,,1. Dans le code Coq, la notation d.+1 permet de
ne gérer que les vecteurs de taille non nulle.

Definition Sc (d : nat) : Type := (R -R) —cV_d.+1 —cV_d.+1.

Un élément mth : Sc d prend pour parametres :

e une fonction # € R - R que nous appelerons fonction d’arrondi par abus de
langage. Il peut en effet s’agir soit d’un arrondi soit de la fonction identité (qui
permet de caractériser les calculs exacts, sans arrondi) ;

e la solution 7, € R? calculée a l'itération précédente.

Ainsi, mth d W permet d’obtenir 4,1 a partir de 7.

A titre d’exemples, nous avons défini les implémentations « a la Horner » des mé-
thodes d’Euler et RK2 pour un systeme de dimension d. Nous introduisons tout d’abord
quelques définitions et notations pour les opérations matricielles « arrondies » par la
fonction #, i.e. le résultat de chaque opération élémentaire est arrondi par # :

Definition W_plus {n m}
(W:R —->R) (A : "M[R]_(m,n)) (B : °M[R]_(m,n)) : °M[R]_(m,n)
:= \matrix_(i,j) (W (A i j +B1i j)).

Notation "A (+)_[ W] B" := (W_plus W A B) (at level 40).

Definition W_mult {n m p}

(W:R—-R) (A: MRI_(m, n)) (B : "M[R]I_(n, p)) : ’M[R]_(m, p)

:= \matrix_(i,j) \bigl(fun x y =W (x + y))/0]_k (W (A i k * Bk j)).
Notation "A (x)_[ W 1 B" := (W_mult W A B) (at level 45).

Le mot-clef 1level permet de spécifier le niveau de priorité d’une notation (plus la
valeur est petite, plus le niveau de priorité est élevé).

Les matrices A (+)_[ W ] Bet A (x)_[ W ] B désignent respectivement la somme
et le produit de A et B, en considérant que toutes les opérations élémentaires intervenant
dans les calculs intermédiaires ont été « arrondies » par la fonction # . Ainsi, en notant
id la fonction identité, A (x)_[ id ] B est le produit matriciel exact. De méme, A
(x)_[ rnd ] B est le produit matriciel suivant une fonction d’arrondi rnd donnée. Par
ailleurs, map_mx W A désigne I'application de W a I’ensemble des coefficients de A.

Les implémentations a la Horner des méthodes d’Euler et RK2 pour un systeme de
dimension d sont respectivement définies comme :

Definition Euler {d} (h : R) (A : ’M.d.+1) : Sc d :=fun W : R =R =

let AL2 := map_mx W (h * (map_mx W A)) in (x h@ A *)
(funy =y (HD_[WI A2 X_[ W] y)).

Definition RK2 {d} (h : R) (A : ’M_d.+1) : Sc d :=fun W : R - R =
let A_21 := map_mx W (h * (map_mx W A)) in (x h@ A *)
let A_22 := map_mx W ((W (b/2)) * (map_mx W A)) in € %@Av *)

(funy =y (H_[ W] (A_21 (x)_[ W]
(y HO_Lwl (A22 _[LWI1y.
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Ainsi, Euler h A id correspond a un pas d’itération de la méthode d’Euler appli-
quée au systeme y' = Ay avec un pas d’intégration h, implémentée en précision infinie.
De méme, pour le format FLT de Flocq, Euler h A rnd correspond a I'implémentation
« a la Horner » en arithmétique a virgule flottante avec la fonction d’arrondi rnd.

Nous définissons ensuite 1’évaluation de la méthode numérique mth : Sc d sur n
itérations a partir d'une condition initiale yO :

Definition meth_iter mth n yO W := iter n (mth d W) (map_mx W yO).

Notons que l'itérateur a pour élément de base le vecteur map_mx W yoO, 7.e. le vecteur
yO dont toutes les composantes ont été arrondies par la fonction W.

6.4.2 Définition des erreurs d’arrondi

Ensuite, nous définissons formellement les erreurs d’arrondi associées aux méthodes
de Runge-Kutta définies en section 6.4.1. Comme nous adoptons la méthodologie pro-
posée en section 6.3, nous distinguons les erreurs locales et globales.

L’erreur locale (a litération n + 1) associée a une méthode de Runge-Kutta carac-
térisée par mth : Sc d avec la condition initiale yO est définie comme :

Definition error_loc (mth : Sc d) n (yO : cV_d.+1) (W : R = R)
:= vec_norm (mth W (meth_iter mth n yO W) -
mth (fun x = x) (meth_iter mth n yO W)).

(*5n+1 = Hﬁ(h’ A"’ ?j;l) - R(h’ A)?ZIHOO*)
Nous définissons ensuite 'erreur globale apres n itérations de la méthode :

Definition error_glob (mth : Sc d) n (yO : cV_d.+1) (W : R - R)
:= vec_norm (meth_iter mth n yO W - meth_iter mth n yO (fun x =x)).
(*En = H?j;v, _ynHoo*)

Pour l'erreur locale comme pour l'erreur globale, 1'idée générale est d’utiliser le
caractere générique de la fonction d’arrondi # pour comparer les implémentations en
précision infinie (i.e. # est la fonction identité) et avec arrondi (i.e. # est un arrondi
dans le format flottant considéré).

6.5 Normes vectorielles et matricielles en Coq

Comme évoqué en section 6.3, nous souhaitons mener une analyse d’erreurs par
normes, la norme choisie étant la norme infinie de Hélder, notée || - .. Dans cette
section, nous décrivons la formalisation de cette norme et de la norme matricielle qui lui
est subordonnée. Nous présentons également la démonstration formelle des propriétés
fondamentales de ces normes, notamment la propriété de sous-multiplicativité (voir
section 6.5.3).
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6.5.1 Norme vectorielle infinie

Pour formaliser la norme |- |+, nous utilisons un grand opérateur (voir section 2.2.3)
itérant sur I'opération binaire Rmax caractérisant le maximum de deux nombres réels.

Definition vec_norm {d} : ’cV[R]_d —R :=
fun v = \big[Rmax/0]_(i < d) (Rabs (v i)).

L’utilisation de la valeur 0 comme valeur par défaut associée au grand opérateur
itérant 'opération Rmax peut a prior: surprendre. Cependant, dans ce cadre, les éléments
sur lesquels itere le grand opérateur sont les valeurs absolues des composantes d'un
vecteur, qui sont toujours positives.

Nous vérifions sans difficulté particuliere que vec_norm satisfait bien les propriétés
mathématiques d’une norme, i.e. :

e la norme du vecteur dont toutes les composantes sont nulles est égale a 0 :

Lemma vec_norm0O {d} : vec_norm (vecO d) = 0.
e la norme satisfait la propriété d’homogénéité :

Lemma vec_norm_scal {d} : forall (v : ’cV[R]_d) (k:R),
vec_norm (map_mx (fun x = k*x) v) = Rabs k * vec_norm v.

e la norme satisfait la propriété d’inégalité triangulaire :

Lemma vec_norm_triang {d} : forall (a b : ’cV[R]_d),
vec_norm (a + b) <= vec_norm a + vec_norm b.

6.5.2 Norme matricielle subordonnée

A partir d’une norme vectorielle | - | sur R?, il est possible de définir une norme |||-|
sur R4 dite subordonnée a || - | et définie comme :
A
vAer e |lAf= sup 1
veRIN{0} ”UH
Dans le cas de la norme || - |, la norme subordonnée ||| - |||c peut étre obtenue via

une caractérisation directe a partir des coefficients de la matrice :
¥A e R™,[[|Allleo = f?glxj;lVlijL

Nous avons choisi de ne pas définir le concept générique de norme subordonnée et
utilisons la caractérisation directe de ||| - |/|. La formalisation associée & cette norme
repose sur 'usage de grands opérateurs imbriqués, utilisés pour itérer les opérations de
sommation et de maximum :

Definition matrix_norm {d} : ’M[R]_d —R :=

fun A = \big[Rmax/0]_(i < d)
(\big[Rplus/0]_(j < d) (Rabs (A i j))).
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De la méme fagon que pour la norme vectorielle |- |0, nous démontrons que ||| -|||o
est bien une norme pour ’ensemble des matrices carrées de taille d.

6.5.3 Propriétés de sous-multiplicativité

Une propriété essentielle des normes matricielles qui permet de mener a bien une
analyse d’erreurs est la sous-multiplicativité. Cette propriété est vérifiée par la norme
subordonnée a la norme infinie pour les produits matrice-vecteur et matrice-matrice.

Commencons par énoncer la sous-multiplicativité vis-a-vis du produit d’une matrice
et d'un vecteur, dont la démonstration formelle repose essentiellement sur I'application
des propriétés fondamentales des normes :

Lemme 6.1. Sous-multiplicativité de ||| |||, produit matrice-vecteur “
Soient d e N*, v e R? et A e R, Alors :

[ A Voo <[ A]lleo V] oo

Démonstration. Par définition de |- || et du produit matrice-vecteur :

Z Ay,

k<d

[Ax V|0 = max|(A xv);| = max
i<d i<d
Par inégalités triangulaires :

< ) < ; = .
4 vl < e S Al € e 3 o) = g (rg<adx > |Alk|)

= [[[Allleo v][oe-

La sous-multiplicativité est également vérifiée par le produit de deux matrices :

Lemme 6.2. Sous-multiplicativité de ||| - |||, produit matrice-matrice &
Sotent d e N*, A, B e R¥>d, Alors :

114 Bl[loo < [[[A[lloo[[1Bll]oe-

Démonstration. Par définition de ||| -|||. et du produit matrice-matrice :

> A By

k<d

14 Blle = mae 14 % B = e

j<d

Par inégalités triangulaires :
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14 Blllo < a3 37 | Aig| Big| = max 3 3 [ A B

j<d k<d k<d j<d
= . <L . .
%X;;d|AZk|;l|BkJ| < rr;glxgd(lfw (%X;JBM))

= max((nggix > IBth) > IAmI) = (rgngZ IBtjl) max > [Ai| = [[| All| ool Bll]oo-
j<d j<d ’

i<d k<d k<d

]

Les démonstrations des lemmes 6.1 et 6.2 reposent sur des principes mathématiques
assez simples. Cependant, les preuves formelles correspondantes s’averent relativement
fastidieuses, incluant de nombreuses manipulations de grands opérateurs (échanges de
sommes, multiplication par une constante dans les sommations, etc).

6.6 Erreurs d’arrondi d’opérations matricielles

6.6.1 Erreurs d’arrondi du produit scalaire

Les produits matrice-vecteur et matrice-matrice sont intrinsequement liés a la notion
de produit scalaire de vecteurs. Le produit scalaire de a,b € R? est défini comme :

a-b=2aibi.

i<d

Une fois encore, I'usage des grands opérateurs apparait naturelle pour la formalisa-
tion du produit scalaire. Pour étudier les erreurs d’arrondi associées a I'implémentation
du produit scalaire en arithmétique a virgule flottante, il s’avere utile de définir le pro-
duit scalaire « arrondi » par une fonction # pouvant étre aussi bien l'identité qu’un
arrondi en arithmétique a virgule flottante (dans le méme esprit que pour la définition
des implémentations de méthodes de Runge-Kutta en section 6.4.1).

Definition dot_product {d} (a b : ’cV[R]_d) (W : R -R) :=
\big[(fun x y =W (x + y)) / 0]_(1 <d) W ((a i) * (b 1)).

Dans la définition du produit scalaire arrondi, 'opération sur laquelle itere le grand
opérateur n’est pas nécessairement associative, ce qui est peu commun. En ’absence de
loi d’associativité d'une opération élémentaire, un grand opérateur (voir section 2.2.3)
itérant cette opération suppose un parenthésage de la droite vers la gauche. De maniere
cohérente, la notation mathématique @ (grand opérateur associée a l’'opération flottante
élémentaire @) suit cette convention, i.e. :

Pui=v@(V1® & (Va2 ®Vg-1)-..).
i<d
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(C’est donc cette convention de parenthésage que nous choisissons d’imposer 2.

Le produit scalaire de deux vecteurs étant défini comme la somme des produits des
composantes des deux vecteurs, nous commencons par borner ’erreur d’arrondi associée
aux sommations. Le résultat dont nous avons besoin est une version affaiblie du théo-
réme 2.10 pour un ordre fixé d’évaluation des sommations (de la droite vers la gauche).
Ce résultat affaibli a été formellement prouvé en Coq par Boldo et al. [34]. Cependant,
ces travaux n’utilisent ni les vecteurs de la bibliotheque Mathematical Components ni
les grands opérateurs. La somme est définie via 'opérateur fold_right itérant 1’ad-
dition sur une liste de nombres flottants. L’énoncé Coq correspondant est le suivant
(modulo nos propres notations) :

Theorem error_sum_n: forall 1: list R, Forall format 1 —

let e:= fold_right Rplus 0 1 in
let f:= fold_right (fun x y =x (+) y) 0 1 in
let a:= fold_right Rplus O (map Rabs 1) in

Rabs (f-e) <= (INR (length 1) -1)*ux*a.

Nous avons adapté ce résultat en remplacant la liste de valeurs par un vecteur de
meéme taille et 'opérateur fold_right par un grand opérateur. Nous avons en outre
remplacé I'unité d’arrondi u par la quantité i~ en tirant parti de la borne raffinée
proposée par Jeannerod et Rump pour les opérations élémentaires en arrondi au plus

proche (lemme 2.4). L’énoncé Coq ®obtenu est 3 :

Theorem sum_n_error_bigop : forall {d} (v : ’cV_d.+1),
format_mat v —

let e:= \big[Rplus / 0]_(i < d.+1) (v i) in
let f:= \big[(fun x y =x (+) y) / 0]_(i < d.+1) (v i) in
let a:= \big[Rplus / 0]_(i < d.+1) Rabs (v i) in

Rabs (f-e) <= INR dx*(u/(1+u))*a.

Une borne sur I'erreur d’arrondi commise lors du calcul du produit scalaire de deux
vecteurs peut étre dérivée de la borne d’erreur de la sommation :

Lemme 6.3. Borne d’erreur d’arrondi du produit scalaire &
Soient d € N*. Soient a,beR®. Alors :

a; ®b; — a;b;| < du a;||b;| + dP*u+d ﬂ
EB 2

i<d i<d i<d

2. Les démonstrations montrant ’existence d’une borne d’erreur quel que soit I'ordre d’évaluation
des opérations sont particulierement techniques et difficiles & formaliser. C’est par exemple le cas
du théoreme 2.10 dont la preuve papier est donnée pour tout ordre d’évaluation par Jeannerod et
Rump [119] mais que Boldo [34] a formalisé pour ordre d’évaluation de la droite vers la gauche.

3. Dans ce cas, le vecteur v est de type ’cV_d.+1, ce qui permet d’ignorer le cas de la dimension 0.
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Démonstration. D’apres la borne sur I'erreur d’arrondi commise lors la sommation de
nombres flottants (théoreme 2.10), comme pour tout 0 <i<d, a; ®b; € F :

2. lai

i<d

1
@ai@)bi—Zai@bi (d )U

i<d i<d

Par inégalités triangulaires, puis via le lemme 2.4 et le fait que ;1= <u :

EBai®bl——Zaibi < @ai@)bi—Zai@bi + Zai@)bi—Zaibi

i<d <d i<d i<d i<d i<d
d 1
< )“Z\ ®b\+2(u|ai||bi|+ﬁ).
i<d i<d 2

Les lemmes 2.2 et 2.3 permettent d’obtenir :

Vi o © bil < (1+ waiflo] + 3.

Donc :
Ll 3) S (elbi+5)
; ®b;— ) aibi| < ———— illbil + 5 illbil + 5
g%%@bl gzaZbl e kzd (1+u)|a||b|+2 +;d u]aHb]+2
w.n Ui
<(d-Du Y ool + 0 S oo+
i<d i<d
<du ) Ja||bi] + (dPu+ d)
i<d

O

Comme nous 'avions évoqué dans le chapitre 3, un résultat similaire a été démontré
par Roux [177, Lemma 3.11]. Cependant, ces travaux utilisent une spécification de
I’arithmétique a virgule flottante plutot que de se baser directement sur les formats
flottants de Flocq. En outre, les résultats qui y sont formalisés sont basés sur la borne
« standard » d’erreur pour les sommations (borne de Higham [107], voir théoréme 2.9)
alors que nous utilisons la borne raffinée qui ne fait pas intervenir la quantité 4 (borne
de Jeannerod et Rump [119], voir théoreme 2.10).

6.6.2 Erreurs d’arrondi de produits matriciels

Dans cette section, nous nous intéressons aux erreurs d’arrondi induites par une
implémentation en arithmétique a virgule flottante des produits matrice-vecteur et
matrice-matrice. Borner ces erreurs constitue en effet une étape utile a 1’étude des
erreurs d’arrondi des méthodes de Runge-Kutta dans le cas de systemes linéaires mul-
tidimensionnels.

Il convient tout d’abord de définir formellement les opérations matricielles arrondies.
Comme pour la multiplication matricielle exacte dans Mathematical Components, nous
définissons I'implémentation de la multiplication matricielle en arithmétique flottante
pour toute paire de matrices, pas nécessairement carrées :
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Definition mulmx_rnd {m n p}
(A : °M_(m, n)) B : M_(n, p)) (W : R —-R) : °M[R]_(m, p) :=
\matrix_(i, j) \big[(fun x y =W (x +y)) /0]_k W (A ik *Bk j.

A partir des bornes d’erreurs d’arrondi du produit scalaire de vecteurs, il est possible
de dériver une borne sur 'erreur d’arrondi du produit entre une matrice carrée et un
vecteur colonne :

Théoréme 6.4. Borne d’erreur d’arrondi du produit matrice-vecteur &
Soient d e N*,v e R4, A e R4 Alors :

U
[A®v - Av|e < dull[Allleo[0] o0 + (d*u + d) 5.

Démonstration. Par définition de ® et de | - | o,

[A®v - Av| e = mabx|(A®v—Av)i| = max D A ®ve— Y, Auul.

k<d k<d

Donc, d’apres le lemme 6.3 et apres simplification :

[A®v— Av|o < max (du > |Aullog] + (dPu + d)g)
< k<d

_ dumax(z |Aik||vk|) T+ (dPu+d) L.
i<d \ g 2
Donc :

_ < ) 2 n
[A®v— Av|o < dur?ix(z |A,k|r?gx|vt|) +(d qud)2

k<d

< . 2 n
< duntlglx|vt| max (I;|Alk|) + (d*u+d) 5

= du||v]| o0 max (Z |Ai,f|) T+ (dPu+d)L
i<d \iZg 2
n
= dull|A]||ee V] 00 + (dPu+ d)g-
]

De méme, il est possible de dériver une borne sur 'erreur d’arrondi du produit de
deux matrices carrées.

Théoréme 6.5. Borne d’erreur d’arrondi du produit matrice-matrice &
Sotent d e N*, A, B e R™4_ Alors :

U
lA® B - AB|ll < dull|Alllo[l|Bllloe + d(du + d) 5.
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Démonstration. Par définition de ® et de ||| [||oo,

llA® B — ABl|ls = max 3" |(A® B - AB),j| = max 3

j<d j<d

@Aik ® By — Z A Bjl -

k<d k<d

Donc, en appliquant le lemme 6.3 aux applications partielles k = A;; et &k~ By :

n
I|[A® B - AB|||o < r?gisz;i (du > |Aul|Brj| + (dPu + d)i)

k<d

<dumax Y | Y] |Aik||Bkj|) +d(d*u+ d)g

i<d 520 \k<d

= dumax Z Z |Azk||Bkj|) + d(dZU, + d)g

i<d 2\ j<d

- dumax Z | Air] (z |Bkj|)) +d(d®u + d)g

i<d 9 j<d

<dumax Y| [Awl (Htl%ix > |Btj|)) +d(d*u + d)g

i<d 1 2q j<d

= dumax Y (|41 Bl|) + d(du + )5 = dul Al Bllloo + d(du+ ).
<0 k<d

6.6.3 Erreurs d’arrondi pour le calcul des coefficients

Pour borner les erreurs locales associées aux méthodes de Runge-Kutta classiques
dans le cas unidimensionnel (voir section 5.4.2), nous avons di borner les erreurs com-
mises lors du calcul de coefficients scalaires dépendant de h et de A, e.g. hﬁ—A, h22’\2, et
Nous avions a cet effet utilisé I'outil Gappa, qui tire parti des intervalles de valeurs pos-
sibles pour le produit h\, ces intervalles étant obtenus a partir de la stabilité linéaire.

Dans le cas multidimensionnel, les coefficients apparaissant dans I'implémentation
« & la Horner » des méthodes de Runge-Kutta sont des matrices de la forme a.A,
avec a € R (e.g. h, %, etc) et A € R™ e.qg. A A2 etc. Le calcul de ces matrices
en arithmétique a virgule flottante conduit a des résultats de la forme @ ® A

L’outil Gappa n’est plus directement utilisable pour exhiber une borne sur I'erreur

d’arrondi @ ® A - A, qui dépend de la norme de A.

Lemme 6.6. Borne sur ’erreur d’ailvrrondi et calcul des coeflicients &
Sotent de N*, a e R, @ eF, Ae R AeFd B C,DeR,. Supposons que :
[ ‘62: O!| < B ;
o [[|[A-Alllee < Cull|All|o + Dn.
Alors :

76 -0l < (1+ C) (u(B fal) + B) + Cufa) [l +( -+ 0)(B 1] D) + § ) .
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Démonstration. Nous avons : |||a@ ® A - @A|||e = maxig Yial@e A)i; - (@A),1,

donc, d’apres les lemmes 2.2 et 2.3 :

lde A- Al < maxz(man«%u ) u|a||||A|||oo+—.

j<d
Done : [ ® A~ @Al <u(B+a]) Al < u (B +a]) (1 +Cu)|||Afllo + Dn) + %
Par inégalités triangulaires, nous avons :
156 A~ aAlle < 17® A~ Al + 154~ ol + fla - Al + 5!
<u(B +[of) ((1+ )|l Alls + D) + [~ all| Al + lall| A Al +
<u(B+la]) (1+ Cu)ll[Alllee + Dn) + BlllAllloe + l|Cull|Alllos + e Dy + d2—n
<((1+Cu) (u(B+|a]) + B) + Cula]) ||| A||oo + (1 + w) (B + |a|) Dy + %
[

Le lemme 6.6 sera utilisé en section 6.7.2 dans les étapes intermédiaires permettant
de borner les erreurs locales des méthodes d’Euler et de Runge-Kutta 2.

Remarque. Dans les implémentations « a la Horner », il n’y a pas de puissances
explicites de la matrice A et ainsi A= A et A=A avec A la matrice A dont tous les
coefficients ont été arrondzs. En arrondi au plus proche, dans le format FLT, nous avons
alors C =1 et D=4, ie. 114 = Alloo < ull|Alloo + %’7. Le lemme 6.6 permet cependant
de gérer le cas |||A" = A"|||oo pour n > 1 mais la détermination de C' et D s’avére plus
délicate (voir [108, §4.2] pour plus de détails).

6.7 Erreurs locales

6.7.1 Résultats génériques pour les erreurs locales

Pour borner les erreurs d’arrondi locales induites par I'implémentation de méthodes
de Runge-Kutta appliquées a des systemes matriciels, nous adoptons la méme approche
que dans le cas unidimensionnel (voir section 5.4.1). Nous démontrons en effet des
lemmes tirant parti de la forme des implémentations. Ces résultats sont génériques
et couvrent un nombre important d’implémentations possibles, parmi lesquelles nous
trouvons les évaluations « a la Horner » présentées en section 6.2.2.

Nous commencons par la sommation de deux vecteurs flottants X; et X5 correspon-
dant & des multiples d'un méme vecteur y (au sens du produit matrice-vecteur) :
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Lemme 6.7. &Soient deN*, yeR?, C1,Cy e R, Ay, Ay e R4 X, X, € F tels que :
o [ X1 - Ay <Cruly|e + Din;
o [Xo - Agylee < Couly oo + Dan.

Alors :

|X1 @ X5 - (A1 + A2)y| o <
(Cru+ Cou+u([[[Ar][[eo + [l Azl + Cru+ Cou)) |y[ oo + (1 +u)(Dy + D2)n.

Démonstration. Par inégalités triangulaires :

| X1 @ Xy = (A1 + A2)y o <
|1 X1 @ Xo = (X1 + X2)[oo + [ X1 = A1y] oo + [ X2 — A2yl oo
<u X1+ Xof oo + Crulylle + Din + Couly|e + Dan
U X oo + ul Xaflo + Crufylle + Din + Coully| e + Dan
<u([Ary]e + Crulylee + Din) +u ([ A2yl + Coully| e + Dan)
+ C1u] Y| + D1in + Cou|ylleo + Dan.

Donc, en appliquant le lemme 6.1 (sous-multiplicativité) :

1X1 @ X~ (AL + A2)y| oo
< ([[[Axllloo [¥]oo + Crue|y oo + D1m) +u (||| A2llc0 | Y] o0 + Cott|[y||eo + Dan)
+ Crufy|eo + Din + Coulyllee + Dan

= (Cru+ Cau+ u([l[Auflleo + [l Azlllo0 + Cru+ Cau)) [yfleo + (1 +u) (D1 + Da).
0

La démonstration formelle de ce résultat pose relativement peu de difficultés. En
particulier, elle repose sur un nombre restreint d’éléments de calcul matriciel.

Nous proposons ensuite un résultat qui généralise le lemme 5.4 au cas multidimen-
sionnel et couvre notamment les implémentations « a la Horner » (voir section 6.2.2).

Lemme 6.8. &Soient de N+, yeR?, C,Cy,Cs5,D1,Dy,D3 € R,, Aj, Ay, A € Rxd,
Soient X1, X5 € Fé, Ay e Fixd. Supposons que :

o | X1- Ay <Crulyle + Din;

o [[[A2 = Asfl[oe < Cou+ Dan;

o [ X5-Asyle < Csulyle + Dn.
Alors :

HX1 ® Z; ® X3 - (A1 + A2A3)yHoo <
((1 +u) (C’lu + (1 + du) (Coul||As3|||ee + Cau||A2||ee + C2Csu? + (Csu + |||A3|||OO)D277))
+ul[Axlloo + ((d + V)u+ du®)[[| Asllool| Aslleo ) 9]0

+(1+u) (01 + (1+ du)(Cou + Dy + ||| Asll|oe) D3 + %(Uﬂu . d)) 0.
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Démonstration. Par inégalités triangulaires, puis via plusieurs applications du lemme 6.1 :
[ 42® X5 - Az Asylleo < | A2 ® X3 - A3 Asyoee + [ A2 A5y — A2 Asyl oo
< A2 ® X3 = A2 X0 + [ A2 X5 = AsAsy oo + [|[A2 = Azl||o [ A5y 0
< A2 ® X3 — Ar X3 oo + [[[Aa[[oo | X5 = Ay o + [[[A2 = As[]ool| Asllleo |4 -

En utilisant les hypotheses du lemme et en appliquant le théoreme 6.4 au produit
de A2 et X3 .

H:‘E ® X3 - A A3y o
< du||[Aslloe | X3]oo + (d®u + d)g + [ Aslloo | X5 = Azylloo
+ (Cou + Don) ||| As|[loo |y
< du(Cou + Do + [[| Aalleo) ((Cau + (| A3lllo0) [y oo + Dan) + (dPu + d)g
+ (Cou + Dan +[[Az|llee ) (C3uly| o + D3n) + (Cou + Dan)||| As|[loo | Y] -
Donc :
|42 ® X3 - As Agy|oe <
((1+du) (Coul||As|l|oo + Csul||As[]oo + CoCau?
+Ds([[|Asllleo + Csu)n) + dul[[Az|[oo][| As[[o0) |0
(@ du) (ot Do+ 1 Asll) Dy + S P+ ) )

Donc, par application du lemme 6.7 avec X; et A; restant inchangés, A, ® X5 iden-
tifié¢ & Xy (du lemme 6.7) et A Az identifié a Ay (du lemme 6.7) :
| X1 @ Ay ® X5 — (A + Ay Az)y oo <
(u((llAxllloe + 1l A2 As[]oe)
+(1+u) (Cru+ (1 +du) (Coul||As|leo + Caul[[As|||eo + CoCsu?
+Da([[|Asllloo + Csu)n) + dull| As|loo || Asllloe)) [/]loe
+(1+41) (01 + (14 du)(Cou + Dy + [[|As]l0) Ds + %(d2u+d))n

< ((1 +u) (C’lu + (1 + du) (Coul||As|]|e + C3u||Az|||e + C2Csu? + (Cau + |||A3|||OO)D27]))

+ulllAfllee + ((d+ 1)u+ du?) | Azl [ Aslllos ) [0

¢ (L) Dy + (14 du) (Cous Do + | Aslle) D + S () )

O

Lorsque les dépassements de capacité inférieurs ne sont pas pris en compte, le terme
en 7 est nul. Notons qu’a la différence du lemme 5.4 utilisé dans le cas des systemes
linéaires scalaires, le lemme 6.8 ne permet pas de construire une valeur seuil M a partir
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de laquelle les dépassements inférieurs ne contribuent plus a la borne d’erreur. En effet,
nous ne faisons ici aucune hypothese sur la norme de la matrice A. De plus, méme si
nous supposons que la valeur |||A|||c est supérieure a une certaine valeur, cela ne donne
aucune information quant aux potentiels dépassements inférieurs au cours de calculs
intermédiaires d’opérations matricielles. Dans ce cadre, nous estimons qu’une analyse
par composantes aurait pu s’avérer utile.

Avant d’instancier le lemme 6.8 a des méthodes de Runge-Kutta classiques, nous
le simplifions en supposant que du < 0,01. A condition que la dimension d du systeme
ne soit pas démesurément grande, cette hypothese s’avere en effet raisonnable pour la
plupart des formats flottants utilisés en pratique. Par exemple, dans le cas du format
binary64, u = 2753 et 'hypothese du < 0,01 est vérifiée pour tout d < 0,01 x 253 ~ 9x 1013,
En binary32, u = 2724 et 'hypothese du < 0,01 est vérifiée pour tout d < 0,01 x 224 ~
167 772. En pratique, peu d’applications utilisent des matrices de taille supérieure a
10%, ce nombre pouvant dans de rares cas atteindre 10 (dans ce cas, notre approche
reste valable pour les nombres flottants en double précision). La version simplifiée du
lemme 6.8 s’énonce comme suit :

Corollaire 6.9. &EOZBth € N*, Y € Rn} Cl,OQ,Cg,Dl,DQ,Dg € R_H Al,AQ,A3 e Rdxd,
Sotent X1, X3 €Fd, A,y e Fixd_ Supposons que :
| X1 - A1yl < Crully|eo + Din ;

o [[[Az = Agl[e < Cou+ Dan ;
o | X5 - Asy]e < Csuly|eo + D3 ;
o du<0,01.

Alors :

| X1 @ (A2 ® X3) = (A1 + A A3)yee <

(1,03 (Cru + Coull|Asl|eo + Caul[|As|||eo + CoCst® + (Cau + ||| As[|o0 ) Dan)
+ul[[Aq][| + (d + 1,01 )ul[| Azl l| As|l|0 ) |90
+(1,03(D1 + (Cou + D3 + ||| A2]||ee ) D3) + 0,6d) 1.

La démonstration du corollaire 6.9 est essentiellement calculatoire et ne pose aucune
difficulté particuliere. Nous majorons notamment le terme Dy par D, dans le terme
d’underflow, ce qui revient & majorer n? par 7. Ce corollaire sera appliqué dans la section
suivante pour borner les erreurs locales de méthodes classiques.

6.7.2 Bornes sur ’erreur locale de la méthode d’Euler

Dans cette section, nous instancions les résultats génériques de la section 6.7.1 et
bornons les erreurs locales associées a la méthodes d’Euler. Le format flottant considéré
est le format FLT de Flocq et les résultats sont paramétrés par la base et la précision de
calcul. Sur la donnée de la dimension du systeme, la seule condition que doit satisfaire
le format flottant est du < 0,01.
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Lemme 6.10. Borne sur ’erreur locale pour la méthode d’Euler &

Soit h € F, A e R4, Sojent n € N, d € N*. Soit u = B7P. Supposons que du < 0,01.
Soit (Jn)nen la suite des solutions calculées via une implémentation flottante « a la
Horner » de la méthode d’Euler (voir exemple 6.3). Soit (e,)nen la suite des erreurs
locales associées a la méthode d’Fuler. Alors :

Enr1 < ((1+ (d+3,1) h[|All|oe) w+ 0,59(1 + h)dn) | Fn]e + 0,6dn.
Démonstration. Par définition de 'erreur locale et de la méthode d’Euler :

enr = [(Gn® ((h® A)®§,)) — (I + hAX )y | oo-

La démonstration repose sur une unique application du corollaire 6.9 avec y =
Uny X1 = Un, A1 = 1,Ay = h® A, Ay = hA, X35 =, et A3 = 1. 1l faut donc exhiber les
constantes C1, Cy, C3, Dy, Dy et Ds.

Vérification des hypotheses.
o | X1 - A1Y|oo = |Tn = ITn] oo <0||Fn o + 0n. Donc C; =0 et Dy =0 sont valides.
o (142 = Aslllee = Il ® A= BA||co-

Donc, d’apres le lemme 6.6 (avec B =0, C' =d, D = g) puis en utilisant 'hypo-
these du < 0,01 :
— d d
175 = Aalle < (1 4wyt ab) Al + 0+ 085 + 5 )

2 2
((2+ w)uh)|||A|l|eo + 0,6(1 + h)dn

<
<2,01h|[| Al + 0,6(1 + h)dn.

Donc Cy = 2,01h|||A|||es €t D2 =0,6(1 + h)d sont valides.
o | X5- A3yl = |Tn = 90|00 < O] Fn]lco + 0n. Donc Cs =0 et D3 =0 sont valides.

Application du corollaire 6.9. En appliquant le corollaire 6.9 puis en simplifiant :

Ens1 < ((1+ (d+3,1)hl[|All|ec) w + 0,59(1 + h)dn) |Fn]e +0,6dn.

6.7.3 Bornes sur ’erreur locale de la méthode RK?2

Nous proposons une seconde application de I'analyse d’erreurs dans le cas de la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 2.
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Lemme 6.11. Borne sur ’erreur locale pour la méthode RK2 &

Soit heF, AeR¥d Soient neN, deN*. Soit u=3"P. Supposons que du < 0,01. Soit
(Tn)nen la suite des solutions calculées via une implémentation flottante « a la Horner »
de la méthode RK2 (voir exemple 6.4). Soit (€, )nen la suite des erreurs locales associées
a la méthode de RK2. Alors :

ene1 < (((d+5)hu+ (6d+0,12d%)n) ||| Al + ((2d + 6,6) ki + 1) ||| A%
+(2,4d +2,02d*) 1) |G ] e + ((0,6 + R||All|co )d + 0,7d) 1.

Démonstration. La démonstration formelle repose sur plusieurs applications du corol-
laire 6.9, qui permettent de reconstruire la borne sur 'erreur locale de la méthode RK2.
Les tableaux 6.1 et 6.2 contiennent les valeurs successives correspondant a C' et D.
Dans un premier temps, nous nous intéressons a la sous-expression o [g)}b + %g)}l],
dont I’analyse d’erreurs est synthétisée dans le tableau 6.1. Les trois premieres lignes
correspondent aux bornes d’erreur sur X, = 7, A = h@o2® A et X5 = {j,,. Les constantes
C1, Cs, Dy et Dy (premiere et troisieme lignes) sont exhibées sans difficulté particuliere.
Pour obtenir C5 (deuxiéme ligne), nous appliquons le lemme 6.6. Enfin, la quatrieme
ligne est obtenue par application du corollaire 6.9. Dans la colonne C'u, nous ne donnons
pas explicitement la valeur de C', e.g. 1,2dn correspond a C' =1,2d§ car 1,2dn = 1,2déu

Tableau 6.1 — Sous-étape pour borner 'erreur locale de la méthode RK2

Terme FP Matrice | Cu D

:IJ;L _ I Clu =0 D1 =0
ho2® A ha Cou = 1,6h]||All|eus + 0,67 Dy =1,52d
:ljﬁ I Cgu =0 D3 =0
o[Fn+ M| | T+ 5 | u+ (17 +0,6(d+ 1)h)u+0,7m) | Allls + 1,2dn | 0,6d

Ensuite, dans le tableau 6.2, nous reconstruisons la borne d’erreur associée a I’expres-
sion entiere. Les trois premieres lignes correspondent aux bornes d’erreur sur X = ¢,
Ay = ho20A et X5 = - Les constantes C; et Dy sont obtenues trivialement, la constante
C5 est obtenue par application du lemme 6.6 et les constantes C3 et D3 correspondent
au résultat final exhibé dans le tableau 6.1. Le résultat de la quatrieme ligne est ob-
tenu par application du corollaire 6.9. Nous noterons Cjay = (d+5)hu + (6d +0,12d?)n,
CH|AH|2 =(2d+6,6)hu+1n et CU =2,4d + 2,02d2.

Tableau 6.2 — Etapes pour borner 'erreur locale de la méthode RK2

Terme FP ‘ Matrice ‘ Cu ‘ D
Yn I Ciu=0 D1 =0
heA hA Caou = 2,01h)||Al||cou Dy =0,6(1+h)d
[g;+%g;] I+hA Cau=u+ ((1,7+0,6(d+ 1)h)u+0,7) ||Alllee | D3 =0,6d
+1,2dn
o[y;+hﬁ(y;+ %37;)] I+hA(I+22) | CaylllAlllee + Cppayz IANIZ + Cyn (0,6 + hl||Al[|o )d + 0,7d2

]
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Automatisations et simplifications :

Les bornes obtenues s’averent lisibles (voir lemmes 6.10 et 6.11) et ne font pas
apparaitre de termes d’ordre supérieur (en u?, etc). Nous avons majoré ces termes a
chaque étape de la construction de la borne d’erreur en utilisant la tactique automatique
interval [150] sous I'hypothese du < 0,01 et la majoration u? < 0,01u qui en découle.

Nous avons par ailleurs utilisé la tactique eapply de Coq afin d’appliquer mécani-
quement le lemme 6.9 a chaque étape de la construction de la borne d’erreur locale sans
avoir a donner explicitement les parametres y, Xi, ;{;, X3, Ay, Ay et As. 1l ne reste
alors qu’a instancier manuellement les valeurs de C, Cy, C3, Dy et D3 puis a montrer
que les hypotheses du lemme 6.9 sont vérifiées.

6.8 Erreurs globales

La méthodologie permettant de passer des bornes d’erreurs locales aux bornes d’er-
reurs globales est empruntée a celle que nous appliquons dans le cas scalaire (voir
section 5.5). En section 6.8.1, nous prouvons un théoreme générique permettant de
construire une borne sur l'erreur globale a partir des bornes sur les erreurs locales. En-
suite, en section 6.8.2, nous instancions ce résultat aux méthodes d’Euler et de Runge-
Kutta 2 en utilisant les bornes d’erreurs locales exhibées en section 6.6.3.

6.8.1 Passage des erreurs locales aux erreurs globales

Nous bornons l'erreur d’arrondi globale induite par I'implémentation de méthodes
de Runge-Kutta explicites appliquées a un systeme matriciel en fonction d’une borne
sur les erreurs locales des itérations précédentes. Le résultat proposé est tres proche du
théoreme 5.9, qui joue un role analogue pour le cas linéaire scalaire.

Théoreme 6.12. Passage des erreurs locales aux erreurs globales &
Soit heF, AeR¥™d. Soit C >0, D>0. Posons k =max(Cu+ |||R(h, A)|||ec, 1).
Supposons que pour tout n € N* &, < Cu|yn_1|e + Dn. Alors :

nCullyolle
Cu+ |[[R(h, A)lleo

Vn, E, < (Cu+|||R(h, A)]]|o0)™ (50+ )+n><fi”><D17.

La démonstration du théoreme 6.12 est tres proche de la démonstration du théo-
reme 5.9, si bien que nous ne redonnons pas les détails du raisonnement.

Nous n’avons jusqu’ici émis aucune hypothese de stabilité linéaire, contrairement
a ce qui est fait dans le cas scalaire (chapitre 5). Cela justifie I'introduction du terme
k, qui permet d’obtenir un résultat valable pour n’importe quels systemes linéaires
multidimensionnels. Lorsque Cu + |||R(h, A)|||c < 1, nous avons également x < 1 et
le terme n x k™ x Dn peut étre majoré par nDn de facon analogue a ce qui est fait
dans le théoreme 5.9. L’hypothese de stabilité linéaire pour les systemes matriciels réels
est plus délicate a définir que dans le cas scalaire. Comme expliqué brievement en
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section 2.3.4, l'idée est d’imposer la condition de stabilité |R(h, ;)| < 1 sur chacune
des valeurs propres \; de la matrice R(h,A). Ce concept de stabilité est cependant
difficilement exploitable dans une analyse par normes. Si nous nous limitons au cas
ou [[|[R(h,A)|]| < 1, le théoreme 6.12 assure que les bornes d’erreurs d’arrondi sont
quasi-linéaires en le nombre d’itérations (car, en général, Cu < |||R(h, A)|||co)-

6.8.2 Bornes sur ’erreur globale de méthodes de Runge-Kutta

A partir des bornes d’erreurs locales exhibées en section 6.7.2 pour les méthodes
d’Euler et RK2 puis en appliquant mécaniquement le théoreme 6.12, nous bornons les
erreurs globales de ces deux méthodes numériques classiques. Les résultats tiennent
compte d’éventuels dépassements inférieurs.

Pour la méthode d’Euler, nous instancions le théoreme 6.12 avec les constantes du
lemme 6.10 et obtenons :

Théoreme 6.13. Borne sur ’erreur globale de la méthode d’Euler &

Soit h € F, A € R4, Sojent n € N, d € N*. Soit u = 37P. Supposons que du < 0,01.
Soit E, 'erreur globale associée a la méthode d’Euler aprés n itérations, suivant une
implémentation « a la Horner ». Posons Cu = (1+ (d+3,1) h|||A|||e) u+ 0,59(1 + h)dn,
D =0,6d et k =max(Cu+ ||| +hA|||e,1). Alors :

nCulyof o
Cu+ [T +hA[l|w

En<(0u+|||[+hA|||oo)"(60+ )+n></£”><D77.

De méme, pour la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2, il suffit d’instancier le théo-
reme 6.12 en utilisant les constantes données par le lemme 6.11.

Théoreme 6.14. Borne sur ’erreur globale de la méthode RK2 &

Soit h € F, A € R™, Soient n € N, d € N*. Soit u = 7P. Supposons que du < 0,01.
Soit E, [erreur globale associée a la méthode RK2 aprés n itérations, suivant une
implémentation « a la Horner ». Posons Cu = ((d+5)hu+ (6d+0,12d%)n) |||A|||e +
((2d+6,6)hu +n) |[|A]|]% + (2,4d + 2,02d?)n, D = (0,6 + h|||Al||s)d + 0,7d?. Posons éga-

lement Kk = max (Cu + |||I +hA+ h22A2 ,1). Alors :
RPAZ Y nCullyo o n
EnS(C’LL+ I+hA+ 5 Oo) 0 C’u+|”]+hA+#moo)+nXH x Dn.

6.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthodologie d’analyse générique per-
mettant de borner I'accumulation d’erreurs d’arrondi dans I'implémentation en arith-
métique a virgule flottante de méthodes de Runge-Kutta appliquées a des problemes
matriciels. Nous avons en outre formalisé 1’ensemble des résultats dans l’assistant de
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preuves Coq, ce qui permet d’augmenter la confiance accordée aux démonstrations des
résultats présentés, souvent techniques et fastidieuses.

Nous avons choisi d’adopter une approche par normes, plus simple a utiliser et
adaptée aux besoins d’une analyse dans le pire cas. La norme choisie est la norme || | o
de Holder qui mesure la plus grande composante (au sens de la valeur absolue) d'un
vecteur et permet par conséquent de majorer ’ensemble des composantes du vecteur
d’erreur. Nous avons formalisé la norme |- | ainsi que la norme matricielle subordonnée
qui lui est associée. Nous avons prouvé les propriétés fondamentales de ces normes,
notamment la propriété de sous-multiplicativité.

Dans le but de formaliser 'analyse d’erreurs d’arrondi des méthodes de Runge-
Kutta, nous avons commencé par borner les erreurs d’arrondi associées aux produits
matrice-vecteur et matrice-matrice en Coq. Les bornes exhibées sont basées sur des
travaux récents de Jeannerod et Rump [119], qui ont proposé, pour des algorithmes de
sommation, des bornes d’erreur d’arrondi plus fines que celles des ouvrages de référence
tels que le livre de Higham [107].

Nous avons proposé une formalisation des méthodes de Runge-Kutta appliquées
aux systemes matriciels ainsi que leur implémentation et les erreurs d’arrondi locales
et globales associées. Nous avons démontré formellement un ensemble de résultats gé-
nériques permettant de borner ces erreurs d’arrondi de facon mécanique. Ces résultats
restent valides si nous tenons compte de potentiels dépassements de capacité inférieurs.
Les dépassements de capacité supérieurs ne sont en revanche pas gérés, bien qu’il soit
possible de les détecter a posterior: lorsque les valeurs exceptionnelles oo ou NaN sont
produites. Nous avons ensuite instancié la méthodologie a deux méthodes classiques,
i.e. les méthodes d’Euler et RK2.

La formalisation est basée sur la bibliotheque Flocq d’arithmétique des ordina-
teurs [37, 38| et sur les matrices de la bibliotheque Mathematical Components [144].
Elle comporte pres de 5000 lignes de code Coq.

Les travaux de formalisation situés a l'intersection de 'arithmétique a virgule flot-
tante et de l'analyse numérique matricielle sont relativement rares. A notre connais-
sance, les seuls travaux comparables sont ceux de Roux [177], qui propose une analyse
d’erreurs d’arrondi en Coq pour plusieurs algorithmes numériques impliquant des opé-
rations matricielles, comme la décomposition de Cholesky. Le chapitre 3 contient une
comparaison entre I’approche de Roux et celle que nous adoptons.
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Chapitre 7

Espaces de Hilbert et analyse
fonctionnelle

Les équations aux dérivées partielles permettent de caractériser le comportement
de phénomenes physiques ou biologiques tres complexes, comme 1’écoulement du sang
dans une artere [198] ou de 'air sur le profil d'un avion [127]. Leur étude est donc fon-
damentale dans de nombreux domaines scientifiques, comme la mécanique des fluides,
I’aéronautique, la médecine, la finance ou la météorologie. Il est généralement impos-
sible d’exhiber la solution exacte d’une telle équation, notamment lorsque ’espace des
solutions est irrégulier ou de dimension infinie. Comme dans le cas des équations dif-
férentielles ordinaires, des méthodes numériques permettent de calculer une solution
approchée au probleme. Les méthodes des volumes finis [67], des différences finies [189]
et des éléments finis [49] sont les plus couramment utilisées.

La méthode des éléments finis consiste a choisir un maillage approchant le domaine
d’intégration de ’équation aux dérivées partielles (le volume irrégulier et continu, e.g.
l'artere ou le profil d’aile d’avion). Ce maillage est généralement constitué de polyedres
réguliers, dont la forme dépend du domaine d’intégration et appelés éléments finis.
L’équation différentielle est linéarisée sur chacun de ces éléments finis, ce qui permet
d’obtenir un ensemble d’équations linéaires. Ces équations sont, dans la plupart des cas,
des équations différentielles ordinaires linéaires matricielles. Elles pourront étre résolues
a 'aide de méthodes de Runge-Kutta, dont les erreurs d’arrondi sont étudiées dans les
chapitres 5 et 6 de ce document.

Notre souhait a long terme serait de prouver formellement des programmes im-
plémentant ou utilisant la méthode des éléments finis, comme la bibliotheque C++
FELiScE ! appliquée au domaine médical. Un tel but ne peut étre atteint que si nous
sommes capables de vérifier la correction de la méthode des éléments finis, c’est-a-dire
de vérifier qu’elle permet de calculer une bonne approximation de la solution exacte.
Or, la correction de la méthode repose sur des fondements conséquents d’analyse fonc-
tionnelle [49, 64, 206]. Il s’agit de caractériser le domaine d’intégration via le concept

1. Finite Elements for Life Sciences and Engineering
https://gforge.inria.fr/projects/felisce/
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d’espace de Hilbert et de définir le maillage comme sous-espace de dimension finie de
cet espace de Hilbert. L’existence des solutions sur I’espace de Hilbert et sur le sous-
espace de dimension finie, ainsi qu’une borne sur leur différence, sont assurées par le
théoreme de Lax—Milgram et le lemme de Céa. Dans le présent chapitre, ainsi que dans
le chapitre 8, nous présentons une formalisation de ces fondements mathématiques. Ce
travail est guidé par une preuve papier détaillée du théoreme de Lax—Milgram, rédigée
par Clément et Martin dans l'objectif d’une vérification formelle [50]. Ces travaux de
formalisation sont basés sur la bibliotheque Coquelicot [35], une extension conservative
de la bibliotheque standard des réels de Coq [148] présentée en section 2.2.1.

Ce chapitre est voué a la formalisation des espaces dits préhilbertiens et hilbertiens.
La majeure partie des notions géométriques palpables, comme les concepts de plan, de
droite ou d’angle, forment la géométrie dite euclidienne. Ils ont pour cadre les espaces
euclidiens, i.e. des espaces vectoriels de dimension finie munis d’un produit scalaire,
a partir duquel il est possible d’inférer une norme. Dans I'objectif d’adapter les résul-
tats d’algebre linéaire des espaces euclidiens aux espaces fonctionnels, les espaces dits
préhilbertiens ont commencé a étre étudiés des la fin du X1x® siecle [153]. Les espaces
préhilbertiens sont une généralisation des espaces euclidiens lorsque la dimension est
potentiellement infinie. La terminologie d’espaces de Hilbert (ou espaces hilbertiens)
est quant a elle réservée aux espaces préhilbertiens complets (voir section 7.3).

En section 7.1, nous présentons la bibliotheque Coquelicot sur laquelle se base notre
formalisation : en particulier, nous décrivons la maniere dont les concepts topologiques
y sont définis. La section 7.2 introduit quelques définitions complémentaires concernant
les sous-espaces. Nous décrivons ensuite, dans la section 7.3, la maniere dont nous avons
défini les espaces de Hilbert en Coq. Dans la section 7.4, nous exhibons quelques résul-
tats fondamentaux d’analyse des espaces de Hilbert qui ont été formalisés. Enfin, dans
la section 7.5, nous nous focalisons sur des espaces de fonctions et plus particulierement
sur ’espace des fonctions linéaires continues.

Remarque. La grande majorité des développements mathématiques relevant de l’ana-
lyse fonctionnelle (e.g. l'ouvrage fondateur de Brézis [42]) font appel a minima a des
variantes faibles de l'axiome du choiz [110]. Certains résultats présentés dans ce cha-
pitre ainsi que dans le chapitre 8 sont démontrés en logique classique (pour rappel, les
résultats classiques sont étiquetés par le symbole &PV_‘P). 1l est néanmoins possible de
se restreindre a des hypothéses de décidabilité bien précises : certaines de ces hypo-
theses donnent lieu a des discussions, réunies dans la section 8.6 a la fin du chapitre 8.
Nous utilisons en outre l’axriome ProofIrrelevance, qui permet de gérer [’égalité entre
éléments de types dépendants, comme en section 7.5.3 pour le type clm. Enfin, nous uti-
lisons laziome FunctionalEztensionality afin de réduire l’égalité de fonctions a une
€galité point a point, principe généralement admis dans les preuves mathématiques.
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7.1 Prérequis sur la bibliotheque Coquelicot

Les travaux présentés dans le présent chapitre ainsi que dans le chapitre 8 reposent
essentiellement sur Coquelicot, une extension conservative de la bibliotheque standard
des nombres réels congue pour pallier les défauts de cette derniere et destinée a la forma-
lisation de résultats d’analyse [35, 134]. La particularité de Coquelicot est 'utilisation du
formalisme des filtres pour la définition des concepts topologiques (voir section 7.1.1). Ce
formalisme étant tres général, il a été possible de généraliser les notions mathématiques
a des structures algébriques plus générales que R, comme les anneaux ou les espaces
normés complets (voir section 7.1.2). La bibliotheque Coquelicot comporte 1'essentiel
des notions permettant de démontrer des résultats concernant la topologie, les limites,
les séries entieres, la dérivation ou encore I'intégration, la plupart de ces concepts étant
définis comme des fonctions totales. Notons également que Coquelicot est basée sur
I’axiomatisation des réels de Coq mais n’utilise pas I'axiome du tiers-exclu.

7.1.1 Topologie générales, filtres et limites

La topologie générale permet d’unifier les notions de voisinage et de limite. Au cours
de la premiere moitié du XX¢ siecle, plusieurs formalismes ont été développés pour dé-
finir les limites dans des espaces topologiques généraux. Les deux approches les plus
courantes sont les suites généralisées (nets en anglais) remontant aux travaux de Moore
et Smith en 1922 [152] et les filtres, dont la premiere mention est attribuée a Cartan en
1937 [48]. En HOL-Light, Harrison utilise les suites généralisées pour généraliser les no-
tions de convergence [103]. La bibliotheque Coquelicot utilise quant a elle le formalisme
des filtres [35, 133], dans lequel il est possible d’exprimer des notions usuellement ex-
primées avec des suites, comme la convergence, le critere de Cauchy, la continuité d'une
fonction ou la complétude et la fermeture d’un espace. Un filtre est un ensemble de voi-
sinages, plus précisément une collection F: (E -> Prop) -> Prop de sous-ensembles 2
d'un ensemble E : Type vérifiant les propriétés de la classe Filter définie ci-dessous
(la figure 7.1 présente quelques exemples de filtres).

Class Filter {E : Type} (F : (E — Prop) — Prop) := {
filter_true : F (fun _ = True) ;
filter_and : forall PQ : E - Prop, FP =-F Q
—-F (fun x =P x AQ xX) ;
filter_imp : forall P Q : E - Prop,
(forall x, Px -Qx) -FP >FQ 7.

Il est également nécessaire d’introduire un concept fréquemment utilisé, a savoir la
notion de filtre propre :

Class ProperFilter {E : Type} (F : (E — Prop) — Prop) := {
filter_ex : forall P, F P —»exists x, P x ;
filter_filter :> Filter F }.

2. Pour D : E -> Prop, D x signifie que x appartient au sous-espace D (voir section 7.2).
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I I 00

FIGURE 7.1 — Filtres convergents : vers un point fini (gauche), vers l'infini (droite)

Holzl, Immler et Huffmann utilisent les filtres comme clefs de votite des notions
topologiques dans une formalisation de ’analyse mathématique en Isabelle/HOL [109)].
Coquelicot s’inspire de ces travaux pour définir les notions de convergence, méme les
plus élémentaires [133]. Les filtres eventually, locally et Rbar_locally (décrits ci-
dessous) permettent de définir la convergence des suites réelles et des fonctions.

Le filtre eventually contient I'ensemble des parties de nat qui contiennent tous les
entiers naturels a partir d’un certain rang.

Definition eventually (P : nat — Prop) :=
exists N : nat, forall n, N <=n —P n.

Pour x : T fixé, le filtre locally x contient tous les voisinages du point x (voir
figure 7.1). Le filtre Rbar_locally x est analogue a locally x pour x : Rbar. Dans
Coquelicot, un élément de Rbar est soit construit a partir d’'un élément de type R (via
la constructeur Finite qui plonge les réels dans Rbar), soit égal a +oo.

Definition locally (x : T) (P : T - Prop) :=
exists eps : posreal, forall y, ball x eps y - P y.

Definition Rbar_locally (x : Rbar) (P : R — Prop) := match x with
| Finite a = locally a P
| p_infty = exists M : R, forall t, M <t -P t
| m_infty = exists M : R, forall t, t <M —-P t
end.

La prédicat ball apparaissant dans le code Coq ci-dessus est une généralisation de
la notion de boule pour des espaces qui ne sont pas nécessairement munis de métrique.
Pour donner une intuition, ball x eps y signifie qu’il y a un « écart » inférieur a eps
entre les points x et y (ou alternativement que y appartient a une boule généralisée de
centre x et de rayon eps). Cela permet de dire, pour eps suffisamment petit, que x et
y sont proches sans utiliser la notion de distance. L’objet ball est formellement défini
en section 7.1.2.

Pour définir les notions de convergence, il faut d’abord introduire un constructeur
filtermap qui permet de construire I'image d'un filtre par une fonction puis un prédicat
filterlim qui pourra étre instancié comme la limite d’une suite ou d’une fonction :

Definition filtermap {T U : Type} (f : T - U)
(F : (T -Prop) -»Prop) := fun P =F (fun x =P (f x)).
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Definition filterlim {T U : Type} (f : T -U) F G :=
forall P : T - Prop, (filtermap f F) P -G P.

Ainsi est-il possible d’exprimer la relation is_lim_seq caractérisant la limite (a
valeurs dans R) d’'une suite réelle :

Definition is_lim_seq (u : nat —R) (1 : Rbar) :=
filterlim u eventually (Rbar_locally 1).

Cela signifie que la suite u reste dans le voisinage du point 1 a partir d'un certain
rang.

Sur le méme modele que pour la convergence des suites, Coquelicot comporte un
prédicat is_lim pour la convergence d'une fonction de type R -> R en un point x :

Definition is_lim (f : R -R) (x 1 : Rbar) :=
filterlim f (Rbar_locally’ x) (Rbar_locally 1).

La propriété is_lim f x 1 signifie que I'image réciproque par la fonction £ de tout
voisinage de la limite 1 est un voisinage du point x. Il y a en fait une légere subtilité, liée
a l'occurrence d’un filtre Rbar_locally’ x qui est en fait analogue a Rbar_locally x
mais permet d’exclure le point x des voisinages appartenant au filtre. Cela permet de
traiter le cas ou le point x n’est pas contenu dans I'image réciproque du voisinage de 1.

7.1.2 Hiérarchie algébrique de Coquelicot

AbelianGroup
— —
Ringf|-------- » ModuleSpace
AbsRing | ------ » NormedModule UniformSpace

1 1
CompleteNormedModule — CompleteSpace

FIGURE 7.2 — Hiérarchie algébrique de Coquelicot. Les fleches pleines signifient que la
structure est construite a partir d’une autre structure. Les fleches en pointillés signifient
que la structure est paramétrée par une autre structure (e.g. un module est paramétré
par un anneau sous-jacent).

Coquelicot n’est pas seulement une bibliotheque d’analyse réelle. Elle permet en
effet de démontrer des résultats valables dans des structures algébriques plus générales.
La définition des classes d’espaces a été réalisée a ’aide des structures canoniques [143],
un mécanisme permettant de construire une hiérarchie de types et de surcharger les
notations. La hiérarchie algébrique de Coquelicot (voir figure 7.2), inspirée des tra-
vaux antérieurs de Holzl, Immler et Huffman [109], comporte des structures de natures
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différentes. A la base, nous trouvons les structures purement algébriques que sont les
groupes abéliens (AbelianGroup), les anneaux (Ring) et les modules (ModuleSpace).
Ces derniers, qui sont au coeur des développements présentés dans ce chapitre et dans
le chapitre 8, peuvent étre vus comme des espaces vectoriels « appauvris » dont 1’en-
semble scalaire n’est pas un corps mais un anneau. La structure de ModuleSpace est
définie comme suit (Mixin est le constructeur usuel des structures canoniques) :

Record mixin_of (K : Ring) (V : AbelianGroup) := Mixin {
scal : K -V -V ;
axl : forall x y u, scal x (scal y u)
ax2 : forall u, scal one u = u ;
ax3 : forall x u v, scal x (plus u v)
ax4 : forall x y u, scal (plus x y) u

}.

scal (mult x y) u ;

plus (scal x u) (scal x v) ;
plus (scal x u) (scal y u)

En parallele et afin d’introduire les notions topologiques de base, la hiérarchie de
Coquelicot a été enrichie d'une structure d’espaces dits uniformes (UniformSpace). Ces
espaces, dont la premiere mention remonte a Weil a la fin des années 1930 [204, 41],
généralisent la notion d’espaces métriques. La structure UniformSpace est formalisée a
partir d’'un objet ball (boule généralisée)? qui permet de définir une notion de voisi-
nage, vérifiant les propriétés de réflexivité, de symétrie et de transitivité :

Record mixin_of (M : Type) := Mixin {
ball : M R - M - Prop ;
axl : forall x (e : posreal), ball x e x ;
ax2 : forall x y e, ball x ey - ball y e x ;
ax3 : forall x y z el e2, ball x el y —ball y e2 z
—ball x (el + e2) z

En revanche, la propriété de distinguabilité des espaces métriques, 7.e. ball x 0 y
<-> x = y n’est pas requise a priori. Il a toutefois été nécessaire d’exprimer un concept
pour les points arbitrairement proches par la relation

close x y := forall eps: posreal, ball x eps y.

Historiquement, la notion d’espace uniforme a été définie de fagon a avoir une struc-
ture minimale pour définir les notions de continuité et de suites de Cauchy; cela est
également valable pour les filtres [41]. La notion de continuité d’une fonction de type T
-> Uavec T, U : UniformSpace en un point x : T a été formalisée :

Definition continuous {T U : UniformSpace} (f : T - U) (x : T) :=
filterlim f (locally x) (locally (f x)).

3. Dans les énoncés mathématiques, la propriété ball x e y est noté y € B(z,e).
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Cette définition généralise la définition « usuelle » de continuité, i.e. f est continue
en un point x si et seulement si la limite de f en x est égale a f(x), ce qui est équivalent
a la propriété is_lim f x (f x).

Un filtre est dit de Cauchy s’il contient des boules généralisées arbitrairement petites
(cette définition généralise la notion de suite de Cauchy).

Definition cauchy {T : UniformSpace} (F : (T — Prop) — Prop) :=
forall eps : posreal, exists x, F (ball x eps).

Pour un espace uniforme T, il est possible d’exprimer la notion de fermeture d’un
sous-espace de T défini par son prédicat caractéristique D : T -> Prop.

Definition closed {T : UniformSpace} (D : T — Prop) :=
forall x, not (locally x (fun x : T =mnot (D x))) - D x.

Cette définition signifie* que le complémentaire C de D est un ouvert (open en Coq)
de T, i.e. pour tout élément x de C, il existe une boule de centre x et contenue dans C.

A partir de la structure UniformSpace, la structure CompleteSpace des espaces
complets a été formalisée. Un espace complet est un espace uniforme T enrichi d’une
fonction totale limite 1im : ((T — Prop) — Prop) — T qui a tout filtre associe une
limite dans T, cette limite vérifiant deux propriétés supplémentaires :

Record mixin_of (T : UniformSpace) := Mixin {
lim : ((T - Prop) — Prop) - T ;
axl : forall F, ProperFilter F — cauchy F —
forall eps : posreal, F (ball (lim F) eps) ;
ax2 : forall F1 F2, filter_le F1 F2 —» filter_le F2 F1 —
close (lim F1) (lim F2)

Le premier axiome ax1 exprime la convergence de tout filtre propre et de Cauchy
sur T; en d’autres termes : tout filtre propre contenant des boules arbitrairement petites
contient des boules arbitrairement petites dont le centre est la limite du filtre. Le second
axiome exprime le fait que les limites de deux filtres « équivalents » soient arbitrairement
proches.

A partir des deux structures indépendantes ModuleSpace et UniformSpace, il est
possible de définir la structure de module normée NormedModule, i.e. un ModuleSpace
muni d’une norme, & partir de laquelle il est possible de définir une pseudométrique ball
et donc d’inférer un UniformSpace. A partir d'un CompleteSpace et d'un NormedModule,
la structure de CompleteNormedModule est obtenue.

Les structures canoniques permettent ensuite de construire des instances de ces
structures algébriques pour des espaces usuels [143]. Par exemple, dans Coquelicot, R
a ¢té muni d’une structure d’anneau Ring. Cela revient a donner les lois d’anneau (ici

4. En fait, depuis la version 3 de Coquelicot, closed est défini comme la contraposée du prédicat
« le complémentaire est ouvert », et n’est donc plus équivalent a open (fun x => not (D x)) en
logique intuitionniste. L’usage du tiers-exclu permet cependant de retrouver 1’équivalence.
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Rplus et Rmult) puis de prouver qu’elles satisfont les propriétés d’un anneau. En fait,
R a été muni de structures algébriques plus complexes, comme la structure de Nor-
medModule, de CompleteSpace, puis enfin de CompleteNormedModule [134, 35]. C’est
également le cas de ’ensemble C des nombres complexes.

7.2 A propos des sous-espaces

Certaines propriétés topologiques standards, comme le caractere ouvert ou fermé
d’un ensemble, n’ont de sens que pour un sous-espace relativement a un espace plus
grand (nous utiliserons respectivement les termes sous-espace et sur-espace). Or, en
Coq, contrairement a d’autres assistants de preuves comme PVS [160], la définition
de sous-structures et I'obtention de relations de sous-typages sont connues comme des
problemes difficiles [140, 7]. 1l existe plusieurs maniéres de pallier cette difficulté.

7.2.1 Définitions et compatibilité des sous-espaces

Une premiere solution est 1'utilisation de types dépendants consistant a définir un
type enregistrement (Record) dont le premier champ est un élément du sur-espace et le
second champ une preuve d’appartenance au sous-espace. C’est parfois I’approche adop-
tée dans ce manuscrit, e.g. pour définir les formes linéaires continues (voir section 7.5.3).
Cependant, cela nécessite de redéfinir les opérations et relations du sur-espace pour le
sous-espace ®. Par exemple, si nous définissons le type des nombres réels supérieurs ou
égaux a 7 (que nous notons R_1le7 pour l'exemple), il est nécessaire de redéfinir une
relation d’ordre R1t’ : R_le7 -> R_le7 -> Prop bien que celle-ci coincide avec la
relation d’ordre R1t pour les nombres réels.

La seconde solution est la caractérisation d’un sous-espace d’un espace E par un
prédicat de type E => Prop. Ce prédicat peut également étre vu comme la fonction
caractéristique du sous-espace. Cette approche a été intensivement utilisée par Gon-
thier et al. dans la preuve formelle du théoreme de Feit-Thompson [86], un résultat
fondamental en théorie des groupes finis . Nous adoptons tres fréquemment cette solu-
tion dans la suite du document car elle présente ’avantage de pouvoir dire d’'un méme
élément (au sens le plus fort, c’est-a-dire d’'un méme terme Coq) x qu’il appartient a E
(par typage) et qu’il est un élément du sous-espace phi (i.e. phi x). Dans les définitions
et énoncés mathématiques, nous utiliserons a la fois les notations = € ¢ et ¢(z) pour
dénoter I'appartenance d’un élément z : £ a un sous-espace ¢ : £ — Prop.

Pour E : AbelianGroup et ¢ : E — Prop le prédicat d'un sous-espace de F|, il peut
s’avérer nécessaire de supposer ou de vérifier que ¢ est un sous-groupe de E. Cela
signifie que Og € @, et que ¢ est stable par ’addition et 'opposé. La conjonction de ces
trois propriétés est équivalente a la propriété suivante :

5. L’utilisation du mécanisme des coercions permet cependant de surcharger les notations.
6. Cette approche s’avere d’autant plus adéquate que ’appartenance d’un élément & un sous-groupe
fini est décidable et donc que le prédicat caractéristique associé est décidable.
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Definition compatible_g {E : AbelianGroup} (phi : E — Prop) :=
(forall x y, phi x - phi y — phi (plus x (opp y))) A (exists x, phi x).

Nous utiliserons la terminologie AbelianGroup-compatible pour caractériser les pré-
dicats vérifiant cette propriété. De méme, il est possible de définir les sous-espaces
ModuleSpace-compatibles d’'un module donné, par la propriété :

Definition compatible_m {E : ModuleSpace} (phi : E — Prop) :=
compatible_g phi A (forall (x : E) (k : R), phi x - phi (scal k x)).

7.2.2 'Topologie et sous-espaces

Comme mentionné en section 7.1 puis au début de la section courante, certaines no-
tions topologiques présentes dans la bibliotheque Coquelicot n’ont de sens que pour des
sous-espaces (e.g. le caractere ouvert ou fermé). Une difficulté supplémentaire apparait
lorsqu’il devient nécessaire de transposer aux sous-espaces une propriété qui leur soit
propre, i.e. indépendante du sur-espace a partir duquel ils sont définis. Considérons par
exemple un espace F : UniformSpace. Nous pouvons prouver la propriété de complétude
de cet espace, puis le munir de la structure de CompleteSpace. Considérons maintenant
un sous-espace @ de type F — Prop et imaginons qu’il faille prouver la complétude de
@. La propriété de complétude définie en section 7.1.2 ne peut étre énoncée qu’a partir
d'un UniformSpace, or ¢ ne peut pas étre muni d'une telle structure puisqu’il s’agit
d’un prédicat caractéristique de type E — Prop. Il est donc nécessaire de définir une
notion de complétude qui soit propre aux sous-espaces.

Pour des raisons de typage, nous ne pouvons pas définir de filtre sur un sous-espace
¢ : E - Prop. En revanche, nous pouvons dire d’un filtre sur F (de type (E - Prop) -
Prop) qu'il est induit sur ¢, i.e. qu'il ne contient que des parties de E ayant une
intersection non-vide avec ¢ :

Définition 7.1 (Filtre induit). Soit E : Type, .# : (E — Prop) - Prop un filtre sur
E. Soit ¢ : E — Prop un sous-espace de E. ¥ est induit sur ¢ ssi :

Vi : E - Prop, Z(¢) = 3z e E,(x) A p(x).
Le terme Coq associé a la notion de filtre induit est noté induced F phi.

Pour définir la propriété de complétude des sous-espaces, nous nous inspirons de la
notion de complétude des espaces dans la bibliotheque Coquelicot, utilisée pour définir
la structure CompleteSpace (voir section 7.1.2).

Commencons par la définition la plus générale, définissant la complétude des sous-
espaces d'un UniformSpace (qui n’est pas nécessairement lui-méme complet) :

Definition complete_subset (phi : E — Prop) :=
exists (lime : ((E - Prop) — Prop) —E),
(forall F, ProperFilter F — cauchy F — induced F phi —
phi (lime F) A forall eps : posreal, F (ball (lime F) eps)).
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A des fins de simplification, lorsque F : CompleteSpace, nous souhaitons utiliser une
version forte de la complétude, qui impose que la fonction limite 1ime de la définition
complete_subset soit la fonction limite 1im associée au sur-espace. Cette version forte
de la complétude des sous-espaces est notée my_complete et définie par :

Definition my_complete (phi : E — Prop) :=
forall (F : (E — Prop) - Prop),
ProperFilter F — cauchy F — induced F phi — phi (lim F).

Nous démontrons assez facilement I'implication suivante en instanciant lime avec
la fonction 1im :

Context {E : CompleteSpace} {phi : E — Prop}

Lemma my_complete_complete_subset : my_complete phi — complete_subset phi.
Proof. (*x ... *) Qed.

Dans la suite du document, lorsque nous faisons référence a un sous-espace ¢
complet, cela signifie complete_subset phi lorsque le sur-espace n’est pas complet
(UniformSpace, NormedModule, PreHilbert, etc) et cela signifie my_complete lorsque
le sur-espace est complet (CompleteSpace, CompleteNormedModule, Hilbert).

Notons également que lorsque E : CompleteSpace et ¢ est fermé dans E (voir
section 7.1.2), nous pouvons prouver que ¢ est complet (au sens my_complete phi puis
au sens complete_subset phi). En résumé, nous avons les implications suivantes entre
fermeture et complétude des sous-espaces.

Context {E : CompleteSpace} {phi : E — Prop}

Lemma closed_my_complete : closed phi — my_complete phi.
Proof. (*x ... *) Qed.

Lemma closed_complete_subset : closed phi — complete_subset phi.
Proof. (x ... *) Qed.

En revanche, I’équivalence my_complete phi <-> closed phi n’est pas vraie en
général, mais 'est pour E : CompleteNormedModule.

7.3 Formalisation des espaces de Hilbert

Nous commencons tout d’abord par formaliser les structures d’espace préhilbertien
et d’espace de Hilbert. Nous étendons pour cela la hiérarchie algébrique de la biblio-
theque Coquelicot présentée en section 7.1.2.

Un espace préhilbertien réel (PreHilbert) est un module dont 'anneau scalaire est
I'ensemble des nombres réels (R_Ring étant la structure d’anneau sur R), muni d'un
produit scalaire inner. Celui-ci doit par ailleurs vérifier les propriétés usuelles d'un
produit scalaire. La structure canonique correspondante est la suivante :
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Record mixin_of (E : ModuleSpace R_Ring) := Mixin {
inner : E - E - R ;
axl : forall (x y : E), inner x y = inner y x ;
ax2 : forall (x : E), O <= inner x x ;
ax3 : forall (x : E), inner x x = 0 - X = zero ;
ax4 : forall (x y : E) (k : R),
inner (scal k x) y = k * inner x y ;
axb : forall (x y z : E),
inner (plus x y) z = inner x z + inner y z I}.

Dans les énoncés mathématiques, le produit scalaire inner est noté (-,-). A partir
du produit scalaire, nous sommes en mesure de définir une norme et de prouver que
tout espace préhilbertien est un NormedModule ”. Un espace de Hilbert est un espace
préhilbertien complet, 7.e. muni d’une limite vérifiant les propriétés de complétude au
sens des filtres (voir la définition de CompleteSpace en section 7.1.2).

Record mixin_of (E : PreHilbert) := Mixin {
lim : ((E — Prop) — Prop) —E ;
axl : forall F, ProperFilter F — cauchy F —
forall eps : posreal, F (ball (lim F) eps) ;
ax2 : forall F1 F2, filter_le F1 F2 —» filter_le F2 F1 —
close (lim F1) (1im F2) }.

Nous prouvons qu’un espace muni de la structure Hilbert est également muni de
la structure PreHilbert et de la structure CompleteNormedModule
L’extension de la hiérarchie algébrique est synthétisée par la figure 7.3.

AbelianGroup
~
Ringf-------- # ModuleSpace PreHilbert
T I \
AbsRing | ------ + NormedModule UniformSpace Hilbert

1 1
CompleteNormedModule r— CompleteSpace

FI1GURE 7.3 — Hiérarchie étendue aux espaces PreHilbert et Hilbert. Les fleches
pleines noires signifient que la structure est construite a partir d’'une autre structure. Les
fleches en pointillés signifient que la structure est paramétrée par une autre structure
(e.g. un module est paramétré par un anneau sous-jacent). Les fleches rouges signifient
que nous avons prouvé qu'une structure a également les propriétés d'une autre structure
(e.g. un espace de Hilbert est complet).

7. De surcroit, la norme | - | dérivée du produit scalaire vérifie la propriété |z| =0 < z =0, ce qui
n’est pas le cas de toutes les normes.
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7.4 Propriétés géométriques et espaces de Hilbert

Dans cette section, nous définissons les concepts-clefs d’analyse des espaces de Hil-
bert, comme le projeté orthogonal d'un vecteur et le complément orthogonal d’un sous-
espace. Nous prouvons par ailleurs quelques résultats importants concernant ces objets
géométriques.

7.4.1 Identité du parallélogramme, inégalité de Cauchy-Schwarz

Nous commencons par prouver formellement deux lemmes simples concernant le pro-
duit scalaire, a savoir I'identité du parallélogramme et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Lemme 7.1. Identité du parallélogramme &
Soit E : PreHilbert. Alors :

Ve,ye E{z+y,x+y)p+{(x -y, -y)p =2z, 2)p + (v, ¥) ) -

Lemme 7.2. Inégalité de Cauchy-Schwarz &
Soit E : PreHilbert. Alors :

vxay € E7 \ <xay>E < (xﬂ‘r)E (yuy)E

Assez simple, la démonstration de ces deux résultats repose sur les propriétés du
produit scalaire, notamment sur sa bilinéarité [50, lemmes 173 et 174]. Ces résultats sont
néanmoins indispensables aux démonstrations d’autres théoremes. En effet, le lemme 7.1
(inégalité du parallélogramme) est nécessaire a la démonstration du théoreme 7.3 pré-
sentée succinctement ci-dessous. Une variante de l'inégalité du parallélogramme est
également nécessaire a la preuve du lemme 7.4. Quant au lemme 7.2, il permet de
prouver la continuité du projeté orthogonal (en tant que fonction prenant un vecteur
en entrée et renvoyant son projeté orthogonal) ainsi que le théoreme 8.2 (théoréme de
Riesz-Fréchet).

7.4.2 Projeté orthogonal
Si la notion de projeté orthogonal d'un vecteur sur un sous-espace parait intuitive

(voir figure 7.4), la preuve de son existence et de son unicité est loin d’étre triviale.

Théoréme 7.3. Projeté orthogonal, sous-espace complet & Pv_P
Soit E : PreHilbert. Soit v : EE - Prop, ¢ non vide, complet et ModuleSpace-
compatible®. Alors, pour tout u € E, il existe un unique vecteur P,(u) € E tel que :

P, (u A u— P, (u = inf U— W ..
AP A Jum Pl = it -l

8. En réalité, nous prouvons formellement que le résultat reste valable pour un sous-espace non vide,
complet et convexe : nous démontrons que tout sous-espace ModuleSpace-compatible est convexe.
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FIGURE 7.4 — Projetés orthogonaux sur un sous-espace ¢ et sur son complément ortho-
gonal ¢+

P,(u) est appelé projeté orthogonal de u sur ¢ (le concept de projeté orthogonal est
illustré par la figure 7.4).

Pour prouver formellement ce résultat, nous nous basons sur la démonstration papier
de Clément et Martin [50, théoreme 186], qui n’utilise pas la notion de filtre. Comme
nous utilisons la bibliotheque Coquelicot, dans laquelle les notions de limites utilisent
les filtres, nous devons dans un premier temps interpréter la démonstration dans ce

formalisme. Posons 0 = Einf( : |u—wl| . Le projeté orthogonal est construit comme la
weEAp(w

limite du filtre :

F := fun (V:E- Prop) = exists eps:posreal, forall x,

phi x — norm (minus u x) < delta + eps —V x.

Pour donner du sens a cette limite, nous prouvons tout d’abord que le filtre F
est propre et de Cauchy. Ensuite, nous utilisons la complétude du sous-espace ¢ pour
montrer 'appartenance de la limite au sous-espace. La démonstration est par ailleurs
classique a cause de problemes de décidabilité liés a la borne inférieure dans la définition
de ¢ (voir détails en section 8.6).

Ensuite, nous formalisons le lemme de caractérisation suivant, qui généralise la no-
tion de projeté orthogonal a tout sous-espace ModuleSpace-compatible de F :

Lemme 7.4. Caractérisation du projeté orthogonal & Py_P
Soit E : PreHilbert. Soit ¢ : E — Prop, ¢ ModuleSpace-compatible. Soit u,v € E.
Supposons que v € . Alors :

(lu-vlo= nt Ju-wls) < (o B pw) — (., = (ww),),
Ce lemme, valable pour n’importe quel sous-espace ¢ ModuleSpace-compatible, est
un lemme de caractérisation et n’assure pas l’existence du projeté orthogonal, qui n’est
prouvable que si ¢ est complet (d’apres le théoreme 7.3).
La démonstration est assez fastidieuse et repose sur la manipulation d’égalités et
d’inégalités impliquant des produits scalaires. La preuve de ces équations utilise a plu-
sieurs reprises une variante simplifiée de I'inégalité du parallélogramme (lemme 7.1).
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Ces caractérisations ne permettent pas d’obtenir constructivement une fonction
ayant pour parametres un vecteur u et un sous-espace ¢ et renvoyant le projeté ortho-
gonal P,(u). Une solution simple serait d’utiliser 'opérateur iota de Hilbert disponible
dans la bibliotheque standard de Coq, qui est une version faible de 1'opérateur epsi-
lon de Hilbert dans le cas ou un argument d’unicité peut étre fourni. Néanmoins, ces
opérateurs nécessitent ’axiome Epsilon de Hilbert.

Il est cependant possible, dans le cas particulier ou E : Hilbert, de n’utiliser ni le
tiers-exclu ni 'axiome Epsilon de Hilbert. En effet, lorsque F : CompleteSpace (et a
fortiori lorsque E :Hilbert), la bibliotheque Coquelicot fournit un opérateur iota ne
nécessitant aucun axiome particulier, sinon ’axiomatisation des réels de la bibliotheque
standard [35, 134]. Cet opérateur possede un comportement analogue a l'opérateur iota
de la bibliotheque standard et est construit comme la limite d’un filtre bien choisi. Dans
ce manuscrit, la notation iota fera toujours référence a I'opérateur de Coquelicot. Cet
opérateur nous permet de construire la fonction proj :

Definition proj {E : Hilbert} (phi : E — Prop) :=
fun u : E = iota (fun v : E = phi v Anorm (minus u v)
= Glb_Rbar (fun r = exists w:E, phi w Ar = norm (minus u w))).

Dans la définition Coq ci-dessus, Glb_Rbar P est la construction de Coquelicot cor-
respondant a la plus grande borne inférieure du sous-espace P : Rbar -> Prop. Dans
les énoncés mathématiques, la fonction totale de projection orthogonale est notée P,.

De facon surprenante, cette fonction explicite n’est utilisée ni dans la preuve du théo-
reme de Lax-Milgram (théoreme 8.4), ni dans la preuve des résultats intermédiaires.
Les résultats de caractérisation présentés ci-dessus, ¢.e. le théoreme 7.3 et le lemme 7.4
s’averent en effet suffisants. En revanche, pour démontrer la complétude des sous-espaces
de dimension finie des espaces de Hilbert (théoréme 8.9), il faut construire I'image d’un
filtre par la fonction projeté orthogonal. II devient donc nécessaire d’utiliser 'objet proj
en tant que fonction explicite, puis de démontrer qu’elle possede certaines bonnes pro-
priétés. La premiere propriété, simple a démontrer, est la linéarité. La seconde propriété
est le caractere contractant du projeté orthogonal :

forall x y, norm (proj phi x - proj phi y) <= norm (x - y).

7.4.3 Complément orthogonal et somme directe

Définition 7.2 (Complément orthogonal).
Soit E': PreHilbert. Soit ¢ : E — Prop, ¢ ModuleSpace-compatible. Son complément
orthogonal est le sous-ensemble p* de E défini de la maniere suivante :

Definition orth_compl := fun x : E = forall y, phi y — inner x y = 0.

Lorsque ¢ est un sous-espace complet, tout vecteur v € E peut étre décomposé
comme la somme de deux vecteurs respectivement a valeurs dans ¢ et dans ‘. Nous
prouvons que la décomposition sur ¢ et o' est unique (il s’agit d'une conséquence
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de l'unicité de la projection orthogonale assurée par le théoreme 7.3). Cela permet
d’introduire la notion de somme directe :

Définition 7.3 (Somme directe). Soit E': ModuleSpace, ¢,1,7: E - Prop.
On dit que p =1 & m (p est la somme directe de ¢ et 7) ssi :

Vue E,p(u)=Fa,be E;aepnbemAnu=a+b

Nous avons donc F = ¢ @ p' (notation pour Az.True = ¢ ® *). Par ailleurs, cette
décomposition unique peut étre donnée explicitement : u = P,(u) + (u - P,(u)) (voir
figure 7.4). Nous proposons plusieurs formalisations de la propriété « ¢ et ¢’ sont la
somme directe d'un ensemble F », prouvées équivalentes par une série d’implications.
En pratique, la seule des formalisations équivalentes qui est utilisée est la suivante :

Definition direct_sumable phi phi’ := forall x:E, phi x - phi’ x - x = 0.

Nous prouvons enfin un dernier lemme de caractérisation utilisant le fait qu’un sous-
module d'un espace complet est en somme directe avec son complément orthogonal.

Lemme 7.5. Caractérisation des sous-espaces orthogonaux “ Pu_p
Soit E : PreHilbert. Soit ¢ : E - Prop, ¢ ModuleSpace-compatible et complet. Soit
u,v € E. Supposons que p(v). Alors :

(lo-vlo=, it Ju-wly) — (o) = v=u)a(s(w) = v=0).

Ce lemme est utilisé dans la preuve du théoreme 8.2 (Riesz-Fréchet) et est donc
nécessaire a la preuve du théoreme 8.4 (Lax—Milgram). Un corollaire assure que si
xr e, Py(z)=x et pour x € pt, P,(z) =0.

7.5 Fonctions linéaires continues

Le théoreme de Lax—Milgram s’applique a des fonctions linéaires continues des es-
paces de Hilbert. La notion de linéarité, tres simple a caractériser, est présentée en
section 7.5.1. En section 7.5.2, nous définissons la notion de norme subordonnée d’une
fonction linéaire. Nous prouvons qu’il existe plusieurs définitions équivalentes de la no-
tion de continuité pour les fonctions linéaires puis choisissons de définir ’espace des
fonctions linéaires continues a I'aide de la norme subordonnée en section 7.5.3.

7.5.1 Fonctions linéaires et bilinéaires

Soit I, ' : ModuleSpace, nous définissons un prédicat is_linear_mapping sur F —
F' caractérisant les fonctions linéaires :

Definition is_linear_mapping {E F : ModuleSpace} (f : E - F) :=
(forall (xy : E), £ (plus x y) = plus (f x) (f y))
A (forall (x : E) (k : R), f (scal k x) = scal k (f x)).
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Nous prouvons par ailleurs que le sous-ensemble is_linear_mapping de F/ — F' est
AbelianGroup-compatible.

Ensuite, nous définissons un prédicat similaire pour les applications bilinéaires (i.e.
les fonctions de deux arguments qui sont linéaires sur chacun de leurs arguments), et
prouvons qu’il est également AbelianGroup-compatible :

Definition is_bilinear_mapping
{E F G : ModuleSpace} (f : E - F —»G) :=
(forall (x : E) (y : F) (k : R), f (scal k x) y = scal k (f x y)) A
(forall (x : E) (y : F) (k : R), f x (scal ky) =scal k (f x y)) A
(forall (xy : E) (z : F), f (plus xy) z =plus (f xz) (fy 2) A
(forall (x : E) (yz : F), f x (plusy z) =plus (f xy) (f x 2)).

7.5.2 Norme subordonnée

La notion de norme subordonnée, dans le cas particulier des matrices, a déja été abor-
dée dans le chapitre 6 pour borner les erreurs d’arrondi des méthodes de Runge-Kutta.
Il est en fait possible de généraliser ce concept a toute fonction d’'un NormedModule
dans un autre NormedModule.

Soit K, F' : NormedModule, f: E - F et ¢ : E - Prop. Nous définissons la norme
subordonnée de f sur ¢, notée |||, et de type (£~ F) - R, comme :

1= sup HWle

uz0pAp(u) “1L”E .

Dans le cas particulier ol ¢ est exactement F, nous noterons simplement || f]|.

Nous souhaitons définir cet objet comme une fonction totale. Or, il apparait clai-
rement qu’il faut traiter a part le cas ou ¢ est le singleton {Og}. En effet, dans ce cas
particulier, 'ensemble {u € E | u# 0g A p(u)} est vide et il faut choisir une valeur par
défaut pour la norme d’opérateur : nous choisissons la valeur 0. Pour la disjonction de
cas, il est nécessaire de décider si un sous-ensemble de FE est égal a {0z}, ce qui équivaut
a décider si le sous-ensemble de R suivant est vide :

fun x:R = exists u:E, u <> zero Aphi u Ax = norm u.

Il est en fait toujours possible, dans la bibliotheque Coquelicot, de décider si un
prédicat de type R —> Prop est vide ou non. Nous notons Is_only_zero_set_dec_phi
le prédicat de décidabilité associé et formalisons la norme subordonnée de f sur ¢ :

Definition operator_norm_phi (f:E—F) : Rbar :=
match Is_only_zero_set_dec_phi E with
| left = Lub_Rbar (fun x:R = exists u:E, u <> zero A
phi u A x = norm (f u) / norm u)

| right _ =0
end.
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Lub_Rbar P est la construction de Coquelicot correspondant a la plus petite borne
supérieure du sous-espace P : Rbar -> Prop.

7.5.3 Espace des fonctions linéaires continues

Dans le cas d’une fonction linéaire de & — F, avec E et F' munis de structures
de NormedModule, nous prouvons 1’équivalence entre huit définitions de la notion de
continuité, comme proposé par Clément et Martin [50, théoreme 145]. La définition
de « référence » est la continuité au sens des filtres (voir section 7.1.2). Parmi les
définitions équivalentes se trouvent des caractérisation via le caractere lipschitzien et
via le caractere borné de la fonction. Une autre définition équivalente utilise la norme
subordonnée. En effet, la proposition ||f|| < +oo caractérise également la continuité de
f.

La preuve formelle se décompose en une série d’implications, certaines de ces im-
plications ne nécessitant pas forcément ’hypothese de linéarité. Selon 1'usage, il peut
étre nécessaire d’utiliser 'une ou 'autre de ces définitions, e.g. lorsqu’il faut prouver la
continuité d’une fonction, il est aisé de prouver qu’elle est bornée plutét que de revenir
a la définition utilisant les filtres.

Immler et Traut utilisent le caractere fini de la norme subordonnée comme caracté-
risation de la continuité des fonctions linéaires [117]. Nous optons pour le méme choix
et définissons I’ensemble des fonctions linéaires continues via le type dépendant clm :

Record clm := Clm {
m:> E-F ;
Lf: is_linear_mapping m;
Cf: is_finite (operator_norm m) }.

Nous utiliserons la terminologie composante fonctionnelle pour désigner le champ
m d’'un élément de type clm E F (il s’agit de la fonction en elle-méme, c’est pourquoi
nous avons ajouté une coercion m:> E->F).

L’approche utilisant la norme subordonnée n’est pas choisie arbitrairement et permet
de munir 'espace clm E F d’une structure d’'UniformSpace, dont 'objet ball est induit
a partir de la norme subordonnée. Nous montrons également qu’il peut étre muni de
la structure de ModuleSpace. Cela nécessite de prouver des égalités entre éléments de
type clm E F, que I'axiome de ProofIrrelevance permet de réduire a I’égalité entre
composantes fonctionnelles.

La norme subordonnée aux normes sur E et F n’est pas une norme pour ’ensemble
des fonctions de E -> F. En effet, elle est & valeurs dans R et non dans R. Cependant,
dans le cas particulier des fonctions linéaires continues, comme la norme subordonnée
est finie, nous montrons que clm E F peut étre muni de la structure de NormedModule.

Le cas particulier ou F =R est tres fréquemment utilisé dans le chapitre 8.

Définition 7.4 (Dual topologique).
Soit E : NormedModule. On appelle dual topologique de E ’ensemble E' = clm E R.
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7.5.4 Représentation des fonctions bilinéaires

Dans cette section, nous nous intéressons aux fonctions bilinéaires bornées, lesquelles
interviennent dans I’énoncé du théoreme de Lax-Milgram (théoreme 8.4).

Définition 7.5 (Caractére borné d’une fonction bilinéaire).
Une fonction f: E - F — R est bornée ssi

CeR, VeeE, YyeF, [f(z,y)|<Clzlglylp-

C' est appelée constante de continuité de f.

Ensuite, nous démontrons un résultat-clef de représentation nécessaire a la preuve
du théoreme de Riesz-Fréchet (théoreme 8.2) et assurant que toute forme bilinéaire
bornée de E : NormedModule puisse étre représentée par une fonction linéaire continue
a valeurs dans le dual topologique de E :

Lemme 7.6. Représentation des formes bilinéaires bornées &
Soit a + F - E - R. Supposons que a est bilinéaire et bornée. Alors, il existe une
unique fonction A de type clm E E' telle que

Vu,ve B, a(u,v) = (A(u)) (v).

Nous n’entrons pas dans les détails de la démonstration mais remarquons qu’elle
présente quelques difficultés. En effet, apres avoir exhibé la fonction A, il faut d’'une
part prouver qu’elle est linéaire et continue, puis prouver que son application partielle a
son premier argument est-elle méme linéaire et continue (élément du dual topologique).

Le lemme 7.6 est la derniere brique d’'une série de définitions et résultats génériques
sur les espaces de Hilbert et les espaces de fonctions. Dans le chapitre suivant, nous
présentons des résultats a la fois plus pointus et plus spécialisés, ayant pour objectif la
formalisation du théoreme de Lax—Milgram.



Chapitre 8

Théoremes fondamentaux d’analyse
fonctionnelle

La correction de la méthode des éléments finis repose sur le théoreme de Lax—
Milgram (théoreme 8.4), un résultat fondamental d’analyse fonctionnelle [49, 64]. Il
permet en effet d’établir 'existence et I'unicité de la solution du probléeme continu
(i.e. I'équation aux dérivées partielles dont les solutions sont a valeurs dans un espace
de Hilbert fonctionnel de dimension infinie) et de son approximation discrete sur un
maillage de dimension finie. Cela ne suffit pas a montrer que la méthode des éléments
finis fournit une bonne approximation de la solution exacte. Il faut pour cela utiliser un
corollaire du théoreme de Lax—Milgram appelé lemme de Céa (lemme 8.5). Le lemme
de Céa fournit en effet une borne sur la différence entre la solution au probleme continu
et I'approximation de la solution sur le sous-espace de dimension finie. Le théoreme
de Lax—Milgram se voulant aussi générique que possible, il s’applique a tout sous-
espace ModuleSpace-compatible et complet d'un espace de Hilbert E. Il faudra ensuite
I'instancier a 'ensemble E tout entier (trivialement ModuleSpace-compatible et complet
dans E) puis aux sous-espaces de dimension finie de F.

Nous aurions pu nous intéresser a d’autres résultats, jouant un réle analogue au théo-
reme de Lax—Milgram mais applicables dans un cadre plus général, comme le théoreme
de Banach—Necas—Babuska [64, 42]. Notre choix s’est néanmoins porté sur le théoreme
de Lax—Milgram, qui permet d’étudier une classe suffisamment large d’équations diffé-
rentielles et dont la preuve repose sur des fondements plus anciens et dont 'usage dans
les démonstrations mathématiques est plus courant. S’ils ne sont pas nouveaux, ces fon-
dements forment cependant un socle conséquent de concepts mathématiques, incluant
les résultats formalisés dans le chapitre 7.

La démonstration du théoreme de Lax—Milgram fait appel a d’autres résultats in-
termédiaires d’analyse fonctionnelle, a savoir un théoreme de point fixe de Banach,
présenté en section 8.1, ainsi qu'un résultat de représentation appelé théoreme de Riesz—
Fréchet, présenté en section 8.2. La formalisation de ces deux théoremes en Coq est a
la fois technique (définition de nouvelles structures de données, problemes de décida-
bilité) et fastidieuse (raisonnements calculatoires). La démonstration du théoréme de

141
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Lax—Milgram est présentée en section 8.3.

L’application du théoreme de Lax—Milgram aux sous-espaces de dimension finie est
également difficile. En section 8.4, nous définissons tout d’abord la notion de sous-espace
de dimension finie dans un espace de Hilbert quelconque, de dimension généralement
infinie. Ensuite, nous démontrons la complétude des sous-espaces de dimension finie
en section 8.5. La preuve de complétude fait intervenir de nombreux raisonnements
topologiques, traités via des suites dans la majorité de la littérature mathématique [50].
Ainsi, pour pouvoir utiliser la bibliotheque Coquelicot, nous devons réinterpréter ces
démonstrations du point de vue des filtres, ce qui pose de nombreux écueils techniques,
comme la construction de transformations de filtres. La section 8.6 revient sur certains
problemes de décidabilité rencontrés dans le chapitre 7 et dans le présent chapitre.

8.1 Théoreme de point fixe de Banach

En analyse fonctionnelle, et plus principalement dans les domaines liés a 1’étude des
équations différentielles, nombreux sont les résultats qui font appel a des théorémes dits
de « point fixe ». Leur point commun est d’établir I'existence (et parfois I'unicité) d’un
point fixe pour une fonction donnée [90]. Les théorémes de point fixe de Banach sont
parmi les plus connus et sont utilisés dans les démonstrations de résultats fondamen-
taux, comme le théoreme de Cauchy-Lipschitz [59] ou encore le théoréeme des fonctions
implicites [194]. Le théoreme de Lax—Milgram, démontré formellement en section 8.3,
utilise une variante de théoreme de point fixe de Banach.

Ce type de résultat étant tres répandu, la formalisation de théoremes de point fixe
n’est pas nouvelle. Makarov et Spitters ont par exemple proposé une formalisation
du théoreme de Picard-Lindelof en Coq, dont la preuve repose sur un théoreme de
point fixe de Banach [146]. Harrisson formalise les théorémes de point fixe de Banach
et de Brouwer en HOL [103]. Immler et Holz ont également utilisé une variante du
théoreme de point fixe de Banach pour une formalisation d’équations différentielles en
Isabelle/HOL [116]. La particularité du résultat auquel nous nous intéressons est le fait
qu’il s’applique sur un sous-espace d’un espace complet. Pour des raisons de lisibilité,
nous commencons par I’énoncer en langage mathématique, sans considérer la notion de
filtre (pour rappel, voir la définition des boules généralisées en section 7.1.2) :

Théoreme 8.1. Point fixe de Banach &
Soit E : CompleteSpace et ¢ : E — Prop un sous-espace non vide et complet de E.
Soit f: E— E. Soit (x,)nen définie par xo € ¢ et Vn, x4 = f(x,). Supposons que :
o Va,y,o(x) = p(y) =3IM,0< M AryeB(x,M) ;
e f est contractante ;
o Vo, 0(2) = o(f(2).
Alors :
e Jlae E,p(a)ra= f(a);
o (Zn)nen est convergente et lim, .o, f(z) = a.
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En d’autres termes, toute fonction f contractante sur un sous-espace ¢ non vide et
complet d'un espace complet E est telle que ses itérées successives a partir d’un point
Xo € ¢ convergent vers un unique point fixe a € ¢.

Une premiére étape consiste a définir la notion de fonction contractante (et donc de
fonction lipschitzienne) sur une structure algébrique qui n’est équipée ni de norme, ni
meéme de métrique. Dans une structure d’UniformSpace, seules les boules généralisées
(pseudométriques) sont disponibles. Considérons une fonction £ : X -> YavecX, Y :
UniformSpace, nous notons ball_x et ball_y les boules généralisées associées respec-
tivement a X et Y. Nous définissons le caractere k-lipschitzien (puis contractant lorsque
k< 1) de £ de la maniére suivante :

Definition is_Lipschitz (f : X -Y) (k : R) :=
0 <=k Aforall x1 x2 r, 0 < r »ball_x x1 r x2
—-ball_y (f x1) (kxr) (f x2).

Definition is_contraction (f : X = Y) :=
exists k, k < 1 Ais_Lipschitz f k.

Les notions topologiques définies dans Coquelicot utilisent les filtres. Il est donc
nécessaire d’exhiber un filtre jouant un role analogue a la suite (x,, )y de 'énoncé du
théoreme 8.1. A cet effet, nous définissons le filtre suivant, qui est propre et de Cauchy :

F := (fun P = eventually (fun n =P (iter f n x0)))

avec x0 un élément du sous-ensemble phi.
L’énoncé Coq correspondant au théoreme 8.1 est le suivant (voir la définition de
close en section 7.1.2 et la définition de my_complete en section 7.2.2) :

Context {E : CompleteSpacel.

Hypothesis phi_f : forall x : E, phi x — phi (f x)
Hypothesis phi_distanceable: forall (x y:E),

phi x > phi y > exists M, 0 <= M Aball x M y.
Hypothesis phi_complete : my_complete phi.
Hypothesis phi_not_empty : exists a : E, phi a

Theorem FixedPoint_C_phi : is_contraction_phi f phi —
exists a:E, phi a Aclose (f a) a
A (forall b, phi b — close (f b) b - close b a)
A forall x, phi x — close (lim F) x.

Outre le fait que le filtre F soit utilisé en lieu et place de la suite (x,)ney, nOUS
remarquons de légeres différences avec I’énoncé mathématique « standard ». En effet,
le résultat démontré relache la notion d’égalité, utilisant plutot la propriété close des
UniformSpace. La conclusion du théoreme assure l'existence d’un élément a vérifiant
une conjonction de 4 propositions : la premiere exprime 'appartenance de a a phi; la
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seconde fait de cet élément un point fixe pour la fonction f; la troisieme proposition
assure 'unicité du point fixe; et la quatrieme lie le point fixe a la limite du filtre F.

Nous n’utiliserons en fait ce résultat que pour E : Hilbert et a fortiori pour E
muni d’'une structure de CompleteNormedModule, pour laquelle il est possible de prouver
que forall x y, close x y <-> x = y. Par ailleurs, 'hypothese phi_distanceable
deviendra inutile car la propriété suivante est toujours vérifiée :

VL?JEEJJEB(LQX ||.Z‘-y”)

8.2 Théoréeme de Riesz—Fréchet

Un résultat intermédiaire permettant de démontrer le théoreme de Lax—Milgram
est le théoreme de Riesz—Fréchet. Il s’agit d'un résultat de représentation au sens ou il
permet de représenter les éléments du dual topologique (voir définition 7.4) d’un espace
de Hilbert comme produit scalaire par un vecteur bien choisi de I'espace.

8.2.1 Noyau d’une fonction

Afin de pouvoir énoncer le théoreme de Riesz—Fréchet, il faut commencer par forma-
liser la notion de noyau de fonction. Considérons f : E — F avec E, F' : ModuleSpace.
Le noyau de f, noté ker(f), est le sous-espace de E sur lequel f s’annule, i.e. :

Definition ker (f : E - F) := fun x:E = f x = zero.

Si f: E'" (élément du dual topologique de FE, voir définition 7.4), nous montrons que
ker(f) est un sous-ensemble ModuleSpace-compatible et fermé (voir définition de clo-
sed en section 7.2.2) de E.

La ModuleSpace-compatibilité se démontre facilement. En revanche, la preuve de
fermeture de ker( f) est plus intéressante. L’argument sur lequel repose la démonstration
est la continuité de f. En effet, ker(f) = f~1({Or}); or tout singleton est fermé et a
fortiori {Op} est fermé. Par continuité de f, 'ensemble f~1({0r}) est également fermé.

8.2.2 Enoncé du théoréme

Théoréme 8.2. Riesz—Fréchet & Py_P
Soit E : Hilbert, fe E', ¢: E — Prop, p ModuleSpace-compatible et complet.
Alors, il existe un unique élément u € E tel que :

o(u) AN YveE, pv) = f(v)=(u,v)z.

La preuve d’unicité est relativement naive et est traitée indépendamment de la
preuve d’existence. La preuve d’existence nécessite de disjoindre le cas ou la forme
linéaire f est identiquement nulle sur le sous-ensemble ¢ et le cas ou elle ne I'est pas®.

1. En logique intuitionniste, cela pose des problemes de décidabilité, voir section 8.6.
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Si f est identiquement nulle sur ¢, il est évident que 0 est solution du probleme
puisque pour tout v, f(0) =(0,v) = 0.

Dans le second cas, nous exhibons un élément ug € E tel que f(ug) # 0, i.e. ug €
en(ker(f))*. Comme ker(f) est un sous-ensemble fermé et donc complet de E, d’apres
le théoreme 7.3, il existe un unique projeté orthogonal Pyey(fy(uo) de ug sur ker(f). La
suite de la démonstration consiste a construire une solution pour satisfaire le probleme
posé par le théoreme de Riesz—Fréchet. Cette solution est construite pas a pas a partir
du vecteur ug = Per(s) (o), qui est la projection orthogonale de uy sur (ker(f))*. Le
vecteur g — Pier( f)(uo) est régulierement utilisé comme dénominateur de fractions dans
la construction de la solution, ce qui implique de démontrer que uo—Pier(r)(uo) # 0. Pour
cela, nous montrons Per()):(Uo) = o = Prer(r)(U0), %.€. Uy = Prex(p) (o) € (ker(f))*, i.e.
g = Peex(r) () # 0. L’ensemble de la construction peut étre consulté dans [50, théoreme
199] ou dans le fichier Coq lax_milgram.v.

8.2.3 Fonction de représentation de Riesz

Pour chaque forme linéaire continue f € E’, le théoreme de Riesz—Fréchet assure
I'existence d’une unique solution w au probleme Yv € E, p(v) = f(v) = (u,v)p.
Cette preuve d’existence ne fournit pas une fonction calculatoire qui, sur la donnée de
f, renvoie I'unique solution associée. La démonstration de Clément et Martin utilise
une fonction 7: E' - E a cet effet [50] :

Définition 8.1 (Fonction de représentation de Riesz).

Soit ' : Hilbert. D’apres le théoreme 8.2, pour tout f € E', il existe un unique uy € I/
tel que Yv e E, f(v) = (uy,v)y. La fonction de représentation de Riesz, notée T, est la
fonction définie par VfeE', 7(f)=us.

La fonction 7 ne peut pas étre définie de maniere purement constructive. Nous
pouvons néanmoins utiliser 'opérateur iota de Coquelicot, déja introduit et utilisé en
section 7.4 pour construire le projeté orthogonal, qui peut étre défini a partir de la seule
axiomatisation des réels de la bibliotheque standard. Nous formalisons 7 comme une
fonction totale sur le dual topologique d’un espace de Hilbert E :

Definition tau := fun (f : topo_dual E) =
(iota (fun u : E = forall v : E, £ v = inner u v)).

La preuve du théoreme de Lax—Milgram utilise deux propriétés de 7 :

Lemme 8.3. Propriétés de la fonction de représentation de Riesz & Py_p
e T est une fonction linéaire ;

o VfeE, Ifl=Ir(Dle

Si la preuve de linéarité est relativement simple, la preuve d’isométrie (i.e. Vf €
E" Nl = 17(f)] ) est assez fastidieuse. En effet, nous utilisons I'opérateur glb_Rbar
(plus grande borne inférieure) de Coquelicot, qui est & valeurs dans R dans le cas gé-
néral. Or, en Coq, I'utilisation de R rend généralement les preuves fastidieuses puisqu’il
est nécessaire de traiter a part les cas +oo et —oo.
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8.3 Théoreme de Lax—Milgram

Le théoreme de Lax—Milgram repose sur deux propriétés des fonctions a deux argu-
ments : le caractere borné (définition 7.5) et la coercivité (définie ci-dessous).

Définition 8.2 (Coercivité).

Soit E : Hilbert,a € R*. Une fonction f : E - E — R est a-coercive ssi Yx €
2

Ealzl} < f(z,).

S’en suit I’énoncé du théoreme de Lax—Milgram :

Théoreme 8.4. Lax—Milgram“ Pu_p
Soit E: Hilbert, fe E', C.aecR:. Soit ¢ : E - Prop, ¢ ModuleSpace-compatible et
complet. Soit a une forme bilinéaire de E bornée par C et a-coercive. Alors :

3 B p(u) A V0 € B, p(v) = f(0) = a(u0) A Jul p < 1,

Démonstration. La démonstration du théoreme de Lax-Milgram est en partie calcu-
latoire. Il faut en effet prouver de nombreuses inégalités ou égalités entre expressions
mathématiques. Cela rend la formalisation des résultats tres fastidieuse. Afin d’obtenir
une preuve formelle relativement courte et compréhensible, nous avons choisi de traiter
a part ces raisonnements calculatoires, via un ensemble de lemmes auxiliaires.

Le coeur technique de la preuve s’articule en trois étapes. La premiere étape consiste
a montrer que le probleme posé par le théoreme de Lax—Milgram, i.e. Py = Jlu €
E o(u) AVv e E,p(v) = f(v) = a(u,v), se réduit a la résolution d'un probleme
Py plus simple. La seconde étape consiste a montrer que la résolution de ce probleme
P, peut se réduire a I'exhibition de I'unique point fixe d’une fonction bien choisie (pro-
bleme P3). Enfin, la troisieme étape de la démonstration consiste a résoudre le probleme
de point fixe P;3.

Etape 1 : Réduction a un probleéme plus simple. D’apres le lemme 7.6, il existe
une unique forme linéaire continue A de £ — E’ telle que :

Vu,ve B, (A(u))(v) = a(u,v).

Ensuite, on utilise le théoreme de Riesz-Fréchet (théoreme 8.2) a deux reprises (sur
A(u) et sur f) afin d’exhiber les deux résultats suivants :

w,, € E,Vve E, a(u,v) = (A(u))(v) = (w,,, ) 5,
Nwpe EVve E, f(v)=(wy,v)g.

Ainsi, en posant 7(A(u)) = w,, et 7(f) = wy, nous obtenons successivement :

Yov e E7 (wau?U)E = (wf’v>E — Vv e E,CL(U,U) = f(U),
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et
Wq, =ws = Yv e E, a(u,v) = f(v),

T(A(uw)) =7(f) = Vv e E, a(u,v) = f(v).
Il est donc possible de réduire le probleme P; a un probleme Ps plus simple a travers
I'implication suivante :
Fue B, 7(A(u)) =7(f) = 3ue E, Yve E a(u,v) = f(v). (8.1)

P2 P1

Etape 2 : Réduction a un probleme de point fixe. Soit 7 la fonction de repré-

sentation de Riesz (voir définition 8.1). Soit p € R tel que 0 < p < 23. Nous définissons

g:E — E par:
VeeE, g(x) =z -p-m(A(x)) +p-7(f).

Nous montrons ensuite, de facon assez naive et en dépliant la définition de g, I'im-
plication qui suit :
g(u) =u=7(A(u)) = 7(f).
Nous en déduisons de fagon immédiate :
FueE g(u) =u= 3ueE 7(A(u)) =7(f). (8.2)

Ps Py

E‘tape 3 : Résolution du probleme de point fixe. Par un raisonnement calcula-
toire, nous prouvons que g est k-Lipschitzienne avec k = \/ 1 -2pa+ p?>C? et prouvons
que pour tout p tel que 0 < p < 2%, nous avons 0 < k < 1, faisant ainsi de g une fonction
contractante. Enfin, par application du théoreme de point fixe de Banach (théoreme 8.1),
il existe un unique point fixe pour g.

Conclusion. Donc, via (8.2) et (8.1), nous démontrons le théoreme de Lax-Milgram.
[

Le théoreme de Lax—Milgram peut étre appliqué a la fois sur un espace de Hilbert
E et sur un sous-ensemble ModuleSpace-compatible et complet de E. Nous obtenons
donc deux uniques solutions dont il est possible de borner la différence :

Lemme 8.5. Céa “PV_‘]D

Soit E : Hilbert, f € E', 0 < a. Soit ¢ : E - Prop, ¢ ModuleSpace-compatible et
complet. Soit a une forme bilinéaire de I, bornée par C' > 0 et a-coercive. Soit u et uy,
les solutions données par application du théoréme de Lax—Milgram respectivement sur
E et sur le sous-ensemble p. Alors :

C
Vo, € E,p(v,) = [u—uy|, < = lu—vy| -
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La démonstration du lemme de Céa est presque immédiate, la difficulté principale
résidant dans la preuve du théoreme de Lax—Milgram sans lequel il ne peut étre énoncé.
Ce lemme est néanmoins indispensable pour établir la convergence de la méthode des
éléments finis. Pour ce faire, il faut 'appliquer a un sous-espace ¢ de dimension finie. Il
faut donc formaliser la notion de sous-espace de dimension finie d’'un espace de Hilbert
et démontrer qu'un tel sous-espace est ModuleSpace-compatible et complet.

8.4 Sous-espaces de dimension finie

Dans cette section, nous présentons une formalisation des sous-espaces de dimension
finie des espaces de Hilbert. Contrairement a la majorité des travaux présentés en sec-
tion 3.2.3, nous définissons des sous-espaces de dimension finie d’espaces de dimension
potentiellement infinie (espaces de Hilbert), ce qui rend leur formalisation plus difficile.

Un sous-espace ¢ de E :Hilbert est de dimension finie n et famille génératrice B
s’il vérifie la propriété FDIM définie ci-dessous :

Definition FDIM (phi : E — Prop) (n : nat) (B : nat - E) :=
match (eq_nat_dec n 0) with (* teste si la dimension est nulle *)
| left _ = forall u, phi u < u = zero (xn =20 %)
| right _ = forall u, phi u < exists L : nat - R, (* n > 0 %)
u = sum_n (fun k = scal (L k) (B k)) (n-1)
end.

En d’autres termes, seul 'ensemble réduit au singleton {0} est de dimension 0 et
pour n > 0, les vecteurs v d’un espace de dimension n sont combinaisons linéaires des
n premiers vecteurs de la famille génératrice B, i.e. u = ZZ;& LB, avec L:N - R.

Faisons quelques remarques sur ce choix de formalisation :

e Tout d’abord, B est une famille génératrice du sous-espace de dimension finie,
et non une base. En effet, B n’est pas forcément une famille libre, i.e. telle que
VL eR", Y34 LB =0= (Vi,0<i<n= L; =0).

e De plus, nous ne construisons pas B comme une liste de taille n mais comme une
suite de vecteurs. Cela simplifie I'initialisation de B car pour p > n, nous n’avons
pas a nous soucier de la valeur de B,, qui n’est pas nécessairement nulle.

e En outre, n est une surestimation de la dimension : nous pourrions imaginer qu’il
existe des vecteurs B; de la famille génératrice tels que j <n et B; = 0.

Une famille génératrice B est dite orthonormée si elle vérifie la propriété suivante :

Definition B_ortho (B : nat — E) := forall i, inner (B i) (B i) =1
A forall i j, i <> j — inner (B i) (B j) = 0.

Supposer que la famille génératrice d’un sous-espace de dimension finie est ortho-
normée simplifie considérablement les démonstrations. En fait, il existe un moyen cano-
nique et constructif de transformer n’importe quelle famille génératrice en une famille
génératrice orthonormée. Cette construction est connue sous le nom de procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt [123]. Nous n’avons pas formalisé le procédé d’or-
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thonormalisation de Gram-Schmidt en Coq mais supposons que la famille génératrice

est orthonormée quand cela s’avere nécessaire ou que cela simplifie les démonstrations.
Nous montrons tout d’abord la ModuleSpace-compatibilité des sous-espaces de di-

mension finie, premiere propriété nécessaire a l’application du théoreme de Lax—Milgram :

Lemme 8.6. ModuleSpace-compatibilité, sous-espaces de dimension finie &
Soit E : Hilbert, p: E - Prop. Supposons que ¢ est de dimension finie (la famille gé-
nératrice n’est pas nécessairement orthonormée). Alors ¢ est ModuleSpace-compatible.

La démonstration du lemme 8.6 est relativement naive. En revanche, la propriété de
complétude est plus difficile & démontrer.

8.5 Propriétés de complétude

Cette section est vouée a la preuve de complétude des sous-espaces de dimension
finie des espaces de Hilbert. Dans la section 8.5.1, nous introduisons le concept de
sous-module engendré par un vecteur et montrons que ces sous-espaces sont complets.
Puis, en section 8.5.2, nous utilisons le fait qu'un sous-espace de dimension finie soit
somme directe des sous-modules engendrés par les vecteurs de sa famille génératrice
pour démontrer sa complétude.

8.5.1 Complétude des sous-modules engendrés

Le sous-module engendré par un vecteur v € E (F : Hilbert) est I'ensemble des
vecteurs de F qui sont colinéaires a u. Le terme Coq associé est noté span u :

Definition span (u : E) := fun (x : E) = exists (1L : R), x = scal 1 u.

Avant de pouvoir démontrer la complétude des sous-espaces de dimension finie, il
est nécessaire de prouver la complétude des sous-modules engendrés.

Lemme 8.7. Complétude des sous-modules engendrés & Py_p
Soit E : Hilbert, ue€ E. Alors span(u) est complet.

Idées de la preuve papier : La preuve papier du lemme 8.7 proposée par Clément et
Martin montre la propriété de complétude en faisant converger des suites de Cauchy [50,
lemme 115]. Pour étre plus précis, Clément et Martin montrent que toute suite de
Cauchy de la forme (A\,u)nen (i.€. une suite a valeurs dans span(u)) converge dans
span(u). Pour cela, ils commencent par extraire la suite (\,)nen, montrent que c’est
également une suite de Cauchy et que, par complétude de R, elle converge vers £ € R.
Enfin, ils en déduisent que (A, u) ey converge vers fu qui est bien a valeurs dans span(u).
La preuve wvia les suites est donc relativement naturelle.
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Formalisation de la preuve et passage aux filtres : L’utilisation des filtres,
conjuguée a la maniere dont sont traités les sous-espaces, rend particulierement ardue
la formalisation de cette démonstration.

Une premiére difficulté est de dire d'un filtre qu’il est « un filtre sur span(u) » (par
analogie avec la suite (A\,u)ey dans la preuve de Clément et Martin). Comme évoqué
dans la section 7.2.2 , nous ne pouvons pas construire explicitement un filtre sur le
sous-espace span(u). Nous utilisons donc le concept de filtre induit (définition 7.1) et
sommes ramenés a prouver que tout filtre propre et de Cauchy qui est induit sur span(u)
converge dans span(u).

Une seconde difficulté réside dans I'extraction du filtre des coefficients multiplicatifs,
c’est-a-dire le filtre analogue a la suite (A, ),y dans la preuve de Clément et Martin. En
effet, il n’est pas évident d’extraire un tel filtre a partir d'un filtre induit sur span(u).
A cet effet, nous définissons une fonction totale sur les filtres de E dont I'image est un
filtre sur R et que nous appelons opérateur de nettoyage scalaire :

Definition cleansc (u : E) (F : (E - Prop) —Prop) : (R - Prop) — Prop
:= fun A = exists V, F V A (forall k, V (scal k u) - A k).

Considérons le cas particulier ou le filtre .# est induit sur span(u). Par définition
des filtres induits, nous savons que Yy, # (¢) = 3z, x € pnspan(u) (i.e. z = Au pour un
certain coefficient multiplicatif A). Pour chaque sous-ensemble contenu dans .7 il existe
un tel coefficient multiplicatif. Le filtre cleansc u .% est le filtre contenant ’ensemble
de ces coefficients multiplicatifs.

En revanche, dans le cas ot le filtre en entrée n’est pas induit sur span(u), cleansc
u renvoie une valeur arbitraire et qui n’a aucune importance (car inutilisée).

Si % est induit sur span(u), propre et de Cauchy, nous prouvons que cleansc u .#
est également propre et de Cauchy. Cela permet d’utiliser la complétude de R et d’ex-
traire une limite ¢ pour cleansc u .%. Nous montrons ensuite que la limite de .# ne
peut qu’étre égale a fu en utilisant un argument d’unicité sur les limites. Cette limite
est trivialement un élément de span(u), ce qui acheve la démonstration du lemme 8.7.

8.5.2 Complétude des sous-espaces de dimension finie

Nous démontrons dans un premier temps que la somme directe d’un sous-ensemble
complet ¢ et du sous-module engendré par un vecteur de ¥+ est complet.

Lemme 8.8. Complétude, somme directe et sous-module engendré & PyoP
Soit E : Hilbert, ¢, : E — Prop, u € E. Supposons que ¥ est complet, que ¢ =
W @ span(u) et que u e t. Alors ¢ est complet.

Une démonstration a base de suites est proposée par Clément et Martin [50, lemme
196]. Cette démonstration étant longue, nous ne donnons que quelques intuitions puis
mettons en exergue les difficultés liées au passage vers une preuve a base de filtres.
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Idées de la preuve papier : Soit (w,)ney une suite de Cauchy a valeurs dans .
Via 'argument de somme directe, nous pouvons décomposer (wy, )nen sur ¢ et span(u),
i€ (Wn)nen = (Vn + A\ytt)pen avec (v, )ney une suite a valeurs dans 1 et (A, u)peny &
valeurs dans span(u). Il est en fait possible, en utilisant le lemme 7.5, la linéarité du
projeté orthogonal et I'appartenance de uw a ¥*, de montrer que v, = Py(w,) puis
que Py.(w,) = A,u. Nous prouvons ensuite la continuité de Py et Py, qui permet de
démontrer que (w,, ),y converge dans .

Formalisation de la preuve et passage aux filtres : De méme que pour la dé-
monstration du lemme 8.7, la difficulté du passage aux filtres réside principalement dans
I'extraction de filtres analogues aux suites (v, )neny €t (Apt)peny & partir d'un filtre in-
duit sur ¢ (analogue a la suite (wy, )nen). Néanmoins, grace a la caractérisation utilisant
les projetés orthogonaux, nous définissons deux projecteurs permettant d’extraire ces
filtres en utilisant 'opérateur filterlim de Coquelicot (voir section 7.1.1) :

Definition proj_filter_ortho (psi : E — Prop) (F : (E — Prop) — Prop)
:= filtermap (proj psi) F.

Definition proj_filter_ortho_compl (psi : E — Prop)
(F : (E - Prop) —Prop) := filtermap (fun x = x - proj psi x) F.

La complétude de 1 conditionne 'existence et I'unicité du projeté orthogonal et est
donc intrinsequement nécessaire a la définition des opérateurs proj_filter_ortho et
proj_filter_ortho_compl.

Quand % est propre, de Cauchy et induit sur ¢, nous prouvons que les filtres
proj_filter_ortho .# et proj_filter_ortho_compl .# sont propres et de Cauchy.
De plus, nous montrons que proj_filter_ortho .# et proj_filter_ortho_compl .%#
sont respectivement induits sur ¢ et span(u).

Supposons que % converge vers une limite . Alors, par continuité de Py et Py, les
limites respectives de proj_filter_ortho .# et proj_filter_ortho_compl .# sont
Pw(ﬁ) et Pd)i(‘g) = f{- P¢(€)

Comme span(u) est complet (lemme 8.7) et que proj_filter_ortho_compl .# est
propre, de Cauchy et induit sur span(u), il converge dans span(u) et donc il existe
un élément A € R tel que Py.(¢) = Au. Donce, £ = Py(¢) + Py.(£) = Py() + Au, i.e.
(e @span(u), i.e. £ € @, ce qui conclut la démonstration.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat final de ce chapitre.

Théoreme 8.9. Complétude des sous-espaces de dimension finie & Py_p
Soit E : Hilbert et ¢ : E - Prop un sous-ensemble de dimension finie de E dont la
famille génératrice est orthonormée. Alors ¢ est complet.

Démonstration. Soit n la dimension de ¢ et B la famille génératrice orthonormée de .
Nous raisonnons par induction sur n :
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e Sin=0,¢={0}. Comme tout singleton est fermé, et que tout sous-espace fermé
d’'un espace complet est complet, ¢ est complet.
e Sin=m+1, comme ¢ est de dimension finie :

m m-1
VUEQO,HLNQR,UZZLzBZZZLzBZ-FLmBm
=0 =0

Par ailleurs, comme B est orthonormée, cette décomposition est unique, et donc :

1 E - Prop,p =1 & span(B,,).

De plus, 1 est de dimension finie m = n — 1 et a pour famille génératrice BY =
B. Comme BY est également orthonormée, par hypotheése d’induction, v est
complet. De plus, comme B est orthonormée, B, € ¥*. Donc, par application du
théoréme 8.8, ¢ = ¢ @ span(B,,) est complet.

]

8.6 Questions liées a la décidabilité

Certains théoremes présentés dans ce chapitre (ainsi que dans le chapitre 7) sont
dits classiques car leur démonstration formelle fait intervenir ’axiome du tiers-exclu,
i.e. pour toute proposition P, P v -P. Il n’y a en fait nul besoin de supposer P v -=P
vraie pour tout P. Il suffit de supposer vraies quelques hypotheses de décidabilité pour
des propositions bien choisies des que cela s’avere nécessaire. Avec ’appui de Coq, nous
avons pu identifier et isoler 'ensemble des hypotheses de décidabilité nécessaires aux
démonstrations et qui ne peuvent étre obtenues en logique intuitionniste.

Plusieurs raisons ont motivé notre choix de ne pas présenter ces hypotheses au fil
des preuves. D’une part, comme nous utilisons une axiomatisation des nombres réels,
nous ne pouvons pas extraire de contenu calculatoire a partir de nos démonstrations.
Il serait d’ailleurs vain de croire que nos démonstrations s’inscrivent dans le sillon de
I’analyse fonctionnelle constructive, qui est par nature liée aux nombres réels construc-
tifs [193]. Par ailleurs, certaines hypotheses de décidabilité sont difficiles & énoncer et
leur justification présente peu d’intéréet.

Dans cette section, nous avons sélectionné quelques hypotheses de décidabilité que
nous avons jugé utiles de présenter 2.

8.6.1 Double négation en logique intuitionniste

L’introduction et 1’élimination de la double négation sont des regles de logique pro-
positionnelle permettant de lier une proposition P a la négation de sa négation ——P.

En logique classique, il est possible de démontrer ’équivalence P <> -—-P. Les regles
d’introduction (P = --P) et d’élimination (--P = P) de la négation sont donc toutes
deux valides. En revanche, en logique intuitionniste, seule la regle d’introduction est

2. Néanmoins, I'intégralité des hypotheses ont été identifiées dans la formalisation Coq des résultats.
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valide. Autrement dit, la proposition VP,--P = P n’est pas prouvable en logique
intuitionniste, d’ou la présence de doubles négations dans certains énoncés Coq.

8.6.2 Sous-espaces et plus grande borne inférieure

Le premier résultat du manuscrit identifié comme classique est le théoreme 7.3. Ce
résultat d’existence du projeté orthogonal sur un sous-espace ModuleSpace-compatible
et complet ¢ : E - Prop utilise en effet I'hypothese suivante :

Hypothesis H1 : forall u : E, forall eps : posreal,
decidable (exists w : E, ——-phi w Anorm (minus u w) < eps).

Cette hypothese permet de décider s’il existe ou non un vecteur de ——¢ qui soit
suffisamment proche d’un autre point donné de E. Dans la démonstration du théo-
reme 7.3, nous devons exhiber, pour u € F donné et pour un £ € R* arbitrairement
petit, un élément x vérifiant ~—p(z) A |u- 2|5 <infiepap) v - w| g+ €.

L’existence d’une suite convergente dans R dont la limite est la plus grande borne
inférieure de I'ensemble {|u - w|; | we E A @(w)} semble naturelle. Néanmoins, la dé-
finition de plus grande borne inférieure dans la bibliotheque Coquelicot rend possible la
démonstration du fait « qu’il est faux d’attester qu’une telle suite n’existe pas » mais
ne permet pas de prouver I'existence d’une telle suite. C’est pourquoi il est nécessaire
de supposer vraie ’hypothese H1.

En logique intuitionniste, le terme - - phi x de I’hypothese H1 ne peut pas étre rem-
placé par phi x en toute généralité (voir section 8.6.1). En revanche, cette simplification
est possible lorsque phi est décidable?.

L’hypothese de décidabilité H1 doit par ailleurs étre propagée a I’ensemble des résul-
tats qui dépendent du théoreme 7.3, faisant ainsi d’eux des théoremes dits classiques.

8.6.3 Décidabilité de la non-nullité d’une fonction

La démonstration du théoreme 8.2 (Riesz—Fréchet) repose sur deux hypotheses de
décidabilité. La premiere dérive directement de 'hypothese H1 définie ci-dessus.

Par ailleurs, la démonstration repose sur une disjonction de cas selon que la fonction
f du dual topologique soit identiquement nulle ou non sur un sous-espace . Lorsque la
fonction n’est pas identiquement nulle, il est nécessaire d’extraire ug tel que f(ug) # 0.

Or, il n’est pas possible de décider constructivement si une fonction est identique-
ment nulle ou non car cela nécessiterait de tester I’égalité a 0 pour tous les points du
sous-espace ——(, i.e. pour un ensemble potentiellement infini de points. C’est pourquoi
il est nécessaire de supposer 'hypothese de décidabilité H2 suivante :

Hypothesis H2 : forall u : E, forall eps : posreal,
decidable (exists u : E, -=phi u Af u <> 0). (x £ : E’> *)

Il est néanmoins possible d’énoncer une version intuitionniste du théoreme de Riesz—
Fréchet, assurant la « non-non-existence » d’un élément plutot que son existence.

3. En pratique, c’est le cas des sous-espaces de dimension finie.
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8.6.4 Conclusion

La formalisation présentée regroupe un nombre important de définitions et résultats
fondamentaux d’analyse fonctionnelle. La nature des concepts formalisés est variée,
allant des espaces préhilbertiens et hilbertiens a la complétude des sous-espaces de
dimension finie des espaces de Hilbert, en passant par les espaces de fonctions bilinéaires
et linéaires continues et par les théoremes de Riesz—Fréchet et Lax—Milgram.

La preuve Coq du théoreme de Lax—Milgram acheve la premiere étape cruciale de la
formalisation. Elle est constituée d’environ 7000 lignes de code Coq et est comparable
en taille avec la preuve papier détaillée que nous avons suivie (en termes de lignes de
code source IXTEX, i.e. ~ 50 pages) [50]. Un constat similaire a été établi par Boldo et
al. pour des démonstrations lies a la résolution numérique de I’équation des ondes [25].
Ces facilités sont les bénéfices de 'utilisation de la bibliotheque Coquelicot, qui contient
'essentiel des notions basiques d’analyse réelle [35]. La hiérarchie algébrique a notam-
ment été utilisée et étendue : si I'usage des structures canoniques est parfois technique,
il permet d’alléger les notations et d’obtenir des énoncés de théoremes tres proches de
ceux de la littérature mathématique.

En revanche, la preuve de complétude des sous-espaces de dimension finie a été plus
ardue que ce que nous avions envisagé. Si la preuve papier est relativement concise [50]
(environ 3 pages), la preuve formelle est quant a elle constituée de pres de 1500 lignes de
code Coq. Cela s’explique par le caractere hautement topologique des démonstrations.
Coquelicot utilise en effet le formalisme des filtres, qui rend la structure des raisonne-
ments inhabituelle par rapport aux preuves papier sur lesquelles nous nous basons.

Une autre difficulté rencontrée dans I’ensemble de la formalisation est 1'usage fas-
tidieux des sous-structures, totalement occulté dans les preuves papier. De méme, les
numériciens éludent généralement les questions liées a la décidabilité, e.g. dans la preuve
papier de Clément et Martin qui utilise des arguments non constructifs [50].



Chapitre 9

Conclusion et perspectives

Dans la section 9.1, nous proposons un bilan des contributions de la these et discu-
tons certaines des difficultés rencontrées. Les sections 9.2 et 9.3 proposent des perspec-
tives respectivement pour les travaux de la partie II et de la partie III du manuscrit.

9.1 Bilan des contributions et difficultés rencontrées

Formalisation d’un algorithme en arrondi correct pour le calcul de moyenne
de nombres flottants décimaux

Une premiere contribution est ’exhibition et la formalisation d’un algorithme four-
nissant ’arrondi correct de la moyenne de deux nombres flottants décimaux, en tenant
compte des dépassements de capacité inférieurs. Nous en tirons plusieurs conclusions.

Ce travail a montré a quel point la propriété d’arrondi correct pouvait étre difficile
a obtenir et démontrer, méme pour des algorithmes relativement simples. Dans le cas
du calcul de moyenne, nous avons constaté que 'arrondi correct d’un programme en
base 2 n’était pas forcément transposable en base 10 sans modifier substantiellement
I'implémentation. Nous avons exhibé un nouvel algorithme et avons montré qu’il vérifiait
la propriété d’arrondi correct pour toute base paire.

La preuve de correction de 'algorithme est difficile a vérifier manuellement. Elle re-
pose en effet sur des propriétés fines d’arithmétique a virgule flottante et sur plusieurs
disjonctions de cas selon la valeur des entrées du programme. Coq, et plus particulie-
rement la bibliotheque Flocq [37, 38] d’arithmétique des ordinateurs, se sont révélés
comme des alliés. En effet, la majorité des propriétés fondamentales nécessaires a 1’éta-
blissement de la preuve de correction étaient déja présentes dans Flocq. Nous avons
utilisé Coq comme garde-fou contre d’éventuels raisonnements hatifs et erronés, no-
tamment pour la gestion des dépassements graduels inférieurs, qui rend la preuve plus
difficile et davantage sujette aux erreurs de raisonnement. La preuve formelle, qui est
relativement concise, représente environ 700 lignes de code Coq.
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Analyse et formalisation d’erreurs d’arrondi de méthodes de Runge-Kutta

La seconde contribution est la mise au point et la formalisation d’'une méthodo-
logie générique pour borner les erreurs d’arrondi de 'implémentation de méthodes de
résolution d’équations différentielles ordinaires en arithmétique a virgule flottante.

L’approche proposée permet de borner ’accumulation des erreurs d’arrondi induites
par I'application de méthodes de Runge-Kutta a des systemes linéaires. Nous nous
sommes dans un premier temps restreints aux systemes linéaires unidimensionnels, i.e.
scalaires, puis avons étendu la méthodologie aux systemes linéaires multidimensionnels,
i.e. matriciels. La méthodologie est applicable a toute forme d’implémentation et est
basée sur une distinction entre les erreurs locales et globales. L’essentiel de la difficulté
réside dans la construction de la borne sur I'erreur locale, qui est obtenue incrémenta-
lement suivant la forme de 'implémentation choisie. En particulier, ¢’est au cours de
cette phase de I'analyse que sont utilisées les propriétés des nombres flottants et des
opérations matricielles. A partir des bornes d’erreurs locales, une borne sur ’erreur glo-
bale est obtenue par application d’un résultat générique, qui montre que ’accumulation
des erreurs est maitrisée sous certaines conditions de stabilité.

Une particularité de ce travail est la gestion rigoureuse des dépassements de capacité
(inférieurs et supérieurs dans le cas scalaire, inférieurs uniquement dans le cas matriciel),
souvent négligés dans les travaux d’analyse d’erreur.

De plus, nous tirons parti de récents travaux de Jeannerod et Rump [119], qui
proposent des bornes plus fines et plus lisibles sur I'erreur d’arrondi des opérations
flottantes élémentaires, bornes que nous propageons dans la plupart de nos résultats.

L’analyse des erreurs d’arrondi dans le cas matriciel a été formalisée dans 1’assistant
de preuves Coq, via une combinaison de la bibliotheque Flocq [37, 38] et des matrices de
la bibliotheque Mathematical Components [144]. Cette formalisation inclut la démons-
tration de bornes sur les erreurs d’arrondi d’opérations matricielles, la définition des
méthodes de Runge-Kutta explicites et de leur implémentation, les lemmes génériques
permettant de reconstruire les bornes d’erreurs locales et globales ainsi que I'application
de ces résultats aux méthodes d’Euler et de Runge-Kutta d’ordre 2. La formalisation
proposée comporte environ 4200 lignes de code Coq.

Dans les démonstrations formelles, nous avons également utilisé des tactiques au-
tomatiques existantes. Pour borner les erreurs locales des méthodes classiques, nous
avons par exemple utilisé la tactique interval [150] pour majorer les termes d’ordre
supérieurs (en u?,u3, etc). De plus, les énoncés de certains résultats sont difficiles a
établir, e.g. les lemmes permettant d’obtenir la borne d’erreur locale (lemme 6.8 et
corollaire 6.9) et leur application. Plutot que d’énoncer et démontrer ces résultats sur
papier, au risque de faire des erreurs, puis de les démontrer formellement, nous avons
directement utilisé Coq comme aide a la reconstruction du résultat. Nous avons utilisé le
mécanisme Coq des variables existentielles (evars), i.e. des termes de la forme ?X dont
la détermination pourra étre remise a plus tard, e.g. en accumulant des contraintes par
application de théoremes dans les buts ou ils apparaissent. Nous avons par exemple
utilisé les tactiques eapply et etransitivity qui introduisent des evars.
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Formalisation de résultats d’analyse fonctionnelle

La méthode des éléments finis constitue I'une des méthodes numériques les plus
puissantes pour résoudre les équations aux dérivées partielles. La convergence de la
méthode repose sur un socle conséquent de fondements mathématiques. La troisieme
contribution de ma these est la formalisation d’une partie de ces fondements.

La formalisation proposée repose sur la bibliotheque Coquelicot [35, 134]. Nous
avons étendu la hiérarchie algébrique aux espaces préhilbertiens et hilbertiens et avons
formalisé des concepts et résultats géométriques propres a ces classes d’espaces. Le dé-
veloppement inclut par ailleurs la formalisation complete du théoreme de Lax—Milgram,
un résultat fondamental d’analyse fonctionnelle qui pourra étre utilisé pour démontrer
la convergence de la méthode des éléments finis. Enfin, pour caractériser les maillages
d’éléments finis, nous avons formalisé la notion de sous-espace de dimension finie des
espaces de Hilbert et avons démontré qu’ils constituent des sous-modules complets.

Dans la littérature mathématique, la démonstration de ces résultats est souvent
écrite de maniere concise, les détails techniques étant cachés. Cela rend particuliere-
ment difficile leur formalisation en Coq. Nous avons donc mené ce travail en collabo-
ration avec deux numériciens, qui ont proposé une preuve papier détaillée du théoreme
de Lax-Milgram, congue spécifiquement dans 1'objectif d'une formalisation [50]. Cette
démonstration papier a globalement été suivie, mais a fait I'objet de modifications au
cours de la formalisation, au gré de discussions entre numeériciens et utilisateurs de Coq.

Nous avons néanmoins été confronté a des difficultés inhérentes a la formalisation,
qui n’apparaissent pas dans les preuves papier. Par exemple, alors que les sous-structures
sont completement transparentes dans la démonstration de Clément et Martin [50], leur
gestion en Coq s’avere particulierement difficile. Les raisonnements topologiques consti-
tuent une seconde difficulté majeure. En effet, la démonstration papier que nous avons
suivie utilise le formalisme des suites, intuitif pour le lecteur, alors que Coquelicot repose
sur le formalisme plus général des filtres. Nous avons donc di adapter les définitions
et les démonstrations topologiques au formalisme des filtres. Une troisieme difficulté
réside dans le choix des axiomes utilisés. Coq repose sur la logique intuitionniste alors
que les preuves papier d’analyse fonctionnelle reposent sur des fondements classiques.
Nous avons donc fait le choix d’identifier précisément les prédicats sur lesquels une pro-
priété de décidabilité était nécessaire. Nous utilisons les axiomes ProofIrrelevance et
FunctionalExtensionality, qui facilitent la formalisation des résultats et sont requis
dans des formalisations récentes d’analyse, e.g. la bibliotheque MathComp-Analysis [1].

La formalisation des espaces de Hilbert et du théoreme de Lax—Milgram constituent
environ 7000 lignes de code Coq, ce qui est comparable en magnitude avec la preuve
papier de Clément et Martin, longue d’environ 50 pages. En revanche, la preuve de
fermeture des sous-espaces de dimension finie fait a elle seule 1500 lignes de code Coq
pour seulement 3 pages de preuves papier. Cela s’explique par la prépondérance de rai-
sonnements topologiques nécessitant 1'utilisation de transformateurs ou de projecteurs
de filtres (voir section 8.5) et la manipulation de sous-structures, qui n’est pas aussi
naturelle que dans les preuves papier (voir section 7.2).
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9.2 Perspectives sur les méthodes de Runge-Kutta

Dans cette section, nous présentons quelques perspectives possibles pour les résultats
de la partie II du manuscrit.

9.2.1 Comparaisons entre les erreurs de méthode et d’arrondi

Nous avons proposé une méthodologie générique permettant de borner I'erreur d’ar-
rondi de méthodes de Runge-Kutta. Cela a permis de montrer, au moins dans le cas de
couples systemes-méthodes stables, que les erreurs d’arrondi ne s’accumulent pas de ma-
niere catastrophique. Une perspective intéressante serait de déterminer la contribution
des erreurs de méthode par rapport aux erreurs d’arrondi.

Dans la section 5.7, nous avons présenté, pour la méthode RK2 appliquée a un sys-
teme linéaire scalaire, des résultats expérimentaux permettant de comparer la borne
d’erreur d’arrondi aux erreurs de méthode et d’arrondi effectivement commises. Cela a
permis de montrer que la borne obtenue pour cet exemple jouet, bien que relativement
pessimiste, garantissait que ’erreur de méthode domine largement ’erreur d’arrondi.
Nous souhaiterions mener le méme type d’expérimentation pour la résolution numérique
d’un systeme linéaire matriciel caractérisant un phénomene physique concret. Nous sou-
haiterions plus précisément éprouver notre analyse sur des équations de Bateman [12]
qui caractérisent des phénomenes de décroissance radioactive. Il s’agit en effet d’équa-
tions différentielles matricielles non raides, utilisées dans des applications industrielles
et généralement résolues via des méthodes de Runge-Kutta.

L’approche empirique proposée ci-dessus ne permet pas de comparer les erreurs de
méthode et d’arrondi dans le cas général. Une possibilité est de borner non seulement
I’erreur d’arrondi, mais aussi ’erreur de méthode. Il s’agit de ’approche adoptée par
Fousse [79, 78, 77] pour les méthodes de calcul numérique d’intégrales, qui borne Uerreur
totale, i.e. la somme des erreurs de méthode et des erreurs d’arrondi.

En général, les numériciens ne donnent qu’une estimation de I’erreur de méthode [45].
En 'occurrence, I'utilisation d’'une méthode de Runge-Kutta d’ordre p assure que l'er-
reur de méthode est de l'ordre de O(hP*1). En revanche, 'estimation de la constante
associée au grand O est difficile a exhiber dans le cas général [46].

9.2.2 Généralisation a d’autres classes de méthodes
Méthodes implicites :

Une perspective de travail envisagée est 'adaptation de ’analyse d’erreurs aux mé-
thodes de Runge-Kutta implicites, e.g. les méthodes d’Euler implicite et du point-milieu
implicite [59] (voir section 2.3.3), particulierement adaptées a la résolution de systémes
raides. Une équation différentielle est dite raide lorsque sa résolution par des méthodes
numériques explicites est difficile, i.e. lorsque les méthodes explicites sont instables sur
cette équation, méme lorsque le pas d’intégration choisi est tres petit. Les équations
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raides sont particulierement répandues en chimie, notamment pour modéliser des réac-
tions chimiques dont 1'évolution est brutale [99].

L’implémentation des méthodes implicites est plus complexe et nécessite générale-
ment la résolution d’une équation algébrique. Par exemple, la méthode d’Euler implicite
appliquée a I'équation y' = f(y,t) est caractérisée par la relation itérative :

Yn+l = Yn + hf(ynu, tn+1)7

qui fait apparaitre le terme v,,1 des deux cotés de ’équation.

Des simplifications sont cependant possibles dans le cas des équations linéaires de
la forme y’ = Ay, avec y € R et A € R, La relation itérative associée a la méthode
d’Euler est alors :

Yn+l = Yn + hAy'rH—l;

qui peut étre transformée en y,,1 = (I — hA) ly,.

A partir de cette caractérisation, nous souhaitons adapter la méthodologie adoptée
dans le chapitre 6 pour borner les erreurs d’arrondi. Une possibilité est de borner I’erreur
d’arrondi commise au cours de I'inversion de la matrice (I -hA)~!, ce qui pose plusieurs
difficultés :

e Cela dépend de la méthode d’inversion utilisée, e.g. par une inversion par blocs
ou via la décomposition LU de la matrice. Higham a proposé des bornes sur les
erreurs d’arrondi associées a ces méthodes d’inversion [107, §14]. Cependant, les
bornes proposées font intervenir des quantités qui ne sont pas forcément connues
a priori, e.g. la norme des matrices L et U de la décomposition LU.

e De plus, la matrice I —hA n’est en général pas calculée de maniere exacte, si bien
que la matrice a inverser est de la forme I © h ® A. 11 faudra donc analyser la
sensibilité de la méthode d’inversion aux perturbations de la matrice, i.e. borner

Perreur ||[(Ieh® A)~1 - (I -hA)Y.

Méthodes multi-pas :

Une autre extension possible est 1'adaptation de la méthodologie aux méthodes
multi-pas, e.g. les méthodes d’Adams-Moulton et d’Adams-Bashforth [59]. Un aspect
intéressant de ces méthodes est le fait que la relation de récurrence qui les caractérise
fasse apparaitre une alternance de signes. Par exemple, la méthode d’Adams-Bashforth
a trois pas est caractérisée par :

23 16 5
Yn+3 = Yn+2 T h (Ef(yn+2,tn+2) - ﬁf(ynﬂatm—l) + Ef(yn,tn)) .

Ainsi, dans le cas des systemes linéaires de la forme gy’ = Ay, nous avons :

23 16 5!
Yn+3 = Yn+2 T h (EAyn+2 - EAyn-%-l + EAyn) .

En considérant les erreurs locales et globales comme étant signées, nous obtenons :
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23 16 5]
En3=¢cnzs+h (EEn+2 - EEnH + ﬁEn)

Il serait intéressant de déterminer si 'alternance de signes permet d’exhiber des
compensations d’erreurs, e.g. en donnant une expression analytique des erreurs globales,
dans lesprit des travaux de Boldo pour 1’équation des ondes [23] (voir section 3.2.2).

9.2.3 Généralisation aux systémes non-linéaires

Une autre perspective est I’adaptation d’une analyse d’erreurs a grains fins dans le
cas de systemes non-linéaires quelconques. Certains auteurs, e.g. Spijker [192] ou De-
mailly [59], ont exhibé des bornes génériques sur les erreurs d’arrondi en tirant parti de
la stabilité des méthodes. Ces bornes s’averent cependant grossieres dans la plupart des
cas et n’utilisent pas les propriétés fines du format d’arithmétique (voir section 3.1.3).

Dans la partie II de ce manuscrit, afin d’obtenir des bornes plus fines, nous avons
décomposé 'analyse des erreurs d’arrondi jusqu’au niveau des opérations flottantes élé-
mentaires. Cette approche a été rendu possible par la restriction aux calculs matriciels,
qui sont uniquement composés de sommations et de multiplications. Une telle approche
n’est pas adaptée a des fonctions non-linéaires quelconques.

Nous avons néanmoins identifié des pistes qui pourraient permettre d’étudier les
erreurs d’arrondi de certains systemes non-linéaires. Nous pourrions utiliser les bornes
d’erreurs de certaines fonctions élémentaires, e.g. les fonctions trigonométriques, que les
fabricants de processeurs fournissent. Ces bornes ne sont cependant pas vérifiables et
pourraient s’avérer erronées. De plus, il est difficile d’évaluer la sensibilité de ces fonc-
tions a d’éventuelles perturbations sur les parametres en entrée. Une autre possibilité
est de considérer la linéarisation d’un systéme non-linéaire y’ = f(y,t) via le calcul de la
matrice jacobienne de f et d’étudier les erreurs d’arrondi sur le systeme linéaire obtenu.
Dans ce cas, en toute rigueur, il faudrait que nous soyons capable de borner les erreurs
associées au processus de linéarisation.

9.2.4 Vers une meilleure utilisation des evars

Notre utilisation du mécanisme des variables existentielles de Coq comme aide a
la reconstruction de certains résultats est relativement rudimentaire. Nous pourrions
envisager d’utiliser ou d’adapter de récents travaux qui permettent de faciliter ce type
de chemins de preuve.

C’est par exemple le cas de la bibliotheque Procrastination développée par Gué-
neau [93] et utilisée dans des preuves de complexité asymptotique d’algorithmes [92] et
de la tactique automatique near proposée par Affeldt, Cohen et Rouhling [52, 2] pour
des preuves sur les filtres (au sens topologique), e.g. des preuves de convergence.
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9.2.5 Preuve de programmes

Nous pourrions envisager la vérification formelle des propriétés flottantes de pro-
grammes existants (écrits en C par exemple) qui implémentent une méthode de Runge-
Kutta. Nous pourrions utiliser la méthodologie et le langage d’annotations proposés par
Boldo et Filliatre [32] pour la vérification de programmes flottants dans Frama-C. Notre
idée serait d’ensuite utiliser notre formalisation Coq en arriere-plan en interprétant le
programme comme une application de notre méthodologie d’analyse d’erreur. Dans le
méme esprit que pour I’équation des ondes [25], nous pourrions envisager de vérifier a
la fois les propriétés mathématiques et flottantes du programme.

Une alternative possible serait d’étudier s’il est possible d’utiliser le mécanisme d’ex-
traction de Coq [136] sur notre développement afin d’extraire d’une part une implémen-
tation de la méthode numérique en OCaml et d’autre part une borne d’erreur garantie.

9.3 Perspectives sur la méthode des éléments finis

Dans cette section, nous présentons d’éventuelles perspectives pour les travaux que
nous présentons dans la partie ITI de ce manuscrit.

9.3.1 Intégration de Lebesgue et espaces de Sobolev

Le théoreme de Lax—Milgram que nous avons démontré formellement dans le cha-
pitre 8 s’applique a tout espace de Hilbert. Pour établir la convergence de la méthode
des éléments finis, il faut instancier ce résultat a des espaces fonctionnels particuliers,
a savoir des espaces de Sobolev construits a partir de I'espace L? des fonctions de carré
intégrable (au sens de la théorie de l'intégration de Lebesgue) [49].

Cette nouvelle étape de formalisation présente plusieurs difficultés :

e L’espace L? repose sur la théorie de la mesure et de l'intégration de Lebesgue,
dont il n’existe pas de formalisation aboutie en Coq. Avec Boldo, Clément, Mar-
tin et Mayero, nous sommes en phase finale de formalisation de l'intégrale de
Lebesgue et de la démonstration de certains résultats fondamentaux comme les
théoremes de Beppo Levi (convergence monotone), de Fatou-Lebesgue et de
convergence dominée [178]. La démonstration de ces résultats s’avere difficile car
elle repose sur un socle important de concepts, e.g. les tribus, la mesurabilité et
I'intégrabilité de fonctions, la notion de mesure ou les fonctions étagées.

e La formalisation de l'espace L? et la démonstration de sa complétude posent
également des difficultés techniques, notamment du fait que L? soit construit
comme un espace quotient, dont la relation de quotientage est 1’égalité presque
partout entre fonctions. La preuve de complétude nécessite par ailleurs une fonc-
tion limite sur les filtres (voir section 7.1.2), pouvant s’avérer difficile a exhiber.
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9.3.2 De ’analyse fonctionnelle a la méthode des éléments finis
Théorie des maillages :

Dans le chapitre 8, nous avons démontré que les sous-espaces de dimension finie
d’un espace de Hilbert E étaient des sous-modules complets de F, ce qui a permis de
leur appliquer le théoreme de Lax—Milgram. Pour la méthode des éléments finis, les
sous-espaces de dimension finie a considérer sont des maillages de volumes irréguliers.
Une perspective de travail a moyen terme serait une formalisation de ces maillages qui
soit compatible avec la théorie sous-jacente des espaces de Hilbert et des sous-espaces
de dimension finie. L’ensemble de la formalisation pourrait ensuite servir de base a une
démonstration de la convergence de la méthode des éléments finis pour un maillage
particulier ou pour une classe donnée de maillages.

Certification d’une bibliotheque C++ d’éléments finis :

La formalisation d’analyse fonctionnelle présentée dans la partie III de ce document
s’inscrit dans un projet visant a certifier tout ou partie de FELiScE !, une vaste biblio-
theque C++ d’éléments finis constituée de plus de 100 000 lignes de code. En particulier,
nous souhaiterions établir la correction des programmes implémentés en utilisant (entre
autres) la propriété de convergence de la méthode des éléments finis.

D’un point de vue pratique, une possibilité serait d’utiliser Frama-Clang [169], un
plug-in Frama-C qui permet de démontrer des programmes C+-+ et dont le langage
d’annotations, ACSL++, est tres similaire au langage ACSL utilisé dans Frama-C pour
annoter les programmes écrits en C.

Analyse des erreurs d’arrondi de la méthode des éléments finis :

Nous nous sommes jusqu’ici principalement intéressé aux propriétés mathématiques
de la méthode des éléments finis. Les programmes manipulant la méthode des éléments
finis sont généralement complexes et impliquent de nombreux calculs. Nous pourrions
envisager, comme pour les méthodes de Runge-Kutta, d’analyser et de formaliser les
erreurs d’arrondi associées a ces implémentations. Néanmoins, dans la méthode des
éléments finis, contrairement aux méthodes de Runge-Kutta, les potentielles sources
d’erreurs d’arrondi sont tres nombreuses. Elles peuvent par exemple provenir de la gé-
nération du maillage, des coefficients apparaissant dans I’équation aux dérivées partielles
ou de sa linéarisation sur le maillage.

Concernant la vérification déductive de propriétés flottantes de programmes, e.g.
pour la bibliotheque FELiScE, nous estimons qu’il est possible d’utiliser la méthodologie
et 'ensemble d’annotations dédiées proposées par Boldo et Filliatre [32] et de 'adapter
a Frama-Clang et ACSL++.

1. Finite Elements for Life Sciences and Engineering
https://gforge.inria.fr/projects/felisce/
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Annexe B

Scripts (Gappa pour borner ’erreur
des coefficients en h\

Fichier euler.gappa

@rnd = float<ieee_64,ne>;

1t = rnd(1);
r rnd= hxlt;
re = hx];

{ h*1 in [-2,-1b-100] /\ h in [1b-60,1]
-> r -/ re in [-2049b-63,2049b-63] /\
r - re in [-4b-53, 4b-53]
}

Fichier rk2.gappa

O@rnd = float<ieee_64,ne>;

1t = rnd(1);
w rnd= hxh#*0.5%1t*1t;
we = hxhx(0.b5x1x1;

{ h*1 in [-2,-1b-100] /\ h in [1b-60,1]
-> w -/ we in [-10241b-64,10241b-64] /\
w - we in [-20481b-64,20481b-64]
}
we —> ((h*x1)*(h*1))*0.5;
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Fichier rk4.gappa

O@rnd = float<ieee_64,ne>;
1t = rnd(1);

wl rnd= h/6%1t;
wel = h/6x%1;

w2 rnd= h/3%1t;
we2 = h/3%1;

w3 rnd= hxh/6%1t*lt;
we3 = hxh/6x1x*1;

w4 rnd= hxhxh/12*1t*1t*1t;
wed = hxhxh/12%1x1%1;

w5 rnd= hxhxhxh/24*1tx1tx1t*1lt;
web5 = hxhxhxh/24*1*x1*x1%1;

{ h*l in [-2,-1b-100]
/\ h in [1b-60,1]
-> w1l -/ wel in [-6145b-64,6145b-64] /\

(wl-wel) in [-1b-53,1b-53] /\
w2 -/ we2 in [-6145b-64,6145b-64] /\
(w2-we2) in [-2b-53,2b-53] /\
w3 -/ we3 in [-12289b-64,12289b-64] /\
(w3-we3) in [-4b-53,4b-53] /\
w4 -/ wed in [-18433b-64,18433b-64] /\
(w4-wed) in [-6b-53,6b-53] /\
wh -/ web in [-24577b-64,24577b-64] /\
(w5-web) in [-8b-53,8b-53]

}

wel -> (hx*1)/6;

we2 —> (hx*1)/3;

we3 —> (hx1)*(hx*1)/6;

wed -> (h*x1)*x(h*1)*(h*1)/12;

web -> (h*x1)*(h*1)*(h*1)*(h*x1l)/24;
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Résumé : Cette thése est constituée de trois contri-
butions liées a la formalisation en Coq d’analyses
d’erreurs dans les domaines de I'analyse numérique
et de I'arithmétique a virgule flottante.

Nous avons tout d’abord proposé un algorithme calcu-
lant la moyenne de deux nombres flottants décimaux
et avons montré que cet algorithme fournissait I'ar-
rondi correct. Nous avons formalisé I'algorithme et sa
preuve de correction dans I'assistant de preuves Coq.
La seconde contribution de la thése est I'analyse
et la formalisation de bornes sur les erreurs d’ar-
rondi d'implémentations de méthodes de Runge-Kutta
appliguées a des systémes linéaires. Nous avons
proposé une méthodologie générique permettant de
construire une borne sur I'erreur d’arrondi accumulée
au cours des itérations et qui tient compte d’éventuels

dépassements de capacité. Nous avons ensuite ap-
pliguée la méthodologie a des méthodes de Runge-
Kutta classiques, comme les méthodes d’Euler et
de RK2. Nous avons proposé une formalisation de
I'analyse, incluant la définition de normes matricielles,
la démonstration de bornes sur les erreurs d’ar-
rondi d’opérations matricielles et la formalisation des
résultats génériques et de leur application.

Enfin, nous avons proposé la formalisation de
résultats d’analyse fonctionnelle qui servent de fonde-
ments a la méthode des éléments finis. Cette forma-
lisation repose sur la bibliothéque Coquelicot et inclut
la théorie des espaces de Hilbert, la formalisation du
théoréme de Lax—Milgram et la preuve de complétude
des sous-espaces de dimension finie d’espaces de
Hilbert.

Title : Formalizations of error analysis in numerical analysis and floating-point arithmetic

Keywords : Floating-point arithmetic, Rounding errors, Formal proofs, Coq, Runge-Kutta

Abstract : This thesis consists of three contributions
related to the Coq formalization of error analysis in
numerical analysis and floating-point arithmetic.

First, we have exhibited an algorithm computing the
average of two decimal floating-point numbers and
have proved that this algorithm computes the correct
rounding. We have formalized the algorithm and its
correctness proof in the Coq proof assistant.

The second contribution of the thesis is the analysis
and the formalization of rounding error bounds asso-
ciated to the implementation of Runge-Kutta methods
applied to linear systems. We have proposed a gene-
ric methodology to build a bound on the error accu-
mulated over the iterations, taking potential underflow

and overflow into account. We have then instantiated
this methodology for classic Runge-Kutta methods,
e.g. the Euler and RK2 methods. We have proposed a
formalization of the results, including the definition of
matrix norms, the proof of rounding error bounds for
matrix operations and the formalization of the generic
results and their instantiations.

Finally, we have proposed a formalization of functional
analysis results that serve as foundations for the finite
element method. This formalization is based on the
Coquelicot library and includes the theory of Hilbert
spaces, the formal proof of the Lax—Milgram Theorem
and the proof of completeness of finite dimensional
subspaces of Hilbert spaces.
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