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Calcul de configurations de tiges élastiques pour la modélisation
des acides nucléiques

Résumé : Notre compréhension des acides nucléiques est encore limitée, en partie à cause de la
diversité structurelle de ces molécules, de la difficulté à appliquer les techniques expérimentales
et du temps de calcul des modèles dynamiques à l’échelle atomique. Dans ce contexte, cette
thèse s’intéresse au rapprochement entre les acides nucléiques et les tiges élastiques, qui dans les
années 90 a fait l’objet de nombreux travaux théoriques et expérimentaux. L’approche Biopoly-
mer Chain Elasticity (BCE), développée au Laboratoire Jean Perrin, postule que la théorie de
l’élasticité des tiges constitue un cadre d’étude particulièrement judicieux pour les biopolymères.
Avec cette approche, des conformations de molécules remarquablement bonnes ont été calculées
à partir de configurations d’équilibre de tiges élastiques. La chaîne moléculaire est décrite par un
modèle multi-échelle et hiérarchique, qui décompose efficacement le calcul de sa structure tridi-
mensionnelle et s’avère particulièrement adapté à l’implémentation de simulations interactives.
En vue de tirer le meilleur parti de ce modèle, deux objectifs distincts sont désormais visés. Pre-
mièrement, il s’agit d’utiliser les tiges élastiques comme des outils de description, d’analyse, de
comparaison et de classification des molécules qu’elles représentent. Deuxièmement, il s’agit de
proposer une modélisation plus riche, où plusieurs tiges sont associées ensemble avec des liaisons
de différentes natures. Ces objectifs se déclinent en deux problèmes de mécanique des tiges :

• la classification de l’ensemble des configurations d’équilibre de tiges élastiques, qui im-
plique de caractériser les formes particulières mais aussi de déterminer des propriétés
géométriques générales pouvant servir de critères de comparaison ;

• le calcul de configurations d’équilibre sous des conditions d’encastrement spécifiées, i.e.
pour des valeurs imposées de la position et de l’orientation relatives des sections extré-
males.

La thèse est motivée par la résolution de ces deux problèmes. Une description complète de la
statique des tiges 3D dites idéales, basée sur le formalisme de Lev D. Landau et Evgeny M. Lif-
shitz, est établie au chapitre 2. Il en découle que la classification recherchée peut être faite dans un
espace de dimension trois. Le chapitre 3 est consacré à cette tâche. Il aboutit à la caractérisation
de plusieurs formes proches de structures d’acides nucléiques connues : cercles, courbes fermées,
hélices, homoclines. Plus essentiellement, des propriétés géométriques sont identifiées dans le cas
général : les trajectoires des tiges sont inclues à l’intérieur d’un tube hélicoïdal, et s’enroulent
autour de l’axe de ce tube avec trois propriétés de chiralité. Deux classifications, d’abord en
fonction des chiralités, puis en fonction du tube enveloppe, sont proposées dans l’espace d’étude
défini au chapitre 2. Enfin, une méthode de calcul de géométrie inverse est proposée et im-
plémentée au chapitre 4, pour imposer des conditions d’encastrement 3D aux tiges élastiques.
Celle-ci s’appuie sur deux paramétrisations complémentaires des configurations d’équilibre, et
sur l’utilisation d’une grille pour fournir des valeurs initiales à un algorithme de recherche. Plus
de 850 000 inversions sont testées, et dans 99.9% des cas les conditions aux limites ciblées sont at-
teintes avec une précision supérieure à 10−5. Deux stratégies pour obtenir plusieurs solutions sont
également proposées, et testées sur des exemples. En définitive, nous espérons que ces résultats
apportent un cadre d’étude solide des biopolymères pour diverses applications avec l’approche
BCE, notamment la simulation interactive.

Mots-clés :Modélisation des biopolymères, équilibre des tiges élastiques, classification, problème
aux limites, recherche de zéros, simulation interactive.





Computation of elastic rod configurations for the modeling of
nucleic acids

Abstract : Our understanding of nucleic acids is still limited, partly because of the structural
diversity of these molecules, the difficulty of applying experimental techniques and the compu-
tation time of dynamic models at atomic scales. In such a context, this thesis focuses on the
parallel between nucleic acids and elastic rods, which has been studied intensively in the 90s
both with theoretical and experimental contributions. The Biopolymer Chain Elasticity (BCE)
approach, developed in Laboratoire Jean Perrin, postulates that the theory of elasticity of rods
offers a particularly judicious framework for biopolymers. With this approach, remarkably good
molecular conformations have been computed from equilibrium configurations of elastic rods.
The molecular chain is described with a multi-scale and hierarchic model that decomposes effi-
ciently the computation of its three-dimensional structure and that is particularly suitable for
interactive simulations. In order to make the best use of this model, two distinct objectives are
targeted now. Firstly, elastic rods must be used as tools of description, analyse, comparison and
classification of the molecules they represent. Secondly, a more rich model must be proposed,
where several rods are associated together with different kinds of linkages. These objectives yield
two problems of mechanics of rods :

• the classification of all equilibrium configurations of elastic rods, which requires to cha-
racterize particular shapes and to determine general geometric properties that may be
used as comparison criteria ;

• the computation of equilibrium configurations under specified strong anchoring condi-
tions, i.e. for imposed values of relative position and orientation of end sections.

The thesis is motivated by the resolution of these two problems. A complete description of the
statics of the so-called ideal 3D rods, based on the formalism of Lev D. Landau and Evgeny M.
Lifshitz, is established in chapter 2. It shows that the aimed classification can be achieved in a
three-dimensional space. Chapter 3 is dedicated to this purpose. It leads to the characterization of
several shapes close to known nucleic acids structures : circles, closed curves, helices, homoclines.
More essentially, geometric properties are identified in the general case : the rod trajectories
are included within an helical tube and wind around the axis of this tube with three chirality
properties. Two classifications, first according to the chiralities, then according to the tube-shaped
envelope, are proposed in the work space defined in chapter 2. Finally, a method to compute
the inverse geometry is proposed and implemented in chapter 4 to impose 3D strong anchoring
conditions to elastic rods. It is based on two complementary parametrizations of the equilibrium
configurations, and on the use of a grid to provide initial guesses to a search algorithm. More
than 850 000 inversions are tested, and in 99.9% of cases the targeted boundary conditions are
reached with a precision better than 10−5. Two strategies to obtain several solutions are also
proposed and tested on examples. We hope that these results will bring a strong framework for
diverse applications on biopolymers with the BCE approach, particularly interactive simulation.

Keywords : Modeling of biopolymers, equilibrium of elastic rods, classification, boundary value
problem, root finding, interactive simulation.
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Introduction générale

La découverte de la double hélice d’ADN-B par Watson et Crick (1953) est souvent considérée
comme l’avancée majeure du XXe siècle en biologie moléculaire (Voet et Voet 2011). Depuis, la
composition chimique et les mécanismes d’assemblage des acides nucléiques ont été précisément
identifiés et maîtrisés, au point qu’il est désormais possible de concevoir et de fabriquer des
nanostructures assez complexes avec ces biopolymères (Rothemund 2006, Castro et al. 2011,
Chworos et al. 2004, Marras et al. 2015). En revanche, la structure tridimensionnelle de l’ADN
et de l’ARN, i.e. l’arrangement et le positionnement des atomes dans l’espace, est beaucoup
moins bien caractérisée que pour les protéines par exemple. Elle a pourtant un rôle significatif
dans la stabilité de la chaîne moléculaire et dans la viabilité de certains processus essentiels
comme l’expression ou l’inhibition des gènes. Une meilleure connaissance de cette structure est
donc nécessaire pour maîtriser davantage ces processus et intervenir plus efficacement contre les
maladies génétiques ou les virus.

La structure 3D des acides nucléiques, ou conformation, présente une très grande diversité :
simple-brin, double-brin, triplexe, quadruplexe, épingle à cheveux, etc. Chacune de ces struc-
tures existe sous plusieurs formes et peut contenir des mésappariements ou des réappariements
de différents types. Les longues chaînes simple-brin peuvent se replier suivant une richesse struc-
turelle importante. Pour observer ces nombreuses conformations, les trois principales techniques
expérimentales sont la cristallographie aux rayons X, la résonance magnétique nucléaire et la
cryo-microscopie électronique. Malgré les apports conséquents de ces techniques et leurs pro-
grès prometteurs, elles n’aboutissent pas encore à des descriptions entièrement fiables à l’échelle
atomique. En modélisation, une des principales limitations est le temps de calcul. L’intégration
numérique de la deuxième loi de Newton sur l’ensemble des atomes, considérés comme des solides
rigides, nécessite généralement des pas de temps très faibles (environ 1 fs) pour décrire convena-
blement la dynamique de la molécule. Cela induit des restrictions sur la durée de la simulation
et le nombre d’atomes. Pour s’en affranchir, on utilise souvent des modèles gros grains où les
atomes sont regroupés en blocs indéformables. En contrepartie, cela diminue la résolution du
modèle.

Une piste intéressante pour la modélisation des acides nucléiques est leur similitude avec les
tiges élastiques. En Physique des polymères, on s’aperçoit effectivement que la chaîne cinématique

1



2 Introduction générale

utilisée pour représenter la molécule a formellement une énergie totale proche (voire identique)
de celle d’une tige élastique. Dans les années 90, de nombreux essais de caractérisation mécanique
ont été menés sur des molécules en solution et ont confirmé leur comportement élastique. Depuis,
l’idée d’observer les géométries de poutres élastiques en grande déformation pour étudier l’ADN
ou l’ARN a fait l’objet de nombreux travaux. Au Laboratoire Jean Perrin de Sorbonne Univer-
sité, l’approche Biopolymer Chain Elasticity (BCE) est développée pour construire des outils de
modélisation moléculaire basés sur la théorie de l’élasticité des tiges. Avec cette approche, des
épingles à cheveux d’ADN et d’ARN ont été correctement reproduites en partant de configura-
tions d’équilibre de tiges élastiques. Il s’agit désormais de mettre en évidence les apports de cette
démarche quant aux enjeux de la modélisation des acides nucléiques.

Un des principaux atouts de l’approche BCE est son caractère multi-échelle et hiérarchique :
la chaîne moléculaire est représentée avec un niveau de détail différent selon l’échelle de lon-
gueur considérée, et un ordre de priorité entre les différentes échelles est établi. En particulier, la
conformation à l’échelle globale (i.e. proche de la longueur de persistance) est décrite exclusive-
ment par une tige élastique à laquelle les atomes sont attachés. Il est alors possible d’imposer de
grandes déformations globales sans détériorer la structure à l’échelle locale. En définitive, cette
tige porte les informations essentielles sur la géométrie, l’état de contrainte et l’énergie d’une
portion de la molécule. Elle est par conséquent un outil intéressant de description, d’analyse, de
comparaison et de classification sous réserve que ses propriétés soient connues et maîtrisées. De
plus, la chaîne moléculaire peut être vue comme un ensemble de tiges associées par des liaisons
mécaniques de différentes natures (encastrement, pivot, rotule, etc.). Le nombre de degrés de
liberté nécessaires pour décrire la conformation s’en trouve fortement diminué, ce qui réduit le
temps de calcul. A priori, la résolution n’est pas détériorée parce que le modèle de tige élastique
est justifié expérimentalement et parce que des simulations ultérieures, à des échelles plus fines,
ajustent la position 3D des atomes.

Pour faire valoir ces idées, deux problèmes de mécanique des tiges doivent être résolus :

• La classification de l’ensemble des configurations d’équilibre des tiges élas-
tiques. Il s’agit de montrer que ce modèle est capable de représenter une très grande
partie des conformations d’acides nucléiques avec un nombre de degrés de libertés réduit.
Cela implique premièrement d’établir une description complète de la statique des tiges
élastiques à partir d’une paramétrisation judicieusement choisie. Ensuite, les géométries
de tiges proches des structures d’acides nucléiques connues doivent être localisées dans
l’espace configurationnel et caractérisées : cercles, courbes fermées, hélices, homoclines.
Enfin, des propriétés géométriques générales doivent être identifiées comme moyens de
description et de comparaison des tiges et donc, des molécules qu’elles représentent. Les
configurations d’équilibre doivent être classées en fonction de ces propriétés, afin de mon-
trer que leur richesse structurelle est suffisante pour la modélisation moléculaire.

• Le calcul de configurations d’équilibre sous des conditions d’encastrement
spécifiées. Il s’agit de proposer et d’implémenter une méthode pour imposer la position
et l’orientation tridimensionnelles relatives des sections extrémales d’une tige élastique.
Il sera alors possible de construire et de déformer interactivement des molécules vues
comme des assemblages de tiges.

Le chapitre 2 est consacré à la description de la statique des tiges, le chapitre 3 à la classifi-
cation et le chapitre 4, au calcul de configurations sous des conditions d’encastrement.
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4 Chapitre 1. La modélisation des acides nucléiques

1 La structure des acides nucléiques

Les acides nucléiques sont des molécules biologiques au cœur des mécanismes de la vie, situées
dans les cellules des organismes procaryotes et eucaryotes ainsi que dans les capsides des virus.
L’acide désoxyribonucléique (ADN) est le support de l’information génétique utilisée pour le
développement, le fonctionnement et la reproduction des êtres vivants. L’acide ribonucléique
(ARN) participe à l’expression de cette information, c’est-à-dire à la construction de protéines
à partir du modèle codé dans l’ADN. Certains virus, cependant, ne possèdent pas d’ADN et
stockent leur matériel génétique directement sous forme d’ARN.

Connaître précisément la structure de ces molécules est indispensable pour comprendre leur
fonctionnement, et lutter contre les maladies génétiques ou le développement de virus comme
le VIH. Or, les acides nucléiques présentent une grande variété structurelle. Leur composition
chimique ainsi que leur formule développée sont bien identifiées et seront présentées en sous-
section 1.1. Toutefois, leur structure tridimensionnelle, i.e. l’arrangement et le positionnement
des atomes dans l’espace, est moins complètement déterminée. Elle est l’objet d’une diversité
significative énoncée en sous-section 1.2. Quoique largement étudiée avec différentes méthodes
prometteuses, la détermination de la structure 3D des acides nucléiques présente toujours des
enjeux, qui seront discutés en sous-section 1.3.

1.1 Briques élémentaires des acides nucléiques

Les acides nucléiques sont des polymères, c’est-à-dire de longues chaînes moléculaires consti-
tuées par la répétition de nombreuses sous-unités appelées nucléotides. La plus longue molécule
d’ADN du corps humain en contient environ 220 millions (Gregory et al. 2006), pour une lon-
gueur rectiligne supérieure à 7 cm. Chaque nucléotide se compose de trois parties : un phosphate
PO 3−

4 , un sucre à cinq atomes de carbone C5H10O5 (pentose) lié au phosphate par une liaison
ester, et une base azotée liée au sucre par une liaison glycosidique (Figure 1.1a). L’ADN diffère
de l’ARN par l’absence d’un atome d’oxygène en liaison avec le carbone C2′ du sucre, qui lui
vaut le préfixe "désoxy".

Les bases azotées sont les éléments fondamentaux du code génétique. Elles existent dans
l’ADN sous quatre formes différentes : l’Adénine (A), la Guanine (G), la Cytosine (C) et la Thy-
mine (T). On les retrouve également dans l’ARN, à l’exception de la Thymine qui est remplacée
par l’Uracile (U). C’est l’ordre d’enchaînement de ces bases, ou séquence, qui code l’information
génétique. C’est pourquoi elles sont souvent qualifiées de "briques élémentaires" des acides nu-
cléiques. Les bases de l’ADN sont regroupées en "paquets", les gènes, chacun spécialisé dans le
codage d’une ou plusieurs protéines. Chez les eucaryotes, les gènes sont en grande partie consti-
tués d’introns, des séquences d’ADN ne codant généralement pas de protéine mais utilisées pour
la régulation, l’organisation et la maintenance du génome.

L’enchaînement des nucléotides de l’ADN et de l’ARN se produit par l’intermédiaire des
phosphates, qui forment une liaison ester avec le carbone C3′ d’un sucre et une autre liaison ester
avec le carbone C5′ du sucre suivant (liaison phosphodiester). Cela constitue la chaîne sucre-
phosphate, aussi appelée squelette de la molécule, sur laquelle les bases azotées sont accrochées.
Cette chaîne est directionnelle : elle a une extrémité 5′ et une extrémité 3′, dont les atomes C5′ et,
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G. Production of Proteins

H. Transgenic Organisms and Gene Therapy

I. Social, Ethical, and Legal Considerations

Knowledge of how genes are expressed and how they can
be manipulated is becoming increasingly important for un-
derstanding nearly every aspect of biochemistry. Conse-
quently, although we do not undertake a detailed discus-
sion of these processes until Part V of this textbook, we
outline their general principles in this chapter. We do so by
describing the chemical structures of nucleic acids, how we
have come to know that DNA is the carrier of genetic in-
formation, the structure of the major form of DNA, and the
general principles of how the information in genes directs
the synthesis of RNA and proteins (how genes are ex-
pressed) and how DNA is replicated. The chapter ends
with a discussion of how DNA is experimentally manipu-
lated and expressed, processes that are collectively re-
ferred to as genetic engineering. These processes have rev-
olutionized the practice of biochemistry.

1 NUCLEOTIDES AND NUCLEIC ACIDS

Nucleotides and their derivatives are biologically ubiqui-
tous substances that participate in nearly all biochemical
processes:

1. They form the monomeric units of nucleic acids and
thereby play central roles in both the storage and the ex-
pression of genetic information.

2. Nucleoside triphosphates, most conspicuously ATP
(Section 1-3B), are the “energy-rich” end products of the
majority of energy-releasing pathways and the substances
whose utilization drives most energy-requiring processes.

3. Most metabolic pathways are regulated, at least in
part, by the levels of nucleotides such as ATP and ADP.
Moreover, certain nucleotides, as we shall see, function as
intracellular signals that regulate the activities of numer-
ous metabolic processes.

4. Nucleotide derivatives, such as nicotinamide adenine

dinucleotide (Section 13-2A), flavin adenine dinucleotide

(Section 16-2C), and coenzyme A (Section 21-2), are re-
quired participants in many enzymatic reactions.

5. As components of the enzymelike nucleic acids
known as ribozymes, nucleotides have important catalytic
activities themselves.

A. Nucleotides, Nucleosides, and Bases

Nucleotides are phosphate esters of a five-carbon sugar

(which is therefore known as a pentose; Section 11-1A)

in which a nitrogenous base is covalently linked to C1¿

of the sugar residue. In ribonucleotides (Fig. 5-1a), the
monomeric units of RNA, the pentose is D-ribose, whereas
in deoxyribonucleotides (or just deoxynucleotides; Fig. 5-1b),

O

H H

H H

OH
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59
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Figure 5-1 Chemical structures of (a) ribonucleotides and 

(b) deoxyribonucleotides.
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in deoxyribonucleotides (or just deoxynucleotides; Fig. 5-1b),
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Figure 5-1 Chemical structures of (a) ribonucleotides and 

(b) deoxyribonucleotides.
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(a)

their N9 atoms, whereas pyrimidines do so through their
N1 atoms (note that purines and pyrimidines have dissimi-
lar atom numbering schemes).

B. The Chemical Structures of DNA and RNA

The chemical structures of the nucleic acids were eluci-
dated by the early 1950s largely through the efforts of
Phoebus Levene, followed by the work of Alexander Todd.
Nucleic acids are, with few exceptions, linear polymers of

nucleotides whose phosphate groups bridge the 3¿ and 5¿ po-

sitions of successive sugar residues (e.g., Fig. 5-2).The phos-
phates of these polynucleotides, the phosphodiester

groups, are acidic, so that, at physiological pH’s, nucleic

acids are polyanions. Polynucleotides have directionality,
that is, each has a 39 end (the end whose C3¿ atom is not
linked to a neighboring nucleotide) and a 59 end (the end
whose C5¿ atom is not linked to a neighboring nucleotide).

a. DNA’s Base Composition Is Governed 

by Chargaff’s Rules

DNA has equal numbers of adenine and thymine

residues (A 5 T) and equal numbers of guanine and cyto-

sine residues (G 5 C). These relationships, known as Char-

gaff’s rules, were discovered in the late 1940s by Erwin
Chargaff, who first devised reliable quantitative methods
for the separation and analysis of DNA hydrolysates. Char-
gaff also found that the base composition of DNA from a
given organism is characteristic of that organism; that is, it
is independent of the tissue from which the DNA is taken
as well as the organism’s age, its nutritional state, or any
other environmental factor. The structural basis for Char-
gaff’s rules is that in double-stranded DNA, G is always hy-
drogen bonded (forms a base pair) with C, whereas A al-
ways forms a base pair with T (Fig. 1-16).

DNA’s base composition varies widely among different
organisms. It ranges from ,25% to 75% G 1 C in different
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Figure 5-2 Chemical structure of a nucleic acid.

(a) The tetranucleotide adenyl-3¿,5¿-uridyl-3¿,5¿-cytidyl-
3¿,5¿-guanylyl-3¿-phosphate. The sugar atom numbers are
primed to distinguish them from the atomic positions of
the bases. By convention, a polynucleotide sequence is
written with its 5¿ end at the left and its 3¿ end to the
right. Thus, reading left to right, the phosphodiester
bond links neighboring ribose residues in the 5¿ S 3¿
direction. The above sequence may be abbreviated
ApUpCpGp or just AUCGp (where a “p” to the left
and/or right of a nucleoside symbol indicates a 5¿ and/or
a 3¿ phosphate group, respectively; see Table 5-1 for
other symbol definitions). The corresponding 
deoxytetranucleotide, in which the 2¿-OH groups are
each replaced by H atoms and the base uracil (U) is
replaced by thymine (5-methyluracil; T), is abbreviated
d(ApTpCpGp) or d(ATCGp). (b) A schematic
representation of AUCGp. Here a vertical line denotes
a ribose residue, its attached base is indicated by the
corresponding one-letter abbreviation, and a diagonal
line flanking an optional “p” represents a phosphodiester
bond. The atom numbering of the ribose residues, which
is indicated here, is usually omitted. The equivalent
representation of deoxypolynucleotides differs only by
the absence of the 2¿-OH groups and the replacement 
of U by T.

(b)

Figure 1.1. Formule développée des acides nucléiques : (a) nucléotides d’ARN (ribonucléotide)
et d’ADN (désoxyribonucléotide) et (b) exemple d’une chaîne d’ARN de séquence AUCG (ou
d’une chaîne d’ADN de séquence ATCG avec les informations entre parenthèses). Schémas de
Voet et Voet (2011).

respectivement, C3′ ne sont liés à aucun nucléotide. Par convention, on écrit un acide nucléique
dans le sens 5′ −→ 3′. La Figure 1.1b représente un exemple d’enchaînement des quatre bases A,
U (T pour l’ADN), C et G. Les phosphates sont à l’origine de l’acidité du squelette, ainsi que de
sa charge négative.

L’expression des gènes, autrement dit la construction de protéines à partir de "morceaux de
séquence d’ADN", est généralement décrite chez les procaryotes et les eucaryotes par une procé-
dure schématique appelée le dogme central. Une enzyme, l’ARN polymérase, reconnaît le début
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du gène, le promoteur, et se fixe dessus. Elle parcourt ensuite le gène et fabrique l’ARN dit mes-
sager : cette étape est appelée la transcription. L’ARN messager transporte alors l’information
génétique jusqu’au ribosome, un important complexe d’ARN (dit ribosomique) et de protéines.
Le ribosome parcourt l’ARN messager, et une protéine est construite par l’enchaînement d’acides
aminés apportés par l’ARN de transfert : c’est la traduction.

1.2 Structure tridimensionnelle

La structure tridimensionnelle, ou conformation, est l’arrangement et le positionnement des
atomes dans l’espace tridimensionnel. Elle présente, dans le cas des acides nucléiques, une telle
diversité qu’il est encore difficile de la caractériser entièrement. Elle varie notamment en fonction
de la séquence de la molécule et des contraintes qui lui sont imposées par son environnement
physico-chimique.

1.2.1 Structure 3D de l’ADN

Double-hélice

Watson et Crick (1953) ont découvert et caractérisé la conformation d’acide nucléique qui est
probablement la plus connue : la double-hélice d’ADN-B. Elle se présente sous la forme de deux
brins de polynucléotides dont les chaînes sucre-phosphate s’enroulent autour d’un axe commun
en formant des hélices droites d’environ 2 nm de diamètre et 3.3 nm de pas (Figure 1.2a). Ces

2 1. DNA MECHANICS

provides redundant storage of genetic information and also facilitates DNA replication, via the use of each

chain as a template for assembly of a new complementary polynucleotide chain.
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Figure 1.1: DNA double helix structure.

(a) Chemical structure of one DNA chain, showing the deoxyribose sugars (note numbered carbons) and

charged phosphates along the backbone, and the attached bases (A, T, G and C following the 5’ to 3’ direction

from top to bottom).

(b) Space-filling diagram of the double helix. Two complementary-sequence strands as in (a) noncovalently

bind together via base-pairing and stacking interactions, and coil around one another to form a regular helix.

The two strands can be seen to have directed chemical structures, and are oppositely directed. Note the

different sizes of the major (M) and minor (m) grooves, and the negatively charged phosphates along the

backbones (dark groups). The helix repeat is 3.6 nm, and the DNA cross-sectional diameter is 2 nm. Image

reproduced from Ref. [3].

1.1.2 Physical properties of the DNA double helix

The basic physical properties of DNA molecules found inside cells are key to thinking about how cellular

machinery reads, replicates, repairs, and stores them.

Length

Double-helix DNAs in vivo are long polymers: the chromosome of the λ bacteriophage (a virus that

infects E. coli bacteria) is 48502 base pairs (bp) or about 16 microns in length; the E. coli bacterial chromo-

some is 4.6×106 bp (4.6 Mb) or about 1.5 mm long; small E. coli “plasmid” DNA molecules used in genetic

engineering are typically 2 kb to 10 kb (0.7 to 3 microns) in length; and the larger chromosomal DNAs in

human cell nuclei are roughly 200 Mb or a few cm in length. Each base pair contributes about 0.34 nm of

length (or “rise”) to a double helix DNA.

P

G

3.6 nm
10.5 pb

2 nm

3.3 nm

(a)

The Watson–Crick structure of B-DNA has the follow-
ing major features:

1. It consists of two polynucleotide strands that wind
about a common axis with a right-handed twist to form an
,20-Å-diameter double helix (Fig. 5-11). The two strands
are antiparallel (run in opposite directions) and wrap
around each other such that they cannot be separated with-
out unwinding the helix. The bases occupy the core of the
helix and the sugar–phosphate chains are coiled about its
periphery, thereby minimizing the repulsions between
charged phosphate groups.

2. The planes of the bases are nearly perpendicular to
the helix axis. Each base is hydrogen bonded to a base on
the opposite strand to form a planar base pair (Fig. 5-11). It
is these hydrogen bonding interactions, a phenomenon

known as complementary base pairing, that result in the
specific association of the two chains of the double helix.

3. The “ideal” B-DNA helix has 10 base pairs (bp) per
turn (a helical twist of 36° per bp) and, since the aromatic
bases have van der Waals thicknesses of 3.4 Å and are par-
tially stacked on each other (base stacking, Fig. 5-11), the
helix has a pitch (rise per turn) of 34 Å.

The most remarkable feature of the Watson–Crick
structure is that it can accommodate only two types of
base pairs: Each adenine residue must pair with a
thymine residue and vice versa, and each guanine residue
must pair with a cytosine residue and vice versa. The
geometries of these A ? T and G ? C base pairs, the so-called
Watson–Crick base pairs, are shown in Fig. 5-12. It can be
seen that both of these base pairs are interchangeable in
that they can replace each other in the double helix without
altering the positions of the sugar–phosphate backbone’s

Section 5-3. Double Helical DNA 89

Figure 5-11 Three-dimensional structure of B-DNA. The
repeating helix in this ball-and-stick drawing is based on
the X-ray structure of the self-complementary dodecamer
d(CGCGAATTCGCG) determined by Richard Dickerson and
Horace Drew. The view is perpendicular to the helix axis. The
sugar–phosphate backbones (blue with blue-green ribbon
outlines) wind about the periphery of the molecule in opposite
directions. The bases (red), which occupy its core, form hydrogen
bonded base pairs. H atoms have been omitted for clarity.
[Illustration, Irving Geis. Image from the Irving Geis Collection,
Howard Hughes Medical Institute. Reprinted with permission.]

See Interactive Exercise 1 and Kinemage 2-1
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Figure 5-12 Watson–Crick base pairs. The line joining the C1¿
atoms is the same length in both base pairs and makes equal an-
gles with the glycosidic bonds to the bases. This gives DNA a se-
ries of pseudo-twofold symmetry axes (often referred to as dyad

axes) that pass through the center of each base pair (red line)
and are perpendicular to the helix axis. Note that A ? T base pairs
associate via two hydrogen bonds, whereas C ? G base pairs are
joined by three hydrogen bonds. [After Arnott, S., Dover, S.D.,
and Wonacott, A.J., Acta Cryst. B25, 2192 (1969).] See
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twisted and tilted with respect to the helix axis (Fig. 3.5a), and are displaced nearly 
5 Å  from it, in striking contrast to the B helix. The helical rise is as a consequence 
much reduced, to 2.54 Å , compared to 3.4 Å  for canonical B-DNA. The helix is wider 
than the B one and has an 11 base-pair helical repeat. The combination of base-pair 
tilt with respect to the helix axis and base-pair displacement from the axis results in 
very different groove characteristics for the A double helix compared to the B form 
(Fig. 3.5b). This also results in the center of the A double helix being a hollow cylinder 
(Fig. 3.5c). The major groove is now deep and narrow, and the minor one is wide and 
very shallow.

Figure 3.3 (a) The structure of canonical B-DNA, from fiber diffraction analysis; (b) View down the 
helix axis;

twisted and tilted with respect to the helix axis (Fig. 3.5a), and are displaced nearly twisted twisted 
 from it, in striking contrast to the B helix. The helical rise is as a consequence 

 for canonical B-DNA. The helix is wider , compared to 3.4 A
than the B one and has an 11 base-pair helical repeat. The combination of base-pair 
tilt with respect to the helix axis and base-pair displacement from the axis results in 
very different groove characteristics for the A double helix compared to the B form very different groove characteristics for the A double helix compared to the B form 
(Fig. 3.5b). This also results in the center of the A double helix being a hollow cylinder (Fig. 3.5b). This also results in the center of the A double helix being a hollow cylinder 
(Fig. 3.5c). The major groove is now deep and narrow, and the minor one is wide and 
(Fig. 3.5b). This also results in the center of the A double helix being a hollow cylinder 
(Fig. 3.5c). The major groove is now deep and narrow, and the minor one is wide and 
very shallow.

(c)

Figure 1.2. Double-hélice d’ADN-B. (a) Représentation de van der Waals, image de Goodsell
(1992). (b) Appariement G-C en représentation boule-bâton, schéma de Voet et Voet (2011).
(c) Représentation en ruban, image de Neidle (2008).

deux brins sont antiparallèles : ils évoluent en sens opposés, et l’extrémité 3′ de l’un est en face
de l’extrémité 5′ de l’autre. Ils diffèrent par une symétrie pseudo-dyadique : le squelette de l’un



1. La structure des acides nucléiques 7

peut être obtenu à partir de celui de l’autre par une rotation de 180 degrés autour d’un axe
(judicieusement choisi) perpendiculaire à l’axe des hélices. Enfin, ils sont accrochés entre eux par
des liaisons hydrogène entre leurs bases azotées. Les bases A et T s’apparient en formant deux
liaisons hydrogène, et les bases C et G font de même avec trois liaisons hydrogène.

Les paires de bases ainsi constituées sont presque planes et perpendiculaires à l’axe des hélices.
Elles sont empilées les unes sur les autres avec un décalage angulaire quasi constant d’environ 36
degrés. La double-hélice possède deux sillons extérieurs qui s’enroulent entre les chaînes sucre-
phosphates. Ces sillons sont de tailles inégales : le petit sillon correspond aux bords des paires
de bases où le carbone C1′ ressort, tandis que le grand sillon correspond au bord opposé (Fi-
gure 1.2b). Pour visualiser plus facilement la structure de cette double-hélice, il est courant de
représenter le squelette sucre-phosphate par un ruban qui décrit sa trajectoire et les sucres et
bases par des blocs (Figure 1.2c).

Cependant, l’ADN-B n’est pas la seule structure en double-hélice. Il en existe d’autres, comme
l’ADN-A qui présente une différence de taille plus marquée entre les sillons, et des paires de bases
inclinées de 19 degrés par rapport au plan perpendiculaire à l’axe des hélices. Un autre exemple,
l’ADN-Z, fait intervenir des hélices gauches avec des sillons de tailles équivalentes.

Autres conformations

Bien que la double-hélice soit probablement la structure la plus fréquente de l’ADN, il en
existe beaucoup d’autres, qui jouent des rôles fondamentaux dans divers processus biologiques.

Premièrement, l’ADN simple-brin, constitué d’une seule chaîne de nucléotides, apparaît
comme structure transitoire lors de processus tels que la transcription, la réplication (divi-
sion cellulaire) ou la réparation. Certains virus possèdent uniquement cette structure d’ADN,
généralement sous forme circulaire, i.e. avec les extrémités qui se rejoignent.

Ensuite, l’ADN peut générer des structures tige-boucle, dites en épingle à cheveux (Fi-
gure 1.3a). Il s’agit de repliements d’un seul brin sur lui-même, avec une partie en double-hélice
(la tige) refermée par une partie simple-brin (la boucle) comportant quelques bases non appariées
ou mésappariées. Pour se former, ces structures requièrent la présence de séquences inversées ré-
pétées (ou séquences palindromiques), c’est-à-dire répétées à deux endroits de la molécule avec
des sens opposés. Les structures en épingle à cheveux sont essentielles dans de nombreux pro-
cessus biologiques, notamment la réplication de l’ADN et l’expression des gènes. Dans certains
cas, elles peuvent perturber la transmission du matériel génétique et induire des maladies telles
que la dystrophie musculaire de Duchenne ou la chorée de Huntington. Elles ont cependant des
applications thérapeutiques intéressantes, notamment pour l’inhibition de la production de pro-
téines du VIH (Boiziau et al. 1999) et la répression des facteurs de croissance de la DMLA au
moyen d’aptamères. Plusieurs structures d’épingles à cheveux sont possibles, notamment liées au
positionnement des bases de la boucle (Figure 1.3b).

Pour l’ADN double-brin, d’autres appariements entre bases que ceux définis par Watson et
Crick peuvent exister : on parle alors de mésappariement. Il peut s’agir de liaisons hydrogène
faisant intervenir des atomes différents, comme dans l’appariement décrit par Hoogsteen (1963)
entre l’adénine et la thymine. Des appariements G·A, G·T, A·A, G·G, T·T, C·C, T·C ou A·C
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Figure 1.3. Structures en épingle à cheveux d’ADN. (a) Séquence ATCGTTTCGAT, figure de
Pakleza (2002). (b) Les trois types de repliement d’une structure avec quatre bases dans la boucle :
empilement des bases d’un côté ou de l’autre de la boucle (types I et III) ou positionnement de
la deuxième base dans le petit sillon de la tige (type II). Figure de van Dongen et al. (1996).
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is termed a base triplet and the triple helix itself is often termed a triplex. We adopt 
the convention here for the triplet X•YZ, that YZ represents the Watson–Crick hydrogen-
bonded base pair, with base X being in the third strand and hydrogen-bonded in 
some way to base Y. Subsequent fiber diffraction studies on both poly (U•AU) and 
its deoxy analogue poly d(T•AT) have more precisely defined the overall structural 
parameters of these triple helices (Chandrasekaran, Giacometti, and Arnott, 2000a,b). 
The 12-fold DNA triple helix has the sugars in all three strands adopting a C2′-endo 
conformation, and has a pitch of 38.4 A ˚ . The poly (U•AU) ribonucleotide structure 
has an 11-fold triplex helix and a more complex set of sugar conformations, with the 
ribonucleosides in the three strands having C3′-endo, C2′-endo, and C2′-endo puckers 
respectively. Overall though both triplexes are rather similar, having some features of 
A-DNA (see below).

A guanine and two cytosine-containing strands can also form a parallel triple 
helix, which therefore has the same polarity of strands as the T•AT triplex. How-
ever, now the third-strand cytosine is required to be protonated at the N3 position 
in order for two hydrogen bonds to be formed and so enabling effective Hoogsteen 
hydrogen-bonding to take place (Fig. 4.6b). The C

+
•GC triplex is isosteric with the 

T•AT one. Protonation of a cytosine base at N3 can only take place at about pH 
5.0, well below physiological pH. This places a potentially severe practical limita-
tion on C

+
•GC triplex formation in biological systems, and there has been very 

Figure 4.7 Schematic view of an idealized DNA parallel triple helix, with the third (pyrimidine) strand 
shown shaded.
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termed a base triplet and the triple helix itself is often termed a triplex. We adopt a base triplet and the triple helix itself is often termed a triplex. We adopt a base triplet and the triple helix itself is often termed a triplex. We adopt 
the convention here for the triplet X•YZ, that YZ represents the Watson–Crick hydrogen-

a base triplet and the triple helix itself is often termed a triplex. We adopt a base triplet and the triple helix itself is often termed a triplex. We adopt 
the convention here for the triplet X•YZ, that YZ represents the Watson–Crick hydro
bonded base pair, with base X being in the third strand and hydrogen-bonded in 

(a) (b) (c)

Figure 1.4. Triple-hélice d’ADN. (a) Comparaison entre un appariemment A·T de type Watson-
Crick et un mésappariement de type Hoogsteen ; schéma de Schlick (2010). (b) Appariements
T·A·T dans un triplexe, schéma de Schlick (2010). (c) Représentation d’un triplexe en ruban,
image de Neidle (2008).

peuvent également se produire. Dans chaque cas, les bases sont soit dans leur conformation nor-
male (anti), soit dans leur conformation retournée (syn). Enfin, il arrive parfois qu’une des deux
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bases soit absente (site abasique). Ces structures non canoniques déforment l’ADN double-brin
et le déstabilisent. Elles peuvent conduire à des mutations génétiques ainsi qu’à une altération
du code génétique. Les organismes disposent néanmoins de mécanismes pour les réparer.

Des triples-hélices d’ADN, ou triplexes, peuvent également se former (Figure 1.4). Il s’agit
d’empilements de groupes de trois bases, avec un appariement Watson-Crick et un mésappa-
riement (de type Hoogsteen par exemple). Elles apparaissent notamment lorsque de petites
molécules d’ADN simple-brin, les oligonucléotides, se fixent sur une double-hélice d’ADN. Ces
oligonucléotides, généralement obtenus synthétiquement, peuvent être utilisés pour inhiber l’ex-
pression de certains gènes (Grigoriev et al. 1993). Cela a déjà été effectué de nombreuses fois in
vitro, notamment pour ralentir l’activité de l’oncogène c-myc qui favorise les cancers (Catapano
et al. 2000) ainsi que celle des séquences polypurine tracts (PPT) nécessaires à la réplication du
VIH (Faria et al. 2000).
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4.3.2 Overall Structural Features of Quadruplex DNA

There are a number of ways of forming a quadruplex structure from a given quadru-
plex sequence, depending on the number of short G-tracts. Four separate strands 
can associate together in an intermolecular (unimolecular) manner (Fig. 4.21) or by 
a single strand folding back on itself in an intramolecular structure (Fig. 4.22a,b). 
These two topologies differ in the orientations of the phosphodiester chain within the 
various strands of the complex. Whether the strands are parallel or antiparallel to each 
other depends in part on the nature and length of the sequence, and sometimes as well 
as on the counter-ion used.

Figure 4.21 Schematic of an all-parallel tetramolecular G-quadruplex with four G-tetrads.
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Figure 4.22 Schematic views of the folding of DNA strands in the intramolecular G-quadruplex formed 
from the human telomeric sequence d[AGGG(TTAGGG)
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in sodium ion solution, as determined by NMR (Wang and Patel, 1993), and (b) the topology as found in 
the crystal structure obtained from potassium-containing solution (Parkinson, Lee, and Neidle, 2002).
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as antiparallel when at least one of the four strands is antiparallel to the others. This 
category of topology is found in the majority of bimolecular and in a number of intramo-
lecular quadruplex structures determined to date. Two further types of loops have been 
observed in these structures, in addition to parallel loops. Lateral (sometimes termed 
edgewise) loops join adjacent G-strands (Fig. 4.22a). Two of these loops can be located 

Figure 4.24 Schematic of the topology for the dimeric quadruplex formed by two strands of 
d(GGGGTTTTGGGG), as found in the crystal structure (Haider, Neidle, and Parkinson, 2003). The 
rectangles, which represent guanosine nucleosides, are shaded as detailed in Fig. 4.23.
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Figure 4.25 The octahedral coordination of a potassium ion, symmetrically positioned between two 
G-tetrad planes. The dashed lines indicate ionic interactions with O6 atoms of the guanines.
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(d) (e)

Figure 1.5. Quadruplexes d’ADN. (a) Tétrade de quatre guanines, schéma de Schlick (2010).
(b-e) Représentation des différents repliements possibles d’un quadruplexe : quatre brins paral-
lèles en (b), deux brins antiparallèles en (c), un seul brin avec des boucles latérale et diagonale
en (d) et propeller en (e) ; schémas de Neidle (2008).
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Enfin, il existe des structures d’ADN avec quatre brins, ou quadruplexes, constituées par l’em-
pilement de plateaux de quatre guanines (tétrades) reliées entre elles par huit liaisons hydrogène
(Figure 1.5a). Chez les eucaryotes, ces structures apparaissent aux extrémités des chromosomes
pour les protéger. D’autre part, certains quadruplexes ont des propriétés anticancérigènes remar-
quables, en inhibant l’expression du gène STAT3 (Jing et al. 2006). Les quadruplexes existent
sous de nombreuses formes (Figure 1.5b-e). Ils peuvent être générés par l’association de quatre
brins d’ADN parallèles, de deux brins antiparallèles ou par le repliement d’un seul brin en formant
des boucles latérales, diagonales ou "propeller".

1.2.2 Structure 3D de l’ARN

Les conformations mentionnées au paragraphe précédent existent aussi pour l’ARN (l’exemple
d’une double-hélice A est donné Figure 1.6a). Toutefois, ce dernier est plus souvent sous forme
d’un seul brin que l’ADN, et pour cette raison il présente en pratique une variété structurelle
encore plus grande. En effet, lorsque la molécule est longue, les nombreuses possibilités de re-
pliement donnent des éléments topologiques variés avec des régions simple-brin, double-brin et
différents types de boucles (Figure 1.6b). Notamment, des hernies se produisent sur les double-
brin d’ARN lorsqu’un ou plusieurs nucléotides non-appariés ressortent de l’un des deux brins
vers l’extérieur de la double-hélice. D’autre part, des bases non appariées sur chacun des deux
brins de la molécule peuvent produire des boucles dites internes. Des jonctions ou boucles mul-
tiples se constituent également pour relier plusieurs brins entre eux. Enfin, des pseudonœuds
apparaissent lorsque les nucléotides d’une boucle en épingle à cheveux s’apparient avec un autre
brin en formant une structure tige-boucle supplémentaire.

A-RNA with, for example, minor groove widths of 9.8 Å and 9.7 Å respectively. Visu-
alization of a complete turn of RNA double helix requires a longer sequence. The 
structure of r(UUAUAUAUAUAUAA) was the first to show this (Dock-Bregeon 
et al., 1989). Again, the helix is essentially classical A-RNA (Fig. 6.4), with an aver-
age helical twist of 33° and an axial rise of 2.8 Å. The structure of a mixed sequence, 
r(UAAGGAGGUGAU), has been determined (Schindelin et al., 1995), which is a 
more rigorous test of the conservation of RNA helical structure. This RNA dodecamer 
sequence closely resembles a region required for the initiation of translation in pro-
karyotics. The overall features of the two independent helices in this crystal structure 
are of A-RNA type rather than Á -RNA with, for example, helical twists of 33.3° and 
33.5° respectively, corresponding to a helical repeat of 10.7–10.8 base pairs/turn.

Longer RNA duplex sequences are more difficult to crystallize in ordered conforma-
tions. This is illustrated by the analysis of two duplexes, an 18- and a 19-mer, which 
diffract to high resolution, 1.20 Å and 1.55 Å respectively (Klosterman, Shah, and Steitz, 
1999). In spite of this apparent indication of a high degree of internal order, the 18-mer 
is disordered such that each base pair is an average of the duplex as a whole. This is closely 
analogous to the fiber diffraction situation, and occurs in both long DNA and RNA 
duplexes when the crystal-packing involves continuous helices. The 19-mer is disordered 
in a distinct way, with two orientations being apparent. Both sequences are in classic 
A-RNA conformations, except for the sugar puckers, which have significantly larger pucker 
amplitudes than in simple ribonucleosides. Analogous static disorder has been observed 
in the high-resolution (1.58 Å) crystal structure (Mooers, Logue, and Berglund, 2005) 
of the 18-mer duplex with the sequence r(CUG)

6
, which is implicated in the genetic 

disease myotonic dystrophy. The structure contains two lattices related by a translation 
of one helical turn, with each double helix packing head to tail in a pseudo-continuous 
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Figure 6.4 The crystal structure of the duplex of r(UUAUAUAUAUAUAA), shown in schematic form 
(Dock-Bregeon et al., 1989). Note the characteristic A-RNA inclination of base pairs with respect to the 
vertical helix axis.
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Figure 1.6. Variété structurelle de l’ARN. (a) Double-hélice d’ARN-A, image de Neidle (2008).
(b) Graphe des différents repliements possibles de l’ARN ; figure modifiée à partir de Wuchty
et al. (1999).
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1.2.3 Diversité structurelle des acides nucléiques

L’inventaire qui précède, sur les structures tridimensionnelles des acides nucléiques, n’est pas
exhaustif. Il donne uniquement un aperçu de la grande diversité de ces structures. En théorie,
cette diversité est supérieure à celle des protéines, dans le sens où la majeure partie de l’ADN des
eucaryotes est non codante et intervient dans la régulation, l’organisation et la maintenance du
génome. Or, très peu de structures d’acides nucléiques ont été déterminées en comparaison des
protéines. La Protein Data Bank (PDB), principale source de données de biologie structurale,
contient plus de 120 000 protéines contre environ 3000 acides nucléiques (Figure 1.7).
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Figure 1.7. Tracé de l’évolution du nombre de structures déposées dans la PDB depuis 1990.
(a) Croissance du nombre de protéines déposées, d’abord quadratique puis linéaire. (b) Croissance
du nombre d’acides nucléiques déposés, plutôt linéaire donc inférieure à celle des protéines.

Il reste donc beaucoup d’études à mener sur l’ADN et l’ARN, dont la progression risque d’être
freinée par les enjeux liés à la détermination de leurs conformations.

1.3 Méthodes de détermination

En effet, les conformations des acides nucléiques impliquent des échelles tellement petites qu’il
est difficile de les déterminer complètement et précisément de façon expérimentale. Les méthodes
théoriques posent quant à elles des difficultés liées au temps de calcul des simulations numériques.

1.3.1 Coordonnées cartésiennes et coordonnées internes

Avant de présenter ces méthodes expérimentales et théoriques, il est utile de préciser que
la conformation d’une molécule peut être décrite de deux façons différentes : par les coordon-
nées cartésiennes des positions des atomes ou par un système de coordonnées dites internes
(Figure 1.8). Trois types de coordonnées internes sont généralement définies : la longueur de
liaison, l’angle de valence (angle entre deux liaisons consécutives) et l’angle de torsion (dans un
enchaînement d’atomes A-B-C-D, il s’agit de l’angle entre le plan contenant les atomes A-B-C et
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celui contenant les atomes B-C-D). Les coordonnées internes sont parfois préférées aux coordon-
nées cartésiennes, notamment parce que les longueurs de liaison et les angles de valence varient
relativement peu.
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quaternary structures (although see Section 29-3). This is
perhaps to be expected since there is a far greater range of
chemical and physical properties among the 20 amino acid
residues of proteins than there is among the four DNA
bases. However, many RNAs have well-defined tertiary
structures (Sections 31-4A, 32-4Ca, 32-2B, and 32-3A).

In this section we examine the forces that give rise to the
structures of nucleic acids. These forces are, of course,
much the same as those that are responsible for the struc-
tures of proteins (Section 8-4) but, as we shall see, the way
they combine gives nucleic acids properties that are quite
different from those of proteins.

A. Sugar–Phosphate Chain Conformations

The conformation of a nucleotide unit, as Fig. 29-5 indi-
cates, is specified by the six torsion angles of the
sugar–phosphate backbone and the torsion angle describ-
ing the orientation of the base about the glycosidic bond. It
would seem that these seven degrees of freedom per nu-
cleotide would render polynucleotides highly flexible. Yet,
as we shall see, these torsion angles are subject to a variety
of internal constraints that greatly restrict their conforma-
tional freedom.

a. Torsion Angles About Glycosidic Bonds Have Only

One or Two Stable Positions

The rotation of a base about its glycosidic bond is
greatly hindered, as is best seen by the manipulation of a
space-filling molecular model. Purine residues have two
sterically permissible orientations relative to the sugar
known as the syn (Greek: with) and anti (Greek: against)
conformations (Fig. 29-6). For pyrimidines, only the
anti conformation is easily formed because, in the syn
conformation, the sugar residue sterically interferes with the
pyrimidine’s C2 substituent. In most double helical nucleic
acids, all bases are in the anti conformation (Fig. 29-1a,c,

left and middle panels). The exception is Z-DNA (Section
29-1Bb), in which the alternating pyrimidine and purine
residues are anti and syn (Fig. 29-1a,c, right panels). This

explains Z-DNA’s pyrimidine–purine alternation. Indeed, the
base pair flips that convert B-DNA to Z-DNA (Fig. 29-2)
are brought about by rotating each purine base about its gly-

cosidic bond from the anti to syn conformation, whereas it
is the sugars that rotate in the pyrimidine nucleotides,
thereby maintaining them in their anti conformations.

b. Sugar Ring Pucker Is Largely Limited to Only 

a Few of Its Possible Arrangements

The ribose ring has a certain amount of flexibility that
significantly affects the conformation of the sugar–phos-
phate backbone. The vertex angles of a regular pentagon
are 108°, a value quite close to the tetrahedral angle
(109.5°), so that one might expect the ribofuranose ring to
be nearly flat. However, the ring substituents are eclipsed
when the ring is planar. To relieve the resultant crowding,
which even occurs between hydrogen atoms, the ring puck-

ers; that is, it becomes slightly nonplanar, so as to reorient
the ring substituents (Fig. 29-7; this is readily observed by
the manipulation of a skeletal molecular model).
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Figure 29-5 The conformation of a nucleotide unit is 

determined by the seven indicated torsion angles.

Figure 29-6 The sterically allowed orientations of purine and pyrimidine bases with respect to their attached ribose units.
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Figure 1.8. Coordonnées internes. (a) Définition. (b) Paramétrisation des angles de torsion d’un
nucléotide, schéma de Voet et Voet (2011).

1.3.2 Techniques expérimentales

Les trois principales méthodes utilisées pour déterminer expérimentalement la conformation
des acides nucléiques sont la cristallographie aux rayons X, la spectroscopie par résonance ma-
gnétique nucléaire (RMN) et la cryo-microscopie électronique (cryo-ME).

Cristallographie

Utilisée depuis le début du XXe siècle, la cristallographie consiste à analyser le diagramme de
diffraction obtenu en dirigeant un faisceau de rayons X sur la molécule cristallisée (Figure 1.9a).
Les rayons X ont une longueur d’onde de l’ordre des liaisons atomiques (environ 1.5 Å). Lorsqu’ils
rencontrent la couche électronique d’un atome de la molécule, leur trajectoire est déviée. Après
avoir traversé le cristal, chaque rayon vient former une tâche sur une surface photosensible, dont la
position donne l’angle de diffraction. Par une transformée de Fourier, une image tridimensionnelle
de la densité électronique de la molécule est obtenue à partir de l’amplitude, la longueur d’onde
et la phase de chaque rayon diffracté. Cette image donne la position 3D de chaque atome. La
résolution de la méthode est fonction de la longueur d’onde λ des rayons X et de l’angle maximal θ
de diffraction : elle vaut λ/(2 sinθ) d’après la loi de Bragg. Pour obtenir la conformation d’une
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molécule à l’échelle atomique, elle doit se situer autour de 1.0 à 1.2 Å (Figure 1.9b-c). Ces
dernières années, une telle résolution est devenue largement accessible avec la mise à disposition
des synchrotrons pour les études de biologie structurale : il est même possible de descendre à
0.8 Å. Cependant, l’inconvénient principal de cette technique est que le réseau cristallin impose à
la molécule des contraintes non naturelles, susceptibles de modifier sa structure (Dickerson et al.
1994).

Molécules 
cristallisées

Faisceau de rayons X

Rayons 
diffractés
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resolved and separated from each other (Fig. 1.3). There has been a marked increase in 
high-resolution studies (up to 0.8 Å) in recent years due to the increasing use and world-
wide availability of high-flux synchrotron sources of X-rays for structural biology studies. 
There are currently about 20 synchrotrons with beam lines dedicated to crystallography, 
with several more scheduled over the next few years (see http://biosyn.rcsb.org for further 
details). In 2005, of the 4515 macromolecular crystal structures submitted to the Protein 
Data Bank (http://www.rcsb.org), data for 3398 (75.3%) were collected on synchrotron 
beam lines. The proportion in 2006 is even higher (78.1%). Synchrotron beam lines have 
intensities of X-ray beams greater by several orders of magnitude than conventional labora-
tory X-ray sources. Synchrotron facilities have also enabled much smaller crystals than pre-
viously to be successfully analyzed. Most importantly, the ability to tune X-rays to differing 
wavelengths has provided the means whereby powerful methods of structure analysis can 
be employed (see later). Although not comparable with synchrotron beam intensities, the 
development of highly effective mirror-optics focusing systems for laboratory X-ray sources 
in recent years can enable diffraction data to be collected in-house, especially when larger 
crystals can be obtained. It is now almost universal practice to collect diffraction data from 

Figure 1.3 Calculated electron density in the plane of a C•G base pair, calculated at differing reso-

lutions, showing the amount of atomic detail visible at particular resolutions: (a) 0.9 Å , (b) 1.25 Å , 

(c) 1.5 Å , (d) 2.0 Å  and (e) 2.5 Å .
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Figure 1.9. Cristallographie aux rayons X. (a) Description schématique de la technique.
(b-c) Densités électroniques calculées dans le plan d’une paire de base C·G, avec une résolu-
tion de 0.9 Å en (b) et 2 Å en (c) ; images de Neidle (2008).

Spectroscopie RMN

L’application de la spectroscopie RMN à la détermination de la structure des molécules est
apparue dans les années 60. Il s’agit de placer une solution de la molécule étudiée dans un
champ magnétique homogène puissant et de la soumettre à des impulsions d’ondes électroma-
gnétiques haute fréquence. Soumis à de telles excitations, les noyaux atomiques possédant un
spin magnétique (notamment celui de l’Hydrogène) se comportent comme des aimants et entrent
en rotation en absorbant de l’énergie électromagnétique. Après chaque impulsion, ils reviennent
à l’équilibre en émettant des ondes électromagnétiques. Comme chaque atome émet à une fré-
quence légèrement différente, fonction de l’arrangement spacial avec les atomes voisins, l’analyse
des spectres de Fourier de ces ondes aboutit à la composition chimique de la molécule. Les infor-
mations spatiales sont ensuite obtenues en étudiant les interactions entre les spins magnétiques,
souvent en exerçant plusieurs impulsions consécutives. Ainsi, le couplage scalaire, qui se produit
par l’intermédiaire des liaisons chimiques, donne une partie des angles de torsion de la chaîne
sucre-phosphate via l’équation de Karplus. D’autre part, l’effet Overhauser nucléaire, qui décrit
l’interaction entre deux spins à travers l’espace, fournit une mesure des distances interatomiques
(limitée à 5 ou 6 Å). Finalement, la spectroscopie RMN n’aboutit pas à la conformation de la
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molécule, mais à un ensemble de contraintes géométriques qui sont déposées dans la Biological
Magnetic Resonance Data Bank (BMRB).

Pour déterminer la structure 3D, il faut encore restreindre l’espace conformationnel en ajou-
tant des informations (longueurs et angles de liaison, contraintes éventuelles sur certains angles
de torsion) puis en appliquant un algorithme de géométrie de distance. Enfin, une vingtaine de
propositions de structures sont dérivées après quelques traitements théoriques supplémentaires :
souvent, un algorithme de recuit simulé, 10 ps de dynamique moléculaire et une minimisation
d’énergie. Ces calculs sont implémentés dans des programmes spécialisés comme DYANA (Gün-
tert et al. 1997), devenu CYANA (Güntert 2004).

Contrairement à la cristallographie, la spectroscopie RMN ne nécessite pas de cristalliser
la molécule, ce qui constitue un avantage significatif. Cependant, la taille des structures RMN
est limitée par le nombre de pics observables sur le spectre. De plus, les données fournies sont
incomplètes : la méthode est sous-déterminée et requiert par conséquent l’utilisation de modèles
(Santini et al. 2009).

Cryo-microscopie électronique (cryo-EM)

Enfin, depuis les années 80, la cryo-microscopie électronique ne cesse de progresser et devient
une méthode prometteuse pour la détermination de structures d’acides nucléiques et de protéines
de très grandes tailles. Les images 2D d’un microscope électronique en transmission, prises avec
différents angles de vue, sont analysées, classées puis combinées pour reconstruire la structure
3D de la molécule. L’échantillon est congelé à très basse température pour réduire au maximum
l’endommagement provoqué par le faisceau d’électrons, mais il n’est pas cristallisé : il reste par
conséquent dans un environnement physico-chimique proche des conditions naturelles. Malgré ces
précautions, le débit d’électrons doit être limité pour minimiser davantage l’endommagement. En
conséquence, les images produites présentent un bruit important et doivent être filtrées. Finale-
ment, la carte de densité 3D ("enveloppe" de la molécule) est obtenue en accumulant plusieurs
dizaines de milliers d’images. A partir de cette dernière, en ajoutant des informations issues de
cristallographie, de spectroscopie RMN ou d’autres mesures de cryo-EM, la conformation 3D de
la molécule est calculée. Avec cette technique, il est possible d’étudier de très gros complexes
moléculaires comme le ribosome. Cependant, elle est encore limitée à des résolutions nettement
inférieures à la cristallographie, au mieux 3 ou 4 Å (Henderson 2015).

Enjeux de la détermination expérimentale des acides nucléiques

Environ 90 % des molécules de la PDB ont été obtenues par cristallographie, contre 9 % pour
la RMN et 1 % pour la cryo-microscopie. Cela soulève la question de l’impact des modifications
conformationnelles liées à la cristallisation des échantillons. D’autre part, l’obtention de résul-
tats en RMN requiert l’utilisation de modèles. Ainsi, la modélisation des acides nucléiques est
indispensable pour compléter les études expérimentales.
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1.3.3 Modélisation moléculaire

Mécanique moléculaire quantique

La mécanique quantique est a priori la discipline la plus appropriée pour modéliser les mo-
lécules à l’échelle atomique et subatomique. Les mouvements de chaque particule (atome ou
électron) de masse m, de position r = xex + y ey + z ez et d’énergie totale Epart sont décrits par
l’équation de Schrödinger stationnaire :

Ĥ Ψ(r) = Epart Ψ(r) (1.1)

où l’opérateur Hamiltonien Ĥ est défini par

Ĥ = − h
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ Vpart(r).

La fonction d’onde Ψ(r), à valeurs complexes, caractérise le mouvement de la particule. En
particulier, la quantité ||Ψ(r)||2 est la densité de probabilité de la position r. Le scalaire h
désigne la constante de Planck divisée par 2π, et la fonction Vpart(r) est l’énergie potentielle de
la particule à la position r.

L’approximation de Born-Oppenheimer, qui considère les noyaux atomiques comme fixes,
est souvent utilisée. Ainsi, la résolution de l’équation de Schrödinger aboutit à la distribution de
densité spatiale des électrons des atomes de la molécule. Avec le théorème de Hellmann-Feynman,
il est ensuite possible d’obtenir l’ensemble des forces présentes dans la molécule. Toutefois, les
calculs en mécanique quantique sont très coûteux et par conséquent, limités quant au nombre
d’atomes de la molécule.

Mécanique moléculaire classique

En mécanique moléculaire "classique", les mouvements des électrons sont ignorés et la molé-
cule est représentée par un ensemble de masses centrées sur les noyaux des atomes. Ces masses
sont connectées entre elles par des liaisons généralement considérées comme des ressorts (Fi-
gure 1.10a). La conformation est alors obtenue en minimisant l’énergie potentielle V (X) du
système, qui peut être exprimée en fonction de la liste X des positions atomiques comme la
somme de quatre termes :

V (X) = Vliaisons(X) + Vangles(X) + Vtorsions(X) + Vdistance(X). (1.2)

Les deux premiers termes décrivent les coûts énergétiques liés à l’écart des longueurs de
liaisons bi et des angles de liaisons θi avec leurs valeurs d’équilibre bi,0 et θi,0. Ils sont généralement
modélisés par des potentiels harmoniques :

Vliaisons(X) =
∑

liaisons i

K1i

2
(bi − bi,0)2 , Vangles(X) =

∑
angles i

K2i

2
(θi − θi,0)2 . (1.3)
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Figure 8.5. A molecule is considered a mechanical system in which particles are connected

by springs, and where simple physical forces dictate its structure and dynamics.

8.3 Molecular Mechanics: Underlying Principles

In theory, the overall effectiveness of molecular mechanics depends on the

validity of its three underlying principles: (1) basic thermodynamic assumption,

(2) additivity of the effective energy potentials, and (3) transferability of these

potentials.

8.3.1 The Thermodynamic Hypothesis

Does Sequence Imply Structure?

The thermodynamic hypothesis assumes that many macromolecules are driven

naturally to their folded native structure (i.e., with minimal or no intervention of

catalysts) largely on the grounds of thermodynamics. This behavior is in contrast

to other processes in the central dogma that require the crucial interplay of en-

zyme machinery to lower activation barriers. Though it is important to consider

these complex factors when modeling macromolecules, the basic thermodynamic

hypothesis of the empirical approach appears reasonable for many biomolecules

under study by molecular mechanics and dynamics.

Indeed, experiments have supported the intrinsic folding/entropy connection

for many small globular proteins [52]. Thus, a strong thermodynamic force drives

‘scrambled’ conformations of high free energy to the native state of low free

energy. Folding in many cases is reversible (denatured ⇐⇒ native state) and

attainable from many different configurations.

Theoretical analyses based on statistical studies of spin glasses further suggest

that the probability that a randomly synthesized protein will exhibit a thermody-

namically dominant fold (i.e, the global minimum of the free energy) increases

rapidly as temperature decreases [1167].

The thermodynamic hypothesis assumes that many macromolecules are driven

naturally to their folded native structure (i.e., with minimal or no intervention of

catalysts) largely on the grounds of thermodynamics. This behavior is in contrast

these complex factors when modeling macromolecules, the basic thermodynamic

hypothesis of the empirical approach appears reasonable for many biomolecules

(a) (b) (c)

Figure 1.10. Mécanique moléculaire. (a) Paramétrisation d’une molécule : des potentiels har-
moniques sont associés aux longueurs et angles de liaisons ; schéma de Schlick (2010). (b) Allure
du potentiel associé aux angles de torsion τ . (c) Allure du potentiel de Lennard-Jones (bleu) et
du potentiel électrostatique (rouge) utilisés pour décrire les interactions entre deux atomes à une
distance r.

Le troisième terme décrit la variation énergétique due à la rotation des liaisons d’angles de
torsion τi. Il est souvent représenté par une somme de potentiels sinusoïdaux (Figure 1.10b) :

Vtorsions(X) =
∑

torsions i

∑
n

Vni
2

[1 + cos(nτi − γi)] . (1.4)

Enfin, le quatrième terme décrit les interactions entre atomes non liés chimiquement. Il est
généralement exprimé comme la somme de deux contributions (Figure 1.10c) : (i) le potentiel
de Lennard-Jones, qui regroupe les forces répulsives dues à l’interaction des nuages électroniques
(principe d’exclusion de Pauli) et les forces attractives de van der Waals, et (ii) le potentiel des
forces électrostatiques, soit

Vdistance(X) =
∑
i,j,i<j

VLJ(rij) + VElec(rij) (1.5)

avec
VLJ(rij) =

Aij
r12
ij

− Bij
r6
ij

, VElec(rij) =
qiqj

4π ε0 ε(rij)rij
(1.6)

où rij représente la distance entre les atomes i et j, ε0 la permittivité du vide et ε(rij) la
permittivité relative.

La donnée de la fonction V (X) et des valeurs de ses paramètres K1i, bi,0, K2i, θi,0, Vni, γi, Aij
et Bij en fonction des atomes, types d’atomes et interactions entre atomes est appelée champ de
forces. De nombreuses propositions de champs de forces existent et se distinguent de plusieurs
façons. D’abord, les fonctions utilisées pour définir l’énergie potentielle peuvent être différentes.
Elles sont choisies selon un compromis entre précision et rapidité de calcul. Ensuite, les valeurs
des paramètres peuvent également varier. Généralement, elles dépendent de l’agencement des
atomes et de l’environnement de la molécule : certains champs de forces tiennent compte de
cette dépendance. La conformation peut être paramétrée en coordonnées cartésiennes ou en
coordonnées internes. Parfois, les longueurs et angles de liaisons sont fixés et seuls les angles de
torsion sont considérés comme inconnus.



1. La structure des acides nucléiques 17

Bien que réduit par rapport à la mécanique moléculaire quantique, le temps de calcul augmente
rapidement avec le nombre d’atomes et doit être surveillé. Une conformation implique en principe
3N − 6 degrés de liberté, où N est le nombre d’atomes (six degrés de libertés sont retranchés
pour décompter les mouvements de corps rigide). Le nombre de liaisons, d’angles de liaisons et
d’angles de torsion varie linéairement avec N , tandis que le nombre d’interactions à distance
varie quadratiquement. En conséquence, ces dernières font généralement l’objet de traitements
spécifiques pour réduire la complexité du calcul : rayon de troncature, sommation d’Ewald,
méthode du maillage particulier d’Ewald et méthode multipolaire rapide (Schlick 2010).

Modes normaux

Bien qu’utile pour déterminer des conformations "moyennes", la minimisation d’énergie ne
prend pas en compte les effets dynamiques. Or, les molécules sont constamment en vibration sous
l’action de la température. Tout mode vibratoire d’une molécule de N atomes peut être décrit
comme la superposition de 3N − 6 oscillations fondamentales appelées modes normaux. Sans
résoudre complètement les équations du principe fondamental de la dynamique, la description
des modes normaux (fréquence propre, direction, amplitude et sens) apporte des informations sur
la mobilité des atomes et la flexibilité structurelle de la molécule, souvent utilisées pour raffiner
des résultats expérimentaux (Ma 2005). A titre d’exemple, la Figure 1.11 représente les modes
normaux d’une molécule d’eau.
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υ1 = 3657 cm−1

(symmetric stretch)

υ3 = 1595 cm−1

(bend)

υ2 = 3776 cm−1

(asymmetric stretch)

H H H H H H

O O O

Figure 9.1. Normal modes of a water molecule.

stretch describes the contraction or elongation of both O–H bonds in concert,

while the asymmetric mode involves this stretching motion in alternate fashion.

The latter has a higher vibrational frequency than the symmetric mode (by about

100 wavenumbers) since the asymmetric vibration is slightly more energetically

costly. The more facile angle-bending deformation has the lowest frequency in

water among these three modes.

9.2.2 Complex Biomolecular Spectra

As the number of atoms in a molecule increases, so does the number of modes,

as well as the associated complexity of the vibrational spectrum. Assigning nor-

mal modes to observed peaks in the experimental spectra becomes more difficult.

Help is available from the characteristic modes of small molecules, which serve

as excellent references for interpretation. In addition, the intensities in the vibra-

tional spectrum can be calculated, at least to a rough approximation, by theoretical

techniques [767].

While vibrational frequencies for the same bond type (e.g., O–H) vary depend-

ing on the molecular context, general values can be assigned to basic two-atom

and three-atom sequences separated into distinct bond types (single, double,

hydrogen-bonded, etc.).

For example, the symmetric O–H stretch in one water molecule (water vapor)

is about 50 wavenumbers higher than that in the H–O–Cl molecule, but 300

wavenumbers higher than the O–H stretching frequency of a hydrogen-bonded

water molecule in liquid water and ice (O–H · · · O), where ν = 3400 cm−1. This

reduction is due to the attractive force acting on the hydrogen atom in hydrogen-

bonded species, since such attraction reduces the energy and hence the frequency

of the O–H stretching motion.

9.2.3 Spectra As Force Constant Sources

Such spectroscopic measurements and analyses are used to derive appropriate

force constants for biomolecular force fields. Tables 9.1 and 9.2 display exam-

ples of approximate stretching (Table 9.1) and bending and torsional (Table 9.2)

frequencies.

Figure 1.11. Modes normaux d’une molécule d’eau. Figure de Schlick (2010).

Une telle description peut être obtenue à partir de la matrice Hessienne. En notant X = {xi}
l’ensemble des 3N coordonnées donnant la position 3D de chaque atome et V (X) l’énergie poten-
tielle de la molécule (définie par le champ de force), cette matrice s’écrit V ′′ = (∂V/∂xi∂xj)ij .
Une matrice K de rigidité par unité de masse peut alors être définie (Leach 2001) par

K = M−1/2V ′′M−1/2 , (1.7)

où M est une matrice diagonale de taille 3N × 3N contenant les masses des atomes répétées
trois fois chacune (M11 = m1,M22 = m1,M33 = m1,M44 = m2, etc.). Les fréquences des
différents modes normaux sont calculées à partir des valeurs propres de la matrice K, et les
directions, amplitudes et sens à partir des vecteurs propres. A noter que six des valeurs propres
sont forcément nulles et ne décrivent aucun mode normal, puisque le nombre effectif de degrés
de liberté est 3N − 6.
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Simulation de Monte Carlo

Une autre façon de considérer l’agitation thermique est de générer des conformations à partir
de changements aléatoires des positions des atomes. C’est ce qui est proposé dans les simula-
tions de Monte Carlo, qui sont historiquement les premiers calculs de modélisation moléculaire.
D’après la loi de Boltzmann, la probabilité d’une conformation X d’énergie totale E(X) est pro-
portionnelle à exp[−E(X)/(kBT )], où kB est la constante de Boltzmann et T la température.
Cette propriété est utilisée dans un algorithme proposé par Metropolis et al. (1953) pour ex-
plorer l’espace conformationnel d’une molécule, et peut entre autres servir à minimiser l’énergie
potentielle. A chaque itération, une nouvelle conformation est calculée en changeant aléatoire-
ment les coordonnées cartésiennes d’une particule choisie aléatoirement. Si la variation d’énergie
potentielle ∆V impliquée par ce changement est négative, la nouvelle conformation est accep-
tée. Si au contraire ∆V est positive, la nouvelle conformation est acceptée avec une probabilité
exp[−∆V/(kBT )]. En pratique, dans le cas ∆V > 0 on choisit aléatoirement un nombre ξ entre
0 et 1, et on accepte la nouvelle conformation seulement si

ξ = rand(0, 1) ≤ exp[−∆V/(kBT )]. (1.8)

Cette méthode minimise l’énergie avec un coût de calcul raisonnable en se basant sur une mo-
délisation statistique du mouvement Brownien, mais ne tient pas compte des équations de la
dynamique.

Dynamique moléculaire

Malgré l’utilité incontestable des autres approches, la modélisation des conformations mo-
léculaires et de leur évolution dans le temps n’est accessible qu’au travers de la dynamique
moléculaire. Cette méthode consiste à résoudre le système d’équations différentielles résultant
de l’application de la deuxième loi de Newton sur chaque atome (ou groupe d’atomes) de la
molécule :

M
d2X

dt2
(t) = F (X(t)) = −∇V (X(t)) + Fadd(t) , (1.9)

où M est la même matrice de masse 3N × 3N que pour l’équation (1.7) et X = {xi} est la liste
des 3N coordonnées cartésiennes de chaque atome. Le vecteur F est la liste des 3N composantes
des forces appliquées sur chaque atome. Il se décompose entre l’opposé du gradient de l’énergie
potentielle et un terme additif (éventuel) Fadd(t) qui représente l’action de l’environnement de
la molécule. Chaque composante i ∈ {1, ..., 3N} du gradient s’écrit

∇V (X)i =
∂V

∂xi
(X) . (1.10)

Généralement, l’énergie potentielle est déterminée grâce à un champ de force.

L’équation (1.9) est résolue par intégration numérique. L’algorithme de Verlet (Verlet 1967)
est sans doute le plus fréquemment utilisé :

X(t+ δt) = 2X(t)−X(t− δt) + δt2M−1F (X(t)) +O(δt4) . (1.11)

Toutefois, de nombreuses variantes (Leapfrog, Verlet vitesse, Beeman) ainsi que d’autres schémas
d’intégration, comme les méthodes prédicteur-correcteur, peuvent également être utilisés.
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Quelque soit la méthode d’intégration, les simulations de dynamique moléculaire doivent être
démarrées en spécifiant des coordonnées et vitesses initiales de chaque atome. Généralement, les
coordonnées des positions initiales sont obtenues à partir de résultats expérimentaux, suivis de
minimisations d’énergie. Les vitesses initiales sont quant à elles générées théoriquement à partir
d’une distribution Gaussienne.

A la difficulté de l’initialisation (et de l’étude de son influence sur les trajectoires obtenues)
s’ajoute la complexité du calcul. Cette dernière est due au nombre important de degrés de
liberté, et surtout à la nécessité d’utiliser un pas de temps très faible, au plus 1 fs, pour décrire
les mouvements à haute fréquence avec une résolution convenable. Ainsi, un million de pas
doivent être effectués pour couvrir 1 ns de simulation. La plupart des simulations effectuées
sont par conséquent limitées à des durées allant de la nanoseconde à la microseconde. Il y a
également une limitation sur la taille de la molécule. Or, les mécanismes biologiques peuvent
impliquer des durées d’ordres de grandeur importants, jusqu’à la seconde (juxtaposition de sites
de l’ADN surenroulé), l’heure ou même davantage. Les échelles de longueurs peuvent également
être considérables, jusqu’à des centaines d’Angstroms.

Plateformes de modélisation moléculaire

Les modèles qui viennent d’être présentés sont implémentés dans les trois principales plate-
formes de modélisation moléculaire : CHARMM (Brooks et al. 2009), Amber (Salomon-Ferrer
et al. 2013) et GROMACS (Hess et al. 2008). Les logiciels VMD (Humphrey et al. 1996) et Chi-
mera (Pettersen et al. 2004) sont très largement utilisés pour visualiser et analyser les résultats.
Pour illustrer les enjeux liés au temps de calcul, les performances de la cinquième version de
GROMACS sont tracées dans la Figure 1.12 en termes de nanosecondes simulables par jour, en
fonction du nombre d’atomes et du calculateur utilisé.

1.4 Nouvelles perspectives

Des développements présentés en sous-section 1.3, on déduit qu’il n’existe actuellement pas de
technique entièrement expérimentale pour déterminer les structures d’acides nucléiques en solu-
tion, ni de méthode entièrement théorique pour calculer les conformations en fonction du temps
à l’échelle atomique. En effet, tandis que la cristallographie peut s’accompagner de modifications
structurales de l’échantillon, la RMN et la microscopie électronique ne fournissent généralement
que des contraintes géométriques, complétées par des modèles théoriques. D’autre part, les si-
mulations de dynamique moléculaire sont limitées à des durées et des déplacements relativement
courts, et nécessitent par conséquent des données expérimentales ou phylogénétiques pour être
initialisées. Les calculs plus simples, comme la minimisation d’énergie, les modes normaux ou la
méthode de Monte Carlo, sont utiles mais ne donnent pas d’information sur la dynamique de la
molécule.

Face à ces difficultés, plusieurs approches prometteuses sont développées. Tout d’abord, la
résolution des techniques de microscopie électronique pour la détermination conformationnelle
des molécules ne cesse d’être améliorée (Henderson 2015), ce qui pourrait aboutir à une méthode
entièrement expérimentale. Au laboratoire national Lawrence-Berkeley en Californie, des atomes
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Figure 1.12. Performances de GROMACS 5.0 (en nanosecondes simulées par jour) en fonction
du nombre de cœurs utilisés, pour des solutions d’éthanol dans de l’eau SPC/E, en utilisant le
champ de force "OPLS All-Atom" (Jorgensen et al. 1996). Différentes tailles de molécules sont
comparées (54k, 216k et 432k particules) ainsi que plusieurs calculateurs (Beskow, Vesta, Hydra
et PizDaint). Figure diffusée sur le site internet de GROMACS (Science for Life Laboratory).

de Silicium séparés de 0.78 Å ont pu être observés (O’Keefe et al. 2001) : cela implique cependant
des débits d’électrons encore trop importants pour être utilisé sur les biopolymères.

Pour réduire le temps de calcul des simulations numériques, différentes stratégies sont propo-
sées. L’une d’entre elles consiste à utiliser des plateformes de calcul distribué. Ainsi, le code de
dynamique moléculaire NAMD, développé au Center for Macromolecular Modeling and Bioin-
formatics de l’université de l’Illinois, peut simuler des molécules de millions d’atomes en parallé-
lisant plus de 500 000 cœurs (Phillips et al. 2005, 2014). Un autre exemple est le supercalculateur
Anton, construit par l’entreprise de D. E. Shaw à New-York, qui regroupe 512 processeurs micro-
codés pour la dynamique moléculaire. Ce dernier a une performance de plusieurs microsecondes
simulées par jour pour des millions d’atomes (Shaw et al. 2008, 2014). Avec de telles technolo-
gies, il serait possible de modéliser des déplacements suffisamment importants pour s’affranchir
de données expérimentales. Cela demande toutefois de s’assurer que les champs de force utilisés
sont corrects à ces échelles de temps.

Une approche plus accessible pour disposer d’une puissance de calcul significative consiste
à solliciter des volontaires pour mettre à disposition les ressources non utilisées de leurs ordi-



2. Les acides nucléiques et le modèle de tige élastique 21

nateurs personnels. Par exemple, la plateforme Berkeley Open Infrastructure for Network Com-
puting (BOINC) réunit des centaines de milliers d’utilisateurs pour une puissance de calcul de
11.16 PFLOPS. Cette plateforme est notamment utilisée par le projet Rosetta@home pour la
modélisation des protéines, dont la version interactive, Foldit, rencontre un franc succès. Les
utilisateurs de ce jeu vidéo ont réussi à obtenir des structures de bonne qualité sur des problèmes
non résolus (Khatib et al. 2011).

Plutôt que d’augmenter la puissance de calcul, d’autres chercheurs s’intéressent au développe-
ment de modèles moins coûteux. Des modèles gros grains comme oxDNA, où les acides nucléiques
sont représentés par des chaînes de nucléotides rigides, sont proposés pour modéliser efficacement
des molécules de plusieurs milliers de nucléotides (Snodin et al. 2015, Yagyu et al. 2017). Dans
le même ordre d’idée, Cuesta-Lopez et al. (2005) puis Buyukdagli et al. (2006) proposent de
représenter un brin d’acide nucléique par un système masses-ressorts dans un bain thermique,
où chaque masse représente un nucléotide et se déplace suivant seulement deux degrés de liberté.
Au Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systèmes (LAAS) à Toulouse, des algorithmes
de motion planning issus de la robotique sont utilisés pour explorer et filtrer l’espace confor-
mationnel des protéines. Implémentés dans le logiciel Move3D, ces algorithmes sont capables de
modéliser des mouvements de grande amplitude, ce qui n’est pas toujours faisable en dynamique
moléculaire (Cortés et al. 2005).

Le modèle qui motive cette thèse consiste à représenter la chaîne sucre-phosphate des acides
nucléiques par une tige élastique (aussi appelée poutre élastique dans ce document) en grandes
déformations. Il est basé sur des observations théoriques et expérimentales qui ont conduit de
nombreux chercheurs à comparer le comportement mécanique de l’ADN double-brin à celui des
tiges élastiques.

2 Les acides nucléiques et le modèle de tige élastique

Ce rapprochement entre acides nucléiques et tiges élastiques apparaît presque naturellement
à partir des modèles de Physique des polymères. Ces modèles, présentés en sous-section 2.1,
n’ont pas pour objectif de déterminer la conformation des molécules, mais plutôt d’étudier leurs
propriétés mécaniques. Depuis les années 90, de nombreux essais de caractérisation mécanique de
l’ADN double-brin et, parfois, simple-brin ont confirmé ce comportement élastique. Une présenta-
tion non exhaustive en est faite en sous-section 2.2. De ces observations, plusieurs auteurs ont eu
l’idée d’utiliser des courbes continues et mêmes des tiges élastiques pour analyser ou déterminer
les structures tridimensionnelles de molécules d’ADN. Cela est discuté en sous-section 2.3.

2.1 Modèles de Physique des polymères

En Physique des polymères (Cantor et Schimmel 1980, Rubinstein et Colby 2003), le sque-
lette de la molécule est modélisé par une succession de n+ 1 atomes (ou groupements d’atomes)
en mouvement aléatoire, avec des liaisons d’égale longueur l (Figure 1.13a). Cette représenta-
tion simplifiée est suffisante pour obtenir des informations sur les propriétés géométriques et
mécaniques des acides nucléiques, notamment des relations de comportement force-extension.
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(a) (b)

Figure 1.13. Modèle de Physique des polymères. (a) La molécule est représentée par un en-
chaînement de n+ 1 atomes avec des liaisons d’égale longueur l. (b) Chaîne moléculaire soumise
à une force de traction ~f . Figures de Rubinstein et Colby (2003).

La distance bout-à-bout R est définie par

R =

n∑
i=1

ri , (1.12)

où ri représente le vecteur de la liaison i, dirigé de l’atome Ai−1 vers l’atome Ai.

La longueur totale de la chaîne complètement étirée est appelée longueur de contour Lc.
L’agitation thermique provoque un mouvement aléatoire des atomes qui conduit à un recroque-
villement de la chaîne. En conséquence, la valeur moyenne 〈R〉 de la distance bout-à-bout est
toujours inférieure à la longueur de contour :

〈R〉 < Lc = nl . (1.13)

2.1.1 Modèle de la chaîne librement jointe ou Freely Jointed Chain (FJC)

En première approximation, les forces d’interaction entre atomes sont négligées et les directions
des liaisons sont considérées comme décorrélées, c’est-à-dire indépendantes les unes des autres :
c’est le modèle de la chaîne librement jointe, en anglais Freely Jointed Chain (FJC).

Relation force-extension

Considérons une telle chaîne soumise à une force de traction F suivant un axe z. On note θi
et ϕi les coordonnées sphériques de ri (voir Figure 1.13b). L’énergie E de la chaîne est égale au
travail de la force :

E = −F ·R = −FRz = −Fl
n∑
i=1

cos(θi) . (1.14)
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Or, la probabilité d’une conformation donnée est proportionnelle au facteur de Boltzmann
exp[−E/(kBT )]. On appelle fonction de partition Z la somme infinie des facteurs de Boltzmann
sur l’ensemble des conformations possibles :

Z =

∫ 2π

0

∫ π

0
exp

(
Fl

kBT

n∑
i=1

cosθi

)
n∏
i=1

sinθi dθidϕi =

[
4π sinh[Fl/(kBT )]

Fl/(kBT )

]n
. (1.15)

A partir de cette fonction, la plupart des variables thermodynamiques peuvent être calculées. En
particulier, l’énergie libre G de Gibbs est donnée par

G = −kBT ln(Z) , (1.16)

et la valeur moyenne 〈R〉 de la distance bout-à-bout est obtenue en fonction de la force F par

〈R〉 = −∂G
∂f

= nl

[
coth

(
Fl

kBT

)
− kBT

F l

]
. (1.17)

La relation force-extension (1.17) traduit l’élasticité de la chaîne, d’origine purement entropique :
la réduction du nombre de conformations accessibles, résultant de l’étirement, engendre un coût
entropique qui se traduit par une force de résistance.

Le modèle FJC exprime relativement bien le comportement de chaînes moléculaires peu ri-
gides comme certains ADNs et ARNs simple-brin. Toutefois, de nombreuses structures d’acides
nucléiques, comme l’ADN double-brin, ont une rigidité importante liée à l’empilement des bases
et aux différentes interactions entre atomes. Cette rigidité en flexion n’est pas représentée par le
modèle FJC, à cause de l’absence de corrélation entre les directions des liaisons.

Longueur de persistance

Pour évaluer la rigidité d’un polymère, une grandeur fondamentale est la longueur de per-
sistance Lp. Il s’agit de la valeur moyenne de la projection de la distance bout-à-bout sur la
première liaison de la chaîne, calculée à la limite n −→ +∞ :

Lp = lim
n→∞

〈r1

l
·
n∑
i=1

ri〉. (1.18)

Cette grandeur peut être vue comme la longueur au bout de laquelle les corrélations d’orientation
des liaisons sont perdues, à cause des fluctuations thermiques. Plus la longueur de persistance est
importante, plus la rigidité en flexion de la chaîne est grande. Elle est évaluée à environ 50 nm
pour l’ADN double-brin dans les conditions physiologiques (Bustamante et al. 2003).

2.1.2 Modèle du ver ou Worm Like Chain (WLC)

Pour tenir compte de la rigidité en flexion, Kratky et Porod (1949) ont proposé un modèle où
les longueurs de liaison et les angles de liaison sont tous égaux et indépendants du temps. Seuls
les angles de torsion τi varient, et toutes les valeurs possibles de −π ≤ τi ≤ π sont considérées
équiprobables. D’autre part, la valeur θ des angles de déviation entre deux liaisons consécutives
est considérée comme très petite. Pour avoir une valeur finie de longueur de persistance, cela
implique que la longueur l des liaisons tend vers zéro. Ce modèle est appelé modèle du ver, en
anglais Worm-Like Chain (WLC).
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Energie de flexion

Plutôt que de considérer les angles de liaison égaux et constants, une variante très utilisée
du WLC consiste à associer un coût énergétique V à la flexion du polymère (Strick et al. 2000,
Marko 2005) :

V = −K0

l

n−1∑
i=1

ti · ti+1 , (1.19)

où K0 est la rigidité en flexion exprimée en Nm2, et ti = ri/l est le vecteur unitaire donnant la
direction de la liaison i.

La relation

ti · ti+1 = 1− (ti+1 − ti)2

2
(1.20)

implique que cette énergie de flexion vaut, à une constante près :

V =
K0

l

n−1∑
i=1

(ti+1 − ti)2

2
=

1

2
K0

n−1∑
i=1

l

(
ti+1 − ti

l

)2

. (1.21)

Le passage à la limite l −→ 0 donne une courbe continue de longueur L, dont l’énergie de flexion
est identique à celle d’une tige élastique inextensible :

V =
1

2
K0

∫ L

0

∥∥∥∥dtds
∥∥∥∥2

ds. (1.22)

Ainsi, la prise en compte de la rigidité en flexion conduit à un modèle que ne diffère des tiges
élastiques que par l’absence de rigidité en torsion.

D’autre part, Landau et Lifschitz ont montré (Landau et Lifshitz 1969) que la rigidité en
flexion K0 est directement liée à la longueur de persistance par la relation :

K0 = kBTLp . (1.23)

Relation force-extension

Lorsque la chaîne est en traction, son énergie totale est obtenue en ajoutant le travail de la
force F à l’énergie de flexion :

E =

∫ L

0

(
1

2
K0

∥∥∥∥dtds
∥∥∥∥2

− F · t

)
ds. (1.24)

Le calcul de la fonction de partition et de l’énergie libre pour obtenir une relation force-extension
a été résolu numériquement par Marko et Siggia (Bustamante et al. 1994, Marko et Siggia 1995) à
partir d’une analogie avec un problème de mécanique quantique (dipôle tournant dans un champ
électrique). Ils ont également obtenu une formule analytique approchée :

F =
kBT

Lp

[
1

4(1− z/L)2
− 1

4
+
z

L

]
, (1.25)

où z est l’extension de la chaîne. Cette formule a ensuite été raffinée par Bouchiat et al. (1999).
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2.1.3 Modèle de tige élastique ou Rod Like Chain (RLC)

Plusieurs essais de caractérisation de l’ADN double-brin en torsion, présentés en sous-
section 2.2, ont conduit à l’utilisation d’un modèle de tige élastique. Ce dernier, souvent appelé
Rod Like Chain (RLC), conduit à une énergie de déformation

V =
1

2
K0

∫ L

0

∥∥∥∥dtds
∥∥∥∥2

ds+
1

2
K3

∫ L

0
Ωt(s)

2 ds (1.26)

où K3 est la rigidité en torsion exprimée en Nm2 et Ωt(s) est la densité de torsion physique.

2.2 Essais de caractérisation mécanique des acides nucléiques

De nombreux résultats expérimentaux ont mis en évidence l’élasticité de l’ADN et ont été
correctement interprétés par les modèles continus WLC et RLC. Quelques-uns sont présentés
dans cette sous-section pour montrer la proximité du comportement des acides nucléiques avec
celui des tiges élastiques.

2.2.1 Traction de l’ADN double-brin

Smith et al. (1992) ont attaché chimiquement des molécules uniques d’ADN double-brin
(48.5 kpb) à une lamelle en verre sur une extrémité et à une bille micrométrique sur l’autre
extrémité. Ils ont ensuite sollicité ces molécules en traction en déplaçant la bille avec des forces
magnétiques et hydrodynamiques connues, puis observé et mesuré l’évolution de la position de
la bille par microscopie optique. Les courbes force-extension ainsi obtenues ont été analysées
avec la participation de Marko et Siggia (Bustamante et al. 1994, Marko et Siggia 1995) : la
figure 1.14a est un de leurs résultats. Le modèle FJC décrit par l’équation (1.17) s’écarte des
résultats expérimentaux parce qu’il ne tient pas compte de la rigidité en flexion de la double-
hélice. Au contraire, le modèle WLC décrit par l’équation (1.25) se superpose bien aux données
et représente donc correctement le comportement de l’ADN double-brin en traction. Toutefois,
WLC devient incorrect lorsque des forces relativement importantes sont appliquées (supérieures
à 10 pN), pour lesquelles les liaisons chimiques entre atomes sont étirées et la double-hélice se
déforme. Ce régime se traduit par une contribution enthalpique de l’élasticité en surcroît de la
part entropique. Il donne lieu à une évolution linéaire de l’extension en fonction de la force et
peut être décrit par un modèle WLC extensible, i.e. auquel une élasticité linéaire en traction a
été ajoutée (Odijk 1995).

Des courbes de traction sur une plage de force plus large, jusque’à 80 pN, ont été obtenues en
utilisant des pinces optiques pour mesurer la force appliquée (Smith et al. 1996, Wang et al. 1997).
Ainsi, le modèle WLC extensible a pu être validé jusqu’à des tensions de 45 pN environ. Au-delà
de cette limite, l’élasticité de l’ADN double-brin redevient non-linéaire, puis une sur-extension
importante est observée à partir d’environ 65 pN. La non-linéarité sur la plage [45 pN, 65 pN]
pourrait être due au couplage traction-torsion induit par la géométrie hélicoïdale de l’ADN et
démontré expérimentalement par Gore et al. (2006). La sur-extension après 65 pN proviendrait
quant à elle d’une rupture progressive des interactions entre bases (van Mameren et al. 2009) ou
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.14. Essais de traction de molécules uniques d’ADN double-brin. (a) Courbe expéri-
mentale force-extension de Smith et al. (1992), superposée aux modèles FJC (tirets) et WLC
(ligne continue) par Marko et Siggia (1995). Encart : racine carré de la force en fonction de
l’extension, pour des valeurs de force importantes ; le modèle WLC extensible (pointillés) se su-
perpose mieux aux données expérimentales que le WLC "classique" (ligne continue). (b) Courbe
expérimentale force-extension de Smith et al. (1996). (c-d) Courbe expérimentale force-extension
de Gross et al. (2011), superposée aux modèles WLC (bleu) et twistable WLC (rouge).

d’une transition de phase (Albrecht et al. 2008, Danilowicz et al. 2009). Un raffinement du WLC
en "twistable WLC" (tWLC) a été proposé par Gross et al. (2011) pour prendre en compte le
couplage traction-torsion, et se superpose correctement avec les données expérimentales jusqu’à
la sur-extension. Le même article met en évidence une dynamique de stick-slip lors de la sur-
extension, liée à la perte progressive des interactions entre bases. Les auteurs ont intégré à leur
modèle cette dynamique, qui dépend de la séquence de la molécule.

Ces différentes études montrent la pertinence du modèle continu WLC, très proche des tiges
élastiques, sur une plage de forces relativement importante (sous réserve de raffinements). Elles
évaluent également autour de 65 pN la limite du comportement élastique, bien que cette valeur
soit dépendante de la séquence.
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2.2.2 Torsion de l’ADN double-brin

Des expériences assez similaires peuvent être réalisées pour obtenir des courbes de torsion de
l’ADN double-brin. Cette fois-ci, la microbille n’est pas seulement positionnée mais aussi mise
en rotation, généralement par un champ magnétique. Si la molécule est attachée sur la bille
avec plusieurs points de contacts sur les deux brins, cette rotation engendre une contrainte en
torsion de la double-hélice. Bryant et al. (2003) ont proposé de vérifier la linéarité de l’élasticité
en torsion de molécules (22.9 kpb) étirées à 15 pN au moins, ce qui garantit en principe l’absence
de courbure de la chaîne. Les courbes obtenues sont très bruitées en raison de l’agitation ther-
mique (Figure 1.15a), mais la moyenne d’un grand nombre de mesures identifie une plage assez
importante d’élasticité quasiment linéaire (Figure 1.15b). Des valeurs de couples délimitant la
zone d’élasticité sont proposées, ainsi qu’une valeur de rigidité de torsion autour de 420 pN nm2.
Ces résultats confortent évidemment l’utilisation du modèle de poutre élastique (RLC) plutôt
que le WLC, qui ne prévoit pas de rigidité en torsion.

Lorsque des molécules d’ADN étirées à des forces moins importantes (typiquement, autour
de 1 pN) sont sollicitées en torsion, elles se surenroulent et forment des plectonèmes (Figure
1.15c). Pour étudier ces géométries, le link Lk est très souvent utilisé : il s’agit d’une mesure du
nombre de tours d’hélice, i.e. du nombre de tours effectués par un brin autour de l’axe central de
la double-hélice. D’après le théorème de Călugăreanu-White-Fuller, cette quantité se décompose
comme suit :

Lk = Tw +Wr. (1.27)

Le twist Tw est le nombre de tours d’hélice lorsque l’axe de la molécule a une torsion géométrique
nulle, c’est-à-dire une géométrie plane. C’est la contribution au link Lk de l’empilement des bases
ainsi que des contraintes de torsion. Lorsque la géométrie de l’axe devient tridimensionnelle, le
nombre de tours d’hélice est altéré par la contorsion de la chaîne. Le writhe Wr est alors utilisé
pour comptabiliser la contribution de cette contorsion au link. Il peut être défini comme le
nombre moyen d’auto-croisements de la double-hélice lorsqu’on la regarde sous tous les angles de
vue possibles. La formation de plectonèmes est due à un transfert de Tw en Wr, autrement dit
à une augmentation de la part de Wr dans le link. A noter que le link est normalement défini
pour des chaînes fermées, mais peut également être étendu à des chaînes ouvertes moyennant
certaines précautions (Neukirch 2004).

Strick et al. (1996) ont obtenu expérimentalement des courbes de l’extension en fonction du
degré de surenroulement σ :

σ =
∆Lk

Lk0
, (1.28)

où ∆Lk est la variation de link induite par la mise en rotation de la microbille, et Lk0 la valeur
du link intrinsèque à la molécule. Ces courbes sont reportées sur la Figure 1.15d pour différentes
valeurs de force. L’apparition d’un plectonème est visible dans les cas F = 1.3 pN et F = 0.3 pN
par une décroissance de l’extension avec σ.

Plusieurs travaux théoriques sont parvenus à modéliser de tels résultats en représentant l’ADN
double-brin par une poutre élastique (Moroz et Nelson 1997, Haijun et al. 1999, Bouchiat et Me-
zard 2000). Neukirch (2004) propose même une étude où les fluctuations thermiques sont ignorées
et simule finement, en tenant compte de l’auto-contact, la partie de la courbe correspondant à la
formation du plectonème. Il obtient par ailleurs une estimation de la taille du plectonème et de
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In highly overwound DNA held at tensions .7 pN, a portion of
the molecule is converted from standard B-DNA into an over-
extended, high-helicity form called P-DNA6,7. If the B ! P tran-
sition is highly cooperative, it should occur at a constant torque.
Confirming this prediction, the angular velocity of the rotor
remained constant for much of the torsional relaxation of over-
wound molecules (Fig. 2). P to B conversion was reflected in a
progressive reduction in extension. When all of the molecule had
been converted to B-DNA, the extension ceased to change and the
angular velocity of the rotor decayed to zero as the remaining
torsional strain in the B-DNAwas removed. Complete conversion of
the 14.8 kilobase (kb) molecule into P-DNA (Fig. 2, inset) required
the introduction of ,4.0 £ 103 turns, implying a helical repeat of
,2.7 base pairs (bp) per turn for P-DNA, close to previous
estimates6,7 of ,2.6 bp per turn. From the changes in extension at
45 pN, we conclude that P-DNA is 50% longer than B-DNA under
our conditions (slightly shorter than previous estimates6,7 of 60–
75% longer than B-form).

To quantify the torques (t) in our experiments, the angular
velocity of the rotor during the P ! B transition (qP!B) was
measured using rotor beads of several different radii (r) (Fig. 3a,
inset). The intended rotor geometry (a sphere rotating about its
edge) was confirmed by video analysis, which showed that the
orbital radius was equal to the bead radius (within a 2% error). This
geometry predicts t ¼ gq ¼ 14pr3hq, where h is the viscosity of the
solution. The appearance of the expected relationship q / r

23

allowed us to determine the critical torque of the P ! B transition,
t crit,þ ¼ 34 ^ 2 pNnm (at 45 pN tension). This value was there-
after used as a calibration factor: instantaneous angular velocities of
individual rotor beads were converted into torques using t¼
tcrit;þðq=qP!BÞ:

To precisely determine the twist elasticity of DNA, numerous
molecules were repeatedly over- or underwound and allowed to

relax. Plots of torque as a function of twist show considerable run-
to-run variation due to random thermal fluctuations (Fig. 3a).
Therefore, torque–twist data from 103 runs were averaged together
(Fig. 3b). The torque–twist relationship for DNA shows two
constant-torque regions, reflecting structural transitions at
t crit,þ ¼ þ34 pNnm and t crit,2 ¼ 29.6 pNnm, and a nearly linear
region reflecting the twist elasticity of B-DNA. Our direct measure-
ments of t crit,þ and t crit,2 are in good agreement with previous
estimates from force–extension analysis6,7,9,12. Entry into the
34 pNnm plateau can now be seen to be very sharp, demonstrating
the cooperativity of the B–P transition. (Using Ising/Zimm-Bragg
theory, we find that a free-energy penalty of at least 4kBT at P–B
domain boundaries is required to explain the data.) The transition
at 29.6 pNnm is somewhat less cooperative (showing a shallow
slope in the initial portion of the plateau), and probably reflects the
formation of denatured DNA6 and some combination of non-
canonical structures (for example, Z-DNA7,10). Because the DNA
has a net left-handed twist (,13 bp per turn; data not shown) upon
completion of this transition7,8,10, we have collectively designated
the underwound states ‘L-DNA’8.
The twist elasticity of B-DNA is often assumed to be that of an

isotropic rod: torque builds up linearly with twist according to
t ¼ (C/L)(v 2 v0), where L is the rod length, v is the twisting angle,
v0 is the equilibrium twist (358 per bp), and the torsional modulusC
is constant. However, the asymmetry of twisting a chiral molecule
suggests that this approximation may break down. Indeed, a study
of fluorescence polarization anisotropy decay (FPA) reported a
linear dependence of C on supercoiling density13. The anharmonic
model proposed from FPA13 fits our data better than a simple
harmonic model (Fig. 3b). However, the deviation from linearity is
small, accounting for a ,10% reduction in torque near entry into
the P–B transition.
The torsional modulus C of DNA (near v 2 v0 ¼ 0) has been

Figure 3 Torque calibration and twist elasticity of DNA. a, Torque versus twist for 37 runs

from 16 molecules (520 nm rotor beads; 45 pN constant tension). Inset, calibration of

tcrit,þ. Angular velocities (q) of beads with mean diameters of 920 nm (n ¼ 5), 760 nm

(n ¼ 6) or 520 nm (n ¼ 16) were measured during the P ! B transition at 45 pN (filled

circles,^s.d.). Viscosity-corrected q is proportional to r 23; the best-fit slope (red) gives

t crit,þ ¼ 34 ^ 2 pN nm. Open circle, extrapolated P ! B angular velocity for 400 nm

beads (n ¼ 3; see Methods). b, Averaged twist elasticity data. Negative torques: average

of 39 runs at 15 pN. Positive torques: 37 runs at 45 pN and 27 runs at 15 pN gave very

similar traces and were averaged together. Green lines, constant-torque structural

transitions. Blue, linear fit to the data points falling within^8 pN nm. Anharmonic models

(C (Dv) ¼ a 2 bDv/N, where N ¼ 14,795 bp) give superior fits to the data over the full

range of B-DNA stability. Red, two-parameter anharmonic fit (b /a ¼ 4.5); dashed purple,

anharmonic fit constraining b /a ¼ 8.16 to agree with FPA data13. Blue and red fits give

C (0) ¼ 4.1 £ 102 pN nm2; purple fit gives C (0) ¼ 4.3 £ 102 pN nm2. Fits to 45 pN or

15 pN positive torque data alone (not shown) give C (0) ¼ 4.1 £ 102 or

4.3 £ 102 pN nm2, respectively. Inset, independent measure of C (0) using the

equipartition theorem ,Dv 2
. ¼ k BTL/C, where L ¼ 5.03 mm. Twist fluctuations of

five molecules (520 nm rotor beads, 15 pN tension) were tracked at 50 Hz (example

shown). Angular variance (red gaussian plot over blue data histogram) gives

C (0) ¼ (4.4 ^ 0.4) £ 102 pN nm2.
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the molecule is converted from standard B-DNA into an over-
extended, high-helicity form called P-DNA6,7. If the B ! P tran-
sition is highly cooperative, it should occur at a constant torque.
Confirming this prediction, the angular velocity of the rotor
remained constant for much of the torsional relaxation of over-
wound molecules (Fig. 2). P to B conversion was reflected in a
progressive reduction in extension. When all of the molecule had
been converted to B-DNA, the extension ceased to change and the
angular velocity of the rotor decayed to zero as the remaining
torsional strain in the B-DNAwas removed. Complete conversion of
the 14.8 kilobase (kb) molecule into P-DNA (Fig. 2, inset) required
the introduction of ,4.0 £ 103 turns, implying a helical repeat of
,2.7 base pairs (bp) per turn for P-DNA, close to previous
estimates6,7 of ,2.6 bp per turn. From the changes in extension at
45 pN, we conclude that P-DNA is 50% longer than B-DNA under
our conditions (slightly shorter than previous estimates6,7 of 60–
75% longer than B-form).

To quantify the torques (t) in our experiments, the angular
velocity of the rotor during the P ! B transition (qP!B) was
measured using rotor beads of several different radii (r) (Fig. 3a,
inset). The intended rotor geometry (a sphere rotating about its
edge) was confirmed by video analysis, which showed that the
orbital radius was equal to the bead radius (within a 2% error). This
geometry predicts t ¼ gq ¼ 14pr3hq, where h is the viscosity of the
solution. The appearance of the expected relationship q / r
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allowed us to determine the critical torque of the P ! B transition,
t crit,þ ¼ 34 ^ 2 pNnm (at 45 pN tension). This value was there-
after used as a calibration factor: instantaneous angular velocities of
individual rotor beads were converted into torques using t¼
tcrit;þðq=qP!BÞ:

To precisely determine the twist elasticity of DNA, numerous
molecules were repeatedly over- or underwound and allowed to

relax. Plots of torque as a function of twist show considerable run-
to-run variation due to random thermal fluctuations (Fig. 3a).
Therefore, torque–twist data from 103 runs were averaged together
(Fig. 3b). The torque–twist relationship for DNA shows two
constant-torque regions, reflecting structural transitions at
t crit,þ ¼ þ34 pNnm and t crit,2 ¼ 29.6 pNnm, and a nearly linear
region reflecting the twist elasticity of B-DNA. Our direct measure-
ments of t crit,þ and t crit,2 are in good agreement with previous
estimates from force–extension analysis6,7,9,12. Entry into the
34 pNnm plateau can now be seen to be very sharp, demonstrating
the cooperativity of the B–P transition. (Using Ising/Zimm-Bragg
theory, we find that a free-energy penalty of at least 4kBT at P–B
domain boundaries is required to explain the data.) The transition
at 29.6 pNnm is somewhat less cooperative (showing a shallow
slope in the initial portion of the plateau), and probably reflects the
formation of denatured DNA6 and some combination of non-
canonical structures (for example, Z-DNA7,10). Because the DNA
has a net left-handed twist (,13 bp per turn; data not shown) upon
completion of this transition7,8,10, we have collectively designated
the underwound states ‘L-DNA’8.
The twist elasticity of B-DNA is often assumed to be that of an

isotropic rod: torque builds up linearly with twist according to
t ¼ (C/L)(v 2 v0), where L is the rod length, v is the twisting angle,
v0 is the equilibrium twist (358 per bp), and the torsional modulusC
is constant. However, the asymmetry of twisting a chiral molecule
suggests that this approximation may break down. Indeed, a study
of fluorescence polarization anisotropy decay (FPA) reported a
linear dependence of C on supercoiling density13. The anharmonic
model proposed from FPA13 fits our data better than a simple
harmonic model (Fig. 3b). However, the deviation from linearity is
small, accounting for a ,10% reduction in torque near entry into
the P–B transition.
The torsional modulus C of DNA (near v 2 v0 ¼ 0) has been

Figure 3 Torque calibration and twist elasticity of DNA. a, Torque versus twist for 37 runs

from 16 molecules (520 nm rotor beads; 45 pN constant tension). Inset, calibration of

tcrit,þ. Angular velocities (q) of beads with mean diameters of 920 nm (n ¼ 5), 760 nm

(n ¼ 6) or 520 nm (n ¼ 16) were measured during the P ! B transition at 45 pN (filled

circles,^s.d.). Viscosity-corrected q is proportional to r 23; the best-fit slope (red) gives

t crit,þ ¼ 34 ^ 2 pN nm. Open circle, extrapolated P ! B angular velocity for 400 nm

beads (n ¼ 3; see Methods). b, Averaged twist elasticity data. Negative torques: average

of 39 runs at 15 pN. Positive torques: 37 runs at 45 pN and 27 runs at 15 pN gave very

similar traces and were averaged together. Green lines, constant-torque structural

transitions. Blue, linear fit to the data points falling within^8 pN nm. Anharmonic models

(C (Dv) ¼ a 2 bDv/N, where N ¼ 14,795 bp) give superior fits to the data over the full

range of B-DNA stability. Red, two-parameter anharmonic fit (b /a ¼ 4.5); dashed purple,

anharmonic fit constraining b /a ¼ 8.16 to agree with FPA data13. Blue and red fits give

C (0) ¼ 4.1 £ 102 pN nm2; purple fit gives C (0) ¼ 4.3 £ 102 pN nm2. Fits to 45 pN or

15 pN positive torque data alone (not shown) give C (0) ¼ 4.1 £ 102 or

4.3 £ 102 pN nm2, respectively. Inset, independent measure of C (0) using the

equipartition theorem ,Dv 2
. ¼ k BTL/C, where L ¼ 5.03 mm. Twist fluctuations of

five molecules (520 nm rotor beads, 15 pN tension) were tracked at 50 Hz (example

shown). Angular variance (red gaussian plot over blue data histogram) gives

C (0) ¼ (4.4 ^ 0.4) £ 102 pN nm2.
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the 14.8 kilobase (kb) molecule into

To precisely determine the twist elasticity of DNA, numerous

x. Plots of torque as a function of twist show considerable run-
to-run variation due to random thermal fluctuations (Fig. 3a).

(Fig. 3b). The torque–twist relationship for DNA shows two
constant-torque regions, reflecting structural transitions at
t crit, ¼ þ¼ þ34 pNnm and t crit, ¼ 29.6 pNnm, and a nearly linearcrit,þ crit,2

The twist elasticity of B-DNA is often assumed to be that of an
isotropic rod:

is constant. However, the asymmetry of twisting a chiral molecule
suggests that this approximation may break down.
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We use an elastic rod model with contact to study the extension versus rotation diagrams of single
supercoiled DNA molecules. We reproduce quantitatively the supercoiling response of overtwisted
DNA and, using experimental data, we obtain an estimate of the effective supercoiling radius and of the
twist rigidity of B-DNA. We find that the twist rigidity of DNA seems to vary widely with the nature
and concentration of the salt buffer in which it is immersed.
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Primarily the DNA molecule simply is the carrier of
our genetic code. But in order to understand how a 2 m
long string of DNA can fit into a 10 �m nucleus, one has
to also consider its mechanical properties, namely, the
fact that the DNA double helix is a long and thin elastic
filament that can wrap around itself or other structures.
These mechanical properties will in general depend on
the sequence of base pairs (bp) of which the molecule is
made. Nevertheless the behavior of long molecules, i.e.,
more than a hundred bp, is well described by a coarse-
grained model known as the wormlike chain [1], where
DNA is considered as a semiflexible polymer with a
bending persistence length A. This is the contour length
over which correlations between the orientation of two
polymer segments is lost. It can be viewed as the ratio of
the elastic bending rigidity K0 to the thermal energy kBT;
hence K0 � AkBT. The commonly accepted value is A �
50 nm in a physiological buffer. In the magnetic tweezer
experiment [2] a single DNA molecule (of total contour
length L) is anchored on a glass surface at one end, and
glued to a magnetic bead at the other end, see Fig. 1. A
magnet controls the bead and transmits to it a twisting
moment and a pulling force F. The force is tuned via the
monitored distance between the magnet and the bead and
its intensity is measured using the Brownian motion of
the bead. In order to input a twist constraint into the
system, one gradually rotates the magnet around an axis
perpendicular to the glass surface. Experiments are car-
ried under constant force F, and the end-to-end distance Z
of the DNA molecule is recorded together with the num-
ber of turns, n, made on the bead. Since no direct mea-
surement of the twist moment is possible with magnetic
tweezers, the twist persistence length C is not directly
available. When no rotation is put in, the DNA molecule
behaves like a semiflexible polymer, i.e., the relative ex-
tension z � Z=L is a function of the temperature T, the
persistence length A, and the applied pulling force F [3]:

z�n � 0� � 1ÿ
������������������������

kBT=�4AF�
q

: (1)

A refined version of this relation is used to extract A

values from the experimental data [4]. Then under gradu-
ally increased rotation, the extension z decreases with the
number of turns n put in and eventually the molecule
starts to wrap around itself. Geometrically speaking, the
DNA molecule is coiling around itself in a helical way.
Since the molecule is already a double helix, we refer to
this as supercoiling. Each helical wave of the superhelix
is called a plectoneme. Different theoretical studies have
been applied to this experiment, introducing the concepts
of wormlike rod chain [5], or the torsional directed walk
[6], but neglecting self-contact. Monte Carlo simulations
of a model chain with hard-wall contact and an effective
diameter have also been performed [7]. Plectonemic
structures were considered in [8] by introducing the
superhelix solution in the free energy of the chain.

Here we present an elastic model that specifically in-
cludes self-contact but leaves out thermal fluctuations.
Our point is that, in the regime where plectonemes are
formed, the relevant physical information is already
present in our zero-temperature elastic rod model with
hard-wall contact. In order to focus on supercoiling, we

n = 0 n > 0
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FIG. 1 (color online). The magnetic tweezer experiment.
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twist rigidity of B-DNA.
DNA and, using experimental data, we obtain an estimate of the effective supercoiling radius and of the

we present an elastic model that specifically in-
cludes self-contact but leaves out thermal fluctuations.

is called a plectoneme. Different theoretical studies have
been applied to this experiment, introducing the concepts
of wormlike rod chain [5], or the torsional directed walk
[6], but neglecting self-contact. Monte Carlo simulations

(c) (d)

Figure 1.15. Essais de torsion de molécules uniques d’ADN double-brin. (a-b) Courbes de
torsion de Bryant et al. (2003) : résultats expérimentaux en (a) et courbes moyennées en (b).
(c) Formation d’un plectonème, schéma de Neukirch (2004). (d) Courbe expérimentale de l’ex-
tension en fonction du degré de surenroulement, obtenue par Strick et al. (1996).

la rigidité en torsion de la molécule. Enfin, Marko et Neukirch (2012) ont développé un modèle
basé sur la théorie des poutres élastiques pour prévoir le nombre de boucles et de plectonèmes
formés lorsque ∆Lk augmente, et leur influence sur le comportement de la chaîne (notamment,
sur l’énergie libre et l’extension).

2.2.3 Cyclisation de l’ADN double-brin

La cyclisation de l’ADN double-brin par la ligase est une méthode physico-chimique efficace
pour évaluer sa rigidité en flexion. Historiquement, elle a été étudiée avant les expériences de
traction et de torsion sur molécules uniques. La ligase est une enzyme qui catalyse la formation
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d’une liaison phosphodiester entre deux segments d’ADN. Dans une solution contenant une
concentration donnée de la molécule testée, l’action de la ligase débouche sur deux réactions : la
jonction des deux extrémités d’un segment d’ADN ou cyclisation (constante d’équilibre KC), et
la jonction de deux segments pour former un dimère (constante d’équilibre KD). La probabilité
de cyclisation peut être évaluée par le facteur de Jacobson-Stockmayer J = KC/KD. Plus ce
facteur est grand, plus la molécule a une probabilité importante d’être cyclisée et donc, moindre
est sa rigidité en flexion. Expérimentalement, la valeur de J peut être obtenue à partir du rapport
entre la quantité de monomères cyclisés et la quantité de dimères, déterminé par électrophorèse
(Taylor et Hagerman 1990, Geggier et Vologodskii 2010). Les essais de cyclisation consistent à
tracer des courbes expérimentales d’évolution du facteur J en fonction de la longueur de contour
des fragments d’ADN utilisés.

A nouveau, le modèle WLC parvient à reproduire théoriquement de telles courbes. Cependant,
un écart important a été constaté entre les valeurs expérimentales et les prévisions du WLC
pour des fragments d’ADN de faible longueur : le modèle surestimerait la rigidité de la molécule
(Cloutier et Widom 2004, Shroff et al. 2005). Pour résoudre ce problème, plusieurs auteurs ont
proposé des raffinements qui tiennent compte des non-linéarités et singularités de la chaîne,
notamment les cassures (changements brusques de direction) pouvant apparaître en certains
points (Zhang et Crothers 2003, Wiggins et al. 2005, Yan et al. 2005, Ranjith et al. 2005). En
particulier, Du et al. (2005) ajoutent au WLC la modélisation des cassures, mais aussi l’influence
de la rigidité en torsion de la double hélice (Shore et Baldwin 1983). Celle-ci est à l’origine des
oscillations du facteur J avec la longueur de contour, de pseudo-période égale au pas de la double
hélice, soit 10.5 pb. Ils obtiennent une bonne superposition avec leurs données expérimentales
(Figure 1.16a). De leur côté, après validation du WLC pour de grandes longueurs de contour,
Wiggins et Nelson (2006) proposent le modèle de chaîne subélastique (SEC) qui diffère du WLC
seulement sur les longueurs où ce dernier échoue. Ils obtiennent une courbe théorique en accord
avec les résultats expérimentaux de Cloutier et Widom (2004) (Figure 1.16b).

not see that it is not satisfied for the same cohesive ends during
fragment dimerization. We found that for a [ligase] of 250
unitsyml used by CW (25), the condition of slow dimer ligation
is not satisfied even for the cohesive ends used in our study, with
nucleotide sequence AGCT. The cohesive ends in the study of
CW, GGCC, are more stable, and therefore their dissociation
rate is essentially slower (see discussion in ref. 32). Indeed, the
melting temperature of cohesive ends GGCC is about 20°C

higher than the melting temperature of AGCT (39). Much lower
[ligase] needs to be used for GGCC cohesive ends to determinate
j-factors. Of course, using lower [ligase] complicates the j-factor
measurements, since the enzyme makes too few circles before
losing its activity. Less stable cohesive ends would not help to
solve this problem, however. Although they allow performing the
measurements at higher [ligase], they also slow down the ligation
reaction.

The fact that the rate of cohesive end dissociation, k21, is many
times larger for circles than linear dimers made from short
fragments is hardly surprising. Indeed, the elastic stress in the
circular conformations of the fragments should accelerate the
dissociation. The difference in the k21 values should disappear
for fragments longer than two to four persistence lengths.

We conclude that the WLC with the bending potential spec-
ified by Eq. 4 gives a remarkably good description of the DNA
conformational properties, even for the extreme deformations
occurring during cyclization of 100-bp fragments. Neither kinks
of the double helix nor nonquadratic terms of the bending
potential affect the j-factors of these fragments. Our theoretical
analysis, however, shows that relatively small changes of kink
probabilities and angles would dramatically change their influ-
ence on the short fragment cyclization. One can see from Fig. 2B
that kinks of 70°, occurring with a probability of 0.002, would
increase the j-factor of 100-bp fragments by nearly three orders
of magnitude, whereas the same kinks with probability of 0.0005
make only small contributions to the cyclization efficiency.
Therefore, a good agreement between our experimental data
and theoretical predictions based on WLC means that the
probability of kinks by angles 70–90° does not exceed 0.0002.

We thank T. Cloutier and J. Widom for detailed experimental protocol
and Mrs. J. de la Cruz for assistance with the Protein Data Bank. This
work was supported by National Institutes of Health Grant R01-
GM54215 (to A.V.).
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Fig. 5. j-factor of short DNA fragments as a function of their length. Our

experimental data (filled circles) are shown together with the results obtained

by CW (25) (open circles). [ligase] was equal to 20 unitsyml. Our data were

fitted by the theoretical values for the WLC that also account for the torsional

orientation of the fragment ends (solid line). The best fit, shown here, was

obtained for a DNA persistence length of 47 nm and the helical repeat of 10.54

bp per helix turn. The third parameter of the curve, DNA torsional rigidity, was

taken from the previous studies (22, 24) and was equal to 2.4 3 10219 cmzerg

(1 erg 5 0.1 mJ).
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ml. Our data were

fitted by the theoretical values for the WLC that also account for the torsional

orientation of the fragment ends (solid line). The best fit, shown here, was

for fragments longer than two to four persistence lengths.
We conclude that the WLC with the bending potential spec-We conclude that the WLC with the bending potential spec-

ified by Eq. 4 gives a remarkably good description of the DNAified by Eq. gives a remarkably good description of the DNA
conformational properties, even for the extreme deformationsconformational properties, even for the extreme deformations
occurring during cyclization of 100-bp fragments. Neither kinksoccurring during cyclization of 100-bp fragments. Neither kinks
of the double helix nor nonquadratic terms of the bendingof the double helix nor nonquadratic terms of the bending
potential affect the j-factors of these fragments. Our theoretical

D. Cyclization

Cyclization experiments provide a bulk experimental

method for probing the probability of rare, highly curved

DNA configurations f7,8,37g. In these experiments, linear

double-stranded sequences with complementary single-

stranded ends are ligated into cyclized sequences f4,38–41g.
The cyclization reaction proceeds via the capture of rare,

thermally activated configurations and is thought to be very

similar to the process by which looped DNA-protein com-

plexes are formed.

The cyclization assay is performed under conditions such

that the ligation reaction samples the equilibrium populations

of unligated cyclized and oligomerized polymers f4g. The
ratio of the cyclization equilibrium constant sKCd to the

dimerization equilibrium constant sKDd is called the

Jacobson-Stockmayer factor f38g sor J factord, and is propor-

tional to the tangent-spatial distribution function of the poly-

mer f4,40g

J ; KC/KD = 4pGs0;tW,tW;Ld = tr Gs0;Ld , s20d

where G is the tangent-spatial distribution function for end-

to-end displacement 0 and aligned end tangents, for a con-

tour length L polymer. The J factor can also be written as the

trace of the spatial propagator. sThe matrix elements of the

spatial propagator are written explicitly in Appendix C.d
Physically, the J factor is proportional to the concentration of

one end at the other with the correct salignedd orientation for

hybridization.

Our analysis neglects the condition that DNA twist must

also be aligned, which requires the use of models including

the twist degree of freedom. This additional constraint modu-

lates the J factor with a 10.5 base pair sbpd period equal to

the helical repeat. Our interest here is in the value of the J

factor averaged over a helical repeat, for which the effects of

twist can be roughly ignored f31g.
Figure 8 compares the cyclization J factor for the SEC

and WLC theories. The numerical techniques applied in this

computation are described in Appendix D. The J factors for

sequences with contour lengths greater than two persistence

lengths have long been known to match the predictions of

the WLC model f4,39g. For sequences shorter than <200 bp,

the figure illustrates the short-contour-length deviation of

WLC and SEC predictions. For example, for contour lengths

of roughly 0.6 persistence lengths, corresponding to loops

with approximately the same radius of curvature as DNA

bound to histones in nucleosome complexes, the SEC model

J factor is three orders of magnitude larger than predicted by

the WLC model, in rough agreement with cyclization mea-

surements of Cloutier and Widom f7g, as illustrated in Fig. 8.

The qualitative picture illustrated in Fig. 8 is the generic

situation in general models: the WLC model describes long-

contour-length chain statistics, but may nevertheless fail at

sufficiently short contour length. These results were qualita-

tively predicted by the ideas we have discussed throughout

the paper. In principle, cyclization assays are a powerful

technique for probing the short-contour-length chain statis-

tics of DNA, since sid they probe the chain statistics of DNA

in a way that is qualitatively similar to biological DNA loop-

ing applications and siid they are extremely sensitive to the

differences between models at short contour lengths. In prac-

tice, however, the continuing disagreements between existing

experiments remind us that cyclization is a complex process

ssee Sec. V belowd. Other measurements of the distribution

of one point of a chain in the neighborhood of another, for

example using Förster resonance electron transfer, may

prove to be easier to interpret.

E. Beyond the J factor

The J factor is not the only effective concentration of

interest. DNA looping is integral to the function of many

gene regulatory proteins. The affinity of these proteins for

DNA, and therefore their function, depends sensitively on

the looping free energy, or equivalently the effective concen-

tration of the looped DNA. sFor instance, see Refs. f42–44g.d
Once the geometry of the loop is known—the displacement

of the binding sites sXW d and the orientation of the bound

DNA stW and tW8d—both the SEC and WLC models make pre-

dictions for the effective concentration:

seffective concentrationd = 4pGsXW ;tW,tW8;Ld . s21d

These statistical mechanics predictions can then be directly

compared with quantitative measurements of gene expres-

sion f43,44g and in vitro experiments f45g.
More general cyclization measurements may also be per-

formed. For instance, cyclizing sequences with two short

single-stranded gaps could be used to probe short-length-

scale DNA mechanics. The short single-stranded sequences

FIG. 8. sColor onlined The cyclization J factor probes high-

curvature chain statistics. In this figure, the cyclization J factor in

units of molarity is plotted for the WLC sdotted curved and SEC

sthin dashed curved models and compared with experimental mea-

surements scirclesd f4,7,8,11,37,39g. The theoretical curves do not

include the twist-induced modulation visible in the continuous sets

of experimental data ssolid curvesd f8,11,31,37,39g. The renormal-

ization group predicts that the SEC model will be identical to the

WLC for long-contour-length sequences. But, for sequences shorter

than <200 bp, the short-contour-length chain statistics become im-

portant and the SEC J factor diverges from the WLC prediction. In

fact, for 94 bp sequences, the SEC J factor is three orders of mag-

nitude larger than that predicted by the WLC model, roughly match-

ing the J factors measured by Cloutier and Widom f7,37g sCWd.

fOther measurements, by Du et al. sDud, appear to be commensu-

rate with the predictions of the WLC model with an unusually short

persistence length; see text.g
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(a) (b)

Figure 1.16. Essais de cyclisation de l’ADN double-brin : évolution du facteur J en fonction
de la longueur de contour. (a) Valeurs expérimentales de Du et al. (2005) (cercles pleins), super-
posées à leur modèle WLC "amélioré" (prise en compte des cassures et de la rigidité en torsion).
(b) Valeurs expérimentales de Cloutier et Widom (2004) (CW) et de Du et al. (2005) (Du),
superposées au SEC (tirets) et au WLC (ligne continue) ; figure de Wiggins et Nelson (2006).

Ainsi, les tiges élastiques constituent un bon modèle de base pour la cyclisation de l’ADN
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double-brin. Leur domaine de validité doit toutefois être défini, et des raffinements sont néces-
saires pour tenir compte de la complexité de la chaîne. L’utilisation de ce modèle de tige pour
obtenir des probabilités de cyclisation peut déboucher sur des calculs très efficaces et applicables
à un grand nombre de cas (Manning et al. 1996, Cotta-Ramusino et Maddocks 2010).

2.2.4 Elasticité de l’ADN simple-brin

Contrairement au double-brin, très peu d’essais mécaniques ont été réalisés sur l’ADN simple-
brin. Ce dernier est considéré comme très flexible et par conséquent, plus proche du modèle FJC
que des tiges élastiques. Tinland et al. (1997) ont évalué sa longueur de persistance à environ
4 nm, soit plus de dix fois moins que la double hélice. Leur mesure est basée sur les coefficients
de diffusion en électrophorèse sur gel, liés à la longueur de persistance par la relation de Stokes-
Einstein.

Cependant, Smith et al. (1996) ont effectué un essai de traction d’un brin unique d’ADN, et
la courbe obtenue (Figure 1.17a) montre une extension importante, sans rupture de la chaîne.

(a)

VOLUME 85, NUMBER 11 P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S 11 SEPTEMBER 2000

1

10

100

1000

τ
c
[µ

s
]

Poly (A)

1

10

100

3.1 3.2 3.3 3.4

τ
c
[µ

s
]

1000/T [K -1]

Poly (T)

FIG. 3. Change in closing time scales with temperature for
polysAd and polysTd series in 0.25 M NaCl buffer. Symbols
represent the loop length in number of bases s  8, h  10,
3  12, n  16, 1  21, and }  30 (error bars within the
symbols).

hairpin loops in a 0.25 M NaCl buffer. The plots are fit

by a single exponential tclosingsT d  t` exps1DHcyRT d,
which shows that hairpin closing involves a single ener-

getic barrier. Fits are weighted by the error in tflucsT d and

KsT d. The slope of the Arrhenius plot yields the enthalpic

barrier DHc. At infinite temperatures, the entropic term

dominates, but t` cannot be measured reliably.

For all cases in Fig. 3 the closing time scale grows with

increased loop length as we might expect that a larger

molecule has a longer fluctuation time scale. By concen-

trating on just one series, sT d12 2 sT d30, we observe two

key points: (1) the slopes sDHcyRd are practically identi-

cal, and (2) tfluc increases with increasing loop length. A

different process is seen in polysAd: (1) DHcyR increases

with increasing loop length and (2) tclosing for T ! `

(precise value for T` cannot be reasonably extrapolated,

however we observe the overall trend), decreases with

increased size. This sequence dependence is illustrated

by directly comparing the closing times for equal loop

lengths of polysAd to polysT d. For example, we find that

DHcyR is much greater for A’s than T ’s. DHc of sT d30 is

,2.98 kcalymol, whereas for sAd30 , 17.3 kcalymol [12].

The enthalpic barriers in Fig. 3 unravel an unexpected se-

quence dependence in ssDNA dynamics: Fig. 4 shows

that the enthalpic barrier increases linearly with the loop

length for polysAds s10.5 kcal ? mol21 ? base21d, while

it is practically constant for different lengths of polysT d
s20.1 kcal ? mol21 ? base21d. Thus, the free energy of a

polysT d loop is mostly entropic whereas the free energy of
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FIG. 4. Closing enthalpy vs loop lengths (number of bases) of
ssd polysAd and sdd polysTd series in 0.25 M NaCl buffer.

a polysAd loop includes an additional enthalpic term. This

conflicts with the standard model of ssDNA [2] as a highly

flexible polymer. We propose that ssDNA molecular rigid-

ity originates from the additional enthalpic contribution of

base stacking.

Numerous experimental studies (reviewed in [13]) sug-

gest that polysAd has a significant helical structure stabi-

lized through base stacking. In contrast polysT d has been

observed to have a little long range order [14]. Although a

formal description of base stacking is still under debate, a

recent work by Friedman and Honig [15] unifies the vari-

ous contributions of electrostatic interactions, hydrophobic

effects, surface tension, and dispersive interactions. Could

base stacking lead to sequence dependent rigidity inferred

from the hairpin closing time scale?

The energetic barrier for closing is complex. The

ssDNA has to distort whichever conformation it is in to

accommodate the formation of the first base pair in the

stem. The neighboring base pairs in the stem are then

zipped very fast s,100 nsd. Thus the barrier accounts

for this distortion and the nucleation of the first base

pair. Since the stem is identical in all hairpins, the loop

dependence for the closing barrier reflects the distortion

energy of ssDNA loop sequence. We then understand

the linearity of the enthalpic barrier for hairpin closing

with respect to loop length. It reflects and measures the

disruption of ssDNA base stacking. We get an estimate

of s10.5 kcal ? mol21 ? base21d comparable to predicted

values [16,17] for base stacking. This sequence dependent

dynamics of ssDNA is of crucial importance to understand

and predict the integrity of DNA secondary structures

(Fig. 2).

Let us recall that topening is independent of the loop

length of sequence. This implies that the base stacking of

polysAd has been disrupted upon closing. The closed loop

is then a random coil with no influence on the stability of

the stem.

To illustrate the importance of base stacking in the dy-

namics of single stranded domains, we show that a single
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Figure 1.17. Elasticité de l’ADN simple-brin. (a) Courbes expérimentales de traction, obtenues
par Smith et al. (1996), pour deux molécules simple-brin différentes (vert et rouge). Superposi-
tion des modèles FJC (tirets) et FJC extensible (ligne continue). Encart : courbes force-extension
expérimentales de trois molécules, une double-brin (orange), une partiellement double-brin et
partiellement simple-brin (violet) et une simple-brin (bleu ciel). (b) Evolution du temps de fer-
meture de structures en épingle à cheveux poly(A) et poly(T) en fonction de la température,
pour différentes longueurs de la boucle (en nombre de bases) : ◦ = 8, 2 = 10, × = 12, 4 = 16,
+ = 21, 3 = 30. Figure de Goddard et al. (2000).

Pour être correctement modélisé, ce comportement nécessite d’ajouter une extensibilité au FJC.
Cela met en évidence l’élasticité de l’ADN simple-brin. Pour des longueurs de contour proches
de la longueur de persistance, on peut alors s’attendre à une rigidité significative de la molécule,
qui serait correctement représentée par un modèle de tige élastique. D’autre part, Goddard et al.
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(2000) ont observé que la longueur de persistance de l’ADN simple-brin est fortement dépendante
de sa séquence, et peut être suffisamment importante pour remettre en cause le FJC. Pour ce faire,
ils ont comparé les temps de fermeture des structures en épingle à cheveux poly(T) et poly(A).
Leur résultat (Figure 1.17b) suggère que les boucles poly(A) sont beaucoup plus rigides, à cause
de l’empilement des bases. Enfin, le modèle WLC, qui prévoit une rigidité en flexion, a parfois
été utilisé sur l’ADN simple-brin. Il estime correctement la fraction de paires de bases cassées
lors de la fusion de boucles en épingle à cheveux (Kuznetsov et al. 2001), ou encore l’efficacité
FRET (Fluorescence Resonance Energy Transfer) d’oligonucléotides (Murphy et al. 2004).

Ainsi, malgré la flexibilité importante de l’ADN simple-brin, il existe probablement des cas
où celui-ci est mieux décrit par une tige élastique que par une chaîne librement jointe (FJC).

2.3 Structures tridimensionnelles à partir des tiges élastiques

Les études présentées dans les deux sous-sections précédentes ont montré la validité d’un
modèle continu pour représenter le comportement mécanique des acides nucléiques, et plus par-
ticulièrement, la validité du modèle de tige élastique. A partir de ces observations, on peut se
demander si ces modèles sont aussi efficaces pour visualiser, décrire et prévoir la structure tri-
dimensionnelle des acides nucléiques. A ce sujet, de nombreux travaux offrent des perspectives
intéressantes.

2.3.1 Les rubans : outils de visualisation et d’analyse

Pour simplifier la visualisation des acides nucléiques, il est courant de représenter le sque-
lette de la chaîne moléculaire par un ruban, et les bases par des blocs parallélépipédiques (Fi-
gure 1.18a). Ces descriptions schématiques contiennent une bonne partie des informations néces-
saires à l’analyse, la classification et la comparaison des acides nucléiques. 3DNA (Lu et Olson
2003, 2008) est l’un des programmes d’analyse les plus utilisés. Il considère les polynucléotides
comme des successions de paires de bases dont l’agencement est caractérisé par un ensemble
de paramètres : six par paire pour positionner et orienter relativement les bases, et six pour
positionner et orienter relativement deux paires consécutives. Ce programme s’inscrit dans la
continuité des conventions de Cambridge (Diekmann 1989) et de Tsukuba (Olson et al. 2001),
où des normes ont été définies pour la description de la géométrie des ANs, en particulier des
arrangements des bases et des paires de bases. Dans la même lignée, les programmes Curves
(Lavery et Sklenar 1988) et Curves+ (Lavery et al. 2009) ajoutent une description globale où les
paires de bases sont positionnées par rapport à un axe curviligne (via un repère local) autour
duquel la chaîne sucre-phosphate, décrite par une courbe, s’enroule (Figure 1.18b). Cet axe cur-
viligne s’avère particulièrement utile pour déterminer efficacement la valeur et la direction de la
courbure de la double-hélice (Pasi et al. 2017).

L’utilisation de trajectoires de tiges élastiques pour représenter soit l’axe curviligne de la
double-hélice, soit la double-hélice elle-même, pourrait enrichir cette description en ajoutant
des informations comme les sollicitations mécaniques, l’énergie et la stabilité de la molécule. Il
reste cependant à savoir si de telles trajectoires élastiques présentent une structure géométrique
suffisamment proche de celle observée pour les acides nucléiques. Si tel est le cas, il est alors
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completely de®ned, however, since there are many ways in
which a backbone can link a given arrangement of sequential
bases (72). As a ®rst approximation, standard A and B DNA
backbone conformations (see footnote to Table 3) or a mixture
of such states are used in the 3DNA all-atom reconstruction.
The root mean square deviation (RMSD) between rebuilt full
atomic structures and experimental models is quite good.
Table 3 illustrates this point for three typical cases: the A DNA
self-complementary duplex d(GGGCGCCC)2 (NDB_ID:
adh026) (86); the B DNA self-complementary structure
d(CGCGAATTCGCG)2 (NDB_ID: bdl084) (87); the DNA
in the nucleosome assembly (NDB_ID: pd0001) (88). The
RMSD of reconstructed versus observed base positions is
virtually zero and that for both base and backbone coordinates
is <0.85 AÊ , even for the 146 bp nucleosomal DNA structure.

Schematic models

Rectangular blocks of appropriate size are used in 3DNA to
represent R and Y bases or a Watson±Crick base pair. Each of
the six faces of the block can be assigned different styles. The
minor and major groove edges, for example, are differentiated
in Figures 1 and 4 by shades of gray: darker for the minor
groove and lighter for the major groove. This simpli®ed
representation has been shown to be highly effective in
illustrating different DNA structures (42), but until now the
generation of these images has not been automated. A more
primitive schematic of the complementary strands and base
planes of DNA (represented by rectangles) can be generated
with a PDB ®le provided in Curves.

The default size of a rectangular base pair block, 10 AÊ

(length) 3 4.5 AÊ (width) 3 0.5 AÊ (thickness), is based on
the dimensions of a standard Watson±Crick base pair (20) and
those of the R (4.5 3 4.5 3 0.5 AÊ ) and Y (3.0 3 4.5 3 0.5 AÊ )
bases on the average geometry of high resolution structures
(89). The block de®nitions are stored as a text ®le in
ALCHEMY format for visualization with RasMol (90). The
proportions of the blocks are easily modi®ed and the rendering
style can be changed with a plain text parameter ®le. Some
of the different viewing options are illustrated in Figures 1, 4
and 8.

A utility program is provided to combine the block
representations from 3DNA with the protein ribbons from
MolScript (84) and to render the composite image with

Raster3D (83). The sample image of the integration host factor
(IHF)±DNA complex (NDB_ID: pdt040) (91) in Figure 8
illustrates two key features of the program, namely view and
color. Here the DNA structure is oriented in its principal axis
frame such that the largest variance of base coordinates lies
along the vertical axis of the ®gure and the next largest
variance along the horizontal axis. The axis which passes
through the paper has the least variance. Thus, no matter what
the original coordinates are, the most extended view of the
DNA is achieved. In this example, the DNA backbone and the
protein ribbons are color coded according to chain identity, but
other coloring schemes are easily generated. As is evident
from the backbone coloring, the DNA duplex is nicked and
thus composed of three chains and the protein associates as a
dimer. The DNA bases are color coded by residue type
following the NDB convention (C, yellow; G, green; A, red; T,
blue; U, cyan). Thus, it is clear that there is a 6 bp A-tract at
one end of the DNA. Moreover, since the minor groove edges
of the base pairs are shaded, one can immediately see the
interactions between the protein b-sheets and atoms in the
DNA minor groove near the two kinked sites. This simpli®ed,
yet informative, image has been generated for each entry in the
recently updated NDB atlas of structures (X.-J. Lu, W.K.
Olson and H.M. Berman, unpublished data).

Fiber models

Different models of 55 regular DNA and RNA structures
(Table 4), based on the ®ber diffraction work of Arnott and co-
workers (43,44) (43 models, nos 1±43), Alexeev et al. (45)
(two models, nos 44 and 45), van Dam and Levitt (46) (two
models, nos 46 and 47) and Premilat and Albiser (47±52)
(eight models, nos 48±55) are also conveniently generated
within 3DNA. For the structures with pre-de®ned sequences
listed in Table 4, the user need only input the number of
repeating units. For the structures of variable sequences, i.e.
regular A (nos 1 and 54), B (nos 4, 46 and 55) and C DNA (nos

Figure 8. Schematic image of the IHF±DNA complex (NDB_ID: pdt040)
(91) shown in the most extended view and color coded according to chain
identity and DNA residue type, with the minor groove edges of base pairs
shaded.

Table 3. Root mean square deviation (in AÊ ) between rebuilt 3DNA models
and experimental DNA structures

Structure adh026 (86) bdl084 (87) pd0001 (88)

All atom 0.52a,c 0.73b,c 0.82b,c

Base atom 0.03 0.02 0.05

aA DNA backbone conformation based on the ®ber model of Arnott (44),
where the backbone torsion angles are ®xed at the following values: b =
175°, g = 42°, d = 79°, c = ±157°.
bB DNA backbone conformation based on the ®ber model of Arnott (44),
where b = 136°, g = 31°, d = 143°, c = ±108°. The latter value corresponds
to the average torsion angle found in high resolution B DNA X-ray crystal
structure (18).
cPhase angles of pseudorotation of 8° and 154° are used, respectively, to
describe the C3¢-endo puckering of the sugar ring in A DNA and the C2¢-
endo puckering in B DNA. Backbone torsions a, e and z are determined by
the assumed positioning of the bases.
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names (AXIS, BACA/BACB . . . and GRVA/GRVB . . . ,
respectively), any subset of this data can be selectively
coloured and/or displayed, in combination with standard
molecular representations, to help clarify the analysis of a
nucleic acid structure. The groove dimensions can be
represented more quantitatively by plotting width varia-
tions along an oligomer, as shown in Figure 4. In the
centre of the TBP-binding site, the minor groove has a
width of more than 12 Å and a negative depth of ÿ1 !
ÿ2 Å (indicating a convex surface with base pairs that
protrude beyond the phosphodiester backbones). In con-
trast, the major groove at the same location has a width of
only 3 Å and a depth of 10 ! 11 Å.
We remark that for all the structures we have

tested, differences between Curves+ and 3DNA are now
very small, as concerns the intra- and inter-base pair
parameters. Observed differences are of the order of
0.1 Å for translational parameters and 28 angular param-
eters. There are more significant differences for base pair-
axis parameters, notably with irregular structures such as
the TBP-bound oligomer, but this is to be expected since
3DNA calculates these parameters using a vector which
approximates a local helical axis (47).
We now consider the use of Canal, a companion pro-

gram to Curves+, which serves to summarise Curves+
data and also to prepare files for generating graphical
output. Canal reads an unformatted file output by
Curves+ containing all the helical and backbone param-
eters from either a single structure or the snapshots
generated from a molecular dynamics trajectory. With a

single structure, Canal can calculate the minimum, max-
imum, mean and standard deviation of every parameter
and create files containing the values of each parameter
along the structure which can be used for plotting (see, for
example, the groove widths shown in Figure 4). When
used with data from multiple snapshots, Canal can ana-
lyse an entire structure or search for a chosen base
sequence. In either case, data from many oligomers can
be analysed together, provided they have the same lengths.
We remark that Canal uses only single-pass algorithms
so that results can be accumulated for very large numbers
of snapshots without requiring large matrices for storage.
It has already been tested on the latest version of the ABC
database using a total of almost 108 snapshots.

In addition to the printed data, Canal can provide time
series and histograms for all variables. We illustrate this
using the analysis of a 50 ns molecular dynamics trajectory
of the B-DNA 18-mer d(GCCGCGCGCGCGCGCGGC),
which belongs to the latest ABC dataset (40,41) presently
being analysed. This trajectory consists of 50 000 snap-
shots (one every ps) stored in 1 ns blocks. Each block of
data was analysed with Curves+ and the corresponding
output files were concatenated for use in Canal. As an
example of the subsequent analysis, we will look at the
twist of the central step C9pG10. Canal gives 308 as the
mean value of this parameter and indicates a standard
deviation of 88, with minimal and maximal values of 38
and 548, respectively. These numbers are a good guide to
the overall flexibility of this parameter (and of its occa-
sional excursions to very extreme values), but they do not
indicate its distribution. This data can be obtained graph-
ically as shown in Figure 5 which contains the 50 ns
time series of the CpG twist and provides clear evidence
for bistable behaviour. This is further quantified in the
histogram obtained from Canal and shown in the lower
part of the same figure. The histogram actually corre-
sponds to CpG twists coming from the four most central
steps of the oligomer (shown in bold above, and totalling
20 000 data points), each belonging to a GCGC tetranu-
cleotide. This information was obtained with a single
query to Canal, asking for sequences corresponding to

Figure 3. Comparison of the d(CTGCTATAAAAGGCTG) 16-mer in
B-DNA (left) and TBP-bound (right) conformations. The backbone
spline curves are shown in red, while the vectors defining the minor
and major groove widths are shown in purple and orange respectively.
The helical axis is shown in blue.

Figure 4. The variation of the minor (solid line) and major (dotted line)
groove widths (Å) along the d(CTGCTATAAAAGGCTG) TBP-bound
oligomer (with the protein in positions 5–11). The arrows show the
corresponding minor and major groove widths in a canonical B-DNA
oligomer and emphasize the localized inversion in groove dimensions
induced by protein binding.
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Figure 1.18. Outils de visualisation et d’analyse des acides nucléiques. (a) Représentation sché-
matique d’un complexe IHF (Integration Host Factor) - ADN : les squelettes des molécules sont
figurés par des rubans, et les chaînes latérales par des blocs. Figure de Lu et Olson (2003).
(b) Molécule d’ADN double-brin CTGCTATAAAAGGCTG, en conformation ADN-B (gauche)
et après fixation d’une protéine TBP (droite), visualisée avec le programme Curves+. Les chaînes
sucre-phosphate sont représentées par des courbes (en rouge) qui s’enroulent autour d’un axe
curviligne (en bleu). Les largeurs des sillons sont matérialisées par des vecteurs (violets pour le
grand sillon, et oranges pour le petit sillon). Figure de Lavery et al. (2009).

possible de décrire la chaîne moléculaire par une tige élastique et même, de proposer des méthodes
pour déterminer la conformation à partir de cette tige. Cela constituerait une démarche inverse
à celle qui est habituellement employée pour générer des rubans à partir de la position 3D des
atomes.

2.3.2 Description de l’ADN double-brin par des tiges élastiques

De nombreux chercheurs se sont intéressés aux géométries de tiges élastiques pour étudier
les conformations de l’ADN double-brin (Schlick 1995, Olson 1996). Dans ces travaux, la tige
représente l’ensemble de la double-hélice. C’est dans ce contexte que des équations analytiques
des géométries élastiques ont été obtenues, en considérant une courbure intrinsèque nulle, c’est-
à-dire des tiges rectilignes en l’absence de contraintes mécaniques (Benham 1979, Tobias et al.
1994, Shi et Hearst 1994, Shi et al. 1995). Tobias et Olson (1993) ont utilisé la théorie de
l’élasticité des tiges pour étudier l’influence de la courbure intrinsèque sur les conformations
d’équilibre de l’ADN surenroulé. Manning et al. (1996) proposent un modèle tige qui tient compte
de l’influence de la séquence, en lissant les données issues du modèle discret d’angles de coins
(Figure 1.19a) de Bolshoy et al. (1991). Ils déterminent ainsi la courbure intrinsèque locale
de la tige, ainsi que les valeurs des rigidités en flexion et en torsion. La même équipe (Furrer
et al. 2000) utilise ce modèle pour analyser la relation entre la courbure intrinsèque de l’ADN
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circulaire et l’existence de plusieurs équilibres stables de même link (Figure 1.19b). Swigon et al.
(1998) déterminent les configurations d’équilibre de nucléosomes en minimisant l’énergie d’une
tige élastique (Figure 1.19c), et modélisent l’auto-contact pour investiguer minutieusement les
plasmides d’ADN (Coleman et Swigon 2000). Enfin, Hearst et Shi (1995) présentent un tracé 3D
d’une tige en superhélice représentant la chromatine (Figure 1.19d).

The unstressed angles determine the shape of the

minimum-energy configuration of the DNA molecule, but

we also need to know the energy penalty incurred by forcing

the molecule into another shape. The wedge-angle model

assumes that the energy increases quadratically when any of

the Euler angles (u (i),f (i),t (i)) change from their unstressed

values ( û (i),f̂ (i), t̂ (i))
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Thus, this model also includes as parameters the stiffnesses

Ku , Kf , and Kt . Estimates for these stiffnesses are avail-

able from experimental values for the persistence length

~specifying Ku and Kf , from sedimentation, light scattering,

and cyclization experiments! and torsional modulus ~specify-

ing Kt , from fluorescence anisotropy and cyclization!. Im-

plicit in Eq. ~2.3! is the assumption that Ku , Kf and Kt are

the same for all base-pairs. This restriction is due to a lack of

appropriate experimental data to model nonuniform stiff-

nesses, at least at the time of the development of this wedge-

angle model. Given such experimental data, the continuum

model described in this paper could easily be extended to

include sequence-dependent stiffnesses. In addition, the en-

ergy ~2.3! is assumed to be quadratic in the angles; if needed,

higher order terms could be included, e.g., to incorporate

asymmetric effects like DNA’s preference to undertwist

rather than overtwist.17

There is some ambiguity in delimiting the ends of the

DNA molecule. In many applications, it is reasonable to de-

clare that the molecule begins at the first base-pair and ends

at the last base-pair. However, in cyclization ~the focus of

FIG. 1. Discrete model for DNA. Each frame has its origin at the center of

a base-pair, its d3 axis pointing to the next base-pair center, and its d1 axis

pointing to the center of the major groove.

TABLE I. Trifonov ~Ref. 9! and De Santis ~Ref. 10! unstressed angles for the rotation from base-pair i to

base-pair i11. The direction from base-pair i to base-pair i11 will be the 58-to-38 direction on one DNA

strand and the 38-to-58 direction on the other strand. By convention, the name of a base-pair gives the name of

the base on the 58-to-38 strand followed by the name of its partner on the 38-to-58 strand ~e.g., GC!. Base-

pairing and symmetry implies that only 10 of these sets of angles are independent; for example, the relationship

between the GC/AT angles and the TA/CG angles is clear from the table.

Base-pair stack û~Trif! f̂~Trif! t̂~Trif! û~DeS! f̂~DeS! t̂~DeS!

AT/AT 26.5 3.2 35.6 25.4 20.5 35.9

AT/CG 20.9 20.7 34.4 22.5 22.7 34.6

AT/GC 8.4 20.3 27.7 21.0 21.6 35.6

AT/TA 2.6 0.0 31.5 27.3 0.0 35.0

CG/AT 1.6 3.1 34.5 6.8 0.4 34.5

CG/CG 1.2 1.8 33.7 1.3 0.6 33.0

CG/GC 6.7 0.0 29.8 4.6 0.0 33.7

CG/TA 8.4 0.3 27.7 21.0 1.6 35.6

GC/AT 22.7 24.6 36.9 2.0 21.7 35.8

GC/CG 25.0 0.0 40.0 23.7 0.0 33.3

GC/GC 1.2 21.8 33.7 1.3 20.6 33.0

GC/TA 20.9 0.7 34.4 22.5 2.7 34.6

TA/AT 0.9 0.0 36.0 8.0 0.0 34.6

TA/CG 22.7 4.6 36.9 2.0 1.7 35.8

TA/GC 1.6 23.1 34.5 6.8 20.4 34.5

TA/TA 26.5 23.2 35.6 25.4 0.5 35.9
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The unstressed angles determine the shape of the

minimum-energy configuration of the DNA molecule, but

F1
N21

1
E5 ( û ˆi 2

1
i 2~ ii !!2 ~ ii !!2F

2 2(
i50

2G .1
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stiffnesses

K , K , and KKu Kf Kt

DNA molecule. In many applications, it is reasonable to de-

clare that the molecule begins at the first base-pair and ends

at the last base-pair. However, in cyclization

conjecture that multiple equilibria would generate distinct

bands only if their differences in writhe are sufficiently

large.

Motivated by this question, we pursued a statistical study

of the differences in writhe between multiple equilibria. In

particular, we selected from our 200-bp database all mole-

cules having either two nicked minima or two cyclized

minima of the same link (using the case of angle set AS1).

For each such molecule, we computed the difference in

writhes for its pair(s) of multiple minima. We fitted the

distributions of these differences to a Gaussian and found

the best fits to have (approximately) mean zero, with stan-

dard deviation  5 0.018 for nicked and  5 0.017 for

cyclized. Presumably these differences in writhe would be

too small for the multiple minima to be distinguished on a

gel.

However, when we repeated this procedure on our 900-bp

database, we found significantly larger writhe differences;

for pairs of nicked minima  5 0.152, and for pairs of

cyclized minima  5 0.138. In particular, we found several

examples of pairs of minima in 900-bp molecules with

substantial differences in writhe (see Fig. 10). As a further

assessment of the possible differences in writhe, we remark

that among the five 900-bp molecules in Fig. 16, the writhes

of the 13 nicked minima lie between  0.26 and 0.18; in

particular some center lines, especially for the extreme

values of Lk, are quite nonplanar.

It may be interesting to seek to detect such differences in

writhes in gel mobility experiments. However, because of

the long duration of the gel migration experiment (several

minutes), it is not clear that two distinct writhes will be

observed at all; rather, a single band corresponding to an

average mobility might arise. Other experimental tech-

niques could perhaps overcome this limitation: for instance,

electron cryomicroscopy, with its flash-freezing protocol,

may allow one to immobilize configurations close to the

different minima (Dubochet et al., 1992), and therefore such

experimental methods offer the possibility of revealing the

existence of the multiple minima predicted here.

4.1.3. An efficient predictor of multiple minima

Larger intrinsic curvatures create imperfect diagrams fur-

ther from the perfect diagram, which can therefore more

easily exhibit multiple minima. Such curvature enhance-

ment arises, for example, if one assumes larger angle sets

for the same sequence, as exhibited by Figs. 7–9. Alterna-

tively, larger curvatures arise when treating longer DNA for

a fixed angle set, because the nondimensionalized local

curvatures for the (length one) continuum rod are larger.

These effects are illustrated by the statistical study pre-

sented in Section 4.2.

For a given molecular length and angle set, can we

predict which sequences are more likely to exhibit multiple

minima? The only way to know for certain if a given

molecule has multiple minima is to directly compute the set

of equilibria as in Figs. 7–9. However, armed with the

perturbation analysis of Section 2.4, we have a simple

predictor for the existence of multiple minima, namely the

smallness of the integrals  I1(!Lk) and  I2(!Lk) . If multiple

nicked minima are sought, then one should consider intrin-

sic shapes with  I1(!Lk) and  I2(!Lk) small at !Lk 5 0,

because the nicked minimum of the perfect problem occurs

FIGURE 10 Two 900-bp molecules, each exhibiting multiple minima

with a significant difference in writhe. The right part of each figure shows

an E versus Lk bifurcation diagram, as in Figs. 7–9 (but with larger Lk

corresponding to 900 bp). To the left are the physical configurations

corresponding to the two minima (two cyclized minima with Lk5 85 in A,

and two nicked minima in B). The physical configurations are drawn with

their naturally framed ribbons.
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10 Two 900-bp molecules, each exhibiting multiple minima

with a significant difference in writhe. The right part of each figure shows

to the two minima (two cyclized minima with Lk 5 85 in A,

and two nicked minima in B). The physical configurations are drawn with

(a) (b)

digestion (Prunell et al., 1979; Lutter, 1979; Prunell, 1983)
and hydroxyl radical cleavage (Hayes et al., 1990, 1991).
Although calculated values of experimentally measurable
quantities dependent on elastic energy can be sensitive to
changes in h0

b, expressions can be derived for the depen-
dence of such quantities on h0

b, once their values are known
as functions of Lk for a single value of h0

b; results of this type
will be presented later in the paper.

The distance of closest approach, D, tells us how near to
each other come sequentially separated segments of a DNA
molecule. When w  1.45 and N  341 or 359, for each Lk
in 6(N, w, 10.40), the minimum value of  r(s1) ! r(s2) for
sequentially separated points s1 and s2 occurs when s1 and
s2 are the end points sA and sB of 5f, and hence D   r(sA)
! r(sB) . On the other hand, for the corresponding cases
with w  1.70, D is smaller than  r(sA) ! r(sB) . The
smallest value of D in Table 1, namely 2.5 nm, corresponds
to N  341, w  1.70, Lk  32.

To characterize configurations that are “free from self-
contact,” we have followed a common practice and modeled
steric effects by considering a DNA molecule to be a tube of
diameter 2.0 nm. In this sense, the minimum energy con-

figuration  *(341, 1.70, 10.40, 32) is free from self-contact,
and Lk  32 is a valid member of the set 6(341, 1.70,
10.40). However, at the low salt concentrations that are
employed in relaxation experiments on mononucleosomes,
electrostatic repulsion would cause the minimum energy
configuration to differ from  * and have a free energy that
is significantly larger than an estimate based on only the
elastic energy "*

#,w,h0
b(Lk).

Zivanovic et al. (1988) observed that relaxation of mono-
nucleosomes with N 341 yields topoisomers with Lk 31
and 32. We find that these values of Lk are in both 6(341,
1.45, 10.40) and 6(341, 1.70, 10.40) and are the only values
of Lk in those sets. The same experimenters observed that
gel electrophoresis indicates that the product of relaxation
of mononucleosomes with N  359 is the topoisomer with
Lk 33, and only traces of others are present. For N 359,
we find that, in addition to the value 33 of Lk, 6(359, 1.45,
10.40) contains the value 34, and 6(359, 1.70, 10.40) con-
tains the value 32. For N  359, when w  1.45, "*(Lk  
34) $ "*(Lk  33) % 3 kcal/mol, and when w  1.70, "*
(Lk  32) $ "*(Lk  33) % 1.5 kcal/mol, and hence the

FIGURE 3 DNA minicircles in mononucleosomes de-
picted as tubes of diameter 20 Å. The line of view is here
different from that of Fig. 2, but the values of h0

b, w, Lk and
the configurations are as in that figure.

FIGURE 2 Calculated axial curves ! for minimum
energy configurations. The line of view is parallel to the
axis of the core particle, and h0

b is chosen to be 10.40
bp/turn.
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Fig. 2: Three-dimensional (3D) plot of the 30 nm fiber. The 30 nm fiber is

modeled here to contain 6 nucleosomes per turn of the large helix, with each

nucleosome containing 162.5 basepairs of DNA duplex which forms two full turns

of small helix. The total number of turns of small helix is thus 12, as shown in the

figure. The histone octamers in the nucleosomes are invisible. The cylindrical tube

in this figure represents the DNA duplex.  The pitch of the large helix is chosen to

be 15 nm. The cylindrical coordinates of the axis of the DNA are given by the

Eqs.(5a,b,c).

(c) (d)

Figure 1.19. Modélisation de l’ADN par des poutres élastiques. (a) Modèle discret coin-angle
de Bolshoy et al. (1991). Chaque repère a son origine au centre d’une paire de base, son axe d3

qui pointe vers la paire de base suivante, et son axe d1 qui pointe vers le centre du grand sillon.
(b) Deux conformations de même link d’un ADN double-brin circulaire (900 paires de bases),
représentées par une tige élastique dont la trajectoire a été obtenue par Furrer et al. (2000) à
partir du modèle de Manning et al. (1996). (c) Modèles de nucléosomes de 341 paires de bases,
décrits avec une tige élastique par Swigon et al. (1998). Différentes conformations de même link
ou de même writhe sont mises en évidence. (d) Tige élastique en superhélice représentant la
chromatine, obtenue par Hearst et Shi (1995).

Un modèle multi-échelle basé sur l’élasticité des tiges (Figure 1.20) a été développé pour
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déterminer la conformation de l’opéron lactose de la bactérie E. Coli (Balaeff et al. 1999, 2006).
Pour empêcher la transcription de cette séquence d’ADN, une protéine (le répresseur lac) isole le
promoteur du reste de la chaîne en se fixant sur deux sites et en courbant la double-hélice. Selon les
cas, ce mécanisme produit une boucle de 76 ou de 385 paires de bases. Les auteurs ont proposé de
représenter cette boucle par une tige élastique dont le repère local indique l’orientation des paires
de bases. La protéine, simulée en dynamique moléculaire, impose à la tige des conditions aux
limites en position et en orientation. Ces conditions d’encastrement sont utilisées pour calculer
la géométrie de la tige. Cela se traduit par un problème aux limites, résolu par continuation
numérique : deux solutions sont obtenues, et distinguées selon un critère énergétique. Les forces
exercées par la boucle sur la protéine aux points d’encastrement sont calculées via la théorie
de l’élasticité, puis utilisées en dynamique moléculaire pour mettre à jour la structure 3D de la
protéine et donc, obtenir des nouvelles conditions aux limites de la tige. La courbure et la torsion
intrinsèques de l’ADN, son anisotropie ainsi que les forces électrostatiques dues aux charges
négatives des phosphates sont prises en compte. D’après Balaeff et al. (2006), le fait d’ajouter le
modèle de tige élastique à la dynamique moléculaire conduit vers une structure potentiellement
plus proche de la réalité, avec un temps de calcul moindre.

of the structure and dynamics of the protein-DNA complexes

which is presumably closer to reality than what is separately

predicted by either of the two models.

In the present paper, we describe in detail the Kirchhoff

rod model of DNA as used in the multi-scale modeling stud-

ies f25,26g. The classical Kirchhoff equations are extended in
order to describe such physical properties of DNA as the

electric charge f27–30g, intrinsic twist and bend f22,23,31g,
and the anisotropy of DNA bending f22,32–34g. To the best
of our knowledge, this work is the first attempt to tie all these

properties together in a single system of Kirchhoff equations

f35g. All parameters are considered to vary along the DNA

loop in order to account for variations in the DNA sequence.

A fast computational procedure for numerically solving the

extended Kirchhoff equations is developed on the basis of a

continuation algorithm f22,36g.
For a demonstration and analysis of the model, the elastic

rod solutions are obtained for a DNA loop induced by the lac

repressor, a celebrated E. coli protein that became a para-

digm of genetic regulation f1,4,37,38g. The boundary condi-
tions obtained from the protein structure f37g are used to

solve Kirchhoff equations for the loop lengths of 76 and 385

base pairs sbpd which the lac repressor induces in genomic

DNA f4,36,39g. The continuation algorithm yields two solu-

tions for the shorter loop and four solutions for the longer

loop; the solutions are used to extensively analyze such pa-

rameters of the model as the DNA bending anisotropy and

electric charge, and to derive recommendations for future

studies.

The manuscript is divided into five further sections. In

Sec. II, the extended Kirchhoff equations are derived. In Sec.

III, the lac repressor-DNA system is reviewed, the continua-

tion algorithm is discussed, and the elastic rod solutions for

the DNA loops folded by the lac repressor are obtained. In

Sec. IV, the effect of bending anisotropy on the structure and

energy of the DNA loops is analyzed. In Sec. V, adding the

electrostatic interaction terms into Kirchhoff equations is dis-

cussed, including the required changes to the numerical al-

gorithm, and the effect of electrostatics on the lac repressor

loops is analyzed. In Sec. VI, the elastic rod DNAmodel and

its applications in the multi-scale simulations are discussed.

II. THE ELASTIC ROD MODEL FOR DNA

Elastic rod theory f14,40,41g is a natural choice for mod-
eling a long linear polymer, such as DNA f9,10,20g. The
classical theory of elasticity describes the geometry of an

elastic rod sribbond in terms of its centerline rssd
= (xssd ,yssd ,zssd), a three-dimensional curve parametrized by
its arclength s, and a frame of three unit vectors d1ssd, d2ssd,
d3ssd associated with each cross section of the rod fFig.
1sbdg. In the case of DNA, the centerline of the rod follows
the axis of the DNA helix and Watson-Crick base pairs form

cross sections of the DNA “rod” fFigs. 1sad and 1sddg. Below,
we derive the system of equations that describes the me-

chanical equilibrium conformations of such a rod. The equa-

tions of the classical theory f14,17,35,42,43g are modified in
order to account for the specific physical properties of DNA.

The centerline and the vectors d1−3 f45g describe the elas-
tic rod conformation in terms of six variables, as the compo-

nents of all the three vectors d1−3 can be expressed through

three Euler angles fssd , cssd, ussd, which define the rotation
of the local coordinate frame sd1 ,d2 ,d3d relative to the lab

coordinate frame. Alternatively, one can use four Euler pa-

rameters q1ssd, q2ssd, q3ssd, q4ssd f22,42g, subject to the con-
straint

q1
2 + q2

2 + q3
2 + q4

2 = 1. s1d

The Euler parameters allow one to avoid the polar singulari-

ties inherent in the Euler angles f22,42g and are therefore

employed in this paper.

If the elastic rod is inextensible, which is the approxima-

tion considered in this paper, then the tangent to the center

FIG. 1. Elastic rod model of DNA. sad The
elastic rod fitted into an all-atom structure of

DNA. sbd Parametrization of the elastic rod:

shown are the centerline rssd and the intrinsic

local frame sd1 ,d2 ,d3d. scd The principal normal
nssd= r̈ / ur̈u and the binormal bssd=d33n vec-

tors, together with d3, form the natural sFrenet-
Serretd local frame for the 3D curve rssd. sdd A
coordinate frame associated with a DNA base

pair. The vectors are defined according to the

general convention stated in f44g except that d1

and d2 are swapped.
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decomposed into the equilibrium (“intrinsic”) twist V0

[13] of the relaxed rod and the unwinding (or overwinding)

dV, so that V  V0 1 dV. The curvatures and the twist

form the vector of strains $k [16], which determines the

spatial rate of rotation of the local coordinate frame along

s:

Ù$di  $k 3 $di ,
$k  sk1, k2, Vd (1)

(the dot denotes the derivative with respect to s).

To complete the geometrical description of the rod, we

use the constraint of inextensibility, which requires that

the normal $d3 coincide with the tangent to the centerline:

Ù$r  $d3 . (2)

The dynamical variables of the model are the elastic

forces $nssd and torques $mssd, which are required to be in

equilibrium with all nonelastic forces $fssd and torques $gssd
at every cross section in the rod [16]:

Ù$n 1
Ù$fssd  0, Ù$m 1 Ù$g 1 Ù$r 3 $n  0 . (3)

We assume that no body forces or torques act upon the

DNA and disregard the long-range interactions, as stated

above; therefore, $f  0, $g  0.

To complete the dynamical description of the rod, we

assume the linear dependence of the elastic torques $m on

the curvatures k1, k2, and the unwinding dV [16]:

$m  A1k1
$d1 1 A2k2

$d2 1 CdV $d3 . (4)

Here C is the DNA twisting modulus, and A1  aC,

A2  bC are the moduli of DNA bending about $d1

and $d2, i.e., towards the DNA backbone and grooves,

respectively [17]. We set a  16y15 and b  4y15 [19]

to account for the anisotropic flexibility of DNA [9].

Finally, the geometrical equations (1),(2) and the dy-
namical equations (3),(4) are made dimensionless [23]

and combined into a 13th order Kirchhoff system of dif-

ferential equations, as in [24]. The system poses a bound-

ary value problem when supplemented with the location

of the ends of the modeled loop and the orientation of the

DNA cross section at either end, derived from the crystal

structure [6].

The solutions to the system yield the geometry of the

elastic rod [$rssd, $kssd] which equilibrates the elastic forces
$nssd and torques $mssd and minimizes the energy

U 

Z 1

0

µ
ak

2
1

2
1

bk
2
2

2
1

dV2

2

∂

ds . (5)

Iterative procedure.—An iterative continuation method

is used to solve the boundary value problem. The

iterations start from a known exact solution, namely,

from that for a self-equilibrated planar circular loop with

coinciding ends and a circular cross section (a  b 

0.5). Then the boundary conditions and the elastic moduli

a and b are changed to achieve the desired values.

Each change is gradually accomplished during a separate

iteration cycle, consisting of a number of iteration steps.

A solution obtained in each step is used as an initial guess

for the next step. The next solution is computed by a

numerical boundary value problem solver COLNEW [25],

which uses a damped quasi-Newton method to construct

the solution as a set of collocating splines.

Three iteration cycles are carried out. First, the far

(s  1) end of the loop is moved to the correct location.
Second, the far end is rotated to adopt the correct

orientation. Third, the elastic moduli a and b are

changed to the chosen values 16y15 and 4y15. The

resulting numerical solution smoothly connects the DNA

segments in the crystal structure [6] and presents a

minimum of the elastic energy functional (5).

However, the obtained solution is not unique, as the

boundary conditions do not uniquely specify the DNA

linking number (Lk), a topological property combining the

writhe (coiling) of the centerline and the net twist of the

rod [7–12]. In order to find the value of Lk minimizing

the elastic energy (5), we split the continuation procedure

after the second iteration cycle and rotate the far end of

the loop by multiples of 2p around its axis $d3 in a series

of supplementary iteration cycles.

A new solution does emerge after one turn of the far

end. The next turn, however, restores the original solution

due to a self-crossing by the rod during the iterations.

This event, not prevented in our model, reduces the Lk

by 4p and turns out to be more energetically favorable

than going to higher Lk solutions. Further turns of the

far end flip the rod between the two solutions, hence

termed “odd” and “even” according to the number of the

supplementary iteration cycles.

The odd and the even solutions (Fig. 2a) remain differ-

ent through the 3rd and 4th iteration cycles. At the end of

FIG. 2. (a) Elastic DNA loops, resulting from the odd (o) and
the even (e) solutions of Eqs. (1)–(4) bridge the disjoint DNA
segments in the crystal structure [6]. (b) Top view shows that
the odd loop is roughly confined to the plane, perpendicular to
the protein-bound DNA segments.
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Figure 1.20. Modèle multi-échelle proposé par Balaeff et al. pour déterminer la conformation
de l’opéron lactose de la bactérie E. Coli, déformé par le répresseur lac. (a) La double-hélice est
représentée par une poutre élastique. (b) Cette poutre élastique est caractérisée par sa trajectoire
r(s) et son repère local (d1,d2,d3). (c) Le repère local est en rotation par rapport au repère de
Frenet autour de la tangente t = d3. (d) Le repère local est utilisé pour représenter les paires de
bases. Les vecteurs unitaires sont tournés de π/2 autour de d3 par rapport à la convention de
Tsukuba (Olson et al. 2001). (e) La géométrie de la poutre est calculée en résolvant le problème
aux limites imposé par la protéine : deux solutions sont obtenues par continuation numérique,
puis distinguées selon un critère énergétique. Figures de Balaeff et al. (1999, 2006).

Ainsi, la démarche de modélisation moléculaire proposée par Balaeff et al. se traduit en un
problème de mécanique des milieux continus : imposer des conditions d’encastrement (position
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et orientation relatives des extrémités) à une tige élastique. Le même problème est apparu dans
l’approche Biopolymer Chain Elasticity (BCE) développée au Laboratoire Jean Perrin (LJP),
et appliquée sur les boucles d’acides nucléiques simple-brin en épingle à cheveux. La résolution
efficace de ce problème pour toutes conditions d’encastrement est l’un des principaux objectifs
de la thèse, parce qu’elle semble indispensable à l’implémentation de modèles robustes fondés
sur la théorie de l’élasticité.

3 L’approche BCE

Biopolymer Chain Elasticity (BCE) est une approche de modélisation moléculaire qui postule
que les chaînes de biopolymères se comportent comme des poutres élastiques. Elle utilise donc la
théorie de l’élasticité, avec différents niveaux d’approximation, pour calculer les conformations de
ces molécules. Une conséquence fondamentale de cette approche, présentée en sous-section 3.1,
est de proposer une représentation multi-échelle et hiérarchique de la molécule qui décompose
efficacement le calcul de sa structure tridimensionnelle. BCE a été appliquée avec succès aux
boucles d’ADN et d’ARN en épingle à cheveux (Pakleza et Cognet 2003, Santini et al. 2003,
2009, Baouendi et al. 2012), en suivant trois étapes expliquées en sous-section 3.2. Toutefois,
des problèmes de mécanique doivent être résolus pour généraliser la méthode à tous types de
structures : cela est discuté en sous-section 3.3. L’objectif principal de la thèse est de fournir les
outils nécessaires à la résolution de ces problèmes.

3.1 Une approche multi-échelle et hiérarchique

BCE est une approche multi-échelle, c’est-à-dire qu’elle ne représente pas la molécule de la
même façon selon l’échelle de longueur considérée. A une échelle bien choisie (de l’ordre de la
longueur de persistance) dite globale, la molécule est supposée suffisamment longue pour être
représentée par un modèle continu, et en même temps suffisamment rigide pour que ce modèle
soit une tige élastique en grande déformation. Pour des longueurs plus importantes, la molécule
est regardée comme un assemblage de plusieurs tiges élastiques. Dans ce cas, les liaisons entre
éléments peuvent être de différentes natures selon le problème traité (continuité géométrique
ou discontinuité angulaire), mais s’accompagnent systématiquement de discontinuités en efforts
et/ou en moments. Pour des longueurs plus faibles (généralement, quelques résidus) dites in-
termédiaires, la chaîne est manipulée comme un ensemble de blocs rigides d’atomes (résidus ou
parties de résidus). Enfin, à l’échelle locale (quelques atomes), la position 3D de chaque atome
est ajustée par minimisation d’énergie. Ainsi, le niveau de détail est adapté à l’échelle, ce qui
réduit le nombre de degrés de liberté du modèle géométrique.

BCE est aussi une approche hiérarchique, c’est-à-dire qu’elle établit un ordre de priorité entre
les différentes échelles. Dans les approches de modélisation habituelles, une seule fonction d’éner-
gie est utilisée pour décrire en même temps les interactions fortes, comme les liaisons covalentes,
et les interactions faibles telles les liaisons hydrogène. Dans le cas de déformations importantes
de la molécule à l’échelle globale, il est alors fréquent d’aboutir à des contraintes mécaniques
élevées à l’échelle locale, qu’il faut ensuite relâcher progressivement. Avec l’approche BCE, ce
problème est résolu en décomposant la modélisation en plusieurs étapes. D’abord, la molécule est
déformée à l’échelle globale en utilisant le modèle de tige élastique. Ensuite, les positions relatives
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des bases sont optimisées à l’aide du modèle de blocs rigides d’atomes. En dernier, les positions
atomiques locales sont corrigées. Cet ordre hiérarchique des échelles considérées (globale −→ in-
termédiaire −→ locale) offre une façon plus naturelle de déformer les molécules. D’un point de
vue géométrique, il est alors plus facile de contrôler la conformation globale sans engendrer de
modifications irréalistes des coordonnées internes.

Étant donnée cette idée fondamentale d’une approche multi-échelle et hiérarchique, plusieurs
types de simulations peuvent être implémentées : mécanique/dynamique moléculaire, modes nor-
maux, Monte Carlo, etc. A l’échelle globale, une tige élastique peut être utilisée pour représenter
soit l’ensemble des deux brins d’un acide nucléique, soit une seule chaîne sucre-phosphate. Ce
dernier cas nous intéresse particulièrement car il a été très peu proposé dans la littérature, es-
sentiellement parce que les chaînes simple-brin sont considérées comme trop flexibles pour être
modélisées par une tige élastique. Toutefois, les résultats obtenus avec BCE pour des boucles
en épingle à cheveux montrent que le modèle de tige élastique appliqué à l’ADN ou l’ARN
simple-brin peut conduire à des structures remarquablement bonnes.

3.2 Exemple : détermination d’une structure en épingle à cheveux

D’excellentes superpositions entre résultats théoriques et expérimentaux ont en effet été ob-
tenues pour des structures en épingle à cheveux d’acides nucléiques. La méthode utilisée pour
déterminer ces structures 3D a évolué au cours des années, et est présentée ici dans sa version
la plus récente. Elle se décompose en trois étapes : (i) la construction d’une structure de départ
à l’aide de la théorie de l’élasticité, (ii) l’optimisation de la conformation par rotation des bases
(considérées comme des blocs rigides) et (iii) l’obtention de la structure finale par minimisation
d’énergie à l’échelle locale (atomique).

3.2.1 Construction d’une structure de départ

Tout d’abord, les positions 3D des atomes de la tige en double-hélice (d’ADN-B ou d’ADN-
A) sont calculées à partir des résultats de Chandrasekaran et Arnott (1989) pour les plateaux
de bases, et de dynamique moléculaire pour les angles de torsion de la chaîne sucre-phosphate.
Les hélices obtenues sont tracées dans un repère cartésien orthonormé direct, choisi suivant la
convention de Cambridge (Diekmann 1989) pour le dernier plateau de paire de bases de la tige.
Ensuite, une courbe en hélice {rH(s)} est superposée à chaque brin de la structure 3D de la
double-hélice (Figure 1.21a) :

rH(s) =


xH(s) = ρ0 cos(s/lt + ϕ)

yH(s) = ρ0 sin(s/lt + ϕ)

zH(s) = pz/(2π) (s/lt)

(1.29)

où

ρ0 est le rayon de l’hélice,
pz est le pas de l’hélice,
ϕ est l’angle de déphasage de l’hélice,

lt =
√
ρ2

0 + (pz/2π)2 est la longueur d’un tour d’hélice divisée par 2π.
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Figure 1.21. Construction de la structure de départ. (a) Une poutre élastique est associée à
chaque brin de la tige en double-hélice. (b) Un simple-brin en hélice régulière (en bleu) est généré
avec la séquence de la boucle. (c) La géométrie de la poutre élastique décrivant la boucle est
calculée en résolvant le problème aux limites imposé par la tige. (c-e) La conformation de la
boucle est obtenue en "repliant" le simple-brin sur la poutre élastique. Figure de Santini (2005).

Les valeurs des paramètres ρ0, pz et ϕ sont ajustées numériquement de façon à minimiser la dis-
tance entre la courbe en hélice et les atomes C5’, C4’, C3’, O3’ et P du squelette du brin considéré.

Les extrémités des courbes associées aux deux hélices de la tige définissent des conditions aux
limites pour la poutre élastique décrivant la boucle. Plus précisément, elles définissent la position
et l’orientation relatives des tangentes extrêmes. Toutefois, elles ne donnent pas d’information
sur la torsion physique de la poutre, i.e. l’orientation des sections autour de la tangente. Pour y
remédier, on fait l’hypothèse que cette information est donnée par le repère de Frenet des hélices.
Il serait cependant judicieux d’utiliser les atomes des chaînes latérales pour définir plus préci-
sément cette torsion physique. D’autre part, les courbes en hélice ne donnent pas d’information
sur l’état de contrainte et d’énergie de la tige double-brin. Pour une modélisation complète de
cette dernière, il est donc nécessaire de déterminer les poutres élastiques représentant les deux
brins d’acide nucléique, c’est-à-dire possédant les mêmes trajectoires que les courbes en hélice et
dont la torsion physique est cohérente avec l’orientation des chaînes latérales.

Ces poutres donnent les conditions d’encastrement complètes de la boucle, exprimées comme
la position et l’orientation relatives des deux repères attachés aux sections extrêmes. La longueur
de la boucle étant évaluée à partir de sa séquence, la géométrie de la poutre qui la représente est
calculée en résolvant le problème aux limites ainsi posé avec la théorie de l’élasticité des poutres.

Une fois que la poutre élastique de la boucle est déterminée, il s’agit d’obtenir la position
3D de chacun de ses atomes. Pour ce faire, un simple brin en hélice régulière est généré avec la
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séquence de la boucle (en bleu sur la Figure 1.21b), puis une courbe en hélice lui est associée
comme précédemment pour la tige, et la poutre élastique correspondante est déterminée. Ensuite,
les atomes de ce brin sont regroupés en blocs rigides : on passe à une modélisation à l’échelle
intermédiaire. Les blocs sont définis sur la Figure 1.22a. A chaque bloc, on associe un repère
attaché à une section de la poutre élastique. L’abscisse curviligne de ce repère local est donnée par
la projection sur la poutre élastique d’un des atomes du bloc, appelé atome pivot. Dans ce repère,
les coordonnées des atomes du bloc sont constantes et peuvent être entièrement déterminées. Pour
aboutir à la structure 3D de la boucle, il suffit de définir les repères de chaque bloc sur la poutre
élastique qui la représente, en utilisant les mêmes abscisses curvilignes que pour le simple brin
d’hélice régulière généré. Ces repères sont alors utilisés pour obtenir la position de chaque atome.
En résumé, l’opération consiste à "replier" un simple-brin sur la poutre élastique de la boucle
(Figure 1.21c-e).
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Figure 1.22. Modélisation à l’échelle intermédiaire. (a) Définition des blocs rigides d’atomes.
(b) Influence de la déformation globale de la molécule sur les positions relatives des blocs. Figure
de Santini (2005).

Comme illustré sur la Figure 1.22b, ce "repliement" modifie les positions relatives entre blocs
adjacents. Toutefois, les valeurs des coordonnées internes (longueurs et angles de liaisons, angles
de torsion) sont globalement préservées par rapport à celles de l’hélice avant repliement (Santini
2005). Ainsi, la structure obtenue grâce à la théorie de l’élasticité constitue un bon point de
départ, à partir duquel des raffinements aux échelles intermédiaire et locale peuvent être effectués.

3.2.2 Optimisation de la conformation par rotation des bases

A l’issu de l’opération de repliement, les orientations des bases de la boucle ne sont géné-
ralement pas correctes, car elles ne satisfont pas les contraintes d’encombrement stérique. Elles
doivent donc être corrigées. Pour ce faire, trois degrés de liberté (Ω, χ,Θempil) par base sont défi-
nis (Figure 1.23). L’angle Ω caractérise l’orientation du sucre et de la base autour de la tangente
à la trajectoire de la poutre élastique. Il s’applique aux blocs C3’ et C4’, autour des tangentes
aux abscisses curvilignes s(C3’) et s(C4’) respectivement. L’angle χ caractérise l’orientation de la
base autour de la liaison glycosidique (C1’-N9 pour les purines et C1’-N1 pour les pyrimidines).
Enfin, l’angle de redressement d’empilement Θempil caractérise l’orientation du sucre et de la
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Figure 1.23. Degrés de liberté utilisés pour ajuster l’orientation des bases. (a) Angles Ω et χ
de rotation autour de la tangente et de la liaison glycosidique respectivement. (b) Angle Θempil
de redressement d’empilement. Figures de Santini (2005).

base autour de l’axe (Oempil,Vempil) défini par

s(Oempil) =
s(C5’) + s(O3’)

2
, (1.30)

Vempil = Videal ×Vglyco , (1.31)

où

Oempil est un point sur la trajectoire de la poutre élastique,

Videal est le vecteur unitaire normal au plan qu’aurait décrit, dans le cas d’une hélice, une base
supplémentaire empilée sur le dernier plateau de la tige,

Vglyco est le vecteur unitaire donnant la direction de la liaison glycosidique.

Les valeurs des angles Ω et χ sont déterminées à partir des données structurales dont on
souhaite tenir compte (RMN, PDB, etc.). L’angle de redressement d’empilement n’est en principe
utilisé que pour les bases extrémales de la boucle, dans le cas où elles se ré-apparient. Il est choisi
à la valeur Θempil = Θexclu qui place les atomes de la base redressée à une distance moyenne de
3.34 Å du plan de la dernière paire de bases de la tige.

Ces trois rotations ne modifient pas la trajectoire de la boucle. En revanche, la rotation d’angle
Ω induit une discontinuité des angles de torsion qui n’est pas toujours réaliste. Par conséquent,
elle est généralement suivie d’un traitement qui répartit continûment la variation des angles de
torsion.
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3.2.3 Minimisation d’énergie

La conformation obtenue après optimisation par rotation des bases est déjà très proche d’un
minimum global d’énergie. Pour l’améliorer, une courte minimisation d’énergie est effectuée avec
les méthodes classiques de mécanique moléculaire à l’échelle atomique. Cette relaxation finale
ajuste les positions 3D des atomes en modifiant très peu la structure globale mise en place lors
des manipulations aux échelles supérieures. Enfin, des dynamiques moléculaires peuvent être
démarrées à partir de la structure obtenue. Les simulations testées ont mis en évidence la bonne
stabilité structurelle des épingles à cheveux élaborées avec l’approche BCE, ainsi que l’accord
qui en résulte avec les données de la RMN.

3.3 Vers une généralisation de la méthode

En fin de compte, la méthode utilisée pour calculer des épingles à cheveux avec BCE pose
deux problèmes de mécanique des poutres élastiques :

(i) superposer une poutre élastique à chaque brin de la tige en double-hélice,

(ii) déterminer la géométrie de la poutre décrivant la boucle, en résolvant le problème aux
limites posé par la double-hélice.

Le problème (i) se pose car les courbes en hélice associées aux brins d’acide nucléique par un
algorithme de minimisation de distance ne donnent pas l’orientation des sections, ni le chargement
mécanique de la structure. Il faut donc déterminer les poutres élastiques ayant les mêmes rayon,
pas et déphasage que ces hélices, et dont la torsion physique est cohérente avec l’orientation des
chaînes latérales. Une fois ce premier problème résolu, les conditions d’encastrement de la boucle
sur la tige sont définies et donc, le problème (ii) est posé.

Pour généraliser cette démarche de résolution de conformation à tous types de structures, on
souhaite résoudre efficacement ces deux problèmes. C’est l’un des objectifs de la thèse.

4 Objectifs de la thèse

La motivation principale de la thèse réside dans l’idée que l’utilisation de la mécanique des
tiges élastiques peut résoudre certaines des difficultés rencontrées lors de la modélisation des
acides nucléiques. Cela se décline en plusieurs objectifs détaillés en sous-section 4.1. Toutefois,
le comportement des tiges élastiques est suffisamment riche pour décrire une grande variété de
problèmes. De fait, nous souhaitons également exploiter les développements de cette thèse dans
différentes thématiques de biophysique, mécanique et robotique. Ces objectifs à plus long terme
sont mentionnés dans la sous-section 4.2.

4.1 Pour la modélisation des acides nucléiques

La richesse structurelle des acides nucléiques étant importante, il est nécessaire de classer les
différentes conformations existantes, c’est-à-dire de définir des propriétés géométriques ou méca-
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niques pour les comparer. Cela ne peut se faire qu’en proposant des modèles simplifiés, comme
les empilements de bases de 3DNA ou les courbes de Curves+. Le modèle de poutre élastique
nous semble particulièrement approprié pour cette tâche, car il donne un grand nombre d’infor-
mations (trajectoire, orientation des sections donc des chaînes latérales, chargement mécanique,
énergie) à partir de peu de paramètres. Ainsi, un premier objectif de la thèse est de proposer
une classification des géométries de poutres élastiques à l’équilibre, à savoir :

• repérer toutes les géométries particulières, potentiellement assimilables à des structures
d’acides nucléiques connues (notamment, les hélices),
• dégager des propriétés géométriques simples des poutres élastiques,
• montrer que la richesse structurelle de ces poutres est suffisante pour représenter une très

grande partie des conformations d’acides nucléiques.

Cette classification doit fournir une vision globale du problème de repliement des poutres élas-
tiques, avec l’objectif de représenter schématiquement l’espace conformationnel des acides nu-
cléiques. Elle est étudiée dans les chapitres 2 et 3.

En plus d’un outil de classification, l’approche BCE a pour objectif de déterminer les confor-
mations 3D des molécules. Il a été vu en sous-section 3.3 que cela nécessite la résolution de
problèmes de mécanique des tiges élastiques. En particulier, il s’agit de résoudre le problème aux
limites pour imposer des conditions d’encastrement, i.e. des positions et orientations relatives
des sections extrémales. Cela est l’objet du chapitre 4.

4.2 Sur une perspective plus large

Les poutres élastiques peuvent représenter une grande variété de problèmes à diverses échelles
de longueur.

En modélisation moléculaire, leur application peut certainement s’étendre à d’autres biopoly-
mères que les acides nucléiques. En particulier, ces modèles décrivent correctement le comporte-
ment mécanique des protéines (Lapidus et al. 2002, Storm et al. 2005) et des fibres bactériennes
(Guhados et al. 2005). D’autre part, le développement de l’origami depuis 2006 (Rothemund
2006, Douglas et al. 2009) a abouti à la construction d’architectures nanométriques d’ADN avec
une précision atomique. Des nanosystèmes et même des nanorobots d’ADN ont été élaborés, et
pourraient être utilisés dans diverses tâches médicales comme l’acheminement de médicaments
contre le cancer (Jiang et al. 2012, Amir et al. 2014). La modélisation de ces nouveaux systèmes
est nécessaire pour améliorer leur conception, et peut faire intervenir l’élasticité des poutres
(Kauert et al. 2011, Kim et al. 2011). Dans la même idée, les nanotubes de carbone jouent un
rôle prépondérant dans la construction de NEMS (Nano-Electro-Mechanical Systems) puisqu’ils
pourraient servir à la conception de capteurs, systèmes de stockage ou de conversion d’énergie,
sondes, etc. (Baughman et al. 2002). A nouveau, les poutres élastiques sont utilisées pour les
modéliser (Aydogdu 2009).

Le succès des NEMS s’accompagne de diverses problématiques, qui doivent être étudiées
avec des outils adaptés à cette échelle où les phénomènes physico-chimiques à modéliser sont
très particuliers. En réponse à ce besoin, l’équipe NANO-D de l’Inria de Grenoble développe
SAMSON (Software for Adaptive Modeling and Simulation Of Nanosystems), une plateforme
pour la modélisation des nanosystèmes (NANO-D). SAMSON fonctionne avec une architecture
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ouverte, de façon à ce que chaque utilisateur puisse étendre le programme et l’adapter à ses
besoins en développant de nouveaux modules. Ainsi, un module utilisant la méthode BCE pour la
modélisation moléculaire ou, plus spécifiquement, la conception de nanosystèmes biologiques est
envisagé. A l’ISIR, une simulation interactive de la déformation des molécules avec retour d’effort
a été développée dans SAMSON (Bolopion et al. 2010, 2011). L’association entre l’approche BCE
et l’algorithme de contrôle utilisé dans cette simulation pourrait offrir une immersion encore plus
intuitive dans le milieu moléculaire.

A une échelle un peu plus grande, le développement des MEMS (Micro-Electro-Mechanical
Systems) peut conduire à divers problèmes traités avec la théorie de l’élasticité, comme l’influence
de la capillarité sur les micro-leviers (Neukirch et al. 2007). Les mouvements oscillatoires de
poutres élastiques peuvent également être utilisés pour représenter les modes de locomotions
de systèmes ou d’animaux à des échelles très différentes : microrobots (Oulmas et al. 2017),
cellules (Qian et al. 2008), serpents (Dal Corso et al. 2017), lamproies, anguilles et serpents
aquatiques (McMillen et Holmes 2006) par exemple. A l’échelle macroscopique, la théorie de
l’élasticité intervient dans de nombreux problèmes, comme la simulation du système vibrissal de
mammifères (Goss et Chaouki 2016, Claverie et al. 2016), l’insertion de cathéters flexibles en
radiologie (Kratchman et al. 2017), la conception de ressorts non-linéaires (Fang et Chen 2013),
la prédiction du mouvement des cheveux (Bertails et al. 2006) ou encore le guidage de câbles
sous-marins (Goyal et al. 2008, Wicks et al. 2008).

En robotique, un nouveau thème émerge autour des structures continûment déformables, qui
offrent de nouvelles possibilités par rapport aux chaînes articulées (Majidi 2014). Ce thème en
plein essor, désigné par "robotique souple" (soft robotics), s’intéresse à la conception de robots
avec des matériaux aux propriétés élastiques et rhéologiques proches des organes et des tissus
biologiques : fluides, gels et élastomères. Ces nouveaux robots seront plus adaptés pour inter-
agir avec l’être humain en toute sécurité, et évoluer dans des environnements surcontraints. Ce
contexte offre de nouvelles applications au modèle de poutre élastique en grandes déformations.

En fournissant une classification des géométries de poutres élastiques, ainsi qu’un nouveau
moyen de les calculer à partir de contraintes géométriques, nous espérons apporter une contri-
bution dans quelques-unes de ces thématiques, en plus de la modélisation des acides nucléiques.
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Expression analytique des tiges
élastiques

Sommaire
1 La statique des tiges élastiques et ses problématiques . . . . . . . . 44

1.1 La représentation géométrique des frères Cosserat . . . . . . . . . . . . 44
1.2 Les équations d’équilibre des tiges élastiques . . . . . . . . . . . . . . . 45
1.3 Les classifications disponibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2 Mise en place du formalisme de Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.1 Les équations d’équilibre de l’elastica idéale . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.2 Les constantes du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3 Intégration analytique des équations d’équilibre . . . . . . . . . . . . 56
3.1 Expression analytique des trajectoires élastiques . . . . . . . . . . . . . 56
3.2 Expression analytique des directeurs de Cosserat . . . . . . . . . . . . . 60
3.3 Propriétés des tiges élastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.4 Cas de force nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

43



44 Chapitre 2. Expression analytique des tiges élastiques

1 La statique des tiges élastiques et ses problématiques

On appelle tige ou poutre tout corps allongé dont les dimensions transverses sont petites par
rapport à la dimension longitudinale. Si de plus, l’objet retrouve sa forme d’origine après avoir
été déformé, il s’agit d’une tige élastique.

L’étude des déformations de tels corps est très ancienne. En 1638, Galilée s’intéresse à la
résistance d’une poutre encastrée dans un mur à une extrémité, et chargée à l’extrémité libre. En
1678, l’anglais Robert Hooke pose les fondements de la théorie de l’élasticité linéaire en déclarant
que l’allongement d’un corps est proportionnel aux forces auxquelles il est soumis. Depuis, de
nombreux scientifiques se sont succédés sur le sujet. Le XVIIIe siècle est marqué par d’impor-
tantes avancées sur la flexion plane et la torsion unidimensionnelle des poutres, avec entre autres
les apports de Jacques Bernoulli, Leonhard Euler, Charles-Augustin Coulomb et Joseph-Louis
Lagrange. Beaucoup de contributions importantes sur les déformations 3D des tiges élastiques
sont dues à des scientifiques français du XIXe siècle. On peut citer notamment Augustin-Louis
Cauchy, Gabriel Lamé, Siméon Denis Poisson, Barré de Saint-Venant, et Henri Navier. En 1821,
ce dernier publie les équations différentielles décrivant l’équilibre d’un corps élastique, homogène
et isotrope. En analysant cet article, Cauchy établit la loi de Hooke généralisée. Toutefois, le phy-
sicien allemand Gustav Kirchhoff est le premier, en 1859, à poser véritablement les fondements
de la théorie des poutres en grandes déformations tridimensionnelles. Un aspect particulièrement
révolutionnaire de ses travaux est qu’il n’émet aucune hypothèse sur les relations de comporte-
ment à l’échelle d’une section : il les déduit de la loi de Hooke généralisée. D’autre part, Kirchhoff
démontre que les équations d’équilibre des tiges élastiques sont équivalentes aux équations dy-
namiques décrivant la rotation d’un corps rigide autour d’un point fixe. Par la suite, Augustus
E. H. Love parvient à définir précisément la torsion physique d’une poutre hors du plan. Pour ce
faire, il généralise au cas 3D l’hypothèse d’Euler-Bernoulli selon laquelle les sections sont rigides
et restent perpendiculaires à l’axe de la tige. Son traité (Love 1893) regroupe la quasi-totalité
des connaissances sur les poutres à son époque, et sert de référence encore aujourd’hui. Enfin,
la dernière étape décisive vers la formulation moderne de la théorie des poutres est franchie au
tournant du XXe siècle par deux frères français, Eugène et François Cosserat. Leur description
géométrique des tiges spécifie complètement l’état déformé, grâce à un repère local (les directeurs)
attaché aux sections.

Malgré ces nombreuses contributions, l’équilibre des tiges élastiques en grandes déformations
3D pose encore des difficultés. Dans cette section, le formalisme moderne est présenté avec les
problématiques qui y sont attachées. En sous-section 1.1, la géométrie d’une poutre est décrite à
l’aide des directeurs de Cosserat. Les équations d’équilibre sont ensuite établies à partir du suivi
des déformations, du bilan mécanique et des relations de comportement (sous-section 1.2). Enfin,
les difficultés liées au paramétrage des configurations des tiges sont discutées en sous-section 1.3.

1.1 La représentation géométrique des frères Cosserat

On appelle configuration initiale la géométrie d’une tige au repos, et configuration déformée sa
géométrie lorsqu’elle est soumise à des efforts et/ou des moments non nuls. Toute configuration
initiale est habituellement définie comme le volume balayé par une surface plane (éventuelle-
ment variable) dont le centre géométrique décrit une ligne, la fibre neutre, à laquelle elle reste
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perpendiculaire. On appelle alors section toute intersection entre la tige au repos et un plan per-
pendiculaire à la fibre neutre. Pour caractériser une configuration déformée, il suffit de déterminer
la nouvelle trajectoire de la fibre neutre ainsi que les changements de géométrie et d’orientation
des sections.

On se place dans le cadre de l’hypothèse de Navier-Bernoulli (Neukirch 2009), où les sections
sont considérées comme des solides indéformables. Dans ces conditions, la théorie des directeurs
de Cosserat (Antman 2005) peut être utilisée pour décrire toute configuration déformée dans un
repère {O, (ex, ey, ez)} par l’association de deux éléments : (i) la trajectoire {r(S) = OG(S)}
de la fibre neutre et (ii) le repère local de Darboux {G(S),di=1,2,3(S)} attaché aux sections.
L’abscisse curviligne S introduite est une mesure de la longueur d’arc sur la fibre neutre en confi-
guration initiale, mais pas nécessairement en configuration déformée. Le vecteur r(S) s’interprète
alors comme la position en configuration déformée du point d’abscisse S en configuration initiale.
La Figure 2.1 illustre la description de Cosserat dans un cadre plus restreint que l’hypothèse de
Navier-Bernoulli : celui d’Euler-Bernoulli, où l’énergie de cisaillement est négligée. Dans ce der-
nier cas, les sections restent perpendiculaires à la fibre neutre et le vecteur de base d3 est tangent
à la trajectoire.

d3(S)

d1(S) d2(S)

ex

ey

ez

O
G(S)

r(S)

Figure 2.1. Représentation géométrique d’une tige de section circulaire uniforme sous l’hypo-
thèse d’Euler-Bernoulli. Les vecteurs de base du repère de Darboux, aussi appelés directeurs de
Cosserat, donnent l’orientation des sections. La torsion physique est également rendue par les
couleurs sur la surface de la tige : la partie en vert donne l’orientation de d2.

1.2 Les équations d’équilibre des tiges élastiques

1.2.1 Suivi des déformations

Pour écrire les équations d’équilibre des tiges élastiques, il faut dans un premier temps suivre
les déformations qu’elles subissent, c’est-à-dire les écarts de géométrie entre la configuration
initiale et la configuration déformée.

Sous l’hypothèse de Navier-Bernoulli, les déformations sont caractérisées par les variations
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des vecteurs υ et Ω :

υ = r′ =
3∑
i=1

υidi , (2.1)

Ω =
1

2

3∑
k=1

dk × d′k =
3∑
i=1

Ωidi . (2.2)

La dérivée par rapport à l’abscisse curviligne S est notée avec une apostrophe ′. Les compo-
santes υi représentent les déformations associées au cisaillement (i = 1, 2) et à l’extension (i = 3)
tandis que les composantes Ωi représentent les déformations associées à la flexion (i = 1, 2) et à
la torsion (i = 3).

Le vecteur Ω, appelé vecteur de Darboux, peut être défini de façon équivalente par la relation
suivante, obtenue avec la formule de Gibbs :

d′i = Ω× di (2.3)

dont l’inverse donne

Ω1 = d′2 · d3 , Ω2 = d′3 · d1 , Ω3 = d′1 · d2 . (2.4)

Il peut également être vu comme la "vitesse" instantanée de rotation des sections avec l’abscisse
curviligne S. La Figure 2.2 définit les angles d’Euler ZY Z (ψ,θ,φ) qui transforment la base
(ex, ey, ez) en la base locale de Darboux (d1,d2,d3), tel que

di = Ei,1ex + Ei,2ey + Ei,3ez , (2.5)

où Ei,j désigne le coefficient à la ligne i et à la colonne j de la matrice

E =

 cosψ cosθ cosϕ− sinψ sinϕ sinψ cosθ cosϕ+ cosψ sinϕ −sinθ cosϕ
−cosψ cosθ sinϕ− sinψ cosϕ −sinψ cosθ sinϕ+ cosψ cosϕ sinθ sinϕ

cosψ sinθ sinψ sinθ cosθ

 . (2.6)

Figure 2.2. Angles d’Euler ZY Z : (ψ,ϕ) ∈ [0, 2π[2 et θ ∈ [0, π].

On a alors
Ω = ψ′ez + θ′v2 + ϕ′d3 , (2.7)

où v2(s) = −sin(ψ)ex + cos(ψ)ey.

En définitive, les vecteurs de déformation linéaire ε et angulaire χ sont donnés par

ε = υ − υ̂ , (2.8)
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χ = Ω− Ω̂ , (2.9)

où X̂ est la valeur de la variable X en configuration initiale. Les directeurs sont choisis de façon
à ce que

υ̂ = r̂′ = d̂3 . (2.10)

1.2.2 Equilibre mécanique

On considère une tige de longueur L en configuration initiale, dont le chargement mécanique
en configuration déformée est le suivant :

• Deux forces ponctuelles R0 et RL appliquées aux extrémités S = 0 et S = L ;
• Une force linéique f par unité de longueur initiale ;
• Deux couples C0 et CL appliqués aux extrémités S = 0 et S = L ;
• Un moment linéique m par unité de longueur initiale.

L’état de contrainte de toute section d’abscisse S est décrit par l’action mécanique exercée sur
le tronçon [0, S] de la tige par le tronçon [S,L]. Cette action est caractérisée par une force
résultante F(S) et un moment M(S) au centre géométrique de la section.

L’écriture de l’équilibre mécanique d’un tronçon [S, S + dS] donne les équations d’équilibre
locales : {

F′ + f = 0
M′ + r′ × F + m = 0 .

(2.11a)
(2.11b)

Les conditions aux limites en S = 0 et en S = L sont
F(0) = −R0

M(0) = −C0

F(L) = RL

M(L) = CL .

(2.12a)
(2.12b)
(2.12c)
(2.12d)

En intégrant le système (2.11) de S = 0 à S = S, on obtient les équations d’équilibre globales :
F(S) = F(0)−

∫ S

0
f(S) dS

M(S) = M(0)− (r(S)− r(0))× F(0) +

∫ S

0
(r(S)− r(S))× f(S) dS −

∫ S

0
m(S) dS .

(2.13a)

(2.13b)

Pour une tige de trajectoire connue, les conditions aux limites (2.12) avec l’écriture du système
(2.13) en S = L donnent les relations entre les forces et couples aux deux extrémités.

1.2.3 Relations de comportement

Le matériau est supposé hyperélastique linéaire, homogène et isotrope. Si les sections sont
symétriques par rapport à l’un des axes (G,d1) ou (G,d2), cela implique les relations de com-
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portement suivantes entre les forces/moments et les déformations :

Fi = F · di = Li(S)(υi(S)− υ̂i(S)) ,

Mi = M · di = Ki(S)(Ωi(S)− Ω̂i(S)) ,

(2.14a)

(2.14b)

où Li(S) représentent les rigidités en cisaillement (i = 1, 2) et en extension (i = 3), et Ki(S) les
rigidités en flexion (i = 1, 2) et en torsion (i = 3).

Lorsque la tige représente un milieu continu (ce qui n’est pas le cas des acides nucléiques),
ces rigidités peuvent s’écrire

L1(S) = L2(S) = GA(S) ,

L3(S) = EA(S) ,

K1(S) = EI1(S) ,

K2(S) = EI2(S) ,

K3(S) = GI3(S) ,

(2.15a)
(2.15b)
(2.15c)
(2.15d)
(2.15e)

où E est le module d’Young, G = E/[2(1 + ν)] le module de glissement, ν le coefficient de
Poisson, A(S) l’aire de la section d’abscisse S, et Ii(S) le moment géométrique de cette section
par rapport à l’axe di(S). Si on note (XS , YS) les coordonnées d’un point quelconque de la section
d’abscisse S dans le repère {G(S), (d1(S),d2(S))},

I1(S) =

∫∫
Y 2
S dXdY ,

I2(S) =

∫∫
X2
S dXdY ,

I3(S) =

∫∫
(X2

S + Y 2
S ) dXdY .

(2.16a)

(2.16b)

(2.16c)

Si la section de la tige est la même partout, alors les rigidités Li et Ki sont constantes.

1.2.4 Equations d’équilibre

Les systèmes (2.1), (2.3) et (2.11) donnent 18 équations scalaires, dont les variables peuvent
être reliées par l’intermédiaire des lois de comportement (2.14). Cependant, le système (2.3) se
réduit à 6 équations scalaires au lieu de 9 si on considère que seuls les vecteurs d1 et d3 sont des
inconnues, puisque d2 = d3 × d1. On obtient donc 15 équations différentielles ordinaires.

Pour écrire ces équations, on reprend ici les expressions de Neukirch (2009). L’équilibre mé-
canique (2.11) est écrit dans le repère local de Darboux D(S). Cela nécessite de dériver la force
F et le moment M dans ce repère. En notant R le repère global {O, (ex, ey, ez)}, on a

dX
dS

∣∣∣∣
D(S)

=
dX
dS

∣∣∣∣
R
−Ω×X (2.17)
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pour toute variable vectorielle X. Ainsi, le système (2.11) devient

F ′1 = F2 Ω3 − F3 Ω2 − f1 ,

F ′2 = F3 Ω1 − F1 Ω3 − f2 ,

F ′3 = F1 Ω2 − F2 Ω1 − f3 ,

M ′1 = M2 Ω3 −M3 Ω2 + F2 υ3 − F3 υ2 −m1 ,

M ′2 = M3 Ω1 −M1 Ω3 + F3 υ1 − F1 υ3 −m2 ,

M ′3 = M1 Ω2 −M2 Ω1 + F1 υ2 − F2 υ1 −m3 .

(2.18a)
(2.18b)
(2.18c)
(2.18d)
(2.18e)
(2.18f)

Ensuite, les équations cinématiques (2.1) et (2.3) sont écrites dans le repère global :

x′ = υ1 d1x + υ2 d2x + υ3 d3x ,

y′ = υ1 d1y + υ2 d2y + υ3 d3y ,

z′ = υ1 d1z + υ2 d2z + υ3 d3z ,

d′1x = Ω3 d3y d1z − Ω3 d3z d1y − Ω2 d3x ,

d′1y = Ω3 d3z d1x − Ω3 d3x d1z − Ω2 d3y ,

d′1z = Ω3 d3x d1y − Ω3 d3y d1x − Ω2 d3z ,

d′3x = Ω2 d1x − Ω1 d3y d1z + Ω1 d3z d1y ,

d′3y = Ω2 d1y − Ω1 d3z d1x + Ω1 d3x d1z ,

d′3z = Ω2 d1z − Ω1 d3x d1y + Ω1 d3y d1x .

(2.19a)
(2.19b)
(2.19c)
(2.19d)
(2.19e)

(2.19f)
(2.19g)
(2.19h)

(2.19i)

Le nombre d’inconnues est réduit par les relations de comportement (2.14) :

υ1 = L−1
1 F1 + υ̂1 = L−1

1 F1 ,

υ2 = L−1
2 F2 + υ̂2 = L−1

2 F2 ,

υ3 = L−1
3 F3 + υ̂3 = L−1

3 F3 + 1 ,

Ω1 = K−1
1 M1 + Ω̂1 ,

Ω2 = K−1
2 M2 + Ω̂2 ,

Ω3 = K−1
3 M3 + Ω̂3 .

(2.20a)

(2.20b)

(2.20c)

(2.20d)

(2.20e)

(2.20f)

En définitive, les 15 équations (2.18) et (2.19) font intervenir 15 fonctions inconnues Fi, Mi,
x, y, z, d1x, d1y, d1z, d3x, d3y et d3z. La géométrie et l’état mécanique obtenus en les intégrant
dépendent des 22 grandeurs scalaires L, Li, Ki, Ω̂i, fi, mi, Fi(0) et Mi(0). Les conditions aux
limites en S = 0 sur la position et les directeurs ne font que générer des mouvements de corps
rigides et ne sont par conséquent pas comptées. Considérons une tige élastique de longueur L et de
rigidités Li et Ki constantes (mais inconnues), de configuration initiale connue (les déformations
Ω̂i sont connues) et dont le chargement ne comprend ni force linéique, ni moment linéique.
L’ensemble des configurations d’équilibre déformées de cette tige est un espace de dimension 13.
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1.3 Les classifications disponibles

1.3.1 Cadre de l’étude : l’elastica idéale

La dimension élevée de l’ensemble des configurations d’équilibre des tiges élastiques constitue
une première difficulté pour la classification. Pour cette raison, l’étude est restreinte à des poutres
qui obéissent aux hypothèses de l’elastica idéale :

• La tige est une elastica, i.e. elle ne se déforme ni en extension, ni en cisaillement. Ceci
valide l’hypothèse d’Euler-Bernoulli selon laquelle les sections restent toujours perpendi-
culaires à la fibre neutre. De plus,

Li = 0 , υ = r′ = d3 ; (2.21)

• La tige est une elastica de Kirchhoff, i.e. son comportement est hyperélastique linéaire ;
• Le matériau est homogène, isotrope, et la tige est de section constante telle que

I1 = I2 = cste , K1 = K2 = cste = K0 ; (2.22)

• En configuration initiale (i.e. au repos), la fibre neutre est droite et la tige est prismatique,
soit

Ω̂i(S) = 0 . (2.23)

On suppose également que la poutre n’est soumise à aucun chargement linéique (ni en force,
ni en moment). En particulier, son poids est négligé.

Sous ces hypothèses, l’espace à classer est de dimension 9. Il s’agit de l’ensemble des valeurs
prises par L, K0, K3, Fi(0) et Mi(0). Le nombre de paramètres est encore trop important pour
la classification, mais nous allons voir qu’il peut être réduit.

1.3.2 Contexte et difficultés

Gustav Kirchhoff a démontré que les équations d’équilibre des tiges élastiques sont formel-
lement équivalentes aux équations décrivant la dynamique d’une toupie, i.e. d’un solide rigide
en rotation autour d’un point fixe. Chaque mouvement possible de la toupie correspond à une
géométrie de poutre à l’équilibre. Cette comparaison est connue sous le nom d’analogie statique-
dynamique de Kirchhoff. Dans le cadre de l’elastica idéale, la toupie équivalente est celle de
Lagrange, qui possède une symétrie de révolution et donc, deux moments principaux d’inertie
égaux. Dans ce cas, les équations sont intégrables et Joseph-Louis Lagrange a exprimé les solu-
tions analytiques en 1788 (Goldstein 1980), avec des fonctions spéciales que Niels H. Abel et Carl
G. J. Jacobi ont formalisé ultérieurement et que Adrien-Marie Legendre a appelées elliptiques.
Beaucoup plus tard, John H. Maddocks a montré que les équations statiques et dynamiques des
tiges élastiques peuvent être écrites comme un système Hamiltonien (Dichmann et al. 1996).
L’elastica idéale à l’équilibre correspond au cas intégrable où l’Hamiltonien H est constant et
vaut

H =
1

2
M ·Ω + F · d3 . (2.24)
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Cette grandeur n’a pas d’interprétation physique pour les tiges élastiques, mais il s’agit de l’éner-
gie totale de la toupie équivalente (Van der Heijden et Thompson 2000).

Les équations d’équilibre de l’elastica idéale sont par conséquent intégrables. La trajectoire
de la fibre neutre ainsi que l’orientation des sections peuvent être exprimées avec des fonctions
elliptiques de Jacobi (Benham 1979, Tsuru 1987, Tobias et al. 1994, Shi et Hearst 1994, Starostin
1996). Pour y parvenir, les différents auteurs ont dû utiliser des paramétrages spécifiques des
équations d’équilibre. Systématiquement, trois des paramètres sont des combinaisons de gran-
deurs indépendantes de l’abscisse curviligne : la norme de la force F, le moment autour de l’axe
de cette force, le moment autour de la tangente et l’Hamiltonien. Ces grandeurs sont appelées
intégrales premières. Les auteurs ont également défini le repère global judicieusement, de façon
à ce que les équations se simplifient en coordonnées cylindriques. Enfin, ils ont adimensionné
les équations en modifiant les unités de longueur et de force, ce qui réduit déjà le nombre de
paramètres de 9 à 7. Les descriptions obtenues ont l’avantage de hiérarchiser le problème : parmi
les 7 paramètres utilisés, les trois combinaisons d’intégrales premières suffisent pour obtenir les
trajectoires élastiques infinies. Deux autres paramètres sont nécessaires pour obtenir les direc-
teurs de Cosserat, et les deux derniers servent à sélectionner une portion de tige infinie. Il devient
alors raisonnable de rechercher une classification de l’ensemble des trajectoires infinies, qui est
de dimension 3.

Cependant, il n’est pas toujours facile de relier les paramètres utilisés à des quantités phy-
siques interprétables. Souvent, l’influence de ces paramètres sur la géométrie de la poutre n’est
pas intuitive. Il est donc nécessaire de définir et d’exprimer analytiquement des caractéristiques
géométriques selon lesquelles les configurations d’équilibre seraient classées. Dans cette idée, plu-
sieurs classifications intéressantes ont déjà été proposées pour des cas particuliers de tiges. Par
exemple, l’elastica 2D a été complètement classée par Euler. Gabor Domokos, en Hongrie, s’est
ensuite intéressé aux bifurcations liées à l’apparition de solutions parasites lors de la discrétisa-
tion des équations d’Euler (Domokos et Holmes 1993). En Angleterre, Alan Champneys, Michael
Thompson, et Gert van der Heijden ont calculé les propriétés géométriques des poutres de tra-
jectoire hélicoïdale et homocline (Van der Heijden et Thompson 2000). Alain Goriely et John
H. Maddocks ont également proposé une classification des tiges en hélice (Chouaieb et al. 2006).
Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur les poutres fermées, avec ou sans auto-contact (Domokos
1995, Dichmann et al. 1996, Starostin 2004). Sébastien Neukirch et Michael E. Henderson ont
classé les tiges élastiques bi-encastrées dont les tangentes sont alignées (Neukirch et Henderson
2002, Henderson et Neukirch 2004).

Une étape importante vers une classification géométrique plus générale a été accomplie par
Nizette et Goriely (1999), qui ont regroupé la majorité de ces cas en un seul formalisme. Deux
des paramètres utilisés sont les cosinus des valeurs extrémales de l’inclinaison de la tangente à
la trajectoire par rapport à la force. Le troisième paramètre semble plus délicat à interpréter,
mais il est lié au module des fonctions elliptiques. Cette paramétrisation n’est toutefois pas en-
tièrement bijective : quatre configurations de tige correspondent à un seul jeu de paramètres.
Selon les problèmes étudiés, cela peut être un inconvénient. De plus, nous souhaiterions ajou-
ter une représentation graphique des frontières entre les classes de solutions, qui améliorerait la
compréhension des bifurcations. Enfin, en dehors des cas particuliers (trajectoires planes, hélices,
homoclines, tiges fermées), les géométries de poutres élastiques ne sont pas encore entièrement
caractérisées. Plusieurs auteurs ont toutefois observé une structure géométrique générale, où la
trajectoire de la fibre neutre s’enroule autour d’une hélice moyenne (Nizette et Goriely 1999,



52 Chapitre 2. Expression analytique des tiges élastiques

Kehrbaum et Maddocks 1997). Il reste à caractériser plus précisément cette structure en défi-
nissant des propriétés géométriques intuitives et en classant les trajectoires en fonction de ces
propriétés.

Pour résoudre ces problématiques de classification, il faut étudier en détail les expressions
analytiques de la trajectoire et de l’orientation des sections. C’est ce qui est présenté dans ce
chapitre. Il n’existe probablement pas une seule alternative, mais nous avons choisi d’utiliser le
formalisme de Lev D. Landau et Evgeny M. Lifshitz (Landau et al. 1986). Comme nous allons
le voir, ce formalisme décrit toutes les trajectoires infinies de tiges élastiques à l’équilibre avec
trois paramètres (λ, tP , a) que l’on peut facilement relier aux forces et moments agissant sur les
sections. Le cas où la tige est soumise uniquement à des moments et à aucune force doit être traité
séparément, mais il est paramétré par tP . A chaque jeu de paramètres correspond une unique
solution, excepté sur un segment de l’espace (λ, tP , a) où deux solutions se superposent. Comme
mentionné plus haut, l’intégration analytique implique le choix d’un repère global judicieux,
dans lequel les trajectoires "s’enroulent" autour de l’axe z. Cela a pour résultat de supprimer
automatiquement les mouvements de corps rigides. Pour ces raisons, le formalisme de Landau
nous semble particulièrement adapté à une classification, tout en autorisant une implémentation
robuste des équations dans un code. Cette classification sera l’objet du chapitre 3.

2 Mise en place du formalisme de Landau

Dans cette section, le cadre du formalisme de Landau est posé. En sous-section 2.1, les équa-
tions différentielles sont réécrites sous les hypothèses de l’elastica 3D idéale. En sous-section 2.2,
les constantes (λ, tP , a) sont exprimées, et une interprétation physique est donnée à chacune
d’entre elles.

2.1 Les équations d’équilibre de l’elastica idéale

Sous les hypothèses énoncées au paragraphe 1.3.1, les équations d’équilibre se simplifient.

2.1.1 Repère de Frenet

L’absence d’extension implique que ||r′|| = 1 et que l’abscisse curviligne S est une mesure de
la longueur d’arc. Dans ce cas, la courbure locale de la fibre neutre s’écrit

κ = ||r′′|| . (2.25)

Avec l’elastica idéale, il est intéressant d’introduire le repère de Frenet {G, (n,b, t)} défini par

n = r′′/κ , t = r′ , b = t× n . (2.26)

Ce repère local satisfait les relations de Frenet

t′ = r′′ = κ n , n′ = −κ t + tG b , b′ = −tG n , (2.27)
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où la grandeur tG = −b′ · n est appelée torsion géométrique.

L’absence de déformation en cisaillement dans l’elastica idéale implique que le repère de
Frenet {G, (n,b, t)} et le repère de Darboux d’une section d’abscisse S sont en rotation l’un par
rapport à l’autre autour de t = d3. Une conséquence de cela est que la déformation angulaire Ω
se décompose simplement dans la base de Frenet. En effet, l’équation (2.3) pour i = 3 donne

t′ = Ω× t . (2.28)

En multipliant vectoriellement cette égalité par t et en utilisant la formule de Gibbs pour le
double produit vectoriel, on obtient

Ω = t× t′ + (Ω · t)t = κb + Ωt t , (2.29)

où Ωt = Ω · t est la densité de torsion physique (nous verrons en 2.2 que Ωt est constante). La
binormale b de Frenet donne donc la direction de la flexion locale. Sachant que Ωt = Ω3, cela
implique

κb = Ω1d1 + Ω2d2 et κ =
√

Ω2
1 + Ω2

2 . (2.30)

2.1.2 Equations de trajectoire

En l’absence de chargement linéique, les équations d’équilibre locales (2.11) deviennent

{
F′ = 0
M′ + r′ × F = 0

(2.31a)
(2.31b)

et les équations d’équilibre globales (2.13) se simplifient comme suit :

{
F(S) = F(0) = F
M(S) = M(0)− (r(S)− r(0))× F .

(2.32a)
(2.32b)

Comme la section est supposée constante et que la courbure intrinsèque de la tige est nulle,
l’équations (2.29) transforme les relations de comportement (2.14b) en

M = K0 κb +K3 Ωt t . (2.33)

En combinant (2.32b) et (2.33) on aboutit à l’équation différentielle vectorielle donnant la tra-
jectoire de la fibre neutre :

M = K0 r′ × r′′ +K3 Ωt r′ = F× r + MO , (2.34)

avec

MO = M(0)− F× r(0) . (2.35)
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2.1.3 Equations d’orientation des sections

Les composantes du vecteur Ω dans le repère de Darboux, données en (2.4), peuvent être
exprimées en fonction des angles d’Euler (ψ, θ, φ) définis en (2.5). On obtient

Ω1 = Ω · d1 = θ′sin(ϕ)− ψ′sin(θ)cos(ϕ) (2.36a)

Ω2 = Ω · d2 = θ′cos(ϕ) + ψ′sin(θ)sin(ϕ) (2.36b)

Ω3 = Ω · d3 = Ωt = ψ′cos(θ) + ϕ′. (2.36c)

D’autre part, la relation (2.33) avec (2.30) s’écrit aussi

M = K0Ω1d1 +K0Ω2d2 +K3Ω3d3 . (2.37)

Avec (2.5), (2.36) et (2.37) on trouve que{
M · ez = ψ′

(
K0 + (K3 −K0)cos2θ

)
+K3ϕ

′ cosθ

M · d3 = K3

(
ψ′ cosθ + ϕ′

)
,

(2.38a)

(2.38b)

d’où les équations différentielles suivantes :
ψ′ =

M · ez −M · d3 cosθ
K0 (1− cos2 θ)

ϕ′ =

(
1

K3
− 1

K0

)
M · d3 +

M · d3 −M · ez cosθ
K0 (1− cos2 θ)

.

(2.39a)

(2.39b)

M·ez etM·d3 sont des constantes (cf. sous-section 2.2). Les équations (2.39) sont donc intégrables
dès lors que la trajectoire est connue, puisque θ dépend uniquement de la tangente t.

2.2 Les constantes du problème

2.2.1 Intégrales premières

Le principe de chaque méthode d’intégration analytique des équations (2.34) et (2.39) est
d’utiliser les constantes du problème, ou intégrales premières, pour paramétrer les configurations
d’équilibre.

Avec l’équation (2.32a) on remarque facilement que la force F agissant sur chaque section
est, dans le cas de l’elastica idéale, indépendante de l’abscisse curviligne. De même, l’équation
(2.32b) montre que M ·F est constant. En utilisant les équations (2.31b) et (2.33), on s’aperçoit
également que

d

dS
(M · t) = K3

dΩt

dS
=
dM
dS
· t + M · dt

dS
= 0 , (2.40)

donc la composante M · t du moment est elle aussi indépendante de l’abscisse curviligne.

La dernière constante est l’Hamiltonien H défini par l’équation (2.24). Avec les équations
(2.29) et (2.33), cette grandeur peut s’écrire

H =
1

2
K0 κ

2 +
1

2
K3 Ω2

t + F · t , (2.41)
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et sa dérivée par rapport à S,
dH

dS
= K0 κκ

′ + F · t′ . (2.42)

Avec (2.31b) et en dérivant (2.33) par rapport à S,

M′ = F× t = K0 κ
′b +K0 κb′ +K3 Ωt t′ . (2.43)

En effectuant l’opération t′× (2.43) et en utilisant la formule de Gibbs sur le double produit
vectoriel, on obtient bien

K0 κκ
′ = −F · t′ , (2.44)

donc H ′ = 0.

Les paramètres utilisés dans le formalisme de Landau sont des combinaisons des constantes
F, M · F, M · t et H. Ils sont définis uniquement dans le cas F 6= 0 ; si F = 0, les trajectoires
des tiges sont des hélices étudiées en sous-section 3.4.

2.2.2 Les paramètres de Landau (λ, tP , a)

Le premier paramètre, λ, est la composante du moment M sur l’axe de la force F, divisée par
la norme de F :

λ =
M · F
F 2

, (2.45)

où F = ||F|| > 0.

Le second paramètre, tP , est proportionnel à la densité de torsion physique :

tP =
1

K0
M · t =

1

K0
M · d3 =

K3

K0
Ωt . (2.46)

En notant M⊥F = M−
(
M · F/F 2

)
F, le troisième paramètre, a, est défini par

a =
2

F
F · t +

1

K0F
||M⊥F||2. (2.47)

Cette grandeur sans dimension peut être vue comme la somme des contributions de la traction
(ou compression) et de la composante du moment orthogonale à la force. Avec les équations
(2.33), (2.41), (2.45) et (2.46), a peut s’écrire

a = 2
H

F
+

(
1− K0

K3

)
K0

F
t2P −

F

K0
λ2 . (2.48)

Ce paramètre est donc bien une combinaison des constantes F , M · F, M · t et H.

2.2.3 Diagrammes de phases

Le fait que l’Hamiltonien H soit constant induit une relation relativement simple entre l’angle
d’Euler θ et sa dérivée par rapport à S (Van der Heijden et Thompson 2000). En effet, les
équations (2.30), (2.36a) et (2.36b) impliquent que

κ2 = Ω2
1 + Ω2

2 = (θ′)2 + (ψ′)2 sin2θ . (2.49)
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Avec les équations (2.39a), (2.45) et (2.46) on aboutit à

U =
1

2
K0(θ′)2 + V (θ) = cste , (2.50)

où

U = H − K2
0

2K3
t2P , V (θ) =

(λF −K0 tP cosθ)2

2K0 sin2θ
+ F · t . (2.51)

En choisissant le repère global de telle sorte que la force F soit parallèle à l’axe (O, ek), on obtient
que F · t = F cosθ. V est alors une fonction de θ paramétrée par les constantes du problème.
L’équation (2.50) est souvent utilisée pour tracer des diagrammes de phase θ′ = f(θ) et obtenir
des informations sur l’allure de la trajectoire.

3 Intégration analytique des équations d’équilibre

Dans cette section, les configurations d’équilibre sont complètement exprimées avec le forma-
lisme de Landau. En sous-section 3.1, les trajectoires infinies sont exprimées analytiquement en
suivant les développements de Tobias et al. (1994). Des précisions sont ajoutées, comme l’expres-
sion analytique des racines (u1, u2, u3) et les termes correctifs nécessaires à la prise en compte
des singularités. En sous-section 3.2, la méthode de Nizette et Goriely (1999) est suivie pour
exprimer analytiquement les directeurs de Cosserat avec les paramètres (λ, tP , a). Une symétrie
est mise en valeur dans la sous-section 3.3. Enfin, le cas particulier où aucune force n’agit sur la
tige est traité en sous-section 3.4. A notre connaissance, c’est la première fois qu’une description
si complète est faite avec le formalisme de Landau.

3.1 Expression analytique des trajectoires élastiques

Dans cette sous-section, l’équation (2.34) est intégrée analytiquement pour obtenir l’ensemble
des trajectoires possibles de tiges élastiques à l’équilibre. On s’intéresse uniquement aux trajec-
toires infinies, qui peuvent êtres exprimées en fonction des trois paramètres (λ, tP , a).

3.1.1 Abscisse curviligne des tiges infinies

L’abscisse curviligne utilisée pour les tiges de trajectoire infinie est notée s ∈ R. Avant tout
développement, il est nécessaire de lui choisir une origine. Pour l’abscisse S des tiges de longueur
finie, S = 0 a été choisie à l’une des extrémités : cela n’est évidemment pas possible pour s, qui
décrit l’ensemble des réels.

L’équation (2.41) implique que la courbure κ a une valeur maximale. En effet la force F est
constante et la tangente t est unitaire, donc le produit F · t est minoré par −F . Une analyse plus
minutieuse, à partir des diagrammes de phase θ′ = f(θ), montre que F · t a une valeur minimale
(Antman et Jordan 1975). On choisit comme référence s = 0 l’abscisse à laquelle ce minimum
pour F · t et maximum pour κ est atteint. Par la relation (2.33) entre le moment et la courbure,
ce point est aussi un maximum pour la norme deM. Il vérifie donc κ′(0) = 0 etM(0) ·M′(0) = 0.
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En utilisant les équations (2.31b) et (2.44), on s’aperçoit que n(0) est orthogonal à F et que t(0),
M(0) et F sont coplanaires.

Ces propriétés sont utiles pour proposer un choix de repère global judicieux, dans lequel les
équations de trajectoires peuvent être intégrées analytiquement.

3.1.2 Repère global de Landau

Le repère global {O, (ex, ey, ez)} est choisi sous une forme particulière, notée {O, (ei, ej , ek)},
telle que

ek =
1

F
F , ei = −n(0) , r(0) =

1

F
(M(0) · ej) ei . (2.52)

On rappelle que la courbure κ est maximale en s = 0, donc seules les configurations droites
vérifient κ(0) = 0. Dans ce cas, n(0) n’est pas défini mais le vecteur unitaire ei peut être choisi
arbitrairement.

Ce choix de repère global implique que le terme constant MO des équations de trajectoire,
défini en (2.35), vérifie

MO · ei = M(0) · ei = K0 κ(0)b(0) · ei +K3 Ωt t(0) · ei = 0 , (2.53)

MO · ej = M(0) · ej − F× r(0) · ej = 0 , (2.54)

et avec l’équation (2.34),

MO = (M(0) · ek) ek = (M · ek) ek = λF ek . (2.55)

Ainsi le repère choisi réduit la force constante F à une grandeur scalaire, et il annule toutes
les composantes de MO perpendiculaires à F. De fait dans l’équation (2.34), le produit F × r
apparaît comme la composante de M orthogonale à la force. On en déduit que

||M⊥F|| = ||F× r|| = ||r⊥ek || F , (2.56)

où r⊥ek = r− (r · ek) ek.

3.1.3 Equation de trajectoire adimensionnée

L’adimensionnement des équations réduit de deux le nombre de paramètres en regroupant en
une seule configuration :

• Toutes les tiges dont les géométries diffèrent seulement d’une homothétie (adimensionne-
ment des longueurs) ;
• Toutes les tiges de même géométrie dont les états mécaniques (F,M) diffèrent d’une

homothétie (adimensionnement des forces).

Tobias et al. (1994) ont choisi d’utiliser
√

2K0/F comme unité de longueur. Nous préférons

µ̃ =
√
K0/F , (2.57)
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parce que cela conduit à des diagrammes de bifurcations plus symétriques. Nous choisissons
également F comme unité de force. A partir de ce paragraphe, toutes les grandeurs avec dimension
sont notées avec un tilde ˜ pour les distinguer de leur forme adimensionnée. La dérivée par
rapport à l’abscisse avec dimension s̃ est notée avec un prime ′, tandis que la dérivée par rapport
à l’abscisse adimensionnée s est notée avec un point ˙ :

F̃ = F̃ F M̃ = µ̃F̃ M r̃ = µ̃ r

κ̃ = (1/µ̃) κ λ̃ = µ̃ λ t̃P = (1/µ̃) tP X ′ = (1/µ̃)Ẋ
(2.58)

A l’aide des relations (2.46) et (2.55), cet adimensionnement transforme l’équation de trajectoire
(2.34) en

M(s) = ṙ× r̈ + tP ṙ = ek × r + λ ek . (2.59)

3.1.4 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cartésiennes adimensionnées sont notées (x, y, z), tel que

r(s) = x(s)ei + y(s)ej + z(s)ek . (2.60)

Pour résoudre l’équation de trajectoire adimensionnée (2.59), on utilise les coordonnées cylin-
driques (ρ, φ, z) :

x = ρ cos(φ) , y = ρ sin(φ) . (2.61)

On note u = ρ2 = ||r⊥ek ||2. Avec le repère global choisi en 3.1.2 et l’équation (2.56), la définition
de a en (2.47) devient

a = 2 ż +
F

K0
ũ = 2 ż + u . (2.62)

En calculant aussi (2.59)·t puis en isolant u̇2 = 4u ρ̇2 dans la relation

||ṙ|| = 1 , soit ρ̇2 + φ̇2 u+ ż2 = 1 , (2.63)

qui traduit l’inextensibilité de la tige, l’équation de trajectoire (2.59) devient

ż(s) =
1

2
(a− u)

φ̇(s) =

(
tP − (a− u)

λ

2

)
1

u

u̇(s) = ±
√
p3(u) ,

(2.64a)

(2.64b)

(2.64c)

où p3(u) est un polynôme de degré trois, de racines (u1, u2, u3), défini par

p3(u) = −
(
ε3u

3 + ε2u
2 + ε1u+ ε0

)
= −(u− u1)(u− u2)(u− u3) (2.65)

et
ε0 = (λa− 2tP )2, ε1 = 4λtP − 2λ2a+ a2 − 4, ε2 = λ2 − 2a, ε3 = 1. (2.66)
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3.1.5 Racines de p3(u)

Pour intégrer (2.64c), il est nécessaire de factoriser p3(u). Les solutions sont donc exprimées
en fonction de ses racines (u1, u2, u3). Ces dernières peuvent être reliées aux paramètres (λ, tP , a)
en résolvant le système

u1 + u2 + u3 = −ε2 = 2a− λ2

u1u2 + u1u3 + u2u3 = ε1 = 4λtP − 2λ2a+ a2 − 4

u1u2u3 = −ε0 = −(λa− 2tP )2 ≤ 0 .

(2.67a)

(2.67b)

(2.67c)

Le discriminant ∆ de p3(u) est

∆ = ∆(λ, tP , a) = −(4p3 + 27q2) , (2.68)

avec

p = p(λ, tP , a) = −1

3
ε2

2 + ε1 , q = q(λ, tP , a) =
2

27
ε3

2 −
1

3
ε1ε2 + ε0 . (2.69)

Les racines uk (k = 1, 2, 3) sont toutes réelles si et seulement si ∆ ≥ 0, et dans ce cas elles sont
exprimées comme suit (Cox 2012) :

uk = uk(λ, tP , a) =
1

3
(2a− λ2) + 2

√
−p

3
cos
(

1

3
arccos

(
−q

2

√
−27

p3

)
+

2kπ

3

)
. (2.70)

Cette définition a l’avantage de classer automatiquement les racines réelles dans l’ordre croissant :
u1 ≤ u2 ≤ u3. Le cas p = 0 ne se produit que lorsque ∆ = 0 et conduit à une racine triple
uk = (2a− λ2)/3.

3.1.6 Solutions

Sous les conditions exposées au chapitre 3, le système (2.64) a des solutions. Quand u3 6= 0,
ces solutions sont exprimées avec des fonctions elliptiques de Jacobi et des intégrales elliptiques
de module m et de caractéristique n définis par

m =
u3 − u2

u3 − u1
, n =

u3 − u2

u3
. (2.71)

En sous-section 2.1 du chapitre 3, il est démontré que les poutres qui vérifient u3 = 0 ont toutes
des trajectoires rectilignes unidimensionnelles.

Pour exprimer les solutions dans le cas u3 6= 0, les équations (2.64a) et (2.64b) ainsi que
l’inverse de l’équation (2.64c) sont intégrées de u à u3 (Tobias et al. 1994). Après un changement
de variable sin2Ψ = (u3 − u)/(u3 − u2), on obtient

Ψ(s) = am(cΨs,m) , avec cΨ =
1

2

√
u3 − u1 , (2.72)



60 Chapitre 2. Expression analytique des tiges élastiques

où am(·,m) représente la fonction amplitude de Jacobi, et

u(s) = u3 − (u3 − u2) sn2 (cΨ s,m)

φ(s) =
1

2
λs+

2 tP − λa
2 cΨ u3

Π(n,Ψ(s),m) + φcor(s)

z(s) =
1

2
(a− u1)s− 2 cΨE(Ψ(s),m)

(2.73a)

(2.73b)

(2.73c)

où φcor(s) est un terme correctif pour tenir compte des singularités lorsque la trajectoire intersecte
l’axe z :

φcor(s) =

{
(bs/sper − 1/2c+ 1)π si n = 1 et m 6= 1

0 sinon
. (2.74)

sn(·,m) est la fonction sinus de Jacobi et E(·,m), Π(n, ·,m) sont les intégrales elliptiques de la
seconde et de la troisième espèce respectivement. L’annexe A donne les expressions des fonctions
et intégrales elliptiques utilisées. b·c est la fonction partie entière.

Lorsque m 6= 1, la fonction u(s) de (2.73a) est périodique de période

sper =
2K(m)

cΨ
, (2.75)

où K(m) = F (π/2,m) est l’intégrale elliptique complète de première espèce. De plus, u2 et u3

sont respectivement les valeurs minimale et maximale de u(s) et

u(0) = u3 , u (sper/2) = u2 . (2.76)

Lorsque m = 1, la fonction u(s) n’admet pas de période.

La coordonnée angulaire φ(s) de (2.73b) varie sur tout R. Elle est par conséquent continue
tant que la trajectoire n’intersecte pas l’axe z. Comme φ(0) = 0, la partie entière de φ(s)/2π
est le nombre de tours effectués par r⊥ek autour de ek de 0 à s (positif si les tours sont dans le
sens trigonométrique et négatif dans le cas contraire). Lorsque n = 1, ce qui équivaut à u2 = 0,
le terme proportionnel à Π(n,Ψ(s),m) dans (2.73b) doit être considéré comme nul. Dans ce cas,
la valeur corrective φcor(s) est nécessaire pour ajouter π à φ(s) à chaque fois que la trajectoire
intersecte l’axe z.

Le système (2.73) donne l’expression analytique de presque toutes les trajectoires élastiques
infinies, paramétrées par seulement trois constantes (λ, tP , a). Pour une vision complète de l’elas-
tica idéale, il faut encore ajouter les poutres droites (pour lesquelles u3 = 0) obtenues en sous-
section 2.1 et les configurations de force nulle étudiées en sous-section 3.4.

3.2 Expression analytique des directeurs de Cosserat

Les directeurs de Cosserat peuvent être obtenus de deux manières. Premièrement, il est pos-
sible d’exprimer les angles d’Euler ZY Z (ψ, θ, ϕ) qui orientent (d1,d2,d3) dans (ei, ej , ek).
Deuxièmement, l’angle ζ entre le repère de Darboux et le repère de Frenet peut être calculé.
Quelque soit la méthode, les directeurs sont exprimés en fonction des trois paramètres (λ, tP , a)
et de deux paramètres additionnels (ϕ(0),K3/K0) ou (ζ(0),K3/K0).
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3.2.1 Expression des angles d’Euler

Après adimensionnement, les équations d’orientation des sections (2.39) ainsi que l’équation
(2.64a) donnent



ψ̇(s) =
λ− tP zθ
1− z2

θ

ϕ̇(s) =

(
K0

K3
− 1

)
tP +

tP − λzθ
1− z2

θ

zθ(s) = ż(s) =
1

2
(a− u) ,

(2.77a)

(2.77b)

(2.77c)

où l’on note zθ = cos(θ) = t · ek = ż.

Le système (2.77) peut être intégré analytiquement (Nizette et Goriely 1999). En injectant
l’équation (2.73a) et en effectuant une décomposition en éléments simples, ce système peut être
écrit comme suit :

ψ̇(s) =
λ+ tP

2 + a− u3

1

1− n+sn2 (cΨs,m)
+

λ− tP
2− a+ u3

1

1− n−sn2 (cΨs,m)
(2.78a)

ϕ̇(s) =

(
K0

K3
− 1

)
tP +

λ+ tP
2 + a− u3

1

1− n+sn2 (cΨs,m)
− λ− tP

2− a+ u3

1

1− n−sn2 (cΨs,m)
(2.78b)

zθ(s) =
a− u3

2
+
u3 − u2

2
sn2 (cΨs,m) , (2.78c)

avec

n+ =
u3 − u2

u3 − (a+ 2)
, n− =

u3 − u2

u3 − (a− 2)
. (2.79)

Or Π(n,Ψ(s),m) =

∫
s

0

ds

1− n sn2(cΨs,m)
donc



ψ(s) ≡ ψ(0) + ψ+(s) + ψ−(s) + ψcor(s) [2π]

θ(s) = arccos
(
a− u3

2
+
u3 − u2

2
sn2 (cΨs,m)

)
ϕ(s) ≡ ϕ(0) + (K0/K3 − 1) tP s+ ψ+(s)− ψ−(s) + ψcor(s) [2π]

(2.80a)

(2.80b)

(2.80c)
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où

ψ+(s) =
λ+ tP

2 + a− u3

1

cΨ
Π
(
n+,Ψ(s),m

)
, ψ−(s) =

λ− tP
2− a+ u3

1

cΨ
Π
(
n−,Ψ(s),m

)
, (2.81a)

ψcor(s) =



0 si s = 0

(1 + signe(s))π/2 si m = 1 et tP = 0

0 si m = 1 et tP 6= 0

(bs/sperc+ bs/sper − 1/2c+ 2)π si u2 = a− 2 et u3 = a+ 2

(bs/sperc+ 1)π si u2 6= a− 2 et u3 = a+ 2

(bs/sper − 1/2c+ 1)π si u2 = a− 2 et u3 6= a+ 2

0 sinon

. (2.81b)

Lorsque le dénominateur de n+ (respectivement n−) s’annule, les équations (2.80a) et (2.80c)
doivent être modifiées en supprimant le terme ψ+(s) (respectivement ψ−(s)). Dans l’équation
(2.81b), les conditions doivent être examinées successivement de haut en bas, et la première qui
est vérifiée donne la valeur de ψcor(s). Ce terme correctif est utilisé pour prendre en compte les
discontinuités de ψ et ϕ lorsque θ vaut 0 ou π. Le symbole b·c désigne la fonction partie entière.

La quantité ψ(0) est l’angle de précession du repère de Darboux en s = 0, autrement dit l’angle
de longitude de la tangente t(0) paramétrée avec les coordonnées sphériques. Or, le repère global
a été choisi pour que t(0) appartienne au plan {G(0), (ej , ek)}. De fait, lorsque sinθ(0) 6= 0, ψ(0)
vaut ±π/2 et a le même signe que ẏ(0) = ρ(0)φ̇(0). Lorsque sinθ(0) = 0, on observe que ψ(0)
doit être nul pour assurer la continuité du repère de Darboux. Avec l’équation (2.64b), on a donc

ψ(0) =


0 si sinθ(0) = 0

signe
(
tP − (a− u3)

λ

2

)
π

2
sinon.

(2.82)

Les grandeurs K3/K0 et ϕ(0) ∈ [0, 2π[ sont des paramètres du problème. En réalité, ϕ(0) n’a
aucune influence sur la géométrie ou le chargement mécanique de la tige : il s’agit seulement
d’une référence arbitraire pour l’orientation du repère de Darboux autour de t = d3. Cependant,
il est nécessaire de choisir la valeur de cette référence dans les problèmes concrets.

Par conséquent, le système (2.80) et les équations (2.5) donnent l’expression analytique des
directeurs de Cosserat en fonction de cinq paramètres (λ, tP , a,K3/K0, ϕ(0)).

3.2.2 Expression de l’angle ζ = (n̂,d1)

Les repères de Frenet et de Darboux sont en rotation d’angle ζ = (n̂,d1) l’un par rapport à
l’autre, autour de la tangente t = d3.
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Expression du repère de Frenet

Or, le repère de Frenet peut être exprimé analytiquement à partir des équations de trajectoire.
En effet, la tangente est donnée par

t = ẋ(s)ei + ẏ(s)ej + ż(s)ek (2.83)

avec

ẋ(s) = ρ̇cosφ− ρ φ̇ sinφ , ẏ(s) = ρ̇ sinφ+ ρ φ̇cosφ , ż(s) = (a− u)/2 , (2.84)

et d’après (2.63) et (2.64b),

ρ̇(s) = sign(u̇)

√
1− ż2 − ρ2φ̇2 , ρ(s) φ̇(s) =

(
tP − (a− u)

λ

2

)
1

ρ
. (2.85)

La normale est ensuite obtenue en calculant n = ṫ/κ (Pakleza 2002). En utilisant le fait que
ṙ× r̈ = κb, le produit vectoriel de l’équation (2.59) par t donne

ṫ = (x ż − λ ẏ)ei + (y ż + λẋ)ej − (x ẋ+ y ẏ)ek , (2.86)

et le carré de l’équation (2.59) donne

κ2(s) = u(s) + λ2 − t2P . (2.87)

Expression de ζ

De fait, pour exprimer le repère de Darboux, il suffit d’exprimer l’angle ζ, qui est tel que
(Love 1893, Coleman et al. 1993)

ζ̇(s) = Ωt − tG , (2.88)

où tG est la torsion géométrique, définie par

tG = −ḃ · n . (2.89)

Avec cette convention de signe, les hélices droites ont une torsion géométrique tG positive. En
utilisant l’équation (2.59) pour calculer la dérivée de b, on obtient (Tobias et al. 1994)

tG(s) =
1

2

(
tP −

2λ− (a+ λ2 − t2P ) tP
κ2(s)

)
. (2.90)

L’intégration de (2.88) donne alors

ζ(s) = ζ(0) +

(
K0

K3
− 1

2

)
tP s+

2λ− (a+ λ2 − t2P ) tP
2 cΨ κ2(0)

Π(nζ ,Ψ(s),m) + ζcor(s) , (2.91)

avec
nζ = (u3 − u2)/κ2(0) , (2.92)

ζcor(s) =

{
(bs/sper − 1/2c+ 1)π si tG = u2 = 0 et u1u3 6= 0

0 sinon
. (2.93)
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Le terme correctif ζcor(s) tient compte des singularités au niveau des points d’inflexion des
trajectoires 2D.

En définitive, le repère de Darboux est exprimé comme suit :

d1 = cosζ n + sinζ b , d2 = −sinζ n + cosζ b , d3 = t . (2.94)

Ces expressions sont paramétrées par les cinq constantes (λ, tP , a,K3/K0, ζ(0)).

3.3 Propriétés des tiges élastiques

3.3.1 Périodicité

Dès que m 6= 1, la coordonnée radiale ρ(s) des trajectoires élastiques ainsi que l’angle d’Euler
θ(s) sont périodiques de période sper définie en (2.75). Leurs allures dans l’intervalle [0, sper]
sont représentées sur la Figure 2.3a pour des valeurs particulières des paramètres (λ, tP , a).
Pour chaque tige élastique, ces deux fonctions atteignent leurs valeurs maximale et minimale en
s = 0 et s = sper/2 respectivement, et elles sont décroissantes sur [0, sper/2] et croissantes sur
[sper/2, sper].

D’autre part, les équations (2.73) et (2.80) ainsi que les propriétés des fonctions elliptiques et
des intégrales elliptiques impliquent que pour toute tige élastique et pour tout (s0, k) ∈ R× Z,

φ(s0 + k sper) = φ(s0) + kφ(sper)

z(s0 + k sper) = z(s0) + k z(sper)

ψ(s0 + k sper) = ψ(s0) + kψ(sper)− kψ(0)

ϕ(s0 + k sper) = ϕ(s0) + kϕ(sper)− kϕ(0)

ζ(s0 + k sper) = ζ(s0) + k ζ(sper)− k ζ(0) .

(2.95a)

(2.95b)

(2.95c)

(2.95d)

(2.95e)

En notant

cφ =
φ(sper)

sper
, cz =

z(sper)

sper
,

cψ =
ψ(sper)− ψ(0)

sper
, cϕ =

ϕ(sper)− ϕ(0)

sper
, cζ =

ζ(sper)− ζ(0)

sper
,

(2.96a)

(2.96b)

on en déduit que les fonctions φ(s)− cφ s, z(s)− cz s, ψ(s)− cψ s, ϕ(s)− cϕ s et ζ(s)− cζ s sont
périodiques de période sper. Les deux premières sont tracées sur la Figure 2.3b pour des valeurs
particulières de (λ, tP , a). Les expressions des extrema (sφ1, sφ2) et (sz1, sz2) sont obtenues sans
difficulté en calculant les racines de la dérivée :

sφ1 =
2√

u3 − u1
sn−1

(√
Π(n,m)−K(m)

nΠ(n,m)
,m

)
, sφ2 = sper − sφ1 , (2.97)

sz1 =
2√

u3 − u1
dn−1

(√
E(m)

K(m)
,m

)
, sz2 = sper − sz1 . (2.98)
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On remarque aussi que φ(s)− cφ s et z(s)− cz s sont impaires, donc d’après (2.97) et (2.98) leurs
valeurs extrémales sont opposées.

0

0

Figure 2.3. Tracé des fonctions ρ(s), θ(s), φ(s) − cφ s et z(s) − cz s, périodiques de période
sper, pour λ = 0.5, tP = 0.4 et a = 0. (a) Quelques soient les valeurs de λ, tP et a, les fonctions
ρ(s) et θ(s) sont décroissantes sur [0, sper/2] et croissantes sur [sper/2, sper]. (b) L’évolution des
fonctions φ(s)−cφ s et z(s)−cz s dépend des paramètres λ, tP et a, mais elles s’annulent toujours
en sper/2 et les expressions de leurs extrema (sφ1, sφ2) et (sz1, sz2) sont connues.

Les équations (2.95a) et (2.95b) impliquent que les trajectoires élastiques infinies sont consti-
tuées de la répétition d’un même motif défini sur [0, sper]. En effet, la partie [k sper, (k + 1)sper]
est obtenue en appliquant à la partie [0, sper] :

• une rotation d’angle kφ(sper) autour de l’axe (O, ek) ;
• une translation de k z(sper) suivant l’axe (O, ek).

Comme (ψ, θ) sont les coordonnées sphériques de la tangente t, cette transformation de corps
rigide implique aussi que ∀s0 ∈ [0, sper] :

ψ(s0 + k sper) ≡ ψ(s0) + kφ(sper) [2π] . (2.99)

En combinant ce résultat avec l’équation (2.95c), on en déduit que les variations de φ et ψ sur
[s0, s0 + k sper] sont congrues modulo 2π. De plus, l’angle d’Euler ϕ de rotation intrinsèque du
repère de Darboux est lié à celui du repère de Frenet, noté ϕF , et à l’angle ζ = (n̂,d1) par

ϕ(s) ≡ ϕF (s) + ζ(s) [2π] . (2.100)

Or, la rotation et la translation d’axe (O, ek) conservent l’angle ϕF , donc ∀s0 ∈ [0, sper],

ϕF (s0 + k sper) ≡ ϕF (s0) [2π] (2.101)
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et les variations de ϕ et ζ sur [s0, s0 + k sper] sont congrues modulo 2π.

Avec les équations (2.73), (2.80) et les propriétés des fonctions elliptiques et des intégrales
elliptiques, on peut aussi montrer que pour toute tige élastique et pour tout k ∈ Z,

φ(k sper/2) = (k/2)φ(sper)

z(k sper/2) = (k/2)z(sper)

ψ(k sper/2)− ψ(0) = (k/2) (ψ(sper)− ψ(0))

ϕ(k sper/2)− ϕ(0) = (k/2) (ϕ(sper)− ϕ(0))

ζ(k sper/2)− ζ(0) = (k/2) (ζ(sper)− ζ(0)) .

(2.102a)

(2.102b)

(2.102c)

(2.102d)

(2.102e)

3.3.2 Symétries

A partir des expressions de la trajectoire et des directeurs de Cosserat, on se rend compte que
la transformation

(λ, tP , a,K3/K0, ϕ(0)) −→ (−λ,−tP , a,K3/K0,−ϕ(0))

change toute configuration d’équilibre de tige élastique en sa symétrique par rapport au plan
(O, ei, ek). En effet, avec l’équation (2.65) on remarque que cette transformation ne modifie pas
p3(u) et que par conséquent, les racines (u1, u2, u3) restent inchangées. Les équations (2.73),
(2.80), (2.91) et (2.94) impliquent donc, en notant (Xi, Xj , Xk) les coordonnées de tout vecteur
X dans la base (ei, ej , ek), que

(ρ, φ, z) −→ (ρ,−φ, z) , (ψ, θ, ϕ) −→ (−ψ, θ,−ϕ) , ζ −→ −ζ ,
(ni, nj , nk) −→ (ni,−nj , nk) , (bi, bj , bk) −→ (−bi, bj ,−bk) , (ti, tj , tk) −→ (ti,−tj , tk) ,
(d1i, d1j , d1k) −→ (d1i,−d1j , d1k) , (d2i, d2j , d2k) −→ (−d2i, d2j ,−d2k) . (2.103)

Par ailleurs, chaque trajectoire élastique infinie possède deux symétries. Premièrement, la
fonction ρ(s) est paire et les fonctions φ(s) et z(s) sont impaires. Par conséquent,

s −→ −s =⇒


ρ −→ ρ

φ −→ −φ
z −→ −z

=⇒


x −→ x

y −→ −y
z −→ −z

. (2.104)

Les trajectoires sont donc symétriques par rapport à l’axe (O, ei). Deuxièmement, avec les équa-
tions (2.95), on remarque que

s −→ sper − s =⇒



ρ −→ ρ

φ− φ
(sper

2

)
−→ −

[
φ− φ

(sper
2

)]
z − z

(sper
2

)
−→ −

[
z − z

(sper
2

)] . (2.105)

Cela signifie que les trajectoires sont symétriques par rapport à l’axe coupant (O, ek) en z(sper/2)
et dirigé par le vecteur eρ = cos(φ)ei + sin(φ)ej .
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3.4 Cas de force nulle

Les expressions obtenues en 3.1 et 3.2 ne sont valables que lorsque la force agissant sur les
sections n’est pas nulle. Depuis l’adimensionnement proposé en 3.1.3, cette force est notée F̃,
avec un tilde pour la distinguer de sa valeur adimensionnée. Les tiges vérifiant F̃ = 0 sont des
hélices (Love 1893). Pour les exprimer, il faut repartir des équations d’équilibre avec dimension.
En dérivant l’équation (2.34) par rapport à l’abscisse dimensionnée s̃ ∈ R et en prenant la
composante suivant la normale n, on trouve que F̃ = 0 implique

K̃0 t̃G κ̃ = K̃3 Ω̃t κ̃ . (2.106)

L’équation (2.34) avec F̃ = 0 implique également que le moment M̃(s̃) = M̃0 et la courbure κ̃
sont constants. Quand κ̃ 6= 0, on a donc

t̃G = (K̃3/K̃0) Ω̃t = t̃P . (2.107)

Par conséquent, les configurations de force nulle sont des tiges en hélice pour lesquelles la torsion
géométrique est égale à la torsion physique.

3.4.1 Repère global

Pour étudier ces géométries plus précisément, il faut premièrement choisir un repère global
{O, (ei, ej , ek)}. Par analogie avec le cas F̃ 6= 0, l’axe (O,±ek) est confondu avec l’axe des hélices.
Pour ce faire, ek est choisi colinéaire à M̃0 et de façon à ce que M̃0 ·ek soit positif pour les hélices
droites et négatif pour les hélices gauches :

M̃0 = M̃0 ek = signe(Ω̃t) ||M̃0||ek (signe(0) = 1) . (2.108)

Les autres axes et l’origine O sont ensuite choisis pour que

ei = −n(0) , r̃(0) = x̃0 ei = (K̃0
2
κ̃/M̃2

0 )ei . (2.109)

Ce choix de repère implique que M̃0 ne doit pas être nul. Toutefois, le cas M̃0 = 0 est trivial
puisqu’il correspond à une tige rectiligne au repos. Dans l’équation (2.109), x̃0 a été choisi pour
que l’hélice soit centrée sur l’axe z (voir 3.4.3).

3.4.2 Equation de trajectoire adimensionnée

On choisit K̃0/M̃0 comme unité de longueur et M̃0
2
/K̃0 comme unité de force. Les quantités

sans dimension sont alors notées sans tilda, et la dérivée par rapport à l’abscisse curviligne
adimensionnée s est marquée avec un point, au lieu d’un prime ′ pour la dérivée par rapport à
l’abscisse dimensionnée s̃. Cet adimensionnement transforme l’équation de trajectoire (2.34) en

M(s) = ṙ× r̈ + tP ṙ = ek . (2.110)
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Comme ṙ × r̈ = κb, la valeur constante de la courbure κ est obtenue en élevant l’équation
(2.110) au carré :

κ =
√

1− t2P . (2.111)

On remarque que
κ = 0 ⇐⇒ tP = ±1 . (2.112)

3.4.3 Expression de la trajectoire et des directeurs

Coordonnée axiale z

La composante suivant t de l’équation (2.110) donne

tP = ż(s) , donc z(s) = tP s . (2.113)

L’inextensibilité ||ṙ(s)|| = 1 implique que

− 1 ≤ ż(s) = tP ≤ 1 . (2.114)

Coordonnées x et y

Le produit vectoriel de (2.110) par t donne{
ẍ = −ẏ
ÿ = ẋ

, donc

{
ẋ = −y + ẋ(0)

ẏ = x− x0 + ẏ(0)
. (2.115)

Comme ei = −n(0), on a
ẋ(0) = t(0) · ei = −t(0) · n(0) = 0 , (2.116)

ẍ(0) = κn(0) · ei = −κ , ÿ(0) = κn(0) · ej = 0 , z̈(0) = κn(0) · ek = 0 . (2.117)

En intégrant le système (2.115), on obtient{
x(s) = ρ0 (cos(s)− 1) + x0

y(s) = ρ0 sin(s)

(2.118a)

(2.118b)
avec

ρ0 = κ > 0 . (2.119)

Pour que les hélices soient centrées sur l’axe z, il est judicieux de choisir l’origine du repère global
telle que

x0 = ρ0 , donc x̃0 = (K̃0/M̃0)x0 = K̃0
2
κ̃/M̃2

0 . (2.120)

Directeurs de Cosserat

Comme les torsions géométrique et physique sont confondues, l’intégration de l’équation (2.88)
donne

ζ(s) = ζ(0) +

(
K0

K3
− 1

)
tP s . (2.121)



4. Conclusion du chapitre 69

3.4.4 Classification

Les hélices F̃ = 0 peuvent être caractérisées par leur rayon, ρ0, et leur pas, pz :

ρ0 = κ =
√

1− t2P ≥ 0 , pz = z(s = 2π) = 2π tP . (2.122)

Elles sont par conséquent classées en fonction de tP ∈ [−1, 1] comme suit :

• Pour tP = −1, la tige est rectiligne et sollicitée uniquement par un moment de torsion
négatif ;
• Pour −1 < tP < 0, la trajectoire est une hélice gauche dont le rapport ρ0/pz dépend de
tP et décrit tout l’intervalle ]−∞, 0[ ;
• Pour tP = 0, on obtient un cercle sollicité en flexion uniquement ;
• Pour 0 < tP < 1, la trajectoire est une hélice droite dont le rapport ρ0/pz dépend de tP

et décrit tout l’intervalle ]0,+∞[ ;
• Pour tP = 1, la tige est rectiligne et sollicitée uniquement par un moment de torsion

positif.

4 Conclusion du chapitre

Les objectifs de la thèse, énoncés dans la sous-section 4.1 du premier chapitre, peuvent être
précisés davantage au regard des développements du chapitre 2. Nous souhaitons proposer une
classification des géométries de poutres élastiques à l’équilibre. Il a été vu en section 1 que sous les
hypothèses de l’elastica idéale, ces géométries sont paramétrées dans un espace de dimension 9.
Cependant, il est possible de définir ces paramètres de façon à hiérarchiser le problème. En utili-
sant le formalisme de Landau, on s’aperçoit en effet que seuls trois paramètres (λ, tP , a) suffisent
pour exprimer analytiquement l’ensemble des trajectoires infinies de tiges élastiques. Deux para-
mètres (K30 = K3/K0, ϕ(0)) doivent être ajoutés pour spécifier complètement les directeurs de
Cosserat. Les tiges élastiques de longueur finie sont alors décrites comme des portions de tiges
infinies, ce qui requiert deux paramètres supplémentaires : l’abscisse curviligne adimensionnée
sini où commence la trajectoire finie et la longueur adimensionnée L de cette dernière. Enfin, la
longueur réelle (non adimensionnée) L̃ de la tige et la rigidité en flexion K0 donnent les facteurs
d’échelle de l’adimensionnement. Il y a donc 9 paramètres, mais si on choisit de classer les tiges
élastiques selon les caractéristiques géométriques de leurs trajectoires infinies, les trois quantités
(λ, tP , a) sont suffisantes et l’espace de travail est de dimension 3. Ces paramètres ont été définis
précisément en section 2 et utilisés en section 3 pour écrire les expressions de la trajectoire et des
directeurs de Cosserat. Ces expressions doivent maintenant être analysées pour classer l’ensemble
des configurations d’équilibre dans l’espace décrit par (λ, tP , a).

Ce chapitre 2 contient une description complète de la statique des tiges élastiques idéales avec
le formalisme de Landau. Les expressions analytiques de la trajectoire et de l’orientation des
sections ne sont certes pas nouvelles, mais nous avons réuni ces deux résultats dans le même
formalisme, en utilisant des paramètres (λ, tP , a) qui ont un sens physique et qui sont associés
bijectivement (ou presque) à l’ensemble des configurations d’équilibre. Seules les tiges de force
nulle doivent être étudiées séparément pour assurer la bijectivité, ainsi que les tiges rectilignes.
En effet, il sera observé au chapitre 3 que certaines tiges rectilignes se superposent à d’autres
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géométries, sur un segment de l’espace (λ, tP , a). Plusieurs informations supplémentaires ou mo-
difications ont été apportées sur le formalisme de Landau par rapport à ce qui est décrit dans la
littérature :

• Les paramètres (λ, tP , a) ont été reliés aux quantités physiques décrivant le problème.
En particulier, le paramètre a qui est habituellement présenté comme une constante
d’intégration, a été écrit en fonction de la force de traction et du moment orthogonal à
la force ;
• Les choix du repère global et de l’origine de l’abscisse curviligne ont été donnés expli-

citement. Ceux-ci conduisent, entre autre, à annuler les composantes du moment en O
orthogonales à la force ;
• Le scalaire

√
K0/F a été utilisé comme unité de longueur au lieu de

√
2K0/F , parce qu’il

conduit à des diagrammes de bifurcation plus symétriques (voir chapitre 3) et correspond
donc mieux à nos objectifs. Ceci explique les différences observées entre nos expressions
de trajectoires et celles de Tobias et al. (1994) ;
• Les racines (u1, u2, u3) ont été exprimées analytiquement, avec des fonctions qui garan-

tissent que u1 ≤ u2 ≤ u3 ;
• L’orientation des sections a été donnée de deux façons différentes, en exprimant les angles

d’Euler mais aussi l’angle ζ entre le repère de Frenet et le repère de Darboux. Ces deux
formulations sont complémentaires, parce qu’elles présentent des singularités en des points
différents ;
• Les singularités des expressions de la trajectoire et des directeurs de Cosserat ont été

prises en compte dans des termes correctifs ;
• Les configurations de tiges pour lesquelles la force interne est nulle ont été exprimées

analytiquement et classées dans l’espace 1D qu’elles décrivent.

Le chapitre 3 est consacré à la classification des tiges élastiques, par l’analyse des expressions
ainsi obtenues.
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1 Détermination du domaine de définition

Les expressions de la trajectoire infinie et des directeurs de Cosserat obtenues au chapitre 2
sont valables uniquement lorsque les équations différentielles (2.64) sont intégrables. Cela im-
plique que les paramètres adimensionnés (λ, tP , a) évoluent dans un espace D ⊂ R3 à déterminer
avant toute démarche de classification. La caractérisation de ce domaine de définition est pré-
sentée dans cette section. En sous-section 1.1, la condition d’appartenance à ce domaine est
formulée et D est identifié comme un demi-espace de dimension trois, inclus dans R2× [−2,+∞[.
On propose ensuite deux méthodes de résolution. En sous-section 1.2, la démarche détaillée dans
Ameline et al. (2017) est décrite succinctement. Elle consiste à étudier le signe du polynôme
p3(u), et aboutit à la définition de la borne inférieure du domaine D sous la forme d’un tri
numérique entre quatre expressions analytiques. En sous-section 1.3, une deuxième méthode est
présentée, où la borne inférieure est obtenue par minimisation de l’Hamiltonien. Le résultat est
cette fois-ci entièrement analytique. A notre connaissance, ce calcul du domaine de définition des
paramètres de Landau n’avait encore jamais été effectué.

1.1 Formulation

Les équations différentielles (2.64) sont intégrables si et seulement si il existe un intervalle
Du ⊂ R+ tel que

∀ u ∈ Du, p3(u) ≥ 0 . (3.1)

Du peut éventuellement être réduit à un singleton.

Etant donné que les coefficients de p3(u) dépendent des paramètres de Landau (λ, tP , a), la
condition (3.1) a des répercussions sur ces derniers. Les définitions de λ et tP en (2.45) et (2.46),
en fonction de la force et du moment agissant sur les sections, montrent que ces paramètres
varient sur tout R. De même, l’équation (2.47) montre que a ne peut pas être majoré. Toutefois,
la condition ||t|| = 1 implique que a ≥ −2. Par conséquent, le domaine de définition D ⊂ R3 doit
être recherché sous la forme

(λ, tP , a) ∈ D ⇐⇒ a ≥ aMin(λ, tP ) ≥ −2 . (3.2)

1.2 Etude du signe de p3(u)

Une première méthode pour déterminer la fonction aMin(λ, tP ) est d’étudier le signe du poly-
nôme p3(u). Avec l’équation (2.65), on sait déjà que p3(u) est positif lorsque u −→ −∞ et négatif
lorsque u −→ +∞. Des informations plus précises peuvent être obtenues avec le discriminant ∆
de p3(u), défini par l’équation (2.68).

Si ∆ < 0, alors p3(u) a deux racines complexes conjuguées et une racine réelle simple uR.
D’après (2.67c), cette dernière est négative. Si uR < 0, la condition (3.1) n’est pas vérifiée. Si
uR = 0, (3.1) est vérifiée en prenant Du = {0}. Les configurations de tiges correspondantes sont
telles que u = cste = 0 et sont par conséquent rectilignes. On choisit d’exclure ce cas du domaine
de définition. La sous-section 2.1 montrera que le domaine D ainsi obtenu contient bien toutes
les tiges rectilignes.
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Le domaine de définition D recherché vérifie donc ∆ ≥ 0. Dans ce cas, p3(u) a trois racines
réelles u1 ≤ u2 ≤ u3. Avec l’équation (2.67c), on s’aperçoit que u1 est négative et que u2 et u3

sont de même signe. De fait, la condition (3.1) est satisfaite si et seulement si u3 est positive, en
prenant Du = [u2, u3] ou, le cas échéant, Du = {u3} = {0}. Le domaine de définition D est donc
défini par

(λ, tP , a) ∈ D ⇐⇒


∆(λ, tP , a) ≥ 0

et
u3(λ, tP , a) ≥ 0

⇐⇒ u1 ≤ 0 ≤ u2 ≤ u3 . (3.3)

Dans Ameline et al. (2017), nous avons étudié minutieusement les signes de ∆ et u3. Les
quatre racines complexes de ∆ ont été exprimées analytiquement en fonction de λ et tP afin
d’établir son tableau de signes. La condition u3 ≥ 0 a été explicitée avec la règle des signes de
Descartes sur le polynôme p3(u). En définitive, cette étude a montré que la surface aMin(λ, tP )
est incluse dans l’ensemble ∆ = 0. La fonction aMin(λ, tP ) a été obtenue et exprimée par un tri
numérique des racines réelles de ∆.

Cette démarche a également donné une caractérisation de l’ensemble ∆ = 0 :


(λ, tP , a) ∈ D

et
∆(λ, tP , a) = 0

⇐⇒


a = aMin(λ, tP )

ou
tP = λ ∈]− 2, 2[ et a = 2

⇐⇒



(λ, tP , a) ∈ D

et

m = 0

ou

u1 = u2 = u3 = 0

ou

m = 1

. (3.4)

Dans les équivalences (3.4), les ensembles séparés par l’opérateur "ou" sont tous disjoints. En
résolvant l’équation (2.67) avec u1 = u2 = 0, on obtient que

(λ, tP , a) ∈ D et m = 1 ⇐⇒ tP = λ ∈]− 2, 2[ et a = 2 . (3.5)

On en déduit que

(λ, tP , a) ∈ D et


m = 0

ou
u1 = u2 = u3 = 0

⇐⇒ a = aMin(λ, tP ) . (3.6)

D’autre part, en résolvant (2.67) avec u1 = u2 = u3 = 0, on trouve que

(λ, tP , a) ∈ D et u1 = u2 = u3 = 0 ⇐⇒ λ = ±2 et tP = λ et a = 2 . (3.7)

Nous verrons par la suite que les équations (3.5) à (3.7) sont utiles pour la classification, car
l’ensemble ∆ = 0 contient une grande partie des trajectoires particulières.
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1.3 Minimisation de l’Hamiltonien adimensionné

Une deuxième méthode pour déterminer la fonction aMin(λ, tP ) est de minimiser l’Hamilto-
nien, ou encore la quantité U définie en (2.51). En effet, après adimensionnement des équations
(2.48) et (2.51) on obtient

U = H − 1

2
(K0/K3)t2P =

1

2
(a+ λ2 − t2P ) . (3.8)

Pour des valeurs fixées de λ et tP , l’expression de aMin(λ, tP ) peut être obtenue à partir du
minimum de la quantité U . D’autre part, l’adimensionnement de l’équation (2.50) donne

U =
1

2
θ̇2 + V (θ) = cste , avec V (θ) =

1

2

(λ − tP cosθ)2

1− cos2θ
+ cosθ . (3.9)

En considérant θ̇ et θ comme des variables indépendantes, le minimum UMin de la fonction
U(θ̇, θ) vérifie

U(θ̇, θ) = UMin =⇒


∂U

∂θ̇
(θ̇, θ) = 0

et
∂U

∂θ
(θ̇, θ) = 0

=⇒


θ̇ = 0

et
∂V

∂θ
(θ) = 0

. (3.10)

Les deux conditions obtenues en (3.10) sont compatibles entre elles pour toute valeur de l’abscisse
curviligne s : il suffit de choisir θ indépendant de s. Par conséquent, le minimum global de U
est atteint pour une configuration d’équilibre dont l’angle θ est constant et minimise V (θ). Pour
calculer ce minimum, on résout

∂V

∂θ
=

∂V

∂ cosθ
∂ cosθ
∂θ

= 0 ⇐⇒ cos4 θ− (2 +λtP )cos2 θ+ (λ2 + t2P )cosθ+ 1−λtP = 0 . (3.11)

L’équation (3.11) est en fait ∂V/∂ cosθ = 0. Les deux solutions θ = 0 et θ = π de ∂ cosθ/∂θ = 0
ne sont toutefois pas oubliées. En effet, pour θ = 0 (respectivement θ = π) V (θ) n’est défini que
si tP = λ (respectivement tP = −λ) et (3.11) est bien respectée.

Les quatre racines du polynôme de degré 4 en cosθ sont calculées formellement (i = 1, 2, 3, 4) :

cosθi =
(−1)

⌈ i
2

⌉
2

√
2 + λtP + µ1 +

(−1)i

2

√√√√
2 + λtP − µ1 − (−1)

⌈ i
2

⌉
2(λ2 + t2P )√
2 + λtP + µ1

(3.12)

avec

µ1 =
21/3 (4− λtP )2

3µ2
+

1

3× 21/3
µ2 , µ2 =

(
µ3 +

√
−4(4− λtP )6 + µ2

3

)1/3

, (3.13a)

µ3 = −2(2 + λtP )3 + 72(2 + λtP ) (1− λtP ) + 27(λ2 + t2P )2 . (3.13b)

Le symbole d·e désigne la fonction partie entière par excès ("ceiling function" en anglais).

En traçant les quatre racines (3.12), on s’aperçoit qu’elles sont classées et qu’une seule est
comprise entre −1 et 1. Les deux premières sont toujours réelles, et

cosθ1 ≤ −1 ≤ cosθ2 ≤ 1 ≤ cosθ3 ≤ cosθ4 . (3.14)
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De plus, à chaque fois que cosθ1 = −1 ou cosθ3 = 1, ces racines sont confondues avec cosθ2. On
en déduit que la seule solution qui minimise V (θ) est cosθ2. La fonction U est donc minimale
lorsque θ̇ = 0 et θ = θ2. Avec les équations (3.8) et (3.9), on obtient

aMin(λ, tP ) = 2V (θ2)− λ2 + t2P . (3.15)

Figure 3.1. Tracés des solutions cosθi (i = 1, 2, 3, 4) de l’équation ∂V/∂θ = 0 et des deux
plans cosθ = −1 et cosθ = 1, en fonction des paramètres λ et tP : λ ∈ [−b, b], tP ∈ [−b, b] et
cosθ ∈ [−b− 1, b− 1] où b = 2 pour le tracé (a), b = 3 pour le tracé (b), b = 5 pour le tracé (c)
et b = 10 pour le tracé (d). On remarque que cosθ1 ≤ −1 ≤ cosθ2 ≤ 1 ≤ cosθ3 ≤ cosθ4, par
conséquent seule cosθ2 est une solution valable.
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L’expression de cosθ2 dans (3.12) peut rencontrer des singularités en tP = ±λ. Pour les éviter,
on refait la résolution de l’équation (3.11) dans ces cas particuliers, ce qui donne

cosθ2 =


−1 + |λ| si tP = λ ∈ [−2, 2]

1 si tP = λ ∈ ]−∞,−2[ ∪ [2,+∞[

−1 si tP = −λ

, (3.16)

donc

aMin(λ, tP ) =


−λ2 + 4 |λ| − 2 si tP = λ ∈ [−2, 2]

2 si tP = λ ∈ ]−∞,−2[ ∪ [2,+∞[

−2 si tP = −λ

. (3.17)

Les Figures 3.5 et 3.6, à la fin du chapitre, montrent des tracés de la surface aMin(λ, tP )
délimitant le domaine de définition D des paramètres de Landau. Les lieux des trajectoires
particulières étudiées en section 2 y sont également représentés.

2 Analyse des trajectoires particulières

L’objectif de cette section est de caractériser et classer toutes les trajectoires particulières de
tiges élastiques, en vue d’en identifier certaines avec des structures connues d’acides nucléiques.
Par ailleurs, ces trajectoires sont souvent localisées sur des singularités des expressions (2.73),
(2.80) et (2.91). Par conséquent, il est nécessaire de les étudier pour appréhender les bifurcations
du problème et proposer une implémentation robuste des équations. Avec les expressions de la
trajectoire infinie et des directeurs de Cosserat obtenues au chapitre 2 et le domaine de définition
déterminé en section 1 du présent chapitre, cette première étape de classification est désormais
possible. Les trajectoires 1D (poutres rectilignes) et 2D (cercles et elastica d’Euler) sont analysées
en sous-sections 2.1 et 2.2. On se concentre ensuite, en sous-sections 2.3 et 2.4, sur les hélices
et les homoclines. La sous-section 2.5 est consacrée aux poutres fermées. Enfin, une synthèse est
proposée en sous-section 2.6, où chaque trajectoire particulière est localisée dans l’espace des
paramètres (λ, tP , a). Les Figures 3.5 et 3.6 sont des tracés des lieux de ces trajectoires.

2.1 Trajectoires 1D

Les tiges de trajectoire 1D (i.e. rectiligne) ne sont soumises à aucun moment de flexion. Elles
sont uniquement sollicitées en traction (ou compression) et en torsion. De fait, elles sont dirigées
parallèlement à l’axe (O, ek) puisque le vecteur unitaire ek a été choisi colinéaire à la force F.
Etant donné que κ = cst = 0 et t = ±ek, le produit scalaire de l’équation (2.59) avec t donne

tP = λ× (t · ek) = ±λ . (3.18)

L’absence de moment de flexion annule le second terme du paramètre a, défini en (2.47) :

a = 2(t · ek) = ±2 . (3.19)
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L’ensemble des tiges rectilignes occupe donc toute la région D1D définie par

(λ, tP , a) ∈ D1D ⇐⇒


tP = λ et a = 2

ou
tP = −λ et a = −2

. (3.20)

Le cas a = 2 correspond à la traction et le cas a = −2 à la compression. Cela est résumé dans
la Figure 3.5. Avec la définition de κ en (2.87), on remarque que u = cste = 0, donc les tiges
rectilignes sont toujours confondues avec l’axe (O, ek).

Il faut cependant noter que les équations de trajectoire (2.73) ne donnent pas des tiges recti-
lignes lorsque a = 2 et tP = λ ∈] − 2, 2[, mais des homoclines étudiées en sous-section 2.4. Par
conséquent, cette région de l’espace (λ, tP , a) superpose deux types différents de trajectoires. Les
poutres rectilignes ne sont pas prises en compte dans (2.73) à cause de l’intégration de (2.64c)
de u à u3, qui omet les solutions u = cst = u2 6= u3. Ce sont néanmoins les seules trajectoires
F 6= 0 oubliées dans les équations (2.73).

Les équations (2.67c) et (3.20) impliquent que les trajectoires 1D sont telles que

u1u2u3 = 0 . (3.21)

Réciproquement, toute la région u1u2u3 = 0 ne correspond pas à des tiges rectilignes. Toutefois,
d’après les sous-sections 1.1 et 1.2, u3 = 0 implique que l’intervalle Du de la condition (3.1)
se réduit à {0}, donc que la trajectoire est 1D et (λ, tP , a) ∈ D1D. Avec l’équation (2.67b), il
s’ensuit que u1u2 = 0 et comme u1 ≤ u2 ≤ u3, on en déduit que u3 = 0 implique u2 = 0.

2.2 Trajectoires 2D

Les tiges de trajectoire 2D sont obtenues lorsque la coordonnée z(s) est constante ou lorsque
φ(s) est constante par morceaux.

2.2.1 Cas z(s) constant : cercles de torsion physique non nulle

Les équations (2.64a) et (2.76) donnent

z(s) constant ⇐⇒ u(s) = cste = a = u2 = u3 > 0 . (3.22)

Cela correspond à des cercles dans le plan (O, ei, ej), de rayon
√
a et de centre O. On a alors

b = ±ek, et le produit scalaire de l’équation (2.59) par ek conduit à

λ = (b · ek)κ = (b · ek)
1√
a

= ± 1√
a
6= 0 . (3.23)

De plus, l’équation (2.63) due à l’inextensibilité implique que

φ̇ = (b · ek)
1√
a

= λ 6= 0 . (3.24)
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Avec l’équation (2.64b), on trouve que

tP =
1

λ
6= 0 . (3.25)

Réciproquement, les équations de trajectoire (2.73) pour {λ = ±1/
√
a, tP = 1/λ, a > 0} sont

bien celles de cercles. Ainsi, l’ensemble des cercles munis d’une torsion physique non nulle occupe
toute la région Dcercles définie par

(λ, tP , a) ∈ Dcercles ⇐⇒ a > 0 et λ = ± 1√
a

et tP =
1

λ
. (3.26)

Ce domaine est représenté sur la Figure 3.5.

2.2.2 Cas φ(s) constante par morceaux : elastica 2D

En considérant l’équation différentielle (2.64b), on trouve que{
Trajectoire 2D
φ(s) constante par morceaux

⇐⇒

{
a ∈ [−2,+∞[

tP = λ = 0
. (3.27)

Cela correspond à l’elastica 2D, qui a été complètement classée par Euler. Il s’agit de tiges
élastiques en flexion plane. Le domaine correspondant est tracé Figure 3.5.

Note objectif étant de regrouper une classification exhaustive dans le formalisme de Landau,
nous proposons une classification de l’elastica 2D en fonction du paramètre a. En résolvant le
système (2.67) avec les conditions a ≥ −2 et u1 ≤ 0 ≤ u2 ≤ u3, on obtient déjà que

a ∈ [−2, 2[ =⇒


u1(0, 0, a) = −2 + a

u2(0, 0, a) = 0

u3(0, 0, a) = 2 + a

, (3.28)

a ∈ [2,+∞[ =⇒


u1(0, 0, a) = 0

u2(0, 0, a) = −2 + a

u3(0, 0, a) = 2 + a

. (3.29)

Les deux conditions a ∈ [−2, 2[ et a ∈ [2,+∞[ correspondent respectivement à l’elastica 2D
inflexionnelle et non-inflexionnelle (Love 1893).

Elastica 2D inflexionnelle

Dans le cas inflexionnel a ∈ [−2, 2[, les équations de trajectoire (2.73) et les expressions des
racines (3.28) donnent

x(s) = 2
√
m cn(s,m) =

√
2 + acn

(
s,

2 + a

4

)
y(s) = 0

z(s) = s− 2E [am(s,m),m] = s− 2E

[
am
(
s,

2 + a

4

)
,
2 + a

4

]
(3.30a)

(3.30b)

(3.30c)
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avec
m =

u3 − u2

u3 − u1
=

2 + a

4
. (3.31)

La période de u(s) = x(s)2 est donnée par

sper =
2K(m)

cΨ
= 2K(m) = 2K

(
2 + a

4

)
. (3.32)

Plusieurs classes de solutions peuvent être identifiées. Avec l’équation (2.64a) et sachant que
u varie de u2 = 0 à u3 = a+ 2, on constate que :

• Pour −2 ≤ a < 0, ż ne s’annule jamais, donc z(s) est strictement croissant ;
• Pour a > 0, ż s’annule et z(s) n’est pas monotone.

Le cas limite est obtenu en a = 0 (voir Figure 3.2). Une autre valeur limite de a est définie
lorsque l’auto-contact commence. Cette dernière est caractérisée par

z(s1) = z(sper) , (3.33)

où s1 est l’abscisse dans ]0, sper/2] qui vérifie ż(s1) = 0 :

s1 = cn−1

(√
−1 + 2m

2m
,m

)
∈
]
0,
sper

2

]
. (3.34)

Cette équation peut être résolue numériquement :

mcontact = 0.731183
acontact = 4mcontact − 2 = 0.924732 .

(3.35)

Enfin, la lemniscate de Bernoulli est obtenue en résolvant (Love 1893)

K(m) = 2E(m) . (3.36)

Numériquement, on obtient
mlem = 0.826115 ,

alem = 4mlem − 2 = 1.30446 .
(3.37)

Cette classification de l’elastica 2D inflexionnelle est synthétisée Figure 3.2.

Elastica 2D non-inflexionnelle

Dans le cas non-inflexionnel a ∈ [2,+∞[, les équations de trajectoire (2.73) et les expressions
des racines (3.28) donnent

x(s) =
2√
m

dn
(

s√
m
,m

)
=

2√
m

cn
(
s,

1

m

)
=
√

2 + acn
(
s,

2 + a

4

)
> 0

y(s) = 0

z(s) =

(
2

m
− 1

)
s− 2√

m
E

[
Am

(
s√
m
,m

)
,m

]
(3.38a)

(3.38b)

(3.38c)
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Figure 3.2. Trajectoires de l’elastica 2D inflexionnelle. La coordonnée z(s) (axe vertical) est
tracée en fonction de x(s) (axe horizontal).

avec
m =

u3 − u2

u3 − u1
=

4

2 + a
. (3.39)

On remarque que les expressions (3.30a) et (3.38a) de x(s) sont identiques lorsqu’on utilise le
paramètre a au lieu de m. Ce n’est pas le cas, a priori, des expressions (3.30c) et (3.38c).

Une trajectoire critique est obtenue quand a = 2. Dans ce cas, m = 1 et la fonction x(s)
n’est pas périodique : la trajectoire est une homocline (voir Figure 3.3). Quand a > 2, x(s) est
périodique de période

sper =
2K(m)

cΨ
= 2
√
mK(m) =

4√
2 + a

K

(
4

2 + a

)
. (3.40)

La valeur minimale de a pour laquelle les tiges sont en auto-contact est telle que

z(s1) = z(−sper/2) , (3.41)

où s1 est l’abscisse dans ]0, sper/2] qui vérifie ż(s1) = 0 :

s1 =
√
m dn−1

(√
2−m

2
,m

)
∈
]
0,
sper

2

]
. (3.42)
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En résolvant numériquement, on obtient

mcontact = 0.843627 ,

acontact =
4

mcontact
− 2 = 2.74143 .

(3.43)

La classification de l’elastica 2D non-inflexionnelle est synthétisée Figure 3.3.
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Figure 3.3. Trajectoires de l’elastica 2D non-inflexionnelle. La coordonnée z(s) (axe vertical)
est tracée en fonction de x(s) (axe horizontal).

2.3 Hélices

Les tiges dont la trajectoire est une hélice sont particulièrement importantes pour la modé-
lisation moléculaire. Ces configurations ont une courbure κ constante, donc d’après (2.87) elles
vérifient u(s) = cste et d’après (2.76), u2 = u3. Réciproquement, les équations de trajectoire
(2.73) avec u2 = u3 conduisent à 

ρ(s) = cste =
√
u3

φ(s) = cφ s

z(s) = cz s

(3.44a)

(3.44b)

(3.44c)
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avec
cφ =

1

2

(
λ+

2tP − aλ
u3

)
, cz =

1

2
(a− u3) . (3.45)

Ce sont bien les équations d’hélices. Avec l’équation (3.6), on en déduit que les hélices occupent
toute la région d’espace Dhélices définie par

(λ, tP , a) ∈ Dhélices ⇐⇒ u2 = u3 ⇐⇒


m = 0

ou
u1 = u2 = u3 = 0

⇐⇒ a = aMin(λ, tP ) . (3.46)

On remarque que les tiges rectilignes et circulaires sont incluses dans cette région : ce sont
en effet des cas particuliers d’hélices. Cependant, la définition (3.46) de Dhélices omet la partie
a = 2 et tP = λ ∈]− 2, 2[ des tiges rectilignes, pour les raisons évoquées en sous-section 2.1.

Les directeurs de Cosserat des hélices sont obtenus avec, par exemple, l’angle d’Euler ϕ(s). A
partir de (2.77b), on remarque que pour m = 0 cet angle varie linéairement avec s :

ϕ̇(s) =

(
K0

K3
− 1

)
tP +

tP − λcz
1− c2

z

= cste . (3.47)

Pour obtenir l’expression du rayon ρ0 =
√
u2 =

√
u3, on remarque avec (2.68) que

∆ = 0 =⇒ q

2

√
−27

p3
= ±1 . (3.48)

Avec l’expression (2.70), on en déduit que

m = 0 =⇒ q

2

√
−27

p3
= 1 et m = 1 =⇒ q

2

√
−27

p3
= −1 . (3.49)

Le rayon des hélices m = 0 est alors donné par

ρ0 =
√
u3 =

√
1

3

(
2a− λ2 +

√
−3p

)
, (3.50)

où p est défini en (2.69). Le pas pz vaut

pz = z(φ = 2π) = 2π
cz
cφ

= 2π
(a− u3)u3

λu3 + 2tP − aλ
. (3.51)

La convention utilisée pour définir le pas implique que ce dernier est positif pour les hélices
droites et négatif pour les hélices gauches. Lorsque le dénominateur s’annule, φ = cste = 0 car
cφ = 0, donc la trajectoire est rectiligne. Lorsque le numérateur s’annule, z = cste = 0 et d’après
le paragraphe 2.2.1, la trajectoire est un cercle. La Figure 3.4 représente la variation du rayon et
du pas en fonction de λ et tP .

Pour un couple donné (ρ0, pz) il est possible d’obtenir les valeurs correspondantes de (λ, tP ).
Pour ce faire, on remarque premièrement avec l’équation d’inextensibilité (2.63) que

cφ = ± 1

lt
, avec lt =

√
ρ2

0 +
( pz

2π

)2
. (3.52)
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lt est la longueur d’un tour d’hélice divisée par 2π. Ensuite, on calcule le produit scalaire de
l’équation (2.59) par t évalué en s = 0 :

tP = ρ0ẏ(0) + λż(0) . (3.53)

Ce résultat est valable pour toute trajectoire. Dans le cas des hélices, (3.52) et (3.53) donnent

tP = signe(cφ)

(
ρ2

0

lt
+ λ

pz
2π lt

)
. (3.54)

En ajoutant l’équation (2.87), on obtient quatre expressions de (λ, tP ). Après vérification avec
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les équations (3.50) et (3.51), seules les deux expressions suivantes sont correctes :

λ1 =
ρ0 pz + 2π κ lt

2π ρ0
tP1 =

pz κ+ 2π ρ0 lt
2π ρ0

(3.55)

λ2 =
ρ0 pz − 2π κ lt

2π ρ0
tP2 =

pz κ− 2π ρ0 lt
2π ρ0

. (3.56)

Ce sont bien des expressions de (λ, tP ) en fonction de (ρ0, pz), car pour les hélices

κ = cste =
ρ0

l2t
=

ρ0

ρ2
0 +

( pz
2π

)2 . (3.57)

En pratique comme les paramètres ρ0 et pz sont adimensionnés, il est plus utile d’imposer les
valeurs de (α = ρ0/pz, ρ0 ϕ̇,K3/K0). Cela revient à fixer les quantités réelles (ρ̃0, p̃z, ϕ

′,K3/K0)
en choisissant µ̃ = ρ̃0/ρ0 comme unité de longueur. L’équation (2.57) donne alors l’expression
de la force en fonction de la rigidité en flexion K0. Comme ϕ varie linéairement avec l’abscisse
curviligne, il suffit de connaître sa valeur en deux points de la trajectoire pour avoir ϕ′. En
résolvant les équations (3.47), (3.55) et (3.56) on obtient une unique solution réelle

pz = signe(α)
√

2π

(
(−2πα+ (K3/K0)(ρ0 ϕ̇+ 2πα+ 4ρ0 ϕ̇π

2α2)2

α2 (1 + 4π2α2)3

)1/4

, ρ0 = αpz . (3.58)

Ensuite, une seule des deux équations (3.55) et (3.56) donne le couple (λ, tP ) avec la bonne valeur
de ρ0 ϕ̇. Il faut donc vérifier l’équation (3.47) pour éliminer la solution incorrecte.

2.4 Homoclines

Lorsque m = 1, ce qui d’après (2.71) et (3.3) équivaut à u1 = u2 = 0, les équations (2.73)
s’écrivent 

ρ(s) =
√
u3/cosh(cΨ s)

φ(s) = λ/2 s

z(s) = s+
√
u3 E

(π
2
− 2arctan (exp(cΨ s)) , 1

)
.

(3.59a)

(3.59b)

(3.59c)

Dans ce cas, la fonction ρ(s) n’est plus périodique et les trajectoires sont des courbes particulières
appelées homoclines. Ces dernières forment une boucle en s = 0 et convergent vers l’axe (O, ek)
quand s −→ +∞ et s −→ −∞.

D’après l’équation (3.5), l’ensemble des homoclines occupent toute la région d’espaceDhomoclines
définie par

(λ, tP , a) ∈ Dhomoclines ⇐⇒ tP = λ ∈]− 2, 2[ et a = 2 . (3.60)

D’autre part, en injectant l’équation (3.49) dans (2.70), on montre que les homoclines vérifient

0 < u3 = 4− λ2 ≤ 4 . (3.61)

Comme mentionné en sous-section 2.1, la région Dhomoclines contient également des tiges rec-
tilignes en traction. C’est la seule région de l’espace (λ, tP , a) où deux types de trajectoires se
superposent. Ce résultat, dû à l’omission du cas u = cst = u2 6= u3 lorsqu’on intègre les équations
différentielles de u à u3, est reporté sur la Figure 3.5.
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2.5 Tiges fermées

2.5.1 Equations

Les configurations de tiges sont dites fermées si la trajectoire r(s) et le repère de Darboux
sont périodiques et ont la même période. D’après les développements de la sous-section 3.3 du
chapitre 2, pour toute tige élastique et pour tout (s0, qz) ∈ R× Z,

z(s0 + qzsper) = z(s0) + qzz(sper)

φ(s0 + qzsper) = φ(s0) + qz φ(sper)

ψ(s0 + qzsper) = ψ(s0) + qz ψ(sper)− qzψ(0)

ϕ(s0 + qzsper) = ϕ(s0) + qz ϕ(sper)− qzϕ(0)

(3.62a)

(3.62b)

(3.62c)

(3.62d)

où sper est la période de u = ρ2 définie en (2.75).

Si la fonction z(s) est périodique, alors elle est bornée : l’équation (3.62a) implique que
z(sper) = 0 et que la période de z(s) est sper. Réciproquement, si z(sper) = 0 alors z(s) est
périodique. De fait,

z périodique ⇐⇒ z(sper) = 0 ⇐⇒ z périodique de période sper . (3.63)

Comme les fonctions ρ(s) et θ(s) sont périodiques de période sper, on en déduit que

r et di périodiques de même période ⇐⇒


z périodique de période sper
φ périodique de période qz sper
ψ périodique de période qz sper
ϕ périodique de période qz sper

. (3.64)

Avec les équations (3.62b), (3.62c) et (3.62d), on remarque que

φ périodique de période qz sper ⇐⇒ ∃ qφ ∈ Z , φ(sper) = 2π qφ/qz ,

ψ périodique de période qz sper ⇐⇒ ∃ qψ ∈ Z , ψ(sper) = ψ(0) + 2π qψ/qz ,

ϕ périodique de période qz sper ⇐⇒ ∃ qϕ ∈ Z , ϕ(sper) = ϕ(0) + 2π qϕ/qz .

(3.65a)

(3.65b)

(3.65c)

Comme les variations de φ et ψ sur [0, sper] sont congrues modulo 2π (voir 3.3.1 du chapitre 2), les
équations (3.65a) et (3.65b) sont équivalentes. L’écriture des équations (3.63), (3.65b) et (3.65c)
à partir des expressions (2.73) et (2.80) donne alors

cΨz(sper) = (a− u1)K(m)− (u3 − u1)E(m) = 0

ψ(sper)− ψ(0) = 2(ψ+
P + ψ−P ) + ψcor(sper) = 2π

qψ
qz

ϕ(sper)− ϕ(0) =

(
K0

K3
− 1

)
tP sper + 2(ψ+

P − ψ
−
P ) + ψcor(sper) = 2π

qϕ
qz

(3.66a)

(3.66b)

(3.66c)

où
ψ+
P =

λ+ tP
(2 + a− u3)cΨ

Π
(
n+,m

)
, ψ−P =

λ− tP
(2− a+ u3)cΨ

Π
(
n−,m

)
. (3.67)

n+ et n− sont définis en (2.79).
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2.5.2 Calcul pratique

On approxime l’ensemble discret des tiges fermées dans l’espace (λ, tP , a) par la surface enve-
loppe définie par l’équation (3.66a). Cette approximation n’est pas aberrante car Q est dense dans
R, donc on peut toujours trouver des rationnels qψ/qz et qϕ/qz solutions de (3.66b) et (3.66c)
avec une précision donnée.

Pour résoudre l’équation (3.66a), il est utile d’utiliser les variables suivantes, proposées par
Nizette et Goriely (1999) :

z1 =
1

2
(a− u3) , z2 =

1

2
(a− u2) , z3 =

1

2
(a− u1). (3.68)

Avec ces paramètres, l’équation (3.66a) devient

(z3 − z1)E(m)− z3K(m) = 0. (3.69)

Le module m défini en (2.71) peut être exprimé de façon équivalente comme

m =
z2 − z1

z3 − z1
. (3.70)

Les paramètres de Landau (λ, tP , a) peuvent être déduits des paramètres (z1, z2, z3) et des
signes sg1 de λ+ tP et sg2 de λ− tP . En effet, en notant

M+ = sg1
λ+ tP

2
, M− = sg2

λ− tP
2

, (3.71)

on obtient que
λ = sg1M+ + sg2M− , tP = sg1M+ − sg2M− . (3.72)

De plus, en évaluant l’équation (2.65) en u = a− 2 et u = a+ 2, on a

4(λ− tP )2 = (a− 2− u1)(a− 2− u2)(a− 2− u3) ,

4(λ+ tP )2 = (a+ 2− u1)(a+ 2− u2)(a+ 2− u3) ,

(3.73a)

(3.73b)

donc
(λ− tP )2 = 2(z1 − 1)(z2 − 1)(z3 − 1) ,

(λ+ tP )2 = 2(z1 + 1)(z2 + 1)(z3 + 1) ,

(3.74a)

(3.74b)
et

M+ =

√
(z1 + 1)(z2 + 1)(z3 + 1)

2
, M− =

√
(z1 − 1)(z2 − 1)(z3 − 1)

2
. (3.75)

Les équations (3.72) et (3.75) donnent les expressions de λ et tP en fonction de (z1, z2, z3) et
(sg1, sg2). Enfin, avec (2.67a) on obtient

a = 2(z1 + z2 + z3)− λ2 . (3.76)

L’équation (3.69) implique que les tiges fermées sont paramétrées par (m, z3, sg1, sg2). A
chaque valeur de ce quadruplet correspond une valeur de (z1, z2, z3, sg1, sg2) et donc une valeur
de (λ, tP , a). La surface paramétrée ainsi définie est tracée sur la Figure 3.6. Toutes les tiges
fermées exactes sont incluses dans cette surface, ce qui simplifie les résultats observés dans la
littérature (Dichmann et al. 1996, Henderson et Neukirch 2004). On peut remarquer la symétrie
par rapport à l’axe λ = tP = 0, due à l’invariance de l’équation (3.66a) par la transformation
{λ, tP , a} −→ {−λ,−tP , a} (voir sous-section 3.3).
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2.6 Synthèse

Dans cette section, nous avons déterminé les lieux des tiges élastiques de trajectoires par-
ticulières dans l’espace (λ, tP , a) des paramètres de Landau. Les droites, les cercles, l’elastica
plane d’Euler, les hélices et les homoclines ont été localisées et classées, et leurs caractéristiques
géométriques (rayon, pas) ont été exprimées. Ces résultats sont résumés dans le Tableau 3.1 et
cartographiés sur la Figure 3.5. Les tiges fermées ont également été localisées sous la forme d’une
surface paramétrée remarquablement simple, tracée sur la Figure 3.6.

Tableau 3.1. Lieux et caractéristiques des trajectoires particulières. Les deux premières colonnes
donnent lieu à des relations d’équivalence entre leurs cases de même ligne.

Trajectoires Lieux
Racines

de p3(u)
Caractéristiques

Droites
tP = aλ/2

a = ±2
u2 u3 = 0

Densité de torsion physique Ωt = (K0/K3)tP

Traction si a = 2 , compression si a = −2

Cercles
λ = ±1/

√
a

tP = 1/λ

a > 0

u2 = u3 = a
Rayon ρ0 =

√
a

Densité de torsion physique Ωt = (K0/K3)tP

Elastica

2D

inflexionnelle

tP = λ = 0

−2 ≤ a < 2

u1 = a− 2

u2 = 0

u3 = a+ 2

m = (2 + a)/4

m ∈ [0, 1]

Elastica

2D non-

inflexionnelle

tP = λ = 0

a ≥ 2

u1 = 0

u2 = a− 2

u3 = a+ 2

m = 4/(2 + a)

m ∈ [0, 1]

Hélices
Surface

aMin(λ, tP )
u2 = u3

Rayon ρ0 =

√
1

3

(
2a− λ2 +

√
−3p

)
Pas pz = 2π

(a− ρ2
0)ρ2

0

λρ2
0 + 2tP − aλ

p défini en (2.69)

Homoclines
λ2 < 4

tP = λ

a = 2

u1 = u2 = 0 Rayon maximal ρmax =
√

4− λ2

Tiges fermées
Système

(3.66)

Nombre de périodes de z : qz
Nombre de tours de φ, ψ, ϕ : qφ, qψ, qϕ
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Figure 3.5. Tracé de la surface a = aMin(λ, tP ) délimitant la borne inférieure du domaine de
définition et des lieux dans l’espace (λ, tP , a) des tiges élastiques de trajectoires spéciales : droites
(a = ±2 et tP = aλ/2), cercles (a = aMin(λ, tP ) et tP = 1/λ), elastica 2D (λ = tP = 0), hélices
droites et gauches (a = aMin(λ, tP )) et homoclines (a = 2 et −2 < tP = λ < 2).

Figure 3.6. Tracé de la surface a = aMin(λ, tP ) délimitant la borne inférieure du domaine de
définition et de la surface enveloppant l’ensemble des tiges fermées, paramétrée analytiquement
par (m, z3, sg1, sg2).
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3 Classifications de l’elastica idéale 3D

Il s’agit désormais de classer les tiges élastiques dans le cas général. Pour ce faire, des propriétés
géométriques remarquables sont mises en évidence en sous-section 3.1. Il a déjà été observé que
les trajectoires élastiques sont incluses entre deux cylindres et qu’elles s’enroulent autour d’une
hélice "moyenne" (Nizette et Goriely 1999, Kehrbaum et Maddocks 1997). Nous allons plus loin en
montrant qu’elles sont enveloppées par un tube d’axe hélicoïdal et dont toutes les caractéristiques
géométriques sont exprimables analytiquement en fonction des paramètres de Landau. De plus,
nous remarquons que leur enroulement autour de l’axe de ce tube, que nous appelons "hélice
centrale" (ou hélice "H"), donne lieu à trois propriétés de chiralité pouvant s’avérer très utiles
pour la modélisation moléculaire. En sous-section 3.2, une première classification est proposée en
fonction de ces chiralités : l’espace (λ, tP , a) est divisé en dix régions de chiralités constantes. En
sous-section 3.3, une deuxième classification est proposée selon les caractéristiques géométriques
du tube enveloppe.

3.1 Propriétés géométriques générales des tiges élastiques

3.1.1 Les tiges élastiques oscillent autour d’une hélice centrale (ρH , pH)

En sous-section 3.3 du chapitre 2, nous avons vu que les fonctions ρ(s), φ(s)−cφ s et z(s)−cz s
sont périodiques de période sper, avec

cφ =
φ(sper)

sper
=
λ

2
+

2 tP − λa
2u3

Π(n,m)

K(m)
,

cz =
z(sper)

sper
=

1

2
(a− u1)− u3 − u1

2

E(m)

K(m)
.

(3.77a)

(3.77b)

De plus, les valeurs extrémales de la fonction ρ(s) sont centrées sur

ρH =

√
u2 +

√
u3

2
, (3.78)

et celles de φ(s)− cφ s et z(s)− cz s sont centrées sur 0.

Par conséquent, les trajectoires infinies des tiges élastiques oscillent autour d’une hélice dite
centrale, définie par

rH(sH) = xH(sH)ei + yH(sH)ej + zH(sH)ek (3.79)

avec 
xH(sH) = ρH cos(cφ sH)

yH(sH) = ρH sin(cφ sH)

zH(sH) = cz sH .

(3.80a)

(3.80b)

(3.80c)

L’abscisse curviligne de cette hélice est notée sH , pour la distinguer de l’abscisse s de la tige.
Par ailleurs, il faut noter que ||ṙH(sH)|| =

√
ρ2
Hc

2
φ + c2

z 6= 1, donc sH n’est pas une mesure de la
longueur d’arc.
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Dans le cas m = 0, la trajectoire de la tige est une hélice donnée en (3.44) et confondue
avec l’axe du tube enveloppe. Une singularité est obtenue quand m = u3 = 0, ce qui annule le
dénominateur du second terme dans l’expression de cφ. Comme il s’agit de tiges rectilignes, il
suffit de choisir cφ = 0 dans ce cas.

Quand n = 1, ce qui équivaut à u2 = 0, cφ n’est pas défini. Cependant, une décomposition de
cφ en séries de Taylor à l’ordre zéro au voisinage de n = 1 donne, avec l’équation (2.67c),

cφ ≈
n=1

λ

2
+ signe(2 tP − λa)

π

4

√
−u1√

1−mK(m)
. (3.81)

De plus, avec l’équation (2.67c) on remarque que u2 = 0 implique 2 tP − λa = 0, ce qui génère
un saut de discontinuité en cφ. On peut cependant étendre la définition de cφ en choisissant
arbitrairement signe(2 tP − λa) = 1 dans (3.81).

Quand n = 1 et m = 1, l’équation (3.81) avec u1 = u3(m− 1)/m donne

cφ ≈
m=1 n=1

λ

2
. (3.82)

Dans ce cas, il n’y a pas de discontinuité et l’équation (3.82) étend cφ par continuité.

L’hélice centrale est entièrement caractérisée par son rayon ρH défini en (3.78) et son pas pH
défini par

pH = zH

(
sH =

2π

cφ

)
=

2πcz
cφ

. (3.83)

Son repère de Frenet (nH ,bH , tH) s’exprime dans le repère global {O, (ei,ej , ek)} comme suit :

nH(sH) = −cos(cφ sH)ei − sin(cφ sH)ej ,

bH(sH) =
1√

ρ2
Hc

2
φ + c2

z

(cz sin(cφ sH)ei − cz cos(cφ sH)ej + ρH cφ ek) ,

tH(sH) =
1√

ρ2
Hc

2
φ + c2

z

(−ρH cφ sin(cφ sH)ei + ρH cφ cos(cφ sH)ej + cz ek) .

(3.84a)

(3.84b)

(3.84c)

3.1.2 Les tiges élastiques sont enveloppées par un tube de rayon ρG

Le fait que les trajectoires élastiques oscillent autour d’une hélice centrale implique que leur
distance dmin(s) à cette hélice est bornée. Pour caractériser davantage cette propriété, on se
propose de calculer dmin(s).

La distance d(s, sH) entre un point r(s) de la trajectoire élastique et un point rH(sH) de
l’hélice centrale est donnée par

d2(s, sH) = (ρ(s)cosφ(s)− ρH cos(cφ sH))2 + (ρ(s) sinφ(s)− ρH sin(cφ sH))2 + (z(s)− cz sH)2

= ρ2(s) + ρ2
H − 2ρ(s)ρH cos(φ(s)− cφ sH) + (z(s)− cz sH)2 . (3.85)
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La distance dmin(s) entre le point r(s) et l’hélice centrale est quant à elle obtenue pour l’abscisse
s⊥H qui minimise d(s, sH), c’est-à-dire que

dmin(s) = d(s, s⊥H(s)) , (3.86)

où l’abscisse s⊥H sur l’hélice centrale est telle que

∂d2

∂sH
(s, s⊥H) = 0 ⇐⇒ cφ ρH ρ(s) sin

(
φ(s)− cφ s⊥H

)
+
(
z(s)− cz s⊥H

)
cz = 0 . (3.87)

rH(s⊥H) est le projeté orthogonal de r(s) sur l’hélice centrale.

Aux points s = (k/2)sper, l’abscisse s⊥H est confondue avec s. En effet, pour tout k ∈ Z (voir
3.3.1, chapitre 2),

φ

(
k

2
sper

)
=
k

2
φ(sper) , z

(
k

2
sper

)
=
k

2
z(sper) . (3.88)

D’après les définitions de cφ et cz en (3.77), on en déduit que s⊥H = s est solution de (3.87) quand
s = (k/2)sper. Il en résulte que

∀k ∈ Z , s⊥H

(
k

2
sper

)
=
k

2
sper . (3.89)

D’après les équations (3.62),

φ(s+ sper) = φ(s) + φ(sper) ,

z(s+ sper) = z(s) + z(sper) ,

(3.90a)

(3.90b)

donc si l’équation (3.87) est vérifiée pour le couple (s, s⊥H), elle l’est aussi pour (s+sper, s
⊥
H+sper).

Ainsi,
∀s ∈ R , s⊥H (s+ sper) = s⊥H (s) + sper . (3.91)

Comme les fonctions ρ(s), φ(s) − cφ s⊥H(s) et z(s) − cz s⊥H(s) sont périodiques de période sper,
la distance dmin(s) du point r(s) à l’hélice centrale l’est également. Elle est donc bornée, ce qui
signifie que les trajectoires élastiques sont contenues à l’intérieur d’un tube dont l’axe est l’hélice
centrale.

Le rayon de ce tube est donné par la valeur maximale de dmin(s). En dérivant par rapport à
s l’équation (3.85) écrite avec sH = s⊥H(s), on obtient que

ḋmin(s) = 0 ⇐⇒ ρ(s) ρ̇(s)−ρ̇(s)ρH cos∆φ(s)+ρ(s)ρH ∆φ̇(s) sin∆φ(s)+dz(s) ḋz(s) = 0 (3.92)

avec
∆φ(s) = φ(s)− cφ s⊥H(s) , dz(s) = z(s)− cz s⊥H(s) . (3.93)

Or
ρ̇(0) = ρ̇(sper/2) = 0 , ∆φ(0) = ∆φ(sper/2) = 0 , dz(0) = dz(sper/2) = 0 , (3.94)

donc les points s = 0 et s = sper/2 sont des extrema locaux de dmin(s).
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Pour connaître davantage l’évolution de cette distance sur [0, sper], il faut calculer la fonc-
tion s⊥H(s). Ceci peut être fait en résolvant numériquement l’équation (3.87). En dérivant cette
équation par rapport à s, on obtient

ṡ⊥H(s) =
cφ ρH ·

[
ρ(s) φ̇(s)cos∆φ(s) + ρ̇(s) sin∆φ(s)

]
+ cz ż(s)

c2
φ ρH ρ(s)cos∆φ(s) + c2

z

. (3.95)

s⊥H(s) est donc calculé de façon robuste en intégrant numériquement l’équation différentielle
(3.95) avec la condition limite s⊥H(0) = 0.

Sur la Figure 3.7a, la fonction s⊥H(s) est tracée pour des valeurs particulières de (λ, tP , a).
Comme précisé par (3.89), elle intersecte s en 0, sper/2 et sper. De plus, elle augmente d’une

0

Figure 3.7. Tracé des fonctions s⊥H(s) et d2
min(s) sur une période [0, sper] pour λ = 0.3, tP = 0.4

et a = 0.5. (a) Quelques soient les valeurs de λ, tP et a, la fonction s⊥H(s) est toujours inférieure
à s sur [0, sper/2] et supérieure à s sur [sper/2, sper]. (b) Quelques soient les valeurs de λ, tP et
a, la fonction d2

min(s) est toujours inférieure à sa valeur ρ2
G en s = 0.

période en l’espace d’une période, ce qui est cohérent avec l’équation (3.91). On observe par
ailleurs qu’elle est toujours inférieure à s sur [0, sper/2] et supérieure à s sur [sper/2, sper], quelques
soient les valeurs de (λ, tP , a). La Figure 3.7b représente le tracé de la fonction d2

min(s). On observe
que les extrema locaux s = 0 et s = sper/2 sont en fait des maxima globaux. Par conséquent,

∀s ∈ R, dmin(s) ≤ dmin(0) = ρG , (3.96)

où la distance ρG est donnée par

ρG = d(0, 0) =

√
u3 + ρ2

H − 2
√
u3ρH =

√
u3 − ρH =

√
u3 −

√
u2

2
. (3.97)
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La valeur minimale ρG min de dmin(s) peut être calculée en résolvant ḋmin(s) = 0 par la méthode
de Newton-Raphson, en prenant s = sper/4 comme point de départ.

En conclusion, les trajectoires élastiques sont enveloppées par un tube de rayon ρG dont l’axe
est l’hélice centrale. L’équation de ce tube est

rtube(sH , α) = rH(sH) + ρG cos(α)nH(sH) + ρG sin(α)bH(sH) , α ∈ [0, 2π] , (3.98)

ρG =

√
u3 −

√
u2

2
. (3.99)

Les vecteurs nH et bH dans l’équation (3.98) sont la normale et la binormale du repère de Frenet
de l’hélice centrale, définis en (3.84a) et (3.84b).

Un tracé du tube enveloppe et de ses caractéristiques ρH , pH et ρG sur deux exemples est
proposé Figure 3.9.

3.1.3 Les tiges élastiques s’enroulent avec un pas pG

Les oscillations des trajectoires élastiques autour de leur hélice centrale peuvent être carac-
térisées davantage. Pour ce faire, on applique une transformation à ces trajectoires, par laquelle
l’hélice centrale devient une droite.

Premièrement, chaque vecteur position r(s) est exprimé dans le repère de Frenet de l’hélice
centrale, {rH , (nH ,bH , tH)}(s⊥H). On rappelle que s⊥H est l’abscisse curviligne du projeté ortho-
gonal de r(s) sur l’hélice centrale, obtenu par intégration de l’équation différentielle (3.95). Ce
changement de repère s’écrit

r(s) = rnnH(s⊥H) + rbbH(s⊥H) + rt tH(s⊥H) , (3.100)

avec 

rn(s) = ρH − ρ(s)cos
(
φ(s)− cφ s⊥H

)
rb(s) =

−cz ρ(s) sin
(
φ(s)− cφ s⊥H

)
+
(
z(s)− cz s⊥H

)
cφ ρH√

ρ2
Hc

2
φ + c2

z

rt(s) = cφ ρH ρ(s) sin
(
φ(s)− cφ s⊥H

)
+
(
z(s)− cz s⊥H

)
cz = 0 .

(3.101a)

(3.101b)

(3.101c)

Deuxièmement, on calcule la longueur lH(s) de la partie [0, s⊥H(s)] de l’hélice centrale :

lH(s) =

∫ s⊥H(s)

0
||ṙH(sH)||dsH =

√
ρ2
Hc

2
φ + c2

z s
⊥
H(s) . (3.102)

Dans un repère orthonormé {O, (e1, e2, e3)}, la courbe

rF (s) = rn(s)e1 + rb(s)e2 + lH(s)e3 (3.103)

est la trajectoire de la tige dans le repère de Frenet de son hélice centrale. L’axe (O, e3) représente
l’hélice centrale "redressée" et l’évolution de rF (s) caractérise les oscillations de la trajectoire
élastique autour de cette hélice.
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Avec les propriétés (3.90) et (3.91), il est évident que les fonctions rn(s) et rb(s) sont pério-
diques de période sper. De plus par les propriétés (3.89) et (3.91),

lH(s+ sper) = lH(s) + lH(sper) , avec lH(sper) ≥ 0 . (3.104)

La courbe rF (s) est donc constituée de la répétition de son allure sur [0, sper]. Autrement dit,
pour tout entier relatif k, la partie [k sper, (k + 1)sper] est obtenue par translation de la partie
[0, sper] suivant l’axe (O, e3). La valeur de cette translation est k |pG|, où

|pG| = lH(sper) =
√
ρ2
Hc

2
φ + c2

z sper . (3.105)

pG est le pas de la trajectoire élastique dans le repère de Frenet de son hélice centrale. Il est
intéressant de lui attribuer un signe selon l’allure de la courbe rF (s), et plus précisément de la
courbe plane (rn(s), rb(s)) sur une période [0, sper]. Cette dernière, appelée profil de la trajectoire
élastique, est tracée sur la Figure 3.8 pour des valeurs fixées de (λ, tP ) et pour plusieurs valeurs de
a allant de aMin(λ, tP ) à 50. En injectant l’équation (3.101c) dans (3.101b), ces profils s’expriment
comme suit : 

rn(s) = ρH − ρ(s)cos
(
φ(s)− cφ s⊥H

)

rb(s) = −

√
ρ2
Hc

2
φ + c2

z

cz
ρ(s) sin

(
φ(s)− cφ s⊥H

)
.

(3.106a)

(3.106b)

On obtient sans difficulté que

rn(0) = ρH −
√
u3 = −ρG = rnmin , rb(0) = 0 ,

rn(sper/2) = ρH −
√
u2 = ρG = rnmax , rb(sper/2) = 0 .

(3.107a)

(3.107b)

De plus, les profils sont symétriques par rapport à l’axe (O, rn). En effet, il a été vu en 3.3.2 du
chapitre 2 que la fonction ρ(s) est paire, tandis que φ(s) et z(s) sont impaires. L’équation (3.87)
implique également que s⊥H(s) est impaire. Il en découle que

s −→ −s =⇒

{
rn −→ rn

rb −→ −rb
. (3.108)

Les profils étant périodiques de période sper, la partie [sper/2, sper] est donc symétrique de la
partie [0, sper/2] par rapport à l’axe (O, rn).

Par conséquent, les trajectoires élastiques s’enroulent autour de leur hélice centrale. Le signe
du pas pG est choisi en fonction du sens de cet enroulement. Pour le définir précisément, on note
(ρF , φF ) les coordonnées polaires des points du profil (rn(s), rb(s)). Il est pratique de définir φF
tel que φF (0) = 0 et φF (s) ∈ R, de façon à ce que la quantité φF (s)/2π comptabilise le nombre
de tours autour du point (0, 0) sur [0, s]. Alors

r⊥n = −ρF cos(φF ) , r⊥b = ρF sin(φF ) . (3.109)

Sous cette définition, on a nécessairement

φF (sper) = ±2π . (3.110)
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Figure 3.8. Tracé de profils (rn(s), rb(s)) de trajectoires élastiques pour λ = −1, tP = −0.3 et
différentes valeurs de a allant de aMin(λ, tP ) à 50. L’axe des abscisses correspond aux valeurs de
rn et l’axe des ordonnées aux valeurs de rb. Tous les profils sont inclus dans le cercle rouge de
centre (0, 0) et de rayon ρG. L’origine s = 0 est marquée par un point, et le sens des s croissants
est indiqué par une flèche.
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Comme lH(sper) ≥ 0, le signe de φF (sper) donne le sens de l’enroulement de la trajectoire autour
de son hélice centrale : il est droit quand φF (sper) > 0 et gauche quand φF (sper) < 0. On choisit
alors de donner au pas pG le même signe que φF (sper). Comme φF (s) est impaire, cela revient à
dire que pG a le même signe que lH lorsque φF = 2π :

signe (pG) = signe (φF (sper)) =⇒ pG = lH(φF = 2π) . (3.111)

Sur l’exemple de la Figure 3.8, le sens de l’enroulement est donné par le sens des abscisses s
croissantes, représenté par les flèches. L’enroulement est donc droit pour les profils (b) à (d) et
gauche pour les profils (f) à (i). Le profil (a) est particulier puisqu’il correspond à une hélice
a = aMin(λ, tP ). Dans ce cas, la trajectoire élastique est confondue avec l’hélice centrale et son
profil est le point (0, 0) : il n’y a pas d’enroulement. Par ailleurs, pour les profils (d) à (f), la
fonction φF (s) n’est pas monotone sur [0, sper]. C’est ce que traduit la présence d’une boucle.
Les profils (c) et (g) constituent les limites de ce comportement : ils correspondent aux valeurs
(a1, a2) de a telles que

ṙb(0) = 0 ⇐⇒ (cφ u3 + cz λ)(u3 − a1) + 2 cz tP = 0 ,

ṙb(sper/2) = 0 ⇐⇒ (cφ u2 + cz λ)(u2 − a2) + 2 cz tP = 0 .

(3.112a)

(3.112b)

Ces équations sont compliquées car cφ, cz, u2 et u3 dépendent non-linéairement de (λ, tP , a). Les
valeurs (a1, a2) peuvent néanmoins être calculées numériquement. Pour a1 < a < a2, la fonction
φF (s) n’est pas monotone. Pour une valeur critique a = ac ∈]a1, a2[ correspondant au profil (e),
elle n’est pas continue et il est par conséquent impossible de compter le nombre de tours. La
trajectoire associée intersecte son hélice centrale plutôt que de s’enrouler autour, donc le signe
de son pas pG ne peut pas être défini. Il s’agit d’une configuration transitoire pour laquelle un
changement de sens de l’enroulement se produit. Cette trajectoire vérifie l’équation

∃ s ∈ R,


ρ(s) = ρH

φ(s) = cφ s
⊥
H(s)

z(s) = cz s
⊥
H(s)

⇐⇒ czφ(s0)− cφz(s0) = 0 (3.113)

avec

s0 =
1

cΨ
sn−1

√u3 − ρ2
H

u3 − u2
,m

 ∈ [0, sper
2

]
.

En effet, le sens réciproque de l’équivalence (3.113) est bien vérifié puisque sH = φ(s0)/cφ =
z(s0)/cz est solution de (3.87). De plus, on peut observer que

signe (pG) = signe (cz φ(s0)− cφ z(s0)) . (3.114)

La valeur critique ac correspondant au profil (e) est déterminée en résolvant numériquement
l’équation (3.113).

La Figure 3.9 contient un tracé de la trajectoire élastique dans le repère de Frenet de l’hélice
centrale, sur lequel le pas pG est représenté.
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lH

rbrn

s = 0

φF = 2πpG

(a.1) (a.2) (b)
(λ, tP , a) = (0.4,−1.1, 3) (λ, tP , a) = (0.2, 0.5,−0.3)

Figure 3.9. Deux exemples illustrant la structure géométrique des tiges élastiques 3D. Dans
l’exemple (a), la trajectoire est tracée dans le repère global {O, (ei, ej , ek)} en (a.1) et dans le
repère de Frenet de l’hélice centrale en (a.2). Dans l’exemple (b), elle est tracée uniquement dans
le repère global. Les lignes épaisses en tirets sont les hélices centrales, droite en (a) (SH = +1) et
gauche en (b) (SH = −1). Les trajectoires s’enroulent autour de ces hélices avec un signe négatif
en (a) (SG = −1) et positif en (b) (SG = +1). Figurées par les tubes minces multicolores, les
tiges sont tordues négativement en (a) (SP = −1) et positivement en (b) (SP = +1). Enfin, elles
sont enveloppées par un tube d’axe hélicoïdal.

3.1.4 Les tiges élastiques ont trois composantes de chiralité (SH , SG, SP )

Les trajectoires des tiges élastiques sont chirales, c’est-à-dire qu’elles ne peuvent pas être
superposées à leur image par réflexion. On identifie trois composantes de chiralité, qui peuvent
être définies pour chaque tige élastique :

(i) L’hélice centrale a une chiralité SH , i.e. ce peut être une hélice droite (SH = +1) ou gauche
(SH = −1). SH est le signe du pas pH , exprimé en (3.83) ;

(ii) La trajectoire s’enroule autour de l’hélice centrale avec une chiralité SG, i.e. son profil
dans le repère de Frenet de l’hélice centrale a un enroulement droit (SG = +1) ou gauche
(SG = −1). SG est le signe du pas pG, donné en (3.114) ;

(iii) Les sections tournent autour de la tangente t avec une chiralité SP , i.e. elles sont soumises
à un moment de torsion M(s) · t positif (SP = +1) ou négatif (SP = −1). SP est le signe
de tP .

Ces propriétés de chiralité sont illustrées sur la Figure 3.9.

3.2 Classification des tiges élastiques selon la chiralité

La structure géométrique générale des tiges élastiques identifiée en sous-section 3.1 a des res-
semblances avec celle de la chaîne sucre-phosphate des acides nucléiques, ou encore de l’ensemble
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de la double-hélice. Nous avons en effet remarqué en sous-section 2.3 du chapitre 1 l’enroule-
ment du squelette de l’ADN-B autour d’un axe curviligne et la structure en superhélice de la
chromatine. L’existence des trois composantes de chiralité suggère par ailleurs que la richesse
configurationnelle des tiges élastiques est suffisante pour représenter les acides nucléiques à une
échelle bien choisie.

D’autre part, les propriétés que nous avons identifiées sur les configurations d’équilibre des
tiges donnent des éléments de comparaison et de classification. Dans cette sous-section, les com-
posantes de chiralités sont utilisées pour définir 23 classes de tiges élastiques. Pour ce faire, les
surfaces correspondant à un changement de chiralité sont tracées dans l’espace (λ, tP , a) des
paramètres de Landau. Les changements de chiralité SP se produisent évidemment sur le plan
tP = 0. Les changements sur les chiralités SH et SG sont quant à eux plus délicats à obtenir.

3.2.1 Changement de chiralité SH

Un changement de chiralité SH correspond à un changement de signe du pas pH . D’après
l’équation (3.83), cela se produit lorsque cz ou cφ change de signe.

Le coefficient cz, défini en (3.77b), est une fonction continue de (λ, tP , a) : par conséquent, il
change de signe uniquement lorsqu’il s’annule, donc lorsque le pas pH est nul. Dans ce cas, l’hélice
centrale est un cercle et la tige vérifie z(sper) = 0, ce qui se traduit par l’équation (3.66a) résolue
en sous-section 2.5. Ainsi, les points où cz change de signe décrivent la surface tracée en rouge
sur les Figures 3.6 et 3.10. Il est impossible que cette surface soit traversée sans changement du
signe de cz. Cela peut être montré en calculant deux valeurs particulières du pas pH de part et
d’autre de la surface et en constatant qu’elles sont de signes différents.

Le coefficient cφ peut changer de signe continûment ou par l’intermédiaire d’un saut de dis-
continuité. Le changement continu se produit lorsque cφ = 0, i.e. lorsque le pas pH est infini.
Dans ce cas, l’hélice centrale est une droite. La région correspondante de l’espace (λ, tP , a) est
calculée numériquement : il s’agit d’une surface, tracée en jaune sur la Figure 3.10.

Comme cela a été mentionné en 3.1.2, les discontinuités de cφ se produisent quand u2 = 0.
L’équation u2 = 0 est résolue en ajoutant les conditions u1 ≤ 0 ≤ u2 = 0 ≤ u3 et a ≥ −2 au
système (2.67) reliant les coefficients du polynôme p3(u) à ses racines (u1, u3, u3) :

(λ, tP , a) ∈ D et u2 = 0 ⇐⇒ tP =
aλ

2
et − 2 ≤ a ≤ 2 , (3.115)

où D ⊂ R3 désigne le domaine de définition des paramètres de Landau. Il s’agit de l’équation
d’une surface dans l’espace (λ, tP , a). Toutefois, un saut de discontinuité de cφ n’implique pas
nécessairement un changement de signe de ce dernier. Par conséquent, seulement une partie de
la surface u2 = 0 correspond à un changement de signe de cφ, délimitée par l’ensemble des points
u2 = 0 pour lesquels cφ = 0. Avec l’équation (3.81), cela donne une ligne frontière définie par

u2 = 0 et
λ

2
= ±π

4

√
−u1√

1−mK(m)
. (3.116)

Pour faciliter le calcul de cette ligne, on remarque sur la Figure 3.10 que cφ = 0 ne se produit
que lorsque λ et tP ont le même signe. Par l’équation (3.115), cela implique que a ≥ 0 sur la
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frontière recherchée. De plus, les équations u2 = 0 et cφ = 0 sont invariantes par la transformation
(λ, tP , a) −→ (−λ,−tP , a). Leur intersection est donc symétrique par rapport à l’axe λ = tP = 0.
On peut donc se contenter de calculer la partie (λ ≥ 0, tP ≥ 0) de la ligne (3.116) et obtenir la
partie (λ ≤ 0, tP ≤ 0) par symétrie. En exploitant ces remarques et en combinant les équations
(2.67) et (3.116), la partie (λ ≥ 0, tP ≥ 0) de la frontière recherchée a pour équation, paramétrée
par m 6= 1 :

λ =
2π

(π4 + 8(2m− 1)π2K(m)2 + 16K(m)4)1/4
, (3.117)

u1 = − 16(1−m)K(m)2

(π4 + 8(2m− 1)π2K(m)2 + 16K(m)4)1/2
, (3.118)

u3 =
m

m− 1
u1 , a =

√
4 + u1u3 , tP =

aλ

2
. (3.119)

Le cas m = 1 ajoute uniquement le point {λ = 0, tP = 0, a = 2} à la ligne définie par les
équations (3.117) à (3.119). Cette ligne est l’intersection de cφ = 0 et u2 = 0. Seule la partie de
la surface u2 = 0 sous cette frontière (i.e. avec des valeurs de a plus faibles), tracée en gris et
blanc sur la Figure 3.10, correspond à un changement de chiralité SH .

3.2.2 Changement de chiralité SG

La chiralité SG est le signe du pas pG avec lequel la trajectoire élastique s’enroule autour de
son hélice centrale. Elle est exprimée dans l’équation (3.114). Comme pour la chiralité SH , un
changement de SG peut se produire continûment ou par l’intermédiaire d’un saut de discontinuité
en cφ.

La surface correspondant au changement de SG continu,

cz φ(s0)− cφ z(s0) = 0 , avec s0 =
1

cΨ
sn−1

√u3 − ρ2
H

u3 − u2
,m

 ∈ [0, sper
2

]
, (3.120)

est calculée numériquement et tracée sur la Figure 3.10. D’après 3.1.3, il s’agit de l’ensemble
des tiges élastiques qui intersectent leur hélice centrale. Il n’est pas possible de définir un sens
d’enroulement des profils de ces tiges : par convention, on pose SG = 0 sur toute la surface.

Pour obtenir la surface correspondant au changement de SG discontinu, l’intersection entre
les surfaces u2 = 0 et SG = 0 doit être calculée. Avec les mêmes arguments que pour le calcul
de la frontière (u2 = 0) ∩ (cφ = 0) (voir 3.2.1), cette intersection est une ligne vérifiant a ≥ 0 et
pour laquelle λ et tP sont de même signe. On peut calculer uniquement la partie (λ ≥ 0, tP ≥ 0)
et obtenir la partie (λ ≤ 0, tP ≤ 0) par symétrie par rapport à l’axe λ = tP = 0. Le système à
résoudre est constitué des équations u2 = 0 et (3.120) et peut être paramétré par le module m.
En effet, en ajoutant les conditions u2 = 0, λ ≥ 0 et tP ≥ 0 au système (2.67), on obtient :

u3 =
m

m− 1
u1 , a =

√
4 + u1u3 , λ =

√
2a− u1 − u3 , tP =

aλ

2
. (3.121)

Il s’agit donc, pour m variant de 0 à 1, de trouver la valeur de u1 qui vérifie (3.120) et (3.121).
Cela est résolu numériquement : la ligne obtenue est tracée sur la Figure 3.10. La partie de la
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surface u2 = 0 sous cette ligne (i.e. avec des valeurs de a plus faibles) correspond à un changement
de chiralité SG.

Figure 3.10. Tracés des surfaces qui délimitent les frontières de bifurcation des chiralités
(SH , SG). La surface des hélices, a = aMin(λ, tP ), est la borne inférieure du domaine de dé-
finition. (a) En gris et blanc, partie de la surface u2 = 0 des sauts de discontinuité en cφ qui
correspond à un changement de chiralité SH et/ou SG ; en jaune, surface cφ = 0 des changements
continus de signe de cφ (les hélices centrales des tiges associées sont des droites). (b) Ajout de
la surface SG = 0 des trajectoires qui intersectent leur hélice centrale. (c) Ajout de la surface
pH = 0 enveloppant les tiges fermées (les hélices centrales des tiges associées sont des cercles).
Les transformations correspondant à ces surfaces sont données dans la légende.
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3.2.3 Classification

Les surfaces obtenues en 3.2.1 et 3.2.2 et tracées sur la Figure 3.10 divisent l’espace (λ, tP , a)
en cinq régions de chiralités (SH , SG) constantes. Ces régions sont représentées sur la Figure 3.11
pour tP ≤ −λ. Comme toutes les surfaces frontières sont symétriques par rapport à l’axe λ =
tP = 0, la partie tP ≥ −λ est obtenue avec la transformation

(λ, tP , a) −→ (−λ,−tP , a) =⇒ (SH , SG) −→ (−SH ,−SG) . (3.122)

En ajoutant le plan tP = 0 correspondant aux changements de signe de SP , on obtient au total
dix régions de chiralités (SH , SG, SP ) constantes.

Figure 3.11. Tracé des classes chirales (SH , SG) dans l’espace (λ, tP , a) pour tP ≤ −λ. La trans-
formation (λ, tP , a) −→ (−λ,−tP , a) donne la partie tP ≥ −λ via (SH , SG) −→ (−SH ,−SG).

3.3 Classification des tiges élastiques selon le tube enveloppe

Dans cette sous-section, les tiges élastiques sont classées en fonction du tube par lequel elles
sont enveloppées. La géométrie de ce tube est entièrement caractérisée par trois grandeurs :

• le rayon ρH et le pas pH de son axe, i.e. de l’hélice centrale autour de laquelle la trajectoire
s’enroule ;
• son rayon ρG, qui est la distance maximale de la trajectoire à l’hélice centrale.

Ces trois grandeurs donnent à elles seules beaucoup d’informations sur l’allure de la trajectoire
élastique. Il est donc particulièrement intéressant de les utiliser pour classer les configurations
d’équilibre des tiges.
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Il est possible de déterminer l’ensemble des tiges élastiques ayant le même tube enveloppe
(ρH , ρG, pH). Pour ce faire, on obtient premièrement des expressions analytiques des paramètres
de Landau (λ, tP ) en fonction de (ρH , ρG, a), ce qui revient à paramétrer la géométrie des tiges
élastiques par ce dernier triplet. Pour obtenir les valeurs de a donnant le pas pH ciblé, il reste
alors à résoudre numériquement une équation scalaire.

Pour obtenir (λ, tP ) en fonction de (ρH , ρG, a), on remarque que

u2 = (ρH − ρG)2 , u3 = (ρH + ρG)2. (3.123)

Il suffit donc d’exprimer (λ, tP ) en fonction de (u2, u3, a). Pour ce faire, on résout l’équation
(2.67) qui relie les coefficients du polynôme p3(u) à ses racines, avec pour inconnues (λ, tP , u1).
On obtient quatre expressions de λ remarquablement simples :

λk∈{1,2} = (−1)k+1

√
(4− (a− u2)2)u2 −

√
(4− (a− u3)2)u3

u3 − u2
, (3.124)

λk∈{3,4} = (−1)k+1

√
(4− (a− u2)2)u2 +

√
(4− (a− u3)2)u3

u3 − u2
. (3.125)

Il existe donc quatre tiges élastiques (éventuellement identiques) associées à des valeurs données
de (ρH , ρG, a). Les expressions de leurs paramètres λ ne sont pas définies quand u2 = u3, mais
ce cas correspond aux hélices et a été entièrement traité en sous-section 2.3.

Avec l’équation (2.67a) les expressions de u1 sont données par

∀ k ∈ {1, 2, 3, 4} , u1k = 2a− u2 − u3 − λ2
k . (3.126)

Quand λk 6= 0, l’équation (2.67b) donne

∀ k ∈ {1, 2, 3, 4} , tPk =
4− a2 + u1k u2 + u1k u3 + u2 u3 + 2aλ2

k

4λk
. (3.127)

Quand λ1 = λ2 = 0 ou λ3 = λ4 = 0, l’équation (2.67c) donne

∀ k ∈ {1, 2, 3, 4} , tPk =
(−1)k+1

2

√
−u1k u2 u3 . (3.128)

Les équations (3.124) à (3.128) donnent les quatre tiges élastiques associées à (ρH , ρG, a).
Cependant, toutes les valeurs de (ρH , ρG, a) ne sont pas autorisées. En effet, il a été vu au
paragraphe 3.3.1 du chapitre 2 que

− 1 ≤ cos(θmin) =
1

2
(a− u2) ≤ cos(θmax) =

1

2
(a− u3) ≤ 1 . (3.129)

En ajoutant l’équation (3.123), on obtient deux systèmes équivalents :
max(0, u3 − 4) ≤ u2 ≤ u3

et

−2 ≤ u3 − 2 ≤ a ≤ u2 + 2

⇐⇒


0 ≤ ρHρG ≤ 1

et

(ρH + ρG)2 − 2 ≤ a ≤ (ρH − ρG)2 + 2

. (3.130)
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Nous avons donc paramétré les configurations d’équilibre des tiges élastiques par (ρH , ρG, a).
Lorsque les valeurs de ρH et ρG sont fixées, a modifie uniquement le pas pH du tube enveloppe.
Pour chacune des quatre solutions, la fonction pH(a) est connue analytiquement : elle est tracée
sur la Figure 3.12 pour ρH = 1.2 et ρG = 0.5. Les valeurs de a correspondant à une valeur
de pH fixée peuvent être calculées numériquement. On obtient alors un maximum de quatre
tiges élastiques associées à une géométrie donnée du tube enveloppe. Ces tiges peuvent être
discriminées par différents critères, comme les chiralités (SH , SG, SP ) ou le module m.

1.5 2.0 2.5

-20

-10

10

20

Figure 3.12. Tracé du pas pH de l’hélice centrale en fonction de a, pour ρH = 1.2 et ρG = 0.5.
Pour une valeur donnée de a, il existe quatre solutions (λk, tPk, a) (éventuellement identiques)
exprimées par les équations (3.124) à (3.128). A une valeur donnée de pH correspondent au plus
quatre tiges élastiques, pour lesquelles la valeur de a peut être obtenue numériquement. Les
lignes verticales a ' 1.86 sont les asymptotes des courbes k = 3 et k = 4.

4 Conclusion du chapitre

Une partie des objectifs de la thèse, énoncés dans la sous-section 4.1 du premier chapitre,
ont été atteints. En effet, une première étape de classification a été franchie en identifiant et
en caractérisant toutes les géométries particulières de tiges élastiques à l’équilibre. D’un point
de vue technique, cela était nécessaire pour implémenter les grandes déformations statiques des
tiges de façon robuste. En effet, ces géométries particulières sont toutes des points de singularité
des équations d’équilibre. D’un point de vue modélisation, cela donne une idée des régions de
l’espace (λ, tP , a) où un grand nombre de structures d’acides nucléiques peuvent être représentées
par une tige élastique. Par exemple,

• Les minicercles et les plasmides correspondraient aux cercles et aux courbes fermées ;
• Les acides nucléiques simple-brin et double-brin (notamment les tiges des épingles à che-

veux) se rapprochent des hélices ;
• Les sites abasiques seraient décrits par les homoclines.

D’autre part, on remarque que la cartographie du rayon et du pas des hélices sur la Figure 3.4
ressemble aux diagrammes de Ramachandran tracés pour les protéines. Cela conforte l’idée que
les tiges élastiques sont également de bons modèles pour ces biopolymères (Lapidus et al. 2002,
Storm et al. 2005).
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Une deuxième étape de classification a été franchie en dégageant des propriétés géométriques
générales, valables pour toutes les configurations d’équilibre de l’elastica 3D idéale. Les trajec-
toires élastiques s’enroulent autour d’une hélice centrale de rayon ρH et de pas pH , dont l’axe
est parallèle à la force F. De plus, elles sont enveloppées par un tube de rayon ρG dont l’axe
est l’hélice centrale. Leur enroulement autour de l’hélice centrale est périodique et caractérisé
par un pas pG. Enfin, les enroulements de l’hélice centrale autour de son axe, de la trajectoire
autour de l’hélice centrale et des sections autour de la tangente sont définis dans les deux sens,
ce qui donne lieu à des propriétés de chiralité (SH , SG, SP ). Les tiges élastiques ont donc une
structure géométrique très particulière, qui présente des similarités avec les acides nucléiques
et les protéines. Leur richesse structurelle est très certainement suffisante pour représenter la
majorité des conformations d’acides nucléiques. Dans ce chapitre 3, les configurations d’équilibre
ont été regroupées en huit classes de chiralités (SH , SG, SP ) constantes, puis réparties suivant les
géométries de leurs tubes enveloppes. Dans un problème donné, cela conduit à des restrictions
de l’espace configurationnel des tiges potentiellement très fortes. S’il est possible de définir des
caractéristiques (ρH , ρG, pH , pG) et (SH , SG, SP ) pour les acides nucléiques, il devient alors très
simple d’associer une configuration de tige élastique à chaque molécule.

Dans les objectifs de la thèse, figure également la résolution des problèmes de mécanique ren-
contrés en modélisation moléculaire avec l’approche BCE. En particulier, il faut superposer une
tige élastique sur une courbe en hélice de rayon, pas et déphasage donnés, afin d’obtenir l’orien-
tation des sections et le chargement mécanique. Avec les développements de la sous-section 2.3,
cela est désormais possible si on connait l’orientation des sections en deux points de la trajectoire.

La mise en place d’une classification des configurations d’équilibre de tiges élastiques pour la
modélisation moléculaire nous a conduit vers la formulation de résultats nouveaux sur l’elastica
3D idéale :

• Le domaine de définition des paramètres (λ, tP , a) a été déterminé et exprimé analytique-
ment ;
• Les tiges de trajectoire particulière (droites, cercles, élasticité plane, hélices, homoclines,

trajectoires fermées) ont été caractérisées et localisées dans l’espace des paramètres
(λ, tP , a). Les lieux de chaque trajectoire ont été tracés. La surface enveloppant l’en-
semble des courbes fermées est particulièrement simple ;
• La structure géométrique des configurations d’équilibre a été décrite de façon précise.

L’inclusion de la trajectoire entre deux cylindres ainsi que la notion d’hélice moyenne
étaient déjà connues. En revanche, l’existence et la caractérisation du tube enveloppe
sont nouvelles, tout comme les chiralités et les expressions analytiques des caractéristiques
(ρH , ρG, pH , pG) et (SH , SG, SP ) ;
• Deux classifications, selon les chiralités et selon le tube enveloppe, ont été effectuées. Les

diagrammes de bifurcation correspondant ont été tracés dans l’espace (λ, tP , a).

Le dernier chapitre de la thèse est consacré à la résolution du problème aux limites pour
imposer des conditions d’encastrement aux tiges, i.e. des positions et orientations relatives de
leurs sections extrémales.
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1 Formulation du problème

Nous avons vu au chapitre 1 que la détermination de la conformation tridimensionnelle des
acides nucléiques avec l’approche BCE (Biopolymer Chain Elasticity) requiert la résolution d’un
problème aux limites sur les tiges élastiques. Il s’agit de calculer les configurations d’équilibre qui
atteignent des valeurs spécifiées de position et d’orientation relatives de leurs sections extrémales.
Ce problème est difficile à résoudre de par la non-linéarité des équations qu’il engendre et l’exis-
tence d’un grand nombre de solutions. Il est cependant susceptible de se poser dans beaucoup
d’applications, au-delà de la modélisation des biopolymères, dès lors que des contraintes géomé-
triques sont imposées sur les tiges. Pour le résoudre, il faut utiliser des algorithmes de recherche de
zéros dans un espace de dimension supérieure ou égale à 5, qui dépend de la façon dont on choisit
de paramétrer les configurations d’équilibre. Cela implique des difficultés liées à la convergence
de ces algorithmes et à la nécessité de leur fournir des valeurs initiales. De nombreuses techniques
sont envisageables pour améliorer la convergence, comme la continuation numérique qui s’avère
particulièrement efficace (Maddocks et al. 1997, Balaeff et al. 1999, Coleman et Swigon 2000,
Van der Heijden et al. 2003, Henderson et Neukirch 2004, Bergou et al. 2008, Lazarus et al.
2013, Manning 2014). En revanche, la recherche de valeurs initiales pour des applications sur les
tiges élastiques est rarement traitée dans la littérature. Elle est pourtant nécessaire pour obtenir
rapidement et efficacement plusieurs solutions du problème aux limites. L’objectif de ce chapitre
est de proposer et de tester une méthode de résolution capable de fournir ces valeurs initiales de
façon automatique. Cette méthode s’appuie sur la richesse des paramétrages disponibles pour les
configurations d’équilibre et sur les symétries de ces dernières.

Dans cette première section, la formulation mathématique du problème aux limites est expli-
citée. En sous-section 1.1, les conditions aux limites sont paramétrées par six grandeurs (trois
distances et trois angles) appelées paramètres d’encastrement. Il s’agit ensuite de définir une
fonction directe, c’est-à-dire une fonction (i) dont l’espace de départ est isomorphe à l’ensemble
des configurations d’équilibre et (ii) dont l’espace d’arrivée est l’ensemble des valeurs possibles
de paramètres d’encastrement. En sous-section 1.2, une première fonction directe q1 est définie,
ayant pour entrée les paramètres de Landau. En sous-section 1.3, une deuxième fonction directe
q2 est exprimée analytiquement, avec pour entrée les composantes de force et de moment appli-
qués sur une extrémité de la tige. L’idée principale est de tirer profit des avantages de ces deux
paramétrisations dans l’algorithme de recherche.

1.1 Paramètres d’encastrement

On note S̃ ∈ [0, L̃] l’abscisse curviligne des tiges élastiques de longueur finie. Conformément
à la notation suivie depuis le paragraphe 3.1.3 du chapitre 2, le tilde ˜ indique que la variable
est considérée sous sa forme dimensionnée. Toutefois, comme les abscisses S et S̃ sont liées par
une relation de proportionnalité, les tiges peuvent être paramétrées aussi bien par l’une que par
l’autre.

Dans ce chapitre 4, on propose une méthode pour exprimer analytiquement les configurations
d’équilibre de longueur L̃ et de rapport de rigidités

K30 = K̃3/K̃0 = K3/K0 (4.1)
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qui vérifient des conditions d’encastrement données, i.e. une position et une orientation relatives
du repère de Darboux entre les abscisses S = 0 et S = L.

d1(0)

d2(0)

d3(0)

d3(L)

d1(L)

d2(L)

ψR

θR

θR
ϕR

η1L

η2L

η3L

ϕa

Figure 4.1. Les six paramètres q qui caractérisent les conditions aux limites de type encastre-
ment, i.e. une position et une orientation imposées du repère de Darboux en S = L par rapport
au repère de Darboux en S = 0 : (η1, η2, η3) sont les coordonnées de la position divisée par L̃ et
(ψR, θR, ϕR) sont les angles d’Euler ZY Z. Par convention, le vecteur de base d2 est matérialisé
sur la surface de la tige par la couleur vert clair.

De telles conditions aux limites peuvent être représentées par les six paramètres

q = [η1, η2, η3, ψR, θR, ϕR]T (4.2)

définis sur la Figure 4.1. Les trois paramètres (η1, η2, η3) spécifient la position relative des extré-
mités,

∆r̃ = r̃(L)− r̃(0) = η1L̃d1(0) + η2L̃d2(0) + η3L̃d3(0) . (4.3)

Les trois paramètres (ψR, θR, ϕR) sont les angles d’Euler ZY Z de la base de Darboux en S = L
exprimée dans la base de Darboux en S = 0. En notant arctan(x, y) l’unique réel dans [0, 2π[
dont le cosinus vaut x et dont le sinus vaut y, ces angles sont donnés par

θR = arccos [d3(L) · d3(0)] ,

ψR =


0 si sinθR = 0

arctan
[
d3(L) · d1(0)

sinθR
,
d3(L) · d2(0)

sinθR

]
sinon

,

ϕR =


arctan [d1(L) · d1(0),d1(L) · d2(0)] si θR = 0

arctan [−d1(L) · d1(0),d1(L) · d2(0)] si θR = π

arctan
[
−d1(L) · d3(0)

sinθR
,
d2(L) · d3(0)

sinθR

]
sinon

.

(4.4a)

(4.4b)

(4.4c)

Les six paramètres q sont appelés paramètres d’encastrement. Comme ce sont des rapports
de distances et des angles, les homothéties ne modifient pas les valeurs de ces paramètres. En
particulier, ces derniers ne sont pas affectés par l’adimensionnement introduit au chapitre 2.



108 Chapitre 4. Résolution du problème aux limites en position et orientation

Pour imposer ces conditions d’encastrement, l’idée est d’utiliser deux paramétrisations com-
plémentaires des tiges élastiques à l’équilibre. Elles sont présentées dans les deux sous-sections
suivantes.

1.2 Paramètres physiques

La première paramétrisation est celle qui provient du formalisme de Landau et al. (1986) et
qui a été utilisée dans les chapitres 2 et 3. On rappelle que ce formalisme décrit l’ensemble des
trajectoires élastiques infinies adimensionnées par

µ̃ =

√
K̃0/F̃ , (4.5)

en fonction de trois paramètres sans dimension

λ =
1√
K̃0F̃

M̃(s) · ek , (4.6)

tP =
1√
K̃0F̃

M̃(s) · d3(s) , (4.7)

a =
2

F̃
F̃ · d3(s) +

1

K̃0F̃
||M̃

⊥ek
(s)||2. (4.8)

L’abscisse curviligne s ∈ R utilisée a pour origine un point où F, d3 et M sont coplanaires. Le
repère global L = {O, (ei, ej, ek)} est choisi tel que

ek =
1

F̃
F̃ , ei = −n(0) , r̃(0) =

1

F̃

(
M̃(0) · ej

)
ei . (4.9)

Une description géométrique et mécanique très complète est alors disponible au travers des
expressions analytiques (2.59), (2.61), (2.73) et (2.80). En notant, selon notre convention, les
variables dimensionnées avec un tilde, toute tige élastique de longueur infinie est donc entièrement
décrite par un système de la forme

r̃(s) = µ̃ r(s, λ, tP , a)

(ψ, θ, ϕ)(s) = (ψ, θ, ϕ)(s, λ, tP , a,K30) + (0, 0, ϕ0)

(F̃, M̃)(s) = K̃0/µ̃
2 (ek, ek × r̃(s) + µ̃λek) .

(4.10a)
(4.10b)

(4.10c)

D’après (4.10), la géométrie des tiges infinies est fixée par la donnée des six paramètres
(µ̃, λ, tP , a,K30, ϕ0). Deux paramètres supplémentaires (sini, L) sont ensuite nécessaires pour
sélectionner une portion de ces tiges sur la trajectoire adimensionnée. L’abscisse curviligne
adimensionnée s ∈ R des tiges infinies est alors reliée à celle des tiges finies, S ∈ [0, L], par

s = sini + S . (4.11)

Les six paramètres
p = [λ, tP , a, ϕ0, sini, L]T (4.12)
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sont donc suffisants pour exprimer analytiquement toutes les tiges élastiques adimensionnées de
rapport de rigidités K30 donné. La valeur de L̃ est ensuite nécessaire pour obtenir la géométrie
réelle (i.e. dimensionnée), ainsi que la valeur de K̃0 pour caractériser l’état mécanique. Toutefois,
ces deux grandeurs n’ont pas d’influence sur les paramètres d’encastrement définis en (4.2).

Les six paramètres p sont appelés paramètres physiques. La principale difficulté liée à l’uti-
lisation de ces paramètres est leur domaine de définition. Les paramètres de Landau (λ, tP , a)
évoluent dans un demi-espace, dont la borne inférieure est la surface aMin(λ, tP ) déterminée au
chapitre 3 et tracée à nouveau sur la Figure 4.2. L’angle ϕ0, valeur initiale de la rotation intrin-
sèque du repère de Darboux, évolue dans [0, 2π[. En raison de la périodicité, sini est limité à
l’intervalle [0, sper[, où sper est la période adimensionnée définie en (2.75). Enfin, L est strictement
positif. L’existence de toutes ces bornes, dont une (pour a) particulièrement compliquée, n’est
pas très adaptée à l’utilisation d’algorithmes de recherche tels que Newton-Raphson : le risque de
sortir du domaine de définition au cours d’une itération nuit à la robustesse de l’implémentation.

Le fait que le domaine de définition soit borné présente néanmoins l’avantage significatif de
faciliter la recherche des valeurs initiales à fournir à l’algorithme. De plus, cette paramétrisation
a la particularité de hiérarchiser le problème : les trajectoires infinies sont données par (λ, tP , a),
puis l’orientation des sections en ajoutant ϕ0 et enfin, la tige finie avec (sini, L). On s’aperçoit
alors que la valeur de ϕ0 peut être déterminée analytiquement dès que les autres paramètres
physiques sont connus. En effet, ϕ0 induit seulement une rotation rigide de la tige autour de sa
tangente en S = 0. Par conséquent, la transformation

[λ, tP , a, ϕ0, sini, L]T 7−→ [λ, tP , a, ϕ0 − ϕa, sini, L]T (4.13)

implique 

η1

η2

η3

ψR
θR
ϕR


7−→



cos(ϕa)η1 − sin(ϕa)η2

sin(ϕa)η1 + cos(ϕa)η2

η3

ψR + ϕa
θR

ϕR − ϕa


. (4.14)

On peut alors limiter l’étude aux tiges vérifiant η1 ≥ 0 et η2 = 0, sans perte de généralité. La
dimension du problème s’en trouve diminuée puisque seulement cinq paramètres q5D deviennent
suffisants pour décrire les conditions aux limites :

q5D = [η1, η3, ψR, θR, ϕR]T . (4.15)

De même, les cinq paramètres
p5D = [λ, tP , a, sini, L]T (4.16)

sont suffisants pour exprimer analytiquement les configurations d’équilibre. En effet, dès que ces
cinq valeurs sont connues, les six paramètres d’encastrement (η10, η20, η30, ψR0, θR0, ϕR0) obtenus
avec ϕ0 = 0 peuvent être calculés. La valeur de ϕ0 qui implique η1 ≥ 0 et η2 = 0 est alors

ϕ0 =


−sign(η20) π/2 si η10 = 0

−arctan(η20/η10) si η10 > 0

−π − arctan(η20/η10) sinon

. (4.17)
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Finalement, chaque configuration d’équilibre de tige pour laquelle η1 < 0 ou η2 6= 0 est reliée
bijectivement à une configuration η1 ≥ 0 et η2 = 0 par les transformations (4.13) et (4.14), en
prenant ϕa tel que (voir Figure 4.1)

ϕa =


sign(η2) π/2 si η1 = 0

arctan(η2/η1) si η1 > 0

π + arctan(η2/η1) sinon

. (4.18)

Il en résulte que les six paramètres d’encastrement q peuvent être imposés en inversant la fonc-
tion 5D

q1 : D ⊂ R5 → R5 (4.19)
p5D 7→ q5D .

Cette fonction est connue analytiquement via le cheminement

p5D

(4.17)
7−→ p

(2.61), (2.73), (2.5), (2.80)
7−→ r(s),di=1,2,3(s)

(4.3)/µ̃, (4.4)
7−→ q5D .

(4.20)

La restriction dimensionnelle opérée dans cette sous-section a été possible parce que le for-
malisme classique de Landau et Lifshitz regroupe ensemble toutes les conformations de même
trajectoire, mais de repères de Darboux potentiellement différents.

1.3 Paramètres de chargement

La deuxième paramétrisation utilise des grandeurs sans dimension proportionnelles aux coor-
données de la force F̃ et du moment M̃(0) dans le repère de Darboux en S = 0. Ces grandeurs
sont données par

∀ i ∈ {1, 2, 3} , f0i =
L̃2

K̃0

F̃ · di(S = 0) , m0i =
L̃

K̃0

M̃(S = 0) · di(S = 0) . (4.21)

Les six paramètres
f = [f01, f02, f03,m01,m02,m03]T (4.22)

sont appelés paramètres de chargement.

Ces derniers peuvent être reliés bijectivement aux paramètres physiques p définis en (4.12).
Supposons en effet que le rapport K30 des rigidités ainsi que les paramètres p soient connus.
Alors le facteur d’adimensionnement µ̃ vaut

µ̃ = L̃/L , (4.23)

mais celui-ci n’est pas connu si L̃ n’est pas spécifié. En revanche, avec les équations (4.10c),
(4.11) et (4.21) on obtient que

∀ i ∈ {1, 2, 3} , f0i = L2 ek · di(sini) , m0i = L (ek × r(sini) + λek) · di(sini) . (4.24)

Comme précisé en (4.20), les expressions de la position r et des vecteurs de base di sont données
à partir des paramètres p, donc les paramètres f sont connus via (4.24).
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Réciproquement, supposons que K30 et f sont connus. Alors par (4.24),

L = (f2
01 + f2

02 + f2
03)1/4 . (4.25)

De plus, avec (4.9) et (4.21),

ek =
1

L2
· (f01d1 + f02d2 + f03d3) . (4.26)

En injectant (4.21) et (4.26) dans les définitions des paramètres de Landau, (4.6), (4.7) et (4.8),
on obtient

λ =
1

L3
· (f01m01 + f02m02 + f03m03) , (4.27)

tP =
m03

L
, (4.28)

a =
2

L2
f03 +

1

L2

3∑
i=1

(
m0i −

λ

L
f0i

)2

. (4.29)

Pour calculer sini, on remarque avec la composante de (4.10c) orthogonale à ek que

∀ s ∈ R , u(s) = ρ2(s) = ||ek × r(s)||2 = ||M̃
⊥ek

(s)||2/(K̃0F̃ ) , (4.30)

donc uini = u(sini) = ||M̃
⊥ek

(sini)||2/(K̃0F̃ ) =
1

L2

3∑
i=1

(
m0i −

λ

L
f0i

)2

. (4.31)

Par ailleurs, (2.59) implique que M× d3 = ḋ3, donc en dérivant l’expression de a en (4.8),

u̇ini = u̇(sini) = − 2

F̃
F̃ · ḋ3(sini) = −2ek ·M(sini)×d3(sini) =

2

L3
· (f02m01− f01m02) . (4.32)

Comme uini et u̇ini sont connus, une expression de sini peut être obtenue en inversant la fonction
u(s) dans (2.73a). Si on choisit sini ∈ [−sper/2, sper/2[, d’après la Figure 2.3, le signe de sini est
opposé à celui de u̇ini. On en déduit que

sini ≡ −signe (u̇ini) sn−1

(√
u3 − uini
u3 − u2

,m

)
[sper] . (4.33)

A ce stade, les paramètres (λ, tP , a) sont connus donc l’expression de la position adimensionnée
r(s) dans le repère de Landau L = {O, (ei, ej, ek)} l’est également via (4.10a). Par conséquent,
les expressions dans L de

d3(sini) = ṙ(sini) , (4.34)

F⊥d3(sini) = ek − ek · ṙ(sini) ṙ(sini) , M⊥d3(sini) = ṙ(sini)× r̈(sini) , (4.35)

sont connues. Il est alors possible d’exprimer d1 et d2 dans L. En effet,

F⊥d3(sini) =
1

L2
· (f01d1 + f02d2) , d3(sini)× F⊥d3(sini) =

1

L2
· (−f02d1 + f01d2) , (4.36)

M⊥d3(sini) =
1

L
·(m01d1 +m02d2) , d3(sini)×M⊥d3(sini) =

1

L
·(−m02d1 +m01d2) , (4.37)

donc

d1(sini) = L2 f01 F⊥d3 − f02 d3 × F⊥d3

f2
01 + f2

02

(sini) = L
m01 M⊥d3 −m02 d3 ×M⊥d3

m2
01 +m2

02

(sini) (4.38)
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et d2 = d3 × d1. Ces expressions du repère de Darboux dans L donnent la valeur de la rotation
intrinsèque ϕ(sini). Enfin, l’équation (4.10b) donne

ϕ0 = ϕ(sini)− ϕ(sini, λ, tP , a,K30) . (4.39)

Nous avons donc établi une relation de bijectivité entre les paramètres physique p et les para-
mètres de chargement f .

Le domaine de définition des paramètres f est R6, ce qui est très intéressant pour une implé-
mentation robuste des algorithmes de recherche de zéro. En revanche, la dimension du problème
ne peut pas être réduite à 5 comme avec les paramètres physiques p. Ainsi, les six paramètres
d’encastrement q peuvent être imposés en inversant la fonction 6D

q2 : R6 → R6 (4.40)
f 7→ q .

Cette fonction est connue analytiquement via le cheminement

f
(4.25) à (4.39)

7−→ p
(2.61), (2.73), (2.5), (2.80)

7−→ r(s),di=1,2,3(s)
(4.3)/µ̃, (4.4)

7−→ q .
(4.41)

Bien que les expressions analytiques soient plus rapides, il est parfois intéressant d’intégrer les
équations d’équilibre numériquement pour éviter les singularités. Dans ce cas, les configurations
d’équilibre peuvent être calculées directement dans le repère de Darboux en S = 0 à partir de
la donnée des paramètres de chargement f . En généralisant l’équation (4.21) à toute abscisse
curviligne S, on définit les fonctions

∀ i ∈ {1, 2, 3} , fi(S) =
L̃2

K̃0

F̃ · di(S) , mi(S) =
L̃

K̃0

M̃(S) · di(S) . (4.42)

Alors les équations d’équilibre (2.18) et (2.19) dans le cas de l’elastica idéale, après adimension-

nement par
√
K̃0/F̃ et F̃ , donnent

ḟ1 = f2 m3/(K30L)− f3 m2/L ,

ḟ2 = f3 m1/L− f1 m3/(K30L) ,

ḟ3 = (f1 m2 − f2 m1)/L ,

ṁ1 = (1−K30) m2 m3/(K30L) + f2/L ,

ṁ2 = −(1−K30) m1 m3/(K30L)− f1/L ,

ṁ3 = 0 ,

ẋ = d3x ,

ẏ = d3y ,

ż = d3z ,

ḋ1x = (m3 d3y d1z −m3 d3z d1y)/(K30L)−m2 d3x/L ,

ḋ1y = (m3 d3z d1x −m3 d3x d1z)/(K30L)−m2 d3y/L ,

ḋ1z = (m3 d3x d1y −m3 d3y d1x)/(K30L)−m2 d3z/L ,

ḋ3x = (m2 d1x −m1 d3y d1z +m1 d3z d1y)/L ,

ḋ3y = (m2 d1y −m1 d3z d1x +m1 d3x d1z)/L ,

ḋ3z = (m2 d1z −m1 d3x d1y +m1 d3y d1x)/L .

(4.43a)

(4.43b)

(4.43c)
(4.43d)
(4.43e)
(4.43f)
(4.43g)
(4.43h)
(4.43i)

(4.43j)

(4.43k)

(4.43l)

(4.43m)

(4.43n)

(4.43o)
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Les conditions aux limites de ce système en S = 0 sont données par les valeurs de f et

x(0) = y(0) = z(0) = 0 , d1x(0) = d2y(0) = d3z(0) = 1 ,

d1y(0) = d1z(0) = d2x(0) = d2z(0) = d3x(0) = d3y(0) = 0 . (4.44)

La valeur de L est fixée par l’équation (4.25).

Il est particulièrement avantageux d’intégrer numériquement (4.43) de S = 0 à S = L pour
les tiges élastiques vérifiant tP = ±λ, pour lesquelles nous avons remarqué des comportements
singuliers. C’est ce que nous faisons automatiquement dès que |tP ± λ| < 10−2. La méthode
utilisée est celle de Bulirsch-Stoer, avec une extrapolation de Richardson (Stoer et Bulirsch 2002,
Press 2007). Après intégration, les paramètres d’encastrement q sont calculés avec (4.3) et (4.4).

2 Résolution du problème inverse

Le problème exposé en 1.1, i.e. imposer des conditions d’encastrement aux tiges élastiques, se
traduit finalement par l’inversion des fonctions directes q1 et q2 définies en 1.2 et 1.3 respective-
ment. Pour calculer une tige de paramètres d’encastrement q, il faut déterminer les valeurs des
cinq paramètres physiques p5D tels que q1(p5D) = q5D ou des six paramètres de chargement f
tels que q2(f) = q. Le problème inverse ainsi posé dépend uniquement du rapport K30 entre les
rigidités de torsion et de flexion, qui doit être connu. En revanche, il ne dépend pas de L̃ et K̃0

car ces grandeurs n’ont pas d’impact sur les paramètres d’encastrement.

La méthode d’inversion que nous proposons utilise l’algorithme de Newton-Raphson. Trois
définitions de l’erreur, données en sous-section 2.1, sont testées. Ensuite, l’idée principale est
d’utiliser la fonction analytique 5D q1 pour fournir des valeurs initiales à l’algorithme de recherche
(sous-section 2.2) et la fonction analytique 6D q2 pour inverser (sous-section 2.3). Des tests et
résultats sont présentés et commentés en section 3.

2.1 Définitions de l’erreur

Dans un algorithme de recherche de zéro, une solution du problème inverse est obtenue de façon
itérative, en modifiant progressivement une configuration de tige initiale. A chaque itération,
l’écart entre les paramètres d’encastrement dits actuels, notés q, et les paramètres d’encastrement
ciblés, notés q, doit se rapprocher de zéro. Il est par conséquent nécessaire de mesurer cet écart.
On définit pour cela une fonction erreur (ou fonction coût) ε(q) telle que

ε(q) = 0 ⇐⇒ q = q . (4.45)

L’efficacité de l’algorithme peut dépendre du choix de la fonction ε(q). La proposition la plus
simple est évidemment

ε1(q) = q − q . (4.46)

L’erreur ainsi définie est rapide à calculer mais les discontinuités des angles d’Euler (ψR, θR, ϕR),
qui évoluent sur des intervalles finis, peuvent entraîner des divergences de l’algorithme.
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Un autre choix d’erreur angulaire consiste à définir des angles projetés entre les vecteurs
actuels di et ciblés di exprimés dans la même base, et définis par les angles d’Euler (ψR, θR, ϕR)
et (ψR, θR, ϕR) respectivement. Cela donne

ε2(q) = [η1 − η1, η2 − η2, η3 − η3, θ1, θ2, θ3]T , (4.47)

où (θ1, θ2, θ3) sont les angles orientés

θ1 = (d2,d⊥d1
2 ) , θ2 = (d3,d⊥d2

3 ) , θ3 = (d1,d⊥d3
1 ) .

Si l’algorithme de recherche est initié à partir de tiges proches de la solution, (θ1, θ2, θ3) sont
faibles et les discontinuités peuvent être évitées en définissant ces angles dans [−π, π[.

Enfin, une troisième définition est proposée en s’inspirant des quaternions. L’écart angulaire
est caractérisé par l’axe u et l’angle γ ∈ [0, π[ de la rotation qui transforme la base actuelle {di}
en la base ciblée {di} :

ε3(q) = [η1 − η1, η2 − η2, η3 − η3, v1, v2, v3]T , (4.48)

avec
vi = sin(γ/2)u · di . (4.49)

Ces trois fonctions erreur peuvent également être définies pour des paramètres d’encastre-
ment 5D, q5D et q5D. Dans tous les cas, le système ε(q) = 0 induit autant d’équations que
d’inconnues, et peut donc être résolu par Newton-Raphson.

2.2 Valeurs initiales

Une difficulté de l’algorithme de Newton-Raphson est qu’il faut partir d’une configuration
de tige proche de la solution. La recherche de ce point de départ n’est pas évidente. Elle est
néanmoins plus simple à effectuer avec la fonction q1, dont le domaine de définition E est 5D,
qu’avec q2 qui est définie en 6D. L’espace à parcourir est en effet plus restreint, et peut encore
être réduit en utilisant les symétries et les classifications présentées aux chapitres 2 et 3.

Pour trouver ce point de départ, une grille G de valeurs initiales des paramètres p est
construite. Un sous-ensemble G du domaine de définition E est discrétisé, et pour chaque point
de l’ensemble discret Gd ⊂ G, l’image par q1 est calculée :

G = {(p5D, q1(p5D)) ,p5D ∈ Gd} . (4.50)

Ensuite, l’élément p5D de Gd dont l’image est la plus proche des paramètres d’encastrement
ciblés q5D est utilisée comme point de départ.

Cette méthode est simple, mais peut engendrer des temps de calcul importants puisqu’elle
requiert de parcourir entièrement la grille G. De plus, la configuration de départ sera proche de
la solution (ou plutôt, d’une des solutions) seulement si cette dernière se trouve dans le sous-
ensemble G. Ainsi, les frontières de G doivent être suffisamment grandes pour contenir cette
solution. Le pas de discrétisation influence également la convergence de la méthode : le réduire
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améliore la résolution de la grille, donc la proximité entre les points de départ et la solution. Un
compromis entre temps de calcul, larges frontières et haute résolution doit par conséquent être
trouvé.

Cela justifie l’utilisation de la fonction 5D q1, plutôt que la fonction 6D q2 : la taille de la
grille G s’en trouve sensiblement diminuée. D’autre part, la distance de chaque élément de G
à la solution est évaluée avec la fonction ε1, plus rapide, même si ε2 ou ε3 est utilisée dans
l’algorithme de recherche. Enfin, le nombre d’éléments de la grille G est réduit avec la symétrie
observée au paragraphe 3.3.2 du chapitre 2 :

[λ, tP , a, sini, L]T 7−→ [−λ,−tP , a, sini, L]T (4.51)

implique

[η1, η3, ψR, θR, ϕR]T 7−→ [η1, η3, 2π − ψR, θR, 2π − ϕR]T . (4.52)

Avec cette symétrie, la grille G peut être construite en parcourant seulement une moitié du plan
(λ, tP ). En particulier, on peut choisir uniquement les points de ce plan qui donnent ϕR ≤ π.
En effet, cela n’empêche pas d’imposer des paramètres d’encastrement tels que ϕR > π. Pour ce
faire, il suffit

1. d’appliquer la transformation (4.52), pour obtenir des paramètres d’encastrement tels que
ϕR ≤ π ;

2. d’exécuter l’algorithme de recherche à partir de la valeur initiale donnée par la grille ;
3. d’appliquer (4.51) à la solution obtenue.

En définitive, on utilise une grille deux fois plus petite, sans modifier les frontières ni la résolution.

2.3 Inversion

Après avoir obtenu des valeurs initiales pour les paramètres physiques, les valeurs correspon-
dantes de paramètres de chargement, f0, sont calculées avec (4.24). L’algorithme de Newton-
Raphson est ensuite exécuté, avec f comme variable. L’absence de bornes dans le domaine de
définition des paramètres de chargement est ici un atout, puiqu’on peut s’affranchir d’une mini-
misation sous contrainte. Les itérations sont présentées dans les algorithmes 1 et 2.

La matrice jacobienne J est calculée numériquement à chaque incrément de la variable f s
avec un schéma de différence finie centré d’ordre 2. On note

• (ei=1,..,6) la base canonique de R6 ;
• ε = ε◦q2 la composée d’une des fonctions erreur de la sous-section 2.1, ε, et de la fonction

directe q2 définie en (4.40) ;
• εi = ε · ei la i-ème composante de ε ;
• fj = f s · ej la j-ème composante de f s.

Le calcul de J s’écrit

Jij(f s) =
∂ εi
∂fj

(f s)

=
εi(f s + hej)− εi(f s − hej)

2h
+

1

6
h2εi,jjj(f s) + o(h3) , (4.53)
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où εi,jjj désigne la dérivée troisième de εi par rapport à fj . Comme la convergence de la méthode
dépend fortement de la précision de ce calcul numérique, cela nécessite de choisir avec attention
le pas h (Press 2007). En effet, l’erreur sur le calcul de Jij a deux origines : l’erreur de troncature
etr due à l’ordre 2 et l’erreur d’arrondi ear liée à la précision des évaluations de la fonction εi. Si
eeps désigne l’erreur relative sur le calcul de cette fonction, cela donne

etr ∼ |h2εi,jjj(f s)| , ear ∼ eeps

∣∣∣∣εi(f s)h

∣∣∣∣ , etot ∼ etr + ear . (4.54)

En considérant une erreur sur εi proche de l’erreur machine, eeps = 10−15, l’erreur totale etot est
alors minimisée pour

h ∼
(
eeps

εi(f s)

εi,jjj(f s)

)1/3

≈ (eeps)
1/3 |fj | = 10−5|fj | . (4.55)

Il est en effet usuel d’approcher le terme (εi/εi,jjj)
1/3, appelé courbure d’échelle, par |fj |.

Le pas h obtenu en (4.55) n’est toutefois pas optimal en certains points singuliers, pour lesquels
l’erreur eeps sur εi est nettement supérieure à 10−15. Dans ce cas, la dérivée Jij est calculée avec la
méthode d’interpolation de L. F. Richardson (Richardson et al. 1927) implémentée par C. Ridders
(Ridders 1982). Cela consiste à extrapoler en h −→ 0 les résultats obtenus pour plusieurs valeurs
de h décroissantes. L’extrapolation polynomiale est implémentée avec l’algorithme de Neuville.
Cette technique est précise, mais coûteuse en temps de calcul. Elle n’est par conséquent utilisée
que si Newton-Raphson diverge pour le pas défini en (4.55).

Le pas de Newton d calculé ligne 10 de l’algorithme 1 est tel que l’approximation de ε à
l’ordre 1 en f s s’annule en f s + d. Pour empêcher toute divergence, une recherche linéaire par
rebroussement est effectuée en utilisant la règle d’Armijo (Bonnans et al. 2006). Une condition de
décroissance linéaire est imposée à chaque itération (voir algorithme 2, ligne 7). Si cette condition
n’est pas satisfaite par le pas de Newton, un pas correct est obtenu en "rebroussant chemin"
suivant la direction de descente d/||d||. Néanmoins, cela n’assure pas forcément la convergence :
lorsque le déterminant de J est proche de zéro, la recherche linéaire aboutit à un pas nul. Dans
ce cas, l’algorithme de Newton-Raphson est arrêté (algorithme 1, ligne 12) puis redémarré en
modifiant les valeurs initiales suivant la fonction

[λ, tP , a, sini, L]T 7−→
[
λ, tP , a, sini +

nini
10

sper, L
]T
. (4.56)

Pour éviter d’alourdir le temps de calcul, pas plus de 9 autres valeurs initiales sont testées pour
démarrer l’algorithme, en prenant nini ∈ {1, ..., 9}.

3 Tests de la méthode

La méthode de résolution présentée dans les deux sections précédentes doit être testée sur
un grand nombre d’inversions. En sous-section 3.1, une stratégie est mise en place pour générer
des listes d’inversions représentatives, et trois indicateurs de performance mesurables sur ces
listes sont définis. On souhaite évaluer l’influence de différents facteurs sur ces indicateurs, afin
de déterminer un réglage optimal de la méthode. Pour ce faire, un paramétrage du problème
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1: f s ← f0

2: fold ← f s

3: for i← 0, 39 do
4: if ||ε(f s)||∞ < εc then . Si l’erreur est proche du vecteur nul 0, la solution

est f s5: return f s
6: end if
7: C ← 0.5 ε(f s)

2 . Calcul du coût scalaire

8: J ← dε

df
(f s) . Calcul de la matrice Jacobienne

9: g ← JTε(f s) . Calcul du gradient
10: d← −J−1ε(f s) . Calcul du pas de Newton
11: LineSearch(f s,d, g) . Recherche linéaire (voir algorithme 2)
12: if fold = f s then . Arrêt de l’algorithme si le pas de recherche linéaire

est nul13: return
14: end if
15: end for
16: return f s

Algorithme 1 Algorithme de Newton-Raphson. La notation || · ||∞ ligne 4 représente la norme
maximum d’un vecteur, i.e. la plus grande valeur absolue de ses composantes.

1: function LineSearch(f s,d, g)
2: τ ← 0.45
3: ω ← 10−4

4: for j ← 0, 49 do
5: t← τ j . Pas de Newton d (j = 0) ou pas inférieur (j ≥ 1)
6: C+ ← 0.5 ε(f s + td)2 . Calcul du nouveau coût scalaire
7: if C+ − C < ω t g · d then . Mise à jour de f s si la fonction coût a diminué

suffisamment selon la règle d’Armijo8: fold ← f s

9: f s ← f s + t d
10: return
11: end if
12: end for
13: end function

Algorithme 2 Recherche linéaire par rebroussement avec la règle d’Armijo.
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est proposé. En sous-section 3.2, les frontières de la grille d’initialisation G sont paramétrées
par la taille l, et sa résolution par le pas δ. Le choix de l’erreur (cf. 2.1) et l’utilisation ou
non de la symétrie (4.51) sont également des paramètres du problème, dont il s’agit d’estimer
l’impact. En sous-section 3.3, un dernier paramètre α est défini pour caractériser l’espacement
entre les points testés. Deux séries de tests, présentées en sous-section 3.4, sont effectuées. Les
résultats obtenus donnent les informations utiles pour établir une paramétrisation optimale dans
un problème donné. Au total, plus de 850 000 inversions sont calculées sur un grande partie de
l’espace configurationnel. Dans 99.9% des cas, les conditions d’encastrement ciblées sont atteintes
avec une précision supérieure à 10−5. Enfin, des stratégies pour obtenir plusieurs solutions d’un
même problème aux limites sont proposées en sous-section 3.5.

3.1 Indicateurs de performances

Selon la méthode proposée en sous-section 2.2 pour obtenir des valeurs initiales, seules les
configurations de tiges appartenant à l’espace G ⊂ E couvert par la grille G sont censées être
obtenues. En raison du caractère fractal de l’algorithme de Newton, il est en réalité possible
d’obtenir des solutions hors de cet espace, mais ce n’est pas garanti. L’ensemble des conditions
d’encastrement atteignables avec la grille G est donc l’image de G par q1, notée q1(G). Toutefois,
cette image est difficile à caractériser. Pour tester exclusivement l’efficacité de l’inversion et
non l’existence d’une solution, une stratégie est mise en place. Un sous-ensemble H ⊂ G est
discrétisé, et pour chaque point p5D de l’espace discret résultant Hd ⊂ H le cheminement suivant
est exécuté :

p5D

q1

7−→ q5D

q−1
1

7−→ p5D

q1

7−→ q5D .
(4.57)

Cela produit la liste d’inversions

L = {(p5D, q5D,p5D, q5D) ,p5D ∈ Hd} . (4.58)

A partir de cette liste, trois indicateurs de performance sont définis. Premièrement, le taux
de succès à 10−5 indique le pourcentage de points de L pour lesquels l’inversion a fonctionné,
i.e. tels que

||q5D − q5D||∞ < 10−5. (4.59)

Ensuite, le temps moyen pris par une inversion est calculé en divisant le temps de calcul de la
liste L complète par le nombre d’éléments dans cette liste. Enfin, le nombre moyen d’itérations
donne la vitesse de convergence de l’algorithme d’inversion. Les calculs sont effectués sur un
processeur Intel i7-5930K, 3.5GHz.
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3.2 Grille d’initialisation

Les frontières de l’espace G couvert par la grille d’initialisation sont choisies en fonction d’un
paramètre l ∈ N comme suit :

p5D ∈ G ⇐⇒



(λ, tP ) ∈ [−l, l]× [−l, l]

a ∈ [aMin(λ, tP ), l2]

sini ∈ [0, 0.95sper]

L ∈ [0.1, sper]

. (4.60)

La projection de ces frontières dans l’espace (λ, tP , a) est tracée sur la Figure 4.2a. Le paramètre l
caractérise la taille de G : plus il est important, plus les valeurs initiales sont cherchées dans une
grande région donc plus elles seront proches de la solution. La borne l2 pour a est toujours
supérieure à aMin(λ, tP ). La longueur adimensionnée L est limitée à une période. Etant donné la
structure géométrique générale des tiges élastiques mise en évidence au chapitre 3, cela implique
que les tiges considérées ne forment pas plus d’une boucle. Cela paraît suffisant pour beaucoup
d’applications. Toutefois, des solutions avec plus de boucles peuvent également être obtenues
avec la même grille, en utilisant des techniques comme la continuation numérique.

L’espace G est discrétisé en utilisant un pas δ constant et identique pour chaque paramètre
physique pk = p5D · ek, toujours en partant de la borne inférieure comme présenté Figure 4.2b.
Lorsque la symétrie (4.52) est utilisée, cependant, le paramètre tP est choisi de 0 à l et si néces-
saire, la transformation (4.51) est appliquée pour assurer que ϕR ≤ π. Cela réduit évidemment
le nombre de points dans G. D’autre part, nous avons remarqué que les points tP = 0 sont singu-
liers, i.e. ils annulent le discriminant de la matrice Jacobienne. Ces points sont par conséquent
remplacés dans la grille par tP = 10−3, sans modifier les autres paramètres physiques.

3.3 Points testés

Pour définir complètement les tests effectués, il reste à préciser comment sont choisis les points
p5D à partir desquels le cheminement (4.57) est exécuté. Ces points doivent être différents des
valeurs initiales de la grille G, sans quoi l’inversion devient triviale. Les bornes de l’espace H ⊂ G
qu’ils décrivent sont donc positionnées à une distance δ/2 de celles de G (voir Figure 4.2).
Ensuite, le même pas de discrétisation constant αδ est utilisé pour chaque paramètre physique.
Cela implique que le nombre d’inversions testées ne peut pas être imposé, mais il peut être régulé
avec la valeur de α. Cette dernière est choisie de façon à ce que le nombre d’intervalles pour les
paramètres λ et tP soit exactement 2l + 1, donc

α1 =
2l − δ

(2l + 1)δ
. (4.61)

Lorsque le temps de calcul n’est pas trop important, une valeur plus faible α2 = α1/2 est utilisée
pour tester plus d’inversions. Pour éviter les trajectoires trop simples, seules les tiges vérifiant

||∆r||/L < 0.95 (4.62)
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⨯ ⨯ ⨯

Figure 4.2. Description des valeurs initiales p5D ∈ Gd ⊂ G utilisées pour calculer la grille
G en (4.50) et des points testés p5D ∈ Hd ⊂ H à partir desquels le chemin (4.57) est exécuté.
(a) Tracé de la surface aMin(λ, tP ) qui délimite le domaine de définition E de q1 et tracé des
frontières de G, caractérisées par la taille l ∈ N. (b) La discrétisation de G et H est effectuée dans
chaque dimension entre les bornes (g1, g2) de G et (h1, h2) de H respectivement ; pk (k = 1...5)
représente a, λ, tP , sini ou L. Les éléments de Gd sont matérialisés par des points, régulièrement
espacés en partant de la borne inférieure g1 et en utilisant le même pas δ sur chaque dimension.
Les éléments de Hd sont figurés par des croix et générés de la même façon, en partant de h1 et
en utilisant un pas αδ.

sont maintenues dans la liste des points testés. Enfin, les tiges λ = tP = 0, correspondant à
l’elastica plane d’Euler, ne sont pas testées car elles génèrent des singularités dans les expressions
et doivent donc être traitées séparément.

3.4 Résultats et discussions

Une première série de tests est effectuée pour étudier l’influence du pas δ de la grille G et
comparer les trois erreurs définies en sous-section 2.1. Quatre grilles d’initialisation sont testées,
avec la même taille l = 2 mais des pas δ différents. Les listes d’inversions correspondantes sont
générées pour chaque erreur ε1, ε2 et ε3. Les résultats sont reportés sur la Figure 4.3.
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Comme attendu, diminuer δ améliore le taux de succès et réduit le nombre moyen d’itérations
grâce à des valeurs initiales plus proches de la solution. En revanche, le temps par inversion
minimal est obtenu pour des valeurs intermédiaires de δ. Quand δ est trop grand (e.g. δ = 2), les
inversions sont lentes parce que trop d’itérations sont nécessaires avant d’arriver à la solution et
plus de points singuliers sont rencontrés. Chaque point singulier requiert l’algorithme de Ridders
pour calculer la matrice Jacobienne plus précisément (mais aussi plus lentement) ainsi que des
essais supplémentaires avec d’autres valeurs initiales pour tenter de contourner la singularité.
D’un autre côté, des valeurs de δ trop faibles (e.g. δ = 0.25) engendrent des grilles G trop
grosses, qui alourdissent la recherche des points de départs. La valeur δ = 0.5 semble satisfaire
les deux exigences de taux de succès et de rapidité de calcul.
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Figure 4.3. Taux de succès à 10−5, temps moyen par inversion (en ms) et nombre moyen
d’itérations pour les trois définitions de l’erreur proposées en 2.1 et des grilles d’initialisation de
même taille l = 2 et de pas de discrétisation différents : δ = 2 (α1, 3622 inversions), δ = 1 (α1,
2154 inversions), δ = 0.5 (α2, 53 170 inversions), δ = 0.25 (α2, 50 946 inversions). Le rapport de
rigidité est fixé à K30 = 1.

En prenant δ = 0.5, 99.9% des inversions sont réussies quelque soit l’erreur ε1, ε2 ou ε3. La
méthode est donc robuste quant à la définition de l’erreur choisie, malgré les discontinuités et les
singularités attachées aux angles d’Euler. Quand δ est grand, cependant, de meilleurs résultats
sont obtenus pour ε1 (voir par exemple δ = 2 sur la Figure 4.3) aussi bien en ce qui concerne
le taux de réussite que le temps d’inversion. Il y a deux explications à cela. Premièrement, les
erreurs ε2 et ε3 ont des expressions plus compliquées susceptibles de donner plus de singulari-
tés, notamment des points où la matrice Jacobienne est de déterminant nul. Deuxièmement, la
définition ε1 est systématiquement utilisée pour balayer la grille G et sélectionner comme valeur
initiale le point qui minimise l’erreur, même si ε2 ou ε3 est utilisé dans l’algorithme de recherche.
Cela économise du temps de calcul pour les grilles importantes, mais diminue la qualité des
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points de départ pour les grilles de petite taille. Pour confirmer cette deuxième explication, un
test supplémentaire (non représenté Figure 4.3) a été effectué avec l = 2 et δ = 2 en utilisant
la même définition de l’erreur, ε3, dans la recherche du point de départ et dans l’algorithme de
Newton : le taux de réussite passe seulement de 94% à 94.9%, mais le temps de calcul diminue de
263 ms à 171 ms. Enfin, il faut noter que le temps de calcul pour les grilles G à faible résolution
sont particulièrement dégradées dans le cas de ε2. Cela provient probablement de discontinuités
sur les angles d’Euler : en sous-section 2.1, il a été précisé que ces dernières sont évitées pour
l’erreur ε2 seulement si les valeurs initiales sont proches de la solution.

Une deuxième série de tests est effectuée pour évaluer l’influence de la symétrie (4.51) et de la
taille l de l’espace G dans lequel les valeurs initiales sont recherchées. Dix grilles d’initialisation
sont testées avec

• la définition ε2 de l’erreur ;
• un pas de discrétisation δ = 0.5 ;
• cinq valeurs de l allant de 2 à 10 ;
• deux versions, l’une "sans symétrie", i.e. avec exactement les bornes délimitées en (4.60)

et l’autre "avec symétrie", i.e. avec tP ∈ [0, l] grâce à la symétrie (4.51).
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Figure 4.4. Temps moyen par inversion (en ms) pour l’erreur ε2, un pas δ = 0.5 et différentes
tailles l = 2 (53 170 inversions), l = 3 (82 260 inversions), l = 5 (142 552 inversions), l = 7
(191 004 inversions), l = 10 (328 152 inversions). L’expression α2 est utilisée pour l’espacement
entre les points testés. Le pourcentage de configurations d’équilibre tP = ±λ parmi les points
testés est également affiché, car ces points singuliers ont une influence sur la rapidité de l’inversion.
Deux grilles d’initialisation sont testées pour chaque valeur de l : la première est restreinte avec
la symétrie (4.51), au contraire de la seconde. Les dix listes d’inversions ainsi obtenues ont un
taux de succès de 99.9%. Au total, 797 138 conditions d’encastrement distinctes sont testées. Les
calculs sont effectués avec un rapport de rigidité K30 = 1.

Cela donne 743 968 inversions et pour chacune des dix listes d’inversions obtenues, le taux
de succès est de 99.9%. Le temps moyen par inversion est tracé Figure 4.4. Comme les points
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critiques tP = ±λ sont traités avec une intégration numérique et non analytique (voir la fin de la
sous-section 1.3), ceux-ci ralentissent l’algorithme de recherche. Pour une meilleure interprétation
des résultats, le pourcentage de tiges tP = ±λ parmi les points testés est donc indiqué au-dessus
des barres de l’histogramme. Sans surprise, le temps par inversion est accru avec l puisque les
points de départ sont recherchés dans un espace plus grand. Pour l ≥ 3, cela reste vrai même
si le pourcentage de points tP = ±λ, coûteux en temps de calcul, est diminué. Pour l ≤ 3,
en revanche, l’influence des points tP = ±λ est prépondérante sur celle de l. D’autre part, on
constate que l’influence de la symétrie (4.51) sur le temps de calcul devient non négligeable au
fur et à mesure que l est augmenté.

L’image par q1 de l’ensemble discret Hd des paramètres physiques testés est tracé sur la
Figure 4.5, dans le cas d’une grille d’initialisation G de taille l = 2 et de pas de discrétisation
δ = 0.5. Cela représente l’ensemble des valeurs de paramètres d’encastrement qui ont été testées
et atteintes. Nous avons remarqué que les frontières de cet ensemble ne sont pas modifiées lorsque
l augmente jusqu’à l = 10, ni lorsque la longueur de la tige est étendue jusqu’à quatre périodes.
Cela laisse penser que les conditions d’encastrement atteintes sont plutôt représentatives des
configurations d’équilibre des tiges élastiques idéales 3D.

Figure 4.5. Tracé des valeurs de paramètres d’encastrement ciblées et atteintes pour l = 2 et
δ = 0.5. L’hétérogénéité provient du fait que l’espace de départ de la fonction q1 a été parcouru
avec un pas constant, et non l’espace d’arrivée. Les tests sont effectués seulement pour les points
η1 ≥ 0 et η2 = 0, à partir desquels tous les autres points peuvent être obtenus avec la symétrie
par rotation mise en évidence en (4.13) et (4.14). Pour visualiser la dépendance entre les angles
d’Euler et les positions relatives des extrémités de la tige, le tracé (η1, η2) est divisé en quatre
régions et les valeurs de (ψR, θR) correspondantes sont tracées séparément. Parce qu’il est difficile
de visualiser un espace 5D, ϕR n’est pas tracé.

Pour faciliter la lecture de la Figure 4.5, il faut tout d’abord noter que l’axe horizontal du
graphe (η1, η3) donne la direction et le sens de d1(0), et l’axe vertical donne la direction et le
sens de d3(0). L’origine (0, 0) est le point S = 0 de la tige, et la tangente en ce point est verticale
ascendante. Ensuite, chaque point (η1, η3) est une position atteinte par l’extrémité S = L dans
le plan (d1(0),d3(0)) (cf. Figure 4.1). On rappelle que η2 est choisi nul sans perte de généralité.
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Enfin, les graphes (ψR, ϕR) donnent les coordonnées sphériques atteintes par la tangente en S = L
sur un planisphère dont le centre est l’extrémité S = L. Par exemple, le point (ψR = 0, θR = π/2)
correspond à une configuration où la tangente d3(L) est parallèle à d1(0) et dans le même sens.

3.5 Extensions de la méthode

Les résultats des deux séries de tests présentées en sous-section 3.4 montrent que notre mé-
thode est efficace pour déterminer une expression analytique de tige associée à des conditions
d’encastrement données. Toutefois, il existe plusieurs configurations de tiges solutions de ce pro-
blème. Pour en obtenir davantage, deux stratégies sont envisagées.

3.5.1 Continuation numérique

Une première idée est de partir de la solution calculée, et d’effectuer une continuation nu-
mérique sur les paramètres (ψR, θR, ϕR). Un exemple est proposé Figure 4.6, où une deuxième
solution est obtenue en ajoutant progressivement un tour sur ϕR.

d2(0)

d3(0)

d1(0)

Première solution ϕR = 2.2
ϕR = 3.3
ϕR = 4.6

d3(L)

d1(L)

d2(L)

Deuxième solution ϕR = 2.2
(+2π)

ϕR = 5.9
ϕR =

0.83 (+2π)

Figure 4.6. Continuation numérique du paramètre ϕR avec q = {−0.4,−0.1, 0.5, 4.8, 1.4, 2.2}.
A partir d’une première solution p = {−0.3,−0.2,−0.7, 3.4, 0.5, 4.8}, ϕR est augmenté pas à pas
en utilisant les algorithmes 1 et 2. A chaque incrément de ϕR, les paramètres de chargement de
la configuration actuelle sont utilisés comme valeurs initiales. Au bout d’un tour complet, une
deuxième solution p = {1.1, 1.5, 3.1, 0.64, 1.8, 3.3} est obtenue. En suivant la même convention
que pour la Figure 4.1, le vecteur de base d2 est matérialisé sur la surface de la tige par la couleur
vert clair. Les calculs sont effectués avec un rapport de rigidité K30 = 1.

Les différentes configurations de tiges calculées avec cette stratégie peuvent être distinguées en
utilisant le link polaire Lp introduit par Berger et Prior (Berger et Prior 2006, Prior et Neukirch
2016). Sous réserve que les tiges soient comprises entre deux plans parallèles passant par leurs
extrémités, cette grandeur topologique s’écrit comme la somme de

• la contorsion polaireWp, une généralisation de la contorsionW (Călugăreanu 1961, Fuller
1978) habituellement utilisée pour les tiges fermées ;
• la rotation globale du repère de Darboux autour de la tangente t = d3 à la trajectoire,
T = tPL/(2πK30), exprimée en nombre de tours :

Lp =Wp + T . (4.63)
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Le link polaire est un invariant pour toute transformation n’induisant pas de croisement de la
trajectoire ni de rotation des sections extrémales. Par ailleurs, deux solutions de mêmes conditions
d’encastrement obtenues en ajoutant ou en retranchant des tours sur les angles (ψR, θR, ϕR)
ont des links polaires qui diffèrent d’un entier. Par exemple, la première solution tracée sur la
Figure 4.6 vérifie Lp = 0.1 et la deuxième, Lp = 1.1. La différence entre les deux links polaires
est de 1, ce qui indique qu’un seul tour sur ϕR sépare ces deux solutions.

Cependant, cette stratégie risque d’être insuffisante pour calculer toutes les configurations
d’équilibre correspondant à des conditions d’encastrement données. En effet, il peut exister deux
solutions avec la même valeur de link polaire (un exemple est proposé dans le paragraphe suivant).
Généralement, de telles solutions sont obtenues l’une à partir de l’autre sans rotation des sections
extrémales.

3.5.2 Utilisation de plusieurs valeurs initiales

Une deuxième idée consiste à utiliser plusieurs valeurs initiales, à partir desquelles l’algorithme
de Newton converge vers des racines différentes. Cela fonctionne car l’ensemble des valeurs ini-
tiales à partir desquelles une solution peut être atteinte, appelé bassin d’attraction, est en général
important. Par exemple, on peut choisir comme valeurs initiales les k ∈ N points de la grille G
dont l’image par q1 est la plus proche des paramètres d’encastrement ciblés. Cette stratégie gé-
nère des coûts de calcul importants car plusieurs points de départs peuvent converger vers la
même solution, tandis que d’autres peuvent conduire à de fausses convergences sur des minima
locaux. Elle est toutefois très simple à implémenter.

No6, Lp = 0.42

No25, Lp = 0.42

No51, Lp = −1.58

No175, Lp = −1.58

d3(0)
d1(0)

d2(0)

d1(L)

d2(L)
d3(L)

Figure 4.7. Quatre configurations d’équilibre solutions de q = {0, 0, 0.7, 2π × 0.42, 0, 0}, cal-
culées à partir de quatre des 180 points de la grille G dont les paramètres d’encastrement sont
les plus proches de la cible q. Ces 180 points sont triés dans l’ordre croissant de l’erreur et pour
chaque solution, le rang de la valeur initiale utilisée (No) ainsi que la valeur du link polaire Lp
sont indiqués. Les calculs sont effectués avec un rapport de rigidité K30 = 0.7. Les valeurs des
paramètres physiques p5D sont : {−0.4, 0.2, 0.8, 0.2, 6.4} (No6), {−0.1, 0.2,−0.8, 0.3, 9.7} (No25),
{0.6,−1.3, 3.0, 0.7, 4.1} (No51), {−0.2,−0.2, 2.0, 6.4, 13.3} (No175). Selon la convention établie
en Figure 4.1, le vecteur de base d2 est matérialisé sur la surface de la tige par la couleur vert
clair.

Un test est effectué avec les conditions d’encastrement q = {0, 0, 0.7, 2π× 0.42, 0, 0}, pour un
rapport de rigidités K30 = 0.7. Ces contraintes sont particulières car elles imposent que les deux
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tangentes extrémales soient alignées. Dans ce cas, le paramètre physique ϕ0 n’a pas d’influence
et sa valeur peut être fixée arbitrairement. Les k = 180 points de la grille G dont les paramètres
d’encastrement sont les plus proches de la cible sont utilisés pour démarrer l’algorithme 1. Parmi
ces points, seuls 7 induisent une fausse convergence. Tous les autres conduisent à une solution,
mais certaines solutions sont obtenues plusieurs fois. On choisit de considérer deux solutions
égales lorsque la norme maximum de la différence entre leurs paramètres physiques est inférieure
à 10−1. Après élimination de ces doublons, 32 solutions sont obtenues, dont certaines forment
un grand nombre de boucles. En sélectionnant celles dont la longueur L est inférieure à trois
fois la période sper, il reste 10 solutions. Quatre d’entre elles sont tracées sur la Figure 4.7 :
on peut les classer en deux paires de configurations d’équilibre ayant le même link polaire mais
des contorsions polaires et des torsions différentes. La différence entre les deux valeurs de link
polaire est un entier, donc une solution Lp = −1.58 peut être obtenue à partir d’une solution
Lp = 0.42 par continuation numérique sur les angles d’Euler. En revanche, l’obtention d’une
solution Lp = 0.42 à partir de l’autre solution Lp = 0.42 avec la continuation n’est pas garantie.

3.5.3 Perspectives

Les deux stratégies présentées ici sont des pistes intéressantes pour déterminer plusieurs solu-
tions à un problème aux limites donné. Les configurations d’équilibre obtenues peuvent ensuite
être classées avec des grandeurs comme le link polaire, le nombre de périodes ou l’énergie élas-
tique.

Des études doivent encore être menées pour améliorer la robustesse et la rapidité des calculs.
Dans le cas de la continuation numérique, il serait intéressant de comparer les différentes tech-
niques existantes. Notamment, les méthodes asymptotiques peuvent s’avérer particulièrement
robustes en comparaison des techniques de prédiction-correction (Lazarus et al. 2013). En ce
qui concerne l’utilisation de plusieurs points de départ, différentes pistes d’amélioration sont à
considérer : arrêt de l’algorithme 1 lorsqu’il converge vers des solutions ou des minima locaux
non souhaités, recuit simulé, analyse des bassins d’attraction, etc.

4 Conclusion du chapitre

Une méthode pour imposer des conditions d’encastrement aux tiges élastiques a été proposée
et implémentée. La résolution de ce problème aux limites était l’un des objectifs annoncés à la fin
du chapitre 1 pour faciliter le calcul de structures avec l’approche Biopolymer Chain Elasticity
(BCE). Dans l’exemple de l’épingle à cheveux, une poutre élastique est associée à la partie en
double-hélice par identification du rayon, du pas et du déphasage. La boucle simple-brin est
également représentée par une poutre, obtenue en imposant une continuité de son repère de
Darboux avec celui de la double-hélice. Cela nécessite donc d’imposer la position et l’orientation
relatives des tangentes extrémales. Dans un cadre plus général, tout acide nucléique pourrait être
associé à un ensemble de tiges élastiques obtenues

• en superposant, à l’aide des développements du chapitre 3, des configurations d’équi-
libre de tiges particulières (hélices, cercles, courbes fermées, homoclines) aux séquences
concernées ;
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• en associant des tiges élastiques aux autres séquences via la donnée du tube enveloppe et
des chiralités ;
• en définissant des conditions de liaisons aux extrémités de chaque tige calculée (continuité

du repère de Darboux ou discontinuité de l’angle ϕ pour modéliser une liaison souple) ;
• en résolvant le problème aux limites pour déterminer les portions de molécules restantes

(la boucle dans le cas des épingles à cheveux).

La représentation de la chaîne sucre-phosphate par cet ensemble de tiges apporte des solutions
pour déformer efficacement les molécules, caractériser leur état de contrainte et d’énergie ou
déterminer leur conformation.

La méthode d’inversion, basée sur l’algorithme de Newton-Raphson et la construction d’une
grille 5D de valeurs initiales, donne une solution du problème aux limites avec un temps de calcul
très faible. Au total, 853 860 inversions ont été testées et dans 99.9% des cas, les conditions d’en-
castrement ciblées ont été atteintes avec une précision supérieure à 10−5. A notre connaissance,
les nouveautés apportées en implémentant cette méthode sont

• l’écriture de la relation d’équivalence entre les paramètres physiques (λ, tP , a, ϕ0, sini, L)
et les paramètres de chargement (f01, f02, f03,m01,m02,m03), qui constitue un lien entre
le formalisme de Landau et une formulation plus "mécanique" en termes de composantes
de forces et de moments ;
• l’association complémentaire de ces deux paramétrisations dans une stratégie de ré-

solution du problème aux limites. Les paramètres (λ, tP , a, ϕ0, sini, L) mettent en évi-
dence les symétries et conduisent à une classification proposée au chapitre 3, ce qui
facilite la recherche d’un point de départ pour l’algorithme de Newton. Les paramètres
(f01, f02, f03,m01,m02,m03) sont définis sur R6, ce qui garantie la robustesse de la re-
cherche de racines ;
• le calcul de plus de 850 000 configurations d’équilibre, dans le cas général où des conditions

d’encastrement 3D sont imposées, en parcourant une grande partie de l’espace configu-
rationnel ;
• l’étude quantitative de l’influence des différents paramètres de la méthode (taille l de la

grille, pas de discrétisation δ, définition de l’erreur, restriction d’espace en utilisant une
symétrie).

Par ailleurs, deux stratégies ont été proposées pour obtenir plusieurs solutions du problème aux
limites, et testées sur des exemples.





Conclusion et perspectives

Dans un contexte où la détermination de la structure tridimensionnelle, ou conformation,
des acides nucléiques est loin d’être achevée, l’approche Biopolymer Chain Elasticity (BCE)
développée au Laboratoire Jean Perrin cherche à relever les enjeux de modélisation à partir du
rapprochement avec la théorie de l’élasticité des tiges. Ce n’est pas la seule alternative possible,
mais elle présente quelques atouts. Tout d’abord, elle s’appuie sur des observations théoriques
et expérimentales selon lesquelles le squelette des acides nucléiques se comporte comme une
poutre élastique en grande déformation. Son application sur les épingles à cheveux a montré
que même les configurations d’équilibre des poutres sont des points de départ efficaces pour
reproduire fidèlement la conformation. A une échelle bien choisie, de l’ordre de la longueur de
persistance, la chaîne moléculaire est donc représentée par une tige qui porte les principales
informations sur la géométrie, l’état de contrainte et l’énergie. S’il est possible de caractériser
simplement la configuration de cette tige, elle devient alors un outil puissant de description,
d’analyse, de comparaison et de classification. D’autre part, en considérant le biopolymère comme
un enchaînement de tiges élastiques associées par des liaisons de différents types, sa conformation
est décrite avec un nombre de degrés de liberté restreint. Les temps de calcul sont par conséquent
diminués.

La mise en pratique de ces idées nécessite néanmoins la résolution de deux problèmes de
mécanique des tiges, qui ont fait l’objet de cette thèse. Les conclusions des différentes études
menées sont les suivantes :

• La classification de l’ensemble des configurations d’équilibre des tiges élas-
tiques. Une description complète de la statique des tiges sous les hypothèses de l’elastica
3D idéale est formulée au chapitre 2. Les expressions analytiques de la trajectoire in-
finie et des directeurs de Cosserat sont établies en fonction des paramètres de Landau
(λ, tP , a) et des grandeurs (K30 = K3/K0, ϕ(0)). Ces expressions ne sont pas nouvelles,
mais nous les avons réunies dans un formalisme dont les paramètres sont proches de la
Physique et sont reliés bijectivement à l’ensemble des configurations d’équilibre, à l’ex-
ception près des tiges rectilignes et des tiges de force nulle. Cela offre un cadre solide à
la classification, puisque les trajectoires infinies peuvent être cartographiées dans l’espace
de dimension trois des paramètres (λ, tP , a). Au chapitre 3, le domaine de définition de
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ces paramètres est déterminé pour la première fois. Nous avons montré qu’ils évoluent
dans un demi-espace dont la borne inférieure est une surface aMin(λ, tP ) relativement
complexe, exprimée analytiquement. Ensuite, les trajectoires particulières, dont certaines
sont proches de structures d’acides nucléiques, sont localisées dans ce demi-espace : tiges
rectilignes, elastica 2D, cercles, tiges fermées, hélices, homoclines. Leurs caractéristiques
(rayon, pas, module, etc.) sont exprimées analytiquement avec des fonctions simples. De
plus, les paramètres de Landau d’une tige en hélice sont obtenus à partir de la donnée du
rayon, du pas et de l’orientation des sections en deux points de la trajectoire. Cela offre un
accès immédiat à l’état de contrainte et d’énergie de ces hélices. Enfin, des propriétés géo-
métriques générales des configurations d’équilibre sont mises en évidence. Les trajectoires
infinies sont enveloppées à l’intérieur d’un tube hélicoïdal et s’enroulent autour de l’axe
de ce tube, appelé hélice centrale. Les caractéristiques du tube enveloppe (deux rayons
ρH , ρG et un pas pH) sont exprimées analytiquement ainsi que le pas pG d’enroulement
des tiges autour de l’hélice centrale. Trois propriétés de chiralité, liées au sens des enrou-
lements, sont définies et exprimées analytiquement. Les configurations d’équilibre sont
alors classées, d’abord en fonction des chiralités, puis en fonction du tube enveloppe. Le
demi-espace (λ, tP , a) est divisé en dix classes de chiralités constantes, dont les frontières
sont tracées sur les Figures 3.10 et 3.11. Par ailleurs, après adimensionnement, un maxi-
mum de quatre tiges peuvent être associées à une géométrie donnée du tube enveloppe.
Grâce à une paramétrisation de l’elastica idéale par (ρH , ρG, a), celles-ci sont obtenues à
partir de l’inversion numérique 1D de la fonction pH(a).

• Le calcul de configurations d’équilibre sous des conditions d’encastrement
spécifiées. Une méthode pour imposer une position et une orientation 3D relatives des
sections extrémales est proposée et implémentée au chapitre 4. Ce problème aux limites est
formulé comme une inversion numérique, effectuée avec l’algorithme de Newton-Raphson.
La particularité de la méthode de résolution proposée est d’utiliser deux paramétrisations
complémentaires des configurations d’équilibre. La première paramétrisation est issue du
formalisme de Landau. De par la hiérarchie qu’elle établie entre les paramètres, elle est
particulièrement appropriée pour la classification. Elle met en valeur les symétries du pro-
blème, et conduit à une restriction de la dimension de ce dernier (de 6D à 5D). On l’utilise
par conséquent pour rechercher un point de départ de Newton-Raphson, en construi-
sant une grille de valeurs réparties régulièrement sur toute une portion de l’espace 5D
(λ, tP , a, sini, L). La deuxième paramétrisation est la plus proche de la Physique, puisqu’il
s’agit directement des composantes de force et de moment dans le repère de Darboux. Elle
est reliée bijectivement à la première. Cette paramétrisation n’induit pas de restriction
dimensionnelle, mais elle est définie sur tout R6, ce qui la rend particulièrement robuste
pour l’implémentation dans un algorithme de recherche. La combinaison des avantages
de ces deux paramétrisations donne une méthode d’inversion de géométrie performante.
Plus de 850 000 inversions sont testées, et dans 99.9% des cas les conditions aux limites
ciblées sont atteintes avec une précision supérieure à 10−5. Le temps moyen par inversion
est très faible (inférieur à 15 ms pour l = 2) ce qui rend possible l’implémentation de
simulations interactives. Les paramètres de la méthode les plus influents sont identifiés
(taille l de la grille, pas de discrétisation δ, définition de l’erreur) et un réglage conve-
nable de leur valeur est donné (δ = 0.5, erreur ε2). Enfin, deux stratégies pour obtenir
plusieurs solutions sont proposées et testées sur des exemples. Ces dernières sont simples
à implémenter et relativement robustes, mais des améliorations sont à prévoir pour éviter
d’alourdir le temps de calcul.
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En définitive, les tiges élastiques sont des modèles prometteurs pour les acides nucléiques.
La structure géométrique de leurs configurations d’équilibre, qui s’enroulent autour d’un axe
hélicoïdal, a des similitudes avec celle de la chaîne sucre-phosphate. Tous les sens d’enroulement
de l’hélice centrale autour de l’axe de la force, de la trajectoire autour de l’hélice centrale et
des sections autour de la trajectoire sont possibles. Ces tiges ont donc une richesse structurelle
suffisante pour décrire les biopolymères, y compris les protéines. Dans le cadre d’une modélisa-
tion quasi-statique, où les effets d’inertie sont négligés, les configurations d’équilibre peuvent être
utilisées pour décrire la molécule. Une chaîne de l’ordre de la longueur de persistance (quelques
nucléotides dans le cas simple-brin) est alors décrite par une seule poutre, donc neuf paramètres
(L̃, K̃0, K̃3, λ, tP , a, ϕ0, sini, L). Dans un modèle de mécanique moléculaire classique, au moins
autant de degrés de libertés sont nécessaires pour un seul nucléotide. De plus, les caractéris-
tiques (ρH , ρG, pH , pG) et les chiralités (SH , SG, SP ) donnent rapidement une idée de l’allure de
la trajectoire d’une tige. Ils constituent donc des éléments intéressants de comparaison entre
molécules, auxquels peuvent s’ajouter l’état de contrainte et l’énergie, facilement calculables.
C’est ce qui a motivé les classifications proposées dans cette thèse. D’autre part, la résolution du
problème aux limites avec des temps de calcul qui autorisent l’interactivité fait de ces tiges des
éléments efficaces de construction et de déformation des acides nucléiques.

La recherche de plusieurs configurations sous des conditions d’encastrement fixées est encore
à améliorer, en termes de rapidité notamment. Ensuite, la conception d’éléments de modélisation
moléculaire intégrés à des logiciels tels que Chimera ou SAMSON pourra être envisagée. Comme
la théorie de l’élasticité donne accès aux forces et moments appliqués sur la tige, un des projets
en cours consiste à mettre en place un retour d’effort sur les simulations. Par l’intermédiaire d’un
bras robotique, l’utilisateur spécifie les conditions d’encastrement ciblées et ressent l’action de la
tige qui résiste à ses sollicitations. L’ajout d’une scène virtuelle stéréoscopique 3D et l’utilisation
de dispositifs haptiques plus élaborés (interfaces à contacts intermittents, interfaces à câbles,
etc.) peuvent encore améliorer l’immersion dans la vie de la molécule, et constituer des outils
de modélisation intuitifs et innovants. Pour décrire plus exactement les contraintes imposées par
l’environnement physico-chimique et les effets de la température, le modèle devra être enrichi. Il
faudra probablement prendre en compte les chargements répartis, les courbures intrinsèques non
nulles et les anisotropies du matériau. Des analyses dynamiques et vibratoires seront également
les bienvenues.

Il faut cependant souligner que le champ d’application des tiges élastiques dépasse la modéli-
sation des acides nucléiques. On souhaite notamment utiliser les résultats de cette thèse pour les
protéines, mais aussi dans divers sujets de recherche attachés à la biologie, la mécanique et la ro-
botique : insertion de cathéters pour l’endoscopie ou la chirurgie, création de robots compliants,
conception de ressorts non linéaires, etc. La possibilité d’imposer des contraintes géométriques
aux tiges (caractéristiques du tube enveloppe, conditions d’encastrement) constitue en effet un
atout significatif dans la résolution de nombreux problèmes. Nous espérons ainsi avoir apporté
des éléments favorables à l’accomplissement des projets qui sont et seront formés autour des tiges
élastiques.





Annexe A

Fonctions et intégrales elliptiques

Cette annexe contient les expressions des fonctions et intégrales elliptiques de Jacobi, de mo-
dule m ∈ [0, 1] et de caractéristique n ∈ R, utilisées pour exprimer les configurations d’équilibre
des elasticas idéales.

1 Intégrales elliptiques incomplètes

Les intégrales elliptiques incomplètes de première, seconde et troisième espèce sont données
par

F (Ψ,m) =

∫ Ψ

0

dΨ√
1−m sin2(Ψ)

, (A.1)

E(Ψ,m) =

∫ Ψ

0

√
1−m sin2(Ψ)dΨ , (A.2)

Π(n,Ψ,m) =

∫ Ψ

0
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)√
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. (A.3)

2 Intégrales elliptiques complètes

Les intégrales elliptiques complètes de première, seconde et troisième espèce sont données par
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3 Fonctions elliptiques de Jacobi

La fonction amplitude de Jacobi est donnée par

am(s,m) = (F−1)(s,m) , (A.5)

et sert à définir les fonctions sn, cn et dn par

sn(s,m) = sin (am(s,m)) , (A.6)

cn(s,m) = cos (am(s,m)) , (A.7)

dn(s,m) =
√

1−m sn2(s,m) . (A.8)
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