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Calcul de configurations de tiges élastiques pour la modélisation
des acides nucléiques

Résumé : Notre compréhension des acides nucléiques est encore limitée, en partie a cause de la
diversité structurelle de ces molécules, de la difficulté & appliquer les techniques expérimentales
et du temps de calcul des modéles dynamiques a ’échelle atomique. Dans ce contexte, cette
thése s’intéresse au rapprochement entre les acides nucléiques et les tiges élastiques, qui dans les
années 90 a fait 'objet de nombreux travaux théoriques et expérimentaux. L’approche Biopoly-
mer Chain Elasticity (BCE), développée au Laboratoire Jean Perrin, postule que la théorie de
I’élasticité des tiges constitue un cadre d’étude particuliérement judicieux pour les biopolyméres.
Avec cette approche, des conformations de molécules remarquablement bonnes ont été calculées
a partir de configurations d’équilibre de tiges élastiques. La chaine moléculaire est décrite par un
modéle multi-échelle et hiérarchique, qui décompose efficacement le calcul de sa structure tridi-
mensionnelle et s’avére particuliérement adapté a I'implémentation de simulations interactives.
En vue de tirer le meilleur parti de ce modéle, deux objectifs distincts sont désormais visés. Pre-
miérement, il s’agit d’utiliser les tiges élastiques comme des outils de description, d’analyse, de
comparaison et de classification des molécules qu’elles représentent. Deuxiémement, il s’agit de
proposer une modélisation plus riche, ot plusieurs tiges sont associées ensemble avec des liaisons
de différentes natures. Ces objectifs se déclinent en deux problémes de mécanique des tiges :

e la classification de ’ensemble des configurations d’équilibre de tiges élastiques, qui im-
plique de caractériser les formes particuliéres mais aussi de déterminer des propriétés
géométriques générales pouvant servir de critéres de comparaison ;

e le calcul de configurations d’équilibre sous des conditions d’encastrement spécifiées, i.e.
pour des valeurs imposées de la position et de l'orientation relatives des sections extré-
males.

La thése est motivée par la résolution de ces deux problémes. Une description compléte de la
statique des tiges 3D dites idéales, basée sur le formalisme de Lev D. Landau et Evgeny M. Lif-
shitz, est établie au chapitre 2. Il en découle que la classification recherchée peut étre faite dans un
espace de dimension trois. Le chapitre 3 est consacré a cette tache. Il aboutit a la caractérisation
de plusieurs formes proches de structures d’acides nucléiques connues : cercles, courbes fermées,
hélices, homoclines. Plus essentiellement, des propriétés géométriques sont identifiées dans le cas
général : les trajectoires des tiges sont inclues & l'intérieur d’un tube hélicoidal, et s’enroulent
autour de 'axe de ce tube avec trois propriétés de chiralité. Deux classifications, d’abord en
fonction des chiralités, puis en fonction du tube enveloppe, sont proposées dans ’espace d’étude
défini au chapitre 2. Enfin, une méthode de calcul de géométrie inverse est proposée et im-
plémentée au chapitre 4, pour imposer des conditions d’encastrement 3D aux tiges élastiques.
Celle-ci s’appuie sur deux paramétrisations complémentaires des configurations d’équilibre, et
sur l'utilisation d’une grille pour fournir des valeurs initiales & un algorithme de recherche. Plus
de 850 000 inversions sont testées, et dans 99.9% des cas les conditions aux limites ciblées sont at-
teintes avec une précision supérieure a 10~°. Deux stratégies pour obtenir plusieurs solutions sont
également proposées, et testées sur des exemples. En définitive, nous espérons que ces résultats
apportent un cadre d’étude solide des biopolymeéres pour diverses applications avec ’approche
BCE, notamment la simulation interactive.

Mots-clés : Modélisation des biopolymeéres, équilibre des tiges élastiques, classification, probléme
aux limites, recherche de zéros, simulation interactive.






Computation of elastic rod configurations for the modeling of
nucleic acids

Abstract : Our understanding of nucleic acids is still limited, partly because of the structural
diversity of these molecules, the difficulty of applying experimental techniques and the compu-
tation time of dynamic models at atomic scales. In such a context, this thesis focuses on the
parallel between nucleic acids and elastic rods, which has been studied intensively in the 90s
both with theoretical and experimental contributions. The Biopolymer Chain Elasticity (BCE)
approach, developed in Laboratoire Jean Perrin, postulates that the theory of elasticity of rods
offers a particularly judicious framework for biopolymers. With this approach, remarkably good
molecular conformations have been computed from equilibrium configurations of elastic rods.
The molecular chain is described with a multi-scale and hierarchic model that decomposes effi-
ciently the computation of its three-dimensional structure and that is particularly suitable for
interactive simulations. In order to make the best use of this model, two distinct objectives are
targeted now. Firstly, elastic rods must be used as tools of description, analyse, comparison and
classification of the molecules they represent. Secondly, a more rich model must be proposed,
where several rods are associated together with different kinds of linkages. These objectives yield
two problems of mechanics of rods :

e the classification of all equilibrium configurations of elastic rods, which requires to cha-
racterize particular shapes and to determine general geometric properties that may be
used as comparison criteria ;

e the computation of equilibrium configurations under specified strong anchoring condi-
tions, i.e. for imposed values of relative position and orientation of end sections.

The thesis is motivated by the resolution of these two problems. A complete description of the
statics of the so-called ideal 3D rods, based on the formalism of Lev D. Landau and Evgeny M.
Lifshitz, is established in chapter 2. It shows that the aimed classification can be achieved in a
three-dimensional space. Chapter 3 is dedicated to this purpose. It leads to the characterization of
several shapes close to known nucleic acids structures : circles, closed curves, helices, homoclines.
More essentially, geometric properties are identified in the general case : the rod trajectories
are included within an helical tube and wind around the axis of this tube with three chirality
properties. Two classifications, first according to the chiralities, then according to the tube-shaped
envelope, are proposed in the work space defined in chapter 2. Finally, a method to compute
the inverse geometry is proposed and implemented in chapter 4 to impose 3D strong anchoring
conditions to elastic rods. It is based on two complementary parametrizations of the equilibrium
configurations, and on the use of a grid to provide initial guesses to a search algorithm. More
than 850 000 inversions are tested, and in 99.9% of cases the targeted boundary conditions are
reached with a precision better than 107°. Two strategies to obtain several solutions are also
proposed and tested on examples. We hope that these results will bring a strong framework for
diverse applications on biopolymers with the BCE approach, particularly interactive simulation.

Keywords : Modeling of biopolymers, equilibrium of elastic rods, classification, boundary value
problem, root finding, interactive simulation.
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Introduction générale

La découverte de la double hélice ’ADN-B par Watson et Crick (1953) est souvent considérée
comme l'avancée majeure du XX¢ siécle en biologie moléculaire (Voet et Voet 2011). Depuis, la
composition chimique et les mécanismes d’assemblage des acides nucléiques ont été précisément
identifiés et maitrisés, au point qu’il est désormais possible de concevoir et de fabriquer des
nanostructures assez complexes avec ces biopolyméres (Rothemund 2006, Castro et al. 2011,
Chworos et al. 2004, Marras et al. 2015). En revanche, la structure tridimensionnelle de ’ADN
et de PARN, i.e. Parrangement et le positionnement des atomes dans ’espace, est beaucoup
moins bien caractérisée que pour les protéines par exemple. Elle a pourtant un role significatif
dans la stabilité de la chaine moléculaire et dans la viabilité de certains processus essentiels
comme ’expression ou l'inhibition des génes. Une meilleure connaissance de cette structure est
donc nécessaire pour maitriser davantage ces processus et intervenir plus efficacement contre les
maladies génétiques ou les virus.

La structure 3D des acides nucléiques, ou conformation, présente une trés grande diversité :
simple-brin, double-brin, triplexe, quadruplexe, épingle & cheveux, etc. Chacune de ces struc-
tures existe sous plusieurs formes et peut contenir des mésappariements ou des réappariements
de différents types. Les longues chaines simple-brin peuvent se replier suivant une richesse struc-
turelle importante. Pour observer ces nombreuses conformations, les trois principales techniques
expérimentales sont la cristallographie aux rayons X, la résonance magnétique nucléaire et la
cryo-microscopie électronique. Malgré les apports conséquents de ces techniques et leurs pro-
grés prometteurs, elles n’aboutissent pas encore a des descriptions entiérement fiables a 1’échelle
atomique. En modélisation, une des principales limitations est le temps de calcul. L’intégration
numérique de la deuxiéme loi de Newton sur I’ensemble des atomes, considérés comme des solides
rigides, nécessite généralement des pas de temps trés faibles (environ 1 fs) pour décrire convena-
blement la dynamique de la molécule. Cela induit des restrictions sur la durée de la simulation
et le nombre d’atomes. Pour s’en affranchir, on utilise souvent des modéles gros grains ot les
atomes sont regroupés en blocs indéformables. En contrepartie, cela diminue la résolution du
modéle.

Une piste intéressante pour la modélisation des acides nucléiques est leur similitude avec les
tiges élastiques. En Physique des polymeéres, on s’apercoit effectivement que la chaine cinématique
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utilisée pour représenter la molécule a formellement une énergie totale proche (voire identique)
de celle d’une tige élastique. Dans les années 90, de nombreux essais de caractérisation mécanique
ont été menés sur des molécules en solution et ont confirmé leur comportement élastique. Depuis,
I’idée d’observer les géométries de poutres élastiques en grande déformation pour étudier ’ADN
ou ’ARN a fait 'objet de nombreux travaux. Au Laboratoire Jean Perrin de Sorbonne Univer-
sité, approche Biopolymer Chain Elasticity (BCE) est développée pour construire des outils de
modélisation moléculaire basés sur la théorie de I’élasticité des tiges. Avec cette approche, des
épingles a cheveux d’ADN et d’ARN ont été correctement reproduites en partant de configura-
tions d’équilibre de tiges élastiques. Il s’agit désormais de mettre en évidence les apports de cette
démarche quant aux enjeux de la modélisation des acides nucléiques.

Un des principaux atouts de ’approche BCE est son caractére multi-échelle et hiérarchique :
la chaine moléculaire est représentée avec un niveau de détail différent selon 1’échelle de lon-
gueur considérée, et un ordre de priorité entre les différentes échelles est établi. En particulier, la
conformation a l’échelle globale (i.e. proche de la longueur de persistance) est décrite exclusive-
ment par une tige élastique a laquelle les atomes sont attachés. Il est alors possible d’imposer de
grandes déformations globales sans détériorer la structure & I’échelle locale. En définitive, cette
tige porte les informations essentielles sur la géométrie, 1’état de contrainte et ’énergie d’une
portion de la molécule. Elle est par conséquent un outil intéressant de description, d’analyse, de
comparaison et de classification sous réserve que ses propriétés soient connues et maitrisées. De
plus, la chaine moléculaire peut étre vue comme un ensemble de tiges associées par des liaisons
mécaniques de différentes natures (encastrement, pivot, rotule, etc.). Le nombre de degrés de
liberté nécessaires pour décrire la conformation s’en trouve fortement diminué, ce qui réduit le
temps de calcul. A priori, la résolution n’est pas détériorée parce que le modéle de tige élastique
est justifié expérimentalement et parce que des simulations ultérieures, a des échelles plus fines,
ajustent la position 3D des atomes.

Pour faire valoir ces idées, deux problémes de mécanique des tiges doivent étre résolus :

e La classification de I’ensemble des configurations d’équilibre des tiges élas-
tiques. Il s’agit de montrer que ce modéle est capable de représenter une trés grande
partie des conformations d’acides nucléiques avec un nombre de degrés de libertés réduit.
Cela implique premiérement d’établir une description compléte de la statique des tiges
élastiques a partir d’'une paramétrisation judicieusement choisie. Ensuite, les géométries
de tiges proches des structures d’acides nucléiques connues doivent étre localisées dans
I’espace configurationnel et caractérisées : cercles, courbes fermées, hélices, homoclines.
Enfin, des propriétés géométriques générales doivent étre identifiées comme moyens de
description et de comparaison des tiges et donc, des molécules qu’elles représentent. Les
configurations d’équilibre doivent étre classées en fonction de ces propriétés, afin de mon-
trer que leur richesse structurelle est suffisante pour la modélisation moléculaire.

e Le calcul de configurations d’équilibre sous des conditions d’encastrement
spécifiées. Il s’agit de proposer et d’implémenter une méthode pour imposer la position
et l'orientation tridimensionnelles relatives des sections extrémales d’une tige élastique.
Il sera alors possible de construire et de déformer interactivement des molécules vues
comme des assemblages de tiges.

Le chapitre 2 est consacré a la description de la statique des tiges, le chapitre 3 & la classifi-
cation et le chapitre 4, au calcul de configurations sous des conditions d’encastrement.



Chapitre 1

La modélisation des acides nucléiques
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1 La structure des acides nucléiques

Les acides nucléiques sont des molécules biologiques au cceur des mécanismes de la vie, situées
dans les cellules des organismes procaryotes et eucaryotes ainsi que dans les capsides des virus.
L’acide désoxyribonucléique (ADN) est le support de l'information génétique utilisée pour le
développement, le fonctionnement et la reproduction des étres vivants. L’acide ribonucléique
(ARN) participe a l’expression de cette information, c’est-a-dire a la construction de protéines
a partir du modeéle codé dans ’ADN. Certains virus, cependant, ne possédent pas d’ADN et
stockent leur matériel génétique directement sous forme d’ARN.

Connaitre précisément la structure de ces molécules est indispensable pour comprendre leur
fonctionnement, et lutter contre les maladies génétiques ou le développement de virus comme
le VIH. Or, les acides nucléiques présentent une grande variété structurelle. Leur composition
chimique ainsi que leur formule développée sont bien identifiées et seront présentées en sous-
section 1.1. Toutefois, leur structure tridimensionnelle, i.e. 'arrangement et le positionnement
des atomes dans l’espace, est moins complétement déterminée. Elle est 'objet d’une diversité
significative énoncée en sous-section 1.2. Quoique largement étudiée avec différentes méthodes
prometteuses, la détermination de la structure 3D des acides nucléiques présente toujours des
enjeux, qui seront discutés en sous-section 1.3.

1.1 Briques élémentaires des acides nucléiques

Les acides nucléiques sont des polymeéres, c’est-a-dire de longues chaines moléculaires consti-
tuées par la répétition de nombreuses sous-unités appelées nucléotides. La plus longue molécule
d’ADN du corps humain en contient environ 220 millions (Gregory et al. 2006), pour une lon-
gueur rectiligne supérieure a 7 cm. Chaque nucléotide se compose de trois parties : un phosphate
PO43_, un sucre a cinq atomes de carbone C5H19O5 (pentose) lié au phosphate par une liaison
ester, et une base azotée liée au sucre par une liaison glycosidique (Figure 1.1a). IL’ADN différe
de 'ARN par 'absence d'un atome d’oxygéne en liaison avec le carbone C2' du sucre, qui lui
vaut le préfixe "désoxy".

Les bases azotées sont les éléments fondamentaux du code génétique. Elles existent dans
I’ADN sous quatre formes différentes : I’Adénine (A), la Guanine (G), la Cytosine (C) et la Thy-
mine (T). On les retrouve également dans PARN, & I'exception de la Thymine qui est remplacée
par I’Uracile (U). C’est 'ordre d’enchainement de ces bases, ou séquence, qui code I'information
génétique. C’est pourquoi elles sont souvent qualifiées de "briques élémentaires" des acides nu-
cléiques. Les bases de ’ADN sont regroupées en "paquets", les génes, chacun spécialisé dans le
codage d’une ou plusieurs protéines. Chez les eucaryotes, les génes sont en grande partie consti-
tués d’introns, des séquences d’ADN ne codant généralement pas de protéine mais utilisées pour
la régulation, ’organisation et la maintenance du génome.

L’enchainement des nucléotides de 'ADN et de 'ARN se produit par l'intermédiaire des
phosphates, qui forment une liaison ester avec le carbone C'3’ d’un sucre et une autre liaison ester
avec le carbone C5' du sucre suivant (liaison phosphodiester). Cela constitue la chaine sucre-
phosphate, aussi appelée squelette de la molécule, sur laquelle les bases azotées sont accrochées.
Cette chaine est directionnelle : elle a une extrémité 5’ et une extrémité 3, dont les atomes C5' et,
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Figure 1.1. Formule développée des acides nucléiques : (a) nucléotides d’ARN (ribonucléotide)
et I’ADN (désoxyribonucléotide) et (b) exemple d’'une chaine d’ARN de séquence AUCG (ou
d’une chaine d’ADN de séquence ATCG avec les informations entre parenthéses). Schémas de
Voet et Voet (2011).

respectivement, C'3' ne sont liés & aucun nucléotide. Par convention, on écrit un acide nucléique
dans le sens 5 — 3'. La Figure 1.1b représente un exemple d’enchainement des quatre bases A,
U (T pour ’ADN), C et G. Les phosphates sont a l'origine de I’acidité du squelette, ainsi que de
sa charge négative.

L’expression des génes, autrement dit la construction de protéines a partir de "morceaux de
séquence d’ADN", est généralement décrite chez les procaryotes et les eucaryotes par une procé-
dure schématique appelée le dogme central. Une enzyme, ’ARN polymérase, reconnait le début
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du géne, le promoteur, et se fixe dessus. Elle parcourt ensuite le géne et fabrique 'ARN dit mes-
sager : cette étape est appelée la transcription. L’ARN messager transporte alors I'information
génétique jusqu’au ribosome, un important complexe d’ARN (dit ribosomique) et de protéines.
Le ribosome parcourt ’ARN messager, et une protéine est construite par I’enchainement d’acides
aminés apportés par 'ARN de transfert : c’est la traduction.

1.2 Structure tridimensionnelle

La structure tridimensionnelle, ou conformation, est 'arrangement et le positionnement des
atomes dans 'espace tridimensionnel. Elle présente, dans le cas des acides nucléiques, une telle
diversité qu’il est encore difficile de la caractériser entierement. Elle varie notamment en fonction
de la séquence de la molécule et des contraintes qui lui sont imposées par son environnement
physico-chimique.

1.2.1 Structure 3D de ’ADN
Double-hélice

Watson et Crick (1953) ont découvert et caractérisé la conformation d’acide nucléique qui est
probablement la plus connue : la double-hélice I’ADN-B. Elle se présente sous la forme de deux
brins de polynucléotides dont les chaines sucre-phosphate s’enroulent autour d’un axe commun
en formant des hélices droites d’environ 2 nm de diamétre et 3.3 nm de pas (Figure 1.2a). Ces

Grand sillon (G)

3.3nm
10.5 pb

Figure 1.2. Double-hélice ’ADN-B. (a) Représentation de van der Waals, image de Goodsell
(1992). (b) Appariement G-C en représentation boule-baton, schéma de Voet et Voet (2011).
(c) Représentation en ruban, image de Neidle (2008).

deux brins sont antiparalléles : ils évoluent en sens opposés, et I'extrémité 3’ de I'un est en face
de 'extrémité 5’ de Pautre. Ils différent par une symétrie pseudo-dyadique : le squelette de I'un
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peut étre obtenu & partir de celui de 'autre par une rotation de 180 degrés autour d'un axe
(judicieusement choisi) perpendiculaire a I’axe des hélices. Enfin, ils sont accrochés entre eux par
des liaisons hydrogéne entre leurs bases azotées. Les bases A et T s’apparient en formant deux
liaisons hydrogeéne, et les bases C et G font de méme avec trois liaisons hydrogéne.

Les paires de bases ainsi constituées sont presque planes et perpendiculaires & I'axe des hélices.
Elles sont empilées les unes sur les autres avec un décalage angulaire quasi constant d’environ 36
degrés. La double-hélice posséde deux sillons extérieurs qui s’enroulent entre les chaines sucre-
phosphates. Ces sillons sont de tailles inégales : le petit sillon correspond aux bords des paires
de bases ou le carbone C1’ ressort, tandis que le grand sillon correspond au bord opposé (Fi-
gure 1.2b). Pour visualiser plus facilement la structure de cette double-hélice, il est courant de
représenter le squelette sucre-phosphate par un ruban qui décrit sa trajectoire et les sucres et
bases par des blocs (Figure 1.2¢).

Cependant, ’ADN-B n’est pas la seule structure en double-hélice. Il en existe d’autres, comme
I’ADN-A qui présente une différence de taille plus marquée entre les sillons, et des paires de bases
inclinées de 19 degrés par rapport au plan perpendiculaire & ’axe des hélices. Un autre exemple,
I’ADN-Z, fait intervenir des hélices gauches avec des sillons de tailles équivalentes.

Autres conformations

Bien que la double-hélice soit probablement la structure la plus fréquente de I'’ADN, il en
existe beaucoup d’autres, qui jouent des roles fondamentaux dans divers processus biologiques.

Premiérement, 'ADN simple-brin, constitué d’une seule chaine de nucléotides, apparait
comme structure transitoire lors de processus tels que la transcription, la réplication (divi-
sion cellulaire) ou la réparation. Certains virus possédent uniquement cette structure d’ADN,
généralement sous forme circulaire, i.e. avec les extrémités qui se rejoignent.

Ensuite, PTADN peut générer des structures tige-boucle, dites en épingle & cheveux (Fi-
gure 1.3a). Il s’agit de repliements d’un seul brin sur lui-méme, avec une partie en double-hélice
(la tige) refermée par une partie simple-brin (la boucle) comportant quelques bases non appariées
ou mésappariées. Pour se former, ces structures requiérent la présence de séquences inversées ré-
pétées (ou séquences palindromiques), c’est-a-dire répétées a deux endroits de la molécule avec
des sens opposés. Les structures en épingle & cheveux sont essentielles dans de nombreux pro-
cessus biologiques, notamment la réplication de ’ADN et I'expression des génes. Dans certains
cas, elles peuvent perturber la transmission du matériel génétique et induire des maladies telles
que la dystrophie musculaire de Duchenne ou la chorée de Huntington. Elles ont cependant des
applications thérapeutiques intéressantes, notamment pour 'inhibition de la production de pro-
téines du VIH (Boiziau et al. 1999) et la répression des facteurs de croissance de la DMLA au
moyen d’aptameéres. Plusieurs structures d’épingles & cheveux sont possibles, notamment liées au
positionnement des bases de la boucle (Figure 1.3b).

Pour ’ADN double-brin, d’autres appariements entre bases que ceux définis par Watson et
Crick peuvent exister : on parle alors de mésappariement. Il peut s’agir de liaisons hydrogéne
faisant intervenir des atomes différents, comme dans l’appariement décrit par Hoogsteen (1963)
entre ’adénine et la thymine. Des appariements G-A, G-T, A-A, G-G, T-T, C-C, T-C ou A-C
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Figure 1.3. Structures en épingle a cheveux d’ADN. (a) Séquence ATCGTTTCGAT, figure de
Pakleza (2002). (b) Les trois types de repliement d’une structure avec quatre bases dans la boucle :
empilement des bases d’un coté ou de l'autre de la boucle (types I et III) ou positionnement de
la deuxiéme base dans le petit sillon de la tige (type II). Figure de van Dongen et al. (1996).

Watson-Crick

/
04 . . .H—Ng N H
HaC, 7\8[/ H
/° ¢ 7° 2\

04 - - -H—N§

Figure 1.4. Triple-hélice d’ADN. (a) Comparaison entre un appariemment A-T de type Watson-
Crick et un mésappariement de type Hoogsteen ; schéma de Schlick (2010). (b) Appariements
T-A-T dans un triplexe, schéma de Schlick (2010). (¢) Représentation d’un triplexe en ruban,
image de Neidle (2008).

peuvent également se produire. Dans chaque cas, les bases sont soit dans leur conformation nor-
male (anti), soit dans leur conformation retournée (syn). Enfin, il arrive parfois qu'une des deux
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bases soit absente (site abasique). Ces structures non canoniques déforment ’ADN double-brin
et le déstabilisent. Elles peuvent conduire & des mutations génétiques ainsi qu’a une altération
du code génétique. Les organismes disposent néanmoins de mécanismes pour les réparer.

Des triples-hélices d’ADN, ou triplezes, peuvent également se former (Figure 1.4). Il s’agit
d’empilements de groupes de trois bases, avec un appariement Watson-Crick et un mésappa-
riement (de type Hoogsteen par exemple). Elles apparaissent notamment lorsque de petites
molécules d’ADN simple-brin, les oligonucléotides, se fixent sur une double-hélice d’ADN. Ces
oligonucléotides, généralement obtenus synthétiquement, peuvent étre utilisés pour inhiber 1’ex-
pression de certains génes (Grigoriev et al. 1993). Cela a déja été effectué de nombreuses fois in
vitro, notamment pour ralentir I’activité de 'oncogéne c-myc qui favorise les cancers (Catapano
et al. 2000) ainsi que celle des séquences polypurine tracts (PPT) nécessaires a la réplication du
VIH (Faria et al. 2000).

\

iy & , —

6/ Ny ; 2
/H- ."06 ' iG 3” ! ] T L 2
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N3/2G1\ 1 e E— |
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Figure 1.5. Quadruplexes d’ADN. (a) Tétrade de quatre guanines, schéma de Schlick (2010).
(b-e) Représentation des différents repliements possibles d'un quadruplexe : quatre brins paral-
leles en (b), deux brins antiparalléles en (c), un seul brin avec des boucles latérale et diagonale
en (d) et propeller en (e); schémas de Neidle (2008).
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Enfin, il existe des structures d’ADN avec quatre brins, ou quadruplezes, constituées par I’em-
pilement de plateaux de quatre guanines (tétrades) reliées entre elles par huit liaisons hydrogéne
(Figure 1.5a). Chez les eucaryotes, ces structures apparaissent aux extrémités des chromosomes
pour les protéger. D’autre part, certains quadruplexes ont des propriétés anticancérigénes remar-
quables, en inhibant l’expression du géne STAT3 (Jing et al. 2006). Les quadruplexes existent
sous de nombreuses formes (Figure 1.5b-e). Ils peuvent étre générés par 'association de quatre
brins d’ADN paralléles, de deux brins antiparalléles ou par le repliement d’un seul brin en formant
des boucles latérales, diagonales ou "propeller".

1.2.2 Structure 3D de 'ARN

Les conformations mentionnées au paragraphe précédent existent aussi pour 'ARN (I'exemple
d’une double-hélice A est donné Figure 1.6a). Toutefois, ce dernier est plus souvent sous forme
d’un seul brin que ’ADN, et pour cette raison il présente en pratique une variété structurelle
encore plus grande. En effet, lorsque la molécule est longue, les nombreuses possibilités de re-
pliement donnent des éléments topologiques variés avec des régions simple-brin, double-brin et
différents types de boucles (Figure 1.6b). Notamment, des hernies se produisent sur les double-
brin d’ARN lorsqu’un ou plusieurs nucléotides non-appariés ressortent de 'un des deux brins
vers 'extérieur de la double-hélice. D’autre part, des bases non appariées sur chacun des deux
brins de la molécule peuvent produire des boucles dites internes. Des jonctions ou boucles mul-
tiples se constituent également pour relier plusieurs brins entre eux. Enfin, des pseudonceuds
apparaissent lorsque les nucléotides d’une boucle en épingle a cheveux s’apparient avec un autre
brin en formant une structure tige-boucle supplémentaire.

Pseudonoeud

11
Boucle interne

Simple-brin

Hernie

\Jonction

(boucle multiple)
Boucle

en épingle
a cheveux \

(a) (b)

Figure 1.6. Variété structurelle de ’ARN. (a) Double-hélice d’ARN-A, image de Neidle (2008).
(b) Graphe des différents repliements possibles de 'ARN ; figure modifiée & partir de Wuchty
et al. (1999).
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1.2.3 Diversité structurelle des acides nucléiques

L’inventaire qui précéde, sur les structures tridimensionnelles des acides nucléiques, n’est pas
exhaustif. Il donne uniquement un apercu de la grande diversité de ces structures. En théorie,
cette diversité est supérieure a celle des protéines, dans le sens ol la majeure partie de ’ADN des
eucaryotes est non codante et intervient dans la régulation, I’organisation et la maintenance du
génome. Or, trés peu de structures d’acides nucléiques ont été déterminées en comparaison des
protéines. La Protein Data Bank (PDB), principale source de données de biologie structurale,
contient plus de 120 000 protéines contre environ 3000 acides nucléiques (Figure 1.7).
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Figure 1.7. Tracé de I’évolution du nombre de structures déposées dans la PDB depuis 1990.
(a) Croissance du nombre de protéines déposées, d’abord quadratique puis linéaire. (b) Croissance
du nombre d’acides nucléiques déposés, plutdt linéaire donc inférieure & celle des protéines.

Il reste donc beaucoup d’études & mener sur ’ADN et ’ARN, dont la progression risque d’étre
freinée par les enjeux liés a la détermination de leurs conformations.

1.3 Meéthodes de détermination

En effet, les conformations des acides nucléiques impliquent des échelles tellement petites qu’il
est difficile de les déterminer complétement et précisément de facon expérimentale. Les méthodes
théoriques posent quant & elles des difficultés liées au temps de calcul des simulations numériques.

1.3.1 Coordonnées cartésiennes et coordonnées internes

Avant de présenter ces méthodes expérimentales et théoriques, il est utile de préciser que
la conformation d’une molécule peut étre décrite de deux facons différentes : par les coordon-
nées cartésiennes des positions des atomes ou par un systéme de coordonnées dites internes
(Figure 1.8). Trois types de coordonnées internes sont généralement définies : la longueur de
liaison, 'angle de valence (angle entre deux liaisons consécutives) et angle de torsion (dans un
enchainement d’atomes A-B-C-D, il s’agit de ’angle entre le plan contenant les atomes A-B-C et
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celui contenant les atomes B-C-D). Les coordonnées internes sont parfois préférées aux coordon-
nées cartésiennes, notamment parce que les longueurs de liaison et les angles de valence varient
relativement peu.

=

Longueur de liaison @C

To base

Nucleotide
unit
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w5 O Ons’
$ B
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K
Angle de liaison Angle de torsion |

(a) (b)

Figure 1.8. Coordonnées internes. (a) Définition. (b) Paramétrisation des angles de torsion d'un
nucléotide, schéma de Voet et Voet (2011).

1.3.2 Techniques expérimentales

Les trois principales méthodes utilisées pour déterminer expérimentalement la conformation
des acides nucléiques sont la cristallographie aux rayons X, la spectroscopie par résonance ma-
gnétique nucléaire (RMN) et la cryo-microscopie électronique (cryo-ME).

Cristallographie

Utilisée depuis le début du XX¢ siécle, la cristallographie consiste a analyser le diagramme de
diffraction obtenu en dirigeant un faisceau de rayons X sur la molécule cristallisée (Figure 1.9a).
Les rayons X ont une longueur d’onde de 'ordre des liaisons atomiques (environ 1.5 A) Lorsqu’ils
rencontrent la couche électronique d’un atome de la molécule, leur trajectoire est déviée. Aprés
avoir traversé le cristal, chaque rayon vient former une tache sur une surface photosensible, dont la
position donne I'angle de diffraction. Par une transformée de Fourier, une image tridimensionnelle
de la densité électronique de la molécule est obtenue a partir de I'amplitude, la longueur d’onde
et la phase de chaque rayon diffracté. Cette image donne la position 3D de chaque atome. La
résolution de la méthode est fonction de la longueur d’onde A des rayons X et de ’angle maximal 0
de diffraction : elle vaut A/(2sinf) d’aprés la loi de Bragg. Pour obtenir la conformation d’une
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molécule & Péchelle atomique, elle doit se situer autour de 1.0 & 1.2 A (Figure 1.9b-c). Ces
derniéres années, une telle résolution est devenue largement accessible avec la mise a disposition
des synchrotrons pour les études de biologie structurale : il est méme possible de descendre &
0.8 A. Cependant, 'inconvénient principal de cette technique est que le réseau cristallin impose a
la molécule des contraintes non naturelles, susceptibles de modifier sa structure (Dickerson et al.
1994).

Rayons
diffractés

Faisceau de rayons X /
\V
\ "

Molécules

cristallisées s

Figure 1.9. Cristallographie aux rayons X. (a) Description schématique de la technique.
(b-c) Densités électroniques calculées dans le plan d’une paire de base C-G, avec une résolu-
tion de 0.9 A en (b) et 2 A en (c); images de Neidle (2008).

Spectroscopie RMN

L’application de la spectroscopie RMN & la détermination de la structure des molécules est
apparue dans les années 60. Il s’agit de placer une solution de la molécule étudiée dans un
champ magnétique homogéne puissant et de la soumettre a des impulsions d’ondes électroma-
gnétiques haute fréquence. Soumis a de telles excitations, les noyaux atomiques possédant un
spin magnétique (notamment celui de 'Hydrogéne) se comportent comme des aimants et entrent
en rotation en absorbant de I’énergie électromagnétique. Aprés chaque impulsion, ils reviennent
a l’équilibre en émettant des ondes électromagnétiques. Comme chaque atome émet & une fré-
quence légérement différente, fonction de arrangement spacial avec les atomes voisins, I’analyse
des spectres de Fourier de ces ondes aboutit & la composition chimique de la molécule. Les infor-
mations spatiales sont ensuite obtenues en étudiant les interactions entre les spins magnétiques,
souvent en exercant plusieurs impulsions consécutives. Ainsi, le couplage scalaire, qui se produit
par l'intermédiaire des liaisons chimiques, donne une partie des angles de torsion de la chaine
sucre-phosphate via ’équation de Karplus. D’autre part, I'effet Overhauser nucléaire, qui décrit
I'interaction entre deux spins a travers I’espace, fournit une mesure des distances interatomiques
(limitée & 5 ou 6 A) Finalement, la spectroscopie RMN n’aboutit pas a la conformation de la
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molécule, mais a un ensemble de contraintes géométriques qui sont déposées dans la Biological
Magnetic Resonance Data Bank (BMRB).

Pour déterminer la structure 3D, il faut encore restreindre 1’espace conformationnel en ajou-
tant des informations (longueurs et angles de liaison, contraintes éventuelles sur certains angles
de torsion) puis en appliquant un algorithme de géométrie de distance. Enfin, une vingtaine de
propositions de structures sont dérivées aprés quelques traitements théoriques supplémentaires :
souvent, un algorithme de recuit simulé, 10 ps de dynamique moléculaire et une minimisation
d’énergie. Ces calculs sont implémentés dans des programmes spécialisés comme DYANA (Giin-
tert et al. 1997), devenu CYANA (Giintert 2004).

Contrairement a la cristallographie, la spectroscopie RMN ne nécessite pas de cristalliser
la molécule, ce qui constitue un avantage significatif. Cependant, la taille des structures RMN
est limitée par le nombre de pics observables sur le spectre. De plus, les données fournies sont
incomplétes : la méthode est sous-déterminée et requiert par conséquent 1’utilisation de modéles
(Santini et al. 2009).

Cryo-microscopie électronique (cryo-EM)

Enfin, depuis les années 80, la cryo-microscopie électronique ne cesse de progresser et devient
une méthode prometteuse pour la détermination de structures d’acides nucléiques et de protéines
de trés grandes tailles. Les images 2D d’un microscope électronique en transmission, prises avec
différents angles de vue, sont analysées, classées puis combinées pour reconstruire la structure
3D de la molécule. L’échantillon est congelé a trés basse température pour réduire au maximum
I’endommagement provoqué par le faisceau d’électrons, mais il n’est pas cristallisé : il reste par
conséquent dans un environnement physico-chimique proche des conditions naturelles. Malgré ces
précautions, le débit d’électrons doit étre limité pour minimiser davantage I’endommagement. En
conséquence, les images produites présentent un bruit important et doivent étre filtrées. Finale-
ment, la carte de densité 3D ("enveloppe" de la molécule) est obtenue en accumulant plusieurs
dizaines de milliers d’images. A partir de cette derniére, en ajoutant des informations issues de
cristallographie, de spectroscopie RMN ou d’autres mesures de cryo-EM, la conformation 3D de
la molécule est calculée. Avec cette technique, il est possible d’étudier de trés gros complexes
moléculaires comme le ribosome. Cependant, elle est encore limitée & des résolutions nettement
inférieures a la cristallographie, au mieux 3 ou 4 A (Henderson 2015).

Enjeux de la détermination expérimentale des acides nucléiques

Environ 90 % des molécules de la PDB ont été obtenues par cristallographie, contre 9 % pour
la RMN et 1 % pour la cryo-microscopie. Cela souléve la question de I'impact des modifications
conformationnelles liées & la cristallisation des échantillons. D’autre part, 'obtention de résul-
tats en RMN requiert 1'utilisation de modéles. Ainsi, la modélisation des acides nucléiques est
indispensable pour compléter les études expérimentales.
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1.3.3 Modélisation moléculaire
Meécanique moléculaire quantique

La mécanique quantique est a priori la discipline la plus appropriée pour modéliser les mo-
lécules a 1’échelle atomique et subatomique. Les mouvements de chaque particule (atome ou
électron) de masse m, de position r = xe, +ye, + ze, et d’énergie totale Epay¢ sont décrits par
I’équation de Schrédinger stationnaire :

H U(r) = Epart ¥(r) (1.1)

ot opérateur Hamiltonien H est défini par
R A -
H = — (81-2+83/2+822> +Vpart(r).

La fonction d’onde ¥(r), a valeurs complexes, caractérise le mouvement de la particule. En
particulier, la quantité ||¥(r)||? est la densité de probabilité de la position r. Le scalaire h
désigne la constante de Planck divisée par 2, et la fonction Vpu(r) est I'énergie potentielle de
la particule a la position r.

2m

L’approximation de Born-Oppenheimer, qui considére les noyaux atomiques comme fixes,
est souvent utilisée. Ainsi, la résolution de I’équation de Schrodinger aboutit a la distribution de
densité spatiale des électrons des atomes de la molécule. Avec le théoréme de Hellmann-Feynman,
il est ensuite possible d’obtenir ’ensemble des forces présentes dans la molécule. Toutefois, les
calculs en mécanique quantique sont trés cotliteux et par conséquent, limités quant au nombre
d’atomes de la molécule.

Mécanique moléculaire classique

En mécanique moléculaire "classique", les mouvements des électrons sont ignorés et la molé-
cule est représentée par un ensemble de masses centrées sur les noyaux des atomes. Ces masses
sont connectées entre elles par des liaisons généralement considérées comme des ressorts (Fi-
gure 1.10a). La conformation est alors obtenue en minimisant 1’énergie potentielle V(X) du
systéme, qui peut étre exprimée en fonction de la liste X des positions atomiques comme la
somme de quatre termes :

V(X) - Viiaisons(X) + Vangles(X) + ‘/torsions <X> + Vdistance(X)~ (12>

Les deux premiers termes décrivent les coflits énergétiques liés a 1’écart des longueurs de
liaisons b; et des angles de liaisons 6; avec leurs valeurs d’équilibre b; o et 0; o. Ils sont généralement
modélisés par des potentiels harmoniques :

Ki Ki
21 (bi = bi0)® Vangles(X) = > 22 (6; — 6i0)* . (1.3)

Viiaisons (X) - Z

liaisons 1% angles ¢
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Figure 1.10. Mécanique moléculaire. (a) Paramétrisation d’une molécule : des potentiels har-
moniques sont associés aux longueurs et angles de liaisons ; schéma de Schlick (2010). (b) Allure
du potentiel associé aux angles de torsion 7. (c¢) Allure du potentiel de Lennard-Jones (bleu) et
du potentiel électrostatique (rouge) utilisés pour décrire les interactions entre deux atomes a une
distance r.

Le troisiéme terme décrit la variation énergétique due a la rotation des liaisons d’angles de
torsion ;. Il est souvent représenté par une somme de potentiels sinusoidaux (Figure 1.10b) :

Viorsions(X) = Z Z %[1 + cos(nt; — ;)] - (1.4)

torsions ¢ n

Enfin, le quatriéme terme décrit les interactions entre atomes non liés chimiquement. Il est
généralement exprimé comme la somme de deux contributions (Figure 1.10c) : (i) le potentiel
de Lennard-Jones, qui regroupe les forces répulsives dues a I'interaction des nuages électroniques
(principe d’exclusion de Pauli) et les forces attractives de van der Waals, et (i) le potentiel des
forces électrostatiques, soit

Vaistance(X) = Y VLi(rig) + Vitee (r7) (1.5)
4,5,1<J
avec L B
Vi (r) = 29 24 Vi o % 1.6
LJ (TZ]) 1‘1]‘2 T?j ) Elec(rm) A7 e G(Tij) i ( )

ou rj; représente la distance entre les atomes i et j, € la permittivité du vide et e(ry;) la
permittivité relative.

La donnée de la fonction V(X) et des valeurs de ses parameétres K14, bio, K2i, 050, Vii, Vi, Aij
et B;; en fonction des atomes, types d’atomes et interactions entre atomes est appelée champ de
forces. De nombreuses propositions de champs de forces existent et se distinguent de plusieurs
fagons. D’abord, les fonctions utilisées pour définir ’énergie potentielle peuvent étre différentes.
Elles sont choisies selon un compromis entre précision et rapidité de calcul. Ensuite, les valeurs
des paramétres peuvent également varier. Généralement, elles dépendent de l'agencement des
atomes et de l'environnement de la molécule : certains champs de forces tiennent compte de
cette dépendance. La conformation peut étre paramétrée en coordonnées cartésiennes ou en
coordonnées internes. Parfois, les longueurs et angles de liaisons sont fixés et seuls les angles de
torsion sont considérés comme inconnus.
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Bien que réduit par rapport & la mécanique moléculaire quantique, le temps de calcul augmente
rapidement avec le nombre d’atomes et doit étre surveillé. Une conformation implique en principe
3N — 6 degrés de liberté, o N est le nombre d’atomes (six degrés de libertés sont retranchés
pour décompter les mouvements de corps rigide). Le nombre de liaisons, d’angles de liaisons et
d’angles de torsion varie linéairement avec N, tandis que le nombre d’interactions & distance
varie quadratiquement. En conséquence, ces derniéres font généralement I'objet de traitements
spécifiques pour réduire la complexité du calcul : rayon de troncature, sommation d’Ewald,
méthode du maillage particulier d’Ewald et méthode multipolaire rapide (Schlick 2010).

Modes normaux

Bien qu’utile pour déterminer des conformations "moyennes", la minimisation d’énergie ne
prend pas en compte les effets dynamiques. Or, les molécules sont constamment en vibration sous
I’action de la température. Tout mode vibratoire d’'une molécule de N atomes peut étre décrit
comme la superposition de 3N — 6 oscillations fondamentales appelées modes normauz. Sans
résoudre complétement les équations du principe fondamental de la dynamique, la description
des modes normaux (fréquence propre, direction, amplitude et sens) apporte des informations sur
la mobilité des atomes et la flexibilité structurelle de la molécule, souvent utilisées pour raffiner
des résultats expérimentaux (Ma 2005). A titre d’exemple, la Figure 1.11 représente les modes
normaux d’une molécule d’eau.

v, = 3657 cm™" L, = 3776 cm™ Ly = 1595 cm™
(symmetric stretch) (asymmetric stretch) (bend)

Figure 1.11. Modes normaux d’une molécule d’eau. Figure de Schlick (2010).

Une telle description peut étre obtenue a partir de la matrice Hessienne. En notant X = {x;}
'ensemble des 3N coordonnées donnant la position 3D de chaque atome et V(X)) I’énergie poten-
tielle de la molécule (définie par le champ de force), cette matrice s’écrit V' = (0V/0x;0x;);.
Une matrice K de rigidité par unité de masse peut alors étre définie (Leach 2001) par

K=M1'2?v"M~12 (1.7)

ot M est une matrice diagonale de taille 3N x 3NN contenant les masses des atomes répétées
trois fois chacune (My1 = mq, May = my, Msg = mq, Myqy = me, etc.). Les fréquences des
différents modes normaux sont calculées & partir des valeurs propres de la matrice K, et les
directions, amplitudes et sens & partir des vecteurs propres. A noter que six des valeurs propres
sont forcément nulles et ne décrivent aucun mode normal, puisque le nombre effectif de degrés
de liberté est 3N — 6.
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Simulation de Monte Carlo

Une autre fagon de considérer 'agitation thermique est de générer des conformations & partir
de changements aléatoires des positions des atomes. C’est ce qui est proposé dans les simula-
tions de Monte Carlo, qui sont historiquement les premiers calculs de modélisation moléculaire.
D’apres la loi de Boltzmann, la probabilité d’une conformation X d’énergie totale F(X) est pro-
portionnelle & exp[—E(X)/(kgT)], ou kp est la constante de Boltzmann et T la température.
Cette propriété est utilisée dans un algorithme proposé par Metropolis et al. (1953) pour ex-
plorer I'espace conformationnel d’une molécule, et peut entre autres servir & minimiser 1’énergie
potentielle. A chaque itération, une nouvelle conformation est calculée en changeant aléatoire-
ment les coordonnées cartésiennes d’une particule choisie aléatoirement. Si la variation d’énergie
potentielle AV impliquée par ce changement est négative, la nouvelle conformation est accep-
tée. Si au contraire AV est positive, la nouvelle conformation est acceptée avec une probabilité
exp|—AV/(kpT)]. En pratique, dans le cas AV > 0 on choisit aléatoirement un nombre £ entre
0 et 1, et on accepte la nouvelle conformation seulement si

¢ =rand(0,1) < exp[-AV/(kpT)]. (1.8)

Cette méthode minimise 1’énergie avec un cotit de calcul raisonnable en se basant sur une mo-
délisation statistique du mouvement Brownien, mais ne tient pas compte des équations de la
dynamique.

Dynamique moléculaire

Malgré 'utilité incontestable des autres approches, la modélisation des conformations mo-
léculaires et de leur évolution dans le temps n’est accessible qu’au travers de la dynamique
moléculaire. Cette méthode consiste & résoudre le systéme d’équations différentielles résultant
de l'application de la deuxiéme loi de Newton sur chaque atome (ou groupe d’atomes) de la
molécule :

d’X
M () = F(X(1) =~V V(X () + Faaa(t) (19)
ot M est la méme matrice de masse 3N x 3N que pour 'équation (1.7) et X = {z;} est la liste
des 3N coordonnées cartésiennes de chaque atome. Le vecteur F' est la liste des 3N composantes
des forces appliquées sur chaque atome. Il se décompose entre 'opposé du gradient de 1’énergie
potentielle et un terme additif (éventuel) F,qq(t) qui représente I’action de I’environnement de
la molécule. Chaque composante i € {1,...,3N} du gradient s’écrit

v

VV(X); = 5

(X). (1.10)
Généralement, 1’énergie potentielle est déterminée grace & un champ de force.

L’équation (1.9) est résolue par intégration numérique. L’algorithme de Verlet (Verlet 1967)
est sans doute le plus fréquemment utilisé :

X(t+0t) =2X(t) — X(t —0t) + P M F(X(t)) + O(5t) . (1.11)

Toutefois, de nombreuses variantes (Leapfrog, Verlet vitesse, Beeman) ainsi que d’autres schémas
d’intégration, comme les méthodes prédicteur-correcteur, peuvent également étre utilisés.
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Quelque soit la méthode d’intégration, les simulations de dynamique moléculaire doivent étre
démarrées en spécifiant des coordonnées et vitesses initiales de chaque atome. Généralement, les
coordonnées des positions initiales sont obtenues & partir de résultats expérimentaux, suivis de
minimisations d’énergie. Les vitesses initiales sont quant a elles générées théoriquement & partir
d’une distribution Gaussienne.

A la difficulté de 'initialisation (et de I’étude de son influence sur les trajectoires obtenues)
s’ajoute la complexité du calcul. Cette derniére est due au nombre important de degrés de
liberté, et surtout a la nécessité d’utiliser un pas de temps trés faible, au plus 1 fs, pour décrire
les mouvements & haute fréquence avec une résolution convenable. Ainsi, un million de pas
doivent étre effectués pour couvrir 1 ns de simulation. La plupart des simulations effectuées
sont par conséquent limitées & des durées allant de la nanoseconde & la microseconde. Il y a
également une limitation sur la taille de la molécule. Or, les mécanismes biologiques peuvent
impliquer des durées d’ordres de grandeur importants, jusqu’a la seconde (juxtaposition de sites
de 'ADN surenroulé), I'heure ou méme davantage. Les échelles de longueurs peuvent également
étre considérables, jusqu’a des centaines d’Angstroms.

Plateformes de modélisation moléculaire

Les modéles qui viennent d’étre présentés sont implémentés dans les trois principales plate-
formes de modélisation moléculaire : CHARMM (Brooks et al. 2009), Amber (Salomon-Ferrer
et al. 2013) et GROMACS (Hess et al. 2008). Les logiciels VMD (Humphrey et al. 1996) et Chi-
mera (Pettersen et al. 2004) sont trés largement utilisés pour visualiser et analyser les résultats.
Pour illustrer les enjeux liés au temps de calcul, les performances de la cinquiéme version de
GROMACS sont tracées dans la Figure 1.12 en termes de nanosecondes simulables par jour, en
fonction du nombre d’atomes et du calculateur utilisé.

1.4 Nouvelles perspectives

Des développements présentés en sous-section 1.3, on déduit qu’il n’existe actuellement pas de
technique entiérement expérimentale pour déterminer les structures d’acides nucléiques en solu-
tion, ni de méthode entiérement théorique pour calculer les conformations en fonction du temps
a ’échelle atomique. En effet, tandis que la cristallographie peut s’accompagner de modifications
structurales de 1’échantillon, la RMN et la microscopie électronique ne fournissent généralement
que des contraintes géométriques, complétées par des modeéles théoriques. D’autre part, les si-
mulations de dynamique moléculaire sont limitées & des durées et des déplacements relativement
courts, et nécessitent par conséquent des données expérimentales ou phylogénétiques pour étre
initialisées. Les calculs plus simples, comme la minimisation d’énergie, les modes normaux ou la
méthode de Monte Carlo, sont utiles mais ne donnent pas d’information sur la dynamique de la
molécule.

Face a ces difficultés, plusieurs approches prometteuses sont développées. Tout d’abord, la
résolution des techniques de microscopie électronique pour la détermination conformationnelle
des molécules ne cesse d’étre améliorée (Henderson 2015), ce qui pourrait aboutir & une méthode
entiérement expérimentale. Au laboratoire national Lawrence-Berkeley en Californie, des atomes
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Figure 1.12. Performances de GROMACS 5.0 (en nanosecondes simulées par jour) en fonction
du nombre de cceurs utilisés, pour des solutions d’éthanol dans de 1’'eau SPC/E, en utilisant le
champ de force "OPLS All-Atom" (Jorgensen et al. 1996). Différentes tailles de molécules sont
comparées (54k, 216k et 432k particules) ainsi que plusieurs calculateurs (Beskow, Vesta, Hydra
et PizDaint). Figure diffusée sur le site internet de GROMACS (Science for Life Laboratory).

de Silicium séparés de 0.78 A ont pu étre observés (O’Keefe et al. 2001) : cela implique cependant
des débits d’électrons encore trop importants pour étre utilisé sur les biopolymeéres.

Pour réduire le temps de calcul des simulations numériques, différentes stratégies sont propo-
sées. L’une d’entre elles consiste & utiliser des plateformes de calcul distribué. Ainsi, le code de
dynamique moléculaire NAMD, développé au Center for Macromolecular Modeling and Bioin-
formatics de 'université de I'Illinois, peut simuler des molécules de millions d’atomes en parallé-
lisant plus de 500 000 coeurs (Phillips et al. 2005, 2014). Un autre exemple est le supercalculateur
Anton, construit par 'entreprise de D. E. Shaw & New-York, qui regroupe 512 processeurs micro-
codés pour la dynamique moléculaire. Ce dernier a une performance de plusieurs microsecondes
simulées par jour pour des millions d’atomes (Shaw et al. 2008, 2014). Avec de telles technolo-
gies, il serait possible de modéliser des déplacements suffisamment importants pour s’affranchir
de données expérimentales. Cela demande toutefois de s’assurer que les champs de force utilisés
sont corrects a ces échelles de temps.

Une approche plus accessible pour disposer d’une puissance de calcul significative consiste
a solliciter des volontaires pour mettre a disposition les ressources non utilisées de leurs ordi-
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nateurs personnels. Par exemple, la plateforme Berkeley Open Infrastructure for Network Com-
puting (BOINC) réunit des centaines de milliers d’utilisateurs pour une puissance de calcul de
11.16 PFLOPS. Cette plateforme est notamment utilisée par le projet Rosetta@home pour la
modélisation des protéines, dont la version interactive, Foldit, rencontre un franc succés. Les
utilisateurs de ce jeu vidéo ont réussi & obtenir des structures de bonne qualité sur des problémes
non résolus (Khatib et al. 2011).

Plutot que d’augmenter la puissance de calcul, d’autres chercheurs s’intéressent au développe-
ment de modéles moins cofiteux. Des modéles gros grains comme oxDNA, ot les acides nucléiques
sont représentés par des chaines de nucléotides rigides, sont proposés pour modéliser efficacement
des molécules de plusieurs milliers de nucléotides (Snodin et al. 2015, Yagyu et al. 2017). Dans
le méme ordre d’idée, Cuesta-Lopez et al. (2005) puis Buyukdagli et al. (2006) proposent de
représenter un brin d’acide nucléique par un systéme masses-ressorts dans un bain thermique,
oll chaque masse représente un nucléotide et se déplace suivant seulement deux degrés de liberté.
Au Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systémes (LAAS) a Toulouse, des algorithmes
de motion planning issus de la robotique sont utilisés pour explorer et filtrer ’espace confor-
mationnel des protéines. Implémentés dans le logiciel Move3D, ces algorithmes sont capables de
modéliser des mouvements de grande amplitude, ce qui n’est pas toujours faisable en dynamique
moléculaire (Cortés et al. 2005).

Le modéle qui motive cette thése consiste & représenter la chaine sucre-phosphate des acides
nucléiques par une tige élastique (aussi appelée poutre élastique dans ce document) en grandes
déformations. Il est basé sur des observations théoriques et expérimentales qui ont conduit de
nombreux chercheurs & comparer le comportement mécanique de ’ADN double-brin & celui des
tiges élastiques.

2 Les acides nucléiques et le modéle de tige élastique

Ce rapprochement entre acides nucléiques et tiges élastiques apparait presque naturellement
a partir des modéles de Physique des polyméres. Ces modéles, présentés en sous-section 2.1,
n’ont pas pour objectif de déterminer la conformation des molécules, mais plutdt d’étudier leurs
propriétés mécaniques. Depuis les années 90, de nombreux essais de caractérisation mécanique de
I’ADN double-brin et, parfois, simple-brin ont confirmé ce comportement élastique. Une présenta-
tion non exhaustive en est faite en sous-section 2.2. De ces observations, plusieurs auteurs ont eu
I’idée d’utiliser des courbes continues et mémes des tiges élastiques pour analyser ou déterminer
les structures tridimensionnelles de molécules ’ADN. Cela est discuté en sous-section 2.3.

2.1 Modéles de Physique des polyméres

En Physique des polyméres (Cantor et Schimmel 1980, Rubinstein et Colby 2003), le sque-
lette de la molécule est modélisé par une succession de n+ 1 atomes (ou groupements d’atomes)
en mouvement aléatoire, avec des liaisons d’égale longueur [ (Figure 1.13a). Cette représenta-
tion simplifiée est suffisante pour obtenir des informations sur les propriétés géométriques et
mécaniques des acides nucléiques, notamment des relations de comportement force-extension.
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Figure 1.13. Modéle de Physique des polymeéres. (a) La molécule est représentée par un en-
chainement de n + 1 atomes avec des liaisons d’égale longueur [. (b) Chaine moléculaire soumise
a une force de traction f. Figures de Rubinstein et Colby (2003).

La distance bout-a-bout R est définie par
n
R=>r, (1.12)
=1

ou r; représente le vecteur de la liaison 4, dirigé de ’atome A; 1 vers atome A;.

La longueur totale de la chaine complétement étirée est appelée longueur de contour L.
L’agitation thermique provoque un mouvement aléatoire des atomes qui conduit & un recroque-
villement de la chaine. En conséquence, la valeur moyenne (R) de la distance bout-a-bout est
toujours inférieure a la longueur de contour :

(R) < L, =nl. (1.13)

2.1.1 Modéle de la chaine librement jointe ou Freely Jointed Chain (FJC)

En premiére approximation, les forces d’interaction entre atomes sont négligées et les directions
des liaisons sont considérées comme décorrélées, c’est-a-dire indépendantes les unes des autres :
c’est le modéle de la chaine librement jointe, en anglais Freely Jointed Chain (FJC).

Relation force-extension

Considérons une telle chaine soumise & une force de traction F suivant un axe z. On note 6;
et ¢; les coordonnées sphériques de r; (voir Figure 1.13b). L’énergie E de la chaine est égale au
travail de la force : .

E=-F - R=-FR,=-FIY cos(6;). (1.14)
i=1
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Or, la probabilité d’'une conformation donnée est proportionnelle au facteur de Boltzmann
exp|—E/(kpT)]. On appelle fonction de partition Z la somme infinie des facteurs de Boltzmann
sur ’ensemble des conformations possibles :

o FlI & - 4m sinh[F1/(kpT)]1"
/0 /0 exp (k:BT g COS ) Hsm ® { FIJ (hpT) (1.15)
=1 =1

A partir de cette fonction, la plupart des variables thermodynamiques peuvent étre calculées. En
particulier, I’énergie libre G de Gibbs est donnée par

G =—kpT In(Z2), (1.16)
et la valeur moyenne (R) de la distance bout-a-bout est obtenue en fonction de la force F' par
oG Fl kT
(R) af n |:CO <k‘BT) i } (1.17)

La relation force-extension (1.17) traduit 1’élasticité de la chaine, d’origine purement entropique :
la réduction du nombre de conformations accessibles, résultant de 1’étirement, engendre un cofit
entropique qui se traduit par une force de résistance.

Le modéle FJC exprime relativement bien le comportement de chaines moléculaires peu ri-
gides comme certains ADNs et ARNs simple-brin. Toutefois, de nombreuses structures d’acides
nucléiques, comme ’ADN double-brin, ont une rigidité importante liée & 'empilement des bases
et aux différentes interactions entre atomes. Cette rigidité en flexion n’est pas représentée par le
modeéle FJC, a cause de I'absence de corrélation entre les directions des liaisons.

Longueur de persistance

Pour évaluer la rigidité d’un polymeére, une grandeur fondamentale est la longueur de per-
sistance L,. Il s’agit de la valeur moyenne de la projection de la distance bout-a-bout sur la
premiére liaison de la chaine, calculée a la limite n — +o0 :

r n
L, = lim (71 : Zm. (1.18)
=1
Cette grandeur peut étre vue comme la longueur au bout de laquelle les corrélations d’orientation
des liaisons sont perdues, a cause des fluctuations thermiques. Plus la longueur de persistance est
importante, plus la rigidité en flexion de la chaine est grande. Elle est évaluée & environ 50 nm
pour I’ADN double-brin dans les conditions physiologiques (Bustamante et al. 2003).

2.1.2 Modéle du ver ou Worm Like Chain (WLC)

Pour tenir compte de la rigidité en flexion, Kratky et Porod (1949) ont proposé un modéle o
les longueurs de liaison et les angles de liaison sont tous égaux et indépendants du temps. Seuls
les angles de torsion 7; varient, et toutes les valeurs possibles de —7m < 7, < 7 sont considérées
équiprobables. D’autre part, la valeur 6 des angles de déviation entre deux liaisons consécutives
est considérée comme trés petite. Pour avoir une valeur finie de longueur de persistance, cela
implique que la longueur [ des liaisons tend vers zéro. Ce modéle est appelé modéle du ver, en
anglais Worm-Like Chain (WLC).
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Energie de flexion

Plutot que de considérer les angles de liaison égaux et constants, une variante trés utilisée
du WLC consiste & associer un cotit énergétique V' a la flexion du polymére (Strick et al. 2000,
Marko 2005) :

K
V=23 "t b (1.19)

ot K est la rigidité en flexion exprimée en Nm?, et t; = r; /1 est le vecteur unitaire donnant la
direction de la liaison 3.

La relation )
(tit1 — ti)

ti-tip1=1-— 5 (1.20)
implique que cette énergie de flexion vaut, & une constante prés :
-1 n—1 2
Ko (tiz1 —t;)% 1 tit1—t;
V=— — =K, I{— . 1.21
l i=1 2 27" ; ! | )

Le passage a la limite [ — 0 donne une courbe continue de longueur L, dont 1’énergie de flexion
est identique a celle d’une tige élastique inextensible :

1 L
=K
v=sko [

Ainsi, la prise en compte de la rigidité en flexion conduit & un modeéle que ne différe des tiges
élastiques que par ’absence de rigidité en torsion.

2

t
e s (1.22)

ds

D’autre part, Landau et Lifschitz ont montré (Landau et Lifshitz 1969) que la rigidité en
flexion Ky est directement liée a la longueur de persistance par la relation :

Ko = kgTL,. (1.23)

Relation force-extension

Lorsque la chaine est en traction, son énergie totale est obtenue en ajoutant le travail de la
force F a I’énergie de flexion :
L
1
E = - K
/0 <2 ’

Le calcul de la fonction de partition et de 1’énergie libre pour obtenir une relation force-extension
a été résolu numériquement par Marko et Siggia (Bustamante et al. 1994, Marko et Siggia 1995) a
partir d’une analogie avec un probléme de mécanique quantique (dipéle tournant dans un champ
électrique). Ils ont également obtenu une formule analytique approchée :

kpT 1 1
F="E { +1,
Lp

dt

ds

2
—F- t> ds. (1.24)

41—-z/L)? 4 L (1.25)

ou z est I'extension de la chaine. Cette formule a ensuite été raffinée par Bouchiat et al. (1999).
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2.1.3 Modéle de tige élastique ou Rod Like Chain (RLC)

Plusieurs essais de caractérisation de ’ADN double-brin en torsion, présentés en sous-
section 2.2, ont conduit & I'utilisation d’un modéle de tige élastique. Ce dernier, souvent appelé
Rod Like Chain (RLC), conduit & une énergie de déformation

1 L
— _K,
V=g 0/0

ot K3 est la rigidité en torsion exprimée en Nm? et Q;(s) est la densité de torsion physique.

dt

2 1 L
1 2
T s+ s /0 Q(s)2 ds (1.26)

2.2 Essais de caractérisation mécanique des acides nucléiques

De nombreux résultats expérimentaux ont mis en évidence ’élasticité de PADN et ont été
correctement interprétés par les modéles continus WLC et RLC. Quelques-uns sont présentés
dans cette sous-section pour montrer la proximité du comportement des acides nucléiques avec
celui des tiges élastiques.

2.2.1 Traction de ’ADN double-brin

Smith et al. (1992) ont attaché chimiquement des molécules uniques d’ADN double-brin
(48.5 kpb) & une lamelle en verre sur une extrémité et & une bille micrométrique sur l'autre
extrémité. Ils ont ensuite sollicité ces molécules en traction en déplacant la bille avec des forces
magnétiques et hydrodynamiques connues, puis observé et mesuré I’évolution de la position de
la bille par microscopie optique. Les courbes force-extension ainsi obtenues ont été analysées
avec la participation de Marko et Siggia (Bustamante et al. 1994, Marko et Siggia 1995) : la
figure 1.14a est un de leurs résultats. Le modéle FJC décrit par 1’équation (1.17) s’écarte des
résultats expérimentaux parce qu’il ne tient pas compte de la rigidité en flexion de la double-
hélice. Au contraire, le modeéle WLC décrit par I’équation (1.25) se superpose bien aux données
et représente donc correctement le comportement de ’ADN double-brin en traction. Toutefois,
WLC devient incorrect lorsque des forces relativement importantes sont appliquées (supérieures
a 10 pN), pour lesquelles les liaisons chimiques entre atomes sont étirées et la double-hélice se
déforme. Ce régime se traduit par une contribution enthalpique de 1’élasticité en surcroit de la
part entropique. Il donne lieu a une évolution linéaire de ’extension en fonction de la force et
peut étre décrit par un modele WLC extensible, i.e. auquel une élasticité linéaire en traction a
été ajoutée (Odijk 1995).

Des courbes de traction sur une plage de force plus large, jusque’a 80 pN, ont été obtenues en
utilisant des pinces optiques pour mesurer la force appliquée (Smith et al. 1996, Wang et al. 1997).
Ainsi, le modéle WLC extensible a pu étre validé jusqu’a des tensions de 45 pN environ. Au-dela
de cette limite, I'élasticité de ’ADN double-brin redevient non-linéaire, puis une sur-extension
importante est observée a partir d’environ 65 pN. La non-linéarité sur la plage [45 pN, 65 pN]
pourrait étre due au couplage traction-torsion induit par la géométrie hélicoidale de 'ADN et
démontré expérimentalement par Gore et al. (2006). La sur-extension aprés 65 pN proviendrait
quant & elle d’une rupture progressive des interactions entre bases (van Mameren et al. 2009) ou
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Figure 1.14. Essais de traction de molécules uniques d’ADN double-brin. (a) Courbe expéri-
mentale force-extension de Smith et al. (1992), superposée aux modeéles FJC (tirets) et WLC
(ligne continue) par Marko et Siggia (1995). Encart : racine carré de la force en fonction de
lextension, pour des valeurs de force importantes ; le modele WLC extensible (pointillés) se su-
perpose mieux aux données expérimentales que le WLC "classique" (ligne continue). (b) Courbe
expérimentale force-extension de Smith et al. (1996). (c-d) Courbe expérimentale force-extension
de Gross et al. (2011), superposée aux modeles WLC (bleu) et twistable WLC (rouge).

d’une transition de phase (Albrecht et al. 2008, Danilowicz et al. 2009). Un raffinement du WLC
en "twistable WLC" (tWLC) a été proposé par Gross et al. (2011) pour prendre en compte le
couplage traction-torsion, et se superpose correctement avec les données expérimentales jusqu’a
la sur-extension. Le méme article met en évidence une dynamique de stick-slip lors de la sur-
extension, liée & la perte progressive des interactions entre bases. Les auteurs ont intégré & leur
modéle cette dynamique, qui dépend de la séquence de la molécule.

Ces différentes études montrent la pertinence du modéle continu WLC, trés proche des tiges
élastiques, sur une plage de forces relativement importante (sous réserve de raffinements). Elles
évaluent également autour de 65 pN la limite du comportement élastique, bien que cette valeur
soit dépendante de la séquence.
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2.2.2 Torsion de ’ADN double-brin

Des expériences assez similaires peuvent étre réalisées pour obtenir des courbes de torsion de
I’ADN double-brin. Cette fois-ci, la microbille n’est pas seulement positionnée mais aussi mise
en rotation, généralement par un champ magnétique. Si la molécule est attachée sur la bille
avec plusieurs points de contacts sur les deux brins, cette rotation engendre une contrainte en
torsion de la double-hélice. Bryant et al. (2003) ont proposé de vérifier la linéarité de ’élasticité
en torsion de molécules (22.9 kpb) étirées & 15 pN au moins, ce qui garantit en principe ’absence
de courbure de la chaine. Les courbes obtenues sont trés bruitées en raison de ’agitation ther-
mique (Figure 1.15a), mais la moyenne d’un grand nombre de mesures identifie une plage assez
importante d’élasticité quasiment linéaire (Figure 1.15b). Des valeurs de couples délimitant la
zone d’élasticité sont proposées, ainsi qu'une valeur de rigidité de torsion autour de 420 pN nm?.
Ces résultats confortent évidemment l'utilisation du modéle de poutre élastique (RLC) plutot
que le WLC, qui ne prévoit pas de rigidité en torsion.

Lorsque des molécules d’ADN étirées a des forces moins importantes (typiquement, autour
de 1 pN) sont sollicitées en torsion, elles se surenroulent et forment des plectonémes (Figure
1.15¢). Pour étudier ces géométries, le link Lk est trés souvent utilisé : il s’agit d’'une mesure du
nombre de tours d’hélice, i.e. du nombre de tours effectués par un brin autour de ’axe central de
la double-hélice. D’apreés le théoréme de Calugireanu-White-Fuller, cette quantité se décompose
comme suit :

Lk =Tw+ Wr. (1.27)

Le twist Tw est le nombre de tours d’hélice lorsque ’axe de la molécule a une torsion géométrique
nulle, c’est-a-dire une géométrie plane. C’est la contribution au link Lk de ’empilement des bases
ainsi que des contraintes de torsion. Lorsque la géométrie de ’axe devient tridimensionnelle, le
nombre de tours d’hélice est altéré par la contorsion de la chaine. Le writhe Wr est alors utilisé
pour comptabiliser la contribution de cette contorsion au link. Il peut étre défini comme le
nombre moyen d’auto-croisements de la double-hélice lorsqu’on la regarde sous tous les angles de
vue possibles. La formation de plectonémes est due & un transfert de Tw en Wr, autrement dit
4 une augmentation de la part de Wr dans le link. A noter que le link est normalement défini
pour des chaines fermées, mais peut également étre étendu & des chaines ouvertes moyennant
certaines précautions (Neukirch 2004).

Strick et al. (1996) ont obtenu expérimentalement des courbes de I’extension en fonction du
degré de surenroulement o :

ALk
T Tk

o (1.28)
ou ALk est la variation de link induite par la mise en rotation de la microbille, et Lkg la valeur
du link intrinséque a la molécule. Ces courbes sont reportées sur la Figure 1.15d pour différentes
valeurs de force. L’apparition d’un plectonéme est visible dans les cas F' = 1.3 pN et F' = 0.3 pN
par une décroissance de I'extension avec o.

Plusieurs travaux théoriques sont parvenus & modéliser de tels résultats en représentant I’ ADN
double-brin par une poutre élastique (Moroz et Nelson 1997, Haijun et al. 1999, Bouchiat et Me-
zard 2000). Neukirch (2004) propose méme une étude ot les fluctuations thermiques sont ignorées
et simule finement, en tenant compte de ’auto-contact, la partie de la courbe correspondant a la
formation du plectonéme. Il obtient par ailleurs une estimation de la taille du plectonéme et de
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Figure 1.15. Essais de torsion de molécules uniques d’ADN double-brin. (a-b) Courbes de
torsion de Bryant et al. (2003) : résultats expérimentaux en (a) et courbes moyennées en (b).
(c) Formation d’un plectonéme, schéma de Neukirch (2004). (d) Courbe expérimentale de 1'ex-
tension en fonction du degré de surenroulement, obtenue par Strick et al. (1996).

la rigidité en torsion de la molécule. Enfin, Marko et Neukirch (2012) ont développé un modeéle
basé sur la théorie des poutres élastiques pour prévoir le nombre de boucles et de plectonémes
formés lorsque ALk augmente, et leur influence sur le comportement de la chaine (notamment,
sur I'énergie libre et 'extension).

2.2.3 Cyclisation de ’ADN double-brin

La cyclisation de ’ADN double-brin par la ligase est une méthode physico-chimique efficace
pour évaluer sa rigidité en flexion. Historiquement, elle a été étudiée avant les expériences de
traction et de torsion sur molécules uniques. La ligase est une enzyme qui catalyse la formation
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d’une liaison phosphodiester entre deux segments d’ADN. Dans une solution contenant une
concentration donnée de la molécule testée, 'action de la ligase débouche sur deux réactions : la
jonction des deux extrémités d’un segment d’ADN ou cyclisation (constante d’équilibre K¢), et
la jonction de deux segments pour former un dimére (constante d’équilibre Kp). La probabilité
de cyclisation peut étre évaluée par le facteur de Jacobson-Stockmayer J = K¢ /Kp. Plus ce
facteur est grand, plus la molécule a une probabilité importante d’étre cyclisée et donc, moindre
est sa rigidité en flexion. Expérimentalement, la valeur de J peut étre obtenue & partir du rapport
entre la quantité de monomeéres cyclisés et la quantité de diméres, déterminé par électrophorése
(Taylor et Hagerman 1990, Geggier et Vologodskii 2010). Les essais de cyclisation consistent a
tracer des courbes expérimentales d’évolution du facteur J en fonction de la longueur de contour
des fragments d’ADN utilisés.

A nouveau, le modéle WLC parvient a reproduire théoriquement de telles courbes. Cependant,
un écart important a été constaté entre les valeurs expérimentales et les prévisions du WLC
pour des fragments d’ADN de faible longueur : le modéle surestimerait la rigidité de la molécule
(Cloutier et Widom 2004, Shroff et al. 2005). Pour résoudre ce probléme, plusieurs auteurs ont
proposé des raffinements qui tiennent compte des non-linéarités et singularités de la chaine,
notamment les cassures (changements brusques de direction) pouvant apparaitre en certains
points (Zhang et Crothers 2003, Wiggins et al. 2005, Yan et al. 2005, Ranjith et al. 2005). En
particulier, Du et al. (2005) ajoutent au WLC la modélisation des cassures, mais aussi I'influence
de la rigidité en torsion de la double hélice (Shore et Baldwin 1983). Celle-ci est a 'origine des
oscillations du facteur J avec la longueur de contour, de pseudo-période égale au pas de la double
hélice, soit 10.5 pb. Ils obtiennent une bonne superposition avec leurs données expérimentales
(Figure 1.16a). De leur coté, aprés validation du WLC pour de grandes longueurs de contour,
Wiggins et Nelson (2006) proposent le modéle de chaine subélastique (SEC) qui differe du WLC
seulement sur les longueurs ot ce dernier échoue. Ils obtiennent une courbe théorique en accord
avec les résultats expérimentaux de Cloutier et Widom (2004) (Figure 1.16b).
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(a)

Figure 1.16. Essais de cyclisation de ’ADN double-brin : évolution du facteur J en fonction
de la longueur de contour. (a) Valeurs expérimentales de Du et al. (2005) (cercles pleins), super-
posées a leur modéle WLC "amélioré" (prise en compte des cassures et de la rigidité en torsion).
(b) Valeurs expérimentales de Cloutier et Widom (2004) (CW) et de Du et al. (2005) (Du),
superposées au SEC (tirets) et au WLC (ligne continue) ; figure de Wiggins et Nelson (2006).

Ainsi, les tiges élastiques constituent un bon modéle de base pour la cyclisation de ’ADN
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double-brin. Leur domaine de validité doit toutefois étre défini, et des raffinements sont néces-
saires pour tenir compte de la complexité de la chaine. L’utilisation de ce modéle de tige pour
obtenir des probabilités de cyclisation peut déboucher sur des calculs trés efficaces et applicables
a un grand nombre de cas (Manning et al. 1996, Cotta-Ramusino et Maddocks 2010).

2.2.4 Elasticité de ’ADN simple-brin

Contrairement au double-brin, trés peu d’essais mécaniques ont été réalisés sur ’ADN simple-
brin. Ce dernier est considéré comme trés flexible et par conséquent, plus proche du modéle FJC
que des tiges élastiques. Tinland et al. (1997) ont évalué sa longueur de persistance a environ
4 nm, soit plus de dix fois moins que la double hélice. Leur mesure est basée sur les coefficients
de diffusion en électrophorése sur gel, liés & la longueur de persistance par la relation de Stokes-
Einstein.

Cependant, Smith et al. (1996) ont effectué un essai de traction d’un brin unique d’ADN, et
la courbe obtenue (Figure 1.17a) montre une extension importante, sans rupture de la chaine.

80 - -

i f 1000 :
Poly (A) ¢
70 |- *
kS ° + * A
60 - 100 ¢ ¢y o e E
; ) + p + " S -
60 ‘ — S x
| 4 s
[ 2 R I
‘ oo % a o
wl ! ] 10 £ o : g g g - 8 o o
g
8 ol e | =3 1 . . \ \
5 T T T T
S Poly (T)
30
0 ‘;, 100 L ° ©3
‘ 0 —_ o ° — 3 ° i :Z,
20 | "3 3 f v % S + * . .
| r:u . ; o & s = * 1
10 £ = 3
10 ]
5 [ aaaspads : et ! FERES 1 . I I L
. % o i 20 a5 30 3.1 32 31.3 3.4
1000/T [K™]

Extension (pm)

(a) (b)

Figure 1.17. Elasticité de I’ADN simple-brin. (a) Courbes expérimentales de traction, obtenues
par Smith et al. (1996), pour deux molécules simple-brin différentes (vert et rouge). Superposi-
tion des modéles FJC (tirets) et FJC extensible (ligne continue). Encart : courbes force-extension
expérimentales de trois molécules, une double-brin (orange), une partiellement double-brin et
partiellement simple-brin (violet) et une simple-brin (bleu ciel). (b) Evolution du temps de fer-
meture de structures en épingle a cheveux poly(A) et poly(T) en fonction de la température,
pour différentes longueurs de la boucle (en nombre de bases) : o =8, O = 10, x = 12, A = 16,
+ =21, & = 30. Figure de Goddard et al. (2000).

Pour étre correctement modélisé, ce comportement nécessite d’ajouter une extensibilité au FJC.
Cela met en évidence l'élasticité de ’ADN simple-brin. Pour des longueurs de contour proches
de la longueur de persistance, on peut alors s’attendre a une rigidité significative de la molécule,
qui serait correctement représentée par un modéle de tige élastique. D’autre part, Goddard et al.
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(2000) ont observé que la longueur de persistance de I’ADN simple-brin est fortement dépendante
de sa séquence, et peut étre suffisamment importante pour remettre en cause le FJC. Pour ce faire,
ils ont comparé les temps de fermeture des structures en épingle a cheveux poly(T) et poly(A).
Leur résultat (Figure 1.17b) suggeére que les boucles poly(A) sont beaucoup plus rigides, a cause
de 'empilement des bases. Enfin, le modéele WLC, qui prévoit une rigidité en flexion, a parfois
été utilisé sur 'ADN simple-brin. Il estime correctement la fraction de paires de bases cassées
lors de la fusion de boucles en épingle & cheveux (Kuznetsov et al. 2001), ou encore efficacité
FRET (Fluorescence Resonance Energy Transfer) d’oligonucléotides (Murphy et al. 2004).

Ainsi, malgré la flexibilité importante de PADN simple-brin, il existe probablement des cas
ou celui-ci est mieux décrit par une tige élastique que par une chaine librement jointe (FJC).

2.3 Structures tridimensionnelles a partir des tiges élastiques

Les études présentées dans les deux sous-sections précédentes ont montré la validité d’un
modéle continu pour représenter le comportement mécanique des acides nucléiques, et plus par-
ticuliérement, la validité du modéle de tige élastique. A partir de ces observations, on peut se
demander si ces modéles sont aussi efficaces pour visualiser, décrire et prévoir la structure tri-
dimensionnelle des acides nucléiques. A ce sujet, de nombreux travaux offrent des perspectives
intéressantes.

2.3.1 Les rubans : outils de visualisation et d’analyse

Pour simplifier la visualisation des acides nucléiques, il est courant de représenter le sque-
lette de la chaine moléculaire par un ruban, et les bases par des blocs parallélépipédiques (Fi-
gure 1.18a). Ces descriptions schématiques contiennent une bonne partie des informations néces-
saires a l'analyse, la classification et la comparaison des acides nucléiques. 3DNA (Lu et Olson
2003, 2008) est 'un des programmes d’analyse les plus utilisés. Il considére les polynucléotides
comme des successions de paires de bases dont l'agencement est caractérisé par un ensemble
de paramétres : six par paire pour positionner et orienter relativement les bases, et six pour
positionner et orienter relativement deux paires consécutives. Ce programme s’inscrit dans la
continuité des conventions de Cambridge (Diekmann 1989) et de Tsukuba (Olson et al. 2001),
ou des normes ont été définies pour la description de la géométrie des ANs, en particulier des
arrangements des bases et des paires de bases. Dans la méme lignée, les programmes Curves
(Lavery et Sklenar 1988) et Curves+ (Lavery et al. 2009) ajoutent une description globale ou les
paires de bases sont positionnées par rapport a un axe curviligne (via un repére local) autour
duquel la chaine sucre-phosphate, décrite par une courbe, s’enroule (Figure 1.18b). Cet axe cur-
viligne s’avére particuliérement utile pour déterminer efficacement la valeur et la direction de la
courbure de la double-hélice (Pasi et al. 2017).

L’utilisation de trajectoires de tiges élastiques pour représenter soit 1’axe curviligne de la
double-hélice, soit la double-hélice elle-méme, pourrait enrichir cette description en ajoutant
des informations comme les sollicitations mécaniques, I’énergie et la stabilité de la molécule. Il
reste cependant a savoir si de telles trajectoires élastiques présentent une structure géométrique
suffisamment proche de celle observée pour les acides nucléiques. Si tel est le cas, il est alors
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Figure 1.18. Outils de visualisation et d’analyse des acides nucléiques. (a) Représentation sché-
matique d’un complexe IHF (Integration Host Factor) - ADN : les squelettes des molécules sont
figurés par des rubans, et les chaines latérales par des blocs. Figure de Lu et Olson (2003).
(b) Molécule d’ADN double-brin CTGCTATAAAAGGCTG, en conformation ADN-B (gauche)
et aprés fixation d’une protéine TBP (droite), visualisée avec le programme Curves+. Les chaines
sucre-phosphate sont représentées par des courbes (en rouge) qui s’enroulent autour d’'un axe
curviligne (en bleu). Les largeurs des sillons sont matérialisées par des vecteurs (violets pour le
grand sillon, et oranges pour le petit sillon). Figure de Lavery et al. (2009).

possible de décrire la chaine moléculaire par une tige élastique et méme, de proposer des méthodes
pour déterminer la conformation a partir de cette tige. Cela constituerait une démarche inverse
a celle qui est habituellement employée pour générer des rubans & partir de la position 3D des
atomes.

2.3.2 Description de ’ADN double-brin par des tiges élastiques

De nombreux chercheurs se sont intéressés aux géométries de tiges élastiques pour étudier
les conformations de ’ADN double-brin (Schlick 1995, Olson 1996). Dans ces travaux, la tige
représente I’ensemble de la double-hélice. C’est dans ce contexte que des équations analytiques
des géométries élastiques ont été obtenues, en considérant une courbure intrinséque nulle, c¢’est-
a-dire des tiges rectilignes en l’absence de contraintes mécaniques (Benham 1979, Tobias et al.
1994, Shi et Hearst 1994, Shi et al. 1995). Tobias et Olson (1993) ont utilisé la théorie de
I’élasticité des tiges pour étudier 'influence de la courbure intrinséque sur les conformations
d’équilibre de ’ADN surenroulé. Manning et al. (1996) proposent un modéle tige qui tient compte
de l'influence de la séquence, en lissant les données issues du modéle discret d’angles de coins
(Figure 1.19a) de Bolshoy et al. (1991). Ils déterminent ainsi la courbure intrinséque locale
de la tige, ainsi que les valeurs des rigidités en flexion et en torsion. La méme équipe (Furrer
et al. 2000) utilise ce modéle pour analyser la relation entre la courbure intrinséque de ’ADN
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circulaire et I'existence de plusieurs équilibres stables de méme link (Figure 1.19b). Swigon et al.
(1998) déterminent les configurations d’équilibre de nucléosomes en minimisant ’énergie d’une
tige élastique (Figure 1.19¢), et modélisent auto-contact pour investiguer minutieusement les
plasmides d’ADN (Coleman et Swigon 2000). Enfin, Hearst et Shi (1995) présentent un tracé 3D
d’une tige en superhélice représentant la chromatine (Figure 1.19d).

sugar-phosphate
chains —

N =341 bp

L=3 L,=31

w=1.45

|
|
|
}
w=170 ;‘7 11 nm ——

30 nm

Figure 1.19. Modélisation de PADN par des poutres élastiques. (a) Modéle discret coin-angle
de Bolshoy et al. (1991). Chaque repére a son origine au centre d’une paire de base, son axe d3
qui pointe vers la paire de base suivante, et son axe d; qui pointe vers le centre du grand sillon.
(b) Deux conformations de méme link d’'un ADN double-brin circulaire (900 paires de bases),
représentées par une tige élastique dont la trajectoire a été obtenue par Furrer et al. (2000) a
partir du modele de Manning et al. (1996). (c) Modéles de nucléosomes de 341 paires de bases,
décrits avec une tige élastique par Swigon et al. (1998). Différentes conformations de méme link
ou de méme writhe sont mises en évidence. (d) Tige élastique en superhélice représentant la
chromatine, obtenue par Hearst et Shi (1995).

Un modéle multi-échelle basé sur I'élasticité des tiges (Figure 1.20) a été développé pour
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déterminer la conformation de 'opéron lactose de la bactérie E. Coli (Balaeff et al. 1999, 2006).
Pour empécher la transcription de cette séquence d’ADN, une protéine (le répresseur lac) isole le
promoteur du reste de la chaine en se fixant sur deux sites et en courbant la double-hélice. Selon les
cas, ce mécanisme produit une boucle de 76 ou de 385 paires de bases. Les auteurs ont proposé de
représenter cette boucle par une tige élastique dont le repére local indique I'orientation des paires
de bases. La protéine, simulée en dynamique moléculaire, impose & la tige des conditions aux
limites en position et en orientation. Ces conditions d’encastrement sont utilisées pour calculer
la géométrie de la tige. Cela se traduit par un probléme aux limites, résolu par continuation
numérique : deux solutions sont obtenues, et distinguées selon un critére énergétique. Les forces
exercées par la boucle sur la protéine aux points d’encastrement sont calculées via la théorie
de I’élasticité, puis utilisées en dynamique moléculaire pour mettre a jour la structure 3D de la
protéine et donc, obtenir des nouvelles conditions aux limites de la tige. La courbure et la torsion
intrinséques de ’ADN, son anisotropie ainsi que les forces électrostatiques dues aux charges
négatives des phosphates sont prises en compte. D’aprés Balaeff et al. (2006), le fait d’ajouter le
modeéle de tige élastique a la dynamique moléculaire conduit vers une structure potentiellement
plus proche de la réalité, avec un temps de calcul moindre.

Figure 1.20. Modéle multi-échelle proposé par Balaeft et al. pour déterminer la conformation
de l'opéron lactose de la bactérie E. Coli, déformé par le répresseur lac. (a) La double-hélice est
représentée par une poutre élastique. (b) Cette poutre élastique est caractérisée par sa trajectoire
r(s) et son repére local (di,ds,ds). (c) Le repére local est en rotation par rapport au repére de
Frenet autour de la tangente t = ds. (d) Le repére local est utilisé pour représenter les paires de
bases. Les vecteurs unitaires sont tournés de 7/2 autour de ds par rapport a la convention de
Tsukuba (Olson et al. 2001). (e) La géométrie de la poutre est calculée en résolvant le probléme
aux limites imposé par la protéine : deux solutions sont obtenues par continuation numeérique,
puis distinguées selon un critére énergétique. Figures de Balaeff et al. (1999, 2006).

Ainsi, la démarche de modélisation moléculaire proposée par Balaeff et al. se traduit en un
probléme de mécanique des milieux continus : imposer des conditions d’encastrement (position
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et orientation relatives des extrémités) a une tige élastique. Le méme probléme est apparu dans
I'approche Biopolymer Chain FElasticity (BCE) développée au Laboratoire Jean Perrin (LJP),
et appliquée sur les boucles d’acides nucléiques simple-brin en épingle a cheveux. La résolution
efficace de ce probléme pour toutes conditions d’encastrement est I'un des principaux objectifs
de la thése, parce qu’elle semble indispensable & I'implémentation de modéles robustes fondés
sur la théorie de I’élasticité.

3 L’approche BCE

Biopolymer Chain FElasticity (BCE) est une approche de modélisation moléculaire qui postule
que les chaines de biopolyméres se comportent comme des poutres élastiques. Elle utilise donc la
théorie de 'élasticité, avec différents niveaux d’approximation, pour calculer les conformations de
ces molécules. Une conséquence fondamentale de cette approche, présentée en sous-section 3.1,
est de proposer une représentation multi-échelle et hiérarchique de la molécule qui décompose
efficacement le calcul de sa structure tridimensionnelle. BCE a été appliquée avec succés aux
boucles d’ADN et d’ARN en épingle a cheveux (Pakleza et Cognet 2003, Santini et al. 2003,
2009, Baouendi et al. 2012), en suivant trois étapes expliquées en sous-section 3.2. Toutefois,
des problémes de mécanique doivent étre résolus pour généraliser la méthode a tous types de
structures : cela est discuté en sous-section 3.3. L’objectif principal de la thése est de fournir les
outils nécessaires a la résolution de ces problémes.

3.1 Une approche multi-échelle et hiérarchique

BCE est une approche multi-échelle, c¢’est-a-dire qu’elle ne représente pas la molécule de la
méme fagon selon I’échelle de longueur considérée. A une échelle bien choisie (de l'ordre de la
longueur de persistance) dite globale, la molécule est supposée suffisamment longue pour étre
représentée par un modéle continu, et en méme temps suffisamment rigide pour que ce modéle
soit une tige élastique en grande déformation. Pour des longueurs plus importantes, la molécule
est regardée comme un assemblage de plusieurs tiges élastiques. Dans ce cas, les liaisons entre
éléments peuvent étre de différentes natures selon le probléme traité (continuité géométrique
ou discontinuité angulaire), mais s’accompagnent systématiquement de discontinuités en efforts
et/ou en moments. Pour des longueurs plus faibles (généralement, quelques résidus) dites in-
termédiaires, la chaine est manipulée comme un ensemble de blocs rigides d’atomes (résidus ou
parties de résidus). Enfin, a I’échelle locale (quelques atomes), la position 3D de chaque atome
est ajustée par minimisation d’énergie. Ainsi, le niveau de détail est adapté a I’échelle, ce qui
réduit le nombre de degrés de liberté du modéle géométrique.

BCE est aussi une approche hiérarchique, c’est-a-dire qu’elle établit un ordre de priorité entre
les différentes échelles. Dans les approches de modélisation habituelles, une seule fonction d’éner-
gie est utilisée pour décrire en méme temps les interactions fortes, comme les liaisons covalentes,
et les interactions faibles telles les liaisons hydrogéne. Dans le cas de déformations importantes
de la molécule a I’échelle globale, il est alors fréquent d’aboutir & des contraintes mécaniques
élevées a 1’échelle locale, qu’il faut ensuite relacher progressivement. Avec 'approche BCE, ce
probléme est résolu en décomposant la modélisation en plusieurs étapes. D’abord, la molécule est
déformée & I’échelle globale en utilisant le modéle de tige élastique. Ensuite, les positions relatives
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des bases sont optimisées & ’aide du modéle de blocs rigides d’atomes. En dernier, les positions
atomiques locales sont corrigées. Cet ordre hiérarchique des échelles considérées (globale — in-
termédiaire — locale) offre une fagon plus naturelle de déformer les molécules. D’un point de
vue géométrique, il est alors plus facile de contréler la conformation globale sans engendrer de
modifications irréalistes des coordonnées internes.

Etant donnée cette idée fondamentale d’une approche multi-échelle et hiérarchique, plusieurs
types de simulations peuvent étre implémentées : mécanique/dynamique moléculaire, modes nor-
maux, Monte Carlo, etc. A ’échelle globale, une tige élastique peut étre utilisée pour représenter
soit I’ensemble des deux brins d’'un acide nucléique, soit une seule chaine sucre-phosphate. Ce
dernier cas nous intéresse particuliérement car il a été trés peu proposé dans la littérature, es-
sentiellement parce que les chaines simple-brin sont considérées comme trop flexibles pour étre
modélisées par une tige élastique. Toutefois, les résultats obtenus avec BCE pour des boucles
en épingle a cheveux montrent que le modéle de tige élastique appliqué & PADN ou ’ARN
simple-brin peut conduire a des structures remarquablement bonnes.

3.2 Exemple : détermination d’une structure en épingle a cheveux

D’excellentes superpositions entre résultats théoriques et expérimentaux ont en effet été ob-
tenues pour des structures en épingle a cheveux d’acides nucléiques. La méthode utilisée pour
déterminer ces structures 3D a évolué au cours des années, et est présentée ici dans sa version
la plus récente. Elle se décompose en trois étapes : (i) la construction d’une structure de départ
a laide de la théorie de I'élasticité, (i7) 'optimisation de la conformation par rotation des bases
(considérées comme des blocs rigides) et (iii) 'obtention de la structure finale par minimisation
d’énergie a l'échelle locale (atomique).

3.2.1 Construction d’une structure de départ

Tout d’abord, les positions 3D des atomes de la tige en double-hélice (d’ADN-B ou d’ADN-
A) sont calculées a partir des résultats de Chandrasekaran et Arnott (1989) pour les plateaux
de bases, et de dynamique moléculaire pour les angles de torsion de la chaine sucre-phosphate.
Les hélices obtenues sont tracées dans un repére cartésien orthonormé direct, choisi suivant la
convention de Cambridge (Diekmann 1989) pour le dernier plateau de paire de bases de la tige.
Ensuite, une courbe en hélice {ry(s)} est superposée a chaque brin de la structure 3D de la
double-hélice (Figure 1.21a) :

xp(s) = pocos(s/ly + ¢)
ri(s) =< yu(s) = posin(s/li + ¢) (1.29)
zu(s) = p./(2m) (s/li)

po est le rayon de 1'hélice,
p, est le pas de ’hélice,
@ est I'angle de déphasage de 1’hélice,

li = \/p3 + (p./2m)? est la longueur d’un tour d’hélice divisée par 27.
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Figure 1.21. Construction de la structure de départ. (a) Une poutre élastique est associée a
chaque brin de la tige en double-hélice. (b) Un simple-brin en hélice réguliére (en bleu) est généré
avec la séquence de la boucle. (¢) La géométrie de la poutre élastique décrivant la boucle est
calculée en résolvant le probléme aux limites imposé par la tige. (c-e) La conformation de la
boucle est obtenue en "repliant" le simple-brin sur la poutre élastique. Figure de Santini (2005).

Les valeurs des paramétres pg, p, et ¢ sont ajustées numériquement de fagcon & minimiser la dis-
tance entre la courbe en hélice et les atomes C5’, C4’, C3’, O3’ et P du squelette du brin considéré.

Les extrémités des courbes associées aux deux hélices de la tige définissent des conditions aux
limites pour la poutre élastique décrivant la boucle. Plus précisément, elles définissent la position
et orientation relatives des tangentes extrémes. Toutefois, elles ne donnent pas d’information
sur la torsion physique de la poutre, i.e. 'orientation des sections autour de la tangente. Pour y
remédier, on fait ’hypothése que cette information est donnée par le repére de Frenet des hélices.
Il serait cependant judicieux d’utiliser les atomes des chaines latérales pour définir plus préci-
sément cette torsion physique. D’autre part, les courbes en hélice ne donnent pas d’information
sur I'état de contrainte et d’énergie de la tige double-brin. Pour une modélisation compléte de
cette derniére, il est donc nécessaire de déterminer les poutres élastiques représentant les deux
brins d’acide nucléique, c’est-a-dire possédant les mémes trajectoires que les courbes en hélice et
dont la torsion physique est cohérente avec 'orientation des chaines latérales.

Ces poutres donnent les conditions d’encastrement complétes de la boucle, exprimées comme
la position et I'orientation relatives des deux repéres attachés aux sections extrémes. La longueur
de la boucle étant évaluée & partir de sa séquence, la géométrie de la poutre qui la représente est
calculée en résolvant le probléme aux limites ainsi posé avec la théorie de I’élasticité des poutres.

Une fois que la poutre élastique de la boucle est déterminée, il s’agit d’obtenir la position
3D de chacun de ses atomes. Pour ce faire, un simple brin en hélice réguliére est généré avec la
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séquence de la boucle (en bleu sur la Figure 1.21b), puis une courbe en hélice lui est associée
comme précédemment pour la tige, et la poutre élastique correspondante est déterminée. Ensuite,
les atomes de ce brin sont regroupés en blocs rigides : on passe & une modélisation & 1’échelle
intermédiaire. Les blocs sont définis sur la Figure 1.22a. A chaque bloc, on associe un repére
attaché & une section de la poutre élastique. L’abscisse curviligne de ce repére local est donnée par
la projection sur la poutre élastique d’un des atomes du bloc, appelé atome pivot. Dans ce repére,
les coordonnées des atomes du bloc sont constantes et peuvent étre entiérement déterminées. Pour
aboutir a la structure 3D de la boucle, il suffit de définir les repéres de chaque bloc sur la poutre
élastique qui la représente, en utilisant les mémes abscisses curvilignes que pour le simple brin
d’hélice réguliére généré. Ces repéres sont alors utilisés pour obtenir la position de chaque atome.
En résumé, 'opération consiste a "replier" un simple-brin sur la poutre élastique de la boucle
(Figure 1.21c-e).

Figure 1.22. Modélisation a ’échelle intermédiaire. (a) Définition des blocs rigides d’atomes.
(b) Influence de la déformation globale de la molécule sur les positions relatives des blocs. Figure
de Santini (2005).

Comme illustré sur la Figure 1.22b, ce "repliement" modifie les positions relatives entre blocs
adjacents. Toutefois, les valeurs des coordonnées internes (longueurs et angles de liaisons, angles
de torsion) sont globalement préservées par rapport a celles de I’hélice avant repliement (Santini
2005). Ainsi, la structure obtenue grace a la théorie de ’élasticité constitue un bon point de
départ, a partir duquel des raffinements aux échelles intermédiaire et locale peuvent étre effectués.

3.2.2 Optimisation de la conformation par rotation des bases

A Tissu de l'opération de repliement, les orientations des bases de la boucle ne sont géné-
ralement pas correctes, car elles ne satisfont pas les contraintes d’encombrement stérique. Elles
doivent donc étre corrigées. Pour ce faire, trois degrés de liberté (€2, x, Oempil) par base sont défi-
nis (Figure 1.23). L’angle Q caractérise 'orientation du sucre et de la base autour de la tangente
a la trajectoire de la poutre élastique. Il s’applique aux blocs C3’ et C4’, autour des tangentes
aux abscisses curvilignes s(C3’) et s(C4’) respectivement. L’angle y caractérise I’orientation de la
base autour de la liaison glycosidique (C1’-N9 pour les purines et C1’-N1 pour les pyrimidines).
Enfin, I'angle de redressement d’empilement ©cppii caractérise l'orientation du sucre et de la
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Figure 1.23. Degrés de liberté utilisés pour ajuster l'orientation des bases. (a) Angles Q et x
de rotation autour de la tangente et de la liaison glycosidique respectivement. (b) Angle ©¢mpil
de redressement d’empilement. Figures de Santini (2005).

base autour de I'axe (Oempil; Vempil) défini par

s(C5") + 5(03")

$(Oempil) = 5 , (1.30)

Vempil = Videal X Vglyco 3 (1'31)

Oempil est un point sur la trajectoire de la poutre élastique,

Videal €st le vecteur unitaire normal au plan qu’aurait décrit, dans le cas d’'une hélice, une base
supplémentaire empilée sur le dernier plateau de la tige,

Viiyeo st le vecteur unitaire donnant la direction de la liaison glycosidique.

N

Les valeurs des angles € et y sont déterminées & partir des données structurales dont on
souhaite tenir compte (RMN, PDB, etc.). L’angle de redressement d’empilement n’est en principe
utilisé que pour les bases extrémales de la boucle, dans le cas ot elles se ré-apparient. Il est choisi
a la valeur Ogypil = Ocxclu qui place les atomes de la base redressée a une distance moyenne de
3.34 A du plan de la derniére paire de bases de la tige.

Ces trois rotations ne modifient pas la trajectoire de la boucle. En revanche, la rotation d’angle
Q induit une discontinuité des angles de torsion qui n’est pas toujours réaliste. Par conséquent,
elle est généralement suivie d’un traitement qui répartit contintiment la variation des angles de
torsion.
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3.2.3 Minimisation d’énergie

La conformation obtenue aprés optimisation par rotation des bases est déja trés proche d’un
minimum global d’énergie. Pour I’améliorer, une courte minimisation d’énergie est effectuée avec
les méthodes classiques de mécanique moléculaire & 1’échelle atomique. Cette relaxation finale
ajuste les positions 3D des atomes en modifiant trés peu la structure globale mise en place lors
des manipulations aux échelles supérieures. Enfin, des dynamiques moléculaires peuvent étre
démarrées a partir de la structure obtenue. Les simulations testées ont mis en évidence la bonne
stabilité structurelle des épingles & cheveux élaborées avec I’approche BCE, ainsi que ’accord
qui en résulte avec les données de la RMN.

3.3 Vers une généralisation de la méthode

En fin de compte, la méthode utilisée pour calculer des épingles & cheveux avec BCE pose
deux problémes de mécanique des poutres élastiques :

(i) superposer une poutre élastique a chaque brin de la tige en double-hélice,

(i) déterminer la géométrie de la poutre décrivant la boucle, en résolvant le probléme aux
limites posé par la double-hélice.

Le probléme (i) se pose car les courbes en hélice associées aux brins d’acide nucléique par un
algorithme de minimisation de distance ne donnent pas I’orientation des sections, ni le chargement
mécanique de la structure. Il faut donc déterminer les poutres élastiques ayant les mémes rayon,
pas et déphasage que ces hélices, et dont la torsion physique est cohérente avec 'orientation des
chaines latérales. Une fois ce premier probléme résolu, les conditions d’encastrement de la boucle
sur la tige sont définies et donc, le probléme (7i) est posé.

Pour généraliser cette démarche de résolution de conformation & tous types de structures, on
souhaite résoudre efficacement ces deux problémes. C’est 'un des objectifs de la thése.

4 Objectifs de la thése

La motivation principale de la thése réside dans l'idée que 'utilisation de la mécanique des
tiges élastiques peut résoudre certaines des difficultés rencontrées lors de la modélisation des
acides nucléiques. Cela se décline en plusieurs objectifs détaillés en sous-section 4.1. Toutefois,
le comportement des tiges élastiques est suffisamment riche pour décrire une grande variété de
problémes. De fait, nous souhaitons également exploiter les développements de cette thése dans
différentes thématiques de biophysique, mécanique et robotique. Ces objectifs & plus long terme
sont mentionnés dans la sous-section 4.2.

4.1 Pour la modélisation des acides nucléiques

La richesse structurelle des acides nucléiques étant importante, il est nécessaire de classer les
différentes conformations existantes, c’est-a-dire de définir des propriétés géométriques ou méca-
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niques pour les comparer. Cela ne peut se faire qu’en proposant des modéles simplifiés, comme
les empilements de bases de 3DNA ou les courbes de Curves+. Le modéle de poutre élastique
nous semble particuliérement approprié pour cette tache, car il donne un grand nombre d’infor-
mations (trajectoire, orientation des sections donc des chaines latérales, chargement mécanique,
énergie) a partir de peu de paramétres. Ainsi, un premier objectif de la thése est de proposer
une classification des géométries de poutres élastiques a I’équilibre, a savoir :

e repérer toutes les géomeétries particuliéres, potentiellement assimilables & des structures
d’acides nucléiques connues (notamment, les hélices),

e dégager des propriétés géométriques simples des poutres élastiques,
e montrer que la richesse structurelle de ces poutres est suffisante pour représenter une trés
grande partie des conformations d’acides nucléiques.

Cette classification doit fournir une vision globale du probléme de repliement des poutres élas-
tiques, avec l'objectif de représenter schématiquement l’espace conformationnel des acides nu-
cléiques. Elle est étudiée dans les chapitres 2 et 3.

En plus d’un outil de classification, I’approche BCE a pour objectif de déterminer les confor-
mations 3D des molécules. Il a été vu en sous-section 3.3 que cela nécessite la résolution de
problémes de mécanique des tiges élastiques. En particulier, il s’agit de résoudre le probléme aux
limites pour imposer des conditions d’encastrement, i.e. des positions et orientations relatives
des sections extrémales. Cela est ’objet du chapitre 4.

4.2 Sur une perspective plus large

Les poutres élastiques peuvent représenter une grande variété de problémes a diverses échelles
de longueur.

En modélisation moléculaire, leur application peut certainement s’étendre & d’autres biopoly-
meéres que les acides nucléiques. En particulier, ces modéles décrivent correctement le comporte-
ment mécanique des protéines (Lapidus et al. 2002, Storm et al. 2005) et des fibres bactériennes
(Guhados et al. 2005). D’autre part, le développement de lorigami depuis 2006 (Rothemund
2006, Douglas et al. 2009) a abouti a la construction d’architectures nanométriques d’ADN avec
une précision atomique. Des nanosystémes et méme des nanorobots d’ADN ont été élaborés, et
pourraient étre utilisés dans diverses taches médicales comme ’acheminement de médicaments
contre le cancer (Jiang et al. 2012, Amir et al. 2014). La modélisation de ces nouveaux systémes
est nécessaire pour améliorer leur conception, et peut faire intervenir 1’élasticité des poutres
(Kauert et al. 2011, Kim et al. 2011). Dans la méme idée, les nanotubes de carbone jouent un
role prépondérant dans la construction de NEMS (Nano-Electro-Mechanical Systems) puisqu’ils
pourraient servir a la conception de capteurs, systémes de stockage ou de conversion d’énergie,
sondes, etc. (Baughman et al. 2002). A nouveau, les poutres élastiques sont utilisées pour les
modéliser (Aydogdu 2009).

Le succés des NEMS s’accompagne de diverses problématiques, qui doivent étre étudiées
avec des outils adaptés a cette échelle ol les phénoménes physico-chimiques & modéliser sont
trés particuliers. En réponse a ce besoin, I’équipe NANO-D de I'Inria de Grenoble développe
SAMSON (Software for Adaptive Modeling and Simulation Of Nanosystems), une plateforme
pour la modélisation des nanosystémes (NANO-D). SAMSON fonctionne avec une architecture
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ouverte, de facon & ce que chaque utilisateur puisse étendre le programme et I'adapter & ses
besoins en développant de nouveaux modules. Ainsi, un module utilisant la méthode BCE pour la
modélisation moléculaire ou, plus spécifiquement, la conception de nanosystémes biologiques est
envisagé. A I'ISIR, une simulation interactive de la déformation des molécules avec retour d’effort
a été développée dans SAMSON (Bolopion et al. 2010, 2011). L’association entre I’approche BCE
et 'algorithme de controle utilisé dans cette simulation pourrait offrir une immersion encore plus
intuitive dans le milieu moléculaire.

A une échelle un peu plus grande, le développement des MEMS (Micro-Electro-Mechanical
Systems) peut conduire a divers problémes traités avec la théorie de 1'élasticité, comme l'influence
de la capillarité sur les micro-leviers (Neukirch et al. 2007). Les mouvements oscillatoires de
poutres élastiques peuvent également étre utilisés pour représenter les modes de locomotions
de systémes ou d’animaux & des échelles trés différentes : microrobots (Oulmas et al. 2017),
cellules (Qian et al. 2008), serpents (Dal Corso et al. 2017), lamproies, anguilles et serpents
aquatiques (McMillen et Holmes 2006) par exemple. A I’échelle macroscopique, la théorie de
I’élasticité intervient dans de nombreux problémes, comme la simulation du systéme vibrissal de
mammiféres (Goss et Chaouki 2016, Claverie et al. 2016), l'insertion de cathéters flexibles en
radiologie (Kratchman et al. 2017), la conception de ressorts non-linéaires (Fang et Chen 2013),
la prédiction du mouvement des cheveux (Bertails et al. 2006) ou encore le guidage de cables
sous-marins (Goyal et al. 2008, Wicks et al. 2008).

En robotique, un nouveau théme émerge autour des structures continiiment déformables, qui
offrent de nouvelles possibilités par rapport aux chaines articulées (Majidi 2014). Ce théme en
plein essor, désigné par "robotique souple" (soft robotics), s’intéresse a la conception de robots
avec des matériaux aux propriétés élastiques et rhéologiques proches des organes et des tissus
biologiques : fluides, gels et élastomeéres. Ces nouveaux robots seront plus adaptés pour inter-
agir avec ’étre humain en toute sécurité, et évoluer dans des environnements surcontraints. Ce
contexte offre de nouvelles applications au modéle de poutre élastique en grandes déformations.

En fournissant une classification des géométries de poutres élastiques, ainsi qu'un nouveau
moyen de les calculer & partir de contraintes géométriques, nous espérons apporter une contri-
bution dans quelques-unes de ces thématiques, en plus de la modélisation des acides nucléiques.
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1 La statique des tiges élastiques et ses problématiques

On appelle tige ou poutre tout corps allongé dont les dimensions transverses sont petites par
rapport & la dimension longitudinale. Si de plus, 'objet retrouve sa forme d’origine aprés avoir
été déformé, il s’agit d’une tige élastique.

L’étude des déformations de tels corps est trés ancienne. En 1638, Galilée s’intéresse a la
résistance d’une poutre encastrée dans un mur a une extrémité, et chargée a ’extrémité libre. En
1678, I’anglais Robert Hooke pose les fondements de la théorie de 1’élasticité linéaire en déclarant
que 'allongement d’un corps est proportionnel aux forces auxquelles il est soumis. Depuis, de
nombreux scientifiques se sont succédés sur le sujet. Le XVIII® siécle est marqué par d’impor-
tantes avancées sur la flexion plane et la torsion unidimensionnelle des poutres, avec entre autres
les apports de Jacques Bernoulli, Leonhard Euler, Charles-Augustin Coulomb et Joseph-Louis
Lagrange. Beaucoup de contributions importantes sur les déformations 3D des tiges élastiques
sont dues & des scientifiques frangais du XIX€¢ siécle. On peut citer notamment Augustin-Louis
Cauchy, Gabriel Lamé, Siméon Denis Poisson, Barré de Saint-Venant, et Henri Navier. En 1821,
ce dernier publie les équations différentielles décrivant 1’équilibre d’un corps élastique, homogéne
et isotrope. En analysant cet article, Cauchy établit la loi de Hooke généralisée. Toutefois, le phy-
sicien allemand Gustav Kirchhoff est le premier, en 1859, & poser véritablement les fondements
de la théorie des poutres en grandes déformations tridimensionnelles. Un aspect particuliérement
révolutionnaire de ses travaux est qu’il n’émet aucune hypothése sur les relations de comporte-
ment & ’échelle d’une section : il les déduit de la loi de Hooke généralisée. D’autre part, Kirchhoff
démontre que les équations d’équilibre des tiges élastiques sont équivalentes aux équations dy-
namiques décrivant la rotation d’un corps rigide autour d’un point fixe. Par la suite, Augustus
E. H. Love parvient & définir précisément la torsion physique d’une poutre hors du plan. Pour ce
faire, il généralise au cas 3D I’hypothése d’Euler-Bernoulli selon laquelle les sections sont rigides
et restent perpendiculaires a I'axe de la tige. Son traité (Love 1893) regroupe la quasi-totalité
des connaissances sur les poutres & son époque, et sert de référence encore aujourd’hui. Enfin,
la derniére étape décisive vers la formulation moderne de la théorie des poutres est franchie au
tournant du XX¢ siécle par deux fréres frangais, Eugéne et Frangois Cosserat. Leur description
géométrique des tiges spécifie complétement 1'état déformé, grace a un repére local (les directeurs)
attaché aux sections.

Malgré ces nombreuses contributions, 1’équilibre des tiges élastiques en grandes déformations
3D pose encore des difficultés. Dans cette section, le formalisme moderne est présenté avec les
problématiques qui y sont attachées. En sous-section 1.1, la géométrie d’une poutre est décrite a
I’aide des directeurs de Cosserat. Les équations d’équilibre sont ensuite établies a partir du suivi
des déformations, du bilan mécanique et des relations de comportement (sous-section 1.2). Enfin,
les difficultés liées au paramétrage des configurations des tiges sont discutées en sous-section 1.3.

1.1 La représentation géométrique des fréres Cosserat

On appelle configuration initiale la géométrie d’une tige au repos, et configuration déformée sa
géométrie lorsqu’elle est soumise & des efforts et /ou des moments non nuls. Toute configuration
initiale est habituellement définie comme le volume balayé par une surface plane (éventuelle-
ment variable) dont le centre géométrique décrit une ligne, la fibre neutre, & laquelle elle reste
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perpendiculaire. On appelle alors section toute intersection entre la tige au repos et un plan per-
pendiculaire & la fibre neutre. Pour caractériser une configuration déformée, il suffit de déterminer
la nouvelle trajectoire de la fibre neutre ainsi que les changements de géométrie et d’orientation
des sections.

On se place dans le cadre de I'hypothése de Navier-Bernoulli (Neukirch 2009), ou les sections
sont considérées comme des solides indéformables. Dans ces conditions, la théorie des directeurs
de Cosserat (Antman 2005) peut étre utilisée pour décrire toute configuration déformée dans un
repére {O, (ex, ey, e,)} par I'association de deux éléments : (i) la trajectoire {r(S) = OG(S)}
de la fibre neutre et (i) le repére local de Darboux {G(S),di=1,2,3(5)} attaché aux sections.
L’abscisse curviligne S introduite est une mesure de la longueur d’arc sur la fibre neutre en confi-
guration initiale, mais pas nécessairement en configuration déformée. Le vecteur r(S) s’interpréte
alors comme la position en configuration déformée du point d’abscisse S en configuration initiale.
La Figure 2.1 illustre la description de Cosserat dans un cadre plus restreint que 'hypothése de
Navier-Bernoulli : celui d’Euler-Bernoulli, ou ’énergie de cisaillement est négligée. Dans ce der-
nier cas, les sections restent perpendiculaires & la fibre neutre et le vecteur de base d3 est tangent
a la trajectoire.

Figure 2.1. Représentation géométrique d’une tige de section circulaire uniforme sous 1’hypo-
thése d’Euler-Bernoulli. Les vecteurs de base du repére de Darboux, aussi appelés directeurs de
Cosserat, donnent I'orientation des sections. La torsion physique est également rendue par les
couleurs sur la surface de la tige : la partie en vert donne 'orientation de ds.

1.2 Les équations d’équilibre des tiges élastiques

1.2.1 Suivi des déformations

Pour écrire les équations d’équilibre des tiges élastiques, il faut dans un premier temps suivre
les déformations qu’elles subissent, c’est-d-dire les écarts de géométrie entre la configuration
initiale et la configuration déformée.

Sous I'hypothése de Navier-Bernoulli, les déformations sont caractérisées par les variations
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des vecteurs v et € :

3
’U:I'/:Zl}idi, (21)
=1
1 3 3
:§de><d’ => Qd;. (2.2)
k=1 =1

La dérivée par rapport a l'abscisse curviligne S est notée avec une apostrophe ’. Les compo-

santes v; représentent les déformations associées au cisaillement (i = 1, 2) et a l'extension (i = 3)
tandis que les composantes ; représentent les déformations associées a la flexion (i = 1,2) et a
la torsion (i = 3).

Le vecteur €2, appelé vecteur de Darboux, peut étre défini de facon équivalente par la relation
suivante, obtenue avec la formule de Gibbs :

d,=Qxd; (2.3)
dont l'inverse donne
led’Z-dg, ngdg~d1, ngd’1~d2. (2.4)

Il peut également étre vu comme la "vitesse" instantanée de rotation des sections avec ’abscisse
curviligne S. La Figure 2.2 définit les angles d’Euler ZY Z (v,0,¢) qui transforment la base
(ex, ey, e,) en la base locale de Darboux (d;, dg, d3), tel que

d; = Ei,lex + Ei,gey + E¢736Z R (2.5)
ou F; ; désigne le coefficient a la ligne 7 et & la colonne j de la matrice

costpcosfcosp —sinysing  sinycosfcosp + cosysing —sinfcosy

E = | —cosycosfsing —sinycosp —sinycosfhsingp + cosycosp sinfsing . (2.6)
cossinf sin) sin 6 cos
ey , W2 = V2
W3 dg
6(s) <p(s)
@eZ*VE} ()Wd—d‘g

Figure 2.2. Angles d’'Euler ZY Z : (¢, ) € [0,27[2 et 6 € [0, 7).

On a alors
Q=1v'e, +0vy+¢'ds, (2.7)

ol va(s) = —sin(¢)ex + cos(v)ey.
En définitive, les vecteurs de déformation linéaire € et angulaire x sont donnés par
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x=0-0Q, (2.9)
ot X est la valeur de la variable X en configuration initiale. Les directeurs sont choisis de fagon

a ce que
D=r = dg . (2.10)

1.2.2 Equilibre mécanique

On considére une tige de longueur L en configuration initiale, dont le chargement mécanique
en configuration déformée est le suivant :
e Deux forces ponctuelles Ry et Ry, appliquées aux extrémités S =0et S = L;
e Une force linéique f par unité de longueur initiale ;
e Deux couples Cy et Cy, appliqués aux extrémités S =0et S = L;
e Un moment linéique m par unité de longueur initiale.
L’état de contrainte de toute section d’abscisse S est décrit par I’action mécanique exercée sur

le trongon [0,S] de la tige par le trongon [S, L]. Cette action est caractérisée par une force
résultante F(S) et un moment M(S) au centre géométrique de la section.

L’écriture de I’équilibre mécanique d’un trongon [S, S + dS]| donne les équations d’équilibre
locales :

{F+f:0 (2.11a)

M+4+rxF+m=0. (2.11b)

Les conditions aux limites en S =0 et en S = L sont

F(0) = —Ry (2.12a)
M(0) = —Cy (2.12b)
F(L) =R, (2.12¢)
M(L) = Cy, (2.12d)

En intégrant le systéme (2.11) de S =0 & S = S, on obtient les équations d’équilibre globales :
S — j—
F(S) = F(0) / £(5) dS (2.13a)
0
S . L S L
M(S) = M(0) — (£(S) — r(0)) x F(0) + / (x(S) — £(5)) x £(5) dS — / m(S) dS . (2.13b)
0 0

Pour une tige de trajectoire connue, les conditions aux limites (2.12) avec I’écriture du systéme
(2.13) en S = L donnent les relations entre les forces et couples aux deux extrémités.

1.2.3 Relations de comportement

Le matériau est supposé hyperélastique linéaire, homogéne et isotrope. Si les sections sont
symétriques par rapport a I'un des axes (G,d;) ou (G,dz), cela implique les relations de com-
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portement suivantes entre les forces/moments et les déformations :
FzZFdzZLZ(S)(UZ(S> —@Z(S)) s (2.14&)
M; =M -d; = K;(S)(Q(S) — Q:(9)) (2.14D)

ou L;(S) représentent les rigidités en cisaillement (i = 1,2) et en extension (i = 3), et K;(.5) les
rigidités en flexion (i = 1,2) et en torsion (i = 3).

Lorsque la tige représente un milieu continu (ce qui n’est pas le cas des acides nucléiques),
ces rigidités peuvent s’écrire

Li(S) = Ly(S) = GA(S) (2.15a)
Ls(S) = EA(S) (2.15b)
Ki(S) = EL(S) , (2.15¢)
K(S) = EL(S) (2.15d)
K3(S) = GI5(S) (2.15¢)

ot E est le module d’Young, G = E/[2(1 + v)] le module de glissement, v le coefficient de
Poisson, A(S) l'aire de la section d’abscisse S, et I;(S) le moment géométrique de cette section
par rapport a l'axe d;(.5). Si on note (Xg, Yg) les coordonnées d’un point quelconque de la section

d’abscisse S dans le repére {G(S), (d1(S),d2(5))},

IﬂS):i/ Y3 dXdy , (2.16a)
I(S) = / X%axay (2.16b)
I3(S) = //(Xg +YE) dXdY . (2.16¢)

Si la section de la tige est la méme partout, alors les rigidités L; et K; sont constantes.

1.2.4 Equations d’équilibre

Les systémes (2.1), (2.3) et (2.11) donnent 18 équations scalaires, dont les variables peuvent
étre reliées par I'intermédiaire des lois de comportement (2.14). Cependant, le systéme (2.3) se
réduit & 6 équations scalaires au lieu de 9 si on considére que seuls les vecteurs d; et ds sont des
inconnues, puisque do = d3 X d;. On obtient donc 15 équations différentielles ordinaires.

Pour écrire ces équations, on reprend ici les expressions de Neukirch (2009). L’équilibre mé-
canique (2.11) est écrit dans le repére local de Darboux D(S). Cela nécessite de dériver la force
F et le moment M dans ce repére. En notant R le repére global {O, (ex, ey, e,)}, on a

X X
axi _dXl 90X (2.17)
dS |ps)  dS|x
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pour toute variable vectorielle X. Ainsi, le systéme (2.11) devient

Fl=FR Q- FQ — f1, (2.18a)
F=FQ —F Qs — fo (2.18b)
Fi=F Q- F O — f3, (2.18c)
Ml = My Q3 — My Qo + Fy v — Fy 02 —my | (2.18d)
My = M3 Q1 — My Q3+ F3v1 — Fy v3 —ma , (2.18e)
M5 =M Qo — My Qy + Fyvg — Fyv1 —mg . (2.18f)

Ensuite, les équations cinématiques (2.1) et (2.3) sont écrites dans le repére global :

éy = QQ dly — Ql dgz dlm + Ql d3x dlz )
éz = Qs di, — Q1 ds3z dly + d3y dig . (2,191

2’ =1 dig + Vo dog + U3 dsy (2.19a)
Y =1 diy + vo doy +v3 dsy (2.19b)
2 =wvidiy +vodo, +vU3dss (2.19¢)
1o = Q3 dsy diy — Qg ds, diy — Qo dsy (2.19d)
1y = Qs s, dip — Qg da, dis — Qo dyy (2.19)
di, = Q3 dsg diy — Q3 dsy diz — Qo ds. (2.19f)
)

)

)

Le nombre d’inconnues est réduit par les relations de comportement (2.14) :

v =L'F + 0 =L Fy (2.20a)
vg =Ly ' Fy + 0y = Ly ' Fy (2.20D)
v3=L3'Fs+03=L;'Fs+1, (2.20c)
Q= K;'My 4+ Qy (2.20d)
Q= Ky "My + Qs (2.20¢)
Q3= K3 ' Mz + Q3 . (2.20f)

En définitive, les 15 équations (2.18) et (2.19) font intervenir 15 fonctions inconnues Fj, M;,
x, Y, 2, dig, diy, di;, d3g, d3y et d3.. La géométrie et I'état mécanique obtenus en les intégrant
dépendent des 22 grandeurs scalaires L, L;, K;, Qi, fi, mi, F;(0) et M;(0). Les conditions aux
limites en S = 0 sur la position et les directeurs ne font que générer des mouvements de corps
rigides et ne sont par conséquent pas comptées. Considérons une tige élastique de longueur L et de
rigidités L; et K; constantes (mais inconnues), de configuration initiale connue (les déformations
ﬁi sont connues) et dont le chargement ne comprend ni force linéique, ni moment linéique.
L’ensemble des configurations d’équilibre déformées de cette tige est un espace de dimension 13.
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1.3 Les classifications disponibles
1.3.1 Cadre de I’étude : ’elastica idéale

La dimension élevée de I'ensemble des configurations d’équilibre des tiges élastiques constitue
une premiére difficulté pour la classification. Pour cette raison, I’étude est restreinte & des poutres
qui obéissent aux hypothéses de ’elastica idéale :

e La tige est une elastica, i.e. elle ne se déforme ni en extension, ni en cisaillement. Ceci
valide ’hypothése d’Euler-Bernoulli selon laquelle les sections restent toujours perpendi-
culaires a la fibre neutre. De plus,

L;=0, v=r =dj; (2.21)

e La tige est une elastica de Kirchhoff, i.e. son comportement est hyperélastique linéaire ;
o Le matériau est homogéne, isotrope, et la tige est de section constante telle que

Iy = I, = cste K| = Ky = cste = Ky ; (2.22)

e En configuration initiale (i.e. au repos), la fibre neutre est droite et la tige est prismatique,
soit
Q:(5)=0. (2.23)

On suppose également que la poutre n’est soumise & aucun chargement linéique (ni en force,
ni en moment). En particulier, son poids est négligé.

Sous ces hypothéses, ’espace a classer est de dimension 9. Il s’agit de I’ensemble des valeurs
prises par L, Ky, K3, F;(0) et M;(0). Le nombre de parameétres est encore trop important pour
la classification, mais nous allons voir qu’il peut étre réduit.

1.3.2 Contexte et difficultés

Gustav Kirchhoff a démontré que les équations d’équilibre des tiges élastiques sont formel-
lement équivalentes aux équations décrivant la dynamique d’une toupie, i.e. d’'un solide rigide
en rotation autour d’un point fixe. Chaque mouvement possible de la toupie correspond & une
géométrie de poutre a I’équilibre. Cette comparaison est connue sous le nom d’analogie statique-
dynamique de Kirchhoff. Dans le cadre de l'elastica idéale, la toupie équivalente est celle de
Lagrange, qui posséde une symétrie de révolution et donc, deux moments principaux d’inertie
égaux. Dans ce cas, les équations sont intégrables et Joseph-Louis Lagrange a exprimé les solu-
tions analytiques en 1788 (Goldstein 1980), avec des fonctions spéciales que Niels H. Abel et Carl
G. J. Jacobi ont formalisé ultérieurement et que Adrien-Marie Legendre a appelées elliptiques.
Beaucoup plus tard, John H. Maddocks a montré que les équations statiques et dynamiques des
tiges élastiques peuvent étre écrites comme un systéme Hamiltonien (Dichmann et al. 1996).
L’elastica idéale & I’équilibre correspond au cas intégrable ot 'Hamiltonien H est constant et
vaut

1
H= M-Q+F-d;. (2.24)
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Cette grandeur n’a pas d’interprétation physique pour les tiges élastiques, mais il s’agit de I’éner-
gie totale de la toupie équivalente (Van der Heijden et Thompson 2000).

Les équations d’équilibre de ’elastica idéale sont par conséquent intégrables. La trajectoire
de la fibre neutre ainsi que 'orientation des sections peuvent étre exprimées avec des fonctions
elliptiques de Jacobi (Benham 1979, Tsuru 1987, Tobias et al. 1994, Shi et Hearst 1994, Starostin
1996). Pour y parvenir, les différents auteurs ont da utiliser des paramétrages spécifiques des
équations d’équilibre. Systématiquement, trois des paramétres sont des combinaisons de gran-
deurs indépendantes de ’abscisse curviligne : la norme de la force F, le moment autour de I'axe
de cette force, le moment autour de la tangente et I’Hamiltonien. Ces grandeurs sont appelées
intégrales premiéres. Les auteurs ont également défini le repére global judicieusement, de fagon
a ce que les équations se simplifient en coordonnées cylindriques. Enfin, ils ont adimensionné
les équations en modifiant les unités de longueur et de force, ce qui réduit déja le nombre de
paramétres de 9 & 7. Les descriptions obtenues ont ’avantage de hiérarchiser le probléme : parmi
les 7 paramétres utilisés, les trois combinaisons d’intégrales premiéres suffisent pour obtenir les
trajectoires élastiques infinies. Deux autres paramétres sont nécessaires pour obtenir les direc-
teurs de Cosserat, et les deux derniers servent & sélectionner une portion de tige infinie. Il devient
alors raisonnable de rechercher une classification de ’ensemble des trajectoires infinies, qui est
de dimension 3.

Cependant, il n’est pas toujours facile de relier les parameétres utilisés & des quantités phy-
siques interprétables. Souvent, 'influence de ces paramétres sur la géométrie de la poutre n’est
pas intuitive. Il est donc nécessaire de définir et d’exprimer analytiquement des caractéristiques
géométriques selon lesquelles les configurations d’équilibre seraient classées. Dans cette idée, plu-
sieurs classifications intéressantes ont déja été proposées pour des cas particuliers de tiges. Par
exemple, l'elastica 2D a été complétement classée par Euler. Gabor Domokos, en Hongrie, s’est
ensuite intéressé aux bifurcations liées & ’apparition de solutions parasites lors de la discrétisa-
tion des équations d’Euler (Domokos et Holmes 1993). En Angleterre, Alan Champneys, Michael
Thompson, et Gert van der Heijden ont calculé les propriétés géométriques des poutres de tra-
jectoire hélicoidale et homocline (Van der Heijden et Thompson 2000). Alain Goriely et John
H. Maddocks ont également proposé une classification des tiges en hélice (Chouaieb et al. 2006).
Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur les poutres fermées, avec ou sans auto-contact (Domokos
1995, Dichmann et al. 1996, Starostin 2004). Sébastien Neukirch et Michael E. Henderson ont
classé les tiges élastiques bi-encastrées dont les tangentes sont alignées (Neukirch et Henderson
2002, Henderson et Neukirch 2004).

Une étape importante vers une classification géométrique plus générale a été accomplie par
Nizette et Goriely (1999), qui ont regroupé la majorité de ces cas en un seul formalisme. Deux
des paramétres utilisés sont les cosinus des valeurs extrémales de 'inclinaison de la tangente a
la trajectoire par rapport & la force. Le troisiéme paramétre semble plus délicat & interpréter,
mais il est lié¢ au module des fonctions elliptiques. Cette paramétrisation n’est toutefois pas en-
tiérement bijective : quatre configurations de tige correspondent & un seul jeu de paramétres.
Selon les problémes étudiés, cela peut étre un inconvénient. De plus, nous souhaiterions ajou-
ter une représentation graphique des frontiéres entre les classes de solutions, qui améliorerait la
compréhension des bifurcations. Enfin, en dehors des cas particuliers (trajectoires planes, hélices,
homoclines, tiges fermées), les géométries de poutres élastiques ne sont pas encore entiérement
caractérisées. Plusieurs auteurs ont toutefois observé une structure géométrique générale, ou la
trajectoire de la fibre neutre s’enroule autour d’une hélice moyenne (Nizette et Goriely 1999,
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Kehrbaum et Maddocks 1997). 1l reste a caractériser plus précisément cette structure en défi-
nissant des propriétés géométriques intuitives et en classant les trajectoires en fonction de ces
propriétés.

Pour résoudre ces problématiques de classification, il faut étudier en détail les expressions
analytiques de la trajectoire et de l'orientation des sections. C’est ce qui est présenté dans ce
chapitre. Il n’existe probablement pas une seule alternative, mais nous avons choisi d’utiliser le
formalisme de Lev D. Landau et Evgeny M. Lifshitz (Landau et al. 1986). Comme nous allons
le voir, ce formalisme décrit toutes les trajectoires infinies de tiges élastiques a 1’équilibre avec
trois paramétres (A, tp,a) que on peut facilement relier aux forces et moments agissant sur les
sections. Le cas ou la tige est soumise uniquement & des moments et & aucune force doit étre traité
séparément, mais il est paramétré par tp. A chaque jeu de paramétres correspond une unique
solution, excepté sur un segment de I'espace (A, tp,a) ou deux solutions se superposent. Comme
mentionné plus haut, 'intégration analytique implique le choix d’un repére global judicieux,
dans lequel les trajectoires "s’enroulent" autour de l'axe z. Cela a pour résultat de supprimer
automatiquement les mouvements de corps rigides. Pour ces raisons, le formalisme de Landau
nous semble particuliérement adapté & une classification, tout en autorisant une implémentation
robuste des équations dans un code. Cette classification sera 1’objet du chapitre 3.

2 Mise en place du formalisme de Landau

Dans cette section, le cadre du formalisme de Landau est posé. En sous-section 2.1, les équa-
tions différentielles sont réécrites sous les hypothéses de ’elastica 3D idéale. En sous-section 2.2,
les constantes (A, tp,a) sont exprimées, et une interprétation physique est donnée a chacune
d’entre elles.

2.1 Les équations d’équilibre de ’elastica idéale

Sous les hypothéses énoncées au paragraphe 1.3.1, les équations d’équilibre se simplifient.

2.1.1 Repére de Frenet

L’absence d’extension implique que |[|r/|| = 1 et que I'abscisse curviligne S est une mesure de
la longueur d’arc. Dans ce cas, la courbure locale de la fibre neutre s’écrit

k=" . (2.25)
Avec l'elastica idéale, il est intéressant d’introduire le repére de Frenet {G, (n, b, t)} défini par
n=r"/k, t=r, b=txn. (2.26)
Ce repére local satisfait les relations de Frenet

t=r"=kn, n=-kt+tgb, b =—tgn, (2.27)
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ou la grandeur tg = —b’ - n est appelée torsion géométrique.

L’absence de déformation en cisaillement dans l’elastica idéale implique que le repére de
Frenet {G, (n,b,t)} et le repére de Darboux d’une section d’abscisse S sont en rotation I'un par
rapport a 'autre autour de t = d3. Une conséquence de cela est que la déformation angulaire €2
se décompose simplement dans la base de Frenet. En effet, I’équation (2.3) pour ¢ = 3 donne

t'=Qxt. (2.28)

En multipliant vectoriellement cette égalité par t et en utilisant la formule de Gibbs pour le
double produit vectoriel, on obtient

Q=txt' +(Q2-t)t =xb+Nt, (2.29)

ou = -t est la densité de torsion physique (nous verrons en 2.2 que §2; est constante). La
binormale b de Frenet donne donc la direction de la flexion locale. Sachant que €2; = 3, cela

implique
kb=0Q1d; +Qady et k=4,/QF+ Q2. (2.30)

2.1.2 Equations de trajectoire

En l'absence de chargement linéique, les équations d’équilibre locales (2.11) deviennent

{F’ =0 (2.31a)
M +1' xF=0 (2.31D)

et les équations d’équilibre globales (2.13) se simplifient comme suit :

F(S) = F(0) = F (2.32a)
M(S) = M(0) — (r(S) — r(0)) x F . (2.32b)

Comme la section est supposée constante et que la courbure intrinséque de la tige est nulle,
I'équations (2.29) transforme les relations de comportement (2.14b) en

M=Kyrb+ K3Q;t. (2.33)

En combinant (2.32b) et (2.33) on aboutit a I’équation différentielle vectorielle donnant la tra-
jectoire de la fibre neutre :

M=Kor' xr'" + KsQv' =F xr+ Mo, (2.34)

avec

Mo = M(0) — F x r(0) . (2.35)
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2.1.3 Equations d’orientation des sections

Les composantes du vecteur € dans le repére de Darboux, données en (2.4), peuvent étre
exprimées en fonction des angles d’Euler (1, 6, ¢) définis en (2.5). On obtient

0 = Q-d; = 0'sin(p) — ¥'sin(f)cos(p) (2.36a)
Qo = Q- da = 0'cos(p) + ¥'sin(6)sin(p) (2.36b)
Q3 =0 -d3 =Q =¢'cos() + ¢ (2.36¢)

D’autre part, la relation (2.33) avec (2.30) s’écrit aussi
M = KoQid; + KoQads + K3Q3ds . (2.37)
Avec (2.5), (2.36) et (2.37) on trouve que

M-e, =1/ (Ko + (K3 — K)j) (30829) + K3¢' cosf (2.38a)
{M-ngKg (¢ cos+¢') , (2.38b)

d’oul les équations différentielles suivantes :
M-e, — M- dszcosf

Ko (1 —cos?6)

1 1 M.-d3 —M-e,cosf
'=(—-—|M-d = ) 2.39b
v ( ) 3t Ko (1 —cos?6) ( )

W=

(2.39a)

M:-e, et M-d3 sont des constantes (cf. sous-section 2.2). Les équations (2.39) sont donc intégrables
dés lors que la trajectoire est connue, puisque 8 dépend uniquement de la tangente t.

2.2 Les constantes du probléme
2.2.1 Intégrales premiéres

Le principe de chaque méthode d’intégration analytique des équations (2.34) et (2.39) est
d’utiliser les constantes du probléme, ou intégrales premiéres, pour paramétrer les configurations
d’équilibre.

Avec 'équation (2.32a) on remarque facilement que la force F agissant sur chaque section
est, dans le cas de l'elastica idéale, indépendante de 1’abscisse curviligne. De méme, I’équation
(2.32b) montre que M - F est constant. En utilisant les équations (2.31b) et (2.33), on s’apergoit

également que

d i, dM dt
M- t)= Ka— = . M. — = 2.4
gg M-t = Kegg = 55 t+ M55 =0, (2.40)

donc la composante M -t du moment est elle aussi indépendante de ’abscisse curviligne.

La derniére constante est 'Hamiltonien H défini par 1’équation (2.24). Avec les équations
(2.29) et (2.33), cette grandeur peut s’écrire

1 1
H:5K0n2+§Kng+F-t, (2.41)
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et sa dérivée par rapport & S,

dH
— =K, "+F-t. 2.42
75 okk +F -t (2.42)

Avec (2.31Db) et en dérivant (2.33) par rapport a S,
M/:FXt:Koli/b+Kol€b/+K39tt/. (243)

En effectuant l'opération t'x (2.43) et en utilisant la formule de Gibbs sur le double produit
vectoriel, on obtient bien
Kokr = -F -t (2.44)

donc H' = 0.

Les paramétres utilisés dans le formalisme de Landau sont des combinaisons des constantes
F,M-F, M-t et H. Ils sont définis uniquement dans le cas F = 0; si F = 0, les trajectoires
des tiges sont des hélices étudiées en sous-section 3.4.

2.2.2 Les parameétres de Landau (), tp,a)

Le premier paramétre, A, est la composante du moment M sur ’axe de la force F, divisée par

la norme de F :
M-F

A= T (2.45)
ou F = ||F|| > 0.
Le second paramétre, tp, est proportionnel a la densité de torsion physique :
t —M t——M d ——Q 2.46
P= T X 3 t- (2.46)
En notant M+F = M — (M . F/FZ) F, le troisiéme paramétre, a, est défini par
2
= SF b+ —HMLFH? (2.47)

Cette grandeur sans dimension peut étre vue comme la somme des contributions de la traction
(ou compression) et de la composante du moment orthogonale a la force. Avec les équations
(2.33), (2.41), (2.45) et (2.46), a peut s’écrire

H Ko\ Koo, F
=2— 11— — | —tp — —A\". 24
a F + < K3> F tp KO)\ ( 8)

Ce paramétre est donc bien une combinaison des constantes F', M- F, M -t et H.

2.2.3 Diagrammes de phases

Le fait que 'Hamiltonien H soit constant induit une relation relativement simple entre ’angle
d’Euler 0 et sa dérivée par rapport a S (Van der Heijden et Thompson 2000). En effet, les
équations (2.30), (2.36a) et (2.36b) impliquent que

K2=02 402 =(0)%+ (¢')%sin?0 . (2.49)
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Avec les équations (2.39a), (2.45) et (2.46) on aboutit &
1
U= §K0(9’)2 + V(6) = cste, (2.50)

ou 9
0 42

(AF — Kotpcosh)?
2K sin?0

En choisissant le repére global de telle sorte que la force F soit paralléle a ’axe (O, e), on obtient

que F -t = F cosf. V est alors une fonction de 6 paramétrée par les constantes du probléme.

L’équation (2.50) est souvent utilisée pour tracer des diagrammes de phase 8’ = f(6) et obtenir
des informations sur I'allure de la trajectoire.

+F-t. (2.51)

3 Intégration analytique des équations d’équilibre

Dans cette section, les configurations d’équilibre sont complétement exprimées avec le forma-
lisme de Landau. En sous-section 3.1, les trajectoires infinies sont exprimées analytiquement en
suivant les développements de Tobias et al. (1994). Des précisions sont ajoutées, comme ’expres-
sion analytique des racines (u1,ug,us3) et les termes correctifs nécessaires a la prise en compte
des singularités. En sous-section 3.2, la méthode de Nizette et Goriely (1999) est suivie pour
exprimer analytiquement les directeurs de Cosserat avec les paramétres (\,tp,a). Une symétrie
est mise en valeur dans la sous-section 3.3. Enfin, le cas particulier ot aucune force n’agit sur la
tige est traité en sous-section 3.4. A notre connaissance, c’est la premiére fois qu'une description
si compléte est faite avec le formalisme de Landau.

3.1 Expression analytique des trajectoires élastiques

Dans cette sous-section, I’équation (2.34) est intégrée analytiquement pour obtenir I’'ensemble
des trajectoires possibles de tiges élastiques a 1’équilibre. On s’intéresse uniquement aux trajec-
toires infinies, qui peuvent étres exprimées en fonction des trois parameétres (A, tp,a).

3.1.1 Abscisse curviligne des tiges infinies

L’abscisse curviligne utilisée pour les tiges de trajectoire infinie est notée s € R. Avant tout
développement, il est nécessaire de lui choisir une origine. Pour ’abscisse S des tiges de longueur
finie, S = 0 a été choisie a I'une des extrémités : cela n’est évidemment pas possible pour s, qui
décrit ’ensemble des réels.

L’équation (2.41) implique que la courbure k a une valeur maximale. En effet la force F est
constante et la tangente t est unitaire, donc le produit F - t est minoré par —F'. Une analyse plus
minutieuse, & partir des diagrammes de phase §’ = f(#), montre que F - t a une valeur minimale
(Antman et Jordan 1975). On choisit comme référence s = 0 Pabscisse a laquelle ce minimum
pour F - t et maximum pour k est atteint. Par la relation (2.33) entre le moment et la courbure,
ce point est aussi un maximum pour la norme de M. Il vérifie donc £'(0) = 0 et M(0)-M’'(0) = 0.
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En utilisant les équations (2.31b) et (2.44), on s’apercoit que n(0) est orthogonal & F et que t(0),
M(0) et F sont coplanaires.

Ces propriétés sont utiles pour proposer un choix de repére global judicieux, dans lequel les
équations de trajectoires peuvent étre intégrées analytiquement.

3.1.2 Repére global de Landau

Le repére global {O, (ex, ey, €,)} est choisi sous une forme particuliére, notée {O, (e;, ej,ex)},

telle que . .
=—F, ¢ =—n(0), r(0)= I (M(0) -ej)e; . (2.52)

On rappelle que la courbure x est maximale en s = 0, donc seules les configurations droites
vérifient £(0) = 0. Dans ce cas, n(0) n’est pas défini mais le vecteur unitaire e; peut étre choisi
arbitrairement.

Ce choix de repére global implique que le terme constant Mo des équations de trajectoire,
défini en (2.35), vérifie

Mo -e; = M(O) -e; = Ky K,(O) b(O) -e; + K3 Qtt(O) -e; =0, (253)
Mo -e; =M(0)-e; —F xr(0)-e; =0, (2.54)
et avec 'équation (2.34),

MO = (M(O) . ek) e = (M . ek) e = )\Fek . (2.55)

Ainsi le repére choisi réduit la force constante F & une grandeur scalaire, et il annule toutes
les composantes de M perpendiculaires a F. De fait dans I’équation (2.34), le produit F x r
apparait comme la composante de M orthogonale & la force. On en déduit que

[IMEF[| = |[F x| = [[rtes ]| F (2.56)

ot e =r — (r-e;)ey.

3.1.3 Equation de trajectoire adimensionnée

L’adimensionnement des équations réduit de deux le nombre de paramétres en regroupant en
une seule configuration :

e Toutes les tiges dont les géométries différent seulement d’une homothétie (adimensionne-
ment des longueurs) ;

e Toutes les tiges de méme géométrie dont les états mécaniques (F, M) difféerent d’une
homothétie (adimensionnement des forces).

Tobias et al. (1994) ont choisi d'utiliser \/2Ky/F comme unité de longueur. Nous préférons

i=+/Ko/F, (2.57)
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parce que cela conduit a des diagrammes de bifurcations plus symétriques. Nous choisissons
également I’ comme unité de force. A partir de ce paragraphe, toutes les grandeurs avec dimension
sont notées avec un tilde ~ pour les distinguer de leur forme adimensionnée. La dérivée par
rapport a ’abscisse avec dimension 5 est notée avec un prime ’, tandis que la dérivée par rapport
a I'abscisse adimensionnée s est notée avec un point * :

F—NFF M:MFM r=pnr | (2.58)
E=(1/p) s A=pX tp=Q1/p)tp X' =(1/m)X

A T’aide des relations (2.46) et (2.55), cet adimensionnement transforme I’équation de trajectoire
(2.34) en

M(s):fxf+tp1":eer+)\ek. (2.59)

3.1.4 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cartésiennes adimensionnées sont notées (z,vy, z), tel que
r(s) =xz(s)e; +y(s)e; + z(s)ey . (2.60)

Pour résoudre ’équation de trajectoire adimensionnée (2.59), on utilise les coordonnées cylin-
driques (p, ¢, z) :

z=peos(d) , y=psin(d). (2.61)
On note u = p? = [|r*e*||2. Avec le repére global choisi en 3.1.2 et I’équation (2.56), la définition
de @ en (2.47) devient
., B :
a=2:+—u=2z2+u. (2.62)
Ky

En calculant aussi (2.59)-t puis en isolant ©? = 4u $? dans la relation
el =1, soit 2+ PPut =1, (2.63)

qui traduit 'inextensibilité de la tige, I’équation de trajectoire (2.59) devient
) 1
2(s) = §(a —u) (2.64a)

b(s) = <tp ~(a—u) ;) % (2.64D)

Lu(s) = £v/p3(u) , (2.64c)
ot p3(u) est un polynéme de degré trois, de racines (u1, ug, us), défini par
p3(u) = — (e3u® + eau® + e1u +0) = —(u — wr)(u — us)(u — u3) (2.65)

et
co=(Na—2tp)? e =4Xp—2)\a+a® -4, e9=X—2a, e3=1. (2.66)
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3.1.5 Racines de p3(u)

Pour intégrer (2.64c), il est nécessaire de factoriser ps(u). Les solutions sont donc exprimées
en fonction de ses racines (u, ug, us). Ces derniéres peuvent étre reliées aux paramétres (A, tp,a)
en résolvant le systéme

Ul + ug + uz = —e9 = 2a — A (2.67a)
ULUg + urus + ugus = 1 = AMtp — 2X%a +a® — 4 (2.67b)
ujugug = —9 = —(Aa — 2tp)2 <0. (2.67¢)

Le discriminant A de p3(u) est

A= A(\tp,a) = —(4p® + 27¢°%) , (2.68)
avec
1, 2 4, 1
p=p(\tp,a) = ~32 +e1, g=q(\tp,a)= 3752~ g1 +eo. (2.69)

Les racines uy (k = 1,2,3) sont toutes réelles si et seulement si A > 0, et dans ce cas elles sont
exprimées comme suit (Cox 2012) :

1 1 2 2
up = uk(\, tp,a) = §(2a — A + 2,/ fgcos <3arccos (g pZ) + ];W> . (2.70)

Cette définition a ’avantage de classer automatiquement les racines réelles dans ’ordre croissant :
u1 < ug < ug. Le cas p = 0 ne se produit que lorsque A = 0 et conduit & une racine triple
up = (2a — \?)/3.

3.1.6 Solutions

Sous les conditions exposées au chapitre 3, le systéme (2.64) a des solutions. Quand us # 0,
ces solutions sont exprimées avec des fonctions elliptiques de Jacobi et des intégrales elliptiques
de module m et de caractéristique n définis par

U3 — U2 Uz —u2

m=———=2 n=—2 (2.71)
us — uUp us

En sous-section 2.1 du chapitre 3, il est démontré que les poutres qui vérifient uz = 0 ont toutes
des trajectoires rectilignes unidimensionnelles.

Pour exprimer les solutions dans le cas ug # 0, les équations (2.64a) et (2.64b) ainsi que
I'inverse de I’équation (2.64c) sont intégrées de u a ug (Tobias et al. 1994). Aprés un changement
de variable sin?¥ = (u3 — u)/(u3 — us2), on obtient

1
U(s) = am(cys,m), avec cy = 5m, (2.72)
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ot am(-,m) représente la fonction amplitude de Jacobi, et

u(s) = uz — (ug — ug)sn’ (cy s, m) (2.73a)
6(5) = 5 A5+ TS0, U(s),m) + () (2.73b)
o(s) = %(a —u1)s — 2eq E(U(s), m) (2.73¢)

Ol Peor () est un terme correctif pour tenir compte des singularités lorsque la trajectoire intersecte

laxe z :
b (5) = {(Ls/sper—l/ﬂ + 1) 51 n=1 et m;él. (2.74)
0 sinon

sn(-,m) est la fonction sinus de Jacobi et E(-,m), II(n,-,m) sont les intégrales elliptiques de la
seconde et de la troisiéme espéce respectivement. L’annexe A donne les expressions des fonctions
et intégrales elliptiques utilisées. | -] est la fonction partie entiére.

Lorsque m # 1, la fonction u(s) de (2.73a) est périodique de période
2K (m)

Sper = c\p’ (2.75)

ou K(m) = F(n/2,m) est l'intégrale elliptique compléte de premiére espéce. De plus, ug et ug
sont respectivement les valeurs minimale et maximale de u(s) et

u(0) =u3, u(sper/2) =ug. (2.76)

Lorsque m = 1, la fonction u(s) n’admet pas de période.

La coordonnée angulaire ¢(s) de (2.73b) varie sur tout R. Elle est par conséquent continue
tant que la trajectoire n’intersecte pas 'axe z. Comme ¢(0) = 0, la partie entiére de ¢(s)/2m
est le nombre de tours effectués par r® autour de e de 0 & s (positif si les tours sont dans le
sens trigonométrique et négatif dans le cas contraire). Lorsque n = 1, ce qui équivaut a ug = 0,
le terme proportionnel a II(n, ¥(s), m) dans (2.73b) doit étre considéré comme nul. Dans ce cas,
la valeur corrective ¢eor(s) est nécessaire pour ajouter m a ¢(s) a chaque fois que la trajectoire
intersecte 'axe z.

Le systéme (2.73) donne l'expression analytique de presque toutes les trajectoires élastiques
infinies, paramétrées par seulement trois constantes (A, tp, a). Pour une vision compléte de ’elas-
tica idéale, il faut encore ajouter les poutres droites (pour lesquelles us = 0) obtenues en sous-
section 2.1 et les configurations de force nulle étudiées en sous-section 3.4.

3.2 Expression analytique des directeurs de Cosserat

Les directeurs de Cosserat peuvent étre obtenus de deux maniéres. Premiérement, il est pos-
sible d’exprimer les angles d’Euler ZY'Z (1,6, ¢) qui orientent (di,d2,d3) dans (e;,e;,ex).
Deuxiémement, ’angle ( entre le repére de Darboux et le repére de Frenet peut étre calculé.
Quelque soit la méthode, les directeurs sont exprimés en fonction des trois parameétres (A, tp,a)
et de deux parameétres additionnels (¢(0), K3/Kp) ou (¢(0), K3/Kp).
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3.2.1 Expression des angles d’Euler

Aprés adimensionnement, les équations d’orientation des sections (2.39) ainsi que 1’équation
(2.64a) donnent

W(s) = Al__tzge (2.77a)
¢(s) = <2 - 1> tp + tz:nge (2.77D)
2o(s) = 3(s) = %(a ), (2.77¢)

ot 'on note zp = cos(d) =t - e = 2.

Le systéme (2.77) peut étre intégré analytiquement (Nizette et Goriely 1999). En injectant
I'équation (2.73a) et en effectuant une décomposition en éléments simples, ce systéme peut étre
écrit comme suit :

. A+tp 1 A—tp 1
= 2.78
V() 2+a—u3zl—ntsn?(cys,m) 3 —a+usl—n-sn?(cys,m) (2.78a)
. Ky A+tp 1 A—tp 1
=\7. — 1)t - 2.78b
#(5) (Kg > P 2+a—wuzl—ntsn?(cygs,m) 2—a+uzl—n-sn?(cys,m) ( )
29(s) = a4 _2u3 s ; Y202 (cgs,m) , (2.78c¢)
avec
+ _ us — U9 - _ us — ug 979
" ug — (a+2)° " ug — (a—2) (2:79)
s ds
Or II(n, ¥(s),m) = j(; T (cgs. m) donc
P(s) = P(0) + ¥ (s) + 97 (5) + Yeor(s)  [27] (2.80a)
0(s) = arccos (a _2u3 + s ; 2 sn? (cys, m)) (2.80b)

o(s) = p(0) + (Ko/K3 — 1) tp s+ 47 (s) =¥ (s) + Yeor(s) [27] (2.80c)
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ou
A+tp 1 _ A—tp 1 _
T(s) = —————I(n", ¥ =1 v 2.81
VH(s) = I (W) m) L () = oM (0, W) m) . (281a)
(0 si s=0
(1 + signe(s)) 7/2 si m=1lettp=0
0 si m=1lettp #0
Yeor(8) = S (18/Sper| + [8/Sper — 1/2] +2) 7 si ug=a—2etuz=a+2. (2.81b)
([s/sper) + 1) m si upgF#a—2etus=a+2
(18/sper —1/2] + 1) 7 si ug=a—2etus#a+2
0 sinon

Lorsque le dénominateur de nt (respectivement n™) s’annule, les équations (2.80a) et (2.80c)
doivent étre modifiées en supprimant le terme ¥ (s) (respectivement ¢~ (s)). Dans 1’équation
(2.81b), les conditions doivent étre examinées successivement de haut en bas, et la premiére qui
est vérifice donne la valeur de 1.0 (s). Ce terme correctif est utilisé pour prendre en compte les
discontinuités de 1 et ¢ lorsque 6 vaut 0 ou 7. Le symbole | -] désigne la fonction partie entiére.

La quantité 1(0) est I’angle de précession du repére de Darboux en s = 0, autrement dit I’angle
de longitude de la tangente t(0) paramétrée avec les coordonnées sphériques. Or, le repére global
a été choisi pour que t(0) appartienne au plan {G(0), (e, ex)}. De fait, lorsque sin6(0) # 0, ¥(0)
vaut +7/2 et a le méme signe que 3(0) = p(0)¢(0). Lorsque sin(0) = 0, on observe que 1(0)
doit étre nul pour assurer la continuité du repére de Darboux. Avec I’équation (2.64b), on a donc

0 si sinf(0) =0

YO = 9 e (tp — (a - uy) ;)

(2.82)

sinon.

2ol

Les grandeurs K3/K et ¢(0) € [0, 27| sont des paramétres du probléme. En réalité, ¢(0) n’a
aucune influence sur la géométrie ou le chargement mécanique de la tige : il s’agit seulement
d’une référence arbitraire pour 'orientation du repére de Darboux autour de t = d3. Cependant,
il est nécessaire de choisir la valeur de cette référence dans les problémes concrets.

Par conséquent, le systéme (2.80) et les équations (2.5) donnent 'expression analytique des
directeurs de Cosserat en fonction de cing parameétres (A, tp, a, K3/ Ko, p(0)).

3.2.2 Expression de 'angle ( = (n/,al)

Les repéres de Frenet et de Darboux sont en rotation d’angle ¢ = (rﬁ) I’'un par rapport a
I'autre, autour de la tangente t = ds.
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Expression du repére de Frenet
Or, le repére de Frenet peut étre exprimé analytiquement & partir des équations de trajectoire.
En effet, la tangente est donnée par
t=a(s)e; +y(s)e; + 2(s) ek (2.83)
avec
i(s) = pcose — phsing , y(s) = psing + ppcosd, (s) = (a —u)/2, (2.84)

et d’apres (2.63) et (2.64b),

po) = sign(iy/1 = 22 = 26t p(5)9(5) = (1~ (0= )5 )

La normale est ensuite obtenue en calculant n = t/x (Pakleza 2002). En utilisant le fait que
I X I = kb, le produit vectoriel de ’équation (2.59) par t donne

1
; (2.85)

t=(vz-A))e;+ (yi+Ai)ej — (zdi+yy)ex, (2.86)
et le carré de 'équation (2.59) donne

K2(s) = u(s) + N2 —t% . (2.87)

Expression de ¢

De fait, pour exprimer le repére de Darboux, il suffit d’exprimer I'angle ¢, qui est tel que
(Love 1893, Coleman et al. 1993) .
()= —tg, (2.89)

ol tg est la torsion géométrique, définie par
tg=-b-n. (2.89)

Avec cette convention de signe, les hélices droites ont une torsion géométrique tg positive. En
utilisant I’équation (2.59) pour calculer la dérivée de b, on obtient (Tobias et al. 1994)

(a2 2
tg(s)—;<tp— 22— :229) tP)tP) | (2.90)

L’intégration de (2.88) donne alors

—(a 2 492
(6 =0 + (2 = 5 ) s+ G S N W) 4 Grls) (200

avec

n¢ = (uz — u2)/k*(0) , (2.92)
{(LS/Sper—l/QJ—i—l)ﬂ si tg=us=0 et ujug #0

0 sinon

Ceor(8) = (2.93)
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Le terme correctif (e (s) tient compte des singularités au niveau des points d’inflexion des
trajectoires 2D.

En définitive, le repére de Darboux est exprimé comme suit :
d; =cos(n+sinC(b, dy=—sin{n+cos(b, dzg=t. (2.94)

Ces expressions sont paramétrées par les cing constantes (A, tp,a, K3/Ky, ((0)).

3.3 Propriétés des tiges élastiques
3.3.1 Périodicité

Dés que m # 1, la coordonnée radiale p(s) des trajectoires élastiques ainsi que 1’angle d’Euler
6(s) sont périodiques de période spe, définie en (2.75). Leurs allures dans l'intervalle [0, sper]
sont représentées sur la Figure 2.3a pour des valeurs particuliéres des paramétres (A, tp,a).
Pour chaque tige élastique, ces deux fonctions atteignent leurs valeurs maximale et minimale en
s =0 et s = Sper/2 respectivement, et elles sont décroissantes sur [0, sper/2] et croissantes sur

[Sper/ 2, Sper]-

D’autre part, les équations (2.73) et (2.80) ainsi que les propriétés des fonctions elliptiques et
des intégrales elliptiques impliquent que pour toute tige élastique et pour tout (sg, k) € R x Z,

d)(SO + ksper) = ¢(30) + k¢(3per) (2-953)

2(s0 + k Sper) = 2(50) + k 2(Sper) (2.95b)

Y(s0 + k Sper) = ¥(s0) + kY (sper) — k1p(0) (2.95¢)

©(s0 + k sper) = ¢(s0) + kp(sper) — kp(0) (2.95d)

gC(SO + ksper) = C(SO) + kC(Sper) - kC(O) . (2956)

En notant

cp = (bSDiT) , Cy = Ziilj) , (2.96a)

cy = w(spegie: 1/1(0) Ly = (P(Spe;le: (P(O) L o= C(Spe;)pe: C(O) 7 (2.96b)

on en déduit que les fonctions ¢(s) —cg s, 2(s) — c. 8, P(s) — cy s, p(s) — cp 5 et ((s) — c¢ s sont
périodiques de période spe,. Les deux premiéres sont tracées sur la Figure 2.3b pour des valeurs
particulieres de (A, tp,a). Les expressions des extrema (sg1,542) et (5.1, 22) sont obtenues sans
difficulté en calculant les racines de la dérivée :

2 11 — K
sn! <\/ (n,m) (m),m> . S62 = Sper — S¢1 » (2.97)

o1 = Vus — uq nIl(n, m)

2 FE
dn~! < K(m),m> , 822 = Sper — Sz1 - (2.98)
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On remarque aussi que ¢(s) —cy s et z(s) — ¢, s sont impaires, donc d’aprés (2.97) et (2.98) leurs
valeurs extrémales sont opposées.

— o(s) — ¢S 2(s) — ¢, s

™

a— us
arccos -
2

a — Uz
arccos
2 0 YoS

Vg

§ N

0 Sper/2 Sper

0 S21 S¢1 Sper/2 S¢2 S22 Sper
(a) (b)

Figure 2.3. Tracé des fonctions p(s), 6(s), ¢(s) — css et z(s) — c. s, périodiques de période
Sper, pour A = 0.5, tp = 0.4 et a = 0. (a) Quelques soient les valeurs de A, tp et a, les fonctions
p(s) et O(s) sont décroissantes sur [0, Sper/2] et croissantes sur [sper/2, sper]. (b) L’évolution des
fonctions ¢(s) —cy s et z2(s) —c, s dépend des parameétres A, tp et a, mais elles s’annulent toujours
en sper/2 et les expressions de leurs extrema (sg1, 5¢2) et (s.1,5.2) sont connues.

Les équations (2.95a) et (2.95b) impliquent que les trajectoires élastiques infinies sont consti-
tuées de la répétition d’'un méme motif défini sur [0, spe,]. En effet, la partie [k sper, (K + 1) Sper]
est obtenue en appliquant a la partie [0, Sper] :

e une rotation d’angle k ¢(sper) autour de 'axe (O, ey) ;
e une translation de k z(spe,) suivant 'axe (O, ey,).

Comme (1, 0) sont les coordonnées sphériques de la tangente t, cette transformation de corps
rigide implique aussi que Vs € [0, Sper]

(S0 + ksper) = ¥(50) + kO(Sper) [27] . (2.99)

En combinant ce résultat avec I’équation (2.95c), on en déduit que les variations de ¢ et 1) sur
[50, 80 + Kk sper] sont congrues modulo 27. De plus, I'angle d’Euler ¢ de rotation intrinséque du

repére de Darboux est lié & celui du repére de Frenet, noté ¢p, et a 'angle ( = (n/,d\l) par

o(s) = pr(s) +((s) [27] . (2.100)

Or, la rotation et la translation d’axe (O, ej) conservent 'angle ¢, donc Vsg € [0, sper],

PF(s0 + ksper) = ©r(s0) [27] (2.101)
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et les variations de ¢ et ¢ sur [so, So + k Sper] sont congrues modulo 27.

Avec les équations (2.73), (2.80) et les propriétés des fonctions elliptiques et des intégrales
elliptiques, on peut aussi montrer que pour toute tige élastique et pour tout k € Z,

¢k sper/2) = (k/2) ¢(5per) (2.102a)
2k sper/2) = (k/2) 2(per) (2.102b)
V(K sper/2) — ¥(0) = (k/2) (Y(sper) — ¥(0)) (2.102¢)
o(k sper/2) = (0) = (k/2) (¢(sper) — £(0)) (2.102d)
(K sper/2) = €(0) = (k/2) (C(sper) — €(0)) - (2.102¢)

3.3.2 Symétries

A partir des expressions de la trajectoire et des directeurs de Cosserat, on se rend compte que
la transformation

()\, tp, a, Kg/K(), (p(O)) — (—/\, —tp, a, Kg/KQ, —(p(O))

change toute configuration d’équilibre de tige élastique en sa symétrique par rapport au plan
(O, e;,er). En effet, avec I’équation (2.65) on remarque que cette transformation ne modifie pas
ps(u) et que par conséquent, les racines (ug,us,us) restent inchangées. Les équations (2.73),
(2.80), (2.91) et (2.94) impliquent donc, en notant (X;, X;, X}) les coordonnées de tout vecteur
X dans la base (e;, ej, ex), que

(pv ¢7Z) — (pv _¢7 Z) ] (7?;9790) — (_1/}797 _90) ) C — _C )
(ni, mj, ) — (ng, —nj,ng) , (bi, b, b)) — (=bi, bj, —bk) , (i, tj,te) — (ti, —t5,tx) ,
(duiydij, di) — (dii, —dij, dix) » (doi, daj, dox) — (—da;, daj, —day) - (2.103)

Par ailleurs, chaque trajectoire élastique infinie posséde deux symétries. Premiérement, la
fonction p(s) est paire et les fonctions ¢(s) et z(s) sont impaires. Par conséquent,

p—>p T —x
§— =85 = (¢p——0 = y— -y - (2.104)
Z—r —Z z—r =2

Les trajectoires sont donc symétriques par rapport a I'axe (O, e;). Deuxiémement, avec les équa-
tions (2.95), on remarque que

p—>p

S —> Sper —§ = ¢7¢(%)_)7[¢7¢<5P2j)} . (2.105)

== (5) == ()

Cela signifie que les trajectoires sont symétriques par rapport a I’axe coupant (O, ey) en z(Sper/2)
et dirigé par le vecteur e, = cos(¢)e; + sin(¢) e;.
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3.4 Cas de force nulle

Les expressions obtenues en 3.1 et 3.2 ne sont valables que lorsque la force agissant sur les
sections n’est pas nulle. Depuis ’adimensionnement proposé en 3.1.3, cette force est notée f‘,
avec un tilde pour la distinguer de sa valeur adimensionnée. Les tiges vérifiant F = 0 sont des
hélices (Love 1893). Pour les exprimer, il faut repartir des équations d’équilibre avec dimension.
En dérivant I'équation (2.34) par rapport a l'abscisse dimensionnée s € R et en prenant la

composante suivant la normale n, on trouve que F = 0 implique
Kotar = K34 % . (2.106)

L’équation (2.34) avec F=0 implique également que le moment M(E) = M, et la courbure &
sont constants. Quand k # 0, on a donc

te = (K3/Ko)Q = tp . (2.107)

Par conséquent, les configurations de force nulle sont des tiges en hélice pour lesquelles la torsion
géométrique est égale & la torsion physique.

3.4.1 Repére global

Pour étudier ces géométries plus précisément, il faut premiérement choisir un repere global
{O, (ei,ej,e;)}. Par analogie avec le cas F # 0, 'axe (O, -e;,) est confondu avec I’axe des hélices.

Pour ce faire, ey, est choisi colinéaire & My et de facon a ce que My - e soit positif pour les hélices
droites et négatif pour les hélices gauches :

M, = Myey, = signe(€2;) HMOHek (signe(0) =1) . (2.108)

Les autres axes et 'origine O sont ensuite choisis pour que

e; = —n(0), F(0) = Foe; = (Ko 7/M2)e: . (2.109)

Ce choix de repére implique que Mg ne doit pas étre nul. Toutefois, le cas ]\70 = 0 est trivial
puisqu’il correspond a une tige rectiligne au repos. Dans 1’équation (2.109), o a été choisi pour
que I’hélice soit centrée sur 'axe z (voir 3.4.3).

3.4.2 Equation de trajectoire adimensionnée

On choisit IA(B / ]Tjo comme unité de longueur et ]\%2 / IA(B comme unité de force. Les quantités
sans dimension sont alors notées sans tilda, et la dérivée par rapport a ’abscisse curviligne
adimensionnée s est marquée avec un point, au lieu d’un prime ’ pour la dérivée par rapport a
'abscisse dimensionnée s. Cet adimensionnement transforme 1'équation de trajectoire (2.34) en

M(s):fxi‘—l—tpi':ek. (2.110)
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Comme r X ¥ = kb, la valeur constante de la courbure x est obtenue en élevant 1’équation

(2.110) au carré :
k=1/1-12 (2.111)

k=0 <= tp==%1. (2.112)

On remarque que

3.4.3 Expression de la trajectoire et des directeurs

Coordonnée axiale z

La composante suivant t de 1’équation (2.110) donne

tp =2%(s), donc z(s)=tps. (2.113)
L’inextensibilité ||t(s)|| = 1 implique que
—1<is)=tp<1. (2.114)

Coordonnées x et y

Le produit vectoriel de (2.110) par t donne

{j =Y donc {x =y +&0) . (2.115)

y=x y=x—xzo+y(0)
Comme e; = —n(0), on a
#(0) = t(0) - ¢; = —t(0) - n(0) =0, (2.116)
#(0) =kn(0)-e;=—r, §j(0)=kn(0)-e; =0, 2(0)=~rn(0)-e,=0. (2.117)
En intégrant le systéme (2.115), on obtient
x(s) = po (cos(s) — 1) + xg (2.118a)
y(s) = posin(s) (2.118b)
avec
po=+r>0. (2.119)

Pour que les hélices soient centrées sur I'axe z, il est judicieux de choisir 'origine du repére global
telle que

o~ —2_
x9 = po, donc Ty = (Ko/Mpy)zo= Ko I{/Mg . (2.120)

Directeurs de Cosserat

Comme les torsions géométrique et physique sont confondues, I'intégration de I’équation (2.88)
donne

(6 =<0+ (2 1) s (2.121)
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3.4.4 Classification

Les hélices F = 0 peuvent étre caractérisées par leur rayon, pg, et leur pas, p, :

po=rk=1/1—-t4>0, p,=z(s=2m)=2rtp. (2.122)

Elles sont par conséquent classées en fonction de tp € [—1, 1] comme suit :

e Pour tp = —1, la tige est rectiligne et sollicitée uniquement par un moment de torsion
négatif ;

e Pour —1 < tp < 0, la trajectoire est une hélice gauche dont le rapport pg/p, dépend de
tp et décrit tout U'intervalle | — oo, 0[;

e Pour tp = 0, on obtient un cercle sollicité en flexion uniquement ;

e Pour 0 < tp < 1, la trajectoire est une hélice droite dont le rapport py/p, dépend de tp
et décrit tout l'intervalle 0, 4o00[;

e Pour tp = 1, la tige est rectiligne et sollicitée uniquement par un moment de torsion
positif.

4 Conclusion du chapitre

Les objectifs de la thése, énoncés dans la sous-section 4.1 du premier chapitre, peuvent étre
précisés davantage au regard des développements du chapitre 2. Nous souhaitons proposer une
classification des géométries de poutres élastiques a I’équilibre. Il a été vu en section 1 que sous les
hypothéses de l'elastica idéale, ces géométries sont paramétrées dans un espace de dimension 9.
Cependant, il est possible de définir ces paramétres de fagon & hiérarchiser le probléme. En utili-
sant le formalisme de Landau, on s’apercoit en effet que seuls trois parameétres (A, tp, a) suffisent
pour exprimer analytiquement ’ensemble des trajectoires infinies de tiges élastiques. Deux para-
metres (K39 = K3/Kp, p(0)) doivent étre ajoutés pour spécifier complétement les directeurs de
Cosserat. Les tiges élastiques de longueur finie sont alors décrites comme des portions de tiges
infinies, ce qui requiert deux paramétres supplémentaires : ’abscisse curviligne adimensionnée
Sini OU commence la trajectoire finie et la longueur adimensionnée L de cette derniére. Enfin, la
longueur réelle (non adimensionnée) L de la tige et la rigidité en flexion Ky donnent les facteurs
d’échelle de I’adimensionnement. I1 y a donc 9 paramétres, mais si on choisit de classer les tiges
élastiques selon les caractéristiques géométriques de leurs trajectoires infinies, les trois quantités
(A, tp,a) sont suffisantes et ’espace de travail est de dimension 3. Ces paramétres ont été définis
précisément en section 2 et utilisés en section 3 pour écrire les expressions de la trajectoire et des
directeurs de Cosserat. Ces expressions doivent maintenant étre analysées pour classer I’ensemble
des configurations d’équilibre dans l'espace décrit par (A, tp,a).

Ce chapitre 2 contient une description compléte de la statique des tiges élastiques idéales avec
le formalisme de Landau. Les expressions analytiques de la trajectoire et de 'orientation des
sections ne sont certes pas nouvelles, mais nous avons réuni ces deux résultats dans le méme
formalisme, en utilisant des paramétres (X, ¢p,a) qui ont un sens physique et qui sont associés
bijectivement (ou presque) a l'ensemble des configurations d’équilibre. Seules les tiges de force
nulle doivent étre étudiées séparément pour assurer la bijectivité, ainsi que les tiges rectilignes.
En effet, il sera observé au chapitre 3 que certaines tiges rectilignes se superposent a d’autres
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géométries, sur un segment de I’espace (A, tp, a). Plusieurs informations supplémentaires ou mo-
difications ont été apportées sur le formalisme de Landau par rapport a ce qui est décrit dans la
littérature :

Les paramétres (A, tp,a) ont été reliés aux quantités physiques décrivant le probléme.
En particulier, le parameétre a qui est habituellement présenté comme une constante
d’intégration, a été écrit en fonction de la force de traction et du moment orthogonal &
la force;

Les choix du repére global et de l'origine de I’abscisse curviligne ont été donnés expli-
citement. Ceux-ci conduisent, entre autre, & annuler les composantes du moment en O
orthogonales & la force;

Le scalaire 1/ K(/F a été utilisé comme unité de longueur au lieu de /2K /F, parce qu'il
conduit a des diagrammes de bifurcation plus symétriques (voir chapitre 3) et correspond
donc mieux a nos objectifs. Ceci explique les différences observées entre nos expressions
de trajectoires et celles de Tobias et al. (1994);

Les racines (u1,ug,us) ont été exprimées analytiquement, avec des fonctions qui garan-
tissent que u; < ug < uz;

L’orientation des sections a été donnée de deux facons différentes, en exprimant les angles
d’Euler mais aussi 'angle ( entre le repére de Frenet et le repére de Darboux. Ces deux
formulations sont complémentaires, parce qu’elles présentent des singularités en des points
différents ;

Les singularités des expressions de la trajectoire et des directeurs de Cosserat ont été
prises en compte dans des termes correctifs ;

Les configurations de tiges pour lesquelles la force interne est nulle ont été exprimées
analytiquement et classées dans ’espace 1D qu’elles décrivent.

Le chapitre 3 est consacré a la classification des tiges élastiques, par ’analyse des expressions
ainsi obtenues.
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1 Détermination du domaine de définition

Les expressions de la trajectoire infinie et des directeurs de Cosserat obtenues au chapitre 2
sont valables uniquement lorsque les équations différentielles (2.64) sont intégrables. Cela im-
plique que les paramétres adimensionnés (), tp, a) évoluent dans un espace ® C R?® & déterminer
avant toute démarche de classification. La caractérisation de ce domaine de définition est pré-
sentée dans cette section. En sous-section 1.1, la condition d’appartenance & ce domaine est
formulée et D est identifié comme un demi-espace de dimension trois, inclus dans R? x [—~2, +o0.
On propose ensuite deux méthodes de résolution. En sous-section 1.2, la démarche détaillée dans
Ameline et al. (2017) est décrite succinctement. Elle consiste a étudier le signe du polynéme
p3(u), et aboutit a la définition de la borne inférieure du domaine ® sous la forme d’un tri
numérique entre quatre expressions analytiques. En sous-section 1.3, une deuxiéme méthode est
présentée, ou la borne inférieure est obtenue par minimisation de I’Hamiltonien. Le résultat est
cette fois-ci entiérement analytique. A notre connaissance, ce calcul du domaine de définition des
paramétres de Landau n’avait encore jamais été effectué.

1.1 Formulation

Les équations différentielles (2.64) sont intégrables si et seulement si il existe un intervalle
D, C RT tel que
Vu€ Dy, p3(u)>0. (3.1)

D,, peut éventuellement étre réduit & un singleton.

Etant donné que les coefficients de ps(u) dépendent des paramétres de Landau (A, tp,a), la
condition (3.1) a des répercussions sur ces derniers. Les définitions de A et tp en (2.45) et (2.46),
en fonction de la force et du moment agissant sur les sections, montrent que ces paramétres
varient sur tout R. De méme, I’équation (2.47) montre que a ne peut pas étre majoré. Toutefois,
la condition |[t|| = 1 implique que a > —2. Par conséquent, le domaine de définition ® C R? doit
étre recherché sous la forme

()\,tp,a) €D <— a> CLMm()\,tp) > —2. (3.2)

1.2 Etude du signe de p;(u)

Une premiére méthode pour déterminer la fonction apsin (A, tp) est d’étudier le signe du poly-
nome p3(u). Avec I'équation (2.65), on sait déja que ps(u) est positif lorsque u — —oo et négatif
lorsque u — +o00. Des informations plus précises peuvent étre obtenues avec le discriminant A
de ps(u), défini par ’équation (2.68).

Si A < 0, alors p3(u) a deux racines complexes conjuguées et une racine réelle simple up.
D’apreés (2.67c), cette derniére est négative. Si ugp < 0, la condition (3.1) n’est pas vérifiée. Si
ugp =0, (3.1) est vérifiée en prenant D,, = {0}. Les configurations de tiges correspondantes sont
telles que u = cste = 0 et sont par conséquent rectilignes. On choisit d’exclure ce cas du domaine
de définition. La sous-section 2.1 montrera que le domaine ® ainsi obtenu contient bien toutes
les tiges rectilignes.
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Le domaine de définition © recherché vérifie donc A > 0. Dans ce cas, p3(u) a trois racines
réelles u; < ug < ug. Avec I'équation (2.67c), on s’apergoit que uj est négative et que ug et ug
sont de méme signe. De fait, la condition (3.1) est satisfaite si et seulement si ug est positive, en
prenant D,, = [ug,us] ou, le cas échéant, D,, = {us} = {0}. Le domaine de définition © est donc
défini par

A(AatPaa) >0
(M tp,a) €D < (et = u; <0<uy <ug. (3.3)
Ug()\,tp,a) >0

Dans Ameline et al. (2017), nous avons étudié minutieusement les signes de A et us. Les
quatre racines complexes de A ont été exprimées analytiquement en fonction de A et tp afin
d’établir son tableau de signes. La condition usz > 0 a été explicitée avec la régle des signes de
Descartes sur le polynome ps(u). En définitive, cette étude a montré que la surface apzin (A, tp)
est incluse dans I’ensemble A = 0. La fonction apzi, (A, tp) a été obtenue et exprimée par un tri
numérique des racines réelles de A.

Cette démarche a également donné une caractérisation de I’ensemble A =0 :

(A, tp,a) €D
et
(A tp,a) €D a = aprin(A, tp) m=0
et < <{ou = ou . (3.4)
A\ tp,a) =0 tp=MX€]—2,2[eta=2 up =up =uz =0
ou
m=1

Dans les équivalences (3.4), les ensembles séparés par 'opérateur "ou" sont tous disjoints. En
résolvant I’équation (2.67) avec u; = ug = 0, on obtient que

(A tp,a) €D et m=1 <= tp=X¢€]—22[eta=2. (3.5)
On en déduit que

m =0
(A, tp,a) €D et < ou <  a=apnin(\tp). (3.6)

Ul = U2 = uUus = 0
D’autre part, en résolvant (2.67) avec u; = ug = ug = 0, on trouve que
(Mtp,a) €D etup =up=u3=0 <<= A==F2etlp=Aeta=2. (3.7)

Nous verrons par la suite que les équations (3.5) a (3.7) sont utiles pour la classification, car
I’ensemble A = 0 contient une grande partie des trajectoires particuliéres.
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1.3 Minimisation de I’Hamiltonien adimensionné

Une deuxiéme méthode pour déterminer la fonction apzin (A, tp) est de minimiser I’Hamilto-
nien, ou encore la quantité U définie en (2.51). En effet, aprés adimensionnement des équations
(2.48) et (2.51) on obtient

1 1
U=H - §(K0/K3)t§3 =5+ N —13) . (3.8)

Pour des valeurs fixées de A et tp, 'expression de aprin(A, tp) peut étre obtenue a partir du
minimum de la quantité U. D’autre part, 'adimensionnement de I’équation (2.50) donne
1 (A —tpcosh)?

1.5
U = 50 + V(@) = cste N avec V(Q) = im -+ COSH . (39)

En considérant 6 et 6 comme des variables indépendantes, le minimum Ujy;, de la fonction

U(6,0) vérifie

a—U(é, 0) =0 0=0
. o0
U0,0) =Uprin = (et = eatv : (3.10)
U . oV g —
25 (0.0 =0 500 =0

Les deux conditions obtenues en (3.10) sont compatibles entre elles pour toute valeur de ’abscisse
curviligne s : il suffit de choisir § indépendant de s. Par conséquent, le minimum global de U
est atteint pour une configuration d’équilibre dont ’angle 6 est constant et minimise V(). Pour
calculer ce minimum, on résout

oV 9V Ocosb
90 Ocosf 00
L’équation (3.11) est en fait 9V /dcos@ = 0. Les deux solutions § = 0 et = 7 de dcosh/90 = 0

ne sont toutefois pas oubliées. En effet, pour § = 0 (respectivement § = 7) V() n’est défini que
sitp = A (respectivement tp = —\) et (3.11) est bien respectée.

=0 <= cos'0—(2+Atp)cos? O+ (N2 +t%)cosf+1—Atp =0. (3.11)

Les quatre racines du polynome de degré 4 en cosf sont calculées formellement (i = 1,2, 3,4) :

L | i

$0i = 2+ At 2 Ntp— oy — (D212 TPP) (319

cos 2 +Atp + 1+ 5 + Atp — 1 — (=1) S v (3.12)
avec

21/3 (4 — Atp)? 1 1/3
- = —4(4 — 6 1 2
e 32 3x21/3H2 K27 (“3 + \/ 4(4—-Atp)° + Mg) . (3.13a)
pa = =2(24+ Atp)* +72(2+ Atp) (1= Atp) +2T(N +15)* . (3.13D)

Le symbole [-] désigne la fonction partie entiére par excés ("ceiling function" en anglais).

En tragant les quatre racines (3.12), on s’apergoit qu’elles sont classées et qu’une seule est
comprise entre —1 et 1. Les deux premiéres sont toujours réelles, et

cosf; < —1 < coslfy <1< cosblyg <cosby. (3.14)
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De plus, a chaque fois que cosf; = —1 ou cosf3 = 1, ces racines sont confondues avec cosfs. On
en déduit que la seule solution qui minimise V(6) est cosf. La fonction U est donc minimale
lorsque 6 = 0 et 6 = 05. Avec les équations (3.8) et (3.9), on obtient

arin( A, tp) =2V (02) — N> + t5 . (3.15)

BE cosOi(\tp) BB cosOa(N tp) [ cosbs(\,tp) [ cosbsi(N tp)
H Plans cosf = —1 et cosf = 1

Figure 3.1. Tracés des solutions cos6; (i = 1,2,3,4) de I'équation 0V/06 = 0 et des deux
plans cos = —1 et cosf = 1, en fonction des paramétres A et tp : A € [=b,b], tp € [—b,b] et
cosf € [-b—1,b— 1] ot b =2 pour le tracé (a), b = 3 pour le tracé (b), b =5 pour le tracé (c)
et b = 10 pour le tracé (d). On remarque que cosf; < —1 < cosfy < 1 < cosbl3 < cosby, par
conséquent seule cos s est une solution valable.
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L’expression de cosf2 dans (3.12) peut rencontrer des singularités en tp = +A. Pour les éviter,
on refait la résolution de I’équation (3.11) dans ces cas particuliers, ce qui donne

—“1+|A s tp=Xe[-2,2]
cosfy = ¢ 1 si tp=A€]—o00,—2[U[2,+0o0] , (3.16)
-1 si tp=-—\

donc
AN H4aN -2 si o tp=A€E[-2,2

amin(A, tp) = < 2 si tp=A€]—o00,—2[U[2,+o0[ - (3.17)
-2 si tp = -2

Les Figures 3.5 et 3.6, a la fin du chapitre, montrent des tracés de la surface aprin(\, tp)
délimitant le domaine de définition ® des paramétres de Landau. Les lieux des trajectoires
particuliéres étudiées en section 2 y sont également représentés.

2 Analyse des trajectoires particuliéres

L’objectif de cette section est de caractériser et classer toutes les trajectoires particuliéres de
tiges élastiques, en vue d’en identifier certaines avec des structures connues d’acides nucléiques.
Par ailleurs, ces trajectoires sont souvent localisées sur des singularités des expressions (2.73),
(2.80) et (2.91). Par conséquent, il est nécessaire de les étudier pour appréhender les bifurcations
du probléme et proposer une implémentation robuste des équations. Avec les expressions de la
trajectoire infinie et des directeurs de Cosserat obtenues au chapitre 2 et le domaine de définition
déterminé en section 1 du présent chapitre, cette premiére étape de classification est désormais
possible. Les trajectoires 1D (poutres rectilignes) et 2D (cercles et elastica d’Euler) sont analysées
en sous-sections 2.1 et 2.2. On se concentre ensuite, en sous-sections 2.3 et 2.4, sur les hélices
et les homoclines. La sous-section 2.5 est consacrée aux poutres fermées. Enfin, une synthése est
proposée en sous-section 2.6, ol chaque trajectoire particuliére est localisée dans ’espace des
parameétres (A, tp,a). Les Figures 3.5 et 3.6 sont des tracés des lieux de ces trajectoires.

2.1 Trajectoires 1D

Les tiges de trajectoire 1D (i.e. rectiligne) ne sont soumises a aucun moment de flexion. Elles
sont uniquement sollicitées en traction (ou compression) et en torsion. De fait, elles sont dirigées
parallélement a l'axe (O, ey) puisque le vecteur unitaire e a été choisi colinéaire a la force F.
Etant donné que k = cst = 0 et t = +eg, le produit scalaire de 1'équation (2.59) avec t donne

tp=AX (t-ex) =+£A\. (3.18)
L’absence de moment de flexion annule le second terme du paramétre a, défini en (2.47) :

a=2(t-e) =+2. (3.19)
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L’ensemble des tiges rectilignes occupe donc toute la région ®1p définie par

tp=Xet a=2
(A tp,a) € D1p <= (ou . (3.20)
tp=—X et a=-2

Le cas a = 2 correspond & la traction et le cas a = —2 a la compression. Cela est résumé dans
la Figure 3.5. Avec la définition de k en (2.87), on remarque que u = cste = 0, donc les tiges
rectilignes sont toujours confondues avec 'axe (O, ey).

Il faut cependant noter que les équations de trajectoire (2.73) ne donnent pas des tiges recti-
lignes lorsque a = 2 et tp = A €] — 2,2[, mais des homoclines étudiées en sous-section 2.4. Par
conséquent, cette région de l'espace (A, tp,a) superpose deux types différents de trajectoires. Les
poutres rectilignes ne sont pas prises en compte dans (2.73) a cause de I'intégration de (2.64c)
de u a wug, qui omet les solutions u = cst = uy # ug. Ce sont néanmoins les seules trajectoires
F # 0 oubliées dans les équations (2.73).

Les équations (2.67¢) et (3.20) impliquent que les trajectoires 1D sont telles que
uiusugz = 0 . (3.21)

Réciproquement, toute la région ujusus = 0 ne correspond pas & des tiges rectilignes. Toutefois,
d’aprés les sous-sections 1.1 et 1.2, ug = 0 implique que lintervalle D, de la condition (3.1)
se réduit a {0}, donc que la trajectoire est 1D et (A, tp,a) € D1p. Avec I'équation (2.67b), il
s’ensuit que ujus = 0 et comme u; < uo < ug, on en déduit que uz = 0 implique us = 0.

2.2 Trajectoires 2D

Les tiges de trajectoire 2D sont obtenues lorsque la coordonnée z(s) est constante ou lorsque
¢(s) est constante par morceaux.

2.2.1 Cas z(s) constant : cercles de torsion physique non nulle

Les équations (2.64a) et (2.76) donnent
z(s) constant <= wu(s) =cste=a=ug=wuz >0. (3.22)

Cela correspond a des cercles dans le plan (O, e;,e;), de rayon \/a et de centre O. On a alors
b = +ey, et le produit scalaire de I'équation (2.59) par e conduit a

/\:(b'ek)n:(b-ek)\}a:i\/layéo. (3.23)

De plus, I’équation (2.63) due a 'inextensibilité implique que

b=(b-er)—==A#0. (3.24)

<

a



78 Chapitre 3. Classification des tiges élastiques

Avec I’équation (2.64b), on trouve que

tp=~#0. (3.25)

1
X

Réciproquement, les équations de trajectoire (2.73) pour {\ = £1/v/a,tp = 1/X,a > 0} sont
bien celles de cercles. Ainsi, I’ensemble des cercles munis d’une torsion physique non nulle occupe
toute la région ®ercles définie par

1 1
(M tp,a) € Deercles <= a>0et A=+— et tp= 1 (3.26)

va

Ce domaine est représenté sur la Figure 3.5.

2.2.2 Cas ¢(s) constante par morceaux : elastica 2D

En considérant ’équation différentielle (2.64b), on trouve que

{Trajectoire 2D {a € [-2,+o0]
<~

3.27
tp=A=0 ( )

¢(s) constante par morceaux

Cela correspond & lelastica 2D, qui a été complétement classée par Euler. Il s’agit de tiges
élastiques en flexion plane. Le domaine correspondant est tracé Figure 3.5.

Note objectif étant de regrouper une classification exhaustive dans le formalisme de Landau,
nous proposons une classification de l’elastica 2D en fonction du paramétre a. En résolvant le
systéme (2.67) avec les conditions a > —2 et u; < 0 < uy < ug, on obtient déja que

u1(0,0,a) = -2+a

a€l-2,2 = u2(0,0,a) =0 ; (3.28)
u3(0707a) =2+a
ul (O, 0, CL) =0

ac€[2,+oo] = u2(0,0,a) = —24+a . (3.29)
’LLg(0,0,a) =2+a

Les deux conditions a € [-2,2[ et a € [2,400[ correspondent respectivement a l’elastica 2D
inflexionnelle et non-inflexionnelle (Love 1893).

Elastica 2D inflexionnelle

Dans le cas inflexionnel a € [—2,2], les équations de trajectoire (2.73) et les expressions des
racines (3.28) donnent

(2(s) = 2/ en(s, m) = V3T aen <s, 2 ! a) (3.30)

y(s) =0 (3.30b)

2+a 24 a
4 T4

(3.30c)

2(s) = s — 2 [am(s,m), m] = s — 2 [am <s,

\
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avec 54
u3 — ug a
= = ) 3.31
mn us — ux 4 ( )
La période de u(s) = x(s)? est donnée par
2K 2
Sper = Cim) = 2K (m) = 2K < Z“) . (3.32)

Plusieurs classes de solutions peuvent étre identifiées. Avec I’équation (2.64a) et sachant que
u varie de ug = 0 & usz = a + 2, on constate que :

e Pour —2 < a < 0, Z ne s’annule jamais, donc z(s) est strictement croissant ;
e Pour a > 0, Z s’annule et z(s) n’est pas monotone.

Le cas limite est obtenu en a = 0 (voir Figure 3.2). Une autre valeur limite de a est définie
lorsque 'auto-contact commence. Cette derniére est caractérisée par

2(s1) = z(Sper) , (3.33)

ou s1 est I'abscisse dans ]0, sper /2] qui vérifie 2(s1) =0 :

_ [—1+2m s
S1 =c¢Cn 1 ( 2m,m> €:|0, p2€7“:| . (334)

Cette équation peut étre résolue numériquement :

Mcontact = 0. 731 183

contact = Mcontact — 2 = 0.024732 (335)
Enfin, la lemniscate de Bernoulli est obtenue en résolvant (Love 1893)
K(m)=2E(m) . (3.36)
Numériquement, on obtient
Miem = 0.826115 , (3.37)

Alem = 4Mjem — 2 = 1.30446 .

Cette classification de 'elastica 2D inflexionnelle est synthétisée Figure 3.2.

Elastica 2D non-inflexionnelle

Dans le cas non-inflexionnel a € [2, +00[, les équations de trajectoire (2.73) et les expressions
des racines (3.28) donnent

(2(s) = \/%dn (\/‘%m> _ \/chn <s, 7711) — 2+ aen (s, 2 Z “) >0 (3.38)

y(s) = (3.38D)

2(s) = <§L - 1) 5 — \/%E [Am (\/Sm m> m] (3.38¢)
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5 5 5 5 5
2] 2 -2f 2 —éZ —%2 —%2
-5 -5 -5 -5 -5
a=—1 a=—0.5

a=-—15
a=—2 —2<a<0 a=20
1.7 1.7
e -1.7 -1.7
a=0.7 a=1.1
0<a<0.924732 a =0.924732 0.924732 < a < 1.30446
1.7 5
- 2 - 2 2.2
-1.7 ¥4 -5
a=1.7
a = 1.30446 1.30446 < a < 2 a=2

Figure 3.2. Trajectoires de 'elastica 2D inflexionnelle. La coordonnée z(s) (axe vertical) est
tracée en fonction de z(s) (axe horizontal).

avec
u3 — U2 4
m = =

= . 3.39
U3 — U 24+a ( )
On remarque que les expressions (3.30a) et (3.38a) de z(s) sont identiques lorsqu’on utilise le
paramétre a au lieu de m. Ce n’est pas le cas, a priori, des expressions (3.30c) et (3.38c).

Une trajectoire critique est obtenue quand a = 2. Dans ce cas, m = 1 et la fonction z(s)
n’est pas périodique : la trajectoire est une homocline (voir Figure 3.3). Quand a > 2, x(s) est
périodique de période

2K (m) 4 4
Sper = = = 2y/mK(m) = K <2+a> . (3.40)

La valeur minimale de a pour laquelle les tiges sont en auto-contact est telle que
z(s1) = 2(=sper/2) , (3.41)

ot s1 est 'abscisse dans ]0, sper /2] qui vérifie 2(s1) =0 :

2 — er
s1=mdn! ( 2m’m> € }O, Sp2 } . (3.42)
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En résolvant numériquement, on obtient

Meontact = 0.843627 |
4
Gcontact — ————— — 2=2.74143 .

Mcontact

(3.43)

La classification de I’elastica 2D non-inflexionnelle est synthétisée Figure 3.3.

5 3r 3r 3r
2.2 2 3 i % 3 3
-5 -3 -3 -3
a=2.2 a=2.5
a=2 2<a<2.74143 a—=2.74143
287
1.5 1.5
3.5 g 3.5 3.5
-1.5 -1.5
-2.8"¢
a > 2.74143

Figure 3.3. Trajectoires de 'elastica 2D non-inflexionnelle. La coordonnée z(s) (axe vertical)
est tracée en fonction de x(s) (axe horizontal).

2.3 Hélices

Les tiges dont la trajectoire est une hélice sont particuliérement importantes pour la modé-
lisation moléculaire. Ces configurations ont une courbure s constante, donc d’aprés (2.87) elles
vérifient u(s) = cste et d’aprés (2.76), ug = us. Réciproquement, les équations de trajectoire
(2.73) avec ug = ug conduisent a

p(s) = cste = J/us (3.44a)

P(s) =cps (3.44b)
2(s) =cys (3.44c)
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avec

1 2tp — a\ 1

Ce sont bien les équations d’hélices. Avec I’équation (3.6), on en déduit que les hélices occupent
toute la région d’espace Diyglices définie par

m =0
()\,tp,a) € Dhilices = Uz = U3 <— ou <~ a= aMm()\,tp) . (346)

U1:U2:U3:0

On remarque que les tiges rectilignes et circulaires sont incluses dans cette région : ce sont
en effet des cas particuliers d’hélices. Cependant, la définition (3.46) de Dypelices Omet la partie
a=2ettp=M\E€]— 2 2] des tiges rectilignes, pour les raisons évoquées en sous-section 2.1.

Les directeurs de Cosserat des hélices sont obtenus avec, par exemple, 'angle d’Euler ¢(s). A
partir de (2.77b), on remarque que pour m = 0 cet angle varie linéairement avec s :

. tp — )\CZ
QO(S) = < — 1> tP + 1_702 = cste . (347)

Pour obtenir 'expression du rayon py = \/uz = /u3, on remarque avec (2.68) que

27
—— ==*1. 3.48
Ve (3.48)
Avec l'expression (2.70), on en déduit que

q | 27 q 27

Le rayon des hélices m = 0 est alors donné par

pozﬁ:\/;@a—Au\/—Tp), (3.50)

ou p est défini en (2.69). Le pas p, vaut

A=0 —

RS

py = z(¢p=2m) = o =9 (a = ug)u

. 3.51
Co 7T)\U3+2tp—a)\ ( )

La convention utilisée pour définir le pas implique que ce dernier est positif pour les hélices
droites et négatif pour les hélices gauches. Lorsque le dénominateur s’annule, ¢ = cste = 0 car
¢y = 0, donc la trajectoire est rectiligne. Lorsque le numérateur s’annule, z = cste = 0 et d’apres
le paragraphe 2.2.1, la trajectoire est un cercle. La Figure 3.4 représente la variation du rayon et
du pas en fonction de A et tp.

Pour un couple donné (pg, p.) il est possible d’obtenir les valeurs correspondantes de (A, tp).
Pour ce faire, on remarque premiérement avec I’équation d’inextensibilité (2.63) que

1 2
Cp = :l:E , avec Iy = /pd + (229—;) . (3.52)
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Figure 3.4. Rayon et pas des hélices en fonction de A (abscisse) et tp (ordonnée). Les cercles
et les tiges rectilignes séparent la surface en hélices droites (p, > 0) et gauches (p, < 0).

l; est la longueur d’un tour d’hélice divisée par 27. Ensuite, on calcule le produit scalaire de
I'équation (2.59) par t évalué en s =0 :
tp = poy(0) + A2(0) . (3.53)

Ce résultat est valable pour toute trajectoire. Dans le cas des hélices, (3.52) et (3.53) donnent

tp = si i AL 3.54
P = lgne(c¢) lt + 27Tlt : ( : )

En ajoutant I’équation (2.87), on obtient quatre expressions de (A, tp). Aprés vérification avec
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les équations (3.50) et (3.51), seules les deux expressions suivantes sont correctes :

_Popet2mkl _p=rt2mpoly

A 3.55
! 2m po m 21 po (3.35)
-2kl -2 l
Ny = POPz T AT R tpy = L2 ET PO (3.56)
21 po 2T po
Ce sont bien des expressions de (A, tp) en fonction de (po,p.), car pour les hélices
K = cste = 20 = Po (3.57)

l2 P 2"
Coa(5)

En pratique comme les paramétres pg et p, sont adimensionnés, il est plus utile d’'imposer les
valeurs de (o = po/pz, pop, K3/Kp). Cela revient a fixer les quantités réelles (po, pz, ¢’, K3/Ko)
en choisissant 1 = pp/po comme unité de longueur. L’équation (2.57) donne alors I’expression
de la force en fonction de la rigidité en flexion Ky. Comme ¢ varie linéairement avec ’abscisse
curviligne, il suffit de connaitre sa valeur en deux points de la trajectoire pour avoir ¢’. En
résolvant les équations (3.47), (3.55) et (3.56) on obtient une unique solution réelle

. . 1/4
. (—2ma + (K3/Ko)(po @ + 2ma + 4py o 7° a?)?
p, = signe(a)V 2w ( 02 (1 + 4r2 a2)3 , po=ap;. (3.58)

Ensuite, une seule des deux équations (3.55) et (3.56) donne le couple (A, tp) avec la bonne valeur
de po ¢. Il faut donc vérifier I’équation (3.47) pour éliminer la solution incorrecte.

2.4 Homoclines

Lorsque m = 1, ce qui d’aprés (2.71) et (3.3) équivaut & u; = ug = 0, les équations (2.73)
s’écrivent

p(s) = y/ug/cosh(cy s) (3.59a)

o(s) =A/2s (3.59b)

z(s) =s+Jus E (g — 2arctan (exp(cy s)) , 1> . (3.59¢)

Dans ce cas, la fonction p(s) n’est plus périodique et les trajectoires sont des courbes particuliéres
appelées homoclines. Ces derniéres forment une boucle en s = 0 et convergent vers l'axe (O, ey)
quand s — 400 et s —» —00.

D’aprés I’équation (3.5), ’ensemble des homoclines occupent toute la région d’espace D pomoclines
définie par

()\,tp,a) € Dhomoclines <~ tp = A E] — 2, 2[ eta=2. (3.60)
D’autre part, en injectant I’équation (3.49) dans (2.70), on montre que les homoclines vérifient
O<uz=4—-X<4. (3.61)

Comme mentionné en sous-section 2.1, la région Dpomoclines cOntient également des tiges rec-
tilignes en traction. C’est la seule région de 'espace (\,tp,a) oi deux types de trajectoires se
superposent. Ce résultat, di & 'omission du cas u = cst = ug # ug lorsqu’on intégre les équations
différentielles de u & ug, est reporté sur la Figure 3.5.
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2.5 Tiges fermées
2.5.1 Equations

Les configurations de tiges sont dites fermées si la trajectoire r(s) et le repére de Darboux
sont périodiques et ont la méme période. D’aprés les développements de la sous-section 3.3 du
chapitre 2, pour toute tige élastique et pour tout (sp,q.) € R x Z,

(2(s0 4 q=Sper) = 2(50) + qz2(Sper) (3.62a)
?(s0 + qzSper) = ¢(S0) + ¢z P(Sper) (3.62b)
V(80 + qzSper) = ¥ (50) + @z UV (Sper) — ¢:1(0) (3.62¢)

L2(50 + @zSper) = 2(50) + ¢z P(Sper) — 420(0) (3.62d)

ol Sper est la période de u = p* définie en (2.75).

Si la fonction z(s) est périodique, alors elle est bornée : I’équation (3.62a) implique que
Z(sper) = 0 et que la période de z(s) est sper. Réciproquement, si z(sper) = 0 alors z(s) est
périodique. De fait,

z périodique <= 2(Sper) =0 <=z périodique de période spe; (3.63)
Comme les fonctions p(s) et 6(s) sont périodiques de période spe,, on en déduit que

z périodique de période spe,

¢ périodique de période g, Sper

r et d; périodiques de méme période <= o ) (3.64)
1 périodique de période g, Sper
¢ périodique de période g, sper
Avec les équations (3.62b), (3.62c¢) et (3.62d), on remarque que
¢ périodique de période g, sper <= Fqp € Z, O(Sper) =273/ , (3.65a)
1 périodique de période q. sper <= Tqy €Z, V(sper) = ¥(0) + 21 qy/q- , (3.65b)
¢ périodique de période ¢ Sper <= Fqp €Z, W(sper) = ©(0) + 27 q,/q - (3.65¢)

Comme les variations de ¢ et 9 sur [0, Sper] sont congrues modulo 27 (voir 3.3.1 du chapitre 2), les
équations (3.65a) et (3.65b) sont équivalentes. L’écriture des équations (3.63), (3.65b) et (3.65¢)
a partir des expressions (2.73) et (2.80) donne alors

cwz(sper) = (@ —w1) K (m) — (uz — u1)E(m) = 0 (3.66a)
P(sper) = ¥(0) = 2(¢p +¥p) + Yeor(Sper) = 27r?;: (3.66h)
Pspr) = 000) = (T2 =1) tosper + 2005 = V5) + Yerloper) =205 (3600
ot
wh = MH (n*,m) , ¥p = MH (n=,m). (3.67)

nt et n~ sont définis en (2.79).
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2.5.2 Calcul pratique

On approxime I'ensemble discret des tiges fermées dans 'espace (A, tp, a) par la surface enve-
loppe définie par ’équation (3.66a). Cette approximation n’est pas aberrante car Q est dense dans
R, donc on peut toujours trouver des rationnels qy/q. et q,/q. solutions de (3.66b) et (3.66¢)
avec une précision donnée.

Pour résoudre 1'équation (3.66a), il est utile d’utiliser les variables suivantes, proposées par
Nizette et Goriely (1999) :

1 1 1

zlzg(a—u;;) , 22:§(a—u2) , 23:§(a—u1). (3.68)
Avec ces paramétres, I'équation (3.66a) devient
(23 —z1)E(m) — 23 K(m) = 0. (3.69)
Le module m défini en (2.71) peut étre exprimé de fagon équivalente comme
m=2""1 (3.70)
Z3 — 21

Les paramétres de Landau (A, tp,a) peuvent étre déduits des paramétres (z1, 29, 23) et des
signes sg; de A +tp et sgo de A —tp. En effet, en notant

A+t A—t
M, = sgl% L M= sgy " P (3.71)
on obtient que
A=sg My +sgM_, tp=sg My —sgoM_ . (3.72)
De plus, en évaluant ’équation (2.65) en u =a —2 et u=a+ 2, on a
dN—tp)P=(a—2—u)(a—2—us)(a—2—u3), (3.73a)
4N +tp)? =(a+2—u)(a+2 —uz)(a+2 —u3z), (3.73b)
donc
AN=tp)?2 =2(z1 — 1)(2z — 1)(23 — 1), (3.74a)
A+tp)2 =2(z1 + D)(z2 4+ 1) (23 + 1), (3.74b)
et

1 1 1 —1 —1 —1
M, - \/(21 + )(»22;r )Nz +1) M= \/(21 )(222 )z —1) (3.75)
Les équations (3.72) et (3.75) donnent les expressions de A et tp en fonction de (z1, 22, 23) et
(sg1,592). Enfin, avec (2.67a) on obtient

a=2(z1 + 29+ 23) — A2 (3.76)

L’équation (3.69) implique que les tiges fermées sont paramétrées par (m, z3,sgi, Sg2). A
chaque valeur de ce quadruplet correspond une valeur de (z1, 29, 23, $91, Sg2) et donc une valeur
de (\,tp,a). La surface paramétrée ainsi définie est tracée sur la Figure 3.6. Toutes les tiges
fermées exactes sont incluses dans cette surface, ce qui simplifie les résultats observés dans la
littérature (Dichmann et al. 1996, Henderson et Neukirch 2004). On peut remarquer la symétrie
par rapport a 'axe A = tp = 0, due a l'invariance de I’équation (3.66a) par la transformation
{\tp,a} — {—\,—tp,a} (voir sous-section 3.3).
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2.6 Synthése

Dans cette section, nous avons déterminé les lieux des tiges élastiques de trajectoires par-
ticulieres dans l'espace (A, tp,a) des paramétres de Landau. Les droites, les cercles, I'elastica
plane d’Euler, les hélices et les homoclines ont été localisées et classées, et leurs caractéristiques
géométriques (rayon, pas) ont été exprimées. Ces résultats sont résumés dans le Tableau 3.1 et
cartographiés sur la Figure 3.5. Les tiges fermées ont également été localisées sous la forme d’une
surface paramétrée remarquablement simple, tracée sur la Figure 3.6.

Tableau 3.1. Lieux et caractéristiques des trajectoires particuliéres. Les deux premiéres colonnes
donnent lieu & des relations d’équivalence entre leurs cases de méme ligne.

. . . Racines Lo
Trajectoires Lieux Caractéristiques
de p3(u)
) tp=a\/2 Densité de torsion physique ; = (Ky/K3)tp
Droites uguz =0
a==+2 Traction si @ = 2 , compression si a = —2
A==%1/Va Rayon po=+/a
Cercl =1 = Uy =
ereies tp /A juz=us=a Densité de torsion physique Q; = (Ko/K3)tp
a>0
Elastica U =a—2
tp=A=0 m=(2+a)/4
2D U = 0
—2<a<?2 m € [0,1]
inflexionnelle us =a+ 2
Elastica Uy =
tp=A=0 m=4/(2+a)
2D non- Uy = a — 2
. a>2 m € [0,1]
inflexionnelle us =a+ 2
1
Rayon pg = \/3 (2a — X2 + /=3p)
Surface
Hélices Uy = U3 Pas _or (a —p3)p3
aMin()‘atP) Pz = )\p(%+2tp—a)\
p défini en (2.69)
N <4
Homoclines tp =\ U =up =0 Rayon maximal ppe: = V4 — A2
a=2
. Systéme Nombre de périodes de z : ¢,
Tiges fermées
(3.66) Nombre de tours de ¢, ¥, ¢ : q¢, qy, Gp
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B 1Hdlices droites
9

| Hélices gauches

Droites en traction

Droites en traction +

homoclines
Droites en compression
Cercles

= Flastica 2D

Figure 3.5. Tracé de la surface a = apzin (A, tp) délimitant la borne inférieure du domaine de
définition et des lieux dans I'espace (A, tp, a) des tiges élastiques de trajectoires spéciales : droites
(a ==%2 et tp = a)/2), cercles (a = aprin(\, tp) et tp = 1/X), elastica 2D (A = tp = 0), hélices
droites et gauches (a = aprin(A, tp)) et homoclines (a =2 et =2 < tp =\ < 2).

- Hélices : a = apin(A, tp)
BR  Tiges fermées

Figure 3.6. Tracé de la surface a = apsin (A, tp) délimitant la borne inférieure du domaine de
définition et de la surface enveloppant I’ensemble des tiges fermées, paramétrée analytiquement

par (m, 23, 591, $92).
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3 Classifications de ’elastica idéale 3D

Il s’agit désormais de classer les tiges élastiques dans le cas général. Pour ce faire, des propriétés
géométriques remarquables sont mises en évidence en sous-section 3.1. Il a déja été observé que
les trajectoires élastiques sont incluses entre deux cylindres et qu’elles s’enroulent autour d’une
hélice "moyenne" (Nizette et Goriely 1999, Kehrbaum et Maddocks 1997). Nous allons plus loin en
montrant qu’elles sont enveloppées par un tube d’axe hélicoidal et dont toutes les caractéristiques
géométriques sont exprimables analytiquement en fonction des paramétres de Landau. De plus,
nous remarquons que leur enroulement autour de 'axe de ce tube, que nous appelons "hélice
centrale" (ou hélice "H"), donne lieu a trois propriétés de chiralité pouvant s’avérer trés utiles
pour la modélisation moléculaire. En sous-section 3.2, une premiére classification est proposée en
fonction de ces chiralités : I'espace (A, tp, a) est divisé en dix régions de chiralités constantes. En
sous-section 3.3, une deuxiéme classification est proposée selon les caractéristiques géométriques
du tube enveloppe.

3.1 Propriétés géométriques générales des tiges élastiques
3.1.1 Les tiges élastiques oscillent autour d’une hélice centrale (p,pr)

En sous-section 3.3 du chapitre 2, nous avons vu que les fonctions p(s), ¢(s) —cy s et z(s)—c. s
sont périodiques de période s, avec

o) A 2tp—Nall(n,
= W) X 2tp ~dallinm)

3.77
Sper 2 2ug  K(m) ’ (3:77a)

o= ) Loy - o B (3.77b)

De plus, les valeurs extrémales de la fonction p(s) sont centrées sur

_ Vit Vus (3.78)

PH 5

et celles de ¢(s) — cys et z(s) — ¢, s sont centrées sur 0.

Par conséquent, les trajectoires infinies des tiges élastiques oscillent autour d’une hélice dite
centrale, définie par

I‘H(SH) :xH(sH)eZ-+yH(sH)ej+zH(sH)ek (3.79)
xH(SH) = pH cos(cy SH) (3.80a)
yr(su) = pu sin(cg su) (3.80b)
2z (SH) = ¢z 8m - (3.80¢)

L’abscisse curviligne de cette hélice est notée sy, pour la distinguer de I'abscisse s de la tige.
Par ailleurs, il faut noter que ||7g(sg)|| = 4 /p?icé +¢2 # 1, donc sy n’est pas une mesure de la

longueur d’arc.
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Dans le cas m = 0, la trajectoire de la tige est une hélice donnée en (3.44) et confondue
avec ’axe du tube enveloppe. Une singularité est obtenue quand m = ug = 0, ce qui annule le
dénominateur du second terme dans l'expression de c,. Comme il s’agit de tiges rectilignes, il
suffit de choisir ¢4, = 0 dans ce cas.

Quand n = 1, ce qui équivaut a us = 0, ¢4 n’est pas défini. Cependant, une décomposition de
ce en séries de Taylor a I'ordre zéro au voisinage de n = 1 donne, avec 'équation (2.67c),

r__v—u (3.81)

De plus, avec I’équation (2.67c) on remarque que ug = 0 implique 2tp — Aa = 0, ce qui génére
un saut de discontinuité en c4. On peut cependant étendre la définition de cy en choisissant
arbitrairement signe(2tp — Aa) =1 dans (3.81).

A
¢ 25t signe(2tp — \a)

Quand n =1 et m = 1, I'équation (3.81) avec u; = uz(m — 1)/m donne

N | >

cp ~ (3.82)

m=1 n=1

Dans ce cas, il n’y a pas de discontinuité et 'équation (3.82) étend cy4 par continuité.

L’hélice centrale est entiérement caractérisée par son rayon py défini en (3.78) et son pas py
défini par
2 27c
PH = 2H <3H = ) =—. (3.83)

Cp Cp

Son repére de Frenet (ng, by, ty) s’exprime dans le repére global {O, (e;,e;, ex)} comme suit :

npy(sg) = —cos(cypsu)e; —sin(cysp)e; , (3.84a)
1 .
br(sy) = T (c.sin(cysm)e; — c.cos(cysm)ej + pacyer) , (3.84b)
\/ PHC T cz
1

try(sg) = NI (—pH Ccpsin(cg sm)e; + prcycos(cysp)ej +c.ep) . (3.84c¢)
\/ PHCs T ¢

3.1.2 Les tiges élastiques sont enveloppées par un tube de rayon pg

Le fait que les trajectoires élastiques oscillent autour d’une hélice centrale implique que leur
distance dpin(s) a cette hélice est bornée. Pour caractériser davantage cette propriété, on se
propose de calculer dpin($).

La distance d(s,sy) entre un point r(s) de la trajectoire élastique et un point ry(sg) de
I’hélice centrale est donnée par

(s, 511) = (p(s) cos 3(3) — par cos(cg sir))? + (pls) sinb(s) — pi sin(co sa))* + (2(5) — s 511)>

= p*(s) + ply — 2p(s) prr cos(¥(s) — cosm) + (2(5) — ez 51)* . (3.85)
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La distance dmin(s) entre le point r(s) et I'hélice centrale est quant & elle obtenue pour 'abscisse
31%1 qui minimise d(s, sg), ¢’est-a-dire que

duin(5) = d(s, 57(5)) , (3.86)
ou l'abscisse 51%[ sur ’hélice centrale est telle que
8d2 L : L 1
@(s, s77) =0 <= c4pmp(s)sin <¢(s) —C4 3H> + (z(s) —c, SH) c;=0. (3.87)

rp(s77) est le projeté orthogonal de r(s) sur I'hélice centrale.

Aux points s = (k/2) sper, labscisse s3; est confondue avec s. En effet, pour tout k € Z (voir
3.3.1, chapitre 2),

k k k k
¢ <25per> = §¢(3per> y 2 (23per) = 52(8})87‘) . (3-88>

D’aprés les définitions de ¢y et ¢, en (3.77), on en déduit que s7; = s est solution de (3.87) quand

s = (k/2) sper. 11 en résulte que

VkeZ, SIJ; <ksper> = k Sper - (3.89)
2 2
D’aprés les équations (3.62),
O(s + Sper) = ¢(s) + d(sper) (3.90a)
(s + sper) = 2(s) + 2(Sper) (3.90b)

donc si Péquation (3.87) est vérifiée pour le couple (s, s77), elle est aussi pour (s+ Sper, S3+ Sper)-
Ainsi,

Vs €R, 575 (5 + Sper) = 571 (5) + Sper - (3.91)
Comme les fonctions p(s), ¢(s) — cys75(s) et z(s) — ¢, s3;(s) sont périodiques de période sper,
la distance d,in(s) du point r(s) a I'hélice centrale I'est également. Elle est donc bornée, ce qui
signifie que les trajectoires élastiques sont contenues a l'intérieur d’un tube dont ’axe est ’hélice
centrale.

Le rayon de ce tube est donné par la valeur maximale de d;u,(s). En dérivant par rapport a
s 'équation (3.85) écrite avec sy = s3(s), on obtient que

dunin(s) = 0 <= p(s) pl)—p(s) prr cos Ap(s)+p(s) pir A(s) sin A (s)+d.(s) ds(s) = 0 (3.92)

A(s) = ¢(s) — cos5(s), da(s) = 2(s) — c2sp(s) - (3.93)
Or
P(0) = p(sper/2) =0, Ap(0) = Ag(sper/2) =0, d:(0) = d(sper/2) =0, (3.94)

donc les points s = 0 et s = spe, /2 sont des extrema locaux de dpin(s).
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Pour connaitre davantage 1'évolution de cette distance sur [0, Sper], il faut calculer la fonc-
tion s7(s). Ceci peut étre fait en résolvant numériquement 1’équation (3.87). En dérivant cette

équation par rapport a s, on obtient

copn - [p(s) B(s) cos A(s) + p(s)sin Ad(s)] + . 2(s)
& pr p(s) cos Ag(s) + 2 '

(3.95)

éH(S =

sfl(s) est donc calculé de fagon robuste en intégrant numériquement 1’équation différentielle
(3.95) avec la condition limite s7;(0) = 0.

Sur la Figure 3.7a, la fonction sﬁ(s) est tracée pour des valeurs particuliéres de (A, tp,a).

Comme précisé par (3.89), elle intersecte s en 0, Sper/2 €t Sper. De plus, elle augmente d’une

— suls) s d i (5)
I
Sper
Sper
2
S
S
0 SPET/Q Sper 0 SPBT/2 Sper

(a) (b)

2 .(s) sur une période [0, spe;| pour A = 0.3, tp = 0.4
et a = 0.5. (a) Quelques soient les valeurs de A, tp et a, la fonction s (s) est toujours inférieure
a s sur [0, Sper/2] et supérieure & s sur [Sper/2, Sper]. (b) Quelques soient les valeurs de A, tp et

a, la fonction dfnin

Figure 3.7. Tracé des fonctions s3(s) et d

(s) est toujours inférieure a sa valeur :02G en s =0.

période en lespace d’une période, ce qui est cohérent avec I’équation (3.91). On observe par
ailleurs qu’elle est toujours inférieure & s sur [0, sper /2] et supérieure & s sur [Sper/2, Sper], quelques
soient les valeurs de (A, tp, a). La Figure 3.7b représente le tracé de la fonction d2 . (s). On observe
que les extrema locaux s = 0 et s = Sp¢,/2 sont en fait des maxima globaux. Par conséquent,

Vs e R, dmin(s) < dmin(O) = PG, (396)

ou la distance pg est donnée par

Uz — /U
pG:d(O,O):\/U3+p%1—2\/u3pH=\/E—pH:%. (3.97)
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La valeur minimale pg min de dmin($) peut étre calculée en résolvant dmin(s) = 0 par la méthode
de Newton-Raphson, en prenant s = s,¢,/4 comme point de départ.

En conclusion, les trajectoires élastiques sont enveloppées par un tube de rayon pg dont l'axe
est I’hélice centrale. L’équation de ce tube est

Tiube(SH, @) =rg(sy) + pa cos(a)ng(sy) + pa sin(a) by (sy) , a € [0,27], (3.98)
PG = M . (3.99)

Les vecteurs ny et by dans I’équation (3.98) sont la normale et la binormale du repeére de Frenet
de I'hélice centrale, définis en (3.84a) et (3.84b).

Un tracé du tube enveloppe et de ses caractéristiques pp, py et pg sur deux exemples est
proposé Figure 3.9.

3.1.3 Les tiges élastiques s’enroulent avec un pas pg

Les oscillations des trajectoires élastiques autour de leur hélice centrale peuvent étre carac-
térisées davantage. Pour ce faire, on applique une transformation & ces trajectoires, par laquelle
I’hélice centrale devient une droite.

Premiérement, chaque vecteur position r(s) est exprimé dans le repére de Frenet de 1’hélice
centrale, {rg, (ng, by, tH)}(sﬁ) On rappelle que 31%1 est 'abscisse curviligne du projeté ortho-
gonal de r(s) sur I'hélice centrale, obtenu par intégration de ’équation différentielle (3.95). Ce
changement de repére s’écrit

r(s) = ranp(sy) + robu(sx) + retu(sw) | (3.100)

rn(s) = pg — p(s) cos (gi)(s) —C¢ sﬁ) (3.101a)

—c.p(s)sin (@(s) — cps3;) + (2(s) — 2 s77) copu

rp(s) = \/[m (3.101b)
1¢(8) = ¢ pu p(s)sin ((ﬁ(s) —cg sﬁ) + (z(s) -, sﬁ) c.:=0. (3.101c)

Deuxiémement, on calcule la longueur Iy (s) de la partie [0, s3;(s)] de I'hélice centrale :

s71(s)
lg(s) = /0 [Er(sa)l|dsm = \/pircs + 2 s31(s) . (3.102)

Dans un repére orthonormé {O, (e1, ez, e3)}, la courbe
rr(s) =rp(s)er +rp(s)ea + lg(s)es (3.103)

est la trajectoire de la tige dans le repére de Frenet de son hélice centrale. L’axe (O, e3) représente
I'hélice centrale "redressée" et ’évolution de rp(s) caractérise les oscillations de la trajectoire
élastique autour de cette hélice.
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Avec les propriétés (3.90) et (3.91), il est évident que les fonctions r,(s) et ry(s) sont pério-
diques de période spe,. De plus par les propriétés (3.89) et (3.91),

L (s + sper) = la(s) + la(sper) , avec lg(sper) > 0. (3.104)

La courbe rp(s) est donc constituée de la répétition de son allure sur [0, Sper]. Autrement dit,
pour tout entier relatif k, la partie [k sper, (k + 1) sper] est obtenue par translation de la partie
[0, Sper] suivant 'axe (O, e3). La valeur de cette translation est k |pg|, ol

|pG| = lH(Sper) = \/msper . (3.105)

pa est le pas de la trajectoire élastique dans le repére de Frenet de son hélice centrale. Il est
intéressant de lui attribuer un signe selon 'allure de la courbe rp(s), et plus précisément de la
courbe plane (7y,(s), 7(s)) sur une période [0, sper]. Cette derniére, appelée profil de la trajectoire
élastique, est tracée sur la Figure 3.8 pour des valeurs fixées de (A, tp) et pour plusieurs valeurs de
a allant de apzipn (A, tp) & 50. En injectant I’équation (3.101c) dans (3.101b), ces profils s’expriment
comme suit :

rn(8) = pr — p(s) cos (d)(s) — co sﬁ) (3.106a)
[2 .2 .2
PrCy + .
rp(s) = B — p(s)sin (gi)(s) —Cy 5};) . (3.106b)
On obtient sans difficulté que
m(0) = pH — VU3 = —pG = nmin , 75(0) =0, (3.107a)
Tn(Sper/2) = pir — /U2 = pG = Tnmax » Tb(8per/2) = 0. (3.107b)

De plus, les profils sont symétriques par rapport a 'axe (O, ry,). En effet, il a été vu en 3.3.2 du
chapitre 2 que la fonction p(s) est paire, tandis que ¢(s) et z(s) sont impaires. L’équation (3.87)

implique également que sfl(s) est impaire. Il en découle que

Tn — Tn

s— —s = { (3.108)

s —> —Tp

Les profils étant périodiques de période sper, la partie [spe,/2, Sper] est donc symétrique de la
partie [0, sper /2] par rapport a l'axe (O, 1y,).

Par conséquent, les trajectoires élastiques s’enroulent autour de leur hélice centrale. Le signe
du pas pg est choisi en fonction du sens de cet enroulement. Pour le définir précisément, on note
(pr, &) les coordonnées polaires des points du profil (r,(s),rp(s)). Il est pratique de définir ¢p
tel que ¢p(0) =0 et ¢p(s) € R, de fagon a ce que la quantité ¢p(s)/2m comptabilise le nombre
de tours autour du point (0, 0) sur [0, s]. Alors

rt = —ppcos(¢p), ri = prsin(or) . (3.109)

Sous cette définition, on a nécessairement

¢r(Sper) = £27 . (3.110)
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Figure 3.8. Tracé de profils (r,,(s), 75(s)) de trajectoires élastiques pour A = —1, tp = —0.3 et
différentes valeurs de a allant de apz;, (A, tp) & 50. L’axe des abscisses correspond aux valeurs de
rn et Paxe des ordonnées aux valeurs de r,. Tous les profils sont inclus dans le cercle rouge de
centre (0,0) et de rayon pg. L’origine s = 0 est marquée par un point, et le sens des s croissants
est indiqué par une fléche.
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Comme g7 (sper) > 0, le signe de ¢ (sper) donne le sens de 'enroulement de la trajectoire autour
de son hélice centrale : il est droit quand ¢p(sper) > 0 et gauche quand ¢ (sper) < 0. On choisit
alors de donner au pas pg le méme signe que ¢ (sper). Comme ¢r(s) est impaire, cela revient a
dire que pg a le méme signe que Iy lorsque ¢ = 27 :

signe (pg) = signe (¢p(sper)) = pe =lu(dr =2m). (3.111)

Sur 'exemple de la Figure 3.8, le sens de I’enroulement est donné par le sens des abscisses s
croissantes, représenté par les fleches. L’enroulement est donc droit pour les profils (b) a (d) et
gauche pour les profils (f) a (7). Le profil (a) est particulier puisqu’il correspond & une hélice
a = aprin(A, tp). Dans ce cas, la trajectoire élastique est confondue avec 'hélice centrale et son
profil est le point (0,0) : il n’y a pas d’enroulement. Par ailleurs, pour les profils (d) a (f), la
fonction ¢p(s) n'est pas monotone sur [0, sper]. C'est ce que traduit la présence d’une boucle.
Les profils (¢) et (g) constituent les limites de ce comportement : ils correspondent aux valeurs
(a1, az2) de a telles que

(0) =0 < (cpus+c:A)(uz —ar)+2c;tp=0, (3.112a)
7 (Sper/2) =0 <= (cpua+ c: \)(u2 —az) +2c,tp=0. (3.112b)

Ces équations sont compliquées car ¢y, ¢, uz et ug dépendent non-linéairement de (X, tp,a). Les
valeurs (a1, ag) peuvent néanmoins étre calculées numériquement. Pour a1 < a < ag, la fonction
¢r(s) n’est pas monotone. Pour une valeur critique a = a. €]ay, az| correspondant au profil (e),
elle n’est pas continue et il est par conséquent impossible de compter le nombre de tours. La
trajectoire associée intersecte son hélice centrale plutét que de s’enrouler autour, donc le signe
de son pas pg ne peut pas étre défini. Il s’agit d’une configuration transitoire pour laquelle un
changement de sens de ’enroulement se produit. Cette trajectoire vérifie I’équation

p(s) = pu
IseR, S ¢(s) =cys5(s) > c:0(50) — cgz(s0) =0 (3.113)
2(s) = ez s3(s)

avec

1 ug — p* S
sg=—sn ! “371)}17”1 € [O, per}.
Cy uz — U2 2

En effet, le sens réciproque de 'équivalence (3.113) est bien vérifié puisque sy = ¢(s0)/cp =
z(s0)/c» est solution de (3.87). De plus, on peut observer que

signe (pg) = signe (¢, ¢(s0) — ¢4 2(50)) - (3.114)

La valeur critique a. correspondant au profil (e) est déterminée en résolvant numériquement
léquation (3.113).

La Figure 3.9 contient un tracé de la trajectoire élastique dans le repére de Frenet de ’hélice
centrale, sur lequel le pas pg est représenté.
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Y

pa | ¢orp =27

(a.1) (a.2)
(A tp,a) = (0.4, —1.1,3) (M tp,a) = (0.2,0.5, —0.3)

Figure 3.9. Deux exemples illustrant la structure géométrique des tiges élastiques 3D. Dans
I'exemple (a), la trajectoire est tracée dans le repére global {O, (e;,e;j,e;)} en (a.1) et dans le
repére de Frenet de I’hélice centrale en (a.2). Dans I'exemple (b), elle est tracée uniquement dans
le repére global. Les lignes épaisses en tirets sont les hélices centrales, droite en (a) (Sg = +1) et
gauche en (b) (Sg = —1). Les trajectoires s’enroulent autour de ces hélices avec un signe négatif
en (a) (S¢ = —1) et positif en (b) (Sg = +1). Figurées par les tubes minces multicolores, les
tiges sont tordues négativement en (a) (Sp = —1) et positivement en (b) (Sp = +1). Enfin, elles
sont enveloppées par un tube d’axe hélicoidal.

3.1.4 Les tiges élastiques ont trois composantes de chiralité (S, Sg, Sp)

Les trajectoires des tiges élastiques sont chirales, c’est-a-dire qu’elles ne peuvent pas étre
superposées a leur image par réflexion. On identifie trois composantes de chiralité, qui peuvent
étre définies pour chaque tige élastique :

(i) L’hélice centrale a une chiralité Sy, i.e. ce peut étre une hélice droite (Sg = +1) ou gauche
(Sg = —1). Sy est le signe du pas py, exprimé en (3.83);

(ii) La trajectoire s’enroule autour de 'hélice centrale avec une chiralité S¢, i.e. son profil
dans le repére de Frenet de I’hélice centrale a un enroulement droit (Sg = +1) ou gauche
(Sg = —1). Sg est le signe du pas pg, donné en (3.114) ;

(iii) Les sections tournent autour de la tangente t avec une chiralité Sp, i.e. elles sont soumises
a un moment de torsion M(s) - t positif (Sp = +1) ou négatif (Sp = —1). Sp est le signe
de t P.

Ces propriétés de chiralité sont illustrées sur la Figure 3.9.

3.2 Classification des tiges élastiques selon la chiralité

La structure géométrique générale des tiges élastiques identifiée en sous-section 3.1 a des res-
semblances avec celle de la chaine sucre-phosphate des acides nucléiques, ou encore de I’ensemble
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de la double-hélice. Nous avons en effet remarqué en sous-section 2.3 du chapitre 1 I'enroule-
ment du squelette de 'ADN-B autour d’un axe curviligne et la structure en superhélice de la
chromatine. L’existence des trois composantes de chiralité suggére par ailleurs que la richesse
configurationnelle des tiges élastiques est suffisante pour représenter les acides nucléiques a une
échelle bien choisie.

D’autre part, les propriétés que nous avons identifiées sur les configurations d’équilibre des
tiges donnent des éléments de comparaison et de classification. Dans cette sous-section, les com-
posantes de chiralités sont utilisées pour définir 2° classes de tiges élastiques. Pour ce faire, les
surfaces correspondant a un changement de chiralité sont tracées dans 'espace (A, tp,a) des
paramétres de Landau. Les changements de chiralité Sp se produisent évidemment sur le plan
tp = 0. Les changements sur les chiralités S et S¢ sont quant & eux plus délicats & obtenir.

3.2.1 Changement de chiralité Sy

Un changement de chiralité Sy correspond a un changement de signe du pas py. D’aprés
I'équation (3.83), cela se produit lorsque ¢, ou ¢y change de signe.

Le coefficient c,, défini en (3.77b), est une fonction continue de (A, tp,a) : par conséquent, il
change de signe uniquement lorsqu’il s’annule, donc lorsque le pas pg est nul. Dans ce cas, I’hélice
centrale est un cercle et la tige vérifie z(sper) = 0, ce qui se traduit par I’équation (3.66a) résolue
en sous-section 2.5. Ainsi, les points ou ¢, change de signe décrivent la surface tracée en rouge
sur les Figures 3.6 et 3.10. Il est impossible que cette surface soit traversée sans changement du
signe de c¢,. Cela peut étre montré en calculant deux valeurs particuliéres du pas py de part et
d’autre de la surface et en constatant qu’elles sont de signes différents.

Le coefficient ¢, peut changer de signe continfiment ou par I'intermédiaire d’un saut de dis-
continuité. Le changement continu se produit lorsque ¢4 = 0, i.e. lorsque le pas py est infini.
Dans ce cas, I'hélice centrale est une droite. La région correspondante de 'espace (A, tp,a) est
calculée numériquement : il s’agit d’une surface, tracée en jaune sur la Figure 3.10.

Comme cela a été mentionné en 3.1.2, les discontinuités de ¢y se produisent quand ug = 0.
L’équation uy = 0 est résolue en ajoutant les conditions u; < 0 < us =0 < wugeta>—-2au
systéme (2.67) reliant les coefficients du polynéme ps(u) & ses racines (u1,us,us) :

A\
(Mtp,a) €D et up=0 <= tp:% et —2<a<?2, (3.115)

ou ® C R? désigne le domaine de définition des paramétres de Landau. Il s’agit de I’équation
d’une surface dans I'espace (A,tp,a). Toutefois, un saut de discontinuité de ¢y n’implique pas
nécessairement un changement de signe de ce dernier. Par conséquent, seulement une partie de
la surface us = 0 correspond & un changement de signe de ¢y, délimitée par I'ensemble des points
ug = 0 pour lesquels ¢4 = 0. Avec 'équation (3.81), cela donne une ligne frontiére définie par

=0 ot 2ol VTUWL (3.116)
2 41T —mK(m)

Pour faciliter le calcul de cette ligne, on remarque sur la Figure 3.10 que ¢4 = 0 ne se produit
que lorsque \ et tp ont le méme signe. Par 1’équation (3.115), cela implique que a > 0 sur la
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frontiere recherchée. De plus, les équations up = 0 et ¢4 = 0 sont invariantes par la transformation
(A, tp,a) — (=, —tp,a). Leur intersection est donc symétrique par rapport a 'axe A = tp = 0.
On peut donc se contenter de calculer la partie (A > 0,tp > 0) de la ligne (3.116) et obtenir la
partie (A < 0,tp < 0) par symétrie. En exploitant ces remarques et en combinant les équations
(2.67) et (3.116), la partie (A > 0,¢p > 0) de la frontiére recherchée a pour équation, paramétrée

parm#1:
A= 2n (3.117)
(74 + 8(2m — 1)m2K (m)? + 16K (m)H)/* '

— 16(1 —m)K(m)Q
up = (4 + 8(2m — 1)m2K (m)2 + 16K(m)4)1/2 ) (3.118)

m aX
Uz = U, a=+vV4+uuz , tp=—.

m—1 2
Le cas m = 1 ajoute uniquement le point {A = 0,tp = 0,a = 2} a la ligne définie par les
équations (3.117) a (3.119). Cette ligne est l'intersection de ¢y = 0 et up = 0. Seule la partie de
la surface ug = 0 sous cette frontiére (i.e. avec des valeurs de a plus faibles), tracée en gris et
blanc sur la Figure 3.10, correspond & un changement de chiralité Sp.

(3.119)

3.2.2 Changement de chiralité Sg

La chiralité Sg est le signe du pas pg avec lequel la trajectoire élastique s’enroule autour de
son hélice centrale. Elle est exprimée dans I’équation (3.114). Comme pour la chiralité Sy, un
changement de Sg peut se produire contintiment ou par 'intermédiaire d’un saut de discontinuité
en Ccg.

La surface correspondant au changement de Sg continu,

_ L Jus—ph Sper
c: P(s0) —cp2(s9) =0, avec s) = —sn ,m| € [0, } , (3.120)
Cy U3 — U2 2

est calculée numériquement et tracée sur la Figure 3.10. D’aprés 3.1.3, il s’agit de I'ensemble
des tiges élastiques qui intersectent leur hélice centrale. Il n’est pas possible de définir un sens
d’enroulement des profils de ces tiges : par convention, on pose Sg = 0 sur toute la surface.

Pour obtenir la surface correspondant au changement de S¢g discontinu, l'intersection entre
les surfaces us = 0 et Sg = 0 doit étre calculée. Avec les mémes arguments que pour le calcul
de la frontiere (ug = 0) N (cy = 0) (voir 3.2.1), cette intersection est une ligne vérifiant a > 0 et
pour laquelle A et ¢p sont de méme signe. On peut calculer uniquement la partie (A > 0,tp > 0)
et obtenir la partie (A < 0,tp < 0) par symétrie par rapport a I'axe A = tp = 0. Le systéme a
résoudre est constitué des équations ug = 0 et (3.120) et peut étre paramétré par le module m.
En effet, en ajoutant les conditions ug = 0, A > 0 et tp > 0 au systéme (2.67), on obtient :

A
ug = —" i, a= VAT, A=vIa—u—ug . tp= o (3.121)

Il s’agit donc, pour m variant de 0 & 1, de trouver la valeur de u; qui vérifie (3.120) et (3.121).
Cela est résolu numériquement : la ligne obtenue est tracée sur la Figure 3.10. La partie de la



100 Chapitre 8. Classification des tiges élastiques

surface ug = 0 sous cette ligne (i.e. avec des valeurs de a plus faibles) correspond & un changement
de chiralité Sg.

Helices : a = apin(\, tp)

ug =0, {Su, Sq¢} — {—Su,—Sc}
ug =0, {Su,Sq¢} — {—Su,Sc}
¢y =0, {Su,S¢} — {—Su, S¢}
Se =0, {Su,S¢} — {Su, —Sc}
(uz =0) N (cy = 0)

(us =0)N S =0)

pu =0, {Su,Sc} — {—Su, 5S¢}

Figure 3.10. Tracés des surfaces qui délimitent les frontiéres de bifurcation des chiralités
(SH,Sqg). La surface des hélices, a = apin(A, tp), est la borne inférieure du domaine de dé-
finition. (a) En gris et blanc, partie de la surface us = 0 des sauts de discontinuité en c, qui
correspond a un changement de chiralité Sz et/ou Sg ; en jaune, surface ¢4 = 0 des changements
continus de signe de ¢y (les hélices centrales des tiges associées sont des droites). (b) Ajout de
la surface Sg = 0 des trajectoires qui intersectent leur hélice centrale. (¢) Ajout de la surface
pr = 0 enveloppant les tiges fermées (les hélices centrales des tiges associées sont des cercles).
Les transformations correspondant & ces surfaces sont données dans la légende.
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3.2.3 Classification

Les surfaces obtenues en 3.2.1 et 3.2.2 et tracées sur la Figure 3.10 divisent l'espace (A, tp,a)
en cinq régions de chiralités (Sg, Sg) constantes. Ces régions sont représentées sur la Figure 3.11
pour tp < —A. Comme toutes les surfaces frontiéres sont symétriques par rapport a 'axe A =
tp = 0, la partie tp > — A\ est obtenue avec la transformation

(/\, tp, a) — (—)\, —ip, CL) - (SH, Sg) — (—SH, —Sg) . (3.122)

En ajoutant le plan tp = 0 correspondant aux changements de signe de Sp, on obtient au total
dix régions de chiralités (Sg, S, Sp) constantes.

a = ayin(\ tp)

+ &= H

us =0
us =0
cy =10
B sc=0
BER =0

{Su,Sc} = {+1,-1}
{Su, S¢} ={-1,-1}
{Su, Sc} = {+1,-1}
{Su,Sc} = {+1,+1}
{Sm, Sc} ={-1,+1}

A

lp

Figure 3.11. Tracé des classes chirales (Sg, S¢) dans I'espace (A, tp, a) pour tp < —\. La trans-
formation (A, tp,a) — (—A, —tp,a) donne la partie tp > —\ via (Sg, Sq) — (=S, —Sa).

3.3 Classification des tiges élastiques selon le tube enveloppe

Dans cette sous-section, les tiges élastiques sont classées en fonction du tube par lequel elles
sont enveloppées. La géométrie de ce tube est entiérement caractérisée par trois grandeurs :
e lerayon pp et le pas pgr de son axe, i.e. de I’hélice centrale autour de laquelle la trajectoire
s’enroule ;
e son rayon pg, qui est la distance maximale de la trajectoire a 1'hélice centrale.
Ces trois grandeurs donnent a elles seules beaucoup d’informations sur I'allure de la trajectoire

élastique. Il est donc particuliérement intéressant de les utiliser pour classer les configurations
d’équilibre des tiges.
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Il est possible de déterminer I’ensemble des tiges élastiques ayant le méme tube enveloppe
(pm, pa, pm)- Pour ce faire, on obtient premiérement des expressions analytiques des paramétres
de Landau (\,tp) en fonction de (pg, pg,a), ce qui revient & paramétrer la géométrie des tiges
élastiques par ce dernier triplet. Pour obtenir les valeurs de a donnant le pas pg ciblé, il reste
alors a résoudre numériquement une équation scalaire.

Pour obtenir (), tp) en fonction de (pg, pg,a), on remarque que
us = (prr — pa)? 5 uz = (pu + pa)’. (3.123)

Il suffit donc d’exprimer (A, ¢p) en fonction de (ug,us,a). Pour ce faire, on résout I’équation
(2.67) qui relie les coefficients du polyndéme ps(u) a ses racines, avec pour inconnues (A, tp,uq).
On obtient quatre expressions de A remarquablement simples :

(a—u us — /(4 — (a —us3)?)u
Aef1,2) = ’““\/ 2)") j_q\g( (= us)Pus (3.124)
a—u U9 + a—u
Mee 3y = ’““\/ 2 uz_\/ 3)P)us (3.125)
3 — U2

Il existe donc quatre tiges élastiques (éventuellement identiques) associées a des valeurs données
de (pm, pg,a). Les expressions de leurs paramétres A ne sont pas définies quand uy = ug, mais
ce cas correspond aux hélices et a été entiérement traité en sous-section 2.3.

Avec Iéquation (2.67a) les expressions de uj sont données par
Vk€{1,2,3,4}, ulk:2a—U2—U3—)\%. (3.126)

Quand A\, # 0, I'équation (2.67b) donne

4 —a? 2a\;
Vhe{1,2,3,4), tpy— - Uk UIRUS T UsUsF 2O, (3.127)
4 Mg
Quand A1 = Ay = 0 ou A3 = \y = 0, équation (2.67¢c) donne
(_1)k+1
Vke {1, 2,3,4} , tpp = T\/ —UlkU2US . (3.128)

Les équations (3.124) a (3.128) donnent les quatre tiges élastiques associées a (pm, pa,a).
Cependant, toutes les valeurs de (pg,pg,a) ne sont pas autorisées. En effet, il a été vu au
paragraphe 3.3.1 du chapitre 2 que

1 1
— 1 < cos(Opmin) = i(a —u2) < cos(Omaz) = i(a —u3) <1. (3.129)
En ajoutant I’équation (3.123), on obtient deux systémes équivalents :

max(0,us — 4) < ug < ug 0<pupa <1
et — (et : (3.130)
—2<uz—2<a<uy+2 (pr +pc)> —2<a<(pg—pc)* +2
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Nous avons donc paramétré les configurations d’équilibre des tiges élastiques par (pg, pg, a).
Lorsque les valeurs de pp et pa sont fixées, a modifie uniquement le pas pyr du tube enveloppe.
Pour chacune des quatre solutions, la fonction pg(a) est connue analytiquement : elle est tracée
sur la Figure 3.12 pour py = 1.2 et pg = 0.5. Les valeurs de a correspondant & une valeur
de py fixée peuvent étre calculées numériquement. On obtient alors un maximum de quatre

tiges élastiques associées & une géométrie donnée du tube enveloppe. Ces tiges peuvent étre
discriminées par différents critéres, comme les chiralités (S, Sg, Sp) ou le module m.

b
20’ 1 i
Pl N. Tmmmemees k=1
10| [
'I i ’,/’ ----- k’:2
el '/ _i ———————
e T T B L _
P S 7720 25 h=3
- - I .h.‘
—10’ i "/ ——— ,l{j:
| o
20" s

Figure 3.12. Tracé du pas py de ’hélice centrale en fonction de a, pour pg = 1.2 et pg = 0.5.
Pour une valeur donnée de a, il existe quatre solutions (\g,tpg,a) (éventuellement identiques)
exprimées par les équations (3.124) a (3.128). A une valeur donnée de py correspondent au plus
quatre tiges élastiques, pour lesquelles la valeur de a peut étre obtenue numériquement. Les
lignes verticales a ~ 1.86 sont les asymptotes des courbes k = 3 et k = 4.

4 Conclusion du chapitre

Une partie des objectifs de la thése, énoncés dans la sous-section 4.1 du premier chapitre,
ont été atteints. En effet, une premiére étape de classification a été franchie en identifiant et
en caractérisant toutes les géométries particuliéres de tiges élastiques a 1’équilibre. D’un point
de vue technique, cela était nécessaire pour implémenter les grandes déformations statiques des
tiges de fagon robuste. En effet, ces géométries particuliéres sont toutes des points de singularité
des équations d’équilibre. D’un point de vue modélisation, cela donne une idée des régions de
I'espace (A, tp,a) ot un grand nombre de structures d’acides nucléiques peuvent étre représentées
par une tige élastique. Par exemple,

e Les minicercles et les plasmides correspondraient aux cercles et aux courbes fermées ;

e Les acides nucléiques simple-brin et double-brin (notamment les tiges des épingles a che-
veux) se rapprochent des hélices;

e Les sites abasiques seraient décrits par les homoclines.

D’autre part, on remarque que la cartographie du rayon et du pas des hélices sur la Figure 3.4
ressemble aux diagrammes de Ramachandran tracés pour les protéines. Cela conforte 1'idée que
les tiges ¢élastiques sont également de bons modéles pour ces biopolymeéres (Lapidus et al. 2002,
Storm et al. 2005).
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Une deuxiéme étape de classification a été franchie en dégageant des propriétés géométriques
générales, valables pour toutes les configurations d’équilibre de I’elastica 3D idéale. Les trajec-
toires élastiques s’enroulent autour d’une hélice centrale de rayon pp et de pas pp, dont 'axe
est paralléle & la force F. De plus, elles sont enveloppées par un tube de rayon pg dont l'axe
est I'hélice centrale. Leur enroulement autour de I'hélice centrale est périodique et caractérisé
par un pas pg. Enfin, les enroulements de I’hélice centrale autour de son axe, de la trajectoire
autour de I’hélice centrale et des sections autour de la tangente sont définis dans les deux sens,
ce qui donne lieu & des propriétés de chiralité (S, Sq, Sp). Les tiges élastiques ont donc une
structure géométrique trés particuliére, qui présente des similarités avec les acides nucléiques
et les protéines. Leur richesse structurelle est trés certainement suffisante pour représenter la
majorité des conformations d’acides nucléiques. Dans ce chapitre 3, les configurations d’équilibre
ont été regroupées en huit classes de chiralités (S, Sg, Sp) constantes, puis réparties suivant les
géométries de leurs tubes enveloppes. Dans un probléme donné, cela conduit & des restrictions
de 'espace configurationnel des tiges potentiellement trés fortes. S’il est possible de définir des
caractéristiques (pm, pa,pi,pa) et (S, Sa, Sp) pour les acides nucléiques, il devient alors trés
simple d’associer une configuration de tige élastique & chaque molécule.

Dans les objectifs de la thése, figure également la résolution des problémes de mécanique ren-
contrés en modélisation moléculaire avec I'approche BCE. En particulier, il faut superposer une
tige élastique sur une courbe en hélice de rayon, pas et déphasage donnés, afin d’obtenir I'orien-
tation des sections et le chargement mécanique. Avec les développements de la sous-section 2.3,
cela est désormais possible si on connait ’orientation des sections en deux points de la trajectoire.

La mise en place d’une classification des configurations d’équilibre de tiges élastiques pour la
modélisation moléculaire nous a conduit vers la formulation de résultats nouveaux sur l’elastica
3D idéale :

e Le domaine de définition des paramétres (A, tp, a) a été déterminé et exprimé analytique-
ment ;

e Les tiges de trajectoire particuliére (droites, cercles, élasticité plane, hélices, homoclines,
trajectoires fermées) ont été caractérisées et localisées dans l'espace des parameétres
(A, tp,a). Les lieux de chaque trajectoire ont été tracés. La surface enveloppant 1’en-
semble des courbes fermées est particuliérement simple ;

e La structure géométrique des configurations d’équilibre a été décrite de fagon précise.
L’inclusion de la trajectoire entre deux cylindres ainsi que la notion d’hélice moyenne
étaient déja connues. En revanche, l'existence et la caractérisation du tube enveloppe
sont nouvelles, tout comme les chiralités et les expressions analytiques des caractéristiques
(pm, pa;pH,PC) et (Su,Sa,Sp);

e Deux classifications, selon les chiralités et selon le tube enveloppe, ont été effectuées. Les
diagrammes de bifurcation correspondant ont été tracés dans 'espace (A, tp,a).

Le dernier chapitre de la thése est consacré a la résolution du probléme aux limites pour
imposer des conditions d’encastrement aux tiges, i.e. des positions et orientations relatives de
leurs sections extrémales.
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1 Formulation du probléme

Nous avons vu au chapitre 1 que la détermination de la conformation tridimensionnelle des
acides nucléiques avec I'approche BCE (Biopolymer Chain Elasticity) requiert la résolution d’un
probléme aux limites sur les tiges élastiques. Il s’agit de calculer les configurations d’équilibre qui
atteignent des valeurs spécifiées de position et d’orientation relatives de leurs sections extrémales.
Ce probléme est difficile a résoudre de par la non-linéarité des équations qu’il engendre et ’exis-
tence d’un grand nombre de solutions. Il est cependant susceptible de se poser dans beaucoup
d’applications, au-dela de la modélisation des biopolymeéres, dés lors que des contraintes géomé-
triques sont imposées sur les tiges. Pour le résoudre, il faut utiliser des algorithmes de recherche de
zéros dans un espace de dimension supérieure ou égale a 5, qui dépend de la fagon dont on choisit
de paramétrer les configurations d’équilibre. Cela implique des difficultés liées a la convergence
de ces algorithmes et & la nécessité de leur fournir des valeurs initiales. De nombreuses techniques
sont envisageables pour améliorer la convergence, comme la continuation numérique qui s’avére
particuliérement efficace (Maddocks et al. 1997, Balaeff et al. 1999, Coleman et Swigon 2000,
Van der Heijden et al. 2003, Henderson et Neukirch 2004, Bergou et al. 2008, Lazarus et al.
2013, Manning 2014). En revanche, la recherche de valeurs initiales pour des applications sur les
tiges élastiques est rarement traitée dans la littérature. Elle est pourtant nécessaire pour obtenir
rapidement et efficacement plusieurs solutions du probléme aux limites. L’objectif de ce chapitre
est de proposer et de tester une méthode de résolution capable de fournir ces valeurs initiales de
fagon automatique. Cette méthode s’appuie sur la richesse des paramétrages disponibles pour les
configurations d’équilibre et sur les symétries de ces derniéres.

Dans cette premiére section, la formulation mathématique du probléme aux limites est expli-
citée. En sous-section 1.1, les conditions aux limites sont paramétrées par six grandeurs (trois
distances et trois angles) appelées paramétres d’encastrement. 11 s’agit ensuite de définir une
fonction directe, c’est-a-dire une fonction (7) dont I'espace de départ est isomorphe & ’ensemble
des configurations d’équilibre et (i) dont I’espace d’arrivée est I’ensemble des valeurs possibles
de paramétres d’encastrement. En sous-section 1.2, une premiére fonction directe g; est définie,
ayant pour entrée les parameétres de Landau. En sous-section 1.3, une deuxiéme fonction directe
g2 est exprimée analytiquement, avec pour entrée les composantes de force et de moment appli-
qués sur une extrémité de la tige. L’idée principale est de tirer profit des avantages de ces deux
paramétrisations dans l'algorithme de recherche.

1.1 Paramétres d’encastrement

On note S € [0, Z] I’abscisse curviligne des tiges élastiques de longueur finie. Conformément
a la notation suivie depuis le paragraphe 3.1.3 du chapitre 2, le tilde " indique que la variable
est considérée sous sa forme dimensionnée. Toutefois, comme les abscisses S et .S sont liées par
une relation de proportionnalité, les tiges peuvent étre paramétrées aussi bien par 'une que par
l'autre.

Dans ce chapitre 4, on propose une méthode pour exprimer analytiquement les configurations
d’équilibre de longueur L et de rapport de rigidités

K30 = K3/Ko = K3/Kq (4.1)
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qui vérifient des conditions d’encastrement données, i.e. une position et une orientation relatives
du repére de Darboux entre les abscisses S =0 et S = L.

Figure 4.1. Les six paramétres g qui caractérisent les conditions aux limites de type encastre-
ment, i.e. une position et une orientation imposées du repére de Darboux en S = L par rapport
au repére de Darboux en S = 0 : (1, 72,73) sont les coordonnées de la position divisée par L et
(YR, 0R, pr) sont les angles d’Euler ZY Z. Par convention, le vecteur de base dy est matérialisé
sur la surface de la tige par la couleur vert clair.

De telles conditions aux limites peuvent étre représentées par les six paramétres

q= [77177]27773711)R70R7§0R]T (42)

définis sur la Figure 4.1. Les trois paramétres (1, 12, 3) spécifient la position relative des extré-
mités, B B B

Ar =71(L) —1(0) = mLdi(0) 4+ n2L d2(0) + n3L d3(0) . (4.3)
Les trois paramétres (g, 0r, pr) sont les angles d’Euler ZY Z de la base de Darboux en S = L
exprimée dans la base de Darboux en S = 0. En notant arctan(z,y) 'unique réel dans [0, 27|
dont le cosinus vaut x et dont le sinus vaut y, ces angles sont donnés par

fr = arccos [d3(L) - d3(0)] , (4.4a)

0 si sinfgr =0
VR = e [d3(5) - d1(0) ds(L)-da(0)] ; (4.4b)

arctan [ Y U ] sinon

(arctan [dy (L) - d1(0),d; (L) - d2(0)] si g =0
R = arctan [—d; (L) - d1(0),d; (L) - d2(0)] si Op=m (4.4c)

. [—d1(L) -d3(0) da(L) - d3(0)} .
arctan : , - sinon
\ sinfp sinfp

Les six paramétres q sont appelés paramétres d’encastrement. Comme ce sont des rapports
de distances et des angles, les homothéties ne modifient pas les valeurs de ces paramétres. En
particulier, ces derniers ne sont pas affectés par ’adimensionnement introduit au chapitre 2.
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Pour imposer ces conditions d’encastrement, I'idée est d’utiliser deux paramétrisations com-
plémentaires des tiges élastiques a 1’équilibre. Elles sont présentées dans les deux sous-sections
suivantes.

1.2 Paramétres physiques

La premiére paramétrisation est celle qui provient du formalisme de Landau et al. (1986) et
qui a été utilisée dans les chapitres 2 et 3. On rappelle que ce formalisme décrit I’ensemble des
trajectoires élastiques infinies adimensionnées par

en fonction de trois parameétres sans dimension

A= }V — M(s) “e , (4.6)
VKo F
tp = — M(s) - dy(s) (@.7)
\/ KoF
0= 2 Fdy(s) + —— M (5)]? (48)
7 i | |

L’abscisse curviligne s € R utilisée a pour origine un point ot F', d3 et M sont coplanaires. Le
repére global £ = {O, (e, ej, ex)} est choisi tel que

1~ ~
ec==F, ei=-n(0), 7(0) = — (M(O) : ej) e . (4.9)

Une description géométrique et mécanique trés compléte est alors disponible au travers des
expressions analytiques (2.59), (2.61), (2.73) et (2.80). En notant, selon notre convention, les
variables dimensionnées avec un tilde, toute tige élastique de longueur infinie est donc entiérement
décrite par un systéme de la forme

r(s)=pnr(s,\tp,a) (4.10a)
(1/]7 07 (70)(5) = (w7 9)@)(87 >‘7 th a, K30) + (07 07 SOO) (410b)
(F,M)(s) = Ko/fi? (ex, ex x T(s) + firex) . (4.10c)

D’aprés (4.10), la géométrie des tiges infinies est fixée par la donnée des six paramétres
(11, A\ tp, a, K30, ¢0). Deux paramétres supplémentaires (s;n;, L) sont ensuite nécessaires pour
sélectionner une portion de ces tiges sur la trajectoire adimensionnée. L’abscisse curviligne
adimensionnée s € R des tiges infinies est alors reliée a celle des tiges finies, S € [0, L], par

Les six parameétres
b= [)\,tp,a, QOOasiniaL]T (412)
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sont donc suffisants pour exprimer analytiquement toutes les tiges ¢lastiques adimensionnées de
rapport de rigidités K3g donné. La valeur de L est ensuite nécessaire pour obtenir la géométrie
réelle (i.e. dimensionnée), ainsi que la valeur de K pour caractériser I’état mécanique. Toutefois,
ces deux grandeurs n’ont pas d’'influence sur les parameétres d’encastrement définis en (4.2).

Les six paramétres p sont appelés paramétres physiques. La principale difficulté liée a 1'uti-
lisation de ces paramétres est leur domaine de définition. Les paramétres de Landau (A, tp,a)
évoluent dans un demi-espace, dont la borne inférieure est la surface ayrin (A, tp) déterminée au
chapitre 3 et tracée & nouveau sur la Figure 4.2. I’angle ¢, valeur initiale de la rotation intrin-
séque du repére de Darboux, évolue dans [0,27]. En raison de la périodicité, s;,; est limité a
I'intervalle [0, Sper[, Ol Sper est la période adimensionnée définie en (2.75). Enfin, L est strictement
positif. L’existence de toutes ces bornes, dont une (pour a) particuliérement compliquée, n’est
pas trés adaptée a l'utilisation d’algorithmes de recherche tels que Newton-Raphson : le risque de
sortir du domaine de définition au cours d’une itération nuit & la robustesse de I'implémentation.

Le fait que le domaine de définition soit borné présente néanmoins ’avantage significatif de
faciliter la recherche des valeurs initiales a fournir & ’algorithme. De plus, cette paramétrisation
a la particularité de hiérarchiser le probléme : les trajectoires infinies sont données par (A, tp,a),
puis Porientation des sections en ajoutant ¢g et enfin, la tige finie avec (s;n;, L). On s’apergoit
alors que la valeur de g peut étre déterminée analytiquement dés que les autres paramétres
physiques sont connus. En effet, g induit seulement une rotation rigide de la tige autour de sa
tangente en S = 0. Par conséquent, la transformation

[)‘7 lp, @, 0, Sinis L]T — [)‘7 tp,a, 90 — Pa, Sini, L]T (413)
implique
m cos(pa)m — sin(pa)n2
12 sin(a)m + cos(a)n2
13 n3
— ) 4.14
YR YR + Pa (4.14)
HR eR
L PR | L PR — Pa |

On peut alors limiter ’étude aux tiges vérifiant 11 > 0 et 79 = 0, sans perte de généralité. La
dimension du probléme s’en trouve diminuée puisque seulement cing parameétres g5 deviennent
suffisants pour décrire les conditions aux limites :

asp = 11,73, VR, Or, R - (4.15)

De méme, les cinq paramétres
T
Dsp = [)‘7 tPa Ay Sing, L] (416)

sont suffisants pour exprimer analytiquement les configurations d’équilibre. En effet, dés que ces
cing valeurs sont connues, les six paramétres d’encastrement (1710, 720, 730, ¥ R0, R0, P R0) Obtenus
avec g = 0 peuvent étre calculés. La valeur de ¢g qui implique n1 > 0 et 170 = 0 est alors

—sign(ngo) 7T/2 si mo = 0
o = § —arctan(n20/m10) si mo>0. (4.17)

—m — arctan(neo/n10) sinon
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Finalement, chaque configuration d’équilibre de tige pour laquelle 1; < 0 ou 172 # 0 est reliée
bijectivement a une configuration 7y > 0 et 172 = 0 par les transformations (4.13) et (4.14), en
prenant ¢, tel que (voir Figure 4.1)

sign(ng) m/2 si m =0
Pq = § arctan(nz/n1) si m >0. (4.18)
7+ arctan(nz/n1) sinon
Il en résulte que les six paramétres d’encastrement g peuvent étre imposés en inversant la fonc-
tion 5D
q:DCR> =R (4.19)
Psp = 45D -

Cette fonction est connue analytiquement via le cheminement

(4.17)  (2.61),(2.73), (2.5), (2.80) (4.3)/1i, (4.4)

4.20
DPsp —— P — r(s), di=1,2,3(s) — dsp - ( )

La restriction dimensionnelle opérée dans cette sous-section a été possible parce que le for-
malisme classique de Landau et Lifshitz regroupe ensemble toutes les conformations de méme
trajectoire, mais de repéres de Darboux potentiellement différents.

1.3 Parameétres de chargement

La deuxieme paramétrisation utilise des grandeurs sans dimension proportionnelles aux coor-
données de la force F et du moment M(0) dans le repére de Darboux en S = 0. Ces grandeurs
sont données par

L% ~ I —
Vi€ {1,2,3}, fo=—=F-di(S=0), my=—=M(S=0)d(5=0). (4.21)
KO K()
Les six paramétres
f = [for, foz, foz, mo1, Moz, mos]” (4.22)

sont appelés parameétres de chargement.

Ces derniers peuvent étre reliés bijectivement aux paramétres physiques p définis en (4.12).
Supposons en effet que le rapport Ksg des rigidités ainsi que les paramétres p soient connus.
Alors le facteur d’adimensionnement 1 vaut

i=L/L, (4.23)

mais celui-ci n’est pas connu si L nest pas spécifié. En revanche, avec les équations (4.10c),
(4.11) et (4.21) on obtient que

Vi€ {1,2,3} s foz‘ = L2 ey - dZ(Szm) , Mo; = L (ek X I‘(Sim‘) + /\ek) . di(sim) . (4.24)

Comme précisé en (4.20), les expressions de la position r et des vecteurs de base d; sont données
a partir des paramétres p, donc les parameétres f sont connus via (4.24).
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Réciproquement, supposons que Ko et f sont connus. Alors par (4.24),
L= (f3 + foo + f3s)"/*. (4.25)
De plus, avec (4.9) et (4.21),
1
e = 73" (fordi + fooda + fozds) . (4.26)

En injectant (4.21) et (4.26) dans les définitions des paramétres de Landau, (4.6), (4.7) et (4.8),
on obtient

1
A=13¢ (formor + foamoz + fosmos) , (4.27)
m
tp = % , (4.28)
3 2
2 1 A
@ =75 fo3+ 13 Z; <m0i -7 fm) : (4.29)
Pour calculer s;,;, on remarque avec la composante de (4.10c) orthogonale & ey que
—le —_
VseR, u(s) = p*(s) = lex x r(s)|* = M (s)||*/ (Ko F) , (4.30)
NLek 2
donc  Uini = u(Sini) = [|M " (sini)||?/(KoF) = 7z Z . (4.31)

Par ailleurs, (2.59) implique que M x d3 = d3, donc en dérivant 'expression de a en (4.8),

. . 2 ~ - 2

Uing = W(Sini) = = F-d3(sini) = —2€p - M(sin;i) X d3(sini) = I3 (foamo1 — for moz) - (4.32)
Comme u;p; et 1;,; sont connus, une expression de s;,; peut étre obtenue en inversant la fonction
u(s) dans (2.73a). Si on choisit sin; € [—Sper/2, Sper/2[, d’aprés la Figure 2.3, le signe de s;p; est

opposé a celui de ;. On en déduit que
U2 — Uini
Sini = —signe (Uin;) snt < m,m) [Sper] - (4.33)
U3 — U

A ce stade, les paramétres (A, tp,a) sont connus donc l'expression de la position adimensionnée

r(s) dans le repére de Landau £ = {O, (e, ej, ex)} l'est également via (4.10a). Par conséquent,
les expressions dans £ de

d3(sini) = 1(Sini) » (4.34)

FH95(55) = ep, — eg, - (8ini) T(Sini) s M (8505) = F(8ini) X F(8ini) » (4.35)

sont connues. Il est alors possible d’exprimer d; et dy dans £. En effet,

1 1
F95(s5,) = 17 (fordi + foada) , d3(sini) x FX93(s4) = 7R (—fozd1 + ford2) , (4.36)
1 1
M+ (515) = f'(mm di +moada) , ds(sing) X MFD (si5) = Z'(—moz d; +me1dz) , (4.37)
donc

r2do Fds — oo dg x F+ 8 (5imi) = L0 M9 — gy dg x M98
wmer) —

di (s0ms) =
" fe1+ 13 mg; + mg,
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et dg = d3 x d;. Ces expressions du repére de Darboux dans £ donnent la valeur de la rotation
intrinséque ¢(s;pn;). Enfin, 'équation (4.10b) donne

©0 = ©(Sini) — P(Sini» A tp, a, K3p) . (4.39)

Nous avons donc établi une relation de bijectivité entre les paramétres physique p et les para-
meétres de chargement f.

Le domaine de définition des paramétres f est R®, ce qui est trés intéressant pour une implé-
mentation robuste des algorithmes de recherche de zéro. En revanche, la dimension du probléme
ne peut pas étre réduite & 5 comme avec les paramétres physiques p. Ainsi, les six paramétres
d’encastrement g peuvent étre imposés en inversant la fonction 6D

q2: RS — RO (4.40)
f—a.
Cette fonction est connue analytiquement via le cheminement
(4.25) a (4.39)  (2.61),(2.73), (2.5), (2.80) (4.3)/7i, (4.4)
(4.41)
f — p — r(s),di=1,2,3(s) — q.

Bien que les expressions analytiques soient plus rapides, il est parfois intéressant d’intégrer les
équations d’équilibre numériquement pour éviter les singularités. Dans ce cas, les configurations
d’équilibre peuvent étre calculées directement dans le repére de Darboux en S = 0 & partir de
la donnée des paramétres de chargement f. En généralisant 1’équation (4.21) a toute abscisse
curviligne S, on définit les fonctions

, L2 - L ~
Vie{l,2,3}, fi(9)= Z_F-d, (S), mi(S)==M(S)-d;(S5) . (4.42)
Ky Ky
Alors les équations d’équilibre (2.18) et (2.19) dans le cas de l'elastica idéale, aprés adimension-

nement par \/I?o / F et F, donnent

fi = fams/(KsoL) — f3my/L (4.43a)
fa=fsmi/L— fi ms/(KsL) (4.43b)
fa=(fima — fam1)/L (4.43c)
my = (1 — K3o) ma m3/(K3oL) + fo/ L, (4.43d)
e = —(1 — K30) m1 m3/(K3oL) — f1/L, (4.43e)
s =0, (4.43f)
&= dsg , (4.43g)
Y =dsy, (4.43h)
z=ds,, (4.431)
diz = (m3 day di, —mg ds, di,)/(K30L) — ma da. /L, (4.437)
diy = (m3 d3, diy —mg3 ds, dv)/(K3oL) — ma day /L, (4.43k)
di; = (m3 dsz diy — m3 dsy diz) /(KoL) — ma ds. /L, (4.431)
dzp = (ma diy — ma dsy d1, +my dss diy)/ L, (4.43m)
dsy = (ma diy —m1 ds. diz +ma dsg di2) /L (4.43n)
ds. = (m dlz my dsg diy +m1 day diz)/L . (4.430)
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Les conditions aux limites de ce systéme en S = 0 sont données par les valeurs de f et

2(0) =y(0) =2(0) =0, diz(0) = day(0) = d3-(0) =1,
diy(0) = d1(0) = dog(0) = da(0) = dsz(0) = dz,(0) =0 . (4.44)

La valeur de L est fixée par I’équation (4.25).

Il est particuliérement avantageux d’intégrer numériquement (4.43) de S =0 a S = L pour
les tiges élastiques vérifiant tp = £\, pour lesquelles nous avons remarqué des comportements
singuliers. C’est ce que nous faisons automatiquement dés que |[tp = A| < 1072. La méthode
utilisée est celle de Bulirsch-Stoer, avec une extrapolation de Richardson (Stoer et Bulirsch 2002,
Press 2007). Aprés intégration, les paramétres d’encastrement g sont calculés avec (4.3) et (4.4).

2 Résolution du probléme inverse

Le probléme exposé en 1.1, i.e. imposer des conditions d’encastrement aux tiges élastiques, se
traduit finalement par l'inversion des fonctions directes q; et go définies en 1.2 et 1.3 respective-
ment. Pour calculer une tige de paramétres d’encastrement q, il faut déterminer les valeurs des
cinq paramétres physiques psp tels que q1(psp) = gsp ou des six paramétres de chargement f
tels que g2(f) = g. Le probléme inverse ainsi posé dépend uniquement du rapport K3 entre les
rigidités de torsion et de flexion, qui doit étre connu. En revanche, il ne dépend pas de L et If(fo
car ces grandeurs n’ont pas d’impact sur les paramétres d’encastrement.

La méthode d’inversion que nous proposons utilise ’algorithme de Newton-Raphson. Trois
définitions de Derreur, données en sous-section 2.1, sont testées. Ensuite, 'idée principale est
d’utiliser la fonction analytique 5D ¢; pour fournir des valeurs initiales a ’algorithme de recherche
(sous-section 2.2) et la fonction analytique 6D g2 pour inverser (sous-section 2.3). Des tests et
résultats sont présentés et commentés en section 3.

2.1 Deéfinitions de ’erreur

Dans un algorithme de recherche de zéro, une solution du probléme inverse est obtenue de facon
itérative, en modifiant progressivement une configuration de tige initiale. A chaque itération,
I’écart entre les paramétres d’encastrement dits actuels, notés q, et les paramétres d’encastrement
ciblés, notés q, doit se rapprocher de zéro. Il est par conséquent nécessaire de mesurer cet écart.
On définit pour cela une fonction erreur (ou fonction cotit) €(q) telle que

€@ =0 < g=gq. (4.45)

L’efficacité de 'algorithme peut dépendre du choix de la fonction €(q). La proposition la plus
simple est évidemment

€1(q) =q-7. (4.46)

L’erreur ainsi définie est rapide a calculer mais les discontinuités des angles d’Euler (¢, 0r, ¢r),
qui évoluent sur des intervalles finis, peuvent entrainer des divergences de I'algorithme.
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Un autre choix d’erreur angulaire consiste a définir des angles projetés entre les vecteurs
actuels d; et ciblés d; exprimés dans la méme base, et définis par les angles d’Euler (¢, 0r, Pr)
et (YR, Or, vr) respectivement. Cela donne

€2(q) = [m — T, 12 — Ty 113 — T3, 01,02, 05] ", (4.47)

ou (01,0,03) sont les angles orientés
61 = (do,dy M), 62 = (d3,d3 %), 63 = (d1,di %)

Si Palgorithme de recherche est initié & partir de tiges proches de la solution, (61, 62,63) sont
faibles et les discontinuités peuvent étre évitées en définissant ces angles dans [—m, 7].

Enfin, une troisiéme définition est proposée en s’inspirant des quaternions. L’écart angulaire
est caractérisé par l'axe u et 'angle v € [0, [ de la rotation qui transforme la base actuelle {d;}
en la base ciblée {d;} :

63(6) = [771 - ﬁ17772 - ﬁ27773 - ﬁ3a U1, V2, U3]T7 (448)

avec

v; = sin(y/2)u-d; . (4.49)

Ces trois fonctions erreur peuvent également étre définies pour des paramétres d’encastre-
ment 5D, G5p et gsp. Dans tous les cas, le systéme €(g) = 0 induit autant d’équations que
d’inconnues, et peut donc étre résolu par Newton-Raphson.

2.2 Valeurs initiales

Une difficulté de l'algorithme de Newton-Raphson est qu’il faut partir d’'une configuration
de tige proche de la solution. La recherche de ce point de départ n’est pas évidente. Elle est
néanmoins plus simple a effectuer avec la fonction q1, dont le domaine de définition £ est 5D,
qu’avec g qui est définie en 6D. L’espace & parcourir est en effet plus restreint, et peut encore
étre réduit en utilisant les symétries et les classifications présentées aux chapitres 2 et 3.

Pour trouver ce point de départ, une grille G de valeurs initiales des paramétres p est
construite. Un sous-ensemble & du domaine de définition £ est discrétisé, et pour chaque point
de I'ensemble discret &, C &, I'image par q; est calculée :

G ={(Psp>01(Psp)) , Psp € Ga} - (4.50)

Ensuite, 1’élément psp de &, dont 'image est la plus proche des parameétres d’encastrement
ciblés g5 est utilisée comme point de départ.

Cette méthode est simple, mais peut engendrer des temps de calcul importants puisqu’elle
requiert de parcourir entiérement la grille G. De plus, la configuration de départ sera proche de
la solution (ou plutét, d’une des solutions) seulement si cette derniére se trouve dans le sous-
ensemble &. Ainsi, les frontiéres de & doivent étre suffisamment grandes pour contenir cette
solution. Le pas de discrétisation influence également la convergence de la méthode : le réduire
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améliore la résolution de la grille, donc la proximité entre les points de départ et la solution. Un
compromis entre temps de calcul, larges frontiéres et haute résolution doit par conséquent étre
trouvé.

Cela justifie I'utilisation de la fonction 5D ¢, plutét que la fonction 6D ¢o : la taille de la
grille G s’en trouve sensiblement diminuée. D’autre part, la distance de chaque élément de G
a la solution est évaluée avec la fonction €1, plus rapide, méme si €3 ou €3 est utilisée dans
I’algorithme de recherche. Enfin, le nombre d’éléments de la grille G est réduit avec la symétrie
observée au paragraphe 3.3.2 du chapitre 2 :

T

[)\,tP,a, Sin’iaL} — [_)\7 _tpvaasiniaL]T (451)

implique
]T

[n177737wR79R7§0R = [771a773727r - ¢Ra9R727T - QOR}T' (452)

Avec cette symétrie, la grille G peut étre construite en parcourant seulement une moitié du plan
(A, tp). En particulier, on peut choisir uniquement les points de ce plan qui donnent pr < .
En effet, cela n’empéche pas d’imposer des paramétres d’encastrement tels que pr > 7. Pour ce
faire, il suffit

1. d’appliquer la transformation (4.52), pour obtenir des paramétres d’encastrement tels que

YRS T
2. d’exécuter I'algorithme de recherche & partir de la valeur initiale donnée par la grille;
3. d’appliquer (4.51) a la solution obtenue.

En définitive, on utilise une grille deux fois plus petite, sans modifier les frontiéres ni la résolution.

2.3 Inversion

Aprés avoir obtenu des valeurs initiales pour les paramétres physiques, les valeurs correspon-
dantes de paramétres de chargement, f, sont calculées avec (4.24). L’algorithme de Newton-
Raphson est ensuite exécuté, avec f comme variable. [’absence de bornes dans le domaine de
définition des paramétres de chargement est ici un atout, puiqu’on peut s’affranchir d’une mini-
misation sous contrainte. Les itérations sont présentées dans les algorithmes 1 et 2.

La matrice jacobienne J est calculée numériquement a chaque incrément de la variable f,
avec un schéma de différence finie centré d’ordre 2. On note

(€i=1..6) la base canonique de R%;

€ = €0(y la composée d’une des fonctions erreur de la sous-section 2.1, €, et de la fonction
directe g2 définie en (4.40);

e £, =€ - e; lai-éme composante de €

o fi=f,-e;laj-éme composante de f,.
Le calcul de J s’écrit

=
Jij(fs) = ajpj(fs)

_alfs + hej)2_h€i(fs — hej) n éh25i,jjj(fs) +o(h3) (4.53)
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ol g; j5; désigne la dérivée troisiéme de €; par rapport a f;. Comme la convergence de la méthode
dépend fortement de la précision de ce calcul numérique, cela nécessite de choisir avec attention
le pas h (Press 2007). En effet, 'erreur sur le calcul de J;; a deux origines : 'erreur de troncature
eir due a lordre 2 et 'erreur d’arrondi ey, liée & la précision des évaluations de la fonction e;. Si
eeps désigne l'erreur relative sur le calcul de cette fonction, cela donne

ei(fs)
h

Etr ™~ |h25i7j]'j(fs)’ , €ar ™~ €eps , Etot ~ Etr T €ar - (454)

En considérant une erreur sur €; proche de 'erreur machine, ecps = 10715, lerreur totale eqo; est
alors minimisée pour

. 1/3
h ~ (eep5%> ~ (eeps)l/3 |f]| = 10_5|fj| . (4'55)

Il est en effet usuel d’approcher le terme (51/5i7jjj)1/3, appelé courbure d’échelle, par |f;|.

Le pas h obtenu en (4.55) n’est toutefois pas optimal en certains points singuliers, pour lesquels
lerreur eeps sur €; est nettement supérieure a 10715, Dans ce cas, la dérivée Ji; est calculée avec la
méthode d’interpolation de L. F. Richardson (Richardson et al. 1927) implémentée par C. Ridders
(Ridders 1982). Cela consiste a extrapoler en h — 0 les résultats obtenus pour plusieurs valeurs
de h décroissantes. L’extrapolation polynomiale est implémentée avec 1’algorithme de Neuville.
Cette technique est précise, mais cotiteuse en temps de calcul. Elle n’est par conséquent utilisée
que si Newton-Raphson diverge pour le pas défini en (4.55).

Le pas de Newton d calculé ligne 10 de l'algorithme 1 est tel que 'approximation de € a
lordre 1 en f, s’annule en f, + d. Pour empécher toute divergence, une recherche linéaire par
rebroussement est effectuée en utilisant la régle d’Armijo (Bonnans et al. 2006). Une condition de
décroissance linéaire est imposée a chaque itération (voir algorithme 2, ligne 7). Si cette condition
n’est pas satisfaite par le pas de Newton, un pas correct est obtenu en "rebroussant chemin"
suivant la direction de descente d/||d||. Néanmoins, cela n’assure pas forcément la convergence :
lorsque le déterminant de J est proche de zéro, la recherche linéaire aboutit & un pas nul. Dans
ce cas, l'algorithme de Newton-Raphson est arrété (algorithme 1, ligne 12) puis redémarré en
modifiant les valeurs initiales suivant la fonction

o T
[A,tp,a, siniaL]T — A,tP,a,SinZ’ + %‘%7677[/ . <456)

Pour éviter d’alourdir le temps de calcul, pas plus de 9 autres valeurs initiales sont testées pour
démarrer 'algorithme, en prenant n;,; € {1,...,9}.

3 Tests de la méthode

La méthode de résolution présentée dans les deux sections précédentes doit étre testée sur
un grand nombre d’inversions. En sous-section 3.1, une stratégie est mise en place pour générer
des listes d’inversions représentatives, et trois indicateurs de performance mesurables sur ces
listes sont définis. On souhaite évaluer 'influence de différents facteurs sur ces indicateurs, afin
de déterminer un réglage optimal de la méthode. Pour ce faire, un paramétrage du probléme
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L fs <+ fo

2 fod < Fs

3: for i < 0, 39 do

4: if |le(f,)]|oo < €c then > Si l'erreur est proche du vecteur nul 0, la solution
5: return f, est f

6: end if

7: C+ 0.5¢e(f,)? > Calcul du cotit scalaire

8: J 3;( fs) > Calcul de la matrice Jacobienne

9: g« Jre(f,) > Calcul du gradient
10: d <+ —J te(f,) > Calcul du pas de Newton
11: LINESEARCH(f,,d, g) > Recherche linéaire (voir algorithme 2)
12: if f,,q = f then > Arrét de l'algorithme si le pas de recherche linéaire
13: return est nul
14: end if
15: end for

16: return f,

Algorithme 1 Algorithme de Newton-Raphson. La notation || - || ligne 4 représente la norme
maximum d’un vecteur, i.e. la plus grande valeur absolue de ses composantes.

1: function LINESEARCH(f,,d, g)

2 74 045

3 w1074

4 for j < 0, 49 do

5: t 717 > Pas de Newton d (j = 0) ou pas inférieur (j > 1)
6 Ct«— 05¢e(f, +td)? > Calcul du nouveau cofit scalaire

7

8

9

if Ct —C <wtg-dthen > Mise a jour de f, si la fonction coit a diminué
Forg — Fs suffisamment selon la régle d’Armijo

fot fottd
10: return

11: end if

12: end for

13: end function

Algorithme 2 Recherche linéaire par rebroussement avec la régle d’Armijo.
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est proposé. En sous-section 3.2, les frontiéres de la grille d’initialisation G sont paramétrées
par la taille I, et sa résolution par le pas 0. Le choix de l'erreur (cf. 2.1) et 'utilisation ou
non de la symétrie (4.51) sont également des paramétres du probléme, dont il s’agit d’estimer
I'impact. En sous-section 3.3, un dernier parameétre a est défini pour caractériser ’espacement
entre les points testés. Deux séries de tests, présentées en sous-section 3.4, sont effectuées. Les
résultats obtenus donnent les informations utiles pour établir une paramétrisation optimale dans
un probléme donné. Au total, plus de 850 000 inversions sont calculées sur un grande partie de
I’espace configurationnel. Dans 99.9% des cas, les conditions d’encastrement ciblées sont atteintes
avec une précision supérieure a4 107°. Enfin, des stratégies pour obtenir plusieurs solutions d'un
meéme probléme aux limites sont proposées en sous-section 3.5.

3.1 Indicateurs de performances

Selon la méthode proposée en sous-section 2.2 pour obtenir des valeurs initiales, seules les
configurations de tiges appartenant a I’espace & C & couvert par la grille G sont censées étre
obtenues. En raison du caractére fractal de l'algorithme de Newton, il est en réalité possible
d’obtenir des solutions hors de cet espace, mais ce n’est pas garanti. L’ensemble des conditions
d’encastrement atteignables avec la grille G est donc I'image de & par ¢, notée ¢;(®). Toutefois,
cette image est difficile 4 caractériser. Pour tester exclusivement lefficacité de l'inversion et
non l'existence d’une solution, une stratégie est mise en place. Un sous-ensemble $ C & est
discrétisé, et pour chaque point psp de 'espace discret résultant 4 C § le cheminement suivant
est exécuté :

—1
q1 A a1 B (4.57)
Psp — Qqsp —— Dsp —— Qsp -

Cela produit la liste d’inversions

L= {(p5D7 q5DaT)5Daq5D) yP5D € 'cjd} . (458)

A partir de cette liste, trois indicateurs de performance sont définis. Premiérement, le taux
de succés & 107° indique le pourcentage de points de £ pour lesquels l'inversion a fonctionné,
1.e. tels que

150 = Ts5plloe < 107°. (4.59)

Ensuite, le temps moyen pris par une inversion est calculé en divisant le temps de calcul de la
liste £ compléte par le nombre d’éléments dans cette liste. Enfin, le nombre moyen d’itérations
donne la vitesse de convergence de 'algorithme d’inversion. Les calculs sont effectués sur un
processeur Intel 17-5930K, 3.5GHz.



3. Tests de la méthode 119

3.2 Grille d’initialisation

Les frontiéres de 'espace & couvert par la grille d’initialisation sont choisies en fonction d’un
paramétre [ € N comme suit :

(A tp) € [=11] x [—1,1]

a < [CLMm()\,tp), 12]
Psp € 6 = . (4.60)
Sini € [0,0.95 Sper]

L € 0.1, sper]

La projection de ces frontiéres dans 'espace (A, tp, a) est tracée sur la Figure 4.2a. Le paramétre
caractérise la taille de & : plus il est important, plus les valeurs initiales sont cherchées dans une
grande région donc plus elles seront proches de la solution. La borne [? pour a est toujours
supérieure & apzin (A, tp). La longueur adimensionnée L est limitée & une période. Etant donné la
structure géométrique générale des tiges élastiques mise en évidence au chapitre 3, cela implique
que les tiges considérées ne forment pas plus d’une boucle. Cela parait suffisant pour beaucoup
d’applications. Toutefois, des solutions avec plus de boucles peuvent également étre obtenues
avec la méme grille, en utilisant des techniques comme la continuation numérique.

L’espace & est discrétisé en utilisant un pas § constant et identique pour chaque paramétre
physique pr = psp - ek, toujours en partant de la borne inférieure comme présenté Figure 4.2b.
Lorsque la symétrie (4.52) est utilisée, cependant, le paramétre tp est choisi de 0 & [ et si néces-
saire, la transformation (4.51) est appliquée pour assurer que pr < m. Cela réduit évidemment
le nombre de points dans G. D’autre part, nous avons remarqué que les points tp = 0 sont singu-
liers, i.e. ils annulent le discriminant de la matrice Jacobienne. Ces points sont par conséquent
remplacés dans la grille par tp = 1073, sans modifier les autres paramétres physiques.

3.3 Points testés

Pour définir complétement les tests effectués, il reste a préciser comment sont choisis les points
psp & partir desquels le cheminement (4.57) est exécuté. Ces points doivent étre différents des
valeurs initiales de la grille G, sans quoi 'inversion devient triviale. Les bornes de I'espace $ C &
qu'ils décrivent sont donc positionnées & une distance /2 de celles de & (voir Figure 4.2).
Ensuite, le méme pas de discrétisation constant a9 est utilisé pour chaque paramétre physique.
Cela implique que le nombre d’inversions testées ne peut pas étre imposé, mais il peut étre régulé
avec la valeur de a.. Cette derniére est choisie de fagon a ce que le nombre d’intervalles pour les
parameétres A et tp soit exactement 2[ + 1, donc

20—-96

o) = S (4.61)

Lorsque le temps de calcul n’est pas trop important, une valeur plus faible ay = /2 est utilisée
pour tester plus d’inversions. Pour éviter les trajectoires trop simples, seules les tiges vérifiant

| Ar||/L < 0.95 (4.62)
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5/2 5/2
| — | | — |
—{—*—o—ox—o—x}o—l—»pk
gl hl L 6 ] L - 6 Ih2 .g2

Figure 4.2. Description des valeurs initiales psp € &5 C & utilisées pour calculer la grille
G en (4.50) et des points testés psp € Hg C H a partir desquels le chemin (4.57) est exécuté.
(a) Tracé de la surface apsin(A, tp) qui délimite le domaine de définition £ de ¢ et tracé des
frontiéres de &, caractérisées par la taille [ € N. (b) La discrétisation de & et §) est effectuée dans
chaque dimension entre les bornes (g1, ¢g2) de & et (hy, he) de $ respectivement ; p;, (k = 1...5)
représente a, A, tp, Sin; ou L. Les éléments de &, sont matérialisés par des points, réguliérement
espacés en partant de la borne inférieure g1 et en utilisant le méme pas § sur chaque dimension.
Les éléments de $4 sont figurés par des croix et générés de la méme facon, en partant de hy et
en utilisant un pas «d.

sont maintenues dans la liste des points testés. Enfin, les tiges A = tp = 0, correspondant &
I’elastica plane d’Euler, ne sont pas testées car elles générent des singularités dans les expressions
et doivent donc étre traitées séparément.

3.4 Résultats et discussions

Une premiére série de tests est effectuée pour étudier I'influence du pas § de la grille G et
comparer les trois erreurs définies en sous-section 2.1. Quatre grilles d’initialisation sont testées,
avec la méme taille [ = 2 mais des pas § différents. Les listes d’inversions correspondantes sont
générées pour chaque erreur €1, €2 et €3. Les résultats sont reportés sur la Figure 4.3.
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Comme attendu, diminuer § améliore le taux de succés et réduit le nombre moyen d’itérations
grace a des valeurs initiales plus proches de la solution. En revanche, le temps par inversion
minimal est obtenu pour des valeurs intermédiaires de §. Quand ¢ est trop grand (e.g. § = 2), les
inversions sont lentes parce que trop d’itérations sont nécessaires avant d’arriver & la solution et
plus de points singuliers sont rencontrés. Chaque point singulier requiert 1’algorithme de Ridders
pour calculer la matrice Jacobienne plus précisément (mais aussi plus lentement) ainsi que des
essais supplémentaires avec d’autres valeurs initiales pour tenter de contourner la singularité.
D’un autre coté, des valeurs de ¢ trop faibles (e.g. § = 0.25) engendrent des grilles G trop
grosses, qui alourdissent la recherche des points de départs. La valeur § = 0.5 semble satisfaire
les deux exigences de taux de succés et de rapidité de calcul.

n «—— nombre moyen d’itérations
! ~—— temps moyen par inversion (ms)
~—— taux de succes

% 5 4 3 5 4 3 5 4 3
100 - 13 11 31 157 12 32 13 14 31

8
143

95}

85}

80

€1 €2 €3

[J6=2[]o=1 =05 =025

Figure 4.3. Taux de succés & 1077, temps moyen par inversion (en ms) et nombre moyen
d’itérations pour les trois définitions de I'erreur proposées en 2.1 et des grilles d’initialisation de
méme taille [ = 2 et de pas de discrétisation différents : § = 2 (a1, 3622 inversions), § = 1 (aq,
2154 inversions), 6 = 0.5 (ag, 53 170 inversions), 0 = 0.25 (ag, 50 946 inversions). Le rapport de
rigidité est fixé a K3p = 1.

En prenant 6 = 0.5, 99.9% des inversions sont réussies quelque soit l'erreur €71, €2 ou €3. La
méthode est donc robuste quant & la définition de I'erreur choisie, malgré les discontinuités et les
singularités attachées aux angles d’Euler. Quand § est grand, cependant, de meilleurs résultats
sont obtenus pour €; (voir par exemple ¢ = 2 sur la Figure 4.3) aussi bien en ce qui concerne
le taux de réussite que le temps d’inversion. Il y a deux explications & cela. Premiérement, les
erreurs €2 et e€g ont des expressions plus compliquées susceptibles de donner plus de singulari-
tés, notamment des points ou la matrice Jacobienne est de déterminant nul. Deuxiémement, la
définition €1 est systématiquement utilisée pour balayer la grille G et sélectionner comme valeur
initiale le point qui minimise ’erreur, méme si €s ou €3 est utilisé dans ’algorithme de recherche.
Cela économise du temps de calcul pour les grilles importantes, mais diminue la qualité des
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points de départ pour les grilles de petite taille. Pour confirmer cette deuxiéme explication, un
test supplémentaire (non représenté Figure 4.3) a été effectué avec I = 2 et § = 2 en utilisant
la méme définition de 'erreur, €3, dans la recherche du point de départ et dans I’algorithme de
Newton : le taux de réussite passe seulement de 94% a 94.9%, mais le temps de calcul diminue de
263 ms a 171 ms. Enfin, il faut noter que le temps de calcul pour les grilles G a faible résolution
sont particuliérement dégradées dans le cas de e€a. Cela provient probablement de discontinuités
sur les angles d’Euler : en sous-section 2.1, il a été précisé que ces derniéres sont évitées pour
I’erreur €5 seulement si les valeurs initiales sont proches de la solution.

Une deuxiéme série de tests est effectuée pour évaluer I'influence de la symétrie (4.51) et de la
taille [ de ’espace & dans lequel les valeurs initiales sont recherchées. Dix grilles d’initialisation
sont testées avec
la définition €5 de 'erreur;
un pas de discrétisation 6 = 0.5;
cing valeurs de [ allant de 2 &4 10;

deux versions, 'une "sans symétrie", i.e. avec exactement les bornes délimitées en (4.60)
et autre "avec symétrie", i.e. avec tp € [0,1] grace a la symétrie (4.51).

t (ms)

[ pourcentage de tp = £
% e . . ’
80L& parmi les points testés

-<— temps moyen par inversion 8.4

=2 [=3 [=5 [I=7 1=10

[[] Avec symétrie [I] Sans symétrie

Figure 4.4. Temps moyen par inversion (en ms) pour l'erreur €z, un pas 0 = 0.5 et différentes
tailles [ = 2 (53 170 inversions), [ = 3 (82 260 inversions), [ = 5 (142 552 inversions), | = 7
(191 004 inversions), { = 10 (328 152 inversions). L’expression as est utilisée pour 'espacement
entre les points testés. Le pourcentage de configurations d’équilibre tp = +X parmi les points
testés est également affiché, car ces points singuliers ont une influence sur la rapidité de I'inversion.
Deux grilles d’initialisation sont testées pour chaque valeur de [ : la premiére est restreinte avec
la symétrie (4.51), au contraire de la seconde. Les dix listes d’inversions ainsi obtenues ont un
taux de succés de 99.9%. Au total, 797 138 conditions d’encastrement distinctes sont testées. Les
calculs sont effectués avec un rapport de rigidité Ksp = 1.

Cela donne 743 968 inversions et pour chacune des dix listes d’inversions obtenues, le taux
de succes est de 99.9%. Le temps moyen par inversion est tracé Figure 4.4. Comme les points
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critiques tp = £\ sont traités avec une intégration numérique et non analytique (voir la fin de la
sous-section 1.3), ceux-ci ralentissent ’algorithme de recherche. Pour une meilleure interprétation
des résultats, le pourcentage de tiges tp = £\ parmi les points testés est donc indiqué au-dessus
des barres de I'histogramme. Sans surprise, le temps par inversion est accru avec [ puisque les
points de départ sont recherchés dans un espace plus grand. Pour [ > 3, cela reste vrai méme
si le pourcentage de points tp = £\, coliteux en temps de calcul, est diminué. Pour [ < 3,
en revanche, 'influence des points tp = +\ est prépondérante sur celle de [. D’autre part, on
constate que l'influence de la symétrie (4.51) sur le temps de calcul devient non négligeable au
fur et & mesure que [ est augmenté.

L’image par q; de l’ensemble discret $); des paramétres physiques testés est tracé sur la
Figure 4.5, dans le cas d’une grille d’initialisation G de taille [ = 2 et de pas de discrétisation
0 = 0.5. Cela représente I’ensemble des valeurs de paramétres d’encastrement qui ont été testées
et atteintes. Nous avons remarqué que les frontiéres de cet ensemble ne sont pas modifiées lorsque
I augmente jusqu’a [ = 10, ni lorsque la longueur de la tige est étendue jusqu’a quatre périodes.
Cela laisse penser que les conditions d’encastrement atteintes sont plutdt représentatives des
configurations d’équilibre des tiges élastiques idéales 3D.

0 7T 277 0 7T 27T

Région 1 Région 2

0 7T 27T

Région 3 Région 4

Figure 4.5. Tracé des valeurs de paramétres d’encastrement ciblées et atteintes pour [ = 2 et
0 = 0.5. L’hétérogénéité provient du fait que I'espace de départ de la fonction ¢; a été parcouru
avec un pas constant, et non ’espace d’arrivée. Les tests sont effectués seulement pour les points
n > 0 et o = 0, & partir desquels tous les autres points peuvent étre obtenus avec la symétrie
par rotation mise en évidence en (4.13) et (4.14). Pour visualiser la dépendance entre les angles
d’Euler et les positions relatives des extrémités de la tige, le tracé (n1,72) est divisé en quatre
régions et les valeurs de (1 g, Or) correspondantes sont tracées séparément. Parce qu'il est difficile
de visualiser un espace 5D, ¢r n’est pas tracé.

Pour faciliter la lecture de la Figure 4.5, il faut tout d’abord noter que I'axe horizontal du
graphe (n1,73) donne la direction et le sens de di(0), et I'axe vertical donne la direction et le
sens de d3(0). L’origine (0, 0) est le point S = 0 de la tige, et la tangente en ce point est verticale
ascendante. Ensuite, chaque point (n1,73) est une position atteinte par 'extrémité S = L dans
le plan (d1(0),ds3(0)) (cf. Figure 4.1). On rappelle que 7y est choisi nul sans perte de généralité.



124 Chapitre 4. Résolution du probléme aux limites en position et orientation

Enfin, les graphes (g, pr) donnent les coordonnées sphériques atteintes par la tangente en S = L
sur un planisphére dont le centre est 'extrémité S = L. Par exemple, le point (g = 0,0r = 7/2)
correspond & une configuration ou la tangente ds(L) est paralléle & d;(0) et dans le méme sens.

3.5 Extensions de la méthode

Les résultats des deux séries de tests présentées en sous-section 3.4 montrent que notre mé-
thode est efficace pour déterminer une expression analytique de tige associée & des conditions
d’encastrement données. Toutefois, il existe plusieurs configurations de tiges solutions de ce pro-
bléme. Pour en obtenir davantage, deux stratégies sont envisagées.

3.5.1 Continuation numérique

Une premiére idée est de partir de la solution calculée, et d’effectuer une continuation nu-
meérique sur les paramétres (Yr, 0, ¢r). Un exemple est proposé Figure 4.6, ou une deuxiéme
solution est obtenue en ajoutant progressivement un tour sur @p.

Deuxiéme solution pp = 2.2

ds(L) (+27) d1(0)

Figure 4.6. Continuation numérique du paramétre ¢ avec ¢ = {—0.4,—0.1,0.5,4.8,1.4,2.2}.
A partir d’une premiére solution p = {—0.3,—-0.2,—0.7,3.4,0.5,4.8}, pr est augmenté pas a pas
en utilisant les algorithmes 1 et 2. A chaque incrément de g, les paramétres de chargement de
la configuration actuelle sont utilisés comme valeurs initiales. Au bout d’un tour complet, une
deuxiéme solution p = {1.1,1.5,3.1,0.64, 1.8,3.3} est obtenue. En suivant la méme convention
que pour la Figure 4.1, le vecteur de base do est matérialisé sur la surface de la tige par la couleur
vert clair. Les calculs sont effectués avec un rapport de rigidité Ko = 1.

Les différentes configurations de tiges calculées avec cette stratégie peuvent étre distinguées en
utilisant le link polaire £, introduit par Berger et Prior (Berger et Prior 2006, Prior et Neukirch
2016). Sous réserve que les tiges soient comprises entre deux plans paralléles passant par leurs
extrémités, cette grandeur topologique s’écrit comme la somme de

e la contorsion polaire W,, une généralisation de la contorsion W (Calugareanu 1961, Fuller
1978) habituellement utilisée pour les tiges fermées;

e la rotation globale du repére de Darboux autour de la tangente t = d3 a la trajectoire,
T =tpL/(2m K3), exprimée en nombre de tours :

Ly=W,+T. (4.63)
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Le link polaire est un invariant pour toute transformation n’induisant pas de croisement de la
trajectoire ni de rotation des sections extrémales. Par ailleurs, deux solutions de mémes conditions
d’encastrement obtenues en ajoutant ou en retranchant des tours sur les angles (YR, 0r, ¢r)
ont des links polaires qui différent d’un entier. Par exemple, la premiére solution tracée sur la
Figure 4.6 vérifie £, = 0.1 et la deuxiéme, £, = 1.1. La différence entre les deux links polaires
est de 1, ce qui indique qu’un seul tour sur g sépare ces deux solutions.

Cependant, cette stratégie risque d’étre insuffisante pour calculer toutes les configurations
d’équilibre correspondant & des conditions d’encastrement données. En effet, il peut exister deux
solutions avec la méme valeur de link polaire (un exemple est proposé dans le paragraphe suivant).
Généralement, de telles solutions sont obtenues I'une a partir de I’autre sans rotation des sections
extrémales.

3.5.2 Utilisation de plusieurs valeurs initiales

Une deuxiéme idée consiste a utiliser plusieurs valeurs initiales, & partir desquelles 'algorithme
de Newton converge vers des racines différentes. Cela fonctionne car ’ensemble des valeurs ini-
tiales a partir desquelles une solution peut étre atteinte, appelé bassin d’attraction, est en général
important. Par exemple, on peut choisir comme valeurs initiales les £ € N points de la grille G
dont I'image par q; est la plus proche des paramétres d’encastrement ciblés. Cette stratégie gé-
nére des colits de calcul importants car plusieurs points de départs peuvent converger vers la
méme solution, tandis que d’autres peuvent conduire a de fausses convergences sur des minima
locaux. Elle est toutefois trés simple & implémenter.

N°6, L, = 0.42
N°25, L, = 0.42

N°175, £, = —1.58

ds(L) N°51, £, = —1.58

da(L)

Figure 4.7. Quatre configurations d’équilibre solutions de ¢ = {0,0,0.7,27 x 0.42,0,0}, cal-
culées a partir de quatre des 180 points de la grille G dont les paramétres d’encastrement sont
les plus proches de la cible g. Ces 180 points sont triés dans I'ordre croissant de ’erreur et pour
chaque solution, le rang de la valeur initiale utilisée (N°) ainsi que la valeur du link polaire £,
sont indiqués. Les calculs sont effectués avec un rapport de rigidité Kso = 0.7. Les valeurs des
paramétres physiques psp sont : {—0.4,0.2,0.8,0.2,6.4} (N°6), {—0.1,0.2,—-0.8,0.3,9.7} (N°25),
{0.6,—1.3,3.0,0.7,4.1} (N°51), {-0.2,-0.2,2.0,6.4,13.3} (N°175). Selon la convention établie
en Figure 4.1, le vecteur de base do est matérialisé sur la surface de la tige par la couleur vert
clair.

Un test est effectué avec les conditions d’encastrement q¢ = {0,0,0.7,27 x 0.42,0,0}, pour un
rapport de rigidités K3g = 0.7. Ces contraintes sont particuliéres car elles imposent que les deux
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tangentes extrémales soient alignées. Dans ce cas, le paramétre physique ¢g n’a pas d’influence
et sa valeur peut étre fixée arbitrairement. Les k = 180 points de la grille G dont les paramétres
d’encastrement sont les plus proches de la cible sont utilisés pour démarrer ’algorithme 1. Parmi
ces points, seuls 7 induisent une fausse convergence. Tous les autres conduisent & une solution,
mais certaines solutions sont obtenues plusieurs fois. On choisit de considérer deux solutions
égales lorsque la norme maximum de la différence entre leurs parameétres physiques est inférieure
a 107!, Aprés élimination de ces doublons, 32 solutions sont obtenues, dont certaines forment
un grand nombre de boucles. En sélectionnant celles dont la longueur L est inférieure a trois
fois la période spe, il reste 10 solutions. Quatre d’entre elles sont tracées sur la Figure 4.7 :
on peut les classer en deux paires de configurations d’équilibre ayant le méme link polaire mais
des contorsions polaires et des torsions différentes. La différence entre les deux valeurs de link
polaire est un entier, donc une solution £, = —1.58 peut étre obtenue & partir d'une solution
L, = 0.42 par continuation numérique sur les angles d’Euler. En revanche, I'obtention d’une
solution £, = 0.42 a partir de I’autre solution £, = 0.42 avec la continuation n’est pas garantie.

3.5.3 Perspectives

Les deux stratégies présentées ici sont des pistes intéressantes pour déterminer plusieurs solu-
tions & un probléme aux limites donné. Les configurations d’équilibre obtenues peuvent ensuite
étre classées avec des grandeurs comme le link polaire, le nombre de périodes ou I’énergie élas-
tique.

Des études doivent encore étre menées pour améliorer la robustesse et la rapidité des calculs.
Dans le cas de la continuation numérique, il serait intéressant de comparer les différentes tech-
niques existantes. Notamment, les méthodes asymptotiques peuvent s’avérer particuliérement
robustes en comparaison des techniques de prédiction-correction (Lazarus et al. 2013). En ce
qui concerne 'utilisation de plusieurs points de départ, différentes pistes d’amélioration sont a
considérer : arrét de ’algorithme 1 lorsqu’il converge vers des solutions ou des minima locaux
non souhaités, recuit simulé, analyse des bassins d’attraction, etc.

4 Conclusion du chapitre

Une méthode pour imposer des conditions d’encastrement aux tiges élastiques a été proposée
et implémentée. La résolution de ce probléme aux limites était I’'un des objectifs annoncés a la fin
du chapitre 1 pour faciliter le calcul de structures avec 'approche Biopolymer Chain Elasticity
(BCE). Dans 'exemple de 'épingle a cheveux, une poutre élastique est associée a la partie en
double-hélice par identification du rayon, du pas et du déphasage. La boucle simple-brin est
également représentée par une poutre, obtenue en imposant une continuité de son repére de
Darboux avec celui de la double-hélice. Cela nécessite donc d’imposer la position et ’orientation
relatives des tangentes extrémales. Dans un cadre plus général, tout acide nucléique pourrait étre
associé & un ensemble de tiges élastiques obtenues

e en superposant, a ’aide des développements du chapitre 3, des configurations d’équi-
libre de tiges particuliéres (hélices, cercles, courbes fermées, homoclines) aux séquences
concernées ;
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e en associant des tiges élastiques aux autres séquences via la donnée du tube enveloppe et
des chiralités;

e en définissant des conditions de liaisons aux extrémités de chaque tige calculée (continuité
du repére de Darboux ou discontinuité de I’angle ¢ pour modéliser une liaison souple) ;

e en résolvant le probléme aux limites pour déterminer les portions de molécules restantes
(la boucle dans le cas des épingles a cheveux).

La représentation de la chaine sucre-phosphate par cet ensemble de tiges apporte des solutions
pour déformer efficacement les molécules, caractériser leur état de contrainte et d’énergie ou
déterminer leur conformation.

La méthode d’inversion, basée sur l'algorithme de Newton-Raphson et la construction d’une
grille 5D de valeurs initiales, donne une solution du probléme aux limites avec un temps de calcul
trés faible. Au total, 853 860 inversions ont été testées et dans 99.9% des cas, les conditions d’en-
castrement ciblées ont été atteintes avec une précision supérieure & 107°. A notre connaissance,
les nouveautés apportées en implémentant cette méthode sont

e l'écriture de la relation d’équivalence entre les paramétres physiques (A, tp, a, o, Sini, L)
et les paramétres de chargement (fo1, fo2, fos, mo1, Moz, Mo3), qui constitue un lien entre
le formalisme de Landau et une formulation plus "mécanique" en termes de composantes
de forces et de moments ;

e |’'association complémentaire de ces deux paramétrisations dans une stratégie de ré-
solution du probléme aux limites. Les paramétres (A, tp,a, @, Sini, L) mettent en évi-
dence les symétries et conduisent & une classification proposée au chapitre 3, ce qui
facilite la recherche d’un point de départ pour l'algorithme de Newton. Les paramétres
(fo1, fo2, fo3, mo1, Moz, mo3) sont définis sur R, ce qui garantie la robustesse de la re-
cherche de racines;

e le calcul de plus de 850 000 configurations d’équilibre, dans le cas général ot des conditions
d’encastrement 3D sont imposées, en parcourant une grande partie de ’espace configu-
rationnel ;

e ’étude quantitative de U'influence des différents parameétres de la méthode (taille I de la
grille, pas de discrétisation 9, définition de l'erreur, restriction d’espace en utilisant une
symeétrie).

Par ailleurs, deux stratégies ont été proposées pour obtenir plusieurs solutions du probléme aux
limites, et testées sur des exemples.






Conclusion et perspectives

Dans un contexte ol la détermination de la structure tridimensionnelle, ou conformation,
des acides nucléiques est loin d’étre achevée, 'approche Biopolymer Chain Elasticity (BCE)
développée au Laboratoire Jean Perrin cherche a relever les enjeux de modélisation & partir du
rapprochement avec la théorie de 1'élasticité des tiges. Ce n’est pas la seule alternative possible,
mais elle présente quelques atouts. Tout d’abord, elle s’appuie sur des observations théoriques
et expérimentales selon lesquelles le squelette des acides nucléiques se comporte comme une
poutre élastique en grande déformation. Son application sur les épingles a cheveux a montré
que méme les configurations d’équilibre des poutres sont des points de départ efficaces pour
reproduire fidélement la conformation. A une échelle bien choisie, de 'ordre de la longueur de
persistance, la chaine moléculaire est donc représentée par une tige qui porte les principales
informations sur la géométrie, ’état de contrainte et 1’énergie. S’il est possible de caractériser
simplement la configuration de cette tige, elle devient alors un outil puissant de description,
d’analyse, de comparaison et de classification. D’autre part, en considérant le biopolymeére comme
un enchainement de tiges élastiques associées par des liaisons de différents types, sa conformation
est décrite avec un nombre de degrés de liberté restreint. Les temps de calcul sont par conséquent
diminués.

La mise en pratique de ces idées nécessite néanmoins la résolution de deux problémes de
mécanique des tiges, qui ont fait I'objet de cette thése. Les conclusions des différentes études
menées sont les suivantes :

e La classification de I’ensemble des configurations d’équilibre des tiges élas-
tiques. Une description compléte de la statique des tiges sous les hypothéses de I’elastica
3D idéale est formulée au chapitre 2. Les expressions analytiques de la trajectoire in-
finie et des directeurs de Cosserat sont établies en fonction des paramétres de Landau
(A, tp,a) et des grandeurs (K39 = K3/Ko, ¢(0)). Ces expressions ne sont pas nouvelles,
mais nous les avons réunies dans un formalisme dont les paramétres sont proches de la
Physique et sont reliés bijectivement a I’ensemble des configurations d’équilibre, a 1'ex-
ception prés des tiges rectilignes et des tiges de force nulle. Cela offre un cadre solide a
la classification, puisque les trajectoires infinies peuvent étre cartographiées dans I’espace
de dimension trois des paramétres (A, tp,a). Au chapitre 3, le domaine de définition de
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ces paramétres est déterminé pour la premiére fois. Nous avons montré qu’ils évoluent
dans un demi-espace dont la borne inférieure est une surface apsin (A, tp) relativement
complexe, exprimée analytiquement. Ensuite, les trajectoires particuliéres, dont certaines
sont proches de structures d’acides nucléiques, sont localisées dans ce demi-espace : tiges
rectilignes, elastica 2D, cercles, tiges fermées, hélices, homoclines. Leurs caractéristiques
(rayon, pas, module, etc.) sont exprimées analytiquement avec des fonctions simples. De
plus, les paramétres de Landau d’une tige en hélice sont obtenus & partir de la donnée du
rayon, du pas et de I'orientation des sections en deux points de la trajectoire. Cela offre un
accés immédiat & ’état de contrainte et d’énergie de ces hélices. Enfin, des propriétés géo-
métriques générales des configurations d’équilibre sont mises en évidence. Les trajectoires
infinies sont enveloppées & l'intérieur d’un tube hélicoidal et s’enroulent autour de I'axe
de ce tube, appelé hélice centrale. Les caractéristiques du tube enveloppe (deux rayons
pH, pc et un pas py) sont exprimées analytiquement ainsi que le pas pg d’enroulement
des tiges autour de I’hélice centrale. Trois propriétés de chiralité, liées au sens des enrou-
lements, sont définies et exprimées analytiquement. Les configurations d’équilibre sont
alors classées, d’abord en fonction des chiralités, puis en fonction du tube enveloppe. Le
demi-espace (A, tp,a) est divisé en dix classes de chiralités constantes, dont les frontiéres
sont tracées sur les Figures 3.10 et 3.11. Par ailleurs, aprés adimensionnement, un maxi-
mum de quatre tiges peuvent étre associées a une géométrie donnée du tube enveloppe.
Gréce a une paramétrisation de 'elastica idéale par (pm, pa,a), celles-ci sont obtenues a
partir de 'inversion numérique 1D de la fonction pg(a).

Le calcul de configurations d’équilibre sous des conditions d’encastrement
spécifiées. Une méthode pour imposer une position et une orientation 3D relatives des
sections extrémales est proposée et implémentée au chapitre 4. Ce probléme aux limites est
formulé comme une inversion numérique, effectuée avec I’algorithme de Newton-Raphson.
La particularité de la méthode de résolution proposée est d’utiliser deux paramétrisations
complémentaires des configurations d’équilibre. La premiére paramétrisation est issue du
formalisme de Landau. De par la hiérarchie qu’elle établie entre les parameétres, elle est
particuliérement appropriée pour la classification. Elle met en valeur les symétries du pro-
bléme, et conduit & une restriction de la dimension de ce dernier (de 6D & 5D). On l'utilise
par conséquent pour rechercher un point de départ de Newton-Raphson, en construi-
sant une grille de valeurs réparties réguliérement sur toute une portion de l’espace 5D
(A, tp,a, sini, L). La deuxiéme paramétrisation est la plus proche de la Physique, puisqu’il
s’agit directement des composantes de force et de moment dans le repére de Darboux. Elle
est reliée bijectivement a la premiére. Cette paramétrisation n’induit pas de restriction
dimensionnelle, mais elle est définie sur tout R, ce qui la rend particuliérement robuste
pour 'implémentation dans un algorithme de recherche. La combinaison des avantages
de ces deux paramétrisations donne une méthode d’inversion de géométrie performante.
Plus de 850 000 inversions sont testées, et dans 99.9% des cas les conditions aux limites
ciblées sont atteintes avec une précision supérieure 4 107°. Le temps moyen par inversion
est trés faible (inférieur & 15 ms pour [ = 2) ce qui rend possible I'implémentation de
simulations interactives. Les paramétres de la méthode les plus influents sont identifiés
(taille I de la grille, pas de discrétisation ¢, définition de l'erreur) et un réglage conve-
nable de leur valeur est donné (6 = 0.5, erreur €2). Enfin, deux stratégies pour obtenir
plusieurs solutions sont proposées et testées sur des exemples. Ces derniéres sont simples
a implémenter et relativement robustes, mais des améliorations sont a prévoir pour éviter
d’alourdir le temps de calcul.
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En définitive, les tiges élastiques sont des modéles prometteurs pour les acides nucléiques.
La structure géométrique de leurs configurations d’équilibre, qui s’enroulent autour d’un axe
hélicoidal, a des similitudes avec celle de la chaine sucre-phosphate. Tous les sens d’enroulement
de T'hélice centrale autour de 'axe de la force, de la trajectoire autour de 1'hélice centrale et
des sections autour de la trajectoire sont possibles. Ces tiges ont donc une richesse structurelle
suffisante pour décrire les biopolymeéres, y compris les protéines. Dans le cadre d’une modélisa-
tion quasi-statique, ot les effets d’inertie sont négligés, les configurations d’équilibre peuvent étre
utilisées pour décrire la molécule. Une chaine de 1'ordre de la longueur de persistance (quelques
nucléotides dans le cas simple-brin) est alors décrite par une seule poutre, donc neuf paramétres
(E,I?B,E,A,tp,a,goo,sim-,L). Dans un modéle de mécanique moléculaire classique, au moins
autant de degrés de libertés sont nécessaires pour un seul nucléotide. De plus, les caractéris-
tiques (pm, pa, PH, Pc) et les chiralités (Sg, S, Sp) donnent rapidement une idée de l'allure de
la trajectoire d’une tige. Ils constituent donc des éléments intéressants de comparaison entre
molécules, auxquels peuvent s’ajouter I’état de contrainte et 1’énergie, facilement calculables.
C’est ce qui a motivé les classifications proposées dans cette thése. D’autre part, la résolution du
probléme aux limites avec des temps de calcul qui autorisent 'interactivité fait de ces tiges des
éléments efficaces de construction et de déformation des acides nucléiques.

La recherche de plusieurs configurations sous des conditions d’encastrement fixées est encore
& améliorer, en termes de rapidité notamment. Ensuite, la conception d’éléments de modélisation
moléculaire intégrés a des logiciels tels que Chimera ou SAMSON pourra étre envisagée. Comme
la théorie de I’élasticité donne accés aux forces et moments appliqués sur la tige, un des projets
en cours consiste & mettre en place un retour d’effort sur les simulations. Par I'intermédiaire d’un
bras robotique, I'utilisateur spécifie les conditions d’encastrement ciblées et ressent ’action de la
tige qui résiste a ses sollicitations. L’ajout d’une scéne virtuelle stéréoscopique 3D et 1'utilisation
de dispositifs haptiques plus élaborés (interfaces a contacts intermittents, interfaces a cables,
etc.) peuvent encore améliorer I'immersion dans la vie de la molécule, et constituer des outils
de modélisation intuitifs et innovants. Pour décrire plus exactement les contraintes imposées par
I’environnement physico-chimique et les effets de la température, le modéle devra étre enrichi. Il
faudra probablement prendre en compte les chargements répartis, les courbures intrinséques non
nulles et les anisotropies du matériau. Des analyses dynamiques et vibratoires seront également
les bienvenues.

Il faut cependant souligner que le champ d’application des tiges élastiques dépasse la modéli-
sation des acides nucléiques. On souhaite notamment utiliser les résultats de cette thése pour les
protéines, mais aussi dans divers sujets de recherche attachés a la biologie, la mécanique et la ro-
botique : insertion de cathéters pour ’endoscopie ou la chirurgie, création de robots compliants,
conception de ressorts non linéaires, etc. La possibilité d’imposer des contraintes géométriques
aux tiges (caractéristiques du tube enveloppe, conditions d’encastrement) constitue en effet un
atout significatif dans la résolution de nombreux problémes. Nous espérons ainsi avoir apporté
des éléments favorables a ’accomplissement des projets qui sont et seront formés autour des tiges
élastiques.






Annexe A

Fonctions et intégrales elliptiques

Cette annexe contient les expressions des fonctions et intégrales elliptiques de Jacobi, de mo-
dule m € [0, 1] et de caractéristique n € R, utilisées pour exprimer les configurations d’équilibre
des elasticas idéales.

1 Intégrales elliptiques incomplétes

Les intégrales elliptiques incomplétes de premiére, seconde et troisiéme espéce sont données

par
v AW
Fem :/0 \/1 —m sin?() ’
E(¥,m) :/O\IJ\/l—mSmZ(\IJ)d\II, (A.2)
v _

II(n,¥,m) = / i . (A.3)

(A1)

0 (1—nsin?(¥))4/1—msin*(¥)

2 Intégrales elliptiques complétes

Les intégrales elliptiques complétes de premiére, seconde et troisiéme espéce sont données par
K(m)=F (gjm) , E(m)=F (g,m> , (n,m)=1 (m g,m) . (A.4)
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3 Fonctions elliptiques de Jacobi

La fonction amplitude de Jacobi est donnée par
am(s,m) = (F~1)(s,m), (A.5)
et sert a définir les fonctions sn, cn et dn par
sn(s,m) = sin (am(s, m)) , (A.6)

cn(s,m) = cos (am(s,m)) , (A.7)

dn(s,m) = /1 —m sn2(s,m) . (A.8)
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