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Résumé — La tomographie par émission de positons (TEP) est une modalité d’imagerie nucléaire qui possède
une place de choix dans la démarche diagnostique des démences neuro-dégénératives. Le traceur radiopharmaceu-
tique le plus utilisé, le 18F-FDG, permet d’obtenir une cartographie volumique du métabolisme cérébral. L’argument
scintigraphique de démence repose sur la mise en lumière d’un hypo-métabolisme relatif d’une région d’intérêt (ROI)
particulière par rapport à une autre, habituellement son symétrique controlatéral. Certains cas d’étude sont cepen-
dant très difficiles à interpréter à l’oeil nu, principalement à un stade précoce d’évolution de la maladie. Jusqu’à
présent, le développement d’outils (semi-)automatiques de comparaison directe de ROIs s’est vu limité par la mé-
connaissance de la statistique que suivent les données reconstruites ; les principales méthodes déjà mises au point
préférant alors utiliser d’imposantes bases de données pour évaluer la reconstruction à analyser à travers un score
de dissimilarité par rapport à un groupe de contrôles. Dans cette thèse, nous proposons une nouvelle méthodologie
entièrement intégrée allant de la reconstruction d’images d’activité à l’aide au diagnostic de démences. Basée sur
la reconstruction d’intervalles de confiance, l’approche proposée permet 1/ d’accéder directement à une informa-
tion sur la variabilité statistique des données, 2/ de reconstruire des images qualitativement et quantitativement
probantes pour faciliter la lecture de l’examen par le médecin nucléaire, 3/ de fournir un score de risque du patient
d’être atteint de démence neuro-dégénérative. Les résultats obtenus avec cette dernière sont comparables avec des
outils validés en routine clinique, sans nécessiter aucune autre information que les seules données d’acquisiton TEP.

Mots clés : TEP, imagerie médicale, reconstruction tomographique, variabilité statistique, approches interval-
listes, comparaison de région d’intérêt, aide au diagnostic, neurologie.

Abstract — Positron emission tomography (PET) is a nuclear imaging modality that has a prominent place in
the neurodegenerative dementias diagnosis. After a reconstruction step, the most widely used radiopharmaceutical
tracer, the 18F-FDG, provides a volume mapping of brain metabolism. The scintigraphic argument for dementia is
based on the finding of a relative hypo-metabolism of one particular region of interest (ROI) to another, usually its
contralateral symmetric. However, some case studies are very difficult to interpret with the naked eye, mainly at an
early stage of the disease’s development. Until now, the development of (semi-)automatic tools for direct comparison
of ROIs has been limited by the lack of statistical knowledge of the reconstructed data ; the main methods already
developed preferring to use large databases to evaluate the reconstruction through a dissimilarity score compared
to a group of control patients. In this thesis, we propose a new, fully integrated methodology, from reconstruction to
assistance in the diagnosis of dementia. Based on the reconstruction of confidence intervals, the proposed approach
allows 1/ direct access to information on the statistical variability of the data, 2/ reconstruction of qualitatively and
quantitatively convincing images to facilitate the reading of the examination by the physician, 3/ provision of a
risk score for the patient to be affected by a neurodegenerative dementia. The results obtained with the latter are
comparable with tools validated in clinical routine, except that this method does not require any other information
than PET acquisition data itself.

Keywords : PET, medical imaging, tomography reconstruction, statistical variability, interval-valued approaches,
region of interest comparison, aided-diagnosis, neurology.
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Introduction et contexte général

Les travaux développés pour préparer cette thèse ont été réalisés dans le cadre d’un contrat
CIFRE entre la société Siemens Healthineers, le département de médecine nucléaire du CHU de
Montpellier et l’équipe Image et Interaction (ICAR) du Laboratoire d’Informatique, de Robotique
et de Micro-Electronique de Montpellier (LIRMM). L’entreprise Siemens Healthineers est de leader
parmi les fournisseurs d’équipements médicaux. Les solutions d’imagerie moléculaire - médecine
nucléaire de Siemens Healthineers ont pour objectif annoncé de permettre de "détecter la maladie

plus tôt, pour un traitement plus ciblé" 1. C’est dans ce cadre que s’inscrivent les travaux qui sont
présentés dans ce manuscrit de thèse.

Contexte de la thèse

En supposant que la croissance démographique actuelle se maintienne, en France, un habitant
sur trois sera âgé de plus de 60 ans en 2050, contre un sur cinq en 2005 (Robert-Bobée 2006).
Sachant que l’âge est le principal facteur de risque pour le développement de démences neuro-
dégénératives, le nombre de patients atteints va inévitablement continuer de croître. En terme
de politique de santé publique, cela soulève un réel problème concernant la prise en charge de
ces patients. Les traitements permettant un ralentissement de la progression de ces pathologies
étant moins efficaces quand l’état de santé des patients s’aggrave, il devient de plus en plus
important de les diagnostiquer le plus tôt et de la manière la plus fiable possible.

Selon le Haut Conseil de la Santé Publique (Prevention de la maladie d’Alzheimer et des maladies

apparentees 2017), la Maladie d’Alzheimer (MA) est la première étiologie des syndromes démen-
tiels et en représente au moins les deux tiers des cas. Les autres principales causes de syndrome
démentiel sont : la démence vasculaire, la Démence à Corps de Lewy (DCL), la Maladie de Parkin-
son (MP), la Dégénérescence Fronto-Temporale (DFT). L’unique manière de diagnostiquer avec
certitude la MA nécessite la mise en évidence de dépôts de protéine β-amyloïde constituant des
plaques séniles et des dégénérescences neuro-fibrillaires. Durant longtemps, l’unique façon d’ob-
tenir ce diagnostic était d’analyser les coupes histologiques cérébrales à la recherche de ces dé-
pôts. Cette opération ne pouvant se faire sur des patients en vie, le diagnostic restait conjectural.
Les progrès effectués sur certains biomarqueurs, accessibles majoritairement par ponction lom-
baire ou examens d’imagerie (IRM, scintigraphie) du vivant du patient, ont modifié la prise en
charge diagnostique. C’est à présent une association de critères basés sur ces biomarqueurs, ap-
pelés "critères de Dubois" en référence à (Dubois et al. 2010), que le diagnostic de la MA dans
sa phase prodromale (c’est à dire au moment de l’apparition de symptômes avant-coureurs de la

1. https ://www.healthcare.siemens.fr/molecular-imaging
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2 Introduction et contexte général

maladie) est rendu possible. La Figure 1, inspirée d’une note de la Society for Neuroscience, illustre
bien le décalage entre l’apparition des symptômes et la déclaration de la maladie.

Figure 1 – Évolution des démences - le retard clinique peut induire un retard diagnostique
(Inside Neuroscience).

Comme aucun dépistage de masse n’est effectué, le praticien (principalement neurologue
ou gériatre) se base généralement sur la présence de critères cliniques (l’atteinte de la mémoire
épisodique étant la plus fréquente) pour poser son diagnostic. Cependant, dans les recomman-
dations actuelles, ces derniers doivent à présent s’accompagner de la présence d’au moins un
des biomarqueurs validés de la MA. Les principaux sont résumés dans le Tableau 1. Dans l’absolu,
et espérons le dans un futur proche, l’objectif sera non plus de spécifier l’étiologie de la démence
mais vraiment de détecter la MA avant la phase de démence. Pour rappel, comme la plupart des
modalités de traitement ont pour objectif de limiter la progression de la maladie et contrôler les
symptômes (Ghezzi, Scarpini et Galimberti 2013), l’intérêt de détecter la maladie le plus tôt
possible s’en voit renforcé.

Marqueurs
physiopathologiques

Marqueurs
topographiques

Amyloïde β42 Oui NonLiquide
céphalo-rachidien Protéine Tau, phospho-tau Oui Non

Fixation traceur β-amyloïde Oui Non
TEP

FDG Non Oui

IRM anatomique Atrophie du lobe temporal médial Non Oui

Table 1 – La place de la tep parmi les biomarqueurs de la ma les plus validés. Tableau inspiré
de (Dubois et al. 2010)
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Les récents développements sur la compréhension et la détectabilité de ces biomarqueurs ont
placé les examens paracliniques d’imagerie en première ligne dans le diagnostic de démences.
Ces dernières sont très fréquemment utilisées en routine. La Tomographie d’Emission de Posi-
tons (TEP) au Fluorodésoxyglucose (18F-FDG), qui nous intéresse plus particulièrement dans ces
travaux, est une modalité d’imagerie dite "fonctionnelle" en opposition aux techniques dites "ana-
tomiques" telles que le Tomographie Computationnelle à rayons X (CT) ou l’Imagerie par Réso-
nance Magnétique (IRM) classique. Ces dernières fournissent des informations sur la structure
des organes, sur leur forme, sur leur composition, etc., alors que les techniques d’imagerie fonc-
tionnelle, elles, renseignent sur le fonctionnement des organes. La Figure 2 présente une coupe
cérébrale acquise avec deux modalités différentes : la TEP au 18F-FDG et le scanner à rayons X
(CT).

(a) (b) (c)

Figure 2 – Coupe sagittale cérébrale reconstruite en imagerie fonctionnelle (TEP), en imagerie
anatomique (CT) et la fusion des deux modalités. (a) renseigne sur le métabolisme cérébral,
(b) sur son anatomie.

L’imagerie TEP/CT au 18F-FDG 2, sur laquelle se concentrent tous les travaux présentés dans ce
manuscrit, joue un rôle prépondérant en tant qu’outil neuro-diagnostique pour la MA et les étio-
logies qui lui sont associées. Malgré le développement de traceurs radiopharmaceutiques plus
spécifiques de la MA en TEP, le 18F-FDG reste la modalité la plus utilisée et accessible en routine
clinique. La TEP au 18F-FDG permet, après acquisition et reconstruction, de visualiser la consom-
mation métabolique cérébrale du glucose qui est considérée comme étant un bon indicateur de
l’activité synaptique. Chez les patients atteints de démence, pour chaque étiologie, seulement
certaines régions caractéristiques sont touchées. A l’imagerie TEP, cela se manifeste sous forme
d’une baisse de fixation du Traceur RadioPharmaceutique (TRP) dans la région en question. Cette
dernière est alors décrite comme étant hypo-métabolique. Pour la MA, les régions affectées sont
principalement le gyrus cingulaire postérieur, le precuneus ainsi que les lobes temporo-postérieurs
et pariétaux. La Figure 3, inspirée de (Teune et al. 2010), permet de visualiser le type de régions
atteintes pour les principales étiologies de démences.

Dans le premier stade de développement de démences de type MA, l’atteinte se manifeste

2. analogue radioactif émetteur β+ du glucose
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Figure 3 – Illustration des régions caractéristiques affectées pour les principales étiologies de
démences.

de manière asymétrique. Le diagnostic du médecin nucléaire s’effectue alors par comparaison
du métabolisme entre les différentes régions cérébrales symétriques, mais également les régions
antérieures et postérieures entre elles. La région d’intérêt (ou Region Of Interest en anglais) (ROI)
à analyser est toujours comparée avec une référence. Une éventuelle atrophie corticale est éga-
lement recherchée. Même si certains outils d’aide au diagnostic existent (Cerami et al. 2014 ;
Perani et al. 2014 ; Yamane et al. 2014 ; Caminiti et al. 2018 ; Brugnolo et al. 2019), ces com-
paraisons restent encore habituellement effectuées de manière visuelle, qualitative et empirique
par le médecin. Le diagnostic est ainsi très opérateur dépendant (Ng et al. 2007b ; Grimmer et al.
2016). Cette tâche peut être grossièrement assimilée à la comparaisons de "moyennes qualita-
tives" de l’activité métabolique de différentes regions fonctionnelles, comme illustré sur la Figure
4.

Problématique

Certains cas d’étude sont très difficiles à interpréter à l’oeil nu, une éventuelle différence de
"moyenne qualitative" des deux régions évoquées étant très difficile à évaluer. Dans le cas d’alté-
ration métabolique cérébrale précoce, il est très difficile d’établir un diagnostic fiable sur l’instant,
le praticien préférant demander des examens complémentaires, ou la réalisation du même exa-
men quelques mois plus tard. En d’autres mots, il est préférable d’accepter des faux positifs et
proposer aux patients un suivi rapproché plutôt que de poser des diagnostics engendrant des
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Figure 4 – Comparaison de rois en tep. Illustration pour les lobes temporaux droits et gauches
sur une coupe de cerveau reconstruite par le logiciel du constructeur.

faux négatifs. L’objectif de cette thèse est de présenter une méthodologie complète d’aide au
diagnostic précoce de démences par TEP : de la reconstruction à la comparaison de ROI et l’aide
au diagnostic.

La désintégration β+, qui est le principe physique à la base de la TEP, est un processus stochas-
tique. De ce fait, il est nécessaire de prendre en compte cette variabilité pour établir un diagnostic
fiable. En routine clinique, les images en TEP sont issues d’une étape de reconstruction, processus
qui corrèle les données reconstruites induisant une méconnaissance de la statistique de ces don-
nées. De plus, comme l’hypothèse d’ergodicité n’est pas vérifié, la variabilité statistique ne peut
être approximée par la variabilité spatiale comme généralement pratiqué en traitement d’image.
Sans cette information, la stratégie qui consisterait à directement comparer les ROI entre-elles
(par exemple avec des tests sur les moyennes) est trop peu fiable pour être envisagée en routine
clinique. Pour prendre la pleine mesure de la problématique il est nécessaire de revenir au point
de départ en se posant la question suivante : "Comment est reconstruite une image tomogra-
phique ?". Pour la recherche de démences neuro-dégénératives, l’objectif de la reconstruction to-
mographique consiste à retrouver la distribution spatiale en en 3 Dimensions (3D) du TRP et donc
indirectement de l’activité métabolique cérébrale du patient. Le TRP injecté au patient plusieurs
minutes avant l’acquisition est constitué de molécules contenant un isotope à désintégration
β+. Une désintégration engendre l’émission aléatoire d’un positon qui, après rencontre quasi
instantanée avec un électron du milieu, produit par une réaction d’annihilation deux photons γ

d’environ 511 keV qui se propagent dans la même direction mais dans des sens opposés. Ce sont
ces millions de paires de photons γ, en coïncidence 3, qui sont enregistrées par le tomographe. De
manière simplifiée, la coïncidence nous donne l’unique information que la désintégration a eu lieu
sur la ligne de réponse (ou Line Of Response en anglais) (LOR) qui rejoint les deux détecteurs ayant
enregistré les deux photons γ. La reconstruction tomographique consiste à retrouver, à partir de
toutes ces LOR, la distribution spatiale cérébrale du TRP. Le 18F-FDG reste le traceur le plus utilisé

3. une coïncidence correspond à la détection de deux photons dans une fenêtre temporelle très réduite, de
l’ordre de la nano-seconde, variant en fonction du modèle de tomographes
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en neurologie, et, après reconstruction, il permet d’accéder à la cartographie 3D du métabolisme
cérébral. Pour la phase de reconstruction, de nombreuses approximations dans la construction du
modèle physique et mathématique sont réalisées. On pourrait citer de manière non-exhaustive la
modélisation de réponse des détecteurs, l’hypothèse sur la statistique des données enregistrées,
le modèle de paramétrisation du volume 3D à reconstruire, celui du passage d’une modélisation
mathématique continue du problème à une reconstruction discrète, etc. En réalité, le principe
physique à la base de la TEP ainsi que le système d’acquisition sont sources de nombreuses li-
mitations. En addition à qui a précédemment été mentionné, l’impact de la nature stochastique
de l’émission de positons sur les données reconstruites et leur implication sur la limitation de
la résolution spatiale sont difficiles à estimer et à minimiser. Dans le but de produire des carto-
graphies fonctionnelles les plus qualitatives possible (biais faible, variances spatiale et statistique
faibles, haute résolution) compte tenu de certains impératifs (temps de reconstruction, espace
de stockage à minimiser) de nombreuses solutions ont été proposées dans la littérature permet-
tant de prendre en compte et minimiser aux mieux ces phénomènes. Cependant, il est impossible
de tout prendre en compte. D’une part car les images fournies aux praticiens doivent rester inter-
prétables à l’oeil pour le médecin, d’autre part car certaines de ces problématiques sont toujours
ouvertes en recherche dans des domaines tels que les mathématiques, la physique, l’électronique
et l’informatique. Tous les partis-pris de modélisation ainsi que les a-priori utilisés dans le proces-
sus de reconstruction tomographique conduisent à une reconstruction relativement subjective
des volumes 3D fonctionnels et nous amène à se poser les questions suivantes : "Quelle est la
nature des erreurs de reconstruction et comment les quantifier lors de ce processus?". D’autre
part, il nous convient de se demander comment exploiter ces éventuelles informations pour amé-
liorer la comparaison de régions d’intérêt (ou Regions Of Interest en anglais) (ROIs) et finalement
se demander : "Quel apport cette dernière peut avoir au niveau du diagnostic en neurologie?".
C’est ce cheminement qui a guidé les travaux présentés dans ce manuscrit.

Challenges et contributions

Récemment, de nouvelles approches quantitatives d’aide au diagnostic en TEP ont vu le jour.
La quasi exclusivité de ces dernières se basent sur des comparaisons utilisant des bases de don-
nées. En d’autres termes, à travers des techniques d’apprentissage ou de comparaison directe,
l’examen TEP cérébral du patient à analyser est comparé à une imposante base de données de pa-
tients contrôles étiquetés comme "sains". Différentes approches peuvent permettre cette compa-
raison. Nous rentrerons plus en détails sur les spécificités des différentes approches dans la suite
du manuscrit. Parmi elles, celle proposée par l’entreprise Siemens Healthineers à travers le logiciel
syngo Scenium® utilise une base de données de scans de patients contrôles appariée en âge, sexe
et ethnie. Toutes les reconstructions de cette base de donnée sont recalées sur un modèle de
cerveau qui se veut représentatif de la population générale et est entièrement segmenté (chaque
région d’intérêt étant précisément étiquetée sur ce dernier). L’analyse de l’examen du patient
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à diagnostiquer consiste alors en son recalage dans l’espace de cet atlas pour être comparé à la
base de données. Cet outil propose une évaluation, pour chaque voxel reconstruit, de la dissimila-
rité en nombres d’écart-type par rapport à la base de patients sains. Cette information permet de
donner un score reflétant l’hyper-métabolisme ou l’hypo-métabolisme voxel à voxel. Cependant,
il est plus souvent utilisé à l’échelle des ROIs, comme illustré sur un patient atteint de la MA. Au
dessous (hypo-métabolisme) ou au dessus (hyper-métabolisme) d’un certain seuil d’écart-type
(généralement ±2.5), la ROI en question est considérée comme atteinte (voir exemple Figure
4.4). La principale limitation de ce genre d’approche est la dépendance à la base de données.
En effet, il est difficile d’être certain de l’adéquation entre les caractéristiques du patient, les
conditions d’acquisition de son examen TEP, le modèle du tomographe utilisé, les paramètres
de reconstruction, l’exactitude du recalage, etc. Plus il y a d’incertitudes sur ces données, plus le
score en sortie de ce genre d’outils manque de fiabilité, peut être biaisé et éventuellement induire
en erreur le praticien au moment de sa prise de décision.

Figure 5 – Illustration de l’aide au diagnostic de démences proposé par Scenium®.

Dans cette thèse, nous proposons une méthodologie complète permettant d’atteindre ce
même objectif, à savoir d’assister le médecin dans sa démarche diagnostique basée sur la com-
paraison de ROI, mais par une approche différente. L’approche présentée dans ce manuscrit est
basée sur la proposition d’un algorithme de reconstruction permettant une quantification de la
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variabilité statistique des valeurs reconstruites sous forme d’Intervalles de Confiance (IC) associés
à chaque voxel des volumes reconstruits. Cette information sur la confiance associée aux valeurs
reconstruites au sein de chaque voxel permet de comparer de manière plus fiable les activités au
sein des ROIs sans avoir recours à une base de donnée ni à des métadonnées telles que l’âge du
patient, son sexe, ou le modèle du tomographe utilisé. Pour notre approche, seules les données
d’acquisition de la TEP du patient sont nécessaires. Ce premier algorithme proposé a également
ouvert la voie à une nouvelle manière d’appréhender le problème de régularisation qui est la se-
conde contribution de ce manuscrit. Nous avons proposé une nouvelle approche pour régulariser
les solutions des problèmes inverses, et plus particulièrement celles du problème tomographique
en TEP. Des résultats qualitatifs et quantitatifs probants ont été obtenus. L’utilisation d’IC comme
contraintes de régularisation permet de reconstruire des images régularisées avec des proprié-
tés de biais et de variance intéressantes, le tout en s’affranchissant du paramètre classique de
pondération régissant le degré de régularisation de la solution. L’autre grand avantage de cette
méthode concerne l’effet de volume partiel dont cette approche, contrainte par les intervalles
de confiance, permet de diminuer les conséquences. La méthodologie de reconstruction régulari-
sée complète proposée dans cette thèse permet de reconstruire des images tomographiques de
manière directe et dans des temps compatibles avec une utilisation en routine clinique.

L’objectif final de cette thèse est de valider cliniquement l’intérêt de cette approche inter-
valliste. Pour ce faire, une méthodologie complète, permettant 1/de reconstruire des intervalles
de confiance, 2/comparer deux ROI entre elles et 3/combiner ces information pour proposer une
classification entre patients sains/atteints par la MA, est exposée. Comme mentionné plus tôt, la
méthodologie proposée dans cette thèse ne nécessite que les données brutes d’acquisition. Il est
cependant très peu courant de voir ces dernières stockées dans les bases de données institution-
nelles comme (Petersen, Aisen et Beckett 2010) pour ne citer que la plus connue, et ce à cause
de l’important espace de stockage qu’elles nécessitent. Pour valider en clinique les contributions
théoriques proposées, nous avons mené une étude rétrospective sur des données d’acquisition
de TEP au 18F-FDG récoltées au cours de cette thèse pour des patients adressés au service de
médecine nucléaire du CHU de Montpellier pour suspicion de démence. Un groupe de patients
sains a aussi été constitué en parallèle. Après suivi et obtention d’un diagnostic formel par un
spécialiste (neurologue ou gériatre) qui nous a servi de gold standard, les prédictions effectuées
avec la méthodologie proposée ont été comparées à l’outil validé Scenium®.

Organisation du manuscrit

L’organisation de ce manuscrit suit de manière assez chronologique la formulation de la pro-
blématique, à savoir - comment estimer l’influence de la variabilité statistique due au principe
physique fondamental de la TEP dans les reconstructions? Comment cette information peut-elle
servir à la fois à améliorer la qualité des images soumises à l’évaluation subjective du médecin mais
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également servir à la comparaison de ROIs et aider au diagnostic de démences? Ce manuscrit de
thèse est organisé suivant 5 chapitres.

Le premier dresse un état de l’art de la tomographie d’émission de positons, en s’attardant
plus particulièrement sur les problématiques de reconstruction itérative.

Le second chapitre expose la première contribution théorique de cette thèse. Il consiste en la
présentation détaillée d’un nouvel algorithme de reconstruction itératif dénommé NIBEM permet-
tant la quantification directe de la variabilité statistique des données d’acquisition. Ce dernier a
fait l’objet de la publication "Interval-based reconstruction for uncertainty quantification in PET" dans
le journal Physics in medicine and biology en 2018.

Le chapitre 3 décrit une nouvelle méthode de régularisation en deux temps qui utilise les IC
reconstruits par NIBEM sous forme de contrainte d’optimisation, et ainsi permet d’obtenir des
propriétés de biais et variance intéressantes. Une version de la méthode proposant une compa-
raison exhaustive avec diverses méthodes de la littérature pour la reconstruction régularisée en
TEP a été décrite dans l’article "Confidence interval constraint based regularization framework for

PET quantization" qui a été publié dans le journal IEEE Transactions in Medical Imaging en 2018.
Nous avons montré que cette approche pouvait permettre d’obtenir des résultats compétitifs
dans d’autres domaines du traitement d’images faisant intervenir des problèmes inverses tels
que la super-résolution. Cette méthode a été présentée à la conférence ICIP 2017, dans l’article
"Regularized selection : a new paradigm for inverse-based regularized image reconstruction techniques".

Le chapitre 4 présente un exemple d’application de l’utilisation de NIBEM en routine clinique
pour la comparaison de ROIs et l’aide au diagnostic de démences neuro-dégénérative à travers
l’article "Brain 18F-FDG PET analysis via interval-valued reconstruction in the area of neurodegenerative

disorders" soumis dans le journal Journal of Nuclear Medicine en juillet 2019.

Le chapitre 5 présente les perspectives ainsi qu’une conclusion générale des travaux présentés
dans ce manuscrit.





Chapitre 1

La tomographie d’émission de positons
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1.1 Introduction

L’avènement de la médecine nucléaire, qui est l’une des plus anciennes modalités d’imagerie
médicale, est étroitement lié à la découverte de la radioactivité naturelle, faite par hasard en 1895
par Wilhelm Röntgen puis présentée à l’Académie des Sciences en 1896 par Henri Becquerel.
L’utilisation de la radioactivité pour tracer des molécules a été le fruit de l’intuition de George
de Hevesy en 1912 aboutissant en 1943 à l’obtention du prix Nobel pour ces mêmes travaux. La
découverte de la radioactivité artificielle est elle imputable à Irène et Frédéric Joliot-Curie en 1934
et les premières expérimentations en biologie, sur des animaux, ont été menées en 1939. Pour un
historique exhaustif de l’imagerie nucléaire, nous invitons le lecteur à se référer à (Dubois 2009).

Concernant l’instrumentation, la première gamma camera a été développée par Hal Anger en
1958 (Anger 1958). Il a ensuite proposé de combiner deux caméras à scintillation afin de détecter
des paires de photons. Le principe de la TEP était né. Le premier véritable scanner TEP a été crée
par Ter-Pogossian et al. (Ter-Pogossian et al. 1975), et la même année, en 1975, été utilisé pour
des applications médicales (Phelps et al. 1975).

11
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Figure 1.1 – Illustration du premier système de tomographie par émission de positons : le TTEP
(Tomographie Transverse à Émission de Positons) (Ter-Pogossian et al. 1975).

De nos jours, l’utilisation principale de la radioactivité en médecine nucléaire est à visée diag-
nostique (celle qui nous intéresse dans cette thèse), cependant elle est également de plus en plus
utilisée à des fins thérapeutiques, au travers de la radiothérapie vectorisée par exemple. Même si
de nombreuses analogies peuvent être faites entre la Tomographie d’Emission MonoPhotonique
(TEMP) et la TEP, nous nous intéresserons uniquement à la TEP dans les quatre prochains cha-
pitres.

1.2 De l’émission à la détection

Dans de nombreuses applications industrielles et médicales, il est souvent souhaité d’avoir
accès à des informations sur la structure interne des objets étudiés. Cependant, dans la plupart
des cas, et encore plus particulièrement en médecine lorsqu’il s’agit de patients, il est très dif-
ficile voire impossible d’avoir accès à l’intérieur de l’organe sans le détériorer. Le recours à des
techniques de visualisation indirectes à base de rayonnements, aux énergies ionisantes ou non,
permet d’obtenir des informations sur le milieu à imager grâce à des mesures de l’interaction
entre les rayonnements et la matière qu’ils traversent. L’interprétation physique de ces mesures
permet d’avoir accès à des informations sur l’in vivo.

1.2.1 Principes physiques

Dans cette partie, nous évoquons les principes de la physique des particules à la base de la
TEP. Seuls les principes utiles à la compréhension de la modalité utilisée, à savoir la TEP, sont
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abordés.

1.2.1.1 La désintégration β+

L’objectif de l’imagerie TEP est de produire un ensemble de coupes en 2 Dimensions (2D) ou
de volumes 3D de la cartographie d’une fonction métabolique spécifique chez le patient. Pour
cela, un agent radioactif (une molécule transportant un isotope instable), marqueur spécifique
de la propriété métabolique à imager, est injecté au patient, usuellement par voie intraveineuse.
Dans le cadre de la TEP, nous nous intéressons uniquement à la désintégration radioactive de
type β+.

L’agent injecté chez le patient étant instable, lors de sa désintégration il perd de l’énergie
en émettant des radiations sous la forme de particules ou rayonnements électromagnétiques.
Dans le cadre de la désintégration β+, un atome instable X de nombre de masse 1 A et de numéro
atomique 2 Z se transforme en un atome stable Y en émettant un positon (e+) et un neutrino (ν) :

A
ZX →A

Z−1 Y + e+ + ν. (1.1)

Dans un temps très court (∼ 10−9s) et après un trajet de quelques millimètres maximum
suite à la réaction de désintégration, se produit une autre réaction que l’on appelle "l’annihila-
tion" : le positon (e+) et un électron (e−) du milieu se rencontrent, la masse de ces deux derniers
est transformée en énergie avec émission de deux photons γ, chacun ayant une énergie de 511
keV. Ces deux photons γ sont émis approximativement dans la même direction mais dans des
sens opposés. Suite à l’annihilation, ils se propagent dans la matière environnante. Notons que la
distribution statistique de l’angle formé par les trajectoires des deux photons γ suit une loi gaus-
sienne centrée sur 180o avec une Largeur à Mi-Hauteur (LMH) de 0, 5o (Beneditti 1950 ; Stute
2010). Nous parlons d’acolinéarité. Cet effet occasionne une perte de résolution spatiale qui est
fonction du diamètre de détecteur. Une autre imprécision vient s’ajouter à ce phénomène et dé-
grader la résolution spatiale, celle du parcours en ligne brisée du positon dans le milieu, entre
son émission et l’annihilation. C’est le principe de l’annihilation que nous venons de décrire qui
constitue la base physique de la TEP.

1.2.1.2 Les radiotraceurs en tomographie d’émission de positons

Les radiotraceurs auxquels nous nous intéressons sont des molécules synthétisées contenant
un radio-isotope à désintégration β+. L’isotope radioactif est incorporé dans une molécule orga-

1. Le nombre de masse est la somme du nombre de nucléons, i.e., de neutrons et de protons
2. Le numéro atomique est le nombre de protons
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nique à la place d’un atome ou groupe d’atomes stables. Un des avantages de ces isotopes émet-
teurs de positons est qu’ils peuvent être incorporés dans des molécules biologiques ou pharmaco-
logiques sans en modifier les propriétés biochimiques (Semah, Tamas et Syrota 2004). Plusieurs
composantes sont à prendre en compte dans le développement des radiotraceurs, qui, rappelons-
le, ne sont pas présents dans la nature et doivent donc, pour la grande majorité d’entre eux, être
fabriqués dans des centres équipés de cyclotrons (voir Figure 1.2).

Figure 1.2 – Exemple de cyclotron à usage médical. Image extraite des courriers du CERN.

Une de ces composantes concerne le temps de vie du traceur. Comme chaque site hospitalier
n’est pas équipé de son propre cyclotron, le radiotraceur produit doit avoir une durée de vie (sou-
vent caractérisée par son temps de demi vie 3 t1/2) assez longue pour pouvoir être acheminée sur
site, mais pas trop pour ne pas irradier le patient sur une durée trop longue après la réalisation
de l’examen. La liste des principaux radiotraceurs utilisés en routine clinique en TEP est présentée
dans le Tableau 1.1.

Dans le cadre de cette thèse, l’attention est plus particulièrement portée sur les propriétés
métaboliques des organes. C’est ce qui justifie l’utilisation du traceur le plus communément uti-
lisé en routine clinique en TEP : le 18F-FDG. Ce radiotraceur est un analogue du glucose, pour
lequel un groupement hydroxyle (OH) a été remplacé par un atome de fluor radioactif (18F) sans
causer de conséquences sur les propriétés biochimiques de la molécule. Lors de la désintégration,

3. durée correspondant au temps nécessaire pour que la moitié des noyaux des isotopes soient désintégrés
(pour produire un autre isotope, stable cette fois)
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Isotopes t1/2 (min)
Energie moyenne
du positon (MeV)

15O 2, 1 0, 735
13N 10, 0 0, 492
11C 20, 4 0, 386
18F 109, 8 0, 250
76Br 972, 0 1, 20

Table 1.1 – Caractéristiques des principaux radiotraceurs utilisés en tep

l’isotope instable de fluor (18F) passe à l’état stable en se transformant en (18O) par la réaction
suivante : 18F →18 O + e+ + ν (cf. Equation (1.1)). La TEP au 18F-FDG est la seule modalité
permettant d’obtenir une estimation quantitative de l’activité metabololique cérébrale locale de
consommation de glucose. Elle a été prouvée comme étant d’une grande efficacité dans l’évalua-
tion de patients présentant des symptômes de démence (Bohnen et al. 2012). En effet, le signal
métabolique permet d’obtenir des informations sur le dysfonctionnement synaptique et la mort
neuronale, particulièrement intéressants lorsqu’il s’agit d’effectuer un diagnostic de démence
(Mosconi 2005).

Figure 1.3 – Schéma illustratif d’un examen de tep au fdg

Un schéma illustratif d’un examen TEP au 18F-FDG est présenté en Figure 1.3.
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1.2.1.3 L’émission de positons : un processus stochastique

L’imagerie nucléaire est basée sur l’acquisition de rayonnements issus du phénomène de dés-
intégration radioactive. Ce dernier est un processus stochastique : le moment exact de décrois-
sance de l’atome ne peut pas être prédit.

Cependant, il est possible de connaître le nombre de noyaux radioactifs N(t) présents à un
instant t donné, car ce processus suit la loi de décroissance exponentielle suivante :

N(t) = N0 e
−

t ln 2

t1/2
(1.2)

Le nombre de désintégrations radioactives par secondes s’exprime en becquerel (Bq).

La détection de paires de photons par le système étant indépendante et pouvant être modéli-
sée comme un processus de Bernoulli, la probabilité de mesurer n photons quand r photons sont
attendus suit une loi de Poisson :

pr(n) =
e−r rn

n!
(1.3)

La distribution de Poisson est telle que la moyenne du nombre de photons attendus est r et
l’écart type

√
r, r étant aussi la valeur la plus probable (espérance de la loi). Le rapport signal sur

bruit (ou Signal-to-Noise Ratio en anglais) (SNR) s’exprime donc comme snr =
r√
r

=
√

r. Nous

verrons par la suite que la pré-correction des données de certains artéfacts modifie la statistique
des données acquises.

1.2.1.4 Interactions photons/ matière

Une fois la réaction d’annihilation produite, les deux photons anti-parallèles vont se déplacer
dans la matière jusqu’à possiblement entrer en contact avec un des cristaux d’une des couronnes
de détecteurs. Plusieurs formes d’interaction peuvent avoir lieu entre le photon et des électrons
de la matière. Les deux plus importantes formes d’interaction rayon/matière en TEP sont l’effet
Compton et l’absorption photo-électrique. Cependant les photons peuvent être soumis à d’autres
interactions qui dépendent de l’énergie desdits photons.
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Effet photo-électrique

L’effet photo-électrique correspond à l’absorption totale du photon γ par interaction avec un
atome du milieu. L’absorption du photon γ engendre la libération d’un électron lié à cet atome,
d’énergie égale à celle du photon γ absorbé soustrait de son énergie de liaison. La probabilité
d’absorption par effet photo-électrique est d’autant plus importante que l’énergie du photon γ

est faible, que le matériau traversé est dense et qu’il possède un numéro atomique Z grand.

Effet Compton

L’effet Compton correspond est à la déviation du photon γ incident par entrée en collision
avec un électron libre ou faiblement lié à son noyau du milieu. Le photon γ incident est dévié de
manière inélastique de sa trajectoire initiale, en cédant une partie de son énergie. Si un photon γ

incident possède une énergie E0, alors l’énergie de ce photon γ après diffusion sur un électron
de la matière aura l’énergie E telle que E = E0

1+α(1−cos θ)
avec α = E0

me c2 et me c2 = 0.511MeV. La
probabilité de diffusion par effet Compton est inversement proportionnelle à l’énergie E0 du pho-
ton γ incident lorsque celle-ci est au dessus de 100 keV, et constante pour une énergie inférieure.
Elle prédomine dans des matériaux mous et ne dépend que très peu de son numéro atomique Z.

Effet Rayleigh

L’effet Rayleigh est analogue à l’effet Compton, cependant la déviation du photon γ incident
se fait de manière élastique. Le photon γ est dévié sans perte d’énergie. La probabilité de ces
interactions croît avec le numéro atomique Z du milieu, mais reste très faible dans le cadre des
rayonnements qui entrent en jeu en TEP (de l’ordre de 1% du nombre de photons γ déviés par
effet Compton dans les matériaux composant le corps humain). L’angle de diffusion moyen est
également très faible.

Atténuation

Le nombre de photons γ (N) détectés par le système de mesure n’est pas égal au nombre de
photons γ incidents issus d’annihilations (No). En effet, les deux photons ont des interactions
par effet photo-électrique avec les tissus biologiques. Le nombre de photons attendus après le
parcours en ligne droite de 0 à X à travers des matériaux plus ou moins atténuants, peut s’exprimer
par la loi de Beer-Lambert qui lie N à No de la suivante manière :

N = No.e
−

∫ X

0
µ(x)dx, (1.4)
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Figure 1.4 – Zones de prédominance des deux principales interactions photons/ matière en
fonction de l’énergie du photon γ et du numéro atomique Z

µ étant le coefficient linéique d’atténuation dont l’unité est le cm−1. Il dépend également de
l’énergie des photons γ incidents et de la nature du matériau.

1.2.2 Acquisition

Nous avons jusqu’à présent évoqué l’émission de positons. La réaction d’annihilation qui en
résulte donne lieu à l’émission de deux photons γ de 511 keV environ, dans la même direction
mais de sens opposé. Cependant, l’exploitation de ces informations n’a pas encore été abordée
jusqu’ici. Dans cette partie, nous nous intéresserons à la manière d’acquérir et organiser les infor-
mations relatives aux données collectées.

1.2.2.1 Principe

La TEP est basée sur la détection de photons γ en coïncidence, c’est à dire l’appariement de
paires d’évènements simples issus potentiellement d’une même annihilation. Pour optimiser le
nombre de coïncidences réellement traitées, il est nécessaire d’avoir un système de détection de
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grande précision. Le principe général de la détection des photons γ en coïncidence est illustré
dans les Figures 1.5.

Figure 1.5 – Schéma illustratif de la détection de coïncidences en tep

1.2.2.2 Détection des photons d’annihilation

La TEP est basée sur la détection de photons γ en coïncidence, comme illustré en Figure
1.5. Afin de pouvoir exploiter l’information de coïncidence et pouvoir ensuite retrouver le lieu
de l’annihilation, il est nécessaire de convertir les photons d’annihilation γ à 511 keV en signal
électrique qui pourra être traité numériquement. En TEP, la conversion se fait majoritairement,
jusqu’à présent, à l’aide de systèmes de détection en deux parties. La première est constituée de
cristaux scintillateurs permettant de convertir les photons d’annihilation γ en photons optiques
dont l’énergie appartient au spectre du visible ou proche du visible (ultraviolets). La seconde per-
met de convertir ces derniers en signaux électriques mesurables.

Cristaux scintillateurs

Par définition, la scintillation correspond à l’émission de lumière par un matériau suite à une
irradiation. Lors du contact entre le photon γ incident à 511 keV et le cristal scintillateur, ce der-
nier est soumis à deux effets prépondérants : l’effet photoélectrique et l’effet Compton. Par le
biais de mécanismes physiques complexes que nous ne détaillerons pas ici mais qui sont très bien
décrits dans (Pidol 2004), le photon ionisant incident est transformé, entre autres, en photons
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lumineux. Retenons juste que pour optimiser la résolution spatiale, des matériaux à fraction pho-
toélectrique élevée sont à privilégier. En sortie du scintillateur, l’émission lumineuse est isotrope
et proportionnelle à la quantité d’énergie des photons γ incidents en entrée du cristal (Knoll
1999).

Les principales propriétés attendues pour un bon scintillateur sont résumées dans le Tableau
1.2 inspiré de (Melcher 2000).

Table 1.2 – Principales propriétés attendues pour les cristaux scintillateurs en tep

Propriétés des cristaux Objectif

Densité importante Efficacité de détection des photons γ à 511 keV
Numéro atomique élevé Efficacité de détection des photons γ à 511 keV

Temps décroissance faible Bonne précision sur la coïncidence
Quantité de lumière en sortie Possibilité d’augmenter le nombre de cristaux/PMTs

Identification claire de l’énergie Identification claire de l’énergie des évènements

Cependant, aucun matériau ne cumule toutes ces propriétés. L’objectif est de trouver un bon
compromis entre les propriétés de luminescence et celles requises par l’application. En TEP, les
cristaux utilisés sont des scintillateurs inorganiques : leur numéro atomique et leur densité élevés
leur confère une grande efficacité de détection des rayonnements γ, ainsi qu’une bonne résolu-
tion en énergie à cause de leur très bon rendement lumineux. Historiquement, dans les premiers
systèmes TEP, les détecteurs étaient constitués de cristaux ioniques d’iodure de sodium dopés
au thallium. La première utilisation de ce type de cristaux pour la détection de photons γ date
de 1949 (Hofstadter 1949). Ces systèmes de détection ont ensuite laissé place à l’utilisation de
cristaux en Bismuth germanate - Bi4Ge3O12 (BGO). La nouveauté de ces systèmes est l’utilisation
"en bloc" de détecteurs, pour laquelle le bloc de BGO est segmenté en 64 éléments et couplé à 4
Tubes photomultiplicateurs (PMTs) (Casey et R. 1985).

Depuis quelques années, l’utilisation de cristaux en Lutetium Oxyorthosilicate - Lu2SiO5 (LSO)
et Cerium dopé au Lutetium - Lu1.8Y.2SiO5 (LYSO) s’est démocratisée. Actuellement, la majorité
des TEP des trois principaux fabricants que sont Philips, GE et Siemens Heathineers (Vos et al.
2017) utilisent cette technologie.

PMTs

Le photomultiplicateur joue deux rôles : il convertit l’information lumineuse en signal élec-
trique et amplifie ce dernier. Le signal lumineux en sortie du scintillateur traverse un guide optique
avant d’arriver sur une photocathode. Cette dernière, une fois excitée, a pour but de libérer un
maximum d’électrons par effet photoélectrique. Après focalisation, les électrons se dirigent vers
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la première dynode qui génère des électrons secondaires à partir des incidents et ainsi de suite
comme illustré en Figure 1.6a).

(a) Couple scintillateur/ PMTs

(b) Ensemble de blocs de détection formant un ou plusieurs an-
neaux de détection. Schéma inspiré du site "radiologycafe.com"

Figure 1.6 – Schéma d’un système de détection en tep

Dernièrement, certains constructeurs comme Philips Healthcare ont décidé d’intégrer des
capteurs numériques pour gérer la détection des photons incidents. Cette technologie permet
de compter les photons un à un, et ainsi s’affranchir de l’étape de conversion du signal analo-
gique en signal numérique. Cependant, les caractéristiques de ce nouvel équipement semblent
comparables aux autres dispositifs TEP/CT actuellement commercialisés (Rausch et al. 2019).

Temps de vol (ou Time-of-Flight en anglais) (ToF)

En TEP, le volume joignant les deux cristaux impliqués dans la détection est appelé volume
de réponse (ou Volume Of Response en anglais) (VOR) (voir Figure 1.7). Il définit le volume dans
lequel l’annihilation a eu lieu. Par abus de langage, l’expression LOR est souvent utilisée pour dé-
finir l’association des deux cristaux impliqués dans la coïncidence.
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Figure 1.7 – Chaque coïncidence permet de définir une lor (ou vor dans la formulation 3d)
entre les deux détecteurs en jeu. En supposant que le trajet des photons n’a pas été altéré par
des interactions photon/ matière, il est considéré que annihilation a eu lieu sur cette droite (ou
dans ce tube ou autre modélisation en 3d)

L’idée directrice du développement des TEP ToF est d’utiliser le différentiel temporel de dé-
tection des photons γ en coïncidence pour extraire une information plus précise du lieu de la
réaction d’annihilation du positon. En effet, jusqu’à présent, nous avons considéré la probabilité
que l’annihilation se soit produite en n’importe quel point de la LOR comme identique en chaque
position de cette dernière (voir Figure1.7).

Les récents progrès sur le développement de PMTs rapides, de scintillateurs à haute densité
(LSO, LYSO) et augmentation significative des capacités de calcul informatique ont rendu pos-
sible le développement du ToF. Ce dernier est resté longtemps (entre les années 1980 (Campa-
gnolo, Garderet et Vacher 1979) et 2000) limité par ces différents facteurs.

Si l’on note ∆x la distance entre le lieu d’annihilation et le centre du scanner, cette dernière
est proportionnelle à la différence de temps de vol ∆t = |t2 − t1| via la relation ∆x = c × ∆t/2

avec c la célérité de la lumière dans le vide.

Le principal impact de la prise en compte du ToF concerne l’amélioration significative du SNR.
Cependant, pour des raisons de simplification d’écriture du modèle présenté par la suite des tra-
vaux de cette thèse, nous ne ferons pas usage de l’information ToF. Un très bon état de l’art récent
sur les développements successifs du ToF est disponible dans (Vandenberghe et al. 2016).
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(a) (b)

Figure 1.8 – Illustration de la prise en compte de l’information tof. a) Densité de probabilité
uniforme pour la position du lieu d’annihilation. b) Prise en compte de l’information ToF dans
le modèle de détection.

En pratique

Les tomographes TEP utilisés dans le service de médecine nucléaire du CHU de Montpellier,
sur lesquels les expériences et les acquisitions de routine clinique ont été effectuées, sont des
Biograph mCT20 Flow de la société Siemens Healthineers. Dans la Table 1.3 sont présentées les
principales caractéristiques de ces derniers. Pour une évaluation standardisée des performances
de ce scanner, il est intéressant de se référer à (Rausch et al. 2015).

La Figure 1.9 est une photographie du système en cours d’acquisition d’un fantôme présentée
à des fins illustratives.

1.2.2.3 Coïncidences

Les données TEP souffrent de plusieurs limitations. Outre le bruit statistique propre à la désin-
tégration radioactive, outre les pertes de résolution spatiale engendrées par le système de détec-
tion et les limitations instrumentales, l’inconsistance des données de projection est aussi due à
certains artéfacts de mesure liés à l’interaction photon/matière. En TEP, nous dénombrons quatre
types de coïncidences, dont trois (diffusées, fortuites et multiples) qui ne sont pas modélisées et
contribuent à augmenter le bruit dans les données de projection.
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Anneaux détection 4
Blocs de détecteurs dans chaque anneau 48

Type de cristaux LSO
Taille des cristaux 4x4x20mm
Cristaux par blocs 13x13

PMTs par blocs de détecteurs 2x2
FOV 70cm

Diamètre de détection 84,2cm
Fenêtre temporelle pour mesure des coïncidences 4,1ns

Résolution temporelle 540ps
Option ToF Oui

Fenêtre énergétique 435-650keV
Correction d’atténuation CT scan 64 coupes intégré

Table 1.3 – Principales caractéristiques du système d’acquisition tep Siemens mCT20 Flow
utilisé dans les travaux présentés par la suite

Figure 1.9 – Système d’acquisition Siemens mCT20 Flow lors d’une acquisition de fantôme de
Jaszczak en conditions de routine clinique

— Coïncidences vraies - Figure 1.10(a) : Une coïncidence "vraie" correspond à la mise en coïn-
cidence de deux photons provenant de la même réaction d’annihilation et dont la direction
de parcours n’a pas été modifiée par le milieu atténuant qu’ils ont traversé. C’est idéale-
ment le seul type de coïncidence que nous souhaiterions enregistrer. Le principe général
de détection de ces coïncidences vraies est présenté sur la Figure 1.5.

— Coïncidences diffusées - Figure 1.10(b) : Une coïncidence "diffusée", souvent référencée
comme "scatter", correspond à une coïncidence mettant en jeu un des deux (ou les deux)
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photons qui a (ont) été diffusé(s) par effet Compton au cours de son trajet à travers la
matière. La résolution en énergie de la TEP étant relativement limitée, la perte d’énergie du
photon n’est pas précisément mesurable et la coïncidence est donc enregistrée de manière
erronée. La LOR correspondant à cette coïncidence peut donc être plus ou moins éloignée
du lieu d’annihilation.

— Coïncidences fortuites - Figure 1.10(c) : Une coïncidence "fortuite", souvent référencée
comme "random", correspond à la détection en coïncidence de deux photons qui ne corres-
pondent pas à la même réaction d’annihilation. Cette coïncidence est généralement due au
fait de la limitation du champ de vue (ou Field of view en anglais) (FOV) 4 du tomographe (un
des deux photons échappant au système de détection), ou de l’absorption photo-électrique
d’un des deux photons. La LOR correspondant à cette coïncidence est erronée et peut po-
tentiellement être très éloignée du lieu d’annihilation.

— Coïncidences multiples - Figure 1.10(d) : Une coïncidence "multiple", correspond à la détec-
tion de plus de deux photons dans une fenêtre temporelle ∆T. Il est donc impossible, par
exemple pour 3 photons détectées dans ∆T de savoir quel couple de photons correspond
à une coïncidence "vraie". Plusieurs stratégies sont possibles : soit ignorer les coïncidences
multiples, soit considérer les deux photons de plus haute énergie, soit, si n photons sont
détectés en ∆T, enregistrer toutes les n(n−1)/2 combinaisons possibles de coincidences,
et donc, pour une coïncidence vraie enregistrée, récupérer également (n(n−1)/2)−1 coïn-
cidences fortuites.

En TEP, l’objectif est de mesurer et reconstruire la distribution des coïncidences vraies en
minimisant les coïncidences diffusées et fortuites afin de réduire le bruit dans les images et aug-
menter leur résolution spatiale. Dans la littérature, il est fréquent de trouver des références aux
coïncidences "prompts", qui correspondent aux coïncidences à la fois détectées à l’intérieur de
la fenêtre énergétique et dans la fenêtre de coïncidence. Le ratio en coïncidences prompt aug-
mente avec le carré de l’activité injectée au patient, et devient prédominant pour des activités
importantes. A ce niveau, l’augmentation du nombre de coïncidences vraies peut être réalisée
de plusieurs manières : en augmentant la dose injectée au patient, en utilisant des couples scin-
tillateurs/détecteurs plus efficaces, en utilisant une plus grande part du spectre d’énergie, etc.
(Wernick et Aarvold 2004). Cependant, augmenter les doses injectées majore les risques liées
à l’irradiation des patients, la tendance actuelle étant plutôt à la réduction (Oehmigen et al. 2014)
et l’optimisation (Watson, Casey et Bendriem 2005 ; Groot et al. 2013) de la dose pour limiter
ces risques. De plus, l’augmentation de la dose au delà d’un certain seuil ne permet plus d’aug-
menter le SNR, le ratio de coïncidences fortuites devenant trop important.

4. l’ensemble de l’espace compris à l’intérieur du cylindre du scanner
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(a) Vraies (b) Diffusées

(c) Fortuites (d) Multiples

Figure 1.10 – Différents types de coïncidences en tep

1.2.2.4 Stockage des coïncidences

Les données de coïncidence acquises en TEP peuvent être stockées de différentes manières.
C’est à partir du fichier dans lequel ces dernières sont stockées qu’il est possible de procéder à la
reconstruction de la distribution tridimensionnelle du radiotraceur. Plusieurs modes de stockage
existent, chacun ayant leurs avantages et leurs inconvénients. Nous nous attarderons plus lon-
guement sur le mode "sinogramme", qui est celui qui sera utilisé ensuite pour la formalisation des
contributions de la thèse, bien que ces dernières pourraient être adaptées aux autres modes de
stockage des coïncidences.

List-mode

Le list-mode ("mode liste" en français), est le mode de stockage des coïncidences le plus intui-
tif. Il consiste à stocker toutes les informations associées aux coïncidences, dans l’ordre d’arrivée
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de celles-ci, du début à la fin de l’acquisition. La taille du fichier list-mode dépend du nombre de
coïncidences détectées et donc également de la durée de l’acquisition. En pratique, les informa-
tions qui sont généralement stockées sont : l’information temporelle liée à la coïncidence (le t1

et t2 de la Figure 1.8), les indices des cristaux impliqués dans la coïncidence et l’énergie d’interac-
tion des photons. Ce format a l’avantage de permettre de conserver l’intégralité des informations
temporelles et spatiales liées aux désintégrations. La contrepartie de ce mode reste l’espace de
stockage qu’elle nécessite. Cependant, l’augmentation des capacités de stockage et de traite-
ment informatique a permis à ce mode de stockage de se démocratiser ces derniers temps.

Histogramme

Ce mode de stockage revient à remplir un vecteur de la taille du nombre de LOR du tomo-
graphe. À chaque indice de ce vecteur correspond un couple de détecteurs et c’est le nombre
de coïncidences détectées selon cette LOR qui y est stocké. Contrairement au list-mode, la taille
du fichier de stockage ne dépend pas de la durée de l’acquisition ni du nombre de coïncidences
détectées. Il est fixe et dépend du nombre de LOR du tomographe utilisé. L’inconvénient de ce
format de stockage est qu’il est dépendant de la géométrie du tomographe et qu’il engendre la
perte de certaines informations parfois précieuses qui peuvent être nécessaires à la correction ou
l’optimisation des données d’acquisition, comme le ToF par exemple.

Sinogramme

Le mode sinogramme est le mode le plus courant et celui que nous utiliserons pour repré-
senter les données d’acquisition dans ce manuscrit. Il possède plusieurs avantages. Le premier
est de permettre la visualisation de l’ensemble des données acquises. Le second est de ne pas
dépendre de la géométrie du scanner (ou modèle - pour les simulations) utilisé une fois construit.
Le sinogramme est utilisé en totale indépendance vis-à-vis du système d’acquisition.

La construction d’un sinogramme nécessite implicitement une discrétisation des données de
projection. La perte de résolution engendrée par la discrétisation dépend de la taille des dexels 5 :
plus ils sont larges, plus la résolution spatiale atteignable diminue. Ce choix est limité par la taille
et la résolution des détecteurs, mais également par des considérations sur l’espace mémoire dis-
ponible pour le stockage de l’information. En effet, comme chaque information supplémentaire
(ToF, projections obliques, énergie, etc.) nécessite l’ajout d’une dimension supplémentaire au si-
nogramme, le stockage de ce dernier peut rapidement devenir rédhibitoire. Notons que, selon
ce mode, une étape d’échantillonnage est obligatoire, ce qui engendre une perte d’information

5. par analogie à pixel pour picture element, nous appellerons dexel un élément de détecteur (detector

element)
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irréversible. L’article de Fahey (Fahey 2002) est un très bon support pour mieux approfondir les
enjeux pratiques et la construction du sinogramme en TEP.

Si l’on considère une coupe z donnée sur l’ensemble des projections acquises, la projection
selon un angle θ donné correspond à une ligne de sinogramme, comme illustré Figure 1.11. Un
sinogramme 2D se remplit ligne par ligne, chaque ligne correspondant à un angle θ incrémenté
du pas d’échantillonnage angulaire choisi. L’illustration en est faite sur la Figure 1.12.

Figure 1.11 – Chaque projection 2D est constituée de lignes de projection pour chaque coupe
z et chaque angle θ.
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Figure 1.12 – Construction d’un sinogramme 2D (pour un z donné).

1.2.3 Sources d’imprécision physiques et instrumentales

De nombreuses sources d’imprécision liées au principe fondamental de la TEP et au système
de détection peuvent être dénombrées, pour des raisons diverses :

— Le libre parcours moyen du positon avant annihilation est source d’une limitation de la
résolution spatiale de la TEP (Phelps et al. 1975 ; Muehllehner, Buchin et Dudek 1976 ;
Hoffman et Phelps 1978).

— L’acolinéarité des photons engendre une imprécision de 0.23o sur la direction d’émission
des photons anti-parallèles (Beneditti 1950). La perte de résolution induite est dépendante
du diamètre du tomographe.

— La résolution spatiale du détecteur (Hoffman et al. 1982) est également une source d’une
limitation de la résolution spatiale de la TEP.

— La détection de coïncidences autres que les coïncidences "vraies" à cause de l’interaction
photon/ matière, du FOV limité du tomographe, de l’électronique qui limite la diminution
de la fenêtre temporelle de détection, etc.

— Le mode de stockage peut engendrer certaines approximations et donc de la perte d’infor-
mation.

De nombreux efforts sont engagés par tous les acteurs travaillant sur la TEP dans le but d’amé-
liorer les performances en termes de sensibilité de détection mais aussi de résolution temporelle,
en énergie et spatiale.

Les progrès accomplis dans le traitement des données et les algorithmes de reconstruction
ont également permis d’améliorer significativement la qualité des images TEP. C’est à cette com-
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posante de la chaine de traitement des données que nous nous intéressons dans la prochaine
section.

1.3 Reconstruction

Dans cette section, nous nous efforçons de présenter les outils nécessaires à la compréhen-
sion des contributions de cette thèse. Tous les aspects de la reconstruction tomographique ne
seront pas abordés, toutes les méthodes de reconstruction ne sont pas décrites. De nombreux
ouvrages très bien référencés sur le sujet sont accessibles dans la littérature (Wernick et Aars-
vold 2009; Wernick et Aarsvold 2004; Stute 2010 ; Qi et Leahy 2006). Nous présentons
brièvement les approches de reconstruction analytique avant de nous attarder sur les méthodes
itératives, aujourd’hui les plus utilisées en routine clinique. Nous posons ensuite les bases du pro-
blème que propose de résoudre la première contribution de cette thèse à savoir la modélisation
du passage discret-continu et sa prise en compte dans le calcul de projection dans le cadre des
algorithmes itératifs.

1.3.1 Préambule

Dans la Section 1.2, sont présentées les bases nécessaires pour comprendre comment, à par-
tir d’isotopes à désintégration β+, sont obtenues puis stockées les informations concernant les
coïncidences.

Les données brutes d’acquisition TEP, quel que soit leur mode de stockage, sont inexploi-
tables en l’état pour l’interprétation médicale. De ce fait, il est nécessaire de passer par une étape
de "reconstruction tomographique". Le problème de reconstruction tomographique fait partie
d’une classe de problèmes que l’on appelle les "problèmes inverses". Ce que l’on cherche, c’est à
retrouver l’information qui est à l’origine des mesures que l’on acquiert : dans ce cas précis, c’est la
distribution spatiale in vivo du radiotraceur que l’on cherche à reconstruire à partir du sinogramme
ou autre type de données d’entrée. Ce problème n’est pas trivial. Tout d’abord, le nombre de pro-
jections obtenues est fini. Cela cause un problème de défaut d’unicité de la solution : plusieurs
solutions peuvent être à l’origine des mesures acquises. De plus, les données sont entachées de
bruit (statistique, de mesure, d’instrumentation, etc.) et donc, le système que nous essayons de
résoudre n’admet pas forcément de solutions.

Depuis les prémices théoriques de la reconstruction tomographique par la publication des
travaux de Johann Radon en 1917 (Radon 1917), de nombreuses approches pour résoudre le
problème de reconstruction tomographique ont été proposées dans la littérature. Les méthodes
analytiques, qui proposent une inversion directe du problème et sont calculables dans des temps
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courts, ont été les premières à être utilisées. Par la suite, des algorithmes itératifs, plus complexes
mais plus adaptées à la TEP, ont été développés. Ces derniers étants classifiés en deux sous-
classes : les algorithmes itératifs algébriques et statistiques. Ce sont des algorithmes issus de
cette dernière sous-famille qui sont actuellement majoritairement utilisés en routine clinique.

Notons que la reconstruction peut se faire soit coupe par coupe, dans le plan transverse (tomo

venant du Grec "coupe"), soit directement en 3D. Une schématisation du problème qui consiste
à utiliser les différentes projections angulaires pour reconstruction la distribution in-vivo de radio-
traceur est proposée en Figure 1.13.

Figure 1.13 – Acquisition d’un ensemble de projections 2d nécessaires à la reconstruction
tomographique.

L’objectif de cette partie n’est pas de fournir une description complète et exhaustive de toutes
les méthodes de reconstruction disponibles car elle sont très bien documentées dans de nom-
breux ouvrages de la littérature, mais plutôt de poser les bases du raisonnement et de la modélisa-
tion mathématique de ce problème qui seront nécessaires par la suite. Nous décrivons brièvement
la reconstruction analytique pour s’attarder plus longuement sur les reconstructions itératives et
plus particulièrement sur les algorithmes statistiques, qui sont encore 6 au coeur des probléma-
tiques actuelles de reconstruction en TEP et donc des travaux conduits au cours de cette thèse.

6. Pour combien de temps ? La reconstruction tomographique est présentée comme la nouvelle "frontière"
à franchir du machine learning (Wang et al. 2018). Ces approches prendront peut-être un jour le pas sur les
algorithmes itératifs, comme cela est en train de se produire dans de nombreux domaines du traitement d’images
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1.3.2 Prise en compte des coïncidences obliques

Mode 2D

Historiquement, et principalement pour des raisons de capacités de calcul, les premiers scan-
ner TEP exploitaient uniquement les coïncidences enregistrées dans le plan transverse (les deux
photons γ ont été détectés en coïncidence sur le même anneau de détection) ou quasi-transverse
(les deux photons γ ont été détectés en coïncidence sur deux anneaux de détection adjacents).
Afin de limiter les coïncidences obliques, des septa de plomb étaient placés en grille entre chaque
scintillateur. Ces derniers ne permettaient pas aux photons γ de rentrer en contact avec les scin-
tillateurs et donc d’être comptabilisés ; comme illustré dans la Figure 1.14a. Dans chaque plan
transverse ou quasi-transverse est acquis un sinogramme (Figure 1.14b ). La reconstruction de
chaque sinogramme aboutit à l’obtention de coupes transverses et quasi-transverses, qui, une
fois empilées, forment le volume reconstruit.

(a) (b)

Figure 1.14 – a) Illustration d’un tep scan avec septas opérant en mode 2d et b) illustration
des plans associés aux sinogrammes transverses et quasi-transverses alternativement empilés.

Si l’on note N le nombre d’anneaux de détection d’un scanner TEP, 2N − 1 sinogrammes
sont obtenus en mode statique 7. Le scanner TEP Siemens mCT Biograph utilisé dans nos travaux
étant composé de 55 anneaux de détection, 109 sinogrammes transverses et quasi-transverses
sont acquis en statique. Si l’on opère en mode 2D, cela correspond au nombre de coupes que l’on
obtient lors d’une reconstruction de TEP cérébrale.

7. si le lit du patient est fixe tout au long de l’acquisition
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Mode 2D1/2

L’émission de positons étant isotropique, le principal inconvénient du mode 2D est qu’il n’ex-
ploite qu’une faible quantité de l’information disponible. L’absence de prise en compte des coïn-
cidences obliques réduit donc largement la sensibilité globale du scanner TEP. Pour compenser
cette perte de sensibilité, il est nécessaire de : soit augmenter la dose injectée au patient (en
majorant l’irradiation), soit rallonger le temps d’acquisition (sous peine de majorer l’inconfort
pour le patient ainsi que les risques de mouvement qui dégradent la résolution de l’image recons-
truite). L’intérêt du mode 2D étant, rappelons-le, de permettre de réduire considérablement les
ressources informatiques nécessaires à l’étape de reconstruction, de nombreux travaux se sont
intéressés aux manières de bénéficier des avantages des deux modes. Ces algorithmes hybrides
dits de rebinning permettent d’augmenter la sensibilité du système grâce au réarrangement des
données 3D en une série de coupes 2D reconstruites une à une. Ces approches sollicitent peu
de ressources supplémentaires par rapport au mode 2D. La manière la plus simple de procéder
est d’assigner chaque LOR oblique au plan transverse situé à égale distance des plans transverses
contenant les détecteurs à l’origine de la LOR en question. Cette méthode est connue sous le
nom de "single-slice rebinning"(SSRB) (Daube-Witherspoon et Muehllehner 1987; Erlandsson
et al. 1994 ; Sossi et al. 1994). Une autre approche "multiple-slice rebinning"(MSRB), consiste à
faire contribuer la LOR oblique à chaque plan transverse intersecté par la LOR (Lewitt, Muehlleh-

ner et Karp 1994). Ces approches ont été rendues obsolètes par le développement de méthodes
de rebinning basées sur la factorisation analytique dans l’espace 3D de Fourier : FORE ou FOREX
dans sa version exacte (Defrise et al. 1997 ; Liu et al. 1999). FORE a l’avantage d’être précise et
stable en présence de bruit (Matej et al. 1998).

Il est important de noter que, dès que les coïncidences obliques sont prises en compte, la
problématique des données manquantes (en mode 3D, le TEP idéal devrait être sphérique, ce qui
est tout à fait impossible) qui est propre aux modes 2D1/2 et 3D se pose : la sensibilité au centre
du FOV est de fait plus importante que sur les bords (Bouallègue et al. 2007 ; Mawlawi et al.
2006).

Mode 3D

Depuis les débuts de la TEP, les capacités de calcul informatique ont grandement évolué et
ont rendu possible l’exploitation des données d’acquisition 3D complètes dans les algorithmes
de reconstruction. Bien que ce mode soit impacté par une fraction de coïncidences diffusées et
fortuites plus importante, le gain en sensibilité est largement bénéfique à la reconstruction. La
plupart des algorithmes de reconstruction que nous décrivons dans ce manuscrit ont été géné-
ralisés et utilisés en mode 3D. Pour des raisons de complexité algorithmique et de simplicité de
description, le choix est fait, dans ce manuscrit, de traiter les problèmes de reconstruction dans
leur version 2D. En routine clinique, les données sont acquises en mode 3D. Pour les expérimen-
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tations que nous proposons, ces dernières seront traitées en mode 2D1/2. L’algorithme FORE
(Defrise et al. 1997) est utilisé pour le rebinning.

1.3.3 Méthodes analytiques

Préambule

Positionnons nous dans le cas 2D, où les LORs dont il est question sont dans le même plan
transverse xy pour un z fixé comme dans la Figure 1.13. Dans ce plan, considérons que f(x, y)

correspond à la distribution du traceur radiopharmaceutique. Les données acquises sont collec-
tées le long de chaque LOR, comme illustré dans la Figure 1.15.

(a) (b)

Figure 1.15 – a) La valeur de f(x, y) en chaque point de l’objet est intégrée le long de la lor

pour obtenir la projection p(x′, θ). b) La projection est formée par l’intégration le long de toutes
les lignes parallèles à la lor pour l’angle θ.

Le modèle des lignes intégrales se définit plus aisément en opérant un changement de va-
riables suivant :

[
x

y

]
=

[
cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

] [
x′

y′

]
. (1.5)
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Dans ce système de coordonnées, la droite L du plan, parallèle à la LOR d’intérêt, est caracté-
risée par les coordonnées polaires (x′, θ), x′ étant la distance de la droite à l’origine et θ l’angle de
rotation entre x et la perpendiculaire à la LOR. Ainsi, la projection p(x′, θ), que l’on nomme aussi
transformée de Radon R, est définie par l’expression suivante :

R[f(x, y)] = p(x′, θ) =
∫ +∞

−∞
f(x, y)dy′. (1.6)

Tout le problème de la reconstruction tomographique revient à inverser la transformée de
Radon, c’est à dire estimer f(x, y) à partir de p(x′, θ). La reconstruction analytique consiste en
l’inversion analytique de la transformée de Radon exprimée sous sa forme continue, par la ré-
solution d’un système d’équations intégrales. Cette dernière étant basée sur la Transformée de
Fourier (TF), rappelons sa formulation bidimentionnelle F(u,v) quand appliquée au signal f(x,y)
avec (u,v)∈ R

2 :

F {f(x, y)} = F (u, v) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y).e−2iπ(ux+vy)dxdy, (1.7)

F étant l’opérateur TF continu.

Théorème de la coupe centrale

La TF unidimensionnelle P de la projection p(x′, θ) avec θ = constante s’écrit :

P (νx′ , θ) = F {p(x′, θ)} =
∫ +∞

−∞
p(x′, θ).e−2iπx′νx′ dx′, (1.8)

νx′ correspondant à la fréquence spatiale de x′ dans l’espace de Fourier. En remplaçant p(x′, θ)

défini par (1.6) par son expression, (1.8) devient :

P (νx′ , θ) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy′.e−2iπx′νx′ dx′,

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y).e−2iπx′νx′ dx′dy′,

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y).e−2iπ(x cos(θ)+y sin(θ))νx′ dxdy,

= F (νx′ cos(θ), νx′ sin(θ)),

(1.9)
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par définition de la TF bidimentionnelle (1.7). De manière analogue à (1.5) et par invariance
à la rotation de la TF, νx et νy peuvent s’exprimer comme νx = νx′ cos(θ) − νy′ sin(θ) et νy =

νx′ sin(θ) + νy′ cos(θ). Par définition :

F (νx, νy) = F {f(x, y)} =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y).e−2iπ(xνx+yνy)dxdy. (1.10)

Ainsi, pour νy′ = 0, (1.9) peut s’écrire :

P (νx′ , θ) = F (νx, νy)|ν
y′ =0 . (1.11)

Cette équation montre que la TF unidimensionnelle d’une projection par rapport à x′ est équi-
valente à la TF bidimensionnelle de la distribution à reconstruire. Cette équivalence est commu-
nément appelée "théorème de la coupe centrale". Si P (νx′ , θ) est connu pour tous les angles
compris entre 0 et π, il est possible de reconstruire la TF de l’objet et donc l’objet lui même.

Rétroprojection directe

La rétroprojection f̂ de p pour les angles θ ∈ [0, π] est une opération primordiale qui permet
de passer de l’espace des projections dans l’espace image. Elle est définie de la sorte :

f̂(x, y) =
∫ π

0
p(x′, θ)dθ. (1.12)

A partir du théorème de la coupe centrale (1.11), il est possible d’envisager procéder à la re-
construction de f̂ de manière directe. Après échantillonnage de la TF 2D F de f avec l’ensemble des
TF unidirectionnelles des projections p, F peut ensuite être inversée par TF 2D inverse pour obte-
nir l’estimation de f (Lewitt 1983). Cependant l’égalité (1.11) impose que toutes les projections
pour θ ∈ [0, π] soient connues, ce qui n’est pas le cas en pratique puisque seulement un nombre
fini de projections sont acquises. Ces dernières fournissent donc seulement un échantillonnage
irrégulier (avec une densité plus importante au centre de l’espace fréquenciel) et partiel de F. Ceci
résulte, pour des considérations d’interpolation dans le plan de Fourier que nous ne détaillerons
pas ici, en une estimée f̂ de qualité sous-optimale contenant des artéfacts d’épandage en étoile
ainsi qu’un flou en 1/

√
x2 + y2. En d’autres termes, l’inversion directe n’est pas l’inverse de la

transformée de Radon. Se référer à toutes fins utiles à l’excellent chapitre 20 de (Wernick et
Aarvold 2004) pour plus de détails sur cette partie.
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Rétroprojection filtrée

Il existe une manière de s’affranchir du problème d’interpolation dans l’espace de Fourier en
utilisant l’opérateur inverse de la transformée de Radon, la rétroprojection filtrée (ou Filtered Back-

Projection en anglais) (FBP). La TF inverse f̂ de F s’écrit :

f̂(x, y) = F
−1 {F (νx, νy)} =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
F (νx, νy).e2iπ(xνx+yνy)dνxdνy,

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
P (νx′ , θ).e2iπ(xνx+yνy)dνxdνy,

(1.13)

par le théorème de la coupe centrale. Faisons le changement de variable suivant : (νx, νy) →
(νx′ , θ) et rappelons que νy′ = 0 :





νx = νx′ cos(θ),

νy = νx′ sin(θ),

dνxdνy = νx′dνx′dθ,

νx′ =
√

ν2
x + ν2

y .

(1.14)

(1.13) devient alors :

f̂(x, y) =
∫ π

0

∫ +∞

−∞
P (νx′ , θ)|νx′|.e2iπνx′ x′

dνx′dθ,

=
∫ π

0
p∗(x′, θ)dθ = R−1[p(x′, θ)] avec p∗(x′, θ) =

∫ +∞

−∞
P (νx′ , θ)|νx′|.e2iπνx′ x′

dνx′ .

(1.15)

Cette expression laisse apparaitre p∗(x′, θ) qui correspond à la convolution de p(x′, θ) par la
TF inverse du filtre rampe |νx′|.

La FBP et ses différentes variantes ont pour avantage de générer des solutions directes dans
des temps très réduits, ce qui a contribué à leur popularité pendant des années. Elles sont d’ailleurs
toujours utilisées en routine dans d’autres modalités telles que le CT. Cependant, en TEP, les
données d’acquisition étant très bruitées et l’inversion de la transformation de Radon s’avérant,
comme dans beaucoup de problèmes physiques, un problème mal posé 8 (Davison 1983) produi-

8. une petite variation dans les données d’acquisition peut occasionner une variation (et donc une erreur)
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sant des solutions instables, il est nécessaire de limiter le bruit. Le filtre rampe |νx′| étant respon-
sable de l’amplification des hautes fréquences dans les reconstructions, une fonction d’apodisa-
tion est généralement appliquée afin de contraindre la solution dans des valeurs physiquement
acceptables. Malgré tout, le choix de la fréquence de coupure est difficile à estimer car dépen-
dant de l’objet et du taux de comptage. Ce problème est identique pour les autres filtres utilisés.
L’hypothèse initiale des méthodes analytiques se basant sur le fait que les projections sont des
mesures d’intégrales le long de droites de l’espace exclut de fait l’intégration d’une modélisation
plus fine des artéfacts d’acquisition ainsi que de la statistique associée aux données dans le pro-
cessus de reconstruction. Cela aboutit à des images peu quantitatives. Les techniques itératives,
que nous allons décrire plus en détails par la suite, ont l’avantage de permettre de prendre en
compte une modélisation physique plus complète dans le processus de reconstruction.

1.3.4 Méthodes itératives

Les principaux facteurs physiques limitant la qualité de l’image reconstruite f en TEP sont
la résolution du détecteur qui définit la résolution spatiale maximale atteignable de l’image re-
construite, la variabilité statistique des mesures inhérente au processus stochastique d’émission
de positons et la densité de comptage des photons. Afin d’obtenir les performances les plus
proches possibles de celles potentiellement atteignables pour notre système, il est primordial
d’effectuer une modélisation précise du processus de détection des coïncidences. Un proces-
sus de reconstruction se heurte toujours au compromis résolution/ bruit (plus souvent appelé
compromis biais 9/ variance 10), si un choix doit être fait, il a en pratique tendance à favoriser
l’obtention d’images moins bruitées, au profit parfois d’une résolution non optimale - en effet,
l’interprétabilité de l’examen par le physicien prime. Notons que, lorsque le terme "variance" est
utilisé, il fait par abus de language référence à la variance spatiale et non statistique. Lorsque c’est
le cas, "variance statistique" est précisé.

L’objectif conjoint du processus de reconstruction tomographique en TEP est la maximisation
de la résolution ainsi que la minimisation du bruit. Il est pour cela utile de choisir un algorithme
de reconstruction qui puisse permettre de prendre en compte les modélisations physiques et sta-
tistiques du processus d’acquisition. Les approches itératives ont pour avantage comparées aux
méthodes analytiques de pouvoir intégrer une description riche des divers phénomènes propres
à la physique des rayonnements et aux spécificités instrumentales des scanners TEP. Pour ces
raisons, l’utilisation de ces dernières a complètement surpassé celle de leurs prédécesseurs, non
pas sans payer le prix d’une augmentation significative des coûts de calcul.

Toutes les approches itératives ont en commun de formuler le problème de reconstruction

importante dans les données reconstruites
9. défini la moyenne des écarts entre l’estimation et la valeur attendue

10. définie par la moyenne des carrés des écarts à la moyenne
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tomographique dans une forme discrète et matricielle. De ce fait, les opérateurs de projection
(1.6) et de rétroprojection (1.12) définis dans le domaine continu par J. Radon (Radon 1917)
nécessitent quelques adaptations. La formulation discrète de ces opérateurs fait intervenir une
approximation de l’intégrale et des modèles d’interpolation (Joseph, Spital et Stockham 1980).

Le problème de reconstruction tomographique est considéré comme un problème linéaire.
Le vecteur de projections p peut être exprimé en fonction de la distribution spatiale discrète du
traceur radiopharmaceutique à travers l’équation suivante :

p = Rf, (1.16)

où R est la matrice système (aussi appelée matrice de Radon). Chaque élément pj , (j =

1, . . . , m) représente l’activité mesurée par un dexel de l’espace sinogramme, chaque élément fi,
(i = 1, . . . , n) représente la valeur d’intensité au sein du pixel i de l’image f . Chaque élément
Ri,j de R peut être vu comme la probabilité qu’un photon émis au niveau du pixel i atteigne le
dexel j (voir Figure 1.16 pour illustration).

Ainsi, peuvent être définis les opérateurs de projection P et de rétroprojection B, basés sur
la matrice système R :

p̂j = P(f)j =
n∑

i=1

Ri,jfi,

f̂i = B(p)i =
m∑

j=1

Ri,jpj.

(1.17)

1.3.4.1 Techniques de reconstruction algébriques (art)

L’objectif de la reconstruction dite "itérative" est de résoudre le problème défini par l’équa-
tion (1.16). Pour fournir un ordre d’idée, le scanner TEP Siemens Biograph mCT Flow utilisé pour
nos expérimentations, si l’on s’intéresse à une seule coupe transverse (alors qu’il en acquiers
109 lorsqu’il opère en mode statique), permet d’acquérir des projections de taille 400 × 672.
Pour profiter d’une résolution spatiale correcte, l’image est reconstruite sur une grille de 200 ×
200 pixels minimum. Sur cet exemple, reconstruire une coupe nécessite une matrice R de taille
(400.672 × 200.200). Le système décrit par l’équation (1.16) est un sytème à 268, 8 × 103 équa-
tions et 40 × 103 inconnues minimum. Malgré certaines possibilités de compresser axialement et
spatialement le sinogramme pour réduire sa taille (Fahey 2002), le système à résoudre demeure
très imposant.
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(a) (b)

Figure 1.16 – Illustration du problème de la reconstruction itérative - rechercher la distribution
de f connaissant un ensemble de projections p et ayant défini une matrice système R modélisant
le processus de formation de l’image en se basant, entre autres, sur le calcul de l’interaction
entre chaque dexel j et chaque pixel i.

Pour des raisons de stockage et de calcul, il est important de noter que la matrice R a la
spécificité d’être particulièrement creuse 11, ce qui peut être intuité avec la Figure 1.16b).

Pour résoudre ce type de systèmes, Kaczmarz a proposé en 1970 une approche, qu’il a appelée
Techniques de reconstruction algébriques (ART) (Gordon,Bender etHerman1970), basée sur le
constat que chaque équation définit un hyperplan dans le vecteur de l’espace des reconstructions
f̂ sous l’hypothèse d’absence de bruit et d’égalité de dimension entre le sinogramme et l’image à
reconstruire. Dans ce cas de figure, les solutions se situent à l’intersection de tous les hyperplans.
La résolution de ce problème peut se faire de manière itérative. Après le choix d’une initialisation
de l’estimée initiale f̂ 0, le vecteur f̂k (k étant le nombre d’itérations) est projeté orthogonalement
successivement sur tous les hyperplans, pour chaque pixel i de l’image selon la formule :

f̂k+1
i = f̂k

i +
(pj − ∑n

l=1 Rl,j f̂
k
l )

∑n
i=1 R2

i,j

Ri,j. (1.18)

11. un grand nombre de coefficients de cette matrice sont nuls
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Si le système est surdimensionné (plus d’équations que d’inconnues ou avec des projections
bruitées), ni l’unicité ni l’existence de la solution et donc ni la convergence de l’algorithme ne sont
garanties, comme illustré par exemple sur la Figure 1.17b). Notons également que cette classe
d’algorithmes est parfois référencée comme "additive", en référence à la comparaison entre pro-
jection mesurées pj et projections calculées à l’itération k

∑n
l=1 Rl,j f̂

k
l ) qui se fait par soustrac-

tion.

(a) (b)

Figure 1.17 – Exemples simples de la résolution du système matriciel par la méthode art. a)
Cas favorable quand une solution f̂k existe. b) Cas lorsque le système est surdéterminé. Il y a
plus d’équations que d’inconnues, l’algorithme ne converge pas.

Nous ne nous appesantissons pas plus sur ce type d’approches, pour lesquelles de nom-
breuses variantes ont par la suite été proposées. La principale limitation de cette classe d’algo-
rithme est de ne pas permettre la prise en compte de la statistique des données de projection
dans le processus de reconstruction. Ces dernières ont, pour l’application de reconstruction TEP
tout du moins, largement laissé place aux méthodes statistiques qui, elles, permettent cette mo-
délisation.

1.3.4.2 Techniques de reconstruction statistique itérative (sir)

Suite aux travaux de (Shepp et Vardi 1982; Lange et Carson 1984), de nombreuses re-
cherches se sont concentrées sur les algorithmes itératifs statistiques. Comme brièvement évo-
qué précédemment, ils ont la spécificité de permettre de prendre en compte le modèle de bruit
associée aux données de projection dans le modèle de reconstruction. L’objet de cette partie
n’est pas de faire un descriptif exhaustif de tous les algorithmes de reconstruction itératifs pro-
posés en TEP. Cependant, pour comprendre le raisonnement qui nous a guidé par la suite, il est
important de décrire les principales composantes des Techniques de reconstruction statistique
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itérative (SIR).

Construction d’un SIR

Différents choix dans les étapes qui constituent les SIR aboutissent aux algorithmes proposés
dans la littérature. Nous avons choisi de les classifier en utilisant la segmentation en étapes clés
proposée par J.A. Fessler dans (Fessler 1994). Il propose de décomposer les SIR en cinq compos-
tantes :

1. la paramétrisation de la représentation discrète de la distribution du traceur radiopharma-
ceutique

2. la matrice système qui relie l’information en chaque point de l’image à reconstruire à l’es-
pérance de chaque mesure associée à chaque détecteur

3. le modèle statistique qui définit comment les mesures associées aux détecteurs varient
autour de leur l’espérance

4. la fonction objectif qui est à maximiser ou minimiser pour trouver une image solution

5. un algorithme, permettant, après le choix d’un nombre d’itérations et d’une estimée initiale,
de maximiser ou minimiser la fonction objectif

Depuis les premiers travaux sur les SIR, de très nombreuses méthodes, proposant des va-
riantes sur chacune de ces cinq composantes, ont été proposées dans la littérature.

Représentation discrète de la distribution du traceur radiopharmaceutique

L’espace de l’image reconstruite en TEP est discret par essence. Cependant, la relation entre
la mesure de radioactivité et la densité d’activité est, elle, définie dans le domaine continu. Il est
donc nécessaire de définir une relation permettant de faire le lien entre l’espace discret de repré-
sentation de l’image et l’espace continu sous-jacent sur lequel le problème de reconstruction est
défini. La discrétisation de l’espace continu peut être vue comme le choix arbitraire de points de
l’espace pour représenter les valeurs continues. En pratique, ces point sont généralement répartis
régulièrement dans l’espace image. Ces points forment ainsi grille, comme illustré sur la Figure
1.18(a). En chaque point ω de l’espace image continu Ω sous-jacent est associé un noyau κ (qui
peut être d’interpolation ou non) qui permet de définir le passage discret-continu. La valeur conti-
nue f(ω) à la position ω de l’espace continu est reliée à l’ensemble des valeurs discrètes fi pour
i ∈ {1, . . . , n} à travers la relation :

f(ω) =
n∑

i=1

fiκ(ω − ωi), (1.19)
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les ωi, i ∈ {1, . . . , n}, étant les points de l’espace choisis pour représenter la mesure continue.
Notons que si le noyau κ vérifie

∫
Ω κ(ω)dω = 1 alors

∑n
i=1 fi =

∫
Ω f(ω)dω.

La représentation duale des points d’échantillonnage ωi est la grille des pavés Ci (voir Figure
1.18). A chacun de ces pavés est associée une fonction caractéristique1Ci

telle que1Ci
(ω) = 1 si

ω ∈ Ci et 0 sinon. Cette représentation duale aboutit au modèle d’interpolation plus proche voi-
sin si κi = 1Ci

. Dans ce cas, la contrainte
∫

Ω κ(ω)dω = 1 n’est plus vérifiée. Ce choix de modèle
de passage discret-continu aboutit à des images discrètes dont chaque élément est représenté
par des domaines à base rectangulaire (ou parallélipédique en 3D) alignés sur une grille carté-
sienne de manière contiguë, sans recouvrement avec ses voisins. On parle de pixels (ou voxels en
3D) dans ce cas.

Notons également une propriété intéréssante et généralement attendue à propos des noyaux
de reconstruction κ. Si sur un sous-ensemble A de Ω, toutes les valeurs échantillonnées fi ont
la même valeur a, a ∈ R, alors il est espéré que le noyau de reconstruction κ permette d’obtenir
une image continue valant a en tout point de A. Cette propriété est vérifiée par tous les noyaux
d’interpolation (plus proche voisin, bilinéaire, bicubique, etc.) mais pas par des modèles comme
celui du Dirac ou celui du disque concave qui est décrit dans le paragraphe suivant.

Malgré la très importante popularité de la représentation "pixel" dans les articles de la littéra-
ture, principalement pour des raisons de facilité de représentation, cette dernière a l’inconvénient
de créer des contours artificiellement francs. Ce choix arbitraire influence de manière non négli-
geable la reconstruction (Lewitt 1990 ; Lewitt 1992 ; Matej 1996). Au lieu de choisir un modèle
d’interpolation rectangulaire pour le passage discret-continu, d’autres méthodes proposent des
noyaux permettant une transition plus lisse entre les différentes positions de l’espace discret. Plu-
sieurs travaux ont été menés sur des supports sphériques appelés "blobs" (Lewitt 1992 ; Matej

1996) qui sont en fait une généralisation des fonctions fenêtre de Kaiser-Bessel (Lewitt 1990). Le
lissage de l’image est ainsi contrôlé par plusieurs paramètres géométriques définissant la forme
et la taille du support du noyau. La sélection des paramètres optimaux dépend de l’usage (pour re-
construction ou la visualisation) et peut être automatisée selon certaines procédures (Garduño
et Herman 2004). D’autres modèles comme par exemple ceux basés sur les éléments finis (Bran-
kov, Yang et Wernick 2004) ou utilisant des fonctions de base gaussiennes (Lewitt 1992) ont
également été proposés dans la littérature.
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(a) Modèle de Dirac

(b) Modèle du noyau rectangulaire

Figure 1.18 – Illustration de la discrétisation de l’espace continu Ω avec (a) la fonction Dirac
choisie comme noyau κ et (b) un noyau rectangulaire κ.
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La matrice système

Hormis les effets de temps mort 12 et les coïncidences fortuites qui sont des effets non-
linéaires et donc doivent être pré-corrigés au niveau du sinogramme (Autret 2015), la modé-
lisation de la physique et de la géométrie de détection sont intégrées dans la matrice système R.
Comme le montre (1.16), c’est à travers R que se fait le lien entre les projections p et la recons-
truction f . Dans les algorithmes de reconstruction itératifs statistiques, la complexité se trouve
généralement au niveau de la matrice système R.

En ce qui concerne la physique de la détection, la matrice R permet d’inclure une modélisa-
tion précise de l’atténuation, de la réponse du détecteur, et même des paramètres application-
dépendants telles que ceux du mouvement respiratoire par exemple (Rahmim et al. 2008). Ce-
pendant, il est important de noter que plus la modélisation du passage discret-continu au niveau
de l’image d’une part et de la mesure d’autre part sont complètes et complexes, moins la matrice
R est creuse. La complexification de la modélisation des phénomènes physiques impactant le tra-
jet ou la détection des photons a le même effet sur R. Bien qu’il existe des manières efficaces de
calculer à la volée certaines composantes de la matrice système (Autret et al. 2015 ; Cui et al.
2011), il est important de garder en tête que l’augmentation de sa complexité peut rapidement
impacter fortement les temps de reconstruction.

L’élément de la matrice R qui nous intéresse particulièrement dans ce travail de thèse concerne
sa composante géométrique pour laquelle chaque élément Ri,j de R représente la probabilité
qu’une paire de photons γ émise sur le pixel i atteigne la paire de cristaux formant la LOR j.

A chaque indice i ∈ {1, . . . , n} est associé un point ωi qui est défini par un couple de coor-
données points (xi, yi). Comme décrit dans le paragraphe précédent, l’image continue f en tout
point ω = (x, y) de ω est obtenue via le noyau κ. Considérons également pj le signal discret me-
suré au niveau du j ième dexel, j ∈ {1, . . . , m}, défini par sa position (x′

j, θj) sur le cylindre et intro-
duisons le noyau η modélisant le processus de mesure (qui définit le modèle de passage continu-
discret dans l’espace des projections). Dans l’hypothèse de données d’acquisition non bruitées,
le coefficient Ri,j peut, selon (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009 ; Loquin 2008), s’écrire
sous la forme générale :

Ri,j =
∫

R

∫

R

∫

R+

∫ π

0
η(x′ − x′

j, θ − θj)κ(x − xi, y − yi)δ(x cos(θ) + y sin(θ) − x′)dxdydx′dθ.

(1.20)

Notons que si κ n’est pas un noyau d’interpolation ou que η n’est pas un noyau n’échantillon-
nage, le calcul de projection (1.17) faisant intervenir les Ri,j doit être normalisé pour assurer la

12. latence liée au traitement électronique d’une coïncidence. Pendant ce temps, le système n’est pas apte à
détecter d’autres impulsions
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propriété de conservation d’énergie lors de la projection.

Il est théoriquement possible d’envisager utiliser une infinité de combinaisons de noyaux κ

et η. En TEP, la principale limitation à une complexification à l’extrême de ces modèles est la
ressource informatique. Il est en effet important de mentionner qu’une part très importante du
temps de calcul nécessaire à une reconstruction tomographique est dédiée au calcul de Ri,j . Les
choix arbitraires faits pour κ et η sont guidés par le compromis "calculabilité dans des temps
raisonnables"/" modélisation fine du problème".

Dans la littérature, le choix est généralement fait de complexifier seulement un des deux mo-
dèles : à travers η dans l’espace des mesures, ou à travers κ dans l’espace image. Différents choix
de κ et/ou η permettant de simplifier le calcul de la matrice système ont été décrits dans la librairie
RECLBL - Donner algorithm for Reconstruction Tomography de Berkeley (Huesman et al. 1977).

Les approches qui consistent à fixer la complexité au niveau du pixel sont couramment référen-
cées sous le nom de pixel-driven dans la littérature. A l’inverse, les approches fixant la complexité
au niveau du dexel sont rencontrées sous la dénomination dexel-driven ou LOR-driven. Le calcul est
dans le premier cas fait du point de vue du pixel, alors que dans le second cas, il est fait du point
de vue du dexel.

(a) Modèle du
"disque concave"

(b) Modèle du
"pixel"

(c) Modèle "pro-
jection de point"

(d) Modèle des "aires"

Figure 1.19 – Illustrations de modèles d’interaction issus de choix arbitraires de κ ou/ et η

En respectant certaines conditions géométriques, (Servières, Guédon et Normand 2003)
utilise par exemple un modèle (la transformée Mojette) pour lequel κ et η sont des fonctions de
Dirac. Dans (Huesman et al. 1977), Huesman décrit le modèle dit du "disque concave" où κ est
une fonction convexe particulière dont la projection dans l’espace des dexels est une fonction
rectangle, voir Figure 1.19(a). Dans ce cas, Ri,j est calculé en intégrant la réponse impulsionnelle
du détecteur sur ce rectangle. Le modèle pixel-driven illustré en Figure 1.19(b) est basé sur le choix
d’un κ étant un noyau d’interpolation plus proche voisin. Dans ce cadre, la projection d’un pixel
dans l’espace des projections est un trapèze, sauf cas particuliers où θ = π/4 [π/2] (triangle)
ou θ = 0 [2π] (rectangle). Le modèle "projection de point" est basé sur un noyau κ qui est une
fonction de Dirac et où η est un noyau rectangulaire. Ainsi, toute l’intensité du pixel est considérée
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concentrée en son centre. L’intensité est intégralement projetée dans le dexel sur lequel le centre
du pixel est projeté. Enfin, dernier exemple, le modèle des "aires", qui est dexel-driven, se base
sur un modèle de mesure η et un modèle discret-continu κ qui sont tous les deux des noyaux
d’interpolation plus proche voisin. L’intensité associée au dexel est répartie entre tous les pixels
qui intersectent la LOR, proportionnellement à leur aire.

Pour trouver plus d’informations sur les autres composantes (que celle géométrique) de la
matrice R, le lecteur est invité à se référer à (Qi et al. 1998 ; Stute 2010 ; Autret 2015).

Modèle statistique

Dans les algorithmes de reconstruction traités précédemment, le bruit statistique inhérent au
processus de désintégration β+ n’a jamais été pris en compte dans le modèle. Le grand avantage
des méthodes statistiques, et la principale raison qui a poussé à leur développement et utilisation
jusqu’à aujourd’hui, est leur capacité à prendre en compte la modélisation de ce dernier dans le
modèle de reconstruction.

Si l’on considère la variabilité statistique associée aux données acquises et que l’on néglige
les fortuits et les diffusés, l’équation (1.16) s’écrit :

p̂ = E(p) = Rf, (1.21)

avec E l’opérateur linéaire de l’espérance mathématique qui correspond à la valeur attendue,
en moyenne, si l’on répète un nombre important de fois un même processus aléatoire. Ainsi p̂j

est le jème élément de E(p) tel que p̂j =
∑n

i=1 Ri,jfi.

Deux principaux modèles de bruit ont été utilisés dans les SIR : le modèle de Poisson et le
modèle de Gauss.

Le modèle de Poisson est utilisé de manière
assez naturelle car l’on sait que l’emission de
photons γ suit une statistique de Poisson. Si
l’on s’en tient aux données de projection brutes
sans correction, le sinogramme peut être consi-
déré comme étant une collection de variables
aléatoires indépendantes de Poisson.
La fonction de vraisemblance (ou loi de proba-
bilité) L(f) = P (p|f) pour p, sachant la dis-
tribution f du traceur radiopharmaceutique est

Le modèle de Gauss est basé sur le fait que
lorsque les taux de comptages de photons sont
suffisamment hauts (valable pour p̂j ≥ 20) (Kalb-
fleisch 1985), la loi de Poisson peut être ap-
proximée au second ordre par la loi de Gauss
(Lalush etWernick2004) et l’expression (1.22)
ainsi s’écrire :

L(f) = Λe
− 1

2

∑m

j=1

(pj −p̂j )2

p̂j , (1.23)
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donnée par l’expression :

L(f) =
m∏

j

e−p̂j
p̂

pj

j

pj!
. (1.22)

Cette hypothèse n’est plus vérifiée dans le
cas de sinogrammes pré-corrigés (pour les for-
tuits par exemple). Des méthodes permettant
de se ramener à des statistiques connues ont
été proposées (Yavus et Fessler 1996).
Malgré cette contrainte forte sur le modèle de
projection, le modèle statistique de Poisson est
le plus utilisé dans le monde de la reconstruc-
tion TEP. Bien que cette formulation basé sur
un hypothèse statistique de Poisson soit la plus
connue, il est également intéressant de noter
qu’il est possible de justifier l’expression du log-
vraisemblance de (1.22) sans aucune hypothèse
statistique par l’entropie croisée (Qi et Leahy
2006 ; Byrne 1993).

avec Λ une constante de normalisation.

Estimateur statistique

1. Problème classique : les données seules déterminent la solution

Modèle de Poisson : L’estimateur statistique
généralement utilisé avec ce modèle est celui
du maximum de vraissemblance (ou Maximum-

Likelihood en anglais) (ML), introduit par R.A. Fi-
sher en 1922 (Aldrich1997). L’estimée ML f̂ML

de f correspond à la valeur de f pour laquelle la
vraisemblance L(f) est maximale. Pour faciliter
le calcul, L(f) étant positive, il est préférable de
considérer son log pour calculer f̂ML, qui peut

Modèle de statistique inconnue et modèle

de Gauss : Lorsque la statistique suivie par les
données de projection est considérée inconnue,
la meilleure solution f̂LS peut être exprimée à
travers le critère des moindres carrés (ou Least-

Squares en anglais) (LS) qui vise à minimiser la
norme euclidienne entre les projections mesu-
rées p et celles observées p̂ à travers la matrice
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ainsi s’écrire :

f̂ML = argmax
f

log(L(f)),

= argmax
f

m∑

j=1

pj log(p̂j) − p̂j − log(pj!).

(1.24)

Cette modélisation du problème d’estima-
tion est le plus populaire en TEP pour plusieurs
raisons. En effet, l’estimateur n’est pas biaisé
(E(f̂ML) − f = 0n, 0n étant le vecteur nul de
R

n) lorsque le nombre de données collectées
est suffisamment grand. De plus, ML est l’esti-
mateur qui permet de reconstruire les images à
la variance la plus faible parmi les estimateurs
non biaisés.

de projection R :

f̂LS = argmin
f

||p − Rf ||2,

= argmin
f

m∑

j=1

(pj −
n∑

i=1

Ri,jfi)
2.

(1.25)

Il est possible d’intégrer à l’estimateur LS
une pondération des projections par l’inverse de
leur variance statistique (1/p̂j si on considère
que les projections suivent une loi de Poisson).
Notons que LS et moindres carrés pondérés (ou
Weighted Least-Squares en anglais) (WLS) sont
équivalents au critère ML dans le cadre d’un mo-
délisation statistique gaussienne.

De manière plus générale le problème d’estimation classique en reconstruction tomogra-
phique peut s’écrire de la forme :

f̂ = argmin
f

ǫ1(H(f, p)), (1.26)

avec ǫ1 le terme d’attache aux données qui exprime comment f est liée aux mesures p via le
modèle d’observation H , représenté dans notre application par la matrice système R.

Le problème de ces méthodes d’estimation dites "classiques" est qu’elles produisent des esti-
mées f̂ particulièrement bruitées. En effet, nous avons plusieurs fois souligné l’important niveau
de bruit qui entache les données de projection en TEP. Comme ces estimateurs ont pour seul ob-
jectif de maximiser la cohérence entre les mesures p et l’estimation f̂ , les mesures étant bruitées,
les estimations s’en retrouvent inévitablement également bruitées. Ce problème affecte tous les
estimateurs décrits jusqu’à présent, même le ML qui reste cependant le moins affecté. La variance
dans les images reconstruites est trop importante pour permettre une utilisation optimale de ces
méthodes en l’état en routine clinique.
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2. Problème régularisé : une information additionnelle est intégrée afin de modifier la re-

construction conformément à certains a priori sur l’image

Pour essayer de limiter le phénomène d’amplification progressive du bruit dans les images
reconstruites au fur et à mesure de la convergence vers f̂ (Barrett, Wilson et Tsui 1994a), le
problème d’estimation peut être décrit d’une manière différente. Au lieu de se limiter à l’hypo-
thèse que l’image f est déterministe et que seules les données acquises doivent déterminer la
solution, de nombreuses méthodes de régularisation ont été proposées dans la littérature afin de
tenter de maintenir la variance de f̂ dans des niveaux raisonnables sans trop affecter le biais. Une
première manière d’atteindre ce but est de procéder à une régularisation implicite de la solution
qui consiste à stopper la reconstruction avant convergence de l’algorithme d’optimisation, per-
mettant de résoudre (1.24) ou (1.25). L’autre principal groupe de méthodes, celui des approches
dites "explicites", consiste soit en un post-traitement de l’estimée finale (f̂ML, f̂LS , etc.) par un
filtre passe-bas optimisé par rapport à la résolution du scanner, soit en l’incorporation d’un terme
de régularisation au modèle d’estimation.

Dans le deuxième cas, celui de l’intégration d’un a priori sur l’image reconstruite, le problème
d’estimation peut s’exprimer de la forme suivante par analogie avec (1.26) :

f̂ = argmin
f

ǫ1(H(f, p)) + β.ǫ2(f), (1.27)

où ǫ2 est le terme de régularisation permettant de forcer la solution à répondre aux critères
d’a priori de l’utilisateur. Le niveau de régularisation imposé à la solution par rapport au terme
d’attache aux données ǫ1 est fixé par l’hyperparamètre d’optimisation β.

De manière pratique, le théorème de Bayes permet d’exprimer la vraisemblance de p en fonc-
tion de celle de f par l’expression :

P (f |p) =
P (p|f)P (f)

P (p)
. (1.28)

La reconstruction maximum a posteriori (MAP) (Hebert et Leahy 1989 ; Panin, G.L. et G.T.
1999) consiste ainsi à rechercher une estimation f̂MAP maximisant la log-vraisemblance de p. Ce
problème peut s’écrire :

f̂MAP = argmax
f

log(L(p)),

= argmax
f

log(L(f)) + log(P (f)),
(1.29)
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avec P (p) négligé car ne dépendant pas de f . Le problème d’optimisation (1.29) essaie de
conjointement maximiser l’attache aux données à travers le terme de vraisemblance tout en se
conformant aux contraintes d’a priori imposées. Dans ce type d’approches, assez proches d’une
estimation ML, la principale difficulté réside dans la manière d’exprimer le prior P (f). Nous ne
détaillons pas ici les différents priors proposés la littérature, nous retiendrons seulement l’expres-
sion du problème de reconstruction régularisée (1.27) et le fait que la régularisation bayesienne
fait intervenir une somme pondérée par un hyperparamètre d’un terme de régularisation et un
autre exprimant l’a priori. Pour information, une intéressante revue de la littérature sur les priors

classiques est accessibles dans (Lalush et Wernick 2004). Un état de la littérature spécifique
sur les méthodes faisant usage d’a priori issus d’autres modalités d’imageries peut être trouvé en
(Bai, Li et Leahy 2013).

Algorithme d’optimisation

Comme évoqué plus tôt, depuis les premiers algorithmes dans les années 1980 (Shepp et
Vardi 1982), la quantité de variantes de SIR proposées dans la littérature est très importante.
Nous décrivons ici seulement les algorithmes de base permettant de résoudre le problème d’esti-
mation posé, avec une attention particulière à Maximum Likelihood - Expectation Maximization (ML-
EM) : l’algorithme permettant d’estimer f̂ML. Pour plus de détails sur les SIR, (Lalush etWernick

2004 ; Qi et Leahy 2006) sont de très bonnes références.

L’algorithme ML-EM n’est pas seulement utilisé en reconstruction tomographique. Il a pre-
mièrement été présenté dans (Dempster, Laird et Rubin 1977) comme un algorithme générique
de résolution itérative de problèmes d’estimation de ML. Sa version appliquée à la reconstruction
en tomographie d’emission (Shepp et Vardi 1982), qui est à la base de la grande majorité des
algorithmes aujourd’hui utilisés en TEP, n’est qu’un cas particulier d’application de l’algorithme
général de Dempster. Nous conseillons l’explication didactique de (Chen et Gupta 2010) pour
approfondir la comprehension de cet algorithme.

L’algorithme ML-EM est basé sur la notion importante de "données manquantes". En effet,
la logique de cet algorithme est de considérer que les données d’observation p sont des don-
nées incomplètes : soit réellement par un manque de données dans le jeu d’acquisition, soit de
manière abstraite pour satisfaire le cadre de l’algorithme espérance-maximisation (ou Expectation-

Maximization en anglais) (EM). Ici, les données sont considérées comme incomplètes car la posi-
tion exacte de la réaction d’annihilation qui a conduit à la detection d’un couple de photons le
long de la LOR j est inconnu. Les données seraient considérées complètes si la position et le
nombre exact de chaque photon émis au niveau du pixel i ayant rencontré le détecteur j étaient
connus (bien que dans ce cas, l’algorithme ne serait pas nécessaire). Si l’on note s les supposées
données acquises complètes, un élément si,j de s correspond au nombre de photons émis du
pixel i ayant été affectés au dexel j. Dans ce cadre, l’algorithme EM consiste à maximiser l’es-
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pérance sur s de log P (s, f) en utilisant itérativement une estimation f̂k de f pour estimer s.
L’algorithme EM se compose de deux étapes : l’étape E du calcul de l’espérance et l’étape M de
maximisation de l’espérance :

Etape E : Q(f |f̂k) = E[log(P (s|f))|p, f̂k],

Etape M : f̂k+1 = argmax
f

Q(f |f̂k),
(1.30)

et L(f̂k+1) ≥ L(f̂k), la convergence de l’algorithme ayant été prouvée (Shepp et Vardi

1982).

Nous ne rentrons pas dans les détails de la construction de l’expression itérative (1.31) telle
qu’utilisée en reconstruction tomographique. Ces derniers sont bien décrits dans (Shepp et Vardi
1982; Qi et Leahy 2006 ; Lalush et Wernick 2004) et relativement hors du cadre de ce dont il
sera question dans la suite du manuscrit. Cependant retenons que l’expression importante, après
initialisation arbitraire 13 de f̂ 0 et le choix d’un nombre d’itérations, f̂k+1

i se calcule, en chaque
pixel i de l’image, par l’algorithme ML-EM de la manière suivante :

f̂k+1
i = f̂k

i × 1
m∑

j=1
Ri,j

×
m∑

j=1

pj
n∑

l=1
Rl,jfk

l

Ri,j, (1.31)

que l’on peut écrire sous la forme :

f̂k+1 = f̂k × B
∗

(
p

P(f̂k)

)
avec B

∗(e) =
1

B(1)
× B(e), (1.32)

où × est ici l’opérateur de multiplication terme à terme et B∗ l’opérateur de rétroprojection
normalisé défini pour tout vecteur e de R

m, avec 1 le vecteur unité de R
m. Une illustration du

processus de reconstruction par ML-EM est proposé en Figure 1.20.

Cet algorithme possède comme principal inconvénient d’avoir une convergence trop lente
pour la reconstruction dans un cadre de routine clinique. Ordered Subsets - Expectation Maximiza-

tion (OSEM), une variante de ML-EM, propose de décomposer les données de projection p en sous
ensembles (Hudson et Larkin 2002). Le nombre de sous-ensembles et donc la taille de chaque
sous-ensemble varient selon le choix arbitraire de l’utilisateur. L’image f̂ est mise à jour par un

13. vecteur unitaire ou reconstruction FBP par exemple pour accélérer la convergence - f̂0 doit être positive
et non nulle
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Figure 1.20 – Schéma de la reconstruction itérative par ML-EM

calcul analogue à (1.31) pour chaque sous-ensemble de projection successivement, jusqu’à avoir
utilisé une première fois sur tous les ensembles pour la correction, puis recommencer ainsi de
suite jusqu’à obtention d’un compromis biais/ variance acceptable. Une discussion intéressante
sur ML-EM et ses variantes est disponible dans (Stute 2010).

De la même manière, sans rentrer dans les détails de construction très bien explicités dans les
ressources citées plus haut, l’expression de l’algorithme MAP-EM (Green 1990) permettant d’ob-
tenir une approximation de la version régularisée du ML (1.29) s’écrit dans sa forme générique :

f̂k+1
i =

f̂k
i∑m

j=1 Ri,j + β ∂U(f)
∂f

×
m∑

j=1

Ri,j
pj

∑n
l=1 Rl,kf̂k

l

, (1.33)

avec U(f) une fonction d’énergie de Gibbs (Geman etGeman 1984) et β l’hyperparamètre qui
impose le poids du terme de régularisation dans la reconstruction. La convergence de l’algorithme
n’est pas prouvée bien que suggérée empiriquement pour certaines conditions dans la choix de
U et de β.

Malgré les nombreuses procédures proposées dans la littérature pour permettre de sélection-
ner le paramètre de pondération β adéquat pour l’optimisation du compromis biais/variance (Kil-
mer et OLeary 2001), la stratégie de régularisation MAP peut être contestée à plusieurs égards.
Les approches MAP peuvent sembler parfois parfaitement adaptées aux simulations ou aux ex-
périmentations sur fantômes pour lesquelles l’activité est généralement répartie de manière uni-
forme sur des régions continues par morceaux de l’espace. Le choix de l’a priori et l’importance
à lui donner (à travers le choix de l’hyperparamètre β) en routine clinique est beaucoup plus dé-
licat car dépendant de nombreux paramètres comme le contenu de l’image à reconstruire ou le
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(a) ML-EM 100 itéra-
tions

(b) ML-EM régulari-
sation implicite

(c) ML-EM post-
filtrage filtre gaussien

(d) MAP-EM

Figure 1.21 – Reconstructions possibles d’un fantôme de Hoffman avec différentes manières
de régulariser la reconstruction tomographie basée sur une estimation ML. Illustration de la
nécessité de régulariser la solution pour rester dans des niveaux de bruits acceptables.

taux de comptage par exemple. De ce fait, leur utilisation en pratique hospitalière reste, à notre
connaissance, majoritairement encore de l’ordre de la recherche hormis depuis très récemment
chez certains constructeurs (Matti, Lima et Pettinato 2019). Une illustration de différentes ap-
proches de régularisation pour un fantôme de Hoffman est proposée en Figure 1.21.

En ce qui concerne les fonctions de coût quadratiques, la résolution de problèmes comme
(1.25) a intéressé de nombreux travaux de la littérature. De nombreux algorithmes permettent
ainsi de résoudre le problème LS ou WLS et ils sont tous de la forme :

f̂k+1 = f̂k + t∆f̂k, (1.34)

avec k le nombre d’itérations, t le pas et ∆f̂k la direction de descente. Des algorithmes
comme la descente de gradient, le gradient conjugué (Huesman et al. 1977 ; Tsui et al. 1991 ;
Kaufman 1993) ou d’autres (Fessler 1994) permettent de trouver des solutions à l’estimation
LS ou WLS.

1.3.4.3 Nouvelles classes de méthodes de reconstruction

Même si les algorithmes basés sur l’optimisation du maximum de vraisemblance restent les
références en routine clinique, ces dernières années ont vu le développement de nouveaux algo-
rithmes de reconstruction. Nous ne nous attarderons pas sur ces classes d’algorithmes dans ce
manuscrit, cependant il est intéressant de noter que de plus en plus de travaux sont focalisés
sur la reconstruction par apprentissage. Les approches par apprentissage profond ont pris une
importance indéniable dans (presque) tous les autres domaines du traitement d’image ces cinq
dernières années. Ce n’est pas faire de la science fiction que d’imaginer les méthodes classiques
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(décrites précédemment comme étant des standards depuis des dizaines d’années) soient po-
tentiellement bientôt dépassées par des méthodes basées apprentissage. Une session spéciale
que IEEE Transactions in Medical Imaging dédiée au sujet en 2018 a permis de conclure que la re-
construction d’image était la nouvelle frontière de l’apprentissage (Wang et al. 2018). Depuis, de
nombreuses méthodes, basées sur l’apprentissage pour la reconstruction ont été publiées dans
des revues de choix (Häggström et al. 2019 ; Hwang et al. 2019 ; Gong et al. 2019b ; Gong et al.
2019a).
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2.1 Préambule

La quantification d’erreur, et plus particulièrement de la variabilité statistique en tomogra-
phie d’émission, reste, nous venons de le voir dans le chapitre précédent, un problème ouvert
et non résolu. Dans ce chapitre, nous proposons un nouvelle manière de reconstruire les images
tomographiques permettant une quantification de la variabilité statistique. La particularité de l’al-
gorithme de reconstruction proposé consiste en l’utilisation d’une modélisation non-additive de
l’opérateur de projection, qui a pour conséquence l’obtention de projections intervallistes (c.-à-d.
que la valeur associée à chaque dexel est un intervalle, avec donc une borne inférieure et une
borne supérieure). Nous présenterons dans ce chapitre comment cette modélisation permet de
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quantifier la variabilité statistique dans le domaine des projections, et ensuite comment transfé-
rer ces informations dans le plan image de sorte à obtenir des intervalles de confiance au moyen
d’un algorithme itératif.
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Introduction

In emission tomography, and particularly in Positron Emission Tomography (PET), tomogra-
phic reconstruction algorithms implemented by medical imaging manufacturers estimate the 3D
map of a radio-tracer concentration without systematic estimation of the uncertainty associated
with the reconstructed voxel activities. Yet decision procedures based on quantitative analysis
of images would benefit from such uncertainty estimates. The methods currently used for com-
paring activity values in different Regions Of Interest (ROI) are mostly empirical. Associating a
confidence interval with each estimated value would enable a statistical comparison based on
hypothesis testing. For instance, in the context of patient monitoring, a physician would be able
to perform an objective statistical analysis to compare two ROIs in the same image or in two
images reconstructed at two different time points.

Uncertainties associated with reconstructed activity values can actually be estimated using
numerous approaches. The first set of approaches consists of propagating the known variance
of measurements to the variance and covariance of the reconstructed values. This is usually ba-
sed on the assumption that the measurements follow a Poisson distribution. Methods have been
described in (Fessler 1996 ; Qi et Leahy 2000 ; Stayman et Fessler 2004 ; Li 2011) for the Pe-
nalized Likelihood Maximization (PLM) algorithm, or equivalently for the Maximum A Posteriori
(MAP) algorithm; (Barrett, Wilson et Tsui 1994a ; Barrett, Wilson et Tsui 1994b) for the
Maximum Likelihood - Expectation Maximization (ML-EM) method ; (Higdon et al. 1997 ; Sitek
2012) for Bayesian estimates ; (Sitek 2008) for the origin ensembles method and (Soares, Byrne
et Glick 2000 ; Soares, Glick et Hoppin 2005) for block-iterative methods 1. The second set of
approaches does not require any assumption regarding the statistical properties of the measured
data. It uses bootstrap resampling to produce replicates that are then used to determine the sta-
tistical properties of the activity values (Buvat 2002 ;Dahlborn 2001; Lartizien, Aubin et Buvat
2010). The common point between these methods is that they usually describe the statistical va-
riability using the variance or standard deviation estimate. As the statistical distribution of the
reconstructed image is not necessarily Gaussian, confidence intervals cannot be constructed in a
straightforward way from these estimates. Moreover, all of these approaches are computationally
demanding and difficult to implement in routine clinical applications.

The approach presented in this paper involves direct estimation of confidence intervals asso-
ciated with activity values. Note that here we only focus on providing an estimate of the uncer-
tainty induced by statistical variations in the measurements. Other sources of uncertainty (eg,
associated with the scatter estimate) are not addressed in this paper. We describe a new re-
construction paradigm in which the error is estimated as part of the reconstruction process. Our
algorithm, called Non-additive Interval Based Expectation Maximization (NIBEM), is an extension
of the usual ML-EM algorithm. It uses non-additive modeling of the measuring process to build a

1. (Filipovic et al. 2019) allows to assess uncertainty of the estimation from reconstruction of the posterior
image probability. Not presented in the original version of the paper.
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forward projection operator that generates intervals instead of precise values. This operator has
already been described in (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009). In the aforementioned pa-
per, the authors stressed that using this kind of projection operator leads to projected intervals
whose width is closely correlated with the level of noise of the projected central image. Here we
extend the work of (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009) to make those operators compa-
tible with a multiplicative reconstruction algorithm such as ML-EM, which is, with its variants, the
most widespread algorithm in PET clinical routine, by using directed interval arithmetic (Markov

1996). Some very preliminary results were briefly presented in the abstract (Loquin et al. 2014).
In this paper, using analytical simulations and GATE (Jan et al. 2004) simulations, we show that
NIBEM provides a practical approximation of confidence intervals associated with reconstructed
values.

Radon Matrix modeling and imprecision

The approach we present here is formulated for 2D reconstructions. The extension to 3D is
straightforward when ignoring border effects due to the limited field of view of the tomograph.

Reconstructing a tomographic image involves inverting a model that projects the values of
each pixel of the unknown image to the measured projections. As this projection model is usually
supposed to be linear, this involves a system matrix R, also called a Radon matrix, whose (i, j)th

element can be interpreted as the probability of a photon emitted in the ith pixel to reach the jth

detector 2. Let f be the n × 1 vector of the pixel values of the image to be reconstructed and let
p be the m × 1 measurement vector, then the linear projection operator P based on the system
matrix R is defined by :

p̂j = P(f)j =
n∑

i=1

Ri,jfi, (2.1)

Most reconstruction methods make use of the dual operator of the projection operator called
the back-projection operator B defined by :

f̂i = B(p)i =
m∑

j=1

Ri,jpj. (2.2)

Many different models of the system matrix have been proposed in the relevant literature that
account for different ways of modeling the interplay (Unser, Aldroubi et Eden 1993) between
the discrete reconstruction space and the continuous space, where the problem can be formu-
lated. On one hand, continuous-to-discrete interplay is modeled by describing how the detector

2. by analogy with the term pixel (for picture element) we call dexel a detector element
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measures the projected activity. We call this the measurement model (MM). On the other hand,
discrete-to-continuous interplay involves interpolation kernels. For example, a nearest neighbor
interpolation kernel associated with a Dirac MM leads to the line-length model (Wernick et Aars-
vold 2004), while rectangular modeling of the measurement with the same interpolation leads
to the concave disk model (Huesman et al. 1977).

In this section, we highlight how the choice of the interplay modeling between the discrete
image and its underlying continuous image impacts the resulting projected values. For the sake
of simplicity, we choose a rectangular MM to illustrate the proposed method. More complex
MM, e.g. taking the detector point spread function (PSF) into account, could also be used with
the new framework we present here. Projecting the activity value associated with each pixel on
the jth dexel requires computation of the value pj as a weighted sum (3.2). This weighted sum
involves an interpolation kernel κ. Fig. 2.1 illustrates the fact that using the same rectangular MM
with three different interpolation kernels leads to three different projected values (p̂1

j , p̂2
j and p̂3

j ),
i.e. a projected value highly depends on the choice of the interpolation method.

In (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009), the authors assumed that the appropriate
model (i.e. the appropriate kernel) to be used to ensure the discrete-to-continous interplay is
usually unknown and therefore used a convex set K of bounded interpolation kernels. They
thus propose to use this convex set K to define a new interval-valued projection operator that
can be expressed as :
pj = [min{pκ∈K

j }; max{pκ∈K
j }]. One appealing property is that, since the spread of the resulting

intervals reflects the consensus between the different possible projections, it is thus linked to
local variations in the projections. As pointed out in (Loquin, Strauss et Crouzet 2010), poor
consensus in the projected values, i.e. a wide spread in the intervals, is a marker of the effect of
noise in the projections.

(a) Discrete image (b) Continuous
image for nearest
neighbor interpola-
tion

(c) Continuous
image for bilinear
interpolation

(d) Continuous
image for bicubic
interpolation

Figure 2.1 – Different interpolation kernels lead to different projected values
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Computing this interval-valued projection can appear to be computationally complex since
no pair of interpolation kernels can provide the extreme values of every set pj . A Monte-Carlo-like
approach could be used, however, this would be very time consuming and would only provide
an inner approximation of the two extreme points. The solution proposed in (Rico, Strauss et
Mariano-Goulart 2009) uses the notion of concave capacities. We explain in Section 2.1 how
this solution can be used to define an interval valued projection operator that accounts for the
supposed imprecise knowledge on this appropriate interpolation kernel.

Non-additive construction of the forward projection operator

This section explains how a concave capacity (Denneberg 1994) can be used to model impre-
cise knowledge regarding the most appropriate interpolation model (Rico, Strauss et Mariano-

Goulart 2009). As previously, we choose a rectangular MM for didactic purposes and show that
the method can be seen as a non-additive extension of the concave disk model.

A concave capacity to define the geometric interaction between pixels and dexels

Let Ω be a reference set (e.g. {1, . . . , n}). A concave capacity ν is a non-additive confidence
measure, i.e. a weight associated with any subset of Ω. It extends the notion of probability mea-
sure since it does not follow the additive axiom, i.e. ∀A, B ⊆ Ω, ν(A) + ν(B) ≥ ν(A ∪ B) +

ν(A ∩ B), while a probability measure P would verify P (A) + P (B) = P (A ∪ B) + P (A ∩ B) : a
probability measure is an additive confidence measure. Let Λ(Ω) be the set of all probability mea-
sures on Ω. It has been shown in (Denneberg 1994 ; Schmeidler 1986) that a concave capacity
ν encodes a convex subset of Λ(Ω) called the core of ν and is denoted M(ν) :

M(ν) = {P ∈ Λ(Ω) | ∀A ⊆ Ω, P (A) ∈ [νc(A), ν(A)]}, (2.3)

where νc is the dual capacity of ν defined by : ∀A ⊆ Ω, νc(A) = ν(Ω) − ν(Ac), with Ac being
the complementary set of A in Ω. By construction, νc is convex (Rico et Strauss 2010) (i.e.
νc(A) + νc(B) ≤ νc(A ∪ B) + νc(A ∩ B)).

Let us now call Tj the Tube Of Response (TOR) associated with the jth dexel of the measure-
ment vector (i.e. the MM is assumed to be a rectangular function). Then, the confidence measure
(i.e. the weight) associated with the interaction between the ith pixel and the jth dexel can be
expressed as :

Ri,j =| Ci ∩ Tj |, (2.4)
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where | · | is the Lebesgue measure. This is the concave disk model. Let A be a subset of Ω.
The confidence measure Pj(A) associated with the interaction between A and the jth dexel is
defined by Pj(A) =

∑
i∈A Ri,j . The thus-defined confidence measure is additive, since ∀i Ó= i′,

Ci ∩ Ci′ = ∅.

Let us consider the four pixel discrete image depicted in Fig. 2.2(a) with Ω = {1, 2, 3, 4}.
With the usual (additive) modeling of the interaction between pixels and dexels, the domain Ci

associated with the ith pixel is obtained by partitioning the continuous domain as illustrated in
Fig. 2.2(a). With this partitioning, ∀i Ó= i′, Ci ∩Ci′ = ∅ and

⋃
i∈Ω Ci covers the entire continuous

domain. Each domain Ci can be considered as being generated by the rectangular kernel κr that
defines the nearest neighbor interpolation : let ωi be the center of Ci, then Ci = {ω ∈ R

2, κr(ω−
ωi) = 1}. Thus, the continuous value f̂(ω) associated with a location ω in the continuous domain
is defined by f̂(ω) = fi, where i is the only value of Ω such that ω ∈ Ci (i.e. κr(ω − ωi) = 1).

We now show how a concave capacity can be used to compute the bounds of the jth interval-
valued projection pj defined in Section 4.1. The approach proposed in (Rico, Strauss etMariano-

Goulart 2009) allows us to define an interval-valued extension of the concave disk model. Let
us replace the usual partitioning of Fig. 2.2(a) by a partitioning including overlaps as depicted
in Fig. 2.2(b). We still have

⋃
i∈Ω Ci covering the entire continuous domain, but now ∃i Ó= i′,

Ci ∩ Ci′ Ó= ∅. This partitioning can be considered as being generated by a rectangular kernel
ηr that is larger than κr. This leads to an imprecise extension of the nearest neighbor interpola-
tion : the interpolated continuous activity values at location ω is interval-valued and defined by
f(ω) = [mini∈N (ω) {fi}; maxi∈N (ω) {fi}], where N (ω) ⊆ Ω is the set of neighbors of ω defined
by : N (ω) = {i ∈ Ω | ηr(ω − ωi) = 1}. f(ω) is the set of all the values that can be obtained by a
normalized weighted sum of the nearest neighbors of ω. The proposed model no longer coincides
with the concave disk model but defines a concave capacity νj that can be considered as its im-
precise extension. The core M(νj) of νj contains any classical (Radon-matrix based) model that
could have been defined by considering any four-neighbor weighted based linear interpolation
operator.

We now graphically illustrate that the above defined capacity is a concave capacity (this pro-
perty has been proved in (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009)). Let us consider A =

{1, 3} and B = {2, 3} and the jth TOR Tj illustrated in Fig. 2.3. Computation of the values
νj(A), νj(B), νj(A ∪ B) and νj(A ∩ B) is based on the Lebesgue measures of the blue areas
depicted in Figs. 2.3(a), 2.3(b), 2.3(c) and 2.3(d).

In this particular example,

νj(A) + νj(B) ≥ νj(A ∪ B) + νj(A ∩ B). (2.5)

It is easy to check that the difference between νj(A) + νj(B) and νj(A ∪ B) + νj(A ∩ B) is
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Figure 2.2 – Partitioning the continuous space for nearest neighbor interpolation (a) and any
4-neighbor based interpolation (b)

(a) νj(A) (b) νj(B) (c) νj(A ∩ B) (d) νj(A ∪ B)

Figure 2.3 – Weight interaction computation

the area of the triangle with red borders in Fig. 2.3a.

Interval-based forward projection operator construction

A concave capacity, as defined in Section 2.1, can be used to define an interval-valued pro-
jection operator as defined in Section 4.1. This is illustrated here using a concave disk model but
can be performed with any other model constructed in the same way (i.e. involving an MM and
an interpolation kernel).

The conventional projection of pixel activities on the jth dexel (3.2) can be rewritten as :

p̂j = P(f)j = EPj
(f), (2.6)

withE being the linear expectation operator and Pj being the jth additive confidence measure
associated with the Radon matrix defined by Equation (2.4).
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Now let us consider a concave capacity measure νj as defined in Section 2.1 with an over-
lapping partition as depicted in Fig. 2.2(b). The concave capacity theoretical framework allows
us to keep the computational complexity as low as possible. It consists of replacing the linear
expectation operator E by its interval-valued extension E, as defined in (Rico et Strauss 2010),
based on the use of the Choquet integral (Denneberg 1994) :

[p
j
, pj] = P(f)j = Eνj

(f) = [Eνj
(f),Eνj

(f)], (2.7)

withEνj
(f) = Cνc

j
(f) andEνj

(f) = Cνj
(f),Cνj

(f) being the discrete Choquet integral with
respect to the capacity ν defined by :

Cνj
(f) =

n∑

i=1

f(i)(νj(A(i)) − νj(A(i+1))), (2.8)

where (·) is the permutation of n pixel values, such that f(1) ≤ ... ≤ f(n). A(i) = {(i), ..., (n)}
is the set of pixels whose values are greater than or equal to f(i). By convention A(n+1) = ∅. P
defined by (2.7) is an interval-valued extension of the projection operator defined by Equation
(3.2).

The fact that the obtained interval [p
j
, pj] is exactly the interval of all projected values that

could have been obtained by considering the convex set of all four-neighbor based linear interpo-
lation kernels, derives from the property proved in (Rico et Strauss 2010) : if P ∈ M(νj), then
EP (f) ∈ Eνj

(f) and conversely if g ∈ Eνj
(f), then ∃P ∈ M(νj) such that g = EP (f).

Moreover, it has been proven in (Strauss et Rico 2012) that this imprecise projection ope-
rator can easily be extended to an interval-valued function [f ] = [f, f ]. We can thus define the
imprecise projection of an imprecise image by :

[p
j
, pj] = P([f ])j = Eνj

([f ]) = [Eνj
(f),Eνj

(f)]. (2.9)

Finally we denote P([f ]) the interval-valued vector of all the interval-valued projections of
the interval-valued image [f ]. This vector pools all projections that would have been obtained by
using all possible four-neighbor based interpolations.

Calculation of a non-additive projection

This section gives an example of how the Choquet integral defined by Equation (2.8) can
be used to compute the upper projection of a four-pixel image. The capacity that we use in this
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example is the imprecise extension of the concave disk model presented in Section 2.1. The dif-
ferent values of the capacity are illustrated in Fig. 2.4. The intersection of each pixel group with
the TOR Tj is calculated as a pseudo-code and represented by the same color in Fig. 2.4 and Pro-
cedure 6. The output of Procedure 6 is the upper bound pj of the interval-valued estimate. The
lower bound can be computed in a similar way.

Algorithm 1 Computation of the upper projection pj

Require: Image f considering f1 < f4 < f3 < f2

νj(A(1)) =
∣∣∣ (C1 ∪ C4 ∪ C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣
νj(A(2)) =

∣∣∣ (C4 ∪ C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣
νj(A(3)) =

∣∣∣ (C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣
νj(A(4)) =

∣∣∣ C2 ∩ Tj

∣∣∣

pj = Cνj
(f) =

∑4
i=1 f(i)(νj(A(i)) − νj(A(i+1)))

= f1(νj(A(1)) − νj(A(2))) + f4(νj(A(2)) − νj(A(3))) + f3(νj(A(3)) − νj(A(4)))
+ f2(νj(A(4)))

= 0 + 0 + f3(
∣∣∣ (C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣ −
∣∣∣ C2 ∩ Tj

∣∣∣) + f2

∣∣∣ C2 ∩ Tj

∣∣∣

Ensure: pj

f1 f2

f3 f4

pj
_

Tj

(a) Upper bound (b) Lower bound

Figure 2.4 – Non-additive projection with f1 < f4 < f3 < f2

Generalization of ML-EM to intervals

The NIBEM algorithm can be seen as an interval-valued extension of the ML-EM iterative al-
gorithm (Shepp et Vardi 1982). Each iteration of this reconstruction algorithm can be written
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as :

fk+1
i = fk

i × 1
m∑

j=1
Ri,j

×
m∑

j=1

pj
n∑

l=1
Rl,jfk

l

Ri,j, (2.10)

where fk is the image reconstructed at iteration k and × stands for the term by term product.

To facilitate the extension of ML-EM to intervals, let us rewrite the iterative scheme of Equa-
tion (2.10) as follows :

fk+1/fk = B
∗

(
p

P(fk)

)
with B

∗(e) =
1

B(1)
× B(e). (2.11)

where / stands for the term by term division and B∗ is a normalized back-projection ope-
rator defined for any vector e of Rm, with 1 being the unit vector of Rm. Thus fk+1 = fk ×
B∗

(
p

P(fk)

)
is the iterative solution of the iterative gradient descent expressed by Equation

(2.11). In this solution, the role of the back-projection operator is to transfer the error from the
projection space to the image space. Its normalization ensures energy conservation throughout
the reconstruction process.

Directed intervals

The ML-EM tomographic reconstruction algorithm requires vector element-wise multiplica-
tions and divisions. Since the operator P is replaced by its imprecise extension P , extending the
MLEM algorithm requires interval-valued arithmetical operations.

Like the extension proposed in (Strauss et al. 2009), we worked in the framework of directed
intervals (Markov 1996) to ensure the consistency of this extension. A directed interval [a] =

[a, a] is an interval whose bounds are not always properly directed. An interval is properly directed
if a ≤ a. Such an interval is called a real interval. An interval is not properly directed if a > a.

Since the values involved in the reconstruction process are always positive, we considered po-
sitive intervals. In the directed interval framework, each arithmetic operation has two Minkowsky
extensions.

The first Minkowsky extensions of product (⊗) and division (⊘) are defined for any strictly
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positive intervals [a] = [a, a] and [b] = [b, b] by

[a] ⊗ [b] = [ab, ab],

[a] ⊘ [b] = [a/b, a/b]. (2.12)

If [a] and [b] are proper intervals, [a]⊗[b] and [a]⊘[b] are also proper intervals. Moreover [a]⊘[b]⊗
[b] = [ab/b, ab/b] Ó= [a] in general, and the following inclusion is always true : [a] ⊆ ([a]⊘[b]⊗[b]).

The second Minkowsky extensions of product (⊠) and division (�) are defined by :

[a] ⊠ [b] = [a] ⊗ [b]− = [ab, ab],

[a] � [b] = [a] ⊘ [b]− = [a/b, a/b]. (2.13)

Those operators are built to be the dual operators of the first extensions. We have : [a]⊘ [b]⊠

[b] = [a] and [a] ⊗ [b] � [b] = [a]. Those operators do not fit in the real interval framework since,
if [a] and [b] are proper intervals, [a] ⊠ [b] and [a] � [b] are not always proper intervals.

Thus, in the directed interval framework, the following interval-valued equations :

[x] ⊗ [a] = [b], (2.14)

[x] ⊘ [a] = [b], (2.15)

where [a] and [b] are given and [x] is the unknown, always have a solution :

[x] ⊘ [a] = [b] =⇒ [x] = [b] ⊠ [a],

[x] ⊗ [a] = [b] =⇒ [x] = [b] � [a]. (2.16)

Interpreting those solutions is not straightforward. In the positive real interval framework,
let [a] and [b] be two positive real intervals and let us consider the solution of Equation 2.14. If
[x] = [b]⊠[a] is proper, then ∀a ∈ [a], ∃b ∈ [b], ∀x ∈ [x] such that a.x = b. If [x] is improper, then
∃a ∈ [a], ∀b ∈ [b], ∀x ∈ [x]− such that a.x = b, [x]− is the dual of [x] defined by [x]− = [x, x].
When [x] is proper [x]− is improper and vice versa. These semantics were formalized in (Gardenes
et al. 2001). All those Minkowsky extensions of product and division can easily be extended to
interval-valued vectors like any other arithmetic operators (see e.g. (Strauss et Rico 2012)).

NIBEM algorithm

NIBEM can be viewed as a straightforward interval-based extension of the iterative ML-EM
algorithm corresponding to Equation (2.11). Shifting directly from the precise framework to an
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interval-valued framework using the projectionP and back-projectionB∗ operators, (2.15) gives :

[fk+1] ⊘ [fk] = B
∗

(
p ⊘ P([fk])

)
, (2.17)

where applying the linear operator B∗ to the interval
(
p ⊘ P([fk])

)
simply consists of applying

this operator to each of its bounds (see Fig. 2.5).

Solving Equation (2.17) is similar to solving Equation (2.15). The final expression of the NIBEM
iterative scheme is :

[fk+1] = B
∗

(
p ⊘ P([fk])

)
⊠ [fk], (2.18)

where p are the measured projections and k the current iteration. Note that, even if image
[f 0] used for initialization is precise, image [f 1] is likely to be imprecise.

(a) (b)

Figure 2.5 – Schematic comparison of ML-EM (a) and NIBEM (b).

Experimental assessment of NIBEM

This section aims at testing the ability of the NIBEM algorithm to estimate the statistical
variability of the measurements in the reconstructed images.

The first experiment, based on simulated statistical repetitions, aims at testing whether inter-
vals produced by the NIBEM algorithm could be considered as statistical confidence intervals (Li
2011). This experiment, presented in Section 2.1, uses noisy realizations of a simulated Jaszczak-
like phantom. The second experiment, presented in Section 2.1, aims at comparing the interval-
based statistical estimation produced by NIBEM to the one relying on the bootstrap approach
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described in (Buvat 2002). Finally, the third experiment, presented in Section 2.1, aims at inves-
tigating the estimated uncertainty as a function of the number of counts.

NIBEM intervals as confidence intervals

Simulation setup

A modified Jaszczak-like phantom with a similar setup like that used in (Li 2011) was used.
It consisted of a 2D uniform disk of diameter 160 mm including six hot regions with diameters
of 9.5, 11.1, 12.7, 15.9, 19.1 and 25.4 mm. The hot region concentration was 3-fold greater
than the concentration of the background. The phantom was digitalized into a 64x64 image with
3.125 mm pixel size. The sinograms were simulated with 64 linearly sampled detector bins and
64 angular views evenly spaced over 180o. The Radon matrix was computed using the rectangular
MM model, implemented as described in (Fessler 1995). Photon attenuation and scatter were
not simulated. Three different noise levels (high, medium and low) were simulated using a Pois-
son random generator on noise-free projections (50k, 250k and 1250k expected events in the
projection data).

Data analysis

We performed NIBEM reconstructions of q = 1000 simulations for the three noise levels. For
each pixel i, we computed how many times the true activity Ai was included in the rth estimated
interval [f r

i ] corresponding to pixel i. The Confidence Level (CL) of the interval corresponding

to the ith pixel is defined by : CLi =
1

q

q∑
r=1

1[fr
i

,fr
i

](Ai). The mean CL of a region (hot regions or

background) is estimated by averaging the CL of all pixels belonging to it.

Results

Region Background Hot regions
Noise level High Medium Low High Medium Low

Mean 0.868 0.897 0.899 0.919 0.932 0.937

Table 2.1 – Quantitative assessment of NIBEM - The mean CL is the average CL value over
all hot regions or over the whole background region in the phantom image.

Table 2.1 shows the mean CL of all interval-valued activity in each of the two considered
regions (background and hot spots). CL of the background and the hot regions was close to 0.9.
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Figure 2.6 – (a) Vertical profile through the NIBEM reconstruction and ground truth, (b)
lower, (c) upper, and (d) interval length (difference between the interval upper bound and
lower bound) images at iteration 25 for 50k expected events in the projection data.

Whatever the noise level, the confidence level did not depend on the reconstructed value or on
the level of noise. This experiment showed that the reconstructed intervals could be considered
as having the same CL.

NIBEM intervals as a statistical variability estimator

This experiment aimed at testing whether the information contained in the interval-valued
images reconstructed by the NIBEM algorithm could be considered as a statistical variability esti-
mator or not. The NIBEM image statistical properties were compared with those obtained using
the bootstrap approach (Buvat 2002).

Cylinder phantom

PET data were simulated using a GATE model of the Siemens Biograph PET scanner (Jan et al.
2004). The PET acquisition of a 25 cm high cylindrical phantom (50 cm diameter) including three
smaller cylinders (16 cm high, 8 cm in diameter) filled of water was simulated. Each cylinder was
simulated with different fluoro-deoxyglucose (18FDG) concentrations. The activity ratios in the
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three cylinders c1,2,3 with respect to c1 were 2 :1 (200kBq for c2) and 3 :1 (300kBq for c3). The
activity ratio of the background cylinder cbg was 0.5 :1 with respect to c1. Only one cross-section
was considered for this experiment and only coincidences located within that cross-section were
registered. Scatter was not simulated. An acquisition of 180 s was simulated and detected coin-
cidences (about 217k) were sorted to obtain 30 sub-sinograms, where each sub-sinogram corres-
ponded to a 6 s acquisition. For the boostrap approach, we created 15k bootstrap sub-sinograms
based on the 30 sub-sinograms of 6s, that we grouped 30 by 30 to obtain 500 bootstrap si-
nograms (Buvat 2002). Sinograms had 276 bins of projections and 276 angular views. The re-
constructed images were 276x276. As visual inspection of the ML-EM and NIBEM reconstructed
images suggested a similar convergence rate of the two algorithms, an implicit regularization
was obtained by stopping ML-EM and NIBEM iterative processes at the same 20 iteration for the
cylinder phantom reconstruction. A typical reconstructed slice is presented in Fig. 2.7.

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.7 – a) NIBEM lower image, b) NIBEM upper image - same colorscale as a), c) NI-
BEM standard deviation estimate (radius of the reconstructed intervals), d) Bootstrap standard
deviation estimate - same colorscale as c). All figures for 20 iterations of ML-EM and NIBEM.

Hoffman phantom

To test the ability of the proposed method to estimate statistical variability in more com-
plex objects, we performed a similar experiment on 128x128 sinograms of a slice of a Hoffman
phantom simulated using GATE (Fig. 2.8(a)). For the boostrap approach, we created two series
of 15k bootstrap sub-sinograms based on the 30 sub-sinograms of approximately 100k and 300k

counts. We grouped those sub-sinograms 30 by 30 to obtain 500 bootstrap sinograms (Buvat
2002) for each count level (respectively 3M and 9M counts). Acquisitions were pre-corrected for
attenuation, normalization, scatter and random. We performed 120 iterations for NIBEM and ML-
EM reconstructions. Activity ratios and typical reconstructed images of the Hoffman phantom for
3M and 9M counts are presented in Fig. 2.8.
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(a) (b) (c)

Figure 2.8 – (a) Simulated Hoffman phantom activity distribution with activity ratios, (b) Re-
constructed NIBEM central image when 3M counts were simulated, (c) Reconstructed NIBEM
central image when 9M counts were simulated.

Results

In this experiment, we investigated whether the NIBEM radius ri =
1

2
| f i − f

i
| of the ith

reconstructed interval [f
i
; f i] was related to the variability estimated by the bootstrap standard

deviation or not. For the cylinder phantom, we computed the Spearman correlation coefficient
r in each cylinder between the NIBEM and bootstrap statistical variation estimates. The corres-
ponding scatter plots are shown in Fig. 2.9. The Hoffman phantom results are displayed in Fig.
2.10.

(a) rcbg
= 0.986 (b) rc1 = 0.990 (c) rc2 = 0.985 (d) rc3 = 0.986

Figure 2.9 – Cylinder phantom - Comparison of statistical variability predictions between NIBEM
and the bootstrap approach on cbg, c1, c2 and c3 from left to right.

In the cylinder phantom experiment, we observed that the NIBEM statistical variability esti-
mate was highly correlated with that obtained with the bootstrap approach, independently of
the activity level in the considered regions. Indeed, Fig. 2.9 shows that the correlation coefficient
was around 0.99 for the four cylinders of the phantom. The amplitudes of the bootstrap stan-
dard deviation and NIBEM radius were consistent, as highlighted by the identity line shown in
red in Fig. 2.9. This experiment suggests that the NIBEM statistical variability estimated by the
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(a) r3M = 0.974 for 3M counts (b) r9M = 0.964 for 9M counts

Figure 2.10 – Hoffman phantom - Comparison of statistical variability estimates between NI-
BEM and the bootstrap approach on the Hoffman phantom for (a) 3M and (b) 9M counts.

reconstructed radius matches the bootstrap standard deviation.

In the Hoffman phantom experiment, the Spearman correlation coefficient remained high
(around 0.97) for both 3M and 9M counts. However the plots in Fig. 2.10 highlighted that the
dependency was not linear. We also observed that the amplitudes of the NIBEM and bootstrap
statistical variation estimates were different and dependent on the number of counts. This result
suggests that the NIBEM interval radii cannot be considered as direct estimates of the standard
deviation. In fact, bootstrap and NIBEM estimates are correlated because they both provide an
estimate of the statistical variability. But while bootstrap technique yields an estimate of the
standard deviation of this variability, the NIBEM approach rather yields an estimate of confidence
intervals. Confidence intervals could be easily constructed by using the mean and standard devia-
tion if the statistical distribution is Gaussian. Yet, in our Hoffman phantom experiment, we tested
whether the statistical distribution computed from the bootstrap replicates followed a Gaussian
distribution or not, for both the 3M and 9M counts simulations. The null hypothesis of normality
of the distribution at a 5% significance level was always rejected by the Kolmogorov Smirnov test
whatever the considered region of interest and number of counts.

Both information items - NIBEM confidence intervals and bootstrap standard deviations - can
potentially lead to more reliable comparisons between regions of interest, and thus to more re-
liable diagnosis based on this comparison. But while the bootstrap approach requires generation
of 15k sub-sinograms in order to make 500 bootstrap sinograms, the algorithmic complexity of
the NIBEM approach is comparable to that of the MLEM approach. For example, a bootstrap re-
construction using 120 iterations of an MLEM algorithm lasted 1989 sec, while, with the same
setup and the same number of iterations, the NIBEM algorithm lasted only 18.4 sec. i.e. 100 times
faster 3. Note also that the NIBEM computation time could still be reduced by paralleling some
operations. In addition, as NIBEM is an extension of ML-EM, an accelerated ordered subset version

3. experiments have been carried out on a MacBook Pro, 2,8 GHz Intel Core i7
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of NIBEM can be straightforwardly deduced from OSEM (Hudson et Larkin 2002). Preliminary
tests (results not shown) showed that the ordered subset NIBEM reconstructions had properties
very similar to those of NIBEM in terms of computation time and statistical variability estimation.

Statistical uncertainty estimation as confidence level estimator

What NIBEM provides is an estimation of a confidence interval associated with the statistical
variability of the reconstructed activity, while state of the art methods are devoted to estimating
the standard deviation associated with this variability. Since it has been proven that this variability
cannot be modeled by a normal variable, comparing the two approaches can be challenging (i.e.
we cannot assume that the confidence of an interval centered on the mean and whose radius
is proportional to the standard deviation has a known confidence). In this section, we propose
to investigate the consistency between the bootstrap approach (considered as a gold standard
(Buvat 2002 ; Lartizien, Aubin et Buvat 2010)) and the NIBEM approach, by considering the
ratio of bootstrap values included in the NIBEM intervals. This Inclusion Rate (IR) is known to be
highly dependent on the confidence level of the considered interval.

Data analysis

A setup as presented in Section 2.1 was used, where a Hoffman phantom was simulated
using GATE for 3M and 9M counts. For both 3M and 9M counts, we considered the 3 regions
of interest of ratio 1 :1, 1.5 :1 and 2 :1 of Fig. 2.8 a). On one hand, for each 3M and 9M count and
each region, we estimated the mean CL for the NIBEM approach assuming that all pixels in the
considered region had the same statistics. This estimate was computed with the ratio of NIBEM
interval-valued estimates that contained the true value. This result is reported in the first two
columns of Table 2.2 (NIBEM CL). On the other hand, we computed, for each pixel of each region,
the proportion of the 500 bootstrap values included in the corresponding interval-valued NIBEM
estimate. The average of these values within a region is reported in columns 4 and 5 of Table 2.2
(IRbootstrap). The statistical distribution is not Gaussian, but since it is unimodal it could be naively
tempting to build confidence intervals using the mean and standard deviation estimated with
bootstrap approach. We tested, whether or not, intervals constructed as mean ± 1.96 standard
deviations estimated from the bootstrap replicates could be considered as confidence intervals.
In the last two columns of Table 2.2, we reported the CL of these intervals (Naive CL).

Results

Table 2.2 shows that the mean CL estimated by NIBEM was very stable and independent of
the overall number of counts. This statement is also true for the ratio of the bootstrap estimated
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NIBEM CL IRbootstrap Naive CL
Number of counts 3M 9M 3M 9M 3M 9M

Region 1 :1 0.940 0.920 0.920 0.979 0.761 0.669
Region 1.5 :1 0.963 0.975 0.932 0.986 0.716 0.580
Region 2 :1 1.0 1.0 0.965 0.989 0.757 0.595

Table 2.2 – Quantitative comparison of mean CL of NIBEM, mean IR from NIBEM intervals
set on the bootstrap estimated distribution and mean CL of naive intervals calculated as mean
± 1.96 standard deviations estimated from the bootstrap replicates.

values included in the NIBEM estimated interval. IRbootstrap is over 0.9 for the three investigated
regions and both 3M and 9M cases. Those results highlight the link between the NIBEM and
bootstrap statistical variability estimates. As expected, we also found that intervals built on the
basis of the Gaussian hypothesis had unstable CL depending on the overall number of counts, so
they could not be considered as confidence intervals. NIBEM does not produce direct estimates of
standard deviation like bootstrap does, but instead provides direct stable and reliable estimates
of confidence intervals, which is not possible with other state of the art methods. This property
is particularly relevant for ROI comparison.

Estimated statistical variability as a function of the number of counts

This experiment illustrates the behavior of NIBEM confidence intervals for different number
of counts.

Experimental setup

We simulated 100 acquisitions of the Hoffman phantom presented in Fig. 2.8(a) using GATE.
Simulations corresponding to different number of counts were performed, from 100k to 10M

with a step of 100k counts between each. The simulated data were pre-corrected for attenuation,
normalization, scatter and random. Sinograms had 128 bins of projections and 128 angular views.
Reconstructions of 128x128 images were performed using 120 iterations of NIBEM.

Data analysis

Fig. 2.11(a) plots the mean NIBEM central value versus the number of counts and Fig. 2.11(b)
plots the average NIBEM radius versus the numbers of counts, both for the region with a 1.5 :1
activity ratio. Fig. 2.11(c) plots the mean CL in 3 regions with 1 :1, 1.5 :1 and 2 :1 activity ratios
versus the number of counts.
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(a) (b) (c)

Figure 2.11 – (a) Mean NIBEM central value in the 1.5 :1 region as a function of the simulated
number of counts, (b) Radius of the NIBEM reconstructed interval in the 1.5 :1 region as a
function of the simulated number of counts, (c) Mean CL in the 1 :1, 1.5 :1 and 2 :1 regions.

Results

Fig. 2.11(a) suggests that the mean central value in the 1.5 :1 region increased linearly with
the number of counts. Fig. 2.11(b) suggests that the mean NIBEM statistical variation estimate
(radius) follows the same trend. Fig. 2.11(c) highlights the fact that the NIBEM reconstructed
intervals estimated stable and reliable confidence intervals for the 3 investigated regions. Howe-
ver, Fig. 2.11 c) shows that if the number of counts (i.e. the signal-to-noise ratio) is high enough
(approximately 1M here), then the mean CL remains stable and higher than 90%, whatever the
activity level and size of the ROI in the object.

Discussion

We have proposed here a new original reconstruction algorithm for Positron Emission Tomo-
graphy. NIBEM is an adaption of the widely used iterative reconstruction algorithm ML-EM based
on a directed interval arithmetic. One of its specificities lies in the fact that the projection opera-
tor used is interval-valued because it is based on a non-additive aggregation operator.

The main advantages of reconstructing interval-valued instead of precise activity values concern
the properties of the reconstructed intervals. Indeed, we showed that the radius of these inter-
vals can be used as a statistical variation predictor. In other words, it is now possible to replace
the high number of statistical repetitions of ML-EM needed to estimate the reconstruction un-
certainty by only one NIBEM reconstruction. The simulations also suggest that the reconstructed
intervals might be interpreted as confidence intervals associated with the true value of the ac-
tivity of each pixel. It is also important to underline that the presented method only focuses on
providing an estimate of the statistical uncertainty. However, if uncertainties associated with,
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for instance, injected activity, scanner sensitivity, patient physiology, scatter estimate, can be
quantified, they could also be integrated in the proposed framework. NIBEM is also fully compa-
tible with Time-of-Flight (ToF) framework (Lewellen 1998). This would result in a reduction in the
estimated uncertainty represented by the interval lengths.

NIBEM has a potential scope of applications in patient monitoring in oncology and in neurode-
generative disease early diagnosis. Indeed, comparing two image values at two different times, or
comparing the reconstructed activities of two ROI in the same image would be greatly facilitated
by the availability of confidence interval associated with each reconstructed voxel value, combi-
ned with a procedure for comparing intervals. Such procedures have already been proposed in the
relevant literature (Perolat et al. 2015 ; Denœux, Massonand et Hébert 2005). Further studies
are now necessary to thoroughly investigate the behavior of reconstructed intervals provided by
NIBEM, to develop appropriate statistical tests in order to decide whether two sets of intervals
measured in two different ROI are different, and to model effects beyond noise and image discre-
tization in the NIBEM framework.
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2.3 Compléments algorithmiques

Pour des raisons de clarté et par nécessité de synthèse, il n’a pas été possible d’aborder cer-
tains détails algorithmiques de NIBEM dans cet article. Le point le plus important de cette contri-
bution concerne le projecteur intervalliste. Le pseudo-code (2) permet de comprendre sur un
exemple simple et générique d’une image 2 × 2 comment la projection de la borne supérieure
pj associée au dexel j est calculée (illustration disponible en Figure 2.12a)). Cet algorithme est
rappelé ici, ce qui permet de le mettre en parallèle avec celui du calcul de la projection de la borne
inférieure p

j
illustrée graphiquement en Figure 2.12b). Ce calcul n’avait pas été décrit précédem-

ment.

Algorithm 2 Calcul de la borne supérieure pj de la projection

Require: Image f

νj(A(1)) =
∣∣∣ (C1 ∪ C4 ∪ C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣
νj(A(2)) =

∣∣∣ (C4 ∪ C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣
νj(A(3)) =

∣∣∣ (C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣
νj(A(4)) =

∣∣∣ C2 ∩ Tj

∣∣∣

pj = Cνj
(f)

=
∑4

i=1 f(i)(νj(A(i)) − νj(A(i+1)))
= f1(νj(A(1)) − νj(A(2)))

+ f4(νj(A(2)) − νj(A(3)))
+ f3(νj(A(3)) − νj(A(4)))
+ f2(νj(A(4)))

= 0 + 0 + f3(
∣∣∣ (C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣ −
∣∣∣ C2 ∩ Tj

∣∣∣)
+ f2

∣∣∣ C2 ∩ Tj

∣∣∣

Ensure: pj
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f1 f2

f3 f4

pj
_

Tj

(a) Borne supérieure (b) Borne inférieure

Figure 2.12 – Projection non-additive avec f1 < f4 < f3 < f2

Algorithm 3 Calcul de la borne inférieure pj de la projection

Require: Image f

νc
j (A(1)) = 1 − νj(A

c
(1)) = 1

νc
j (A(2)) = 1 − νj(A

c
(2)) = 1−

∣∣∣ C1 ∩ Tj

∣∣∣
νc

j (A(3)) = 1 − νj(A
c
(3)) = 1−

∣∣∣ (C1 ∪ C4) ∩ Tj

∣∣∣
νc

j (A(4)) = 1 − νj(A
c
(4)) = 1−

∣∣∣ (C1 ∪ C4 ∪ C3) ∩ Tj

∣∣∣
νc

j (A(5)) = 1 − νj(A
c
(5)) = 1−

∣∣∣ (C1 ∪ C4 ∪ C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣

pj = C
c
νj

(f)

=
∑4

i=1 f(i)(ν
c
j (A(i)) − νc

j (A(i+1)))
= f1(ν

c
j (A(1)) − νc

j (A(2)))
+ f4(ν

c
j (A(2)) − νc

j (A(3)))
+ f3(ν

c
j (A(3)) − νc

j (A(4)))
+ f2(ν

c
j (A(4)) − νc

j (A(5)))

= f1

∣∣∣ C1 ∩ Tj

∣∣∣ + f4(
∣∣∣ (C1 ∪ C4) ∩ Tj

∣∣∣ −
∣∣∣ C1 ∩ Tj

∣∣∣)
+ f3(

∣∣∣ (C1 ∪ C4 ∪ C3) ∩ Tj

∣∣∣ −
∣∣∣ (C1 ∪ C4) ∩ Tj

∣∣∣)
+ f2(

∣∣∣ (C1 ∪ C4 ∪ C3 ∪ C2) ∩ Tj

∣∣∣ −
∣∣∣ (C1 ∪ C4∪

C3) ∩ Tj

∣∣∣)

Ensure: pj
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Afin d’être plus spécifique et d’aider le lecteur dans sa compréhension de la mise en pratique
de l’algorithme NIBEM, un pseudo-code permettant de calculer l’expression (2.18) est proposé.
Pour une schématisation graphique de l’algorithme itératif NIBEM dans la configuration d’un MM
rectangulaire, le lecteur est invité à se référer à la Figure 2.5b).
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Algorithm 4 Proposition d’implémentation de l’algorithme NIBEM

Input :

Sinogramme : [p] = [p, p]
Nombre de dexels : M
Nombre de pixels à reconstruire : N
Nombre d’itérations de reconstruction : ItRec

Output : IC reconstruits [f ]

Initialisation : [f0] = [f0, f0] avec f0 = f0 = [1N , 1N ], 1N étant la matrice unité dans R
N

for k = 0 to ItRec do
Doublement de la résolution de [fk] par interpolation plus proche voisins :

[fk
2N ] = upsample([fk]) ;

Erosion avec support carré 3x3 de la borne supérieure fk
2N :

fk
2N = erode(fk

2N) ;
Dilatation avec support carré 3x3 de la borne inférieure fk

2N :
fk
2N = dilate(fk

2N) ;
Projection et calcul d’erreur dans le domaine des projections :
for j = 0 to M do

pk
j =

2N∑
i=1

Ri,jf
k
i2N

;

pk
j =

2N∑
i=1

Ri,jf
k
i2N

;

Calcul de l’erreur [per] pour le pixel j dans le domaine des projections :
per

k
j = p/pk

j ;

per
k
j = p/pk

j ;
end for
Rétroprojection [imer] de l’erreur [per] :
for i = 0 to N do

imer
k
i =

1
M∑

j=1
Ri,j

×
M∑

j=1
Ri,jper

k
j ;

imer
k
i =

1
M∑

j=1
Ri,j

×
M∑

j=1
Ri,jper

k
j ;

end for
Mise à jour et calcul de [fk+1] :

fk+1 = max(imer
k
i × fk; imer

k
i × fk) ;

fk+1 = min(imer
k
i × fk; imer

k
i × fk) ;

end for

[f ] = [f , f ] = [f ItRec]
return [f ]
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2.4 Discussion

Dans cette section, nous avons proposé une nouvelle manière de traiter le problème de re-
construction tomographique jusque là relativement peu exploré (Strauss et al. 2009 ; Loquin et
al. 2014). En effet, en s’intéressant au modèle d’interpolation utilisé pour modéliser le passage
discret-continu habituellement choisi empiriquement, nous avons montré qu’une modélisation
basée sur les capacités concaves du modèle d’interpolation permettait de construire un projec-
teur d’un nouveau genre. Ce dernier rend possible l’obtention de l’ensemble des projections qui
auraient été calculées en considérant n’importe quel noyau dominé par la capacité considérée
pour modéliser le passage discret-continu dans le domaine image. Le résultat le plus important
concerne les propriétés des intervalles projetés. Il a en effet été montré que la largeur de ces der-
niers était fortement corrélé avec l’effet des variations statistiques des acquisitions sur l’image
reconstruite. Nous avons ensuite proposé une modification de l’algorithme ML-EM permettant
de propager cette information dans le domaine image et il a été montré sur des simulations ana-
lytiques, des simulations GATE et des acquisitions réelles que ces intervalles reconstruits ont des
propriétés d’intervalles de confiance.

Ces travaux ouvrent des perspectives à différents niveaux. En premier lieu, des pistes d’amé-
lioration. Par exemple, il serait intéressant de comparer les IC reconstruits par la méthode NI-
BEM (Kucharczak et al. 2018) à d’autres méthodes permettant de reconstruire des IC comme
(Buvat 2002), qui permet d’obtenir une estimation de la distribution statistique des données re-
construites en chaque pixel de l’image par réechantillonnage bootstrap. Jusqu’à présent, de tels
travaux n’ont, à notre connaissance, jamais été menés. Il serait également intéressant, pour une
meilleure adaptation à la routine clinique, de réfléchir à une généralisation 3D de la reconstruc-
tion, en s’affranchissant de l’étape de rebinning, d’autant plus que la statistique des sinogrammes
traités en mode 2D1/2 ont des propriétés de bruit statistique qui peuvent être différentes des
données 3D originales. Il semble également envisageable d’intégrer l’information sur les données
tronquées en extrémité du FOV et la prendre en compte en utilisant également la logique inter-
valliste. Ces pistes n’ont pas encore été traitées durant la thèse et ces problématiques associées
restent ouvertes.

L’algorithme proposé permet de répondre, par une approche nouvelle, au problème de re-
construction directe d’IC en reconstruction tomographique. Cependant, elle pose également de
nouvelles questions. En effet, reconstruire des images sous forme d’intervalles n’est pas cou-
rant, d’autant plus lorsqu’aucune information sur la densité de distribution sous jacente n’est
connue. Prenant en compte le fait que les travaux menés durant cette thèse ont pour but d’es-
sayer de contribuer à une amélioration de la pratique clinique, deux principales problématiques
se dégagent des résultats de ce chapitre.

— La première concerne la représentation des données et la question de savoir comment pré-
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senter une image issue d’une reconstruction intervalliste de façon à ce qu’elle soit inter-
prétable par le médecin nucléaire. Cette réflexion a mené à la contribution présentée dans
le Chapitre 3.

— La seconde concerne l’utilité d’approches exploitant la variabilité statistique associée aux
données reconstruites pour améliorer le diagnostic en médecine nucléaire. Une première
étape dans l’introduction de ce genre d’approches en routine clinique a été franchie avec
la contribution présentée dans le Chapitre 4 dans lequel la reconstruction d’IC permet de
classer patients sains et patients atteints de démences neuro-dégénératives en conditions
réelles sur des données TEP acquises en routine clinique.
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3.1 Préambule

Pour envisager l’intégration d’un algorithme comme Non-additive Interval-Based Expectation
Maximization (NIBEM) sur une console dans un service de médecine nucléaire, nous devons poser
la question de la visualisation des données reconstruites tant l’interprétation visuelle du méde-
cin est indispensable. En effet, l’approche proposée dans le chapitre précédent a la spécificité de
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fournir, si l’on considère une coupe donnée, non pas une image précise comme les algorithmes
de reconstruction classiques mais une infinité d’images reconstruites comprises à l’intérieur de
l’ensemble convexe défini par une borne inférieure et une borne supérieure. La référence à l’en-
semble convexe reconstruit est souvent faite à travers l’expression "image intervalliste". Cette
dernière est caractérisée par ses deux bornes reconstruites inférieure et supérieure.

Deux questions principales se posent face à cette problématique :

1. Quelle image précise est la plus représentative des intervalles : pour la visualisation mais
également en termes quantitatifs. Qu’en serait-il des performances de cette image compa-
rée à d’autres reconstructions issues de méthodes classiques de la littérature qui recons-
truisent des images précises?

2. Comment proposer une approche de sélection de cette image en cohérence avec l’approche
intervalliste et les attentes des médecins nucléaire et peut-on tirer parti de cette informa-
tion pour optimiser le compromis biais-variance de l’image reconstruite?

Quelle est l’image la plus représentative des intervalles ?

Dans le chapitre précédent, la problématique de visualisation des données intervallistes re-
construites n’a volontairement pas été approfondie car l’attention était focalisée sur la quan-
tification d’erreur et la confiance associée aux intervalles reconstruits. Afin d’illustrer la qualité
visuelle des reconstructions, nous avons utilisé l’image centrale fcenter définie par :

fcenter =
f + f

2
. (3.1)

Cette dernière correspond à l’image la plus proche au sens de la distance de Haussdorf de
l’image intervalliste et a l’avantage d’être quasiment identique à la reconstruction classique pro-
duite par ML-EM. A notre connaissance, tous les travaux utilisant des approches intervallistes
pour résoudre des problèmes inverses en traitement d’image utilisent l’image centrale pour l’éva-
luation visuelle et quantitative. Dans certaines applications, comme la super-résolution (Graba,
Comby et Strauss 2017), l’aspect « quantification d’erreur » revêt un intérêt très secondaire.
Dans ce cas, l’objectif est plutôt d’utiliser l’information estimée par rapport à l’incertitude asso-
ciée aux données pour fournir une image précise de meilleure qualité que les approches concur-
rentes, elles mêmes précises. Malgré les résultats très prometteurs obtenus par ce genre d’ap-
proches, il nous a semblé que se limiter à l’utilisation de l’image centrale constituait une sous-
exploitation de l’information contenue dans les intervalles reconstruits. Nous proposons dans ce
chapitre une autre approche pour résoudre le problème de la représentation précise des images
imprécises.
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Comment optimiser le compromis-biais variance ?

En parallèle, le choix de l’image précise à représenter se heurte à un problème classique de re-
construction, celui du compromis biais-variance. De part la nature mal-conditionnée du problème,
le choix du nombre d’itérations de l’algorithme itératif de reconstruction utilisé n’est pas aisé si
il doit être le seul paramètre permettant d’assurer le compromis entre le biais et la variance. La
Figure 3.1, qui illustre le comportement du biais et de la variance en fonction du nombre d’itéra-
tions choisies, permet de rapidement comprendre l’objectif posé ici : réduire la variance spatiale
en maintenant un biais le plus faible possible.

Figure 3.1 – Illustration du comportement du biais et de la variance en fonction du nombre
d’itérations d’un algorithme itératif de reconstruction tomographique comme ML-EM.

La Figure 3.2 permet de visualiser le biais et la variance associée à l’image, avec les trois
nombres d’itérations mis en avant sur la Figure 3.2, pour un exemple de reconstruction d’un
fantôme de Shepp-Logan. Evidemment, la vérité terrain n’étant pas connue dans les conditions
réelles, le meilleur compromis dans le choix de l’itération est très difficile car dépendant de nom-
breux paramètres déjà évoqués dans le Chapitre 1 et que nous évoquerons à nouveau par la suite.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.2 – Reconstructions d’une simulation d’un fantôme de Shepp-Logan pour différents
nombres d’itérations de l’algorithme ML-EM.

Concernant la reconstruction par intervalles, la problématique est exactement la même, à
savoir : « comment trouver une image précise qui permette de réaliser un compromis acceptable
entre le biais et la variance? ». Si l’on considère l’image médiane comme image représentative
de la sortie de l’algorithme NIBEM, alors le problème de régularisation implicite et explicite (par
post-filtrage passe-bas) qui se pose est identique à celui posé par les approches classiques telles
que ML-EM.

Pour forcer l’image solution à avoir une variance faible en conservant des niveaux de biais
acceptable, ont été mises au point des méthodes de "régularisation". Nous les avons introduites
dans la Section 1.3.4.2 du Chapitre 1. Nous ne rentrerons pas ici dans la formalisation mathéma-
tique du problème qui est également rappelé par la suite. Rappelons simplement qu’en pratique,
les algorithmes itératifs utilisés en routine clinique utilisent des méthodes de régularisation peu
sophistiquées. La reconstruction par un algorithme de type ML-EM est souvent régularisée par
post-lissage, en utilisant un noyau Gaussien paramétré en fonction de la résolution spatiale du
tomographe. Une autre manière simple de régulariser le problème de reconstruction est, comme
nous l’avons illustré Figure 3.2, d’arrêter précocement les itérations.

Si l’on applique une régularisation implicite de la solution pour une reconstruction interval-
liste, cela implique que la confiance des intervalles soit faussée, c’est à dire largement sur-estimée
si elle était considérée à 90%. Nous avons montré dans le Chapitre 2 que la largeur des intervalles
dépendait du nombre d’itérations. De plus, il est connu que la régularisation implicite par arrêt
précoce des itérations n’est pas optimale pour ce genre de problèmes.
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Malgré cela, à notre connaissance, toutes les méthodes intervallistes de résolution de pro-
blèmes inverses de la littérature ont été publiées en utilisant l’arrêt précoce des itérations pour
assurer la régularisation. Dans l’état actuel des choses, les options qui permettent de visualiser
une image précise issue des reconstructions intervallistes sont limitées à celles présentées en
Figure 3.3.

(a) Borne inf - 70 itéra-
tions

(b) Borne sup - 70 ité-
rations

(c) Largeur des inter-
valles - 70 itérations

(d) Mediane arrêt pré-
coce - 30 itérations

(e) Mediane à conver-
gence - 70 itérations

(f) Mediane post-filtrée
- 70 itérations

Figure 3.3 – Visualisation des données accessibles directement pour une coupe cérébrale recons-
truite par NIBEM - acquisition en conditions de routine clinique sur un tomographe Siemens
Biograph mCT Flow. La même échelle de couleur a été utilisée pour l’affichage de toutes les
vignettes.

Comme expliqué plus tôt, ces approches n’exploitent que très peu l’information exprimée à
travers les IC. Pour aller plus loin, il pourrait sembler intuitif de suivre la logique classique des al-
gorithmes de reconstruction régularisés en essayant de minimiser un critère s’exprimant comme
la somme d’un terme d’attache aux données et d’un terme de régularisation qui force la solution
à garder une variance faible comme formalisé par (1.27). La pondération entre ces deux termes
et donc le contrôle du niveau de régularisation de la solution se fait à l’aide d’un hyperparamètre
d’optimisation β. La minimisation de cette somme pondérée par un algorithme d’optimisation
se fait conjointement et dépend de façon drastique de cet hyperparamètre. Ce type d’approche
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n’est pas compatible avec un algorithme comme NIBEM. En effet, régulariser les bornes ne veut
pas nécessairement dire régulariser l’image sous-jacente. En effet, même avec des bornes "lisses",
toutes les images incluses dans cet ensemble restent des images reconstruites possibles, et ces
dernières ne répondent dans ce cas à aucun critère de régularité. De plus, régulariser les bornes
est complètement contraire à la logique de la méthode de reconstruction NIBEM car elle ferait
perdre leurs propriétés aux intervalles.

La contribution que nous proposons dans ce chapitre propose d’appréhender le problème de
la régularisation tomographique d’une manière différente, à travers ce que l’on a appelé la "sé-
lection régularisée". L’idée principale est de tirer parti de l’information supplémentaire accessible
sous forme d’IC, afin de permettre une régularisation plus sûre et donc s’affranchir de certains
problèmes tels que le choix du paramètre de pondération β ou le risque de sur-lissage.

Dans la prochaine section, le lecteur est invité à découvrir cette approche appliquée à la re-
construction TEP. Elle propose, dans un cadre assez général, de régulariser le problème de re-
construction intervalliste en sélectionnant la meilleure image intervalliste au sens de la Variation
Totale (TV) qui respecte des conditions d’appartenance ou de proximité par rapport aux IC. Cette
approche a l’avantage de facilement pouvoir s’appliquer sur n’importe quel problème de recons-
truction faisant intervenir des intervalles de confiance. Nous proposons dans ce manuscrit d’illus-
trer les performances de cette approche dans un autre cadre de problème inverse qui est celui de
la super-résolution. En effet, des travaux récents ont permis de proposer une approche de recons-
truction intervalliste permettant, en considérant l’image centrale, d’obtenir des résultats surpas-
sant les méthodes classiques de super-résolution multi-images. Il nous a donc semblé opportun
de valider l’intérêt d’une telle approche de régularisation, permettant de proposer une alternative
au choix de l’image centrale. Dans ce cadre, l’algorithme de reconstruction utilisé n’est pas NI-
BEM mais une extension de l’algorithme itératif de Schulz analogue à ART (Gordon, Bender et
Herman 1970).
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Introduction

In recent decades, Positron Emission Tomography (PET) has gained great interest in many
medical fields (Strauss et Conti 1991) due to its ability to provide semi-quantitative measures
of the radiotracer uptake in a volume of interest. However, PET reconstruction is an ill-posed pro-
blem and thus, the most widespread iterative reconstruction algorithms (SIRT-based (Gordon,
Bender et Herman 1970 ; Lakshminarayanan et Lent 1979) and ML-EM-based (Shepp et Vardi
1982 ; Lange et Carson 1984)) produce images with undesirable noise amplification and instabi-
lity under data perturbations that increase with the number of iterations. As a consequence, such
algorithms have to be regularized, i.e. the solution of the inverse problem has to be constrained
to comply with some prior knowledge. Such regularization is usually performed either by early
stopping (Nemirovskii 1986 ; Flemming 1990) or by post-processing procedures (Decker, Lee
et Verlysen 2009 ; Kim et al. 2013) like filtering or deconvolution. Bayesian reconstruction pro-
cedures like those based on maximum a posteriori (MAP) (Hebert et Leahy 1989 ; Green 1990 ;
Qi et Leahy 2000) or penalized maximum-likelihood (PML) (Fessler 1994; Wang et Qi 2012)
include a regularization term that fosters spatial smoothness in the estimated PET images.

In recent years, the prevalent use of L2 norm based regularization has been questioned in
image processing, leading to increasing interest in optimization-based reconstruction techniques
using compress sensing approaches (Rani, Dhok et Deshmukh 2018). The objective of these ap-
proaches is to recover sparse images by solving linear optimization problems involving the L1

norm. These approaches were proven to be efficient in problems such as denoising (Vogel et
Oman 1996 ; Donoho, Johnstone et Johnstone 1993), image compression (Donoho 2006),
image restoration (Chan, Golub et Mulet 1999 ; Combettes et Pesquet 2004) and inverse pro-
blems like super-resolution (Aly et E.Dubois 2005 ; Ng et al. 2007a ; Marquina et Osher 2008)
and in CT (Sidky et Pan 2008 ; Sidky, Jorgensen et Pan 2012). Since the radiotracer activity distri-
bution in PET may in a first approximation be considered as a piecewise constant function, recons-
tructing sparse gradient-magnitude images seems completely relevant. This strategy has been
proposed to reconstruct sparse gradient-magnitude images in PET (Wang et al. 2014 ; Burger
et al. 2014). Recent work focusing on edge-preserving regularization via smooth non-quadratic
penalties have also been presented using patch-based PML approaches (Wang et Qi 2012) or
trust optimization transfer algorithms (Wang et Qi 2015). A common problem currently faced
by most of these approaches is that a regularization hyper-parameter is needed to balance data
fidelity and regularization criterion. It makes the trade-off between the two conflicting objectives
dependent on the hyper-parameter involved in this combination (Kucharczak et al. 2017).

We propose an innovative approach based on a two-step process to solve this trade-off pro-
blem. First, we define a convex set D of images complying with the data fidelity criterion and then
we seek in D for the image that best fulfills a chosen regularization criterion. Such an approach
has recently been proposed to achieve super-resolution reconstruction (Kucharczak et al. 2017),
JPEG deblocking (Bredies et Holler 2012 ; Bredies et Holler 2015), CT reconstruction (Sidky
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et Pan 2008) and Total Variation (TV) optimization-based reconstruction in PET (Zhang et al.
2016). However, within this approach, one of the main challenges concerns the definition of a
meaningful convex set D to be used as a data fidelity constraint for regularization. Recent works
has been carried out in the open field of statistical variability estimation of PET reconstructed
data. In (Strauss et al. 2009 ; Kucharczak et al. 2018), authors proposed extensions of both
SIRT and ML-EM algorithms that reconstruct voxel-wise stable confidence intervals (CI) instead
of scalar values. Here, we propose D to be these meaningful, reliable and stable CI. The generic
reconstruction we propose consists in selecting the image that best minimizes a chosen regula-
rization criterion under the constraint of D. In this paper, the choice was made to use the widely
known TV regularization criteria.

In this paper, we first briefly recall the fundamentals of CI reconstruction in PET, then present
the TV constrained regularized step. Next, the full methodology of the reconstruction procedure
is summarized. Finally, the competitiveness of the presented algorithm is discussed in terms of
the bias/variance trade-off in both spatial and statistical terms using analytic and GATE (Jan et al.
2004) simulation and real PET acquisition of phantom and clinical data. Finally, the conclusions
and perspectives are discussed.

The constrained, regularized reconstruction framework

In this paper, we propose a new reconstruction framework based on CI constrained TV re-
gularization. The novelty of this approach resides in the fact that the regularized reconstruction
technique deals with inverse problem resolution in two steps. Instead of trying to balance a data-
fitting term and a regularization term in the same reconstruction process, we instead propose
to first focus on reconstructing a convex set of admissible solutions that ensure the data fidelity
and then, in a second step, to select the most appropriate image according to a regularization
criterion under the constraint established in step one.

First step - data-fitting constraint reconstruction

In PET, the problem of assessing the uncertainty associated with the reconstructed activity
distribution has been addressed using numerous approaches. However, none of them explicitly
presented algorithms for direct estimation of CI until (Kucharczak et al. 2018). The NIBEM (rsp.
NIBART) algorithm, presented in (Kucharczak et al. 2018) (rsp. (Strauss et al. 2009)) is an ex-
tension of the widely known ML-EM (rsp. SIRT) algorithm. Its distinctive characteristic is, for each
pixel, to reconstruct intervals with appealing properties instead of scalar values. This section pre-
sents a brief overview of the founding principles of this algorithm.
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Discrete-to-continuous interplay

Reconstructing a tomographic image involves inverting a model that describes the projection
of the studied distribution onto a finite set of projection bins.

As this projection model is assumed to be linear, it can be computed using a system matrix R,
also called a Radon matrix, whose (i, j)th element stands for the probability of a photon emitted
in the ith pixel to reach the jth detector. Considering this model, the projection operator P and
its dual operator, the back-projection operator B, can be defined by :

P(f)j =
N∑

i=1

Ri,jfi, (3.2)

B(p)i =
M∑

j=1

Ri,jpj, (3.3)

with f ∈ R
N being the image to reconstruct and p ∈ R

M the measurement vector.

Although the projection model usually requires the activity distribution to be continuous, the
activity image f is reconstructed on a discrete grid whose sampling is arbitrarily set according to
the resolution of the PET device. Thus, the reconstruction makes intensive use of kernel-based
interpolation to ensure this discrete-to-continuous interplay. Modeling the interplay between the
discrete reconstruction space and the underlying continuous space, where the problem can be for-
mulated, impacts the resulting projected values. In (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009),
the authors propose to reduce the impact of arbitrarily choosing a kernel by switching to a me-
thod that computes all projections that could have been obtained by using all possible interpo-
lation kernels having a bounded support. By construction, all of these kernels form a continuous
convex set (i.e. if two kernels belong to the set, any linear combination of those belongs to the
set). Let K be this set, then the interval-valued projection operator they propose can be expres-
sed as : [pj] = [min

κ∈K
(Pκ(f)j); max

κ∈K
(Pκ(f)j)], withPκ being the projection operator based on the

interpolation kernel κ. The appealing property of this framework is that, since the spread of the
resulting intervals reflects the range of possible projections, it is thus linked to local variations in
the projections. As pointed out in (Loquin, Strauss et Crouzet 2010), poor consensus on the
projected values, i.e. a wide interval spread, is a marker of the effect of noise on the projections.
Using the concave capacities theory (Denneberg 1994), it is possible to build an interval-valued
projection operator P that pools all projectors that would have been obtained by using all pos-
sible four-neighbor based interpolations that could ensure the discrete-to-continous interplay.
The theoretical justifications for P are presented in (Rico, Strauss et Mariano-Goulart 2009).
Practical details about the implementation of P and information on how it can be used for tomo-
graphic reconstruction can be found in (Kucharczak et al. 2018), where a graphical illustration
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(Fig. 4 of (Kucharczak et al. 2018)) and the corresponding pseudo-code (Procedure 1 of (Ku-
charczak et al. 2018)) to compute the upper projection of a four-pixel image is presented. With
this example, computation of the lower bound is straightforward. Using the so-defined interval-
valued projector P , it has been shown in (Strauss et al. 2009 ; Kucharczak et al. 2018) that
SIRT and ML-EM algorithms can be extended to produce interval-valued reconstructions.

Interval arithmetic

As the SIRT and ML-EM reconstruction algorithms require vector element-wise arithmetical
operations and since the operator P is replaced by its imprecise extension P , the SIRT and ML-
EM interval-based extensions require interval-valued arithmetical operations to be performed. Let
us consider [a] = [a, a] a real-valued interval whose lower bound is a and upper bound is a. Using
real intervals, Minkowski ⊙ and dual Minkowski � arithmetical operators are necessary (with
· ∈ {+, −, ×, /}). They are defined, with [a] and [b] being two real intervals, as :

[a] ⊖ [b] = [a − b, a − b], (3.4)

[a] ⊞ [b] = [a + b, a + b], (3.5)

and with [a] and [b] being two real positive intervals, as :

[a] ⊘ [b] = [a/b, a/b], (3.6)

[a] ⊠ [b] = [a × b, a × b], (3.7)

Note also that for any λ ∈ R+, λ × [a] = [λ × a, λ × a]. The interval-based arithmetical
formalism is not in the scope of this paper but more details can be found in (Strauss et al. 2009 ;
Kucharczak et al. 2018).

CI reconstruction

NIBART (Strauss et al. 2009) and NIBEM (Kucharczak et al. 2018) algorithms can be seen
as straightforward interval-based extensions of ML-EM and ART algorithms. As their precise ver-
sion, these algorithms are iterative. With k being the current iteration and [fk] the reconstructed
interval-based image at iteration k, both NIBART and NIBEM iterative schemes are defined as :
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NIBART : [fk+1] = λB∗
(
[p] ⊖P([fk])

)
⊞ [fk], (3.8)

NIBEM : [fk+1] = B
∗

(
[p] ⊘ P([fk])

)
⊠ [fk], (3.9)

with [p] = [p, p] being the measurement vector, λ ∈ [0, 1] a relaxation parameter and B∗ the
normalized version of the back-projection operator defined in Eq. (3.3). In first step of Fig. 3.4,
NIBEM reconstruction is schematically decomposed to facilitate the understanding of Eq. (3.9).

In (Kucharczak et al. 2018), it has been highlighted that the reconstructed intervals [f ] re-
flect statistical variability of the reconstructed values and can be considered as reliable CI, with
the confidence value of these intervals being around 90%. It has also been shown in (Kucharczak
et al. 2018) that the estimated CI can be considered as stable and independent of the recons-
tructed value and the noise level. We propose here to consider the convex set [f ] as a data-fitting
constraint to perform TV regularization and prevent over-smoothing of the solution.

Second step - regularized selection

The data fidelity constraint used in the proposed framework is the interval-valued image [f ]

reconstructed in the first step. [f ] represents the convex-set of admissible images within which the
function that best fits a regularization criterion ǫ2 is constrained. With f denoting the regularized
image, the constrained optimization problem to solve can be formulated as the follows :

min
f∈RN

ǫ2(f) + g[f ](f). (3.10)

with ǫ2 being a convex regularization criterion and g being the data fitting constraint relative
to the interval-valued image [f ] reconstructed in the first step. For computability purposes, ǫ2 and
g are assumed to be proper, convex and lower-semi-continuous (l.s.c) functions.

The convex optimization problem expressed in Eq. (3.10) involving a sum of two convex func-
tions is common, and numerous convex optimization algorithms have been presented in the lite-
rature (Combettes et al. 2014). Here, we use the primal-dual Chambolle Pock algorithm (Cham-
bolle et Pock 2010) that was already used for CT convex optimization-based reconstruction
(Sidky, Jorgensen et Pan 2012).

The proximal formulation of the primal-dual Chambolle-Pock algorithm can be written, to solve
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Eq. (3.10) , as :





v(k+1) = proxνǫ2
∗(v(k) + νw(k))

f (k+1) = proxµg(f (k) − µv(k+1))

w(k+1) = f (k+1) + θ(f (k+1) − f (k)),

(3.11)

with proxF (X) = argmin
Y

(F (Y) +
1

2
|X − Y|2

2
), ||2 being the L2 norm, µ, ν and θ being real

numbers.

Within this formulation, the sufficient condition for the Chambolle-Pock algorithm to converge
is νµ < 1. Setting ν = 1 and µ = 1/2 fulfills this condition. Note that θ is set at 1, like in the
third section of (Chambolle et Pock 2010), and that it is possible to compute the proximal of
the convex conjugate F ∗ of F with the relation proxF ∗(f) = f − proxF (f) for f ∈ R

N .

Choice of regularization criterion

The new regularization scheme presented in this paper has various advantages : the CI constraint
prevents from over-smoothing and the reconstruction scheme is generic in terms of the regulari-
zation function to use (with the only limit being to find an algorithm to solve Eq. (3.10) with the
chosen ǫ2).

As opposed to the widely used Tikhonov-like regularization functions, TV functions better pre-
serve sharp edges and object boundaries that are usually the most important features to recover.
Indeed, as the radiotracer activity distribution could be well-grounded considered as a piece-wise
constant function, reconstructing sparse gradient-magnitude images seems to be completely re-
levant. In this paper, the usual discrete TV presented first in (Rudin, Osher et Fatemi 1992) was
chosen as regularization function ǫ2, which is defined as the L1 norm of the discrete gradient of
image f . Note that quadratic or more complex convex penalties would also perfectly fit within
the proposed approach.

Considering this choice, Eq. (3.10) becomes :

min
f∈RN

TV (f) + g[f ](f), (3.12)
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Choice of the interval inclusion constraint

In Eq. (3.12), it is mandatory to formulate the data-fitting constraint in terms of the attach-
ment function. In this paper, we propose two different choices for function g. As the density
probability of the true distribution within the intervals is unknown, according to the Laplace prin-
ciple, it is more judicious to consider the values within the CI as equally likely. The most intuitive
approach is to constrain the TV regularized solution to be strictly included within the intervals
[f ]. In the following, this constraint will be denoted "Hard Constraint" (HC). The second data-
fitting constraint proposes to take into account the fact that the reconstructed intervals [f ] are
not 100% intervals and to authorize the solution to go beyond the CI. We propose to quadra-
tically penalize the solution in this case. In the following, this constraint will be denoted "Soft
Constraint" (SC).

The HC constraint can be expressed using the convex indicator function i[f ] defined as :

gHC
[f ] (f) = i[f ] : f Ô→ i[f ](f) =





0 if f ∈ [f ],

+∞ if f /∈ [f ].
(3.13)

gHC
[f ] imposes the regularized solution (i.e. the function that minimizes the TV in Eq. (3.12)) to

strictly remain within the reconstructed interval-valued image [f ].

To take into account the fact that the reconstructed intervals [f ] are not 100% intervals,
the proposed SC constraint allows the solution to go beyond the intervals. However, to ensure
sufficient data-fitting, the SC constraint gSC

[f ] was defined as the squared Euclidean distance to the
convex set [f ] :

gSC
[f ](f) =

1

2
(d[f ](f))2, (3.14)

with the Euclidean distance d[f ](f) of f to the convex set [f ] being defined as d[f ](f) =

inf
y∈[f ]

|f − y|2. Considering the data-fitting constraint defined in Eq. (3.14) for solving Eq. (3.12),

the regularized solution f is free to vary inside the intervals. It is however quadratically penali-
zed when going beyond the convex set [f ] (the more the solution is far from [f ], the more it is
penalized).

The constrained TV reconstruction framework of Eq. (3.12) requires computation of the proxi-
mal operators of the discrete TV, HC and SC functions. proxTV is easily computed using Chambolle-
Pock like algorithms (Chambolle et Pock 2010). The TV reconstruction framework of Eq. (3.12)
also requires the computation of proxgHC

[f ]
for HC or proxgSC

[f ]
for SC.
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From Chapter 10 of (Bauschke et al. 2011), the proximity operator proxgHC
[f ]

of the convex

indicator function gHC
[f ] onto the closed and convex set [f ] is the projection operator P[f ](f) onto

[f ] with [f ] being a nonempty subset of RN . P[f ](f) is defined as the only point verifying d[f ](f) =

|f − P[f ](f)|2 . The proximity operator of the squared distance to a convex set is also defined in
(Bauschke et al. 2011).

Thus, the expression of both proxgHC
[f ]

and proxgSC
[f ]

proximal operators are :

proxgHC
[f ]

= P[f ](f),

proxgSC
[f ]

=
1

2
(f + P[f ](f)).

(3.15)

Note that the 3D formulation of the proposed TV constrained reconstruction framework is
rather straightforward for both CI reconstruction and TV constrained regularized selection.

Proposed reconstruction framework

This section presents how to practically reconstruct an image within the Regularized-Selection
(RS) framework. The output of Algorithm 5 is the image f obtained after regularizing the NIBEM
(rsp. NIBART) algorithm with the RS procedure for both HC and SC constraints.

Algorithm 1 is composed of two successive iterative steps, each one is controlled by an ite-
ration number. The first step is the CI reconstruction step. As the process is not regularized, an
iteration number ItRec needs to be set to stop the iterative process. In practice, ItRec is chosen
according to the value specified by the manufacturer for each corresponding usual algorithm (ie.
ML-EM or SIRT). The second step is the TV constrained regularization step. For this step, there are
two cases. When HC constraint is considered, the Chambolle-Pock minimization algorithm is run
until convergence. In this case, the step is considered as regularization hyper-parameter free in
the sense that no parameter is needed to set the balance between data-fitting and regularization
level. In the second case, when considering the SC constraint, an iteration number ItReg has to
be set to control the regularization level of solution f . The more iterations are performed, the
more f is regularized. As this step is computationally inexpensive, one could imagine letting the
physician decide which iteration corresponds to the desired regularization level.

In the following, NIBEM reconstruction using an HC constraint for RS will be denoted HRS-
NIBEM. When instead using the SC constraint, the algorithm will be denoted SRS-NIBEM. For the
experiments, the proxTV implementation proposed in (Barbero et Sra 2011 ; « Modular proximal
optimization for multidimensional total-variation regularization ») was used.
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Algorithm 5 CI constrained TV regularization

Input :
Acquisition data : [p] = [p, p]
Reconstruction iteration number : ItRec
Regularization iteration number : ItReg

Output : Regularized reconstructed image f

FIRST STEP : CI constraint reconstruction
Initialization : [f0] = [1N , 1N ], 1N being the ones matrix in R

N

for k = 0 to ItRec do
if (MLEM) then

[fk+1] = B∗
(
[p] ⊘ P([fk])

)
⊠ [fk]

else if (SIRT) then

[fk+1] = [fk] ⊞ λB∗
(
[p] ⊖P([fk])

)

end if
end for
[f ] = [f , f ] = [f ItRec]

SECOND STEP : TV constrained RS
Initialization : v0 = 0N , n0 = fcenter, w0 = fcenter, with 0N being the zero matrix in R

N and

fcenter =
1

2
(f + f)

for i = 0 to ItReg do
vi+1 = vi + wi − proxT V (vi + wi)
if (HC) then

ni+1 = max(min(ni − 1

2
vi+1, f), f)

else if (SC) then

ni+1 =
1

2
(ni − 1

2
vi+1 + max(min(ni − 1

2
vi+1, f), f))

end if
wi+1 = 2.ni+1 − ni

end for
f = nItReg

return f
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Figure 3.4 – Graphical illustration of HRS-NIBEM and SRS-NIBEM reconstruction algorithms

Experiments

Experiments were carried out to validate the proposed regularization scheme and to quan-
titatively compare the proposed method with usual ML-EM early-stop, Gaussian post-smoothing
and MAP-EM-OSL reconstruction using quadratic (Green 1990) and TV (Panin, G.L. et G.T. 1999)
priors. Quantitative results were also compared to a recent patch-based reconstruction method
(Wang et Qi 2012). The first experiment aimed to investigate the behavior of the proposed re-
gularized reconstruction scheme in terms of the spatial bias/variance trade-off. In the second
experiment, the sensitivity to partial volume effect of the proposed methods is addressed.

Spatial bias/variance trade-off

For this experiment, we investigated the behavior of the proposed CI based constrained TV
regularization in terms of spatial bias and variance. In the first experiment of this section, we
compared the Contrast Recovery Coefficient (CRC) as a function of the regularization weighting
parameters of the proposed reconstruction scheme to other regularization methods. As the spa-
tial bias/variance trade-off is difficult to evaluate, we propose to use the spatial bias and variance
estimation of HRS-NIBEM reconstructions as a reference since this method does not require pa-
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rameters to set the regularization level (the only parameter (ItRec) to select is chosen in accor-
dance with the value specified by the manufacturer for ML-EM). First, we found the parameter for
usual regularization methods to reach the same variance level as the reference one and compared
the corresponding bias. Then we compared, for all tested methods, the best bias level obtained
and the corresponding variance level.

Experimental setup

For this experiment, two different phantoms were simulated : an analytical Jaszczak phantom
simulation and a more realistic Hoffman phantom acquisition using (Jan et al. 2004). A physical
Jaszczak phantom acquisition was also performed in clinical routine conditions to validate the
experiments using real data.

The Jaszczak-like phantom consisted of a 2D uniform disk of 160 mm diameter including six
hot regions with diameters of 9.5, 11.1, 12.7, 15.9, 19.1 and 25.4 mm. The hot region concentra-
tion was 4 times greater than the background concentration (Fig.3.5a). The Jaszczak-like phan-
tom was digitalized into a 128x128 image with 1.563 mm pixel size. The sinogram was simulated
with 128 linearly sampled detector bins and 128 angular views evenly spaced over 180o. The pro-
jection matrix was computed using a rectangular measurement model, implemented as described
in (Fessler 1995). Photon attenuation and scatter were not simulated. Two different count le-
vels were simulated using a Poisson random generator (100k and 1M expected events in the
projection data).

2D PET data for the Hoffman phantom were simulated using a realistic GATE (Jan et al. 2004)
model of the Siemens Biograph PET scanner. Only one slice of the phantom (Fig.3.5b) was consi-
dered for this experiment and only coincidences located within that cross-section were recorded.
Two different count levels were simulated (1M and 3M counts). Acquisitions were corrected for
attenuation, normalization, scatter and random.

The real Jaszczak phantom acquisition was performed using a Siemens Biograph mCT20Flow.
18FDG was injected in the phantom in order to obtain a 4 :1 concentration ratio between the hot
spheres and the background. In this experiment, only the four biggest spheres of the Jaszczak
were used. Acquisitions were corrected for attenuation, normalization, scatter and random. 2D
reconstructions were performed after FORE rebinning (M. Defrise et al. 1997) of the 3D data. In
the following experiments, we considered the transaxial slice that includes the centers of the hot
spheres.
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(a) Jasczak-like (b) Hoffman brain

Figure 3.5 – Simulated phantoms and activity ratios

Data analysis

In order to quantitatively compare the performance of the proposed method with other usual
regularization methods, we propose here to compare the mean tumor Contrast Recovery Coef-
ficient (CRC) versus the Standard Deviation (SD) of a background region with uniform expected
activity values. For the Jaszczak phantom, we compared the mean (CRC) in the hot spheres (4 :1
ratio) versus a square patch of background (1 :1 ratio) located at the center of the image. For the
Hoffman phantom, we investigated the mean CRC in the bigger tumor (1.5 :1 ratio) versus the
gray matter (1 :1 ratio) region considered as background. For real data, we used the same me-
thodology as for Jaszczak phantom. Inspired by (Wang et Qi 2012), the CRC, for the regularized
reconstructed image was computed as :

CRC =
|Atumor − Abackground|1

CR0 × Abackground

, (3.16)

with CR0 being the normalization ratio between the expected tumor and the background
activity (3 for simulated Jaszczak phantom and real acquisition, 0.5 for the Hoffman experiment),
Atumor the mean activity value in the Region Of Interest (ROI) tumor, and Abackground the mean
activity value in the background.

Plots in Fig. 3.6 show the CRC versus the SD of the background when varying the regulariza-
tion weighting parameter of the corresponding method. For early-stop, the number of iterations
of the ML-EM reconstruction was used as a regularization weighting parameter. For Gaussian
post-smoothing, the regularization weighting was performed by varying the SD σ of the filtering
Gaussian kernel. For MAP-EM-OSL and patch-based edge-preserving reconstructions, the regula-
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rization weighting parameter is denoted β. For the proposed methods, HRS-NIBEM is considered
regularization hyper-parameter free as RS is run until convergence . For SRS-NIBEM, the regulari-
zation level is set by the the number of RS iterations.

To obtain these curves, we computed one noisy simulation and two noise levels for each si-
mulated phantom (100k and 1M in Fig. 3.6c and Fig. 3.6d for the Jaszczak phantom and 1M and
3M in Fig. 3.6a and Fig. 3.6b for the Hoffman phantom). Fig. 3.6e presents a comparison for real
data acquisitions.

The behavior of the proposed method with respect to the bias/variance tradeoff is highligh-
ted by comparing the values of normalized mean absolute error (NMAE) and normalized mean
variance (NMV) for the different regularization methods. NMAE and NMV are respectively defi-
ned, for ROI R of N pixels, by :

NMAER =
1

N

N∑

i=1

|fi − f true|
f true

,

NMVR =
1

N

N∑

i=1

(fi − fmean)2

f true
,

(3.17)

with f true being the ground truth value in uniform ROI R, fmean being the mean reconstructed
value in uniform ROI R and fi the reconstructed value of the ith pixel in uniform ROI R.

Considering two different ROIs representing tumors and gray matter in realistic GATE simu-
lations of 3M counts of the Hoffman phantom (Fig. 3.5b), we tried to recover the regularization
parameters of the usual methods and SRS-NIBEM that allow reconstruction of the images with
the same NMV as the HRS-NIBEM reference one. Results are presented in Table 3.1.

Results

For each phantom and each noise level, Fig. 3.6 presents quantitative comparisons of the
mean tumor CRC versus the SD of background noise as a function of the regularization weighting
parameter for each tested reconstruction algorithm. The performance of RS-NIBEM regularization
techniques are appealing. Indeed, for each of the simulations (Fig. 3.6a,3.6b,3.6c,3.6d) and real
acquisitions (Fig. 3.6e), the CRC at any given background SD level is higher than the one obtained
with usual regularization methods. For the HRC-NIBEM reconstructions, which do not make use of
an hyper-parameter to set the balance between data-fitting and the regularization level, the CRC
is higher than the other usual regularization schemes for the same background SD (except for
Hoffman 1M, where HRS-NIBEM CRC is slightly lower than MAP-EM TV and the patch-based edge-
preserving method (Wang et Qi 2012)), thus highlighting the competitiveness of this method.
The SRS-NIBEM reconstruction is likely to be more robust than usual regularization schemes, and
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(a) Hoffman 1M counts (b) Hoffman 3M counts

(c) Jaszczak 100k counts (d) Jaszczak 1M counts

(e) Jaszczak-like real acquisition (f) Legend

Figure 3.6 – Contrast recovery curves of tumor (Hoffman phantom) and hot spheres (Jaszczak
phantoms) versus background SD for the different regularization techniques. The curves were
obtained by varying the corresponding regularization weighting parameters.

the quality competitiveness of this approach in terms of CRC is even more noticeable for low
SD values, thus highlighting that SRS-NIBEM allows us to reconstruct regularized images with a
CRC in acceptable ranges. It is also interesting to note the CRC peak obtained for SRS-NIBEM in
Fig.3.6b and Fig.3.6e, that can be considered as the rupture point of the balance between the
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data-fitting and regularization level. Indeed, from that point, SC allows TV regularization to get
the upper hand on the data fitting constraint. Speaking of complexity, the computation time
to obtain a reconstruction of Hoffman 3M phantom for MAP-EM TV algorithm lasted 7.5s. By
comparison, 200 iterations of SRS-NIBEM lasted 46.1s (24.1s for NIBEM CI reconstruction and
22s for the 200 iterations of SRS).

ROI HRS-NIBEM MAP-EM quadratic MAP-EM TV Patch-based (Wang et Qi 2012) Early-stop SRS-NIBEM

Regularization

parameter
free β = 0.003 β = 0.1 β = 0.07 It = 53 ItReg = 21

NMV 1.656 1.567 1.658 1.604 1.650 1.614

Tumor

3 :1 ratio

NMAE 0.361 0.432 0.388 0.390 0.434 0.344

Regularization

parameter
free β = 0.013 β = 0.4 β = 0.6 It = 22 ItReg = 20

NMV 0.891 0.873 0.901 0.898 0.870 0.894

Tumor

2 :1 ratio

NMAE 0.177 0.193 0.187 0.186 0.197 0.162

Regularization

parameter
free β = 0.025 β = 0.4 β = 0.6 It = 21 ItReg = 15

NMV 1.501 1.500 1.490 1.490 1.501 1.509

Gray matter

1 :1 ratio

NMAE 0.165 0.162 0.158 0.160 0.155 0.155

Table 3.1 – Quantitative bias-variance tradeoff comparison for different ROI of 3M counts
Hoffman phantom simulation

To visually highlight the CRC comparison presented here, in Fig. 3.9 we present the recons-
tructions of ML-EM, HRS-NIBEM and SRS-NIBEM having the higher CRC for a real Jaszczak-like
phantom. For better CRC levels, RS-NIBEM methods clearly achieve more interesting statistical
variance levels.

Table 3.1 presents the NMAE obtained for each methods for the same NMV. For both tumors
and gray matter, best results were obtained with SRS-NIBEM. The second better results were
obtained with HRS-NIBEM for tumors but not for gray matter.

Globally, RS-NIBEM methods allow us to obtain better results than usual regularized recons-
truction methods, for both uniform large regions (SRS-NIBEM should be preferred) and small tu-
mors. As expected, HRS-NIBEM gives interesting results for small tumors because the HC constraint
prevents the solution from over-smoothing and thus tends to prevent the reconstructions from
partial volume effects. However, SRS performs better, for the same NMV level, than HRS-NIBEM
in terms of NMAE, especially in large uniform regions. Indeed, as the gray matter is a large and
uniform ROI, the TV regularization term associated with the SC constraint allows to better reco-
ver the uniformity of the ROI because the penalty substantially reduces the perturbation of noisy
pixels for which the ground truth is not included in the intervals reconstructed with NIBEM.

To visually highlight the results showed here, in Fig. 3.7, we present the reconstructions with
same variance level (NMV ≈ 1.5) as HRS-NIBEM in gray matter (1 :1 ratio) of 3M counts of the
Hoffman phantom.
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(a) MAP-EM quadratic (b) MAP-EM TV (c) Patch-based (Wang et
Qi 2012)

(d) ML-EM (e) HRS-NIBEM (f) SRS-NIBEM

Figure 3.7 – Typical reconstructions with regularization parameters chosen to obtain the same
spatial variance (NMV=1.5) in the gray matter of an Hoffman brain acquisition for 3M counts.
The same colorscale was used for all figures.

In the last experiments, we investigated the NMAE obtained for the same NMV with different
reconstruction algorithms. Now, for each algorithm, we computed reconstructions until reaching
the regularization hyper-parameter that allows us to obtain the smallest global NMAE possible.
Considering the corresponding reconstructions of 100k Jaszczak phantom, we compared the
best achievable global NMAE and the NMV in the background (1 :1 ratio) between the different
reconstruction algorithms. The best results were obtained with RS-based methods and MAP-
EM TV. The corresponding reconstructions are presented in Fig. 3.8. Other usual methods gave
the following results : MAP-EM quadratic : NMAE=0.089, NMV1:1=0.350 ; Gaussian smoothing :
NMAE=0.093, NMV1:1=0.479 ; ML-EM : NMAE=0.086, NMV1:1 = 0.256. Thus, except for MAP-EM
TV which also gives interesting results, SRS-NIBEM performs two times better in terms of global
NMAE and NMV in the background than the usual regularization methods. For HRS-NIBEM, the
quantitative improvement is about 60% in terms of global NMAE and background NVM. As men-
tioned, for this experiment where "L1 like" priors are more adapted, MAP-EM TV gives interesting
results, but still not as effective as those of SRS-NIBEM. Interesting quantitative properties have
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(a) MAP-TV /
NMAE=0.043 /
NMV=0.164

(b) HRS-NIBEM
/ NMAE=0.053 /
NMV=0.153

(c) SRS-NIBEM
/ NMAE=0.034 /
NMV=0.121

Figure 3.8 – Typical reconstructions with regularization parameters chosen to obtain lower
global NMAE possible for 100k Jaszczak simulation (only MAP-TV, HRS-NIBEM and SRS-
NIBEM are presented since they provided the best results in terms of global NMAE here).
NMV values in the background (1 :1 ratio) for the same parameters are also displayed. The
same colorscale was used for all figures.

been found for both HRS-NIBEM and SRS-NIBEM reconstructions, however it is worth mentioning
that point-like artifacts can be present in HRS-NIBEM reconstructions (Fig.3.7e,3.8b). SRS-NIBEM
was designed to reduce these artifacts. It gave both quantitatively (Table. 3.1) and qualitatively
(Fig.3.7e,3.8c,3.12c,3.12f) improved results when choosing the optimal ItReg parameter. As the
computational cost to perform SRS-NIBEM reconstructions for different regularization levels is re-
latively low, SRS-NIBEM seems a better option for clinical use. Indeed, the choice of regularization
level could be left to the physician as it is directly related to the iteration number of the second
step. This operation would be computationally inexpensive as it only consists of saving all itera-
tions of the SRS step.

Statistical sensitivity to partial volume effects

After investigating the spatial bias and variance properties of the propose RS-NIBEM frame-
work, we proposed in this section to investigate the sensitivity to partial volume effects of the
reconstructed estimates.
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(a) ML-EM (b) HRS-NIBEM (c) SRS-NIBEM

(d) Intensity profiles along vertical line through the biggest ROI

Figure 3.9 – Real Jaszczak-like reconstructions with higher CRC for a) ML-EM, b) HRS-NIBEM
and c) SRS-NIBEM and d) horizontal profiles through the center of the biggest hot sphere. For
vizualization matter, data were normalized in order to obtain a mean background value of 1.
Ratio expected between hot sphere and background is 4 :1.

Simulated setup

For this experiment, we used the same simulation setup as previously defined. In order to in-
vestigate the statistical variability of the estimates, we simulated, for both Jaszczak and Hoffman
phantoms, K = 100 statistical replicates for each considered count level.
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Data analysis

For the Jaszczak phantom, for the K reconstructions performed, for each sphere section
i∈{2,4} (with i being the index of the sphere sections from smallest to biggest), the Central In-
tensity Recovery CIRpi,k for the central pixel pi of each sphere of index i, for each replicate k,
was computed as :

CIRpi,k =
fpi,k

f true
pi

, (3.18)

with fpi,k being the intensity value of pixel pi for replicate k, and f true
pi,k

being the ground truth
expected value for this same pixel.

For the Hoffman phantom, we also computed CIRpi,k as in Eq. 3.18, for each tumor i∈{2,3}

(with i being the index of the tumor from the smallest activity ratio (1.5 :1) to the highest activity
ratio (3 :1) as displayed in Fig. 3.6).

The parameters that allow us to achieve the smallest global NMAE in the whole image of the
first replicate for both Jaszczak and Hoffman phantoms were used for this experiment.

To quantitatively compare the sensitivity of the reconstruction methods in terms of partial vo-
lume effect, we computed the SRC through the K repetitions for each ROI of each phantom. The
results are presented in Fig. 3.10 for Jaszczak phantoms and in Fig. 3.11 for Hoffman phantoms.

Results

Concerning Jaszczak phantoms, the statistical sensitivity of the reconstructed estimates to
partial volume effects using the proposed approach is appealing. Indeed, HRS-NIBEM and SRS-
NIBEM CIRs are always better than CIRs obtained with usual methods either for mean bias or
dispersion. While the mean bias obtained with HRS-NIBEM and SRS-NIBEM are slightly higher
than those obtained with the usual method, the difference remains in a reasonable range. This
statement is valid for both count levels. Dispersion is always smaller for SRS-NIBEM, and com-
parable to that obtained with the most efficient usual regularization scheme in terms of CIR for
HRS-NIBEM.
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(a) 100k counts

(b) 1M counts

Figure 3.10 – CIR for Jaszczak phantoms

Experiments carried out on the more realistic Hoffman phantom confirmed this trend. Quan-
titative results of statistical sensitivity to partial volume effects for both SRS-NIBEM and HRS-
NIBEM reconstruction techniques are appealing in terms of mean bias, with a reasonable estima-
ted dispersion. In terms of dispersion, they are overtaken by MAP-EM methods and patch-based
edge-preserving method that however give worse CIR mean bias.

For visual assessment of the proposed framework, real data acquired with a Siemens Biograph
mCT 20 Flow scanner 30 minutes after injection of 2.5 Mbq/Kg of 18F-FDG were reconstructed
using the proposed framework. Typical reconstructions of a transaxial-slice of an healthy control
and a patient suffering from Alzheimer disease in clinical acquisition conditions are presented in
Fig. 3.12. Reconstructions are qualitatively compatible with clinical routines.
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(a) 1M counts

(b) 3M counts

Figure 3.11 – CIR for Hoffman phantoms

Conclusion

We proposed in this paper a new framework for PET reconstruction involving CI-based constrai-
ned TV regularization. One of the features of the proposed methodology lies in the fact that
the reconstruction scheme is a two-step process. We propose first to focus on reconstructing
a convex-set of admissible solutions that ensure the data fidelity and then, in a second step, to
select the most appropriate image according to a regularization criterion under the constraint
established in step one.

In this paper, the proposed methodology was put into practice using, for the first step, a new
class of algorithms that focus on statistical noise quantization. It makes it possible to reconstruct
stable and reliable CI. For the second step, the widely used TV regularization function was used.
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(a) fcenter (b) HRS-NIBEM (c) SRS-NIBEM

(d) fcenter (e) HRS-NIBEM (f) SRS-NIBEM

Figure 3.12 – Reconstruction of a trans-axial slice of a healthy control (bottom row) and an
Alzheimer’s disease patient (top row). Data were acquired in clinical setting and reconstructed
using the proposed framework. (a) and (d) are obtained in output of the first step. (b,c,e,f) are
reconstructed with image smoothness compatible with visual interpretation. The same colormap
is used for all of the presented slices.

In particular, we investigated the properties of RS-NIBEM algorithms in terms of the spatial and
statistical bias/variance trade-off. We showed with simulated and real data that HRC-NIBEM re-
constructions have appealing properties compared to the usual regularization schemes in terms
of the bias/variance balance. The combination between the hard constraint and the reconstruc-
ted CI used in this framework allows for the design of a regularized algorithm that does not make
data-fitting compromises when regularizing the solution. Indeed, the CI-constraint is a guaran-
tee that over-smoothing will not occur. An alternative to the hard constraint was also proposed.
The proposed soft constraint takes into account the fact that currently reconstructed CI are not
100% CI. The SRS-NIBEM allows us to reconstruct images with even more accurate variance levels,
keeping bias in reasonable ranges compared to usual regularization procedures. Within this confi-
guration, the regularization level needs to be set by early-stopping the second step. However, the
optimization algorithm used (Chambolle et Pock 2010) was proven to be fast and efficient. It
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is thus straightforward to reconstruct and select the reconstruction that best fits the expected
level of regularization.

RS-NIBEM has a potential scope of applications in detecting small lesions, which is particularly
relevant for oncological imaging in which partial volume effects appear critical. Low-dose PET
reconstruction would undoubtedly benefit from such an approach.

To conclude, it is also important to mention that the proposed framework is generic. Indeed,
it would benefit from further work on CI reconstruction and from using more sophisticated regu-
larization functions such as (Bredies, Kunisch et Pock 2010). The HRS-NIBEM algorithm would
still benefit from its over-smoothing prevention nature. Nevertheless, other more complex soft
constraints could be worth considering by for example, making use of prior anatomical informa-
tion knowledge obtained by using anatomical imaging such as CT or MR. Within this framework,
design of regularization procedures for specific clinical application tasks could also be the focus
of further studies.
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Introduction

In the traditional approach, inverse based regularized reconstruction techniques consist in
minimizing a criterion ǫ of the form :

ǫ(X) = ǫ1(H(X, Y)) + β.ǫ2(X), (3.19)

that gathers a data-fitting term ǫ1, that expresses how the output image X is linked to the in-
put measurements Y via the observation model H, and a regularization term ǫ2 that aims at
discarding inappropriate solutions, preventing over-fitting. Those two terms have to be balanced
thanks to a parameter β used to control the regularization level of the solution. Once both ǫ1 and
ǫ2 criteria are chosen (usually expressed as a norm of the output error for ǫ1 and of a sparsifying
transform of the reconstructed image for ǫ2), the most challenging problem is to choose the pa-
rameter β. Even if some methods present a way to find a suitable value of β (Kilmer et OLeary
2001), this choice remains difficult and fully dependent on the image content. Thus many au-
thors still prefer to regularize the solution by an early stop of an un-regularized reconstruction
process (Nemirovskii 1986 ; Flemming 1990) or to achieve a post-regularization (i.e. a smoo-
thing of the obtained image) rather than minimizing a regularized criterion. All these methods
have in common that setting their regularization parameter (β or iteration number) is difficult
and image content dependent.

In this paper, we propose an innovative solution to the problem of balancing data-fitting and
regularization, which we call "regularized selection". We propose to first select a convex set of
images that fully satisfy the first criterion ǫ1, and then to select, in this convex set, the image that
minimizes the regularization criterion ǫ2.

This method is based on previous works that consider more deeply the fitting term H. In fact,
digital signal-image processing usually relies on an underlying real-valued continuous model, while
the processing is achieved by an algorithm working in the digital space, i.e. an integer-valued dis-
crete space. This kind of methods make extensive use of kernels to ensure the interplay between
continuous and discrete space. The choice of a particular kernel (e.g. bicubic) can have a major
effect especially in inverse based image processing reconstruction techniques. In the last decade,
a new generic approach has been proposed in the literature to lower the impact of the discrete-
to-continuous interplay modeling in image processing (e.g. (Strauss et al. 2009) in tomography,
(Graba et Strauss 2016) in image upsampling, (Destercke et Strauss 2012) in low-pass filte-
ring or (Graba et al. 2013) in super resolution reconstruction). This approach mainly consists in
modeling scant knowledge of the appropriate discrete to continuous interplay by using a non-
additive neighborhood function (Graba, Comby et Strauss 2017) that models a convex set of
conventional methods. Due to this modeling, the resulting image is interval-valued, i.e. each pixel
value is a real interval. After convergence, this interval-valued image represents the convex set of
images that satisfy the first criterion. Until now, the center image has been used to gather the
information of the interval-valued image, since this center image is the closest, in the sense of
the Haussdorf distance, to the obtained interval valued image. However, the central image being
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rather noisy when the reconstruction process is carried out till convergence, the reconstruction
had to be early stopped to ensure a kind of regularization.

In this paper, we present a method that uses the interval-based modeling of inverse problems
to introduce a new regularization paradigm : the regularized selection. This method has two ad-
vantages : it does not require an early stop of the un-regularized interval-valued reconstruction
anymore, and the regularized image is protected from over-smoothing by the interval constraint.
We illustrate the performance of this approach by applying this new regularized selection me-
thod to the super-resolution (SR) technique proposed in (Graba, Comby et Strauss 2017) and
comparing it to other competitive and regularized SR methods. Naturally, such a regularization
can be used for any of the above mentioned interval-valued inverse based approaches (Strauss
et al. 2009 ; Graba et Strauss 2016 ; Destercke et Strauss 2012; Graba et al. 2013).

Interval-valued image processing techniques

Most inverse based image reconstruction approaches rely on a model of the form :

Y = F(X, κ, η), (3.20)

linking the observations Y to the image to be reconstructed X via two kernels : κ, the interpo-
lation kernel and η, the PSF of the sensor. The reconstruction of X consists in minimizing ǫ as
defined in (3.19) with H(X, Y) = Y − F(X, κ, η). In this framework, the role of κ is to ensure
the interplay between the discrete domain Ω, where measurements and image to be reconstruc-
ted are defined, and the continuous domain, where the fitting problem is defined. η is the point
spread function (PSF) of the measuring device. For example, in SR problems, κ is an interpolation
kernel used to align the low resolution images on the high resolution image to be reconstructed,
while η is the PSF of the imager.

Interval-valued inverse based reconstruction techniques consist in replacing at least one of
the two kernels (κ or η) by a maxitive kernel (Loquin et Strauss 2008). This replacement allows
to represent the fact that the model is imprecisely known, since a maxitive kernel represents a
convex family of usual kernels. For example, in (Graba, Comby et Strauss 2017), a maxitive ker-
nel π has to be chosen to define a convex set M (π) of the possible PSF of the imager, while the
bilinear kernel κ ensures the interpolation. Note that trying to regularize an interval-valued pro-
cess like a precise one would not be relevant because regularization would apply on the bounds
of the reconstructed intervals, which makes no sense according to the modeling we present here.
This is the reason why every interval-valued image processing techniques presented in the litera-
ture (Strauss et al. 2009 ; Graba et Strauss 2016; Destercke et Strauss 2012 ; Graba et al.
2013) consider β = 0. The imprecise model is thus of the form :

Y = [Y, Y] = F(X, κ, π), (3.21)
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where X is the image to be reconstructed and Y the set of all the images that would have been
obtained by using expression (3.20) with η ∈ M (π). When ǫ1 is chosen to be the L2 norm, then
the reconstruction process can be ensured by using the extension of the Schulz iterative algo-
rithm proposed in (Strauss et Rico 2012). Inverting expression (3.21) consists in starting from
a precise observation Y, estimating the convex set X of reconstructed images that minimizes
ǫ1(Y − F(X, κ, η)) with η ∈ M (π). In (Graba, Comby et Strauss 2017), this solution has been
proposed to solve an SR interval-valued inverse problem, leading to reconstruct an interval-valued
high resolution HR image X.

Regularized selection for interval-valued images

The regularized selection techniques consists in considering the reconstructed interval-valued
image X (representing the convex-set of admissible images) to select the most appropriate can-
didate according to the chosen regularization criterion ǫ2. The selection uses the widely used
primal-dual algorithm presented by Chambolle and Pock in (Chambolle et Pock 2010).

Chambolle-Pock algorithm

The Chambolle-Pock algorithm is an efficient and robust method to solve a problem of the
form :

min
X∈RN

F (A.X) + G(X). (3.22)

with A being a linear operator, and F and G being two proper, convex, lower-semi-continuous
(l.s.c) functions.

To be as simple and as straightforward as possible, let us use the proximal (Combettes et
Pesquet 2011) formulation of the primal-dual algorithm. Its general form is :





v(k+1) = proxνF ∗(v(k) + νAw(k))

u(k+1) = proxµG(u(k) − µA∗v(k+1))

w(k+1) = u(k+1) + θ(u(k+1) − u(k)),

(3.23)

with proxF (X) = argmin
Y

(F (Y) +
1

2
|X − Y|2

2
), | • |2 being the L2 norm, µ, ν and θ being real

numbers.
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Regularized selection for proper, convex and lower-semicontinuous regularization cri-

teria

Considering a regularization criterion ǫ2 being a proper, convex and lower-semi-continuous
(l.s.c) function, the regularized selection problem can be solved with the algorithm presented
above. In this particular case, A is the identity matrix, F = ǫ2 is the regularization criterion, and
G = i

X
is the convex indicator function that ensures that the solution X is included into the

convex set of admissible images X. i
X

is defined by :

i
X

: X Ô→ i
X

(X) =





0 if X ∈ X

+∞ if X /∈ X,
(3.24)

X is seen here as an optimization constraint. The general form of the regularized selection pro-
blem can be expressed as :

min
X∈Ω

ǫ2(X) + i
X

(X). (3.25)

A sufficient condition for the Chambolle-Pock algorithm to converge is νµ‖A‖2 < 1. In this case,
setting ν = 1 and µ = 1/2 fulfills this condition as the linear operator A is the identity matrix.
Note that θ is set to 1, like in the third section of (Chambolle et Pock 2010) and that it is possible
to compute the proximal of the convex conjugate F ∗ of F with the relation proxF ∗(X) = X −
proxF (X) for X ∈ Ω.

Using these settings, the problem (3.25) can be solved by Algorithm 6.

Regularized selection with L1 and L2 norm based criteria

In order to illustrate the performance of the proposed method, the regularized selection is
presented in the context of SR reconstruction. We chose the widely used Total Variation (TV)
(Rudin,Osher et Fatemi 1992) and the squared L2 norm of the image derivative as regularization
criteria ǫ2. The latter are respectively denoted C1 and C2. They are defined as :

C1(X) =
∑

Ω

|∇(X)|2.

C2(X) =
∑

Ω

|∇(X)|2
2
,

(3.26)

with ∇ being the discrete gradient approximation operator, and Ω being the definition space of
the image X.
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Algorithm 6 Chambolle-Pock iterative algorithm for regularized selection of interval-valued
images

Require: Convex set of images X.

Initialization :
v(0) = 0, X(0) = 0, w(0) = Xcenter with 0 being the null vector and Xcenter the central

image.

Step 1 - ǫ2 minimization step :
v(k+1) = v(k) + w(k) − proxǫ2

(v(k) + w(k))
Step 2 - Projection on X :

X(k+1) = proxi
X

(X(k) − µv(k+1))

Step 3 - Update :
w(k+1) = 2.X(k+1) − X(k)

Ensure: Regularized selection X.

To use the algorithm presented above, we computed proxC1
with the method described in

(Jacques, Hammond et Fadili 2011) and proxC2
with the conjugate gradient algorithm.

Experiments

To compare the proposed C1 and C2 regularized selection methods, we used the well known
L1 and L2 regularized IBP methods (Irani et Peleg 1991 ; Zomet et Peleg 2000). We use the
implementation provided in the MDSP software 1. The interval-based super-resolution method
we use is presented in (Graba, Comby et Strauss 2017), where the central image is used to
make the comparison with state of the art methods. The experiments presented in this section
are made on both synthetic and natural images.

In both experiments, we consider only the case where movements between images are pure
translations. In (Graba, Comby et Strauss 2017), the number of iterations of the reconstruction
algorithm is set to 8. Here, this number is set to 20 to ensure that no implicit regularization is
performed by early stop of the iterative process.

1. https ://users.soe.ucsc.edu/∼milanfar/SR-Software.html
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Experiment with synthetic images

In this experiment, we use an HR image of the Eia target. The Low Resolution (LR) image
sequence is obtained by down-scaling by a factor of 4 each HR corresponding image using an
Epanechnikov interpolation kernel. Registration is achieved by considering the translation values
used to mimic LR acquisitions. As the reference image is available, we selected the β parameter
that provides the best PSNR with both IBP L1 and L2 reconstructions. Thus, we set β = 0.015

for IBP L1 and β = 0.005 for IBP L2. For the regularized selection, the minimization of the regu-
larization function was run until convergence for both C1 and C2 selections.

SR
method

Iterative back-projection
Precise Imprecise

Regularization
cost function

L1 L2 C1 C2

PSNR 19.635 17.935 20.653 19.097

Table 3.2 – Quantitative assessment of the proposed method

Table 3.2 shows that the regularized selection leads to a higher PSNR value in both C1 and
C2 cases. C1 and C2 selection are closer, in PSNR, to the original image, than their respective
competitors IBP L1 and IBP L2.

In Fig. 3.13 (a-f), we can observe that only IBP L2 remains with Gibbs effects. Even if these
artifacts disappear with the C2 selection, the quadratic nature of the regularization term leads
to a blurred image. The results are more significant with L1 regularization terms. The best IBP
L1 is close to the C1 selection, but we can notice that C1 selection leads to a better separation
between the white and black strips.

Fig. 3.14 illustrates the behavior of the regularized selections that satisfy both data-fitting
(interval constraints) and regularization term. We can see that the properties of the regularization
terms are respected. The C1 selection separates the strips with a step profile, while C2 selection
tends to smooth the image.

Independence of the method w.r.t. the data

The following qualitative experiment is based on 9 shifted natural acquisitions of a book cover.
It aims at showing the independence of our regularization method with respect to the content
of the image (we focus on L1 regularization criterion here).

To reconstruct the IBP L1 HR image of the book cover presented in Fig. 3.15, we select
β1 = 0.005 and β2 = 0.013 that respectively give the better trade-off between edges preser-
vation and smoothing in the right and left zoomed image patches. We can see in Fig. 3.15 (a)
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(a) Ground truth (b) IBP L1/β = 0.015 (c) IBP L2/β = 0.03

(d) Central image (e) C1 selection (f) C2 selection

Figure 3.13 – HR reconstructions of Eia target with different methods.

that the reconstruction with β1 that gives satisfying detail preservation in the right patch, gives
poor results (Gibbs artifacts) in the left patch. Conversely, as presented in Fig. 3.15 (c), the re-
construction with β2 that gives better results for the left patch, results in an important lost of
the flower details in the right patch. This experiment highlights the image content dependence
of the β choice. As opposed to the β dependent regularized reconstructions, we can observe
in Fig. 3.15 (b) that the C1 selection has an interesting balance between preserving the edges
and smoothing the more homogeneous parts of the image. Indeed, the right and left patches
obtained with regularized selection are at least as satisfactory as the best IBP L1 right and left
patches. Notice that another advantage of this method is that, as the reconstruction process is
independent of the regularization, it can be performed as a post-processing. If the user is not
satisfied by the result, it would then be both easy and fast to perform regularized selections with
other regularization criteria.

Conclusion

In this paper, we presented a new method of regularization, that we called regularized selec-
tion. This method applies to interval based signals. We illustrated the behavior of the method
on super-resolution reconstruction examples. Using the interval-based algorithm presented in



3.3. Application en super-résolution 125

Figure 3.14 – C1 and C2 regularized selection profiles

(Graba, Comby et Strauss 2017), we showed that the presented method is easy to use, and
leads to more homogeneous and robust results than its state-of-the-art competitors. This me-
thod has the advantage not to require any regularization parameter. The fact that the regularized
selection is a posteriori allows to run different regularized selections in the set of admissible so-
lutions in a reduced amount of time, while usual regularized methods require the algorithm to
restart from scratch with every new type or weight of regularization. In further works, we will try
to find and adapt other regularization criteria to other applications.
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(a) IBP L1 / β1=0.005

(b) C1 selection

(c) IBP L1 / β2=0.013

Figure 3.15 – Comparison of IBP L1 and C1 selection on a book cover

3.4 Discussion

La contribution que nous avons proposée se base sur l’idée que la régularisation du problème
tomographique peut être vu comme un problème d’optimisation sous contraintes dans lequel la
contrainte est le terme d’attache aux données. Au travers des deux articles présentés dans ce cha-
pitre, nous nous sommes concentrés sur des méthodes de reconstruction directe par intervalles.
Cependant, ce qui fait la richesse de l’approche proposée est qu’elle est complètement générique
et qu’elle ne se limite pas à ce que nous avons présenté ici, autant dans le choix de la méthode
de reconstruction, de la méthode d’optimisation que de la contrainte imposée pour le terme d’at-
tache aux données. Par exemple, nous pourrions parfaitement envisager utiliser cette stratégie
de reconstruction avec une approche bootstrap (Buvat 2002). Cette dernière aurait le double
intérêt de permettre d’estimer des intervalles de confiance, mais également, comme cette mé-
thode fournit directement une estimation de la distribution statistique associée aux données, il
serait complètement possible d’envisager utiliser cette information pour proposer une contrainte
plus spécifique. Il serait également intéressant de réfléchir à une manière d’intégrer des informa-
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tions a priori telles que des informations anatomiques issues du CT mais surtout de l’IRM. Sur
les exemples proposés, cette approche permet d’obtenir des résultats probants, autant quanti-
tativement que qualitativement, en comparaison aux données la littérature. Malgré ce, et pour
toutes les possibilités d’amélioration énoncées plus haut, les travaux présentés dans ce chapitre
pourraient n’être qu’une introduction.
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4.1 Préambule

Une partie conséquente de l’activité clinique de la TEP en médecine nucléaire se concentre
sur l’oncologie et le diagnostic de démences. Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés
à la deuxième application. Le traceur utilisé est le 18F-FDG, ce dernier étant reconnu comme un
marqueur sensible du dysfonctionnement de l’activité synaptique (Giovacchini et al. 2011) et
ainsi de la dysfonction cérébrale précoce (Anchisi et al. 2005 ; Silverman et al. 2001). En TEP,
le diagnostic de démences repose principalement sur la comparaison de ROIs. Après reconstruc-
tion de la cartographie métabolique cérébrale 3D du patient, certaines régions connues pour être
spécifiquement atteintes par la démence recherchée sont analysées, à la recherche d’un éven-
tuel hypométabolisme, ce dernier serait le marqueur d’une activité synaptique déficiente et donc
en faveur du diagnostic de démence (voir Figure 4.3 pour illustration). Nous proposons dans ce

129
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chapitre une méthodologie semi-automatique complète, allant de la reconstruction à la classifi-
cation "atteint" vs "non atteint", basée sur les intervalles de confiance, pour proposer une aide
diagnostique au médecin nucléaire.

Figure 4.1 – Coupe cérébrale reconstruite d’un patient atteint de la maladie d’Alzheimer. Mise
en évidence d’un hypométabolisme franc au niveau du lobe temporal gauche.

A notre connaissance, l’exclusivité des méthodes décrites dans la littérature ayant pour ob-
jectif d’aider au diagnostic de démences à l’aide de données TEP se basent sur une approche com-
parative par rapport à une base de données d’une manière ou d’une autre. La base de données
validée sert de référence, permettant soit par l’apprentissage (Ding et al. 2018 ; Liu et al. 2018 ;
DeCarli et al. 2019) soit par comparaison directe voxels à voxels relativement à un grand nombre
de reconstructions contrôles (Cerami et al. 2014 ; Perani et al. 2014 ; Yamane et al. 2014 ; Ca-
miniti et al. 2018 ; Brugnolo et al. 2019), de fournir un score de dissimilarité de chaque région
par rapport à la référence. L’interprétation de ces scores permet de proposer une classification et
un diagnostic semi-automatique des patients analysés. Ces approches nécessitent d’importantes
bases de données pour garantir une certaine robustesse. Les bases sont souvent construites de
manière multi-centriques et une multitudes de données cliniques et paracliniques sont récoltées
(nous pensons par exemple à la base Alzheimer’s Disease Neuroimaging Initiative (ADNI) (Petersen,
Aisen et Beckett 2010) pour la maladie Alzheimer).

Comme décrit dans le Chapitre 2, aucune méthode de reconstruction classique ne permet
d’estimer la statistique associée aux données reconstruites (dans des temps raisonnables). Il est
difficilement envisageable de comparer directement deux ROIs de manière robuste et donc, en
l’état, de s’affranchir des bases de données pour la comparaison. Dans ce chapitre, nous propo-
sons un exemple d’application clinique concret de la reconstruction intervalliste dans le contexte
d’aide au diagnostic de démences. Un algorithme comme NIBEM permet de fournir une informa-
tion intervalliste sur la statistique des données reconstruites et offre l’espoir de pouvoir proposer
une approche indépendante de toute base de données pour l’aide au diagnostic de démences.

La prise de décision de l’approche diagnostique proposée dans la suite de ce chapitre ne né-
cessite l’appel à aucune base de données. Cependant, pour valider les performances de cette
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méthode, il est nécessaire d’avoir accès à des données TEP de patients pour lesquels, après suivi,
un diagnostic a été posé permettant de dire s’ils sont atteints ou non par la MA ou par d’autres dé-
mences plus rares. Pour des raisons de stockage, les données brutes de TEP, trop volumineuses,
ne sont pas accessibles dans les bases de données disponibles en libre accès. Comme ces in-
formations sont nécessaires à la reconstruction NIBEM, nous avons nous même construit notre
propre base. Ont été récoltées de manière prospective, au long de ces travaux de thèse, sur l’ac-
tivité du service de médecine nucléaire du Centre Hospitalo-Universitaire (CHU) Gui de Chau-
liac de Montpellier, les données brutes de TEP de patients venant consulter pour suspicion de
démence neuro-dégénérative. Après suivi de l’évolution des patients au cours du temps, deux
groupes ont été constitués, celui des patients contrôles (patients indemnes de toute démence
neuro-dégénérative objectivable à la TEP et à l’évaluation clinique) et celui des patients atteints
de démences (après validation du diagnostic par un gériatre ou un neurologue, sur la base des
différents arguments cliniques et paracliniques à sa disposition). La grande majorité des patients
classifiés comme "atteints" dans la base sont atteints de la MA.

Pour ce travail, les données ont été acquises sur des scanner hybrides TEP/CT Biograph mCT
20 Flow de la marque Siemens Healthineers. Les données ont été pré-corrigées avec le logiciel
e7tools, de la même manière qu’elles le sont en routine clinique. Ensuite, après une étape de
rebinning qui permet de rééchantillonner des sinogrammes 3D en un ensemble de sinogrammes
2D par FORE (Defrise et al. 1997), les sinogrammes correspondant à chacune des 109 coupes
cérébrales ont été reconstruits avec NIBEM.

(a) Avant recalage (b) Après recalage

Figure 4.2 – Différentes coupes axiales reconstruites pour un même patient : avant et après
recalage dans l’espace MNI.
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Procédure de recalage

En TEP, la segmentation de ROIs cérébrales ne se fait pas directement. Elle nécessite généra-
lement une étape de recalage dans un espace de référence dans lequel les différentes ROIs ont
préalablement été segmentées et validées (Brett, Johnsrude et Owen 2002). Le volume 3D à
analyser est recalé dans cet espace, ce qui permet d’associer un label de ROI à chaque voxel du
nouveau volume. Dans ces travaux préliminaires, nous avons décidé de nous intéresser aux ROIs
les plus significatives et de nous limiter à une comparaison ROIs vs leur symétrique controlatéral
(droit et gauche) uniquement : les lobes temporaux, temporaux médians et pariétaux.

Figure 4.3 – Segmentation des données tep recalées dans l’espace MNI. Vue en superposition
avec le template de segmentation AAL2.

Mesure de consistance entre deux distributions d’intervalles

Considérons deux ensembles d’intervalles [f 1
L], ...., [fN

L ] issus de la ROI L 1 et [f 1
R], ...., [fM

R ]

issus de la ROI R 2. Dans notre démarche diagnostique nous cherchons à définir si l’ensemble
[f 1

L], ...., [fN
L ] peut être considéré comme étant statistiquement identique à [f 1

R], ...., [fM
R ]. Si tel

est le cas, nous considèrerons que la première ROI testée n’est pas hypométabolique par rapport
à la seconde ROI testée et vice versa. À l’inverse, une des deux régions est considérée comme
hypométabolique par rapport à son symétrique controlatéral.

Les deux ensembles [f 1
L], ...., [fN

L ] et [f 1
R], ...., [fM

R ] peuvent être considérés comme étant
deux distributions empiriques aléatoires d’intervalles, pour lesquelles chaque élément [f i

L] de L

a le poids 1/N et chaque élément [f j
R] de R a le poids 1/M .

1. L faisant référence à la région d’intérêt gauche
2. R faisant référence à la région d’intérêt droite
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Deux intervalles [f i
L] et [f j

R] sont dits inconsistants si [f i
L] ∩ [f j

R] = ∅ et consistants si [f i
L] ∩

[f j
R] Ó= ∅. La fonction de consistance g([f i

L],[f j
R]) vaut 1 si les deux intervalles sont consistants, 0

si ils sont inconsistants. Si l’on considère la paire [f i
L], [f j

R] et que l’on suppose ces deux intervalles
indépendants, le poids 1/N.M peut être associé à la paire. Sous cette hypothèse, la manière la
plus courante de calculer une mesure de consistance entre les deux ensemble dans la théorie des
fonctions de croyance est de considérer la masse cumulée sur les paires qui sont consistantes
(correspondant à 1-le nombre de paires inconsistantes). La mesure de consistance IR entre les deux
régions L et R utilisée est ainsi définie par l’équation :

IRL,R =
1

NM

N∑

i=1

M∑

j=1

g([f i
L], [f j

R]). (4.1)

Comparaison des résultats

Dans ces travaux, nous sommes focalisés sur une comparaison par rapport au logiciel Scenium
proposé par Siemens Healtineers sur ses consoles TEP. Ce logiciel permet, après recalage dans
un espace identique à celui d’une base de données de reconstructions TEP cérébrales de patients
contrôles appariés en sexe, origine ethnique, et âge, de fournir une information sur la similarité ou
dissimilarité entre la valeur mesurée en chaque voxel de notre volume 3D et celui attendu chez un
patient contrôle "moyen". Le score, exprimé en nombres d’écarts types, informe sur un éventuel
hypo- ou hyper-métabolisme d’un voxel (ou plus souvent utilisé à l’échelle d’une ROI) par rapport
à ce qu’il aurait été attendu chez un patient non atteint par une baisse de l’activité synaptique.
La Figure 4.4 illustre le type de résultats obtenus avec une telle approche. Cette méthode nous
servira de référence par la suite pour l’évaluation des capacités d’aide au diagnostic de la méthode
proposée.
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Figure 4.4 – Analyse par Scenium d’une acquisition tep chez un patient qui sera par la suite
diagnostiqué comme étant atteint de la MA.
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ABSTRACT

Purpose : We appraised the feasibility of brain 18F-FDG PET analysis based on an interval-valued
reconstruction of the 18F-FDG distribution, and assessed its diagnostic performance for
Alzheimer’s disease (AD) diagnosis with comparison to a validated post-processing software.

Method : Brain 18F-FDG PET data from 32 subjects were acquired in a clinical routine setting.
Raw data were reconstructed using an interval-valued version of the ML-EM algorithm (NIBEM).
Subject classification was obtained via interval-based statistical comparison (intersection ratio, IR)
of homologous cortical regions of interest (ROI), including parietal, temporal, and temporo-mesial
cortices. No database or metadata information is required to perform the proposed analysis. PET
images were also post-processed using a validated automated software based on the computation
of ROI normalized uptake ratios (SUVr) with reference to a healthy control database (Siemens
Scenium). Clinical diagnosis made during follow-up was considered as the gold-standard for
patient classification (16 healthy controls, 10 AD patients, and 6 patients with non-AD dementia).

Results : Both methods provided cortical ROI indices that were significantly different between
controls and AD patients. The area under the ROC curve for control/AD classification was similar
(0.95 for Scenium SUVr and 0.91 for NIBEM IR, p = NS). At the optimal threshold, the sensitivity,
specificity, accuracy, positive predictive value and negative predictive value were respectively
100%, 88%, 92%, 83%, and 100% for Scenium SUVr, and 80%, 88%, 85%, 80%, and 88% for NIBEM
IR (all p-values = NS).

Conclusion : Interval-valued reconstruction allows self-consistent analysis of brain 18F-FDG PET
data, yielding diagnostic performances similar to those of a standard post-processing software
using SUVr and reference databases.

K eywords Brain 18F-FDG PET · Alzheimer’s disease · interval-valued reconstruction · ROI comparison.
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Introduction

As the world population ages, early diagnosis of neurodegenerative dementia represents a
challenge for both society and the medical community. It is estimated that 46.8 million people
worldwide were living with dementia in 2015. This number will almost double every 20 years, rea-
ching 74.7 million in 2030 and 131.5 million in 2050 (Prince et al. 2015). Alzheimer’s disease
(AD) is considered as the main etiology of neurodegenerative dementia. AD impairs patient cog-
nitive functions, impacts daily life autonomy, and as such raises major public health policy issues
in terms of home care and institutional placement (Castro et al. 2010). Early diagnosis is a key
feature in current patient management, since treatments become less effective as the patient’s
state worsens.

Considerable effort is ongoing to identify and develop reliable biomarkers of incipient AD
(Bloudek et al. 2011 ; Perani et al. 2016) and other types of dementia (Siderowf et al. 2018) in
order to target individuals who would most benefit from early treatment intervention (Petrella
2013). Among these biomarkers, 18F-FDG positron emission tomography (PET) has been recogni-
zed as a valuable imaging modality for positive and differential diagnosis of neurodegenerative
dementia (Nasrallah et Wolk 2014 ; Bohnen et al. 2012 ; Kato et al. 2016 ; Nestor et al. 2018).
Since absolute quantification of cortical glucose metabolism requires dynamic acquisitions (Ng
et al. 2007b) that seldom fit with clinical constraints, visual interpretation is generally performed
using a static scan (Varrone et al. 2009). 18F-FDG uptake is a sensitive marker of synaptic dys-
function (Giovacchini et al. 2011), and as such it has been shown to have good sensitivity in the
detection of early brain dysfunction (Anchisi et al. 2005 ; Silverman et al. 2001) and monitoring
of disease progression over time (Mosconi et al. 2009). Nevertheless, visual rating of relative
cortical 18F-FDG distribution yields undesirable inter-reader variability (Ng et al. 2007b ; Grimmer
et al. 2016) and sub-optimal specificity, especially among moderately-skilled readers (Lehman et
al. 2012 ; Morbelli et al. 2015).

Several automated semi-quantitative techniques have been developed to overcome these vi-
sual interpretation limitations. Although complex computational approaches showing promising
classification capabilities based on deep learning (Ding et al. 2018), neural networks (Liu et al.
2018) or Support Vector Machine (SVM) (De Carli et al. 2019) have recently been reported,
most semi-quantitative methods rely on statistical mapping of the voxel-based normalized corti-
cal uptake ratio with respect to some reference regions (Cerami et al. 2014 ; Perani et al. 2014 ;
Yamane et al. 2014 ; Caminiti et al. 2018 ; Brugnolo et al. 2019).

The aim of the present study was to assess the feasibility and relevance of brain 18F-FDG
PET analysis based on an interval-valued reconstruction of the 18F-FDG distribution (Kucharczak
et al. 2018 ; Kucharczak et al. 2019). The proposed framework allows for direct estimation of
voxel-wise confidence intervals accounting for the statistical variability of voxel values. Subject
classification was obtained via interval-based statistical comparison between homologous sym-
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Healthy controls
(N=16)

AD dementias
(N=10)

Non AD dementia
(N=6)

Male 9 (56%) 3 (30%) 3 (50%)
Age (yrs) 61 ± 13 [36 77] 76 ± 6 [64 84] * 70 ± 11 [59 85]
Follow-up (days) 158 ± 162 [0 590] 320 ± 204 [101 606] 112 ± 68 [25 222]
Injected activity (MBq) 147 ± 17 [121 173] 141 ± 18 [121 166] 149 ± 24 [126 185]
Plasma glucose level (g/L) 1.06 ± 0.26 [0.71 1.62] 0.96 ± 0.07 [0.85 1.10] 0.95 ± 0.18 [0.8,1.3]
Injection-acquisition delay (min) 30 ± 3 [20 35] 32 ± 3 [30 36] 34 ± 10 [27 55]

Table 4.1 – Characteristics of the study groups. Categorical variables are given as number (per-
centage). Continuous variables are given as mean ± standard deviation [range]. * : significantly
different from healthy controls.

metrical cortical regions of interest. Only raw data from current PET acquisition were required.
Diagnostic performances were compared to those obtained through PET data post-processing
using validated automated software based on the computation of regional normalized uptake
ratios with reference to a healthy control database (Jena et al. 2014).

Materials and methods

Patients characteristics

Thirty-two patients were prospectively recruited from outpatients of the Nuclear Medicine
Department at Montpellier University Hospital from November 2016 to July 2017. All included
patients were referred for brain 18F-FDG PET in routine conditions for assessment of memory
or executive dysfunction. Clinical diagnosis made during follow-up was considered as the gold-
standard for patient classification.

The AD group (10 patients, 3 men and 7 women, 76 ± 6 years, range 64-84 years) was compo-
sed of patients diagnosed with probable AD according to NINCDS-ADRDA criteria (Dubois et al.
2007) during a clinical follow-up of 320 ± 204 days (range 101-606).

The control group (16 patients, 9 men and 7 women, 61 ± 13 years, range 36-77 years) was
constituted of patients with a low pre-test probability of neurodegenerative disease and for whom
18F-FDG PET data were within the normal range, and/or were rated as normal during a clinical
follow-up of 158 ± 162 days (range 0-590).

An additional group of 6 patients with rarer non-AD dementia were also included for explo-
ratory purposes : 1 multiple system atrophy (MSA), 1 progressive supra-nuclear palsy (PSP), 2
diffuse Lewy body diseases (DLBD), 1 fronto-temporal dementia (FTD), and 1 cortico-basal dege-
neration (CBD).



138 Chapitre 4. Validation clinique - diagnostic des démences neuro-dégénératives

PET data acquisition and reconstruction

PET examinations were performed on a Siemens Biograph mCT 20 Flow PET-CT system (Sie-
mens Medical Solutions Knoxville, USA) about 30 min after intravenous (IV) injection of 2.5
MBq/kg of 18F-FDG. Data were acquired in three-dimensional (3D) time-of-flight mode during 10
min. Emission data were corrected for attenuation using the embedded computerized tomogra-
phy (CT) scanner. Random, scatter, and dead-time were also corrected using dedicated manu-
facturer’s tools. Patient characteristics and technical data are summarized in Table 4.1. PET data
were reconstructed twice.

First, PET images were obtained using the routine workflow implemented at our institution
for brain PET imaging. Iterative reconstruction was performed using 3D OSEM (21 subsets, 8 ite-
rations) including PSF correction, followed by a 5, 5, 5 mm Gaussian post-smoothing procedure.
Images were sampled on a 400×400×109 grid with a 2.04×2.04×2.03 mm3 voxel size.

Second, PET data were reconstructed using an interval-valued extension of the maximum li-
kelihood expectation maximization (ML-EM) algorithm (Shepp et Vardi 1982 ; Lange et Carson
1984), called NIBEM (Kucharczak et al. 2018 ; Kucharczak et al. 2019). The main reason for
using this algorithm was to take advantage of its ability to directly reconstruct voxel-wise confi-
dence intervals. The considered confidence intervals accounted for the statistical variability affec-
ting reconstructed voxel values. The confidence level associated with these intervals was shown
to be about 90% (Kucharczak et al. 2018). First, the 3D emission data were rebinned into a
stack of 109 2-dimensional (2D) sinograms using the Fourier rebinning (FORE) algorithm (35).
Then the 2D sinograms were reconstructed using NIBEM on a 200×200 grid with a 4.1×4.1 mm2

pixel size. Reconstructions were performed using 70 iterations, which allows us to reach images
with a similar noise level as obtained with the 3D OSEM algorithm described in the routine work-
flow. Time-of-flight information was not exploited. As the algorithm used was interval-valued, the
measure associated with each voxel i was an interval denoted fi and fi. The central image was
defined as f̂i = (fi + fi)/2. A graphical illustration of the reconstruction procedure is presented
in Figure 4.5.

Patient classification using SUV ratio

The first set of images (3D OSEM) was post-processed using the manufacturer’s tool designed
for statistical analysis of brain PET data (Siemens Scenium) (Jena et al. 2014). PET images were
automatically registered on the Montreal Neurological Institute (MNI) space, then segmented
into cortical regions of interest (ROI), including whole brain, parietal, temporal, and temporo-
mesial cortices. Mean standardized uptake values (SUV) were measured in each cortical ROI and
normalized to the mean whole brain SUV to produce cortical SUV ratios (SUVr). Finally, these
cortical SUVr were converted to standard deviations (SUVr SD) based on reference distributions
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Figure 4.5 – PET data reconstruction step

from age-matched control populations. For a given classification threshold, a subject was consi-
dered as normal if all of the SUVr SDs computed in 6 reference ROIs (parietal left/right, temporal
left/right, and temporo-mesial left/right) were above the threshold. If at least one SUVr SD was
below the threshold, the subject was considered as pathological.

Patient classification using NIBEM

For each subject, the NIBEM central image f̂i was smoothed with a Gaussian kernel of 5, 5,
5 mm FWHM, then spatially registered to the MNI space using the tissue probability map tem-
plate provided by SPM12 (Wellcome Trust Centre, London, UK). NIBEM lower and upper bound
images (respectively fi and fi) were then spatially registered using the same transformation para-
meters. Resulting PET images were sampled on a 91x109x91 grid with cubic voxels. Image voxels
were labeled according to the maximum probability tissue atlas derived from the “MICCAI 2012
grand challenge and workshop on multi-atlas labeling” and provided by Neuromorphometrics, Inc.
(neuromorphometrics.com) under academical subscription. A graphical illustration of the propo-
sed spatial registration procedure is shown in Figure 4.6.

Spatially registered NIBEM images were segmented based on voxel labels to define cortical
ROIs including left and right frontal, parietal, temporal, temporo-mesial, and occipital cortices.
Since asymmetrical cortical uptake in one of these reference regions may be interpreted as a
systematized hypometabolism, and thus a marker of neurodegeneration, the NIBEM data analy-
sis focused on statistical comparisons between symmetrical homologous cortical ROIs (parietal,
temporal and temporo-mesial lobes).

Literature concerning interval-valued distribution comparison remains, to our knowledge, ra-



140 Chapitre 4. Validation clinique - diagnostic des démences neuro-dégénératives

Figure 4.6 – PET data spatial registration step

ther scarce. Although an interval-valued generalization of the Wilcoxon rank-sum test was pro-
posed (Perolat et al. 2015), it appears to be insufficiently informative for the statistical compari-
son required in this present study. Therefore, we propose to compare interval-valued distributions
through a criterion based on the interval intersection ratio. Given a left ROI L gathering N voxels
and a right ROI R gathering M voxels, and given a pair of voxels (i, j) with voxel i inside ROI L and
voxel j inside ROI R, the intersection function g between the two intervals [fL

i] and [fR
j] was

defined as :

g([f i
L], [f j

R]) =





0 if f i
L > f j

R or f i
L < f j

R,

1 else.
(4.2)

The normalized intersection ratio between ROI L and ROI R denoted IRL,R was defined as :

IRL,R =
1

NM

N∑

n=1

M∑

m=1

g([fn
L ], [fm

R ]). (4.3)

IRL,R = 1 means that all intervals of both ROIs intersected. Conversely, IRL,R = 0 means
that none of the intervals intersected between the two considered ROIs. For a given classifica-
tion threshold, a subject was considered as normal if all the intersection ratios computed in 3
reference ROIs (parietal, temporal, and temporo-mesial) were above the threshold. If at least one
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intersection ratio was below the threshold, the subject was considered as pathological. The ROI
segmentation and comparison processes are graphically detailed in Figure 4.7. An illustration of
both post-processing and proposed methods outputs for an AD patient extracted from the data-
base can be found in Figure 4.8.

Figure 4.7 – PET data segmentation and ROI comparison step

Statistical analysis

Differences between the control group and the AD group in the distribution of SUVr SD and NI-
BEM IR computed on a ROI basis were assessed using a Mann-Whitney test. Multiple comparisons
were accounted for using Dunn-Šidák correction. The ability of the two methods in discriminating
between controls and AD subjects was evaluated using a receiver operating characteristic (ROC)
analysis by varying the classification thresholds. Areas under the ROC curve (ROC AUC) were
compared (Hanley et McNeil 1982) and the optimal threshold was defined as that maximizing
Youden’s index (sensitivity + specificity 1). Diagnostic performances of the two methods were
compared using Fisher’s exact test. A p-value ≤ 0.05 was considered as significant. All statistical
computations were performed using MATLAB (MathWorks, Inc).

Results

The distributions of SUVr SD by cortical ROI in controls and AD subjects are presented in Fi-
gure 4.9. The distributions were significantly different in all tested cortical ROIs except for the
right temporal cortex.
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Figure 4.8 – Illustration of a brain 18F-FDG PET analysis for a patient diagnosed with Alzheimer
diseases. Both compared methods are presented.

Figure 4.9 – Box plots of SUVr SD distributions in healthy controls (blue) and AD patients
(orange) according to cortical ROI. Box : median and inter-quartile range. Whiskers : mean ±1.5
standard deviations. Round markers stand for extremal outliers beyond the whiskers limits. P-
values are corrected for multiple comparisons.

Cortical ROI NIBEM IR distributions in controls and AD subjects are presented in Figure 4.10.
The distributions were shown to be significantly different in the three reference cortical ROIs.
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Figure 4.10 – Box plots of NIBEM IR distributions in healthy controls (blue) and AD patients
(orange) according to cortical ROI. Box : median and inter-quartile range. Whiskers : mean
±1.5 standard deviations. Round markers stand for extreme outliers beyond the whiskers limits.
P-values are corrected for multiple comparisons.

ROC AUC Se Sp Acc PPV NPV

SUVr SD 0.95 100% (10/10) 88% (14/16) 92% (24/26) 83% (10/12) 100% (14/14)
NIBEM IR 0.91 80% (8/10) 88% (14/16) 85% (22/26) 80% (8/10) 88% (14/16)
p-value 0.61 0.47 1 0.67 1 0.49

Table 4.2 – Diagnostic performances of SUVr SD and NIBEM IR in differentiating healthy
controls from AD patients computed using the optimal threshold maximizing the Youden’s
index. ROC AUC : area under the ROC curve. Se : sensitivity. Sp : specificity. Acc : accuracy.
PPV : positive predictive value. NPV : negative predictive value.

Figure 4.11 shows the ROC curves obtained by varying the classification threshold of each me-
thod. There was no significant difference between the ROC AUCs obtained by the two methods
(0.95 vs 0.91 for SUVr SD and NIBEM IR respectively, p = 0.61). The diagnostic performances of
the two methods are summarized in Table 4.2.

Figure 4.12 shows the NIBEM IR values in the 6 patients with rare dementia etiologies com-
pared to NIBEM IR distributions in healthy controls.

Discussion

It is well documented that at the first stages of the AD progression, temporal and parietal lobes
are usually affected by amyloid deposition (Lehman et al. 2012). This coincides with neurofibri-
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Figure 4.11 – Receiver operating curves (ROC) of SUVr SD (purple) and NIBEM IR (green) in
differentiating healthy controls from AD patients. Round markers indicate the optimal threshold
maximizing the Youden’s index.

Figure 4.12 – NIBEM IR values in patients with rare dementia etiologies (MSA : multiple system
atrophy. PSP : progressive supra-nuclear palsy. DLBD : diffuse Lewy body disease. FTD : fronto-
temporal dementia. CBD : cortico-basal degeneration). Box plots of healthy control distributions
are given for comparison
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lation deposition that is initially confined in the medial temporal lobe and limbic structures (Ng
et al. 2007b ; Lehman et al. 2012). These disorders tend to be represented as hypo-metabolisms
on 18F-FDG reconstructed images. Visual rating of cortical distribution yields undesirable inter-
reader variability (Ng et al. 2007b ; Grimmer et al. 2016) and sub-optimal specificity, especially
among moderately-skilled readers (Lehman et al. 2012 ;Morbelli et al. 2015). To overcome these
limitations, automated semi-quantitative techniques have been developed to help physicians de-
termine whether the ROI can be considered as hypo-metabolic or not. Hypo-metabolism is not
usually observed symmetrically in the first stages of the disease. It thus would seem intuitive to
make a relative comparison : can the considered ROI be considered as identical in terms of radio-
tracer concentration with respect to its symmetrical counterpart or a reference region? The key
limitation for reliable direct homologous ROI comparison in PET is that no information about the
statistical variability of the reconstructed data is directly available with reconstruction algorithms
used in clinical routine (Kucharczak et al. 2019).

To overcome this problem, most diagnostic assistance techniques recently proposed in the
literature rely on databases. These techniques can be divided into two families. The first one is
artificial intelligence (AI) based : for a very specific task, a convolutional neural network can be
trained using a previously annotated database to classify whether the proposed 18F-FDG PET scan
belongs to a patient suffering from the disease or not. Such approaches can lead to very promising
classification performance (Ding et al. 2018). The second family of approaches rely on statisti-
cal mapping of the voxel-based normalized cortical uptake ratio with respect to some reference
regions (Cerami et al. 2014 ; Perani et al. 2014 ; Yamane et al. 2014 ; Caminiti et al. 2018 ; Bru-
gnolo et al. 2019). Each investigated voxel or ROI is characterized by a score that reflects its
distance to a reference score. The latter is computed based on a database of ethnical-, age- and
sex-matched healthy controls. As previously mentioned, these approaches give promising results.
However, they have certain limitations. The major drawback is that they always depend on the
database on which they rely or from which they have been trained. This raises the question of
the performance variations of these methods due to changes in acquisition equipment, recons-
truction parameters, acquisition conditions, radio-tracer doses, etc. As institution-wide, country-
specific or equipment manufacturer-wide recommendations are and will continue to be different,
it would be very difficult to trust a diagnosis relying only in AI or database-aided techniques.

The method proposed in this article does not compete with the approaches described above.
Rather, it proposes an alternative and a complementary framework to deal with the problem of
ROI comparison in PET. The first clear advantage of this technique, over what has been stated
previously, is that it does not depend on any database. Only raw PET acquisition data is needed.
Through the reconstruction of confidence intervals, what is proposed is to directly compare re-
gions of interest of the same reconstruction on the basis of the intersection ratios. In this paper,
it has been shown that this approach gives diagnostic performances that are statistically compa-
rable to a validated post-processing software for AD diagnosis. Experiments carried out on cases
with rare dementia etiologies also illustrated that the obtained NIBEM IR are able to discriminate
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specific regions that could be affected in these particular diseases.

The current approach has, however, some limitations. Concerning the clinical validation, the
number of patients included remains limited. Indeed, as this method requires access to raw PET
data, it is impossible to use databases such as ADNI (Petersen, Aisen et Beckett 2010) because
associated raw data are usually not available. It thus could be interesting to validate the results
on a more consistent database. Regarding the approach, the study was limited to a symmetric
comparison regarding three specific cortex regions. For further studies, it could be interesting to
consider extending the proposed framework for comparison of normalized interval-valued ROI.
Indeed, this would avoid limiting the analysis to homologous cortical region comparisons and
would make it possible to compare identical ROI on two different PET scans from the same pa-
tient acquired at two different times. It could thus enhance monitoring of disease progression
over time. Theoretical improvements on statistical testing of interval-valued distributions would
also benefit the diagnosis performance. However, this is beyond of the scope of this paper. The
preliminary and original results presented here highlighted that clinical routine will directly benefit
from theoretical progress in the field of confidence interval estimation and comparison. Moreover,
the limited computational cost of the proposed method and its relatively easy implementation
in the clinical routine framework should warrant its use as a diagnosis aid tool and thus improve
the AD diagnosis decision algorithm.

Conclusion

To conclude, this paper has demonstrated that interval-valued reconstruction allows self-
consistent (only raw PET data required) analysis of brain 18F-FDG PET data, yielding diagnostic
performances similar to those of a standard post-processing software using SUVr and reference
databases.
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle manière de proposer une aide diagnos-
tique au médecin nucléaire dans une tâche de comparaison de ROIs en TEP. Dans l’étude qui a
été menée, il a été montré qu’il est statistiquement impossible de différencier les deux méthodes
comparées (la nôtre et la méthode Scenium) en terme de diagnostic. Les limites de ce travail
ainsi que les perspectives d’amélioration mises en lumière seront abordées plus en détails dans
le prochain chapitre de conclusion.





Conclusion et perspectives

La tomographie d’émission, et plus particulièrement la TEP à laquelle nous nous sommes inté-
ressés tout au long de ce manuscrit, est une modalité d’imagerie médicale d’un grand intérêt pour
de nombreux diagnostics dans divers champs de la médecine. Cependant, bien que d’énormes
progrès aient été effectués ces dernières années, tant au niveau de l’instrumentation que de la
partie logicielle, la principale limitation des images TEP est que les images reconstruites sont de
faible résolution spatiale et sont entachées d’un bruit important. Ces limitations sont principale-
ment causées par le phénomène à la base de la TEP, à savoir l’émission stochastique de positons,
mais également par les nombreux évènements inhérents au processus d’acquisition ainsi que
l’utilisation d’un modèle approximatif du phénomène d’acquisition des données.. De nombreux
efforts ont été déployés pour intégrer des modélisations précises des artéfacts d’acquisition dans
les algorithmes utilisés en routine clinique. En revanche, malgré le fait que certaines pistes aient
été étudiées et publiées dans la littérature, le problème du bruit statistique et de sa quantification
dans les données reconstruites reste un problème ouvert. La principale limitation aux solutions
efficaces proposées est le temps de calcul et son incompatibilité avec une utilisation en routine
clinique.

Si l’on devait résumer les contributions de ce travail en une phrase, ce serait : 1/ améliorer la

modélisation du processus de reconstruction et la prise en compte du bruit statistique asso-

cié aux données pour 2/ améliorer les performances de biais/ variance dans les images, mais

également 3/ améliorer la procédure de comparaison de ROIs, essentielle au diagnostic de

démences neurodégénératives. Le postulat de base est qu’une meilleure connaissance du bruit
statistique entachant les données reconstruites peut permettre d’améliorer qualitativement et
quantitativement le processus de reconstruction mais également l’analyse des données à des
fins médicales. Chacun des trois axes explorés dans ce manuscrit sont, dans ce qui suit, traités
indépendamment en terme de conclusions et perspectives.

Quantification de variabilité statistique

NIBEM, l’algorithme proposé pour traiter du problème de quantification de la variabilité statis-
tique dans les données reconstruites, a la spécificité de directement reconstruire des données in-
tervallistes. Contrairement aux autres méthodes s’intéressant à ce problème qui habituellement,
expriment une estimée du bruit sous forme de variance, NIBEM reconstruit directement des IC
par l’intermédiaire d’un projecteur intervalliste basé sur un processus d’aggregation non-additif.
Cette approche se base sur le fait que le noyau d’interpolation choisi pour modéliser le passage
discret-continu, lors du calcul de projection, est arbitraire. Le projecteur proposé permet d’obtenir,
par l’intermédiaire de capacités concaves, une projection à valeur d’intervalle qui correspond à
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l’ensemble de toutes les projections qui auraient été obtenues avec un noyau d’interpolation basé
sur une combinaison linéaire des valeurs de ses plus proches voisins. L’intérêt de cette approche
réside dans le fait que la largeur des intervalles associées à chaque projection est un bon estima-
teur de la variabilité statistique induite par les variations aléatoires des mesures de projection.
Une extension intervalliste de l’algorithme classique de reconstruction tomographique ML-EM,
l’algorithme NIBEM, permet de produire, après un certain nombre d’itérations successives préala-
blement définies, des intervalles aux propriétés intéressantes. En effet, le rayon de chaque inter-
valle peut être vu comme un prédicteur de la variabilité statistique : une reconstruction NIBEM
peut remplacer la reconstruction ML-EM d’un grand nombre de répétitions statistiques acquises
ou simulées dans les mêmes conditions. A travers diverses simulations, il a été montré que ces
intervalles reconstruits en chaque pixel (voxel) de l’image (du volume) peuvent être interprétés
comme des IC. La valeur de confiance a été montrée comme étant supérieure à 90%, ce qui si-
gnifie que sur une expérience pour laquelle par exemple 1000 reconstructions NIBEM d’un même
objet simulé 1000 fois dans les mêmes conditions sont effectuées, la valeur d’activité simulée
attendue va en moyenne être incluse 900 fois dans l’intervalle reconstruit par NIBEM.

Certaines pistes d’améliorations sont à évoquer. Tout d’abord, il est important de mentionner
que le projecteur, et donc l’algorithme proposé, n’exploite que l’imprécision sur le choix du noyau
d’interpolation pour le passage discret-continu. Nous pourrions très bien imaginer intégrer des
informations sur de nombreux autres paramètres pour lesquels une modélisation de l’incertitude
est accessible, par exemple la sensibilité des détecteurs, l’activité injectée, etc. Sur une éventuelle
reconstruction 3D, complètement compatible avec l’approche NIBEM, il serait intéressant d’es-
sayer de prendre en compte l’information sur le manque de sensibilité du tomographe à proximité
des bords de ce dernier dans le modèle. Il a également été évoqué la possibilité d’intégrer le cal-
cul du ToF à NIBEM, ce qui semble tout a fait possible en terme de modélisation. Cependant, la
largeur d’intervalles pourrait avoir tendance à diminuer, par baisse de l’incertitude. Il faudrait par
conséquent réévaluer les propriétés des nouveaux intervalles en terme de quantification de la va-
riabilité statistique. Une autre piste d’amélioration concerne la convergence de l’algorithme qui
n’a pour l’instant pas été mathématiquement prouvée. Jusqu’à présent, le nombre d’itérations
pour la reconstruction NIBEM est empiriquement choisi comme identique à celui permettant à
l’analogue précis ML-EM de converger. La problématique de régularisation de l’algorithme a été
adressée dans le Chapitre 3 où une proposition d’approche a été formulée. Enfin, il pourrait être
intéressant d’envisager exploiter le projecteur intervalliste avec un autre algorithme de recons-
truction plus rapide, en généralisation OSEM par exemple.

Optimisation compromis biais/ variance dans les images

De la nécessité de proposer des images compatibles avec ce qu’attendent les médecins nu-
cléaires est née une nouvelle approche de régularisation du problème de reconstruction sur des
données à valeurs intervallistes. Nous l’avons appelée la "sélection régularisée". En effet, au cours
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du développement de l’algorithme NIBEM, la question du choix du nombre d’itérations optimal
pour obtenir une image de qualité au sens du biais, de la variance ET de l’estimation de la variabilité
statistique s’est posé. Dans un premier temps, le choix s’est penché sur un arrêt précoce des itéra-
tions, mais pas trop précoce pour ne pas compromettre la confiance des intervalles reconstruits.
Ce choix est purement empirique, très dépendant du taux de comptage dans les acquisitions
et du type d’objet acquis. La régularisation dans les approches classiques, réalisée soit par post-
filtrage, soit par intégration d’un a priori sur la régularité de l’image sous forme de contrainte sur
le voisinage n’est pas compatible avec l’approche NIBEM. Une nouvelle approche était nécessaire
pour répondre au problème de régularisation sur ce type de données "originales". Nous avons,
dans le Chapitre 3, proposé une approche en deux étapes. Dans un premier temps, un ensemble
convexe de solutions admissibles garantissant l’attache aux données d’acquisition est recons-
truit. Dans un second temps, nous proposons de sélectionner, sous condition d’appartenance
au premier ensemble, la solution la plus appropriée au sens d’un critère de régularisation préa-
lablement choisi. Cette approche présente l’avantage de prévenir du sur-lissage de la solution,
et garantit le maintien du biais faible grace à la contrainte d’inclusion ou de proximité relative
à l’ensemble des solutions admissibles. Pour l’algorithme de minimisation de la fonctionnelle de
régularisation, le choix s’est porté sur l’algorithme de Chambolle-Pock pour sa robustesse, sa ra-
pidité de convergence et sa facilité d’implémentation. Pour la fonction de régularisation, la TV a
été préférée aux fonctionnelles de type L2. Autant pour l’algorithme que pour la fonctionnelle
de régularisation, l’approche proposée est complètement générique. De fait, les choix proposés
pour l’algorithme d’optimisation et la fonction de régularisation ne sont que des exemples d’ap-
plication. Pour contraindre la solution lors de la sélection régularisée, nous avons proposé deux
approches : soit la contrainte "stricte", pour laquelle la solution doit obligatoirement se trouver
dans l’IC, soit la contrainte "douce", pour laquelle la solution est pénalisée quadratiquement lors-
qu’il est favorable de légèrement sortir de l’intervalle pour minimiser considérablement la fonc-
tionnelle de régularisation.

Comme explicité précédemment, la méthode de régularisation proposée est relativement gé-
nérique. Elle peut être utilisée pour n’importe quel problème inverse pour lequel des intervalles
de confiance peuvent être reconstruits. Nous avons montré l’intérêt pratique dans l’amélioration
quantitative et qualitative des résultats obtenus de la méthode proposée. Son utilisation sur des
problématiques comme celle de la super-résolution (Kucharczak et al. 2017 ; Tkachenko et al.
2018), de la compression JPEG (Itier et al. 2018) et la reconstruction tomographique en TEP (Ku-
charczak et al. 2019) a montré des performances intéressantes. Pour l’application en TEP qui
est celle qui nous intéresse dans ces travaux de thèse, nous sommes limités à un choix d’itéra-
tions de NIBEM calqué sur celui qui permet à ML-EM de converger. L’algorithme de l’étape de
sélection régularisée est également itératif. Bien qu’en itérant jusqu’à stabilisation de ce dernier,
les résultats obtenus sont très satisfaisants par rapport à certaines approches concurrentes de la
littérature, une perspective possible de ce travail serait de rechercher le couple (nombre d’itéra-
tions de NIBEM, nombre d’itérations de l’algorithme Chambolle-Pock) optimal en terme de biais/
variance. Les premières expériences menées montrent qu’il semblerait que le biais comme fonc-
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tion du couple des nombres d’itérations admette un minimum global avec une variance et un
biais en ce point très proche du meilleur compromis atteignable. Cette piste nous semble promet-
teuse pour repousser encore les performances de la méthode. Le point fort de cette méthode est
sa capacité à limiter, sur l’image régularisée, les effets de volume partiel. En clinique, ces effets
sont critiques pour des applications de recherche de petites lésions comme c’est souvent le cas
en oncologie. Il serait intéressant de valider l’apport de ce type de reconstruction au diagnostic
oncologique. Une autre perspective d’amélioration de l’approche de reconstruction régularisée
proposée concerne le design de nouvelles contraintes de régularisation. En effet, dans ces travaux,
nous avons proposé d’utiliser la seule information sur la variabilité statistique pour contraindre
le problème de régularisation. Il pourrait être complètement envisageable d’intégrer des informa-
tions de type anatomique par exemple (issues de l’acquisition CT ou IRM du TEP hybride). De
même, le modèle de contrainte utilisé peut être adapté à l’application spécifique visée en routine
clinique. Le nombre de possibilités de combinaisons du trio (algorithme de reconstruction d’en-
semble de solutions admissibles, fonction de régularisation, contrainte de la solution par rapport
à l’ensemble des solutions admissibles) est très important, et peut être décliné de l’application la
plus générale à la plus spécifique. Pour finir, il semble intéressant d’évoquer le contexte actuel qui
semble voir l’expansion rapide de méthodes de reconstruction basées sur l’apprentissage et plus
particulièrement l’apprentissage profond (Wang et al. 2018 ; Häggström et al. 2019 ; Hwang et
al. 2019 ; Gong et al. 2019b ; Gong et al. 2019a). La principale préoccupation concernant ce type
d’approche dans un contexte médical est l’effet boîte noire de ces approches qui engendrent un
manque inévitable de contrôle sur la solution. L’approche proposée dans le Chapitre 3 semble être
une solution qui pourrait se montrer intéressante pour contraindre la solution dans une optique
de reconstruction par apprentissage et ainsi garantir une reconstruction plus sûre et robuste.

Utilisation de l’information sur la variabilité statistique pour l’aide au diagnostic

Concernant les perspectives de cette contribution, elles sont nombreuses et de deux types :
1/ sur le plan clinique, 2/ sur le plan de la méthode. Sur le plan clinique, le travail proposé bénéficie-
rait évidemment de l’apport d’une base de donnée plus importante, d’un suivi plus cadré des pa-
tients jusqu’au diagnostic ainsi que d’un recueil uniformisé de divers critères diagnostics cliniques
ou radiologiques (le score MMSE 3 (Folstein, Folstein et McHugh 1975), le score Scheltens 4

(Scheltens et al. 1995), etc. (Park et Moon 2016)). Une étude clinique de plus grande ampleur
permettrait, par tous ces éléments, d’apporter une puissance statistique plus importante et un
niveau de preuve plus élevé également. Dans ce cas, il serait intéressant d’avoir accès à des don-
nées TEP acquises avec des traceurs plus spécifiques de la MA comme ceux ciblant les protéines
amyloïdes ou les dégénérescences neuro-fibrillaires et ainsi comparer le potentiel prédictif de la
méthode proposée avec les méthodes concurrentes mais aussi avec le 18F-FDG. Un autre point

3. test d’évaluation clinique sous forme de formulaire des fonctions cognitives et de la capacité mnésique
d’une personne

4. méthode de classification de l’atrophie hippocampique à l’IRM gradée de 0 à 4
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d’amélioration concerne le choix des ROIs à comparer pour le diagnostic. Nous nous sommes li-
mités à la comparaison de ROIs symétriques. Dans ce cas de figure, si ces dernières sont toutes
les deux hypo-métaboliques, la méthode proposée sera à l’origine d’un faux négatif : aucune ré-
gion ne sera considérée comme hypo-métabolique alors que les deux le sont. Cela pourrait être
amélioré par une procédure de comparaison double : une première entre la ROI investiguée et son
symétrique controlatéral et une deuxième avec une région de référence, généralement les noyaux
gris centraux ou le cervelet, ces dernières ayant une fixation supposée uniforme et n’étant géné-
ralement pas affectée par les démences recherchées.

Malgré les limitations cliniques de l’étude proposée, le potentiel d’amélioration de l’approche
proposée le plus important concerne la méthode. En effet, nous avons dans un premier temps
proposé une procédure assez directe : la reconstruction intervalliste est recalée dans l’espace
MNI (Brett, Johnsrude et Owen 2002) dans lequel les ROIs sont segmentées. Chaque ROI in-
tervalliste est comparée avec son symétrique controlatéral également intervalliste à l’aide d’une
métrique de concordance. Le score obtenu est ainsi interprété comme un score de dissimilarité
entre les deux distributions d’intervalles associées aux ROIs testées. En plus de la comparaison
double évoquée plus haut pour éviter les faux négatifs, le problème de suivi temporel n’a pas été
évoqué. En effet, il serait possible d’envisager comparer une ROI avec elle même lors de deux
acquisitions différentes, pour évaluer la progression de la maladie par exemple. Pour ce faire, une
étape de normalisation des deux reconstructions serait nécessaire. Cependant, la normalisation
de distributions d’intervalles entre elles n’est pas une tâche triviale. Cette étape est primordiale
afin de pouvoir comparer des ROIs à valeurs d’intervalles entre elles et ainsi pouvoir assurer un
suivi temporel de l’évolution de la fonction synaptique cérébrale à travers son métabolisme du
glucose. Cette perspective serait intéressante à investiguer, afin de permettre ce type de compa-
raisons fort utiles en clinique. Pour terminer, il est intéressant de noter que l’approche proposée
ici peut à première vue sembler à contre-courant de la logique actuelle où la "donnée", en quan-
tité massive, est reine. Le peu de ressources informatiques mobilisées et le partage de certaines
tâches (recalage par exemple) entre les méthodes permet de les rendre plus complémentaires que
concurrentes. Nous pouvons, avec les améliorations proposées plus tôt, imaginer améliorer le po-
tentiel de classification et donc de diagnostic de la méthode proposée. S’affranchir de l’appel à
une base de données pour la comparaison n’est pas un apport négligeable, de par l’indépendance
aux caractéristiques du patient et du système d’acquisition. En effet, il est impossible d’avoir une
base de donnée parfaitement adaptée à chaque patient. A l’heure de la médecine personnalisée
(Médecine personnalisée : la France à l’heure des enjeux au 4e congrès de la SFMPP 2017), l’approche
proposée semble finalement plus dans l’air du temps que les approches qui dépendent de bases
de données pour prendre une décision.
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Ouverture

Dans chacune des trois principales contributions de cette thèse, nous avons posé les jalons
pour une nouvelle appréhension des problèmes auxquels nous nous sommes intéressés. Ces tra-
vaux n’ont pas la prétention d’avoir exploré toutes les possibilités que les solutions proposées
offrent, mais plutôt de présenter de nouvelles façons de répondre aux problèmes posés. Ces der-
niers ne sont pas indépendants dans leur champ d’application. Bien au contraire, ils pourraient
s’enrichir de nombreux concepts et méthodes qui ont eux, bien été explorés. Nous avons la convic-
tion que ces derniers pourraient bénéficier au diagnostic dans divers domaines d’application de la
médecine nucléaire. Si une thématique devait être mise en avant, ce serait finalement le suivi et
l’évaluation de la réponse en cancérologie. Cette piste, qui nécessitera des améliorations à tous
les maillons de la chaine de traitement, de la reconstruction à l’analyse, constitue notre principale
perspective de développement.
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Annexe A

Contributions secondaires

Durant cette thèse, les questionnements et développements soulevés ont permis de proposer
certaines solutions dans des domaines assez variés. De ceux qui ont donné lieu à des publications,
nous pouvons tout d’abord grouper les deux articles de conférence suivants :

— V. Itier, F. Kucharczak, O. Strauss, W. Puech. Interval-valued JPEG decompression for ar-

tifact suppression. IPTA : Image Processing Theory, Tools and Applications, Nov 2018, Xi’an,
China. pp.1-6.

— I. Tkachenko, F. Kucharczak, C. Destruel, O. Strauss, W. Puech. Copy Sensitive Graphi-

cal Code Quality Improvement Using a Super-Resolution Technique. ICIP : International

Conference on Image Processing, Oct 2018, Athens, Greece. 10.1109/ICIP.2018.8451839

Ces travaux, menés en collaboration avec d’autres membres de l’équipe de recherche ICAR
du LIRMM ainsi que Cyril Mory, à l’époque affilié à l’Université de Louvain en Belgique, ont été le
résultat final de discussion initialement informelles sur la recherche de solutions à des problèmes
posés dans différents domaines du traitement d’image.

Le premier concerne la décompression JPEG. Ce travail est basé sur le constat que l’informa-
tion perdue lors de la compression peut être estimée et exploitée ce que ne fait aucun algorithme
actuel. Nous avons, avec Vincent Itier et sous la supervision d’Olivier Strauss et William Puech, dé-
veloppé une approche considérant que le problème de décompression JPEG peut être vu comme
un problème de reconstruction pour lequel l’information de quantification peut être utilisée pour
produire une contrainte de régularisation. En effet, la méthode proposée permet de reconstruire
une image intervalliste dans laquelle est inclue l’image originale non compressée. Ensuite, bien
que l’approche pour la construction de l’image intervalliste soit différente, la stratégie de régula-
risation utilisée se base sur la contribution proposée dans (Kucharczak et al. 2017) et présentée
dans le Chapitre 3. Cependant ici, différemment de ce qui a été fait dans le Chapitre 3, l’itéra-
tion de l’algorithme de sélection régularisée, permettant de produire l’image la plus qualitative
possible, est choisie au moyen d’une métrique sans référence appelée NIMA et qui utilise le deep

learning pour donner un score de qualité de l’image. Cela permet de produire des images avec
le même taux de compression que les images JPEG classiques en réduisant considérablement les
artéfacts de blocs ainsi que le bruit de compression.
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Le second papier concerne un travail sur l’authentification des documents imprimés via des
codes barres 2D (ou QR codes) à deux niveaux. Dans ce travail, nous proposons, grâce à la mé-
thode de super-résolution publiée dans (Kucharczak et al. 2017), d’améliorer le système d’au-
thentification de ce type de données. La principale contribution a consisté en la réalisation des
expérimentations et l’écriture des parties du papier qui concernaient l’utilisation d’une telle ap-
proche, en s’assurant de l’adéquation avec le problème posé.

Pour finir, nous nous sommes en parallèle intéressés à un problème posé dans le Chapitre 4
avec la même idée que le choix du modèle d’interpolation pour le passage discret-continu (les
images étant numériques mais les opérations sous jacentes définies dans le domaine continu)
est fait de manière arbitraire mais peut avoir un impact sur certains détails importants de l’image
traitée dans bon nombre d’opérations classiques de traitement d’image. Nous nous sommes spé-
cifiquement intéressés au problème des transformations rigides. Dans le dernier papier, une nou-
velle manière d’appliquer des transformations géométriques en préservant l’information conte-
nue dans l’image originale est présentée. Ce genre d’approches pourrait bénéficier à certaines ap-
plications médicales, particulièrement dans les cas où les régions à détecter/ segmenter/ analyser
sont de petite taille et/ ou peu contrastées. En plus d’applications comme celle proposée dans le
Chapitre 4, dans laquelle ce type de transformation pour le recalage s’intègrerait en parfaite cohé-
rence avec la logique imprécise utilisée, nous pourrions citer l’exemple de la scintigraphie au MIBI
pour l’analyse de la parathyroïde (glande de 2 à 3mm de diamètre, soit en dessous de la résolu-
tion de la TEMP). Cet examen peut être utilisé pour discriminer un nodule thyroïdien d’une lésion
(adénome ou hyperplasie) parathyroïdienne cervicale. Une des approches consiste à réaliser deux
examens avec deux traceurs radio-pharmaceutiques différents le même jour : un premier, spéci-
fique de la thyroïde, et le second, le 99mTc-sestamibi qui se fixe sur la thyroïde et la parathyroïde à
la fois. Après recalage, les deux images sont soustraites pour mettre en évidence la parathyroïde.
Le recalage est sensible et nécessite d’être robuste et fiable. Il semblerait qu’une approche de
recalage comme celle proposée puisse être d’un intérêt important dans ce type d’applications.
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Abstract— JPEG is the most used image compression algorithm
but block wise DCT compression methods produce artifacts due
to coefficient quantization. JPEG decompression can be seen as
a reconstruction problem constrained by quantization. In this
context, we propose to handle this problem by using interval-
valued arithmetic. Our method allows to produce interval-valued
image that includes the non-compressed original image. The
produced convex set allows to apply constrained Total Variation
(TV) reconstruction in order to reduce JPEG artifacts (blocking,
grainy effects and high frequency noise). Experiments show visual
improvement of JPEG decoding assessed by non-reference quality
metric. In addition, the stopping criterion of the TV algorithm
is given by this metric which provides evidence about JPEG
decompression improvement.

Keywords— JPEG decompression, interval-valued arithmetic,
JPEG artifact removing, image reconstruction, image selection.

I. INTRODUCTION

Digital images are widely used for information exchange,

social network or visualization. Therefore, digital image stor-

age and transmission are one of the main challenge in the

field of image processing. The most popular image com-

pression standard is JPEG [1]. JPEG efficiency comes from

lossy compression and minimum redundancy codes. The IJG

(Independent JPEG Group) has standardized the compression

and decompression steps. The bitstream produced by the codec

is often encapsulated into the JPEG File Interchange Format

(JFIF) [2]. JPEG compression consists of four main steps.

First, the image color space is transformed from RGB to

YCbCr. Then, each channel is divided into non-overlapping

N × N blocks (basically N = 8) and each block is trans-

formed using Discrete Cosine Transform (DCT). Afterwards,

each block is quantized using a N × N quantization table

(QT). Generally, there are two quantization tables one for the

luminance channel and another for the chrominance channels.

The quantization process rounds the quotient which induces

loss of information. Finally, blocks are compressed using

Huffman or arithmetic coding. The DCT decomposes then

the signal into N × N frequencies from the lowest to the

highest. Human Visual System (HVS) is sensitive to luminance

and blocking effects and is less sensitive to high frequencies

which can therefore be more quantized. Main problem in JPEG

compression with low quality factor is the degradation of

texture, grainy effects and block artifacts [3]. Previous work

has focused on methods that remove these artifacts. Some

methods focus on removing artifacts on the decompressed

RGB image as a post processing such as denoising filter [4].

Reducing artifact may also be done in the frequency domain by

modifying boundary DCT coefficients [5], [6]. In [7], a method

based on Regression Tree Fields aggregates the prediction of

other algorithms to improve their individual contribution. More

recently, with the increasing of machine learning, some meth-

ods based on learning from image database were proposed

e.g. via learned dictionary [8] or by deep learning [9]. Such

methods rely on the training database and do not guarantee that

the final reconstruction belongs to the set of all possible images

that could have produced the JPEG compressed image. In this

context, intervals of DCT coefficients define a Quantization

Constraint Set (QCS), which is the set of the all the possible

DCT images in which the image before quantization belongs.

This convex set can be used by the projection onto convex sets

algorithm [10]. It is efficient for removing blocking artifacts

but has low computational performance, due to the processing

of both forward and Inverse DCT (IDCT) at each iteration

of the algorithm. Therefore, authors have proposed to process

the IDCT on the QCS to produce a highly sparse matrix to

get a sparse estimate of the Image Quantization Constraint

Set (IQCS), the set of all possible images. Then, the selection

of the best image is dealt by using a regularization function

such as total variation (TV) [11], learned dictionary [8], total

generalized variation [12], [13], Markov Random Field using

field of expert [14], [15]. Some authors also proposed a

Gaussian approximation of the QCS [16] which improves the

reconstruction algorithm convergence. Their method requires

few iterations but the computation time is increased because

they need both forward and inverse DCT for each iteration.

In this paper, we propose an efficient JPEG decompression

method for images, that does not require additional informa-

tion. This method follows standard JPEG decoding steps. Our

approach focuses on interval-valued based dequantization of

the quantized DCT coefficients of JPEG images. Each DCT

coefficient is then represented by an interval which contains

the original DCT value forming the QCS. Estimating the

best value inside each DCT coefficient interval is not trivial

since DCT coefficients are badly correlated. Therefore, we

propose an interval-valued IDCT to keep track of the errors

across JPEG decompression steps. The resulting interval-

valued image is then a convex hull containing all possible

images whose compressed image is the current JPEG image.

The method requires only one interval-valued IDCT on the

convex hull which has the same size of the image, keeping our

method fast and low memory consuming. This leads us to an

978-1-5386-6428-5/18/$31.00 ©2018 IEEE
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Fig. 1: Framework of the method: an interval-valued dequantization is applied on JPEG compressed image IQF producing

a QCS. Then, the proposed Interval-valued IDCT transforms it into the spatial domain producing an interval-valued image

[I] = [I, I]. Finally, a regularization based on total variation is used to reconstruct the image I.

image selection problem in the spatial domain. This problem is

solved by using a TV regularization approach, with a number

of iterations defined by a no-reference metric. This method

generates a visually nice estimate of the original image.

In Section II, we present the proposed method, by devel-

oping the interval-valued dequantization, the interval-valued

IDCT and the selection problem. Results are presented in

Section III. Finally, Section IV, concludes the paper and

provides some hints for future work.

II. THE PROPOSED INTERVAL-VALUED JPEG

DECOMPRESSION METHOD

In JFIF files, quantization tables are either stored in the

header or are easily computable. The method we propose in

this paper is outlined in in Fig. 1. It focuses on the image

luminance component. The first step consists in associating,

to each quantized value in the frequency domain, the interval

of all values that could have been its original. The second step

consists in using the fact that the IDCT is linear to define an

interval-valued IDCT (IIDCT). It produces an interval-valued

image [I], which, by construction, contains all the IQCS.

Finally, we use a TV based selection method with no-reference

to select the best estimate of the original image.

A. Interval-valued dequantization

JPEG compression scheme is based on splitting the image

into M non overlapping N × N blocks Bk, k ∈ [0,M −
1], performing a DCT to each block and then quan-

tizing each coefficient Fk(u, v) of each block Bk. The

quantization operation is a pair-wise division of each co-

efficient Fk(u, v) of the block Bk by the quantization

QT = {q(u, v) | (u, v) ∈ [0, N − 1]2}. This step is performed

in order to encode the quantized DCT coefficients F ′
k(u, v)

on 8 bits integers. This operation induces the main loss of

information in JPEG compression:

F ′
k(u, v) = round

(
Fk(u, v)

q(u, v)

)
, (1)

where round(·) represents the nearest half up rounding op-

erator. We denote Q the rounding quantization of a DCT

coefficient: F ′(u, v) = Q(F (u, v)). The JPEG decom-

pression process consists in reversing the JPEG compression

steps. Therefore, the dequantization consists of multiplying the

quantized DCT coefficients F ′(u, v) by their corresponding

frequency quantizer q(u, v) to obtain F̂k an estimate of Fk:

F̂k(u, v) = F ′
k(u, v)× q(u, v). (2)

Inverting the DCT to return into the spatial domain is

usually performed by applying an IDCT on each block. For a

block Bk the IDCT is applied on its dequantized coefficients

F̂k(u, v) which leads to get a sub-image Îk by clipping the ob-

tained values into the [0, 255] integer range. The set of the M
sub-images Îk forms the uncompressed image Î. Let us now

define [Fk(u, v)] = {Fk(u, v) | Q(Fk(u, v)) = F ′
k(u, v)}.

By construction [Fk(u, v)] is convex and its lower bound

F k(u, v) and upper bound F k(u, v) can be easily computed

by:

F k(u, v) = F ′
k(u, v)× q(u, v)−

q(u, v)

2
, (3)

F k(u, v) = (F ′
k(u, v) + 1)× q(u, v)−

q(u, v)

2
. (4)

Obviously, F̂k(u, v) is the central value of [Fk(u, v)]. The set

of all values [Fk(u, v)] forms the QCS.

B. Interval-valued IDCT

In this section, we use the efficiency of interval-valued

arithmetic to propose a fast Interval-valued Inverse DCT

(IIDCT). We adapt the IDCT to work with interval-valued

DCT coefficients of the QCS, in order to solve the image

selection problem in the spatial domain. The goal is to

define an IQCS which is a convex set that contains for sure

{J | DCT(J) ∈ QCS}. Considering a N ×N block Bk of

the image Î, then the standard IDCT inside Bk is defined by:

Îk(i, j) =
2

N

N−1∑

u=0

N−1∑

v=0

cu,v,i,jF̂k(u, v), (5)

∀(i, j) ∈ Bk and where:

cu,v,i,j = (6)

C(u)C(v) cos

(
(2i+ 1)uπ

2N

)
cos

(
(2j + 1)vπ

2N

)
,

with C(α) = 1√
2

if α = 0 and 1 otherwise. In this context of

interval-valued dequantization, DCT coefficient scalar values

are replaced by intervals, therefore the formula is adapted by

replacing classic arithmetic operators by their corresponding



Minkowsky operators [17]. The Minkowsky addition is defined

by:

[x]⊕ [y] = [x+ y, x+ y]. (7)

The Minkowsky multiplication by a scalar value c ∈ R is

defined by:

[x]× c =

{
[c× x, c× x] , if c ≥ 0

[c× x, c× x] , else.
(8)

Using these operators, the IIDCT can be defined by:

[Ik(i, j)] =
2

N

N−1∑

u=0

N−1∑

v=0

[Fk(u, v)]× cu,v,i,j , (9)

where
∑

is the Minkowsky sum. Finally, after block junction,

an interval-valued image [I] is obtained:

[I] =
[
I, I

]
= IIDCT([F ]). (10)

By construction, the obtained interval-valued image [I] is an

IQCS since it contains for sure all images whose could have

produced the JPEG compressed image. One immediate result

is that the selection of the median image is very near to a

standard JPEG decompression. The proposed approach avoids

to deal with the selection problem in the frequency domain or

to perform heavily cost multiple IDCT as proposed by [11],

[15], [16].

C. Interval-valued image selection

The selection problem in interval-valued images has been

addressed in [18] in the context of super-resolution reconstruc-

tion. Once the convex set [I] that contains all the possible JPEG

decompressed images is obtained, we propose to select, within

this interval-valued image, the most appropriate candidate

Ĩ ∈ R
w×h (w, h ∈ N) according to a chosen regularization

term that minimizes the unjustified variations caused by the

JPEG compression. Plenty of regularization terms could fit for

this purpose. In this paper, we propose to use the widely used

TV [19] that already has been proven to be efficient for JPEG

artifact suppression [11]. The problem we are trying to solve

is a constrained minimization problem, where the function to

be minimized is the TV and the constraint is the inclusion

of the solution Ĩ in the interval-valued JPEG decompressed

image [I]. This problem can be formalized as:

Ĩ = min
J∈R2

TV (J) + ic[I](J), (11)

where ic[I] is the convex indicator function that ensures that

J is included into the convex hull [I]:

ic[J] : J 7→ ic[I](J) =

{
0 if J ∈ [I]

+∞ if J /∈ [I]
. (12)

To solve Eq. (11), we propose to use the widely used primal-

dual algorithm presented by Chambolle and Pock in [20]. In

this case, it can be formulated, in its proximal form, by:




vi+1 = vi + wi − proxTV (v
i + wi)

I
i+1 = max(min(Ii −

1

2
vi+1, I), I)

wi+1 = 2.Ii+1 − I
i

, (13)

with proxTV (X) = argmin
Y

(TV (Y)+
1

2
|X−Y|2

2
), |•|2 being

the L2 norm, w0 and I
0 being initialized to

1

2
(I+I), and v0 to

0w×h. The Chambolle Pock algorithm is an iterative algorithm.

Even if the reconstruction process is constrained by the convex

hull [I], if Eq. (13) is run until convergence (the convergence is

ensured by construction), over-smoothing of textured regions

can occur. In order to prevent this drawback, regularization is

usually performed by early stopping iterations. In other words,

an iteration number is chosen empirically to stop the algorithm

before convergence. As this parameter is content dependent

and challenging to choose, we propose to automatically select

the stopping criterion by using a quality score. It is based

on non-reference quality metrics, such as BLIINDS-II [21],

BRISQUE [22] or NIMA [23]. The proposed method is thus

fully parameter-free. Finally, the iteration number is chosen to

obtain the regularized image that maximizes the quality score

of the whatever chosen quality metric.

The proposed framework is generic in the sense that it can

use any regularization criteria and any non-reference quality

metrics as stopping criteria, depending on the target appli-

cation. In this paper, L1 based TV regularization functional

has been chosen. The L1 norm tends to reconstruct smooth

uniform areas which leads to remove JPEG compression noise

and artifacts [11]. Moreover, due to this smoothing behavior, if

a never compressed digital photography is JPEG compressed,

the reconstructed image would be similar to the never com-

pressed image without its acquisition noise. Furthermore, since

JPEG compression removes high frequencies, the proposed

reconstruction method is appropriate since it smooths lost high

frequencies areas while preserving edges.

III. EXPERIMENTAL RESULTS

For our experimentation, we used standard JPEG quanti-

zation tables defined by the IJG (Independent JPEG Group).

These quantization tables are generated given a quality factor

(noted QF), such as QF ∈ [0, 100]. Decreasing the quality

factor increases the compression rate, but generally, alters the

visual quality of the image content by producing JPEG arti-

facts. Also, we proposed to use the NIMA quality assessment

method [23] to automatically set the iterations number for

regularization, because it seems to be well correlated with the

HVS, even for low quality images. Given an image, the metric

returns a rate ranged from 1 to 10, with 10 being the highest

aesthetic score. Results are assessed in terms of SSIM, PSNR,

PSNR-B [24] which take into account the blocking artifacts

and the NIMA score which is reference-free and more visually

correlated. Experimental results are split into two parts: one

focusing on the luminance component, the other on color

images.

Luminance case analysis

A first example is presented in Fig. 2. It is a synthetic image

from Big Buck Bunny (BBB) [25] (360 × 360), which has

a NIMA score of 5.51, which is JPEG compressed Fig. 2a

with a QF = 30%, and decompressed with the standard



(a) Original image, 128 Ko (b) Gradient approximation

(c) JPEG, QF = 20, 7 Ko (d) Gradient approximation

(e) Ours, QF = 20, 7 Ko (f) Gradient approximation

Fig. 2: Result of decompression on an image of the Big Buck

Bunny [25] image (360 × 360) compressed with QF= 30,

left column: a) orignal image, c) JPEG decompression and e)

the proposed decompression, b), d), f): corresponding gradient

Sobel estimate.

method, illustrated in Fig. 2c. Decompression scores using

standard JPEG are: PSNR = 37.12 dB, PSNR-B = 37.27 dB,

SSIM = 0.93 and NIMA score = 4.77. The proposed

approach, presented Fig. 2e, provides better results with

PSNR = 37.44 dB, PSNR-B = 38.20 dB, SSIM = 0.94
and NIMA score = 5.00. The proposed decompression is

visually more comfortable, and removes JPEG artifacts. This is

shown in Fig. 2b, 2d, 2f which represent the approximation of

the gradient magnitude given by the combination of horizontal

and vertical Sobel filters. Note that JPEG artifacts appear

clearly, in Fig. 2d, which corresponds to the standard JPEG.

Oppositely, Fig. 2f does not contain gradient on block edges

while preserving image content edges as illustrated in Fig. 2b.

The high frequency texture of the non compressed image,

Fig. 3: Horizontal profile curves of the 145th line of the Big

Buck Bunny image.

Fig. 2a is lost during JPEG compression, thus the proposed

method tends to smooth those areas. The deblocking and edge

preserving behavior is illustrated in Fig. 3, which presents

the horizontal profiles of the 145th line of the BBB images

presented in Fig. 2a, 2b, 2c.

Fig. 4 illustrates the performance in edge preservation of

the proposed decompression on a second example. The test

image is a natural image of the BSD500 database which

has been converted in greyscale. The original image is JPEG

compressed with QF = 10%, 20%, 30% and decompressed

using standard JPEG and the proposed approach for each

quality factor. Globally the image is smoother and most

structures are well preserved and enhanced such as boat ropes

or the highlighted part. Nevertheless, the reconstruction tends

to smooth textured flat areas on which texture is mixed up

with artifacts. More experiments have been conducted on the

BSDS500 database [26] which is greyscale transformed and

compressed with a quality factor QF = 30%. The overall

NIMA score over the database is 4.90 with a gain of 1.023
compare to standard a JPEG decompression. Note that using a

stopping criterion with no reference does not provide the best

PSNR or SSIM the method could achieve. Nevertheless, it is

just pointing out that these metrics are not enough correlated

with the HVS. Moreover, as mentioned in Section II-C, the

reconstructed image is also denoised which decreases the score

given by the reference metrics.

Color case analysis

JPEG compression of color images is done separately on

each component in the YCbCr color-space. Moreover, stan-

dard JPEG implementation sub-samples chrominance channels

on which HVS is less sensitive. The standard JPEG sub-

sampling (4:2:2), basically divides by 4 the block size by

averaging neighbour pixel values. In this part, we consider

this standard JPEG compression which is the most realistic



(a) JPEG, QF = 10% (b) Ours, QF = 10%

(c) JPEG, QF = 20% (d) Ours, QF = 20%

(e) JPEG, QF = 30% (f) Ours, QF = 30%

Fig. 4: Result of decompression on an image of the BSD500

database [26] JPEG compressed with QF = 10%, 20%, 30%,

left column: standard decompression, right column: decom-

pression with the proposed method.

(a) Original image, 374 Ko

(b) JPEG QF = 30%, 13.9 Ko

(c) Ours QF = 30%, 13.9 Ko

Fig. 5: Result of decompression on the Statue of Liberty image

of the CSIQ database [27], compressed with QF = 30%.

scenario. The proposed method can be applied trivially on

each channel, if chrominance channels were not sub-sampled.

In the case of standard JPEG color images, the luminance

channel can be reconstructed independently and space color

transformation from YCbCr to RGB can be done without using

intervalist reconstruction on chrominance channels. This is

illustrated in Fig. 5a, the Statue of Liberty image of the CSIQ

database [27], which has a NIMA score = 5.50. The image

is JPEG compressed with a QF = 30%, and decompressed

with standard method Fig. 5b with PSNR = 33.45 dB,

SSIM = 0.92 and NIMA score = 5.09. The proposed

approach, presented in Fig. 5c, provides better visual results,

even if metrics are similar: PSNR = 32.45 dB, SSIM = 0.92
and NIMA score = 5.17. It can be seen that the proposed

method performs well for edge preservation and for smoothing

uniform areas. Nevertheless, JPEG artifacts are still visible in



the color. This is due to the fact that chrominance channels

are more quantized and thus often lead to constant value in

a block. Therefore, some blocks appear reddish compared to

their neighbors in the sky.

The proposed method can be extended to keep interval

valued image through the space color transformation and then

reconstruct. Nevertheless, chrominance channels being sub-

sampled and more quantized, the produced intervals are larger

and their larger errors are propagated during an interval-valued

color conversion. The simplest solution is to treat each channel

independently before color conversion but the chrominance

values are not enough constrained to move away from the

center of the intervals.

IV. CONCLUSION

In this paper, we proposed a new approach to solve JPEG

artifact compression problem. The interval-valued solution

is useful for limiting the number of transformations i.e. it

needs only one IIDCT by block. In our knowledge the pro-

posed interval-valued decompression is a new approach. The

proposed image selection framework is generic and will be

thoroughly analyzed in future work. Results are convincing

on gray level images and assessed by recent perceptual metric

NIMA. This metric is used as part of the decompression frame-

work and could be replaced by a more effective or specific one.

For example, we are planning to train a convolutional neural

network (CNN) focusing only on JPEG compressed images

and their perceptual estimation by users. In future work, we

aim to extend this work more carefully on color images

which is non trivial due to the non linear color conversion

and JPEG sub-sampling. Therefore, we are investigating for a

new method using Interval Based Algebraic Reconstruction

Technique [28] which could be efficient to reduce interval

range.

ACKNOWLEDGMENT

We would like to thank the financial support of the ANR-16-

DEFA-0001 OEIL (statistiques rObustEs pour l’apprentIssage
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ABSTRACT

The authentication of printed documents is an important prob-

lem these days. Numerous authentication techniques have

been proposed in the relevant literature. One of the most

promising solutions uses copy-sensitive graphical codes made

of particular patterns. The two Level QR (2LQR) code uses

specific textured patterns in order to ensure the sensitivity to

duplication process. The authentication test of this code is

based on comparing the correlation values between the origi-

nal and the printed-and-scanned codes with a pre-determined

threshold. The weakest feature of this technique is the re-

jection of authentic codes due to the small gap between cor-

relation values for authentic and duplicated code. In this pa-

per, we propose to reduce the number of false-negative results

of the authentication test by using a very competitive Super-

Resolution (SR) technique. The experimental results show

the significant improvement of correlation values when using

the images printed-and-scanned once, without increasing the

correlation values of duplicated codes. Therefore, the 2LQR

code copy sensitivity is not affected by the suggested quality

improvement process.

Index Terms— printed document authentication, print-

and-scan process, super-resolution, image quality improve-

ment

1. INTRODUCTION

The increasing use of numerical documents does not decrease

the popularity and usefulness of printed documents. Unfor-

tunately, the number of counterfeited printed documents

increases every year due to cheap, accessible and high qual-

ity of printer and scanner devices. To counteract this fraud,

different authentication systems were created to protect the

document against falsification: watermarking techniques [1],

self-embedding techniques [2] and use of copy sensitive

graphical codes [3].

Using copy sensitive graphical codes is a very promising

and cheap technique to secure valuable printed documents.

This technique relies on the loss of information due to the

stochastic nature of Print-and-Scan (P&S) process [4]: after

each P&S process, the structure of the patterns forming the

graphical code changes. This change allows to distinguish

original documents from their copies. This kind of code can

be represented by a maximum entropy image, generated us-

ing a secret key [5], or by textured patterns [6].

In this paper, we focus on the two Level QR (2LQR) code

proposed in [6] which is an enhanced 2D barcode with a copy

sensitive ability. This 2LQR code has two storage levels.

The first level is public, accessible for everybody who uses

a standard QR code reader. The second level is based on

replacing the black modules of the conventional QR code by

q of those textured patterns Pl, l = 1, . . . , q that are sensitive

to P&S process. This level is used to store a supplementary

message and also to authenticate the 2LQR code. Due to the

sensitivity of the patterns to the P&S process, a copy of the

proposed 2LQR code can be successfully distinguished from

its original print [7]. Nevertheless, the gap between original

and copied 2LQR codes is not big and the control general

conditions (impact of scanner, light) could be very different

from one case to another: thus several authentic codes can be

rejected by the authentication test used.

Here we consider increasing the quality of captured version

of a code by using a multi-frame Super-Resolution (SR)

approach. This allows us to improve the textured pattern

recognition and to increase the gap between original and

scanned codes. To solve the aforementioned problem, we

envisage to use a novel and robust multi-frame SR method

presented in [8]. We study its effectiveness for image quality

improvements after P&S process. As the aforementioned SR

method used is non-regularized, we decided to also compare

the results with the regularized version (regularized selection

framework) of this algorithm proposed in [9]. It is the only

consistent explicit regularization method for [8]. Both regu-

larized and non-regularized algorithms are proved to be very

competitive compared to their state-of-the-art multi-frame SR

competitors.

The rest of the paper is organized as follows. The printed



document authentication system based on graphical codes

is presented in Section 2. The image quality improvement

process using SR is discussed in Section 3. In Section 4

we describe the performed experiments and evaluate the ob-

tained results. Finally, the conclusions and future paths are

considered in Section 5.

2. AUTHENTICATION SYSTEM BASED ON COPY

SENSITIVE GRAPHICAL CODES

The legitimate life-cycle of a document protected by a 2LQR

code consists of the following parts 1) valuable document

generation, where the authentic document and 2LQR code are

put together and printed using a particular printer, 2) docu-

ment authentication, where the document is scanned using a

specific device and then, after textured pattern detection, the

authentication test is performed. If the authentication test has

a positive result, the scanned document is considered as au-

thentic. The authentication process of 2LQR code is based

on correlation values [10] and a pre-calculated authentication

threshold.

In the adversary path, the printed document is scanned, re-

constructed and re-printed by attacker. Then, this document

is submitted to the authentication process: scan, pattern de-

tection and authentication test. The forged document has un-

dergone through two P&S processes. Thus, due to the loss

of information due to the stochastic nature of each P&S pro-

cess, the structure of the textured patterns has been signif-

icantly changed, and therefore the document is rejected as

non-authentic. This authentication methodology is presented

in Fig. 1.

Fig. 1. Considered authentication system using graphical

codes.

The 2LQR code generation and authentication processes are

proposed in [6]. An authentication threshold Th is deter-

mined during the pre-trial phase. The authentication test

consists of comparing the mean value of cori, i = 1, . . . , n
(where cori is the maximal correlation value between the

P&S pattern and original patterns and n is the number of

patterns in 2LQR code) with threshold Th. The document

is said to be authentic if this mean value is bigger than Th

(mean(cor1, . . . , corn) ≥ Th). The studied duplication and

naive attacks [7, 10] show the problems of authentication

process. The correlation values of several authentic codes are

quite small and thus leads sometimes to its rejection. There-

fore, we consider a pre-processing step that increases the

image resolution via an SR technique in this paper. This kind

of reconstruction is likely to compensate for the degradation

due to the stochastic nature of the P&S process.

3. QUALITY IMPROVEMENT PROCESS

The main goal of this paper is to focus on a quality enhance-

ment process that improves the image quality after scanning

in order to improve the efficiency of the authentication test.

Such an authentication test has to differentiate originals from

copies: we want to improve the gap between both classes,

after P&S process. This work is the first to deal with copy-

sensitive codes.

We use an SR technique for image quality improvement. The

main idea of this proposition is to improve the resolution of

the captured 2LQR code image. The enhanced image is then

used as any captured image to determine whether the code

is authentic or not. The authentication test with quality im-

provement pre-processing is presented in Algorithm. 1.

Algorithm 1 Authentication test with pre-processing

Require: N scanned 2LQR code

1: Apply the SR method to N scanned 2LQR codes

2: HR is a pre-processed 2LQR code with Si, i = 1, . . . , n
patterns

3: Calculate the correlation values

cori = max{cor(Si, P1), . . . , cor(Si, Pq)}
4: if mean(cor1, · · · , corn) ≥ Th then

5: Document is authentic

6: else

7: Authentication alert

8: end if

Each printed 2LQR code is scanned N times. Each scan is

considered as a Low Resolution (LR) image. A gray level

High Resolution (HR) image is then reconstructed based on

this set of N scanned LR images. Then, this HR image

passes through the authentication test based on correlation

value comparison. In Section 4, we show that the correlation

values of an HR image are higher in comparison with that of

the image obtained directly after P&S process.

Our goal is to produce a more reliable authentication test that

increases the gap of correlation scores between original and

counterfeited codes. To do that we apply the pre-processing

step by improving the image quality with SR technics before

the authentication test.



4. EXPERIMENTS

In this section, we present the database used and the SR

method setup. Then we describe the experiments and analyze

the obtained results.

4.1. Database description

The database with original and P&S 2LQR codes was cre-

ated in order to study the effects of SR methods on P&S im-

ages. In total we have 20 sets of samples with different 2LQR

codes. Each set contains 15 different prints and scans of the

same code. The 2LQR codes used are of size 49 × 49 pat-

ters that corresponds to a version 8 of QR code. The sup-

plementary message is encoded using three different textured

patterns. Each 2LQR code has been printed (with a Brother

HL-4150CDN printer) and scanned (with a Canon LIDE210

scanner) with a 600 dpi resolution. An example of 2LQR code

as well as the textured patterns used are illustrated in Fig. 2.

Note that the 600dpi resolution for the capture step is chosen

to be close to realistic use cases: even if higher resolutions

are now available, various devices used can not provide more

than 600dpi.

(a)

(b) (c) (d)

Fig. 2. Examples of 2LQR code and textured patterns used:

a) 2LQR code, b) Pattern 1, c) Pattern 2, d) Pattern 3.

4.2. SR method setup

We propose to improve the image quality of the copy sen-

sitive code by using a new, competitive and robust method

based on LR multi-frame acquisition [8] and its regularized

version [9]. The idea underlying this test is to compensate for

the stochastic variability of the scanning process by recon-

structing an HR image based on a set of different LR images.

For the testing, we used subsets of 5, 10 and 15 LR images

for each sample. Both reconstruction and regularization pro-

cesses are iterative. In our tests, we performed 15 iterations

for reconstruction and 8 for regularization. One particularity

of the proposed non-regularized SR method, is that the recon-

structed image is interval-valued. Thus, as in [8], we use the

central image of each reconstructed interval-valued image.

4.3. Image quality improvement of scanned codes

As a first result, in all experiments, the resolution quality of

the 2LQR code image was improved by SR reconstruction

(see Fig. 3). Each HR image was constructed using 5 − 15
P&S 2LQR code images. Fig. 3 presents an example of the

increased resolution of a P&S 2LQR code by using a non-

regularized SR technique – see on Fig. 3.a an original LR

image, its HR non-regularized reconstruction using 10 and

15 LR images on Fig. 3.b - Fig. 3.c, and its HR regularized

reconstruction using 10 LR images on Fig. 3.d.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3. (a) A zoomed part of a P&S 2LQR code, (b) Its HR

version using non-regularized method with 10 images, (c) Its

HR version using non-regularized method with 15 images and

(d) Its HR version using regularized method with 10 images.

Our goal is to increase the correlation values of patterns after

P&S process. Table 1 presents the comparison of mean corre-

lation scores with and without an SR enhancement. This SR

enhancement obviously increases the mean correlation values

(at least up to 0.35 for whole 2LQR code image). This means

that the number of authentic code rejections during authenti-

cation test decreases. As noted by [11], the SR enhancement

increases with the number of images but reaches a limit that

is inherent to the reconstruction process. This also can be ob-

served with the correlation results: using more than 10 images

does not lead to sensible improvement.

Table 1 shows the changes of correlation values depending on

number of the LR subsample size used for HR image estima-

tion. We can observe that the correlation results are worse

for the regularized reconstruction method than for the non-

regularized reconstruction method for all subsets. The regu-

larization method allows to obtain better images in terms of



Pattern 1 Pattern 2 Pattern 3 2LQR

After P&S

0.2900 0.2647 0.3706 0.3084

After SR non-regularized

5 images 0.3697 0.3074 0.4611 0.3794
10 images 0.3724 0.3076 0.4634 0.3811

15 images 0.3735 0.3053 0.4635 0.3808
After SR regularized

5 images 0.3560 0.2983 0.4155 0.3566
10 images 0.3587 0.2984 0.4447 0.3673
15 images 0.3575 0.2947 0.4420 0.3648

Table 1. Mean correlation values for each type of patterns

and for whole 2LQR code before and after SR reconstruction.

PSNR, but not necessarily improve the correlation. For the

non-regularized SR method, as explained earlier, using sub-

sets of 10 LR images seems to be sufficient for our frame-

work.

4.4. SR impact on counterfeited codes

As discussed in Section 3, it is necessary to evaluate the cor-

relation levels for counterfeited codes. Our goal is to in-

crease the difference between correlation scores of original

and counterfeited codes. In order to study this difference, we

construct a database of 2LQR code printed and scanned twice

using 1200 dpi resolution. Then, the image quality of these

codes was improved using the same setup described earlier

for SR reconstruction. Finally, the authentication test with

pre-determined authentication threshold Th = 0.3 was per-

formed under these HR double P&S 2LQR code images. The

comparison of correlation measures is illustrated in Fig. 4.

We note that the use of SR methods for original P&S images

increases the correlation values. Nevertheless, the correla-

tion values are almost stable for counterfeited (printed and

scanned twice) images using the same SR method.

We have to make clear that the SR technique is used as a pre-

processing step in order to increase the quality of codes during

authentication test. The aim of this section is not to propose

any attack technique: the possibilities are too large and it is

not possible to guess which can be used by an attacker. One

can imaging several attacks using any SR technique between

two P&S operations. However, the HR image needs to be

binarized before second P&S operation as common printers

deal only with black and white information. The choice of

good binarization strategy is an open question, that is why

we do not perform the attacks using the SR technique in this

paper.

Nevertheless, the results illustrated in Fig. 4 show that the use

of the SR methods from [9] cannot improve the correlation

values in duplicated code, thus the duplication codes cannot

pass the authentication test. Therefore, the main property of

Fig. 4. Authentication test results for codes printed-and-

scanned twice without and with SR pre-processing.

2LQR code - sensitivity to duplication process - is not affected

by the image quality improvement using these SR methods.

5. CONCLUSION

In this paper we propose to improve an authentication system

based on copy sensitive graphical codes by using a Super-

Resolution (SR) method. Never until now have SR techniques

been used for this type of application. The authentication

we consider is based on detecting whether the 2LQR code,

that is used to authenticate the document, has been printed

once or printed then scanned then printed. This detection is

based on a correlation measure between the original graph-

ical patterns that are used to construct the 2LQR code and

its printed-then-scanned version. The experiments we report

here show that the resolution enhancement induced by the SR

process increases the correlation values between original and

printed-and-scanned patterns when the document is printed-

then-scanned only once, but not if the document has been

printed-then-scanned more than once. Therefore, by consid-

ering the SR as a preprocessing, the robustness of the au-

thentication is increased: there are less false negatives. In

the future, we would like to study the 2LQR code estima-

tion attacks based on SR methods, and also to propose a SR

regularization method to directly integrate the binarization in

the reconstruction process (for example adding the informa-

tion on the number of expected black pixels in each patterns).

As second path, we would like to perform tests with single-

image SR methods to reconstruct the known patterns. Finally,

we need to perform the complete attack channel with a big-

ger database of different copy-sensitive graphical codes and

several printers/scanners.
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On Maxitive Image Processing

Olivier Strauss, Kevin Loquin, Florentin Kucharczak

Abstract Digital image processing has become the most common form of image

processing. Many transformations can be achieved by very simple and versatile al-

gorithms such as contrast enhancing, restoration, color correction, etc. However, a

wide branch of image processing algorithms makes an extensive use of spatial trans-

formations that are only defined in the analog domain such as rotation, translation,

zoom, anamorphosis, homography, distortion, derivation, etc. Designing a digital

image processing algorithm that mimics a spatial transformation is usually achieved

by using the so-called kernel based approach. This approach involves two kernels

to ensure the continuous to discrete interplay: the sampling kernel and the recon-

struction kernel, whose choice is highly arbitrarily made. The maxitive kernel based

approach can be seen as an extension of the conventional kernel based approach that

reduces the impact of such an arbitrary choice. It consists in replacing at least one

of the kernels by a normalized fuzzy subset of the image plane. When considering

digital image spatial transformation, this replacement leads to compute the convex

set of all the images that would have been obtained by using a (continuous convex

set) of conventional kernels. Using this set induces a kind of robustness that can re-

duce the risk of false interpretation. Medical imaging for example would be a kind

of applications that could benefit of such an approach.
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1 Introduction

In digital image processing, fuzzy subsets have been used from its very first intro-

duction for representing image information at different levels (see e.g. [2] for a nice

overview on fuzzy set based image processing). Most research work has rather con-

sidered high level image processing [16]. The maxitive approach we present in this

paper belongs to the class of low-level processing where a membership function is

used to represent a local neighborhood around each point of the image plane.

Digital image processing refers to the set of algorithms used to transform, filter,

enhance, modify, analyze, distort, fuse, etc., digital images. Many of these algo-

rithms are designed to mimic an underlying physical operation defined in the con-

tinuous illumination domain and formerly achieved via optical or electronic filters

or through manipulations including painting, cutting, moving or pasting of image

patches. Spatial domain operations like derivation [23], morphing, filtering, geo-

metric and perspective transformations [12], super-resolution [17], etc. are usually

derived by using a kernel based approach [25]. Among all spatial domain opera-

tions, we are interested here by geometric transformations like affine and projec-

tive transformations or, more generally, diffeomorphisms or homeomorphisms. In

kernel-based approaches, the choice of a particular kernel shape or spread is usually

prompted more by practical aspects than by any theoretical purpose. Unfortunately,

this choice can highly impact the output of the obtained discrete operator. Figure 2

illustrates this fact by highlighting the noise introduced by a digital approximation

of a continuous rigid transformation operation. Two different interpolation methods

have been used to rotate a detail of Figure 1 (see Figures 2.a,b). The obtained images

are not identical as illustrated by enhancing their absolute difference (Figure 2.c).

This dependance is not a real problem when the considered operations are ded-

icated to artistic modifications of an image. Photographs have their own rule to

choose among the three main interpolation methods (nearest neighbor, bilinear,

bicubic), while some dedicated softwares have developed their own interpolation

(or more generally reconstruction) method. It is more problematic when the infor-

mation carried on by an image is quantitative, e.g. in medical applications where

quantization is expected.

For example to study a lung tumor growth, the patient is subjected to hybrid PET-

CT scan, where the CT1 gives the anatomical structure information and PET2 gives

quantitative information about the tumor metabolism. After image acquisition, it is

necessary to bring the image of either of one the modality w.r.t to other (PET w.r.t

CT or vice versa). This operation involves geometrical transformations. If details

in the images are comparable to the image resolution, the choice of registration

algorithm can be critical.

1 Computed Tomography scan is a computational method for reconstructing cross-sectional images

from sets of X-ray measurements taken from different angles.
2 Positron-Emission Tomography is a nuclear medicine functional imaging technique used to ob-

serve metabolic processes in the body.
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A more careful approach would be to compute not a single transformed image

but the set of all images that can be obtained by using different kernels. In med-

ical diagnosis, this can lead to confirm a diagnosis (if all the images lead to the

same diagnosis) or highlight the need for a complementary medical investigation

(if different images lead to different diagnosis). This is what the maxitive approach

proposes.

Maxitive image processing takes advantage of the obvious analogy between

probability density functions (pdf) and positive kernels to extend the signal process-

ing theory to the case where the modeling is imprecisely known [13]. Within this

technique, the possibilistic interpretation [5] of fuzzy subsets is used to define max-

itive kernels that can be seen as convex sets of conventional positive kernels. These

convex sets aim at representing scant knowledge on the appropriate kernel to be used

in a given application. Maxitive-based signal processing extensions lead to interval-

valued signal that includes the set of all signals that would have been obtained by the

corresponding conventional method using a positive kernel that belongs to the core

of the maxitive kernel [18]. This approach has been extended into two dimensions

and involved in image processing applications (see e.g. [14, 6, 20, 10]).

In this article, we propose a formalization of the maxitive approach for extend-

ing geometrical transformations in digital image processing, i.e. we show how this

technique can be used to compute the convex set of all images that would have been

obtained by considering a convex set of possible kernels when applying geometrical

transformations to digital images.

Fig. 1 A digitalized version of an illustration of Ivan Bilibin for Fairytale of the Tsar Saltan (1905).
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After this introduction, Section 2 provides some notations and some necessary

background knowledge. In Section 3 we present the kernel-based method to design

discrete operators mimicking continuous geometrical transformations. We then pro-

pose the maxitive approach as a simple extension of the former method. We propose

to use this extension to design a rigid transformation. We then conclude this article.

2 Preliminary Considerations, Definitions and Notations

2.1 Notations

Let R be the real line and IR be the set of all intervals of R. Let Ω be the image

plane, i.e. a box of R2: Ω =Ω1×Ω2, where Ω1,Ω2 ⊆R. Let P(Ω) be the set of all

Lebesgue measurable subsets of Ω . With N being a positive integer, we define ΘN

by ΘN = {1, . . . ,N} ⊂ N. Let P(ΘN) = 2ΘN be the power set of ΘN .

2.2 Digital Images

A continuous (real) image is usually obtained by projecting on a plane, via an op-

tical device, the light reflected by the objects placed in front of the camera. This

projection is often referred to as the illumination function.

A digital image is a numeric representation of a continuous image. It is composed

of a finite set of digital values called pixels, each value being associated to the mea-

surement of the illumination function at a specific location on the continuous image

plane.

a) b) c)

Fig. 2 Rotation of 3◦ of a detail of Figure 1 by using bilinear interpolation (a) bicubic interpolation

(b) and an enhanced view of the difference between the two rotated images (c)
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2.3 Capacities and Expectations

A capacity is a confidence measure that is more general than a probability measure

[8]. It can be defined on both continuous and discrete domains. A capacity defined

on a continuous reference set is called a continuous capacity, while a capacity de-

fined on a discrete reference set is called a discrete capacity. Let Φ be either Ω
or ΘN .

Definition 1. A (continuous or discrete) capacity ν is a set function ν : P(Φ) → [0,1]
such that ν(∅) = 0, ν(Φ) = 1 and ∀A,B ∈ P(Φ), A ⊆ B ⇒ ν(A)≤ ν(B).

Given a capacity ν , its conjugate νc is defined as: νc(A) = 1− ν(Ac) for any

subset A∈P(Φ), with Ac being the complementary set of A in Φ . A capacity ν such

that for all A,B in P(Φ), ν(A∪B)+ν(A∩B)≤ ν(A)+ν(B) is said to be concave.

Here we only consider this kind of capacity. The core of a concave capacity ν ,

denoted M (ν), is the set of probabilities P on P(Φ) such that ν(A)≥ P(A) for all

subsets A ∈ P(Φ). A probability measure is a capacity that equals its conjugate.

Thus, if ν is a probability, ν(A∪B)+ν(A∩B) = ν(A)+ν(B) [4].

The concept of expected value associated with a probability measure has been

extended to concave capacities by means of a Choquet integral (see e.g. [19]). Let ν
be a concave capacity defined on Φ and let f : Φ → R be a L1 bounded function.

The (imprecise) expectation of f w.r.t. ν is the real interval Eν( f ) defined by:

Eν ( f ) =
[

Eν( f ),Eν( f )
]

=
[

Čνc( f ), Čν ( f )
]

,

where Č denotes the asymmetric Choquet integral (see e.g. [22]). One of the

important properties of this extension is that Eν( f ) is an interval that contains all of

the EP( f ) with P ∈ M (ν). Conversely, any value of this interval corresponds to an

expected value of the form EP( f ) with P ∈ M (ν) [4].

Remark 1. Upper expectations and concave capacities coincide when considering

the characteristic function. Let ν be a concave capacity, ∀A∈P(Φ), ν(A) = Eν(χA),
with χA being the characteristic function of A.

2.4 Summative and Maxitive Kernels

In discrete image processing, the role of a kernel is to define a weighted neighbor-

hood of spatial locations in the image plane, with those weights being used in an

aggregation process. Among different kernels, summative kernels play an important

role since they define normalized positive weighted neighborhoods. They are inten-

sively used to establish discrete operators defined in the continuous domain [13].

Let N ∈ N and Φ be either Ω or ΘN .

A summative kernel is a positive function κ : Φ −→ R+ complying with the

summative property, i.e.
∫

Ω κ(x)dx = 1 (if Φ = Ω ) or ∑n∈ΘN
κn = 1 (if Φ = ΘN).

Such a function defines a probability measure Pκ on Φ by: ∀A∈P(Φ), Pκ(A) =
∫

A κ(x) dx
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(if Φ = Ω ) or Pκ(A) = ∑n∈A κn (if Φ =ΘN). K (Φ) is the set of all summative ker-

nels defined on Φ .

A maxitive kernel [13] is a function π : Φ −→ [0,1] complying with the maxi-

tive property, i.e. supx∈Φ π(x) = 1. Such a function defines a concave capacity on Φ
called a possibility measure Ππ by: Ππ(A) = supx∈A π(x). A maxitive kernel π de-

fines a convex subset of K (Φ) as follows:

M (π) = {κ ∈ K (Φ)| ∀ A ∈ P(Φ), Pκ(A)≤ Ππ(A)} called its core.

2.5 Crisp and Fuzzy Partitions

In image processing, partitioning is mandatory to define the relation between the

continuous domain, where the illumination function is defined, and the discrete do-

main, where the measured illumination is depicted. Traditional image processing is

based on crisp partition, while more advanced image processing has been based on

fuzzy partition (see e.g. [6, 15]).

An image partition of Ω is a set of N subsets {Cn}n∈ΘN
such that (i) ∀(n,m)∈ΘN ,

Cn ∩Cm 6=∅⇐⇒ n = m, (ii) ∀ω ∈ Ω , ∃n ∈ΘN such that ω ∈Cn.

An image partition is said to be uniform if it can be generated by a simple generic

subset E: let χE be the characteristic function of E, ∀n ∈ ΘN , ∃ωn ∈ Ω such that

∀ω ∈ Ω , χCn(ω) = χE(ω −ωn).
A fuzzy image partition of Ω is a set of N fuzzy subsets {Cn}n∈ΘN

such that

∀ω ∈ Ω : (i) ∑N
n=1 µCn(ω) = 1 and (ii) µCn is continuous, with µCn being the

membership function of Cn (n ∈ ΘN). A fuzzy partition is said to be uniform if

it can be generated by a simple generic fuzzy subset E: let {ωn}n∈ΘN
be a set

of N regularly spaced locations of Ω , then Cn is generated by E i.e. ∀ω ∈ Ω ,

µCn(ω) = µE(ωn − ω). A fuzzy partition is said to be normalized if ∀n ∈ ΘN ,

∃ω ∈ Ω such that µCn(ω) = 1 [21]. Usually, in image processing, partitions are

uniform to comply with the geometry of the image sensors.

Fuzzy partitions are instrumental for performing reconstructions. Let {Fn}n∈ΘN

be a discrete function, a reconstructed continuous function F̂ : Ω → IR can be de-

fined by ∀ω ∈Ω , F̂(ω) =∑n∈ΘN
FnµCn(ω). The following definition will allow us to

extend this instrumentality to link the continuous space Ω to the discrete space ΘN .

Definition 2. Let A⊆ΘN. We defineϒA as being the membership function of
⋃

n∈A Cn,

where the union is defined by the Łukasiewicz T-conorm: ∀ω ∈ Ω ,

ϒA(ω) = min(1,∑n∈A µCn(ω)) = ∑n∈A µCn(ω) due to the fact that ∑N
n=1 µCn(ω) = 1.

Remark 2. Note that a uniform crisp partition is a special case of fuzzy partition

where the generic fuzzy subset E is a crisp subset.
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3 From Continuous to Digital Image Processing

3.1 Continuous Image / Digital Image

In the continuous domain, an image can be seen as a measurable physical illumina-

tion phenomenon, i.e. the projection, via an optical device, of the real-world light

information in a particular direction. It is generally modeled by a bounded posi-

tive integrable function I defined on IR2. More precisely I is a L1(IR
2)+ function

defined on a compact subset Ω (e.g. a closed rectangle) of IR2. This function is usu-

ally extended throughout the continuous domain IR2 by assigning an arbitrary value

(usually 0) to Ω c (the complementary set of Ω in IR2).

There are some optical systems that allow to perform image processing in the

continuous domain. Yet, nowadays image processing is mainly performed on com-

puter or smartphones, i.e. on image stored in computer memory as a discrete quan-

tities. From a signal processing point of view, a sampled image can be considered as

being obtained by measuring the continuous illumination function I defined on IR2

projected by an optical device on a matrix of sensors called the retina (see Figure 3).

The sensors are usually regularly spaced along each axis at a limited number N of

locations, called the sampling locations. Those measurement values or locations are

usually referred to as pixel values or locations. Let ΘN = {1, . . . ,N} ⊂ IN be the set

of indices of the sampling locations and {ωn}n∈ΘN
be the set of sampling locations

also referred to as the sampling grid.

Ideally, each measure In can be modeled by an integral of the illumination func-

tion I in a crisp neighborhood around ωn. Let φωn ⊂ IR2 be this neighborhood, then

the relation between I and I can be expressed by: ∀n ∈ ΘN , In =
∫

φ ωn I (ω)dω .

When χφ ωn is the characteristic function of the subset φωn , it can be rewritten as:

∀n ∈ΘN , In =

∫

IR2
I (ω)χφ ωn (ω)dω . (1)

Finally, the measured pixel values are quantized to obtain the digital image. What

has to be kept in mind is that what we have at hand is not the image but discrete

measures of it.

There are many operations for which accounting for the underlying continuous

nature of the image is mandatory: derivation, morphing, filtering, geometric and

perspective transformations, etc. For those operations, the aim is to define a dis-

crete operator that can mimic the equivalent operation in the continuous domain.

The idea is illustrated in Figure 4 when considering a rotation of a detail of the im-

age depicted in Figure 1 around the optical axis. Let us consider the input discrete

image as being obtained by sampling a continuous image. The image we would

like to obtain by using the discrete rotation operator is the image that would have

been obtained by rotating and then sampling the original continuous image. Such

an operation is not possible due to the loss of information induced by the sampling.

It has to be approximated in a way that preserves at best the original (discrete) in-

formation. For example, a particularly desirable property would be the reversibility
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of a digital operation. However, continuous based discrete operations always lead

to information loss [3]. Therefore, the original information cannot be reconstructed

from the processed image.

Different methods have been proposed in the relevant literature to counteract this

information loss (see e.g. [9] for a lossless rotation that uses permutations of pixels

values). The method we propose does not have this target but aims at quantifying

the information loss induced by a geometrical transformation.

3.2 Kernel-based Image Processing

Kernel-based image processing, as illustrated in Figure 4, consists in defining dis-

crete operations on digital images that are analog to operations defined on con-

tinuous images in the continuous domain. Kernels are used for defining weighted

neighborhoods of a location in the image plane, aiming at reconstructing a continu-

ous image from a discrete image, or sampling a continuous image to built a discrete

image.

3.2.1 Kernel-based Image Sampling and Reconstruction

Let {ωn}n∈ΘN
be the N sampling locations. In Section 3.1, sampling a continu-

ous image has been very straightforwardly modeled by integrating the illumination

function I in a crisp neighborhood around each sampling location ωn (see Equa-

tion 1). This modeling supposes that the impulse response of the sensor is uniform.

To account for a known non-uniform impulse response of the sensor, a more general

Fig. 3 Measure of a continuous image.
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link between the sampled pixel values I and the continuous illumination I can be

obtained by replacing the neighborhood function χφ by a sampling kernel κ [6]:

∀n ∈ΘN , In =

∫

IR2
I (ω)κ(ω −ωn)dω =

∫

IR2
I (ω)κn(ω)dω , (2)

with κn being the kernel κ translated in ωn.

A certain consistency has to be kept between the continuous and the discrete

domain. The range of the real measure of the illumination value being generally un-

known, we can suppose without loss of generality that the correspondance between

digital gray-scale and real value is linear, i.e. quantifying a real illumination value

amounts to replacing this value by its nearest integer. That comes down to assum-

ing the original illumination measurement scale to be the real valued counterpart of

the digital available grayscale (e.g. if the digital grayscale is {0, . . .255} then the

real illumination scale is [0,255]). The consistency of both continuous and discrete

images can be expressed in that way: “if I is a constant image such that ∀ω ∈ Ω ,

I (ω) = a, then ∀n ∈ΘN , In = a”. Considering Equation 2, a =
∫

IR2 aκ(ω−ωn)dω ,

i.e.
∫

IR2 κ(ω)dω = 1, thus κ is a summative kernel.

Reconstruction can be thought of as the converse procedure of sampling. How-

ever, since sampling induces information loss, the recomposed image usually cannot

be seen as a perfect reconstruction of the original continuous illumination I , but

rather as an estimate Î of the continuous function I . This estimate is obtained by

a finite weighted sum of the pixel values In (n ∈ΘN):

sampling sampling

discrete rotation

continuous rotation

discrete input image

original continuous image rotated continuous image

discrete output image

reconstructing

Fig. 4 How to go from continuous to discrete image processing?
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Î (ω) = ∑
n∈ΘN

Inη(ωn −ω) = ∑
n∈ΘN

Inηω
n , (3)

η being a continuous reconstruction kernel and ηω
n being the discrete kernel

induced by sampling η translated in ω on the sampling grid.

The same consistency between continuous and discrete domain evoked above

implies that ∀ω ∈ Ω , ∑n∈ΘN
η(ω −ωn) = ∑n∈ΘN

ηω
n = 1: sampling a reconstruc-

tion kernel translated at any location ω ∈ Ω leads to a discrete summative kernel.

Moreover, if the sampling is uniform, then η is even [24].

3.2.2 From Summative to Maxitive Kernel-based Image Processing

Let ϕ be a geometric transformation (i.e. a mapping form R2 to R2) transform-

ing a continuous image I into another continuous image I ′ such that ∀ω ∈ Ω ,

I ′(ω) = I (ϕ(ω)). Let {ωn}n∈ΘN
be the sampling locations and {In}n∈ΘN

be the

pixel values of the original discrete image – supposedly obtained by sampling I .

Kernel based image processing consists in deriving a discrete operation that is

equivalent to sampling I ′ on the sampling grid.

Following Equation 2, sampling the continuous image I ′ leads to the sampled

image I′ such that:

∀k ∈ΘN , I
′
k =

∫

IR2
I

′(ω)κ(ω −ωk)dω , (4)

κ being the sampling kernel. Considering I ′(ω) =I (ϕ(ω)), Equation 4 becomes:

∀k ∈ΘN , I
′
k =

∫

IR2
I (ϕ(ω))κ(ω −ωk)dω . (5)

Now, let η be a reconstruction kernel, i.e. ∀ω ∈ Ω , I (ω) = ∑n∈ΘN
Inη(ωn−ω),

then ∀k ∈ΘN :

I′k =
∫

IR2
∑

n∈ΘN

Inη(ϕ(ωn −ω))κ(ω −ωk)dω

= ∑
n∈ΘN

In

∫

IR2
η(ϕ(ωn −ω))κ(ω −ωk)dω = ∑

n∈ΘN

Inρk
n ,

(6)

with ρk
n =

∫

IR2 η(ϕ(ωn −ω))κ(ω −ωk)dω .

Thus, estimating the discrete values of I′ based on I comes down to defining, for

each location k, a positive discrete kernel ρk by sampling the continuous kernel κk,

defined by ∀ω ∈ Ω , κk(ω) = κ(ω −ωk), with the continuous kernel ηϕ defined by:

∀ω ∈ R, ηϕ (ω) = η(ϕ(ω)). The obtained weights define discrete summative ker-

nels (for each k) if ∑n∈ΘN
ρk

n = 1 which is not guaranteed for every transformation ϕ .
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This is induced by the fact that ϕ is not an equiareal mapping. Within this approach,

a way to cope with this problem is to normalize ρ by replacing ρk
n by

ρk
n

∑i∈ΘN
ρk

i

.

Since we consider a uniform partition, η is a positive even kernel. Let Cn be

the (possibly non normalized) fuzzy subset whose membership function is de-

fined by: ∀ω ∈ Ω , µCn(ω) = η(ω −ωn) = η(ωn −ω). By construction ∀ω ∈ Ω ,

∑n∈ΘN
µCn(ω) = 1. Therefore the subsets {Cn}n∈ΘN

form a fuzzy partition. Now,

let C
ϕ
n (n ∈ ΘN) the fuzzy subsets defined by ∀ω ∈ Ω , µ

C
ϕ
n
(ω) = η(ϕ(ω −ωn)) =

η(ϕ(ωn −ω)). Since ϕ is a mapping, the property ∀ω ∈ Ω ϕ , ∑n∈ΘN
µ

C
ϕ
n
(ω) = 1 is

kept (Ω ϕ being defined by: Ω ϕ = {ω |∃u ∈ Ω ,ω = ϕ(u)}).

Now, let Qk
κ be the measure defined by: ∀A ⊆ΘN , Qk

κ(A) = ∑n∈A ρk
n , the value I′k

can be seen as being the estimate of I w.r.t. Qk
κ :

I′k = E
Qk

κ
(I). (7)

The measure Qk
κ can also be seen as an estimate:

∀A ⊆ΘN , Qk
κ(A) = ∑

n∈A

∫

IR2
ηϕ(ωn −ω)κ(ω −ωk)dω

=
∫

IR2
κk(ω)

(

∑
n∈A

µ
C

ϕ
n
(ω)

)

dω

=

∫

IR2
κk(ω)ϒ

ϕ
A (ω)dω ,

(8)

ϒ
ϕ

A being defined as in Definition 2: ∀ω ∈ R, ϒ
ϕ

A (ω) = ∑n∈A µ
C

ϕ
n
(ω). Thus Equa-

tion 8 becomes:

∀A ⊆ΘN ,Q
k
κ(A) = EP

κk
(ϒA), (9)

Pκk being the set measure whose density is defined by the kernel κk.

The grid of the Cn
ϕ

κkThe kernel

Fig. 5 Computing the ρk
n by sampling the kernel κk on the transformed interpolation partition

when ϕ is a perspective transformation and η = η�.
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As an example, let ϕ be a perspective transformation, then ϕ(ω) = A.ω+α
B.ω+β ,

where A and B are a 2× 2 matrix and α and β translation vectors. Then, ∀ω ∈ Ω ,

µ
C

ϕ
n
(ω) = η(ϕ(ω − ωn)) = η(A.ω+α−A.ωn

B.ω+β−B.ωn
). This is illustrated in Figure 5 by

considering the interpolation kernel being the nearest-neighbor kernel η� defined

by: ∀ω ∈ R2, η�(ω) = 1, if ω ∈ Ξ and 0 else, with Ξ =]− 0.5,0.5]×]− 0.5,0.5].

3.2.3 Maxitive Kernel-based Image Processing

The maxitive extension of the kernel-based image processing simply consists in

replacing the summative sampling kernel by a maxitive sampling kernel. This re-

placement aims at representing imprecise knowledge on the sampling kernel, either

because the original sampling kernel is unknown, either because the kernel that

would lead to the least distortion in the transformed image is unknown.

Let π be a maxitive kernel. Replacing κ by π in Equation 2 leads to an interval-

valued discrete image I such that ∀n ∈ΘN , In =EΠ
πk
(I ), Ππk being the possibility

measure induced by πk, the maxitive kernel π translated in ωk. This interval valued

discrete image represents the convex set of all the discrete images that could have

been obtained by sampling I with a kernel κ ∈ M (π) (see [13]). Following [7],

Expression 9 can be extended to define the capacity νk, for each location ωk:

∀A ⊆ΘN ,ν
k
π(A) = EΠ

πk
(ϒ

ϕ
A ). (10)

By construction, νk
π is a concave capacity such that ∀κ ∈ M (π) and ∀A ⊆ ΘN ,

Qk
κ(A)≤ νk

π(A).

The final step of this extension consists of estimating the interval valued image I
′

by replacing, in Equation 7, the discrete additive set measure Qk
κ by the discrete non

additive set measure νk
π . This leads to:

∀k ∈ΘN , Ik
′
= Eνk

π
(I). (11)

The estimation operator E propagates imprecise knowledge of the sampling ker-

nel to the interval-valued transformed image.

3.3 Example: Rigid Transformations

As it will be seen here, the computation can be very easy. But at first we should

answer the question: “which maxitive kernel has to be chosen?”. As in image pro-

cessing, mostly separable kernels or radial kernels are considered, a very interest-

ing kernel would be a one that dominates any sampling kernel whose support is

bounded. This problem has been addressed in [6] by considering separable kernels

and separable estimations. As mentioned by the authors, such an approach is not

suitable for transformations like rotations. A nice answer to this problem is pro-
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posed in [1] that gives different 2D maxitive kernels depending on which summa-

tive kernels have to be considered. For example, the continuous maxitive kernel

π̆(ω) = max(0,1−‖ω‖2) dominates every bell-shaped radial continuous summa-

tive kernel whose support is included in [−1,1]. This is very convenient because it

can represent the fact that the support of the sampling kernel is at most the distance

between two pixels but all what is known about the shape is that it is bell-shaped

and radial. Note that the Dirac impulse is included in M (π̆), ensuring a kind of

guaranteed preservation of the information carried on by the digital original image.

Thus now let us choose π̆ to be the sampling maxitive kernel and η� to be the

interpolation kernel. Then the partition {Cn} (n ∈ ΘN) is a crisp partition, each Cn

being a box centered in ωn. Then Equation 10 leads to:

∀A ⊆ΘN ,ν
k
π (A) = EΠ

πk
(ϒA) = sup

ω∈
⋃

n∈A C
ϕ
n

π̆(ω −ωk).

In that case, since the C
ϕ
n form a crisp partition, νk

π is a possibility measure asso-

ciated to the discrete possibility distribution γk defined by:

∀n ∈ΘN ,γ
k
n = sup

ω∈C
ϕ
n

π̆(ω −ωk).

ϕ being a rigid transform, it is defined by: ∀ω ∈ R2, ϕ(ω) = R.ω + τ , where R

is a 2× 2 orthonormal matrix and τ ∈ R2 is a translation vector.

C
ϕ
n can be computed very easily by using geometric considerations. If the parti-

tion is not crisp, then νk
π is not a possibility measure but can be computed analyti-

cally (see [7] for an example of such a computation).

To illustrate this approach, we propose to take another look at the experiment

illustrated in Figure 2. The same detail of Figure 1 has been rotated by 3◦ using the

approach proposed in Section 3.2.3 by considering a crisp partition of the original

image and the maxitive kernel π̆(ω) described above. The discrete capacity νk
n is a

possibility measure defined by the distribution computed by mean of Equation ??.

By constructions, the images of Figures 2.a and 2.b are included in the interval-

valued image represented by its lower bound 6.a and its upper bound 6.b. Figure 1.c

represents the imprecision of the interval valued image. It can also be noticed that

the most important imprecision is concentrated near the edges of the drawing, i.e.

the regions where two different interpolations yield to two different values.

4 Conclusion and Discussion

In many applications, images are subject to geometric distortions introduced by per-

spective, misalignment, optical aberrations, movement of the imaging sensor etc.

which need to be corrected for further interpretation. Digital geometrical transfor-

mations are instrumental for reversing these distortions, aligning different images in

a common frame or simply enable image contain analyse or interpretation. Many of
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those transformations aim a mimicking a physical operation defined in the continu-

ous illumination domain. Kernel-based approach is a convenient way for designing

digital transformations that may ensure a certain preservation of digital image topo-

logical and illumination properties. However, this method relies on modeling the

interplay between continuous and discrete domain via two arbitrarily chosen ker-

nels that model the sampling (to go from continuous to discrete domain) and the

reconstruction (to go from discrete to continuous domain) operations. The arbitrari-

ness of this choice can have severe consequences in applications where details have

to be preserved that are comparable with image resolution.

Maxitive image processing can be an interesting solution to preserve the infor-

mation carried on by the original image. It allows to compute de (convex) set of all

images that would have been obtained by considering a (convex) set of kernels that

could have been appropriate to compute this transformation. This computation can

be achieved with a very low increase of the computation complexity (see e.g. [6]).

This article is focussed on modeling imprecise knowledge on the sampling ker-

nel. Imprecise knowledge on the approximation kernel has to be taken into account

in another way. Note however that, due to the interchangeable role of kernels in Ex-

pression 6, this modeling in fact addresses imprecise knowledge on the convolution

of both reconstruction and sampling kernels (see e.g. [7]). This needs to be further

investigated. Other problems have to be investigated including reversibility – how

both illumination and topological information preserved when an image is subject

to a transformation and then its inverse transformation? – and selection, in the con-

vex set of obtained images, of a representative image to be presented to the expert

(see e.g. [11]).
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Résumé — La tomographie par émission de positons (TEP) est une modalité d’imagerie nucléaire qui possède
une place de choix dans la démarche diagnostique des démences neuro-dégénératives. Le traceur radiopharmaceu-
tique le plus utilisé, le 18F-FDG, permet d’obtenir une cartographie volumique du métabolisme cérébral. L’argument
scintigraphique de démence repose sur la mise en lumière d’un hypo-métabolisme relatif d’une région d’intérêt (ROI)
particulière par rapport à une autre, habituellement son symétrique controlatéral. Certains cas d’étude sont cepen-
dant très difficiles à interpréter à l’oeil nu, principalement à un stade précoce d’évolution de la maladie. Jusqu’à
présent, le développement d’outils (semi-)automatiques de comparaison directe de ROIs s’est vu limité par la mé-
connaissance de la statistique que suivent les données reconstruites ; les principales méthodes déjà mises au point
préférant alors utiliser d’imposantes bases de données pour évaluer la reconstruction à analyser à travers un score
de dissimilarité par rapport à un groupe de contrôles. Dans cette thèse, nous proposons une nouvelle méthodologie
entièrement intégrée allant de la reconstruction d’images d’activité à l’aide au diagnostic de démences. Basée sur
la reconstruction d’intervalles de confiance, l’approche proposée permet 1/ d’accéder directement à une informa-
tion sur la variabilité statistique des données, 2/ de reconstruire des images qualitativement et quantitativement
probantes pour faciliter la lecture de l’examen par le médecin nucléaire, 3/ de fournir un score de risque du patient
d’être atteint de démence neuro-dégénérative. Les résultats obtenus avec cette dernière sont comparables avec des
outils validés en routine clinique, sans nécessiter aucune autre information que les seules données d’acquisiton TEP.

Mots clés : TEP, imagerie médicale, reconstruction tomographique, variabilité statistique, approches interval-
listes, comparaison de région d’intérêt, aide au diagnostic, neurologie.

Abstract — Positron emission tomography (PET) is a nuclear imaging modality that has a prominent place in
the neurodegenerative dementias diagnosis. After a reconstruction step, the most widely used radiopharmaceutical
tracer, the 18F-FDG, provides a volume mapping of brain metabolism. The scintigraphic argument for dementia is
based on the finding of a relative hypo-metabolism of one particular region of interest (ROI) to another, usually its
contralateral symmetric. However, some case studies are very difficult to interpret with the naked eye, mainly at an
early stage of the disease’s development. Until now, the development of (semi-)automatic tools for direct comparison
of ROIs has been limited by the lack of statistical knowledge of the reconstructed data ; the main methods already
developed preferring to use large databases to evaluate the reconstruction through a dissimilarity score compared
to a group of control patients. In this thesis, we propose a new, fully integrated methodology, from reconstruction to
assistance in the diagnosis of dementia. Based on the reconstruction of confidence intervals, the proposed approach
allows 1/ direct access to information on the statistical variability of the data, 2/ reconstruction of qualitatively and
quantitatively convincing images to facilitate the reading of the examination by the physician, 3/ provision of a
risk score for the patient to be affected by a neurodegenerative dementia. The results obtained with the latter are
comparable with tools validated in clinical routine, except that this method does not require any other information
than PET acquisition data itself.

Keywords : PET, medical imaging, tomography reconstruction, statistical variability, interval-valued approaches,
region of interest comparison, aided-diagnosis, neurology.
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