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Résumé

Lobjectif de cette these est d’analyser I'influence des facteurs environnemen-
taux sur la transmission du paludisme et du choléra. Pour mieux aborder
cette thématique, nous effectuons au préalable une revue de la littérature
afin de présenter les différents modeles décrivant la dynamique de trans-
mission de ces deux maladies. Le paludisme est une maladie a transmission
vectorielle due a un parasite du genre Plasmodium. Le parasite est transmis
d’un individu infecté a un individu sain par piqiire de moustique, I’anophele
femelle. La transmission du paludisme est influencée par les facteurs clima-
tiques (température et précipitations) a cause du role joué par ces facteurs
sur le cycle de vie de 'anophéle femelle. Quant au choléra, c’est une mala-
die hydrique causée par une bactérie, le vibrion cholérique. Cette bactérie
se développe de préférence dans les milieux aqueux basiques et chauds. La
transmission de cette maladie dépend des facteurs écologiques, climatiques
et méme des facteurs socio-économiques. Pour atteindre les objectifs de cette
theése, nous analysons dans un premier temps I'influence des facteurs clima-
tiques sur la transmission de chacune des maladies infectieuses a modéli-
ser. Ensuite nous proposons des modeles mathématiques décrivant les va-
riations intra-annuelles des facteurs climatiques. A partir de ces modeles,
nous définissons ainsi les parametres démographiques de la population des
moustiques et des vibrions cholériques. Enfin nous proposons un modele non-
autonome décrivant la dynamique de transmission du choléra et un modele
non-autonome avec retards pour décrire la dynamique de transmission du

paludisme. Nous utilisons les méthodes classiques connues en épidémiolo-

x11



Résumé Résumé

gie pour étudier le comportement asymptotique des solutions des systémes
d’équations différentielles ordinaires dans le cas autonome. Dans le cas non-
autonome, nous utilisons la méthode de fluctuation pour établir la condition
d’extinction de la maladie. La notion de persistance nous permet de détermi-
ner les conditions qui favorisent 'existence permanente de la maladie dans
une population. Nous proposons des simulations numériques pour illustrer
I'influence des facteurs climatiques et socio-économiques sur la transmission
du paludisme et du choléra.

Mots clés : Modélisation mathématique; Paludisme; Choléra; Fac-

teurs environnementaux ; persistance ; Extinction.
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Abstract

The research presented in the thesis is focused on the analysis of the in-
fluence of environmental factors on the transmission of malaria and cholera.
The mathematical models developed in this thesis incorporate the mathe-
matical models of the intra-annual variation of environmental factors to the
existing mathematical models of these diseases studied. Malaria is a vector-
borne disease caused by plasmodium ; it is transmitted to humans by bites of
anopheline mosquitoes. Transmission of malaria is influenced by the variabi-
lity of climatic factors. The seasonality of malaria incidence is therefore due
to climatic factors (rainfall and temperature). Cholera is a bacterial disease,
its transmission is strongly influenced by environmental factors and some
socio-economic factors such as hygiene standards and nutrition of the popu-
lation. This thesis is devoted to the modelling of the impact of environmental
factors and human behaviour on the transmission of cholera and malaria.
To establish the assessment of environmental factors on the transmission
of these infectious diseases, we examine the variation of prevalence of di-
seases according to season. Taking into account the effect of the intra-annual
variation of climatic factors on the transmission of cholera and malaria, a
non-autonomous ordinary differential equations are proposed to describe the
dynamics of the transmission of cholera and malaria. When the intra-annual
variation of climate is not incorporated into the model, the latter becomes
autonomous. The basic reproductive number is calculated and the stabili-
ties of equilibria are investigated. In the non-autonomous case, the disease

extinction and uniform persistence of each disease are investigated. The re-

X1V



Abstract Abstract

sults suggest that the transmission of malaria and cholera can be affected
by climatic factors, the proportion of the undernourished individuals and the
proportion of the people who respect the hygiene standards. Finally, some nu-
merical simulations are carried out to illustrate the evolution of transmission
of each disease according to the different environmental factors.

Keywords : Mathematical modelling ; Malaria ; Cholera ; Environment

factors ; persistence ; Extinction.
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Introduction générale

Lobjectif de cette theése est d’étudier I'impact des facteurs environnementaux
et socio-économiques sur la transmission des maladies infectieuses hydriques
et des maladies a transmission vectorielle. Deux maladies font ’objet de notre
étude, il s’agit du paludisme et du choléra. Les systéemes d’équations différen-
tielles ordinaires sont utilisés pour décrire la dynamique de transmission de
ces maladies infectieuses.

Le paludisme et le choléra sont deux maladies infectieuses dont ’ampleur de
leurs épidémies varie d’'une localité a une autre. Dans des zones endémiques,
les saisons de pluies sont des périodes pendant lesquelles on enregistre le plus
de cas du paludisme ou du choléra [83]. Ces deux maladies constituent de sé-
rieux problemes de santé publique pour des pays d’Afrique sub-saharienne
[5, 20, 29, 38, 67, 72, 75, 83, 89, 94, 99]. De nombreux modeles mathéma-
tiques ont été développés pour décrire la dynamique de ces maladies afin de
proposer des solutions de prévention et éventuellement d’éradication des épi-
démies. La plupart des modeles proposés ne prend pas en compte I'impact
des facteurs environnementaux et socio-économiques sur la transmission de
ces maladies [3, 92, 108, 109]. Pour déterminer les principaux facteurs pou-
vant influencer la dynamique de transmission de ces maladies infectieuses, il
est important de comprendre le mécanisme de transmission de chacune des
maladies a modéliser.

Le paludisme est une maladie parasitaire causée par le plasmodium. Il est
transmis d’'un individu infecté a un individu sain par piqire d’anophele fe-

melle. La maladie débute par une fievre de 8 a 30 jours. Apres l'infection,
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le malade peut souffrir de maux de téte et de douleurs musculaires. Le ma-
lade peut également avoir des vomissements et diarrhées [24, 117]. La trans-
mission s’effectue en trois phases. Tout commence par I'infection d’'une ano-
phele femelle apres son premier repas sanguin infecté (piqire d'un individu
infectieux), c’est la phase d’infection. Il y a ensuite la phase d’incubation ex-
trinseque marquée par la multiplication et la transformation du plasmodium
chez ’anophéle femelle, elle a une durée d’environ 10 jours. La derniere phase
c’est la phase de transmission proprement dite, elle commence par la piqtre
d’un individu sain par une anophele femelle infectée. Apres la période d’in-
cubation intrinseéque qui est de 11 jours environ, l'individu infecté devient
infectieux et peut transmettre la maladie et le cycle de transmission recom-
mence [3, 24, 45, 63, 110, 121]. Le cycle de transmission du paludisme est

illustré par la Figure 1.
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FIGURE 1 — Cycle de transmision du paludisme [110]

Sur le plan statistique, selon 'Organisation Mondiale de la Santé (OMS),
216 millions de cas de paludisme et 655000 déces ont été recensés en 2010
dans le monde entier. Sur les 216 millions de cas, 174 millions de cas ont
été dénombrés en Afrique. De maniere générale, on estime que 81% des cas
et 91% de déces dus au paludisme surviennent en Afrique Sub-saharienne
[29, 83]. La Figure 2 présente la répartition des cas du paludisme dans le

monde.
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Répartition mondiale du paludisme du milieu du XIXe siécle a 2010
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FIGURE 2 — Répartition mondiale du paludisme du milieu du XIX° siecle a 2010

Quant au choléra, c’est une maladie bactérienne qui peut provoquer une diar-
rhée aqueuse aigué sévere. L'agent responsable de l'infection est le vibrion
cholérique découvert en 1854 par Filippo Pacini. Un individu peut contrac-
ter la maladie au contact d’'un individu infecté, on parle de la transmission
directe. On peut aussi contracter la maladie en consommant des aliments
souillés ou de I’eau souillée, c’est la transmission indirecte [2, 44, 52, 68, 72,
87, 108, 116]. La majeure partie des personnes infectées ne présentent pas
des symptomes de la maladie, mais constituent un réservoir pour les bacté-
ries qu’ils peuvent déverser dans ’environnement quelques jours apres l'in-
fection. Les individus symptomatiques peuvent développer des diarrhées ai-
gués et la mort peut survenir quelques jours apres si rien n’est fait. Le cycle

de transmission est donné par la Figure 3.
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FIGURE 3 — Cycle de transmission du choléra [78]

Le choléra s’est répandu dans le monde entier a partir du delta de Gange
en Inde en 1817 [5, 20, 89]. Des lors, le monde a connu sept pandémies du
choléra, la pandémie actuelle a démarré en 1961 en Indonésie et a atteint
I'Afrique en 1971 [5, 20, 75, 89]. Selon 'Organisation Mondiale de la Santé
(OMS), 3 a 5 millions de cas de choléra sont déclarés par an dans le monde
entier. Depuis que le choléra a fait son apparition en Afrique, plus de 90 %
des cas y sont recensés [75, 89]. Cette derniere pandémie constitue un pro-
bleme sérieux de santé publique dans la majorité des pays africains, parti-
culierement dans la région des Grands Lacs africains, considérée comme un
important foyer pour le choléra [5, 20, 38, 67, 72, 75, 89, 94, 99].

La Figure 4 présente la situation de la pandémie du choléra dans le monde
et le cas particulier de I’Afrique Sub-saharienne. L'ampleur des épidémies
du choléra dans les pays africains est le plus souvent assimilée aux facteurs
socio-économiques tels que la pauvreté, I'insalubrité et le niveau d’éducation

de la population [20, 38, 47, 67, 72, 94, 99, 122].
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FIGURE 4 — Répartition mondiale du choléra en 2010

Les données statistiques recensées par 'OMS que nous venons d’évoquer
prouvent que le paludisme et le choléra constituent un probléme de santé pu-
blique pour des pays d’Afrique sub-saharienne [72, 99]. Ceci interpelle chaque
africain, politiciens et chercheurs en particuliers. Il est question pour nous
d’améliorer les modeles mathématiques existants en tenant compte de la va-
riation des parametres influencés par les facteurs environnementaux.

La description du mode de transmission du paludisme et de celui du cho-

léra nous permet d’identifier les principaux acteurs et facteurs susceptibles
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d’influencer la transmission de ces maladies infectieuses. Dans le cas du pa-
ludisme, nous identifions trois principaux acteurs qui interviennent dans la
transmission du paludisme : I’hote (’humain), le vecteur (I’anophele femelle)
et Pagent pathogene (le plasmodium). Quant au choléra, la transmission est
due au contact de ’'homme avec le vibrion cholérique et est influencée par des
comportements humains tels que I'’éducation et le niveau de vie de la popula-
tion [4, 18, 44, 99, 122].

Pour ces deux maladies, nous constatons que le nombre de cas est plus impor-
tant en saison de pluie. A cause de la saisonnalité des épidémies de ces mala-
dies, la transmission de ces maladies dans une région est étroitement liée aux
facteurs environnementaux et parfois influencées par des activités humaines
[1, 6,12,17, 18, 26, 30, 37, 48, 57, 65, 66, 72, 74, 76, 92, 93, 111, 117, 120].
Compte tenu du role primordial que jouent les facteurs environnementaux et
socio-économiques sur la transmission des deux maladies qui font I'objet de
notre étude dans le cadre de cette these, nous allons identifier et modéliser
les parameétres des modéles pouvant étre influencés par ces facteurs.

Pour atteindre 1'objectif de cette these, nous étudions 'influence des facteurs
climatiques tels que la température et les précipitations sur la transmission
du paludisme. Outre les facteurs climatiques, nous étudions aussi I'influence
des facteurs socio-économiques sur la transmission du choléra. Les fonctions
sinusoidales sont utilisées pour décrire la variation intra-annuelle de la tem-
pérature et de la pluviométrie. Nous nous inspirons de I’équation suivante

pour décrire la variation intra-annuelle des facteurs climatiques

x(t) = xgpsin(w(t — ¢)) (1)

N

ou
— x¢ est ’'amplitude des données décrites ;
— w est la pulsation angulaire du phénomeéne étudié;

— ¢ est le déphasage temporel.
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En couplant les modeles de variation des facteurs environnementaux et socio-
économiques aux modeles de la dynamique de transmission du paludisme et
du choléra, les modeles sont ainsi décrits par des systéemes d’équations dif-
férentielles non-autonomes. Pour étudier le comportement asymptotique des
solutions de nos modeles, nous utilisons la notion de persistance qui est une
propriété importante de la dynamique des populations qui permet de carac-
tériser la survie a long terme de certaines ou de toutes les especes qui in-
teragissent dans un écosystéeme [113]. Nous nous intéressons également a la
méthode de fluctuation développée par Warren M. Hirsch, Herman Hanisch
et Jean-pierre Gabriel en 1985 [61]. Ces méthodes sont utilisées car les outils
classiques développés en épidémiologie mathématique pour les cas des sys-
temes d’équations différentielles autonomes ne sont pas appropriés pour les
systémes non autonomes obtenus.

Pour mesurer I'influence des parametres variables sur la transmission de ces
maladies infectieuses, nous effectuons I'analyse de la sensibilité de chacun
des parametres sur le nombre de reproduction de base R [33, 98].

Notre document est structuré en quatre chapitres. Les deux premiers cha-
pitres permettent d’étudier la genese de la modélisation mathématique des
maladies infectieuses et d’élaborer les outils mathématiques appropriés pour
notre étude. Les deux derniers chapitres sont consacrés essentiellement a la
modélisation mathématique du paludisme et du choléra. Le chapitre 1 pré-
sente I'évolution qu'ont connue des modeles mathématiques des maladies
infectieuses. Le cas particulier du paludisme est présenté dans la premiéere
section. La deuxiéme section est réservée a ’évolution des modeles mathé-
matiques du choléra. Les définitions de certaines terminologies mathéma-
tiques et des propriétés permettant d’analyser les modeéles mathématiques
sont élaborées au chapitre 2. Le chapitre 3 est consacré a la modélisation ma-
thématique du paludisme. Dans ce chapitre, nous développons les modéles

mathématiques décrivant les variations intra-annuelles de la température et
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des précipitations. Nous développons ensuite des modeles non-autonomes dé-
crivant la dynamique de transmission du paludisme. L'analyse du comporte-
ment asymptotique des solutions des systémes y est proposée ainsi que des si-
mulations numériques. Dans le chapitre 4, nous étudions I'influence du climat
sur la salinité d'un milieu en développant le modéle mathématique de la va-
riation de la salinité. Nous proposons ensuite des modeles mathématiques du
choléra décrits par des systemes d’équations différentielles non-autonomes.
Ces modeles mathématiques tiennent compte de I'influence des variations
environnementales et des facteurs socio-économiques sur la transmission du
choléra. Nous analysons enfin le comportement asymptotique des solutions
des systémes qui décrivent la dynamique de transmission du choléra et nous
proposons des simulations numériques. Nous achevons la rédaction de ce do-

cument par une conclusion et des perspectives.



Chapitre 1

Revue de la littérature sur la
modélisation mathématique du
paludisme et du choléra

La modélisation mathématique est un processus qui consiste a décrire le com-
portement d’'un phénomeéne par des équations mathématiques. On peut pro-
poser des modeles simplifiés pour lesquels a partir d’'un état initial on ob-
tient un état final précis, on parle d'un modele déterministe. Pour se rappro-
cher plus de la réalité, on peut prendre en compte les phénomeénes aléatoires
dans le processus de modélisation; a ce moment pour un état initial donné
on peut obtenir plusieurs états finaux, c’est le modele stochastique. Les ré-
sultats mathématiques énoncés a partir de I'étude des modeéles constituent
des outils d’aide a la décision. Les domaines les plus concernés sont : ’épidé-
miologie, 'agriculture, ’économie, la chimie, etc. En épidémiologie, la modé-
lisation mathématique a pour but d’étudier et d’analyser la propagation des
maladies infectieuses afin de déterminer les solutions nécessaires permettant
d’éviter une éventuelle épidémie. Daniel Bernoulli fut le premier a mettre sur
pied un modele mathématique en 1760 dont le but était d’analyser 'impact
de la variolisation sur I'espérance de vie des individus exposés a la mala-
die [41, 81, 88]. C’est 146 ans plus tard que le second modele fut proposé en

1906 par Hamer pour analyser ’évolution d'une maladie infectieuse [81, 88],
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ce modele utilise la loi d’action de masse appliquée en chimie. En chimie, la

loi d’action de masse permet de caractériser la cinétique d’'une réaction. En

épidémiologie mathématique, elle permet de caractériser la vitesse de propa-

gation de la maladie.

Dans cette thése nous avons opté pour la modélisation déterministe en uti-

lisant les compartiments pour décrire et analyser la dynamique de trans-

mission des maladies infectieuses. Cette technique consiste a utiliser des

classes appelées compartiments dont les transferts entre ces compartiments

permettent de suivre I'évolution d’état des composantes d'un systéme au cours

du temps [23, 81]. Dans la modélisation a compartiments, la population est

subdivisée en sous-populations. Pour toute modélisation, on distingue :

e S le compartiment qui désigne la sous-population des individus sains sus-
ceptibles d’étre contaminés par la maladie,

e | le compartiment désignant la sous-population des individus infectés.

Selon le mode de transmission de la maladie, on peut distinguer :

e E le compartiment des individus latents,

e R le compartiment des individus immunisés.

Dans ce chapitre, 'objectif est de présenter les principaux modeles mathé-

matiques décrivant la dynamique de transmission du paludisme développés

a partir du modele de Ross (1911) jusqu’a nos jours. Nous présentons éga-

lement I'évolution des modeles mathématiques du choléra a partir de celui

proposé par Capasso et Paveri-Fontana en 1979.

1.1 Modélisation mathématique de la dynamique

de transmission du paludisme

Le paludisme est une maladie due a un protozoaire, le plasmodium. Il a été
découvert en 1880 par Laveran. C’est en 1897 que Sir Donald Ross met en
évidence le cycle de vie du plasmodium dans le moustique [88].

Dans cette section, nous présentons les modeles les plus connus afin de com-

10
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prendre I’évolution et le principe de la modélisation mathématique du palu-

disme.

1.1.1 Modele de Ross

C’est en 1911 que Sir Donald Ross développe un modele mathématique de

la dynamique de transmission du paludisme, c’est un modele mathématique

de référence en épidémiologie. Ross a prouvé dans ses travaux que c’est I'ano-

phele femelle qui assure la transmission du plasmodium d’un individu infecté

a un autre individu sain [11, 88]. C’est ainsi que dans son modele, il s’inté-

resse a l'interaction entre la population des moustiques et la population des

humains. Chacune de ces populations est supposée constante et subdivisée en

deux compartiments, un compartiment défini pour les sains ou susceptibles

et un autre compartiment défini pour les infectieux.

Soient les parametres suivants :

e 1 le taux de piqires par unité de temps et par humain,

e by la proportion de piqires produisant une infection sur I’humain,

e b, la proportion de piqires par lesquelles un moustique susceptible devient
infecté,

e 7 le taux moyen de guérison pour les humains,

® 1, le taux moyen de mortalité des moustiques.

En supposant constante chacune des populations Nj, des humains et N, des

moustiques, on pose :

e S5, = N;, — I, la population des individus sains,

e S,, = N,, — I, l1a population des moustiques sains.

ou I, et I, désignent respectivement la population des humains infectés et

des moustiques infectés.

Le modeéle de Ross est alors décrit par le systéme suivant :

11
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N — I,

I, = aby Iy — 7y

| L LD
Iy = abZ(Nm - Im)ﬁh — HmIm

En posant :

. I . .
e i, = — la prévalence chez 'humain,
Ny,

. I . , .
i, = N_m la prévalence chez 'anophele femelle,
m

N,
° m= Wm le nombre d’anopheles femelles par humain.
h

Le systeme (1.1) dévient

diy, . . .

— = mabyin (1 —iy) — iy

it " (1.2)

B iy (1 — i) — pmi

at 20y m Umlm
Du modele décrit par le systeme d’équations différentielles (1.2) on déduit
deux points d’équilibre : I'équilibre endémique et I’équilibre sans maladie. A
partir de I’équilibre sans maladie, un parametre trés important permettant
d’analyser la propagation de la maladie est introduit, c’est le nombre de re-
production de base noté R . Ce seuil évalue le nombre d’individus infectieux
secondaires générés a partir d'un individu infectieux durant sa période d’in-
fection introduit dans la population. Mathématiquement, en comparant ce
seuil a la valeur 1, on peut estimer si nous sommes en situation d’épidémie

ou non. Pour le modele (1.2), le nombre de reproduction de base est donné

par :
. ma2b1b2
WmY

Le modele de Ross a été revisité en 1925 par Kermack et McKendrick en intro-

Ro

duisant un compartiment R des individus immunisés. Ce modele est destiné
aux maladies dont la période d’incubation de I’agent infectieux est instanta-
née. Le modele de Kermack-Mckendrick a été appliqué aux données d’'une
épidémie de peste bubonique survenue a Bombay en décembre 1905 [11, 88].

Ce modele n’étant pas un modele décrivant la transmission du paludisme,

12
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nous n’allons pas le présenter. Cependant, nous allons présenter le modele de

I'expansion du paludisme développé par Macdonald.

1.1.2 Modele de Macdonald

Le modele de Macdonald a été développé en 1957. Ce modéle introduit une
classe E,, des latents dans la population des moustiques avec une période
d’incubation 7. Il suppose que la transmission est instantanée chez les hu-
mains [73, 88]. En posant ¢,, = f]—:, le modele de Ross décrit par le systeme

d’équations (1.2) est modifié par Macdonald et le modele développé est décrit

par le systéeme suivant :

( di ' , _
d—: = mabyin (1 — i) — iy
dey,
ar B(t) — B(t — ) exp(—pmTn) — Hmem (1.3)
dim .
ST Bt — Tw) exp(—pmTin) — pmim

B(t) = abyin(t) (1 — em(t) — im(t)).

Pour tenir compte du cycle de vie du plasmodium chez ’humain, une exten-
sion du modele de Macdonald sera proposée en introduisant un compartiment

des latents dans la population des humains.

1.1.3 Modele de Anderson et May

Anderson et May ont proposé une extension du modele de Ross et de Macdo-
nald en 1991 en introduisant la classe des individus latents E; [73]. Notons
7, la période de latence des humains et en posant une fois de plus ¢, = I]fl_};,’
le modele d’Anderson et May est ainsi décrit par le systeme d’équations diffé-

rentielles suivant :

13
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( de
d_th = a(t) —a(t — 1) exp(—mnt) — (v + up)en
diy, ;
- = a(t — 1) exp(—pupty) — (v + pn)in
(1.4)
dey,
T = Bl Tu)exp(—pnTu) — pmin

avec

a(t) = mabyiy (1 — e, — ip).

Les modeles précédemment présentés sont étudiés pour de courtes durées.
Pour cela, les populations des moustiques et des humains sont supposées
constantes. Compte tenu de la durée de vie des moustiques et de I'interac-
tion entre ces deux populations (humains et moustiques), pour des études de
longues durées, il est intéressant de considérer la variation temporelle des
populations. C’est pour cette raison que le modeéle proposé par Ngwa et Shu

en 2000 [84] tient compte de la variation des populations.

1.1.4 Modele de Ngwa et Shu

Dans le modeéle proposé par Ngwa et Shu en 2000 [84], ils supposent que les
populations des moustiques et des humains varient dans le temps. Pour cela,
le taux de natalité des humains A, et le taux de natalité des moustiques A,
sont supposés constants. Cependant, les taux de mortalité des humains et
des moustiques sont définis par des fonctions continues et strictement crois-
santes des populations considérées respectivement f;, et f,,. La population des
moustiques N, est scindée en trois compartiments, les compartiments S, des
moustiques susceptibles, E,,, des moustiques latents et I, des moustiques in-
fectieux. Quant a la population des humains, en plus des compartiments S;,,
E;, et I, respectivement des individus susceptibles, latents et infectieux, on y

ajoute le compartiment R des individus immunisés. Le taux d’exposition des

14
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humains a I'infection est donné par (Cz’hil—mlm) Sy, ou :

e g est le taux de piqire par unité de tem;s,

e (., désigne la probabilité qu'une piqire infectante transfere l'infection a
I’humain.

Pour les moustiques, les sous-populations des individus infectieux et immu-

nisés constituent des réservoirs d’exposition. Le taux d’exposition a 'infection

des moustiques est ainsi donné par (Chi;i Ih) Sm+ (EhK;R) Sy ou

e (}, désigne la probabilité qu'une piqire d’un individu infecté transfere I'in-

fection au moustique;
e (;, désigne la probabilité qu'une piqire d'un individu immunisé transfere
I'infection au moustique.
Dans le modele les auteurs supposent quun individu susceptible qui se fait
infecter devient infectieux apres sa période d’incubation avec un taux constant
v, > 0. De méme un moustique devient infectieux apres sa période d’incuba-
tion avec un taux v, > 0. Il a été supposé qu’'un individu infectieux I, a un
taux J de plus qu’un individu non infectieux de mourir. Un individu infectieux
peut guérir avec un taux de guérison r;, pour redevenir susceptible ou guérir
avec un taux de guérison y et acquérir une immunité temporaire dont le taux
de la perte de cette immunité est 3. Le modeéle est ainsi décrit par le systeme

suivant :

15
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( dS I
=h = AN+ BuR 41l — ( fu(Ny) + Conftim S,
dt N,
dE Conal
d_th = (%hm) Sy — (Vh +fh(Nh)) E;
di,
i vpEp — (rp+ v+ 6+ fu(Np)) Iy
dR
= Y- (Bn+ fu(Ny))R (1.5)
dSm o Chvalh EhvavR
dEm - chvalh EhUﬂR .
o (( N, ) " ( N, )) Sm = (Vi fo(Nu) ) En
dl
\ d_T = VmEm _fU(Nm)Im

Létat latent n’étant pas discernable, certains auteurs négligent le compar-
timent des individus latents. C’est le cas du modele proposé par Tumwiine,

Mugisha et Luboobi en 2007 [118].

1.1.5 Tumwiine, Mugisha et Luboobi

Le modele de la dynamique de transmission du paludisme proposé par Tum-

wiine, Mugisha et Luboobi est décrit par le systéme suivant :

( % = ANy — (pn + al;l]im)sh + BnR 4131,
% = al;\llimsh—(7+fh+ﬂh+5)fh
;—1: = vl — (pn + Bn)R (1.6)
% — AN — (s + a?\?hlh)sm

Pour faciliter ’analyse du modeéle, les auteurs transforment le systeme (1.6)

en remplacant les sous-populations par des proportions.

16
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Pour cela, on pose :

—, 1= r=—, Sp=—, Im—=———, M= —.
Nhl h Nh/ Nh/ m le m le Nh

Sy —

I
En utilisant en outre Aj, =y, — 6 N—h et Ay = Um, le systeme (1.6) devient :
h

ds . . .
_th = Ap(1—sy) — abymiysy, + Bpr + ryiy + dspi,
dt

= ablmimsh — (’)/ +ry+ Ah + 5)1;, + 51%

d . .
dg = iy — (Ap + Bu)r + Siyr (1.7)
% = Am(1 —sy) — abyipsy
D s — A
Tt

Partant du fait que s, +i, +r =1 et s, + i, = 1, le modele est davantage
simplifié en utilisant les égalités r =1 —s;, — i, et s;,, =1 — iy,.

Le systeme (1.7) devient ainsi :

d . . . .

ﬁ = Ap(1—sp) — abymiysy, + iy + Bp(1 — s, — i) + dspiy

% = abymiysy, — (v + 1y + Ay + 6)iy, + 61 (1.8)
di . . .

d—’: aboiy (1 — i) — Amim

C’est a partir du systeme (1.8) que les analyses qualitatives et quantitatives
du modele sont faites.
Le nombre de reproduction de base est alors calculé et donné par :

a2bibym

Ro= .
0 /\m(?h+’7+)\h—|—5)

Les modeles que nous avons présentés jusqu’ici prennent uniquement en
compte I'interaction entre les principaux acteurs intervenant dans le proces-
sus de transmission du paludisme. L'observation de plus en plus de la sai-
sonnalité des épidémies du paludisme a amené des auteurs a proposer des

modeles mathématiques de la dynamique de transmission du paludisme en

17
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intégrant I'influence de la température sur le cycle de vie des moustiques.

1.1.6 Modélisation de 'influence du climat sur la varia-
tion de la population des moustiques

Dans le souci de proposer des modeles proches de la réalité afin d’énoncer des
résultats susceptibles d’étre de véritables outils d’aide a la décision, certains
auteurs vont ainsi s’intéresser a I'influence de la température sur la variation
de la population des moustiques. Pour cela des équations sinusoidales qui dé-
crivent les phénomeénes périodiques sont utilisées pour modéliser la variation
de la population des moustiques [10, 77, 92, 123].

Nicolas Bacaér est I'un des premiers auteurs qui a décrit la variation de la
population des moustiques en fonction de la température. Dans ses travaux
publiés en 2007 (voir [10]) I'objectif est d’estimer le nombre de reproduction
de base de ’épidémie de Chikungunya dans la Réunion pour les années 2005
et 2006 en prenant en compte la fluctuation de la population des moustiques
sous l'influence des précipitations et de la température. A cet effet il décrit la

variation de la population des moustiques par ’équation suivante :

P(t) = Py + ePycos(wt — ¢) (1.9
avec
P_Pmax+Pmin _Pmax_Pmin
0= —%» =0
2 Prax + Ppin
ou

e P, est la population maximale des moustiques observée au mois de fé-
vrier,

e P,i, est la population minimale des moustiques observée au mois de juillet.

D’autres auteurs se sont également intéressés a I'influence de la température

sur la variation de la population des moustiques [26, 48, 66, 69, 74, 77, 90, 91,

92]. C’est le cas de Paul E. Parham et Edwin Michael qui dans leurs travaux

publiés en 2010 [92] ont au préalable développés des modéles qui décrivent la
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variation des facteurs climatiques. Ils proposent le modele mathématique de

la variation de la température par I'équation suivante :

T(t) =T (1 + TzCOS(wlt — @1)) (1.10)

ou

T; est la température moyenne en ’absence de la saisonnalité,

@1 est le déphasage de la variabilité de la température,

T, est ’'amplitude de la variabilité saisonniere de la température,

wq est la vitesse angulaire de la variabilité de la température.
Ils proposent aussi le modele mathématique de la variation de la pluviométrie

par 'équation suivante :

R(t) = Ry (1 + Ry cos(wat — ¢2)) (1.11)

R; est la pluviométrie moyenne en I’absence de la saisonnalité,

¢ est le déphasage de la variabilité de la pluviométrie,

R, est 'amplitude de la variabilité saisonniére de la pluviométrie,

wy est la vitesse angulaire de la variabilité de la pluviométrie.

Dans leurs travaux, Paul E. Parham et Edwin Michael [92] vont ensuite éta-
blir que la valeur du nombre de reproduction de base dépend de la tempéra-
ture.

La variation du nombre de reproduction de base est essentiellement due aux
parametres liés au cycle de vie des moustiques [45]. C’est ainsi que les tra-
vaux les plus récents analysent la sensibilité de la température sur les pa-
rametres qui définissent le nombre de reproduction de base. C’est le cas des
travaux élaborés par Lourdes Esteva et Hyun Mo Yang publiés en 2015 pour
mettre en évidence l'influence de la température sur les parametres entomo-
logiques des moustiques [45].

L'objectif des travaux proposés par Lourdes Esteva et Hyun Mo Yang, est

d’étudier le réle joué par la température sur I'incidence de la dengue [45]. Les
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auteurs établissent que le taux de piqiire par un moustique « dépend du taux
de maturité des larves noté ®(T) qui dépend lui méme de la température
T. La valeur maximale de ®(T) étant égale a 8,927 par jour et obtenue a la

température Ty = 30°C. Le taux de piqire des moustiques est défini par :
a=0,056P(T)

de telle sorte que sa valeur maximale soit égale a 0,5.

La variation de la température étant décrite par :

it
T(t) =30+ 4 sin | 2= — 0,01
(t) =30+ (sm (365 0,0 8))

ou t est exprimé en jour.
Il définissent ensuite la probabilité de transmission du vecteur a I’hdte et
la probabilité de transmission de ’héte au vecteur respectivement par les

équations suivantes :
B1(T) =0,056P(T) (0,023T + 0,122)

et
Bm(T)=0,056P(T) (0,033T —0,41).

Dans leurs travaux, Lourdes Esteva et Hyung Mo Yang établissent également
que la température a un impact sur la période d’incubation extrinseque. Il ar-
rivent a la conclusion finale que la température influence 'incidence de la
dengue et qu’on enregistre plus de nouveaux cas de dengue lorsque la tempé-
rature se situe entre 28°C et 32°C [45].

Au regard des différents travaux présentés sur la modélisation mathéma-
tique de la dynamique de transmission du paludisme, nous pouvons conclure
que les facteurs climatiques jouent un role important dans le processus de
transmission du paludisme car influence la densité des vecteurs. Pour mettre

en évidence la sensibilité de la population des moustiques a la variabilité du
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climat, les parameétres démographiques des moustiques méritent d’étre ana-
lysés en fonction des facteurs climatiques.

Dans la modélisation du paludisme pour prendre en compte les périodes d’in-
cubation extrinseque et intrinseque, on peut simplifier le modele en négli-
geant les sous-populations des individus latents et on introduit les retards
dis a ces périodes. Pour analyser le comportement de l'infection dans la po-
pulation, il est important de calculer le nombre de reproduction de base R.
Pour cela Ruan, Xiao et Beier vont proposer en 2017 une méthode du calcul
du Ry pour un systéme d’équations différentielles avec retards [102] tel que

décrit par le systéeme suivant :

di . . .
% = abym (1 —iy(t — 1)) im(t — T )e™# ™ — (7 + p )i

(1.12)
‘Z_;” = aby (1 in(t — ) in(t — Tu)e 7™ — i

Le nombre de reproduction de base Ry du modele décrit par le systeme (1.12)
est donné ainsi par ’équation suivante :

B ma?bybye ™ FhThe™HmTn

Ro= (1.13)
0 o (7 + )

Depuis le premier modele de Ross en 1911, les modéles mathématiques du pa-
ludisme ont évolué en fonction des connaissances sur son processus de trans-
mission. Ces derniéeres années, les modeles proposés prennent en considéra-
tion I'influence des facteurs climatiques sur la transmission du paludisme.
Pour réduire la complexité des modeles, les équations qui décrivent la va-
riation des facteurs climatiques ne sont pas généralement couplées aux sys-
temes qui décrivent la dynamique de transmission du paludisme. Pour analy-
ser 'impact des facteurs climatiques, il est approprié de décrire les modeles de
la dynamique de transmission du paludisme par des systemes d’équations dif-
férentielles non-autonomes en couplant les modeles des facteurs climatiques

aux modeles de la dynamique de transmission du paludisme.
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1.2 Modélisation mathématique de la dynamique

de transmission du choléra

Depuis la premiere pandémie du choléra déclenchée a partir de I'Inde en
1817, le monde a connu sept pandémies. La pandémie actuelle qui est la sep-
tieme a démarré en 1961 en Indonésie et a atteint 'Afrique en 1971. L'am-
pleur de la propagation de cette maladie a conduit a de multiples modéles
mathématiques afin de proposer des politiques de prévention et d’éradication
de l'infection. Le premier modele mathématique décrivant la transmission du
choléra a été proposé par Capasso et Paveri-Fontana en 1979. Nous présen-
tons dans cette section les principales évolutions qu’ont connues des modéles

mathématiques qui décrivent la dynamique de transmission du choléra.

1.2.1 Modele de Capasso et Paveri Fontana

Le modele de Capasso et Paveri Fontana a été proposé en 1979 pour analyser
Pampleur de ’épidémie du choléra déclenchée en Italie en 1973 [28].

Soient

e x1 la concentration des vibrions cholériques dans I’environnement,

e X la population des infectés.

La dynamique de transmission du choléra est décrite par le systéme suivant :

(1.14)

X1 = —apxp+anpx;
Xo = ap1X1 — axpX

ou 4;; sont des constantes. Le modéle de Capasso et Paveri Fontana a été
proposé pour étudier spécifiquement I'épidémie déclenchée en Italie en 1973.
Pour une analyse a long terme de la transmission du choléra, Codégo propo-

sera en 2001 une extension du modele de Capasso et Paveri Fontana.
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1.2.2 Modele mathématique de Codeco

L'extension du modele de Capasso et Paveri-Fontana que propose Codéco,
tient compte du taux de croissance de la population et introduit un comparti-
ment des individus susceptibles [35].

Soient

e S la population des individus susceptibles,

e I la population des individus infectés,

e B la concentration de la population des vibrions cholériques.

Posons :

e A(B) la force d’infection,

B
B+ K
e nb le taux de reproduction,
e mb le taux de mortalité,
e ¢ la concentration des vibrions cholériques produite par chaque individu
infecté,
e r le taux de guérison du choléra,
e 1 le taux de contact avec ’environnement souillé,
e H la population totale des humains.
On suppose que le taux de natalité des humains est égal a leur taux de mor-
talité et noté n. Le modele est décrit par le systéeme (1.15)
S = n(H-S)—aA(B)S
I = aA(B)S —rl (1.15)
B = el— (mb—nb)B
Codéco poussera encore plus dans ses études en analysant I'influence des fac-
teurs climatiques sur quelques parametres. Il s’agit de :
e g le taux de contact avec I'environnement,
e ¢ la concentration des vibrions cholériques produite par chaque individu
infecté,

e m = mb — nb le taux de croissance des vibrions cholériques.
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Soit xg, la constante désignant 'un des parametres a, e ou m utilisé dans le
systeme d’équations différentielles non-autonomes (1.15). Il exprime le mo-
dele décrivant la variation du parametre influencé par ’environnement par
la fonction f(t) définie par I’équation suivante :

£(£) = x0 + xosin (%) . (1.16)

Des connaissances sur le cycle de vie des vibrions cholériques vont évoluer
et la notion de virulence de vibrions cholériques sera ainsi prise en compte
dans les modeles mathématiques. L'un des modeles mathématiques qui fait
allusion a cette notion de virulence des vibrions cholériques est celui proposé

par Hartley en 2006.

1.2.3 Modele de Hartley

Le modele de Hartley, développé en 2006, est une extension du modele de

Codéco. Ce modele tient compte de la virulence de la population des vibrions

cholériques et introduit un compartiment des individus immunisés [56].

Soient

e S la population des individus susceptibles,

e I la population des individus infectés,

e R la population des individus immunisés,

e By la concentration des vibrions cholériques virulents (cells/ml),

e B; la concentration des vibrions cholériques moins virulents (cells/ml),

e Ky la concentration des vibrions cholériques virulents (cells/ml) nécessaire
pour déclencher la maladie,

e K; la concentration des vibrions cholériques non virulents (cells/ml) néces-
saire pour déclencher la maladie.

Posons :

e ( la concentration des vibrions cholériques produite par chaque individu

infecté par unité de temps,
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e rle taux de guérison du choléra,
e Sy le taux de contact avec un environnement souillé par les vibrions cholé-

riques virulents,

Br le taux de contact avec un environnement souillé par les vibrions cholé-

riques non virulents,

N la population total des humains,

v le taux de guérisons,

x le taux de la perte de virulence des vibrions cholériques,

o1, le taux de mortalité des vibrions cholériques.
On suppose que le taux de natalité des humains est égal a leur taux de mor-

talité et noté n. Le modele est décrit par le systéme suivant :

By By

S = bIN=9)-biSe =5 — PS5,

By

+ BuS
K; + Br Pr

I = BLS— —(y+0b)I

By
Ky + By
. (1.17)
R = 4I—bR
By = &I—xBy

B, = xBu—9dLBL

Les modeles mathématiques de la transmission du choléra présentés ci-dessus
supposent que la transmission du choléra n’est que due au contact de I'indi-
vidu avec un environnement souillé. C’est Mukandavire et al qui prendront
en compte simultanément la transmission directe et la transmission indi-

recte.

1.2.4 Modele de Mukandavire et al

Le modele mathématique de la dynamique de transmission du choléra pro-
posé par Mukandavire et al en 2011 avait pour objectif d’analyser I’épidémie

du choléra de 2008-2009 au Zimbabwe [82]. Ils supposent qu'un individu sain

25



1.2. Modeles Mathématiques du choléra Chap 1. Revue de la littérature

peut étre contaminé soit au contact d’'un infecté (transmission directe) ou
alors au contact d'un environnement souillé (transmission indirecte). Dans
leur modele I'état de virulence des vibrions cholériques considéré dans le mo-

dele de Hartley et al est négligé . Le modele est décrit par le systeme suivant :

. B
S = b(N—S)—515K+B—ﬁ251
i = st + B2SI— (y+b)I
= P TR
(1.18)
R = 4I—bR
B = ¢I—6B

A la suite de ces modeles, des multiples améliorations seront opérées pour
mieux comprendre et prédire les épidémies du choléra. On tiendra compte
du fait que seulement une petite proportion des individus exposés au choléra
manifestent les symptomes de la maladie. On distinguera ainsi un comparti-
ment des infectés symptomatiques et un compartiment des infectés asympto-
matiques [14].

De nos jours, les parameétres des modeles mathématiques sont définis en pre-
nant en compte soit I'impact des facteurs socio-économiques de la population,
soit en prenant en compte I'influence des facteurs environnementaux. Nous
pouvons citer les travaux effectués par Bertuzzo et al [16]. Ces travaux ont
été menés pour analyser la corrélation entre les épidémies dans les régions
indiennes et les facteurs environnementaux (température, niveau des cours
d’eau etc.) En particulier, ils modélisent 'impact de la température sur la
survie des vibrions cholériques. Ils expriment ainsi le taux de mortalité des

vibrions cholériques par I'équation suivante :

Ho(T) =, (1 —e L __T_) (1.19)
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ou
— 1, est le taux de mortalité moyen,

T est la température moyenne,

— Tuax est la température maximale,

¢ est 'impact de la température sur le taux de mortalité

avec ¢ € [0,1].

Il est ainsi nécessaire de coupler les modéles des parameétres influencés par
les facteurs socio-économiques et environnementaux aux modeles mathéma-
tiques qui décrivent la dynamique de transmission du choléra.

Tout au long de ce chapitre, nous avons présenté les différents modeles dé-
veloppés ainsi que les améliorations apportées pour décrire la dynamique de
transmission du paludisme et du choléra. Pour chacun des modeles propo-
sés, I'objectif principal est d’énoncer des nouvelles propriétés mathématiques
permettant soit de résoudre des problémes non résolus par des études anté-
rieures, soit d’améliorer les résultats existants. Pour analyser les modéles ma-
thématiques que nous proposons, quelques pré-requis mathématiques sont
nécessaires. Pour cela, le chapitre 2 est consacré a ’élaboration de quelques
définitions et propriétés fondamentales a I'étude des systémes d’équations

différentielles ordinaires.
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Chapitre 2

Outils mathématiques

Pour modéliser un systéeme dynamique, il nécessaire de s’assurer de l'exis-
tence des solutions, de caractériser le domaine d’invariance des solutions et
d’étudier le comportement asymptotique de quelques solutions particulieres
du systeme. En épidémiologie mathématique, les systémes sont pour la plu-
part décrits soit par des équations différentielles ordinaires, soit par des équa-
tions integro-différentielles ou encore par des équations aux dérivées par-
tielles. Les modeéles que nous développons dans le cadre de cette thése sont
décrits par des systemes d’équations différentielles ordinaires. La manipula-
tion de tels systémes impose quelques pré-requis mathématiques, qui feront

I'objet de ce chapitre.

2.1 Existence et unicité des solutions d’un sys-

teme d’équations différentielles

Dans cette section, nous définissons quelques terminologies nécessaires en
systéemes dynamiques. Nous présentons également les propriétés permettant
d’assurer I'existence, la positivité et I'unicité des solutions d’un systeme.

Notons | un intervalle d’intérieur non vide de R et () un ouvert de R" avec

n>1.
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2.1.1 Généralités

Définition 1 (Systeme d’équations différentielles ordinaires) Soit une
fonction f: ] x O — R".
On appelle systeme d’équations différentielles non-autonome d’ordre un [13,

81], une relation de la forme

dx
E(t) = f(t,x). (2.1)

Dans le cas ou f est définie sur () et a valeurs dans R" par :

f: QO — R
x — flx),

le systeme d’équations différentielles ordinaires (2.1) est dit autonome.
Définition 2 (Solution d’un systeme EDO [39, 60]) Soit I un intervalle de
R d’intérieur non vide contenu dans J.
Une solution du systeme (2.1) est une fonction dérivable v : I — R" vérifiant
les conditions suivantes :

1. Vtel, (ty(t)e]xQ,

2. Vtel, ii_,ty = f(t,v(¢)).
Définition 3 (Solution maximale) Soient (I1,71) et (I,72) deux solutions
du systeme d’équations différentielles (2.1).
La solution (Ip,7,) prolonge la solution (Iy,v1) si [} C et Vt € I, y1(t) = 72 (f).
Si une solution n’admet aucun prolongement strict, on dit qu’elle est une solu-
tion maximale [39, 81].
Définition 4 Soit (I,x) une solution du systeme d’équations différentielles
(2.1). Soit (tg,x9) € ] x Q, le probléme de Cauchy associé au systéme d’équa-
tions différentielles (2.1) est défini par (2.2)

dx
A (2.2)
x(t)) = xo
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Définition 5 (Fonction localement lipschitzienne [39, 81, 124]) Soient
xo€Q, ryg >0.
Considérons la boule fermée de centre x( et de rayon ry définie par :

B(xg,r0) ={x € Q, || x —x0 [|[< 10}

Soit t) € ] CR.
Une fonction f : ] x () — R" est dite localement lipschitzienne par rapport a

sa seconde variable en (ty,x), s’il existe K(tog,xg) > 0 et un cylindre
Co = [to — Ty to + TO] X E(XO,I’()) CJxQ

de demi-longueur T, et de rayon r\ tels que

(V(t,x),(ty) € Qo) [If(tx) = fF(EY)] < K]lx =yl

Le cylindre Cy défini ci-dessus est borné et fermé dans R"*! donc est un com-
pact. Par conséquent, f est bornée sur Co.

Définition 6 Soit
C= [to —T;t)+ T] X E(XO,T()) C Co

un cylindre de méme diamétre que Cj et de demi-longueur T < Ty. On dit que

C est un cylindre de sécurité pour le systeme (2.1) si toute solution
x:1C [to—T;to—l—T] — R"

du probléme de Cauchy avec condition initiale x(ty) = xg reste dans B(xg,ro).
Définition 7 (Fonction lipschitzienne [39, 81, 124]) Une fonction

f ] x Q) — R" est dite lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, s’il
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existe une fonction continue k : | — R telle que

veyeQ, viel, [f(bx)—FLy)ll <kE)x—yl.

Si la fonction k est bornée sur | alors f est dite lipschitzienne par rapport a sa
seconde variable sur | x ), uniformément par rapport & sa premiere variable
[81].

Si de plus k <1, la fonction f est dite lipschitzienne contractante.
Théoréme 1 Si f est une fonction de classe C! sur | x Q, alors f est locale-
ment lipschitzienne par rapport & sa seconde variable [39, 81].

Définition 8 Soit f: ] x O — R" une fonction de classe C'. Soit k € N*,
considérons ry,r,...,1c € R.

On appelle systeme d’équations différentielles a k retards, tout systéeme se met-

tant sous la forme suivante :

d:);(tt) - f(t,x(t),X(i'—rl),x(t—i’z),...,X(t_rk))/ t=to
(2.3)
x(t) = g(t), t<ty

ou g est une fonction continue.

Théoreme 2 (Hale [54]) On considére le systeme d’équations différentielles
(2.3). Si la fonction f est continue en (tg,xo) € | X Q) et différentiable sur Q,
alors le probléme de Cauchy donné par le systeme (2.3) admet une unique
solution pour tout 5t >ty [64, 64].

Définition 9 (Flot) On appelle flot sur R", noté ® une application

d: RxR?" — R"
(t,x) +— D(t,x)

vérifiant :
1. dg(x)=x;
2. ©;0P; =D, pour tout t,s € R.

Définition 10 (Flot associé a une EDO) Dans le cas ot le systeme d’équa-

tions différentielles (2.2) est autonome, le flot associé a ce systeme d’équations
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différentielles est U'application

®: [xQ — R
(t,x) —— x(t,x0)

vérifiant : ;
@) = f@i()

Py (x) = «x
ou x(t,xo) désigne une solution x(t) du systeme (2.2).
Théoreme 3 (Cauchy-lipschitz [39, 80, 81, 124]) On consideére le systéeme
d’équations différentielles (2.1). Si la fonction | x () — R" est localement lip-
schitzienne par rapport a sa seconde variable en (ty,xg) et continue sur | x Q),
alors pour tout cylindre de sécurité C, le probleme de Cauchy donné par le

systeme (2.2) admet une unique solution
x:[to—T;to+T] — Q.

2.1.2 Matrice de Metzler et positivité des solutions des

systemes EDO

Définition 11 Le systéeme d’équations différentielles (2.1) est dit linéaire, si

la fonction f peut se mettre sous la forme
f(t,x) = A(t)x + B(t)

ou A(t) une matrice réelle carrée d’ordre n et B(t) une matrice colonne.
Définition 12 Un vecteur X € R" est dit positif (resp strictement positif) et
noté X >0 (resp X > 0), si toutes ses coordonnées sont positives (resp stric-
tement positives). De méme une matrice A est dite positive (resp strictement
positive) et notée A > 0 (resp A > 0), si tous ses coefficients sont positifs (resp
strictement positifs).

Définition 13 On appelle matrice de Metzler, toute matrice carrée dont les

termes en dehors de la diagonale sont positifs ou nuls.
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Définition 14 Lensemble R', désigne l'ensemble des points positifs appelé or-
thant positif.

Définition 15 Un systéeme x = f(t,x) est dit positif si orthant positif est in-
variant. C'est-a-dire, pour toute condition initiale x(ty) = xo € R}, la solution
du systeme x(t) € R'. Vt > to.

Pour résoudre le systeme d’équations différentielles (2.1), on le met le plus

souvent sous sa forme matricielle
f(t,x) = A(t,x)x + B(t,x).

Pour le cas particulier de la modélisation en épidémiologie, il est nécessaire
que les solutions du systéme restent positives afin de garantir la faisabilité
biologique des modeles.

Certaines matrices garantissent I’existence et I'unicité des solutions du sys-
téme ; c’est le cas des matrices dites de Metzler.

Proposition 1 Un systeme x = f(t,x) est positif si

(Vie [L,n]NN), (x; =0= fi(t,x) > 0) [15].

Théoréme 4 Si A(t,x) est une matrice de Metzler et B(t,x) > 0, alors le sys-
teme (2.1) laisse invariant lorthant positif [27, 62].

La preuve du théoreme 4, est effectuée en annexe B1.

2.2 Analyse du comportement asymptotique des

solutions d’un systeme d’équations différentielles

Dans cette section nous nous intéressons au comportement du systéme au voi-
sinage de certains points particuliers tel que le point d’équilibre. Nous abor-

dons également les notions de persistance et d’extinction des sous-populations.
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2.2.1 Stabilité des points d’équilibres d’un systeme

Définition 16 (Point d’équilibre) On appelle point d’équilibre du systeme
(2.1), tout point x tel que f(t,x) =0 pour tout t € | [9, 60, 81, 124].
Définition 17 (Point d’équilibre stable) Soit x* € ) un point d’équilibre.
On dit que x* est un point d’équilibre stable pour le systéeme autonome (2.2) si
pour tout ¢ strictement positif, il existe un réel strictement positif é tel que pour
tout x € Q) avec ||x(0) — x*|| <4, la solution ®;(x(0)) = x(t) vérifie

Jx(t) — x*|| <e.

Si de plus il existe d tel que

0 <y <det|x(0)—x* <= tgrfwx(t) = x*.

x* est dit asymptotiquement stable.

Définition 18 (point d’équilibre attractif) Soit x* un point d’équilibre du
systeme autonome (2.2). Le point d’équilibre x* est dit attractif s’il existe

D C Q un voisinage de x* tel que pour toute condition initiale x € D, la solution
correspondante ®(x) du systeme est définie pour tout t > 0 et tend vers x*
lorsque t tend vers l'infini. Autrement dit

lim ®¢(x) =x7,

t—4o00

pour toute condition initiale x € D.

Définition 19 Un point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est
stable et attractif [27, 62].

Dans le cas ou la matrice jacobienne associée au point d’équilibre x* est de
Metzler, des propriétés relatives a la stabilité du point d’équilibre ont été
développées. Lanalyse de la stabilité du point d’équilibre est basée sur une
décomposition réguliere de la matrice jacobienne associée.

Définition 20 Soit A une matrice de Metzler. On appelle décomposition régu-
liere de A toute décomposition de A sous la forme A=F+V ou F>0et Vest
une matrice de Metzler inversible.

Définition 21 Soit A une matrice carrée d’ordre n > 1.
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Lensemble des valeurs propres de la matrice A est appelé spectre de la matrice
Aet défini par o(A) ={A € C, det(A—Al,) =0}

Une valeur propre A* de A est dite dominante si pour tout

Aeo(A)N{A*}, ona |A*| > |A|

Le réel noté p(A) et défini par p(A) =max{|A|, A€oc(A)} est appelé rayon
spectral de la matrice A.

On appelle module de stabilité de la matrice A, la plus grande partie réelle
des valeurs propres de la matrice A noté a(A) =max{Re(A), Aec(A)}.
Proposition 2 Soit J(x*) = (a—x;)lgignllgjgn, la matrice jacobienne associée
au point d’équilibre x*, f; sont les composantes de f.

Soit a(J(x*))= max{Re(A) :A une valeur propre de J(x*)}

Un point d’équilibre x* est localement asymptotiquement stable si et seulement
si, a(J(x*))< 0/27, 62].

Définition 22 Soit A une matrice positive (voir définition 12). A est dite pri-
mitive s’il existe un entier k tel que A* > 0. Elle est dite irréductible, si pour
tout (i,]) il existe un entier k tel que (Ak)l.]. > 0.

Théoreme 5 (Perron-Frobenius, forme forte [96]) Si A est une matrice
carrée irréductible, alors p(A) est une valeur propre simple de A, associée & un
vecteur propre strictement positif De plus, p(A) > 0.

Théoreme 6 Pour toute décomposition réguliére d’'une matrice de Metzler A
de la forme A=F +V ou F > 0 et V est une matrice de Metzler inversible, les
conditions suivantes sont équivalentes :

e A est asymptotiquement stable

e p(-FV1)<1/27, 62].

La preuve du théoreme est rédigée en annexe B2.

Les différentes propriétés que nous venons de présenter permettent d’étudier
le comportement du systéme au voisinage d’'un d’équilibre. Nous présentons

dans la suite de cette section les propriétés permettant d’analyser les condi-

tions d’extinction et de persistance des composantes d’'un systeme.
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2.2.2 Extinction et persistance des composantes d’un sys-

téme

En modélisation mathématique, tout systéme décrit I’évolution d’'une ou de
plusieurs composantes. Une composante peut exister de maniére permanente
ou disparaitre avec le temps.

Définition 23 On considére le systéeme d’équations différentielles (2.1).

1. La composante x; des solutions du systeme (2.1) est permanente s’il existe
M; > é; > 0 telle que pour toute solution positive x on a

0; <liminfx;(t) <limsupx;(t) < M;
t—=+oo t——+oc0

2. La composante x; des solutions du systéeme (2.1) est dite uniformément
permanente s’il existe M; > 0 telle que pour toute solution positive x on a

0 <liminfx;(t) <limsupx;(t) < M;
f=+o0 t— 400

3. La composante x; des solutions du systeme (2.1) tend vers lextinction si

pour toute solution positive x lim x;(t) =0
t—+o00

Dans le cas des systemes d’équations différentielles non-autonomes et pério-
diques, Nous présentons la méthode de fluctuation développée par Warren M.
Hirsch, Herman Hanisch, et Jean-Pierre Gabriel en 1985 [61] pour détermi-
ner les conditions d’extinction ou de persistance d’'une maladie [49, 50, 61,
112]. Elle est énoncée par le théoreme (7).

Soit f : R — IR, une fonction continue et bornée. Nous adoptons les notations

suivantes :

f =liminf f(¢), f =limsup f(t).

= t—-+o0 t—+o00
Théoréme 7 (Lemme des Fluctuations [61]) Soit f : R, — R une la fonc-

tion de classe C! telle que f < f.
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Alors, il existe des suites t, — +oo et j, — +0oo lorsque n — +oco telles que :

f(tn) = f, f(ta)=0 (2.4)

et

fGn) = f, f(n) =0 (2.5)

Si de plus la fonction f est de classe C?, alors

f(ta) <0, f(jn) =0
La démonstration du théoreme 7 se trouve en annexe B3 et peut étre consul-
tée dans les travaux de Warren M. Hirsch, Herman Hanisch, et Jean-Pierre
Gabriel [61]. La méthode de fluctuation que nous venons de présenter peut
étre utilisée pour établir les conditions d’extinction d'une maladie infectieuse
dont le processus de transmission est décrit par un systeme d’équations dif-
férentielles.
Dans certains cas, lorsque l'infection est déclenchée dans une population, elle
se propage de maniére permanente, on parle de la persistance de I'infection.
La notion de persistance relative a un flot est donnée par la définition 24.
Définition 24 [49, 50, 113]
Soit (&,d) un espace métrique localement compact.
Considérons une application continue m: E X R — E
tel que pour tout t <s, m(m(x,t),s)=rm(x,t+s)
ot E est un sous-ensemble fermé de ¢, d’intérieur E et de frontiére OE.
Soit F = (E,R, 1) un flot continu défini sur E. On définit les notions suivantes :
e F est faiblement persistant si

Vx € E, limsupd (7t(x,t),0E) >0,

t— o0
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e F est fortement persistant si

Vx € E, liminfd (7t(x,t),0E) >0,

t—+4o0

e F est faiblement uniformément persistant si

Iy >0/Vx € E, limsupd(7(x,t),0E) >,

t——+o0

e F est fortement uniformément persistant si

Iy >0/VxcE, ltiminfd(n(x,t),aE) > 1.

—r+o00

Proposition 3 /49, 50, 113]
Soit (¢,d) un espace métrique localement compact.
Considérons une application continue m: E X R — E
tel que pour tout ¥Vt <s, m(m(x,t),s)=rm(x,t+s)
ot E est un sous-ensemble fermé de ¢, d’intérieur E et de frontiére OE.
Soit F = (E,R, 1t) un flot continu défini sur E.
e Sile flot F est uniformément persistant, alors il est faiblement uniformément
persistant.
e Si le flot F est uniformément persistant, alors il est fortement persistant.
e Si le flot F est faiblement uniformément persistant, alors il est faiblement
persistant.
e Sile flot F est fortement persistant, alors il est faiblement persistant.
Dans ce chapitre nous avons défini des terminologies utilisées en systéeme dy-
namique. Nous avons ensuite présenté des propriétés de base des solutions
des systemes d’équations différentielles ordinaires. Enfin nous avons recensé
des propriétés appropriées pour I'analyse du comportement asymptotique des
solutions d’ systeme d’équations différentielles. Les outils mathématiques
présentés dans ce chapitre seront appliqués aux modeles mathématiques du

paludisme et du choléra a développer aux chapitres 3 et 4.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de
la dynamique de transmission
du paludisme

Ce chapitre est consacré a la modélisation de la dynamique de transmission
du paludisme. Dans un premier temps, nous proposons un modeéle sans te-
nir compte de 'impact des facteurs climatiques sur la transmission du palu-
disme. Ensuite pour prendre en compte la saisonnalité des épidémies du pa-
ludisme, nous définissons les parameétres liés aux variations démographiques
des moustiques en fonction de la température et des précipitations. Enfin, en
tenant compte de la variation de ces parametres, nous analysons le systéme

d’équations non-autonome qui en découle.

3.1 Modele autonome décrivant la dynamique

de transmission du paludisme

Les modeles mathématiques que nous développons dans cette section ne tiennent
pas compte de 'impact des facteurs climatiques sur la transmission du palu-
disme. Ces modeles sont décrits par des systéemes d’équations différentielles

autonomes.
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3.1.1 Formulation du modele et propriétés de base

Formulation du modeéle

La transmission du paludisme est le résultat de I'interaction entre deux po-

pulations. Il s’agit de la population des humains dont le nombre total des

humains est noté N, et de la population des moustiques dont N, désigne le

nombre total des moustiques. Quatre compartiments constituent la popula-

tion totale des humains. Il s’agit de :

e S, la sous-population des individus susceptibles de s’infecter (sain),

e E; la sous-population des individus latents,

e [, la sous-population des individus infectieux,

e R la sous-population des individus guéris ou immunisés.

La population des moustiques quant a elle est subdivisée en trois sous-classes,

ce sont :

e S, la sous-population des moustiques susceptibles de s’infecter (sain),

e FE, la sous-population des moustiques latents,

e [, la sous-population des moustiques infectieux.

Notons a la probabilité de contact entre un humain et une anophele femelle.

Nous supposons que le taux de recrutement dans la population des humains

est constant et noté A. Nous notons yj, le taux de mortalité naturelle des

humains. On suppose qu’on dénombre Zif_z; anopheles femelles infectieuses par

humain. On note bq, la probabilité pour un individu susceptible de s’infecter

a la suite d’'une piqiire par une anophele femelle infectieuse. On définit ainsi
aby I (t)

le taux de contamination d'un humain sain par 0(t) = N, Un individu
h

qui s’infecte ne présente pas immédiatement les symptomes de la maladie, il

devient infectieux apres la période d’incubation intrinseque notée 7,. Durant
la période d’'incubation intrinseque, I'individu est dit latent. Nous supposons
qu’un individu infectieux peut guérir de la maladie avec un taux v et devient
immunisé ou alors déceéde avec un taux de mortalité da a la maladie noté

1y supérieur au taux de mortalité naturelle. Tout individu immunisé l'est
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temporairement et perd cette immunité pour devenir un individu susceptible
avec un taux A supposé constant.

Nous notons par yu, le taux de mortalité des moustiques et par <y le taux de
reproduction des moustiques. Nous supposons qu'une anophele femelle a une
probabilité ;]—}; de piquer un humain infectieux et la probabilité d’infection
d’'une anopheéle femelle saine suite a la piqire d'un individu infectieux est b,.
Le taux de contamination d'une anophele femelle est ainsi défini par

B(t) = abzl\llﬁ. Au bout de la période d’incubation extrinséque T, ’'anophéle
femelle infehctée devient infectieuse et restera ainsi tout le restant de sa durée
de vie.

Dans la définition du systéme décrivant le processus de transmission du pa-
ludisme, nous éliminons les compartiments des sous-populations latents E,
et Ej, en introduisant les retards dus aux périodes d’incubations. Nous propo-
sons ainsi un modele SIR avec retards. Nous supposons que les individus qui
deviennent infectieux a un instant t sont les individus survivants qui ont été
infectés a la date t — 7, pour les humains et a la date t — 7, pour les mous-
tiques. La dynamique de transmission du paludisme est schématisée par la

Figure 3.1.

A

FIGURE 3.1 — Schéma descriptif de la dynamique de transmission du paludisme
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Pour améliorer les modeles existants, nous décrivons la dynamique de trans-
mission du paludisme par un systeme d’équations différentielles ordinaires
non-autonome avec retards afin de prendre en compte les périodes d’incuba-
tions et la variation temporelle des paramétres démographiques des mous-
tiques. Le systeme (3.1) décrit ainsi la dynamique de transmission du palu-

disme.

(S = A—(up+06(t)Sy+AR
Iy, = 0(t—1)Su(t—)e 1™ — (v + pug) Iy
R = vI,— (up + AR 3.1)
So = 7= (o +B(1)S

| I, = B(t—1)So(t—w)e "™ — uyl,

Nous supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :
0(t—1,) =6(0) Vt<m,

Sp(t—1,) =5,(0) Vt<T,

Bt — 1) = p(0) Vt<m,

So(t— 1) =S,(0) Vt< .

Le systeme d’équations différentielles décrivant la dynamique de transmis-
sion du paludisme étant proposé, nous allons dans la suite du travail propo-
ser les propriétés de base telles que l'existence, I'unicité et la positivité des

solutions. Nous déterminerons aussi le domaine invariant des solutions.

Existence, unicité et positivité des solutions

Tout modele mathématique qui décrit un phénomene biologique doit respec-
ter certaines propriétés. En épidémiologie, il faut s’assurer de l'existence, de
I'unicité et de la positivité des solutions du systéme. Nous vérifions ces pro-
priétés dans cette partie.

Proposition 4 Soient xo = (5,(0),1,(0),R(0),5,(0),I,(0)) € R>. et Tyax > 0.
Pour une condition initiale xo = (Sj,(0),1;(0),R(0),S+(0),I,(0)) € R, le pro-
bleme de Cauchy associé au systeme (3.1) admet une unique solution maximale

sur [0, Tyax|-
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Démonstration
Le modele (3.1) est un systeme d’équations différentielles non linéaires, non

autonome du premier ordre de la forme

P _ e

ou f est une fonction continue de Ry x R5 dans R° définie par

A — (up +0(1))Sy + AR Sh
0t — 1) Sn(t — w)e M1 — (v + pa) Iy I
f(t,x) =1 vl — (u, + A)R et x=] R
v — (o + B(t))So So
B(t — Tp)Su(t — T)e "™ — uy, I, I,

La fonction f est continue par rapport a t et est de classe o par rapport

a x, donc est localement lipschitzienne par rapport a x sur lRi. D’apres le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz [39, 80, 81, 124] (Théoréme 3), on conclut que

le systeme (3.1) admet une unique solution maximale du probleme de Cauchy

sur [0, Tyax| ot Tyax > 0 pour une condition initiale xg € ]Ri.

Proposition 5 Soient xo = (S;,(0),1,(0),R(0),S,(0),I,(0)) € R et Tyax > 0.

Soit x(t) = (Sy(t),I(t),R(t),Su(t), I,(t)) la solution maximale du probléme de
Cauchy associée a (3.1) sur [0, Tyuax| de condition initiale (S;(0),1,(0),R(0),S,(0),1,(0)),

alors pour tout t € [0, Tyax|, x(t) € ]Ri.

Démonstration

Nous allons procéder a une démonstration par ’absurde telle que faite dans
[80].

Soit (Sy(t), In(t),R(t),So(t), In(t)) € R, la solution maximale du probléeme de
Cauchy associée a la condition initiale (S,(0),1,(0),R(0),S,(0),I,(0)) € RS.

A partir de la premiére équation du systeme (3.1), on a :

d f (un+06(r))dr f (up+0(r))dr
i SpeP = (A + AR)e0
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ceci implique que :
t
— [(u+o(r) * <yh+9<r>>dr
Sy(t) —e 0 +/ (A + AR(s ds (3.2)
0

Par des calculs similaires, on obtient

t—1y
I (t) = e~ (vFHa)t (Ih(()) + e(VHHa =) T / G(u)Sh(u)e(”+Vd)”du) (3.3)
0
t
R(t) = e~ (At (R(O) +v / Ih(s)e()‘“h)”du) (3.4)
0
t v - v u))du
(1) — o [P (Sv 0)1n /eof(" +B(w) ds) 55
0
t—Ty
Iy(t) = et (IU(OH / ﬁ(u)Sv(u)e”””du) (3.6)
0

Comme la solution est continue,
3ty >0, (Su(t),In(t),R(t),Su(t), Ir(t)) € RSVt ]0,4].
Supposons qu’il existe t, un réel fini défini par
ty :min{t1 +e€[0, Tpax] e >0,(Sp(t1 +€), In(t1 +€), R(t +€),So(tr + ), Lo (t1 + ) & ]Ri}
D’apres les équations (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6), on obtient
Sp(t2) >0, I,(t) >0, R(tz) >0, Sy(t) >0, I,(t)>0.

Ce qui contredit la définition de ¢;.

D’ou pour tout t € [0, Tyax[, (Sn(t), In(t), R(t),So(t), (1)) € R3..
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Domaine invariant des solutions

Lobjectif principal de cette modélisation est d’étudier ’évolution du nombre
des individus infectieux en fonction des valeurs des parametres du modele.
Il est question pour nous de proposer des propriétés mathématiques qui per-
mettent de prédire 'ampleur d’'une épidémie. C’est a partir de ces proprié-
tés qu'on prend des décisions appropriées afin d’éviter une épidémie dans
une population. Nous nous intéressons ainsi aux bornes des différentes sous-
populations intervenant dans la transmission du paludisme en mettant un
accent particulier aux sous-populations des individus infectieux et des mous-
tiques infectieux. Nous déterminons ensuite le domaine invariant des solu-
tions du systeme (3.1).

Remarque 1 Soit S, (t) la sous-population des moustiques susceptibles a l'ins-
tant t déduit du systeme (3.1) décrivant la dynamique de transmission du
paludisme. Considérons S,(0) la sous-population des moustiques a linstant
initial.

VE>0, So(t) < max (1,50(0)) .

Wo
Y

Dans la suite de notre travail, on suppose que S,(0) < —.
%

Proposition 6 Soit la dynamique de transmission du paludisme décrite par

le systéme (3.1), supposons que I,(0) = 0. Les sous-populations des individus

infectieux et des moustiques infectieux sont majorées et vérifient les inégalités

suivantes :
bre  HoTw 2h.bre HoTop—HhTh
L < T2 I(t) <max (Ih(O), Yol ) 3.7)
Hy ‘uv(V + .ud)
Démonstration
Considérons la cinquieme équation du systéme (3.1) donnée par :
dl by Iy, (t —
v Aaby h( Tv)Sv(t . Tv)e_V”T” . ,uvlv- (3.8)

dt — Ny(t—1)
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En substituant S, (t — 7,) par son majorant ﬂl dans I’équation (3.8), on obtient
v

I'inéquation suivante :
dl, _ ~yaby _
LA Ly ST N
dt —_ ]/lv e PLU U( )

On suppose I,(0) =0, pour tout t >Oon a:

—HoTy b —HoTy
L(t) < X028 T g oty < YOR2E TR (3.9)
Mo Mo
De méme en substituant I,(t) par son majorant donné par l'inégalité (3.9)

dans la deuxiéme équation du systeme (3.1), on obtient I'inéquation (3.10) :

dl, _ Ya®bybye HoTo e~ HuTi
at — 3

— (v + pa) In- (3.10)

/ygzblbze_yvae_ﬂh'rh

us(v =+ pa)
La solution de I'inéquation (3.10) vérifie I'inégalité (3.11) :

Posons K =

() <K (1 - e—<’/+ﬂd>f> FI,0)e vt >, (3.11)
Si I,(0) < K, alors
() <K (1 - e—<v+ﬂd)f> + Ke~(Hmat = K.
Si I,(0) > K, alors

In(t) < 1y(0) (1= e~ (41 4 gy (0)e= 1" = 1, (0).

r)/azbl bze_.”vTve_VhTh

Ha(v+ pg)
Proposition 7 Soit x = (Sj,1;,R,Sy, I), une solution du systeme d’équations

Donc Ij,(t) < max <Ih(0), > , Vt>0.

différentielles ordinaires (3.1).

Posons
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A 2 “HoTop—HnTh 21— HoTo
h

Hn ’ o M
1. L’ensemble A est invariant et attractif pour toute solution initiale appar-

N 5
tenant a RY.

2. Il existe un réel ¢ > 0tel que Sj,(t) + I,(t) +R>¢c, Vt>0.

Démonstration

1) Montrons que ’ensemble A est invariant et attractif pour toute solution
initiale appartenant & IR>.. Pour toute condition initiale x(f) € A C R?,,
les solutions du systéeme (3.1) sont positives (voir Proposition 5).
Soit x = (Sy,, I, R, Sy, I), une solution du systeme d’équations différentielles
(3.1).
Posons

Qh:Sh+Ih+Rr QU:SU+IU'

Pour le cas particulier f = 0, sachant que y;, < 4, on obtient :

Qn(t) <A —upQu(t) +6(t — 7)) Sy(t — T)e ™, +>0, (3.12)

Par substitution de I'inégalité (3.7) de la Proposition 6, on déduit 'inéquation

3.13 de I'inéquation (3.12).

Ya*bybre HoToe M
e

Qu(t) <A+ —upQu(t),  t>0, (3.13)

La résolution de I'inéquation (3.13) nous permet d’obtenir I'inégalité suivante :

< A,uzzJ + ’)’azbzblefﬂﬂve*#hl'h

Qu(t) < == (1—e ") 4+ Qu(0)e !, t>0.

Ap2+ya’bybie Foe i

On déduit ainsi que dans le cas ou1 x(0) € A, on a Q;(0) < s
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et donc

A;’lz + ’)’a2b2ble—yUTve_]xl}1Th
0<Qu(t) < — ‘
Hny

Par majoration de la fonction B(f) on obtient également du systéme (3.1) l'in-

(3.14)

équation (3.15)
- 'Yabz — U T
Qu(t) <7+ ¢ Moo — 11,Qu (1) (3.15)

0

De la méme maniere on déduit que

7 (abge™Ho™ 4 uy)

2 (1—e ") + Qu(0)e H, t>0.
v

Qu(t) <

Dans le cas ou x(0) € Al'inégalité (3.16) est obtenue

v (abye Ho% + uy)
3

On conclut des inégalités (3.14) et (3.16) que le domaine A est invariant.

0<Qu(t) < , t>0. (3.16)

2) Montrons qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que Qj,(f) >¢, Vi>0.

Notons
B Ya?bibye FT

T N

7

ou N}’Z”i” est la population minimale des humains.

Partant de I'inéquation suivante :
Qn(t) > A — (uy +0) Sy — ua(ly +R), >0,

Sachant que

on déduit ainsi 'inégalité suivante :

a0

g = A — Q1) (3.17)

avec

¢ =max (pp + Oco, tg) -
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Par intégration 'inéquation (3.17) nous permet d’obtenir I'inégalité suivante :

Qu(t) > Qu(0)e ¢ + % (1 — e_Ct> . (3.18)
On obtient ainsi
.. A
ltlinj&?ofgh(t) > 7 (3.19)

Linégalité (3.19) prouve bien qu’il existe un réel c > 0 tel que Qy(t) > ¢, Vt > 0.
La vitesse de propagation de la maladie dépend en partie de la proportion des
sous-populations des humains et moustiques susceptibles. Ces sous-populations
existent de maniére permanente (persistante), I'introduction d’'un individu in-
fectieux a tout instant peut ainsi déclencher une épidémie. La Proposition 8
nous permet de vérifier la persistance des sous-populations des susceptibles.
Proposition 8 Supposons que 5,(0) > 0 et S,(0) > 0. On a les inégalités

suivantes :

A . Y
Su(t) > min | 55,(0), Sy(t) > min | S,(0), ————
h( ) Z min h( ) . +'ya2b1bze_”va v( ) < mi ( v( ) ]/lv—i-&lbz)
p—t
Hic
(3.20)
Démonstration
: I,(t) ya?bybye HoT . .\
En majorant 0(t) = abi 7y par T ac on déduit de la premiere
v
équation du systéeme (3.1) I'inéquation suivante :
ds a?bibye HoT
LA <yh + %) Sh (3.21)
v
Par intégration on obtient pour tout ¢t > 0,
( +7a2b1bze”va>t
A A — | Hn 2
Su(t) > N Su(0) — i | ¢ o ,
iy + yacbibye~HoT iy + yacbibye HT
Wt ht
pse pse
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Par conséquent
A

S, (t + ¢g(t
02 e O
i e
avec
( fyazblbze_V”T”)
A S\ 2c
e(t) =1 S,(0) — He
S e T
pse
: N A 1 > A :
st Sy, (O) - +,Ya2b1bzefﬂvﬂfv » alors Sh(t) - +,)/a2b1b26*}lz;’fv
Pt M
! uie ] pse
) < A 1 > Agy
Si 5,(0) < +rya2b1b26_””” , alors Sy, (t) > +'ya2b1bze_”””
Bhr— 5 Hhr— 2
' s h M
avec
S, (0
&1 = h/g ) S (011]
+'ya2b1b2e”‘”v
L Ui
" pic
car
A
0 <§5,(0) < .
N 7 e
i e
On a alors Sy (t) > Sj,(0).
D’ou
A
S, (t) > min | S;,(0),
p(t) > min | S;,(0) s ya2bybye o
o Yaome 7T
p3c

Par des calculs similaires on obtient

. Y
> _ .
Sy(t) > min <SU(0), Y abz)

On conclut que les populations des susceptibles persistent [49, 50, 113].

Les propriétés biologiques étant assurées, nous nous intéressons a ’analyse
des solutions du systéme. Nous analysons la stabilité des points stationnaires
et étudions le comportement asymptotique des solutions du systeme décri-

vant la dynamique de transmission du paludisme. La sous-population des
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individus infectieux est celle qui mérite d’étre particulierement analysée.

3.1.2 Analyse des solutions stationnaires du systeme d’équa-
tions différentielles

La modélisation mathématique d’'une maladie infectieuse a pour but de contro-
ler le nombre des individus infectieux. En systeme dynamique on s’intéresse
généralement au comportement du systéme au voisinage des points station-
naires.
En résolvant le systeme d’équations (3.22), on détermine les points d’équi-
libres stationnaires du modele SIR avec retards décrit par le systeme (3.1).
(A= (up+0)S; + AR =
O(t —1,)Se ™ — (v +pug)I; =
vy — (pn + A)R* =

Y= (B+10)S; =
[ B(t — w)Spe 1™ — py I =

(3.22)

S O O O O

En absence de la maladie, le systeme (3.1) admet un équilibre trivial x, ap-
pelé équilibre sans maladie

Xo = (ﬁ,o,o,l,o) .
Hn

v
Dans la suite de nos travaux on suppose que

A s0)=L (3.23)

$,(0) ==,

La vitesse de propagation d'une maladie infectieuse, dépend du nombre de
reproduction de base. Il évalue le nombre d’individus infectieux secondaires
générés a partir d'un individu infectieux introduit dans une population des
individus sains. Il est évalué a partir de ’équilibre sans maladie. Mathéma-
tiquement, en comparant ce seuil a 1 on peut estimer si nous sommes en

situation d’épidémie ou non.
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Détermination du nombre de reproduction de base et analyse de la
stabilité de I’équilibre sans maladie

Nous utilisons la méthode de Van Den Driesche [42, 59] pour déterminer le
nombre de reproduction de base R [34, 40, 62, 104]. Pour cela, on ne s’inté-
resse qu'aux variations dans les compartiments des infectés. Une fois qu’'on
a écrit le systéme correspondant aux variations dans les compartiments des
infectés, on détermine la matrice F correspondant aux entrées dans les com-
partiments au voisinage du point d’équilibre sans maladie et la matrice V qui
correspond aux sorties au voisinage du point d’équilibre sans maladie.
Lorsque les deux matrices F et V sont obtenues, le nombre de reproduction de
base Ry est ainsi déduit. Il correspond au rayon spectral de 1a matrice —FV !
noté p(—FV 1) [34, 40, 62, 104].

Pour le modeéle décrit par le systeme (3.1), le systéme correspondant aux

variations dans les compartiments des infectieux est donné par le systéeme

(3.24).
Iy = 0(t—1)Su(t —T)e M — (v+ pug) I,
IU = ﬁ(t — T‘U)Sv(t - T‘())e_vav - ,Z/IUIU

En remplacant 6(t) et B(¢) par leurs expressions en considérant S;(t) et S,(t)

(3.24)

au voisinage du point d’équilibre sans maladie le systeme (3.24) devient :

AﬂblIv(t — Th>€_yhTh

I = — (V4 pa)ln
Nppin v+ pa)
(3.25)

: yaby I (t — Ty)e HoT

I, = — Uyl

v Nh,uv Uoly

. Ih . Iz} . . . . ,
Posons i, = N, eti, = N respectivement la proportion des humains infectés
h v

et la proportion des moustiques infectés a I'instant t.

N, . . g
Notons m = ﬁv le nombre de moustiques par individu.
h
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Le systéeme suivant est ainsi déduit :

di Ayambie  Fntn _
e Gl DR CRF O
(3.26)
di abye Holo )
d_; = %;—zh(t — Ty) — Moly
0
A v
WA, = ety =
PEIT NG T NG(0)

La méthode du calcul du nombre de reproduction de base Ry des systémes
d’équations différentielles avec retards proposée par Ruan, Xiao et Beier conte-

nus dans [25, 103] nous donne ainsi :

R Apyoma®bibye HoToe™FuTi
0= 2
unps (v + pa)

Théoreme 8 Si le nombre de reproduction de base R est inférieur a 1, alors

(3.27)

l’équilibre sans maladie xo du systéme (3.1) est localement asymptotiquement

stable. Il est instable lorsque Ry > 1.

Démonstration
La matrice jacobienne du systéme (3.1) au voisinage du point d’équilibre

sans maladie x est :

iy 0 0 70 b, 0
A -
0 —HUn yLmllbl 0 A
h
Jo= 0 0 — Uy %abze_ﬂﬂv 0
v
0 0 A;mable_ﬂﬂh —(v 4 uy) 0
h
0 0 0 v —(pn +A)

L'étude de la stabilité du point d’équilibre sans maladie revient juste a dé-
terminer le signe des valeurs propres de la matrice
_‘uv Eabze_vav

Uo
Ji=
Ahmﬂhe—”’m’ —(v+ pa)

Hh
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La matrice J{ = F + V ou les matrices F et V sont données par (3.28).

abyyy,e ™
Ho Ho 0
F= , -V = (3.28)
maby Aye P 0 0 (U—l— ,ud)
Hh

(@)

Le point d’équilibre sans maladie xo, est stable si et seulement si a(F + V) <0.
Selon le théoréme de Varga [46], si a(F + V) <0, alors p(—FV~!) < 1. On
conclut que si le nombre de reproduction de base Ry < 1, alors 1’équilibre
sans maladie xy du systeme (3.1) est localement asymptotiquement stable. Il

est instable lorsque Ry > 1.

Détermination de I’équilibre endémique

Lorsqu’une épidémie est déclenchée dans une population, elle peut dispa-
raitre au bout d’un certain temps ou alors elle peut devenir endémique. L'exis-
tence d’'un point d’équilibre endémique de la maladie dépend des parametres
du modeéle qui décrit sa dynamique de transmission. Le théoréeme 9 établit
une condition suffisante d’existence d’un équilibre endémique.

Théoreme 9 Si Ry > 1, alors la propagation du paludisme dont la dyna-
mique de transmission est décrite par le systeme (3.1) atteint un unique point

d’équilibre endémique.

Démonstration
Pour faciliter les calculs, nous déterminons les proportions des sous-populations

du systeme (3.1) a I’équilibre. Pour cela nous posons :

S, . I R Se . L
Sh:ﬁh/ lh_ﬁh/ r:ﬁh/ S0 =

NS TN

1
En multipliant les trois premieres équations du systeme (3.22) par N et
h

en multipliant les deux derniéres équations par N on obtient le systéme
v
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suivant :

Ay — (pp + mabyiy)sy + Ar* =
mabyigspe” M — (v 4 )iy =
viy — (up + A)r* =
Yo — (abaif + io)s) -
abyiyspe 1 — iy =

(3.29)

S O O O O

\

La relation entre les proportions des sous-populations du systeme (3.1) a

I'équilibre en fonction i; est donnée par le systeme suivant :

( B viZ
Up+ A

Ap(pp + A) +vALS

Yoa2bibyife Moo
(,uh + /\) (;uh + ,uv(ﬂbzi,{-HJU) >

(3.30)

* Yo
abaiy + py

Yoabyiye HoT

0

L B po(abaiy + po)

En substituant i} dans la deuxiéme équation du systéme (3.29) par son ex-
pression donnée par derniere équation du systeme (3.30) on obtient 'équation
suivante :

i (m%azblb2e_7‘hThe_”vT”sZ —(v+ yd)> =0 (3.31)

En résolvant 'équation (3.31), on obtient le cas trivial i; = 0 qui correspond a

Iéquilibre sans maladie. Ce qui nous intéresse, c’est le cas
Mey,a*byb2e Mg FoTog — (v 4 ) = 0.

En remplacant s; par son expression donnée a I’équation (3.30), on obtient

Ah’vallzbl bye Fhhe HoTo B 1)

o (pa +v) (4 A) ( )

(g +v)(up + A) (Hoppaby + ma2bibyye o) — Avyymabibye FnThe = HoTo
(3.32)

ok
l, =
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Le terme (p+v) (up+A) (popnaby + mabybyyge #0%) — Avyyma*bybye™ Fithe HoTo
qui apparait au dénominateur du second membre de I'équation (3.32) est
strictement positif car 1 — e #1™ est positif.

D’ou

ot (pa +v) (pn +A) (Ro — 1)

(g +v)(up + A) (poppaby + ma?bibyypye 1) — Avyyma?bybye HnThe HoTo
(3.33)

it =

On conclut que ’'équilibre endémique est atteint lorsque Ry > 1.

A partir des théoremes 8 et 9, nous remarquons que la valeur du nombre
de reproduction de base R( est importante pour l'existence et la stabilité
des points d’équilibres. L'expression de Ry dépend des parametres du mo-
deéle parmi lesquels certains varient d’'une population a une autre. Avant de
proposer des simulations numériques permettant d’illustrer le comportement
de I'évolution du nombre des individus infectieux suivant les variations des
parametres du modele, nous effectuons au préalable 'analyse de sensibilité
des parameétres du modele sur le nombre de reproduction de base R décrit

par 'équation (3.27).

3.1.3 Analyse de la sensibilité des parametres sur la dy-

namique de transmission du paludisme

Certains parametres du modéle décrivant la dynamique de transmission du
paludisme sont variables, nous analysons ainsi la variation induite par la
variation ces parametres sur le nombre de reproduction de base Ry. Pour

cela nous évaluons l'index de sensibilité [33, 98] de chacun des parametres p
0
IRo P
ap R()
Les index de sensibilité des parametres dont les valeurs peuvent varier sont

sur R défini par YZ}O =

donnés dans la Table 3.1 en utilisant les valeurs des parametres contenues

dans la Table 3.2.
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TABLE 3.1 — Table des index de sensibilité des parametres sur R

Parametres

Index de sensibilité

ly : taux de mortalité des moustiques -2,1

« : probabilité de contact

2

v : taux de reproduction des moustiques | 1

v : taux de guérison

-0,99

TABLE 3.2 — Description des parameétres

Description Valeurs références
u, taux de mortalité des humains 5,5 x 107 par jour [4, 7]
/A\;, taux de natalité des humains 0,04 par an [4, 7, 32, 58]
A taux de perte d'immunité 0,0027 par jour [7, 32]
7, la durée de la période

d’incubation intrinseque 10 jours [7]
T, la durée de la période

d’incubation extrinseque 11 jours [7]
v, taux de reproduction des moustiques | [0,05 — 0,2] par jour [3, 32, 45]
My taux de mortalité des moustiques [0,05 —0,07] par jour [3, 45]
v taux de guérison de la maladie [0,0014 — 0,017] [3, 73]

par jour

a  probabilité de contact infectant [0,1—0,5] par jour [3, 24, 73, 77]
b1  Probabilité pour un humain de

s'infecter apres une piqtre infectante | 0,1 [73]
b,  Probabilité pour un moustique de

s'infecter apres une piqire infectante | 0,3 [24, 73]

A partir de 'analyse de sensibilité que nous venons d’effectuer sur le nombre

de reproduction de base, nous avons identifié les parametres susceptibles d’in-

fluencer la dynamique de transmission du paludisme. A cet effet nous propo-

sons des simulations numériques afin d’illustrer I'influence de chacun des

parametres sur la transmission de 'infection.

3.1.4 Simulations numériques du modeéle autonome

Les simulations numériques que nous proposons dans cette partie ont pour

but d’illustrer le comportement asymptotique du nombre d’individus infec-

tés en fonction du nombre de reproduction de base R tel que prédit par les

propriétés issues de la section 3.1. Pour cela nous faisons varier le taux de
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(a)

(c)

guérison d’un individu infectieux, la probabilité de contact entre un individu
et une anophele femelle et le taux de mortalité d'un moustique. La variation
de la probabilité d’'une région a une autre peut s’expliquer par la propreté
du cadre de vie de la population ou de la bonne utilisation des moustiquaires
imprégnées. Quant au taux de guérison d'un individu infectieux, sa variation
d’une région a une autre peut étre influencée par les facteurs tels que 'acces
difficile aux soins de qualité et 'auto médications dus a la pauvreté.

Pour ces simulations, nous supposons que la population initiale est de 10000
habitants. Nous présentons la courbe pour une durée de 3650 jours ce qui
correspond a 10 ans. Les courbes données par les Figures 3.2 et 3.3 sont ob-
tenues en utilisant les valeurs des parametres contenues dans la Table 3.2 a
I’exception des valeurs du taux de guérison, de la probabilité de contact entre

un individu et un moustique et du taux de mortalité des moustiques.

RO0O=0,66

Nombre des individus infectieux

o 500 1000 1500 2 000 2 500 3 000 3 500 4 000 o 500 1000 1 500 2 000 2 500 3000 3 500

Temps (jour) (b) Temps (jour)

R0=0,9 R0=0,94

4 000

Nombre des individus infectieux

o 500 1 000 1500 2 000 2 500 3 000 3500 4 000 o 500 1000 1500 2 000 2 500 3 000 3500

Temps (jour) (d) Temps (jour)

FIGURE 3.2 — Variation du nombre d’individus infectieux pour Ry < 1.

Les courbes tracées dans la Figure 3.2 sont obtenues en choisissant les va-
leurs des parametres de telles sortes que Ry < 1. Pour la courbe (a) nous
avons choisi 2 = 0,2, v = 0,017 et yu, = 0,07 donnant Ry = 0,66. La courbe (b)
est obtenue pour Ry =0,86 en choisissant 1 =0,1, v =0,008 et y1, =0,05. Quant
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(a)

(c)

Nombre des individus infectieux

Nombre des individus infectieux

a la courbe (c) nous avons attribué les valeurs suivantes : a = 0,2, v = 0,017 et
1y = 0,06 de telles sorte que la valeur de Ry soit égale a 0,9. Pour la courbe
(d), Ro = 0,94 qui correspond aux valeurs a = 0,1, v = 0,003 et y, = 0,07. Pour
chacun des cas, les courbes illustrent bien que lorsque Ry < 11l y a stabilité
de I'équilibre sans maladie. Nous allons également tracer les courbes pour les

casou Ry > 1.

RO=1,49 R0=3,4
T T 3500 T T T T

Nombre des individus infectieux

+ + + + + o + + + + +
1 500 2 000 2500 3 000 3 500 4000 o 500 1000 1 500 2 000 2500
Temps (jour) (b) Temps (jour)

R0=4,74

Nombre des individus infectieux

+ + + + + o + + + + +
1 500 2 000 2 500 3000 3 500 4 000 o 500 1 000 1500 2000 2 500
Temps (jour) (d) Temps (jour)

FIGURE 3.3 — Variation du nombre d’individus infectieux pour Ry > 1

La Figure 3.3 illustre le comportement de la population des individus infec-
tieux pour Ry > 1. La courbe (a) illustre I’évolution du nombre des infectés
pour a = 0,3, v= 0,017 et yi, = 0,07 donnant Ry = 1,49 et i, = 0,0398, la pro-
portion des individus infectieux a I’équilibre. La courbe (b) est obtenue pour
Ro = 3,4 en choisissant 2 = 0,2, v = 0,005 et y, = 0,06 donnant i; = 0,21. Pour
la courbe (c) nous avons choisia =0,3, v =0,017 et y, = 0,05 donnant Ry = 3,65
et i; = 0,09. Pour la courbe (d), Ry = 4,74 qui correspond aux valeurs a = 0,1,
v =0,0014 et y, = 0,05. Pour ces valeurs ce cas on i; = 0,45. Pour chacun des
cas de la Figure 3.3, la valeur du nombre de reproduction de base est supé-
rieure a 1. Nous constatons que le nombre des individus infectieux atteint

un pic dont la valeur est proportionnelle a la valeur du nombre de reproduc-
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tion de base. Le nombre des individus infectieux se stabilise a un équilibre
déterminé par I’équation (3.33).

Dans la section 3.1, nous avons supposé que dans une localité donnée, la pro-
babilité de contact est constante. Pourtant des études ont prouvé que la tem-
pérature et les précipitations d’'une région influencent la densité des mous-
tiques dans cette région. La température d’'une région n’étant pas constante,
la probabilité de contact entre un humain et un moustique dépendra ainsi
des saisons et de la variation de la température dans une région [3, 83, 121].
La variation de la densité des moustiques est une conséquence de I'impact
du climat sur les facteurs de variations démographiques des moustiques tels
que la mortalité et le taux de reproduction des moustiques [3, 121]. Dans la
suite de ce chapitre, nous analysons I'influence des facteurs climatiques sur
la transmission du paludisme.

Les variations des parametres dont nous avons déterminé les index de sen-
sibilité sont essentiellement dues aux variations climatiques. Il est ainsi né-
cessaire de tenir compte des variations climatiques dans I'analyse du modele
mathématique décrivant la dynamique de transmission de cette maladie.
Dans la sous-section 3.2.3, nous analysons le modéele mathématique de la dy-
namique de transmission décrit par le systéeme (3.1) en intégrant les para-
metres décrits par les équations (3.37) et (3.40). En couplant les variations
intra-annuelles des facteurs climatiques aux parametres du modeéle décrit

par le systeme (3.1), il dévient non-autonome.

3.2 Modélisation mathématique des parametres
démographiques du moustique et analyse du sys-

teme d’équations non-autonome

Pour prendre en compte 'impact des facteurs climatiques sur la dynamique

de transmission du paludisme, nous allons au préalable proposer des modeles
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qui décrivent la variation intra-annuelle de facteurs climatiques tels que la
température et les précipitations. Nous définissons ensuite le taux de morta-

lité et le taux de reproduction en fonction de ces facteurs climatiques.

3.2.1 Modélisation mathématique des variations intra-

annuelles des facteurs climatiques

La variation des facteurs climatiques d’'une région étant cyclique, nous allons
nous inspirer des modeles sinusoidaux qui décrivent le comportement d'un
phénomene périodique quelconque dont ’équation générale qui décrit sa va-

riation temporelle est la suivante :

h(t) = Asin(w(t — ¢)) (3.34)

ou

e A est 'amplitude des données observées ;

e w est la pulsation angulaire;

e ¢ est le déphasage temporel.

Pour modéliser la variation intra-annuelle de la température et des précipi-
tations, nous supposons que le cycle est de 365 jours (un an).

Pour proposer les simulations numériques des variations intra-annuelles de
la température et des précipitations, nous avons estimés les valeurs des pa-
rametres des modeles a partir des données issues des observations obtenues

dans le site (https :/fr.climate-data.org/location/).

Modélisation des variations intra-annuelles de la température

Pour modéliser la variation des températures, les valeurs des parameétres sui-
vants sont indispensables :

e T,.x : la température maximale de la région;

e T,i, :latempérature minimale de la région;

® Tyean - la température moyenne de la région ;
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Tmax — Thi
o Ar = w I’'amplitude de variation des températures.
A partir de ces parameétres, nous proposons le modele de la variation des

températures par ’équation (3.35).

T(t) = Timean + Arsin[w(t + ty — ¢@T)] (3.35)

2w .
avec w = — ol :
P
e Pestla durée du cycle des observations, dans notre cas on considére le cycle
annuel ;
e o7 est le déphasage temporel des variations de la température;;
e fy > 0 est la date initiale des observations.
Nous proposons des simulations numériques pour comparer les courbes is-
sues du modele (3.35) aux données moyennes observées dans quelques locali-

tés du Cameroun en prenant le mois comme unité de temps. Cette comparai-

son est donnée par la Figure 3.4.

TABLE 3.3 — Variation intra-annuelle de la température en degrés celsus dans
quelques localités du Cameroun (Source : https :/fr.climate-data.org/location/)

Localités Jan | Fev | Mar | Avr | Mai | Jun |Jul | Au | Sep | Oct | Nov | Dec

Yaoundé 245|245 | 24,6 | 24,3 | 24,1 | 23,3 | 22,8 22,6 | 23,1 | 23 | 23,6 | 23,9

Douala 26,8 27,4274 (26,826 |245|24,5|255|255 255|264 | 26,9
Dschang 21,1 1214 |21,8|21,5|20,8|19,8 |19 19 19,4 | 19,8 | 20,3 | 20,6
Garey-

Djidoma 25,9 | 28 31,3 | 32,1 | 30,1 | 28 26,1 | 25,4 | 25,9 | 27,7 | 28,1 | 26,2
Dibi 20,8 | 22,1 | 23,3 | 23,2 | 22,1 | 21,3 | 20,7 | 20,8 | 20,8 | 21,4 | 21,4 | 20,9

Ngomedzap | 24,1 | 24,6 | 24,6 | 24,6 | 24,4 | 23,6 | 22,8 | 22,8 | 23,5 | 23,4 | 23,7 | 23,9

Modélisation des variations intra-annuelles des précipitations

Bien que la variation intra-annuelle des précipitations, soit cyclique, en plus
de la maitrise de ses parametres de variation on doit distinguer la période de
la saison pluvieuse de la période de la saison seche. A cet effet, les données
nécessaires pour la modélisation de la variation intra-annuelle des précipita-

tions sont les suivantes :
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FIGURE 3.4 — Comparaisons des courbes des températures observées et celles don-
nées par le modele décrit par I’équation (3.35)

® 74y est la valeur maximale des précipitations par unité de temps;

e 7,i, est la valeur minimale des précipitations par unité de temps;

® 7mean €St le quotient du cumule des précipitations durant la saison de pluie
par la durée de la saison de pluie;

o A, = M est 'amplitude de variation des précipitations en saison plu-
vieuse ;

e P estladurée du cycle des variations des précipitations, dans notre cas elle
correspond a la durée de la saison pluvieuse;

e ¢, est le déphasage temporel des précipitations;

e {; est la date du début des pluies dans I’année.

Le modele mathématique de variation des précipitation que nous proposons

est décrit par ’équation (3.36).

r(t) =0 si teTd
(3.36)
() = Fean + Arsin[w(t — ti — ¢,)] si teTr

N

ou :

e Td est un ensemble de temps correspondant a la période des saisons séches;
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e Tr est un ensemble de temps correspondant a la période des saisons plu-
vieuses.

Comme dans le cas de la modélisation de la température, nous proposons

également des simulations numériques pour comparer les courbes de nos mo-

deéles aux données observées en prenant le mois comme unité de temps. Cette

comparaison est proposée par la Figure 3.5.

TABLE 3.4 — Variation intra-annuelle de la pluviométrie dans quelques localités du
Cameroun (Source : https :/fr.climate-data.org/location/)

Localités Jan | Feb | Mar | Apr | May | Jun | Jul | Aug | Sep | Oct | Nov | Dec
Yaoundé 22 |53 | 143 | 181 | 215 | 163 |79 |98 253 | 298 | 114 | 24
Douala 44 | 67 | 189 | 234 | 299 | 436 | 644 | 681 | 562 | 372 | 135 | 39
Dschang 11 |36 | 119 | 192 | 202 | 226 | 252 | 290 | 333 | 240 | 47 9
Garey-Djidoma | 0 0 0 24 |76 112 | 187 [ 234 | 154 |38 | O 0
Dibi 0 0 0 50 | 135 | 183 | 215 | 272 | 286 | 251 | 12 0
Ngomedzap 31 |54 | 145 | 186 | 215 | 157 |78 |91 238 | 286 | 137 | 34
Yaoundeé Douala Dschang

g 1 o o o g 600 ==~~~ = Opmervations E 300 —p------ o e
E 100 - - . . % 200 - - - A % 100 -+ - - -

Numéro du mois Numéro du mois Numéro du mois

Garey-Djidoma Dibi Ngomedzap

E 200 +------ -E: gs:eéllja(:ons E 300 — - - - -~ - lmm Observations E 1 :--o-bs-ervajﬁons

Numéro du mois Numéro du mois Numéro du mois

F1GURE 3.5 — Comparaisons des courbes des pluviométries observées et celles don-
nées par le modele décrit par ’équation (3.36)

Pour mettre en évidence l'influence des facteurs climatiques sur le cycle de
vie des moustiques, nous définissons le taux de mortalité et le taux de repro-

duction des moustiques en fonction de la température et des précipitations
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dont les variations sont décrites par des équations (3.35) et (3.36).

3.2.2 Variation intra-annuelle des parametres démogra-

phiques des moustiques

Compte tenu de la saisonnalité des épidémies du paludisme, nous nous propo-
sons de développer les taux de reproduction et le taux de mortalité des mous-
tiques en fonction des facteurs climatiques. Pour cela nous nous inspirons
des travaux effectuées par Agusto, Gumel et Parham [3]. Dans cet article les
auteurs analysent l'influence des facteurs climatiques sur le cycle de vie des
moustiques. La Figure 3.6 illustre le comportement de quelques parameétres

qui influencent le cycle de vie des moustiques en fonction de la température.
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Modele mathématique du taux de mortalité des moustiques

Nous supposons que le taux de mortalité des moustiques est minimal lorsque
la température est optimale (T,,;) pour les activités des moustiques et qu’il
décroit lorsque les conditions climatiques deviennent défavorables. Nous sup-
posons que le taux de mortalité des moustiques est indépendant des sai-
sons. Nous décrivons ainsi le taux de mortalité des moustiques par I'équation

(3.37).

T(t) — Tope \ >
ﬂv(t) = Umax + (,umin - leax)eXp <— <()A—T0pt> ) (3.37)

ou
® lmay est le taux maximal de mortalité des moustiques;

® iy est le taux minimal de mortalité des moustiques.

Modele mathématique du taux de reproduction des moustiques

Outre l'influence de la température, la transmission du paludisme dépend
aussi des précipitations. Le cycle de vie des moustiques est influencé par
des saisons de pluie [8, 12, 26, 37, 48]. En plus de l'influence de la tempé-
rature sur le taux de reproduction des moustiques, la disponibilité des gites
influence également le taux reproduction des moustiques. Pour tenir compte
de I'influence des gites sur le cycle de vie des moustiques, nous supposons que
le taux de reproduction des moustiques augmente avec la quantité de pluie
par unité de temps.

Indépendamment des saisons, nous supposons que le taux de reproduction
des moustiques est maximal lorsque la température est favorable pour les
activités des moustiques et décroit lorsque la température s’écarte de la tem-
pérature optimale (Top;).

En négligeant I'influence des saisons, nous décrivons le taux de reproduction
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des moustiques par I'’équation (3.38),

T(t) — Topt \ 2
F(t) = Ymin + (')’max - r)’min)eXp (- (%Tom) ) (3.38)

N

ou

® Ymax est le taux maximal de reproduction des moustiques;

® 7,.in st le taux minimal de reproduction des moustiques.

Nous définissons ensuite un facteur amplificateur ¢(¢) qui correspond a la

mesure de 'impact des précipitations sur le taux de reproduction des mous-

tiques. Soient :

e (o la valeur minimale du facteur amplificateur du taux de reproduction des
moustiques obtenue en saison seche;

e (1 la valeur maximale du facteur amplificateur qui est celle obtenue en
saison pluvieuse, lorsque la quantité de pluies atteint son pic.

Le facteur amplifiant ¢(#) qui correspond a l'impact des saisons sur le cycle

de vie des moustiques est décrit par ’équation suivante :

£ =0+ (& — &) L, G<E <l . (3.39)

Ymax

Enfin nous couplons I’équation (3.39) du facteur amplificateur a ’équation
(3.38) du taux de reproduction dépendant de la température pour proposer le

modele du taux de reproduction des moustiques donné par ’équation (3.40),

v(H) =¢(HT() . (3.40)

Les définitions des parametres p,(t) et y(f) donnés par les équations (3.37) et
(3.40) permettent de modéliser la variation de la population des moustiques
en fonction des saisons. Nous supposons que la probabilité de contact entre un
humain et un moustique est maximale pendant la saison pluvieuse et lorsque
la température est optimale (T,,;) pour les activités des moustiques. Nous

définissons ainsi la probabilité de contact entre un humain et un moustique
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par 'équation (3.41),

a() = 70 (3.41)

ou a désigne la probabilité maximale de contact entre un humain et un mous-
tique dans une région et la fonction 7(¢) définie par I’équation (3.40).

Remarque 2 Dans la suite de ce chapitre, le taux de reproduction et le taux
de mortalité des moustiques ne sont plus de constantes, mais des fonctions qui

vérifient les inégalités suivantes :

C0Ymin < ’)’(t> < Ymax, Umin < ]/lv(t) < Umax - (3.42)

Pour mieux juger I'impact des facteurs environnementaux sur la transmis-
sion du paludisme, il est judicieux d’effectuer une analyse de la sensibilité

des facteurs environnementaux sur ces parametres et sur la valeur de R.

3.2.3 Analyse du modele mathématique non-autonome de

la dynamique de transmission du paludisme

Le systeme étant non-autonome, les méthodes d’analyse proposées dans le cas
du modele autonome ne sont plus appropriées. C’est le cas de la méthode de
Van Den Driesche permettant de calculer Ry. Dans cette sous-section, nous
déterminons deux seuils. L'un des seuils, quand il est inférieur a 1 permet
d’assurer I'extinction de la maladie et 'autre seuil lorsqu’il est supérieur a 1,
garantit la persistance de la maladie. Avant d’effectuer des analyses sur le
systéme non-autonome, nous nous assurons de I’existence et de la positivité
de ses solutions. C’est ’'objet de la Proposition 9.

Proposition 9 On Suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :
0(t—1,) =6(0), Sp(t— 1) =5,(0), pour tout t < T,

et que Sy(t — 1) = S,(0), B(t — ) = B(0), pour tout t < T,.

Soit y = (S, I, R, Sy, L),
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posons : Qy=S,+ 1, + R, Q,=S,+ I,

N, — A 4 ’)’maxazbzbleiymmrveimrh Q _ Ymax 'YmaxazbZeiymi”Tv
m— 2 s max — ] 2
Iuh C;’lhymin ‘umln C‘umin

et

Aq :{x € IR5+|Qh <Np, Q< Qmax}

Lensemble Aq est invariant et attractif pour toute condition initiale apparte-

Y RS
nant a IR7.

Démonstration

Pour tout t > f le systéme (3.1) admet un unique solution positif pour toute
condition initiale x(f) € R>. (voir Propositions 4 et 5).
posons : Q, =S, + I, + R, Qu=5,+ Iy,

Pour le cas particulier f = 0, sachant que y;, < 4, on obtient :

Qn(t) A = pupQu(t) +0(t — ) Sp(t — )™, +>0, (3.43)

Par substitution de I'inégalité (3.7) de la Proposition 6, on déduit 'inéquation
3.44 de 'inéquation (3.12) en tenant compte de 'encadrement des parametres

v et u, donné par (3.42).

f)/maxazbzble_VminTve_,uhTh

Qu(t) <A+
C‘ugnin

—unQu(t), t>0, (3.44)

La résolution de I'inéquation (3.44) nous permet d’obtenir 'inégalité suivante :

AVZ in T ')’maxﬂzbzble_yminrve_ﬂﬂh
Qh(t) < min >
Cﬂhlumin

(1—e ") + Qu(0)e 4!, t>0.

On déduit ainsi que dans le cas o x(0) € Aq

A 2 + maxazbzb e HminTop—HnTh
< ymm Y 1

0 < limsup Qy,(t) <

. (3.45)
t—+o00 CUnMin

Par majoration de la fonction B(t) on obtient également du systéme (3.1) I'in-
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équation (3.46)

. ab ,
Qu(t) < Ymax + L2 o pinTo gy O (8) (3.46)

min

De la méme maniere on déduit que

bre ™ HminTo . ~HminTo .
Qz)(t) S ’)’max (ﬂ 23]/[2 + ,umzn) _|_ (QU(O) _ r)’max (abzel/lz + ﬂmzn)> e_,umint’
min min

Dans le cas ou x(0) € A; I'inégalité (3.47) est obtenue

0 (1) < Tomwx (D28 )
v >
lu%n'n

On conclut des inégalités (3.45) et (3.47) que le domaine Aq est invariant.

, t>0. (3.47)

En tenant compte des encadrements du taux de mortalité et du taux de re-

production donnés par (3.42), posons

N.. — Agq _ TYmin€2 ~ Qumin — _ Qumax
min — 5 T’ Qmm——b/ m—N ’ m—N
Ymax?a bybye™ HminTo Mmax + avy max min
Hn + 2
]“lmin

Lorsqu’un cas de maladie est déclaré dans une population, le comportement
asymptotique de cette maladie dépend des valeurs prises par les parameétres
du modele. La maladie peut s’éteindre ou alors on peut étre dans une si-
tuation ou la maladie persiste dans la population. Pour établir les conditions
d’extinction ou de persistance de la maladie, nous utilisons le théoréme 7 basé

sur la méthode de fluctuation énoncé au chapitre 2.

Extinction de la maladie

L'objectif d'un modele mathématique, c’est d’établir les conditions permet-
tant de maitriser et d’éradiquer I'infection modélisée. Le théoreme 10 permet
d’établir la condition d’extinction du paludisme dont la dynamique de trans-

mission est décrite par le systéeme (3.1).
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Posons
R _ Nmaxr)’mgxazblbze—‘uhrhe_ﬂmin'fv
max — 2 5
Nminlumin (V + yd)

Théoreme 10 Soit le modele mathématique de la dynamique de transmis-

sion du paludisme décrit par le systeme d’équations différentielles non-autonome
(8.1). Si Ryux < 1, alors la propagation de la maladie dans la population

s’éteint avec temps. Cela signifie que I;,(t) — 0 lorsque t — co.

Démonstration
On suppose que I'inégalité (3.23) est vérifiée. La population des humains in-
fectieux étant bornée et vérifiant 'inégalité (3.7), on déduit I'inéquation (3.48)

de la cinquiéme équation du systeme (3.1).

dIZ) < ’)/maxabze_ymin’rv[_h
dt — HminNmin

— Uminlo(t) (3.48)

ou I;, = limsup I (t).
t— 400
En posant I,(0) = 0, pour tout ¢t > 0 la solution de I'inéquation (3.48) vérifie

I'inégalité (3.49).

I (t) < r)/maxabze_ﬂmin'fv[_h
v — 2
Nmi”numin

(3.49)

En considérant la majoration de I,(f) donnée par I'inégalité (3.49), on déduit

I'inéquation (3.50) de la deuxiéme équation du systéme (3.1).

dl, < r)’mameaxllzblbze_”hrhe_l/‘minfvI_h

2
inMmin
La méthode de fluctuation développée par Warren M. Hirsch, Herman Ha-

nisch, et Jean-pierre Gabriel en 1985 [49, 50, 61, 112], assure I’existence d’'une

sous-suite (t,) avec t, — oo telle que

Iy(ty) =0, n— +oo

Iy(ty) — I, n— +oo.
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On déduit ainsi que

0< < Nmaxr)’maxﬂzbl bze_yhThe_VminTv

=1 (v+pa)n
N;iin‘uiin(v—i_‘ud) >

On conclut que

(Rinax — 1) (v+ .ud)l_h >0,

Si Ryuux <1, alors on a nécessairement I;, = 0.

Il existe des situations dans lesquelles la maladie existe de maniére perma-
nente dans la population, on parle de la persistance de la maladie. Nous
énoncons ainsi le théoreme 11 pour établir la condition de persistance du

paludisme.

Persistance de 1la maladie

Compte tenu des encadrements du taux de mortalité et du taux de reproduc-

tion donnés par (3.42) et d’aprés 'équation (3.41) on a : Wmin a(t) <a.

Ymax

t+r
Considérons I,(t) = e #t / Iy(u)du, Yr>0

r

t4r
et I, = tgrfoo% / I(u)du, la moyenne asymptotique de I,(t).
Posons '
Ropin = Nmin')’minazblb2m’7€_yﬂh€_ymﬂv
NyaxYmax (V + ,ud)
oy = <
Imtzx

Théoréeme 11 Supposons qu’il existe t| > 0 tel que I;(t1) > 0. Si Ryin >
1, alors le paludisme dont la dynamique de transmission est décrite par le

systeme (3.1) persiste uniformément.

Démonstration
Procédons a une démonstration par I’absurde.

Supposons qu’il existe ¢ > 0, tel que limsup [;(t) <g.
t—s-+o0
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Du systeme (3.1) et de la proposition 8, on déduit le systéme suivant :

( 1 —HnTh o
% - A Izv(t ™) — (v+ua)
t N r)’maxa blbzeiymin'rv
YmaxNmax | Un + -
e (3.51)
& > abQ')’minSze_VmaxTv Ih(t _ Ty) B y I
\ dt - Nmax (,Mmin —+ gbz) max 1o
On obtient ainsi
j i “HnTh _
L in(n,(8)) > NoinYminabre WO (E=T) (3.52)

dt

Ymax Nmax Imax

Soit t; > 0, tel que I,(t;) > 0.
La résolution de I'équation (3.52) nous permet d’obtenir I'inégalité suivante

pour tout t > ¢,

t t
Nmin’)’minableimm

/Iv(u—rh)du—/(v—i—yd)du (3.53)

5] fq

In(I(t)) —In(Iy(t1)) >

YmaxNmax Imax
A partir de ’équation (3.6) on déduit que :

t
. —HWmaxTo
Qmmﬂf]ze /Ih(u — Tp)du (3.54)
max

0

I(t) > e Mt

Par intégration on déduit pour tout t > t; que :

t t s
. b —HWmaxTo
/Iv(u) > Qmindbze / e””s/lh(u — Tp)du | ds (3.55)
Nmax
ty t1 0
Notons t
~ 1
I, = lim / I,(u)du, la moyenne asymptotique de I (t)
t—toot —t
f
et
. t
I, = lLim / I,(u)du, la moyenne asymptotique de I,(¢).
t—+oot —t ;
1
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A partir de ’équation (3.53) on déduit que :

oy —MnTh ]
— 400

t—+oo ')’mameaxImax
(3.56)
En utilisant I'inégalité (3.55), on obtient I'inégalité suivante :
t S
T > —HmaxTo 13 —WoS _ . .
I, > mabye tgliloo T tl/ e /Ih(u Tp)du | ds (3.57)
t 0
On déduit alors que
I, > mabye Fmax®], (3.58)

En utilisant 'inégalité (3.58) et en remplacant I, dans I'équation (3.56) on

obtient I'inégalité suivante :

Nmin')’minazbl b2m’7€_mﬂhe—y"mxrv
Nmax')’max (V + Pld)

- 1) (v 4 ) (E— 1)
(3.59)

. S T
lim I, (t) > tErFth(tl)exp (

t— o0

On obtient finalement que lim I,(t) > Lm I;(t;)e (1)

t—r+4o00 t—r 400
ou L = (V + Vd) (Rmin - 1)'
limsup I;;(t) = +oo contredit le fait que I;(¢) est borné. On conclut ainsi que si
t—r 400
Ruin > 1, alors la maladie est uniformément persistante [71, 113, 115].

Remarque 3 Les parametres R, et Ruax vérifient la relation suivante :
7?/min < 7?/0 < Rmax-

On conclut ainsi que si Ry > 1, la maladie persiste dans la population.
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3.2.4 Simulations numériques

Dans cette sous-section, nous proposons des simulations numériques du mo-

dele décrit par le systeme (3.1) en intégrant I'influence des facteurs clima-

tiques.
TABLE 3.5 — Description des parametres
Description Valeurs références
Up taux de mortalité des humains | 5,5 x 10~° par jour [4, 7]
Ay taux de natalité des humains 0,04 par an [4, 7, 32, 58]
A taux de perte d'immunité 0,0027 par jour [7, 32]
T la durée de la période
d’incubation intrinseque 10 jours [7]
Ty la durée de la période
d’incubation extrinseque 11 jours [7]
Ymin taux minimal 0,05 par jour [3, 32, 45]
de reproduction des moustiques
Ymax taux maximal 0,2 par jour [3, 32, 45]
de reproduction des moustiques
Umin taux minimal 0,05 par jour [3, 45]
de mortalité des moustiques
Hmax taux maximal 0,07 par jour [3, 45]
de mortalité des moustiques
v taux de guérison de la maladie | [0,0014-0,017] [3, 73]
par jour
a probabilité de contact infectant | [0,1 — 0,5] par jour [3, 24, 73, 77]
b1 Probabilité pour un humain
de s’infecter apres une 0,1 [73]
piqire infectante
by Probabilité pour un moustique
de s’infecter apres une 0,3 [24, 73]
piqire infectante

Pour valider notre modele, nous utilisons les données de deux localités du Ca-
meroun, les données de la localité de Bolifamba située dans le Sud-ouest Ca-
meroun [86] et les données de I’évolution des cas du paludisme dans I'extréme-
Nord et Nord Cameroun en 2015 [101]. Les valeurs des parameétres de la

Table 3.5 sont utilisées pour des simulations numériques.
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Bolifamba

Numéra du mois

Bolifamba

Température

Bolifamba

Numéro du mois

t t
p=lala] =s0

Temps (jJours)

Bolifamba

Nombre infectés

Temps (WMais)

FIGURE 3.7 — Comparaison des données observées du climat et des cas du palu-
disme a Bolifamba (septembre 2013 a aott 2014) aux données issues des simula-
tions numériques des modeles proposés avec a = 0,1 et v = 0,01

Les comparaisons des courbes issues du modele décrit par le systeme (3.1) et

les données observées effectuées par les Figures 3.7 et 3.8 nous permettent

TABLE 3.6 — Données climatiques et évolution des cas de paludisme a Bolifamba
de septembre 2013 a aotit 2014 (Voir [86] et https :/fr.climate-data.org/location/)

Date | Précipitation | Température | Cas de paludisme
Sep | 156, 23,4 142
Oct |80 23,8 63
Nov |0 24 75
Dec |0 23,9 63
Jan 0 23,5 130
Feb |0 22,8 106
Mar | 36,6 21,6 362
Apr | 78,7 21,5 613
May | 88,5 22,1 394
Jun | 98,8 22,5 323
Jul 197,1 23,2 220
Aug | 211 23,4 245
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TABLE 3.7 — Climat et cas du paludisme du Nord et Extréme-Nord Cameroun en
2015 (Voir [101] et https :/fr.climate-data.org/location/)

Mois

Cas du paludisme pour le Nord et extreme-nord Cameroun (2015) Simulation du modele
110 000 110 oon

Individus Infectés

Température

Nombre des infectés

s e 150 =200
NuUméro du mais Temps(ours)

FIGURE 3.8 — Comparaison des données observées du climat et des cas du palu-
disme dans le Nord et Extréme-Nord Cameroun (2015) aux données issues des
simulations numériques des modeles proposés

de valider les valeurs des parameétres de la table 3.5. Nous proposons ainsi
des simulations numériques pour illustrer 1’évolution de la population des
infectieux. Nous utilisons les mémes combinaisons des données faites pour
tracer les courbes des Figures 3.2 et 3.3. Nous analysons I'impact du taux de
guérison et I'impact du taux de contact entre ’humain et ’anophele femelle.

Les Figures 3.9 et 3.10 sont tracées pour illustrer I’évolution du nombre de cas
du paludisme en fonction de la variation du taux de contact maximal entre
I’humain et ’anophele femelle (a) pour le taux de guérison v = 0,01.

La Figure 3.9 présente 1’évolution du nombre des cas du paludisme dans
quatre localités du Cameroun. Ces courbes sont obtenues pour les valeurs

des parametres donnant Ry = 0,4. Pour chacune des localités, il ya extinc-

77

Jan | Fev | Mar | Avr | Mai | Jun | Jul | Au | Sep | Oct | Nov | Dec
Temp. 26,1 | 27,8 30,9|32,6|31,1|288 |27 |257|26,6|28,2|28,3|26,3
Précip. | 0 0 0 16 64 107 | 192 | 245 | 142 | 27 0 0
Infectés | 32 28 30 30 28 26 42 | 68 90 108 | 60 40
(x10%)




3.2. Modéle non-autonome Chap 3. Modéles mathématiques du paludisme

Cas de Bolifamba Cas de Douala
20 B

Nambre infectés
Nambre infectés

] s00 1000 1500 2 000 2 500 3 000 3 500 4000 o so0 1000 1500 2000 2500 3 000 3 500 2000
Temps (jours) Temps(jours)

Cas de Maroua

Cas de Dibi 18,

Nombre des infectés
Nombre des infectés
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t t T
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FIGURE 3.9 — Variation du nombre d’individus infectieux pour la probabilité de
contact a = 0,1 et le taux de guérison v = 0,01

Cas de Bolifamba Cas de Douala

Nambre infectés

o so0 1000 1500 2 coo 2 s00 = 000 3 500 000 o soo 4 ooo 1500 2000 2 s00 3 coo =500 4000

Temps (jours) Temps(jours)

Cas de Dibi Cas de Maroua
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+ t t t + t t + t + t i t t
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Temps(jours) Temps(jours)

FIGURE 3.10 — Variation du nombre d’individus infectieux pour la probabilité de
contact a = 0,2 et le taux de guérison v = 0,01
tion de la maladie, mais le nombre de cas et la durée de la propagation de la
maladie avant extinction varient d'une localité a une autre.
La Figure 3.10 quant a elle, illustre le cas ou Ry = 1,01. L'évolution et le

comportement de la maladie ne sont pas identiques dans toutes les localités.
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Nombre infectés

Nambre des infectés

FIGURE 3.11 — Variation du nombre d’individus

Dans certaines localités, la maladie s’éteint ou tend vers I'extinction tandis

que dans d’autres localités, elle persiste.
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FIGURE 3.12 — Variation du nombre d’individus infectieux pour la probabilité de
contact a = 0,2 et le taux de guérison v = 0,005

Dans les Figures 3.11 et 3.12, nous présentons des courbes pour illustrer la

variation du nombre de cas du paludisme suivant les valeurs du taux de
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contact maximal entre ’'humain et ’anophele femelle (a = 0,1) pour le taux
de guérison v = 0,005.

Les courbes de la figure 3.11 sont obtenues pour Ry = 0,46 en choisissant
les valeurs des parametres identiques a celles qui ont permis de tracer la
premiere courbe de la Figure 3.3. Dans cette situation, la maladie ne s’éteint
pas dans toutes les localités, malgré le fait que Ry < 1.

La Figure 3.12 présente 1’évolution du nombre de cas du paludisme pour
Ro = 1,85 correspondant aux valeurs des parametres choisis pour tracer la
troisieme courbe de la Figure 3.3.

Les Figures 3.9, 3.10, 3.11 et 3.12 présentées ci-dessus nous ont permis de
conclure que si ’on améliore le taux de guérison et si 'on réduit la probabilité
de contact entre I'humain et le moustique pour étre dans la situation cor-
respondant a la Figure 3.2, on peut controler la propagation du paludisme.
On peut également controler la propagation du paludisme par la sensibilisa-
tion de la population afin de limiter au strict minimum les piqtires des mous-
tiques afin de respecter la condition R,,;,, < 1. A cet effet, dans la Figure 3.13,
nous tragons les courbes en prenant la valeur minimale du taux de guérison

(v =0,005).

80



3.2. Modéle non-autonome Chap 3. Modéles mathématiques du paludisme

Cas de Bolifamba Cas de Douala

Nombre infectés
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FIGURE 3.13 — Variation du nombre d’individus infectieux pour la probabilité de
contact a = 0,02 et le taux de guérison v = 0,005

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modele mathématique décrivant
la dynamique de transmission du paludisme. Dans un premier temps, nous
avons négligé I'impact du climat sur la dynamique de transmission du pa-
ludisme. Dans la deuxieme partie du chapitre, nous avons tenu compte de
I'impact du climat sur la dynamique de transmission du paludisme. Nous
avons au préalable développé des modeles qui décrivent les variations intra-
annuelles des facteurs climatiques. En couplant les modeles des variations
des facteurs climatiques au modeéle décrivant la dynamique de transmission
du paludisme, le modéle autonome dévient non-autonome.

Dans le cas du systeme autonome, nous avons calculé le nombre de reproduc-
tion de base R(. Lorsque Ry < 1, nous avons prouvé que 1’équilibre sans ma-
ladie est stable. Nous avons déterminé I’équilibre endémique en fonction d’'un
seuil Rg. Nous avons prouvé que 1’équilibre endémique est atteint lorsque
Ro > 1. Nous avons proposé des simulations numériques.

Quant a l'analyse du systéme non-autonome, nous avons déterminé deux

seuils notés R, et Ry tels que Rin < Ro < Ruax- Nous avons mon-
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tré que la maladie s’éteint lorsque R,x <1 et elle persiste lorsque R,,,;;, > 1.
Nous avons choisi quelques localités du Cameroun ayant des données clima-
tiques différentes pour illustrer 'influence du climat sur la transmission du
paludisme.

A lissue de l'analyse du comportement asymptotique de la population des
infectieux, nous avons prouvé que les facteurs climatiques d’'une région ont
un impact sur la transmission du paludisme dans cette région. Comme le
paludisme, on constate également la saisonnalité des épidémies de choléra.
Dans le chapitre 4, nous analysons 'impact des facteurs environnementaux

et socio-économiques sur la dynamique de transmission du choléra.
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Chapitre 4

Modélisation mathématique de
la dynamique de transmission
du choléra

La transmission du choléra est influencée par les systéemes d’approvisionne-
ment en eau potable et du développement social. Pendant la saison de pluies,
on connait généralement une flambée des cas du choléra dans des zones en-
démiques. Le choléra est considéré comme un indicateur du niveau de dé-
veloppement social d'une population [20, 47, 122]. Il est ainsi important de
s'intéresser a la modélisation mathématique de cette infection en prenant en
compte l'influence socio-économique de la population sur la transmission et
la propagation du choléra afin de proposer une meilleure politique de lutte,
d’éradication et de prévention. Dans ce chapitre, nous proposons des modeles
mathématiques de la dynamique de transmission du choléra. Dans un pre-
mier temps, nous proposons un modele mathématique autonome en négli-
geant 'impact des variations environnementales mais en prenant en compte
les facteurs socio-économiques de la population. Ensuite, nous étudions I'in-
fluence des facteurs climatiques sur la salinité d’'un milieu qui est un facteur
déterminant pouvant modifier le cycle de vie des vibrions cholériques. Enfin,
nous analysons les modeles développés en tenant compte de la variation de

certains parametres influencés par les facteurs environnementaux.
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4.1 Formulation du modele mathématique sans
la prise en compte de I'influence ds facteurs cli-

matiques

Dans cette section, nous définissons les différents parametres du modele et
déterminons le systeme d’équations différentielles décrivant le processus de
transmission du choléra. Nous vérifions ensuite la faisabilité biologique du

modele. Enfin, nous analysons les solutions du systéeme.

4.1.1 Formulation du modele et propriétés de base des

solutions du systeme

Pour modéliser la dynamique de transmission du choléra, nous définissons
par A le taux de recrutement dans la population des humains supposé constant.
Nous désignons par u le taux de mortalité des humains. Dans ce processus
de modélisation, nous subdivisons la population des individus susceptibles
de s’infecter en deux sous-populations. Nous supposons qu’une proportion
6 € [0,1] des individus susceptibles représentés par le compartiment S; res-
pectent les regles d’hygiene afin de prévenir la transmission du choléra et que
le reste de la proportion 1 — 0 des individus susceptibles ne respectent pas ces
regles d’hygiéne, nous les représentons par le compartiment S;. Nous défi-
nissons par 1 le taux de transmission du choléra d'un individu susceptible
au contact d'un individu infectieux. Nous supposons que les individus qui
ne respectent pas les régles d’hygiéne en plus de la possibilité de s’infecter
au contact d’'un individu infectieux, peuvent également s’infecter en consom-
mant des aliments souillés par les vibrions cholériques [4, 108, 116] dont le

taux de contact est défini par

¢uBuy +31LBL
By,B;) = 4.1
P2(Br,B) ¢LBr + ¢uBu + (KL + Kg) 4.1

ou

84



4.1. Formulation du modéle Chap 4. Modéles mathématiques du choléra

— By désigne la concentration des vibrions cholériques virulents (cells/ml) ;

— B; désigne la concentration des vibrions cholériques qui ont perdu leur vi-
rulence (cells/ml) ;

— ¢y est la force d’'infection des vibrions cholériques virulents;

— ¢ est la force d’infection des vibrions cholériques qui ont perdu leur viru-
lence ;

— Ky désigne la concentration des vibrions cholériques virulents (cells/ml)
nécessaire pour déclencher la maladie;

— K désigne la concentration des vibrions cholériques non virulents (cells/ml)
nécessaire pour déclencher la maladie.

avec

0 <¢r<c¢y<l1

Nous supposons que la proportion des individus infectieux symptomatiques
dépend du taux de famine de la population. Soient p; la proportion maximale
des individus non symptomatiques et p, le taux de famine de la population.
Notons P = p;(1 — p2) la proportion des individus infectieux non symptoma-
tiques et représentée par le compartiment I4. Nous désignons par Is le com-
partiment des individus infectieux symptomatiques constitués des 1 — P pro-
portion des individus infectieux. Nous notons par g le taux de mortalité due
a la maladie avec g > y. Le taux de guérison des infectieux symptomatiques
et non symptomatiques sont désignés respectivement par les constantes g
et 7. Les individus qui guérissent du choléra représenté par un comparti-
ment R acquiérent une immunité temporelle et perdent cette immunité avec
un taux supposé constant A. On suppose que tous les individus qui guérissent
du choléra respecteront désormais les regles d’hygiene.

La multiplication des vibrions cholériques dans ’environnement est assurée
par la population des individus infectieux [97], nous désignons ainsi par v
la concentration des vibrions cholériques produits par chaque individu infec-

tieux par unité de temps.
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La Figure 4.1 illustre la dynamique de transmission du choléra.

OA B.P
Y,
' P(B.+B Y
RN : oy
-
' (1-P)(B1+B2)

FIGURE 4.1 — Schéma descriptif de la dynamique de transmission du choléra

La dynamique de transmission du choléra est ainsi définie par le systéeme

d’équations différentielles (4.2).

$1 = OA+AR—By(Is+Is)S1 — uSy

S2 = (1-0)A—(B1(la+1Is) + B2)S2 — uS2

In = P(P1(la+1Is)(S1+ S2) + B25S2) — (n+7a)la

Is = (1=P)(Bi(Ia+Is)(S1+52) + B2S2) — (us +7s)Is (4.2)
R = yala+7ysls — (p+A)R

By = (1-0)v(Ia+Is)— (up+7)Bu

BL = TBH — ,uBBL

Avant d’analyser les solutions du systéeme (4.2), vérifions I'existence, 'unicité
et la positivité des solutions afin de garantir la faisabilité biologique de notre

systeme.
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Propriétés de base

Avant d’analyser le comportement asymptotique des solutions du systéeme
(4.2) qui décrit la dynamique de transmission du choléra il est question pour
nous de garantir les propriétés de base. Ces propriétés permettent essentiel-
lement de s’assurer de I'existence, de 'unicité et de la positivité des solutions
du systéme.

Proposition 10 Le systéeme (4.2) qui décrit la dynamique de transmission
du choléra admet une unique solution maximale du probléeme de Cauchy sur

[0, Tax|[ 0@ Tinax > 0 pour une condition initiale
x0 = (51(0),52(0),14(0),I5(0), R(0), B (0), BL(0)) € R%,.

Démonstration
Le modele (4.2) est un systeme d’équations différentielles non linéaires, non

autonome du premier ordre de la forme

() _
= A

ou f est une fonction continue de Ry x R’ dans R définie par :

OA + AR — ,Bl(IA + 15)51 —uSy
(1=0)A = (B1(Ia+Is) + B2)S2 — uS2
P(B1(1a + Is)(S1+ S2) + B2S2) — (+74)la

ft,x)=| (1—P)(B1(1a+ Is)(S1 + S2) + B2S2) — (s +7s)Is et x=

(1 — G)U(IA + 15) — (,MB + T)BH

TBH — ]MBBL
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La fonction f est continue par rapport a t et est de classe o par rapport

a x, donc est localement lipschitzienne par rapport a x sur ]RZF. D’apres le

théoréeme de Cauchy-Lipschitz [39, 80, 81, 124] (Théoréme 3), on conclut que

le systéeme (4.2) admet une unique solution maximale du probléme de Cauchy

sur [0, Tyax| ot Trax > 0 pour une condition initiale xg € ]R7+.

Proposition 11 Soient xo = (51(0),52(0),14(0),15(0), R(0), By (0), BL(0)) € R%,

et

Timax > 0. Sotit x(t) = (S1(t),S2(t),Ia(t), Is(t),R(t),By(t),BL(t)) la solution maxi-
male du probléme de Cauchy associée a (4.2) sur [0, Tyax| de condition initiale

(Sl (0)152(0)1114(0)/15 (O)IR(O)/BH(O)/BL(O))>
alors pour tout t € [0, Tyax|, x(t) € ]Ri.

Démonstration
Soit
(S1(t),S2(t),1a(t), Is(t),R(t), B(t), BL(t)) € RY,

la solution maximale du probleme de Cauchy associée a la condition initiale
(51(0),52(0),14(0),15(0),R(0), B (0), BL(0)) € R.

Posons

yl(f)Z/Ot (1 +p1(la+1Is))ds, yz(f)Z/ot (n+p1(la+1Is) + B)ds,

(0= [+ 74— PRSI+ 5205, ya(t)= [ (s 95— (1 = P)(51 +S2)ds
ys(t) = (p+ M)t ye(t) = (up + )¢, y7(t) = pt.

En procédant de la méme manieére que dans la démonstration de la Proposi-

tion 5, on détermine les solutions du systéme (4.2) définies par :

t
Si(t) =e (51(0) n / (9A+ AR(s)ey1(5)> ds) (4.3)
0

88



4.1. Formulation du modéle Chap 4. Modéles mathématiques du choléra

t
Sy(t) = et ( )+ / 8) Ae2(*) d) (4.4)
0

La(h) =€ (u ) [ e (s s (()+&@»+ﬁﬂ®&@ﬁ%)
" (4.5)

Iﬂﬂe“”<k®)+/ﬂ“WﬂPM&MSM&@)+&@D+ﬁﬂ@&@D%)
0

(4.6)
t
R(t) = e ¥t ( +/ey5 7AIA+7515)d) 4.7)
0
t
By () = e velt ( +/ey6 V(Ia(s )—I—Is(s))ds) 4.8)
0
t
By(t) = e ¥7(t) (BL(O) + T/eW(s)ds) (4.9)
0

Comme la solution est continue,
dt; >0, (S1(t),S2(t),14(t),Is(t),R(t),By(t),BL(t)) € IRi Vit €]0,t].
Supposons qu’il existe t, un réel fini défini par
tp =min{t; + & € [0, Tyax[: € >0}
tel que

{(Sl(tl +¢),Sx(t1+¢€),1a(ty +€),Is(t; +¢€),R(ty +¢€),By(t +€),Br(t + €)) ¢ ]RZ_} .
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D’apres les équations (4.3) - (4.9), on a :
Si(t2) >0, Sa(t2) >0, Ia(t2) >0, Is(t2)>0, R(t2) >0, By(t) >0, Bp(ta)>0.

Ce qui contredit la définition de ¢;.

D’ou pour tout t € [O, Tmax[, (Sl(t),Sz(t),IA(t),Is(t),R(t),BH(t),BL(t)) € ]RZ_

Domaine invariant des solutions

Soit
x=(51,52,14,1s,R,By,Br), Qn=S1+S2+Ia+Is+R, Qp=By+B;
et considérons 'ensemble I" défini ci-dessous :

FI{xeRileéé;Qgém}. (4.10)
M HBH

Proposition 12 Lensemble T vérifie les propriétés suivantes :

1. T est invariant, autrement dit, s’il existe T > 0 tel que x(7) € T, alors pour

tout t > 1, x(t) €T';

2. T est attractif pour l'orthan positif:

Démonstration
D’apres les Propositions 10 et 11, pour toute condition initiale xg € I C R”,,
le systéme (4.2) admet une unique solution positive [27, 46].
De plus, on déduit de I'équation (4.2), 'équation suivante :
dON

7=A—y(51+52+IA+R)—ySIS (4.11)

Comme y < ug, on déduit I'inéquation suivante :

dQn
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De I'inéquation (4.12), on obtient

o <2+ (QN(O) - é) e, >0,
H K
Lorsque ¢t tend vers I'infini on obtient
A
OSQN§;+wdm
ou

c0(0) = limsup (Qu(0) — 7 )

t—+4o0

Pour x(0) €T, on a ainsi

On(t) < vt > 0. (4.13)

=|>

Comme x(0) € I', en substituant I'inégalité (4.13) dans le systeme (4.2) on

déduit I'inégalité (4.14).

(1-0)Av
—
HUB

(1-0)Av

Qp(t) < e

(QB<o> - )e—w, (>0, (414)

De la méme maniere si x(0) € T on obtient I'inégalité (4.15).

Qp(t) < m, t>0. (4.15)
HUB

Les équations (4.13)-(4.15) prouvent bien I'invariance du domaine I'.

Les propriétés de base étant établies, intéressons nous aux comportements
asymptotiques des solutions du systéme qui décrit la dynamique de trans-
mission du choléra.

Proposition 13 Considérons la constante B(6) définie par

. (1-6)Av
B(#) = uup(Ky + Kg)

Posons S(t) =S1(t) 4+ Sa(t), les sous-populations des humains susceptibles telles
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que décrites par le systéeme d’équations différentielles (4.2) vérifient l'inégalité

(4.16).

(4.16)

Démonstration
En posant S(t) = Sq1(f) + Sa(t), on déduit I'inéquation (4.17) du systéme
(4.2).
S(t) 2 A= (p+ Pr(Ta(t) +Is() + B2)S(8). (4.17)

Soit € > 0, d’apres la proposition 12, il existe 7. > 0 tel que pour tout t > 7. on

ait :

IA(t) + Is(t) < ” + €, (4.18)
Br(t) + By(t) < A =9)Av +e€ (4.19)
HBH

En substituant I'inégalité (4.18) dans la définition du parametre B, donnée

par ’équation (4.1), on obtient 'inégalité (4.20).

(1-6)Av e

B2 < —Ig”; < (4.20)
L H

De I'inéquation (4.17) on déduit I'inéquation (4.21).

S(t) > A—Te(0)S(t), t>1, (4.21)
ou (1-6)A
— v
A g TE€
Te(0) = = —BE >0
() y+51(u+e)+ fa

La résolution de I'inéquation (4.21) pour tout t > 7. nous donne l'inégalité

suivante :
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En faisant tendre t vers I'infini, on obtient I'inégalité suivante :

liminfS(t) >

R%.
t——4o00 T€(9)’ve € B+

En faisant tendre € vers 0, la quantité T,.(6) tend vers p + AT& + B(0).

On conclut que I'inéquation (4.16) est satisfaite.

L'inégalité (4.16) prouve que la population des individus susceptibles persiste
uniformément. Le fait que la population des individus susceptibles persiste
signifie que si on introduit un individu infecté dans une population, il est
possible que I'infection se propage dans la population. Cependant, la vitesse

de propagation dépend du nombre de reproduction de base Ry.

4.1.2 Analyse de la stabilité de ’équilibre sans maladie

Dans cette partie, nous déterminons le nombre de reproduction de base (Ry).
Pour déterminer le Ry, nous linéarisons le systéeme (4.2) au voisinage de

Péquilibre sans maladie défini par

Xo = (971\,%,0,0,0,0,0). (4.22)

Proposition 14 Posons

_ P 1-p
H+ra  Hs+7s

Le nombre de reproduction de base de l’'infection du choléra décrit par le sys-

teme (4.2) est donné par

Ry YBIA

+ R4 (4.23)

avec R1 € R;.
Si Ry < 1, alors l’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement

stable. Sinon, le point d’équilibre sans maladie est instable.
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Démonstration

Nous utilisons la méthode de Van Den Driesche pour calculer le nombre
de reproduction de base [40, 42, 59]). La linéarisation du systéme (4.2) au
voisinage du point d’équilibre sans maladie xy en considérant uniquement les
compartiments des infectés nous permet d’obtenir Ry = o(—FV~!) avec

PBA PBA AP(1-6) AP(1-6)
u(pt+va)  wlus+rs)  wlpp+t)(kp+kr)  ppp(kg+kr)

(1-P)p1A  (1-P)p1A  (1-P)1-0)A  (1-P)(1-0)A
u(ptya)  wlus+rs)  wlpp+t)(kp+kr)  wpp(ky+kr)

—FV 1=
(1-0)v (1-06)v 0 0
H+7a  Hs+ s
0 0 T 0
UB+ T
ou
PBA PBLA AP(1-6) AP(1-06)
[ I plky+kr) u(ky+ky)
(1-P)B1A  (1-P)g1A (1-P)(1-6)A (1-P)(1-6)A
p iz uky+kr) pu(ky+kr)
F—
(1-60)v (1—-0)v 0 0
0 0 T 0
et
V =Diag( — (u+va),—(ps +7s),—(up + 1), —pp)-
Posons
c=bBA p_T
H UB

Les valeurs propres de la matrice —FV~! sont des solutions de I'équation

caractéristique suivante :
A A3 —wCA2 —¥B(O)A — ‘FB(G)D] —0. (4.24)

zéro est une valeur propre évidente de la matrice —FV !, les trois autres

valeurs propres sont solutions du systéme suivant :
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A AsAs — ¥B(6)D
AM+ A+ Az = YC (4.25)
AMA +AMA3+ ApA3 = —‘PB(G)

Comme AApA3 > 01l existe au moins une valeur propre strictement positive.
Supposons que A3z > 0. En récrivant la troisiéeme équation du systeme (4.25)

sous la forme donnée par I'’équation suivante :
MAy+A3(A1+Ap) = —FB(0) <0 (4.26)

on déduit que A + Ap < 0 sachant que AqA; >0car A3 >0et A;AxA3 > 0.
Les deux valeurs propres A; et A, ont donc tous deux leurs parties réelles
strictement négatives. D’aprés le théoreme de Perron-Frobenius [70], on conclut

que le nombre de reproduction de base R( est donné par ’équation (4.27).
p(=FV 1) =¥C — (A1 +Ay), (4.27)

Sachant que — (A1 + Ay) >0et YC > 0, le nombre de reproduction est positif

et donné par :
_YAA

Ro + R4

P 1—-P
avec Y = + et Ri=—(A1+ Ar).
e Hstos (h1+42)

Théoreme 12 Si Ry <1, alors l’équilibre sans maladie dont la dynamique de

transmission est décrite par le systéeme (4.2) est localement asymptotiquement

stable. Sinon, le point d’équilibre sans maladie est instable.

Démonstration
La matrice Jacobienne obtenue par linéarisation du systéme (4.2) au voisi-

nage du point d’équilibre sans maladie est donnée par :
Ju 2
J(x0) =
0 J»
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avec J11 = -0 ) et [, = ( Fv 0 ) ou les matrices F et V
0 —p Ja —(p+A)

sont définies dans la Proposition 14.

On obtient ainsi trois valeurs propres évidentes A} = Ay = —p et

A3 = —(u+ A). Les trois autres valeurs propres de la matrice J(xg) sont celles

de la sous-matrice F + V.

Les trois valeurs propres évidentes étant des réels strictement négatifs

A <0,A <0et Az <0, la stabilité du point d’équilibre sans maladie x

dépend des valeurs propres de la sous-matrice F + V.

Le point d’équilibre sans maladie est stable si et seulement si a(F + V) <0.

Par conséquent d’apres le Théoreme de Varga [46], le point d’équilibre sans

maladie x; est stable si et seulement si p(—FV~!) < 1.

On conclut que si Ry < 1, alors I’équilibre sans maladie est localement asymp-

totiquement stable. Sinon, le point d’équilibre sans maladie est instable.

Remarque 4 Si toute la population respecte les régles d’hygiéne, le nombre
YB1A

H

Dans le cas ou toute la population ne respecte pas les régles d’hygiéne, sachant

de reproduction de base est réduit a Ry = car 0 =1.

que Rq1 > 0, le nombre de reproduction de base est donné par

2= ‘{’B(G;S +D)

On constate que le nombre de reproduction de base déterminé par l’équation
(4.27) de la proposition 14 établit I'influence de la proportion des individus qui
respectent les regles d’hygiéne (0) et du taux de famine (py) sur la propagation
du choléra. On conclut que la proportion des individus qui respectent les régles
d’hygiene (6) est un parametre du contréle de la propagation du choléra.

Pour analyser clairement 'impact des parametres socio-économiques et envi-
ronnementaux sur la propagation du choléra, nous simplifions le modele dé-
crit par le systéme (4.2) afin de déterminer I'expression explicite du nombre

de reproduction de base en fonction de ces parametres a étudier. La simplifica-
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tion du modele consiste a réduire le nombre de compartiments afin de mieux
cerner le roéle joué par chacun des parametres. Pour cela, nous négligeons la

perte de virulence des vibrions cholériques.

4.1.3 Modele simplifié de la dynamique de transmission

du choléra

Dans cette sous-section, nous proposons un modele simplifié du modele de
transmission du choléra décrit par le systeme (4.2). Nous prenons en compte
un seul compartiment des individus susceptibles, mais nous supposons qu’'une
proportion 0 des individus sont éduqués (sensibilisés au respect des regles
d’hygiéne) et que c’est la proportion (1 — 6) des personnes qui ne sont pas sen-
sibilisées qui assurent la multiplication des vibrions cholériques dans I'envi-
ronnement.

Dans la suite du document, nous analysons ainsi le modéle simplifié de la

dynamique de transmission du choléra décrite par le systéeme (4.28).

S = A+AR—(B1(Ia+Is) + B2)S — uS
In = P(BiIa+1Is)+B2)S— (n+7a)la

Is = (1—P)(Bi(La+Is) +B2)S — (ps +7s)Is (4.28)

R = qala(t)+vsls(t) — (+A)R

B = (1-0)v(la+Is)—pupB

avec
B
ﬁz—B+K

ou
— B désigne la concentration des vibrions cholériques (cells/ml);

— K désigne la concentration des vibrions cholériques (cells/ml) nécessaire
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pour déclencher la maladie.

Le modele simplifié est présenté par la Figure 4.2

P(B1+B2)

FIGURE 4.2 — Schéma descriptif de la dynamique de transmission du choléra

Les propriétés de base telles que la positivité des solutions du systeme et la
persistance de la population des individus susceptibles énoncées dans le cas
du systeme (4.2) sont vérifiées pour le systéeme simplifié. C’est I'objet des Pro-
positions 15 et 16 dont les démonstrations sont similaires aux cas du systéme
(4.2).
Proposition 15 Soit x = (S,14,Is,R,B) et
rsz{xemi\s+IA+15+R§§, B< M}
K HUB
Lensemble T's vérifie les propriétés suivantes :
1. T's est invariant,

2. Ts est attractif pour Uorthan positif.

La population des individus susceptibles est persistante, d’ou la proposition

16.
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Proposition 16 Posons

BA g v(1—0)A

Iz Kupyg

La population des individus susceptibles vérifie l'inégalité (4.29).

liminfS(t) A

> 4.2
t— o0 “u+C+B(9) (4.29)

Calcul du nombre de reproduction de base et analyse de
la stabilité du point d’équilibre sans maladie

Les points d’équilibre du systéme (4.28) sont obtenus en résolvant le systéme

d’équations (4.30).

A+ AR* — (B (I + IZ) + B2)S* — uS* = 0
P(B1(I} +1E) + B2)S* — (n+va) I} =0
(L=P)(Br(Iy +I3) + B2)S* — (s +vs)I§ = 0 (4.30)
Yaly + sl — (p+A)R” =0
(1—=0)v(I} +I3) — upB” = 0

En I'absence de la maladie, on obtient le point d’équilibre sans maladie

X0 = (é,0,0,0,0) .
K

La linéarisation du systeme (4.28) au voisinage du point xy nous permet de
calculer le nombre de reproduction de base R . La stabilité des points d’équi-
libre dépend de la valeur du R calculé.

Proposition 17 Posons

P 1-P

¥ = +
B+ya Hst7s
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Le nombre de reproduction de base de l'infection du choléra dont la transmis-

sion est décrite par le systeme (4.28) est donné par ’équation (4.31).

YB1A 4vu(l—9)
Ro = 1 1+ 4.31
T <+\/ +<ﬁ1>2K‘PuBA> 30

Démonstration
La matrice jacobienne du systéme linéarisé au voisinage du point d’équi-

libre sans maladie x( est donnée par ’équation (4.32).

J(x0) = ( J ﬁi > (4.32)
_( _BA _pA A _( PtV 0
avec ]12— ( ” 1 “I/lK A ) et ]22— ( ];1 —(‘u—l—)\) )

Les matrices F et V sont définies par

PB1A PB1A
i R (+74) 0 0
o 0-DpA (-PJfih (-BA . 0 (us+7s) 0
v(1-0) v(1-0) 0 0 0 1B

(4.33)

Les valeurs propres de la matrice —FV ! sont solutions de I'équation carac-

téristique (4.34)
A l)\z _ YA, (- Q)A] ~0. (4.34)
Z #Kup
Le nombre de reproduction de base est donné par I'équation (4.35).
¥B1A 4v(1—0)u
Ro=——(1+4/1+——"— (4.35)
"= o ( \/ (B1)2K¥usA

Le nombre de reproduction ainsi calculé, analysons la stabilité de ’équilibre

sans maladie x.
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Théoreme 13 Si Ry < 1, alors le point d’équilibre sans maladie xy, dont la
dynamique de transmission est décrite par le systéeme (4.28) est localement
asymptotiquement stable. Sinon, le point d’équilibre sans maladie est instable.
La matrice jacobienne du systéme (4.28) au voisinage du point d’équilibre

sans maladie est donnée par ’équation (4.36)

_( e 4.36
J(x0) (0 ]22> (4.36)

PN BN A ) F+V 0
N e - :
avee Ji ( TR S R ( In —(P‘Jr)\))

Le point d’équilibre sans maladie x( est localement asymptotiquement stable
si et seulement si

a(F + V) < 0. D’apres le théoreme de Varga [46], on conclut que si Ry < 1,
alors le point d’équilibre sans maladie xy est localement asymptotiquement
stable. sinon il est instable.

Remarque 5 Posons
YB1A

K

Le nombre de reproduction de base exprimé par l’équation (4.31) dépend de la

R =

proportion 6 des individus sensibilisés au respect des regles d’hygienes et du
taux de famine dans la population. Un encadrement du nombre de reproduc-

tion de base R est ainsi donné par ’équation (4.37).

1 dvu
R<Ro<-|[1 1+ ——— | R 4.37
o 0—2< +\/ +<5l>2m3>— @30

Analyse de la stabilité du point d’équilibre endémique

Théoreme 14 Posons I4 + Is = I(t) et considérons une fonction <y(t) véri-
1

fiant légalité suivante : yala(t) + vsls(t) = v(t)I(t). Supposons que ¥ < "

Si R > 1, alors le systeme (4.30) admet un unique point d’équilibre endémique

et persistant.
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Démonstration

Posons I4 + Is = I(t) et considérons une fonction y(¢) telle que

vala(t) +ysls(t) = v(H)I(t).

Le systeme (4.30) dévient

A+ AR* — (B1(I*) + B2)S* —uS* = 0

‘F(‘Bll + 132)5* —I* =0

(4.38)
yI* — (p+A)R* =0
(1—0)vI* — ugB* = 0

Le point d’équilibre endémique x; = (5%, I*, R*, B*) vérifiant le systéme d’équa-

tions (4.38) est donné par la relation (4.39).

I
R* =
u+A
B* = m_ptﬂ (4.39)
B
o (1K + (1= O)vI") (At +A) +7AT")

(n+A) ((=p+ o) (K + (1 = O)vI*) + (1 = O)vI¥)
ou I* est la solution de I'équation du second ordre (4.40).

Posons

A=PusK+ (1-0)y,  B=pu(u+A)(1-O)v(R 1)+ A¥Ay — (+A))

B0 =0 (P — G+ 1)+ B+ (o g (R ok + L2 00) i)
(4.40)
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Les deux solutions x; et x, de ’équation (4.40) vérifient le systeme (4.41)

_ (n+A)p L RO-6w
MR = B ey (FAy— (it A) (”BK(E V=% )
X1+xp = — ®
T TR 0w (YA — (h+A)
(4.41)

1
Sous ’hypotheése ¥ < o ona:¥YAy—(u+A) <O0.
Si R > 1, 'équation (4.40) admet ainsi une unique solution strictement posi-
tive. D’ou l'existence d’un unique équilibre endémique.

Etudions & présent la persistance de la maladie.

Soit la fonction f(t) = ;j‘r% + y{55+(25’ considérons une fonction m(t) qui vérifie
I'égalité suivante : I(t) = m(t)f(t).

Posons m =min (¢t +va, ps+7s)

En minorant la fonction I, on déduit 'inéquation f(t) > m (¥B1S — 1) f(t).
Supposons qu'’il existe T > 0 tel que I4(7) + Is(T) > 0et f < 7.

On considere la fonction G : [0,00) — R définie par

B A
G(n) = z
p+ (ﬁl + %)

On a G(0) =R > 1, soit 7 > 0 tel que G(r7) > 1.

A _ G
priy (pr+12) YA
En considérant 0 < e < G(q’]—;;l_l, il existe 7. > 0 tel que S(t) > %(—!;71) — € pour tout

D’apres la Proposition 13 ona S >

t> 1.

Par conséquent, pour tout ¢t > 7,

f() = (FB1S(t) = )m(t)f(t) = (G(y) —¥Pre — L)m(t)f(1). (4.42)

Comme G(7) —¥p1e —1>0et m(t) > m > 0, 'inéquation (4.42) implique que
f = oo, et contredit le fait que f < 7. On conclut qu’on a une persistance faible

de l'infection du choléra. L'ensemble T vérifie les conditions suivantes :
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— I est invariant ;

— T est un sous-ensemble fermé et borné de R’, ;

— tli)rrood(x(t),l“) =0

Les propriétés ci-dessus de ’ensemble I' étant vérifiées, la persistance faible
de I'infection du choléra implique la persistance forte de 'infection du choléra
[95, 114].

Remarque 6 Dans le cas ot R < 1, le systeme (4.28) admet un unique point

(1-0)v

d’équilibre endémique si R ( + 1) > 1 et nadmet pas de point d’équi-

libre endémique si R <—(1
B1usK
Les différentes études effectuées dans cette section n’ont pas tenu compte de
I'impact des variations intra-annuelles des facteurs environnementaux. Pour-
tant, dans certaines localités, en particulier dans des localités proches des
cours d’eaux, le comportement et les activités humaines susceptibles de favo-
riser la transmission du choléra varient en fonction des saisons. Des études
ont également établi que c’est pendant la saison de pluies qu’on enregistre
le plus des cas de choléra. De méme la température et la salinité du milieu
ont été identifiées comme des facteurs déterminants dans la propagation du
choléra [6, 93, 107, 111]. Dans la suite de notre travail, nous identifions les
parametres du modele pouvant étre influencés par les variations environne-

mentales. Ensuite nous incorporons les parametres variables dans le modele

(4.28). Enfin nous analysons le modéle non-autonome qui en découle.

4.2 Modélisation mathématique des parametres
influencés par les facteurs environnementaux

et analyse du systeme d’équations non-autonome

Dans cette section, nous mettons en évidence l'influence des facteurs envi-
ronnementaux sur la propagation du choléra. Nous nous intéressons particu-

lierement a I'impact des facteurs environnementaux sur le cycle de vie des
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vibrions cholériques. Dans le processus de modélisation, nous tenons compte
de I'impact des saisons et de la proximité des localités avec un cours d’eau sur
la propagation du choléra. Nous proposons également le modéle de variation
intra-annuelle de la salinité. Nous couplons enfin les modeéles mathématiques
des parametres influencés par 'environnement au modele décrit par le sys-

teme (4.28).

4.2.1 Modélisation mathématique des parametres influen-

cés par I’environnement

La multiplication des vibrions cholériques dans un environnement dépend
des facteurs climatiques et écologiques. Les modeles mathématiques des va-
riations des facteurs climatiques étant développés au chapitre 3, nous deve-
loppons ici la variation intra-annuelle de la salinité qui joue un réle impor-
tant dans la propagation du choléra. Nous étudions a cet effet I'influence de

ces facteurs sur la population des vibrions cholériques.

Modélisation intra-annuelle de la variation de la salinité

La salinité mesure la quantité de sel dissoute dans un volume d’eau. La sa-
linité d’'un milieu est influencée par les facteurs climatiques( précipitations
et température), les constituants organiques de ’environnement et le poten-
tiel d’hydrogene (pH) [21, 105, 106]. La relation entre les variations intra-
annuelles de la salinité, de la température et des précipitations a été étudiée
dans des travaux antérieurs [6, 93, 111]. Pour modéliser la variation intra-
annuelle de la salinité tout en tenant compte de 'impact du climat, nous cou-
plons les modeles mathématiques des variations intra-annuelles des facteurs
climatiques décrits par les équations (3.35) et (3.36) au chapitre 3 au modele

de la salinité décrit par ’équation (4.43) [111].

sa(t) =5sa + Agsinwt (4.43)
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ou

— sa est la salinité moyenne de I'’environnement ;

— A, est 'amplitude de variation de la salinité ;

— w est la variation angulaire de la salinité.

Pour établir la relation entre la population bactérienne, la salinité et les fac-
teurs climatiques d'une localité, nous nous proposons de réaliser une analyse

statistique des données du tableau 4.1.

TABLE 4.1 — Données environnementales de Bizerte (Nord de la Tunisie) de sep-
tembre 2004 a aotit 2005

Date | Précipitation | température | salinité | pH | V. Cholériques
(x10%)
Sep | 55 20 34 7,6 | 0,1
oct 55 23 37,6 8 5
Nov | 200 15 35,5 8,3 | 0,005
Dec | 180 14 33 8 0,01
Jan | 160 13 34 8,2 | 0,03
Feb | 210 9,2 25 7,8 | 0,05
Mar | 60 11 17,4 8 0,01
Apr | 100 20 25 8,2 | 0,03
May |1 19 20 8,3 | 0,05
Jun | 0,7 23 30 8,5|0,1
Jul 5 30 25 8 5
Aug |5 25 30 8,1 |4

Soient T(t) et r(t) respectivement la température et les précipitations d'une
région a l'instant t.
Posons

X =71 —"Tmean, Y= T — Tean

ou Tiean €t 7mean sont respectivement les valeurs moyennes de la température
et des précipitations.
Le modele de régression linéaire de la salinité en fonction de la température

et des précipitations obtenu par le logiciel R est donné par ’équation (4.44).

sa = 28,8+ 0,09155(r — rmean) + 1,321(T — Tyean) (4.44)
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Les coefficients de I'’équation (4.44) sont évalués pour la valeur moyenne de
la salinité sa = 28,8 déterminés a partir des données de la Table 4.1.
Nous déduisons ainsi du modeéle décrit par ’équation (4.43), le modele décri-

vant la variation intra-annuelle de la salinité par I’équation (4.45).
sa(t) =sa+ 0,09155A, sin[K(t — t; — ¢r)] + 1,321 A7sin[K(t + tg — ¢p7)] (4.45)

Modélisation de I'influence environnementale sur la va-

riation des populations des vibrions cholériques

Pour comprendre le role que joue 'environnement sur la propagation du cho-
léra, des multiples études ont été menées et ont prouvé que la multiplication
des vibrions cholériques dépend de la salinité et du climat [52, 68]. L'une des
études a consisté a établir une corrélation entre la population bactérienne et

la température telle que décrite par ’équation (4.46) [16, 31, 68].
log(tbe(T)) = 0,0286T + 6,2376 (4.46)

ou

— tbc est la population totale des bactéries ;

— T est la température.

Il y a eu d’autres études qui ont permis de caractériser les milieux favorables
a la survie des vibrions cholériques. Ces études concernaient particuliere-
ment les facteurs environnementaux tels que la température et I'écologie. La
température pour laquelle le vibrion cholérique peut survivre se situe entre
10°C et 43°C. La température optimale pour la multiplication de cette bacté-
rie est estimée autour de 37°C [36]. L'un des facteurs importants dans le cycle
de vie des vibrions cholériques est la salinité (la mesure de la quantité de sel
dissoute dans un milieu), 'unité de mesure est le ppm (part pour mille). Un
milieu est favorable a la multiplication des vibrions cholériques lorsque sa sa-

linité se situe entre 2ppm et 14ppm, avec une multiplication optimale lorsque

107



4.2. Facteurs environnementaux Chap 4. Modéles mathématiques du choléra

la salinité du milieu est proche de 8ppm [36, 52, 57, 68, 100].

A partir des données de la Table 4.1, nous proposons un modele mathéma-

tique pouvant décrire la variation de la population des vibrions cholériques

dans cette région en fonction de la température, la salinité et le pH.

Posons

— pH=8 la valeur du pH pour laquelle la multiplication des vibrions cholé-
riques est optimale ;

— sap = 8 la valeur de la salinité pour laquelle la multiplication des vibrions
cholériques est optimale ;

— Top = 37 la température pour laquelle la multiplication des vibrions cholé-
riques est optimale.

Notons :

1 /T—T,
Ay =| pH — pHy|, Ap= —
pH=|pH —pHo |, Ar (AT

2
5 > , Asp=|sa—say].
Pour prédire la population des vibrions cholériques dans 'environnement,
nous nous inspirons de celui décrit par ’équation (4.46). Le modéle de ré-
gression linéaire de la variation de la population des vibrions cholériques en
fonction de la salinité, du pH et de la température que nous proposons est
celui décrit par ’équation (4.47), obtenu a partir des données de la Table 4.1

avec le coefficient de corrélation

r? =0,8915.

Vo=V +1,582 x 10%7 + 1,371 x 10'e® — 4,174 x 10°A, (4.47)

ou Vy = 3,935 x 10* est la population moyenne des vibrions cholériques dans
Ienvironnement que nous étudions.

Dans le processus de transmission, nous négligerons I'influence du pH, car
pour une région donnée, son pH varie tres faiblement. La salinité d’'un en-

vironnement dépend de la température et des précipitations et de plus les
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données sur la salinité restent peu accessibles, néanmoins il a été prouvé que
la salinité d’'un milieu augmente avec la température du milieu [19]. En met-
tant a profit ces études et la relation que nous avons établie entre la salinité,
la température et les précipitations par ’équation (4.44), nous modélisons les
parameétres démographiques des vibrions cholériques en fonction de la tem-

pérature et des précipitations.

Définitions des parametres dynamiques

Sachant que la propagation du choléra dépend du contact entre les individus
d’'une part et d’autre part du contact avec un environnement souillé. Ces dif-
férents contacts sont le plus souvent favorisés par certaines activités autour
d’'un cours d’eau par conséquent influencé par les saisons. Dans la suite du
travail, pour mettre en évidence le role joué par ’environnement sur la pro-
pagation du choléra, nous supposons que la concentration des vibrions cholé-
riques (cells/ml) produite par un infecté qui survivent dépend des saisons et

nous décrivons cette variation par ’équation (4.48),

V(t) = Vinin + (Vmax - Vmin) :(_t> (4.48)

ou Vi, et vy.y sont respectivement la concentration minimale et la concen-
tration maximale produite par un infecté par unité de temps. Pour mettre
en évidence I'influence de la température sur la population bacterienne, nous
modélisons le taux de mortalité des vibrions cholériques en supposant qu’il
dépend des variations de la température du milieu. Nous supposons que le
taux de mortalité est faible lorsque nous sommes a la température favorable
pour la survie des vibrions cholériques que nous notons T;,; et supposé égale a
37°C. Le taux de mortalité des vibrions cholériques est ainsi décrit par 'équa-

tion (4.49),
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T(t) — Typr \ >
HB = Mmax + (,umin - ,umax) exp <_ (%Tpt) ) (4.49)

N

ou
— Mmax est le taux de mortalité maximal des vibrions cholériques ;

— Umin est le taux minimal de mortalité des vibrions cholériques.

Les parametres que nous venons de modéliser permettent de prendre en
compte 'impact des facteurs environnementaux sur la dynamique de trans-
mission du choléra. Pour mettre en évidence I'influence des facteurs environ-
nementaux et socio-économiques sur la propagation du choléra, nous analy-
sons la sensibilité de chacun des parameétres variables sur la valeur du R,.
Nous utilisons les valeurs des parameétres de la Table 4.2 pour déterminer les
index de sensibilité.

Chacun des parametres du modele qui dépend des facteurs environnemen-
taux ou socio-économiques est susceptible d’influencer la vitesse de propaga-
tion du choléra.

Pour mesurer 'impact de chacun des facteurs, nous analysons la sensibilité
du parametre correspondant sur le nombre de reproduction de base R en
calculant l'index de sensibilité de chacun des parametres [33, 98] dont les
valeurs sont données dans la Table 4.3 et calculées a partir de la Table 4.2.
A Tissue de l'analyse de sensibilité des parametres influencés par les fac-
teurs environnementaux et socio-économiques sur la propagation du choléra,
nous amene a tenir absolument compte de la variabilité des ces facteurs dans
la modélisation de cette maladie infectieuse. Les variations des ces facteurs
conduisent ainsi a une modélisation décrite par un systéme non-autonome.
Nous consacrons la sous-section suivante a I'analyse du comportement du

systéme non-autonome décrivant la dynamique de transmission du choléra.
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TABLE 4.2 — Descriptions et valeurs des parametres

Parametres Valeurs Unités et
références
o . 10000
Ay, : Taux de natalité des humains 50 % 365 [4]
humain /jour
B1 : Taux de contact direct 5x107° [4, 51, 56, 82]
par jour
K : Concentration nécessaire des vibrions 106 cells/ml [122]
cholériques pour déclencher la maladie
p1 : Proportion maximale des infectés 0,8 [79]
non symptomatiques
p2 : Taux de malnutrition 0,5 [43, 67]
. A . . -1
y : Taux de mortalité naturelle des humains =0 % 3¢5 JOU" [4]
ys : Taux de mortalité due & la maladie ﬁ jour~!
Y4 : Taux de guérison des infectés 0,2 jour—! [561, 109, 122]
non symptomatiques
s : Taux de guérison des infectés 0,07 [561, 109, 122]
symptomatiques par jour
up : Taux de mortalité % jour~! [61, 122]
des vibrions cholériques
v : concentration des vibrions 12 cells/ml
cholériques produits par chaque infecté par jour [122]
6 : proportion de personnes qui 0,2 [43, 53, 67, 85]

respectent les regles d’hygiene

4.2.2 Etude du comportement asymptotique des solutions

du systeme d’équations différentielles non autonome

En couplant les équations des parametres v et up définis par les équations
(4.48) et (4.49) au modele décrit par le systeme (4.28), il devient non-autonome.
Pour cela, I'analyse de stabilité classique des points d’équilibres effectuée
dans le cas des modeles autonomes n’est plus valide. Dans cette section, nous
déterminons les seuils permettant d’établir la condition d’extinction de la ma-
ladie ou la condition de persistance de la maladie.

Posons
B — Vmax(l - G)A
K,”ﬂmin
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TABLE 4.3 — Table des index de sensibilité des parametres sur R

Parametres Index de sensibilité
6 : proportion des individus qui respectent -1,01

les regles d’hygiene

s : taux de guérison des symptomatiques -0,52

up : taux de mortalité des vibrions cholériques -0,43

v : taux de reproduction des vibrions cholériques | 0,43

B1 : taux de contact direct 0,11

po : taux de famine —5,72 x 107

et considérons les seuils suivants :

¥B1A
},l 7

R = R =

IS 13

(e

ou 7 = max{y + ya, s+ vs} et m =min{py + y4, ps + vs}-
Remarque 7 Les seuils ci-dessus déterminés sont tels que R < Ry < R. Dans
le cas ot 0 =1, on a R = Ry, le nombre de reproduction de base déterminé

dans la section 4.1 (cas autonome).

extinction de la maladie

Théoréme 15 Supposons que R < 1. Alors la propagation du choléra s’éteint,

on a ainsi lim I4(t) — 0 et lim I5(t) — 0.
t—co t—o0

Démonstration

Soit la fonction f(t) = ;i% + PfSSTU’;S’ on remarque que

mf <Ip+Is<mf

Soit B la concentration des vibrions cholériques dans I’environnement. Des

systemes d’équations (4.2) et (4.28) on extrait les inéquations données par
(4.50) '
f S ‘I’ﬁlsﬁf + T‘st — mf,
(4.50)
B < (1 - Q)Vmaxmf_ HminB,
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avec

f =limsup f(¢).

t—o0
La résolution de la deuxiéme inéquation de (4.50) implique que
1 _ oV ?
B(t) < Vmax1 ZO)F (B(O)

Wmin

B Vinax (1 — )T f

Hmin

> e~ Hmint t>0.

On a ainsi

Vmax (1 — 0)m f
Hmin .

En substituant I'inégalité (4.51) dans la définition du parametre 8, on déduit

B(t) < (4.51)

I'inégalité suivante :

Ba2S < fmB. (4.52)

Appliquant la méthode de fluctuation [49, 50, 61, 112, 114] a la fonction f

vérifiant la premieére inéquation (4.50) on déduit que

o<ra((752 o) )

On obtient finalement

(R-1)fm >0,

Comme R < 1, on a nécessairement f = 0. On conclut que si R < 1, alors

tlim Iao(t) —0et tlim Is(t) — 0 d’ou l'extinction de la maladie.
—00 —00

Analyse de la persistance de la maladie

Théoreme 16 Si R > 1, alors l'infection du choléra persiste dans la popula-
tion.

La preuve de ce Théoreme est identique a celle du Théoréme 14.

Remarque 8 On remarque qu’a partir des théoréemes énoncés sur la persis-
tance des infections, on peut conclure que l'infection persiste si Ry > 1. De plus,

si toute la population respecte les régles d’hygiéne c’est-a-dire 6 =1, alors on

113



4.3. Simulations numériques

Chap 4. Modéles mathématiques du choléra

TABLE 4.4 — Variation des valeurs

a.’E:Ro.

4.3 Simulations numériques

Pour illustrer l'influence des facteurs environnementaux sur 1’évolution du
nombre des infectés du choléra, les valeurs des parametres contenus dans la
Table 4.5 sont utilisées. Nous commencons par tracer la courbe de ’évolu-
tion du nombre des infectés en négligeant 'impact des facteurs climatiques.
Pour les mémes valeurs des parameétres, nous proposons des simulations nu-
mériques en tenant compte de 'impact des variations intra-annuelles de la
température et des précipitations sur la transmission du choléra.

Pour obtenir les courbes de la Figure 4.3, les différentes valeurs de R sont
évaluées en utilisant les valeurs des parametres de la Table 4.5 et en faisant
varier les valeurs des parameétres p,, 0, B1 et s telles que données par la

Table 4.4.

du Ry en fonction des parametres socio-

économiques
Parametres | Rp=3,5| Ro=2,7| Ro=1,6| R9p=0,9
R=2 R=13 |R=05 |R=04
0 0,3 0,3 0,5 0,9
B1 3x10™° [3x10° [107° 10—°
P2 0,3 0,15 0,15 0,15
Ys 0,1 0,2 0,2 0,2

En faisant varier les valeurs du R en fonction des valeurs des parameétres
tels que le taux de famine, la proportion des individus respectant les regles
d’hygiene, le niveau d’acceés aux soins et le taux de contact direct, nous illus-

trons I'impact du R( sur I'évolution du nombre d’individus infectés.
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TABLE 4.5 — Descriptions et valeurs des parametres

Parametres Valeurs Unités et
références
10000

Ay : T d talité des h i —_— 4

n - Taux de natalité des humains 50 < 365 [4]

humain /jour
B1 : Taux de contact direct [1-5]x10~>  [4,51, 56, 82]
par jour
K : Concentration nécessaire des vibrions 106 cells/ml [122]
cholériques pour déclencher la maladie
B2 : Taux de contact indirect 1K jour—1
p1 : Proportion maximale des infectés 0,8 [79]
non symptomatiques
p2 : Taux de malnutrition [0,15 - 0,5] [43, 67]
1

: Taux d talité naturelle des humains | ————— jour~! [4

# : Taux de mortalité naturelle des humains | ><1365 jour [4]
: T lité al ladi —— jour1
s : Taux de mortalité due a la maladie 50 % 365 JOU"
Y4 : Taux de guérison des infectés 0,2 jour*1 [51, 109, 122]
non symptomatiques
s : Taux de guérison des infectés [0,07 - 0,2] [51, 109, 122]
symptomatiques par jour
1
A : Taux de perte d’immunité 31>< 368 jour~t  [122]
Hmin : Taux minimale de mortalité 0 jour~! [51, 122]
des vibrions cholériques
1

Umax : Taux maximale de mortalité 5 jour‘1 [561, 122]
des vibrions cholériques
Vpin - concentration minimale des vibrions 8 cells/ml
cholériques produits par chaque infecté par jour [122]
Vmax - concentration maximale des vibrions | 12 cells/ml
cholériques produits par chaque infecté par jour [122]
6 : proportion de personnes qui [0,2 - 0,5] [43, 53, 67, 85]

respectent les regles d’hygiéene

4.3.1 Simulations numériques sans prise en compte des

facteurs climatiques

Les courbes (a) et (b) de la Figure 4.3 présentent le comportement asympto-

tique de la variation du nombre de cas de choléra pour R > 1. Un équilibre

endémique est atteint et est stable tel que stipulé par le théoréeme 14. Les
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1200

Nombre des individus infectés
@
2
g

Nombre des individus infectés

courbes (c) de la Figure 4.3 donnent les variations du nombre de cas de cho-
léra lorsque ni les conditions de la Proposition 14 et ni celles du Théoreme 14
ne sont pas vérifiées. Il y a donc instabilité du point d’équilibre sans maladie
et 'absence d’'un équilibre endémique. On a ainsi une oscillation du nombre
de cas du choléra. Les courbes (d) de la Figure 4.3 correspond a la situation
énoncée dans la Proposition 14, il y a extinction de la maladie avec la stabilité
du point d’équilibre sans maladie.

Les courbes données par la Figure 4.3 ne sont pas proches de celles issues
des données généralement observées sur le terrain. De plus, le comporte-
ment d’'une épidémie est sensé varier d’'une région a une autre d’'une part
et d’autre part 'ampleur dépendrait des saisons. Pour tenir compte de tous
ses aspects, il est nécessaire de proposer des simulations numériques en te-
nant compte des variations intra-annuelles des facteurs climatiques. Pour

cela, nous choisissons quelques localités ayant des données climatiques dif-

R0=3.5etR_=2 R0=27etR_=1.3

1200

Nombre des individus infectés
°
2
g

1 1 + + + + + -+ —+
150 200 250 300 350 400 450 500 550

¥ 1
50 100

temps (semaines) temps (semaines)

RO=16etR_=05

RO=09etR_=0.4
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-
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=
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==
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FIGURE 4.3 — Simulation numérique de ’évolution du nombre de cas de choléra en
fonction des parametres socio-économiques
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férentes afin d’analyser I'influence du climat sur la propagation du choléra

dans une localité.

4.3.2 Simulation numérique de 'impact des variations

intra-annuelles du climat sur la propagation du choléra

Avant d’illustrer I'influence des facteurs environnementaux sur la dynamique
de transmission du choléra par des simulations numériques, nous proposons
la courbe de I’évolution des cas du choléra dans la ville de Douala pour la
période allant du mois de mars 2004 a décembre 2011. Durant cette période
on observe trois phases. La premiere phase est celle ou il ya déclenchement
de I'épidémie avec des cas déclarés toutes les semaines. Elle commence en
mars 2004 jusqu’a la fin d’année de 2006. A partir du début de ’année 2007
jusqu’en fin d’année de 2009, on va observer une deuxiéme phase pendant
laquelle on enregistre presque pas des cas du choléra dans la ville. Les cas de
choléra se feront enregistré a nouveau durant la troisiéme dées le début d’an-
née 2010. Nous allons proposer des simulations numériques en choisissant
quatre localités ayant des données climatiques différentes pour illustrer le
role joué par le climat sur la survenue de I'épidémie du choléra et sur ’évolu-
tion du nombre de cas de 'infection et vérifier si nos courbes se comportent de
la maniere que celle donnée par la Figure 4.4. Les localités de Douala dans la
région du littoral Cameroun, de Maroua dans 'extréme-nord Cameroun, de
Ndjamena dans centre-ouest du Tchad et de Pala dans le sud du Tchad.
Pour coupler I'analyse de I'impact des facteurs socio-économiques aux fac-
teurs climatiques sur la dynamique de transmission du choléra, les données
de la Table 4.5 sont utilisées a I'exception des variations des données telles
que présentées par la Table 4.4 et en supposant que ’épidémie est déclenchée
a la 35 semaine de 'année.

Les courbes de la Figures 4.5 présente ’évolution du nombre de cas de cho-

léra en supposant que les conditions sont favorables pour la transmission de
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I'infection. Les valeurs attribuées aux parametres sont telles que R > 1. Les
courbes confirment bien le résultat de persistance énoncé par le Théoréeme 16.
La Figure 4.6 est obtenue pour Ry = 1,6 et R =0,6. Cette figure est réalisée

pour le cas ou R <1 < Ry, on peut constater qu’il y a re-émergence de la
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FIGURE 4.4 — Evolution des cas du choléra a Douala de 2004 & 2011 (Données
Ministére de la santé du Cameroun 2011)
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FIGURE 4.5 — Evolution du nombre de cas de choléra dans quelques localités pour
Ro=35etR=2
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maladie apres une période d’extinction du choléra. Dans cette situation, on
vérifie que la maladie n’est pas uniformément persistante car R <1 et la
maladie ne s’éteint non plus car Ry > 1.

La situation correspondant aux conditions conduisant a I’extinction de la ma-
ladie (Ry < 1) telle que prédite par le Théoreme 15 est présentée par la Figure
4.7. les valeurs attribuées aux parametres sont ainsi celles pouvant permettre
de controler la transmission et la propagation du choléra dans chacune des

localités constituant les cas d’études.

Douala
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o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
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FIGURE 4.6 — Evolution du nombre de cas de choléra dans quelques localités pour

RO = 1,6 etE:O,5
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Maroua Douala
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FIGURE 4.7 — Evolution du nombre de cas de choléra dans quelques localités pour
Ro=09et R=0,4

Les Figures 4.5, 4.6 et 4.7 présentent I'évolution du nombre des individus
infectés pour une population de 10.000 habitants dans quatre localités iden-
tifiées comme cas d’études. Nous constatons que pour les mémes valeurs at-
tribuées aux parametres d’analyse, 'ampleur et la vitesse de propagation du
choléra varie d'une localité a une autre, ce qui justifie 'impact du climat.
Dans chacune de ces localités, le nombre de malade dépend de la valeur du
nombre de reproduction de base Ry > 1. Nous remarquons que les différentes
courbes issues des simulations numériques de la dynamique de transmission
du choléra décrite par le systeme (4.28) sont semblables aux courbes des don-
nées de cas de choléra dans le bassin du Lac Tchad entre 1990 a 2013 (voir

page 16 de [43] et [119]).
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FIGURE 4.8 — Evolution du nombre de cas de choléra dans quelques localités pour
les valeurs de parametres suivantes : p =0,3, 1 =3 X 1072,0=0,6 75 =0,1
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FIGURE 4.9 — Propagation du choléra dans quelques localités pour les valeurs de
parameétres suivantes : pp = 0,3, 1 =3 x107°,0=0,7 95 = 0,1
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Pour controler la transmission et la propagation du choléra, nous pouvons
mettre un accent sur les stratégies permettant d’assurer le respect des regles
d’hygiene afin de prévenir ’épidémie du choléra. Pour choisir la valeur de 6
nécessaire pour controler la propagation du choléra, les Figures 4.8 et 4.9 sont
proposées. Ces figures sont obtenues pour les valeurs utilisées pour obtenir
la Figure 4.5 a ’exception de la valeur du parametre 6. Ces courbes nous per-
mettent de conclure que si 70 % de la population respecte les regles d’hygiene,
il est possible de controler la propagation du choléra.

Dans ce chapitre, il était question pour nous d’étudier 'influence des facteurs
environnementaux sur la propagation du choléra dans une population. Nous
avons proposé un modele décrit par un systeme d’équations différentielles
proposant l'interaction entre la population des humains et la population des
vibrions cholériques. Pour établir 'impact des facteurs environnementaux sur
la dynamique de transmission du choléra, nous avons analysé la variation de
la population bactérienne en fonction de la salinité, de la température et des
précipitations. Ces analyses nous ont permis d'une part d’établir une relation
entre la variation intra-annuelle de la salinité et la variation intra-annuelle
des facteurs climatiques. D’autre part, ces analyses nous ont permis d’établir
une corrélation entre la population bactérienne et ces facteurs environnemen-
taux analysés.

Compte tenu de ces analyses et des études antérieures menées, nous avons
décrit les parametres démographiques de la population des vibrions cholé-
riques en fonction des facteurs climatiques. En couplant le modéle décrivant
la variation de ces parametres au modele décrivant la dynamique de trans-
mission du choléra, nous obtenons un modele non-autonome. L'analyse du
systéeme a été effectuée pour le cas autonome et le cas non-autonome. Dans le
cas autonome, des méthodes classiques connues en épidémiologie mathéma-
tique ont été utilisées pour calculer le R. Le comportement asymptotique des

solutions du systéme a été analysé principalement en fonction des valeurs du
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Ro.

Pour analyser le systeme d’équations différentielles non-autonome, la notion
de persistance et la méthode de fluctuation [55, 61, 112] ont été mis a profit
pour établir les conditions d’extinction de la maladie ou d’existence perma-
nente de la maladie dans une population. Pour ce faire, deux seuils ont été
défini, I'un permet d’assurer 'extinction de la maladie lorsqu’il est inférieur
a 1 et 'autre seuil établit la persistance de la maladie dans le cas ou il est
supérieur a 1.

Nous avons réalisé des simulations numériques pour illustrer tous ces résul-
tats théoriques. Pour mettre en évidence I'influence des facteurs climatiques
sur la dynamique de transmission du choléra, quatre localités dont les don-
nées climatiques sont différentes ont été choisies pour effectuer ces simula-
tions numériques. Les courbes décrivant I'évolution de cas du choléra, nous
montrent que la propagation du choléra varie d’'une région a une autre selon

les données climatiques et dépend de la valeur du R,.
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Conclusion et perspectives

Dans le cadre de cette thése, nous nous sommes intéressés a 'influence des
facteurs environnementaux sur la dynamique de transmission du paludisme
et du choléra. Nous avons abordé cette étude en mettant en évidence I'impact
des facteurs climatiques sur la variation de la population des moustiques et
I'impact des facteurs climatiques et socio-économiques sur la concentration ds
vibrions cholériques dans ’environnement. Pour atteindre les objectifs fixés,
nous avons au préalable identifié les parametres des modeles susceptibles de
varier sous l'influence des facteurs climatiques. Pour le cas du paludisme, il
a été établi que la température et les précipitations sont les principaux fac-
teurs capables de modifier le taux de mortalité et le taux de multiplication de
Panophele femelle. Quant au choléra, les facteurs climatiques et 'hygiéne ont
été identifiés comme des facteurs déterminants pouvant influencer la multi-
plication des bactéries.

Dans le processus de modélisation de la dynamique de transmission de ces
maladies, nous avons commencé par proposer des modeles des variations
intra-annuelles de la température et des précipitations. Nous avons ensuite
développé des modeles définissant les parametres dynamiques de la popu-
lation des vibrions cholériques et celle des anopheles femelles. Enfin, nous
avons introduit les modeles définissant ces parameétres dynamiques dans les
modeles qui décrivent la dynamique de transmission de chacune de ces ma-
ladies. Les modeles ainsi proposés dans le cadre de cette thése sont décrits
par des systéemes d’équations différentielles non-autonomes. Pour mieux éva-

luer lapport de cette these, pour chacun des modeles, nous avons analysé
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le systeme décrivant le modele dans le cas autonome et dans le cas non-
autonome. Pour chacun des systémes autonomes, nous avons déterminé le
domaine invariant des solutions du systéme. Nous avons utilisé les outils
classiques connus en épidémiologie pour analyser le comportement asympto-
tique des solutions du systéme en fonction du nombre de reproduction de base
Ry évalué par la méthode de Van Den Driesche. Quant a I'analyse des sys-
temes non-autonomes, la notion de persistance et la méthode de fluctuation
développé par Warren M. Hirsch, Herman Hanisch, et Jean-Pierre Gabriel
en 1985 [61] nous ont permis de déterminer pour chaque modele deux para-
metres seuils permettant d’étudier le comportement asymptotique des solu-
tions des systemes qui décrivent la dynamique de transmission du paludisme
et du choléra. Nous avons effectué des simulations numériques pour chacun
des modeles proposés pour illustrer 'évolution du nombre d’infectieux. Ces
simulations numériques ont été proposées pour les systéemes autonomes et
les systemes non-autonomes. Les courbes obtenues par ces simulations nu-
meériques nous ont permis d’illustrer les propriétés énoncées dans le cadre de
ces travaux de recherche.

A Tissue de cette these, les résultats de nos travaux ont permis d’établir
I'influence des facteurs climatiques et socio-économiques sur les parametres
dynamiques des modeles de la dynamique de transmission des deux mala-
dies étudiées. En faisant une analyse de la sensibilité des parametres sur le
nombre de reproduction de base, nous avons montré que les parametres dyna-
miques influencés par les facteurs climatiques et socio-économiques sont les
parametres les plus influents de la dynamique de transmission du paludisme
et du choléra. Il est ainsi important de tenir compte de 'impact des variations
environnementales dans le processus de modélisation des deux maladies in-
fectieuses étudiés dans cette theése.

Dans les différents travaux que nous avons présentés, nous nous sommes in-

téressés au processus de transmission de la maladie infectieuse dans une ré-
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gion précise. Nous avons aussi supposé que les variations intra-annuelles des
facteurs climatiques sont identiques d’'une année a une autre dans une loca-
lité précise. De nos jours, nous constatons des modifications considérables des
données climatiques d'une année a une autre. Pour proposer des modeles ma-
thématiques capables de prédire des données exploitables, dans nos travaux
futurs, il serait intéressant d’analyser et de modéliser ces changements clima-
tiques afin d’en tenir compte dans les modeéles mathématiques de la transmis-
sion des maladies infectieuses influencées par ces facteurs. Lobjectif de nos
travaux consiste a proposer des résultats destinés aux décideurs d’'un pays ou
d’une région regroupant plusieurs pays telle que le basin du Lac Tchad. Dans
nos travaux futurs, pour tenir compte de la libre circulation des personnes,
nous comptons proposer des modeles mathématiques décrivant la dynamique
de transmission et de propagation d’'une maladie infectieuse dans une zone
regroupant plusieurs localités n’ayant pas nécessairement les mémes don-
nées climatiques en tenant compte des mouvements des populations. Nous
reviendrons sur le modeéle de la dynamique de transmission du choléra que
nous avions simplifié. Nous allons chercher des outils permettant d’analyser
de tels modeles complexes. Nous allons également nous intéressé au controle

de la transmission de ces maladies infectieuses étudiés dans cette theése.
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Annexes

Annexe A : critere de stabilité par linéarisation

du systeme

En modélisation, les systemes d’équations différentielles utilisés sont le plus
souvent non linéaires. Pour analyser la stabilité locale d'un point d’équilibre
on peut linéariser le systéme et utiliser le critere de Routh-Hurwitz pour dé-
terminer la stabilité du point.

Le critere de Routh-Hurwitz élaboré en 1874, permet de déterminer la sta-
bilité d’'un systeme sans pour autant exiger la résolution du polynéme carac-
téristique. On a juste besoin que toutes les parties réelles des solutions de
I’équation caractéristique soient strictement négatives [62].

Le critere de Routh-Hurwitz est facilement manipulable pour les cas ou

n < 3, il devient fastidieux lorsque n > 3. Nous présentons ainsi les conditions
nécessaires et suffisantes de stabilité d’'un systéeme au voisinage d’'un point

d’équilibre pour les cas n =2 et n = 3.

Annexe Al : critere de stabilité par linéarisation du sys-

téme

En modélisation, les systemes d’équations différentielles utilisés sont le plus
souvent non linéaires. Pour analyser la stabilité locale d'un point d’équilibre
on peut linéariser le systeme et utiliser le critere de Routh-Hurwitz pour dé-
terminer la stabilité du point.

Le critere de Routh-Hurwitz élaboré en 1874, permet de déterminer la stabi-
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lité d’'un systéeme sans pour autant exiger la résolution du polyndéme caracté-
ristique. On a juste besoin toutes les parties réelles des solutions de '’équation
caractéristique soient strictement négatives [62].

Le critéere de Routh-Hurwitz est facilement manipulable pour les cas ou

n <3, il devient fastidieux lorsque n > 3. Nous présentons ainsi les conditions
nécessaires et suffisantes pour quun polynéme soit de Hurwitz pour les cas
n=2etn=23.

Proposition 18 Soit x? + a1x + ap un polynéme de degrés 2, ce polynéme est
un polynéme de Hurwitz si, et seulement si, les coefficients ay et a, sont stricte-
ment positifs [22].

Proposition 19 Soit x> + a1x? + ayx + a3 un polynéme de degrés 3, ce poly-
néme est un polynéme de Hurwitz si et seulement si a1>0, az3>0 et ara;>as

[22].

Critere de stabilité pour n=2 Le polynéme caractéristique de la matrice
jacobienne associée au point d’équilibre x* est donnée par :

Py(xey(A) = A% —tr(I(x*))A + det(3(x*))

Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable si et seulement si, S((J(x*)<0
C’est-a-dire, si Pj,+)(A) est de Hurwitz.

D’apres la Proposition 18 on en déduit que Le point d’équilibre x* est asymp-

totiquement stable si et seulement si :

—tr(J(x*))>0 tr(J(x*))<0
{ det((J ((x*))))>>0 cesi-a-dire, { det((J((x*)))<>0
Critere de stabilité pour n=3 Le polynome caractéristique de la matrice
jacobienne associée au point d’équilibre x* est donnée par :
Py (A) = — A3 4 tr(3(x*))A% — 924 + det(I(x*))
Déterminer les racines de ce polynome revient a déterminer ceux de :
Pyxe)(A) = A% — tr(J(x*))A + 924 — det(J(x*)) ot 9, désigne la somme des mi-
neurs 2 x 2 du polynéme caractéristique.

Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable si et seulement si,
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S((3(x*))<0
C’est-a-dire, si Pj,+)(A) est de Hurwitz.
D’apres la Proposition 19 on en déduit que Le point d’équilibre x* est asymp-

totiquement stable si et seulement si :

( —tr(3(x*))>0
—det(J(x*))>0
tr(3(x*)).02>det (J(x"))

c’est-a-dire,

[ tr(3(x*))<0
det(J(x*))<0

| tr(J(x")).02>det(J(x"))

L'étude de la stabilité des systemes par la méthode de linéarisation n’est pas

la seule, ni la plus efficace. Il existe une méthode par construction des fonc-
tions dites de Lyapounov et qui est plus efficace. Cette méthode consiste a
construire une fonction dans un voisinage du point d’équilibre définie posi-
tive et a dérivées continues et définie strictement négatives. Si cette fonction
est obtenue, on dit alors que ce point d’équilibre est asymptotiquement stable.
La difficulté avec cette méthode est que pour chaque systéme on est amené a

construire une fonction de Lyapounov.
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Annexe B

Preuve de quelques théoremes du chapitre 2

Annexe Bl : preuve du théoréme 4

Démonstration

Soit le systéme linéaire ¥ = Ax + B(t) défini par le systéeme (2.1).
Ona:x;=a;x;+ Z;-;i a;x;
Si on se place sur la face H; = {x>0 tels que x; =0 et x;>0,j # i}
Xi = Y2 aij%j + bi.
Sur cette face toutes les composantes de la vitesse sont positives, a;;x;>0 car
la matrice A est de Metzler. Ce qui signifie que x;>0, donc le champ pointe
vers l'intérieur de la face.
Par conséquent, aucune solution ne sort par cette face.
Puisque Vi = 1,...,n aucune solution ne sort de la face H; et de plus l'orthant
positif est la réunion de tous les H;.

D’apres la Proposition 1, on en déduit que 'orthant positif reste invariant.

Annexe B2 : preuve du théoréme 6

Démonstration

Supposons que la matrice A est asymptotiquement stable et montrons que
po(—FV-1<1.
Les matrices V = A — F et A étant inversibles on peut écrire :
~FV!'=—-FA-F)'=—FA Y (I-FA 1)"!
Notons G = —FA™!, cette matrice est positive. Pour chercher son rayon spec-
tral, d’apres Perron-Frobenius, il suffit de se restreindre aux vecteurs positifs

Soit v>0 un vecteur propre de G correspondant a une valeur propre A > 0,

soit Gu = Av.
(G+Do=0v(1+A)
A
-1, _
G(G+1) U—1+AZ)
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A
1+A

Ona:-FVlo=GUI+G) o= v
La matrice —FV ! est positive,

soit 4 > 0 une valeur propre relative & un vecteur propre v>0.

Alors G(I + G) v = po.

Les matrices G et (I + G)~! commutent, on en déduit que Gv = u(I + G)w.

Cela entraine que nécessairement y =1 et v est un vecteur propre de G asso-

cié a la valeur propre —-
PTOPTe 177
La fonction de R, dans [0,1], définie par x — 7 ¥ est une bijection entre
les valeurs propres de G = —FA~! sur celles de —FV ! qui est une fonction
monotone.
Par conséquent on a : p(—FV 1) = M<1
1+ p(G)

Réciproquement, supposons p(—F V~1)<1 et montrons que A est une ma-
trice de Metzler asymptotiquement stable. Puisque o(—FV~!)<lonas(—1I—
Fv-1hH<1.

Son inverse est positif et par conséquent
Al =(-1-Fv H v l>0
On conclut que A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable.

Annexe B3 : preuve du théoréme 7

Lemme 1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur

la,b[ tel que f(a) = f(b). Il existe c € |a,b[ tel que f(c) = 0.

Démonstration

Soit f : Ry — R, une fonction différentiable telle que f > f-
Soit T>0et A€ |f,f]|
Soient 1,y tz telsque T <t <ty <tzet f(t1)=f(t3) < f(t2).

D’apres le Lemme 1, il existe 7 € |t1,t3] tel que f(1;) = 0.
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Il existe une suite (t,) telles que

ftn) = f, fta) =0 (4.53)

lorsque t;,, — 0.
De méme considérons ji,j»,j3 telsque T <1 <j» <jzet f(j1)=f(jz) > f(j2).
D’apres le Lemme 1, il existe 1, € ]j1,j3[ tel que f(1) = 0.

Il existe une suite (j,) telles que

fGn) = f, f(ju)=0 (4.54)

lorsque j, — co.

Si de plus la fonction f est de classe C?, alors

F(ta) <0, F(jn) =0
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