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Résumé

Dans la première partie de cette thèse, nous donnons une description des surfaces lorent-
ziennes simplement connexes et maximales dont le groupe d’isométries est de dimension
1 (c’est-à-dire possédant un champ de Killing complet), à l’aide d’une variété rieman-
nienne de dimension 1 (généralement non séparée) et d’une fonction lisse définie dessus ;
nous étudions ensuite la complétude géodésique de telles surfaces.

Dans la deuxième partie qui est la partie principale de cette thèse, nous donnons une
infinité de nouveaux exemples de surfaces lorentziennes compactes sans points conju-
gués. De plus, nous étudions l’existence et la stabilité de cette propriété parmi les mé-
triques lorentziennes admettant un champ de Killing. Nous obtenons une nouvelle obs-
truction et prouvons que le tore de Clifton-Pohl et certains de nos exemples sont aussi
stables que possible. Cela montre que, contrairement au théorème de Hopf riemannien,
l’absence de points conjugués dans le cadre de Lorentzian n’est ni "spéciale" ni rigide.

MOTS CLÉS : Points conjugués, équation de Jacobi, champ de Killing, extensions uni-
verselles, complétude, espace des métriques lorentziennes.

Abstract

In the first part of this thesis, we give a description of simply connected maximal Lorent-
zian surfaces whose group of isometries is of dimension 1 (i.e. with a complete Killing
field), in terms of a 1-dimensional generally non-Hausdorff Riemannian manifold and a
smooth function defined there. Next, we study the geodesic completeness of such surfaces.

In the second part which is the main part of this thesis, we give infinitely many new
examples of compact Lorentzian surfaces without conjugate points. Further, we study
the existence and the stability of this property among Lorentzian metrics with a Killing
field. We obtain a new obstruction and prove that the Clifton- Pohl torus and some of our
examples are as stable as possible. This shows that in constrast with the Riemannian Hopf
theorem, the absence of conjugate points in the Lorentzian setting is neither "special" nor
rigid.

KEY WORDS : Conjugate points, Jacobi equation, Killing field, universal extensions, com-
pleteness, space of lorentzian metrics.
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Introduction

POINTS CONJUGUÉS DES TORES LORENTZIENS

La question générale qui anime ce travail est de savoir s’il y a "beaucoup" d’exemples
de métriques sans points conjugués en géométrie lorentzienne. Deux points p et q sont
conjugués le long d’une géodésique γ si q est un point critique de l’application exponen-
tielle expp : TpM → M le long de γ, i.e. dvexpp, où v = exp−1

p (q) et γ = γv, n’est pas
injective. Cette notion est symétrique, même si cela n’apparait pas dans cette définition
(voir plus loin la définition avec l’équation de Jacobi). Prenons par exemple deux points
antipodaux de la sphère riemannienne : quelque soit la direction dans laquelle une géodé-
sique quitte le premier point, elle arrive au deuxième ; ces points sont donc conjugués.

Dire que M ne contient pas de points conjugués équivaut alors à dire que l’applica-
tion exponentielle est un difféomorphisme local. Dans le cas riemannien, cela entraîne des
contraintes topologiques ; en effet, lorsque M est une variété complète (par exemple com-
pacte), cela entraîne que l’application ẽxpp : TpM̃ → M̃ est un revêtement, et donc un
difféomorphisme, puisque M̃ est simplement connexe. Ainsi, étant donné un point q ∈ M̃
distinct de p, l’unique géodésique qui lie p et q est minimale (pour la longueur) parmi les
courbes passant par p et q. Il y a donc un lien, en riemannien, entre le fait que les géo-
désiques ne soient pas globalement minimisantes, et les singularités de la fonction exp.
Comme il n’existe pas de théorème de Hopf-Rinow lorentzien, le fait que l’application
exponentielle soit un difféomorphisme local ne signifie pas qu’il s’agit d’un revêtement.

Dans l’exemple de la sphère, on a une infinité de géodésiques passant par ces deux
points, mais en général, ce n’est pas le cas. Donnons un autre exemple (cf. [25]) : on note
P le paraboloïde de révolution z = x2 + y2, muni de la métrique euclidienne de R3, et O
l’origine de R3. Les méridiens sont des géodésiques de P qui passent par O ; fixons une
géodésique γ portée par un méridien, partant d’un point p distinct de O avec un vecteur
directeur pointant dans la direction z < 0. Les deux points O et p sont conjugués le long
de γ, et les géodésiques issues de p et proches de γ coupent celle-ci en des points On qui
tendent vers O.

Ce comportement dans le cas du paraboloïde est caractéristique de deux points conju-
gués de n’importe quelle variété riemannienne : si deux points p et q sont conjugués le
long d’une géodésique γ, alors il existe une suite de géodésiques issues de p et conver-
geant vers γ, et qui coupent celle-ci en des points qn qui tendent vers q. Piccione et Al.
montrent dans [25] que ce comportement est vrai aussi en lorentzien, dans le cas des sur-
faces (en dimension plus grande, cela reste vrai si γ n’est pas de type espace). En particu-
lier, cela signifie que l’application exponentielle expp n’est injective sur aucun voisinage
de v = exp−1

p (q), tel que γ = γv.

9
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On

O

γ

FIGURE 1 – Les géodésiques issues de p qui tendent vers le méridien (en rouge), coupent
celui-ci en des points qui tendent vers O

Points conjugués : riemannien vs lorentzien. L’étude des variétés compactes sans
points conjugués est déjà bien aboutie en riemannien (cf. l’article de synthèse de Rug-
giero [29]). Dans ce contexte, l’absence de points conjugués impose des contraintes assez
fortes sur la topologie de la variété, et même sur la géométrie. Ainsi, un théorème de E.
Hopf (1948) affirme que toute métrique riemannienne sur le tore T 2 sans points conjugués
est nécessairement plate (pour une généralisation en toute dimension, voir [8]). La preuve
de ce théorème utilise les intégrales des solutions de Riccati pour relier la géométrie à
des invariants topologiques, en l’occurrence le théorème de Gauss-Bonnet qui dit qu’en
moyenne la courbure est nulle. C’est donc important dans ce théorème d’avoir un tore ;
la preuve ne marcherait pas sur le plan, et de fait, il suffit de considérer une métrique à
courbure négative pour avoir une métrique sans points conjugués sur le plan.

Green et Gulliver [16] ont utilisé le résultat de Hopf pour montrer que toute perturba-
tion sans points conjugués et à support compact de la métrique plate standard du plan R2

reste plate (une sorte de théorème de Hopf local sur le plan). Un théorème d’Anderson,
Dahl et Howard dans [1] étend ensuite ce résultat au cas des métriques lorentziennes. Bien
que ce travail se rapproche de la situation riemannienne, un résultat récent montre qu’en
lorentzien, la situation s’avère moins rigide. Un résultat dû à Bavard et Mounoud (voir
[2]) met en évidence l’existence d’un tore lorentzien non plat et sans points conjugués :
le tore de Clifton-Pohl (pour une définition, cf. Équation (3.2), Section 3.1). Ce résultat
récent soulève de nombreuses questions. Par exemple, autour de :

• La rigidité des exemples connus (métriques plates et Clifton-Pohl) : peut-on les dé-
former en métriques sans points conjugués? Autrement dit, existe-t-il un théorème
de Hopf local ou pas?

• La taille de l’espace des tores lorentziens sans points conjugués : y a-t-il d’autres
exemples? Il existe déjà des constructions géométriques permettant d’obtenir d’autres
tores sans points conjugués à partir du tore de Clifton-Pohl (voir une description
détaillé dans la section 3.1), mais ces tores sont tous modelés, à équivalence projec-
tive près, sur le même objet universel ; on dira qu’ils ont (projectivement) la même
"géométrie locale".

• La structure topologique de cet espace : on sait que l’ensemble des tores avec points
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conjugués est un ouvert pour la topologie C2 (cf. [2, Proposition 2.1]), mais on
ignore par exemple s’il est dense.

Équation de Jacobi. On a vu que les poins conjugués sont liées aux singularités de la
fonction exponentielle. Une autre manière de le dire est la suivante : deux points sont
conjugués le long d’une géodésique γ si et seulement s’il existe un champ de Jacobi non
trivial sur γ s’annulant en ces deux points. Il est bien connu qu’un champ de vecteurs le
long d’une géodésique correspond à une variation géodésique si ce champ est solution
d’une équation différentielle dite "équation de Jacobi" définie le long de γ et impliquant
la courbure. C’est cette caractérisation que nous allons utiliser dans ce travail. Sur une
surface, et lorsque γ n’est pas de type lumière, nous verrons que l’équation se réduit à

u
′′

+ εκu = 0,

où κ est la courbure sectionnelle le long de γ et ε = ±1 est le signe de 〈γ′ , γ′〉. En rie-
mannien, l’équation ne fait intervenir que la courbure sectionnelle le long de γ. Les points
conjugués correspondent aux solutions s’annulant deux fois.

Si nous disposons d’outils importants en géométrie riemannienne pour obtenir des mé-
triques sans points conjugués, nous ne connaissons en revanche aucun moyen géométrique
de construire de telles métriques en lorentzien, si ce n’est de prendre des métriques plates.
En effet, certaines hypothèses sur la courbure en riemannien conduisent à une connais-
sance approfondie du comportement des champs de Jacobi, permettant ainsi d’obtenir des
informations qualitatives sur l’occurrence de points conjugués. Une conséquence directe
du théorème de Rauch riemannien (cf. [12], p.29-30) est qu’on peut comparer le place-
ment des points conjugués le long des géodésiques sur une variété de courbure bornée,
avec la distribution bien connue des points conjugués en courbure constante. Ainsi, si les
courbures sectionnelles deM satisfont κ ≤ K0, alors pour n’importe quelle géodésique γ,
γ(0) n’a pas de point conjugué le long de γ sur [0, π/

√
K0[. En particulier, les variétés rie-

manniennes de courbure négative ne contiennent pas de points conjugués ; intuitivement,
cela revient à dire qu’un espace de courbure négative "a moins de points conjugués qu’un
espace plat", et donc n’en a pas du tout. Cela résulte du fait que les géodésiques émanant
d’un point donné de M s’écartent plus rapidement que les géodésiques correspondantes
dans un espace plat. Par ailleurs, il découle d’un résultat de Myers ([23], lemme p.402)
que si la courbure vérifie κ ≥ K0 > 0, alors toute géodésique de longueur supérieure à
π/
√
K0 contient forcément des points conjugués. Il existe des analogues lorentziens de

ces résultats (voir [4], p. 404-412) ; en particulier, on a le résultat suivant : si tous les plans
de type temps (resp. espace) ont une courbure sectionnelle positive (resp. négative), alors
les géodésiques de type temps (resp. espace) ou de lumière ne contiennent pas de points
conjugués. On remarquera que contrairement au cas riemannien, l’argument sur le signe
de la courbure ne permet pas d’obtenir un résultat qui s’applique à toute la variété. Il n’est
donc pas naturel, et ne permet pas de construire des métriques lorentziennes sans points
conjugués, ce qui rend la question en lorentzien plus délicate.

Boite à outils pour l’étude des points conjugués des surfaces lorentziennes. Sans
hypothèse sur la géométrie locale (restrictions sur la courbure), il est très difficile de
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dire quelque chose sur le comportement des champs de Jacobi, et l’étude des géodé-
siques devient difficile. C’est pourquoi dans cette thèse, on s’est intéressé aux surfaces lo-
rentziennes compactes admettant un champ de Killing, dont la structure géométrique est
déjà bien étudiée dans [3]. Bavard et Mounoud montrent en effet l’existence de surfaces
simplement connexes et maximales, c’est-à-dire inextensibles, dites "extensions univer-
selles", qui classifient ces surfaces du point de vue des structures géométriques, et qui
généralisent les modèles classiques connus en courbure constante. En particulier, le revê-
tement universel d’une surface lorentzienne compacte (X,K) avec un champ de Killing
apparait comme un ouvert propre de son extension universelle (E,KE). C’est un phéno-
mène typiquement lorentzien, puisqu’une variété riemannienne compacte est nécessaire-
ment complète, et son revêtement universel ne peut donc pas être un ouvert strict divisible
d’une surface plus grande. Il est à noter que ces extensions possèdent des points conjugués
dès que la norme du champ s’annule deux fois sur une géodésique de lumière maximale,
ou dès qu’elle a deux extremas locaux de même signe sur une telle géodésique (voir [3,
Lemme 5.27]) ; en particulier, l’extension universelle d’un tore lorentzien non plat pos-
sède toujours des points conjugués ([3, Proposition 5.28]). Montrer qu’un tore avec un
champ de Killing ne contient pas de points conjugués revient donc à montrer que ceux-ci
sont à l’extérieur, i.e. ses géodésiques ne parcourent pas le tore suffisamment longtemps
pour avoir des points conjugués. On voit ici que la non complétude joue un rôle essentiel.

L’existence des intégrales premières (constante de Clairaut d’une géodésique) et l’exis-
tence d’isométries supplémentaires de la surface (les réflexions par rapport aux géodé-
siques orthogonales au champ) dues à la présence d’un champ de Killing permettent
d’étudier plus facilement le comportement des géodésiques ; ces dernières seront toujours
vues dans l’extension universelle. Nous distinguerons en particulier des géodésiques dites
« périodiques » (ou invariantes par une translation de l’extension) qui joueront un rôle cen-
tral dans notre étude. Ces géodésiques donnent en effet lieu à une équation de Jacobi avec
un coefficient périodique, ce qui nous permettra dans ce cadre là d’adapter et d’exploiter
des résultats de la théorie de Sturm-Liouville développés et recensés dans [26], [5], [7],
[21] et [6] afin d’étudier la position relative des zéros des solutions de l’équation de Ja-
cobi. Notre démarche est la suivante : d’abord, nous développons pour ces tores un point
de vue qui nous permettra de caractériser plus facilement l’absence de points conjugués
(voir la Section 3.1 pour une description claire et succincte), ensuite nous nous servirons
des outils de la théorie de Sturm-Liouville pour une étude détaillée.

AUTOUR DE LA COMPLÉTUDE DES SURFACES LORENTZIENNES ADMETTANT UN

CHAMP DE KILLING

Cas compact : Hopf-Rinow vs Clifton-Pohl. Le théorème de Hopf-Rinow affirme qu’une
métrique riemannienne est géodésiquement complète si et seulement si la distance qu’elle
induit est complète, ce qui entraîne en particulier que toute variété riemannienne com-
pacte est complète, de même pour toute variété riemannienne globalement homogène. Le
théorème de Hopf-Rinow n’ayant pas d’équivalent en lorentzien, ses conséquences sont
toutes mises en défaut. C’est le cas pour le tore de Clifton-Pohl. Plus généralement (voir
Lemme p. 22, [10]), si une métrique lorentzienne sur le tore a toutes ses géodésiques de
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lumière complètes, alors ses feuilletages de lumière n’ont pas de composante de Reeb.
En particulier, le tore de Clifton-Pohl n’est pas complet (voir figure ci-dessous), et toutes
les métriques complètes appartiennent à une même composante connexe de l’espace des
métriques, celle des métriques plates.

Complétude des extensions universelles. De façon générale, la complétude géodésique
est un enjeu délicat en géométrie lorentzienne. Dans [27] et [28], Romero et Sanchez
donnent différents exemples et différentes manières de construire des métriques lorent-
ziennes incomplètes sur le tore T 2. A la même période, Guediri et Lafontaine obtiennent
dans [17] des exemples de variétés lorentziennes compactes, localement homogènes et
incomplètes.

Le manque de complétude dans le cas compact a donné lieu à l’obtention de conditions
supplémentaires qui, jointes à la compacité, impliqueraient la complétude de la variété lo-
rentzienne. Ainsi, dans la littérature, la question de la complétude géodésique en pseudo-
riemannien est souvent posée du point de vue des (G,X)-structures : sous quelles hypo-
thèses les (G,X)-variétés (où G préserve une métrique pseudo-riemannienne) compactes
sont-elles géodésiquement complètes? Lorsque G préserve une métrique riemannienne,
toutes les (G,X)-variétés compactes sont complètes, par le théorème de Hopf-Rinow cité
précédemment. Carrière montre dans [9] que toute métrique lorentzienne plate de T 2 est
complète ; ces variétés sont localement modelées sur le plan de Minkowski. Lorsque le
tore possède un champ de Killing, Sanchez montre dans [30] que ces tores ne sont jamais
géodésiquement complets lorsque le champ admet une orbite de lumière. On comprend
pourquoi si on se rappelle que le revêtement universel d’un tel tore est un ouvert propre de
son extension universelle, résultat cité plus haut. On dira que ces modèles géométriques,
contrairement au cas de la courbure nulle, admettent des ouverts stricts divisibles par
l’action d’un groupe discret d’isométries. Il est intéressant d’étudier la complétude de ces
modèles, c’est ce que nous faisons dans le chapitre 1. Nous étudions plus généralement
la complétude des surfaces lorentziennes simplement connexes admettant un champ de
Killing.

FIGURE 2 – Les feuilletages de lumière du tore de Clifton-Pohl
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CONTENU DE LA THÈSE

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres, dont nous décrivons brièvement le contenu.

Dans le chapitre 1, nous donnons les principaux outils et résultats de [3] traitant de
la géométrie des surfaces lorentziennes admettant un groupe à un paramètre d’isométries.
Nous mettons en place le vocabulaire nécessaire à la lecture de la suite de notre texte.
Nous énonçons ces résultats sans démonstration.

Le chapitre 2 se situe autour de la question de la classification des surfaces lorent-
ziennes simplement connexes complètes dont le groupe d’isométries est de dimension 1
(c’est-à-dire avec un champ de Killing complet). Nous obtenons une description des sur-
faces lorentziennes simplement connexes admettant un champ de Killing complet, dont
la géométrie est étudiée dans [3] et introduite dans le chapitre 1, à l’aide de deux don-
nées : la donnée d’une variété riemannienne de dimension 1 (généralement non séparée),
qui fera office de la variété des feuilles du champ, munie d’une donnée combinatoire, et
d’une fonction lisse définie dessus. Nous distinguons le cas analytique (ou à géométrie
locale uniforme), i.e. le cas des extensions universelles, et le cas général qui comprend en
particulier les surfaces maximales et les surfaces dont toutes les géodésiques de type lu-
mière sont complètes (on dira L-complète comme dans [3]), pour voir que ces hypothèses
géométriques ont une conséquence sur la topologie de l’espace des feuilles.

Nous exhibons enfin des classes de variétés dans lesquelles un critère simple de com-
plétude sera donné, avant de donner des exemples de variétés L-complètes et incomplètes.
Dans leur article [27], Romero et Sanchez conjecturent que la complétude des géodé-
siques de lumière d’une variété lorentzienne compacte entraîne sa complétude ; conjecture
vraie pour les variétés localement homogènes [20]. Nous obtenons le résultat suivant :

Theorem 0.0.1. Soit (X,K) une surface lorentzienne simplement connexe admettant un
champ de Killing K. On suppose que X est à courbure bornée. Alors X est complète si
et seulement si elle est L-complète.

Nous en déduisons en particulier que les extensions universelles des tores lorentziens
sont complètes. Ceci va faciliter l’étude des points conjugués.

Corollaire 0.0.2. Les surfaces lorentziennes à courbure bornée et dont le groupe d’iso-
métrie est de dimension 1 sont complètes si et seulement si elles sont L-complètes.

Cela pose la question plus générale de savoir si la complétude des géodésiques de lu-
mière entraîne la complétude pour les surfaces à courbure bornée.

Dans les chapitres 3 et 4, qui constituent la partie principale de ce travail, nous
construisons une infinité de nouveaux exemples de tores lorentziens (et de bouteilles de
Klein) sans points conjugués, qui sont géométriquement non équivalents. De plus, nous
prouvons que certains d’entre eux (le tore de Clifton-Pohl y compris) admettent un large
espace de déformations parmi des métriques sans points conjugués.

SoitK un champ de Killing non trivial d’un tore lorentzien T non plat. Alors le flot de
K est périodique (voir la preuve du Théorème 3.25 [3]). Il existe donc des coordonnées
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(u, θ) sur T̃ telles que K̃, le relevé deK, est égal à ∂u. En relevant la courbure sectionnelle
κ au revêtement universel, cela induit une fonction κ̃(θ) définie sur l’espace des feuilles
de K̃ (qui est une droite). Dans le chapitre 3, nous montrons alors le résultat suivant :

Theorem 0.0.3. Soit (T,K) un tore lorentzien admettant un champ de Killing, et soit
(T̃ , K̃) son revêtement universel. Supposons que

1. les orbites de lumière de K̃ sont géodésiquement incomplètes,

2. il n’y a qu’une seule orbite critique de K̃ dans chaque bande de T̃ ,

3. la courbure κ̃ est une fonction monotone entre deux orbites critiques consécutives
de K̃,

4. les réflexions par rapport aux orbites critiques de K̃ agissent sur T̃ par isométrie,

5. le feuilletage orthogonal à K̃ n’a que des composantes de Reeb.

Alors T n’a pas de points conjugués.

Ici, une bande ouverte désigne une composante connexe de {〈K̃, K̃〉 6= 0} dans T̃ , et
une orbite critique de K̃ est une orbite géodésique de celui-ci (correspondant aux points
critiques de la fonction 〈K̃, K̃〉).
Ce théorème permet d’obtenir de manière très simple une infinité d’exemples explicites
de tels tores. Nous renvoyons le lecteur aux sections 3.3.4 et 4.2.5 de ce manuscrit pour
quelques familles d’exemples. Remarquons cependant que les tores ainsi obtenus ne sont
pas complets en raison de l’existence d’un champ de Killing qui change de type ; plus
précisément, ceci résulte de deux faits : 1. les métriques complètes sont homotopes aux
métriques plates (conséquence directe de Carrière et Rozoy [11]), 2. un tore sans points
conjugués avec champ de Killing est soit plat soit non homotope à un tore plat (consé-
quence du Théorème 5.29, [3], cité ci-dessous). La question de savoir s’il existe un tore
non plat, sans points conjugués et complet, ou encore un tore non plat, sans points conju-
gués et sans champ de Killing reste ouverte.

Même s’il apparait alors que l’absence de points conjugués n’est pas un phénomène
rare pour les tores lorentziens, on sait que dans la classe des tores lorentziens munis d’un
champ de Killing, un tel tore qui n’a pas de points conjugués « ressemble » beaucoup à
tore de Clifton-Pohl. Plus précisément, on a

Theorem 0.0.4. ([3, Théorème 5.29]). Soit (T,K) un tore lorentzien muni d’un champ
de Killing. Si T est sans points conjugués, alors

1. l’ensemble des composantes de {〈K,K〉 6= 0} est localement fini,

2. la norme de K change de signe sur deux composantes consécutives,

3. la fonction induite par 〈K,K〉 sur l’espace des feuilles admet un seul extremum
dans chaque bande,

4. le feuilletage orthogonal à K̃ n’a que des composantes de Reeb.
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Il en découle en particulier qu’un tore lorentzien admettant un champ de Killing et
qui ne contient pas de points conjugués, est soit plat soit non homotope à un tore plat. En
supposant que les orbites de lumière de K sont incomplètes, on exhibe dans le chapitre 3
un autre type d’obstruction. Ces orbites de lumière sont des géodésiques et un paramétrage
géodésique est donné par eλt, où t est le temps du flot, et λ 6= 0 dépend de l’orbite de
lumière. On montre alors

Theorem 0.0.5. Soit (T,K) un tore lorentzien sans points conjugués, muni d’un champ
de Killing K. Supposons que toutes les orbites de lumière de K sont incomplètes. Notons
par λ1 et λ2 deux paramètres associés à deux orbites de lumière consécutives de K, alors

λ1 = λ2.

S’il est facile en riemannien d’obtenir des ouverts de métriques sans points conju-
gués (en prenant des variétés à courbure négatives), la question de savoir s’il existe des
ouverts de métriques lorentziennes sans points conjugués subsiste encore. Notre dernier
résultat, énoncé dans le chapitre 4, est un résultat de stabilité, dans la sous-classe des
surfaces lorentziennes avec un champ de Killing. Notons LK(T ) l’espace des métriques
lorentziennes lisses sur le tore de dimension 2, admettant un champ de Killing. On montre
le

Theorem 0.0.6. Une métrique dansLK(T ) suffisamment proche de la métrique de Clifton-
Pohl, pour la topologie C∞, et vérifiant la condition du Théorème 0.0.5 ci-dessus, n’a pas
de points conjugués.

Ce résultat qui vaut en fait pour des métriques un peu plus générales, montre que non
seulement il existe une infinité de familles de tores lorentziens sans points conjugués,
mais en plus, il existe pour ces métriques un large espace de déformations parmi les mé-
triques sans points conjugués. Cela permet en particulier d’obtenir des exemples de tores
lorentziens sans points conjugués sans la condition (4) du Théorème 0.0.3 sur l’existence
d’isométries supplémentaires.



Chapitre 1

Géométrie des surfaces lorentziennes
admettant un champ de Killing

1.1 Classification des tores lorentziens munis d’un champ
de Killing

Tous les faits que nous allons exposer dans cette section, concernant la géométrie des
tores lorentziens admettant un champ Killing, sont issus de [3], dans le cadre plus général
des surfaces lorentziennes avec un champ de Killing. Par commodité, en premier lieu,
nous mettons en place le vocabulaire et les notations nécessaires à la lecture de la suite
de notre texte, puis donnons les résultats principaux de [3] que nous utiliserons dans cette
thèse, sans preuves. Soit (X,K) une surface lorentzienne avec un champ Killing K, que
nous supposons complet.

Definition 1.1.1 (rubans, bandes et dominos). Soit U un sous-ensemble de X saturé par
K. Supposons que K ne s’annule pas sur U ; on dit que (U,K) est
(1) un ruban si U est un ouvert simplement connexe et si l’un des feuilletages de lumière
de U est partout transverse à K.
(2) une bande si U est homéomorphe à [0, 1] ×R, avec 〈K,K〉 nul au bord et non nul à
l’intérieur de U .
(3) un domino si U est un ouvert simplement connexe, et si K admet une unique orbite de
lumière dans U .

Les composantes connexes de X − {〈K,K〉 = 0} sont des bandes (en fait, intérieur
de bandes). Une bande est dite de type espace (resp. temps) si K est de type espace (resp.
temps) dans cette bande. On a la définition suivante, résultant du Lemme 2.8 de [3] :

Definition 1.1.2. Une bande lorentzienne (B,K) est dite :
(1) de type I : si les feuilletages définis par K et K⊥ sont des suspensions. (B,K) est un
ruban.
(2) de type II : si le feuilletage deK est une suspension et celui deK⊥ est une composante
de Reeb. (B,K) n’est pas un ruban.
(3) de type III : si le feuilletage de K est une composante de Reeb et celui de K⊥ une
suspension. (B,K) n’est pas un ruban.
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Sur les figures ci-dessous, le feuilletage de K est représenté en noir, et le feuilletage
orthogonal en rouge.

Type I band Type II band Type III band

FIGURE 1.1 – Une bande de type I, type II et type III

Par exemple, le tore de Clifton-Pohl contient 4 bandes maximales de type II.

FIGURE 1.2 – Le tore de Clifton-Pohl torus a des bandes de type II

Une selle contient 4 bandes de type III.

FIGURE 1.3 – Bandes de type III d’une selle
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L’existence de réflexions locales :
La présence d’un champ de Killing entraîne l’existence de réflexions locales. La ré-

flexion fixant une géodésique non dégénérée perpendiculaire au champ est une isométrie,
mais contrairement au cas riemannien, elle n’est définie que localement dès que la norme
de K s’annule (voir la figure ci-dessus). Nous mettons cela dans l’observation suivante :

- Observation : Soit U une composant connexe de X − {〈K,K〉 = 0}. Dans U , le
flot géodésique orthogonal à K peut être paramétré par 〈K⊥, K〉 = 0, 〈K⊥, K⊥〉 = ±1.
Le champ de vecteur ainsi obtenu est invariant par K, c’est-à-dire que [K⊥, K] = 0 ;
cela donne les coordonnées (u, v) ∈ I × R on U , dans lesquelles la métrique s’écrit
±du2 + h(u)dv2, où K⊥ = ∂u, K = ∂v. Nous observons que (u, v) 7→ (u,−v) est une
isométrie de U . Cette réflexion envoie K sur −K et permute les deux feuilletages de lu-
mière. Elle est appelée "réflexion générique".

Un atlas adapté à K

Si U est un ruban dansX et p ∈ U , on peut choisir un géodésique de lumière γ passant
par p, maximale dans U et transverse à K. Sur le saturé de la géodésique par le flot de K,
qui est égal à U par connexité, la métrique s’écrit

2dxdy + f(x)dy2,

où L = ∂x est un champ de lumière paramétré par 〈L,K〉 = 1 (le lemme de Clairaut
indique que cette quantité est bien constante) et K = ∂y. On appelle cela une "carte
adaptée". La coordonnée notée x, qui est bien définie à translation et changement de signe
près, est appelée "coordonnée transverse". Ainsi, la norme de K est donnée par f dans le
coordonne transverse ; elle s’annule sur les orbites de lumière de K contenues dans U et
transverses à L.
Lorsque 〈K,K〉(p) 6= 0, il existe une autre géodésique de lumière transverse à K et
passant par p, donnant lieu à une autre écriture 2dx′dy′ + f(−x′)dy′2 pour la métrique
sur un ouvert U ′ de X . Sur l’intersection U ∩ U ′, la norme de K ne s’annule pas : on
a donc l’existence d’une réflexion générique, c’est-à-dire une isométrie locale fixant une
géodésique perpendiculaire à K et permutant les deux feuilletages de lumière. Dans les
coordonnées (x, y) les réflexions génériques s’écrivent (cf. [3, Proposition 2.5])

φβ(x, y) = (x, 2(G(x) + β)− y),

où G est une primitive de −1/f , et y = G(x) +β est le graphe de la feuille du feuilletage
orthogonal à K fixée par la réflexion. On peut voir que le changement de coordonnée sur
U ∩ U ′ s’obtient en composant (x, y) 7→ (−x,−y) avec une réflexion générique.

Il existe donc un atlas deX privé des zéros deK tel que sur chaque ouvert la métrique
s’écrit 2dxdy+f(x)dy2, avecK = ±∂y, et que les changements de cartes sont donnés par
les réflexions génériques. On appelle cela "un atlas adapté à K". Bien sûr, il existe aussi
des coordonnées locales au voisinage des zéros du champ, où la métrique a une expression
de la forme 2dudv+α(udv−vdu)2, etK s’écrit u∂u−v∂v, avec α une fonction invariante
par K. On appelle cela une "carte exponentielle" (cf. [3, Proposition 2.35]).
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Exemple 1.1.3. Un atlas pour le tore de Clifton-Pohl, TCP

En choisissant la bonne paramétrisation des feuilletages de lumière, i.e. tel que 〈L,K〉 =
〈L′, K〉 = 1, nous montrons qu’un atlas adapté pour le tore de Clifton-Pohl est donné par
des ouverts Ui = Ii × R (i = 0, 1, 2, 3), avec Ii =] iπ

2
, iπ

2
+ π[, chaque ouvert étant

muni de la métrique 2dudv + sin(2u)dv2. Une réflexion générique sur Ui ∩ Ui+1 est
donnée par φ(u, v) = (u, log| sin(2u)

1−cos(2u)
| − v) ; elle envoie K sur −K et L sur −L′. Sur

deux cartes locales Ui et Ui+1 où la métrique est donnée par 2dudv + sin(2u)dv2 et
2du′dv′ + sin(−2u′)dv′2 respectivement, on obtient un changement de coordonnées en
composant (u, v) 7→ (−u,−v) avec une réflexion générique.

Classification des tores non élémentaires

Lorsqu’il n’y a pas d’orbite de lumière du champ (on appelle cela un tore élémentaire),
le revêtement universel du tore est complètement déterminé par la norme de K, comme
en riemannien. Dans la suite, on supposera qu’on a un tore non élémentaire. Dans ce cas,
la géométrie dépend d’une donnée combinatoire supplémentaire (qui détermine le type de
bandes). Ainsi, on a la proposition suivante

Proposition 1.1.4. ([3, Proposition 5.2]). Se donner une classe d’isométrie de revête-
ment universel de tore non élémentaire et non plat revient à se donner une fonction
f ∈ C∞(R,R) périodique non constante, qui s’annule, et munie d’un marquage pair,
modulo la relation d’équivalence f(x) ' 1

a2
f(ax+ b).

On appelle marquage pair de f la donnée d’un sous-ensemble fini (éventuellement
vide) de cardinal pair de l’ensemble des milieux des intervalles de R− f−1(0) sur la plus
petite période de f .

Pour s’en convaincre, soit (T,K) un tore non plat avec un champ de Killing K. Les
courbes intégrales de K étant fermées (voir la preuve du Théorème 3.25, [3]), le champ
possède une transversale fermée. Il s’ensuit que T ne contient pas de bandes de type III.
De plus, T contient un nombre fini de bandes de type II. Maintenant, on considère une
géodésique de lumière brisée γ dans T̃ transverse à K̃, dont les points de bifurcation
sont contenus dans les bandes de type II du tore. Cette géodésique est paramétrée par
|〈γ̇, K̃〉| = 1. Soit p un point de γ ; posons 〈γ̇(p), K̃(p)〉 = 1 ; cela définit une orientation
sur γ. On remarque que 〈γ̇, K̃〉 change de signe à chaque point de bifurcation. Notons γi
les géodésiques maximales contenues dans γ munie de l’orientation induite ; chaque γi
est contenue dans un ruban maximal dans lequel on a des coordonnées (x, y) telles que
K = ∂y, 〈∂x, ∂x〉 = 0 et 〈∂x, ∂y〉 = (−1)i. Ces rubans recouvrent le tore. Définissons lo-
calement dans chaque ruban ν = dy∧ dx ; on voit facilement que ν est une forme volume
bien définie sur T̃ . Il existe donc une submersion x : T̃ → R définie (à translation près)
par iKν = dx, induisant un difféomorphisme global entre l’espace des feuilles de K̃, noté
E(R2,K̃) dans [3], et R, faisant de cet espace une variété séparée de dimension 1 (voir [3,

Proposition 2.21]). La norme de K̃ se factorise alors en 〈K̃, K̃〉 = fox, où f est définie
sur E(R2,K̃), identifié à R. La submersion x coïncide, à translation et changement de signe
près, avec le coordonnée x de toute carte locale. La fonction f(x) ainsi obtenue est pério-
dique. Sur une période, le cardinal des points de bifurcation (qui correspond au nombre
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de bande de type II du tore) est nécessairement pair ; cette donnée induit un marquage de
f .

Soit maintenant (pk) la suite croissante des zéros de f dans la coordonnée x, tel que
les rubans définis par Uk = (Ik, (−1)k2dxdy + f(x)dy2), où Ik =]pk, pk+1[, sont maxi-
maux dans le tore (l’ensemble des zéros est en fait discret, car les bandes de type II ne
s’accumulent pas). On recolle les ouverts Uk et Uk+1 au moyen des réflexions locales
ψk(x, y) = (x, 2G(x) + y), où G est une primitive de −1/f sur Ik ∩ Ik+1. La surface ob-
tenue est le revêtement universel du tore muni de son champ de Killing K̃. Cette construc-
tion donne un atlas adapté du revêtement universel ; on dira qu’on a une structure modelée
surEu

f , ouEu
f -structure, sur (T̃ , K̃), qui, localement, est déterminée par la fonction f . Une

telle structure existe sur une surface lorentzienne connexe et saturée chaque fois que la
fonction norme du champ se factorise telle façon (voir [3, Proposition 3.19]).

Inversement, si on se donne une fonction périodique f , on peut définir de la même
manière une surface lorentzienne qui est le revêtement universel d’un tore. Si on se donne
de plus un marquage de f , cette surface est unique à isométrie près. Notons que si les Ii
sont choisis de façon que chacun d’eux ne contienne qu’un seul zéro de f , on obtient une
surface dont toutes les bandes sont de type II, car alors deux zéros consécutifs de 〈K,K〉
appartiennent à deux feuilletages de lumière différents. Si on choisit un Ii avec un nombre
arbitraire de zéros de f dans celui-ci, le tore va également contenir des bandes de type I.
Si le marquage est vide, la surface obtenue ne contient que des bandes de type I.

Definition 1.1.5 (Nombre minimal de bandes). On suppose que les composantes connexes
de {f 6= 0} ne s’accumulent pas. On définit n comme le nombre de zéros de f sur une pé-
riode. Ce nombre correspond au nombre de bandes du "plus petit" quotient du revêtement
universel donnant un tore avec la même Eu

f structure.

Ainsi, pour le tore de Clifton-Pohl, on a n = 2, car il est lui-même un revêtement à
2-feuillets d’un tore contenant 2 bandes, et ayant la même structure que TCP .
On ne considérera pas le cas où ces composantes connexes s’accumulent puisque l’hypo-
thèse de finitude locale est une condition nécessaire pour qu’un tore avec un champ de
Killing soit sans points conjugués (voir [3, Théorème 5.29]).

1.2 Extensions universelles des tores avec un champ de
Killing

Étant donné un tore non élémentaire, l’existence de réflexions locales qui sont des iso-
métries, et le fait qu’elles ne soient pas globalement définies va permettre d’étendre notre
surface.
Supposons que le revêtement universel de T est isométrique à un ruban R, on peut re-
coller une autre copie de R le long d’une des bandes du ruban, à l’aide d’une réflexion
générique de la bande. Appelons B cette bande. Étant donné que les réflexions permutent
les deux feuilletages de lumière, cela donne une extension propre de R qui est séparée.
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Les géodésiques de lumière horizontales de R, i.e. les courbes intégrales de ∂x, sont com-
plètes. Les géodésiques de lumière verticales intérieures aux bandes son incomplètes, à
l’exception de celles se trouvant à l’intérieur deB, car celles-ci sont les courbes intégrales
de ∂x de l’autre copie du ruban.

FIGURE 1.4 – Recollement de deux rubans le long d’une bande

Soit (E,K) une surface lorentzienne saturée et simplement connexe ; toute bande de
E est contenue dans deux rubans maximaux. La surface (E,K) est dite « réflexive » si
toute réflexion locale générique de (E,K) (définie à l’intérieur d’une bande) s’étend iso-
métriquement à la réunion des deux rubans maximaux recouvrant cette bande (cf. [3,
Définition 3.7] ; voir Figure 1.2 ci-dessus).

Le théorème suivant de [3] montre que le revêtement universel d’un tore peut être
étendu en une surface maximale, unique sous certaines hypothèses, et dont toutes les géo-
désiques de lumière sont complètes (on dira L-complète). L’existence de cette extension
sera utilisée de manière essentielle dans ce travail ; on appelle la surface lorentzienne
ainsi obtenue "l’extension universelle" du tore. Énonçons quelques propriétés essentielles
de cette surface. Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I → R une fonction
lisse. Notons Rf = (R,K) la surface (R = I ×R, 2dxdy + f(x)dy2), (x, y) ∈ R, avec
un champ de Killing K = ∂y ; on l’appelle le "ruban associé à f". Rf− désigne le ruban
associé à f−, défini pour −x ∈ I par f−(x) = f(−x).

Theorem 1.2.1. ([3, Proposition 3.3, Théorème 3.25]). Soit (T,K) un tore lorentzien
avec un champ de Killing non trivialK, (T̃ , K̃) son revêtement universel. Soit f : R→ R

la fonction induite par 〈K̃, K̃〉 dans la coordonnée x. Il existe une surface lorentzienne
maximale (Eu

f , K
u) homéomorphe à R2 telle que (T̃ , K̃) se plonge isométriquement dans

Eu
f , et Eu

f est L-complète et réflexive. Cette extension est unique et chaque ruban maximal
contenu dans (Eu

f , K
u) est isométrique soit à Rf soit à R−f .
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La surface Eu
f satisfait la propriété remarquable de réflexivité suivante :

Proposition 1.2.2. ([3, Lemma 3.10]). Les réflexions génériques de tout ruban contenu
dans Eu

f s’étendent en des isométries globales de Eu
f .

Si le tore ne contient pas d’orbite de lumière du champ, l’extension recherchée du
revêtement universel est égale à celui-ci.
Soit (T,K) un tore lorentzien non élémentaire avec un champ de Killing K, et Eu

f l’ex-
tension du revêtement universel donnée dans le Théorème 1.2.1 ci-dessus. Cette surface
lorentzienne est obtenue en deux opérations. En gros, elles consistent à :

1. Recoller des copies de Rf , le ruban maximal défini ci-haut, le long des bandes,
en utilisant des réflexions génériques. Cette opération étend les géodésiques de lumière
intérieures aux bandes en des géodésiques complètes ;

2. Ajout de points selles : une "selle symétrique" est obtenue dans [3], Proposition
2.29, comme l’extension d’un domino dont l’unique orbite de lumière de K est incom-
plète, par une surface simplement connexe contenant un zéro unique de K, et dont la
métrique est symétrique par rapport à p. Cette extension est unique à isométrie près ([3,
Proposition 2.37]). Cela étend les orbites de lumière de K qui sont géodésiquement in-
complètes en des géodésiques complètes. Avec un choix approprié des réflexions géné-
riques dans la première opération, on peut rendre cette extension compatible avec la sur-
face obtenue dans l’étape 1 (cf. [3, Proposition 3.3]).

Adjonction de selles :

Une surface lorentzienne munie d’un champ de Killing complet est une selle si elle
est simplement connexe et si le champ admet un unique zéro, appelé point selle. Si une
surface vérifie la propriété de réflexivité de la Proposition 1.2.2 ci-dessus (en particulier
dans le cas des surfaces analytiques maximales, [3, Proposition 3.8]), les selles conte-
nues dans la surface sont symétriques par rapport au point selle. Cependant, en général
(dans le cas lisse), il existe des selles non symétriques ; en particulier, un domino dont
l’orbite de lumière de K est incomplète admet une infinité d’extensions par des selles non
symétriques.

Une quasi-selle est définie dans [3] comme une surface lorentzienne homéomorphe
au cylindre, munie d’un champ de Killing ne s’annulant pas, et admettant 4 feuilles de
lumière incomplètes et découpant la surface en 4 bandes de type Reeb.
La Proposition 2.32 [3] caractérise les quasi-selles qui peuvent être complétées en selles,
en ajoutant un zéro du champ. Nous aurons besoin de cette caractérisation dans le chapitre
2 ; afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, nous terminons ce paragraphe en revenant
plus en détail sur le processus d’adjonction de selles.

Proposition 1.2.3. ([3, Proposition 2.32], complétion d’une quasi-selle). Une quasi-selle
se complète en une selle (par l’adjonction d’un zéro du champ) si et seulement si l’ho-
lonomie de la structure projective transverse du feuilletage orthogonal au champ vaut
l’identité.
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Soit (X,K) une surface lorentzienne munie d’un champ de Killing complet et sans
zéros. Si les feuilles de lumière de K sont incomplètes et découpent X en bandes de type
Reeb, alors le feuilletage orthogonal au champ K admet une (unique) structure projec-
tive transverse invariante par l’action du flot de K ([3, Proposition 2.27]). Le feuilletage
orthogonal au champ d’une quasi-selle admet donc une structure projective transverse in-
variante.

Supposons que (X,K) est une quasi-selle. X peut être recouvert par 4 dominos
Ui, i ∈ {1, 2, 3, 4} tels que Ui ∩ Ui+1 6= ∅ ; chaque domino étant muni de sa carte adap-
tée. Le changement de cartes sur Ui ∩ Ui+1 est donné par (xi+1, yi+1) = θi(xi, yi), avec
θi(xi, yi) = (−xi, yi − 2Gi(xi)), où Gi est une primitive de −1/fi.

L’espace des feuilles du feuilletage orthogonal est un cercle recouvert par 4 cartes
affines. Sur chaque ouvert Ui, on a un paramètre affine pour K⊥ (unique à homothétie
près) donné par une submersion ζi : Ui → R valant 0 sur l’unique orbite de lumière de
K ; ζi s’écrit dans les coordonnées adaptées :

ζi =
φi(xi)e

λiyi

λi
fi(xi), (1.1)

où λi = f
′
i (0) (les orbites de lumière de K étant incomplètes, on a λi 6= 0 ; de plus, pour

tout i, λi + λi+1 = 0) et φi est une solution non nulle de l’équation différentielle

φ
′

i(xi)fi(xi) + φi(xi)f
′

i (xi) = λiφi(xi).

Remarquons que l’action d’une homothétie de rapport α > 0 sur le paramètre affine
induit un décalage de la coordonnée verticale y′ = y + 1

λ
lnα. Fixer le paramètre affine

à homothétie près dans R∗+, sur un ouvert Ui, revient donc à choisir une origine pour la
coordonnée y du flot de K sur Ui.

Dans Ui ∩ Ui+1, en prenant une orbite de K comme transversale au feuilletage or-
thogonal, on voit que l’action de θi sur K⊥ est donnée par ζiζi+1 = (ζ?1 )2, où ζ?1 est le
paramètre dans Ui de la géodésique orthogonale fixe par la réflexion−θi. Par suite l’holo-
nomie de la structure projective transverse à K⊥ est l’homothétie de rapport ν =

( ζ?2 ζ?4
ζ?1 ζ

?
3

)2
.

Sur U5 = U1 on a donc ζ5 = νζ1 ; de plus, dans les coordonnées adaptées le paramètre ζ?i
s’écrit

ζ?i =
φi(xi)e

λiGi(xi)

λi
fi(xi)

(cela découle de (1.1), en se rappelant que l’équation de l’axe de la réflexion −θi dans
les coordonnées (xi, yi) est donnée par yi = Gi(xi)). D’après la Proposition 1.2.3, X se
complète en une selle si et seulement si

( ζ?2 ζ?4
ζ?1 ζ

?
3

)2
= 1.

Appelons li la géodésique de lumière dans Ui portée par la droite {yi = 0} ; pour
i ∈ {1, 2, 3} on a li+1 ∩ Ui = θi(li ∩ Ui+1). La relation ζ5 = νζ1 étant équivalente à
y5 = y1 + 1

λ1
ln ν, la condition ci-dessus est alors équivalente à l1 ∩ U4 = θ4(l4 ∩ U1).

Si les réflexions −θ1,−θ2,−θ3 sont fixées, la condition l1 ∩ U4 = θ4(l4 ∩ U1) détermine
la réflexion −θ4, dont l’axe de réflexion est alors la géodésique orthogonale passant par
l1∩ l4. Il est donc toujours possible de modifier θ4 de façon à avoir ν = 1, et donc de sorte
que la quasi-selle se complète en selle.
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Question : les constructions de rubans et de selles dépendent-elles continûment
de la métrique?

Les lemmes que nous prouvons dans ce paragraphe seront utilisés dans la section
4.2.1 lorsque nous étudierons la convergence des champs de Killing pour les métriques
convergentes.
Soit (T,K) un tore lorentzien avec un champ de Killing K, et soit Eu

f l’extension de
son revêtement universel, donnée dans le théorème 1.2.1 ci-dessus. Rappelons que cette
surface lorentzienne est obtenue en utilisant deux opérations :
1. recoller des copies de Rf , le ruban maximal défini dans le Théorème 1.2.1, le long des
bandes, en utilisant des réflexions génériques ;
2. ajout de points selles.

Notons U un domino dont l’unique orbite de lumière deK est incomplète ; on a vu que
U admet une unique extension Ũ par une selle symétrique. Écrivons U = I×R, 2dxdy+
f(x)dy2 dans les coordonnées locales, avec f(0) = 0 et f ′(0) = λ , λ 6= 0 (Remarque
3.3.15). La métrique de Ũ s’écrit ([3, Proposition 2.29])

1

λ
[v2h(uv)du2 − 2(j(uv) +

1

j(uv)
)dudv + u2h(uv)dv2]; uv ∈ I, v ∈ R, (1.2)

où x = uv; j, h ∈ C∞(I,R), tel que j(x) =
∫ 1

0
f
′
(tx)dt et h(x) =

∫ 1

0
l
′
(tx)dt, avec

l(x) = j(x)− 1
j(x)

, et le champ de Killing correspond à K = 2
λ
(u∂u − v∂v).

On veut savoir comment ces objets, à savoirRf et les selles, dépendent de la métrique.
Nous verrons que si le champ de Killing dépend continment de la métrique, alors ces ob-
jets aussi.
Soit T̃ un revêtement universel de T , et K̃ son champ de Killing. Rappelons que la norme
de K̃ peut s’écrire 〈K̃, K̃〉 = fox, où x ∈ C∞(T̃ ,R) est définie à translation et change-
ment de signe près, et f ∈ C∞(R,R). On peut rendre la construction de x plus géomé-
trique en regardant la preuve de la Proposition 2.21, [3]. Fixons p ∈ T̃ , et considérons une
base hyperbolique orientée positivement (X, Y ) dans X(T̃ ), i.e. 〈X,X〉 = 〈Y, Y 〉 = 0 et
〈X, Y 〉 = 1. Définissons une forme volume ν en posant ν(X, Y ) = 1 ; ν ne dépend pas du
choix de la base. Définissons une 1-form ω := iK̃ν ; cette forme est fermée, donc exacte
puisque T̃ est simplement connexe, donc il existe (une unique) fonction x ∈ C∞(T̃ ,R)
telle que ω = dx et x(p) = 0. Il est facile de voir que cette fonction x coïncide avec celle
définie avant.
L’espace X(T ) des champs de vecteurs lisses sur T , ainsi que LK(T ), sont munis de la
topologie Cr.

Lemme 1.2.4. Soit (g,K) ∈ LK(T ) × X(T ) une métrique non plate sur T , telle que
LKg = 0, et soit (gn, Kn) une suite de métriques dansLK(T )×X(T ) telles que ∀n,LKngn =

0 et (gn, Kn)
Cr→ (g,K). Alors la suite de rubans Rfn , où fn est la fonction induite par la

norme de Kn, converge vers Rf , où f est induite par la norme de K, pour la topologie
Cr.

Démonstration. Pour tout n, on peut choisir une forme volume lorentzienne νn qui définit
la coordonnée transverse xn en posant iK̃nνn = dxn et xn(p) = 0, telle que la suite νn
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converge vers ν. Par definition xn converge Cr vers x sur toute partie compacte de T̃ .
Maintenant, considérons une courbe c partout transverse à K̃ et K̃n pour n assez grand,
et coupant chaque feuille de K̃ une seule fois. Définissons I = {c(t), t ∈ R} sur lequel
x et xn sont des difféomorphismes. En écrivant f = g(K̃, K̃)ox−1, on obtient la Cr

convergence de fn vers f sur toute partie compacte de R, donc partout, puisqu’elles sont
périodiques. Ce qui termine la preuve.

Lemme 1.2.5. Soit (U,K), U = I × R, un domino lorentzien où l’unique orbite de
lumière de K (représentée par x = 0) est incomplète. Notons g la métrique sur U et soit
(gn, Kn) une suite de métriques sur U telles que (gn, Kn)

Cr→ (g,K), avec r ≥ 2. Alors il
existe un voisinage J de 0 tel que l’extension V := J ×R pour la métrique gn, notée Ṽn,
converge Cr−2 vers Ṽ , l’extension pour la métrique g.

Démonstration. Commençons par le fait suivant :

Fait 1.2.6. Soit Fn une suite de fonctions définies sur une variété compacte M à valeurs
dans R, qui converge uniformément vers F . Supposons que F admet un unique zéro dans
M que l’on note p, et que Fn admet un unique zéro pn dans M pour tout n ∈ N. Alors la
suite pn converge vers p dans M .

Maintenant, soit p un point sur l’orbite de lumière de K dans U ; la coordonnée trans-
verse pour la métrique g satisfait x(p) = 0. Sur un voisinage de cette orbite, il existe une
unique orbite de lumière deKn pour n assez grand (le zéro de f dans U est simple compte
tenu de la Remarque 3.3.15), donc soit pn un point sur cette orbite tel que la suite (pn)
converge vers p (cela est possible par le Fait 1.2.6 ci-dessus). Notons xn ∈ C∞(U, In)
la coordonnée transverse de gn telle que xn(pn) = 0. Puisque In converge vers I et fn
est proche Cr de f , on peut trouver un voisinage J de 0 sur lequel f et fn sont toutes
définies pour n assez grand, avec fn admettant un unique zéro dans J . La conclusion du
lemme est donc une conséquence de l’Equation (1.2) qui donne les expressions explicites
des extensions.

Remarque 1.2.7. Nous signalons que ces lemmes affirment la convergence des rubans
et des selles en tant qu’objets abstraits liés à la métrique, c’est-à-dire dépendant uni-
quement de f . Nous n’avons rien dit sur les coordonnées locales (x, y) et (u, v). En fait,
nous verrons dans le paragraphe4.2.1 que ces cartes locales dépendent continûment de
la métrique.



Chapitre 2

Surfaces simplement connexes
complètes avec champ de Killing

L’espace des feuilles d’une structure feuilletée du plan R2 est une variété de dimen-
sion 1 à base dénombrable et simplement connexe (en général non séparée) : Haefliger-
Reeb [19]. Se donner une surface lorentzienne simplement connexe et maximale munie
d’un champ de Killing donne lieu à une structure feuilletée du plan éventuellement singu-
lière ; les singularités sont des points selles adhérents à 4 orbites de lumière du champ de
Killing (voir la preuve de la Proposition 2.20 [3]). L’espace des feuilles d’un tel feuille-
tage n’est pas simplement connexe, mais cela donne lieu à une jolie variété de dimension
1 étalée dans R. Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous examinons la topologie
de cette variété ; nous verrons en particulier que certaines propriétés géométriques de la
surface ont des conséquences directes sur la topologie de la variété des feuilles.

A partir de la géométrie des surfaces lorentziennes simplement connexes admettant un
champ de Killing complet, décrite dans [3] et introduite dans le Chapitre 1, nous donnons
dans le second paragraphe une description de ces surfaces à partir de deux données : la
donnée d’une variété riemannienne orientable de dimension 1 (généralement non sépa-
rée), qui fera office de la variété des feuilles, munie d’une donnée combinatoire, et d’une
fonction lisse définie dessus. Une fois obtenue cette correspondance, nous exhiberons des
classes de variétés dans lesquelles un critère simple de complétude sera donné. En parti-
culier, nous pouvons décrire, dans ce langage, toutes les surfaces lorentziennes complètes,
simplement connexes et maximales, admettant un champ de Killing complet, et qui sont
à courbure bornée. En effet, se donner une telle surface revient à se donner

1. une variété riemannienne orientable de dimension 1 dont la topologie est décrite
dans le paragraphe 2.1 de ce chapitre, munie d’une donnée combinatoire, et vérifiant
une certaine propriété de « faible » complétude géodésique qui sera précisée dans
le paragraphe 2.3,

2. une fonction lisse définie sur la variété des feuilles à valeurs dans R, de dérivée
seconde bornée.

Parmi les surfaces lorentziennes simplement connexe et maximales avec un champ de
Killing complet, il y a ce que nous appelons les "petites surfaces" qui contiennent un

27
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nombre fini de rubans (Définition 2.3.12). Nous obtenons une condition nécessaire et
suffisante pour la complétude de ces surfaces.

2.1 Espace des feuilles
Soit (X,K) une surface lorentzienne simplement connexe admettant un champ de

Killing K non trivial et complet. On note EX la variété des feuilles de K. La coordonnée
transverse x ∈ C∞(X,R) induit un difféomorphisme local de EX sur R, faisant de EX
une variété de dimension 1 non séparée, étalée dans R, et que l’on peut munir d’une
structure riemannienne en prenant la métrique σ = dx2. Dans ce paragraphe, nous allons
examiner la topologie et la géométrie de cette variété :

• Quels sont les branchements possibles dans EX ? Quelle est leur combinatoire (contraintes
globales sur les points de branchement) ?

• La complétude de EX (vue comme une variété riemannienne)?

Dans le cas élémentaire, i.e. lorsque la norme de K ne s’annule pas, l’espace des feuilles
est homéomorphe à la droite réelle ; en effet, X étant homéomorphe au plan, le cône iso-
trope définit deux feuilletages de lumière dont les feuilles sont homéomorphes à la droite
réelle, et qui sont de plus partout transverses à K du fait que la norme du champ ne s’an-
nule pas. L’espace des feuilles peut alors être paramétré par une géodésique de lumière
maximale. Dans la suite, nous supposerons que X est non élémentaire.

Nous verrons que certaines données géométriques de la surface ont des conséquences
sur la topologie de l’espace des feuilles ; nous distinguons en particulier les cas suivants :

1. X maximale ;

2. X L-complète ;

3. X analytique et maximale.

On rappelle qu’une surface munie d’un champ de Killing L-complète est maximale et
n’a pas de selles à l’infini (i.e. toute orbite de lumière du champ est incluse dans une
géodésique de lumière complète, cf. [3, Définition 3.2]).
On appelle "point de branchement" de EX un point non séparé de cette variété. Notons B
l’ensemble de ces points, et Σ l’ensemble des composantes connexes de EX −B. Pour la
suite, il convient de poser les deux définitions suivantes :

Definition 2.1.1. Un point de branchement p de EX est dit simple si l’ensemble Vp des
points q 6= p non séparés de p possède l’une des deux propriétés suivantes :
- Vp est réduit à un point ;
- Vp contient exactement deux points distincts qui sont eux-mêmes séparés.

Definition 2.1.2. Un branchement d’ordre n ∈ N≥3 est un cycle d’ordre n de points de
branchement simples. Autrement dit, une famille de points (pi)i∈Z/nZ telle que pour tout
i ∈ Z/nZ, pi est un point de branchement simple, avec Vpi = {pi−1, pi+1} et pi−1, pi+1

séparés.
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p1 p2

p3

FIGURE 2.1 – Branchements simples ; branchements d’ordre 3 et 4

On parlera également de "branchement d’ordre infini", pour lequel les points de bran-
chement simples (en nombre infini) sont indexés par Z au lieu de Z/nZ, et de "branche-
ment fini", pour lequel ces points sont indexés par une partie finie de N.

Les points de branchement possibles dans la variété des feuilles sont décrits dans [3],
p. 34. Nous exposons d’abord l’essentiel de ce qui est dit avant de pouvoir décrire com-
plètement la topologie de cette variété. Les points de branchement de EX correspondent
précisément aux orbites de lumière de K qui bordent les carrés de X ; autrement dit, aux
bords des composantes connexes de {〈K,K〉 6= 0} dans X . Lorsque X est maximale, la
variété des feuilles est composée

• d’intervalles Ii, i ∈ I , tels que {〈K,K〉 6= 0} = qi∈IIi et

Ii
EX

=


l’espace des feuilles d’un carré

ou

l’espace des feuilles d’une bande de type III voisine de l’infini

FIGURE 2.2 – L’espace des feuilles d’une bande de type III (à gauche) et d’un carré (à
droite)

• d’intervalles Jj, j ∈ J , tels que
◦

{〈K,K〉 = 0} = qj∈JJj , et

Jj
EX

=


l’espace des feuilles de l’adhérence d’une composante de 〈K,K〉 = 0

ou
l’espace des feuilles de l’adhérence d’une composante voisine de l’infini
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Ceci est équivalent à dire que lorsqueX est maximale, et siU est une composante connexe
de X − {〈K,K〉 = 0}, alors l’adhérence de U dans X privée des zéros de K est soit un
carré lorentzien soit une bande de type III ; ceci est démontré dans la Proposition 2.20 [3].
Notons que si X n’est pas maximale, les intervalles de EX −B dont l’adhérence dans EX
est un segment à bord séparé, sont les espaces des feuilles de bandes de type I ou II, de
demi-bandes, ou de composantes du fermé F := {〈K,K〉 = 0}.

Ces segments peuvent s’accumuler. Enfin, dans le fermé F feuilleté par des orbites de
lumière de K on trouvera également des points séparés qui apparaissent comme points
d’accumulation de branchements simples (sortes de bandes -feuilletées par des orbites de
lumière de K- écrasées).

Une feuille de lumière de K isolée dans F borde deux carrés adjacents. Notons f la
fonction induite par la norme du champ dans le ruban contenant cette feuille. La figure
suivante montre comment les segments correspondants aux carrés sont raccordés dans
l’espace des feuilles, suivant que f change de signe ou pas.

f change de signe

f ne change pas de signe

FIGURE 2.3 – Raccordement des carrés dans l’espace des feuilles

FIGURE 2.4 – Présence d’une composante feuilletée par des orbites de lumière de K

D’un point de vue topologique, les espaces des feuilles représentés dans la figure 2.3
sont les mêmes. La seule considération de l’espace des feuilles ne suffit donc pas à ca-
ractériser le feuilletage. Par exemple, à une variété possédant 3 points de branchement
simples, on peut associer deux classes de conjugaison pour les feuilletages non orientés
(voir [14] ; dans cet article, Godbillon donne une classification topologique des feuille-
tages du plan dont l’espace des feuilles admet un nombre fini de points de branchement).
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FIGURE 2.5 – Deux classes de feuilletages associés à une variété à 3 points de branche-
ment simples

Definition 2.1.3. Une variété lisse E de dimension 1 est dite « étalée dans R » si et
seulement s’il existe un difféomorphisme local de E dans R.

Étant donnée une variété de dimension 1 étalée dans R et orientée, on distingue dans
la définition qui suit deux types de non séparation pour ses points de branchement.

Definition 2.1.4. Soit E une variété de dimension 1 étalée dans R par une fonction x ∈
C∞(E ,R). Soient p et q deux points non séparés de E . On dira que p et q ne sont pas
séparés à droite (resp. à gauche) et on note pRd q (resp. pRg q) si, étant donnés deux
voisinages Vp et Vq de p et q respectivement, x(Vp ∩ Vq) est à droite (resp. à gauche) de
x0.

Il n’est pas difficile de voir queRd etRg sont des relations d’équivalence. Si p est un
point non séparé de E , on note [p]d (resp. [p]g) la classe d’équivalence de p pour la relation
Rd (resp. Rg). Lorsque E = EX pour une certaine surface lorentzienne (X,K) simple-
ment connexe, les points non séparés de EX sont des points de branchement simples ; par
conséquent, ces classes d’équivalence sont de cardinal 1 ou 2.

Remarque 2.1.5. Si p est un point non séparé de EX tel que #[p]d = #[p]g = 2, alors
l’orbite de lumière deK correspondante est isolée dans le fermé F := {〈K,K〉 = 0}, car
alors elle borde deux bandes dans X ; la réciproque est vraie si de plus X est supposée
maximale (voir la preuve de la Proposition 2.1.6).

On rappelle qu’un branchement infini est défini comme un cycle infini dénombrable
de points de branchement simples (cf. commentaire qui suit les définitions 2.1.1 et 2.1.2).
On dira qu’un branchement infini est borné à droite (resp. à gauche) s’il contient un point
de branchement p tel que #[p]d = 1 (resp. #[p]g = 1) ; ce point est alors appelé "bord
à droite" (resp. "à gauche") du branchement infini. Une chaine de points de branchement
qui est bornée à droite et à gauche est un branchement fini.

Si p est le bord dans EX d’un branchement fini, ou infini borné d’un côté, i.e. #[p]d = 1
ou #[p]g = 1, alors il apparaitra dans la preuve de la Proposition 2.1.6 (voir aussi la Re-
marque 2.1.5 ci-dessus) que l’orbite de lumière lp correspondante dans X n’est pas isolée
dans le fermé {〈K,K〉 = 0}. Si la norme du champ est identiquement nulle à gauche
(resp. à droite) de p (ici "gauche" et "droite" font référence à une orientation sur l’espace
des feuilles), alors lp est le bord à gauche (resp. à droite) d’une partie dans X feuilletée
par des orbites de lumière de K ; par conséquent, p est le bord à gauche (resp. à droite)
d’une composante de Σ d’adhérence séparée dans EX . Si #[p]d = 1 (resp. #[p]g = 1) et
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si la norme du champ n’est pas identiquement nulle à droite (resp. à gauche) de p, alors
dans le ruban contenant lp on a des bandes qui s’accumulent sur lp, et p apparait alors
comme un point non isolé dans le sous-ensemble des points de branchement séparés de p.
Cela nous conduit à définir la propriété (P) suivante :

(P) : si p est le bord dans E d’un branchement fini, ou infini borné d’un côté, alors p
n’est pas isolé dans le sous ensemble des points de B séparés de p, ou p est le bord d’une
composante de Σ d’adhérence séparée dans E .

Proposition 2.1.6. Soit (X,K) une surface lorentzienne non élémentaire simplement
connexe munie d’un champ de Killing K non trivial. Alors EX est une variété (connexe)
de dimension 1 à base dénombrable (en général non séparée), dont les points non sépa-
rés sont des points de branchement simples raccordés en leurs extrémités comme sur les
figures 2.3 et 2.4. Et

1. si X est maximale sans zéro de K, alors EX est simplement connexe et vérifie la
propriété (P). De plus, sur un branchement fini ou infini fixé, les orbites de lumière
correspondantes du champ sont toutes de même nature (complètes ou pas).

2. si X est L-complète, alors EX vérifie la propriété (P), et les seuls cycles de points
de branchement simples sont des cycles d’ordre 4.

Démonstration. 1) Supposons que X est maximale sans zéro du champ. Étant donné que
K n’a pas de zéro, on a un feuilletage du plan, et la simple connexité découle de la Pro-
position 1 p. 121, [19].
Pour montrer la deuxième partie, considérons U un domino lorentzien contenu dans X et
f ∈ C∞(I,R), I = x(U), la fonction telle que fox = 〈K,K〉. Posons x0 = 0 en l’unique
zéro de f(x) dans I , et fixons une composante U0 =]−m, 0]×R de U −{〈K,K〉 = 0} ;
où m ∈ R est la longueur du segment EU0 . En prenant la carte adaptée induite par
l’autre feuilletage de lumière, on a un ruban Û0 =]0,m[×R, 2dxdy + f̂(x)dy2, tel que
f̂(x) = f(m − x), contenu dans U , et qui est maximal dans celui-ci. Il est clair que f̂
s’étend en une fonction g définie sur un intervalle ]0,m

′
[, m′ > m, puisque f̂ a le même

germe en x = m que f en x = 0. On définit alors une extension propre de U en recollant
un ruban Rg le long de U0 à l’aide d’une réflexion de U0. Ainsi, si X contient un domino
U , elle contient aussi, par maximalité, une extension de U de la forme précédente. Si on
note p le point de branchement dans EX correspondant à l’orbite (isolée) de lumière de K
dans U , cela entraine en particulier que #[p]d = #[p]g = 2. De plus, x = 0 est un zéro
simple de f si et seulement si x = m est un zéro simple de g ; par conséquent, les orbites
de lumière de K correspondantes sont de même nature, complète ou pas (cf. Remarque
3.3.15). Pour conclure, remarquons que EX ne peut contenir un branchement d’ordre fini
puisqu’elle est simplement connexe ; ces opérations donnent alors forcément un branche-
ment fini ou infini, lesquels vérifient la propriété (P).

2) Supposons maintenant que X est L-complète, et considérons un domino lorentzien
U contenu dans X . On a deux situations distinctes :

• Si l’orbite de lumière de K est semi-complète, la seule façon de la compléter est de
rajouter un point selle, cf. [3]. Par conséquent, U est contenu dans une selle de X ,
et EX au voisinage de cette singularité du champ est un branchement d’ordre 4.
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• Si l’orbite de lumière de K est complète, on montre que X contient une extension
du domino de la forme obtenue dans 1). Si on parvient donc à montrer que EX ne
contient pas de branchement d’ordre fini en dehors d’une selle, alors cette construc-
tion donne forcément un branchement fini ou infini vérifiant la propriété (P) (rap-
pelons qu’une surface L-complète est maximale). Pour ce faire, remarquons qu’un
branchement d’ordre fini dans EX donne lieu à un cycle de rubans dans X . Or, X
étant simplement connexe, tout cycle de rubans, d’après le Lemme 3.13, [3], est
constitué de 4 rubans autour d’un point selle. Ce qui achève la preuve.

FIGURE 2.6 – Extension d’un domino via une réflexion locale

Sur EX on peut définir la relation binaire suivante : pour p, q ∈ EX , pRq si et seulement
si p et q ne sont pas séparés. Évidemment,R n’est pas une relation d’équivalence car elle
n’est pas transitive ; on définit alors R̃ comme la relation d’équivalence engendrée parR.

Definition 2.1.7. On appelle "le séparé de EX", noté G(EX), le graphe obtenu en quo-
tientant EX par la relation d’équivalence R̃. Autrement dit, G(EX) := EX/R̃.

Proposition 2.1.8. Soit (X,K) une surface lorentzienne simplement connexe munie d’un
champ de Killing K non trivial. Alors G(EX) est un arbre pouvant admettre des sommets
de valence infinie, ainsi que des branches infinies.

Démonstration. On sait que les seules cycles de EX sont les branchements d’ordre 4,
conséquence du Lemme 3.13, [3]. La définition du séparé de EX fait que le graphe obtenu
est alors un arbre.

Remarque 2.1.9. Si (X,K) est une surface lorentzienne avec champ de Killing K, la
fonction f ∈ C∞(EX ,R) induite par la norme du champ s’annule sur tous les points non
séparés de EX , et vérifie la propriété suivante : si f est de rang 1 (resp. de rang 0) en un
point p de EX , elle est également de rang 1 (resp. de rang 0) en tout point q non séparé
de p.

Remarque 2.1.10. Dans [19] p. 115, les auteurs définissent une structure différentielle
sur le branchement simple telle que toute fonction de classe C∞ définie dessus est de rang
0 à l’origine. Ils donnent de même des exemples de variétés de dimension 1 admettant une
structure différentiable de classe C∞ telle que toutes les fonctions différentiables sur ces
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variétés se réduisent à des constantes. Cette propriété pathologique est écartée dans le
cas de EX du fait qu’il existe une fonction x : EX → R qui est un difféomorphisme local,
donc partout de rang 1. En particulier, si h ∈ C∞(EX ,R) il n’y a aucune contrainte sur
les zéros de h à part celle donnée dans la Remarque 2.1.9.

Géodésiques distinguées de l’espace des feuilles
Soit (X,K) une surface lorentzienne maximale simplement connexe admettant un

champ de Killing K non trivial. Rappelons que EX est étalée dans R par un difféomor-
phisme local x ∈ C∞(E ,R) ; en particulier, EX est orientable, orientée par dx. L’orien-
tation de K induit un ordre sur les paires de points {p1, p2}, où p1 et p2 sont deux points
non séparés de EX . Nous noterons (p1, p2), p1 < p2, la paire ordonnée d’origine p1 et
d’extrémité p2.

Definition 2.1.11. On appelle "géodésique distinguée" de EX une géodésique orientée
associée à un ruban, et qui est maximale.

L’intersection de deux géodésiques distinguées est soit vide soit un élément de Σ dont
l’adhérence dans EX est un segment fermé ou un intervalle semi-fermé, à bord double.

Soit γ une telle géodésique, et soit σ une composante connexe de EX − B conte-
nue dans γ, dont l’adhérence dans EX est un segment fermé à bord double. Le bord du
segment est donné par deux paires ordonnées (p1, p2) et (q1, q2). La géodésique est carac-
térisée par le fait qu’elle passe par p1 et q2 (ou p2 et q1), ceci pour toute composante σ
de EX−B contenue dans γ, dont l’adhérence dans EX est un segment fermé à bord double.

Notation : On rappelle que l’ensemble des composantes connexes de EX −B est noté
Σ. On notera Σ0 le sous-ensemble de Σ des éléments dont l’adhérence dans EX est un
segment fermé à bord double.

Pour σ ∈ Σ0 fixé, notons ∂1σ (resp. ∂2σ) le bord à gauche (resp. à droite) de σ com-
posé de deux points non séparés. Il y a deux géodésiques distinguées de EX contenant σ,
et celles-ci définissent une bijection µσ : ∂1σ → ∂2σ.

Soit maintenant φ : (X1, K1) → (X2, K2) une isométrie entre deux surfaces lorent-
ziennes simplement connexes préservant l’orientation des espaces des feuilles. Alors φ
induit un difféomorphisme h : EX1 → EX2 tel que x1 = x2 o h + α, α ∈ R, et f1 = f2

o h. De plus, h induit une bijection h̄ : Σ0 → Σ
′
0, et pour tout σ ∈ Σ0 et σ′ ∈ Σ

′
0 tels

que h̄(σ) = σ′, on a µ′σ = h o µσ o h−1. Cela revient à dire que h envoie les géodésiques
distinguées de EX1 sur celles de EX2 .

Géodésiques distinguées d’une variété étalée

Definition 2.1.12. Soit E une variété de dimension 1 à base dénombrable, étalée dans R.
On dit que E admet une topologie T si elle vérifie les propriétés suivantes :

(1) Les points non séparés sont des points de branchement simples, vérifiant la pro-
priété (P).

(2) Les seuls cycles de points de branchement simples sont des cycles d’ordre 4.
(3) Le séparé de E est un arbre.
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Soit E une variété lisse étalée dans R admettant une topologie T. Pour tout élément
σ ∈ Σ0, dont l’adhérence dans E est notée σ̄, il existe un homéomorphisme de E qui fixe
les deux points non séparés à droite et permute les deux points non séparés à gauche de σ̄,
donc on voit que la seule donnée topologique de la variété E ne permet pas de distinguer
les points non séparés, et donc de définir une notion de géodésique distinguée qui coïn-
cide avec celle donnée dans la Définition 2.1.11 pour E = EX . Nous introduisons donc
une donnée supplémentaire sur E , que nous appelons « une assignation » et qui permet
de définir des géodésiques distinguées sur E , telle qu’un homéomorphisme h : E → E ′

envoie les géodésiques distinguées de E sur celles de E ′ si et seulement si cette donnée
est invariante par h.

Soit E une variété étalée dans R de topologie T. Fixons σ ∈ Σ0 ; il y a deux bijections
possibles de ∂1σ = {a, a′} dans ∂2σ = {b, b′}. La donnée d’une bijection φσ détermine
deux chemins distincts sur σ̄ dont l’intersection est σ ; ils sont donnés par [a→ φσ(a)] et
[a′ → φσ(a′)].

Definition 2.1.13. Soit E une variété étalée dans R de topologie T. Fixons une bijection
φσ pour chaque élément σ ∈ Σ0. Une géodésique de E est dite distinguée si pour tout
σ ∈ Σ0, la géodésique suit un chemin défini par φσ.

Comme il n’y a pas de cycle dans le séparé G(E) de E , ces géodésiques sont bien
définies.

Definition 2.1.14. Soit E une variété étalée dans R de topologie T. Une assignation A
sur E est la donnée d’une bijection Aσ : ∂1σ → ∂2σ pour chaque élément σ ∈ Σ0.

Il y a donc une bijection entre le nombre d’assignations associées à E et le nombre de
façons dont on peut définir des géodésiques distinguées sur la variété.

Remarque 2.1.15. Si E est une variété de dimension 1 étalée dans R et de topologie T,
alors l’intersection de deux géodésiques distinguées distinctes de E est soit vide soit une
composante connexe de E −B.

Soit maintenant h : E → E ′ un homéomorphisme entre deux variétés étalées dans R
et de topologie T. Soit A (resp. A′) une assignation sur E (resp. E ′). Sur chaque élément
σ ∈ Σ0 (resp. σ′ ∈ Σ

′
0), on a donc une bijection Aσ (resp. A′σ′) ; cela définit une famille

de géodésiques distinguées sur chacune des deux variétés. L’homéomorphisme h envoie
les géodésiques distinguées de E sur celles de E ′ si et seulement si pour tous σ ∈ Σ0 et
σ′ ∈ Σ

′
0 tels que h(σ) = σ′, on a

A′σ′ = h oAσ oh−1. (2.1)

Écriture dans des coordonnées. Pour écrire cette donnée supplémentaire sur E qui dé-
termine les géodésiques distinguées de la variété, on définit dans ce qui suit des « coor-
données » sur les bords des éléments de Σ0. Sur chaque classe d’équivalence de cardinal
2 de points non séparés à gauche (ou à droite) il y a 2 ordres possibles sur les points
de branchement. On fixe un ordre sur chaque classe d’équivalence en attribuant (0, 1) ou
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(1, 0) à chaque paire de tels points.

Notation : On note ∂Σ0 l’ensemble des points de branchement de E adhérents aux
éléments de Σ0.

Definition 2.1.16. Soit E une variété étalée dans R de topologie T. Des coordonnées sur
∂Σ0 est la donnée d’un ordre sur le bord à gauche et à droite de chaque élément de Σ0.
De telles coordonnées seront notées C.

Soit (E , C) une variété étalée dans R et de topologie T, munie de coordonnées C sur
∂Σ0. Soit σ ∈ Σ0 comme sur la figure ci-dessous avec l’ordre sur ∂1σ et ∂2σ induit par C.
Une bijection de ∂1σ dans ∂2σ définit alors un élément i ∈ Z/2Z tel que

i : aj 7→ bk, avec j + k ≡ i[2]. (2.2)

Réciproquement, lorsque des coordonnées C sont fixées sur ∂Σ0, un élément dans Z/2Z
détermine via la relation (2.2) une bijection de ∂1σ dans ∂2σ.

10

a0

a1

b0

1b1b

b0

a1

a0

Z/2Z

FIGURE 2.7 – Géodésiques distinguées

Lorsque des coordonnées C sont fixées sur ∂Σ0, la donnée d’une assignation A sur E
est équivalente à la donnée d’une application µ : Σ0 → Z/2Z. Les géodésiques distin-
guées de la variété se définissent alors via la relation (2.2). On appelle ces géodésiques
« les géodésiques distinguées associées à µ relativement à C ».

Soit h : (E ,A)→ (E ′ ,A′) un homéomorphisme entre deux variétés étalées dans R et
de topologie T, tel que

A′ = h o A o h−1. (2.3)

On munit ∂Σ0 (resp. ∂Σ
′
0) de coordonnées C (resp. C ′), et on note µ : Σ0 → Z/2Z (resp.

µ′) l’application induite par A (resp. A′). On définit l’application h · µ induite sur E ′ par
h de la façon suivante :
soit σ ∈ Σ0 et σ′ ∈ Σ̂′0 tels que h(σ) = σ′, et tels que leurs bords respectifs sont donnés
par ∂σ = [(a0, a1), (b0, b1)] et ∂σ′ = [(a′0, a

′
1), (b′0, b

′
1)], où l’ordre sur les points de bran-

chement est celui induit par C et C ′ . Écrivons (h(aj), h(bk)) = (a′j′ , b
′
k′), où j + k ≡ i [2],

avec i = µ(σ) ∈ Z/2Z. On pose h · µ(σ) := i′ ∈ Z/2Z, où j′ + k′ ≡ i′ [2]. Il apparait
alors que la relation (2.3) est équivalente à µ′ = h · µ.

Fait 2.1.17. Soit h : (E , C) → (E ′ , C ′) un homéomorphisme entre deux variétés étalées
dans R et de topologie T, munies de coordonnées C et C ′ respectivement. Alors h en-
voie les géodésiques distinguées de E (associées à µ relativement à C) sur celles de E ′

(associées à µ′ relativement à C ′) si et seulement si µ′ = h · µ.



2.2. Correspondance entre surfaces maximales et variétés étalées 37

Exemple 2.1.18. Dans l’exemple suivant, les bandes A et B ne sont pas isométriques,
ainsi que A et C. On a deux surfaces (X1, K1) et (X2, K2) telles que les variétés EX1 et
EX2 sont homéomorphes, et l’homéomorphisme h : EX1 → EX2 agit sur l’unique élément
σ ∈ Σ0 en fixant les deux points non séparés à gauche et permutant ceux à droite. Cet
homéomorphisme préserve la structure de translation et échange les deux fonctions f1 et
f2 induites par la norme du champ. Il apparait donc que la seule donnée topologique de
E et du couple (x, f) ne suffit pas pour déterminer la classe d’isométrie de la surface.

A

A

B

A

B

A

C C

FIGURE 2.8 – Deux surfaces non isométriques

2.2 Correspondance entre surfaces maximales et variétés
étalées

Dans ce paragraphe, nous donnons une description des surfaces lorentziennes simple-
ment connexes et maximales, admettant un champ de Killing non trivial.

Si E est une variété de dimension 1 non séparée, on rappelle queB désigne l’ensemble
des points de branchement de E , Σ l’ensemble des composantes connexes de E − B,
et enfin Σ0 le sous-ensemble de Σ des éléments d’adhérence un segment fermé à bord
double. On rappelle la définition suivante

Definition 2.2.1. Soit E une variété de dimension 1 à base dénombrable, étalée dans R.
On dit que E admet une topologie T si elle vérifie les propriétés suivantes :

(1) Les points non séparés sont des points de branchement simples, vérifiant la pro-
priété (P).

(2) Les seuls cycles de points de branchement simples sont des cycles d’ordre 4.
(3) Le séparé de E est un arbre.

Lemme 2.2.2. Soit f ∈ C∞(R,R) telle que f a un zéro unique en 0. SoitG une primitive
de −1/f sur ]−∞, 0[. On a lim

x→0
G(x) =∞.
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Démonstration. On utilise le fait que si f est une fonction C∞ nulle en 0, alors f(x)/x
se prolonge en une application C∞.

Proposition 2.2.3. La donnée d’une surface lorentzienne, à isométrie près, simplement
connexe et maximale X admettant un champ de Killing K non trivial est équivalente à la
donnée de

1. une variété E (connexe) de dimension 1 à base dénombrable, et de topologie T,

2. une assignation A sur E ,

3. une fonction étale x : E → R, définie modulo translation et changement de signe,
définissant sur E une structure de translation,

4. une fonction f ∈ C∞(E ,R) inextensible tel que le fermé {f = 0} est composé

(a) des points non séparés de E , avec des zéros simples sur les cycles d’ordre 4 et
multiples sur les cycles finis ou infinis.

(b) des éléments I ∈ Σ dont l’adhérence dans E est séparée.

Si X est une telle surface, l’action du groupe diédral D2 sur x par translation et chan-
gement de signe induit une action -à droite- de D2 qui consiste à remplacer f(x) par
f(εx + b), pour (ε, b) ∈ {±1} ×R.
De plus, une isométrie φ : (X1, K1) → (X2, K2) entre deux telles surfaces préservant
l’orientation des espaces des feuilles induit un difféomorphisme h : EX1 → EX2 tel que
A1 = h o A2 o h−1, x1 = x2 o h+ α, α ∈ R, et f1 = f2 o h.

Démonstration. La donnée d’une surface lorentzienne (X,K) simplement connexe et
maximale munie d’un champ de Killing K non trivial définit un quadruplet (E ,A, x, f ),
où E = EX ,A est définie par les géodésiques distinguées déterminées par l’orientation du
champ, x ∈ C∞(EX ,R) est un difféomorphisme local induit par la coordonnée transverse
de X modulo translation et changement de signe, f ∈ C∞(EX ,R) est la fonction induite
par la norme du champ; cette dernière vérifie bien la condition (a), et vérifie aussi (b) par
maximalité de X .
Inversement, soit E une variété de dimension 1 admettant une topologie T, soit x ∈
C∞(E ,R) une fonction étalée, et f ∈ C∞(E ,R) une fonction qui vérifie les conditions
(a), (b) et (c). Nous allons montrer qu’il existe une unique métrique lorentzienne sur le
plan admettant un champ de Killing telle que : (i) la variété des feuilles du champ est
homéomorphe à E et les géodésiques distinguées de la métrique coïncident avec celles
définies par l’assignation A sur E , (ii) la norme du champ est donnée par f , (iii) et la
structure riemannienne induite sur E par la métrique coïncide avec celle donnée par dx2.
On définit dans ce qui suit deux familles disjointes de cartes recouvrant E :

• On note GE l’ensemble des géodésiques distinguées de E (c’est un ensemble dé-
nombrable) déterminées parA, et on définit la correspondance qui à une géodésique
c ∈ GE associe le sous ensemble de GE contenant les géodésiques distinguées qui
rencontrent c en un élément de Σ. On note cette image c∨.

• On définit la propriété (P0) : "c ∈ P =⇒ c∨ ⊂ Q et c ∈ Q =⇒ c∨ ⊂ P".
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• Fixons c0 ∈ GE , et posons c0 ∈ P . On définit en utilisant le lemme de Zorn deux
ensembles P et Q maximaux dans GE , vérifiant la propriété (P0), et tels que c0 ∈
P . On appelle "recouvrement minimal" associé à E l’ensemble des ouverts de E
appartenant à P ∪Q, recouvrant E .

Les composantes connexes (en nombre dénombrable) de E − B sont de deux types :
celles d’adhérence séparée dans E et celles d’adhérence non séparée. On note Σ1 le sous
ensemble de Σ contenant les segments d’adhérence non séparée. Pour tout a ∈ P et tout
b ∈ Q, a ∩ b = ∅ ou a ∩ b = σ ∈ Σ1 (cf. Remarque 2.1.15).

• On paramètre bijectivement les éléments de Σ1 par une partie A de Z de sorte que
si (α1, α2, α3, α4) est une indexation d’un cycle de 4 éléments σi (i ∈ Z/4Z) de
Σ1 autour d’un branchement d’ordre 4, tels que σi et σi+1 appartiennent à la même
géodésique distinguée de E pour tout i ∈ Z/4Z, alors on a la relation α1 − α2 =
α4−α3. Une telle paramétrisation existe bien puisque par hypothèse, il n’existe pas
de cycles de branchements d’ordre 4 dans E .

• Tout élément de Σ1 est l’intersection d’un unique élément de P et un unique élé-
ment de Q. Il existe une indexation des géodésiques de P ∪ Q par un ensemble
I q J , où I et J sont des parties de Z, telle que pour tout i ∈ I, j ∈ J, α ∈ A, si
ai ∈ P , bj ∈ Q et ai ∩ bj = σα ∈ Σ1, alors i + j = α. Cela définit une partie S
de Z2 telle que la correspondance qui à (i, j) ∈ S associe α ∈ A tel que i + j = α
est bijective. On l’obtient de la façon suivante : on fixe un élément σα0 ∈ Σ1 et on
pose α0 = i0 + j0, i0 ∈ Z, j0 ∈ Z ; on note ai0 la géodésique de P contenant σα0

et bj0 la géodésique de Q contenant σα0 . Cela détermine les indices de toutes les
géodésiques distinguées ; en effet, si c est une géodésique de P ∪ Q, il existe un
chemin fini de géodésiques distinguées c0, ..., cn tel que c0 = c et cn = ai0 , véri-
fiant ck ∩ ck+1 6= ∅. Cela permet de définir un indice pour c en utilisant la relation
i + j = α si et seulement si ai ∩ bj = σα. On montre ensuite que l’indexation de c
ne dépend pas du chemin choisi compte tenu de la relation α1−α2 = α4−α3 pour
un cycle d’ordre 4 de branchements simples.

Soit (H,K) un ruban tel que EH = a ∈ P . Si l’on suppose que la structure riemannienne
induite par la métrique coïncide avec celle donnée par dx2, et que la norme du champ de
Killing est donnée par f dans la coordonnée transverse, alors la métrique sur H s’écrit
g = 2εdxdy+ f(x)dy2, avec ε = ±1 et K = ∂y. Sur un ruban (V,K) correspondant à un
élément b ∈ Q tel que a ∩ b = σα ∈ Σ1, on a g = −2εdx′dy′ + f(x′)dy′2, avec K = ∂′y.
Appelons CH

α (resp. CV
α ) le carré ouvert de H (resp. de V ) tel que ECHα = ECVα = σα ; les

deux carrés se recollent via le changement de cartes x′ = x, y′ = y − εGα(x), où Gα est
une primitive de −1/fα sur l’intervalle x(σα).

Pour tout α ∈ A, σα = ai ∩ bj pour un unique couple (i, j) ∈ S. Pour chaque
α ∈ A, on choisit une primitiveGα de−1/fα. Soit (X0, K) la surface lorentzienne munie
d’un champ de Killing K définie comme quotient de la surface (qHi) q(i,j)∈S (qVj), où
(Hi, K) est le ruban x(ai)×R muni de la métrique 2εdxdy + fi(x)dy2 avec K = ∂y, et
(Vj, K) le ruban x(bj) ×R muni de la métrique −2εdxdy + fj(x)dy2 avec K = ∂y, par
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la relation d’équivalence ∼ définie par

p ∼ q si p = q ou (p, q) ∈ CHi
α × CVj

α , (i, j) ∈ S, α = i+ j ∈ A et q = φα(p),

où φα est la réflexion de CHi
α définie par Gα.

La surface obtenue est l’espace total d’un fibré en droites sur E . Il est clair qu’elle est
connexe, par connexité de E ; elle est de plus séparée compte tenu du Lemme 2.2.2 et de
la Proposition 5 [15].

Si E est simplement connexe, alors X0 est une surface à base dénombrable et acy-
clique ([15, Proposition 3]). Or les seules surfaces simplement connexes et sans bord sont
la sphère S2 et le plan R2 (cela fait partie des théorèmes classiques de la théorie des sur-
faces ; voir par exemple [13, Théorème 3.2.2]) ; finalement X0 est homéomorphe au plan
R2. De plus, X0 ne contient pas de zéro du champ, et le choix de ε dans la définition de
la métrique détermine un choix de K ou −K. Si E contient des branchements d’ordre 4,
la surface au dessus d’un tel branchement est une quasi-selle. Soit (Gα1 , Gα2 , Gα3 , Gα4)
les primitives fixées autour d’un tel branchement ; on peut toujours modifier G4 de sorte
à pouvoir ajouter un point selle (cf. [3, Proposition 2.32], et les commentaires après la
Proposition 1.2.3) ; comme il n’y a pa de cycles de branchements d’ordre 4 dans E , on
peut faire ça pour branchement d’ordre 4, de façon cohérente. Il est facile de voir que la
surface ainsi obtenue est simplement connexe.

Enfin, f inextensible entraîne que la surface est maximale ; si f n’est pas extensible, la
topologie T sur l’espace des feuilles entraîne que la surface obtenue vérifie tout de même
une propriété faible de maximalité : toute demi-bande est contenue dans une bande de
type Reeb.

Remarque 2.2.4. Soit (Eu
f , K

u) une surface universelle. Si A et A′ sont deux assigna-
tions sur l’espace des feuilles EEuf , alors il existe un homéomorphisme h de EEuf tel que
A′ = h o A o h−1 et qui préserve la coordonnée transverse ainsi que la norme du
champ. On retrouve alors le fait que la classe d’isométrie de Eu

f est déterminée par f .

Remarque 2.2.5 (Surfaces maximales et fibrés principaux). On voit dans la preuve
de la Proposition 2.2.3 qu’à toute surface lorentzienne (X,K) maximale et simplement
connexe admettant un champ de Killing K non trivial, on peut associer un certain fibré
principal de fibre R sur l’espace des feuilles EX . Inversement, la donnée d’une variété
E de dimension 1 à base dénombrable, étalée dans R, et de topologie T, et d’un fibré
principal F = (F, p, E) de fibre R et de base E , permet de définir exactement deux
métriques lorentziennes ±g sur le plan admettant un champ de Killing, telles que le fibré
principal associé à ces métriques coïncide avec F .

2.3 Complétude géodésique
Nous regardons ici les surfaces simplement connexes admettant un champ de Killing ;

nous les supposerons L-complètes. Nous donnons d’abord une classe de surfaces dans
laquelle cette seule hypothèse de L-complétude suffit à la complétude de toutes les géo-
désiques, nous regarderons ensuite une autre classe dans laquelle on trouvera un critère
simple de complétude. Nous terminerons en construisant des exemples de variétés maxi-
males et incomplètes.
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2.3.1 Complétude des géodésiques restant dans une bande
Une géodésique maximale γ peut avoir deux comportements différents : soit elle sort

de tout ruban maximal contenu dansX , soit elle reste dans un ruban maximal à partir d’un
certain temps. On note t+∞ ∈ R ∪ {∞} la borne à droite du domaine de définition de γ.
Dans le second cas, nous considérons à nouveau deux comportements : quitte à inverser
l’orientation de γ et translater le paramètre géodésique, on peut supposer que γ(t) est
définie et appartient au ruban pour t ∈ [0, t+∞[. Posons I+ := {x(γ(t)), t ∈ [0, t+∞[} ; soit
I est borné, auquel cas la géodésique reste dans une bande pour t ≥ 0, soit I n’est pas
borné.
Notons T la vitesse unitaire de γ, et N le champ unitaire orthogonal à T , telle que la base
(T,N) est directe. Écrivons

K = CT + βN.

Alors C = ε〈T,K〉 est une constante appelée constante de Clairaut (voir [2, p. 3]), et
β = −ε〈K,N〉 est une solution de l’équation de Jacobi. Notons que si K(p), p ∈ γ, n’est
pas dégénéré, β(p) = 0 si et seulement si γ est tangent à K en p.

Lemme 2.3.1. Soit γ une géodésique de type temps ou espace qui reste dans une bande
lorsque t tend vers t+∞. Alors :

• Soit γ est préservée par une action du flot de K ; en particulier, γ est entièrement
contenue dans la bande.

• Soit elle est asymptote à une feuille de K ; si γ n’est pas orthogonale à K, cette
feuille est de type temps ou espace, selon le type de γ.

Démonstration. Supposons que γ est tangente à K au moins deux fois à l’intérieur de
la bande, alors γ est invariante par l’action φτ du flot de K, pour un certain τ ∈ R, on
l’appelle "géodésique périodique" (voir Lemme 3.3.8 pour une preuve) ; en particulier, γ
est complète.
Supposons maintenant que γ est tangente à K au plus une fois ; quitte à avancer le long
de γ, on peut supposer que la géodésique est transverse à K dans la bande. Dans les coor-
données (x, y), cela revient à dire que le dérivé x′ ne s’annule pas sur γ ; la coordonnée x
est donc strictement monotone et converge, puisqu’elle est borné, vers une constante x0.
De plus, la coordonnée y est strictement monotone sur γ. Si y converge vers y0 sur γ, il est
facile de voir que la géodésique peut être étendue au-delà du point p = (x0, y0). En effet,
comme dans la preuve du Lemme 8 p.130, [24], prenons un voisinage convexe V de p (un
ensemble ouvert est dit convexe si et seulement si c’est un voisinage normal de chacun de
ses points). La géodésique est contenue dans V pour t ≥ a, pour un certain a > 0 ; posons
q = γ(a). En particulier, il existe un unique segment géodésique α : [0, 1] → T joignant
p et q, et entièrement contenu dans V . Cette géodésique coïncide avec γ et la prolonge
au-delà de p.
Il s’ensuit que la coordonnée y va à l’infini sur γ lorsque la géodésique s’approche de
la feuille de K correspondant à x0. Maintenant, on veut prouver que x′ tend vers 0. On
distingue deux cas :

• Case où C 6= 0 : Nous utilisons le fait suivant :
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Fait 2.3.2. Si la feuille de K correspondant à x0 n’est pas une orbite de lumière de K,
c’est-à-dire f(x0) 6= 0, alors x

′
tend vers 0 sur γ ; en particulier, C2 = εf(x0).

En effet, supposons que f(x0) 6= 0 ; il apparaît dans les équations (2.9) et (2.11) ci-
dessous que x′(t) et y′(t) convergent lorsque x tend vers x0 sur γ, avec une limite finie.

Considérons maintenant x comme une fonction de y et écrivons dx
dy

= x
′
(t)

y′ (t)
; cette dérivée

converge sur γ ; notons l ∈ R̄ sa limite. Remarquons tout de suite que cette limite ne peut
être infinie ; en effet, x vue comme une fonction de y est strictement monotone et tend
vers une une limite finie tandis que y va à l’infini ; donc si dx

dy
converge, cette limite est

nécessairement nulle. Il s’ensuit que x′(t) tend vers zéro, ce qui montre, compte tenu de
l’équation (2.11), que la feuille de K correspondant à x0 a le type de γ.

Sans perte de généralité, on peut supposer que γ est de type espace. On montrera que
f(x0) 6= 0, ce qui permettra de conclure en utilisant le fait précédent. Quitte à changer K
en −K dans la carte locale, on peut supposer que x′ > 0 sur γ. Raisonnons par l’absurde
et supposons que f(x0) = 0 ; appelons γ∞ l’orbite de lumière de K correspondante. Dans
la bande contenant γ et délimitée par γ∞ et son image γ̃∞ par une réflexion générique,
l’espace des feuilles de K est un branchement simple (donc un espace non séparé), dans
lequel les points branchés correspondent à ces deux orbites de lumière de K. Dire que x
tend vers x0 sur γ, avec f(x0) = 0, signifie que γ se rapproche de l’un des deux points
de branchement, i.e. soit γ∞ soit γ̃∞. Avant de poursuivre la preuve, faisons une petite
observation :
Observation : La bande contenant γ est contenue dans deux rubans maximaux ; appe-
lons Rh le ruban maximal contenant γ∞ et Rv celui contenant γ̃∞. Notons (x, y) les
coordonnées sur Rh, et (u, v) les coordonnées sur Rv telles que K = ∂v, L

′
= ∂u, et

〈 ∂u, ∂v〉 = −1. Soit p un point dans R̄h ∩ R̄v ; nous avons deux cas :
1) 〈K(p), K(p)〉 = 0 : dans ce cas, il existe un unique T ∈ Tp(T ) tel que 〈K(p), T 〉 = C
et 〈T, T 〉 = 1, pour C 6= 0, et ce vecteur est défini par T = (C, 1

2C
) si l’orbite de lumière

de K contenant p est dans Rh, et par T = (−C, 1
2C

) dans les coordonnées (u, v), si l’or-
bite est dans Rv.
2) 〈K(p), K(p)〉 6= 0 : il existe deux vecteurs T1, T2 ∈ Tp(T ) tels que 〈K(p), T 〉 = C et
〈T, T 〉 = 1 ; dans les coordonnées (x, y), ils sont donnés par

T1 =(
√
C2 − f(p),

C −
√
C2 − f(p)

f(p)
), (2.4)

T2 =(−
√
C2 − f(p),

C +
√
C2 − f(p)

f(p)
), (2.5)

et on a

C f(p) x
′
1 y

′
1 x

′
2 y

′
2

+ + + + − +
+ − + + − −
− + + − − −
− − + + − −
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où (x
′
i, y

′
i) sont les coordonnées de Ti, i = 1, 2.

Nous distinguons deux comportements distincts de γ en fonction du signe de C.
D’abord, supposons que C > 0 ; dans ce cas, x′(t), y′(t) > 0. Soit q un point sur γ∞,
et notons α la géodésique dans Rh tangente à T ∈ Tq(T ), telle que 〈T,K(q)〉 = C
et 〈T, T 〉 = 1 ; il découle de la première partie de l’observation ci-dessus que les deux
coordonnées de α′(s) en q sont positives et restent donc positives tout au long de la géo-
désique. Maintenant, prenons τ ∈ R tel que pour t ≥ τ , γ est transverse à K ; notons
xτ la coordonnée de l’orbite de K coupant γ en γ(τ). A partir de C2 = β2 + f , on
obtient C2 ≥ sup

t≥τ
f(γ(t)), d’où C2 > sup

[xτ ,x0]

f(x). Il s’ensuit que α, dont la constante

de Clairaut est également C, est définie et transverse à K sur le segment [xτ , x0]. Donc
quitte à déplacer q sur γ∞ par le flot de K, on peut supposer que γ et α se coupent
en un point p de l’orbite de K ayant pour coordonnée xτ . En ce point, nous avons
〈γ′(p), K(p)〉 = 〈α′(p), K(p)〉 = C, et les coordonnées de α′(p) sont toutes les deux
positives. En utilisant maintenant l’observation ci-dessus, on voit que lorsque C > 0, un
seul des deux vecteurs satisfaisant 〈T,K〉 = C et 〈T, T 〉 = 1 a la propriété supplémen-
taire que ses deux coordonnées sont positives. Cela force l’égalité α′(p) = γ

′
(p), donc

γ s’étend au-delà de la bande en coupant γ∞ transversalement. Bien sûr, cela contredit
notre hypothèse et prouve qu’en réalité f(x0) > 0. Maintenant, pour traiter le cas C < 0,
écrivons γ′(t) = (u

′
(t), v

′
(t)) dans les coordonnées (u, v), avec

u
′
= x

′
, (2.6)

v
′
=

1

f(x)
(f(x)y

′
+ 2x

′
). (2.7)

Écrivons 〈γ′(t), γ′(t)〉 = y
′
(2x

′
+ fy

′
) = 1. Lorsque f < 0 (resp. f > 0), on x′ > 0 et

y
′
> 0 (resp. y′ < 0) , d’où 2x

′
+ fy

′
> 0 (resp. 2x

′
+ fy

′
< 0). Cela donne u′ > 0

et v′ < 0 dans les deux cas. Soit q̃ un point sur γ̃∞, et α̃ la géodésique dans Rv tangente
à T̃ ∈ Tq̃(T ), tel que 〈T̃ , K(q̃)〉 = C et 〈T̃ , T̃ 〉 = 1. En répétant l’argument précédent,
on montre que γ peut être étendue au-delà de la bande à l’aide de α̃, ce qui conduit à une
contradiction et termine la première partie de la preuve.

• Cas où C = 0 :

Dans ce cas, l’équation (2.11) ci-dessous donne x′(t)2 = −εf(x). Cela donne f(x0) = 0
en utilisant à nouveau le fait précédent, d’où x′ → 0, ce qui achève la preuve.

Proposition 2.3.3. Soit γ une géodésique de type temps ou espace qui reste dans une
bande lorsque t tend vers t+∞, alors γ est complète.

Démonstration. D’après le lemme qui précède, la géodésique approche asymptotique-
ment une feuille de K. Écrivons 2dxdy + f(x)dy2 (x ∈ I) pour la métrique en coordon-
nées adaptées. Les équations 〈γ′(t), γ′(t)〉 = ε et 〈γ′(t), K〉 = εC dans les coordonnées
(x, y) donnent :

2x′(t)y′(t) + f(x)y′(t)2 = ε (2.8)
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x′(t) + f(x)y′(t) = εC (2.9)

On obtient

f(x)y′(t)2 − 2εCy′(t) + ε = 0, (2.10)

et

x
′
(t)2 = C2 − εf(x). (2.11)

Cela donne
t(x0)− t(x) =

∫ x0

x

dx√
C2 − εf(x)

.

Supposons que C = 0 ; dans ce cas, x0 ne peut être un zéro simple de f , car dans ce cas,
l’orbite de lumière correspondante de K s’étend dans X en ajoutant un point selle, et γ
quitte la bande en traversant ce point. Par conséquent, la fonction à intégrer est équivalente
à 1/xα au voisinage de x0, avec α ≥ 1, donc l’intégrale ci-dessus diverge. Maintenant, si
C 6= 0, γ s’approche d’une feuille de K de type temps ou espace de sorte que f(x) reste
loin de 0 au voisinage de cette feuille ; il découle de (2.10) que y′(t) est borné. Puisque y
va à l’infini sur γ, cette dernière est nécessairement complète.

2.3.2 Constante de Clairaut critique associée à un ruban
L’étude de la complétude se réduit maintenant aux géodésiques de type temps ou

espace qui a) soit restent dans un ruban maximal à partir d’un certain temps en traversant
tout le ruban (c’est-à-dire I+ est un intervalle non borné), b) soit sortent de tout ruban
maximal.

Lemme 2.3.4. Soit γ une géodésique de type temps ou espace qui n’est pas orthogonale
à K. Supposons que γ coupe une orbite de lumière de K, notée l. Alors
(i) γ ne traverse pas une bande de type II contenant l ;
(ii) si γ est partout transverse àK, alors γ est contenue dans le ruban maximal contenant
l ;
(iii) si γ est tangente à K dans la bande contenant l, alors γ sort du ruban maximal
contenant l.

Démonstration. (i) Par définition, le feuilletage orthogonal à K dans une bande de type
II est une composante de Reeb ; par conséquent, une géodésique qui traverse une bande
de type II est tangente à une feuille du feuilletage orthogonal K⊥, et coïncide avec elle
puisque les feuilles de K⊥ sont des géodésiques.
(ii) Le feuilletage de K dans une bande de type III est une composante de Reeb ; ainsi, si
γ traverse une bande de type III contenant l, β s’annule dans cette bande. En combinant
cela avec (i), on obtient (ii).
(iii) Appelons p le point où β s’annule. La réflexion générique qui fixe la géodésique
orthogonale à K passant par p est une isométrie locale préservant γ, et qui envoie l sur
l’autre orbite de lumière de la bande de type III contenant l. Par conséquent, γ quitte le
ruban en traversant cette feuille.
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Dans la suite, quitte à prendre −K au lieu de K dans une carte adaptée, on supposera
toujours que x′ > 0 le long d’une géodésique γ.

Corollaire 2.3.5. 1) Si γε reste dans un ruban maximal Rf avec un intervalle I+ infini,
alors

• soit C2 > sup
x∈I+

εf(x),

• soit C2 = sup
x∈I+

εf(x) et m := sup
x∈I+

εf(x) n’est pas une valeur critique de f sur I+.

2) Si γε coupe une feuille de lumière de K, notée l, d’abscisse x0 et appartenant à un
ruban maximal Rf , et si C2 > sup

x≥x0
εf(x), alors γ reste dans Rf avec un intervalle I+

infini.

Avant de démontrer le corollaire, remarquons que 2) n’est qu’une réciproque partielle
de 1) ; au fait, l’autre partie de la réciproque que l’on imagine est aussi vraie, nous la
notons dans la remarque qui suit, mais nous n’avons pas à ce stade les moyens de la
démontrer. Elle découlera du Corollaire 3.3.7 du Chapitre 2.

Remarque 2.3.6. Si γε coupe une feuille de lumière de K appartenant à un ruban maxi-
mal Rf , d’abscisse x0, et si C2 = sup

x≥x0
εf(x) et m := sup

x≥x0
εf(x) n’est pas une valeur

critique de f pour x ≥ x0, alors I+ est un intervalle infini.

Preuve du Corollaire 2.3.5

Démonstration. 1) L’assertion (iii) du Lemme 2.3.4 entraîne que si γ reste dans un ruban
maximal Rf à partir d’un certain temps, alors C2 > εf(x), pour tout x ∈ I+. D’où
C2 ≥ sup

x∈I+
εf(x).

Maintenant, si m := sup
x∈I+

εf(x) < ∞ est une valeur critique de f sur I+ (ce qui

équivaut à dire que m est atteint par εf en un point intérieur à I+), on affirme qu’une
géodésique γC avec C2 = m ne peut couper cette orbite critique transversalement, car en
supposant que c’est le cas et en appliquant la formule C2 − β2 = εf à un point de cette
orbite, on obtientm−β2

0 = m, avec β2
0 > 0, ce qui est absurde. La géodésique ne traverse

donc pas tout le ruban. On en déduit que si I+ est infini et C2 = sup
x∈I+

εf(x), alors m n’est

pas une valeur critique de f sur I+.

2) L’hypothèse C2 > sup
x≥x0

εf(x) entraîne par (ii), Lemme 2.3.4, que γ est contenue

dans le ruban maximal contenant l, à partir d’un certain temps. Raisonnons par l’absurde
et supposons que γ ne traverse pas tout le ruban ; le Lemme 2.3.1 implique que γ est
asymptote à une feuille de K, où la norme du champ vaut C2 ; contradiction.

Le lemme qui suit caractérise les géodésiques complètes contenues dans un ruban
maximal à partir d’un certain temps. Avant de l’énoncer, remarquons que si une géodé-
sique de type temps (resp. espace) reste dans un rubanRf avec un intervalle I+ = x(γ(t)t≥0)
infini, alors forcément f est bornée inférieurement sur R+ (resp. supérieurement), car si-
non toute géodésique du ruban finirait par en sortir compte tenu du Corollaire 2.3.5, 1).
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Lemme 2.3.7 (Complétude dans un ruban). Soit (X,K) une surface lorentzienne sim-
plement connexe admettant un champ de KillingK non trivial, et L-complète. Soit ε = ± 1,
et soit Rf un ruban maximal tel que −εf est bornée inférieurement sur R+ et n’est pas
bornée supérieurement. Alors les géodésiques de type ε contenues dans Rf à partir d’un
certain temps, et traversant tout le ruban sont complètes si et seulement si

• il existe M > 0 tel que µ({−εf ≤M} ∩R+) =∞ (µ est la mesure de Lebesgue).
ou

• si pour tout M > 0, µ({−εf ≤M} ∩R+) < +∞, et

∃α > 0,

∫
{−εf≥α}∩R+

dx√
−εf(x)

=∞. (2.12)

En particulier, si f est bornée, ces géodésiques sont complètes.

Démonstration. Commençons par une observation :
Observation : si une géodésique γC0 qui reste dans le ruban est complète, alors toute
géodésique γC du ruban telle que |C| ≤ |C0| est complète aussi. Cela découle du fait que
le temps de passage dans le ruban est une fonction décroissante de C.

Soit maintenant γε une géodésique contenue dans Rf pour x ≥ x0, x0 ∈ R et tra-
versant tout le ruban. Elle est complète si et seulement l’intégrale t+∞ =

∫∞
x0

dx√
C2−εf(x)

,

où C est la constante de Clairaut de γ, diverge. La première partie du lemme découle de
l’inégalité suivante∫

{−εf≤M}∩{x≥x0}

dx√
C2 − εf(x)

≥ µ({−εf ≤M} ∩ {x ≥ x0})√
C2 +M

.

Supposons maintenant que pour tout M > 0, µ({−εf ≤M} ∩R+) < +∞. (*)
Étant donné que γ est contenu dans Rf pour x ≥ x0, on a d’après le Corollaire 2.3.5
C2 ≥ sup

x≥x0
εf(x). Supposons d’abord que C2 > sup

x≥x0
εf(x), alors C2 ≥ sup

x≥x0
εf(x) + η,

avec η > 0, et l’inégalité∫
{−εf≤C2}∩{x≥x0}

dx√
C2 − εf(x)

≤ µ({−εf ≤ C2} ∩ {x ≥ x0})√
η

entraîne que l’intégrale à gauche est convergente. Par conséquent,
∫ +∞
x0

dx√
C2−εf(x)

diverge

si et seulement si
∫
{−εf≥C2}∩{x≥x0}

dx√
C2−εf(x)

diverge. Or∫
{−εf≥C2}∩R+

dx√
2
√
−εf(x)

≤
∫
{−εf≥C2}∩R+

dx√
C2 − εf(x)

≤
∫
{−εf≥C2}∩R+

dx√
−εf(x)

.

Ces inégalités montrent que γ est complète si et seulement si
∫
{−εf≥C2}∩R+

dx√
−εf(x)

=∞,

ce qui est équivalent à la condition du lemme lorsque (*) est vérifiée.

Finalement, si pour tout M > 0, µ({−εf ≤ M} ∩ R+) < +∞, et si la condition
(2.12) est vérifiée, alors les géodésiques telles queC2 > sup

x≥x0
εf(x) sont complètes, et leur
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complétude entraîne alors celle des géodésiques telles que C2 = sup
x≥x0

εf(x), compte tenu

de l’observation qui précède. D’où la complétude de toutes les géodésiques qui restent
dans le ruban. Supposons maintenant que la condition (2.12) n’est pas satisfaite ; pour
tout C2 > sup

x≥x0
εf(x), il existe une géodésique γ qui traverse le ruban avec un intervalle

I+ non borné, et dont la constante de Clairaut estC (cf. Corollaire 2.3.5, 2), et on a montré
qu’une telle géodésique est alors incomplète. Ce qui termine la preuve.

Definition 2.3.8 (Constante de Clairaut critique). D’après l’observation dans la preuve
précédente, on peut définir pour un ruban Rf

C+ : = sup{|C| ≥ sup
x≥x0

εf, γC de type ε est complète},

et C− : = inf{|C| ≥ sup
x≥x0

εf, γC de type ε est incomplète}.

On a évidemment C+ = C− ; on note C∗ cette quantité.

Remarque 2.3.9. Il apparait alors de la preuve qui précède que soit C∗ = +∞, au-
quel cas toutes les géodésiques contenues dans le ruban à partir d’un certain temps sont
complètes, soit C∗ = sup εf . Dit autrement, l’incomplétude géodésique parmi celles qui
restent dans le ruban Rf entraine C∗ = sup εf . En particulier, si le ruban est une bande
infinie, alors C∗ = 0.

Corollaire 2.3.10 (Complétude d’une selle L-complète). Soit (S,K) une selle L-complète
définie par la donnée d’un branchement d’ordre 4, et de 4 fonctions fi, i ∈ Z/4Z, sur les
intervalles (σi)i∈Z/4Z de Σ, telles que fi et fi+1 ont le même germe d’ordre infini au point
bi = σ̄i ∩ σ̄i+1. Alors S est complète si et seulement si pour tout i ∈ Z/4Z,

• il existe M > 0 tel que µ{|fi| ≤M} =∞ (µ est la mesure de Lebesgue).
ou

• pour tout M > 0, µ{|fi| ≤M} < +∞, et

∃α > 0,

∫
{|fi|≥α}

dx√
|fi(x)|

=∞.

Remarque 2.3.11. Pour une selle L-complète, il découle de la remarque 2.3.9 que soit la
selle est complète, soit C∗ = 0. Si la selle est incomplète et si C∗ = C− = 0 est un mi-
nimum, alors les géodésiques orthogonales sont incomplètes (voir Exemple 2.3.21). Si en
revanche la selle est incomplète et C∗ = C+ = 0 est un maximum, alors les géodésiques
de type temps ou espace, orthogonales au champ, sont complètes et toutes les autres sont
incomplètes.

Definition 2.3.12 (Petites surfaces). Nous appelons « petite surface » toute surface lo-
rentzienne simplement connexe et maximale, admettant un champ de Killing complet, et
ayant un nombre fini de bandes.
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Soit (X,K) une petite surface : EX a un nombre fini de points de branchement. Par
conséquent, EX ne contient que des branchements d’ordre 4, en nombre fini qu’on note
n. Comme il ne peut y avoir de cycles de tels branchements dans EX , cela entraine que
l’arbre G(EX) contient 2n+ 2 branches infinies. Ces branches infinies correspondent aux
bandes infinies dans X .

Corollaire 2.3.13 (Complétude d’une surface simplement connexe et L-complète avec
un nombre fini de bandes). Soit (X,K) une surface simplement connexe et L-complète,
avec un nombre fini 4n de points de branchement. Soit (fi)i∈I , I := N≤2n+1, les 2n + 2
fonctions correspondant aux bandes infinies dansX . AlorsX est complète si et seulement
si pour tout i ∈ I ,

• il existe M > 0 tel que µ{|fi| ≤M} =∞ (µ est la mesure de Lebesgue).
ou

• pour tout M > 0, µ{|fi| ≤M} < +∞, et

∃α > 0,

∫
{|fi|≥α}

dx√
|fi(x)|

=∞.

2.3.3 Résultats généraux de complétude
Soit (X,K) une surface lorentzienne munie d’un champ de Killing K non trivial et

complet. On rappelle que l’ensemble des composantes connexes de EX − B, où B est
l’ensemble des points non séparés de EX , est noté Σ.

Theorem 2.3.14. Soit (X,K) une surface lorentzienne simplement connexe avec un champ
de Killing K. On suppose que X est à courbure bornée. Alors X est complète si et seule-
ment si elle est L-complète.

Corollaire 2.3.15. Les surfaces lorentziennes à courbure bornée et dont le groupe d’iso-
métrie est de dimension 1 sont complètes si et seulement si elles sont L-complètes.

Corollaire 2.3.16. L’extension Eu
f associée à un tore lorentzien (T,K) est géodésique-

ment complète.

Soit (σi)i∈I une suite d’éléments deux à deux distincts de Σ ; une telle suite est dite
« normale » si
- les σi sont contenus dans des branchements d’ordre 4 de EX ,
- pour tout i ∈ I , σi et σi+1 appartiennent au même branchement d’ordre 4, et ne sont pas
adjacents dans celui-ci ; ils sont donc un "en face" de l’autre,
- (σi)i∈I est maximale.

Theorem 2.3.17. Soit (X,K) une surface lorentzienne simplement connexe avec un champ
de Killing K. On suppose que f

′
est bornée. Alors X est complète si et seulement si elle

est L-complète et les géodésiques orthogonales au champ sont complètes. Cette dernière
condition s’écrit : pour toute suite normale (σi)i∈I de Σ, on a∑

i

∫
σi

dx√
|fi(x)|

=∞. (2.13)
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Preuve du Théorème 2.3.14

Démonstration. Supposons que X est L-complète et que la courbure est bornée par une
constante N > 0, et montrons que X est complète. Nous montrons d’abord que les géo-
désiques qui restent dans un ruban maximal en traversant tout le ruban sont complètes.
Fixons un ruban maximal Rf et une géodésique γ de type ε traversant tout le ruban. En
raison de la L-complétude, f est définie sur R. Posons g(x) := C2 − εf(x) ; l’hypothèse
sur la courbure entraîne que g′′ est bornée, cela donne pour tout x ∈ I+,

|g(x)| ≤ A(1 + x2), (2.14)

où A est une constante qui dépend de N et du ruban considéré. Cela entraine∫
I+

dx√
g(x)

≥ 1√
A

∫
I+

dx√
1 + x2

=∞,

d’où la complétude de γ.
Supposons maintenant que γ est une géodésique qui quitte tout ruban maximal. No-

tons ∆xi le morceau de EX délimité par deux zéros consécutifs de β, et où γ se trouve
alors dans un ruban maximal Rfi , et notons |∆xi | la longueur de ce morceau. En utilisant
encore une fois l’hypothèse sur la courbure, on obtient

|g(x)| ≤ N · |∆xi|2, ∀x ∈ ∆xi , (2.15)

où N > 0 est la constante définie au début de la preuve. Par suite le temps de passage de
γ dans chaque morceau est minoré par une constante uniforme 1/

√
N . Comme γ traverse

une infinité de tels morceaux, la complétude en découle.

Preuve du Théorème 2.3.17

Démonstration. Ici on suppose que f ′ est bornée par une constante N > 0. Soit γ une
géodésique contenue dans un ruban Rf à partir d’un certain temps. L’hypothèse sur la
dérivée de f donne

|C2 − εf(x)| ≤ A′(1 + |x|), (2.16)

oùA′ > 0 est une constante qui dépend deN et du ruban considéré. D’où
∫
I+

dx√
C2−εf(x)

≥
1√
A′

∫
I+

dx√
1+|x|

=∞, ce qui montre que γ est complète.

Supposons maintenant que γ quitte tout ruban maximal. Notons ∆xi le morceau de EX
délimité par deux zéros consécutifs de β, et où γ délimite alors un ruban Rfi , avec fi dé-
finie sur un intervalle Ji de longueur |∆xi |, et ti le temps de passage de γ dans un tel mor-
ceau. Sur chaque rubanRfi , l’hypothèse sur la dérivée de f donne |C2− εfi(x)| ≤ N · |∆xi| ;
cela entraine dans chaque ruban

ti =

∫
∆xi

dx√
C2 − εf(x)

≥
√
|∆xi |√
N

. (2.17)
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Supposons que γ est incomplète ; l’inégalité (2.17) entraine que la série
∑
i

√
|∆xi | est

convergente. Dans la suite, nous montrons que γ est forcément une géodésique orthogo-
nale àK. Posons d :=

∑
i

ti <∞. Définissons Fi(t) := fi o x(t) etGi(t) := C2− ε fi o x (t),

t ∈ Ji. On a |F ′i (t)| = |f
′
i (x)·x′(t)| = |f ′i (x)|

√
C2 − εfi(x(t)). Par hypothèse, f ′ est bor-

née ainsi que
∑
i

√
|∆xi |, ceci implique que F ′i est bornée sur chaque Ii par une constante

N ′ indépendante de i. Soit maintenant (di)i une suite qui tend vers d, telle que pour tout
i, di ∈ Ji. Soit enfin (yi)i une suite de zéros de Fi qui tend vers d, telle que pour tout i,
yi ∈ Ji, et (zi)i une suite de zéros de β (donc de Gi) telle que pour tout i, zi ∈ Ji. D’une
part |Fi(di)−Fi(yi)| ≤ N ′(di−yi), d’autre part |Gi(di)−Gi(zi)| ≤ N ′(di−zi). Comme
(di − yi)i et (di − zi)i tendent vers 0, la suite (fi o x(di)) tend alors simultanément vers
0 et vers C2, entrainant C = 0.

Il s’ensuit que X est complète si et seulement si les géodésiques orthogonales à K
sont complètes. Une telle géodésique qui quitte tout ruban maximal quitte chaque ruban
en passant par une selle, de sorte que les morceaux ∆xi qu’elle traverse définissent ce
qu’on a appelé dans le Théorème 2.3.17 une « suite normale » d’éléments de Σ, et la
complétude se traduit alors par (2.13).

Preuve du Corollaire 2.3.16

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence immédiate du Théorème 2.3.14 et de
la L-complétude de l’extension universelle associée à un tore (cf. Théorème 1.2.1).

Remarque 2.3.18. Dans le cadre des extensions universelles, la complétude de certaines
géodésiques se déduit plus facilement :
1) Pour celles qui restent dans un ruban maximal en traversant tout le ruban, la com-
plétude géodésique peut être vue comme une conséquence de la dernière conclusion du
Lemme 2.3.7, i.e. du fait que la norme du champ soit bornée.
2) Si γ est une géodésique qui quitte tout ruban maximal, alors γ est invariante par une
translation de Eu

f ; on l’appelle "géodésique périodique" (voir Lemme 3.3.8 du chapitre
suivant pour une preuve). Cela prouve qu’elle est complète.

2.3.4 Exemples et contre-exemples
La L-complétude est équivalente à la complétude des géodésiques "distinguées" de

l’espace des feuilles, vu comme une variété riemannienne. Et on a vu que lorsque la norme
du champ est bornée, la complétude des géodésiques distinguées de l’espace des feuilles
entraîne celle des géodésiques de la surface qui restent dans un ruban à partir d’un certain
temps. Remarquons toutefois qu’il n’y a pas de lien entre la complétude géodésique de X
et la complétude de la variété des feuilles EX .

Exemple 2.3.19. Soit (X,K) une surface lorentzienne simplement connexe et L-complète.
On suppose de plus que tous les rubans de X ont des bandes infinies sur les deux extré-
mités, i.e. les géodésiques distinguées de EX ont deux branches infinies. Puisque toute
géodésique de EX est contenue à partir d’un certain moment dans une branche infinie,
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alors la L-complétude de EX entraîne la complétude de celle-ci. Mais X peut avoir des
géodésiques incomplètes : il suffit, par le Lemme 2.3.7, de prendre sur une des branches
infinies f(x) = xα, α > 2.

Exemple 2.3.20 (Une selle complète). Un exemple évident est donné par le plan de
Minkowski. Pour une selle non plate, on considère une selle symétrique définie comme
l’extension d’un domino (U,K), tel que la norme du champ sur U induit une fonction f
définie sur R, et qui est bornée ; par exemple : f(x) = arctanx. La selle obtenue est
complète (cf. Corollaire 2.3.10).

Exemple 2.3.21 (Une selle L-complète -donc en particulier maximale- mais pas com-
plète). Si maintenant on considère une selle symétrique définie comme l’extension d’un
domino (U,K), tel que la norme du champ sur U induit la fonction f définie sur R par
f(x) := ex − 1, il découle du Corollaire 2.3.10 que la selle obtenue est incomplète, bien
qu’elle soit L-complète.

Exemple 2.3.22 (X complète, EX incomplète). D’après le Théoreme 2.3.14, une surface
lorentzienne (X,K) simplement connexe à courbure bornée et L-complète, est géodési-
quement complète. Parmi ces variétés, l’espace des feuilles peut très bien être incomplet,
comme le montre l’exemple suivant : appelons γ une géodésique de l’espace des feuilles
qui traverse les carrés de X comme suit : γ rentre rive gauche et sort rive gauche. Cela
revient à dire que γ traverse des bandes de type II de X . Voir par exemple la géodésique
représentée dans la figure ci-dessous.

γ1
22

1
32

1
42

1
52

1
62

FIGURE 2.9 – Exemple 2.3.22 : variété des feuilles EX incomplète

Supposons que γ est incomplète. Une géodésique de X qui parcourt un morceau de
γ parcourt celle-ci au plus sur une bande. On voit donc bien que la complétude de γ
ne joue ici aucun rôle pour la complétude de la variété. Et comme une variété EX , pour
X L-complète et qui n’est pas comme dans l’Exemple 2.3.19, contient toujours une telle
géodésique γ, alors il est toujours possible de modifier la complétude de EX sans toucher
à celle de X .
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Exemple 2.3.23 (X incomplète, EX complète). On suppose que EX contient un cycle in-
fini de branchements simples, qu’on noteC∞, comme sur la figure ci-dessous. On suppose
de plus que sur chaque bande de C∞, la norme du champ est définie par

fi(x) = sin2(
1√
x

), pour x ∈ Ii := [
1

(πi+ π)2
,

1

(πi)2
].

La suite des longueurs des bandes est donc donnée par (∆xi)i = ( 1
(πi)2
− 1

(πi+π)2
)i, dont

la somme converge. On suppose enfin que la longueur des bandes voisines de l’infini est
infinie, et qu’en dehors de ces bandes et de celles de C∞, la longueur des bandes est égale
à 1. La variété des feuilles ainsi obtenue est complète.

Soit maintenant γ une géodésique de type espace qui parcourt l’espace des feuilles
EX le long du morceau en vert sur la figure ci-dessus. Lorsque γ fait demi-tour dans
l’espace des feuilles, cela signifie qu’elle est tangente à une feuille du champ. Voir la
figure ci-dessous.

FIGURE 2.10 – C∞ : cycle infini de branchements simples de l’espace des feuilles

On affirme que γ est incomplète. En effet, notons ti le temps mis pour parcourir chaque
bande deC∞, on a ti ≤ 2

∫ yi
xi

dx√
gi(x)

, où xi = 1
(πi+π)2

, yi = 1
(πi+π/2)2

et gi(x) = C2−fi(x).

Écrivons maintenant |gi(x)| = |g′i(ai)||x − zi|, avec ai ∈]xi, yi[ et gi(zi) = 0. Cela
entraîne pour chaque i, ∫ yi

xi

dx√
gi(x)

≤ 2
√
yi − xi√
g
′
i(ai)

.

Puisque gi est minorée uniformément au voisinage des orbites de lumière du champ, γ
parcourt ces voisinages en un temps fini ; compte tenu de cette remarque, on peut se
ramener à une suite |g′i(zi)| qui tend vers l’infini, en isolant les voisinages des zéros de
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la norme. Il existe donc une constante M > 0 telle que
∫ yi
xi

dx√
gi(x)

≤ 2M
√
yi − xi. Par

conséquent, la somme des ti est majorée par la série
∑

i 4M
√
yi − xi qui converge par

définition, ce qui montre que γ est incomplète.





Chapitre 3

Construction de tores lorentziens sans
points conjugués

3.1 Description des résultats
Here we give the main statements of the chapter. Proofs will be given in the following

sections.

Recall that any compact connected Lorentzian surface is homeomorphic to the torus
or the Klein bottle. In this work, we give infinitely many new examples of geometrically
non-equivalent Lorentzian tori and Klein bottles without conjugate points.

Given a non-flat torus T with a non-trivial Killing field K, the flow of K induces a
free action of the group S1 on T (see [3, Theorem 3.25]). The orbits of K are therefore
periodic with the same period. Given the Clifton-Pohl metric, a first attempt to obtain
deformations of such a metric without conjugate points can be achieved in three different
ways : varying the period of the Killing field ; acting by an homothety on the torus ; or
acting by a "twist" along a (closed) orbit of K. Although the variations above give non-
isometric metrics on the torus without conjugate points, these examples are all locally "the
same", having all the same universal cover (up to homothety). Less trivial deformations
of the Clifton-Pohl torus without conjugate points are obtained by Mounoud in [22], as
metrics projectively equivalent to the Clifton-Pohl torus ; this gives a 2-dimensional fa-
mily of Lorentzian tori without conjugate points, with non-isometric universal cover.

When K is timelike or spacelike, a result of Gutierrez, Palomo and Romero in [18]
shows that if the surface does not have conjugate points, it must be flat. In this paper, we
suppose that K has a null orbit. Let (T̃ , K̃) be the universal cover of a non-flat torus T
with Killing field K. The action of K on the torus given above allows to define global
coordinates (u, θ) on the universal cover T̃ on which K̃ is given by ∂u. In this way, one
can define κ̃(θ) as the sectional curvature defined on the space of leaves of K̃ (which is a
line). We prove the following

Theorem 3.1.1. Let (T,K) be a Lorentzian torus with a Killing field, and let (T̃ , K̃) be
its universal cover. Suppose that
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(i) the null orbits of K̃ are geodesically incomplete,
(ii) there is only one critical orbit of K̃ in each band of T̃ ,
(iii) the curvature κ̃ is a monotone function between two consecutive critical orbits of K̃,
(iv) the reflections with respect to the critical orbits of K̃ act on T̃ by isometry,
(v) the foliation orthogonal to K̃ has only Reeb components.
Then T has no conjugate points.

Here, an open band is a connected component of the set {〈K̃, K̃〉 6= 0} in T̃ , and a
critical orbit of K̃ is an orbit corresponding to the critical points of the function 〈K̃, K̃〉
(these orbits are geodesics). Many explicit new (analytic) examples of Lorentzian tori
without conjugate points, as well as Klein bottles with the same property, will be deduced
from Theorem 3.1.1 in a very simple way.
The assumption (i) implies that the null orbits of K̃ are isolated and that the norm of K̃
changes sign when crossing such an orbit transversally (please see [3, Lemma 2.25]). In
particular, there exists only finitely many null orbits of K in T .

Remarque 3.1.2. Each of these examples can be deformed to families of metrics wi-
thout conjugate points, in the same way as previously done with the Clifton-Pohl torus
(changing the period of the orbits of K, changing by homothety, twist or by projective
deformation).

The structure of compact Lorentzian surfaces with a one parameter group of isome-
tries is already studied in [3]. Although the property of being without conjugate points
doesn’t appear to be strong enough to expect a rigidity phenomenon in this subclass of
Lorentzian surfaces, Theorem 5.29, [3], gives obstructions for such tori to be without
conjugate points. In particular, it follows from this theorem that a Lorentzian torus with a
Killing field, without conjugate points, is either flat or non-homotopic to the flat metric.
Assuming condition (i) in Theorem 3.1.1 (which is in some sense generic), we give a new
obstruction for those tori to be without conjugate points. It is easily seen that a geodesic
parametrization of an incomplete null orbit of K is given by eλt, where K = ∂t, and
λ 6= 0 depends on the given null orbit. We prove

Theorem 3.1.3. Let (T,K) be a Lorentzian torus without conjugate points, with Killing
vector field K. Assume that the null orbits of K are incomplete. If λ1 and λ2 are the
parameters related to any two consecutive null orbits of K in the torus, then

λ1 = λ2.

As an immediate corollary of this theorem, it appears that these tori are limits of
Lorentzian tori admitting a Killing field, and containing conjugate points (see Corollary
3.3.17 in this paper).

Strategy of the proof of Theorem 3.1.1 : Let us recall that no null geodesic in a Lo-
rentzian surface has conjugate points (see [24, page 291] for instance), so we restrict our
attention to non-null geodesics. Let γ be a geodesic of an n-dimensional Lorentzian ma-
nifold M . A Jacobi field is a vector field along γ satisfying a differential equation called
the Jacobi equation. There are many equivalent definitions of conjugate points ; the one
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we will be using in this paper is the following : a pair of conjugate points on γ are points
such that there exists a non-trivial Jacobi field along γ vanishing at these points. When γ
is not lightlike, we can suppose that this vector field is orthogonal to γ ; and when M is a
surface, this reduces to the differential equation in one variable

u
′′

+ εκu = 0, (3.1)

where κ is the sectional curvature along γ, and ε = ±1 is the sign of 〈γ̇, γ̇〉.

A Clifton-Pohl torus, denoted by TCP , is the quotient of the manifold R2−{0} equip-
ped with the metric

gCP =
2dxdy

x2 + y2
(x, y) ∈ R2 − {0}, (3.2)

by some non trivial homothety. The proof that TCP has no conjugate points is done using
a remarkable property : the universal cover of TCP is a proper open subset of an extension
Σ̂, introduced in [2]. This extension is geodesically complete ; thus, some of the solutions
of (3.1) defined over R vanish more than one time on γ̃, the extension of a geodesic γ of
T̃CP to Σ̂, but there are never two such zeros in the Clifton-Pohl torus. This is obtained
through an explicit resolution of the Jacobi equations.

We saw that the possibility of extending the universal cover of a Lorentzian torus to
a maximal Lorentzian surface is not specific to the Clifton-Pohl torus. Let (T,K) be a
Lorentzian torus with a non-trivial Killing field K, and let (T̃ , K̃) be its universal co-
ver. There exists a maximal Lorentzian surface (E,KE) homeomorphic to R2 such that
(T̃ , K̃) is isometrically embedded in E. In Chapter 2, we proved that

Theorem 3.1.4. The extension E associated to a Lorentzian torus (T,K) is geodesically
complete.

This makes these surfaces simple to deal with. When the torus is not flat, this extension
always contains conjugate points (see [3, Proposition 5.28]). So one has to prove that
there are never two such points in the universal cover of the torus for the family given
in Theorem 3.1.1 above. In this paper, the existence of conjugate points is studied from
the point of view of the oscillation theory of the Jacobi equation. One of the solutions of
(3.1), denoted by β in [2], is given by the normal component of K on γ.

When condition iv) is added, we develop a rather simple point of view from which
one can conclude to the existence or not of conjugate points. In fact, given a non-null
geodesic γ̃ of the extension E, when β vanishes twice on γ̃ (these are the only geodesics
that could carry conjugate points in this case), the geodesic is preserved by a translation
T = 4ω of the geodesic parameter, and the distance between two consecutive zeros of
β is constant, equal to T/2. Furthermore, when the foliation orthogonal to K contains
only Reeb components (this is a necessary condition to the absence of conjugate points ;
[3, Theorem 5.29]), one proves easily that γ̃ is contained in the torus on an interval of
type ]t0, t0 + 2ω[. So it becomes clear that the absence of conjugate points is equivalent
to the fact that β realises the minimum distance between two consecutive zeros of the
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solutions of the Jacobi equation. This is the point of view we use to prove Theorem 3.1.1
above. The distance between these zeros is studied by use of techniques from differential
equation theory, provided in [26],[5] and [7]. The idea used is the fact that there exists a
close connection between the oscillation problem of the equation (3.1) and the eigenvalue
problem

u
′′

+ λεκu = 0,

with suitable boundary conditions. This proof is an example of the interplay between geo-
metry, analysis and the theory of ordinary differential equations in the study of conjugate
points.

The chapter is organized as follows : section 2 is a study of the Jacobi equation re-
gardless of geometry ; we establish some lemmas about the distance between the zeros
of the solutions of such an equation. These lemmas will be applied in section 3 in the
case of Lorentzian tori with a Killing field, in which we characterize Lorentzian tori wi-
thout conjugate points in the way presented before. The obstruction in Theorem 3.1.3 will
follow from this characterization.

3.2 Etude de l’équation de Jacobi
Given a Lorentzian surface (X,K) with a Killing vector field K, the Jacobi equation

along a non-null geodesic γ writes :

u′′ + εκu = 0, (3.3)

where κ(t) is the curvature along the geodesic γ(t), t ∈ I . The restriction on the sign
of the sectional curvature in the Riemannian setting leads to deep knowledge about the
dynamics of the geodesic flow, through the behavior of the Jacobi fields. Unfortunately,
this hypothesis makes no sense in the Lorentzian setting, since the quantity involved in the
Jacobi equation in this case is εκ, where ε is the type of the geodesic. So in this paragraph,
we shall investigate some properties of the solutions of the differential equation (3.3)
under certain restrictive assumptions on the function κ(t). The results will be applied in
the case of a Lorentzian torus with a Killing vector field in the next paragraph.

Lemme 3.2.1. (see [2, Remark 1.3]). Given two independent solutions of the Jacobi equa-
tion, between two zeros of one solution, there is one and only one zero of the other.

Now, denote by s and c the linearly independent solutions of (3.3) satisfying{
s(0) = 0
s′(0) = 1

and
{
c(0) = 1
c′(0) = 0

It’s easy to check that (cs
′ − c

′
s)(t) = (cs

′ − c
′
s)(0) = 1 for all t ∈ I . Assume κ(t)

is periodic, of period 2τ . Denote by A the endomorphism of the vector space V of the
solutions of (3.3) (generated by s and c), and given by

A : V −→ V

u(t) 7−→ u(t+ 2τ)
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Equation (3.3) has a periodic solution if and only if the endomorphismA has eigenvalue 1 ;
in this case, the periodic solutions of the equation are exactly the eigenvectors associated
with this eigenvalue.
The zeros of a non-trivial solution φ of (3.3) are simple, because φ(a) = φ

′
(a) = 0 for

some a implies φ = 0. Now, let ζ1 < ζ2 be two consecutive zeros of a solution of (3.3).
By Lemma 3.2.1, there is a unique zero ζ of s in [ζ1, ζ2]. Denote by P the set of all such
pairs of zeros, for all the non-trivial solutions of (3.3), and define

P+ = {(ζ1, ζ2) ∈ P, s′(ζ) > 0} and P− = {(ζ1, ζ2) ∈ P, s′(ζ) < 0}.

Lemme 3.2.2 (Separation of zeros). Consider the differential equation (3.3), and let τ be
the minimum distance between two zeros of s. Suppose we have the following conditions :
1) κ(t) is even and periodic, of period 2τ . It is easy to check that under this condition, s
is odd and c is even.
2) s is periodic, of period 2τ .
Denote by α > 0 a value of s. Define

Sα = {t ∈ R, |s(t)| = α}.

Suppose that α is such that Sα doesn’t contain any zero of s
′
; Sα is then a discrete set.

Then :
- two consecutive zeros in P+ of any solution of (3.3) are separated by two distinct ele-
ments of Sα if and only if c(t0) + c(t1) ≥ 0, where t0, t1 are the smallest positive conse-
cutive reals in Sα.
- two consecutive zeros in P− of any solution of (3.3) are separated by two distinct ele-
ments of Sα if and only if −c(t′0) − c(t′1) + 2 c

′
(τ)

s′ (τ)
s(t
′
0) ≥ 0, where t

′
0, t

′
1 are the biggest

elements < τ in Sα.

Démonstration. We start with the following observation : consider two independent solu-
tions of (3.3) with a1 and a2, b1 and b2 the two respective zeros in [−τ, τ ] such that a1 < b1

and a2 < b2 ; Lemma 3.2.1 ensures the existence of a one-to-one correspondence between
]a1, b1[ and ]a2, b2[ that sends t ∈]a1, b1[ to the unique zero in ]a2, b2[ of the solution (taken
up to a multiplicative constant) vanishing at t.

If u is a solution of (3.3) such that u(ζ1) = u(ζ2) = 0, then v(t) := u(t+2kτ), k ∈ Z,
is a solution that vanishes at ζ ′1 := ζ1 − 2kτ and ζ

′
2 := ζ2 − 2kτ . Moreover, (ζ1, ζ2)

are separated by two zeros of Sα if and only if it is the same for (ζ
′
1, ζ

′
2). Since one can

suppose that either ζ ′1 ∈ [−τ, 0] or ζ ′1 ∈ [0, τ ] it suffices to show the separation lemma
when ζ = 0 and ζ = τ (ζ being the unique zero of s in [ζ1, ζ2]).

Denote by φ0 and φ1 the two solutions vanishing at −t0 and −t1 respectively, defined
by

φi(t) = c(t) +
c(ti)

s(ti)
s(t), i = 0, 1.

By definition, s(t0) = s(t1). An easy computation then gives for i = 0, 1 :
. φi(−ti) = 0
. φi(0) = 1
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. φi(t1−i) = c(t0) + c(t1).

When c(t0) + c(t1) ≥ 0, φi(0) and φi(t1−i) are both non-negative so that φi doesn’t
vanish on [0, t1−i[ by Lemma 3.2.1. Denote by z0 and z1 the zeros of φ0 and φ1 res-
pectively in [0, τ ] ; we thus have z0 ≥ t1 and z1 ≥ t0, the last inequalities being rever-
sed when c(t0) + c(t1) < 0. Hence, using the above observation, we deduce that when
c(t0) + c(t1) ≥ 0 is satisfied, two consecutive zeros in [−τ, τ ] of a solution of the Jacobi
equation are always separated by two elements of Sα. Now, suppose that c(t0)+c(t1) < 0,
one can find, using the same observation as above, a solution of (3.3) vanishing at z0 and
z1 in [−τ, τ ], such that −t0 < z0 < 0 and 0 < z1 < t1.

In the same way, two consecutive zeros in [0, 2τ ] of a solution of the Jacobi equation
are separated by two elements of Sα if and only if

ψ(2τ − t′1) + ψ(2τ − t′0) ≥ 0,

where ψ is the solution satisfying ψ(τ) = 1, ψ
′
(τ) = 0. This solution is given by ψ(t) =

1
c(τ)

(c(t)− c
′
(τ)

s′ (τ)
s(t)). Now an easy computation gives

c(2τ − t) = c(t)− 2
c
′
(τ)

s′(τ)
s(t).

Indeed, c(2τ−t) is again a solution of (3.3) : write c(2τ−t) = λ1c(t)+λ2s(t). Setting suc-
cessively t = 0 and t = τ yields λ1 = c(2τ) = 1/s

′
(2τ) = 1, and λ2 = −2c

′
(τ)/s

′
(τ).

Now, observe that c(τ) < 0 for, if not, c would vanish twice in [0, τ ], and this is not
possible by lemma 3.2.1. This ends the proof.

Notation : Fix α > 0 a value of s, and consider an interval I of R. The property that
two consecutive zeros in I (if they exist) of any solution of (3.3) are separated by two
distinct elements of Sα will be referred to as the property (P).

Definition 3.2.3. We say that an interval Iα =]x, y[ of R is a domino associated to α if
x, y ∈ Sα and Iα contains only one element of Sα.

Recall that one of the solutions of (3.3), denoted by β, is given by the normal com-
ponent of K on γ. Suppose that γ is a geodesic in the extension associated to X (hence
the solutions of (3.3) are defined on R). Assume further that β vanishes without being
identically zero and that γ is paramatrized so that β(0) = 0. We prove in Lemma 3.3.8
that β is an odd function, so that β = β

′
(0)s. In this case, when α = |C|/β ′(0), where C

is the Clairaut constant related to γ, if Iα is a domino of R, then the geodesic restricted to
Iα lies in a domino of the surface, in the sense of Definition 1.1.1.

Corollaire 3.2.4. Suppose the conditions of Lemma 3.2.2 are satisfied, and that in addi-
tion, there exist exactly two elements of Sα in [0, τ ], hence between any two zeros of s.
Keeping the same notations as in Lemma 3.2.2, we have :
- the domino containing 0 has the property (P) if and only if c(t0) + c(t1) ≥ 0,

- the domino containing τ has the property (P) if and only if−c(t0)− c(t1)+ 2 c
′
(τ)

s′ (τ)
s(t0) ≥ 0.
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Lemme 3.2.5. Consider the differential equation (3.3). Suppose in addition to the condi-
tions in Lemma 3.2.2 that κ is τ periodic and s is τ antiperiodic, i.e.

s(τ + t) = −s(t),∀t ∈ R.

Then the domino containing 0 has the property (P) if and only if s realizes the minimum
distance between the zeros of the solutions of the equation (3.3).

Démonstration. An easy computation gives

c(τ − t) = 2
c(τ/2)

s(τ/2)
s(t)− c(t) ∀t ∈ R. (3.4)

In this case, we have t1 = τ − t0 so that c(t0) + c(t1) ≥ 0 reads c(τ/2) ≥ 0.
Let z0 and z1 be two any consecutive zeros of a solution of equation (3.3). If φ is a solution
of (3.3), φ(.+ τ) is also a solution, so one can assume that z0 ∈]− τ, 0[. Write

φ(t) = c(t)− c(z0)

s(z0)
s(t),

we have φ(z0) = 0, φ(0) = 1, and φ(z0 + τ) = −2 c(τ/2)
s(τ/2)

s(z0), by formula (3.4) above.
We see that φ(0) and φ(z0 + τ) have the same sign if and only if c(τ/2) ≥ 0. In this case,
φ doesn’t vanish on [0, z0 + τ [ by Lemma 3.2.1, and z1 ≥ z0 + τ . This ends the proof.

Lemma 3 in [5] gives a result on the zeros of the solutions of the differential equation

u
′′
(x) + p(x)u(x) = 0, (3.5)

under certain restrictive assumptions on the function p(x). Under these assumptions, the
even solution of the equation realizes the minimum distance between such zeros. We shall
adapt the lemma to the case where the coefficient is a periodic function ; the same proof
works in this case.

Lemme 3.2.6. Let p(x) have the following properties :
(a) p is continuous ;
(b) p(−x) = p(x) ;
(c) the even solution of the differential equation (3.5) vanishes for δ > 0 and does not
vanish for −δ < x < δ ;
(d) p(x) is non-increasing for 0 < x < δ ;
(e) p is periodic, with period 2δ.
Let δ1, δ2 be any pair of consecutive zeros of any non-trivial solution of (3.5). Then

δ2 − δ1 ≥ 2δ.

Note : in [5], the condition (d) reads "p(x) is non-increasing for 0 < x < +∞". When
p(x) is assumed to be periodic of period 2δ, it is enough to suppose this property on ]0, δ[.
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3.3 Points conjugués des tores lorentziens avec un champ
de Killing

3.3.1 Les points conjugués résultant du champ de Killing
Given a Lorentzian torus with Killing field K, modeled on Eu

f , we have the following
result from [3] :

Theorem 3.3.1. ([3, Theorem 5.29]). Let f ∈ C∞(R,R) be a non-constant periodic
function, and let T be a torus modeled on Eu

f . If T has no conjugate points, then :
(1) the set of connected components of {f 6= 0} is locally finite,
(2) f changes sign between bands with a common boundary,
(3) f ′ changes sign once in a band,
(4) each component defines a type II band in the torus.

Recall that a critical orbit of K is an orbit corresponding to a critical point of 〈K,K〉.
These leaves are geodesics (they are exactly the set of leaves of K on which∇KK = 0).

Lemme 3.3.2. On a torus such that condition (3) is satisfied, the critical orbits of K are
without conjugate points.

Démonstration. The curvature is given by κ = f
′′
(x)/2 in the x-coordinate. From hy-

pothesis (3), it follows that a local maximum of f is necessarily positive and a local
minimum is negative. This yields the following :

Fait 3.3.3. The timelike critical orbit of K corresponding to a local minimum of f lies
in a region of non-negative curvature, and the spacelike critical orbit (corresponding to
a local maximum of f ) lies in a region of non-positive curvature. On the other critical
orbits of K, we have κ = 0.

It is then straightforward that equation (3.3) does not have a solution vanishing twice
on such geodesics.

As pointed out in the introduction of this paper, we restrict our attention to non-null
geodesics. The geodesics perpendicular to K are already known to be without conjugate
points in the torus (see [2, Proposition 1.8]) ; this also holds for the geodesics such that β
does not vanish, by Lemma 3.2.1. We are left with the case in which γ is not perpendi-
cular to K and β vanishes without being identically zero. We begin by investigating the
conjugate points produced by β.

The geodesics are always thought of as being in the extension Eu
f . Recall that the

Killing field in Eu
f is denoted by Ku (see Theorem 1.2.1).

Lemme 3.3.4. Let γ be a non-null geodesic not perpendicular to Ku.
Assume γ is not a critical geodesic of Ku. If the torus satisfies conditions (2)-(3) of Theo-
rem 3.3.1 above, we have :
(i) β does not vanish more than one time in a band.
(ii) a geodesic γ tangent to Ku in the torus leaves the band in which β vanishes and
crosses the type I neighboring band in Eu

f . So if the torus contains only type II bands, the
geodesic lies in T̃ exactly in a domino.
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Démonstration. (i) Let p be a point where γ is tangent to K in the torus, and call B the
band containing p. Define U := {z ∈ B, z is an extremum of 〈K,K〉} ; condition (3) on
f implies that this set is connected, hence splits the band into two connected components.
In the interior of the band,K has type ε, so the function ε〈K,K〉 is positive onB. Suppose
β vanishes another time in B. It appears from the formula ε〈K,K〉 = C2 − β2 that p is
a local maximum of ε〈K,K〉 on γ, so if q is the closest point to p in which β vanishes,
p and q are necessarily in the same connected component, and in addition, ε〈K,K〉 is
decreasing from p to q. Now since 〈K,K〉(p) = 〈K,K〉(q) = εC2, this means that
ε〈K,K〉 is constant between the two points, thus γ is a critical orbit of K, contrary to our
assumption.
(ii) If γ remains inB, it asymptotically approaches an orbit ofK contained inB on which
the norm of K is the same as on the point where γ is tangent to K (see Lemma 2.3.1) ;
the same argument above shows that this is impossible. It follows that γ leaves the band
from both sides. Now, since f changes sign between two consecutive bands, γ cannot
cross the type III neighboring band. Repeated application of Lemma 2.3.1 shows that γ
cannot remain in that band either. In addition, γ cannot cross a type II band unless it is
perpendicular to K. So γ crosses the type I neighboring band.

Corollaire 3.3.5. If (T,K) is a torus satisfying the hypotheses in Theorem 3.3.1, then the
Killing vector field doesn’t produce conjugate points in the torus.

Démonstration. Let γ be a geodesic, lifted and then extended to Eu
f , such that β vanishes

at least twice. We have to prove that we cannot have two zeros of β in the torus. This
follows from the fact that the geodesic crosses a type I band between two such zeros as
a consequence of Lemma 3.3.4 above. When the torus is assumed to have only type II
bands, these zeros are never both in the torus.

3.3.2 Géodésiques invariantes et points conjugués
We begin by stating a lemma that will be used at the end of this section. Choose an

orientation on the torus, and let p ∈ T be a point such that 〈K(p), K(p)〉 = 0. If the orbit
of K containing p belongs to the first line of the null cone bordering the negative cone,
fix a null vector field L in the maximal ribbon of T̃ containing p such that 〈L,K〉 = −1 ;
otherwise, take L such that 〈L,K〉 = 1. This way, we get a local coordinate x in the
ribbon containing p, which we globalize to Eu

f in a unique way.

Lemme 3.3.6. Let γ a geodesic in Eu
f , then

εβ
′
(t) =

1

2
f
′
(x(γ(t)).

Démonstration. We can assume that the orbit of K containing p belongs to the first line
of the null cone bordering the negative cone. In the ribbon containing p, call it U , set
K = CT + βN and L = λ1T + λ2N ; λ1 and λ2 are never vanishing functions on γ. In
fact, the choice of L leads to λ1 = −ελ2. We have ∇TK = β

′
N and ∇NK = β

′
T . An

easy computation then gives∇LK = εβ
′
L, yielding

1

2
∇L〈K,K〉 = εβ

′
.
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Now in the ribbon obtained from U by a generic reflection, the local coordinate is defined
by the null vector field L′ such that 〈L′ , K〉 = 1, and L′ belongs to the other null line
field. We can check that this gives the same formula, finishing the proof.

Corollaire 3.3.7. Let (T,K) be a torus modeled on Eu
f , with f a non-constant periodic

function such that f
′

changes sign once in a band. Then a non-null geodesic γ that lies
in a band provided |t| is large enough, asymptotically approaches a critical orbit of Ku,
and this orbit is either timelike or spacelike, depending on the type of γ.

Démonstration. Provided |t| is large enough, γ is transverse to K (see Lemma 3.3.4, (i)),
so an application of Lemma 2.3.1 shows that γ asymptotically approaches a leaf of Ku

whose type is the same as γ’s, i.e. x′ goes to 0 on γ, hence

lim
t→∞

β(t) = 0, (3.6)

since x′(t)2 = β(t)2. On the other hand, εβ ′(t) converges by Lemma 3.3.6 above ; com-
bining this with (3.6), we see that this limit is necessarily zero.

Let γ be a non-null geodesic such that β vanishes without being identically zero,
paramatrized so that β(0) = 0.

Lemme 3.3.8. Assume β vanishes twice and let ω be the half-distance between two conse-
cutive zeros (measured in the parameter t of the geodesic). Then β is odd and periodic, of
period 4ω (in particular, the distance between two consecutive zeros of β is always 2ω).
Furthermore, κ is a 4ω-periodic and even function.

Démonstration. The proof is based on a powerful geometric ingredient of Lorentzian tori
with a Killing vector field : the generic reflection that fixes a non-degenerate leaf of K⊥,
defined on the saturation of the leaf by the flow of K, extends to a global isometry of
the extension (see Proposition 1.2.2). A point where β vanishes is either a saddle point
or corresponds to a point where γ is tangent to K, depending on whether the geodesic
is orthogonal to K or not. The behavior being slightly different in each case, we choose
to consider them separately. Suppose γ is not a leaf of K⊥ ; the reflection that fixes the
geodesic perpendicular to K that passes through γ(0) is an isometry that preserves γ
(actually, it reverses the orientation), sending K to −K ; it sends γ(t) to γ(−t) yielding
for all t, β(−t) = −β(t). Composing two reflections that correspond to two consecutive
zeros of β gives an isometry preserving γ, which is actually a translation of the parameter
t by 4ω. It sends γ(t) to γ(t+ 4ω), and gives for all t,

β(t+ 4ω) = β(t),

as expected. Now suppose that γ is perpendicular to K ; β vanishes at the saddle points.
Let p be a saddle point on γ. According to [3], we might choose two generic reflections
each one fixing a leaf ofK⊥ passing through p, such that their composition is the reflection
with respect to p. It is not hard to see that the obtained reflection is an isometry preserving
γ ; it again reverses its orientation and sends K to −K. Composing two such reflections
as before (corresponding to two saddle points), the same conclusions follow.
The same arguments provide the proof of the statement on κ.
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Definition 3.3.9. A geodesic of Eu
f with β a non-zero periodic function is called "β-

periodic" or an "invariant geodesic", for they are invariant by an isometry of the exten-
sion.

The term "β-periodic" will be adopted below because it seems to be more suggestive
of the type of resulting Jacobi equation. We simply say "periodic geodesic" instead of
"β-periodic".

If we suppose that f has simple zeros, the geodesics perpendicular to K are all perio-
dic.

Corollaire 3.3.10. Let γ be a non-null geodesic tangent to K in the torus ; we distinguish
two different behaviors of γ in Eu

f : either γ is periodic, or it asymptotically approaches a
critical orbit of K with infinite t ; in this case, the geodesic is tangent to K only one time.

Démonstration. If γ cuts a null orbit of Ku denoted by l, we claim that γ crosses a type
I band B containing l if and only if C2 > supB ε〈Ku, Ku〉. Indeed, if γ crosses a type I
band, it is everywhere transverse to Ku in that band, for if β vanishes, either γ remains in
the band or it crosses a type III band containing l. Writing C2 − β2 = ε〈Ku, Ku〉, we see
that C2 > supB ε〈Ku, Ku〉. Now, assume this inequality holds, then the same argument
as in the proof of Lemma 3.3.4, (ii), shows that γ crosses the type I band B. In fact, as
long as this inequality holds, γ remains in the ribbon containing l, by cutting the leaves of
Ku transversally.
Now, if γ enters a band where C2 is reached by ε〈Ku, Ku〉 in that band, using Corollary
3.3.7 and the previous lemma, we distinguish two different cases :
a) C2 is not a critical value of f ; in this case, γ meets tangentially the closest orbit of Ku

to the boundary of the band meeting γ, on which C2 = ε〈Ku, Ku〉, so that β vanishes a
second time. The geodesic is thus periodic.
b) C2 is a critical value of f , which amounts to saying that the corresponding orbit of Ku

is a geodesic. In this case, if the closest orbit of Ku to the boundary meeting γ is not a
geodesic, then γ behaves as in a) ; otherwise, it approaches the orbit asymptotically, with
an infinite t.

Remarque 3.3.11. This corollary holds for every torus modeled on Eu
f such that f is

a non-constant periodic function. When assumptions (2)-(3) in Theorem 3.3.1 hold, the
periodic geodesics leave every maximal ribbon in Eu

f , by crossing a type I band between
two zeros of β.

Denote by LK(T ) the space of smooth Lorentzian metrics on the 2-torus T admitting
a non-trivial Killing field.

Definition 3.3.12. Define L∗K(T ) as the subset of LK(T ) such that the function f induced
by the norm of K has simple zeros and satisfies conditions (3)-(4) of Theorem 3.3.1. In
particular, the assumption "f has simple zeros" implies conditions (1)-(2) of Theorem
3.3.1.

Given a torus in L∗K(T ), using the results in section 3.2, we shall give a necessary and
sufficient condition for geodesics (other than the critical orbits of K) tangent to K in the
torus to be without conjugate points in it.
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Recall that when assumptions (2)-(3) in Theorem 3.3.1 hold, if γ is a geodesic tangent
to K at p ∈ T , and not a critical orbit of K, then p is the unique point of T where γ is
tangent to K.

Proposition 3.3.13 (Characterization of geodesics without conjugate points). Let (T,K)
be a torus modeled on Eu

f , with f satisfying the properties in Theorem 3.3.1. Let γ be a
geodesic tangent to K in the torus ; assume γ is not a critical orbit of K and set t = 0 at
this point. Then γ is without conjugate points in the torus if and only if c(t0) + c(t1) ≥ 0,
where t0, t1 are the smallest positive consecutive reals such that the norm of K vanishes
on γ.

Démonstration. The two reals t0 and t1 do exist by Lemma 3.3.4. The geodesic lies in
the torus in a domino, either for t ∈ [−t1, t0] or for t ∈ [−t0, t1], t0 and t1 being as in the
statement above. Assume γ is periodic ; if c(t0) + c(t1) ≥ 0, the intervals [−t1, t0] and
[−t0, t1] satisfy the property (P) for α = |C|, by Lemma 3.2.2. All we have to show is
that this implies that γ is without conjugate points in the torus. Setting α = |C|, Sα is the
set of points in which the norm of K vanishes. Assume (P) is satisfied on [−t1, t0], i.e.
two zeros of any solution of (3.3) in [−t1, t0] (or in [−t0, t1]) are separated by two zeros of
〈K,K〉. Since γ lies in T 2 in a domino, it contains only one zero of 〈K,K〉 in the torus.
Therefore, two zeros of a solution of (3.3) cannot be both in the torus. Now, suppose that
c(t0) + c(t1) < 0 ; one can find by Lemma 3.2.2 a Jacobi field along γ vanishing at z0 and
z1 in [−2ω, 2ω], such that −t0 < z0 < 0 and 0 < z1 < t1.
The case in which γ asymptotically approaches a critical orbit of K works in much the
same way by proving, following Lemma 3.2.2, that the property (P) is again equivalent
to having c(t0) + c(t1) ≥ 0. The detailed verification is left to the reader.

Theorem 3.3.14. Let (T,K) be a torus in L∗K(T ) modeled on Eu
f . Denote by (xn)n∈Z

the sequence of zeros of f , the xn’s being taken in increasing order. If the torus has no
conjugate points, then

f
′
(xn) + f

′
(xn+1) = 0, ∀n ∈ Z.

Démonstration. Denote again by (0), .., (n) the distinct bands of the torus, (i) and (i+ 1)
having a common boundary and opposite signs. Denote by xi < xi+1 the zeros of f in the
band (i).
Let γ be a geodesic tangent to K in a band (i) of the torus. Set t = 0 at this point. For |C|
small enough, the geodesic crosses one type I band before β vanishes again in a copy of
the band (i+ 2) of the ribbon containing (i). The torus contains an isometric image of the
geodesic γ restricted to a domino containing the zero of β in (i), and an isometric image
of the geodesic restricted to a domino containing the zero of β in (i + 2). By Corollary
3.2.4 and Lemma 3.3.13, these geodesics are without conjugate points in the torus if and
only if c(t0) + c(t1) ≥ 0 and −c(t0) − c(t1) + 2 c

′
(2ω)

s′ (2ω)
s(t0) ≥ 0. Consider a sequence

of geodesics γn approaching a non-degenerate geodesic γ∞ perpendicular to K. Then,
|C| tends to 0, tn0 → 0, and tn1 → 2ω∞, where ω∞ is associated to γ∞. We admit that
c(t0) + c(t1) depends continuously on γ (this will be proved in section 5). Letting |C| go
to 0, we have

cn(tn0 ) + cn(tn1 )→ c∞(0) + c∞(2ω∞)
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and − cn(tn0 )− c(tn1 ) + 2
c
′
n(2ωn)

s′n(2ωn)
sn(tn0 )→ −c∞(0)− c∞(2ω∞),

where the solution c∞ associated to γ∞ is then evaluated at two consecutive saddle points
of γ∞. Denote them by pi and pi+1. On the other hand,

c∞(0) + c∞(2ω) =
1

s′∞(0)
+

1

s′∞(2ω)
=
β
′
∞(pi) + β

′
∞(pi+1)

β ′∞(pi)β
′
∞(pi+1)

.

We see that if the torus is without conjugate points, c∞(0) + c∞(2ω), and then β ′∞(pi) +
β
′
∞(pi+1) should be zero. Using Lemma 3.3.6, this yields f ′(xi) + f

′
(xi+1) = 0, for all

i.

Remarque 3.3.15. The geodesic parametrization of a null orbit of K is incomplete if and
only if it corresponds to a simple zero of f .

Remarque 3.3.16. When the geodesic is incomplete, it is easy to see that a geodesic
parametrization is given by −2(ηf

′
)−1e−

1
2
ηf
′
t, where K = ∂t, and η = ±1 depends on

the null orbit of K and the choice of the x-coordinate (once the coordinate is fixed, two
consecutive null orbits of K in the torus give (η1, η2), such that η1 + η2 = 0) ; therefore,
Theorem 3.3.14 above can be stated in a more geometric way, as in Theorem 3.1.3 in the
introduction of this section.

Corollaire 3.3.17. TCP can be obtained as a limit of Lorentzian tori with conjugate
points, and admitting a Killing field.

Remarque 3.3.18. In [2] it is shown that the space of Lorentzian tori without conjugate
points is a closed subset of L(T ) endowed with the C∞ topology, and that the Clifton-
Pohl torus is on the boundary of this set. In the proof, the construction of the sequence of
such metrics converging to TCP killed the Killing vector field.

3.3.3 Une classe de tores lorentziens sans points conjugués
The local geometry of a Lorentzian torus with a Killing vector field is determined by

the function f induced by the norm of K̃ in the x-coordinate of the universal cover. In
privileging this point of view, we obtain a family of Lorentzian tori without conjugate
points admitting a Killing vector field with pairwise non-isometric universal cover ; these
examples include the Clifton-Pohl torus and quadratic variations of it.
Our examples are in L∗K(T ). In addition, we assume that f has two zeros in its smallest
period, and that ∃a ∈ R, f(a+ t) = f(a− t) (in particular, n = 2). We then get additional
isometries in Eu

f , known as non-generic reflections in [3], that lead to additional symme-
tries on the β solution. In this case, given a non-null geodesic γ, not perpendicular to K,
the behavior in b), Corollary 3.3.10, does not appear, and β vanishes -at t = 0 (without
being identically zero) if and only if the geodesic is periodic. With the additional assump-
tion on f , κ has two symmetries, one of which about t = 0 and the other about t = ω,
hence κ is 2ω periodic, and β satisfies the following :

β(2ω − t) = β(t) ∀ t ∈ R.
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The symmetry about t = ω can be seen using the following fact : the composition of the
non-generic reflection that fixes the leaf of K corresponding to t = ω, and the generic
reflection that fixes the geodesic perpendicular to K passing through γ(0), is an isometry
that preserves γ (and reverses the orientation).
In this case, Lemma 3.2.5 together with Proposition 3.3.13 imply that the absence of
conjugate points in the torus for such geodesics is equivalent to the fact that β realizes the
minimum distance between the zeros of the solutions of the Jacobi equation. A large class
of Lorentzian tori with no conjugate points is given in the following theorem :

Theorem 3.3.19. Let f be a periodic function that satisfies the following properties :
i) f has simple zeros,
ii) f

′
changes sign one time in a band,

iii) f
′
.f
′′′ ≤ 0,

iv) ∃a ∈ R, f(a+ t) = f(a− t),
v) f has two zeros in the smallest period of f .
Then, a torus modeled on Eu

f and all of whose bands are of type II has no conjugate
points.

Démonstration. Let γ be a non-null geodesic, and assume that β vanishes. Either β is
identically zero, in which case the geodesic is a critical orbit of K without conjugate
points (Lemma 3.3.2), or it isn’t identically zero, then γ is periodic. The geodesic therefore
has no conjugate points in the torus if and only if β realizes the minimum distance between
the zeros of the non-trivial solutions of the Jacobi equation. Put p(t) = εκ(t + ω) and
consider the differential equation

u
′′
(t) + εκ(t+ ω)u(t) = 0 (3.7)

We have the following :
i) p is even ; this is a consequence of κ being even and 2ω periodic. Indeed, write p(−t) =
εκ(−t+ ω) = εκ(t− ω) = εκ(t+ ω) = p(t) ;
ii) the even solution is given by β(t+ ω) ;
iii) p(t) is decreasing for 0 < t < ω.
To see this, denote x1 < x2 two consecutive critical points of f which correspond to ex-
tremal values. Condition (ii) implies that f ′ does not change sign on ]x1, x2[. Since the
curvature is given by f ′′(x)/2 in the x coordinate, the condition f ′ .f ′′′ ≤ 0 implies that
on a ribbon, κ is either decreasing or increasing between the two orbits of K correspon-
ding to x1 and x2, depending on whether f reaches its minimal value on x1 or x2. Now
the geodesic is transverse to K over ]0, 2ω[ and lies in a ribbon of the Lorentzian surface
Eu
f . Since n = 2, the geodesic crosses only one extremal orbit of K between 0 and 2ω,

the one corresponding to t = ω. We then get that κ(t) is decreasing (resp. increasing) for
ω < t < 2ω if the geodesic is spacelike (resp. timelike), implying condition (iii).
Given Lemma 3.2.6, the even solution β(t + ω) then realizes the minimum distance bet-
ween the zeros of the non-trivial solutions of equation (3.7). Therefore, when the torus has
only type II bands, these geodesics have no conjugate points in the torus. This completes
the proof of Theorem 3.3.19.
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3.3.4 Des exemples de tores lorentziens sans points conjugués
Definition 3.3.20. We call a quadratic variation of the Clifton-Pohl torus a metric of the
form

g =
2dxdy

Q(x, y)
,

where Q is a positive definite quadratic form of determinant 1.

Proposition 3.3.21. The quadratic variations of the Clifton-Pohl torus are contained in
the family obtained in Theorem 3.3.19.

Démonstration. Considering −g instead of g if necessary, we can assume that the qua-
dratic forms are given by

Q(x, y) = ux2 + 2vxy + wy2, with u > 0, w > 0, uw − v2 = 1.

Write Q(x, y) = (
√
ux + v√

u
y)2 + ( 1√

u
y)2. Applying the change of variables x′ =

√
ux, y′ = 1√

u
y, we reduce to the metrics of the form

g =
2dxdy

x2 + (y + ax)2
,

where a ∈ R. These metrics admit a Killing vector field given by K = x∂x + y∂y.
We have now

κ = −2〈K,K〉 − 2a.

Hence, f is a solution of the differential equation

f
′′
(x) + 4f(x)− 4a = 0,

and it is given by f(x) = sin(2x)− 2a cos2(x).
The Clifton-Pohl torus and its quadratic variations are then contained in the family obtai-
ned before, and are therefore without conjugate points.

Other examples of Lorentzian tori without conjugate points, belonging to this family,
are given at the end of the last chapter.





Chapitre 4

Stabilité des tores lorentziens sans
points conjugués en dimension 2

4.1 Description des résultats

We prove that some of new examples given in the previous chapter of lorentzian tori
without conjugate points (including the Clifton-Pohl torus) admit a large space of defor-
mations among metrics without conjugate points.

In the Riemannian setting, it is known from Hadamard’s theorem that non-positive
curvature implies that there are no conjugate points ; therefore, it is easy to get open sets
of Riemannian metrics without conjugate points in the C2 topology. In the Lorentzian
general setting, the stability question is a little harder ; in fact, the restriction on the sign
of the sectional curvatures is no help since the Jacobi equation involves also the type ε
of the geodesic. If we drop the assumption concerning the additional symmetries on the
universal cover of the torus, we show that the absence of conjugate points for a Lorentzian
torus admitting a Killing field can be expressed in terms of the positivity of some numeric
function defined on an open subset of the torus. The method used has the disadvantage
of not providing a geometric ingredient to construct metrics without conjugate points, but
it suggests that one can expect a stability result among the metrics admitting a Killing
field. Recall that LK(T ) denotes the space of smooth Lorentzian metrics on the 2-torus T
admitting a non-trivial Killing field. We obtain

Theorem 4.1.1. A metric in LK(T ) close enough to the Clifton-Pohl metric, for the C∞

topology, and satisfying the condition in Theorem 3.1.3 above, has no conjugate points.

Actually, we prove a more general stability by deformation result in the last section of
this paper. This stability result ensures the existence of Lorentzian metrics without conju-
gate points and admitting a Killing field, without the symmetries added in Theorem 3.1.1.
Of course, an important hypothesis all along this paper is the existence of a Killing field.
The existence of a metric without conjugate points which does not satisfy this additional
assumption is an open question.

71
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4.2 Déformation d’un tore lorentzien sans points conju-
gués

Recall that a torus in LK(T ) without conjugate points satisfies conditions (1)-(4) in
Theorem 3.3.1. So we defined L∗K(T ) to be the subset of Lorentzian tori in LK(T ) contai-
ning only type II bands (condition (4)), and modeled on Eu

f such that f has simple zeros
and satisfies the third condition of the theorem (the condition on the zeros implies (1)-(2)).
A torus without conjugate points in L∗K(T ) satisfies in addition the property in Theorem
3.3.14, which is a kind of "pointwise symmetry" on f ; in the sequel we denote by SL∗K(T )
the set of Lorentzian metrics in L∗K(T ) satisfying this condition.
The family introduced in Theorem 3.3.19 gives examples of metrics in L∗K(T ) without
conjugate points ; we wish to know if this property is stable by deformation in SL∗K(T ).
Our main concern in this section will be to obtain stability criteria for these metrics, i.e.
conditions on f from which conclusions may be drawn as to the stability character of the
property.

This section contains 5 paragraphs. In Paragraph 4.2.1, we prove that for metrics in
LK(T ), the Killing field depends smoothly on the metric. This allows us to define in
Paragraph 4.2.2 a continuous function depending on the metric, that controls the conju-
gate points. Recall that the universal cover of a Lorentzian torus admitting a Killing field
appears as an open subset of a bigger surface which contains conjugate points. For the
stability question, a special interest will be given in paragraphs 4.2.3 and 4.2.4 to the case
in which conjugate points are on the boundary. We will give sufficient conditions on the
metric to avoid this situation, and obtain in the last paragraph a stability result.

4.2.1 Sur le champ de Killing d’une métrique lorentzienne sur le tore
The space of smooth Lorentzian metrics on a torus is equipped with the Cr topology ;

since the torus is compact, this space is metrisable. If K is a Killing field for a metric g,
then λK, λ ∈ R∗, is also a Killing vector field for g. Actually, if a (non-flat) metric on a
torus admits a Killing field, then the latter is unique up to a multiplicative constant ; this
was proved in [3]. To fix one, one fixes an orientation ν on the torus and a vector field
J everywhere transverse to K, together with a point p on T in which g(K,K)(p) 6= 0,
and takes λ0K such that g(λ0K,λ0K)(p) = η, η = ±1, and ν(K, J) > 0 (the latter is
possible, for the foliation of K is orientable). We simply denote it by K. This determines
K on the orbit of K containing p, and on a null geodesic passing through this point (Clai-
raut’s constant). This way, one determines K on the saturation of the geodesic by the flow
of K, i.e. on a ribbon ; doing it on the ribbons in turn, K is determined on the whole torus.
In the following, K is fixed this way.

Now consider a sequence of Lorentzian metrics gn ∈ LK(T ) which converges to a
non-flat metric g ∈ LK(T ) in the Cr topology, r ≥ 4 ; denote by K the Killing vector
field of g, Kn that of gn for all n. A natural question is to see whether Kn converges to
K. For convenience, we start by examining the foliations associated to these vector fields.
We want to provide the space of foliations of the torus, denoted by F(T ), with a "natural"
topology. The line bundle over a torus being a trivial bundle, we choose a trivialization
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and we associate to a foliation its tangent field, which is then a smooth map from T into
P 1. One identifies F(T ) with its image in Cr(T, P 1) equipped with the Cr topology, and
gets a topology on F(T ) ; this topology is independent of the choice of the trivialization.

Proposition 4.2.1. If gn is a sequence of Lorentzian metrics in LK(T ) converging to a
non-flat metric g ∈ LK(T ) for the Cr topology, r ≥ 4, then the sequence of foliations
associated to Kn converges to that of K, for the Cr−3 topology. Then, if p is a point on T
where g(K,K)(p) = η, η = ±1, then for n sufficiently large, Kn(p) has type η ; fix Kn

by setting gn(Kn, Kn)(p) = η, such that Kn(p) converges to K(p). The sequence Kn so
obtained converges to K for the Cr−4 topology.

In the following, g ∈ LK(T ) is a non-flat metric ; we denote by U the open set in
which κ, the sectional curvature associated to g, is a submersion. On this set, κ defines
the foliation associated to K. The open set of T not containing the null orbits of K will
be denoted by V .

Fait 4.2.2. Consider a sequence of metrics gn ∈ LK(T ) converging to g for the Cr

topology ; then the sequence of foliations associated to Kn converges to that of K for the
Cr−3 topology, on every compact subset of U .

Démonstration. Observe that the space of submersions over a compact variety M is an
open set in the space of C1 functions over M . Let B be a compact subset of U ; provided
we take n large enough, κn is also a submersion on B that defines the foliation associated
to Kn.
In smooth local coordinates (s, t), define

Xκ(s, t) :=
(
− ∂κ

∂t
,
∂κ

∂s

)
,

a vector field associated to κ. We have dκ(Xκ) = 0, so Xκ defines the foliation of K. It
follows that if κn converges to κ for theCk−2 topology, the foliations they define converge
for the Ck−3 topology. Note that the curvature defines the foliation but not the Killing
field ; indeed, if X is such that dκ(X) = 0, then dκ(φX) = 0 for any function φ on the
torus.

Fait 4.2.3. Denote by F (resp. Fn) the foliation associated to K (resp. Kn). Suppose
there exists q ∈ V such that Kn(q) converges to K(q). Fix K and Kn, for n big enough,
by setting g(K,K)(q) = gn(Kn, Kn)(q) = η, η = ±1. If Fn converges to F on V for
the Ck topology, with k ≤ r, then Kn converges to K on every compact subset of the
connected component of q contained in V . The convergence holds for the Ck topology.

Démonstration. Fix a Riemannian metric S on T , and let X (resp. Xn) be a vector field
on T tangent to F (resp. Fn), such that X(q) (resp. Xn(q) is R+-collinear to K(q) (resp.
Kn(q), and S(X,X) = 1 (resp. S(Xn, Xn) = 1. Since the foliations are orientable, the
oriented foliations still converge, so that Xn converges to X for the Ck topology. Next,
we define K̄ (resp. K̄n) to be the vector field on the connected component of V containing
q, R+-collinear to X (resp. Xn) such that g(K̄, K̄) = ε = gn(K̄n, K̄n), for n big enough.

We have K̄n
Ck→ K̄. Write K = hK̄ and Kn = hnK̄n, where h, hn > 0, for all n. This
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yields h =
√
εg(K,K), which implies that h (resp. hn) is invariant by the flow of K

(resp. Kn).
Now, write

g(∇XK,X) = 0, ∀X.

This yields the following equation on h

(∇Xh)g(K̄,X) + h g(∇XK̄,X) = 0, ∀X. (4.1)

Let c(s) be a curve containing q and transverse toK, and define aCr-diffeomorphism φ by
setting φ(s, t) = F (t, c(s)), where F is the flow of K̄. There exists an open neighborhood
of R2 on which the flows of K̄n are all defined, for n big enough. So define in the same
way a diffeomorphism φn by φn(s, t) = Fn(t, c(s)), where Fn is the flow of K̄n.
Since K̄n is Ck close to K̄, for n large enough, φn is Ck close to φ. Set X = ∂φ

∂s
and

Xn = ∂φn
∂s

in equation (4.1) above ; combining this with the fact that h is invariant by K̄,
h o φ, written in the (s, t) coordinates, satisfies the following differential equations :

∂(hoφ)

∂t
= 0,

∂(hoφ)

∂s
g(K̄,X) o φ+ (hoφ)g(∇XK̄,X) o φ = 0.

This yields hoφ(s, t) = hoφ(s, 0) and hnoφn(s, t) = hnoφn(s, 0), for all t. The continuity
of solutions in the initial conditions and the coefficients of the equation permits now to
assert that hnoφn(s, 0) is Ck−1 close to hoφ(s, 0), hence hnoφn is Ck−1 close to hoφ, for

n big enough. Since φn
Ck→ φ, one easily shows that actually hn converges to h on a neigh-

borhood of q, for the Ck−1 topology, and then on any compact subset of the connected
component of V containing q. Now, look at Equation (4.1), the Ck−1 convergence of hn
and the Ck convergence of K̄n imply the Ck−1 convergence of the first order derivatives
of hn, hence the Ck convergence of hn.

Fait 4.2.4. Let gn be a sequence of metrics in LK(T ) converging to g for the Cr topology ;
K (resp. Kn) the Killing field of g (resp. gn) fixed as in the previous fact. Denote by R
a maximal ribbon in T̃ , and let L be the null vector field on it defined by g(L,K) = 1 ;
define Ln (for n big enough) to be the null vector field on R such that gn(Kn, Ln) = 1.
The Ck convergence of Kn to K on R, with k ≤ r, leads to the Ck convergence of Ln to
L.

Démonstration. Let L̄ (resp. L̄n) be the null vector field on R, R+-collinear to L (resp.
Ln), such that S(L̄n, L̄n) = S(L̄, L̄) = 1, where S is a Riemannian metric on T . By
definition, the sequence of (oriented) foliations associated to Ln converges to that of L,
so that L̄n

Cr→ L̄. Write L = sL̄ and Ln = snL̄n, s and sn being non-vanishing functions.
This yields

g(L̄,K) =
1

s
and gn(L̄n, Kn) =

1

sn
.

It follows that ifK isCk close toK, then sn isCk close to s, which finishes the proof.
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Fait 4.2.5. Let gn be a sequence of metrics in LK(T ) converging to g for the Cr topology ;
take q ∈ V ∩U and fix K and Kn as in Fact 4.2.3. Denote by R a maximal ribbon for the
metric g, containing q, and define L and Ln on R as in the previous fact, then Ln is Cr−3

close to L on any compact subset of R.

Démonstration. Combining Fact 4.2.2 and Fact 4.2.3, we can say that Ln converges to L
for the Cr−3 topology on any compact subset of the connected component of q in V ∩ U .
Denote by B a set saturated by K, where this convergence holds. Now, in a local chart,
the geodesics of g are the integral curves of the vector field of TT (T ) defined by

Z = (Z1, Z2) = (yk,−
∑
i,j

Γki,j(x)yiyj).

The components of Z involve the first derivatives of g, so if gn converges to g for the Cr

topology, then Zn converges to Z for the Cr−1 topology. Therefore, there exists an open
neighborhood U of the zero section of R × T (T ) on which the flows Φn of Zn are all
defined, for all n but a finite number. Furthermore, the sequence Φn converges to Φ on
any compact subset of U (for the Cr−1 topology). Let p ∈ R ; for an appropriate t0 > 0,
Φt0 is a diffeomorphism from an open set TV of T (T ), where V is an open set in B, into
an open set TW , where W is a neighborhood of p. The sequence of diffeomorphisms
Φn(t0, .) converges to Φ(t0, .) ; combining this with the fact that Ln tends to L on V , we

get Φn(t0, Ln)
Cr−3

−→ Φ(t0, L). Now write Φn(t0, Ln) = LnoΦn and Φ(t0, L) = LoΦ. It

follows that LnoΦn
Cr−3

−→ LoΦ, hence Ln
Cr−3

−→ L in the neighborhood of p.

We go back to the proof of Proposition 4.2.1.

Démonstration. We start with the following observation.
Observation : Suppose g has non-constant curvature κ, and consider p ∈ T such that
α := κ(p) is a regular value of κ and g(K,K)(p) 6= 0 ; set g(K,K)(p) = η, η = ±1,
taking λ0K if necessary. The set κ−1(α) of isolated orbits of K contains the orbit of K
containing p. Now let {ψt} be a flow of K. Since the stages ψt of the flow are isometries,
the exponential map commutes with the flow; we write

expψt(p)o ψ
t
∗ = ψto expp, (4.2)

This geometric ingredient allows, once an orbit of K is given, to get all the orbits of K.
Indeed, fix q ∈ T ; p and q can be joined by a curve made of (broken) null geodesics,
cutting each orbit of K transversally ; call this curve c. Denote by γ(t) the integral curve
of K containing p ; put γ(0) = p, and g(γ̇(p), γ̇(p)) = 1. Let L denote the null vector
field along γ, tangent to the null foliation containing c, and such that 〈L,K〉 = 1. Now
(4.2) gives :

ψt(q) = expγ(t)(sLγ(t)),

where expp(sL(p)) = q, defining the integral curve of K containing q.

According to Fact 4.2.2 and Fact 4.2.3, Kn
Cr−3

−→ K on every compact subset of the
connected component of p in V ∩ U . Denote by B an open set containing p where this
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convergence holds. Furthermore, in every ribbon containing p, the sequence Ln of null
vector fields defined in a ribbon by gn(Ln, Kn) = 1, for n large enough, converges to the
null vector field L defined in that ribbon by g(L,K) = 1.
Now, we denote by Exp (resp. Expn) the exponential map of g (resp. gn). Let q be a
point in a ribbon containing p, and let t0 > 0 such that q′ = Exp(t0L(q)) ∈ B. There
exists a neighborhoodW of the zero-section of a subset of T (T ), such thatW = {tv, t ∈
[0, t0], v ∈ U}, where U is a neighborhood ofL(q) in T (T ), in which the exponential maps
of the metrics gn are defined for all n but a finite number. Furthermore, Expn converges
Ck−1 to Exp on every compact subset ofW . Now, according to the previous observation,
if z ∈ π(U), where π : T (T )→ T is the natural projection, the integral curve of K (resp.
Kn) containing z is given by ψt (resp. ψtn), such that :

ψt(z) = Expψt(φ(z))(−t0L(ψtoφ(z)))), where φ(z) = Expz(t0L(z)) ∈ B.

Since Ln converges Cr−3 to L, and the flows of Kn converge Cr−3 to the flow of K in B,
then ψtn converges Cr−3 to ψt, leading to the Cr−4 convergence of Kn to K on π(U). The
result on the torus follows from the fact that any point on it can be brought to a point in
B by a broken null geodesic everywhere transverse to K.

Corollaire 4.2.6. Let (T,K) be a torus in L∗K(T ) ; the number of bands, their signs and
types are preserved in a neighborhood of the torus in LK(T ).

Démonstration. For the number of bands and their signs, this is an easy consequence of
the previous proposition. For the type preservation, recall that the null-leaves of K on a
band of type II belong to different null-foliations, while on a band of type I, they belong
to the same null-foliation. Since we cannot have a type III band in the torus, the result
follows.

Corollaire 4.2.7. Let g ∈ LK(T ) a non-flat metric with Killing field K, and let gn ∈
LK(T ) be a sequence of metrics, with Killing field Kn, converging to g for the Cr topo-
logy, r ≥ 4. Let R be a maximal ribbon in T̃ for the metric g, and fix p ∈ R. Define
φ : R→ I ×R, φ(q) = (x(q), y(q)), with φ(p) = (0, 0) ; define in the same way φn on R
satisfying φn(p) = (0, 0). Then, φn converges Cr−4 to φ on every compact subset of R.

Démonstration. Proposition 4.2.1 implies the Cr−4 convergence of the Killing fields,
hence that of the transverse coordinates, using Lemma 1.2.4. Now, define a volume form ν
onR by setting ν(K,L) = 1, where L is the null vector field onR satisfying g(L,K) = 1.
The coordinate y ∈ C∞(R,R) can be defined by iL̃ν = dy and y(p) = 0. In the same
way, consider for n sufficiently large a volume form νn on R defined by νn(Kn, Ln) = 1,
where Ln is the null vector field on R satisfying gn(Ln, Kn) = 1. The coordinate yn ∈
C∞(R,R) is given by iLnνn = dyn, yn(p) = 0. The convergence of φn to φ follows from
Proposition 4.2.1 and Fact 4.2.4.

Remarque 4.2.8. The application φ (resp. φn) defined above is a diffeomorphism on R
(resp. on every saturated subset of R). Take an open set J of I , contained in In for all
n but a finite number. The pullback of the metrics by these applications read (φ−1)∗g =
2dxdy+f(x)dy2 and (φ−1

n )∗gn = 2dxdy+fn(x)dy2, (x, y) ∈ I×R, whose extensions to
R2 that give the maximal ribbons in Eu

f and Eu
fn

respectively, are proved to be convergent
in Lemma 1.2.4.
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Lemme 4.2.9. Let (U,K), I = I×R be a Lorentzian domino where the unique null orbit
of K (represented by x = 0) is incomplete. Denote by g the metric on U and let (gn, Kn)

be a sequence of metrics on U such that (gn, Kn)
Cr→ (g,K), r ≥ 2. Then, there exists

a neighborhood J of 0 in which the coordinate neighborhoods for gn given by Equation
(1.2) converges Cr−2 to that of g.

Démonstration. The neighborhood J is given by Lemma 1.2.5, and the convergence fol-
lows from the previous lemma, and Equations (5) and (8), [3], that define these coordi-
nates.

4.2.2 Une fonction continue controllant les points conjugués
Define

Ω = {(g, p) ∈ L∗K(T )× T, g(K,K)(p) 6= 0 and ∇KK(p) 6= 0}.

For g ∈ L∗K(T ), the points p ∈ T such that (g, p) ∈ Ω are the points of T which are neither
on a null orbit of K nor on a critical orbit. Take (g, p) ∈ Ω and consider the geodesic γp
in T tangent to K at p. Set t = 0 at p and define c(t0) + c(t1) as in the previous section.
Define a function Z on the open set Ω as follows :

Z : Ω −→ R

Z(g, p) =
c(t0) + c(t1)

s(t0)

where t0, t1 and c are exactly as in the previous section.

Lemme 4.2.10. A metric g in L∗K(T ) is without conjugate points if and only if Z(g, p) ≥
0, ∀p ∈ T such that (g, p) ∈ Ω.

Démonstration. This follows from Lemma 3.3.2 and Proposition 3.3.13.

Proposition 4.2.11. If the space of Lorentzian metrics on T is equipped with the C2

topology, then Z is continuous on Ω.

Démonstration. Let (gn, pn)→ (g, p) in Ω, where gn converges to g for the C2 topology.
In R2 equipped with the metric 2dxdy+f(x)dy2 (resp. 2dxdy+fn(x)dy2), let γ (resp. γn)
be the geodesic tangent to φ∗K (resp. φn∗Kn) at φ(p) (resp. φn(pn)), where φ, φn, n ∈ N,
are the local charts defined in Corollary 4.2.7, satisfying φ(p) = φn(p) = 0. The geodesic
sequence γn converges uniformly to γ on any compact set of R2.
Let us rewrite the Jacobi equations along γn and γ :

u′′(t) + εκn(t)u(t) = 0 (4.3)
u′′(t) + εκ(t)u(t) = 0 (4.4)

κn converges uniformly to κ on any compact set. The pairs of solutions (s, c) and (sn, cn)
are given by the same initial conditions so sn and cn converge uniformly to s and c res-
pectively, on any compact set containing γ.
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Lemma 3.3.4 states that γ restricted to the subset of R2 contained in T̃ lies in a domino.
This holds also for γn, for n large enough. Denote by x0 (resp. xn0 ) the zero of f (resp. fn)
in it, and set x = z0 (resp. x = zn0 ) at p (resp. pn). We have by use of Fact 1.2.6 that xn0
converges to x0. Write

t0 =

∫ x0

z0

1√
C2 − εf(x)

dx.

This yields tn0 → t0, hence the convergence of cn(tn0 ) to c(t0). To show that cn(tn1 ) tends
to c(t1), we also show that tn1 tends to t1. Since a geodesic crosses a type I band between
t0 and t1, we can write

t1 = t0 +

∫ x1

x0

1√
C2 − εf(x)

dx.

This yields tn1 → t1 in the same way, finishing the proof.

Now assume that T ∈ SL∗K(T ), i.e. the function f induced by the norm of K satisfies
the property

f
′
(xn) + f

′
(xn+1) = 0, ∀n ∈ Z,

where (xn)n∈Z is the sequence of zeros of f , taken in an increasing order. Then, using
cs
′ − c′s = 1, one can check that the Z function can be written in the following way :

Z : Ω −→ R

Z(g, p) =
c
′
(t0)− c′(t1)

s′(t0)

Proposition 4.2.12. The functions Z can be extended to the set

Ω̃ ={(g, p) ∈ SL∗K(T )× T, g(K,K)(p) ≥ 0 and ∇KK(p) 6= 0}
q{(g, p) ∈ SL∗K(T )× T, g(K,K)(p) ≤ 0 and ∇KK(p) 6= 0},

into a continuous function.

Démonstration. Take (g, p) ∈ SL∗K(T )× T such that g(K,K)(p) = 0. The null orbit of
K containing p splits the domino containing it into two connected components (interior
of bands), one timelike band and one spacelike band. Take (pn)n a sequence of points
in the torus converging to p, and contained in the timelike band. The sequence (γn)n of
timelike geodesics tangent to K at pn, ∀n, converges to the null orbit of K containing p.
The function Z(g) being constant along the leaves of the Killing field for each metric g,
we don’t change the behavior of Z if we move the γn’s by the flow of K in such a way
that the sequence converges to a timelike geodesic γ∞ orthogonal to K and crossing the
spacelike neighboring band. We can do this by letting pn go to the saddle point of the
null-orbit of K containing p, along a leaf orthogonal to K contained in B. This way, we
see that Z(g, pn) converges to −c′∞(2ω), where s∞ and c∞ are the solutions of the Jacobi
equation on γ∞, with initial conditions at the saddle point. This limit does not depend on
the choice of γ∞ ; denote it by Z(g, p)−. In the same way, if γn’s are spacelike, we get
another limit using this time a spacelike geodesic orthogonal to K and passing through
the same saddle point. Now, fix a metric in SL∗K(T ) and denote by (Bi)i∈I the bands of
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the torus for the metric g ; the boundary of a band Bi is made of two null orbits of K, call
them ∂1B and ∂2B. Define for p ∈ qi∈IBi :

Z̃(g, p) =

 Z(g, p) if (g, p) ∈ B̊i,
Z(g, p)ε1 if (g, p) ∈ ∂1B,
Z(g, p)ε2 if (g, p) ∈ ∂2B,

for all i ∈ I , where ε = ±1, depending on the type of the band.
This gives a well defined function Z̃ on the set

Ω̃ ={(g, p) ∈ SL∗K(T )× T, g(K,K)(p) ≥ 0 and ∇KK(p) 6= 0}
q{(g, p) ∈ SL∗K(T )× T, g(K,K)(p) ≤ 0 and ∇KK(p) 6= 0},

Now, to prove that Z̃ is continuous, take (g, p) ∈ SL∗K(T )×T such that g(K,K)(p) =
0, and consider a sequence of metrics gn ∈ SL∗K(T ) converging to g. Lemma 4.2.9 and
Lemma 1.2.5 allow us to consider a coordinate neighborhood centered in 0 and given by
Equation (1.2), in which the saddle points of gn and that of g are represented by the origin.
Take a sequence γn of timelike geodesics converging to the null orbit of K containing p.
Denote by pn the points where γn is tangent to Kn. One can find a sequence of points
qn such that Z̃(gn, qn) = Z̃(gn, pn), for all n ∈ N, and the sequence of geodesics σn
tangent to Kn at qn converges to a timelike geodesic σ∞ orthogonal to K. We can achieve
this in the following way : there exists a sequence (tn)n such that the sequence of points
F tn(pn), where F t is the flow of K, converges to the origin. We use the convergence of
the flows and define qn := F tn

n (pn), where F t
n is the flow of Kn (we choose the points

qn to vary on a leaf orthogonal to K). This way, we obtain c′n(tn0 ) → c
′
∞(0) = 0 and

s
′
n(tn0 ) → s

′
∞(0) = 1, where s∞ and c∞ are the solutions of the Jacobi equation on γ∞,

with initial conditions at the origin.
Now, we want to prove that c′n(tn1 ) converges to c′∞(2ω∞). Take an interval I in which
σn converges to σ∞. Take τ0 ∈ I ; σn and σ∞ may be seen as solutions of the differen-
tial equation which gives locally the geodesics of gn and g, with initial conditions given
by σ′n(τ0) and σ′∞(τ0) respectively. Let us consider a coordinate neighborhood U , given
by Lemma 1.2.5, containing the saddle point that belongs to the null orbit of the type I
neighboring band containing σ′∞(τ0). Choosing τ0 so that σ∞(τ0), σn(τ0) ∈ U for n large
enough, we can assert that σn (extended to U ) converges to σ∞ in U . The result follows.

From now on, the function Z̃ will be simply denoted by Z .

4.2.3 Digression : Equations de Jacobi dont toutes les solutions sont
périodiques

In what follows, g belongs to the family given in Theorem 3.3.19.

Lemme 4.2.13. If a metric g ∈ LK(T ) belongs to the family given in Theorem 3.3.19,
then Z vanishes on (g, p), p ∈ T , if and only if the Jacobi equation corresponding to γg,
the g-geodesic tangent to K at p, has only periodic solutions.
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Démonstration. For such a metric, Z is defined for p ∈ T such that γg is an invariant
geodesic, and the additional isometries of g given by condition (iv) in Theorem 3.3.19
imply that κ(t) is 2ω periodic and that β is 2ω anti-periodic. In this case, formula (3.4)
in Lemma 3.2.5 holds, so that Z vanishes if and only if c(ω) = 0, which is equivalent to
saying that c is 2ω anti-periodic (hence 4ω periodic).

Remarque 4.2.14. An equation

u
′′

+ r(t)u = 0, t ∈ R,

where the coefficient r(t) is T -periodic is called a Hill equation. When all the solutions
are assumed to be T -antiperiodic, with one zero on [0, T [, the following inequality holds
(see [6], Appendix B p. 230)

T

∫ T

0

r(t)dt ≤ π2,

with equality only for constant r(t).

Let p, r : [a, b]→ R, where p(x) > 0, and consider the equation

(py′)
′
+ λry = 0, a ≤ x ≤ b, (4.5)

with boundary conditions

y(a) = y(b) = 0. (4.6)

According to [26, p. 288], there are two infinite sequences of parameter values 0 ≤ λ1 ≤
λ2..., 0 ≥ λ−1 ≥ λ−2..., each one of which has +∞ and −∞ for its only point of
accumulation, and for each parameter λm (resp. λ−m), a solution ym (resp. y−m) satisfying
(4.6) exists. The number of zeros of ym in [a, b] is m+ 1.

Let γ be an invariant geodesic for the metric g, and consider the differential system{
u
′′

+ λεκu = 0, t ∈ [0, 2ω]
u(0) = u(2ω) = 0,

(4.7)

where κ, the sectional curvature along γg, is (see paragraph 3.3.3) symmetric with respect
to t = 0 and t = ω. Denote by λ1 the least positive eigenvalue of the differential system
(4.7), which exists by the statement above, and let y1 be the corresponding eigenfunction.
Since κ is symmetric with respect to t = ω, an easy computation gives either y′1(ω) = 0
or y1(ω) = 0. Furthermore, y1 does not vanish on ]0, 2ω[, so actually y′1(ω) = 0. It follows
that y1 is a solution of the new system{

u
′′

+ λεκu = 0, t ∈ [0, ω]
u(0) = u

′
(ω) = 0.

(4.8)

Now, if λ is an eigenvalue of the system (4.8), with corresponding eigenfunction u defined
on [0, ω], then, by reflecting u about the line t = ω, one gets a solution of the differential
system (4.7), for κ is symmetric with respect to ω.
This proves that λ1 is also the least positive eigenvalue of the differential system (4.8).

The following fact follows from the proof of Lemma 3, [5].
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Fait 4.2.15. Suppose that the coefficient r in Equation (4.5) is symmetric with respect to
t0 = a+b

2
. If there exists a solution y0 of (py′)

′
+ ry = 0 satisfying y0(a) = y0(b) = 0,

symmetric with respect to t0, with y0 not vanishing on ]0, 2ω[, then the least positive
eigenvalue of the system (4.5)-(4.6) is λ1 = 1.

Lemme 4.2.16. When g belongs to the family given in Theorem 3.3.19, the following
inequality holds ∫ 2ω

0

εκ(t)dt ≤ π2

2ω
.

for all invariant geodesics.

Démonstration. Let λ1 be the least positive eigenvalue of the system{
u
′′

+ λεκu = 0, t ∈ I = [0, ω]
u(0) = u

′
(ω) = 0.

(4.9)

We have the following inequality from Theorem 6, [7]

λ1 ≤
(π/2)2

d2ω2
, where d2 = min

t∈I

∫ ω
t
εκ(t)dt

ω − t
.

The function β is a solution of the Jacobi equation that satisfies

β(0) = β
′
(ω) = 0, β

′
> 0 on [0, ω[,

This implies using Fact 4.2.15 above that the least positive eigenvalue λ1 of the system
(4.9) is λ1 = 1. Now set

h(t) =
1

ω − t

∫ ω

t

εκ(t)dt, t ∈ I

We have
h
′
(t) =

1

ω − t

[ 1

ω − t

∫ ω

t

εκ(t)dt− εκ(t)
]
.

Using the mean value theorem, we show the existence of τ ∈]t, ω[, such that 1
ω−t

∫ ω
t
εκ(t)dt =

εκ(τ). This gives

h
′
(t) =

1

ω − t
(εκ(τ)− εκ(t)), τ ∈]t, ω[.

Condition (iii) in Theorem 3.3.19 implies that εk(t) is an increasing function on [0, ω], so
that

min
t∈I

∫ ω
t
εκ(t)dt

ω − t
=

1

ω

∫ ω

0

εκ(t)dt.

Lemme 4.2.17. Consider a metric in the family given in Theorem 3.3.19 ; suppose that
the Jacobi equation of a geodesic γ has only periodic solutions, then

sup
{ 1

ω

∫ 2ω

ω

εκ(t)dt, −εκ(0)
}
≥ π2

4ω2
. (4.10)

It follows that either −εκ(0) ≥ π2

4ω2 or κ is constant along γ.
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Démonstration. Let λ1 be the least positive eigenvalue of the system{
u
′′

+ λεκu = 0, t ∈ J = [0, ω]
u(ω) = u

′
(2ω) = 0.

(4.11)

The following inequality follows from Theorem 5, [7] :

λ1 ≥
(π/2)2

D2ω2
, where max

t∈I

|
∫ 2ω

t
εκ(t)dt|

2ω − t
= D2.

Suppose that the Jacobi equation has only periodic solutions, i.e. c(ω) = 0. In this case,
we have c(ω) = c(3ω) = 0, and c(4ω − t) = c(t). Thus, c and the coefficient κ are
symmetric with respect to t = 2ω, with c not vanishing on ]ω, 3ω[. It follows that λ1 = 1,
by use of Fact 4.2.15 again.
Now set as in the proof of the previous lemma

h(t) =
1

2ω − t

∣∣∣ ∫ 2ω

t

εκ(t)dt
∣∣∣, t ∈ I

Let b ∈ I the smallest real such that
∫ 2ω

b
εκ(t)dt = 0. Doing the same computation as

before, we show the existence of τ ∈]t, 2ω[ such that

h
′
(t) =

{ 1
2ω−t

(
εκ(τ)− εκ(t)

)
, t ∈ [ω, b]

1
2ω−t

(
− εκ(τ) + εκ(t)

)
, t ∈ [b, 2ω]

Condition (iii) in Theorem 3.3.19 implies that εκ(t) is a decreasing function on [ω, 2ω],
so that

max
t∈I

|
∫ 2ω

t
εκ(t)dt|

2ω − t
= sup

{ 1

ω

∫ 2ω

ω

εκ(t)dt, −εκ(0)
}
.

The above inequality reads

sup
{ 1

ω

∫ 2ω

ω

εκ(t)dt, −εκ(0)
}
≥ π2

4ω2
.

The last assertion is an easy consequence of Lemma 4.2.16 and Remark 4.2.14.

Corollaire 4.2.18. Suppose that the curvature has a constant sign on an invariant geode-
sic γ without being constant, then the Jacobi equation admits a non-periodic solution.

Démonstration. A geodesic of type ε cuts the critical orbit ofK of type−ε, corresponding
to t = ω, on which the curvature is either zero or has sign ε ; since κ doesn’t change sign
on γ, −εκ(0) ≤ 0. Therefore, if the Jacobi equation has only periodic solutions, κ is
constant on γ by use of the previous lemma.

Lemme 4.2.19. Suppose that the curvature vanishes exactly twice on the smallest period
of f , and let γ be a geodesic on which κ(t) := κoγ(t) changes sign. If the Jacobi equation
associated to γ admits only periodic solutions, then

(ω − τ)2εκ(ω) ≥ π2

4
, (4.12)

where 0 < τ < ω is the smallest positive real such that κ(τ) = 0 on γ.
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Démonstration. By assumption, c(ω) = 0. Let b > 0 be the smallest positive real such
that c′(b) = 0. If we assume κ to vanish twice in the period of f , then the zeros of κ are on
both sides of a critical orbit of K corresponding to an extremum of f . Indeed, since κ(t)
is symmetric with respect to t = 0 and t = ω, either both zeros of it are in the same band
or both of them are on the critical orbits of K where f ′ changes sign. The latter implies
that κ is everywhere positive or everywhere negative on the torus, so it cannot actually
happen, unless the torus is flat. In addition, κ changes sign while vanishing. It follows that
κ has sign −ε on [0, τ [ and ε on ]τ, ω], so that c is convex on [0, τ ] and concave on [τ, ω],
hence τ < b < ω. The curvature does not vanish on [b, ω] ; on this interval it is easy to
check that the differential equation

(1

κ
y
′)′

+ εy = 0

is satisfied by u′ , where u is a solution of the Jacobi equation. Let λ1 be the least positive
eigenvalue of the system

(1

κ
y
′)′

+ λεy = 0, t ∈ I = [b, ω],

y(b) = y
′
(ω) = 0.

The assumption on c leads to c′′(ω) = 0, so we have c′′(ω) = c
′
(b) = 0, and c′′ does not

vanish on [b, ω[ ; it follows that λ1 = 1, as in the proof of the previous lemma.
We have (see [7, Theorem 5])

max
t∈I

ω − t∫ ω
t
εκ(t)dt

≥ π2

4(
∫ ω
b
εκ(t)dt)2

. (4.13)

Now set

h(t) =
ω − t∫ ω

t
εκ(t)dt

, t ∈ [b, ω],

The same argument as in the previous lemmas shows the existence of θ ∈]t, ω[, such that

h
′
(t) = (ω − t)(−εκ(θ) + εκ(t))

1

(
∫ ω
t
εκ(t)dt)2

,

so that h is a decreasing function on [b, ω], and (4.13) reads

(ω − b)
∫ ω

b

εκ(t)dt ≥ π2

4
.

Combining this with the fact that εκ(t) reaches its maximum at t = ω, and that b > τ , we
get the desired inequality :

(ω − τ)2εκ(ω) ≥ π2

4
.
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4.2.4 Application : Géodésiques invariantes avec un champ de Jacobi
non périodique

In what follows, f ∈ C∞(R,R) belongs to the family given in Theorem 3.3.19.

Proposition 4.2.20. Suppose κ vanishes twice on the smallest period of f . If there exists
an invariant geodesic γ0 on which κ changes sign, such that

−εf ′′(x0)
(∫ x1

x0

dx√
Mε − εf(x)

)2

< 2π2, (4.14)

where x0, x1 are the coordinates of two consecutive points where γ0 is tangent to K, and
Mε = sup εf(x), then, either κ is constant on the band where εf is negative, or for all
the geodesics such that C2 ≤ C2

0 = εf(x0), where C0 is the Clairaut constant of γ0, the
Jacobi equation admits a non-periodic solution.

Démonstration. Let z0 = 0 and d be two consecutive zeros of f , such that z0 and d border
the part of f of sign −ε. Denote by xεcr the coordinate of a zero of f ′ , such that either
x0 ∈ [xεcr, 0] or x0 ∈ [d, xεcr] ; for simplicity, assume x0 ∈ [xεcr, 0]. We have x1 = d − x0.
Define

h(x) = −εf
′′
(x)

2
− π2( ∫ d−x

x
dt√

Mε−εf(t)

)2 ,

where x ∈ J = [x0, 0] ; h is a derivable function since for x ∈ J , Mε − εf(t) > 0 for
every t ∈ [x, d− x].
A simple computation gives

h
′
(x) = −εf

(3)(x)

2
− 2π2√

Mε − εf(x)
( ∫ d−x

x
dt√

Mε−εf(t)

)3 .

Multiply both sides by f ′(x) ; this gives

f
′
(x)h

′
(x) = −εf

(3)(x)f
′
(x)

2
−D2f

′
(x),

where D2 = 2π2

√
Mε−εf(x)

( ∫ d−x
x

dt√
Mε−εf(t)

)3 .

By assumption, we have f ′f (3) ≤ 0 ; furthermore, f ′ has sign −ε on J ; combining these
two facts, we deduce that h is a decreasing function on J . Now, for C2 ≤ C2

0 i.e. x ∈
[x0, 0], we have

h(x0) ≥ −εf
′′
(x)

2
− π2

(
∫ d−x
x

dt√
C2

0−εf(t)
)2
,

so if we suppose that (4.14) is true, then

−εf
′′
(x)

2
− π2( ∫ d−x

x
dt√

C2−εf(t)

)2 < 0, ∀x ∈ J.
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Now, recall that κ(t) = f
′′
(x(γ(t)))/2, and t(d− x)− t(x) =

∫ d−x
x

1√
C2−εf(x)

dx. So the

latter inequality is equivalent to −εκ(0) < π2

4ω2 on γC , which ends the proof by Lemma
4.2.17.

Proposition 4.2.21. Suppose κ vanishes twice on the smallest period of f . Assume there
exists an invariant geodesic γ0 on which κ changes sign, such that

εf
′′
(x−εcr )

(∫ ζ1

ζ0

dx√
εf(x0)− εf(x)

)2

< 2π2, (4.15)

where
i) x−εcr is a critical point of f corresponding to the critical orbit of K of type −ε ;
ii) ζ0 < x−εcr < ζ1 are the coordinates of two consecutive points where f

′′
vanishes, from

both sides of x−εcr ;
iii) x0 the point where γ0 is tangent to K.
Then for all the geodesics with C2

0 = εf(x0) ≤ C2 < Mε, where C0 is the Clairaut
constant of γ0, the Jacobi equation admits a non-periodic solution.

Démonstration. Inequality (4.15) implies that (ω0 − τ0)2εκ(ω0) < π2

4
on γ0, where τ0

is the same as in Lemma 4.2.19, hence the Jacobi equation on γ0 admits a non-periodic
solution, by use of Lemma 4.2.19.
This conclusion holds for C2 ≥ C2

0 , for (ωC − τC) and εκ(ωC) (we put C in index to say
that it depends on the geodesic γC) are decreasing functions of C.

4.2.5 Stabilité par déformation
Lemme 4.2.22. Let g ∈ L∗K(T ). Assume κ vanishes n times on the smallest period of
f , hence twice between any two critical orbits of the Killing field of same type (n is the
number of zeros of f in a period), and that these zeros are not on the extremums of f .
Assume in addition that the zeros of κ are simple zeros. Let γ∞ be a critical orbit of
K corresponding to an extremum of f . Then there exists a neighborhood V of the set
{(g, γ∞(t), t ∈ R)} in LK(T )×T , where LK(T ) is equipped with the C∞ topology, such
that Z > 0 on V ∩ Ω.

Démonstration. This amounts to saying that the geodesics near γ∞, for metrics close en-
ough to g, where g is the metric on the torus, are without conjugate points. CallB the band
containing γ∞, and fix p a point on γ∞ ; it is sufficient to prove that there exists a neighbo-
rhood of (g, p) in whichZ is positive ; the conclusion will follow from the compactness of
γ∞. So let (gn, pn) be a sequence in Ω converging to (g, p). For all n, denote by γn the gn-
geodesic tangent to Kn at pn. Since (gn, pn) ∈ Ω, we have ∀n,C2

n < supB εgn(Kn, Kn).
Choose p to be the origin on T and denote by x (resp. xn) the transverse coordinate
associated to g (resp. gn), with the fixed origin. We can suppose that the points pn are
all on the same side of the critical orbit of Kn close to γ∞. Since the zeros of κ are
simple zeros, the curvature vanishes twice between two critical orbits of Kn of same type
for metrics sufficiently close to g. Set x = x0, x = x1 (resp. xn0 , x

n
1 ) the smallest po-

sitive reals such that g(K,K) (resp. gn(Kn, Kn)) vanishes, and x = ζ0, x = ζ1 (resp.
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ζn0 , ζ
n
1 ) the smallest positive reals such that κ (resp. κn) vanishes. When C2 varies in

Iλ = [sup(εf(ζ0), εf(ζ1)) + λ, supB εg(K,K)], λ > 0 small enough, the g-geodesic
γC cuts the orbits x = ζ0 and x = ζ1 of K. Now fn(ζn0,1) converges to f(ζ0,1), and
supB εgn(Kn, Kn) converges to supB εg(K,K) ; this ensures the existence of Λ > 0
such that for n big enough, we have C2

n > Λ + sup(εfn(ζn0 ), εfn(ζn1 )). Set t = 0 at
the point where γn is tangent to Kn in the torus, and denote by tn0 , t

n
1 the smallest positive

reals such that β2
n(tn0 ) = β2

n(tn1 ) = C2
n, and tnζ0 , t

n
ζ1

the smallest positive reals such that
κn(tζn0 ) = κn(tζn1 ) = 0. There are four cases :

γ γ∞ ζ0 ζ1x0 x1

FIGURE 4.1 – ζ0 < x0 < x1 < ζ1, i.e. tζn0 < tn0 < ωn < tn1 < tζn1

γ γ∞ ζ0 ζ1x0 x1

FIGURE 4.2 – ζ0 < x0 < ζ1 < x1, i.e. tζn0 < tn0 < ωn < tζn1 < tn1

γ γ∞ ζ0 ζ1x0 x1

FIGURE 4.3 – x0 < ζ0 < x1 < ζ1, i.e. tn0 < tζn0 < ωn < tn1 < tζn1
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γ γ∞ ζ0 ζ1x0 x1

FIGURE 4.4 – x0 ≤ ζ0 < ζ1 ≤ x1, i.e. tn0 ≤ tζn0 < ωn < tζn1 ≤ tn1

We first prove that the two sequences (tζn1 − tζn0 )n and (tn1 − tn0 )n are bounded. For this
purpose, write

tζn1 − tζn0 =

∫ ζn1

ζn0

1√
C2
n − εfn(xn)

dxn.

LetN be a neighborhood of (g, p) inLK(T )xT in which we haveC2
n > Λ+sup(εfn(ζn0 ), εfn(ζn1 )).

For all x ∈ [ζ0, ζ1], we have

C2 − εf(x) ≥ inf{C2 − εf(ζ0), C2 − εf(ζ1)} = C2 − sup{εf(ζ0), εf(ζ1)},

hence, for metrics in N , we get

tζn1 − tζn0 =

∫ ζn1

ζn0

1√
C2
n − εfn(xn)

dxn ≤
∫ ζn1

ζn0

1√
C2
n − sup(εfn(ζn0 ), εfn(ζn1 ))

dxn

≤ (ζn1 − ζn0 )
1√
Λ
.

Restricting to a subset of N if necessary, we can find a constant A > 0 such that tζn1 −
tζn0 ≤ A on this subset. It follows that when n tends to infinity, the difference tζ10 − tζn0 is
bounded, even if tζn0 and tζn1 go to infinity. Similarly, write

tn1 − tn0 =

∫ xn1

xn0

1√
C2
n − εfn(xn)

dxn ≤ (xn1 − xn0 )
1√
C2
n

.

Using that Cn is bounded away from zero establishes that tn1 − tn0 is bounded, which is
our assertion.

Our next claim is that cn(tζn1 ) > 0, provided n is large enough. The solution cn is
convex for t ∈ [0, tζn0 ]. Denote by τn and θn the smallest positive reals such that cn(τn) = 0
and c′n(θn) = 0. Suppose the claim were false. Then we could find a sequence (ni)i →∞
such that ∀i, τni ≤ ζni1 . We have βni(t) = β′ni(0)sni(t) ; write εβ ′(t) = 1

2
f
′
(x(γ(t))), it

appears that β ′ni(0)→ 0 when i→∞. Using 〈Kn, Kn〉 = ε(C2
n − β2

n), we get

sni(tζni0
) =

C2
ni
− εfni(ζ

ni
0 )

β′ni(0)
and sni(tζni1

) =
C2
ni
− εfni(ζ

ni
1 )

β′ni(0)

that tend to infinity when i goes to infinity. It follows that sni(τni) → ∞ ; using cns′n −
c′nsn = 1, this yields c′ni(τni)→ 0. Now, since κni has constant sign between θni and ζni1 ,
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|c′ni(t)| reaches its maximal value at t = τni ; this gives for all t ∈ [θni , ζ
ni
1 ], |c′ni(t)| ≤

|c′ni(τni)|. From the mean value theorem, there exists ai ∈ [θni , ζ
ni
1 ] such that cni(θni) −

cni(ζ
ni
1 ) = c′ni(ai)(θni−ζ

ni
1 ). Since θni−ζ

ni
1 is uniformly bounded, we can make cni(θni)−

cni(ζ
ni
1 ) the smallest possible by setting i large enough. Now from cni(θni) > cni(0) = 1,

we see that provided i is large enough, cni(ζ
ni
1 ) > 0, so cni does not vanish on [0, ζni1 ],

contrary to our assumption. This gives cn(tn0 ) > 0 for n large enough, and in the cases (1)
and (3), we also get cn(tn1 ) > 0, making cn(tn0 ) + cn(tn1 ) positive near the boundary.
We are left with the cases (2) and (4). We already know that cn(tζn1 ) > 0 near the boundary,
and want to prove that cn(tn1 ) > 0. We look at the set A = {cn(tn1 ), cn(tn1 ) < 0}. If A is
finite, there is nothing to do ; if it is infinite, denote its elements by {cni(t

ni
1 )} and write

cni(t
ni
1 ) − cni(τni) = c

′
ni

(ai)(t
ni
1 − τni), where ai ∈ [τni , t

ni
1 ]. We have 0 ≥ c

′
ni

(tni1 ) =
cni (t

ni
1 )s

′
ni

(t
ni
1 )−1

sni (t
ni
1 )

> − 1
sni (t

ni
1 )

. Like before, sni(t
ni
1 ) goes to infinity when i → ∞ , hence

c
′
ni

(tni1 ) → 0. Now, since |c′(t)| ≤ |c′ni(t
ni
1 )|, ∀t ∈ [τni , t

ni
1 ] and tni1 − τni is bounded,

we can make |cni(t
ni
1 )| the smallest possible. The proof is completed by observing that

actually cn(tn0 ) > 1 for n sufficiently large. To do this, consider the set B = {cn(tn0 ), tn0 >
θn}. If B is finite, the assertion follows, for cn is an increasing function on [0, θn]. In the
same manner, if B is infinite, we exploit the fact that cn(tn0 ) is positive, and make it the
closest possible to cn(θni). Since cn(θni) > 1, the conclusion follows.

Theorem 4.2.23. Let (T,K) be a torus in the family given in Theorem 3.3.19. We exclude
the case in which there are open sets of constant curvature. Assume f satisfies the follo-
wing conditions :
(1) κ has simple zeros ;
(2) There is only one critical orbit of K in each band of the torus ;
(3) For ε = ±1, there exists x0 in which f has sign ε, such that :

−εf ′′(x0)
(∫ x1

x0

dx√
Mε − εf(x)

)2

< 2π2,

and

εf
′′
(x−εcr )

(∫ ζ1

ζ0

dx√
εf(x0)− εf(x)

)2

< 2π2,

where x−εcr , ζ0, ζ1, x1 and Mε are as in propositions 4.2.20 and 4.2.21.
Then, there is a neighborhood N of the torus in LK(T ) such that the metrics in N ∩
SLK(T ) have no conjugate points, whereas the others admit conjugate points.

Démonstration. Denote by g0 the metric on T ; g0 has no conjugate points. The assump-
tions on g0 imply that a neighborhood of g0 in LK(T ) can be taken in L∗K(T ). By propo-
sitions 4.2.20 and 4.2.21, conditions (1) and (3) imply that the extended function Z(g0) is
strictly positive on the open set

Ω̃(g0) = {p ∈ T, g0(∇K0K0,∇K0K0)(p) 6= 0}.

Therefore, there exists a neighborhood of any compact subset of Ω̃(g0) in

Ω̃(g) = {(g, p) ∈ SL∗K(T )× T, g(∇KK,∇KK)(p) 6= 0}
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on which Z is positive. Thus, we get a neighborhood V of g0 in L∗K(T ) such that Z is
positive on SV × F , where SV = V ∩ SL∗K(T ) and F is a compact subset of T not
containing the critical orbits of K0. We can make this compact subset the closest possible
to the boundary. Now, the condition f ′f ′′′ ≤ 0, combined with (1), implies that κ has
exactly two simple zeros in the smallest period of f . Besides, these zeros cannot be on
the extremums of f unless the torus is flat (see the proof of Lemma 4.2.19). Therefore,
Lemma 4.2.22 provides a neighborhood V ′ of g0 in LK(T ) such that Z is positive on
V
′ × U , U being a neighborhood of the critical orbits of K0 in the torus. Taking V ∩ V ′

achieves the proof.

Theorem 4.2.23 gives a way to obtain examples of Lorentzian metrics on T with no
conjugate points, that are stable by deformation in SL∗K(T ). Here are a few examples :

. The Clifton-Pohl torus, corresponding to f(x) = sin(2x) ;
. f(x) = sin(x)

10+sin(x)
;

. f(x) = ln(2 + sinx) ;

. f(x) = cos(sin(x))− 3/4 ;

. f(x) = JacobiSD(x, 1/2) ;

. f(x) = JacobiSN(x, 1/4).
The verification of hypothesis (3) of Theorem 4.2.23 is done numerically.

Remarque 4.2.24. The quadratic variations of the Clifton-Pohl torus are also stable by
deformation in SL∗K(T ) ; this comes from an explicit resolution of the Jacobi equation.
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