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Résumé

Cette thèse de doctorat traite d'un aspect particulier des intéractions houle-courant-bathymétrie,
à savoir l'in�uence de la vorticité sur un phénomène de résonance de Bragg. Pour l'aspect
modélisation, une analyse numérique est présentée, basée sur la comparaison de deux modèles
hyperboliques - Pente Douce et Pente Douce Modi�ée - étendus pour intégrer des courants
cisaillés. L'in�uence de deux paramètres caractéristiques du courant, le cisaillement (considéré
comme constant sur la colonne d'eau) et la célérité en surface, est évaluée pour établir une
première tendance vis-à-vis du comportement de la houle. Pour aller plus loin, une campagne
expérimentale en canal à houle a fourni un jeu de données originales sur la propagation d'une
houle régulière de fréquence variable, ré�échie par une bathymétrie ondulée et un courant ci-
saillé évolutif. Une analyse poussée a confronté les résultats numériques - basés sur di�érentes
représentations du courant - aux données expérimentales, et plusieurs conclusions fortes en sont
ressorties. Sous l'in�uence d'un courant cisaillé opposé à la houle, le pic de Bragg se trouve
réduit, en amplitude comme en fréquence, mais un pic de ré�exion inattendu survient pour des
houles à hautes fréquences. Ensuite, si des modélisations précises du comportement du courant
nous ont mené à une très bonne approche de l'intensité de la ré�exion de Bragg, la fréquence
pic associée a systématiquement été surestimée par les modèles. Grâce à une profonde remise
en question de la théorie et une collaboration des membres de l'équipe, une nouvelle modélisa-
tion a vu le jour, avec une décomposition originale du potentiel des vitesses pour tenir compte
de la dissymétrie des nombres d'onde incident et ré�échis (dissymétrie causée par le courant
et sa vorticité). Les premiers résultats montrent qu'avec cette nouvelle théorie, la position
de la fréquence pic correspondant à la résonance de Bragg est bien représentée. Cette nou-
velle approche de la ré�exion, par fortes variations bathymétriques et en présence de courant à
structure variable, promet de belles découvertes sur l'in�uence de la vorticité.

Mots clés: houle, courant, bathymétrie, vorticité, cisaillement, ré�exion, Bragg, résonance



Abstract

This PhD thesis focuses on a speci�c part of the interactions between waves, current and
bathymetry: the in�uence of the vorticity on the Bragg resonance phenomenon. Two numerical
models, based on hyperbolic equations, are compared: the Mild Slope equation and the Modi�ed
Mild Slope equation, both extended to consider vorticity. To establish some trends about the
wave behaviour in such a con�guration, the in�uence of the vorticity has been compared to the
in�uence of the surface current velocity, in a parametric study. To go further, an experimental
campaign has been settled in a wave �ume, and the re�exion of regular waves propagating above
sinusoidal bathymetry and horizontally varying sheared currend has been registered for a large
range of waves frequencies. Some strong conclusions asserted themselves: under the in�uence
of a wave opposing varying sheared current, the maximum of re�exion is reduced, both in
amplitude and frequency, but another local maximum appears in higher waves frequencies.
Moreover, our modelling achieved to represent the amplitude of the Bragg Peak quite well,
but always overestimated the associated frequency. Thanks to a strong questioning of the
theory and a collaboration between several researchers, a new modelling arised, with an original
decomposition of the velocity potential taking into account the asymmetry between the incident
and re�ected wavenumbers. The �rst results are very optimistic: the Bragg Peak frequency is
recovered, and the study on the vorticity in�uence can continue. This new approach in coastal
engineering will generate as many questions as opportunities.

Keywords: wave, propagation, vorticity, bathymetry, shearing, re�ection, Bragg, resonance
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Chapitre 1

Etat de l'art

�Il y a deux réponses à cette question, comme à toutes les questions: celle du
savant et celle du poète. Laquelle veux-tu savoir en premier?� Pierre Bottero, Le

Pacte des Marchombres.

1.1 Motivation de l'étude

Les activités humaines se concentrent sur les littoraux: tourisme balnéaire, accès aux ressources
énergétiques et halieutiques, transport... Les changements climatiques, qui dans ces zones
peuvent prendre de multiples aspects - montée du niveau de la mer, modi�cation du trait de
côte, ampli�cation des phénomènes météorologiques violents, apauvrissement de la faune et de
la �ore, renforcement des climats de houle... - nous amènent à renouveler nos savoirs et nos
savoir-faire.

Figure 1.1: Exemple de dégâts causés par la tempête Eleanor (2008) à Saint-Malo

Récemment, les outils numériques de prédiction du comportement de la houle en milieu
côtier ont été mis en défaut: vagues submersives inattendues, infrastructures côtières sous-
dimensionnées pour des tempêtes plus fortes et plus fréquentes,... Or la plupart de ces outils

13



sont basés sur une représentation simpli�ée du milieu de propagation des vagues, notamment
avec des courants homogènes sur toute la colonne d'eau. Mais le milieu littoral est rarement
aussi lisse: le vent, les falaises, les fonds marins abrupts, les marées, les ouvrages côtiers, tout
tend à complexi�er la nature des courants littoraux en créant de la vorticité, des variations de
vitesse (et parfois de direction) selon la profondeur. Il est donc très important - pour ne pas dire
vital, quand on comptabilise les pertes humaines causées par les tempêtes ces dernières années-
d'évaluer l'impact de ces courants inhomogènes - le terme est �cisaillés� - sur la propagation de
la houle près des côtes. Si la prise en compte de la vorticité dans les modèles numériques en est
encore à ses balbutiements, l'aspect expérimental est à peine plus avancé. Deux campagnes,
menées respectivement en 2005 par Magne, Rey et Ardhuin ([119]), puis en 2014 par Rey,
Charland et Touboul ([162]), ont établi sans conteste l'impact d'un courant cisaillé sur la
propagation de la houle. Cependant, le cisaillement était mal maîtrisé et peu instrumenté.
L'objectif de ces travaux est donc de proposer une modélisation �able de la propagation de
la houle en présence de courants cisaillés. Cette modélisation s'appuiera sur une campagne
expérimentale établie avec un courant pour la première fois maîtrisé et �nement cartographié.

Contexte économique, climatologique, politique La mer attire et fascine, elle éveille
les esprits des courageux, des ingénieux, des commerçants et des poètes. L'allégation �nous
connaissons mieux la surface de la Lune que les profondeurs de nos océans� est malheureusement
proche de la vérité. Le milieu marin est en e�et d'une diversité remarquable, tant du point de
vue biologique - 226 000 espèces marines connues sur un nombre total d'espèces évalué à 700 000
à un million [6]1 - que physique - les phénomènes qui s'y produisent occupent une grande plage
d'échelles temporelles et spatiales, du petit clapotis évanescent sur la plage aux grands courants
géostrophiques établis depuis des millénaires. La mer est source de vie, de richesses, d'aventures
et d'émerveillement alors même qu'elle est sous nos yeux depuis toujours: les mers et océans
recouvrent plus de 70% de la surface de notre planète et représentent 97% de l'eau qui y est
présente, et l'océan est bien plus profond que les continents ne sont hauts. Alors que les océans
absorbent 2.2 milliards de tonnes de CO2 chaque année, ils nous fournissent également 70% de
l'oxygène que nous respirons, grâce aux algues et aux phytoplanctons. Malheureusement, les
activités humaines ont un impact dévastateur sur ces écosystèmes aussi fragiles que précieux.
95% des océans et 91% des espèces qui y vivent restent à découvrir, mais en 55 ans 90% des
grands prédateurs connus ont disparu, victimes de la surpêche: pour exemple, chaque année 100
millions de requins, 300 000 cétacés et 109 millions de tonnes de poissons divers disparaissent
dans les �lets (Pauly, D. and D. Zeller (2016) [145]). Les déchets plastiques, �ottants ou
dissous, contribuent à l'asphyxie du mileu sous-marin : 150 millions de tonnes actuellement,
750 millions de tonnes attendues en 2050, soit la masse estimée de tous les poissons de toutes les
mers du monde. Le réchau�ement climatique, l'exploitation pétrolière et touristique, les rejets
de produits chimiques: la liste des menaces qui pèsent sur les océans est sans �n. Mais les
consciences s'éveillent progressivement: les alertes climatiques sont lancées, les aires protégées
se multiplient, les solutions écologiques se mettent en place à di�érentes échelles: dans notre
région on peut citer SeaBin pour nettoyer les ports, SeaBubble comme nouveau moyen de
transport sans impact carbone, ou, avec plus d'essor encore, les énergies marines renouvelables
: hydrolien, marémoteur, houlomoteur, énergie thermique des mers...

De gros enjeux, politiques, économiques et écologiques, pèsent sur cet écosystème, et une
meilleure exploitation, plus raisonnée, plus respectueuse et moins invasive, est devenue néces-

1Chi�res provenant de l'étude publiée en 2012 dans la revue Current Biology, coordonnée par Ward Ap-
peltans, de la Commission océanographique gouvernementale (COI) de l'UNESCO. Cette étude s'appuie sur les
résultats tirés du Registre Mondial des espèces Marines (WoRMS).
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saire. Cela passera nécessairement par une meilleure connaissance de cet environnement, et en
particulier du milieu côtier, là où les activités humaines - et les risques - se concentrent. Cela
permettra à la fois de prévenir et s'adapter aux changements à venir mais aussi d'agir dessus,
en réduisant l'empreinte humaine. Mieux comprendre la propagation de la houle sur nos côtes
garantira une meilleure gestion du littoral et de ses ressources.

Le projet MORHOC'H Avec l'ère technologique, les outils numériques se sont multipliés,
y compris pour la prédiction des évènements naturels - après tout, quel sujet d'inquiétude plus
fréquent que la météo? Ils se présentent sous la forme de modèles, c'est-à-dire que ces outils
fournissent les données souhaitées - température, hauteur de houle, puissance de vent- à partir
de calculs reposant sur des lois théoriques. Ces théories sont des représentations plus ou moins
simpli�ées de la réalité, qui relativisent les résultats sous des hypothèses contraignantes. La
plupart des outils numériques - et donc les théories associées - sont calibrés et validés par des
relevés expérimentaux, la plupart en bassin ou canal de laboratoire, dans un environnement
maîtrisé - et donc simpli�é.

La prévalence des courants non-uniformes dans les océans, et spéci�quement dans les zones
côtières où les activités humaines ont le plus d'intérêt, est à présent acquise. La première
étude à justement prouver l'impact de la vorticité d'un écoulement sur la propagation de la
houle est celle menée par V. Rey et J. Touboul en 2007 et 2008 ([162]), au Bassin de Génie
Océanique First dans le cadre du projet GIS HYDRO. Dans le cadre de la propagation de vagues
au dessus d'une bathymétrie 3D et en présence d'un champ de courant tri-dimensionnel, les
relevés expérimentaux montraient des hauteurs de vagues bien plus importantes qu'attendues,
dé�ant les prévisions du modèle choisi (l'équation Mild-Slope, connue pour très bien représenter
les intéractions houle-bathymétrie et qui sera par ailleurs présentée ci-après parmi les modèles
classiques de propagation de la houle). Après investigation, il s'est avéré que le fond installé
avait modi�é la structure verticale du courant, quand le modèle analytique la considérait comme
uniforme ([33]). Preuve est faite que la vorticité d'un écoulement change la propagation de la
houle, il s'agit alors de déterminer précisément dans quelle mesure et comment l'intégrer aux
modèles de houle existants. Le projet MORHOC'H - nom breton du marsouin- est donc créé
à cet e�et par M. Julien TOUBOUL en 2009. Financé en majeure partie par la Direction
Générale de l'Armement via un contrat ANR, il s'attache précisément à l'étude de processus
ayant un impact signi�catif sur la propagation de la houle en présence d'un courant dont la
structure varie verticalement. Pour cela, quatre grandes phases ont été plani�ées : d'abord,
obtenir une grande plage de données expérimentales, pour décrire la structure verticale du
courant et le comportement associé de la houle le plus précisément possible. Ensuite, seront
menées de front deux analyses théoriques-numériques de l'impact de la vorticité du courant
sur les processus de propagation de la houle: d'une part sur les mécanismes de focalisation
comme la ré�exion, la di�raction et la réfraction (phase 2), d'autre part sur les instabilités
longitudinales et transverses (phase 3). En�n, un recueil de données expérimentales de terrain
aura pour but d'identi�er et de caractériser ces mécanismes en milieu réel. S'il est légitime de
se demander comment la vorticité des courants marins in�uence la propagation de la houle, le
projet MORHOC'H a pour vocation de répondre à cette question en produisant un outil �able
de modélisation du comportement de la houle littorale, qui tient compte de l'inhomogénéité du
milieu.

Stratégie de la thèse L'étude présentée dans ce manuscrit s'inscrit dans la phase 2 du
projet, une démarche scienti�que a été mise en place pour comprendre comment la vorticité
impacte la dynamique de la houle sur le cas particulier de ré�exion par interférence avec la
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bathymétrie. A terme, ces travaux s'inscriront dans une démarche de développement de modèle
de propagation de houle le plus �able possible en milieu côtier. Dans cette optique et appuyées
sur les études théoriques et de terrain précédemment menées, deux approches, numériques
et expérimentales, ont été suivies. Tout d'abord, la première partie du manuscrit abordera
le contexte scienti�que de cette étude. A la suite de cette introduction, la deuxième section
présentera les caractéristiques remarquables de la houle, et passera en revue les représentations
les plus connues de la littérature concernant sa propagation et ses interfaces. L'état de l'art se
poursuivra avec une section 3 consacrée aux intéractions entre la houle et la bathymétrie. En
e�et, notre étude portant sur la houle en milieu côtier, les fonds marins jouent un rôle important
sur les mouvements de surface. Les principaux mécanismes découlant de ses intéractions et
a�ectant la propagation de la houle seront décrits: ceux liés à la dissipation puis ceux liés
aux phénomènes de réfraction-di�raction, et en�n ceux liés à la ré�exion d'une partie de la
houle au passage d'une variation de bathymétrie. Un point sera consacré à la résonance de
Bragg, le cas particulier de ré�exion support de cette étude. Les deux sections suivantes seront
consacrées à l'in�uence du courant, d'abord seule puis couplée à l'in�uence de la bathymétrie,
sur la propagation de la houle.

Le chapitre 2 sera consacré aux méthodes numériques mises en place dans cette étude.
Les derniers modèles couplés de propagation de houle en milieu inhomogène, développés au
laboratoire au cours du projet MORHOC'H, seront présentés, ainsi que leur implémentation
dans un outil de calcul Fortran, premier objet de cette thèse. Les outils de convergence et
de stabilité, le solveur, les con�gurations choisies seront explicitées. Un cas particulier de
validation du code, portant sur la ré�exion de la houle par un fond doublement sinusoidal, sera
présenté. Il mettra en évidence la capacité d'un des modèles choisis à représenter l'in�uence de
la bathymétrie dans toute sa complexité.

Le chapitre 3 portera sur les deux campagnes expérimentales menées au cours de cette thèse
dans le canal à houle de l'école d'ingénieurs SeaTech à Toulon. La première campagne et ses
résultats justi�eront la mise en place d'une seconde campagne, et les techniques et outils mis
en place dans les deux cas seront présentés.

Le chapitre 4 servira à confronter les modèles implémentés à la réalité expérimentale, et si
besoin à expliquer les comportements observés.

1.2 Dé�nition de la houle et généralités

Dans ce paragraphe, vont être présentés les modèles de houles utilisés classiquement pour
étudier la houle et sa propagation en milieux hauturiers et côtiers. On détaillera les di�érents
types de modèles employés en sciences marines et en génie océanique et côtier, selon les bassins
océaniques et les houles associées, et la bathymétrie des sites. Les applications sont diverses
: mesure de la houle, calcul de sa propagation et conditions à la côte, e�ort sur les structures
et dimensionnement d'ouvrages de protection du littoral, e�ets sur la dynamique sédimentaire,
a�ouillement autour de structures. Les modèles classiques de houle seront présentés par ordre
de rapprochement de la côte: par profondeur in�nie (loin des côtes) ou �nie (zone côtière)
jusqu'en eau peu profonde (zone littorale). Mais on ne peut parler de houle sans d'abord parler
de physique des ondes.

L'étude de la houle, ou physique des ondes
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Description de la houle Une onde est une perturbation qui se propage depuis un endroit
d'un milieu matériel jusqu'à un autre, mais qui n'engendre pas de mouvement global du milieu
lui-même. Une onde sonore est ainsi une perturbation de la pression de l'air, une onde électro-
magnétique la perturbation des champs électriques et magnétiques. Il s'agit d'un échange local
d'énergie dans un état de quasi-équilibre entre di�érentes forces agissant sur le système. C'est
pourquoi elle peut se faire avec ou sans transport de matière, mais se traduit toujours par un
tranport d'énergie, à une vitesse qui n'est pas forcément identitique à celle de la perturbation
(notions de vitesse de phase et vitesse de groupe). En océanograhie, les ondes correspondent
à des oscillations se produisant dans un milieu aqueux agité. Parmi elles, les vagues sont des
perturbations de la surface de l'eau. On les appelle ondes de surface car elles se propageant
à l'interface entre deux di�érents �uides, ici l'interface océan-atmosphère, et sont pour la plus
grande majorité issues de l'action du vent sur l'eau. Il existe une in�nité de vagues di�érentes:
la déferlante, vague dont la crête se déplace plus vite que le creux et qui est donc vouée à se
briser, le soliton, une vague non linéaire qui se propage sans changer de forme, le mascaret,
un ressaut qui va remonter les �euves et les rivières... Les ondes qui se propagent entre deux
couches de deux �uides de densités voisines sont, elles, appelées ondes internes. Sous la surface,
elles suivent une interface de densité, appelée la pycnocline, et en terme de grandeurs carac-
téristiques elles sont souvent bien plus impressionnantes que les ondes de surface [41]. Les ondes
ont en e�et une gamme de taille caractéristique très large, parfois plusieurs kilomètres pour les
tsunamis, et des origines très diverses: vent, tempêtes, glissement de terrain, attraction lunaire
ou solaire... Les forces de rappel, qui vont s'opposer à la perturbation, dépendent de la taille
de l'onde : il s'agira de tensions super�cielles pour les plus petites ondes (ondes capillaires,
qui ne sont pas l'objet de notre étude) et la gravité pour les ondes de dimensions supérieures:
ce sont des ondes dites de gravité. Les modèles analytiques de vagues sont basés soit sur une
approche Eulérienne, c'est-à-dire l'étude directe des champs de vitesse, de pression, .. associés
à l'écoulement dans l'eau, soit sur une approche Lagrangienne, qui se focalise sur la trajectoire
des particules dans l'eau. Notre étude se base sur une approche Eulérienne, qui permet de
proposer des solutions pour divers types de milieux inhomogènes.

La houle est initialement une vague en profondeur in�nie, c'est-à-dire loin de la côte et loin
de sa source, mais par abus de langage, on parle à présent indi�éremment de houle ou de vague.
Parler de houle, ou de modèle de houle, revient donc à parler de la solution (linéaire ou non
linéaire) d'équations (linéarisées dans notre cas) régissant le mouvement dans l'eau induit par
la présence d'une onde de gravité de surface, plane et périodique, dans un milieu homogène
(célérité de l'onde constante). La propagation de cette onde, appelée �houle� lorsqu'elle se
propage au-delà de la région où elle a été générée, à travers des milieux non homogènes (d'indice
variable car présentant des discontinuités de bathymétrie, ou pour les cas qui nous intéressent
particulièrement en présence de courants inhomogènes) peut être abordée dans des con�gura-
tions 1DH, c'est-à-dire selon la verticale et seulement une direction horizontale de propagation
(appelée aussi 2DV), ou 2DH pour une propagation dans le plan horizontal.

Parmi les principales caractéristiques d'une vague, on peut choisir plusieurs sets de données.
Lorsqu'on représente la houle comme une succession de sinusoïdes (le plus simple), on trouve
bien sûr son amplitude a (en mètres) mais pour des représentations plus générales, incluant les
houles irrégulières, on peut parler de hauteur crête à creux H (qui vaut 2a dans la représen-
tation sinusoïdale). De même, pour un dimensionnement spatial, on peut se référer à sa taille
longitudinale caractéristique, appelée longueur d'onde l (en mètres), ou bien au nombre d'onde

k =
2π

λ
(1.1)

(en rad/m). Pour des données temporelles, on peut à loisir travailler avec sa fréquence (en
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Hertz) ou sa pulsation
ω = 2πf (1.2)

(en rad/s). En océanographie, on parlera souvent de période de houle T = 1
f
, exprimée en

secondes. Pour donner un ordre de grandeur, parmi les ondes gravitaires de surface, nous avons
distingué la mer du vent, cambrée et chaotique, de la houle longue, de forme bien sinusoidale:
la première a une période moyenne d'environ 3,3s, la seconde aux alentours de 10s. Ainsi, de
façon générale, le vecteur d'onde sera le vecteur utilisé pour décrire l'onde : son module est le
nombre d'onde k et sa direction est la direction de propagation de l'onde. Le nombre d'onde
va également servir à quanti�er l'impact de la houle sur son milieu. On peut décomposer le
milieu marin en trois grandes zones, du large vers la côte. Dans la première zone, la haute mer,
on va considérer la profondeur comme �in�nie�: la profondeur est su�sament grande pour que
les mouvements des particules d'eau entre la surface et le fond soient atténués au minimum de
95%. On en déduit une condition entre la profondeur d'eau h et la taille caractéristique de la
perturbation k :h > λ

2
soit kh > π. Dans la troisième zone, dite �eau peu profonde� car la plus

proche de la plage , les mouvements de surface vont au contraire grandement impacter le fond:
kh � 1 soit h < λ

10
. Les modèles supposeront dans ce cas des conditions hydrostatiques dans

l'approximation linéaire. Notre domaine d'étude, la profondeur �nie, est associée aux zones
côtières, elle se situe donc entre les deux et est caractérisée par λ

2
> h > λ

10
. Nous reviendrons

sur ces conditions limites de domaine et leurs implications plus loin.
La vitesse de propagation de la houle va dépendre de ses caractéristiques - à noter qu'à

l'approche du littoral, la profondeur d'eau locale h a aussi son importance. On distingue
trois vitesses caractéristiques di�érentes: la vitesse du �uide, c'est-à-dire la vitesse associée au
déplacement d'un petit volume d'eau; la vitesse de phase :

C =
ω

k
(1.3)

qui correspond au déplacement d'un front d'onde (e.g. une vague de façon individuelle) et la
vitesse de groupe :

Cg =
∂ω

∂k
(1.4)

qui correspond au déplacement de l'enveloppe de l'onde (e.g. d'un groupe de vagues et de
l'énergie). Comme nous le verrons plus loin, le phénomène de propagation de la houle est
dispersif : dans un groupe de vagues, toutes n'avancent pas à la même vitesse car cette vitesse
dépend de la longueur d'onde (C = C(k)). On montrera alors que la longueur d'onde de la
houle, qui peut se réécrire, d'après les expressions 1.1 et 1.3 λ = 2π

k
= CT , va diminuer avec la

profondeur d'eau. Pour se donner une idée, au large (en profondeur dite in�nie), la longueur
d'onde des houles longues peut s'estimer par λ ' 1.56T 2 = CT donc C = 1.56T soit pour T de
l'ordre de 10s, nous avons une vitesse C = 15.6m/s. Ainsi, les vagues ont les caractéristiques
moyennes suivantes : une vitesse de propagation de l'ordre de 10m/s, une longueur d'onde de
l'ordre de 100 à 400m et une hauteur crête à creux pouvant attendre plusieurs mètres. Par
comparaison, les ondes internes sont bien plus lentes mais beaucoup plus impressionnantes: une
vitesse de propagation moyenne de 0,1m/s, une longueur d'onde de l'ordre du kilomètre et une
hauteur crête à creux avoisinant souvent les 30m.

On parle de houle monochromatique lorsqu'on n'observe qu'une longueur d'onde dans le
train de vagues. Mais la houle réelle l'est rarement : de multiples fréquences et directions
conduisent à un aspect chaotique de la surface de l'eau. Les états de mer sont ainsi souvent
considérés comme très aléatoires, et les quantités utilisés pour les décrire le re�ètent bien:
hauteur moyenne des vagues, hauteurs et périodes signi�catives... Les principaux paramètres
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caractéristiques statistiques des vagues sont à voir dans de nombreuses études: Goda [130],
l'IAHR [189]. Dans ce travail, nous n'aborderons pas ces états de mer et nous focaliserons sur
une houle monochromatique.

Analyse spectrale L'analyse spectrale est une autre façon de caractériser la houle: grâce
à une fonction de transfert, on obtient son spectre d'énergie, c'est-à-dire la description du signal
de houle dans le domaine des fréquences. A partir de ces spectres, on peut ainsi dé�nir une hau-
teur signi�cative Hs, une période signi�cative Ts,... Une houle très nette, bien marquée, comme
la houle formée au large, aura un spectre étroit: l'énergie se concentre sur une fréquence. Une
mer plus �brouillonne�, plus chaotique, comme une mer de vent par exemple, aura un spectre
beaucoup plus large, avec une répartition d'énergie sur une gamme de fréquences beaucoup plus
grande. En moyenne, l'énergie se concentre dans les basses fréquences de houle: elle est trans-
portée majoritairement par les houles les plus longues. Pour se ramener à un modèle théorique
simpli�é de houle monochromatique d'amplitude constante, on pourra par exemple analyser
un signal relevé en mer et considérer comme période et amplitude les valeurs signi�catives (ou
maximales pour une étude de sécurité) de ces houles réelles.

Le but de cette première partie est de présenter la houle en zone littorale, où elle subit
l'in�uence de la bathymétrie sous forme de phénomènes bien connus: ré�exion, réfraction,
di�raction, atténuation ... A l'origine de courants littoraux, contribuant aux échanges énergé-
tiques par le déferlement, modi�ant le pro�l de plage, cette houle in�ue toute la dynamique
côtière, et est donc essentielle pour comprendre le fonctionnement de ce milieu. Nous allons
présenter les équations régissant cette dynamique.

1.2.1 Théorie potentielle, équations et conditions aux limites

Hypothèses générales Pour modéliser la houle côtière, notre milieu d'étude est l'eau de
mer. On se place tout d'abord dans l'approximation des milieux continus: les propriétés du
milieu (densité, pression...) varient sans à-coups, ce qui nous permet d'utiliser pour les décrire
des fonctions continues et dérivables. Les modèles de houle et de propagation supposent ensuite
un écoulement véri�ant l'hypothèse d'un �uide parfait: il doit être possible de décrire son mou-
vement sans prendre en compte les e�ets de viscosité (pas d'échange de quantité de mouvement)
ou de conduction thermique (pas d'échange d'énergie) - le mouvement de l'eau est considéré
comme adiabatique. Par simplicité ici, nous choisissons de modéliser la houle par une onde
plane: ses caractéristiques ne dépendent que d'une direction de l'espace. Nous supposerons que
cette onde, à l'origine d'une déformation de la surface libre (surface de l'eau en contact avec
l'air), se propage dans la direction horizontale Ox, l'axe vertical Oz étant orienté vers le haut,
et z = 0 correspondant au niveau de l'eau au repos. On notera h(x,t) cette déformation au
cours du temps. Dans ce repère, nous notons −→u le champ de vitesse bidimensionnel de la houle.
Comme le système est considéré comme fermé (nous étudions la propagation d'onde dans le
milieu côtier, nous négligerons les échanges avec des masses d'eau extérieures), nous pouvons
donc écrire la condition de conservation de la masse :

−→
∇ .−→u = 0 (1.5)

En mécanique des �uides non visqueux, dans le cadre d'écoulements adiabatiques dans
l'approximation des milieux continus, c'est l'équation aux dérivées partielles d'Euler qui est
utilisée, faisant intervenir la masse volumique ρ du �uide, sa pression p et les forces volumiques
extérieures

−→
f :
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∂−→u
∂t

+ (−→u .
−→
∇)−→u = −1

ρ
∇p+

−→
fext (1.6)

On supposera le �uide incompressible et de mouvement irrotationnel: cela dé�nit dans tout
le milieu un potentiel des vitesses, fonction des dimensions de l'espace et du temps, F(x,z,t)
tel que −→u =

−→
∇Φ, où −→u est le vecteur vitesse de l'écoulement. La condition de continuité se

réécrit donc pour le potentiel sous la forme de l'équation de Laplace :

4Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 (1.7)

C'est la théorie potentielle. On considère la houle comme une onde gravitaire, la seule force de
rappel considérée est la gravité −→g (les e�ets de tension super�cielle seront discutés plus tard).
Le milieu se dé�nit par des conditions aux limites, cinématiques si elles imposent la vitesse aux
bords du domaine ou dynamiques si elles imposent les forces. Au fond (z = −h), la condition
d'imperméabilité impose pour le cas du fond plat:

∂Φ

∂z
= 0 (1.8)

Généralement, nous n'avons besoin que d'une condition limite par interface. Cependant,
concernant la surface libre (z = η(x, t)), deux conditions sont nécessaires car son élévation
est une inconnue supplémentaire. La condition cinématique va imposer qu'une particule de la
surface libre doit y rester: sa vitesse verticale est égale à celle du déplacement de la surface
libre en z = η:

∂η

∂t
+
∂Φ

∂x

∂η

∂x
− ∂Φ

∂z
=
dη

dt
− ∂Φ

∂z
= 0 (1.9)

La condition dynamique (condition de Bernoulli) exprime l'égalité des forces de contacts qui
sont des forces de pression: elle impose la pression de l'eau à la surface libre égale à la pression
atmosphérique. Issue de l'intégration spatiale de l'équation d'Euler et en l'absence d'e�et de la
tension super�cielle, elle s'écrit en z = η :

p

ρ
+ gη +

1

2
−→u 2 +

∂Φ

∂t
= 0 (1.10)

Sachant que −→u .
−→
∇(∂Φ

∂t
) = 1

2
∂−→u 2

∂t
et en supposant la pression constante et égale à zéro à

l'interface air-eau, on déduit de la dérivée totale de (1.10) la condition limite en z = η(x, t)
pour le potentiel F:

f(x, η, t) = g
∂Φ

∂z
+
∂−→v 2

∂t
+
∂2Φ

∂t2
+

1

2
−→v .
−→
∇(−→v 2) = 0 (1.11)

Cette condition de surface libre est non-linéaire. En apportant certaines simpli�cations, des
solutions analytiques approchées sont trouvées par fond plat ou en profondeur in�nie. Mais
dans le milieu qui nous concerne, pour une profondeur �nie et une bathymétrie variable, la
solution la plus simple est également la plus restrictive. Obtenue après linéarisation, elle sera
présentée ci-après [voir paragraphe 1.2.2]. Des soutions plus réalistes sont obtenues par des
développements en perturbations et seront évoqués au paragraphe [1.2.3]. Toutes les solutions
présentées dans ce chapitre seront bidimensionnelles, dans le plan xOz.
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1.2.2 Théories linéaires stationnaires: Airy

Hypothèses et potentiel des vitesses Cette partie s'attache à détailler les caractéristiques
de la houle d'Airy (ou houle de Stokes au 1er ordre), d'après les travaux de Airy en 1844. C'est
une onde plane, applicable quelque que soit la con�guration (faible ou grande profondeur,
présence ou non de courants homogènes) mais qui se limite à de très faibles amplitudes de
l'onde. Cela signi�e que dans la condition limite de surface libre (1.11), on peut négliger les
termes proportionnels au carré de l'amplitude, et réécrire la condition en z=0 :

g
∂Φ

∂z
+
∂2Φ

∂t2
= 0 (1.12)

via un développement de Taylor au premier ordre autour de z=0

f(x, η, t) = f(x, 0, t) + η[
∂f

∂z
]z=0 +

η2

2
[
∂2f

∂z2
]z=0 + .. (1.13)

Les conditions de validité de 1.12 seront discutées en �n de paragraphe. La houle est un
phénomène périodique, ceux qui écoutent le ressac incessant sur la plage et �nissent par s'y
assoupir peuvent en attester ! Cette périodicité de mouvement se traduit par une déformée
de la surface libre de la forme η(x, t) = a. sin(ωt − kx). On peut en déduire une expression
complexe pour le potentiel des vitesses :

Φ(x, z, t) = φ(x, z). exp(iωt) (1.14)

La solution recherchée est donc φ(x, z) tel que Φ(x, z, t) satisfait aux conditions limites (1.9) et
(1.11), ce qui nous permet de déduire une forme générique de solution :

φ(x, z) = [A−e−ikx + A+e+ikx]. cosh[k(z + h)] (1.15)

La solution est exprimée comme une combinaison linéaire de deux solutions, correspondant
respectivement à des ondes se propageant vers les x positifs et vers les x négatifs. Pour déter-
miner le nombre d'onde k, on injecte cette solution dans la condition de surface libre (1.12) et
on obtient la relation de dispersion, exprimée ici pour une houle se propageant sans courant :

ω2 = g.k. tanh(kh) (1.16)

On en déduit la vitesse de propagation de l'onde, i.e. la vitesse de phase C (1.1) réécrite
comme suit :

C =
ω

k
=

√
g

k
. tanh(kh) (1.17)

Elle dépend implicitement de la fréquence à travers k, cela con�rme le caractère dispersif
de la propagation de la houle. On peut calculer explicitement la déformée de la surface libre
d'une onde d'amplitude a se propageant dans le sens des x croissants :

η(x, t) = Re[−i.a.ei(ωt−kx)] = a. sin(ωt− kx) (1.18)

ainsi que le potentiel des vitesses :
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Φ(x, z, t) = Re[
aω

k

cosh[k(z + h)]

sinh(kh)
ei(ωt−kx)] =

aω

k

cosh[k(z + h)]

sinh(kh)
cos(ωt− kx)

=
ag

ω

cosh[k(z + h)]

cosh(kh)
cos(ωt− kx)

(1.19)

Champs de vitesse, de pression et trajectoires Par dé�nition, le potentiel des vitesses
de la houle nous permet de déduire le champ de vitesses par −→v =

−→
∇Φ. Ainsi, les positions

X,Z des particules d'eau sont obtenues par intégration des vitesses respectivement selon Ox et
Oz :

∂X

∂t
= u =

∂Φ

∂x
(1.20)

et

∂Z

∂t
= w =

∂Φ

∂z
(1.21)

soit les expressions �nales : X = a. cosh[k(z+h)]
cosh(kh)

cos(ωt − kx) = X0 cos(ωt − kx) et Z =

a. sinh[k(z+h)]
sinh(kh)

sin(ωt − kx) = Z0 sin(ωt − kx). On constate que les trajectoires obtenues sont

des ellipses, elles véri�ent la relation caractéristique [ X
X0

]2 + [ Z
Z0

]2 = 1. Le champ de pression
dynamique dans le �uide est donné par :

p = −ρ∂Φ

∂t
(1.22)

Energie de la houle et propagation Lorsqu'on parle de l'énergie de la houle, on distingue
d'abord l'énergie potentielle, exprimée par unité de volume par d3Ep = ρ.g.z.dx.dy.dz avec
z l'altitude, toujours par rapport au niveau de référence z=0 et r la masse volumique du
�uide. A noter, pour l'eau de mer de surface, cette masse volumique varie entre 1020 et
1029 kg/m3selon la température et la salinité. L'énergie potentielle Ep cette fois exprimée par
unité de largeur dy, d'une houle monochromatique (toujours dans notre cadre d'étude, i.e. se
propageant uniquement suivant Ox) se déduit, sous l'hypothèse d'amplitude très faible :

Ep =

� λ

0

ρg
η2(x)

2
dx ≈ ρga2

4
λ (1.23)

L'énergie cinétique est donnée, pour une houle là encore in�niment petite :

Ec =
1

2

� λ

x=0

� η

z=−h
ρ−→v 2dx.dz ≈ ρga2

4
λ (1.24)

L'énergie totale (ou mécanique) de la houle, somme des deux énergies précédentes, est donc:

Em =
ρga2

2
λ (1.25)

On peut également la trouver exprimée moyennée par unité de surface dxdy: E = ρga2

2
. Le

�ux d'énergie moyenne de la houle d'Airy, transmise à travers le plan yOz, de normale −→n et
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normal à sa direction de propagation, fait intervenir le champ de pression associé.

Et =
1

T

� t+T

t

� η

x=−h
p.−→v .−→n .dz.dt ≈ ρga2

4
.C.

[
1 +

2kh

sinh(2kh)

]
=
ρga2

2
Cg = ECg. (1.26)

avec Cg la vitesse de groupe à laquelle se propage cette énergie

Cg =
1

2
C[1 +

2kh

sinh(2kh)
] =

∂ω

∂k
(1.27)

1.2.3 Limites du domaine de validité et mention des théories non
linéaires / instationnaires

Limites du domaine de validité Notre étude se restreint à une zone de profondeur �nie,
selon le critère dé�ni plus haut. Dans les autres zones, le comportement de la houle change
légèrement. Pour note, en profondeur in�nie, on a h

λ
> 0.5, l'expression du potentiel se simpli�e

par φ(x, z) = [A−e−ikx + A+e+ikx].ekz, la relation de dispersion par ω2 = gk et la vitesse de
phase logiquement

C =

√
g

k
(1.28)

et

Cg =
1

2
C (1.29)

Les trajectoires des particules deviennent circulaires. En eau peu profonde, par contre, lorsque
kh � 1, la relation de dispersion devient : ω2 = gk2h , la vitesse de phase C =

√
gh et la

vitesse de propagation Cg = C =
√
gh.

Revenons à notre zone d'étude. En eau peu profonde, pour garder le caractère linéaire de
la houle, nous nous sommes restreints aux petites amplitudes. Voyons ici l'impact de cette hy-
pothèse et comment elle permet d'aboutir aux expressions précédemment présentées. Repartons
de la forme initiale des conditions limites de surface libre 1.9 et 1.11. Dans la suite du calcul,
on a négligé les termes non linéaires, et cela induit notamment de supposer que ∂Φ

∂x
∂η
∂x
� ∂η

∂t
.

Les expressions générales de la déformée de surface libre et du potentiel vitesse, données par
1.18 et 1.19, permettent de transformer la relation précédente en

aω � a2ωk

2 tanh(kh)
(1.30)

Cette relation va, selon la zone marine dans laquelle on se trouve, conditionner la cambrure de
la houle, c'est à dire le rapport entre l'amplitude et la longueur d'onde. En e�et, en profondeur
in�nie, soit kh� 1 donc on obtient la condition : 2� ak ; dans le milieu considéré pour cette
étude, i.e. l'eau peu profonde où kh� 1, cela aboutit à la condition :

ak � 2kh� 2 (1.31)

Une autre hypothèse forte est la considération de la houle comme une onde de gravité.
Détaillons là encore le cadre théorique délimité par cette hypothèse. Si l'on considère l'ensemble
des forces de rappel exercées sur la houle, la prise en compte des e�ets capillaires modi�erait la
condition limite de surface libre avec un terme qui fait intervenir la masse volumique de l'eau
et la tension super�cielle sv:
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g
∂Φ

∂z
+
∂2Φ

∂t2
+
σ

ρ

∂3Φ

∂z3
= 0 (1.32)

La relation de dispersion s'en trouverait alors également changée :

ω2 = [gk + σ
k3

ρ
] tanh(kh) (1.33)

A présent, comment savoir quand conserver cette in�uence de la capillarité et quand la
négliger? On dé�nit une longueur d'onde caractéristique lm comme suit :

λm = 2π

√
σ

ρg
(1.34)

Ainsi, si l�lm la force de rappel à la surface sera essentiellement d'origine capillaire. A
contrario, si l�lm l'onde pourra être considérée comme une onde de gravité. En mer, on peut
considérer les e�ets de capillarité négligeables pour les longueurs d'onde supérieures à 10 cm.
C'est également les dimensions caractéristiques que nous retiendrons pour cette étude et lors
des expériences associées (la question sera abordée plus en détails dans la partie consacrée aux
essais).

Théories non linéaires et ordres supérieurs La linéarisation du problème a imposé une
houle de très faible amplitude, ce qui s'éloigne de la réalité et peut poser problème selon les
études, par exemple fausser les calculs d'e�orts hydrodynamiques sur les structures. Gerstner,
en 1802, a proposé un modèle exact de la houle mais qui ne s'applique qu'aux zones de pro-
fondeur in�nie. L'étude complète est disponible ici [27], mais ne sera pas plus détaillée dans ce
manuscrit. Nous préférons évoquer les solutions non-linéaires valables dans les zones côtières de
profondeur �nie, et rester ainsi dans le cadre de notre étude. La houle de Stokes du deuxième
ordre suppose elle une profondeur d'eau constante h. Nous avons vu que linéariser la houle
revient à négliger des termes comme ∂Φ

∂x
∂η
∂x
. Si on injecte dans cette expression les formes (1.18)

et (1.19), on fait apparaître des termes négligés proportionnels à sin[2(ωt−kx)], sin[3(ωt−kx)],
sin[4(ωt − kx)]... On peut donc supposer que h et F peuvent s'écrire également sous la forme
d'un développement en série de Fourier, limité ici à l'ordre 2 pour une houle de Stokes au 2e
ordre :

η = a sin(ωt− kx) + A2a sin[2(ωt− kx)] + ... = εη1 + ε2η2 +O(ε3) (1.35)

Φ =
ω

k
a cosh(k(z+h)). cos(ωt−kx)+B2

ω

k
a2 cosh(2k(z+h)). cos[2(ωt−kx)]+... = εΦ1+ε2Φ2+O(ε3)

(1.36)
On note que l'expression (1.36) est valable par profondeur �nie; en profondeur in�nie, le

terme cosh(k(z + h)) se transforme en exp(kz). En tenant compte de la conditio limite au
fond et de 4Φ = 0 dans la colonne d'eau, cela équivaut à un développement en perturbations,
où le paramètre exact est approché par une série de solutions d'ordres de plus en plus faibles
avec e le petit paramètre. En injectant ces expressions dans les conditions limites 1.7 ,1.8 ,1.9
et1.10, on en déduit: les conditions limites à chaque ordre εi, i=1,2. La condition de Laplace
est également véri�ée à chaque ordre i : ∂2Φi

∂x2 + ∂2Φi
∂z2 = 0 ainsi que la condition cinématique de

surface libre, à l'ordre e
∂2Φ1

∂t2
+ g

∂Φ1

∂z
= 0 (1.37)
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et à l'ordre ε2:

∂2Φ2

∂t2
+ g

∂Φ2

∂z
+ η1(

∂3Φ1

∂t2∂z
+ g

∂2Φ1

∂z2
) +

∂

∂t
[(
∂Φ1

∂x
)2 + (

∂Φ1

∂z
)2] = 0 (1.38)

La condition de Bernoulli en z = 0 devient, pour l'ordre e:

− gη1 =
∂Φ1

∂t
(1.39)

et à l'ordre ε2:

− gη2 =
∂Φ2

∂t
+ η1

∂2Φ1

∂z∂t
+

1

2
[(
∂Φ1

∂x
)2 + (

∂Φ1

∂z
)2] (1.40)

Ainsi, la solution à l'ordre e correspond au cas de houle in�niment petite (1.18) et (1.19),
tandis que pour l'ordre ε2 on trouve :

Φ2 =
3

8

a2ω

sinh4(kh)
cosh[2k(z + h)] sin[2(ωt− kx)] (1.41)

η2 =
−a2k

2 sinh(2kh)
− a2k

4

(3− tanh2(kh))

tanh3(kh)
cos[2(ωt− kx)] (1.42)

Nous avons vu précédemment que pour que l'approximation linéaire soit valable, la condition
(1.30) devait être véri�ée, imposant les termes non-linéaires faibles par rapport aux termes
linéaires dans l'expression de la déformée de la surface libre. Or on vient de voir que pour des
ondes d'amplitude ��nie�, le potentiel F peut s'écrire comme la somme de la solution linéaire F1

et d'un terme correctif F2. Il est alors nécessaire de justi�er notre choix de travailler uniquement
avec la solution linéaire. Cette dernière n'est correcte que si |Φ2| � |Φ1|soit∣∣∣∣Φ2

Φ1

∣∣∣∣ =
3

8

∣∣∣∣ak cosh[2k(z + h)]

cosh[k(z + h)]

1

sinh3(kh)

∣∣∣∣� 1 (1.43)

Soit dans la limite eau peu profonde,∣∣∣∣Φ2

Φ1

∣∣∣∣ =
3

8
a

1

k2h3
� 1 (1.44)

c'est-à-dire que le nombre d'Ursell (U = aλ2

h3 ) doit rester très inférieur à un.

Modèles numériques en océanographie physique A présent que nous avons dé�ni les
principaux paramètres qui caractérisent la houle, voyons comment les outils modernes se met-
tent au service de la physique théorique pour représenter la dynamique des milieux marins. Nous
avons dé�ni en introduction ce qu'est un modèle numérique, nous avons vu quels paramètres
d'entrée ces modèles utilisent pour représenter la houle, nous allons à présent répertorier les
di�érents modèles opérationnels de prévision de la houle, voir leurs hypothèses et leurs méth-
odes de résolution. Il existe une di�érence fondamentale entre les modèles qui considèrent
uniquement des houle monochromatiques, à savoir les modèles déterministes, et les modèles qui
considèrent des houles à spectre large: les modèles spectraux.
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Modèles déterministes à résolution de phase Ils permettent de prévoir la propaga-
tion de la houle à la côte en fonction des conditions initiales qu'on leur soumettra en entrée.
En résolvant des équations modèles, ils déterminent toutes les informations concernant la ciné-
matique de la houle dans un domaine donné, ils sont donc particulièrement appropriés pour
l'étude des processus d'interférences. Le modèle Ref-Dif ([101]) est par exemple très utilisé en
ingénierie côtière pour dé�nir les houles de projet, c'est-à-dire les houles les plus fréquentes
dans la zone géographique choisie et dont l'étude permettra de dimensionner correctement les
ouvrages de défense du littoral. Il suppose cependant une houle essentiellement progressive, et
est donc inadapté à l'étude des interférences.

Modèles spectraux à phase moyennée Ces modèles eux étudient la houle par analyse
spectrale: ils déterminent les caractéristiques du spectre de la houle se propageant dans une
région donnée en incluant des termes sources et puits d'énergie. Ces modèles à phase moyennée
sont donc basés sur l'hypothèse de conservation du �ux d'action. Ils sont ainsi très appropriés
pour décrire des états de mer aléatoires, comme la mer du vent. Parmi ces modèles nous
pouvons citer les très connus Swan ([179]) ou WaveWatch III ([192]).

1.3 Intéraction houle-bathymétrie - e�ets de variations de

topographie en profondeur �nie

Notre étude porte sur le milieu côtier, là où lorsque la houle se propage, son mouvement est
in�uencé par la bathymétrie. Plusieurs phénomènes, bien connus car également présents en
optique, sont recensés : la réfraction, la di�raction, la ré�exion, ... Leur compréhension initiale
est indispensable pour évaluer l'in�uence du courant lorsqu'il sera introduit. Or, la principale
limite du modèle houle d'Airy est qu'il n'est valable qu'en fond plat. De nouvelles approches
vont donc être introduites. Tous les phénomènes seront ici présentés dans l'hypothèse d'une
houle de très faible amplitude se propageant en profondeur �nie et une attention particulière
sera portée à la ré�exion, importante dans des conditions de résonance.

Pour décrire les intéractions houle-bathymétrie à partir de la théorie linéaire, nous intro-

duisons deux paramètres caractéristiques : ε = O(
∣∣∣−→k ∣∣∣ a) la cambrure de la houle et µ =

O(
|−→∇hh|
|−→k |h ) le rapport entre le gradient bathymétrique et le paramètre dispersif. Ainsi, en théorie

linéaire la houle est supposée faiblement cambrée: ε � 1 et dans l'approximation de pente
douce, les variations bathymétriques seront supposées faibles devant la longueur d'onde de la
houle: µ� 1 et donc µ est du même ordre de grandeur que la cambrure de la houle.

1.3.1 Cas 3D : la réfraction-di�raction

Lorsque nous considérons deux directions horizontales de propagation, de nouveaux phénomènes,
issus de l'intéraction houle-bathymétrie, viennent in�uer sur la propagation des vagues. Même si
notre étude ne tient compte que d'une direction de propagation, il est important de les mention-
ner car la suite du projet cherchera à modéliser l'impact de courants inhomogènes sur l'ensemble
des phénomènes a�ectant la houle en profondeur �nie, y compris les phénomènes propres à une
propagation 3D. La houle est une onde, de période donnée mais dont la longueur d'onde dépend
de la profondeur d'eau. En e�et, nous rappelons que la longueur d'onde dépend du vecteur
d'onde, lui même lié à la profondeur d'eau par la relation de dispersion. La profondeur d'eau
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joue le même rôle dans la propagation d'une onde de gravité que l'indice de réfracton d'un mi-
lieu pour une onde lumineuse. La réfraction correspond ainsi à la modi�cation de la direction
de propagation sous l'e�et d'un changement d'indice de propagation du milieu (par e�et de la
bathymétrie par exemple). La di�raction correspond, elle, à un changement de direction de
propagation lié à des gradients d'amplitude de la houle (c'est un phénomène observable par
bathymétrie constante). On considèrera une houle d'Airy se propageant dans le plan xOy et
d'incidence θ par rapport à l'axe des x. Tout indice h fera référence aux directions horizontales
Ox et Oy, comme par exemple

−→
∇h = ( ∂

∂x
, ∂
∂y

).

Réfraction: dé�nition et loi de Snell-Descartes Les propriétés locales d'une onde sont
fonction de la déformée de surface libre η = aeiϕ, avec a l'amplitude locale, et de la phase
ϕ(−→x , t,

−→
k , ω) dé�nie par ∂ϕ

∂t
= ω avec ω la fréquence de la houle. Cette phase, dans le cas

de bathymétries variables ou en présence de courants non uniformes, sera lentement variable
dans le temps et dans l'espace. Lorsque le phénomène de réfraction se produit en zone côtière,
l'onde �tourne� à l'approche du littoral pour arriver presque toujours de front face à la côte (la
direction de propagation est elle perpendiculaire à la côte). Ce phénomène est la réfraction,
il est bien connu en optique ou en électromagnétique car il a�ecte toute onde qui se propage
successivement dans des milieux d'indices di�érents. Près des côtes, c'est la profondeur d'eau
qui va jouer sur l'indice du milieu, via le vecteur d'onde

−→
k bidimensionnel tel que k1 = k cos(θ)

et k2 = k sin(θ). On peut donc d'ailleurs déduire de la dé�nition de la phase une nouvelle
expression pour cette dernière ϕ = ωt− k1x− k2y. Le potentiel des vitesses, dé�ni par (1.19)
peut alors se réécrire fonction de la phase Φ(x, y, z, t) = aω

k
cosh[k(z+h)]

sinh(kh)
cos(ϕ).

On appelle �rayons de houle� les courbes tangentes en tout point du plan au vecteur
−→
k local.

Ce vecteur d'onde véri�e ∂
−→
k
∂t

+
−→
∇ω = 0 ce qui équivaut à

−→
k = −

−→
∇ϕ soit encore (∂ϕ

∂x
)2 +(∂ϕ

∂y
)2 =

k2 l'équation eikonale. Le rotationnel de
−→
k est nul donc on en déduit ∂(k sin(θ))

∂x
− ∂(k cos(θ))

∂y
= 0

ce qui, si l'on considère que la profondeur ne dépend que de x, se réduit à d(k sin(θ))
dx

= 0.
On intègre cette équation entre un point initial donné, d'indice 0, et un point quelconque:
k sin(θ) = k0 sin(θ0) = cste , avec θ l'incidence locale de la houle et θ0 l'incidence de la houle
au large, ou encore

sin(θ)

C
=

sin(θ0)

C0

(1.45)

la loi de Snell-Descartes: l'angle θ décroît quand la profondeur d'eau diminue, et les rayons de
houle tendent donc à devenir perpendiculaires à la côte. Cette loi a par exemple été utilisée par
Arthur (1946 [8]) pour déterminer la réfraction de la houle autour d'îles de formes di�érentes.
Les e�ets du courant sur ce phénomène seront abordés plus loin dans cette section.

Di�raction: dé�nition et application aux ouvrages côtiers Un autre phénomène d'intéraction
houle-bathymétrie très connu est la di�raction : lorsqu'une houle se propage au-dessus de vari-
ations importantes du fond, ou en présence d'obstacles sur toute la colonne d'eau (obstacle
émergent ou courant inhomogène), la houle va di�user: visuellement elle va �tourner�, avec un
rayon de courbure de l'ordre de sa longueur d'onde. C'est un phénomène facilement observable
autour d'une digue semi-in�nie ou au travers d'un chenal de largeur �nie. Il peut être décrit de
façon analogue à la di�raction de la lumière, avec le potentiel réduit de la houle φ(x, y) véri�ant
l'équation d'Helmhotz:

4φ+ k2φ = 0 (1.46)
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avec 4 = ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ).
La solution analytique pour le potentiel des vitesses est donnée en détail ici [84] par

Horikawa, mais ne fera pas l'objet de plus de développement dans ce manuscrit. Cette so-
lution permet de déduire le comportement de la houle autour d'un obstacle considéré: Penney
& Price (1952 [147]) ont établi les solutions de cette équation pour di�érents types de brise-
lames, en utilisant les intégrales de Fresnel. Cette méthode sera d'ailleurs reprise plus tard par
Kim & Lee (2009 [94]) pour d'autres analyses numériques de la di�raction. Kirby & Dalrymple
(1983 [102]) ont choisi, eux, d'étudier un obstacle de type fosse marine, au-dessus de laquelle se
propage une houle d'incidence oblique. Pour cela, ils ont appliqué la méthode de Takano (1960
[187]) et découpé l'espace en trois domaines de profondeur constante, liés par les conditions de
continuité de �ux et de pression. Kim (2010 [95]) développera une méthode similaire pour des
houles se propageant en profondeur in�nie. Les modes évanescents, générés autour de struc-
tures abruptes, peuvent également s'inclure dans la théorie linéaire potentielle pour modéliser
la di�usion, comme l'illustre l'étude de Rey (1995 [158]).

Nous ne pouvons pas restreindre la di�raction uniquement à la théorie linéaire, car la
présence d'obstacles peut engendrer des non-linéarités dans le pro�l de houle. Stamnes et
al. (1983 [180]) vont ainsi comparer la théorie linéaire et la théorie non-linéaire aux résul-
tats d'une campagne expérimentale dans le cas d'un champs de houle, soumis au phénomène de
di�raction et qui focalise derrière des brise-lames immergés. Bien entendu, les mêmes conditions
aux limites sont considérées autour de l'obstacle, pour pouvoir quanti�er les e�ets non-linéaires
apparaissant lors de la di�raction. Si les deux théories représentent bien la focalisation, les
e�ets non-linéaires permettent de mieux appréhender la hauteur des vagues au point de focali-
sation. Suivant cette piste, la représentation de la di�raction dans la théorie non-linéaire a été
largement exploitée : Brossard & Chagdali (2001 [28]) ont mené une campagne expérimentale
sur les intéractions non-linéaires avec un brise-lame, Constantin (2014 [39]) a remis en question
le modèle �houle de Stokes� dans l'étude des intéractions houle-bathymétrie.

Réfraction-Di�raction et Equations de Berkho� Lorsque la bathymétrie varie de façon
marquée, la méthode des rayons et la loi de Snell-Descartes ne sont plus applicables à cause
des phénomènes de di�raction qui viennent interférer. Cette combinaison réfraction-di�raction
a été longuement observée : Berkho� et al. (1982 [22]), Vincent & Briggs (1989[201] ), Jarry
et al. (2011 [87]). Berkho� (1972 [20], 1976 [21]) a créé le premier modèle linéaire complet
d'intéractions houle-bathymétrie. Fait pour traiter des problèmes de réfraction-di�raction sur
des fonds lentement variables (l'approximation faible pente est valable pour des pentes d'angle α
telles que tan(α) < 1

3
d'après [25]), il résout une équation di�érentielle portant sur le potentiel

des vitesses horizontal complexe, et sa théorie est à la base de celles des modèles que nous
utilisons. D'ailleurs Berkho� (1972 [20]) puis Booij (1983 [25]) démontreront l'e�cacité d'un
modèle combiné par rapport à un modèle de réfraction simple. C'est pour cette raison que nous
présentons ici les principales étapes du modèle de Berkho�, à savoir l'intégration sur la colonne
d'eau des conditions aux limites classiques de la théorie potentielle linéaire (présentées dans la
deuxième section). Le développement complet est détaillé dans les études [171, 21].

La méthodologie est la suivante, on commence par rappeler la condition d'imperméabilité
au fond, pour une bathymétrie bidimensionnelle h(x, y):

∂Φ

∂z
= −
−→
∇hh
−→
∇hΦ (1.47)

Pour des pentes douces, c'est-à-dire des bathymétries variant faiblement sur une distance
équivalent à la longueur d'onde de la houle (i.e. µ = ∇h

kh
� 1), on peut déduire le potentiel des
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vitesses à partir de sa forme �fond plat� (1.19)

Φ(x, y, z, t) = φ(x, y, z)eiωt =
ig

ω

cosh[k(z + h)]

cosh(kh)
η(x, y)eiωt (1.48)

Le potentiel φ véri�e pour 0 ≥ z ≥ −h(x, y)

∂2φ

∂z2
= −∇2

hφ (1.49)

et en surface (pour z=0) :

∂φ

∂z
− ω2

g
φ = 0 (1.50)

et la condition de fond en z = −h(x, y):

∂φ

∂z
=
−→
∇hh
−→
∇hφ (1.51)

On applique une formulation faible de Laplace, on multiplie par la fonction de Green

f =
cosh[k(z + h)]

sinh(kh)
(1.52)

puis on intègre sur la verticale entre le fond z=-h et la surface z=0 pour obtenir ([130])

0�

−h

(k2fφ+ f∇2
hφ)dz = −[f(

−→
∇hh
−→
∇hφ)]z=−h. (1.53)

D'après la forme 1.48, on peut déduire les formes dérivées :−→
∇hφ = −ig

ω
[f
−→
∇hη+ η ∂f

∂h

−→
∇hh] et ∇2

hφ = −ig
ω

[f
−→
∇2
hη+ 2∂f

∂h

−→
∇hη
−→
∇hh+ η ∂

2f
∂h2 [
−→
∇hh]2 + η ∂f

∂h

−→
∇2
hh]

et ainsi en multipliant l'équation par −ig
ω

on peut y insérer les formes précédentes et obtenir :

0�

−h

(f 2−→∇2
hη + 2f

∂f

∂h

−→
∇hη
−→
∇hh+ ηf

∂2f

∂h2
[
−→
∇hh]2 + ηf

∂f

∂h

−→
∇2
hh+ k2ηf 2)dz

= −[f 2−→∇hh
−→
∇hη + ηf

∂f

∂h
(
−→
∇hh)2]z=−h

(1.54)

On applique la formule de décomposition de Leibnitz ∂
∂x

� b(x)

a(x)
f(x, y)dy =

� b(x)

a(x)
∂f
∂x
dy +

f(x, b(x)) ∂b
∂x
− f(x, a(x))∂a

∂x
pour en déduire

−→
∇h

� 0

−h
f 2−→∇hηdz+

� 0

−h
k2f 2ηdz = −[ηf

∂f

∂h
(
−→
∇hh)2]z=−h−

� 0

−h
ηf
∂2f

∂h2
[
−→
∇hh]2dz−

� 0

−h
ηf
∂f

∂h

−→
∇2
hhdz

(1.55)
Les termes de droite de l'équation, d'ordre µ2 sont négligeables devant ceux de gauche

d'ordre µ, ce qui nous permet d'aboutir après intégration à

−→
∇h.(a1

−→
∇hη) + ω2a2η = 0 (1.56)

en posant a1 = gh tanh(kh)
kh

1
2
[1 + 2kh

sinh(2kh)
] et a2 = 1

2
[1 + 2kh

sinh(2kh)
]. On peut alors reconnaître les

vitesses de phase et de groupe et écrire comme suit l'équation sous sa forme �nale, l'équation
de Berkho� ou approximation pente faible:
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−→
∇h(CCg

−→
∇hφ) + k2CCgφ = 0 (1.57)

La démonstration détaillée de cette équation élliptique est également proposée par Gouaud
(2007 [75]).

Résolution numérique de l'équation de Berkho� Parmi les nombreuses études qui ont
porté sur cette équation, certaines se sont attachées à simpli�er sa résolution numérique. Une
des di�cultés majeures de cette résolution porte sur le choix de la condition limite de sortie de
domaine, là où la houle doit être totalement transmise. Une condition aux limites trop simple
pourrait engendrer une ré�exion de la houle sur les bords du domaine en cas d'incidence oblique.
Kirby proposera dans son étude de 1989 ([103]) une condition de sortie qui s'a�ranchit de cette
di�culté. Le deuxième problème que pose cette équation elliptique est le coût important de
sa résolution numérique, à cause de la discrétisation du domaine spatial et des conditions
de sortie ouvertes. Pour réduire le temps de calcul nécessaire, Radder (1979 [154]) a établi
de la transformer en une équation parabolique, plus facile à résoudre. Pour cela, l'équation
de Berkho� est projetée sur une direction de propagation privilégiée. Cependant, l'équation
parabolique obtenue ne représente pas la ré�exion de la houle, et ne supporte que les houles
d'incidence proche de la normale (30° d'écart maximum d'après Chagdali et al, 2000 [30]).
Plus tard, d'autres études permettront d'atteindre des changements de direction de houle plus
importants grâce à l'utilisation des approximants de Padé: jusqu'à 50° environ grâce aux travaux
de Kirby (1986b [98]), et jusqu'à 77° par les travaux de Mordane et al (2004 [139]). Cependant,
pour atteindre des angles de rotation des crêtes beaucoup plus grands (jusqu'à 90°) et donc
pouvoir par exemple modéliser les très fortes di�ractions apparaissant derrière les brise-lames,
une autre méthode a été mise au point. Il s'agit d'appliquer une transformée de Fourier à
l'équation de Berkho�. Le modèle obtenu, qui tient aussi compte des modes évanescents, est
valide tant que les non-linéarités de la houle peuvent être négligées devant la di�raction. Par
contre, cette méthode implique de calculer les solutions analytiques du potentiel de la houle
autour des variations de bathymétrie avant d'entamer la résolution.

1.3.2 Cas 2D

Shoaling et déferlement

Lorsque la bathymétrie est douce et monotone, il n'y a que très peu voire pas de change-
ment de direction de la houle, elle continue d'avancer et se produisent alors successivement les
phénomènes de shoaling puis de déferlement.

Le shoaling Dans la théorie linéaire, le �shoaling� est le phénomène à l'origine de la variation
de l'amplitude des vagues et de leur longueur d'onde à l'abord d'une côte. Supposons une
houle se propageant depuis le large en direction d'une plae avec une incidence normale. Si l'on
néglige les e�ets de la viscosité, au niveau du large cette houle de période donnée se propage en
�profondeur in�nie� sans se déformer: l'évolution de la déformée de la surface libre en fonction
du temps reste la même dans cette direction. Par contre, une fois arrivée en zone de �profondeur
�nie�, la houle va ressentir la présence du fond, qui va modi�er sa longueur d'onde et sa célérité.
En e�et, comme la période de la houle reste constante, le nombre d'onde n'est plus fonction que
de la profondeur d'eau (via la relation de dispersion). Ainsi, les variations bathymétriques vont
directement in�uer sur la déformée de surface libre. Sur des fonds en pente douce devant la
longueur d'onde, à mesure que la profondeur d'eau diminue, la houle va d'abord se réduire très
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légèrement puis fortement se cambrer jusqu'au déferlement. La longueur d'onde et la vitesse
de phase diminuent du large vers la côte. Cette évolution de la �forme� de la vague est appelée
�shoaling� (qui vient de l'anglais 'shoal' pour désigner un haut-fond). Elle se quanti�e par le
coe�cient de shoaling, rapport d'amplitudes entre la houle au large (d'amplitude a et de vitesse
de groupe Cg0) et la houle à la côte (d'amplitude a et de vitesse de groupe Cg). D'après les
expressions 1.17,1.27,1.28 et 1.29, on obtient :

(
a

a0

)2 =
Cg
Cg0

=
1

tanh(kh) + kh
cosh2(kh)

(1.58)

Ce coe�cient passe par un minimum pour 1 − kh tanh(kh) = 0 ⇐⇒ kh = 1.98, ce qui
explique la légère diminution de l'amplitude de la houle avant son augmentation. Il est à noter
que pour une houle d'incidence oblique, le shoaling se déroule conjointement à la réfraction. Le
shoaling ne sera pas plus développé ici car il n'intervient qu'en eau peu profonde, ce qui sort
du cadre de notre étude. Cependant, les e�ets de shoaling sont présentés plus en détails dans
l'étude de Mayençon ([130]). L'étude de Rey (1992 [156]) détaille l'e�et de la pente du fond
sur la ré�exion et le shoaling.

Le déferlement Très facilement observable sur la plage après le shoaling, le déferlement est
le moment où la vague se brise car sa crête et son creux n'ont pas la même vitesse. Il peut
également survenir en plus grandes profondeurs (c.f. les vagues déferlantes, section I.2.). Math-
ématiquement, le point de déferlement est dé�ni généralement comme le point où la déformée
de surface libre pésente une tangente verticale côté front de la vague. Mais il existe plusieurs
types de déferlement selon la pente de la plage. Pour les di�érencer, Fredsoe & Deigaard (1992)
ont dé�ni le nombre caractéristique d'Irribarren ξb, fonction du gradient bathymétrique de la
plage tan(β), de l'amplitude Hb de la houle au point de déferlement et de λ0 sa longueur d'onde
au large:

ξb =
tan(β)√

Hb
λ0

(1.59)

Ainsi, on di�érencie le mascaret (plage horizontale soit ξb = 0), le déferlement glissant (plage
faiblement inclinée soit ξb < 0.4), le déferlement plongeant (plage d'inclinaison relativement
importante, soit 0.4 < ξb < 2) et le déferlement frontal (plage fortement inclinée soit ξb > 2).

De nombreux autres critères de déferlement ont été proposés par la suite, fonctions des
caractéristiques de la houle au large ou au point de déferlement : Horikawa (1988 [84]), Miche
(1951 [135]) ou encore Ostendorf & Madsen (1979 [141]).

Pour une plage de pente faible, après le déferlement glissant, la vague se propage avec
une amplitude qui va diminuer conjointement à la profondeur d'eau locale h, selon la relation
a ' 0.8h (Anderson & Fredsoe, 1983 [5]). L'étude des caractéristiques de la houle après le
déferlement n'est pas à négliger, car l'essentiel des courants côtiers sont induits par la houle en
zone de déferlement : Dulou et al. (2000 [53]), Peregrine (1971 [148]).

La ré�exion: généralités

La propagation d'ondes de gravité au-dessus de fonds variables, et la ré�exion associée, ont
été l'objet de nombreux travaux, les études de Rey (1992 [156]) et Rey et al. (1996 [159]) en
présentent une bibliographie presque exhaustive. De façon générale, la ré�exion survient lorsque
les variations du milieu (bathymétrie, courant...) ne sont plus très petites devant la longueur
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d'onde: une partie de l'énergie de la houle incidente est renvoyée vers la source, et le reste
sera transmis par delà l'obstacle. Les caractéristiques de cet obstacle (inclinaison, dimensions,
profondeur d'immersion, composition) et les paramètres de la houle vont être conditionnants
pour la quantité d'énergie ré�échie.

Le potentiel des vitesses de la houle va s'écrire logiquement comme la somme de la con-
tribution de l'onde incidente, d'amplitude ai, et de l'onde ré�échie, d'amplitude ar, déphasées
entre elles de ϕ :

φ =
iω

k

cosh(k(z + h))

cosh(kh)
.(ai exp(i(ωt−

−→
k .−→x )) + ar exp(i(ωt+

−→
k .−→x + ϕ))) (1.60)

La ré�exion se mesure grâce au coe�cient de ré�exion Cr, rapport entre les amplitudes des
ondes incidentes et ré�échies

Cr =
ar
ai

(1.61)

et à son pendant, le coe�cient de transmission Tr , rapport entre les amplitudes des ondes
transmises et incidentes:

Tr =
at
ai

(1.62)

Le détermination de ces deux coe�cients est le but des études de ré�exion de houle.
Voyons de façon analytique comment la forme des fonds marins peut in�uencer la ré�exion

de la houle, et l'évolution de l'état de l'art associé. Dans le cas d'une ré�exion causée par des
variations bathymétriques, on peut distinguer deux modélisations distinctes. Pour de faibles
pentes du fond (c'est-à-dire lorsque la variation du fond est faible sur une longueur d'onde),
l'onde de gravité va se propager en étant presque totalement transmise et très peu ré�échie:
on peut donc supposer l'onde uniquement progressive. Ce sont les hypothèses de la classique
équation de Berkho� présentée ci-dessus. La ré�exion est alors décrite comme une perturbation
de la solution sinusoïdale au premier ordre : c'est la méthode par perturbations. C'est en
particulier le cas pour la ré�exion par résonance de Bragg, qui apparaît lorsque la longueur
caractéristique d'une variation du fond est égale à la moitié de la longueur d'onde de la houle
(Guazzelli et al, 1992 [78]), et où l'on considère qu'une onde se propageant au-dessus d'un fond
faiblement modulé équivaut à une onde se propageant au-dessus d'un fond plat moyennant
de petits termes correctifs. Par contre, pour des fonds présentant de fortes discontinuités
(talus, fonds rocheux irréguliers...), l'onde peut être ré�échie en plus grande partie vers le
large (là encore, la profondeur d'eau modi�e l'indice du milieu). Ce �pouvoir de ré�exion� des
discontinuités de bathymétrie ouvre de nombreuses applications pratiques en génie côtier: par
exemple, des ouvrages immergés �ré�échissants� sont installés au large pour la protection du
littoral et de ses aménagements (ports, rade...). La résolution se fait cette fois par méthode
intégrale aux frontière. De façon analytique, Patarapanich (1984 [144]) a mis en évidence que la
quantité d'énergie ré�echie oscillait selon la longueur d'onde de la houle lorsque cette dernière
se propage au-dessus d'une discontinuité, ce qui prouve que les caractéristiques de la houle
sont aussi importantes que celles de l'obstacle. Ce phénomène est bien décrit par les modes
évanescents, ou modes locaux, qui se développent précisément au niveau de fortes et brusques
variations bathymétriques.

Pour rester dans le cadre de notre étude, 2D avec une dimension horizontale et une dimen-
sion verticale, nous présenterons les modèles dans le cas d'une houle se propageant dans une
seule direction Ox. Nous commencerons par présenter de façon générale les deux approches
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analytiques: modélisation pente douce et modélisation bathymétrie abrupte. Ensuite, nous
présenterons un rapide état de l'art des modèles reprenant ces approches, pour rapidement se
focaliser sur les modèles les plus classiques et les plus utilisés.

La ré�exion: Première méthode de modélisation: approximation pente douce ou
méthode par perturbations ou méthode à échelles multiples ou méthode de Mei

Principe de la méthode La solution analytique au problème de propagation d'une houle de
très faible amplitude au-dessus d'un fond plat est connue (Berkho� [20, 21]), il s'agit d'ondes
planes progressives se propageant dans les directions −x et +x. On peut donc supposer que la
solution pour un cas quasi-similaire, à savoir la propagation au-dessus d'un fond présentant de
très faibles variations, peut s'écrire à partir de la solution connue, moyennant des petits termes
correctifs. Nous allons présenter cette méthodologie sur un cas simple: la propagation d'une
houle d'incidence normale sur un fond sinusoïdal de longueur �nie L, d'après l'étude de Mei
(1985 [129]).

Commençons par �xer les hypothèses, au plus près de celles de Berkho� ([20, 21]): les
ondes sont de faible amplitude, et la condition limite linéarisée de surface libre reste la même
(1.12). Concernant les variations bathymétriques, on considère une profondeur moyenne h et
une modulation sinusoïdale autour de cette profondeur donnée par

δ =
1

2
D exp(iKx) +

1

2
D exp(−iKx) (1.63)

Ainsi, les variations du fond sont bien faibles, de l'ordre de ε = O(D
h

), on peut d'ailleurs les
noter εδ. Comme précédemment, le potentiel des vitesses linéaire véri�e l'équation de Laplace
sur toute la colonne d'eau (−h + εδ ≤ z ≤ 0) au-dessus du fond modulé (0 < x < L), avec
kL � 1. La condition d'imperméabilité va suivre le fond, c'est-à-dire qu'elle va imposer en
z = −h + εδ que −→v .−→n = 0 où −→v est la vitesse locale du �uide et −→n la normale locale au sol.
Cette condition peut s'écrire en fonction du potentiel des vitesses sous la forme :

∂Φ

∂z
= −
−→
∇h.
−→
∇Φ (1.64)

Après un développement de Taylor, on peut l'écrire en z = −h comme suit:

∂Φ

∂z
= ε

∂

∂x
(δ
∂Φ

∂x
) + ... (1.65)

Le fond est faiblement modulé, on va donc supposer que les amplitudes des ondes planes
se propageant en −x et +x sont également faiblement modulées. Pour cela, on va créer des
variables �lentes�

x1 = εx (1.66)

et

t1 = εt (1.67)

indépendantes vis à vis des variables de référence x et t, qui justi�ent l'appellation �méthode
à échelles multiples�. Ainsi, une dérivée partielle selon x ou t deviendra respectivement ∂

∂x
+ε ∂

∂x1

ou ∂
∂t

+ ε ∂
∂t1

. Bien entendu, la notation ε ne sert que d'indicatif sur l'ordre de grandeur des
di�érents termes des équations qui vont suivre, elle ne subsiste pas à la �n des calculs.
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Notre inconnue potentiel des vitesses est donc formulée comme l'approximation par échelles
multiples suivante :

Φ(x, z, t) = εΦ1(x, z, t, x1, t1) + ε2Φ2(x, z, t, x1, t1) + ... (1.68)

Ainsi, on obtient un jeu d'équations, construites à partir de (1.7),(1.8),(1.12) et (1.65). La
solution est donc également une combinaison linéaire, des ondes incidentes (d'exposant +) et
ré�échies (d'exposant -), le symbole ∗ faisant référence au conjugué du terme précédent :

Φ1 = ψ− exp(i(ωt− kx)) + ∗+ ψ+ exp(i(ωt+ kx)) + ∗ (1.69)

Ce potentiel véri�e des équations di�érentielles homogènes et des conditions aux limites en
z = 0 ou z = −h détaillées dans la section 1, sachant que le vecteur d'onde véri�e la relation
de dispersion 1.16. La résolution de ces équations permet de déterminer la dépendance en z de
ψ+et ψ−:

ψ± = a±
ig

2ω

cosh(k(z + h))

cosh(kh)
(1.70)

avec a± les amplitudes complexes respectives des ondes de surface incidente et ré�échie.
Comme on sait qu'un fond modulé ré�échit une quantité signi�cative d'énergie de la houle, on
supposera que a+ et a− sont du même ordre de grandeur. Cette hypothèse sera discutée à la
�n du paragraphe, comme limite de cette méthode.

Nous remarquons qu'à l'ordre ε, le potentiel peut s'exprimer comme un produit entre un
terme de propagation exp(i(ωt± kx)) et un potentiel réduit qui lui-même peut s'écrire comme
le produit d'une amplitude et d'un pro�l vertical. Ce potentiel réduit représente un �mode
propagatif� : c'est le �pro�l de base� qui va se propager, et qui représente le mieux le champ
lointain de la houle, indépendamment des inhomogénéïtés locales.

Pour la solution à l'ordre ε2, le potentiel véri�e cette fois la condition de surface libre en
z = 0 suivante:

∂2Φ2

∂t2
+ g

∂Φ2

∂z
= −2

∂2Φ1

∂t∂t1
(1.71)

Ainsi que la condition de fond en z = −h :

∂Φ2

∂z
=

∂

∂x
(δ
∂Φ1

∂x
) (1.72)

Ainsi que la condition de Laplace, sur la colonne d'eau moyenne −h ≤ z ≤ 0:

∂2Φ2

∂x2
+
∂2Φ2

∂z2
= −2

∂2Φ2

∂x∂x1

(1.73)

Pour obtenir Φ2, nous repartons de la condition de fond (1.72) en z = −h et on replace
δ ∂Φ1

∂x
par son expression 1.139 en ne conservant que les termes résonnants, c'est-à-dire de forme

correspondant à des phases d'onde incidente ou ré�échie (en exp(i(ωt± kx))) et on obtient la
condition pour K = 2k:

∂Φ2

∂z
=

1

2
k2Dψ+ exp(i(ωt− kx)) +

1

2
k2Dψ− exp(i(ωt+ kx)) + ∗ (1.74)

où le deuxième terme de droite correspond à une onde ré�échie. Pour conserver la combi-
naison linéaire d'ondes incidente et ré�échie, on suppose Φ2 de la forme :

34



Φ2 = iγ− exp(i(ωt− kx)) + ∗+ iγ+ exp(i(ωt+ kx)) + ∗ (1.75)

Pour déterminer les pro�ls verticaux γ±, on insère l'expression de Φ2 dans les conditions
aux limites (1.71), (1.74) et dans l'équation (1.73) :

∂γ±

∂z
− ω2

g
γ± = −∂a

±

∂t1
(1.76)

∂2γ±

∂z2
− k2γ± =

igk

ω

cosh(k(z + h))

cosh(kh)

∂a±

∂x1

(1.77)

∂γ±

∂z
=

1

4

gk2D

ω

1

cosh(kh)
a± (1.78)

Pour résoudre ce jeu d'équations, on va utiliser la fonction de Green F (z) = cosh(k(z + h))
telle que :

� 0

−h
F

(
∂2γ±

∂z2
− k2γ±

)
dz =

[
F
∂γ±

∂z
− γ±∂F

∂z

]0

−h
(1.79)

La solvabilité de γ± au-dessus du fond ondulé impose un couplage des amplitudes des ondes
incidentes et ré�échies,∀ 0 ≤ x ≤ L :(

∂

∂t1
± Cg

∂

∂x1

)
.a± = −iΩ0a

± (1.80)

avec le terme

Ω0 =
gk2D

4ω cosh(kh)
=

ωkD

2 sinh(2kh)
(1.81)

qui a la dimension d'une fréquence.
En dehors du fond ondulé, pour x < 0 et x > L, il n'y a pas de couplage :

(
∂

∂t1
± Cg

∂

∂x1

)A± = 0 (1.82)

Toutefois, avant le fond ondulé pour x < 0 , le potentiel des vitesses, cette fois restreint à
l'ordre ε, véri�e bien la décomposition onde incidente / onde ré�échie (1.69).

Les continuités des amplitudes des ondes incidentes et ré�échies a+/A+et a−/A−aux abords
du fond ondulé en x = 0 et x = L permettent de formuler les expressions suivantes, d'abord en
amont du fond ondulé :

A+ = A0 exp(i(Ωt1 − κx1)) (1.83)

et

A− = A0R(0) exp(i(Ωt1 + κx1)) (1.84)

où εκ = k − 2K correspond à l'écart du vecteur d'onde par rapport à la condition de
résonance, ce qui équivaut en fréquence à un écart de εΩ = εCgκ, et R(0) est le coe�cient de
ré�exion du fond ondulé en x = 0. De la même façon, en aval du fond ondulé :

A+ = 0 (1.85)
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car on impose qu'il n'y a aucune onde ré�échie pour x > L (c'est-à-dire qu'il n'y a plus
d'in�uence du fond ondulé et que la condition de sortie de domaine est une condition de sortie
libre).

A− = A0T (L) exp(i(Ωt1 + κx1)) (1.86)

où T (L) correspond au coe�cient de transmission en x = L.
En�n, on peut en déduire les expressions des amplitudes au-dessus du fond ondulé, exprimées

selon les variables locales lentes ∀0 < x1 < L:

A+ = A0T (x1) exp(i(Ωt1 − κx1)) (1.87)

A− = A0R(x1) exp(i(Ωt1 + κx1)) (1.88)

où ici, changement de notation, le sigle + fait référence à l'onde transmise (se propageant
dans le sens des x croissants) et le sigle - à l'onde ré�échie (se propageant dans le sens des x
décroissants).

Nos inconnues, les coe�cients de ré�exion R(x1) et transmission T (x1) au-dessus du fond
sinusoidal, vont dépendre de la fréquence Ω de la houle par rapport à la féquence de coupure
Ω0 du système. On pose d'ailleurs le coe�cient :

P =
(Ω2 − Ω2

0)
1
2

Cg
(1.89)

Si Ω > Ω0, on obtient la solution sous la forme:

T (x1) =
PCg cos(P (L− x1))− iΩ sin(P (L− x1))

PCg cos(PL)− iΩ sin(PL)
(1.90)

R(x1) =
−iΩ0 sin(P (L− x1))

PCg cos(PL)− iΩ sin(PL)
(1.91)

Au-dessus de la fréquence de coupure, la ré�exion présente un pro�l oscillant selon le nombre
de modulations du fond.

Si Ω = Ω0 alors :

T (x1) =
1− i(Ω0

Cg
(L− x1))

1− iΩ0

Cg
L

(1.92)

R(x1) =
−iΩ0

Cg
(L− x1)

1− iΩ0

Cg
L

(1.93)

Si 0 < Ω < Ω0, on pose :

Q = iP =
(Ω2

0 − Ω2)
1
2

Cg
(1.94)

et donc :

T (x1) =
iQCg cosh(Q(L− x1)) + Ω sinh(Q(L− x1))

iQCg cosh(QL) + Ω sinh(QL)
(1.95)
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R(x1) =
Ω0 sinh(Q(L− x1))

iQCg cosh(QL) + Ω sinh(QL)
(1.96)

En dessous de la fréquence de coupure, la ré�exion augmente avec le nombre de modulations
du fond.

On remarque que le cas Ω = Ω0 correspond à cette con�guration où Q→ 0.
Si Ω = 0 alors :

T (x1) =
cosh(Ω0

Cg
(L− x1))

cosh(Ω0

Cg
L)

(1.97)

R(x1) =
−i sinh(Ω0

Cg
(L− x1))

cosh(Ω0

Cg
L)

(1.98)

Sur l'ensemble du domaine de propagation, on remarque que l'énergie est bien conservée
car :

R(0)2 + T (L)2 = 1 (1.99)

A la résonance, nous pouvons écrire :

|R(0)| = tanh(
Ω0

Cg
L) (1.100)

Cela est cohérent : lorsque la longueur L du fond ondulé augmente, |R(0)| → 1 et la ré�exion
tend à être totale.

Limites de la méthode Cette méthode anticipe le pouvoir de ré�exion du fond ondulé, en
supposant que les amplitudes des ondes incidentes et ré�échies sont du même ordre de grandeur.
Cette hypothèse est discutable : si la longueur L du fond ondulé reste petite (seulement quelques
oscillations), alors le pouvoir ré�ectif de la structure est très faible même pour une houle en
condition de résonance : R(0) = O(ε) et A− � A+.

Davies ([44, 45] ) avait d'ailleurs de son côté proposé une méthode par perturbations
régulières, qui permet de contourner cette di�culté. Au premier ordre, au-dessus du fond
ondulé, on transforme la relation de couplage (1.80) en deux relations découplées :

(
∂

∂t1
+ Cg

∂

∂x1

)a+ = 0 (1.101)

(
∂

∂t1
− Cg

∂

∂x1

)a− = −iεΩ0a
+ (1.102)

De la même façon que précédemment, on va calculer un coe�cient de ré�exion pour un
écart de fréquence εΩ = εCgκ tel que :

R(0) =
εΩ0

2Ω
(1− exp(2iκL)) (1.103)

Ce résultat n'existe que si κ = O(1) n'est pas petit. Quand κ � 1, c'est-à-dire quand la
fréquence de la houle tend vers la condition de résonance, on obtient pour le cas limiteΩ =
Cgκ = 0:
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|R(0)| = εΩ0L

Cg
(1.104)

De même, pour un fond sinusoïdal donné par δ = D sin(Kx) et composé de m périodes de
longueur d'onde K, alors au-dessus de ce fond, c'est-à-dire pour 0 < x < L = 2πm

K
, l'expression

1.104 peut s'écrire :

|R(0)| = 2kD

2kh+ sinh(2kh)

mπ

2
(1.105)

Ainsi, dans les deux cas, la quantité d'énergie ré�échie augmente bien linéairement avec
la longueur du fond. Cependant, cette fois l'énergie n'est conservée qu'à l'ordre ε. Si le fond
atteint une longueur conséquente, soit εL = O(1), l'expression (1.104) n'est plus valable et il
faut revenir à la méthode précédente, par anticipation.

La ré�exion: Deuxième méthode de modélisation: méthode intégrale aux frontières
pour bathymétries abruptes ou méthode exacte

Les variations bathymétriques sont souvent brutales par rapport à la longueur d'onde de la
houle, particulièrement en milieu côtier où les falaises, les fonds rocheux et les installations
humaines modi�ent profondément le paysage sous-marin (études de Massel (1989 [122]) et
Thomas & Klopman (1997 [189])). Pour considérer ces variations, la méthode dite �intégrale aux
frontières�, considère ces variations comme une succession de domaines de profondeur constante,
sur lesquels il faut déterminer les potentiels des vitesses à partir de l'écriture de façon intégrale
des conditions de continuité et de pression aux frontières des domaines successifs.

Expressions des potentiels de vitesse On considère encore ici une houle d'amplitude faible
et de vecteur d'onde k0, se propageant au-dessus d'un fond de profondeur constante −h alors la
solution pour le potentiel des vitesses correspond à la somme de deux ondes planes se propageant
respectivement dans les directions +x et −x, soit (1.15). On considèrera le cas général d'une
onde d'incidence d'angle θ0 par rapport à Ox, et pour cela on pose µ = k0 sin(θ0). Alors,
d'après Kirby & Dalrymple (1983 [102]), la solution générale pour le potentiel des vitesses
s'inspire de la décomposition classique (1.14) avec un terme correctif pour tenir compte du
décalage d'incidence:

Φ(x, y, z, t) = φ(x, z) exp(i(ωt− µy)) (1.106)

Le potentiel réduit, pour tenir compte des variations plus abruptes de bathymétrie, va faire
intervenir des modes locaux évanescents (c'est-à-dire qui n'ont d'in�uence remarquable qu'aux
abords très proches de la discontinuité topographique). Plus précisément, il va s'exprimer
comme la somme du mode propagatif, vu précédemment, et de n modes évanescents, construits
sur le modèle du mode propagatif, c'est-à-dire comme le produit d'amplitudes et de pro�ls
verticaux et de termes évanescents suivant Ox.

φ(x, z) = A± exp(±ik0xx) cosh(k0x(z + h)) +
∑
n

B±n exp(±knxx) cos(knx(z + h)) (1.107)

A noter que contrairement aux modes propagatifs, les ondes évanescentes ne se propagent
pas. Leur nombre est a priori in�ni pour tendre vers la représentation la plus précise possible
du champ de houle près de l'inhomogénéité de bathymétrie, mais dans la pratique, pour une
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résolution numérique de coût raisonnable, on n'en conservera qu'un certain nombre. Par contre,
leur longueur d'atténuation est conditionnée par un vecteur d'onde propre à chacun des modes
évanescents, noté kn et déterminé comme solution d'une relation de dispersion propre. Le
nombre d'onde k0 du mode propagatif est toujours déterminé par la relation de dispersion
propagative locale (1.16), tandis que les nombres d'ondes évanescents, eux, sont solutions des
�relations de dispersion� locales évanescentes, relations obtenues en remplaçant k par ik dans
la relation de dispersion propagative (1.143):

ω2 = σ2 = −gkn tan(knh) = gk0 tanh(k0h) (1.108)

Ici, nous sommes dans le cas d'une houle d'incidence non nulle, la propagation va donc faire
intervenir des nombres d'onde projetés suivant la direction normale aux discontinuités de la
bathymétrie. Nous avions k0 donné par la relation de dispersion, nous avons à présent dans le
cas 2D k̃0 = k̃0x + k̃0y , où k̃0x = cste et k̃0y = cste, ou dans notre cas 1D k̃0 = k̃0x avec

k̃0x =
√
k2

0 − µ2 (1.109)

et de la même façon, pour les modes évanescents:

k̃nx =
√
k2
n + µ2 (1.110)

Notons que k̃0x devient imaginaire si k0 < µ. L'onde devient alors évanescente, on retrouve
ici l'angle critique d'incidence de la relation de Snell-Descartes (1.45). Cette méthode peut
s'appliquer pour des fonds variables, que ces variations se présentent comme une succession de
domaines de profondeur constante ou comme une fonction continue h(x) qui sera approchée
par une fonction continue par morceaux de domaines de profondeur constante. Il s'agit alors
d'imposer une continuité des conditions limites aux frontières des domaines successifs.

A présent que nous avons dé�ni l'expression du potentiel vitesses sur un domaine de façon
générale, voyons quelles conditions de continuité entre domaines ce potentiel doit véri�er.

Condition de continuité sur une frontière entre deux domaines Lorsqu'une onde
se propage entre deux domaines de profondeur di�érente, la variation de hauteur d'eau va
jouer le rôle de variation d'indice de milieu, et va modi�er les conditions de propagation de
la houle. Si le nombre d'onde dans le milieu aval est k tel que k < µ alors l'onde incidente
sera totalement ré�échie. Sinon, la houle va être partiellement ré�échie et les coe�cients de
ré�exion et transmission seront calculés selon Ox comme pour une incidence normale, avec la
forme réduite du potentiel des vitesses.

Considérons un premier domaine semi-in�ni amont, de profondeur h1, et un deuxième do-
maine semi-in�ni aval, commençant à x = xm et de profondeur h2 telle que h1 > h2. Pour ces
deux domaines, les vitesses horizontales et la pression dynamique dans le �uide sont dé�nies
comme usuellement à partir du potentiel des vitesses, respectivement par 1.20 et par 1.22. On
va donc exprimer la nécessaire continuité des vitesses, par une formulation faible intégrale,
respectivement pour le mode propagatif puis pour les modes évanescents ∀n = 1, 2, ... :

� h1

0

∂φ1

∂x
χ1dz =

� h2

0

∂φ2

∂x
χ1dz (1.111)

� h1

0

∂φ1

∂x
ψ1,ndz =

� h2

0

∂φ2

∂x
ψ1,ndz (1.112)
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La continuité des pressions, après réduction au potentiel réduit et dérivation temporelle,
revient à :

� h1

0

φ1χ2dz =

� h2

0

φ2χ2dz (1.113)

� h1

0

φ1ψ2,ndz =

� h2

0

φ2ψ2,ndz (1.114)

avec χi = cosh[kix(z + hi)] et ψi,n = cos[knix(z + hi)].
Si l'on choisit de ne considérer que P modes évanescents pour converger, on obtient un

système de 2(P + 1) équations, mais largement simpli�é par le fait que χi et ψi,n forment un
système orthogonal pour le produit scalaire dé�ni par

〈f, g〉 =

� z=0

z=−h
f(z).g(z).dz. (1.115)

Solution �nale sur l'ensemble d'un domaine divisé en N+1 sous-domaines On va
appeler �marche� la frontière entre deux sous-domaines de profondeurs di�érentes, et on va
considérer un domaine de propagation constitué de N marches donc N+1 sous-domaines, re-
spectivement notés d = 0, ..., N . Pour les N marches, nous pouvons écrire les conditions de
continuité présentées au paragraphe précédent (1.111), (1.112), (1.113) et (1.114). On obtient
un système de 2N(P + 1) équations linéaires complexes, avec 2N(P + 1) coe�cients complexes
à déterminer. Pour ce faire, on peut poser des conditions de bord. Pour le premier et le dernier
domaine, d'indices respectifs 0 et N et qui sont semi-in�nis, les modes évanescents ne doivent
pas persister quand x→ ±∞, donc cela impose dans (1.107) que B−n,0 = B+

n,0 = 0 ∀n = 1, 2....
Dans le premier domaine semi-in�ni, A−0 correspond à l'amplitude du potentiel pour l'onde in-
cidente (à ne pas confondre avec l'amplitude physique de la forme a sin(ωt)). Dans le dernier
domaine semi-in�ni, comme précédemment on impose qu'il n'y ait aucune onde ré�échie, pour
éviter toute ré�exion parasite due à l'extrémité du domaine de propagation, cela se traduit par
A+
N = 0. On peut alors résoudre le système d'équations, déterminer l'ensemble des coe�cients

complexes et en déduire les coe�cients de ré�exion et de transmission :

R =

∣∣A+
0

∣∣∣∣A−0 ∣∣ (1.116)

T =

∣∣A+
N

∣∣∣∣A−0 ∣∣ χN(0)

χ0(0)
(1.117)

Comme précédemment, ces coe�cients véri�ent la conservation de l'énergie pour une houle
d'incidence oblique:

R2 + T 2(
nNk

2
0,0k0x,N

n0k2
0,Nk0x,0

) = 1 (1.118)

où k0,0 est le nombre d'onde propagatif sur le premier domaine, k0,N sur le dernier domaine,
k0x,0 le nombre d'onde propagatif projeté suivant Ox sur le premier domaine et k0x,N sur le
dernier domaine. On a dé�ni le coe�cient ni caractéristique du domaine i associé comme suit,
∀i = 0, 1...N :

ni =
1

2
[1 +

2k0,ihi
sinh(2k0,ihi)

] (1.119)
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Lorsque les domaines 0 et N sont de même profondeur (et donc de même indice), (1.118) se
réduit à l'équation bien connue R2 +T 2 = 1. Le nombre de modes évanescents retenus va condi-
tionner la convergence vers la solution du problème, à savoir pour le champ lointain par exemple
une ré�exion qui ne dépend plus du nombre P. Pour un fond continuement variable, la méthode
consiste à le discrétiser en marches successives (Guazzelli et al., 1992 ([78])), conduisant à une
représentation erronée de la dynamique près du fond. Belibassakis et Athanassoulis ont proposé
d'ajouter un mode supplémentare à l'expression du potentiel des vitesses a�n de conserver une
variation continue de la bathymétrie, c'est le système des modes couplés qui sera détaillé plus
tard (1.152).

1.3.3 Extensions du modèle de Berkho� selon l'ordre de variation de
la pente du fond

Suite à l'équation de Berkho�, beaucoup d'autres modèles s'en sont inspirés pour traiter la
propagation de vagues de petite amplitude au-dessus de bathymétries faiblement variables:
Vainberg & Maz'ja (1973 [197]), Fitz-Gerald (1976 [67]), Fitz-Gerald & Grimshaw (1979 [68]),
Simon & Ursell (1984 [171]), Kuznetsov (1993 [107]), Evans & Kuznetsov (1997 [64]). Parmi eux,
deux catégories se distinguent. Tout d'abord, dans la lignée de la méthode exacte présentée
précédemment, d'autres méthodes générales vont résoudre les problèmes linéaires de façon
directe: pour n'en citer que quelques uns Mei (1978 [127], 1983 [128]), Euvrard & al (1981
[61]), Yeung (1982 [208]). Les autres modèles sont construits sur des méthodes de discrétisation
spatiale : Devillard, Dunlop & Souillard (1988 [50]), Rey (1992 [157]), Evans & Linton (1994
[63]). Cependant, ces modèles ont un coût de calcul considérable et sont inaptes aux simulations
3D.

Equation de pente douce (MSE) de Kirby (1984) C'est alors que les travaux de Booij
(1981 [24]) et Liu (1983 [111]) prennent le relais et préparent le terrain pour l'étude de Kirby
(1984 [96]). Ce dernier, à partir du modèle de Berkho�, obtient une équation linéaire elliptique
qui combine les e�ets de la ré�exion, de la réfraction et de la di�raction (via un développement
par pertubations) sur une bathymétrie faiblement variable. Cette équation, appelée Equation
de Pente Douce ou 'Mild-slope Equation' (M.S.E.) sera largement utilisée, notamment pour
modéliser l'agitation portuaire. Nous allons la présenter ici sous sa forme initiale, en l'absence
de courant.

Nous reprenons les hypothèses et notations présentées plus tôt. La relation de dispersion
de la houle est de la forme (1.16). Avant d'entrer en détails dans la théorie linéaire développée
par Kirby, faisons un bref rappel sur le principe variationnel et le Lagrangien. Le Lagrangien L
a été formulé pour la première fois dans le cadre de la propagation de la houle dans les années
1960 et 1970, par Luke (1967 [117]) puis Whitham (1970 [204], 1974 [205]). Le Lagrangien d'un
système isolé est la di�érence entre les énergies cinétique et potentielle de ce système, et il est
donc logiquement nul pour un système à l'équilibre. On peut écrire le principe variationnel
autour de la position d'équilibre, pour décrire l'évolution d'une houle de faible amplitude.
En e�et, la faible amplitude permet de voir l'élévation de la surface libre comme une petite
�uctuation autour de la position de repos :

δJ = δ

�
t

�
x

L.dx.dt = 0 (1.120)

écrite avec la fonctionnelle J . Suivant ce principe et toujours dans la théorie potentielle
linéaire, Luke (1967 [117]) démontre l'égalité entre le Lagrangien L de l'écoulement et l'intégrale
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du terme de pression sur la hauteur d'eau locale :

L =

� η(x,t)

−h(x,t)

− p

ρ
dz (1.121)

A partir de là, nous pouvons aisément retrouver les conditions aux limites habituelles présen-
tées dans la section 2 de ce chapitre.

Dans la théorie potentielle linéaire et sous l'hypothèse de faible pente, Kirby calcule le La-
grangien L de l'écoulement à partir de l'expression (1.121). Il s'agit alors d'exprimer l'expression
obtenue par rapport au potentiel réduit φ et l'élévation de surface libre η, et de l'insérer dans
l'équation mild-slope de Berkho� (1.57) pour obtenir:

D2φ

Dt2
−
−→
∇(CCg

−→
∇φ) + (ω2 − k2CCg)φ = 0 (1.122)

Si l'on choisit de ne pas travailler avec le potentiel complexe mais avec sa décomposition
en mode locaux, en ne gardant que le mode propagatif (pour caractériser le champ de la houle
hors des inhomogénéités), alors le potentiel se décompose comme suit:

φ(x, y, z) = ϕ0(x, y).Z0(x, z) (1.123)

Avec la fonction Z0(x, z) fonction propre de la relation de dispersion, fonction de Green
pour l'intégrale (1.52) et pro�l vertical de la forme :

Z0 =
cosh(k0(z + h))

cosh(k0h)
(1.124)

L'équation prendra sa forme �nale:

CCg∇2ϕ0 +∇CCg∇ϕ0 + k2CCgϕ0 = 0 (1.125)

D'autres études ont essayé d'élargir le champ d'application de l'équation de Berkho�, par
exemple à des houles non-linéaires ou instationnaires, se propageant au-dessus de bathymétries
plus abruptes. En 1986, Kirby ([97]) considère la propagation d'une houle au-dessus d'une
topographie pouvant se décomposer en deux parties: une première variant dans l'approximation
mild-slope, et la deuxième composée de rides et superposée à la première. Son modèle tient
compte des modes évanescents, et le potentiel de la houle dépend du temps et néglige les termes

d'ordre O(kδr), d'ordre O(
∣∣∣−→∇hh

∣∣∣2) et d'ordre O(
−→
∇2
hh), où δr est la variation de la profondeur

autour de sa valeur moyenne. L'équation s'écrit comme suit :

∂2φ

∂t2
−
−→
∇h(CCg

−→
∇hφ) + (ω2 − k2CCg)φ+

g

cosh2(kh)

−→
∇h(δr

−→
∇hφ) = 0 (1.126)

Il s'agit de l'équation de pente douce étendue.

Equation de pente douce modi�ée (MMS) de Chamberlain & Porter (1995) L'équation
de pente douce de Kirby sera modi�ée plus tard par Chamberlain & Porter (1995 [31], 1997
[151]) pour prendre en compte à un ordre supérieur la pente et la courbure du fond, c'est-à-
dire des variations topographiques plus grandes et plus rapides. Pour cela, les termes d'ordre

O(
∣∣∣−→∇hh

∣∣∣2) et d'ordre O(
−→
∇2
hh), négligés dans l'équation de pente douce étendue, seront cette

fois conservés. Nous obtenons alors l'équation de pente douce modi�ée, ou Modi�ed Mild Slope
equation (M.M.S):
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−→
∇h(CCg

−→
∇hφ) + (k2CCg +

r

g
)φ = 0 (1.127)

avec le terme r = O(
∣∣∣−→∇hh

∣∣∣ ,−→∇2
hh)

r =

� 0

−h
f(z)
−→
∇2
hf(z).dz +

−→
∇hh.[f(z)

−→
∇hf(z)]z=−h (1.128)

En passant par la décomposition en modes locaux, l'équation de pente douce modi�ée peut
se reformuler comme suit :

CCg∇2ϕ0 +∇CCg∇ϕ0 + (k2CCg + g.
〈
∇2Z0, Z0

〉
+ g

[
∂Z0

∂z
(−h) +∇Z0.∇h

]
Z0(−h))ϕ0 = 0

(1.129)
où le terme〈∇2Z0, Z0〉 fait référence au produit scalaire dé�ni par (1.115).
La prise en compte du second ordre de la pente et de la courbure du fond apparaissent

dans les termes g. 〈∇2Z0, Z0〉 + g
[
∂Z0

∂z
(−h) +∇Z0.∇h

]
Z0(−h) faisant intervenir les dérivées

premières et secondes de la fonction Z0, cette dernière dépendant directement du nombre d'onde
k0, qui lui-même dépend de la profondeur d'eau, de la pente et de la courbure du fond. Lorsque
ces termes sont négligés, l'équation se réduit à l'équation de pente douce étendue de Kirby
(1.125), qui ne tient compte qu'au premier ordre de la pente du fond. L'équation de pente
douce modi�ée de Chamberlain & Porter (1.127) va d'ailleurs s'avérer plus e�cace sur des
bathymétries rapidement variables.

En suivant une approche di�érente, Chandrasekera & Cheung (1997 [32]) obtiendront toute-
fois une formulation équivalente. Suh et al (1997 [184]) étendront la formulation de Chamberlain
& Porter en considérant les variations temporelles de la houle, sous la formulation suivante :

∂2φ

∂t2
−
−→
∇h(CCg

−→
∇hφ) + (ω2 − k2CCg −

r

g
)φ = 0 (1.130)

Système de Berkho� généralisé de Massel (1993): Mais l'importance du fond et de
ses caratéristiques ne s'arrête pas là. Les modes locaux ou modes évanescents ont été une
autre piste de développement, après la découverte de leur rôle signi�catif sur la propagation
de la houle en présence de bathymétrie abrupte. Ils viennent s'ajouter au mode propagatif
dans le potentiel des vitesses solution. De nombreux travaux en ont fait leur point de mire:
Guazzelli et al. (1992 [78]) les utilisent pour décrire le comportement de la houle face à des
obstacles sinusoïdaux, tandis que Rey (1992 [157]) applique la méthode numérique de résolution
de Takano (1960 [187]) à la modélisation de la propagation de la houle au-dessus d'obstacles
abrupts. Mei étudie également les modes évanescents dans une con�guration de résonance sous-
harmonique: des tempêtes impactant le lagon vénitien (1994 [131]). Kirby & Dalrymple l'ont
particulièrement mis en avant dans leurs travaux sur l'e�et tunnel (1983 [102]). Dix ans plus
tard, Massel développe le système de Berkho� généralisé (1993 [123]): un modèle couplé basé
sur l'équation de pente douce, étendue pour tenir compte des e�ets d'une bathymétrie plus
variable grâce aux modes évanescents. On rappelle que le potentiel s'écrit comme : Φ(x, z, t) =
<(φ(x, z) exp(−iωt)) où φ(x, z) est le potentiel complexe de la houle. La suite (détaillée dans
[178]) est basée à nouveau sur la décomposition du potentiel des vitesses en modes locaux, sous
la forme :
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φ(x, z) =
+∞∑
n=0

ϕn(x).Zn(x, z) (1.131)

où les fonctions Zn(x, z)∀n = 0, 1, ... sont obtenues comme les fonctions propres de la relation
de dispersion , appelée aussi problème local vertical de Sturm-Liouville et formulés sur la colonne
d'eau, soit −h(x) < z < 0. La fonction Z0 a toujours la même formulation et les autres fonctions
sont de la forme :

Zn =
cos(kn(z + h))

cos(knh)
∀n = 1, 2.. (1.132)

Comme précédemment, le mode 0 correspond au mode propagatif et les modes 1, 2, ... sont
les modes évanescents considérés. Le nombre d'onde du mode propagatif est toujours déterminé
par la relation de dispersion propagative locale et les nombres d'ondes évanescents, eux, sont
solutions des relations de dispersion locales évanescentes présentées ici.

Comme précédemment également, la cinématique et la dynamique du problème seront
décrites, après linéarisation, par le principe variationnel de Luke (1967 [117]). Nous obtenons �-
nalement une reformulation du problème linéarisé d'intéraction houle-bathymétrie sous la forme
d'un système d'équations couplées, ayant pour inconnues les potentiels complexes ϕn(x):

+∞∑
n=0

amn∇2ϕn + bmn∇ϕn + cmnϕn = 0 (1.133)

Les coe�cients amn, bmn et cmn sont uniquement fonctions de x et sont donnés par :

amn = 〈Zm, Zn〉 (1.134)

bmn = 2 〈Zm,∇Zn〉+∇h.Zm(−h).Zn(−h) (1.135)

cmn = 〈Zm,4Zn〉+ Zm(−h).(
∂Zn
∂z z=−h

+∇Zn.∇h) (1.136)

Avec Zmn = Zm(z = 0).Zn(z = 0) = 1. Les crochets représentent toujours le produit
scalaire sur la colonne d'eau, dé�ni par 1.115.

On remarque qu'en ne conservant que le mode propagatif, on retombe sur l'équation de
Chamberlain & Porter :

∇(CCg∇ϕ0) + [k2
0CCg + gc2

00]ϕ0 = 0 (1.137)

avec:

c00 =
〈
∇2Z0, Z0

〉
+∇h.∇Z0.Z0(−h) (1.138)

Là encore, on constate que le terme c00 est bien le terme directement associé aux e�ets au
second-ordre de la pente et de la courbure du fond. Cependant, dans le système de Berkho�
généralisé, la condition de fond proposée impose de considérer le fond comme constant par
morceaux. Il est donc malgré tout encore di�cile de représenter correctement le potentiel de la
houle près du fond, et la solution ne véri�e pas la conservation de l'énergie. Ce problème sera
pallié plus tard (voir Section 1.5).
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1.3.4 Cas particulier: la résonance de Bragg

L'évolution dynamique de fonds sédimentaires vers des topographies quasi-sinusoïdales (ban-
des ou barres de sable) sous l'action d'ondes partiellement stationnaires assure une protection
partielle du littoral contre l'action de la houle incidente par ré�exion partielle de son énergie.
De nombreuses études ont donc été menées sur la propagation d'ondes de gravité au-dessus de
fonds variables, et en particulier des fonds sinusoïdaux, dans l'espoir d'exploiter ce phénomène
de ré�exion au travers d'ouvrages dédiés à la protection du littoral.

En e�et, pour une houle d'incidence normale en l'absence de courant, seule la longueur
d'onde de la houle est conditionnante pour observer la résonance de Bragg. Elle doit simplement
être égale au double de la longueur d'onde des variations de fond, peu importe l'amplitude de
ces variations. Si on reprend la formulation (1.63) d'un fond ondulé d'amplitude D, ainsi que
l'expression du potentiel des vitesses établie ci-dessus (1.69) à l'ordre ε et que l'on calcule sa
dérivée partielle selon x pour K = 2k, la condition de Bragg ou �résonnance de Bragg� est la
suivante:

δ
∂Φ1

∂x
= −1

2
ikDψ− exp(i(ωt− 3kx)) +

1

2
ikDψ+ exp(i(ωt− kx))

−1

2
ikDψ− exp(i(ωt+ kx)) +

1

2
ikDψ+ exp(i(ωt+ 3kx) + ∗

(1.139)

Le troisième terme de droite, proportionnel à exp(i(ωt + kx)) correspond à une solution
d'onde ré�échie, tout comme sa dérivée partielle par rapport à x. Nous avons donc la démon-
stration qu'un fond modulé ré�échit bien une partie de l'énergie d'une onde incidente. Il a
également été prouvé que la quantité maximale d'énergie ré�échie lors de la résonance de Bragg
augmente avec le nombre de modulations du fond (Belzons et al, 1991 [19]).

Ainsi, ce phénomène a pu être largement étudié ces dernières années. De nombreuses cam-
pagnes expérimentales ont étudié l'e�cacité du processus : Heathershaw (1982 [83]), Davies
(1982 [44]), Davies & Heathershaw (1984 [45]), Hara & Mei (1987 [81]), Liu (1987 [112]), Rey
(1991 [155]), ou encore Bailard & al (1992 [12]), Guazzelli et al. (1992 [78]) et Rey et al. (1995
[157]).. L'impact de bandes de sables parallèles à la côte sur la houle océanique ayant ainsi
été prouvé, les structures côtières reprenant ce concept se sont multipliées sur les littoraux:
Dolan & Dean (1985 [51]), Evans (1940 [65]), Boczar-Karakiewicz & Davidson-Arnott (1987
[23]), Komar (1998 [105]), Moore et al. (2002 [138]). Si la plage est relativement raide, la houle
transmise après les barres sableuses ou l'ouvrage de défense peut subir une nouvelle ré�exion
au niveau du rivage, qui va s'additionner à l'e�et précédent : Miche (1951 [135]), Elgar et al
(1994 [57]). Ces interférences entre les barres et le rivage donnent lieu à une ampli�cation de
l'énergie renvoyée vers le large (Yu & Mei, 2000 [211, 212]). Une autre con�guration développée
est celle de Cho, Lee & Lee (1996 [35]), qui ont établi un ensemble d'équations pour décrire
l'évolution d'ondes en eau peu profonde au-dessus d'un fond sinusoïdal sur une plage en pente.
Sont inclues les intéractions non-linéaires entre les di�érentes composantes de la houle ainsi que
l'e�et de shoaling (ampli�cation de la houle à l'approche de la côte, phénomène détaillé dans
la sous-section suivante).

En parallèle de ces travaux sont menées des études théoriques et numériques: Mei (1985
[129]) propose une approximation asymptotique pour résoudre la ré�exion de Bragg d'une
houle, d'incidence normale ou oblique, au-dessus de barres sableuses périodiques. Les équa-
tions linéarisées sont résolues en utilisant une méthode par perturbations multi-échelles, pour
obtenir les coe�cients de ré�exion et de transmission. Ces résultats théoriques seront confrontés
aux données expérimentales d'Heathershaw ([83]). Plus récemment, l'équation de pente douce
modi�ée, très e�cace pour les bathymétries variables, a été appliquée à des con�gurations de
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résonance de Bragg: Miles & Chamberlain (1998 [136]), Zhang et al (1999 [213]).

Approximation faible pente de Berkho�, étendue par Kirby (1986) pour un fond
modulé Mais on doit la plus importante extension de l'approximation faible pente à Kirby
(1986 [97]) et Massel (1989 [122]), et nous allons la présenter brièvement ici. On suppose un
fond modulé d'amplitude d'oscillations δ(x) autour de la profondeur moyenne −h. On peut
donc exprimer la condition limite au fond comme un développement de Taylor, sous la forme
1.65. L'équation faible pente, de forme initialement dé�nie par Berkho� comme (1.57), devient
alors :

d

dx
(
dϕ

dx
) + k2ϕ− g

CCg cosh2(kh)

d

dx
(δ
dϕ

dx
) = 0 (1.140)

Pour résoudre cette équation, on impose des conditions limites aux bords du fond ondulé,
comme par exemple en condition d'entrée:

∂ϕ

∂x
= ik(ϕ− 2ϕi) (1.141)

avec ϕi = exp(−ikx) l'onde incidente d'amplitude 1, et en condition de sortie seulement
une onde progressive (pas de ré�exion parasite due à l'extrémité du domaine) :

∂ϕ

∂x
= −ikϕ (1.142)

Pour calculer le coe�cient de ré�exion R , on exprime l'onde ré�échie comme suit : ϕr =
R exp(ikx) et on utilise la relation suivante en amont du domaine de calcul ϕ = ϕi + ϕr =
exp(−ikx) +R exp(ikx).

Concernant les intéractions non-linéaires entre une houle d'incidence oblique et un fond
ondulé in�ni, Mitra & Greenberg (1984 [137]) ont mis en évidence des échanges périodiques
d'énergie entre les ondes primaires et les ondes résonantes. En s'appuyant sur la théorie non-
linéaire, Liu & Yue (1998 [114]) ont étudié di�érentes classes de ré�exion de Bragg par fond
ondulé. Cho & Lee (2000 [36]) ont approfondi le sujet en considérant une bathymétrie variant
arbitrairement puis un fond sinusoïdal à une puis deux composantes. Xu et al (2014 [207]) se
sont penchés sur l'in�uence des caractéristiques du milieu : l'angle d'incidence de la houle, la
profondeur d'eau ou encore la pente du fond. Ardhuin & Herbers (2002 [7]) ont, eux, étudié la
ré�exion de Bragg pour des houles faiblement non-linéaires. La résonance de Bragg a également
été étudiée en eau peu profonde: Yoon & Liu (1987 [209]) ont modélisé une ré�exion de houle
par résonance sur fond ondulé, et plus tard Chen & Guza (1998 [34]) ont étendu l'étude par une
approche multi-échelles pour modéliser cette fois la ré�exion par résonance d'une houle con�née
par une bathymétrie périodique parallèle à la côte. En s'appuyant sur l'équation de Boussinesq,
Liu & Cho (1993 [113]) ont démontré que des ondes longues intéragissant avec un train d'ondes
plus courtes peuvent être ré�échies par résonance par un champ de barres sableuses. Toujours
concernant des barres sableuses parallèles à la côte, Elgar & Raubenheimer (2003 [58]) ont
étudié leur impact dans une baie, sur la houle et les tempêtes.

1.3.5 Dissipation

Les modèles de houle présentés ci-dessus supposent un �uide parfait. Le plus souvent dans la
réalité cette hypothèse est justi�ée car le taux d'atténuation des ondes par longueur caractéris-
tique reste faible. Pourtant, les causes d'atténuation peuvent être multiples: déferlement par
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instabilité de la surface, dissipation en volume par viscosité, e�ets de tension super�cielle (ce
cas a été évoqué plus haut en limite à la théorie linéaire), transfert d'énergie par e�ets non-
linéaires, mais surtout intéractions avec la bathymétrie : frottements sur le fond et déferlement.
En profondeur �nie, ces deux derniers sont les principales causes de perte d'énergie de la houle.
N'étant pas l'objet de notre étude, ils ne seront que brièvement évoqués ici.

Le mouvement du �uide induit par le passage de l'onde est oscillant au-dessus du fond, et
une partie de l'énergie est dissipée par frottements au fond. Ce mode de dissipation d'énergie
peut d'ailleurs comprendre un transfert d'énergie cinétique aux sédiments ou à la �ore marine
par impulsion de mouvement. Pour prendre en compte ce phénomène, on considère près du
fond une couche limite. En dehors de celle-ci, l'écoulement est celui calculé sous l'hypothèse du
�uide parfait. A l'intérieur, le mouvement oscillant au-dessus du fond pour une houle d'Airy
permettra de poser comme vitesse au fond U(x, z = −h, t) = U0e

i(ωt−kx). De plus, l'écoulement
sera supposé laminaire et devra satisfaire les équations de Prandtl. Dans la couche limite, il
existe un déphasage, qui est fonction de l'altitude z. On peut ainsi dé�nir l'épaisseur de la
couche limite comme la position pour laquelle la vitesse est égale à la vitesse hors couche limite
à 1% près. Pour indication, pour une houle de période 1s se propageant au-dessus d'un sol peu
rugueux, la couche limite mesure 2.3mm d'épaisseur, et si la période passe à 10s, l'épaisseur
monte à 7.3mm. Ces épaisseurs restent très faibles au vu des profondeurs que l'on considèrera
dans cette étude (environ 25cm de hauteur d'eau pour des périodes de houle comprises entre
0.60 et 1.11s: en grossière approximation la période tourne autour de 1s donc la couche limite
reste sous les 2.5mm d'épaisseur, soit moins de 1% de l'épaisseur totale). Dans notre dispositif
expérimental, le fond ayant été conçu le plus lisse possible, il est donc raisonnable de supposer,
en première approximation, que les frottements au fond sont négligeables.

1.4 Intéraction houle-courant

Nous avons brièvement évoqué le courant dans les paragraphes précédents, nous allons à présent
nous pencher plus en détails sur ce phénomène marin parfois impressionnant (Gulf Stream:
jusqu'à 130 millions de m3/s pour une vitesse de 1.5m/s, Kuroshio: 400m de profondeur et
une vitesse allant jusqu'à 3m/s), souvent invisible, mais peut-être qui fera probablement partie
intégrante de la transition énergétique, grâce aux hydroliennes.2

Dé�nition d'un courant et généralités Le courant peut se dé�nir comme un mouvement
moyen de l'eau, quasi-stationnaire et dans une direction privilégiée. Il existe trois principaux
types de courants. Tout d'abord, les courants de surface, créés par le vent: ils atteignent une
vitesse moyenne de 0.1m/s et s'étendent sur la couche supérieure des océans, entre 100 et 200m
de profondeur au maximum. Ensuite, la circulation thermohaline: il s'agit de mouvements
de masse d'eau à l'échelle planétaire et en grande prondeur, engendrés par une di�érence de
densité entre les eaux de surface chaudes, plongeantes, et les eaux abyssales, froides et donc
plus denses. En�n, les courants de marée: multi-périodiques à échelles temporelles courtes, ils
sont particulièrement surveillés pour les activités humaines. Les courants côtiers à l'origine de
cette étude peuvent être issus des marées comme du vent. Nous considèrerons uniquement des
courants formés, loin de leur zone de formation.

Courant verticalement constant Le milieu côtier est un environnement complexe et di�-
cile à maîtriser, avec des courants forts et imprévisibles. Il peut d'agir de courants sagittaux,

2https://www.planete-energies.com/fr/medias/decryptages/l-energie-des-courants-marins
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de courants de marées (Soulsby 1990 [179]), ou encore de courants créés par le vent (Jonsson
1990 [91]). Parmi les précurseurs dans l'étude des intéractions houle-courants, on retrouve les
travaux théoriques de Longuet-Higgins & Stewart (1961 [116]), Whitham (1974 [205]), Peregrine
(1976 [149]) et Jonsson (1990 [91]). Tous ces modèles supposent que la houle voit ses carac-
téristiques varier lorsqu'elle se propage au-dessus de courants inhomogènes. Il est donc logique
de retrouver les intéractions houle-courant impacter les phénomènes classiques de propagation
de houle, comme la ré�exion. La présence d'un courant, qu'il soit oblique ou dans la même
direction que la houle, dans le même sens ou à contre courant, peut amoindrir voire bloquer
la transmission de l'énergie des vagues. Shyu & Tung (1999 [169]) supposent un courant sta-
tionnaire, unidirectionnel et irrotationnel et utilisent la théorie linéaire et l'équation de Laplace
pour déterminer la ré�exion de la houle. Plus tard, Suh et al. (2001 [185]) ont mis au point une
méhode numérique pour identi�er la ré�exion d'une houle par un courant connu, à partir de
résultats d'une campagne expérimentale en canal. Mais les applications concrètes de l'étude des
intéractions houle-courant ne s'arrêtent pas là, avec pour exemples: l'explication de la modi�-
cation de l'amplitude de la houle dans les circulations de Langmuir (Smith, 2001 [177]), la mise
en évidence de grandes amplitudes de houle lorsque les vagues se propagent avec une incidence
oblique et à contre-courant (Mei, 1983 [128]), ou bien l'explication de l'apparition de vagues
géantes en présence de courants des Aiguilles (Smith, 1973 [175], Lavrenov & Porubov, 2006
[109]). De façon générale, les courants verticalement uniformes ont rapidement été intégrés
dans les modèles d'intéraction houle-bathymétrie, y compris dans l'Equation de Pente Douce
et les Systèmes de Modes Couplés.

In�uence du courant dans les phénomènes de propagation Le pro�l de courant est
à prendre en compte dans toute étude de ces phénomènes 3D. En e�et, les phénomènes de
réfraction-di�raction ne se limitent pas aux cas de bathymétries variables: la direction de
propagation est modi�ée à partir du moment où la célérité de l'onde n'est pas constante le long
de la ligne de crête. Or la célérité dépend de la profondeur d'eau mais aussi de la présence ou non
de courant, qui va modi�er la relation de dispersion. Pour un courant unidirectionnel homogène
sur la colonne d'eau, de vitesse de surface U0 selon x, et une houle linéaire se propageant
également dans la direction Ox, cette relation devient

(ω − kU0)2 = σ2 = gk tanh(kh) (1.143)

où ω est la fréquence de l'onde dans un repère �xe, et σ sa fréquence dans un repère en
mouvement à la vitesse U0. σ est la pulsation dite �intrinsèque� de la houle : la pulsation dans
un référentiel en translation rectiligne à vitesse U0 par rapport à un référentiel absolu. Ainsi,
pour des houles se propageant dans la direction et le sens du courant, la longueur d'onde et
la célérité augmentent. Par contre, pour un courant opposé à la houle, la longueur d'onde
et la célérité diminuent, jusqu'à une valeur limite au-delà de laquelle la houle ne se propage
plus. Par profondeur in�nie et dans l'approximation linéaire, cette valeur est |U | = C0

4
où

C0 est la célérité de l'onde en l'absence de courant. En pratique, à mesure que la vitesse du
contre-courant augmente, la cambrure de l'onde augmente fortement jusqu'à se briser et la
condition de blocage est rarement atteinte. Concernant la réfraction, elle peut survenir en
présence d'un gradient horizontal de courant: lorsque le courant U varie lentement dans la
direction transverse, il modi�e ainsi la célérité de l'onde le long de la crête des vagues. L'étude
numérique de Jonsson & Skovgard (1978 [89]) suppose un courant verticalement constant mais à
gradient horizontal, et utilise la loi de Snell-Descartes pour prédire le comportement de la houle
sujette à la réfraction par la présence de ce courant. Egalement pour un courant à gradient
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uniquement horizontal, Dysthe (2001 [55]) a établi les équations de réfraction de la houle en
profondeur in�nie.

Concernant la prise en compte du caractère inhomogène des courants côtiers, les premiers
modèles de houle concernés représentaient des courants à faible vitesse, sous forme de jets ou
de marche, avec une vitesse variant horizontalement uniquement: Smith (1987 [176]) ou encore
Belibassakis (2007 [15]).

Courants verticalement inhomogènes Il faudra attendre Dalrymple (1974 [43]) et Stew-
art & Joy (1974 [182]) pour la première étude sur l'intéraction entre la houle et des courants
verticalement inhomogènes: ils ont considéré cette inhomogénéité comme une petite perturba-
tion dans un courant uniforme. La relation de dispersion d'une houle se propageant en présence
de vorticité a été établie en théorie linéaire par Skop (1987 [172]), Kirby & Chen (1989 [100]),
Swan & James (2001 [186]), Nwogu (2009 [140]), et en théorie non-linéaire par Shrira (1993
[168]), Liu et al (2014). En parallèle, des campagnes expérimentales en milieu côtier viennent
contribuer à ces études: Greenwood & Osborne (1990 [77]), Putrevu & Svendsen (1993 [152]),
Haas & Svendsen (2002 [79]). Ces dernières attestent de la vorticité des courants côtiers et
de l'importance d'intégrer dans les modèles de houle la dépendance à la profondeur de ces
courants.

Une part non négligeable de l'étude des courants inhomogènes sur la verticale concerne les
courants au large, qui s'étendent entre 200 et 300m de profondeur sur une colonne d'eau de
profondeur de 4km en moyenne. Ces courants, nous l'avons vu créés par le vent, apparaissent
dans un contexte de strati�cation des eaux, avec des couches d'eau chaudes et agitées en
surface et une couche d'eau abyssale froide et quasi-immobile en dessous. Leur pro�l varie
avec la profondeur et est caractérisé par un renversement de pro�l. Les courants équatoriaux,
par exemple, sont caractérisés par une dérive vers l'ouest dans la couche supérieure, et en-
dessous une dérive vers l'est centrée sur la thermocline. L'étude suivante [40] s'est attachée
à développer un modèle linéaire simple pour expliquer certaines caractéristiques du courant
cisaillé équatorial. Mais de nombreux courants inhomogènes sur la verticale circulent près des
côtes, façonnés par la bathymétrie, les activités humaines, le vent. Et les phénomènes physiques
mis en jeu deviennent encore plus complexes, mêlant des intéractions couplées entre la houle,
le courant et la bathymétrie.

1.5 Intéraction houle-courant-bathymétrie

La présence d'un champ de courant peut intéragir avec la houle de façon toute aussi importante
que des variations bathymétriques, et cela a toujours été au coeur des préoccupations: Kirby
(1988 [99]), Magne et al (2005 [119]). A�n de représenter ces triples intéractions houle-courant-
bathymétrie, les principaux modèles évoqués précédemment (équation de pente douce, équation
de pente douce modi�ée, système de Berkho� généralisé) ont rapidement été étendus pour tenir
compte du courant, par modi�cation de la relation de dispersion et ajout de termes correctifs.
Nous avons choisi de présenter ces formes étendues dans un second temps, a�n d'identi�er
clairement et terme à terme la part d'in�uence du champ de courant sur la propagation de la
houle.

1.5.1 Les principaux modèles d'intéraction houle-courant-bathymétrie

Le premier modèle théorique à intégrer un courant, lentement variable, aux phénomènes de
propagation de houle est celui de Longuet-Higgins & Stewart (1961 [116]). Mais leur approche
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n'est pas valable pour des variations de courant plus fortes (Evans, 1975 [62]). En 1984 ([90]),
Jonsson & Christo�ersen étendent le modèle de réfraction pure mis au point par de Skovgaard
et al. quelques années plus tôt (1975 [173]) : ils modélisent la réfraction au-dessus d'un fond
lentement variable en ajoutant les e�ets d'un courant constant sur la verticale et la dissipation
au fond. Ils se restreignent toutefois à des houle régulières, de faible amplitude et d'incidence
normale. L'année suivant leurs travaux, en 1985, la théorie s'éto�e avec Grue & Palm ([76]),
qui étudient la réfraction et la di�raction de la houle autour d'un cylindre immergé et en
présence d'un courant constant. Côté expérimental, en 2002, Rey et al. ([160]) ont eux étudié
l'évolution de la quantité d'énergie ré�échie par une houle se propageant au-dessus d'une plaque
immergée, en présence d'un co-courant verticalement uniforme. Pour en revenir aux modèles
les plus connus, en 1983 Booij ([25]) puis Liu ([111]) ont également tenté d'établir un modèle
capable de modéliser l'ensemble des processus d'intéractions linéaires couplées. Ils ont obtenu
deux équations di�érentes capables de représenter la réfraction, la di�raction et la ré�exion
d'une houle se propageant au-dessus d'une bathymétrie lentement variable et en présence d'un
courant constant sur la verticale. Mais, nous l'avons vu, c'est Kirby (1984 [96]) qui obtiendra la
formulation �nale : l'équation de pente douce étendue. Nous l'avons présentée dans la section
précédente sous sa forme sans courant, nous allons la présenter ici sous sa forme uni�ée, avec
un courant verticalement uniforme. Les travaux de Touboul et al. (2016 [193]) pour intégrer
un courant inhomogène seront détaillés par la suite.

Equation de pente douce de Kirby, forme étendue au courant Nous reprenons les
hypothèses et notations présentées plus tôt. On considère un champ de courant supposé
constant sur la colonne d'eau, et où le gradient de cisaillement horizontal reste faible. Le
champ total de l'écoulement s'écrit avec le potentiel des vitesses et le champ des vitesses de
surface:−→u (x, y, z, t) =

−→
∇Φ +

−→
U0(x, y) et la relation de dispersion de la houle, en présence d'un

courant verticalement uniforme, est de la forme (1.143). De la même façon que précédemment,
dans la théorie potentielle linéaire et sous l'hypothèse de faible pente, Kirby calcule le La-
grangien L de l'écoulement à partir de l'expression (1.121) et formule l'expression obtenue par
rapport au potentiel réduit φ et l'élévation de surface libre η, il l'insère ensuite dans l'équation
mild-slope de Berkho� (1.57) pour obtenir cette fois des termes supplémentaires:

D2φ

Dt2
+ (
−→
∇ .
−→
U0)

Dφ

Dt
−
−→
∇(CCg

−→
∇φ) + (σ2 − k2CCg)φ = 0 (1.144)

Cette équation véri�e bien la conservation de l'action A = E
σ
avec E la densité d'énergie de

la houle :

∂A

∂t
+
−→
∇h.[A(Cg + U0)] = 0 (1.145)

En repassant au potentiel réduit, on trouve la formulation :

CCg∇2ϕ0 + (∇CCg + 2iωU0)∇ϕ0 + (k2CCg + ω2 − σ2 + iω∇U0)ϕ0 = 0 (1.146)

C'est l'équation de pente douce de Kirby, étendue pour tenir compte du courant.

Equation de pente douce modi�ée de Chamberlain & Porter, forme étendue au
courant A présent, nous pouvons appliquer le même raisonnement à l'équation de pente
douce modi�ée de Chamberlain & Porter (1.129) et trouver sa formulation étendue pour un
courant constant:
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CCg∇2ϕ0−∇.(U0[(U0.∇)ϕ0])+(∇CCg +2iωU0)∇ϕ0 +(k2CCg +gc0 +ω2−σ2 + iω∇U0)ϕ0 = 0
(1.147)

avec c0 = 〈∇2Z0, Z0〉+ (∂Z0

∂z
(−h) +∇Z0.∇h).Z0(−h) le terme contentant les intéractions du

second ordre avec la pente et la courbure du fond.

Système de Berkho� généralisé de Massel, forme étendue au courant Notre troisième
modèle de référence, le système de Berkho� généralisé (1.133), a bien entendu aussi été étendu
pour tenir compte de la présence d'un courant, et en voici la formulation, toujours établie à
partir de la formulation sans courant (1.133) et de la relation de dispersion (1.108):

+∞∑
n=0

amn∇2ϕn + bmn∇ϕn + cmnϕn −
1

g
∇.(U0[(U0.∇)ϕ0]) = 0 (1.148)

Les coe�cients amn, bmn et cmn sont uniquement fonctions de x et sont donnés par :

amn = 〈Zm, Zn〉 (1.149)

bmn =
2iω

g
U0 + 2 〈Zm,∇Zn〉+∇h.Zm(−h).Zn(−h) (1.150)

cmn = Zmn
ω2 − σ2

g
+
iω

g
(∇U0) + 〈Zm,4Zn〉+ Zm(−h).(

∂Zn
∂z z=−h

+∇Zn.∇h) (1.151)

1.5.2 Coupled-Mode system, Athanassoulis & Belibassakis (1999)

En 1999, Athanassoulis et Belibassakis vont pallier aux défauts du Système de Berkho� général-
isé de Massel: un mode supplémentaire ϕ−1Z−1 est ajouté dans la décomposition locale par
modes 1.131, pour véri�er la condition d'imperméabilité sur un fond en pente, y compris en cas
d'oscillations rapides. Une des formes de ce mode supplémentaire est la suivante :

Z−1 = h[(
z

h
)3 + (

z

h
)2] (1.152)

et possède les propriétés :
Z
′
−1(z = −h) = ∂Z−1

∂z
(z = −h) = 1

Z−1(z = −h) = 0
Z
′
−1(z = 0) = 0

Z−1(z = 0) = 0
C'est le Système de Modes Couplés, ou 'Coupled Mode System' (C.M.S.), d'abord établi

sans courant ([10, 11]) puis avec courant (1.148). Ce nouveau modèle tient compte de la
courbure du fond, et voit sa vitesse de convergence signi�cativement améliorée, de l'ordre de
O(n−4), d'après l'étude de Belibassakis et al. (2011 [16]). Il sera ensuite généralisé pour des
cas d'écoulements 3D, par exemple pour un cas de propagation de houle au-dessus d'un canyon
sous-marin (Magne et al, 2007 [120]).

Kim & Bai (2004 [93]) ont proposé une méthode alternative à celle développée par Athanas-
soulis & Belibassakis. A partir d'une formulation variationnelle, il s'agit cette fois d'exprimer
les solutions comme fonctions de courant, tout en s'assurant de véri�er la condition de fond et
la conservation d'énergie.
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Ces modèles d'intéractions triples houle-courant-bathymétrie ont servi à de nombreux pro-
jets : dimensionnement d'ouvrages de défense portuaire, aide à la navigation, prévisions météorologiques...
Il est donc indispensable qu'ils soient les plus représentatifs possible de la réalité, et en partic-
ulier des conditions hydrodynamiques en milieu côtier. Or nous allons voir que la considération
de courants verticalement uniformes n'est pas toujours su�sante pour le degré de précision
nécessaire.

1.5.3 Cas d'un fond sinusoïdal

Notre étude cherche à modéliser la résonance de Bragg, c'est-à-dire un phénomène physique
mettant en jeu des intéractions complexes entre la houle, le courant et une bathymétrie si-
nusoïdale. L'étude menée par Kirby en 1988 ([99]) constitue une très bonne introduction au
sujet : il s'agit d'un modèle par perturbations qui se ramène, en l'absence de courant, au mod-
èle de Mei (1983 [128]) présentée dans le paragraphe 1.3.2.3. Nous allons ici l'étendre au cas
d'une ré�exion par résonance de Bragg en présence de courant. Précisément, l'étude porte sur
la compréhension des intéractions houle-courant survenant au-dessus d'un fond plat z = −h
présentant localement des ondulations de la forme

δ(x) = D sin (λx) 0 ≤ x ≤ L (1.153)

Nous avons ainsi un champ de n bosses d'amplitude constante D et de longueur d'onde
λ = 2πn

L
. Le courant, hors de toute perturbation due à la bathymétrie, est constant {U0, V0}.

Commençons par poser le problème et sa solution en écoulement stationnaire à l'ordre O(δ),
d'après les travaux de Kennedy (1963) et Reynolds (1965).

Solution pour l'écoulement moyen On détermine tout d'abord la perturbation de
l'écoulement moyen {U0, V0} causé par notre bathymétrie variable δ(x). On considère une
houle linéaire de potentiel φ déformant la surface libre selon η. On conserve la condition de
continuité sur la colonne d'eau, soit (1.7) pour −h ≤ z ≤ η. La condition d'imperméabilité au
fond devient

∂φ

∂z
= ε∇. {δ∇φ} ∀z = −h (1.154)

Les conditions dynamique et cinématique de la surface libre s'expriment respectivement
pour z = η: {

gη + ∂φ
∂t

+ 1
2

(∇φ)2 + 1
2

(
∂φ
∂z

)2
= c(t)

∂η
∂t

+∇φ.∇η = ∂φ
∂z

(1.155)

où ε représente l'e�et des petites variations du fond. Comme on considère uniquement une
houle linéaire, on peut décomposer φ, η et c en une partie stationnaire associée au courant et
une partie hamonique associée à la houle:

φ = φc + φw
η = b+ ηw
c = cc + cw

(1.156)

Si on réécrit notre système (1.7,1.154,1.155) en isolant les termes stationnaires, on obtient:
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
∇2φc + ∂2φc

∂z2 = 0 ∀ − h ≤ z ≤ b
∂φc
∂z

= ε∇. (δ∇φc) z = −h
gb+ 1

2
(∇φc)2 + 1

2

(
∂φc
∂z

)2
= cc

∇φc.∇b = ∂φc
∂z

(1.157)

On procède ensuite à une nouvelle décomposition entre la composante moyenne et la com-
posante liée aux variations bathymétriques:

φc = φ0c + εφ1c

b = b0 + εb1

c = c0 + εc1

(1.158)

A l'ordre 1, on obtient la solution pour le champ de courant moyen:
φ0c = U0x+ V0y

b0 = 0
c0 = 1

2
(U2

0 + V 2
0 )

(1.159)

A l'ordre ε, on obtient le problème considéré par Kennedy (1963) et Reynolds (1965). La
solution s'écrit alors:{

φ1c = U0D
2α
{β cosh (λ (z + h)) + α sinh (λ (z + h))} exp(iλx) + c.c.

b1 = −iλhF 2
xD

2α cosh(λh)
exp (iλx) + c.c.

(1.160)

avec λ le nombre d'onde de la houle, F 2
x = U0√

gh
le nombre de Froude associé à la composante

horizontale du courant, α = λhF 2
x − tanh (λh) et β = 1 − λhF 2

x tanh (λh). Lorsque α = 0,
on retrouve la relation de dispersion en présence du courant U0. Cette condition induit une
singularité dans l'écoulement: la résonance de la houle, forcée par la bathymétrie. Le nombre
de Froude critique associé est :

Fxc = ±
√

tanh (λh)

λh
(1.161)

La limite ondes longues (soit λh→ 0) nous donne b1 = −iF 2
xD

2(F 2
x−1)

exp (iλx) + c.c.

u1 = ∂φ1c

∂x
=

iU0(Dh )
2(F 2

x−1)
exp (iλx) + c.c.

(1.162)

aussi solutions des équations en eau peu profondes:{
U0

∂u1

∂x
+ g ∂b

∂x
= 0

∂
∂x
{hu1 + (b1 − δ)U0} = 0

(1.163)

Conditions pour la résonance de Bragg Le courant a une énorme in�uence sur les trois
nombres d'onde intervenant dans la résonance de Bragg. On va noter le nombre d'onde de
l'onde incidente k1 et celui de l'onde ré�échie k2 et on écrit la condition de résonance comme:{

k1 − λ = k2

ω1 − 0 = ω2
(1.164)
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La deuxième équation du système (1.164) impose la même fréquence pour l'onde incidente
et l'onde ré�échie. Ecrivons les relations de dispersion auxquelles obéissent chaque composante
du nombre d'onde de la houle: {

(ω − k1U0)2 = gk1 tanh (k1h)

(ω + k2U0)2 = gk2 tanh (k2h)
(1.165)

De même, on rappelle qu'on peut dé�nir les deux pulsations propres ∀i = 1, 2 telles que
σ1 = ω + k1U0 et σ2 = ω − k2U0. On remarque que la condition de résonance (1.164) peut
aussi s'écrire k1 + k2 = λ, et qu'en l'absence de courant, elle se réduit à 2k = λ. Si on suppose
une houle se propageant uniquement dans la direction Ox , on utilise la relation (1.164) pour
remplacer k2 dans (1.165) et on obtient :{

(ω − k1U0)2 = gk1 tanh (k1h)

(ω − (λ− k1)U0)2 = g (λ− k1) tanh ((λ− k1)h)
(1.166)

La résolution de ce système nous donne la pulsation (et donc la fréquence) de résonance ωr
et le nombre d'onde incident normalisé

(
2k1

λ

)
r
. Le cas limite des ondes longues (soit λh → 0)

se résout directement : { (
2k1

λ

)
r

= 1− Fx(
2k2

λ

)
r

= 1 + Fx
(1.167)

et la fréquence de résonance est

ωr =
λ (1− F 2

x )

2

√
gh (1.168)

Vagues d'incidence normale au-dessus d'un champ �ni de barres On garde le même
cadre d'étude que précédemment: on considère toujours un train de vagues d'incidence normale
se propageant au-dessus d'un fond ondulé compris entre 0 ≤ x ≤ L et de longueur d'onde λ.
La fréquence de résonance de la houle est ωr et on suppose que la fréquence de la houle admet
un léger décalage par rapport à la fréquence de résonance: ω = ωr + εΩ. Les nombres d'onde
de la houle vont alors aussi être décalés:{

k1 + εK1; Ω = C1K1

k2 + εK2; Ω = C2K2
(1.169)

Le problème va se résoudre selon la même logique présentée au paragraphe 1.3.2.3. En
amont du fond ondulé (x < 0), les amplitudes A et B du mouvement de la surface (normalisées
par la pulsation propre) sont données par (1.83) et (1.84). En aval du fond ondulé, la condition
B(x > L) = 0 évite toute ré�exion de houle parasite (voir condition (1.85)). Au-dessus du fond
ondulé, on anticipe que l'amplitude de la houle va varier proportionnellement aux intéractions
avec ce fond, on va donc dé�nir les variables lentesX1 et T1 (qui justi�ent l'appellation �méthode
à échelles multiples�) comme suit (voir (1.66) et (1.67)):{

x→ x+ εx+ ... = x+X1

t→ t+ εt+ ... = t+ T1
(1.170)

Les conditions limites (des conditions de continuité pour A et B en x = 0, L) conduisent au
système d'équations couplées:
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{
AT1 + C1AX1 = −Ωcω

σ1
B

BT1 − C2BX1 = Ωcω
σ2
A

(1.171)

pendant du système sans courant (1.80), avec C1 = Cg1 +U0 , C2 = Cg2 −U0 (où Cg1 = ∂ω
∂k1

et Cg2 = ∂ω
∂k2

) et


Ωc = Ω0c + Ω1c

Ω0c = gk1k2D
4ω cosh(k1h) cosh(k2h)

Ω1c = 1
4ωα cosh(λh)

{
λU0 (|k2|σ1 − |k1|σ2)D − λU2

0

g

[
gk1k2 + σ1σ2

g

(
σ1σ2 + (λU0)2)]D}

(1.172)
Le système (1.171) peut se réécrire sous forme matricielle:

∂2

∂T 2
1

(
A
B

)
+ (C1 − C2)

∂

∂T1

∂

∂X1

(
A
B

)
− C1C2

∂2

∂X2
1

(
A
B

)
+
(

Ω
′

c

)2
(
A
B

)
= 0 (1.173)

avec
(
Ω
′
c

)2
= Ω2

cω
2

σ1σ2
. Au-dessus du fond ondulé, on introduit les formes perturbées:{

A(x, t) = Â(x) exp (−iΩt)
B(x, t) = B̂(x) exp (−iΩt)

(1.174)

alors notre système (1.173) se réécrit:

∂2

∂x2

(
Â

B̂

)
+ iΘ

∂

∂x

(
Â

B̂

)
+
(
P
′
)2
(
Â

B̂

)
= 0 (1.175)

avec les termes Θ = (C1−C2)Ω
C1C2

et
(
P
′)2

=
Ω2−

(
Ω
′
c

)2

C1C2
. Nous procédons ensuite à une dernière

substitution pour retomber sur des équations analogues à celles de Mei ( [128]), on pose Â(x) =
Ã(x) exp

(−iΘx
2

)
et B̂(x) = B̃(x) exp

(−iΘx
2

)
et on retombe sur un système de la forme

∂2

∂x2

(
Ã

B̃

)
+ P 2

(
Ã

B̃

)
= 0 (1.176)

où P 2 =
(
P
′)2

+ 1
4
Θ2. Déterminer les zéros de P 2 nous donne la condition de coupure en

présence de courant:

Ω2
cutoff =

(
Ω
′
c

)2

1 + (C1−C2)2

4C1C2

(1.177)

On rappelle qu'en l'absence de courant, la fréquence de coupure est ±Ω0. Comme pour le
cas sans courant (paragraphe 1.3.2.3), nous avons plusieurs con�gurations selon la valeur de la
fréquence de coupure. Pour des raisons pratiques, on dé�nit Ω

′
= Ω + 1

2
C1Θ. Ainsi, si on est à

la fréquence de coupure (soit P 2 = 0), les solutions sont:
A(x, t) = A0 exp

(−iΘx
2

) 1−i
(

Ω
′

C1

)
(L−x)

1− iΩ
′
L

C1

exp (−iΩt)

B(x, t) = A0 exp
(−iΘx

2

) Ω
′
c

√
σ1
σ2

1
C2

(L−x)

1− iΩ
′
L

C1

exp (−iΩt)
(1.178)
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Si notre fréquence est en-dessous de la fréquence de coupure (soit P 2 < 0), on pose Q = iP
et on obtient: A(x, t) = A0 exp

(−iΘx
2

) QC1 cosh(Q(L−x))+iΩ
′
sinh(Q(L−x))

QC1 cosh(QL)+iΩ
′
sinh(QL)

exp (−iΩt)

B(x, t) = −A0 exp
(−iΘx

2

) Ω
′
c

√
σ1
σ2

C1
C2

sinh(Q(L−x))

QC1 cosh(QL)+iΩ′ sinh(QL)
exp (−iΩt)

(1.179)

Si notre fréquence est au-dessus de la fréquence de coupure (soit P 2 > 0) alors les solutions
sont de la forme: A(x, t) = A0 exp

(−iΘx
2

) PC1 cos(P (L−x))−iΩ′ sin(P (L−x))

PC1 cos(PL)−iΩ′ sin(PL)
exp (−iΩt)

B(x, t) = A0 exp
(−iΘx

2

) Ω
′
c

√
σ1
σ2

C1
C2

sin(P (L−x))

PC1 cos(PL)−iΩ′ sin(PL)
exp (−iΩt)

(1.180)

Le dernier cas survient si Ω = 0, alors le terme Q devient Q
2

=

(
Ω
′
c

)2

C1C2
et on obtient A(x, t) = A(x) = A0

cosh(Q(L−x))
cosh(QL)

B(x, t) = B(x) = −A0

√
σ1

σ2

√
C1

C2

sinh(Q(L−x))
cosh(QL)

(1.181)

Le coe�cient de ré�exion de la houle sera alors dé�ni comme

|B(0)|
A0

=

√
σ1

σ2

√
C1

C2

tanh (QL) (1.182)

On remarque que, contrairement au cas sans courant (paragraphe 1.3.2.3) quand on aug-
mente in�niment la longueur L du fond ondulé, le coe�cient de ré�exion devient supérieur à 1
à cause des intéractions houle-courant.

E�ets du courant sur la transmission au-dessus du fond ondulé Intéressons-nous à
présent aux e�ets induits par le courant sur le processus de ré�exion-transmission de la houle
au-dessus du fond ondulé de longueur L. On considèrera qu'avec ou sans courant, la ré�exion
est parfaitement en phase, eet donc que la fréquence de la houle s'ajuste aux changements de
vitesse de l'écoulement pour maintenir cette résonance. On reprend le dernier cas évoqué, pour
lequel Ω = 0, alors on a: {

A(L)

A0

}
current

= (cosh (QcL))−1 (1.183)

{
A(L)

A0

}
nocurrent

= (cosh (QL))−1 (1.184)

avec Q = Ω0

Cg
et Qc = Ω

′
c√

C1C2
. On peut exprimer le ratio entre la transmission avec courant

et la transmission sans courant sous la forme TA = cosh(QL)
cosh(QcL)

.
A présent, supposons une houle de fréquence de résonance ωr0 en l'absence de courant, et

supposons que la houle conserve cette fréquence en présence d'un courant (alors qu'elle devrait
s'ajuster à ωr(1.168): cela va conduire à un décalage que l'ont peut formuler comme suit
ωr0 = ωr + Ω. On pourra alors observer n'importe quel comportement présenté précédemment
selon la valeur de Ω par rapport à la fréquence de coupure. Dans le cas des ondes longues
(λh→ 0), la condition de coupure devient
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Ω2
cutoff (λh→ 0) =

g2λ2D2

64C2
(1.185)

avec C2 = gh . Le décalage en fréquence s'exprime alors Ω2 = 1
4
C2λ2F 4

x , et pour véri�er la

condition de coupure il faut un courant dont la vitesse véri�e F 4
x =

(
D
4h

)2
.
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Chapitre 2

Modèles de propagation

�Where there is a will, there is a way�. Pr Richard, collège G. Philippe.

La question concernant le pro�l du courant qu'il convient de considérer pour représenter
correctement le milieu côtier s'est très vite posée. MacIver et al (2006 [118]) ont démontré ex-
périmentalement l'aspect non négligeable des gradients de cisaillement verticaux dans le pro�l
de courant, et leur impact sur la propagation de la houle. Il a donc été urgent d'étendre les
modèles d'intéractions houle-courant-bathymétrie à la vorticité a�n d'améliorer leurs perfor-
mances. Le but de cette thèse de doctorat était justement de modéliser la propagation de la
houle au-dessus de bathymétrie variable et en présence de courants cisaillés. Dans ce chapitre,
nous allons présenter les modèles théoriques sur lesquels repose cette étude, ainsi que leur
implémentation numérique dans un code de calcul original en Fortran.

2.1 Equations de propagation

2.1.1 Généralités sur les modèles de l'étude

Nous avons retenu trois modèles, de complexité (et donc de coût de calcul) croissante, étendus
pour tenir compte du cisaillement vertical des pro�ls de courant, le but étant de trouver le
modèle représentant le mieux le phénomène de ré�exion de Bragg pour une houle se propageant
au-dessus d'un courant cisaillé et sur un fond ondulé. Pour tous ces modèles, nous nous basons
de la même façon que précédemment sur la théorie potentielle linéaire. Nous travaillons avec le
potentiel réduit ϕ issu des décompositions successives (1.14) et (1.131). L'indice 0 fera référence
au mode propagatif, dont le nombre d'onde k0 est déterminé par la relation de dispersion (1.143).
L'indice n, faisant référence aux valeurs −1, 1, 2... correspond aux modes évanescents ou locaux,
dont les nombres d'onde sont dé�nis comme étant les solutions successives des relations de
dispersion (1.108). Les hypothèses sont toujours les mêmes que précédemment : nous avons
une houle d'incidence normale se propageant dans la direction Ox, de fréquence (ou pulsation
angulaire) ω et de pulsation intrinsèque σ. C est sa vitesse de phase, Cg sa vitesse de groupe.
La profondeur d'eau moyenne est notée h. Concernant le pro�l de courant retenu, il s'agit
de considérer un courant variant horizontalement mais aussi verticalement, il s'agit alors d'un
pro�l dit �cisaillé�. Ces variations sont décrites par le paramètre de vorticité ou cisaillement
s(x, z) qui intervient dans le pro�l de courant comme suit :

U(x, z) = U0(x) + s(x, z) ∗ z (2.1)

où U0 est la vitesse du courant en surface selon Ox. Dans notre étude, nous nous limitons
à un cisaillement verticalement constant, c'est-à-dire que le gradient de l'intensité du courant
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sur la verticale en tout point de x est constant et égal à s(x). En parallèle du cisaillement, on
dé�nit le pro�l de courant via un autre paramètre: la vitesse caractéristique U2. Il s'agit de la
vitesse du courant à la profondeur caractéristique −2de, soit, selon (2.1):

U2(x) = U(z = −2de) = U0(x)− 2des(x) (2.2)

avec

de =
tanh(k0h)

2k0

(2.3)

la profondeur caractéristique dé�nie par Touboul et al. (2016 [193]). Pour dé�nir le courant,
nous parlerons ainsi indi�éremment du couple (U0(x), s(x)) ou du couple (U0(x), U2(x)). A
présent, présentons les modèles. La présence de ce courant cisaillé modi�e également les rela-
tions de dispersion, et nous passons des formes (1.108) et (1.143) aux formes propagative et
évanescentes (forme oscillation amortie) respectives (Thompson, 1949 [190]) :{

(ω − k0U0)(ω − k0U2) = gk0 tanh(k0h)
(ω − iknU0)(ω − iknU2) = −gkn tan(knh)

(2.4)

2.1.2 Equation de pente douce étendue à la vorticité, Touboul et al.
(2016) - M1

Le point de départ de ce modèle est l'équation de pente douce, initialement écrite par Berkho�
(1972 [20]), modi�ée par Kirby (1983 [102]), présentée dans le chapitre 1 ici (1.146) sous sa forme
uni�ée avec courant constant. L'inclusion d'un courant verticalement cisaillé a été récemment
réalisée par Touboul et al. (2016 [193]). Par la suite, on fera référence à ce modèle sous
l'appellation modèle M1.

CCg∇2ϕ0 + (∇CCg + iω(U0 +U2))∇ϕ0 + (k2
0CCg +ω2−σ2 + iω∇U0)ϕ0−∇(U0[(U2∇)ϕ0]) = 0

(2.5)
Par rapport à la formulation en courant constant (1.146), plusieurs changements ont eu lieu.

On constate que le terme 2iωU0∇ϕ0 est remplacé par iω(U0 + U2)∇ϕ0 pour tenir compte de
l'ensemble du pro�l de courant. Nous avons également un terme supplémentaire : −∇(U0[(U2∇)ϕ0])
qui se décompose en (U0∇2 +U2∇U0)∇ϕ0 +U0U2∇2ϕ0. Comme précédemment, c'est le modèle
de réfraction-di�raction le plus simple, il n'impose qu'une seule équation à résoudre, et il ne
tient compte des variations du fond qu'à l'ordre δ.

2.1.3 Equation de pente douce modi�ée étendue à la vorticité, Be-
libassakis et al. (2017) - M2

Le second modèle retenu est également un modèle à une seule équation mais cette fois-ci ten-
ant compte à un ordre supérieur des variations du fond, et donc potentiellement prenant en
compte plus d'intéractions houle-courant-bathymétrie. Généralisation de l'équation de pente
douce modi�ée de Chamberlain & Porter (1.129), socle de départ du Coupled-Mode system de
Belibassakis (il en est le mode propagatif), notre modèle M2 résoud l'équation suivante :
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g∇2ϕ0 + (∇CCg + iω(U0 + U2))∇ϕ0 + (c1 + k2
0CCg + ω2 − σ2 + iω∇U0)ϕ0 −∇(U0[(U2∇)ϕ0])

= −gf0hS∇h
(2.6)

avec le terme déjà connu

c1 = g
〈
∇2Z0, Z0

〉
+ g(

∂Z0

∂z
(−h) +∇Z0.∇h).Z0(−h) (2.7)

et avec la fonction verticale toujours dé�nie par (1.124). Cette fois le second membre est non
nul, il dépend directement du cisaillement via le terme S = 1

h

� z=0

z=−h s(z)dz (qui, dans notre cas
de cisaillement constant sur la verticale, vaut simplement s) et de la fonction:

f0 =
1

cosh(k0h)
(2.8)

En premier lieu, nous avons considéré que les variations de fond de nos cas d'étude étaient
douces, faibles comparées aux longueurs caractéristiques des houles considérées : ce modèle
était a priori apte à représenter les phénomènes d'intéractions houle-courant-bathymétrie dans
le cas d'une ré�exion par résonance de Bragg. Toutefois, un modèle plus complet, faisant
intervenir des modes évanescents, pourrait être utile. Non implémenté dans un premier temps,
il est intervenu plus tard dans la suite de l'étude.

2.1.4 Coupled-Mode system étendu pour intégrer courant et vortic-
ité, Belibassakis et al. (2017) - M3

Le dernier modèle est aussi le plus lourd en terme de calculs, c'est le Système des Modes
Couplés, de Belibassakis et al., développé avec vorticité en 2017 [17]. Par comparaison avec la
version �courant constant� (1.148), l'extension à la vorticité garde la forme globale :

sum
+∞

n=0a
(1)
mn∇2ϕn + (b(1)

mn +
2iωZmnU0

g
)∇ϕn + (c(1)

mn + Zmn(
ω2 − σ2

g
+
iω

g
∇U0))ϕn

−Zm(0)

g
∇(U0[(U2∇)ϕn]) = −fmhs∇h

(2.9)

mais fait apparaître des termes supplémentaires via les coe�cients a(1)
mn, b

(1)
mn et c

(1)

mn, unique-
ment fonctions de x :

a(1)
mn = amn +

Z̃n(0)Zm(0)U0s

g
(2.10)

b(1)
mn = bmn +

s

g
.[2U0∇Z̃n(0)− (iω −∇U0)Z̃n(0)]Zm(0) (2.11)

c(1)
mn = cmn −

s

g
.[(iω −∇U0)Wn(0)Zm(0)− U0∇Wn(0)Zm(0)] (2.12)

Avec amn, bmn et cmn dé�nis comme précédemment, respectivement par (1.134), (1.135) et
(1.136). C'est le modèle le plus impacté par l'insertion de la vorticité, au travers de nouvelles
fonctions verticales, dé�nie ∀n = −1, 0, 1...
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Z̃n(x, z) =

� z

z=−h
Zn(x, z)dz (2.13)

ce qui nous donne en expressions littérales :

Z̃−1(z) =
z4

4h2
+
z3

3h
(2.14)

Z̃0(z) =
sinh(k0(z + h))

k0 cosh(k0h)
(2.15)

et ∀n = 1, 2..

Z̃n(z) =
sin(kn(z + h))

kn cos(knh)
(2.16)

La deuxième fonction Wn se dé�nit comme suit ∀n = −1, 0, 1...:

Wn(x, z) =

� z

z=−h
∇Zn(x, z)dz = ∇Z̃n −∇h.Zn(z = −h) (2.17)

Les seconds termes eux aussi changent, notamment la fonction fn, qui pour n = 0 conserve
sa forme (2.8) et qui pour les autres modes est de la forme :

f−1 = 0 (2.18)

et ∀n = −1, 0, 1...:

fn =
1

cos(knh)
(2.19)

On remarque d'ailleurs que Wn peut s'écrire ∀n = −1, 0, 1...:

Wn(x, z) = ∇Z̃n − fn∇h (2.20)

A présent que nous avons vu les modèles utilisés dans cette étude, voyons plus en détails
comment ils ont été implémentés.

2.1.5 Limites et questionnements

Les modèles choisis pour cette étude reposent sur des hypothèses communes de mouvement
irrotationnel (qui induit le potentiel des vitesses) et de résolution de la relation de dispersion
pour déterminer le nombre d'onde. Ces hypothèses pourraient-elles s'avérer contraignantes,
voire di�cilement compatibles avec le phénomène que l'on souhaite observer? On peut par
exemple se demander si la théorie potentielle est compatible avec tous les pro�ls de courant.
Dans notre cas, elle l'est, car nous nous restreignons à un pro�l de courant à cisaillement
constant sur la verticale. La relation de dispersion, telle que nous l'avons écrite, n'est conforme
que pour des houles monodirectionnelles, dans le cadre d'une étude en deux dimensions (x,z).
Dans notre cas, cela est parfaitement compatible avec notre étude en canal et notre modélisation
en 2D. La question des e�ets transverses que l'on pourrait potentiellement observer sera abordée
dans le chapitre trois dans le détail des techniques expérimentales. En�n, rappelons que notre
modèle omet l'in�uence de la houle sur le courant. Mentionné plus en détails dans le chapitre
3 sur les techniques expérimentales, il conviendra de garder ce point à l'esprit lors de l'analyse
des pro�ls de courant sous la houle.
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Figure 2.1: Dispositif expérimental de l'expérience menée par Magne et al. (2005 [119]) sur la
ré�exion de la houle par résonance de Bragg en présence de courant variable

2.1.6 Premières modélisations d'intéractions houle-courant par les
modèles M1 et M2

Les modèles M1 et M2 ont été confrontés aux résultats de campagnes expérimentales variées.
La première est celle menée par Magne et al. (2005 [119]) sur la propagation de la houle au-
dessus d'un fond sinusoidal en présence d'un courant variable. La �gure (2.1) nous présente
la bathymétrie mise en place ainsi que la disposition des capteurs. La �gure (2.2) expose en
première partie le courant enregistré le long du canal en trois profondeurs: à 1m par des mi-
cromoulinets (trait plein), puis à 90cm (trait discontinu point) et 50cm (trait discontinu) de
profondeur par des ADV, les barres verticales montrant la déviation standard autour de la
moyenne. La deuxième partie de la �gure montre les coe�cients de ré�exion obtenus expéri-
mentalement, sans courant (marqueurs carrés rouges) et avec un courant de vitesse en surface
relevée à 0.4m/s (marqueurs ronds bleus). L'observation d'un pic large et aplati s'explique par
le nombre réduit de longueurs d'onde de fond (seulement quatre). On remarque que ce pic
de ré�exion est légèrement décalé par rapport à 1 (qui correspond à la condition de résonance
en l'absence de courant): l'in�uence du courant sur la ré�exion de la houle est prouvée. En
2016, l'étude de Touboul et al. ([193]) confronte ces résultats expérimentaux au modèle de
type Pente Douce Modi�ée intégrant la vorticité (nommé dans la suite de cette étude M2).
La comparaison entre les résultats expérimentaux de Magne et al. (2005 [119]) et les courbes
de ré�exion obtenues numériquement par Touboul et al. ([193]) est présentée sur la même
�gure (2.2) ci-dessous: en bleu on considère l'absence de courant, en vert on considère un
courant verticalement constant U0 = 0.4m/s et s = 0s−1, en jaune on considère un courant
verticalement cisaillé à cisaillement négatif U0 = 0.4m/s et s = −0.2s−1 (la vitesse du courant
augmente avec la profondeur), et en fushia on considère un courant cisaillé à cisaillement posi-
tif U0 = 0.4m/s et s = 0.2s−1 (la vitesse du courant diminue avec la profondeur). De façon
générale, la corrélation est bonne entre les résultats numériques et expérimentaux: l'amplitude
du pic est bien représentée compte tenu de sa largeur et des incertitudes sur la mesure de la
vorticité (seulement trois points sur le pro�l vertical, pour une hauteur d'eau totale de 1.90m).
On peut toutefois remarquer que la fréquence pic est légèrement surestimée par les modèles: là
où le pic expérimental se place à environ 2ksc

λfond
' 0.8, le pic numérique, lui, avoisine plutôt les

2ksc
λfond

' 0.93. Les modèles présentent donc des résultats satisfaisants, mais une instrumentation
plus poussée de la vorticité, et donc une comparaison modèle-expérience sur un pic de Bragg
plus étroit, est nécessaire pour valider précisément les modèles.

Deux autres études sont signi�catives dans la littérature numérique des modèles type Pente
Douce sur les intéractions houle-courant bathymétrie, même si elles sortent du cadre de la
résonance de Bragg. Il s'agit tout d'abord de l'étude menée par Rey et al. (2014 [162]) sur la
propagation de la houle au-dessus d'une bathymétrie 3D et en présence de courant, dont nous
avons parlé dans l'introduction de ce manuscrit. Les résultats expérimentaux de focalisation
de la houle n'ont pas été ceux attendus par la modélisation de type Pente Douce, et après
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Figure 2.2: a) Pro�l de courant enregistré avant et au-dessus du fond ondulé, expérience de
Magne et al. (2005 [119]) - b) Comparaison entre les résultats expérimentaux de Magne et al.
(2005 [119]) et les prédictions numériques de Touboul et al. (2016, [193]) avec les modèles type
Pente Douce étendus à la vorticité.

investigation, il s'est avéré que la bathymétrie avait cisaillé verticalement le pro�l de courant.
Là encore, une instrumentation insu�sante du courant n'a pas permis de conclure avec précision
sur le rôle de la vorticité. Sur la même trame, les travaux portés par Belibassakis et al. en 2017
([17]) étudient la ré�exion de la houle par un obstacle trapézoïdal en con�guration de contre-
courant. La courbe présentée sur la �gure (2.3) expose la ré�exion relevée expérimentalement
(en bleu), ainsi que les résultats numériques obtenus respectivement avec le modèle M1 (en
vert) puis le modèle M2 (en rouge). On constate une très bonne corrélation entre le modèle
Pente Douce modi�é et les données expérimentales, avec un pic de ré�exion bien approché tant
en amplitude qu'en fréquence, bien qu'il soit large et aplati.

A présent, intéressons-nous à l'implémentation numérique des modèles dans le cadre de
notre étude.

2.2 Implémentation numérique et con�guration

Ces modèles ont été implémentés dans un code original en Fortran. Nous allons détailler la
structure de ce code, ainsi que les outils numériques mis en place pour la résolution pour une
con�guration générale.

La grande majorité des problèmes physiques sont trop complexes pour être résolus tels quels:
soit parce que l'équation est trop complexe pour être résolue de façon directe, soit parce que sa
résolution est possible en un point mais trop coûteuse en calculs pour une résolution en tout
points du domaine d'application. Il existe plusieurs méthodes pour les résoudre quand même:
l'approximation des solutions (via des méthodes comme les Di�érences Finies, les Elements
Finis ou les Volumes Finis), les méthodes d'interpolation, qui consistent à approcher la fonction
par un ensemble de fonctions continues par morceaux et plus simples à résoudre, ou encore
les problèmes d'optimisation, où l'on cherche une combinaison linéaire de fonctions qui vont
approcher aussi près que possible la vraie fonction sur certains points. Nous avons choisi une
méthode d'approximation des solutions, pour minimiser à la fois les di�cultés mathématiques
et les coûts de calcul numérique.
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Figure 2.3: Ré�exion de la houle par un obstacle trapézoïdal en situation de contre courant,
étude de Belibassakis et al. (2017, [17])

Discrétisation et transformation en système matrice vecteur Nos trois modèles théoriques
sont des problèmes in�ni-dimensionnels: on travaille dans des espaces de dimensions �nies (1D
dans notre cas), mais si on garde les équations sous la forme que l'on a présenté ci-dessus,
l'inconnue est à déterminer en tout point x de l'espace de travail, soit une in�nité de points.
Pour calculer numériquement la solution, il faut se ramener à un problème en dimension �nie,
c'est-à-dire transformer nos équations en modèles d'approximation. Il s'agit d'abord de discré-
tiser l'espace de résolution, puis de résoudre l'équation en chaque point (ou noeud) de l'espace,
pour approcher la solution continue par un ensemble de solutions locales. On passe d'un prob-
lème continu à un problème discrétisé. Dans cette étude, nous nous sommes cantonnées à une
dimension spatiale horizontale, selon la direction Ox. Nous avons donc discrétisé notre espace
de longueur Ldom en Nx noeuds d'espacement régulier 4x, et la valeur d'une variable quel-
conque en ce noeud est notée avec l'indice ii, ∀ii = 1, 2, ...Nx. Ainsi, la valeur du potentiel des
vitesses du mode propagatif au ii− ème noeud est notée ϕ0,ii. Pour passer de la distance x en
mètre dans l'espace au numéro ii du noeud le plus proche, on utilise la fonction de transfert :

x(ii) = 4x ∗ (ii− 1) (2.21)

Ensuite, nous devons choisir un schéma d'approximation de notre équation. Le choix du
schéma va grandement dépendre du type d'équation, ici nous avons une équation (ou un système
d'équations) aux dérivées partielles, stationnaires, elliptiques et donc d'ordre 2 (le plus haut
ordre de dérivation de notre inconnue, le potentiel des vitesses). Elles sont également linéaires,
car pour chacun des modèles on peut trouver une application L linéaire par rapport à ϕ telle
que notre équation se résume à L(ϕ), avec L sous la forme A.∇2 +B.∇+C où A, B et C sont
des fonctions linéaires (car combinaison linéaire de fonctions linéaires) indépendantes de ϕ.

Nous avons donc choisi un schéma de discrétisation par Di�érences Finies de type explicite
centré, qui approche toute dérivée d'une variable quelconque par un accroissement de la fonction
entre deux points. Prenons l'exemple de notre inconnue, le potentiel des vitesses, le schéma
centré va approcher la première dérivée par une moyenne de la fonction entre deux points,
centrés autour de la solution :
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∇ϕ0,ii =
ϕ0,ii+1 − ϕ0,ii−1

24x

(2.22)

A l'ordre deux, le schéma centré correspondant est :

∇2ϕ0,ii =
ϕ0,ii+1 − 2ϕ0,ii + ϕ0,ii−1

42
x

(2.23)

Concernant les points de bord dans l'expression des gradients par di�érences �nies, nous
choisissons les schémas à l'ordre 2 suivants :

∇ϕ0,1 =
−3ϕ0,1 + 4ϕ0,2 − ϕ0,3

24x

(2.24)

∇ϕ0,Nx =
ϕ0,Nx−2 − 4ϕ0,Nx−1 + 3ϕ0,Nx

24x

(2.25)

∇2ϕ0,1 =
ϕ0,3 − 2ϕ0,2 + ϕ0,1

42
x

(2.26)

∇2ϕ0,Nx =
ϕ0,Nx−2 − 2ϕ0,Nx−1 + ϕ0,Nx

42
x

(2.27)

L'origine de ces formulations vient d'un développement de Taylor, elle est particulièrement
documentée, par exemple dans le cours du Dr L. Risser ([163]). Nous avons choisi la méthode
des Di�érences Finies car elle peut s'appliquer à tout type d'équations aux dérivées partielles
et elle est particulièrement simple à mettre en place (et peu coûteuse) pour un problème 1D.
Elle permet de transformer un problème physique continu en un système numérique discret,
linéaire, de type matrice vecteur Ax = b, facilement solvable. Voyons comment procéder. Les
équations de nos trois modèles peuvent s'écrire sous la forme générale :

A∇2φ+B∇φ+ Cφ = D (2.28)

avec A, B, C et D les coe�cients indépendants de φ. En discrétisant, on passe d'une
équation continue à une série d'équations s'appliquant aux noeuds i, et en exprimant chaque
dérivée par son approximation sous forme de di�érences �nies, on obtient ∀i = 2, ..., Nx − 1:

A
Φi+1 − 2φi + φi−1

42
x

+B
φi+1 − φi−1

24x

+ Cφi = D (2.29)

On regroupe ensuite par position :

(
A

42
x

+
B

24x

)φi+1 + (
−2A

42
x

+ C)φi + (
A

42
x

− B

24x

)φi−1 = D (2.30)

Et on peut donc aboutir à une matrice creuse de forme tridiagonale, de la forme générale :

Pφi+1 +Qφi +Rφi−1 = D (2.31)

avec P = A
42
x

+ B
24x , Q = −2A

42
x

+ C et R = A
42
x
− B

24x .

66



Paramètres physiques de l'étude Nous rappelons que le but de cette étude est de quanti-
�er l'in�uence de la vorticité sur la propagation de la houle, et en particulier sur un phénomène
de ré�exion par résonance de Bragg. Pour cela, nous allons calculer la ré�exion d'une houle
se propageant au-dessus d'un fond ondulé de longueur �nie en présence d'un courant cisaillé.
Nous disposerons donc d'un �chier de paramètres d'entrée communs, choisis en pratique pour
être au plus proche des conditions expérimentales de notre étude menée dans le canal hydrody-
namique de SeaTech (voir chapitre 3). Notre méthode s'applique toutefois également à toute
con�guration similaire. La longueur totale du domaine est de 10m et le pas de discrétisation
spatiale vaut 8mm, soit 4x = λhoule

125
. Nous avons généré des houles de fréquences comprises

entre 0.95 et 1.65Hz, avec un pas de 0.005Hz et d'amplitude égale à 2cm. La hauteur d'eau
moyenne h est de 22cm. Le choix du pas spatial est justi�é dans la preuve de convergence, plus
loin dans cette section. De plus, le rapport entre les caractéristiques spatiales de la houle et
la profondeur d'eau nous place quasiment toujours en profondeur intermédiaire, nous préser-
vant des cas limites d'eau peu profonde ou de profondeur in�nie. En e�et, notre étude est
centrée autour du phénomène de résonance de Bragg: les longueurs d'onde de houle testées
vont donc varier autour de 2λbath, soit dans l'étude principale environ 1m, ce qui véri�e bien
0.1m = λhoule

10
< h < λhoule

2
= 0.5m. Nous avons également choisi de préciser dans le �chier

d'entrée le modèle (M1, M2 ou M3), ainsi que le pro�l de courant choisi parmi une large variété
de pro�ls issus de l'expérience: sans courant, courant horizontalement constant et verticalement
cisaillé, courant horizontalement polynomial et verticalement cisaillé... Une première subrou-
tine se chargera de calculer la profondeur d'eau locale en tout point discrétisé ii, selon le pro�l
bathymétrique choisi (fond plat, fond en pente, fond ondulé à composante simple, à composante
double...), ainsi que le ou les nombres d'onde et les gradients associés. Concernant les nombres
d'onde, leur méthode de calcul est précisée ci-après. Les conditions aux limites du problème
physique sont dé�nies dans la subroutine chargée d'assembler la matrice du système à résoudre.

Calcul des nombres d'onde par la méthode de Newton En présence de courant,
les nombres d'onde de chaque mode sont donnés par les relations de dispersion 2.4, et pour la
résoudre nous avons fait appel à une méthode itérative dite de Newton. Il s'agit de résoudre
en tout noeud de l'espace discrétisé l'équation F (k) = 0 avec F = F0(k0) = (ω − k0U0)(ω −
k0U2) − gk0 tanh(k0h) pour le mode propagatif et F = Fn(kn) = (ω − knU0)(ω − knU2) +
gkn tan(knh) pour les n modes évanescents. Par souci de clarté, à partir de ce point nous
noterons indi�éremment les nombres d'ondes propagatifs ou évanescents, incidents ou ré�échis,
sous la forme générale k, et les indices feront référence à l'itération considérée.

La méthode de Newton - ou méthode de Newton-Raphson, dont l'historique et plusieurs
cas d'application sont détaillés dans les études [210, 48, 49, 86]- consiste à choisir un point de
départ k0 , qui va conditionner la convergence vers la solution - ou racine r - la plus proche,
qu'elle soit positive (nombre d'onde incident) ou négative (nombre d'onde ré�échi). A partir
de ce nombre d'onde de départ choisi donc proche de la racine r, on formule un développement
de Taylor à l'ordre 1 de la fonction F en k0:

F (k) = F (k0) + (k − k0)F ′(k0) +O((k − k0)2) (2.32)

où F ′ fait référence à la dérivée de la fonction F selon k. Comme l'on souhaite trouver une
valeur approchée de r, on ne garde que la partie linéaire du développement, et on résout :

F (r) = 0 ≈ F (k0) + (r − k0)F ′(k0) (2.33)
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d'où

r ≈ k0 −
F (k0)

F ′(k0)
(2.34)

On établit donc la suite récurrente dé�nie par une valeur initiale k0 proche de la racine et
par la relation de récurrence:

kp+1 = kp −
F (kp)

F ′(kp)
(2.35)

Nous avons choisi un critère d'arrêt de la récurrence portant sur la précision en convergence.

Conditions aux limites En e�et, pour que la méthode des Di�érences Finies puisse s'appliquer,
nous devons disposer d'un problème aux limites, c'est-à-dire une équation (ou un système
d'équations) sur l'intérieur d'un domaine, mais également des conditions sur les bords du do-
maine. En ces points-là, notre schéma centré est incapable de fonctionner (centrer sur un point
de bord impliquerait un point fantôme en dehors du domaine). Nous avons choisi des frontières
ouvertes pour les deux bords de notre domaine : une condition de type Panchang et al. ([143])
en entrée, et une condition de sortie libre en sortie.

La condition d'entrée va s'établir comme suit en x0 = 0 ou i = 1: on part de la forme de la
houle incidente linéaire, de type Airy, qui va entrer dans le domaine

φincident = a0 exp(ik0x0) (2.36)

Ici et dans la suite du calcul, k0 fait référence au nombre d'onde propagatif pris en x0 =
0. Or, on sait que sur l'ensemble du domaine, le gradient de potentiel fait intervenir une
superposition de houle incidente et ré�échie, sous la forme:

∂φ

∂x
= ik+

0 φincident − ik−0 φréfléchi (2.37)

avec k+
0 et k−0 di�érents en présence de courant. Or, par dé�nition on décompose φ =

φincident + φréfléchi donc on peut dans l'expression 2.37 remplacer φréfléchi:

∂φ

∂x
= ik0φincident − ik0(φ− φincident) = ik0(2φincident − φ) (2.38)

On peut à présent insérer l'approximation par di�érences �nies:

φi+1 − φi−1

24x

= ik0(2φincident − φi) (2.39)

Pour les équations (2.31) et (2.39) centrées en x = 0 soit i = 1, le point qui va poser
problème est le point d'indice i− 1 qui n'existe pas. Mais d'après la condition que l'ont vient
d'écrire (2.39), on peut extraire qu'en ce point,

φi−1 = φi+1 − 2ik04x(2φincident − φi) (2.40)

On le réinjecte par exemple dans l'équation (2.31) et on obtient en x = 0 soit i = 1 :

Pφi+1 +Qφi +R(φi+1 − 2ik04x(2φincident − φi)) = D (2.41)

soit

(P +R)φi+1 + (Q+ 2ik04xR)φi = D + 4Rik04xφincident (2.42)
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avec φincident dé�ni par (2.36).
Concernant la condition de sortie, on applique la même méthode, avec une condition de

sortie libre en x = Ldom ou i = Nx :

∂φ

∂x
= ik0φ (2.43)

Attention, cette fois k0 fait référence au nombre d'onde propagatif pris en x = Ldom. On
applique l'approximation par di�érences �nies pour extraire le point fantôme en i+ 1:

φi+1 = 2ik04xφi + φi−1 (2.44)

et l'équation 2.31 devient :

(Q+ 2ik04xP )φi + (P +R)φi−1 = D (2.45)

On obtient donc le système matriciel complet suivant, avec en i = 1 l'équation (2.42),
∀i = 2, .., Nx − 1 l'équation (2.30) et en i = Nx l'équation (2.45).

Solveur utilisé : le BICG pour matrice complexe Pour leur applicabilité aux problèmes
linéaires de grandes tailles, nous avons choisi une méthode de projection de Krylov: le solveur
Gradient Biconjugué (BICG) qui, contrairement au Gradient Conjugué, est adapté aux matrices
non symétriques. Ce n'est bien sûr pas la seule ([88, 165]) mais cette méthode possède une
récurrence courte, et c'est cet avantage que nous avons souhaité exploiter. Le principe de cette
méthode est largement détaillé ([134, 166]), nous nous en tiendrons ici aux grandes étapes.

La méthode du BICG résout le système augmenté Ã
−→̃
x =

−→̃
b suivant :(

A 0
0 AT

)( −→x
−→̃
x

)
=

( −→
b
−→̃
b

)
(2.46)

où on choisit par commodité
−→̃
b =

−→
b et où

−→̃
x est la deuxième partie du vecteur solution,

qui sert simplement à poser le problème. La résolution se fait par la méthode de projection de
Krylov, où l'espace de Krylov associé est :(

Kk(A,
−→r 0)

Kk(A
T ,
−→̃
r 0)

)
(2.47)

et où la matrice B est choisie égale à :(
0 AT

A 0

)
(2.48)

Ainsi

BÃ
−1

=

(
0 I
I 0

)
(2.49)

Les conditions d'espace et de Galerkin sont les suivantes, issues respectivement de (2.47) et
(2.49):

−→x k ∈ [−→x 0 +Kk(A,
−→r 0)] (2.50)
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−→̃
x k ∈

[−→̃
x 0 +Kk(A

T ,
−→̃
r 0)
]

(2.51)

−→r k⊥Kk(A
T ,
−→̃
r 0) (2.52)

−→̃
r k ∈ Kk(A,

−→r 0) (2.53)

Il est à noter que les deux résidus et les deux directions de descente véri�ent toujours les
conditions d'orthogonalité :

rTk+1r̃k = 0
ApTk+1p̃k = pTk+1A

T p̃k = 0
(2.54)

Les matrices B et BA sont symétriques, ce qui confère à la méthode un récurrence courte
car permettant de calculer une base B−orthogonale de l'espace de Krylov. L'algorithme va
se construire sur les mêmes bases que la méthode du Gradient Conjugué, en commençant par
choisir x0, x̃0 et b̃ pour construire le système augmenté. Ensuite, on initialise les résidus :

−→r 0 =
−→
b −A−→x 0

r̃0 = b̃−Ax̃0

(2.55)

et les directions de descente :

−→p 0 = −→r 0−→̃
p 0 =

−→̃
r 0

(2.56)

Ensuite, une fois le critère de convergence choisi, on calcule à chaque itération les coe�cients
αk et βk, les résidus, les directions de descente, et la solution, avec les formulations tirées et
justi�ées de la méthode du Gradient Conjugué:

αk =
−→̃
r Tk
−→r k

−→̃
p TkA

−→p k−→x k+1 = −→x k + αk
−→p k−→r k+1 = −→r k − αkA−→p k−→̃

r k+1 =
−→̃
r k − αkAT−→̃p k

βk+1 =
−→̃
r Tk+1

−→r k+1
−→̃
r Tk
−→r k−→p k+1 = −→r k+1 + βk+1

−→p k−→̃
p k+1 =

−→̃
r k+1 + βk+1

−→̃
p k

(2.57)

Nous avons choisi la méthode BICG pour sa récurrence courte. Par contre, à chaque itéra-
tion, deux produits matrice-vecteur sont calculés (avec A et AT ). Cependant, la matrice B
n'étant pas dé�nie, la méthode de projection de Krylov risque d'échouer. De plus, le résidu ou
l'erreur ne véri�ent pas de propriété de minimisation, on ne peut donc pas prouver de conver-
gence monotone. La régularité de la convergence sera donc à surveiller, avec une stabilisation
(méthode BICGSTAB [199]) et/ou un préconditionnement à prévoir éventuellement.
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Consistance, stabilité et donc convergence A�n de valider la convergence de notre
schéma, il faut en véri�er les propriétés de consistance et de stabilité. La consistance du
schéma est sa capacité à représenter une solution régulière satisfaisant localement les équa-
tions aux dérivées partielles même lorsque les pas de discrétisation (dans notre cas 4x) tendent
vers 0. Nous avons donc fait une étude de consistance, c'est-à-dire pour chacun des schémas,
nous avons calculé l'évolution de l'erreur de consistance selon le pas d'espace. Sachant que les
modèles M2 et M3 sont des extensions du modèle M1 (subroutines de calcul de coe�cients sup-
plémentaires mais schéma numérique identique), tester la consistance du M1 revient à valider
la consistance de l'ensemble du code. Nous avons donc lancé M1 sur une con�guration simple:
un domaine de 9m de long, une houle d'ampitude a0 = 2cm et de fréquence choisie au milieu
de notre plage habituelle f = 1.345Hz, se propageant sur une profondeur d'eau de 22cm par
fond plat. Nous avons regardé la convergence du code à la fois sur l'enveloppe de la houle et
sur la surface libre, en comparant les résultats numériques à la formulation théorique pour une
houle d'Airy. Nous avons donc tracé selon un nombre de points de discrétisation Nx croissant
(donc un pas d'espace tendant vers 0) les deux erreurs de consistance suivantes :

ε1 =
Nx∑
i=1

|Evnum(i)− Evth(i)| (2.58)

ε2 =
Nx∑
i=1

|Snum(i)− Sth(i)| (2.59)

A partir des expressions théoriques respectives de l'enveloppe de la houle et de la surface
libre :

Evth(x) = a0 (2.60)

Sth(x) = a0 cos(k0x) (2.61)

Les expressions numériques sont tirées du potentiel de vitesse résultat, sa norme pour com-
parer l'enveloppe, et as partie réelle pour comparer la surface libre.

Nous obtenons les courbes suivantes (2.4). On observe rapidement une convergence des ré-
sultats vers une valeur limite, atteinte dès 200 points de discrétisation spatiale pour la méthode
�enveloppe�, et vers 1000 points pour la méthode �surface libre�.

Notre schéma numérique est donc correctement implémenté, et nous �xons le nombre de
points de discrétisation à Nx = 1126, soit un pas d'espace de 4x = 0.008m, là où la con-
vergence semble acquise pour l'enveloppe comme la surface libre. De plus, nos modèles étant
stationnaires, la notion de stabilité est automatiquement acquise. Notre schéma numérique est
stable et consistant, on a donc prouvé qu'il converge.

Calcul du coe�cient de ré�exion : méthode à 2 sondes corrigée Une fois le potentiel
vitesse obtenu en tout noeud de l'espace discrétisé, il convient d'en extraire le coe�cient de
ré�exion, dé�ni par (1.61), pour mesurer l'e�et potentiel du fond sinusoïdal sur la propagation
d'une houle monochromatique de fréquence f donnée. La ré�exion est étudiée en amont du fond
variable, pour que l'on puisse capter l'ensemble de l'in�uence du fond, des ondes ré�échies par
le fond. Ainsi, comme nous sommes partis sur une méthode de calcul de la ré�exion tout à fait
classique, la méthode dite �à deux sondes� (présentée pour la première fois dans l'étude de Guda
& Suzuki [71]), nous avons choisi deux points d'abscisses xA = 0m et xB = π

k+
A−k

−
A

situés en
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Figure 2.4: Courbe de convergence: M1 par fond plat

amont de notre fond. Le choix de la deuxième position est ré�échi, il s'agit surtout d'éviter de
retomber sur les mêmes mesures, espacées de λ

2
et notre abscisse xB nous donne bien en l'absence

de courant 4xA−xB = λ
4
. Ici, k+

A = k+
0 (xA) fait référence au nombre d'onde propagatif incident

pris en x = xAet de la même manière k−A = k−0 (xA) fait référence au nombre d'onde propagatif
ré�échi pris en x = xA. Par extension, les notations k+

Bet k
−
B feront référence aux nombres

d'onde propagatif pris en x = xB. Nous n'avons donc pas de problème de dé�nition de xB
quand le courant tend à s'annuler car, en l'absence de courant, on a k−(U = 0) = −k+(U = 0).

On rappelle que pour une onde de gravité monochromatique, l'expression générale du po-
tentiel des vitesses peut s'écrire comme la somme de deux composantes, une incidente et une
ré�échie :(1.14) et (1.15).

Notre code nous a calculé ce potentiel complexe en tout noeud de l'espace discrétisé. Nous
pouvons donc écrire la relation (1.15) aux deux points xA et xB choisis :{

φ(xA) = φA = [A− exp(ik−AxA) + A+ exp(ik+
AxA)]

φ(xB) = φB = [A− exp(ik−BxB) + A+ exp(ik+
BxB)]

(2.62)

où A− et A+ représentent les amplitudes respectives des potentiels pour les ondes ré�échies
et incidentes, nos inconnues. Ces deux équations à deux inconnues peuvent d'ailleurs s'écrire
sous la forme d'un système matrice vecteur de taille 2*2 :(

exp(ik+
AxA) exp(ik−AxA)

exp(ik+
BxB) exp(ik−BxB)

)(
A+

A−

)
=

(
φA
φB

)
(2.63)

On résout ce problème par extraction puis remplacement et on trouve les expressions:
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A− =
φB exp(ik+

AxA)− φA exp(ik+
BxB)

exp(ik−BxB) exp(ik+
AxA)− exp(ik−AxA) exp(ik+

BxB)
(2.64)

A+ =
φA exp(ik−BxB)− φB exp(ik−AxA)

exp(ik−BxB) exp(ik+
AxA)− exp(ik−AxA) exp(ik+

BxB)
(2.65)

Sachant que

∂η

∂t
+ U

∂η

∂x
=
∂Φ

∂z z=0
(2.66)

l'amplitude a± de l'onde dépend de la direction de propagation de l'onde pour les conditions
de courant données. Utilisons cette formule dans le cas de l'onde incidente. Nous avons dé�ni

Φ+ = A+ exp(ik+x) exp(−iω0t)
cosh(k+(z + h))

cosh(k+h)
(2.67)

donc
∂Φ+

∂z z=0
= k+A+ exp(ik+x) exp(−iω0t)

sinh(k+h)

cosh(k+h)
(2.68)

On rappelle que

η+ = ia+ exp(ik+x) exp(−iω0t) (2.69)

On en déduit

∂η+

∂t
= a+ω0 exp(ik+x) exp(−iω0t) (2.70)

et

U
∂η

∂x
= −Ua+k+ exp(ik+x) exp(−iω0t) (2.71)

Alors la relation (2.66) peut se réécrire:

a+(ω0 − Uk+) = k+A+ sinh(k+h)

cosh(k+h)
(2.72)

et on exprime l'amplitude de l'onde incidente comme suit:

a+ = k+A+ sinh(k+h)

cosh(k+h)
.

1

−Uk+ + ω0

=
k+A+ tanh(k+h)

−Uk+ + ω0

(2.73)

Aux points xA choisi, on calcule les pulsations suivantes, issues respectivement des relations
de dispersion propagatives avec courant constant et des relations de dispersion propagatives
avec courant cisaillé, avec toujours ω0 = 2πf , f la fréquence de la houle:

σ+
0 = ω0 − k+

AU0(xA)
σ−0 = ω0 − k−AU0(xA)

σ+
1 =

√
gk+

A tanh(k+
Ah(xA)

σ−1 =
√
gk−A tanh(k−Ah(xA)

(2.74)
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On peut alors exprimer l'amplitude de l'onde incidente (et par similitude l'amplitude de
l'onde réléchie), calculée en (2.72), selon les pulsations (2.74) : a+(xA) =

A+σ+2
1

−gσ+
0

a−(xA) =
A−σ−2

1

−gσ−0

(2.75)

Le coe�cient de ré�exion peut alors s'exprimer comme suit:

Cr =
a−

a+
=
A−σ−2

1

gσ−0

gσ+
0

A+σ+2
1

=
A−

A+

σ−2
1

σ+2
1

σ+
0

σ−0
(2.76)

On extrait le coe�cient suivant :

Na =
(σ−1 )2σ+

0

(σ+
1 )2σ−0

(2.77)

et le coe�cient de ré�exion s'écrit alors :

Cr =
|A−|
|A+|

Na (2.78)

A présent qu'ont été établis tous les éléments qui ont permis l'implémentation de nos codes
de calcul, passons à la deuxième partie de cette étude, l'obtention de résultats expérimentaux
à confronter aux prédictions numériques. Nous allons dans un premier temps présenter le
matériel mis à notre disposition ainsi que leurs caractéristiques techniques, puis nous justi�erons
nos choix dans l'établissement du protocole expérimental grâce à une première campagne de
prédimensionnement. Ensuite, nous présenterons les outils dont nous nous sommes servis pour
acquérir et analyser les données, et nous présenterons les conditions de propagation de houle
que nous avons réussi à mettre en place.
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Chapitre 3

Techniques expérimentales

�Des fois t'es le pare-brise, des fois le moucheron�. Ann Brashares, Quatre �lles et
un jean

Nos modèles numériques nécessitent une validation expérimentale, portant sur un phénomène
de propagation relativement facile à mettre en place en laboratoire et ayant un intérêt pour
l'hydrodynamique côtière. Notre choix s'est donc naturellement porté sur la résonance de
Bragg, phénomène largement connu et documenté en l'absence de courant (voir première partie,
paragaphe 1.3.4). Habituellement, lorsqu'une houle se propage au-dessus d'un fond lentement
variable, une très grande partie de son énergie est transmise. Dans le cas particulier d'un fond
sinusoidal, la situation change si la longueur d'onde de la houle incidente est deux fois égale à
la longueur d'onde du fond. La houle entre en résonance, une grande partie de son énergie va
alors être ré�échie par le fond périodique, c'est le phénomène de résonance de Bragg. Le schéma
présenté dans l'étude de Mei illustre le phénomène (2004 [132]) et particulièrement l'interférence
constructive entre la houle incidente et la houle ré�échie à l'origine de cette résonance. Ainsi,
de petites variations du milieu - par ailleurs compatibles avec les modèles numériques de type
Pente Douce- conduisent à une réaction du milieu facilement observable et mesurable, c'est ce
qui rend ce phénomène particulièrement intéressant pour l'expérimentation en laboratoire. De
plus, cette résonance apparaît spontanément en milieu côtier: lorsque les points de déferlement
se multiplient, des barres sableuses se forment parallèlement à la côte. L'ingénierie côtière y
a porté un grand intérêt, des ouvrages de défense du littoral basés sur ce phénomène ont vu
le jour (voir paragraphe 1.3.4). Il s'agit donc d'un phénomène dont la compréhension et la
modélisation en présence de courants côtiers pourraient ouvrir de belles perspectives pour le
génie côtier.

Figure 3.1: Schéma explicatif du phénomène de résonance de Bragg (Mei, 2004)
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Figure 3.2: Canal hydraulique de SeaTech

Cette partie concerne donc la validation de nos modèles numériques sur un cas de ré�exion de
houle par résonance de Bragg, par comparaison avec les résultats d'une campagne expérimentale
menée en canal à houle, en présence d'un courant cisaillé. Cette campagne s'inscrit dans un
état de l'art très riche en l'absence de courant (années 1980, voir partie 1.3.4), mais une seule
expérience été recensée en présence de courant inhomogène: celles menée au Bassin de Génie
Océanique First respectivement par Magne et al. (2005 [119]) puis reprise par Touboul et al.
(2016 [193]) et présentée dans la partie 1.5.3. Si cette campagne a con�rmé l'in�uence de la
vorticité sur la propagation de la houle, le cisaillement était alors encore mal maîtrisé et trop
peu instrumenté pour pouvoir quanti�er avec précision cette in�uence. L'objectif de cette partie
est donc de proposer la première expérience de résonance de Bragg en présence d'un courant
cisaillé contrôlé et en cartographiant précisément le courant sur son pro�l vertical.

3.1 Présentation de l'instrumentation

Il s'agissait donc de produire une étude expérimentale 1D portant sur le contrôle et la mesure
du cisaillement, dans un contexte de ré�exion de la houle par résonance de Bragg. Pour
ce faire, un canal hydraulique a été mis à notre disposition, commun à l'école d'ingénieurs
SeaTech (anciennement ISITV), a�liée à l'Université de Toulon, et au laboratoire MIO. Ce
canal, présenté sur la �gure (3.2) est muni de systèmes de génération de houle et de courant, il
répond donc parfaitement aux attentes de la campagne que nous souhaitions mettre en place.
Il a d'ailleurs déjà été utilisé dans le cadre du projet MORHOC'H (voir les travaux de B.
Simon [170]). Voyons en détail ses caractéristiques et capacités, et comment ces dernières ont
conditionné notre expérience.

3.1.1 Le canal hydraulique de SeaTech

Dimensions du canal et systèmes de génération du courant

Mis en place à l'école d'ingénieurs ISITV dès 1995, le canal à houle est un outil de pédagogie et
de recherche très apprécié pour sa polyvalence et sa simplicité d'utilisation. Il a une longueur
utile de 10m, une largeur de 0.3m et une hauteur de 0.5m, ce qui le rend idéal pour les études
2D. Grâce à un système de leviers, il est inclinable, d'une pente maximale de 4%. Une pompe
permet de générer du courant, en faisant circuler de l'eau douce (à environ 16°C pendant
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notre campagne) en circuit fermé depuis un réservoir, puis au travers de bacs de décantation-
sédimentation. L'eau circule dans un système de canaux, d'où on peut en lire le débit grâce à
un tube de Pitot. Elle est ensuite hissée dans la partie arrière du canal, plus large, a�n d'arriver
dans la zone d'expérimentation, plus étroite, sans jaillir, puis elle retombe dans le réservoir à
l'autre extrémité du canal. La pompe doit être ouverte avec doigté, on la règle conjointement
grâce à un volant d'ouverte et au tube de Pitot. Elle permet un débit maximum de 100m3 par
heure.

Système de génération de la houle

Plusieurs batteurs (type volet, type piston...) sont à disposition pour générer des houles très
variées: régulières comme irrégulières, en co-courant comme à contre-courant. Le batteur
piston que nous avons choisi de mettre en place à contre-courant dans le canal permet une
large gamme de houles, régulières : on entre le nombre de périodes, la fréquence et l'amplitude,
éventuellement des rampes pour lisser, initialiser ou terminer le pro�l de houle, ou irrégulières
: l'ordinateur va lire un �chier de houle et après instructions former un pro�l évolutif tel qu'on
l'a souhaité. Nous avons choisi des houles régulières, en prenant soin de mettre une rampe en
entrée et en sortie pour établir un pro�l le moins perturbé possible. Concernant ces houles
linéaires, le batteur piston peut générer des vagues de fréquence comprise entre 0.5 et 4Hz
(gravité capillarité). Le réglage de l'amplitude dépend de la fréquence choisie et de la cambrure
souhaitée. Nous avons toujours pris soin de conserver des amplitudes de houle comprises entre
0.8 et 1.60 cm selon la longueur d'onde de la houle, a�n d'obtenir les pro�ls de houle les plus
sinusoïdaux possible et d'éliminer tout risque de déferlement de crête.

3.1.2 Instruments de mesure

La mise en place de l'ensemble des instruments a été a�née entre la première campagne de
pré-dimensionnement, qui a eu lieu entre octobre 2016 et février 2017, et la seconde campagne,
cette fois entre novembre 2017 et mars 2018. Par souci de clarté et de concision, nous ne
présenterons que les dispositifs dé�nitifs.

Relevés des pro�ls de courant

Pour établir un pro�l de courant, nous avons besoin de relever la vitesse de l'écoulement,
et nous avons choisi pour cela des courantomètres acoustiques ou ADV (Acoustic Doppler
Velocimeter). Leur nom est évocateur, ils utilisent en e�et l'e�et Doppler : ils émettent une
onde acoustique qui est di�usée par les particules en suspension dans l'eau. Par rétro-di�usion
de cette onde ils récupèrent les informations sur la vitesse de déplacement de ces particules dans
les trois dimensions de l'espace, vitesse assimilée à l'intensité du courant. Nous avons choisi
de travailler avec une fréquence d'échantillonnage de 100Hz, sur des enregistrements de trois
minutes, avec un ordre de grandeur des vitesses à mesurer de 1m/s. La zone d'échantillonnage
de ces capteurs se situe à 5cm de leur tête, et nous avons réglé le volume d'échantillonnage,
cylindrique, à 9.1 mm3, avec une longueur du cylindre de 2.4mm. Notons ici que pour une
bonne clarté de l'information, une grande quantité de particules par volume d'échantillonnage
est nécessaire. Nous avons donc du régulièrement nous assurer d'une certaine opacité de l'eau,
par ajout de particules en suspension et par remise en mouvement des particules restées dans
les bacs de sédimentation. Les vélocimètres mis à notre disposition pour cette étude sont des
Vectrino© conçus par la société NortekMed. On distingue les Vectrino© classiques, avec une
tête émettrice orientée vers le bas, dans l'axe de la tige qui la soutient, et les Vectrino© dits
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�side-looking�: leur tête émet dans une direction perpendiculaire à la tige support. Ces derniers
sont ainsi particulièrement utiles pour mesurer la vitesse de l'écoulement près du fond. Les
deux types d'instruments ont le même fonctionnement, ils permettent une mesure de la vitesse
dans les trois directions de l'espace et ont une fréquence d'échantillonage allant jusqu'à 200Hz.
Ils sont polyvalents, et assurent des mesures �ables en laboratoire. Deux logiciels permettent de
les contrôler (paramètres d'acquisition, synchronisation...), d'acquérir et de traiter les données
qu'ils recueillent : PolySync© et VectrinoPlus©, les deux ayant été utilisés indi�érement au
cours de cette étude. Chaque courantomètre produit à chaque enregistrement un grand nombre
de données stockées dans des �chiers .vno. Ces �chiers n'étant pas lisibles directement, les
logiciels de traitement vont en extraire les données et les stocker sous des formats plus communs.
Les courantomètres étant des outils de mesure très complets, parmi les données enregistrées on
retrouve les détails de l'enregistrement (date, durée, nombre de mesures), la con�guration de
l'instrument (fréquence, longueur et volume d'échantillonnage, ordre de grandeur de la vitesse
à mesurer), les caractéristiques du milieu de mesure (température et salinité de l'eau, distance
entre la tête de l'instrument et le fond du canal), les caractéristiques du signal (son amplitude et
sa corrélation dans chaque direction)... et bien sûr les données qui nous intéressent pour établir
un pro�l moyen de courant à chaque position: le temps, les vitesses selon les trois directions, et
les corrélations associées. A chaque position le long du canal, à chaque profondeur d'immersion,
la durée d'un enregistrement est de trois minutes a�n de disposer de su�samment de données
pour établir une moyenne �able.

Concernant justement la disposition des courantomètres, elle peut se décomposer en deux
parties, d'objectifs distincts mais présentés conjointement sur le schéma 3.3. Dans le premier
temps, nous avons d'abord réparti quatre courantomètres le long du canal, un en amont du fond
sinusoïdal, deux au-dessus et un en aval, a�n de visualiser de façon globale l'évolution du pro�l
de courant lors de sa mise en place, et pour les contrôles quotidiens du maintien de ce pro�l
dans la répétition. Dans un deuxième temps, lorsqu'un besoin de mesures plus précises s'est fait
sentir, nous avons construit un chariot roulant portant cinq courantomètres, installés en décalés
a�n que les lâchers tourbillonnaires d'une tête ne brouillent pas les mesures de la tête suivante
dans le sens du courant. Le chariot coulisse horizontalement pour déplacer les courantomètres
le long du canal et le bloc porteur coulisse verticalement à loisir pour permettre un relevé de
pro�ls verticaux simultanés. Les instruments sont espacés de façon à établir l'évolution précise
du courant sur une longueur d'onde de fond sinusoïdal. Pour gérer simultanément tous les
instruments - courantomètres et sondes résistives -, un système de piliers métalliques a été
installé autour du canal. Cette installation, spécialement dimensionnée pour ce projet, permet
à la fois de placer des Vectrino aux endroits stratégiques et de faire coulisser les sondes à houle
disposées le long du canal de façon simultanée, pour établir des mesures de surface libre sur
toute la longueur utile.

Mesures de la surface libre

Une fois les pro�ls de courant relevés et établis, nous souhaitons mesurer l'impact du fond
sinusoïdal sur la propagation de la houle. Une mesure de la déformée de la surface libre est
donc nécessaire, et pour cela nous avons utilisé dix sondes à houles résistives, que nous avons
fabriquées spécialement pour l'expérience. Leur principe est simple: la sonde est composée
de deux électrodes (tiges métalliques) plongées dans l'eau et non reliées entre elles. Un câble
d'entrée envoie un courant électrique dans la première électrode, et un câble de sortie récupère
ce même courant dans la seconde électrode. Plus la sonde est immergée, plus la résistance
électrique créée par l'eau va varier. Ainsi en présence de houle, le signal de sortie renvoyé par la
sonde, c'est-à-dire la tension de la sonde, va osciller proportionnellement au mouvement de la
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Figure 3.3: Schéma du dispositif expérimental - Partie courantomètres

surface libre. L'ensemble des sondes est synchrone grâce à un montage sur carte d'acquisition,
contrôlé par Labview.

Ces sondes ont une précision de l'ordre de 0.001m, et pour obtenir la précision souhaitée, la
fréquence d'échantillonnage a été choisie à 512Hz. La calibration a été faite à chaque début de
journée et en �n de journée pour corriger les erreurs qui peuvent survenir suite à une dérive,
et à chaque vidange éventuelle du canal entre les deux. Là encore, deux dispositions ont été
retenues. Pour le calcul du coe�cient de ré�exion de la houle, nous avons choisi d'utiliser une
méthode à trois sondes, nous avons donc placé trois sondes en amont du fond sinusoïdal, mais
aussi trois en aval, pour véri�er l'aspect négligeable des ré�exions parasites en bout de canal.
Concernant leur position, il était important de ne pas les espacer de façon régulière, a�n de
ne jamais tomber sur des espacements multiples d'une demi-longueur d'onde, quelle que soit la
fréquence (se référer à la méthode à trois sondes, paragraphe 3.3.2). Nous avons donc choisi
des espacements de 0.3 et 0.2m. Les sondes à houle ont également servi à mesurer le niveau
moyen de la surface libre, d'abord sans houle ni courant puis sans houle mais avec courant.
La comparaison entre les deux pro�ls de surface libre a permis de véri�er la conservation du
débit une fois le courant établi. Pour cela, dix sondes ont été positionnées le long du canal,
espacées entre elles de 75cm (sauf entre les sondes 8 et 9, espacées de 24cm seulement pour
des raisons pratiques) et déplacées quinze fois avec un espacement de dix centimètres à chaque
fois, de façon à couvrir l'ensemble de la longueur utile du canal. Le schéma (3.4) résume cette
disposition et la �gure (3.5) illustre l'aspect d'une sonde et sa mise en place dans le canal. En
terme de précision de mesure sur ces relevés, nous avons choisi le pas d'espace égal à 10cm pour
avoir plusieurs mesures pour la longueur d'onde (environ 1m). En e�et, toute notre campagne
tourne autour d'une longueur d'onde de 1m, choisie comme le double de la longueur d'onde du
fond pour pouvoir observer la résonance de Bragg. De plus, contrairement à ce que présente
le schéma pour des raisons de clarté de lecture, aucune mesure ne s'est chevauchée en réalité.
Nous avons simplement recueilli sur certaines portions de canal le niveau moyen de la surface
libre tous les 5cm au lieu de tous les 10cm.

Dispositif expérimental

La qualité d'un dispositif expérimental tient à la pertinence et à la clarté des signaux relevés.
Il nous a donc fallu accorder une attention toute particulière aux bruits, c'est-à-dire aux per-
turbations qui auraient pu dégrader la qualité de nos mesures. On distingue le bruit physique,
c'est l'ensemble des phénomènes physiques qui peuvent a�ecter l'environnement de mesure (un
écoulement perturbé par un obstacle par exemple), et le bruit instrumental, qui vient d'un mau-
vais fonctionnement de l'instrument (des paramètres ou des conditions d'utilisation inadaptés

79



Figure 3.4: Schéma du dispositif expérimental - partie sondes résistives

 

Figure 3.5: Sondes résistives utilisées dans le cadre de cette étude
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...). Ce dernier se gère avec la pratique de l'instrument: pour les Vectrino© il s'agit par ex-
emple de s'assurer de l'opacité de l'eau ou encore de régler le volume d'échantillonnage selon
la distance par rapport au fond ou aux parois du canal. Concernant les sondes à houle, un
étalonnage adapté à l'amplitude de houle étudiée est e�etcué avant les mesures.

Le bruit physique est autrement plus di�cile à gérer, et le caractère turbulent de l'écoulement
du à la circulation de l'eau en circuit fermé a été une des causes majeures de bruit physique dans
nos signaux. Tout au long de la campagne expérimentale, s'assurer de la stabilité spatiale et de
la pérénité du pro�l de courant a été une priorité, car c'est la garantie de la répétabilité, et donc
de la validité, de nos résultats. Nous nous sommes ainsi interrogés sur le maintien du pro�l de
courant dans l'écoulement (turbulence) mais aussi près du fond (présence de couche limite) et
des parois vitrées (e�ets de bord). Concernant la stabilité globale de l'écoulement, un dispositif
anti-turbulence a été installé dans la zone arrière du canal, là où l'eau est propulsée par la
pompe. Un milieu poreux, créé à l'aide de caissons grillagés de cailloux, casse les tourbillons
créés par la pompe et par le brassage dans les bacs et les canalisations. Pour renforcer cet e�et,
nous avons également installé plusieurs grilles verticales successives, qui vont décomposer les
gros tourbillons en plus petits jusqu'à n'obtenir �nalement qu'une turbulence de grille de très
petites échelles spatiale et temporelle - ce dispositif est présenté sur la �gure 3.12. Des tests
visuels à la �uoresceïne ont été réalisés pour évaluer la persistance des tourbillons parasites
le long du canal, et ont conclu à une première validation de notre système de laminarisation
de l'écoulement. L'analyse détaillée des signaux de courant, de leur variance et de leur écart-
type notamment, permettra une validation dé�nitive. Tous les enregistrements de la campagne
ont d'ailleurs duré plus de trois minutes, a�n de pouvoir moyenner les signaux et éliminer la
turbulence locale et évanescente.

Concernant la pérénité des pro�ls (qui tient à la capacité des installations -y compris notre
système de création du pro�l de courant- à reproduire les mêmes conditions d'expérience), en
début et en �n de chaque journée de mesure, les pro�ls de courant d'entrée et de sortie de
canal ont été relevés et comparés. Une de ces comparaisons est présentée dans le paragraphe
3.2.2.4, pour justi�er la stabilité de nos pro�ls de courant. Sur la �gure 3.6 on peut voir par
exemple la persistance du pro�l de courant établi sans la houle en début d'écoulement sur un
mois. On note au passage que l'intensité du courant est négative car notre repère place le sens
Ox positif dans la direction de propagation de la houle, soit le sens contraire du courant. En
moyenne, les variations sont toujours inférieures à 30% sur les trois quarts supérieurs de la
colonne d'eau. Ce chi�re peut s'expliquer par plusieurs facteurs: le pro�l d'entrée est le plus
perturbé, déjà car il est relevé au plus près de la sortie de la pompe, et ensuite car le système
de grilles mis en place pour façonner le pro�l crée un léger ressaut près de la surface, et donc
une instabilité locale. A cette position, le bruit instrumental est également le plus fort: un faux
fond métallique a été placé a�n d'être raccord avec le fond sinusoïdal. Or le métal entraîne des
ré�exions acoustiques parasites à partir d'une certaine profondeur d'immersion. Deux plaques
de caoutchouc ont donc été collées sur le métal a�n d'améliorer la qualité du signal recueilli
par les courantomètres.

Abordons à présent les problèmes de bord. Plusieurs hypothèses ont été évoquées. L'une
d'elle a déjà été mentionnée précédemment: les têtes des courantomètres pourraient générer
des tourbillons dans l'écoulement, le modi�er et perturber les mesures des sondes suivantes.
Le nombre de Reynolds d'une tête de courantomètre (d'environ 1cm) dans l'écoulement est
d'environ 2000 (valeur calculée avec une vitesse de courant majorée à 0.2m/s, la masse volu-
mique de l'eau prise égale à 1000 kg/m3 et la viscosité dynamique de l'eau prise à la valeur
de référence 0.001 Pa/s). Or, les sillages turbulents n'apparaissent pas avant un nombre de
Reynolds de 3000. Nous sommes donc tout au plus en présence de petits sillages tourbillon-
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Figure 3.6: Pérénité du pro�l de courant - Exemple d'évolution mensuelle et journalière du
pro�l établi en début d'écoulement, relevé en x=7.55m

naires évanescents qui ne vont pas perturber l'écoulement global, et placer les courantomètres
en décalé (selon les axes horizontaux et verticaux) su�t à préserver la qualité des mesures. Une
deuxième hypothèse est le développement d'une couche limite près du fond ou près des parois, à
cause des changements de rugosités d'une zone à l'autre (faux fond métallique, fond sinusoidal
en bois, raccords...). Vu le faible nombre de Reynolds de l'écoulement, la rugosité quasi nulle
des parois en verre et le soin apporté au lissage du fond, cette hypothèse a rapidement été mise
de côté. De plus, l'objectif étant d'étudier le comportement de la houle, il est important de
rappeler que cette dernière a une profondeur d'action limitée: il est très peu probable que des
modi�cations mineures du pro�l de courant près du fond in�uencent de façon signicative la
propagation de la houle en surface.

3.2 Dimensionnement

A présent que nous avons présenté l'environnement et les outils de mesure à notre disposition,
nous allons rentrer plus en détails dans le dimensionnement de l'expérience, notamment en
discutant le choix de la bathymétrie et l'élaboration du système de contrôle de la vorticité.

3.2.1 Bathymétrie: choix de la longueur, de la période, de l'amplitude

Similitude de Froude et modèle réduit Une houle côtière classique en Méditerranée a
une période comprise entre 4 et 8s pour une profondeur d'eau moyenne de 10m. Par similitude
de Froude, cela nous mène à une hauteur d'eau de 22cm, ce qui correspond parfaitement aux
dimensions de notre canal. On obtient également des houles de période comprises entre 0.63
et 1.1s, ce qui là encore correspond aux capacités de notre batteur. Ces houles ont donc une
fréquence comprise entre 0.9 et 1.6Hz, et une longueur d'onde associée de 0.59 à 1.44m (pour un
nombre d'onde allant de 4.37 à 10.51 rad/m et un rapport h/λ de 0.15 à 0.37 (ce qui nous place
bien en profondeur intermédiaire). Il serait donc judicieux de caler le phénomène de résonance
de Bragg sur ces caractéristiques de houle a�n d'en faciliter l'observation. On rappelle que
le phénomène se produit pour un fond sinusoidal de longueur d'onde deux fois inférieur à la
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Figure 3.7: Dimensionnement du fond sinusoidal: a) in�uence de la longueur totale, pour
a=0.035m -b) in�uence de l'amplitude des oscillations, pour n=10 longueurs d'onde de fond

longueur d'onde de la houle. Ici, notre houle a des longueurs d'onde centrées en λ = 1m environ,
le fond idéal serait donc de longueur d'onde λ = 50cm.

Dimensionnement et pré-calculs Pour observer le phénomène de résonance de Bragg, un
fond sinusoïdal a été réalisé. Nous nous sommes basés sur la première étude de Simon ([170]),
réalisée dans le même canal. La bathymétrie choisie avait les caractéristiques suivantes : 6
périodes de 50cm de longueur d'onde (entre 2.05 et 5.05m) et une amplitude de 1.5cm. Cette
bathymétrie avait permis d'observer une ré�exion de l'ordre de 30% environ, nous souhaitions
ampli�er ce résultat a�n de mieux observer l'in�uence du cisaillement par la suite. Pour cela,
nous avions deux moyens d'action: rajouter des périodes de fond et/ou augmenter l'amplitude
des oscillations. Dans une première campagne de pré-dimensionnement, nous avons utilisé un
fond ondulé de 2cm d'amplitude, toujours de 50cm de longueur d'onde mais avec cette fois
seulement 4 périodes. Nous n'avons cependant obtenu que des résultats peu exploitables et
brouillés. A�n de déterminer l'impact de chaque caractéristiques du fond, nous avons mené en
parallèle une rapide étude prédictive à l'aide de deux codes de calcul simples. Le premier code
de calcul est basé sur l'approche analytique de Kirby, présenté au paragraphe 1.5.3. On rappelle
qu'il s'agit d'un modèle par perturbations qui se ramène, en l'absence de courant, au modèle
de Mei (1983 [128]). Nous avons dans un premier temps �xé l'amplitude de fond sinusoidal à
0.035m et fait varier le nombre de portions de 4 à 10. Ensuite, nous avons �xé le nombre de
portions à 10 et fait varier l'amplitude des oscillations de 0.01m à 0.045m. Les courbes obtenues
sont présentées sur la �gure (3.7).

La première �gure nous con�rme que le fond de dix périodes permet d'observer le mieux le
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Figure 3.8: Etude prédictive: ré�exion pour un fond sinusoïdal de 0.035m d'amplitude - Méth-
ode Kirby - Méthode Intégrale aux Frontières

phénomène, avec un coe�cient de ré�exion de presque 60%. Nous avons donc choisi d'installer
notre nouveau fond sur 10 périodes, le nombre maximum que l'on peut placer dans le canal
compte tenu de ses dimensions et de la place à garder en amont et en aval pour les mesures
des champs incident et ré�échi. Ainsi, la houle parcourra 5m de fond sinusoïdal au lieu de
3m auparavant. D'après la deuxième �gure (3.7), augmenter l'amplitude des oscillations a�ne
également le pic de Bragg et augmente la ré�exion. Nous avons donc modi�é l'amplitude
des oscillations de 2cm à 3.5cm, ce qui d'après nos prédictions numériques nous permettrait
d'observer un pic de Bragg étroit et bien formé, avec une ré�exion d'environ 55%. Nous avons
donc les paramètres adimensionnés suivants a

Lb
= 3.5

50
= 0.07 et a

h
= 0.16. La condition de Pente

Douce de nos modèles numériques, qui impose une courbure du fond inférieure à 0.33, est bien
satisfaite: la courbure de notre nouveau fond est de 0.28.

Une fois les caractéristiques du fond choisies, on fait une dernière estimation de la ré�exion
attendue sans courant, avec le premier code (modèle par perturbations de Kirby, 1988) et pour
a�ner l'estimation, avec le second modèle également. Ce dernier est basé sur une méthode
Intégrale aux Frontières (IAF, parfois appelé EFE pour Eigen Function Expansion matching
method) (Rey, 1992 ([156])), rapidement présentée dans le paragraphe 1.3.2.4. Ce modèle
a été exploité dans de nombreuses études: Takano (1960, [187]), Kirby & Dalrymple (1983,
[102]), Belzons et al. (1991, [19]), Rey (1991, [155]) Rey et al. (1992, [157]). Il s'agit du modèle
potentiel avec résolution intégrale des conditions de pression et de �ux entre domaines successifs
de profondeur d'eau constante. Nous avons choisi d'utiliser deux méthodes pour obtenir une
fourchette d'estimation du coe�cient de ré�exion à la fréquence de résonance, et ces deux
méthodes en particulier car elles sont peu coûteuses en terme de calculs et que nous disposions
déjà des codes sous Matlab. Concernant la bathymétrie, nous avons repris les caractéristiques
du dispositif expérimental: un fond sinusoidal de 10 périodes de longueur d'onde de 50cm et
d'amplitude 3.5cm. Des houles se propagent au-dessus de ce fond par 0.22m de hauteur d'eau
moyenne, sur la plage de fréquence comprise entre 0.5 et 2Hz. D'après les résultats présentés
sur la �gure (3.8), en l'absence de courant, d'après les calculs de prédimensionnement, ce
fond devrait nous mener à une ré�exion de presque 60%. Ainsi, en doublant l'amplitude des
oscillations et presque le nombre de périodes, nous devrions multiplier par deux (en termes
d'amplitude) l'impact de ce fond sur la propagation de la houle.

Côté fabrication, notre nouveau fond se présente sous forme de portions (d'une longueur
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Figure 3.9: Bathymétrie - a) Schéma d'une longueur d'onde de fond - b) Bathymétrie installée
dans le canal

d'onde) emboitables, en bois et résine époxy. Chaque portion est creuse et risque donc de
�otter, mais une encoche est prévue pour insérer une plaque métallique qui servira de lest. La
�gure (3.9) rappelle ses caractéristiques et nous montrent le fond une fois installé dans le canal.

Limites Une limite importante de notre dispositif expérimental découle de ce dimension-
nement de la bathymétrie. Avec une longueur d'onde de fond de 50cm, le phénomène de ré-
sonance de Bragg a�ectera particulièrement les houles de longueur d'onde de 1m. Cependant,
pour bien observer le phénomène, nous considérons des houles de longueur d'onde comprise
entre 0.59 et 1.44m en l'absence de courant, et 0.31 et 1.17m en présence de courant. Dans les
deux cas, notre canal étant large de 30cm, les modes transverses peuvent être excités (corre-
spondant à une houle de longueur d'onde de 60cm). Ces modes transverses vont perturber la
surface libre et risquent de fausser la mesure de la ré�exion. Pour minimiser ce risque, nous
plaçons nos sondes au centre du canal, au plus près des noeuds.

A présent que les principales dimensions de notre dispositif ont été �xées, nous pouvons
soulever la questions des e�ets capillaires. A priori négligeables, la résolution de la relation de
dispersion sans (1.16) puis avec ces e�ets (1.33) nous permet de nous en assurer. L'écart est
de l'ordre de 4k = −0.0188%, cette inquiétude est donc écartée.

3.2.2 Pro�l de courant en entrée et son contrôle

Similitude de Froude et modèle réduit: le courant Considérons un courant côtier
moyen classique, comme un courant de marée ou une dérive littorale, de 1.35m/s, associé à une
profondeur d'eau de 10m et une houle de période comprise entre 4 et 8s, comme précédemment.
Par similitude de Froude, on obtient un courant d'environ 0.20m/s pour notre hauteur d'eau de
0.22m et nos houles de périodes comprises entre 0.63 et 1.1s. Pour une deuxième comparaison,
nous pouvons nous placer en milieu océanique, par 20m de fond. Par similitude de Froude,
nos paramètres expérimentaux seraient associés à une houle océanique tout à fait classique,
de périodes comprises entre 5.9 et 10.4s, pour un courant de 1.90m/s. Ajouter ce courant à
notre écoulement va impacter les caractéristiques spatiales de nos houles (la fréquence reste
bien sûr comprise entre 0.9 et 1.6Hz). La longueur d'onde variera ainsi entre 0.31 et 1.17m,
et le rapport h/λ entre 0.19 et 0.71: on reste en profondeur intermédiaire. Le nombre d'onde,
compris entre 4.37 et 10.51 rad/m en l'absence de courant, évolue aussi. On distingue à présent
le nombre d'onde de l'onde incidente, compris entre 5.36 et 20.08 rad/m, et le nombre d'onde
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Figure 3.10: Dimensionnement du fond sinusoidal: in�uence de l'amplitude pour n=10
longueurs d'onde de fond, avec un courant de U=0.20m/s

de l'onde ré�échie, compris entre -.377 et -7.98 rad/m (le signe moins fait référence au sens de
propagation de cette houle ré�échie, dans le sens des x décroissants). Il s'agit alors de véri�er
si le fond nous permet toujours d'observer une bonne ré�exion de houle. On fait tourner le
modèle par perturbations pour dix longueurs d'onde de fond en faisant varier l'amplitude de
0.01m à 0.045m, en présence d'un courant constant de 20cm/s, opposé à la houle. Les résultats
sont présentés sur la �gure (3.10).

On constate que l'amplitude que nous avions choisie, 0.035m, nous prédit toujours une
ré�exion de plus de 40%, facilement perceptible. Nous allons donc tenter d'installer dans le
canal un courant moyen d'environ 0.20m/s, à cisaillement vertical constant. On rappelle que
dans une con�guration avec courant, les houles de basses fréquences seront majoritairement
ré�échies par le fond, alors qu'à hautes fréquences, elles seront majoritairement ré�échies par
les modulations du courant par le fond. Cela peut d'ailleurs conduire à des phénomènes de
blocage de la houle par le courant à très hautes fréquences, comme on peut l'observer sur la
�gure (3.10) au voisinnage de f = 2Hz. Ce phénomène et sa probabilité d'occurence dans
notre expérience sera discuté plus loin dans cette partie.

Contrôle et caractérisation du cisaillement L'objectif de cette étude est de comprendre
les e�ets d'une vorticité uniforme sur la colonne d'eau (c'est-à-dire un courant linéairement
cisaillé) sur la propagation de vagues à contre courant. Mais l'établissement et le contrôle d'un
pro�l de courant de ce type a été le point le plus épineux de la campagne. Nous avons choisi
d'appliquer la méthode introduite par Woo & Cermak (1992 [206]) et Dunn & Tavoularis (2007
[54]). Il s'agit de placer au début de l'écoulement et sur toute la colonne d'eau une grille inclinée
en forme de S. Selon l'inclinaison, cette forme spéci�que va dévier les lignes de courant vers le
haut ou vers le bas et ainsi changer le pro�l vertical du courant. Nous allons voir comment cette
méthode a été mise au point au �l des ans et des campagnes, et comment grâce aux études
précédentes nous avons choisi les paramètres de notre propre système. Nous présenterons
ensuite les tests que nous avons faits, les pro�ls que nous avons obtenus et celui que nous avons
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�nalement retenu. Pour se conformer aux normes de la littérature, faisons un point sur le
paramètre de cisaillement. Nous avons dé�ni le notre, s(x), dans 2.1 pour coller aux notations
d'usage des modèles de propagation de houle. Dans la littérature des sytèmes générateurs de
vorticité, il est d'usage d'utiliser plutôt le paramètre λ(x), qui intervient di�éremment dans la
formulation du pro�l de courant :

U(z)

Um
− 1 = λ(x)(

z

h
− 0.5) (3.1)

avec Um la vitesse horizontale à mi-profondeur et h la hauteur d'eau totale. Ainsi, si λ(x) = λ
est constant, alors la vitesse dans la colonne d'eau dépendra linéairement de la profondeur. Il
s'agit simplement d'une autre notation, liée à notre paramètre de cisaillement par la relation :

s(x) =
Umλ(x)

h
(3.2)

Dans cette section, nous conserverons notre paramètre de cisaillement a�n de parler du
dimensionnement de notre grille de façon cohérente avec le reste de notre étude.

Littérature des systèmes générateurs de vorticité

Générer un écoulement à vorticité constante en laboratoire a depuis longtemps éveillé un grand
intérêt. Ces écoulements sont en e�et à la base de tous les phénomènes d'inhomogénéités sur
une colonne �uide (écoulements de Couette,...). De façon générale, le problème a toujours été
abordé sous l'angle pratique d'un appareil générateur de vorticité, placé en début d'écoulement.
Cet appareil a pour vocation de transformer un écoulement uniforme (en amont) en écoulement
cisaillé (en aval). Il a successivement pris la forme d'une structure de type échelle (Owen &
Zienkiewicz 1957 [142], Livesey & Turner 1964 [115]), puis d'une plaque alvéolée (structure
type nid d'abeilles, Kotansky 1966 [106], Kiya et al. 1980 [104]) ou encore un ensemble de
canaux parallèles dans lesquels le débit est ajusté (Karnik & Tavoularis 1987 [92], Stillinger et
al. 1983 [183]). L'usage de grilles incurvées, simples ou doubles, de porosité uniforme ou non, a
également été largement exploité: Elder (1959 [56]), Turner (1969 [195]), Maull & Young 1973
[125], Stansby 1976 [181], Castro (1976 [29]), Coelho (1989 [38]). L'étude de Woo & Cermak
(1992 [206]) compare également plusieurs con�gurations, jouant sur le nombre de grilles et leur
porosité. Mais une fois le pro�l cisaillé généré, rien ne garantit qu'il se conserve! Outre les e�ets
visqueux qui peuvent parfois créer une couche limite près des parois, de nombreux facteurs
peuvent déstabiliser l'écoulement: des variations brutales de vitesse, des tourbillons... En
pratique, pour conserver son pro�l de courant, il est essentiel de minimiser la turbulence, et donc
d'avoir une distribution verticale des vitesses aussi linéaire que possible. Le choix du dispositif
générateur de vorticité est donc particulièrement important. La structure en nid d'abeilles de
Kotansky (1966 [106]) peut produire une large gamme de vorticité (λ = 0.42 Kotansky 1966
[106], λ = 0.74 dans Kiya et al. 1980 [104]), et elle a bien cet avantage d'engendrer très
peu de turbulence. Mais techniquement, produire une structure de cet type est di�cile, et la
modi�er pour corriger les pro�ls obtenus l'est encore plus. L'appareil de Owen & Zienkiewicz
(1957 [142]), de type échelle, est bien plus facile à utiliser, mais la version originelle avait le
désavantage de ne pouvoir engendrer que de faibles cisaillements (λ = 0.43). Leur méthode
a été étendue par Livesey & Turner (1964 [115]) et elle est aujourd'hui tout à fait capable de
produire de fortes vorticités (jusqu'à 0.8), mais on a malheureusement constaté que la présence
des barres horizontales peut engendrer beaucoup de turbulence (Davies 1976 [46]).

Remettons un peu le nez dans la théorie des grilles incurvées pour nous éclairer sur le
sujet. Cette théorie est particulièrement complexe, et a abouti a de nombreuses erreurs dans les
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premiers travaux. Une des études les plus générales concernant la production d'une distribution
spéci�que des vitesses par l'utilisation d'une distribution spatiale d'obstacles est celle de Elder
(1959 [56]). Outre ses travaux expérimentaux cités au paragraphe précédent, ce dernier a
établi les équations générales qui représentent un écoulement au travers des grilles incurvées
de résistance variable, sous l'hypothèse d'un faible rayon de courbure de la grille. Il les a
également résolues pour déterminer la forme d'une grille de porosité constante capable de
transformer un écoulement uniforme en un écoulement uniformément cisaillé. Cependant, sa
méthode la résolution directe des équations linéarisées est mathématiquement coûteuse, ce qui
limite rapidement l'obtention de résultats. En 1968, Maull ([124]) s'est également inspiré des
travaux de Elder (1959 [56]): la première tentative d'appliquer les prédictions théoriques au
design de grille incurvée pour générer de la vorticité dans une sou�erie vient de lui. Cependant,
ses tests ont abouti a la création d'un pro�l de vitesse non-linéaire, Maull a alors modi�é de
façon conséquente la forme de sa grille, par corrections empiriques successives, et est �nalement
parvenu à un pro�l linéaire sur les trois quarts supérieurs de la section. Il a ainsi proposé un
système de grille incurvée à porosité constante, qui génère une vorticité de l'ordre de 0.4 et
une turbulence de seulement 0.5%. Son système a été repris par la suite dans de nombreuses
études: Maull & Young (1973 [125]), Mair & Stansby (1976 [121]) et Stansby (1976 [181]),
et nous détaillerons ses résultats dans le paragraphe suivant. Lau & Blaines (1968 [108]) ont
également tenté de proposer une solution, mais c'est avec Turner (1969 [195]) que le problème
de la résolution des équations a été contourné, par la mise en place d'un schéma de résolution
de type itératif. Les premières études sur l'e�cacité d'un appareil de type grille à porosité
constante, produisant une vorticité de 0.35 et dont la forme avait été calculée analytiquement,
sont parues, démontrant une bonne corrélation dans l'ensemble (Turner [195]). Pour poursuivre
les recherches théoriques du côté des grilles inclinées, on retrouve les travaux de Vahl Davis
(1957 [196]) ainsi que la synthèse de Laws & Livesey (1978 [110]). En 1976, Castro ([29]) a
comparé les solutions de Lau & Blaines (1968 [108]), Turner ([195]) et Maull ([124]) et mis en
évidence leurs limites. Mais Castro (1976 [29]) a également mis en place ses propres grilles
incurvées et a observé que les pro�ls de vitesse obtenus expérimentalement étaient di�érents de
ceux attendus analytiquement, et présentaient notamment des fortes non-linéarités (de petite
échelle). Il les a interprétées comme venant d'une coalescence de jet qui elle-même survient à
cause de baisses de pression relativement importantes (Blaines & Peterson 1951 [13], Corrsin
1963 [42]). Coelho (1989 [38]) a lui aussi fabriqué et testé ses propres grilles, mais celles-
ci étaient trop rigides pour produire des pro�ls stables et lisses, et ses travaux seront aussi
pointés du doigt pour des erreurs de calculs. Au passage, notons que dans l'ensemble de la
littérature évoquée précédemment, le problème de la turbulence a été abordé de façon ambigüe.
En e�et, le nombre de Reynolds caractérisant l'écoulement a été intégré dans les équations
servant à prédire la forme des grilles incurvées, mais son importance n'a pas été démontrée
en elle-même, ni théoriquement ni expérimentalement. Toutes les campagnes ont été menées
sur des écoulements à grand nombre de Reynolds, ce qui permet aux systèmes générateurs de
vorticité d'y être relativement insensibles. Les travaux de Dunn & Tavoularis (2007 [54]) ont
quant à eux exploré l'e�cacité des grilles incurvées à faible nombre de Reynolds.

Paramètres de grilles et équations

Parmi les méthodes décrites ci-dessus, l'usage d'une seule grille incurvée nous paraît le plus
judicieux pour générer une vorticité à moindre turbulence, grâce à une fabrication possible à
faible coût.
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Forme de la grille La con�guration d'un générateur de vorticité de type grille incurvée fait
appel aux travaux analytiques précurseurs de Vahl Davis (1957 [196]) et Elder (1959 [56]). On
se place dans un canal à houle 2D (comme celui utilisé pour notre étude) avec L la hauteur
d'eau moyenne. On suppose une grille de forme arbitraire x = f(z), qui sera considérée comme
interface ponctuelle de discontinuité de vitesse, de pression et de vorticité. Une grille incurvée
à maillage carré uniforme se caractérise par sa largeur de saillie d et l'espacement entre le
premier et le dernier élément sur un même axe (la largeur de la grille en somme) l. Ces deux
paramètres permettent de dé�nir la solidité σg comme le rapport entre la surface projetée et
la surface totale de grille:

σg =
2dl − d2

l2
(3.3)

On peut noter que pour di�érencier les di�érentes techniques de conception d'une grille
(tissage, perforation, ...), un paramètre secondaire, la solidité e�ective, a été introduit en
1951 par Baines & Peterson ([13]).

E�cacité de la grille et conditions aux limites On conserve notre hypothèse de �uide
incompressible, et les e�ets visqueux seront négligés (sauf très près de la grille). Lorsque l'eau
passe au travers de la grille, la pression hydrostatique et la vitesse tangentielle changent. On
dé�nit donc un premier paramètre caractéristique K, coe�cient de perte de charge, comme

K =
4p

0.5ρU2
n

(3.4)

où4p est la variation de pression hydrostatique au travers de la grille, ρ la masse volumique
de l'eau et Un la vitesse normale à la surface de la grille (la vitesse uniforme de l'écoulement en
amont de la grille). Ce coe�cient n'a pas de dimension. Dans le cas de �uide incompressible,
il est directement fonction de la solidité et du nombre de Reynolds (Dunn & Tavoularis, 2002
[54]). Concernant les variations de vitesse tangentielle, elles surviennent lorsqu'on place une
grille incurvée dans un écoulement uniforme. En e�et, la grille dévie les lignes de courant mais
par continuité, les composantes normales à la grille des vitesses en amont et en aval doivent
être égales. Or la déviation des lignes de courant va entraîner une diminution de la vitesse
tangentielle en amont de la grille, jusqu'à atteindre la valeur de la vitesse tangentielle en aval
de la grille. Cela conduit à un changement de direction de l'écoulement à travers la grille, qui
est dé�ni par B, le coe�cient de déviation, comme:

B =
Vs1 − Vs2
Vs1

(3.5)

avec Vs1 et Vs2 les vitesses tangentielles respectivement en amont et en aval de la grille.
On peut interpréter B comme l'e�cacité de la grille à dévier une ligne de courant d'incidence
donnée. Ces deux paramètres vont permettrent de caractériser l'hydrodynamisme de la grille,
et si le coe�ceint de perte de charge ne dépend pas du type d'écoulement dans lequel on va
les placer, le coe�cient de déviation et la forme du pro�l de vitesse en amont de la grille vont
eux dépendre du nombre de Reynolds de l'écoulement, de la solidité e�ective de la grille et de
l'angle d'incidence des lignes de courant. Dans le cas d'une grille à mailles carrées, on peut
relier les deux paramètres entre eux (Elder 1959 [56]) :

B = 1− (1 +
√
K)−

1
2 (3.6)
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sachant que pour dans ce cas là également, on peut relier les pertes de charge à la fraction
ouverte de la grille (c'est-à-dire la surface d'une maille, ou encore sa porosité) β :

K =

(
1− β
β

)2

(3.7)

En 1973, Gibbings ([70]) a proposé une autre expression empirique:

B = 1 +
K

4
−

[(
K

4

)2

+ 1

]1/2

(3.8)

et en 1989, Coelho (1989 [38]) a également proposé la sienne:

B ≈ 1− 1.1√
1 +K cos2 θ0

(3.9)

où θ0 est l'angle moyen d'inclinaison de la grille incurvée. Ces trois expressions mettent
en évidence l'incertitude qui demeure sur l'estimation de ce coe�cient, mais l'usage veut que
l'expression de Elder soit considérée comme assez réaliste. Non seulement elle donne les valeurs
les plus basses de B (et nous permet donc de ne pas surestimer le cisaillement) mais elle a été
utilisée dans les études à la base de celle-ci (Woo & Cermak [206], Dunn & Tavoularis [54]).

En 1957, Valh Davis ( [196]) a exprimé le coe�cient de pertes e�ectives, γ en fonction
du coe�cient de perte de charges K et de l'angle θ entre la direction de l'écoulement moyen et
la normale à la grille :

γ = K cos2 θ (3.10)

Si on ne constate que de faibles variations de θ et de la résistance γ, on peut simpli�er
l'expression précédente sous la forme d'un développement limité à l'ordre 1 :

γ = γ0[1 + s(y)] (3.11)

avec s(y) fonction de K et θ, et γ0 le coe�cient moyen de pertes e�ectives, constant
et déterminé par la forme et les propriétés physiques de la grille. Nous avons ici dé�ni les
principaux paramètres caractéristiques d'une grille génératrice de vorticité, penchons nous à
présent sur les conditions limites linéarisées aux abords de la grille. A la �n des années 50, Vahl
Davis (1957 [196]) et Elder (1959 [56]) ont établi les équations reliant la vitesse de l'écoulement
au passage de la grille à ces paramètres :

u− u∗ = γ0(q − 1) + 1
5
γ0s

û1 = û2 = q
BqT = (1−B)v1 − v2

(3.12)

avec u = U∞1

V
, u∗ = U∞2

V
, q = U

V
, û1 = U1

V
, û2 = U2

V
, T = tan θ, v1 = V1

V
et v2 = V2

V
, où V

est une vitesse moyenne selon la verticale, non-dimensionnante pour les équations, V la vitesse
moyenne selon z, q la vitesse locale de l'écoulement aux abords immédiats de la grille et s fait
référence à s(y) fonction de K et θ. Les indices ∞, 1 et 2 signi�ent respectivement �à bonne
distance de la grille�, �en amont de la grille� et �en aval de la grille�. Le changement de vitesse
au passage de la grille est donc bien directement relié au coe�cient moyen de pertes e�ectives.
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Equations pour une grille seule dans un canal 2D On suppose que la grille génère une
petite perturbation ψ

′
de la fonction de courant moyen ψ∞qui s'écrit ψ = ψ∞ + ψ

′
, alors :

∇2ψ
′
= 0 (3.13)

On cherche une solution �nie de cette équation, qui satisfasse les conditions aux limites
(3.12) et telle que la grille coïncide presque avec le plan x = 0 (c'est-à-dire que la grille a un
angle d'inclinaison faible par rapport à la verticale, et que l'on place le référentiel non plus au
début du canal mais à l'emplacement de la grille). D'après Elder (1959 [56]), cette solution
s'écrit:

u∗ − 1 = A(u− 1)− 1

2
(1− A)s+ E

∞∑
n=1

αn cos(nω) (3.14)

avec u∗et u dé�nis par 3.12, ainsi que :
A = 2−γ0−B+γ0B

2+γ0−B
E = γ0

2+γ0−B
ω = πy

L∑∞
n=1 αn sin(nω) = BT

(3.15)

Cette équation relie les distributions de vitesse de l'écoulement en amont et en aval de la
grille, les coe�cients hydrodynamiques et les paramètres géométriques de la grille. Cepen-
dant, dans cette formulation, la détermination des αn présente une di�culté technique non
négligeable. Elder (1959 [56]) a proposé une technique pour transformer le problème, mais sa
technique a été discutée par Hardy & Rogosinski (1944 [82]), et l'obtention de solutions ana-
lytiques du nouveau problème obtenu est encore ardue. Une approche par schéma numérique
itératif sera �nalement retenue (Turner 1959 [195]) pour résoudre l'équation. Une fois le type
de matériau-grille dé�ni (et donc à porosité et coe�cient de perte de charges �xés), les solutions
correspondent à des formes de grilles incurvées, en S. Nous allons voir comment on aboutit à
cette forme grâce à la solution proposée par Maull (1968 [124]).

Solutions La grille incurvée en forme de S a été la solution privilégiée, et ce même avant
l'aboutissement des calculs analytiques. La première solution de grille incurvée en forme de S fut
proposée par Maull ([124]), elle se base sur les formulations empiriques de Elder des coe�cients
de perte de pression K et de déviation B, respectivement dé�nis par (3.4) et (3.6).On peut
expérimentalement dé�nir notre paramètre de vorticité comme suit - on conservera la notation
sg par souci de cohérence :

sg =
h

Uc

dUz
dz

(3.16)

avec z la verticale, direction normale à l'écoulement, h la colonne d'eau selon z, Uc et Uz
respectivement l'intensité du courant au centre de l'écoulement et en tout point de la colonne
d'eau, prises toutes les deux loin de l'in�uence immédiate de la grille. Est proposée une relation
empirique qui dé�nit la forme de la grille, en liant ses dimensions horizontale xg et verticale zg:

xg
h

=
(2 +K −B)sg

KB
f
(zg
h

)
(3.17)

où l'on a formulé la fonction f
( zg
h

)
comme la série suivante:
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f
(zg
h

)
=

4

π3

∞∑
m=1

cos
[

(2m+1)πzg
h

]
− 1

(2m+ 1)3
(3.18)

L'équation (3.17) peut être utilisée tant pour prédire la forme de la grille que son e�cacité
selon les conditions dans lesquelles elle sera placée. Par la suite, nous l'avons vu dans le
paragraphe consacré à la littérature des grilles incurvées, Maull a modi�é empiriquement cette
forme, en multipliant le terme de droite de la forme (3.18) par le terme correctif suivant sur
une partie de la colonne d'eau 1

2
< zg

h
< 1:

fc

(zg
h

)
= 0.26

zg
h

+ 0.87 (3.19)

Une formulation générale de l'équation (3.17) corrigée, valable sur toute la colonne d'eau,
a été établie par Tavoularis (2005 [188]) :

f
(zg
h

)
= −0.738

(zg
h

)6

+2.812
(zg
h

)5

−3.839
(zg
h

)4

+2.687
(zg
h

)3

−1.224
(zg
h

)2

−0.0054
(zg
h

)
(3.20)

Cette formulation présente moins de 0.07% d'écart avec la solution corrigée de Maull, et ce
pro�l, modélisé par un polynôme d'ordre 6, a bien la forme d'un S. Comme cité précédemment,
cette grille modi�ée donne un pro�l de vitesse linéairement cisaillé, avec la vorticité souhaitée
pour zg

h
> 0.25 (soit bien les trois quarts supérieurs de la colonne d'eau). Par contre, pour

le quart inférieur ( zg
h
< 0.25), on observe des variations de vitesse fortement non linéaires.

De façon générale, si la solidité de la grille et le nombre de Reynolds de l'écoulement sont
connus, alors les équations (3.17) et (3.20) permettent de dé�nir la forme de la grille nécessaire
pour produire la vorticité recherchée sg. Dans le cas où les paramètres de grille sont imposés
(solidité et forme), l'équation permettra de déterminer les vorticités qui seront générées selon
les conditions d'écoulement.

Plus tard, les solutions de l'équation d'Elder ont pu être calculées de façon analytique
(schéma itératif de Turner). On peut retrouver ces solutions appliquées à une étude expérimen-
tale dans les travaux de Woo & Cermak (1992 [206]). On suppose une grille de mailles carrées
uniformes de diamètre 0.15mm, réparties avec une densité de 30 mailles par centimètres. Cela
�xe la porosité β = 0.32 et le coe�cient de pertes de charges K = 4.52. La �gure (3.11) trace
les formes de grille solutions de l'équation et calculées pour produire quatre cisaillements con-
stants di�érents, là encore la forme de S est retrouvée. On constate que l'angle d'inclinaison de
la grille par rapport à la verticale augmente pour générer un cisaillement plus important dans
l'écoulement. Le schéma (3.11) explique sommairement l'intérêt de cette forme et sa capacité à
dévier les lignes de courant. La courbure de la grille in�ue directement sur l'angle de déviation
des trajectoires des particules d'eau, et donc sur la répartition verticale des vitesses.

Con�gurations testées et pro�ls obtenus

Sur la base de la grille fabriquée lors de l'étude de B. Simon ([170]), après plusieurs essais (simple
ou double grille, porosité uniforme ou non), nous avons choisi d'utiliser une grille incurvée de
porosité uniforme, que nous avons fabriquée sur mesure pour les besoins de l'expérience (�gure
3.12). Ses dimensions sont de 29cm de large pour 51cm de haut, a�n de pouvoir couvrir
toute la colonne d'eau même avec des angles d'inclinaison importants (la profondeur moyenne
d'immersion est toutefois d'environ 27cm). La surface poreuse est constituée de deux surfaces
superposées de mailles carrées de 1.5mm de côté intérieur (soit 2.1mm de diagonale), réparties
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Figure 3.11: Grille génératice de vorticité: a) Schéma explicatif du fonctionnement du système
- b) Formes de grille nécessaires pour générer un écoulement à vorticité constante, si β = 0.32
et K = 4.52. Crédit : Woo & Cermak (1992 [206]).

avec une densité de 30 mailles par cm2, ce qui donne une porosité β ' 0.45 et un coe�cient de
perte de charges égal à K ' 1.49. Il est à noter que le choix d'une porosité uniforme est basé
sur les conclusions de Woo & Cermak (1992 [206]) qui expliquent qu'une variation de porosité
augmente la turbulence. Concernant le rayon de courbure de notre grille, il est présenté sur la
�gure (3.12), avec la grille installée dans le canal juste à la suite du dispositif anti-turbulence.

Une fois la grille construite, il s'agissait de savoir comment la positionner, c'est-à-dire dé�nir
son emplacement et son inclinaison. Concernant l'emplacement, pour que l'écoulement cisaillé
soit pleinement établi, il est d'usage de mesurer le pro�l de courant à une distance x su�sante
du système générateur de vorticité, c'est-à-dire telle que x

L
≥ 1.7. Une hauteur d'eau moyenne

dans notre canal de L = 0.22m nous imposait un pro�l mesuré à plus de 37cm de la grille.
Nous avons choisi de séparer les courantomètres du pied de la grille de 1.25m (cf schéma
positionnement des courantomètres). Notre grille, de par sa structure en acier, avait un rayon
de courbure di�cilement ajustable. Nous avons donc choisi de jouer sur son inclinaison, et
les di�érentes positions testées sont représentées sur la deuxième partie de la �gure (3.12).
L'angle d'inclinaison est mesuré entre la normale au fond du canal, verticale, et la grille à 10cm
de son pied (distance à laquelle on considère que la grille n'est pas encore incurvée), et varie
entre 23 et 53° par pas de 5°: plus l'angle augmente, plus la grille est inclinée. Nous avons
dé�ni cette plage d'angles d'inclinaison dans l'objectif d'éviter les positions trop proches de 0°
(grille verticale) ou 90° (grille à plat sur le fond), positions ine�caces pour créer de la vorticité.
La �gure (3.13) présente les pro�ls verticaux de la composante horizontale courant, obtenus
à l'entrée de l'écoulement (en x=8.67m), selon l'angle d'inclinsaison de la grille. L'intensité
négative du courant provient de notre repère, qui place l'axe Ox dans le sens de propagation
de la houle, soit le sens contraire du courant. Nous avons par contre représenté la vorticité en
valeur absolue, a�n d'être clair sur ce qu'on recherche.

Nous avions vu précédemment qu'un angle d'inclinaison important générait une vorticité
plus importante. Les résultats obtenus, présentés sur la �gure (3.13), vont dans le même sens:
plus la grille s'incline, plus le pro�l de vitesse suit la même tendance. Si on extrait la vorticité de
chaque pro�l par régression linéaire sur toute la colonne d'eau, on constate que pour de faibles
angles d'inclinaison (23°, 28°), la vorticité est faible, inférieure à 0.5s-1. Alors que pour des
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Figure 3.12: Système générateur de vorticité: a) présentation générale du système b) Gamme
d'inclinaisons-test (photo prise lors de la vidange du canal)

 

Figure 3.13: Comparaison des di�érents cas-tests : a) Pro�ls de courant - pris en entrée de
l'écoulement en x=8.67m - b) Vorticités associées (valeur absolue)
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inclinaisons croissantes (33°, 43°), la vorticité augmente brutalement puis semble tendre vers
une valeur limite d'environ 1.3s-1. Nous avons choisi de retenir un des pro�ls les plus cisaillés,
a�n d'observer au mieux l'e�et du cisaillement sur la propagation de la houle: cela impliquait
donc les angles d'inclinaison supérieurs à 35°. Parmi les vorticités les plus fortes, nous avons
choisi le pro�l qui nous semblait le plus linéaire: celui issu de l'inclinaison à 38°.

Con�guration retenue

Qualité du pro�l d'entrée A présent que nous avons obtenu un premier pro�l acceptable,
nous devons en justi�er la stabilité. Nous avons déjà justi�é sa reproductibilité dans le para-
graphe 3.1.2.3: ce pro�l est stable, on peut le reproduire dans le temps sans qu'il ne se modi�e,
le système générateur de vorticité est �able. A présent, véri�ons la qualité du pro�l, c'est-à-
dire l'intensité de la turbulence présente sur la colonne d'eau. La �gure (3.14) présente ainsi
le pro�l d'entrée que nous avons retenu, avec pour chaque position la plage de variations de
l'intensité du courant. Attention, il est à noter que dans ces variations, on retrouve les e�ets
du bruit instrumental. Nous avons d'abord analysé l'écart-type moyen pour la composante
horizontale du courant. Sur l'ensemble de la colonne d'eau, il est de 3.13cm/s soit en moyenne
48.20% de l'intensité du courant, mais on peut décomposer le pro�l en deux parties. Sur les
10 premières positions en partant de la surface, on remarque de faibles variations - 2.26cm/s
soit en moyenne soit 14.53% de l'intensité moyenne du courant. Il est à noter que la forte
variation à la cinquième position en partant de la surface a été récurrente sur tous les pro�ls
mesurés par la suite, et coïncide avec l'abscisse verticale du premier barreau transverse de notre
grille. On suppose donc que ce barreau créée de la turbulence que l'on retrouve à cet endroit du
pro�l de courant, supposition corroborée par les conclusions de Davies (1976 [46]). Par contre,
lorsqu'on se rapproche du fond (on considère les 5 dernières positions), l'intensité du courant
va varier en moyenne de 4.86cm/s, soit deux fois plus que sur deux tiers supérieurs du pro�l!
Or, nous l'avons vu, à cette position, vers le fond les instruments récupèrent plus de bruit
instrumental à cause du fond métallique, les courantomètres sont soumis à plus de vibrations
car leur profondeur d'immersion est plus grande... Ces valeurs ne sont pas très problématiques,
car notre étude porte sur l'impact du courant sur la propagation de la houle, or les vagues sont
surtout sensibles à la partie supérieure du pro�l de courant, et sur les deux-tiers haut de la
colonne d'eau, les variations (moins de 15% en tenant compte du bruit instrumental) sont tout
à fait acceptables. A présent, évaluons les autres composantes du courant (selon la direction
transverse Oy et selon la verticale Oz).

On constate que les composantes transverse et verticale du courant sont en moyenne très
proches de zéro, et n'en dévient que très faiblement. Ces déviances peuvent s'expliquer par deux
facteurs: les sondes mal positionnées ou l'existence de turbulence. La première hypothèse n'est
pas à négliger, car si les sondes coulissaient le long d'un réglet pour mesurer avec précision leur
profondeur d'immersion, l'orientation précise de leur tête était laissée à l'apprécisation visuelle.
Pour chaque composante du courant, on a donc calculé l'intensité de la turbulence locale comme
le rapport entre la vitesse de �uctuation et la vitesse moyenne locales. Les résultats nous
montrent que sur le pro�l en entrée d'écoulement, juste derrière la grille, l'énergie cinétique
turbulente est du même ordre et même un peu supérieure à l'énergie cinétique de l'écoulement
moyen. Mais outre le fait que le principe de mesure lui-même apporte une dispersion des
vitesses, si on regarde les fréquences associées, on s'aperçoit qu'il s'agit principalement de
turbulence de grille, évanescente et non problématique pour l'établissement du pro�l de courant.
Nous avons donc un pro�l d'entrée caractérisé par une vitesse de surface U0 = −0.1845m/s et
par un cisaillement que l'on va considérer comme verticalement constant et égal à s = 1.237.
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Figure 3.14: Intensités du pro�l de courant généré par la grille incurvée à l'entrée de
l'écoulement, en x=8.67m - a) Composante horizontale - b) Composantes horizontale, trasverse
et verticale

X (m) s (s-1)

1.17 0.1678
4.07 0.1235
5.93 -0.5509
8.67 -1.2365

Table 3.1: Vorticités (s-1) établies le long du canal par régression linéaire sur toute la colonne
d'eau

Evolution selon x A présent que notre pro�l d'entrée est validé, intéressons-nous à son
évolution le long du canal. Nous avons positionné au total quatre courantomètres (deux de
part et d'autre du fond sinusoïdal et deux au-dessus), et les pro�ls de courant que nous avons
obtenus sont présentés sur la �gure (3.15). Il est à noter qu'on a utilisé des courantomètres de
type Side-looking pour les deux positions au-dessus du fond sinusoïdal (a�n de pouvoir mesurer
au plus près du creux du fond), ce qui explique la di�érence de plage de mesures.

Examinons l'évolution du pro�l de courant sur l'ensemble du canal (3.16). On rappelle que
notre axe Ox est orienté dans le sens de propagation des vagues, donc dans le sens opposé au
courant. De plus, notre axe Oz est orienté vers le haut, avec l'origine placée à la surface libre.
Notre pro�l de courant s'écrit U(x, z) = U0(x) + s(x) ∗ z, avec ici z < 0. Ainsi, la vorticité sera
établie comme positive si elle permet au courant de décroître (devenir de plus en plus négatif)
avec la profondeur. On constate qu'au-dessus du fond sinusoïdal survient une inversion de
pro�l, la vorticité change de signe. Si en début d'écoulement, le courant était plus fort (en
valeur absolue) en surface, à la �n de l'écoulement, il est plus fort (toujours en valeur absolue)
près du fond. Dans une première approche, cette évolution peut être modélisée par la fonction
polynomiale empirique d'ordre 5 suivante:

Ssh(x) = −3.3687.10−4x5 + 9, 5.10−3x4 − 8, 83.10−2x3 + 0, 2746.x2 − 2, 9169.10−1x+ 1, 70.10−1

(3.21)
On peut aussi l'exprimer selon l'espacement relatif x̃ = (x − xe), où xe = 8.67m est la

position du pro�l d'entrée :

96



Figure 3.15: Evolution du pro�l vertical de courant le long du canal : intensité selon la pro-
fondeur d'immersion

Figure 3.16: Evolution de la voriticité la long du canal
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Ssh(x̃) = −3, 3687.10−4x̃5 − 5, 1.10−3x̃4 − 1, 08.10−2x̃3 + 8, 32.10−2x̃2 − 2, 61.10−2x̃− 1, 2365
(3.22)

On constate de plus que les pro�ls sont globalement moins perturbés à mesure que l'on
avance dans le canal, avec cette fois un comportement turbulent homogène sur toute la colonne
d'eau. En e�et, si dans l'absolu l'intensité du courant varie plus au passage du fond sinusoïdal,
elle est surtout plus grande. Ainsi, la variation de l'intensité de la composante horizontale du
courant par rapport à sa position moyenne va passer de 3.13cm/s (soit 48.20%) à l'entrée de
l'écoulement à 4.29cm/s (seulement 21.78%), puis 3.85cm/s (soit 20.92%) au dessus du fond
sinusoidal, puis �nalement 4.11cm/s (soit 27.42%) à la sortie de l'écoulement. Rappelons que
le bruit instrumental tient une bonne place dans ces perturbations. Nous pouvons donc dire
que le pro�l établi, s'il évolue le long du canal, n'est pas disloqué par les instabilités.

Condition de blocage de la houle

A présent que nous avons véri�é la qualité de notre pro�l de courant, voyons s'il est bien
compatible avec la propagation d'une houle. En e�et, il existe une condition de blocage de
la houle par le courant: au-delà d'une certaine vitesse d'écoulement, les vagues ne peuvent
plus se propager à contre-courant au-delà d'une certaine fréquence. Cette fréquence s'abaissse
à mesure que le courant se renforce. Notre fond, de longueur d'onde 50cm, nous imposait la
valeur centrale de notre plage de fréquences de houle, à savoir environ 1.2Hz d'après les courbes
prédictives présentées plus tôt. Dans des conditions de profondeur in�nie, la houle va être
bloquée par le courant si la condition de blocage suivante est véri�ée :

u >
c

4
(3.23)

avec u l'intensité du courant en surface, environ 0.18m/s, et c = ω
k

= 2πf
k

la célérité de la
houle. Cette condition nous dit que des houles se propageant à une vitesse inférieure à 4u '
0.738m/s ne se propageront pas, et même si nous ne sommes pas en condition de profondeur
in�nie, cela nous donne un bon ordre de grandeur pour notre cas d'étude. A�n de véri�er
si notre pro�l de courant allait être compatible avec la plage de fréquences de houle, nous
avons réalisé une petite courbe prédictive présentée �gure (3.17). Nous avons calculé la vitesse
de la houle par résolution de la relation de dispersion propagative (2.4) dans trois cas: sans
courant, avec courant constant (pris égal à U0 = −0.1845m/s) et avec courant cisaillé (même
intensité du courant de surface et s = 1.237). Il s'agit d'une étude de dimensionnement,
qui vise à nous donner une idée de la faisabilité de l'étude, c'est pour cela que nous avons
calculé la vitesse de la houle à partir du seul pro�l de courant pris en entrée d'écoulement. Les
résultats nous montrent qu'en présence d'un courant cisaillé, les vagues vont se propager sur
l'ensemble du canal jusqu'à la fréquence d'environ 1.5Hz. Concrètement pendant l'expérience,
on a e�ectivement constaté un blocage de la houle, mais uniquement sur l'extrémité du canal
et vers de plus hautes fréquences, au-delà de 1.63Hz (le blocage survenant souvent même au-
delà de l'emplacement des sondes). Cette di�érence est due au fait que la houle se propage
majoritairement au-dessus d'un espace où le pro�l de courant n'est plus le même qu'en entrée
d'écoulement, et que la condition limite a été estimée pour des conditions de profondeur in�nie.
Nous avons toutefois validé que la houle pouvait se propager entièrement au-dessus de notre
pro�l de courant. A présent que le cadre de l'expérience est posé, parlons de la façon dont nous
post-traiterons les données une fois celles-ci enregistrées.
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Figure 3.17: Courbes prédictives de la célérité de la houle en présence d'un courant cisaillé,
d'un courant constant et sans courant

3.3 Analyse et post-traitement des signaux

3.3.1 Mesures de courant

Routine de despiking Concernant les données de courant, nous l'avons vu nous travaillons
sur des �chiers .dat (initialement .vno, convertis grâce aux logiciels PolySync© et Vectrino-
Plus©). Ces �chiers contiennent un ensemble d'informations, et parmi elles le temps, les
vitesses mesurées selon les trois directions et les corrélations associées. Le seul post-traitement
que l'on va appliquer à nos signaux de courant est un procédé dit de �despiking� ou �ltrage.
C'est une méthode statistique de détection et de suppression des pics parasites, dans notre cas
destinée à éliminer le bruit instrumental autant que faire se peut. Présentée dans les travaux
de Goring & Nikora (2002 [74]), discutée par Wahl (2002 [202]), elle se déroule en plusieurs
étapes, en commençant par sélectionner sur une fenêtre glissante les données sur lesquelles on
va e�ectuer l'étude (le procédé fonctionne mieux s'il n'y a pas un trop gros volume de données
à traiter à la fois). On va ensuite utiliser le concept d'une application de Poincaré en trois
dimensions: on va tracer la variable (ici l'intensité du courant) et ses dérivées (première et
seconde) dans un espace-phase l'une par rapport aux autres. Les points du signal vont alors
se retrouver dans une ellipse dont les axes sont dé�nis par un critère universel. Les points qui
se retrouveront excentrés de l'ellipse correspondent en fait à un pic dépassant du signal, car
ses dérivées seront aussi démarquées des dérivées des points classiques. Il su�ra alors pour
lisser le signal d'éliminer chaque point placé en dehors de l'ellipse, associé à un pic parasite. La
méthode de calcul est présentée en détail dans le rapport ([167]). La �gure (3.18) présente un
exemple d'une ellipse de lissage, extraite du signal de courant relevé à l'entrée de l'écoulement
à la cinquième position en partant de la surface libre, soit à-10.8cm de profondeur, quasiment
au milieu de la colonne d'eau. On présente le signal enregistré par le même courantomètre à la
même position, sans houle puis selon les quatre fréquences de houle. On constate que la houle
a tendance à améliorer la qualité des signaux.

Routine de décomposition du courant en courant moyen et vitesse orbitale Pour
les pro�ls de courant relevés sous la houle, nous avions besoin de déterminer la part de vitesse
orbitale présente dans les �uctuations du courant moyen. Pour cela, nous avons utilisé une
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Figure 3.18: Ellipse de lissage du pro�l de courant relevé en x=8.67m et z=-0.108m, a) sans
houle - b) F= 1.58Hz (T=0.63s) - c) F= 1.35Hz (T=0.74s) - d) F= 1.12Hz (T=0.89s) -e) F=
0.95Hz (T=1.05s)
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routine Matlab qui établit la transformée de Fourier Rapide (Fast Fourier Transform) d'une
mesure temporelle de courant a�n d'en obtenir le spectre d'énergie. Dans ce spectre, nous ne
devrions avoir que des pics secondaires, de faible amplitude, correspondant au bruit, et deux
pics principaux. Le premier pic en amplitude (centré sur la fréquence nulle) correspondra à
l'intensité du courant moyen, tandis que le deuxième pic en amplitude (centré sur la fréquence
de la houle) correspondra à la vitesse orbitale des particules entraînées par la houle. Ensuite,
comme pour toute FFT, les amplitudes des pics identi�és correspondent aux intensités des
données associées (ici, du courant moyen et du mouvement orbital).

3.3.2 Mesures de houle : Méthode à 3 sondes

Comme présenté sur le schéma de la �gure (3.3), nous avons installé six sondes résistives, trois en
amont et trois en aval dans le but de mesurer la ré�exion de la houle par le fond sinusoïdal et de
véri�er que notre système de minimisation des ré�exions parasites en bout de canal est e�cace.
A partir des signaux de trois sondes placées en amont du fond, on va calculer le coe�cient de
ré�exion, à l'aide donc d'une méthode dite �méthode à trois sondes� (contrairement à la partie
numérique où nous avions utilisé une méthode à deux sondes virtuelles). Le principe reste
le même: on va toujours utiliser le déphasage entre les di�érentes crêtes pour décomposer la
partie incidente et la partie ré�échie de la houle dans le signal complet renvoyé par les sondes.
Cette méthode est détaillée dans l'étude de Rey (2002 [160]). Le principe est le même que celui
détaillé dans le paragraphe (2.3), on résout l'équation (1.15) cette fois en trois points, pour
obtenir un système comme (2.62) (qui peut se mettre sous la forme d'un système sur le schéma
de (2.63)) mais de 3 équations à 3 inconnues. Nous allons simplement écrire les solutions a�n
d'être clair sur les di�érences avec la méthodologie numérique. On reste dans les hypothèses
classiques de �uide non visqueux, incompressible et de mouvement irrotationnel. On considère
cette fois trois sondes Sn d'abscisses respectives xn avec n = 1, 2, 3. En analysant le signal
d'une sonde Sn, on extrait l'amplitude An et la fréquence de la houle - donc sa pulsation ω,
et par analyse de Fourier on extrait la phase ϕn. On peut donc reconstruire la surface libre à
l'emplacement de la sonde sous la forme générale :

ηn = An exp(i(ωt− ϕn)) (3.24)

avec n = 1, 2, 3. On va d'ailleurs noter δn = ϕn − ϕ1 avec n = 1, 2, 3 le déphasage entre le
signal de la première sonde et les autres signaux. Par une routine de résolution de la relation de
dispersion, on détermine k+et k− , les nombres d'onde propagatifs respectivement incident et
ré�échis, et on pose 4+

n = k+(xn− x1) et son pendant 4−n = k−(xn− x1) avec n = 1, 2, 3. Une
remarque importante concernant cette étape: les sondes résistives sont placées sur la partie
gauche du canal, côté batteur. Or à cet endroit là, la �gure (3.15) nous montre un pro�l
de courant presque verticalement constant (la vorticité est d'environ -0.2s-1). En première
approximation, nous avons donc choisi de résoudre plutôt la relation de dispersion par courant
uniforme (1.143). On pose le système de trois équations à trois inconnues, et les solutions (2.64)
et (2.65) vont à présent s'écrire à l'aide des coe�cients :

s1 =
∑3

n=1 exp(−2i4−n )

s2 =
∑3

n=1 exp(2i4+
n )

s12 =
∑3

n=1 exp(i(4+
n −4−n ))

s3 =
∑3

n=1 An exp(−i(4−n + δn))

s4 =
∑3

n=1An exp(i(4+
n − δn))

s5 = s1s2 − s2
12

(3.25)
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sous la forme:

A+ =
s2s3 − s12s4

s5

(3.26)

A− =
s1s4 − s12s3

s5

(3.27)

Et le coe�cient de ré�exion s'écrit toujours

Cr =
|A−|
|A+|

(3.28)

Nous avons à présent tous les outils à notre disposition pour analyser et comprendre les
données recueillies lors de la campagne.

3.4 Résultats et discussions

3.4.1 Pro�l de courant

En l'absence de houle: courant moyen et niveau moyen de la surface libre

Champ de courant de surface le long du canal Nous avons présenté sur les �gures
(3.14) et (3.15) le pro�l de courant obtenu grâce à notre système générateur de vorticité.
Après avoir établi sa stabilité, nous allons à présent nous intéresser à son évolution dans la
zone de la colonne d'eau où il est le plus perçu par la houle: près de la surface. Nous avons
placé cinq courantomètres le long du canal, la tête à 2cm sous la surface (ce qui nous donne
une zone de mesure z = −7cm), et nous les avons déplacés quinze fois de dix centimètres à
chaque fois, selon le schéma présenté en �gure (3.2). Ainsi, nous avons xs1 = [1.40 : 2.88]m,
xs2 = [2.90 : 4.30]m, xs3 = [4.42 : 5.82]m, xs4 = [5.95 : 7.35]m et xs5 = [6.94 : 8.34]m.
La �gure (3.19) présente l'intensité de la composante horizontale du courant de surface le
long du canal. Par souci de clarté, nous avons choisi de représenter l'intensité du courant
en valeur absolue et d'attribuer une couleur à chaque courantomètre. Nous avons également
superposé le fond ondulé à la courbe (l'amplitude des oscillations s'inscrit dans l'échelle des
vitesses), a�n de pouvoir facilement corréler le comportement du courant à la bathymétrie.
De façon générale, on remarque que la vitesse de surface conserve son ordre de grandeur sur
l'ensemble du canal. Sur chaque tronçon, on enregistre les vitesses moyennes de courant de
surface successives: us1 = 0.1678m/s, us2 = 0.1773m/s, us3 = 0.1918m/s, us4 = 0.1998m/s
et us5 = 0.1836m/s soit une variation maximale d'environ 19% et une vitesse moyenne sur
l'ensemble du canal estimée à us = 0.1840m/s. On observe ainsi que l'intensité du courant de
surface connaît un pic lorsqu'il entame le fond ondulé, puis diminue à mesure qu'il le parcourt.
Si on regarde de plus près, on constate que le courant de surface est particulièrement corrélé
avec la bathymétrie. En e�et, deux zones de grande turbulence apparaissent exactement au
début et à la �n du fond ondulé. A ces endroits-là, l'écart-type sur la composante horizontale est
respectivement de 0.1533 et 0.1965, contre 0.0612 en moyenne sur les autres tronçons (0.0596
sur le premier tronçon hors discontinuité, 0.0492 sur le tronçon 2, 0.0978 sur le tronçon 3,
0.0534 sur le tronçon 4 hors discontinuité et 0.046 sur le tronçon 5). Soit une augmentation
de 286%! On observe également que le courant de surface oscille au-dessus du fond ondulé,
oscillations qui apparaissent être de même période que le fond. Cela est bien visible notamment
sur le deuxième tronçon (en rose sur la �gure) où le même courantomètre enregistre des chutes
de vitesse exactement au-dessus des creux du fond ondulé. Pour véri�er si ce comportement
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Figure 3.19: Evolution de la composante horizontale du courant dans la direction Ox, relevé
en z = −7cm: a) Relevé le long du canal - b) Mesures au-dessus d'une crête du fond: schéma
du dispositif - c) Mesures au-dessus d'une crête du fond: résultats

était bien persistant, nous avons réitéré la mesure du courant de surface au-dessus d'une bosse
de fond un mois après la première mesure. Le résultat est présenté sur le deuxième graphe
de la �gure (3.19), avec encore une fois le pro�l bathymétrique superposé par souci de clarté.
Nous avons choisi la cinquième longueur d'onde de fond, a�n d'être au milieu du fond ondulé
et d'éviter les e�ets de bord. Les abscisses des trois points de mesure sont respectivement
x1 = 4.67m, x2 = 4.79m et x3 = 5.04m. Nous constatons encore une fois une variation de
l'intensité du courant de surface de même période et presque proportionnelle à la variation
bathymétrique: pour 1cm de variation verticale de bathymétrie, on constate une variation du
courant de surface de 0.59cm.s-1. Il y a bien un comportement spéci�que du courant qui est
établi au-dessus du fond sinusoïdal.

Nous avons analysé l'évolution du pro�l de courant en surface, mais il reste à lier cette
évolution au débit. Le caractère constant de ce dernier est théoriquement acquis, mais l'établir
de façon dé�nitive par des relevés expérimentaux permettra d'en avoir con�rmation.
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Figure 3.20: Elevation du niveau moyen de la surface libre sous l'in�uence du courant

Variation du niveau moyen de la surface libre et conservation du débit La conser-
vation du débit de l'écoulement est une hypothèse importante à véri�er pour que l'expérience
repose sur des bases solides. Pour cela, en dehors de toute considération concernant la houle,
nous avons déterminé l'élévation relative du niveau moyen de la surface libre sous l'in�uence
du courant. Elle se calcule comme la di�érence entre les niveaux moyens de la surface libre
en présence et en l'absence de courant. Le protocole pour chacune de ces mesures a été décrit
précédemment, dans le paragraphe 3.1.2.2. Après un étalonnage particulièrement précis des
sondes, nous avons mesuré le niveau moyen de la surface libre au repos, sans courant, selon les
positions présentées en rouge sur le schéma �gure 3.4. Nous savons que dans ce cas de �gure,
le niveau de l'eau, soumis à la seule gravité, est parfaitement horizontal. Or chaque sonde
est déplacée 15 fois, de 140cm au total. Si l'on constate une variation de la tension (donc de
profondeur d'immersion) au cours de ce déplacement, nous saurons que le support de sondes
n'est pas exactement horizontal, et nous saurons le quanti�er avec précision. Ensuite, sans
vider le canal nous installons le courant et remesurons le niveau moyen de la surface libre. En
faisant la di�érence à chaque position entre le niveau relevé au repos et le niveau relevé avec
courant, nous aurons la variation du niveau moyen de la surface libre due au courant, et ainsi
une indication sur la conservation du débit sous l'in�uence du courant. Notons que le niveau
moyen de l'eau est imposé par les conditions d'écoulement en aval. Cette élévation est présentée
sur la �gure 3.20, d'abord d'un point de vue global, avec une superposition du fond pour faire
le lien avec la bathymétrie, puis d'un point de vue agrandi, pour analyser les micro-variations.

On constate qu'en e�et, globalement l'élévation est quasi nulle: son maximum est d'environ
deux millimètres, soit moins de 0.91% de la hauteur d'eau totale. On peut donc en déduire
que la dissipation est faible (pas de perte de charges). Si on regarde de très près, on voit une
légère augmentation du niveau moyen de la surface libre au-dessus du fond sinusoïdal. C'est
particulièrement visible aux alentours de 7.2m, lorsque le niveau moyen de la surface libre chute
quand l'écoulement plonge dans le premier creux du fond ondulé, puis augmente sur le reste du
fond. Cela est logique, nous avons vu qu'en e�et le courant s'intensi�ait dans cette zone.

En présence de houle

Les pro�ls de courant en l'absence de houle sont décrits en détails au paragraphe 3.4.4. Cepen-
dant, tous les calculs et discussions qui vont suivre sont basés sur l'impact du pro�l de courant
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sur la propagation de la houle. Il est donc nécessaire de véri�er si ce pro�l n'est pas trop
perturbé par les vagues, justement. Nous allons donc véri�er comment se comporte le pro�l de
courant sous quatre fréquences de houle, choisies pour être représentatives de l'ensemble de la
plage de fréquences que nous utiliserons pour les mesures de ré�exion: f1 = 1.59Hz (avec une
amplitude de a=0.01m), f2 = 1.35Hz (et a=0.01m), f3 = 1.12Hz (et a=0.02m) et f4 = 0.95Hz
(pour a=0.032m). Les amplitudes ont été choisies de façon à toujours présenter un pro�l de
houle le plus sinusoïdal possible (pour rester dans le cas d'une houle linéaire).

Impact de la houle sur les pro�ls horizontaux de la composante horizontale du
courant Commençons par la partie supérieure de l'écoulement, à la fois celle où le courant
va le plus impacter le comportement de la houle et celle qui risque justement d'être la plus
perturbée par les vitesses orbitales des particules d'eau associées à cette houle. Dans un premier
temps, intéressons nous à l'écart entre les pro�ls de courant sous la houle et les pro�ls relevés
initialement sans la houle (�gure 3.21). Par souci de clarté, on travaille ici avec la valeur absolue
de l'intensité du courant. Comme précédemment, nous avons a�ché dans une couleur di�érente
les mesures relevées par des courantomètres di�érents, avec leur écart-type. Pour pouvoir
corréler les variations de courant avec les variations de bathymétrie, nous avons superposé (sans
considération d'échelle) la forme du fond, en trait plein noir. Dans l'ensemble, on constate que
l'ordre de grandeur et le mouvement oscillant sont conservés, ce dernier étant toujours de même
période que le fond sinusoïdal. De façon logique, l'écart-type moyen est plus important que
pour le pro�l sans houle, mais on retrouve les pics de turbulence aux extrémités du fond ondulé.
Cette augmentation peut s'expliquer par le mouvement orbital des particules d'eau dû à la houle
(ce point sera discuté plus loin), et de façon plus pratique par les vibrations transmises aux
courantomètres par les vagues pendant les mesures. L'in�uence de la houle est très signi�cative:
les pro�ls en présence de houle �épousent� la bathymétrie sinusoïdale. On remarque que, par
rapport au pro�l relevé initialement, la houle abaisse légèrement l'intensité du courant. En e�et,
l'intensité du courant sur l'ensemble du canal baisse en moyenne de 14.64% sous l'in�uence de
la houle, toutes fréquences confondues. Les basses fréquences ont d'ailleurs plus d'impact sur
ces valeurs: l'intensité du courant baisse de 13.6% pour une houle de fréquence 1.59Hz et de
11.8% pour une houle de 1.35Hz, mais elle chute de 16.04% pour une houle de 1.12Hz et 17.12%
pour une houle 0.95Hz. On suppose que dans la partie supérieure de l'écoulement, une partie
du mouvement des particules entraînées par le courant peut être inversé par le mouvement
orbital initié par la houle, et ce phénomène s'accentue pour des houles longues. On remarque
aussi que pour les fréquences de houle intermédiaires, l'intensité du courant de surface reste
élevée à droite du canal (x > 7.14m). Cela peut s'expliquer par l'agitation qui règne dans cette
zone à ces fréquences: on a noté la présence d'ondes transverses qui ont tendance à favoriser la
turbulence dans l'écoulement, et donc à augmenter la vitesse moyenne. A l'autre extrémité du
canal par contre (x < 2.13m), l'intensité du courant de surface n'est pratiquement pas modi�ée
par la houle, et ce pour aucune fréquence: en e�et, le courant est homogène sur la verticale et
le fond est plat.

Nous avons vu qu'en certains endroits, la houle perturbe légèrement le courant de surface.
Penchons-nous donc sur le mouvement orbital des particules d'eau près de la surface. Nous
utilisons la méthode de décomposition du courant de surface en courant moyen et vitesse orbitale
présentée dans le paragraphe 3.3.1, et cette décomposition est présentée sur la �gure (3.22).
De façon prévisible, plus la fréquence de la houle est faible (soit de longues périodes), plus
la vitesse orbitale est élevée (car les particules ont un mouvement construit). Ainsi, plus la
houle est longue, plus on peut s'attendre à une modi�cation du courant sur toute la colonne
d'eau. On rappelle d'ailleurs que, sous l'in�uence de la houle, la vitesse moyenne du courant
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de surface diminuait jusqu'à 17.12%, valeur maximale justement obtenue sous une houle de
basse fréquence. Or, nous voyons ici que pour cette même basse fréquence, la vitesse orbitale
moyenne est d'environ 17.88% de l'intensité du courant sans la houle. On peut donc déduire
que les vagues ne modi�ent le courant que d'environ 0.76% au maximum. Il est à noter qu'à
partir de x=7m, on visualise les e�ets transverses qui ajoutent de la turbulence en surface: la
vitesse orbitale s'accentue.

Impact de la houle sur les pro�ls verticaux de la composante horizontale du courant
Intéressons-nous à présent à ce qui se passe dans la colonne d'eau! La �gure (3.23) présente

quatre pro�ls verticaux de courant mesurés en présence de houle, pour les quatre fréquences
évoquées ci-dessus, et comparés aux mêmes pro�ls relevés sans houle. Dans un premier regard
d'ensemble, on constate que sur l'ensemble de la colonne d'eau, la houle - peu importe sa
fréquence - n'impacte que vraiment très peu le pro�l de courant. En moyenne sur la colonne
d'eau et pour les quatre courantomètres, l'intensité du courant va augmenter (en valeur absolue)
de 6.4mm/s sous une houle de 1.59Hz, de 1.9mm/s pour une houle de 1.35Hz, de 3.5mm/s pour
une houle de 1.12Hz et diminuer de 4.8mm/s pour une houle de 0.95Hz. cela nous donne sur
l'ensemble des houles testées une diminution moyenne de l'intensité du courant sur la colonne
d'eau d'environ 1.8mm/s, soit environ 1/10e de l'intensité elle-même. On peut donc considérer
en première approximation que les pro�ls verticaux de courant se conservent sous la houle. On
remarque toutefois que la plage de variation de l'intensité du courant a tendance à augmenter en
présence de houle, principalement sur la moitié supérieure de l'écoulement (de façon logique).

A présent que nous avons comparé chaque pro�l sous une fréquence de houle spéci�que
à son pendant au repos, comparons les pro�ls sous houle entre eux, à chaque position, pour
véri�er si une tendance n'émerge pas. Nous en pro�tons d'ailleurs pour comparer séparément
les composantes du signal: le courant moyen et la vitesse orbitale. Cette comparaison est
présentée sur la �gure (3.24). Chaque �gure correspond aux relevés d'un même courantomètre
(même position), on compare les pro�ls qu'il a enregistrés sous di�érentes conditions de houle.
Cette fois, nous revenons à notre pro�l sans courant de référence, celui présenté sur la �gure
(3.11), a�n de rester dans la continuité des comparaisons précédentes. Les initiales `MCV' sig-
ni�ent 'Intensité Moyenne de la composante horizontale du Courant (`Mean Current horizontal
Velocity'), et `OV' signi�e �Vitesse Orbitale�, cette dernière concernant aussi la composante
horizontale du courant, bien entendu. On rappelle que la méthode pour extraire les vitesses
orbitales est détaillée dans le paragraphe 3.1.1. De façon générale, les vitesses orbitales restent
très faibles sur l'ensemble de la colonne d'eau, et tendent seulement à impacter la vitesse du
courant sur les cinq premiers centimètres sous la surface. Le courant moyen, quant à lui, reste
peu impacté par la houle. On remarque sur la position x=4.07m, soit après que le courant
ait parcouru une grande partie du fond sinusoïdal, la plus haute fréquence de houle (soit la
houle la plus courte) déconstruit le pro�l de courant sur la moitié supérieure de la colonne
d'eau. On remarque également que pour la partie droite du canal, les pro�ls de courant sont
plus impactés par la houle, on le voit particulièrement pour la position 8.67m, où on observe
un net décalage entre le pro�l sans courant et les autres pro�ls. Cependant, si on se réfère au
pro�l sans courant enregistré le jour même, l'écart est moindre, on suppose donc que l'écart
observé sur la �gure (3.24) vient juste de la variation parfois observée d'un jour à l'autre des
conditions hydrodynamiques. De plus, l'allure générale et la linéarité du pro�l nous paraissent
très bien conservés, nous allons le véri�er en comparant les vorticités (calculées comme toujours
par régression linéaire sur toute la colonne d'eau à chaque position et pour chaque condition
de houle). Les résultats sont présentés sur la deuxième partie de la �gure (3.24). Les vortic-
ités associées aux pro�ls �sans houle� et leur approximation sont celles présentées sur la �gure

106



Figure 3.21: Impact de la houle sur les pro�ls de courant - a) Pro�ls horizontaux près de la
surface selon la fréquence de la houle - b) Comparaison des pro�ls relevés avec ou sans la houle
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Figure 3.22: In�uence de la vitesse orbitale

(3.15), pour comparaison.
Il est à noter qu'ici, en première approximation, nous avons extrait les vorticités par re-

gression linéaire sur toute la colonne d'eau. Nous verrons dans la section suivante que d'autres
méthodes existent (regression linéaire sur les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau, ap-
proximation polynomiale d'ordre cinq du pro�l vertical puis mesure de la tangente à ce pro�l
en z = −de...), chacunes avec leurs avantages et leurs inconvénients. Une fois les vortic-
ités déterminées à chaque position pour chaque condition de houle, nous avons établi une loi
d'approximation polynomiale pour représenter l'évolution du cisaillement le long du canal pour
une fréquence de houle particulière. Il s'agit d'avoir une représentation approchée de l'évolution
du cisaillement le long du canal pour chaque condition hydrodynamique testée, pour mettre en
évidence les di�érences et éventuellement établir une tendance sur toute la plage de fréquences.
Les courbes obtenues sont présentées sur la deuxième partie de la �gure (3.24) et voici les
équations associées :



Ssh(x) = 1, 8224.10−4x5 − 5, 076.10−3x4 + 4, 017.10−2x3 − 3, 756.10−2x2 − 2, 926.10−1x
+1, 708.10−1

S1.59(x) = −3, 8957.10−4x5 + 9, 7.10−3x4 − 7, 87.10−2x3 + 2, 107.10−1x2 − 1, 536.10−1x
+1, 149.10−1

S1.35(x) = −8, 9825.10−4x5 + 2, 31.10−2x4 − 1, 994.10−1x3 + 6, 264.10−1x2 − 4, 952.10−1x
−1, 264.10−1

S1.12(x) = −8, 1941.10−4x5 + 2, 09.10−2x4 − 1, 776.10−1x3 + 5, 409.10−1x2 − 4, 216.10−1x
+1, 31.10−1

S0.95(x) = 1, 1.10−3x5 − 3, 2.10−2x4 + 3, 189.10−1x3 − 1, 2802x2 + 1, 1104x+ 2, 7721
(3.29)

Si on compare les vorticités établies ainsi, on constate une inversion de la tendance à cause
de la houle : le long du canal, le cisaillement sans houle était d'abord négatif puis positif,
et en présence de houle, il présente une évolution contraire. Il faut cependant prendre ces lois
d'approximation avec précaution. En e�et, par exemple, pour le pro�l enregistré sous une houle
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Figure 3.23: In�uence de la houle sur les pro�ls verticaux de courant : Présentation des pro�ls
et comparaison avec les pro�ls sans houle
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Figure 3.24: In�uence de la houle sur les pro�ls verticaux de courant : a) in�uence du mouve-
ment orbital -b) Evolution spatiale de la vorticité selon la fréquence de houle

de fréquence 0.95Hz, la vorticité supérieure à 2.5s-1 est uniquement due à notre méthode de
détermination par régression linéaire sur la colonne d'eau, car près du fond la vitesse moyenne
du courant (en valeur absolue) était particulièrement importante, alors qu'elle restait à peu près
constante sur tout le reste de la colonne d'eau. Ce point là est donc peut-être moins pertinent
que les autres. De même, nous avons vu que sur la partie droite du canal, les pro�ls étaient
parfois perturbés par des e�ets transverses. Si on considère donc les trois premières positions,
et qu'on néglige la première pour la houle de fréquence 0.95Hz, on constate que les points
sont particulièrement proches, voire confondus. En première approximation, nous pouvons
donc considérer que le pro�l de courant sans houle reste valable sur l'ensemble du canal pour
toutes les conditions hydrodynamiques testées, mais que notre méthode de détermination par
régression linéaire n'est pas très appropriée.

A présent que les conditions hydrodynamiques de houle et de courant ont été présentées,
nous avons tous les paramètres d'entrée pour nos modèles et nous pouvons tester avec nos
modèles des calculs de prédiction de la ré�exion de la houle pour di�érentes con�gurations
de courant et de cisaillement, avant de passer plus tard à la confrontation avec les mesures
expérimentales.

3.4.2 Etude de la résonance de Bragg

Conditions de l'expérience

Il est important de préciser les conditions dans lesquelles la mesure de la ré�exion de la houle
est réalisée. Nous avons placé trois sondes en amont et trois sondes en aval du fond sinusoïdal,
de fréquence d'échantillonnage 512Hz. Elles ont pour abscisses respectives : xs1 = 1.45m,
x2 = 1.75m, x3 = 1.952m puis x4 = 7.35m, x5 = 7.553m et x6 = 7.86m et sont donc espacées
comme suit: 4xs1−s2 = 0.3m, 4xs2−s3 = 0.202m et4xs4−s5 = 0.203m, 4xs5−s6 = 0.305m. Les
tableaux (3.2) récapitulent les conditions de houle générées dans le canal, le premier concernant
la mesure de ré�exion de la houle sans courant et le second la mesure avec courant. Nous y
avons précisé la période de houle générée T , en secondes (la plage parcourue selon un pas égal
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T (s) f (Hz) a (cm) Nb_periodes

[60:69] [1.66:1.44] 1 200
[70:73] [1.43:1.37] 1.1 200
[74:84] [1.36:1.19] 1.6 200
[85:86] [1.18:1.16] 2 200
[87:90] [1.15:1.11] 2.8 200
[91:93] [1.10:1.07] 3 200
[94:99] [1.06:1.01] 3.2 200

[100:111] [1:0.90] 3.3 200

 

T(s) f (Hz) a (cm) Nb_périodes

[60:69] [1.66:1.44] 1 250
[70:76] [1.43:1.32] 1.1 250
[77:84] [1.31:1.19] 1.6 250
[85:88] [1.18:1.14] 2 250
[89:94] [1.13:1.06] 2.8 250
95 1.05 3.2 250

[96:106] [1.04:0.94] 2.5 250
[107:111] [0.93:0.90] 2.8 250

Table 3.2: Tableau récapitulatif des conditions de houle : a) Ré�exion de la houle sans courant
- b) Ré�exion de la houle en présence de courant

Figure 3.25: Coe�cient de ré�exion de la houle en l'absence de courant : comparaison avec les
courbes prédictives

à 1s), la fréquence associée f en Hertz, l'amplitude en centimètres et le nombre de périodes par
enregistrement (pour indication).

Ré�exion de la houle en l'absence de courant

Nous avons recueilli les premiers résultats de ré�exion de la houle en l'absence de courant, et
nous les avons comparés avec nos courbes prédictives de la �gure (3.8) (la comparaison avec
nos propres modèles sera détaillée dans le chapitre suivant). Ici, il s'agit simplement de véri�er
que notre montage expérimental nous donne des résultats conformes aux attentes exprimées
pendant le dimensionnement. Nous pourrons alors plus tard confronter ces résultats avec nos
propres modèles (voir le chapitre suivant) et partir sur des considérations plus poussées, comme
l'in�uence comparée des mécanismes physiques intervenant dans la ré�exion de la houle. On
constate une assez bonne corrélation des résultats numériques et expérimentaux. Si on regarde
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dans le détail, le maximum de ré�exion est bien approché en amplitude par le modèle de Kirby
(présenté au paragraphe 1.5.3): CRmaxKirby = 0.5701 numériquement et CRmaxexpé = 0.5615
expérimentalement, soit 1.51% d'écart seulement. Le modèle Intégrales Aux Frontières, lui,
le sous-estime un petit peu: CRmaxIAF = 0.51(soit 9.17% d'écart). Concernant la fréquence
de résonance, les deux modèles la surestiment légèrement: fmaxKirby = 1.173Hz et fmaxIAF =
1.167Hz au lieu de fmaxexpé = 1.148Hz, soit respectivement une surestimation de 2.17 et 1.65%.
Ces modèles ont donc fourni une prédiction tout de même très perspicace.

L'évolution aux hautes fréquences (entre 1.2 et 1.5Hz) est très bien représentée par les deux
modèles, l'écart que nous constatons ensuite (au-delà de 1.5Hz) peut être attribué à de la
ré�exion parasite venant des installations placées en bout de canal (plage absorbante, grilles
de stabilisation de l'écoulement...) ainsi qu'à l'atténuation de la houle lors de sa propagation.
Cela n'impacte pas la qualité du pro�l sur le reste de la plage de fréquences. Au-dessous de la
fréquence de résonance, entre 0.9 et 1.1Hz environ, on constate que les modèles prévoient une
ré�exion sous-estimée par rapport aux résultats expérimentaux, même si on retrouve la forme
générale en maxima successifs. Ces dernières sont d'ailleurs réparties di�éremment. Sur cette
plage de fréquences, le modèle de Kirby prévoit deux maximas de fréquences pics et d'amplitudes
respectives 0.08223 à 0.9279Hz et 0.1422 à 1.044 Hz. Le modèle IAF en prévoit également
deux, légèrement décalés mais d'amplitudes semblables : 0.08876 à 0.9529 Hz et 0.1406 à 1.048
Hz. Expérimentalement par contre, nous en avons relevé trois : 0.2087 à 0.9141Hz, 0.1702 à
0.9766Hz et 0.2521 à 1.031Hz.

La mesure de la ré�exion de la houle sans courant nous a permis de valider notre montage
expérimental, en validant nos mesures par des modèles numériques éprouvés. A présent, nous
allons présenter les courbes prédictives sorties de ces mêmes modèles pour la ré�exion de la
houle en présence de courant.

Courbes prédictives en présence de courant

Courbe d'évolution de la fréquence associée au maximum de résonance en fonction
de U0 (pour s=0) Lorsqu'on pense à la ré�exion de la houle en présence d'un courant, le
premier paramètre qu'on imagine avoir de l'in�uence est bien entendu le courant de surface.
Nous avons donc réalisé une étude paramétrique pour quanti�er cette in�uence sur la fréquence
de résonance. Pour avoir une bonne fourchette d'estimation, nous avons poursuivi avec le
modèle de Kirby (ce qui reste cohérent vis-à-vis de l'ensemble des courbes de dimensionnement
ou de prédiction obtenues jusqu'ici). Comme il ne tient pas compte du cisaillement, nous
somme certains de n'observer que l'in�uence du courant de surface. Nous avons donc calculé
la fréquence de résonance dans le cas d'une houle se propageant au-dessus d'un fond sinusoïdal
de longueur 5m, d'amplitude 0.035m et avec une profondeur d'eau moyenne de 0.22m, pour
rester �dèle aux conditions expérimentales. Les résultats sont présentés sur la �gure (3.26).
Nous avons choisi de travailler avec un courant de surface variant de 0 à -0.2m/s car cette plage
englobe les valeurs que nous avons mesurées en présence de houle (voir les courbes �gure (3.19)
notamment).

On constate que l'intensité du courant de surface a une relative in�uence sur la position
du pic de Bragg: une variation de 1cm/s du courant de surface peut modi�er la fréquence de
résonance jusqu'à 0.06 Hz. Plus l'intensité du courant de surface est forte (en valeur absolue) et
plus elle va impacter la position du pic de Bragg. Notre courant de surface moyen a été mesuré
respectivement à 0.1840m/s sans houle, et même s'il a été relevé à des intensités inférieures
en présence de houle, nous considèrerons d'abord qu'une grande partie des variations a pour
origine, comme nous l'avons vu, les vitesses orbitales, et que donc le courant moyen se conserve.
D'après la courbe de la �gure (3.26), pour un courant de surface de 0.1840m/s, la fréquence de
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Figure 3.26: Evolution de la fréquence associée au maximum de résonance selon l'intensité du
courant de surface (pour s=0) - modèle de Kirby

résonance est prévue à 1.114Hz si l'écoulement est considéré comme verticalement uniforme. Or,
nous l'avons vu, si l'écoulement est pratiquement uniforme à l'emplacement de sondes résistives
qui mesurent la ré�exion de la houle, ce n'est pas le cas sur l'ensemble du canal. Voyons à quel
point ce cisaillement variable impacte la ré�exion.

Comparaison des données expérimentales avec et sans courant

La �gure (3.27) montre les données de ré�exion acquises en présence de courant. On constate
que le maximum de ré�exion a fortement diminué: son amplitude passe de 0.56 à 0.36 (soit
une baisse d'environ 36%) tandis que sa fréquence passe de 1.14Hz à environ 1.10Hz. (soit une
baisse 3.6%). Il est à noter que cette nouvelle fréquence est très proche de celle prédite par le
modèle Kirby (3.26). Tâchons de comprendre l'origine de cette variation. L'onde ré�échie est
advectée par le courant, pour une énergie ré�échie donnée, l'amplitude est donc plus faible, ce
qui peut expliquer une diminution de l'amplitude du pic. La dissipation de la houle au cours de
sa propagation peut aussi expliquer une diminution de l'amplitude de l'onde ré�échie. Le pro�l
présente d'autres modi�cations tout aussi intéressantes, avec en premier lieu l'émergence d'un
second pic de ré�exion, aux alentours de 1.3Hz, complètement absent du pro�l sans courant.
Les mesures prises avec un faible intervalle de fréquence nous montrent bien qu'il ne s'agit plus
d'une succession de maxima et minima locaux, mais bien d'un comportement particulier. Nous
remarquons également que la ré�exion aux basses fréquences a diminué: on passe de minima
locaux d'amplitudes 0.2521 pour 1.031Hz et 0.1702 pour 0.9766Hz sans courant à des minima
d'amplitudes 0.1021 à 0.9857Hz et 0.04965 à 0.9345Hz, soit pour chaque minimum une diminu-
tion moyenne respective de 32.5% et 51.4% en amplitude et 5.2% et 5.1% en fréquence. On
souhaite comprendre quel(s) phénomène(s) physique(s) lié(s) à notre pro�l de courant cisaillé
interfère(nt) dans la propagation de la houle (et donc a fortiori dans sa ré�exion), et quel(s)
paramètre(s) impacte(nt) précisément le pic de Bragg.

3.4.3 Etude paramétrique

Pour cela, nous avons donc mené une étude paramétrique qui compare les in�uences des deux
paramètres qui dé�nissent notre pro�l de courant : son intensité en surface et sa vorticité.
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Figure 3.27: Comparaison des mesures de ré�exion de la houle avec ou sans courant

Commençons par le courant de surface, dont nous savons déjà qu'il conditionne en partie la
fréquence de résonance.

In�uence de U0 à s �xé, s=0 Dans un premier temps, nous avons poursuivi notre étude
amont avec le modèle de Kirby. Nous avons vu qu'il représentait très bien la ré�exion de
la houle en l'absence de courant. En présence de courant, nous nous attendons à ce que la
fréquence de résonance soit bien représentée, car nous avons vu que sa prédiction collait déjà
très bien aux résultats. Cependant, comme ce modèle ne modélise qu'un pro�l de courant
uniforme, sans cisaillement, on devrait constater un écart au niveau de l'amplitude du pic de
Bragg - écart qui ne devrait toutefois pas être trop important car nous l'avons vu, au niveau
des sondes résistives, le pro�l de courant est relativement uniforme. Nous avons donc calculé le
coe�cient de ré�exion de la houle en présence d'un courant verticalement uniforme d'intensité
u = U0exp = −0.1840m/s. Les résultats sont présentés sur la �gure (3.28) et correspondent à
nos prédictions. On constate que les fréquences de résonance sont identiques au milliHertz près:
1.113Hz pour le modèle et 1.114Hz pour les données expérimentales. Par contre, l'amplitude du
pic est surestimée par le modèle de 22.3% (0.4482 au lieu de 0.3664). L'évolution du coe�cient
de ré�exion aux abords de la fréquence de résonnance suit la même tendance: par exemple, le
maximum local aux alentours de 1Hz est aussi surestimé de 21.2% (mais est centré en fréquence).
Par contre, une di�érence majeure entre le modèle et les données expérimentales concerne le
second pic de ré�exion, aux alentours de 1.3Hz: il est complètement ignoré par le modèle. A
cette fréquence nous avons un coe�cient de ré�exion mesuré de 0.1379 et un coe�cient de
ré�exion calculé de 0.0345, soit une di�érence de presque 75%. Le comportement général n'est
pas non plus respecté : le modèle présente une succession de maxima et minima locaux tandis
qu'expérimentalement, on constate une forte ré�exion quasi constante entre 1.25Hz et 1.49Hz.
Les résultats du code et des mesures expérimentales sont à nouveau cohérents pour les très
hautes fréquences, au-dessus de 1.5Hz.

A ce point de l'étude, on peut donc émettre l'hypothèse que le cisaillement in�ue sur
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Figure 3.28: Ré�exion de la houle en présence de courant: comparaison entre les données
expérimentales et le modèle Kirby (s=0s-1, U0=-0.1840m/s)

Figure 3.29: Etude paramétrique de l'in�uence du courant de surface sur la propagation de la
houle (s=0s-1) avec M2
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l'amplitude du pic de Bragg et sur la ré�exion aux plus hautes fréquences. Nous avons dé-
cidé de poursuivre cette étude avec un modèle plus complet: notre modèle M2, toujours rapide
d'exécution car mono-équation. Nous avons modélisé le même écoulement verticalement uni-
forme (sans vorticité), fait varier le courant de surface et comparé les courbes de ré�exion de la
houle obtenues. Les résultats sont présentés sur la �gure 3.29 et ils complètent nos conclusions
précédentes. Dans la gamme de valeurs qui nous concernent, à savoir U0 ∈ [−0.2 : 0]m/s, la
fréquence de résonance était déjà déterminée et faire varier le courant de surface n'a quasiment
aucune in�uence: en passant de U0 = 0.0746m/s à U0 = −0.1606m/s (soit une augmentation
de l'intensité (en valeur absolue) de 116.8%), la fréquence n'a diminué que de 1.54%. Par
contre, dans la même gamme de valeur, l'amplitude du pic de Bragg diminue, elle, de 68%
(passant de CRmax = 0.66 à CRmax = 0.2128). On remarque d'ailleurs que, pour l'intensité
du courant de surface expérimental que nous avons relevée (U0 = −0.1840m/s), si les deux
modèles (Kirby et M2) approchent plutôt bien la fréquence de résonance, là où Kirby surestime
l'amplitude du pic de Bragg, M2 la sous-estime. Pour �nir, au-delà de U0 = −0.25m/s, on
rentre dans des problématiques de déferlement de la houle (on voit sur le graphe que les courbes
sont incomplètes), et forcément, la ré�exion chute.

In�uence de s à U0 �xé, U0=0 Pour la suite de l'étude, à savoir l'in�uence du cisaillement
sur la ré�exion de la houle, nous gardons le modèle M2 dans la même con�guration, cette fois
en faisant varier la vorticité, dans un premier temps pour un écoulement dont le courant est nul
en surface. Les résultats sont présentés sur la �gure 3.30 et nous montrent que le cisaillement
impacte le pic de Bragg à la fois sur son amplitude et sa fréquence. Le fait d'avoir un courant
de surface nul écarte les considérations d'inversion du pro�l de courant dans la colonne d'eau.
Ainsi, un cisaillement négatif correspondra à un écoulement sous la surface en opposition aux
vagues, à l'inverse un cisaillement positif impliquera un écoulement dans le même sens que la
houle. Ainsi, il est logique qu'un cisaillement négatif augmente l'amplitude du pic de Bragg
(si les vagues se propagent à contre-courant, alors les ondes ré�échies vont se propager avec le
courant). Lorsqu'on multiplie le cisaillement par cinq (de -0.25 à -1.25), l'amplitude du pic de
Bragg augmente de 23% (et passe de 0.5677 à 0.7417). Sa fréquence, elle, augmente seulement
de 1.6% (de 1.165 à 1.184 Hz).

Nous savons que c'est conjointement le courant de surface et le cisaillement qui imposent
la valeur du nombre d'onde de la houle, et donc l'emplacement du pic de résonance. Mais au
travers de cette étude de sensibilté, nous avons l'impression que l'intensité du courant de surface
in�uence un peu plus la fréquence de résonance, et que c'est la vorticité de l'écoulement qui,
estimée avec précision, permettrait d'a�ner l'amplitude du pic de Bragg. Nous avons donc à
coeur de comprendre comment évolue le cisaillement selon Ox, et pour cela nous avons réalisé
des mesures plus précises, notamment le long du fond sinusoïdal.

3.4.4 Mesures complémentaires

Grâce à nos quatre pro�ls verticaux relevés le long du canal et présentés sur la �gure (3.15),
nous avons une idée de l'évolution du cisaillement sur l'ensemble du canal. Mais que se passe
t'il lorsque le �ux s'écoule au-dessus du fond sinusoïdal, qui occupe quand même une grande
partie de l'espace de propagation?

Pro�ls de courant expérimentaux relevés sur une période de fond Nous avons réparti
un ensemble de cinq courantomètres sur une longueur d'onde de fond, et nous avons établi
conjointement cinq pro�ls verticaux d'espacement vertical cette fois égal à un centimètre, pour
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Figure 3.30: In�uence du cisaillement sur la ré�exion de la houle (U0=0m/s) avec M2

une précision optimale. Puis nous avons répété l'opération sur quatre longueurs d'onde de fond,
les mesures étant présentées en vert sapin sur la �gure (3.3). On rappelle que le courant se
propage dans le sens contraire à notre axe Ox.

Première mesure (troisième période) Nous avons choisi pour commencer la troisième
longueur d'onde de fond en partant de la plage, soit sur la portion comprise entre 5.78 et 6.27m,
située en début d'écoulement. Nous évitons ainsi les turbulences présentes aux extrémités du
fond ondulé (remarquées sur la �gure (3.19)).

Globalement, l'intensité du courant varie très peu pour une même profondeur, sur l'ensemble
des courantomètres. La présence des vagues se traduit seulement par une très légère agitation
sur la partie supérieure de la colonne d'eau, entre 10cm de profondeur et la surface. Cependant,
la houle semble perturber plus les pro�ls des deux premières positions que voit l'écoulement
(x5 = 6.27m et x4 = 6.15m). Tout d'abord, toujours dans la partie supérieure de la colonne
d'eau, on observe un changement de signe de la vorticité: pour une houle de haute fréquence
(1.58Hz), le cisaillement est positif (intensité du courant plus faible à 10cm de profondeur que
près de la surface), alors que pour toutes les autres conditions de houle, la partie supérieure
de l'écoulement suivait la tendance de l'ensemble du pro�l, à savoir un cisaillement négatif
(un courant plus intense à 18cm de profondeur qu'en surface). On note d'ailleurs en passant
que, toujours spéci�quement pour ces deux courantomètres, augmenter la fréquence de la houle
diminue l'intensité du courant sur la partie inférieure de la colonne d'eau (entre 10 et 20cm
de profondeur). Ainsi, à 15cm de profondeur, changer la fréquence de la houle de 0.95Hz à
1.58Hz (soit une augmentation de 66.31%) réduit l'intensité du courant de 24.31% (en passant
de -0.12m/s à -0.09m/s environ). Si on regarde l'évolution sur l'ensemble de la longueur d'onde
de fond, on constate deux inversions de pro�ls successives. On va négliger les intensités relevées
à plus de 20cm de profondeur, car elles ne sont pas représentatives du mouvement global des
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Figure 3.31: Mesure de l'évolution du pro�l de courant sur une longueur d'onde de fond si-
nusoïdal - a) Schéma du dispositif - b) Pro�ls verticaux de courant selon les conditions de
houle
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Figure 3.32: Evolution de la vorticité sur une longueur d'onde de fond

particules d'eau (qui vont s'échouer logiquement dans le creux de la bathymétrie), ainsi que,
pour les deux premiers pro�ls, les mesures associées à la plus haute fréquence de houle, qui
montrent un comportement opposé à celui mis en évidence à toutes les autres fréquences de
houle. En première approximation, les cisaillements seront calculés par régression linéaire des
pro�ls relevés sans houle, sur l'ensemble des positions signi�catives de la colonne d'eau (soit les
deux-tiers supérieurs de la colonne d'eau, entre la première position près de la surface (à -5, -6
ou -9cm) et -16cm). La �gure (3.32) nous les présente.

On rappelle qu'on considère le pro�l vertical de courant sous la forme U(x, z) = U0(x) +
s(x) ∗ z, avec Oz orientée vers le haut et z = 0 à la surface. Ainsi, la vorticité est établie
comme positive lorsque l'intensité du courant décroît avec la profondeur (devient de plus en
plus négative). Sur la première crête (position x5), le pro�l a tendance à être verticalement
uniforme (s5 = 0.063s−1) mais lorsque l'écoulement rentre dans la portion de fond (position x4),
le pro�l est globalement de cisaillement positif: à 17cm de profondeur, le premier courantomètre
relève une vitesse moyenne de -0.1033m/s et le second de -0.1241m/s tandis qu'à 5cm de
profondeur, ils relèvent respectivement des intensités de courant de -0.09523 m/s et de -0.09524
m/s (soit s4 = 0.55s−1). Tout bascule dans le creux, le cisaillement devient fortement négatif
: s3 = −0.29s−1, avec un courant d'intensité moyenne de -0.119m/s à 21cm de profondeur
et de -0.17m/s à 6cm sous la surface. Par contre, lorsque le courant remonte la bosse du
fond, le cisaillement change à nouveau de signe s2 = 0.166s−1 et s1 = 0.42s−1. Nous avons
bien une inversion de pro�l sur une longueur d'onde de fond. Nous avons proposé ici deux
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VNO 1 (x=5.78m) VNO 2 (x=5.90m) VNO 3 (x=6m) VNO 4 (x=6.15m)

F1=1.58Hz 0.0094 0.0062 0.0075 0.0076
F2=1.35Hz 0.0166 0.0156 0.0154 0.0137
F3=1.12Hz 0.0184 0.0183 0.0159 0.0126
F4=0.95Hz 0.0308 0.0259 0.0231 0.0257

moyenne par VNO 0.0188 0.0165 0.0155 0.0149

VNO 5 (x=6.27m) moyenne par fréquence

F1=1.58Hz 0.0090 0.00794
F2=1.35Hz 0.0198 0.0162
F3=1.12Hz 0.0202 0.0171
F4=0.95Hz 0.0349 0.0280

moyenne par VNO 0.0209 ����

Table 3.4: Vitesses orbitales moyennes (en m/s) sur la colonne d'eau, par courantomètre et par
fréquence de houle

approximations pour modéliser cette évolution. La première est un polynôme d'ordre quatre
déterminé par la méthode des moindres carrés, qui passe bien par les valeurs de vorticité mais
qui a un comportement incohérent aux bords du domaine. La seconde est une approximation
par fonction sinus déterminée empiriquement, elle a un comportement plus cohérent mais se
contente d'approcher les valeurs de vorticité. Les fonctions sont respectivement les suivantes:{

fpol(x) = −748.84.x4 + 17997.x3 − 162130.x2 + 648990x− 973840
fsin(x) = −0.26− 0.55 sin

(
2π

0.428
(x+ 0.1)

) (3.30)

Et nous pourrons nous en servir par la suite comme entrée de nos modèles numériques.
Nous constatons que nous avons imposé à la deuxième fonction d'être périodique, a�n d'être
cohérente avec les comportements périodiques mis en évidence pour la vorticité. Il est à noter
que cette périodicité spatiale, 0.428, a également été déterminée empiriquement, pour approcher
la périodicité du fond (0.5). La corrélation entre les variations de courant et les variations du
fond s'en trouvent renforcée.

Avant de poursuivre, nous devons nous assurer que cette tendance n'est pas in�uencée par
le mouvement orbital des particules. La décomposition courant moyen / vitesse orbitale pour
les cinq courantomètres et les quatre conditions de houle sont présentées sur la �gure (3.33), et
la conclusion est aisée à tirer.

On constate en premier lieu que les pro�ls de courant que nous avons précédemment étudiés
sont parfaitement valides: les vitesses orbitales restent globalement faibles. Ensuite, concernant
les vitesses orbitales, nous constatons de façon logique qu'elles augmentent, de façon uniforme
pour tous les courantomètres, quand la profondeur décroît (de façon plus marquée entre 10cm
et la surface). Pour une comparaison plus aisée, le tableau (3.4) récapitule les vitesses orbitales
moyennes (en m/s) sur la colonne d'eau, par courantomètre et par fréquence de houle. Quand
on diminue la fréquence de la houle (création d'ondes longues), comme auparavant les vitesses
orbitales augmentent, et descendent plus profond dans la colonne d'eau. On remarque une très
grande similitude des pro�ls de vitesses orbitales pour les courantomètres symétriques sur une
longueur d'onde du fond par rapport aux creux de la sinusoïde (2 et 4, 1 et 5). La turbulence
a tendance à caler sur le quatrième courantomètre, lorsque l'écoulement remonte la pente du
sol (et qu'à cet endroit la bathymétrie fait écran entre l'écoulement et les vagues).
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Figure 3.33: Pro�ls de courant sur une longueur d'onde de fond sinusoïdal: décomposition
courant moyen - vitesse orbitale pour chaque courantomètre
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Pour résumer, sur les cinq positions, le cisaillement devient successivement négatif, positif
puis à nouveau négatif. Nous avons mis en évidence une oscillation du cisaillement quasiment
de même période que le fond et avec changement de signe. Mais ce schéma perdure-t-il sur
l'ensemble du fond sinusoïdal ou s'e�ace-t'il rapidement pour laisser place à un pro�l moyenné,
de cisaillement faible? Pour cela, nous avons poursuivi nos relevés de pro�ls sur la moitié des
longueurs du fond (une sur deux). Nous allons tenter de mettre en évidence un comportement
spéci�que du courant au-dessus du fond ondulé, pour mieux comprendre la ré�exion de la houle
que nous avons observée.

Evolution horizontale d'une période à l'autre Nous avons réitéré nos mesures sur
trois autres longueurs d'onde de fond: la cinquième, la septième et la neuvième, comme précisé
sur le schéma (3.3). Au vu de la grande quantité de données (cinq pro�ls de courants par
longueur d'onde, relevés cinq fois (une fois sans courant puis sous quatre conditions de houle),
le tout répété trois fois pour trois longueurs d'onde), nous avons décidé de comparer dans un
premier temps uniquement les pro�ls sans houle, relevés aux mêmes positions d'une longueur
d'onde de fond à l'autre. Nous avons vu en e�et que l'impact de la houle sur le courant restait
négligeable, et après véri�cation, cela se maintient sur l'ensemble du fond sinusoïdal, nous
pouvons donc considérer que les pro�ls sans houle sont parfaitement stables, et que leur analyse
donne une bonne idée du type d'écoulement que la houle rencontre au cours de sa propagation.
Les résultats sont présentés sur la �gure (3.34). Pour rappel, l'écoulement parcourt le fond
dans le sens opposé à la houle, donc tous les courantomètres numérotés �VNO 1� et �VNO 5�
renvoient aux positions de crête (respectivement en sortie et en entrée de portion du fond),
ceux numérotés �VNO 4� à une position de pente descendante,�VNO 3� à une position de
creux et �VNO 2� à une position de pente montante. La première partie de la �gure (3.34)
est un schéma de la répartition générale des courantomètres, ainsi qu'une approximation de la
profondeur d'eau à chaque position.

De façon générale, pour chaque portion de fond ondulé étudié, on retrouve le même enchaîne-
ment de pro�ls, avec cette alternance de vorticités positives au-dessus des crêtes et négatives
au-dessus des creux. La tendance que nous avions décelée se trouve bien être un comportement
établi tout le long de notre bathymétrie sinusoïdale. Il ne fait alors nul doute qu'il a son rôle
à jouer dans la propagation de la houle telle que nous l'avons observée. Il est à noter que les
vorticités présentées sur ce graphe ont été calculées par régression linéaire sur l'ensemble des
positions verticales. Nous reprendrons donc ces pro�ls plus en détails dans la section suiv-
ante, pour ajuster la méthode de prédiction du cisaillement au plus près des pro�ls de courant
observés expérimentalement.
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Figure 3.34: Evolution de la vorticité au-dessus du fond sinusïdal- a) Schéma de positionnement
des courantomètres - b) Comparaison des pro�ls verticaux de courant le long du canal, relevés
aux mêmes positions d'une longueur d'onde de fond à l'autre
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Chapitre 4

Confrontations modèles - expériences et

discussions

�N'oublie jamais: celui qui croit savoir n'apprend plus�. Pierre Bottero, Le Pacte
des Marchombres

Nous abordons à présent la partie centrale de ce manuscrit: la présentation des résultats
e�ectifs. Dans ce chapitre, nous allons comparer les données obtenues expérimentalement en
présence de courant cisaillé et les résultats issus de modèles intégrant l'inhomogénéité verticale
du courant. Cette comparaison se fera dans un premier temps en l'absence de courant, dans une
perspective de validation des modèles. Nous les confronterons ensuite à la ré�exion enregistrée
par courant cisaillé, et la question de la représentation de la vorticité sera discutée en détails.
De cette confrontation découleront de nouvelles perspectives, inattendues mais prometteuses
pour la suite de cette étude.

4.1 Ré�exion en l'absence de courant

Par l'ordre de complexité, il est nécessaire d'aborder en premier le cas de la ré�exion de la
houle en l'absence de courant. Cela permettra non seulement de valider nos modèles en dehors
de toute considération de vorticité, et de comparer leurs performances respectives sur la mod-
élisation des intéractions houle-bathymétrie, dans un cas de fond sinusoïdal d'abord, puis sur
un fond doublement sinusoïdal (à deux composantes de Fourier) ensuite.

4.1.1 Fond sinusoïdal

Nous avons présenté au chapitre précédent les courbes de ré�exion de la houle obtenue expéri-
mentalement en l'absence de courant (3.25), au-dessus d'un fond sinusoïdal de 5m de long,
constitué de 10 périodes de longueur d'onde de 0.5m et de 0.035m d'amplitude. Sur cette
con�guration simple et bien connue de la littérature, les modèles utilisés dans le cadre du di-
mensionnement de l'expérience étaient remarquablement bien corrélés avec ces données. Qu'en
est-il des modèles que nous avons choisis pour cette étude, M1 (2.5) et M2 (2.6)? La �gure
(4.1) présente la comparaison entre nos données expérimentales et les calculs de ré�exion menés
avec chacun de ces modèles.

De façon générale, on constate que le modèle M1 a un comportement très éloigné de celui
que nous attendions. Sur la première moitié du graphe, entre [0.9:1.3]Hz, il sous-estime grande-
ment la ré�exion de la houle. Si les deux premiers maxima sont bien représentés en fréquence
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Figure 4.1: Ré�exion de la houle: comparaison entre les données expérimentales et les calculs
des modèles M1 et M2

(respectivement, le modèle les sous-estime avec un décalage de seulement 3.13 et 0.29%), leur
amplitude est grandement sous-évaluée: respectivement de 84.7 et 94.9% ! Plus grave encore,
le pic de Bragg est lui aussi très mal représenté par ce modèle: l'amplitude est sous-estimée de
plus de 63% (là encore, la fréquence est bien dé�nie, sur-estimée de seulement 3.22%). Après
1.3Hz, pour les plus hautes fréquences, les résultats donnés par ce modèle sont au contraire très
proches des résultats expérimentaux.

Le second modèle présente quant à lui des résultats beaucoup plus en accord avec les don-
nées expérimentales, sur l'ensemble du pro�l (malgré encore une légère sous-estimation de
l'amplitude des deux premiers maxima, de respectivement 44 et 38.8%). Le pic de Bragg est
d'ailleurs particulièrement bien représenté : la fréquence pic est surestimée de seulement 1.83%
et l'amplitude de 2.29%. Sur les plus hautes fréquences, on constate encore une très belle
corrélation numérique / expérimental.

Sur ce cas très simple, on constate déjà que la prise en compte de la pente et de la courbure
du fond à l'ordre deux (modèle M2) permet une bien meilleure interprétation de ce qui se passe
physiquement lorsque la houle est ré�échie par un fond ondulé. Clairement, la non-prise en
compte de ces intéractions (M1) empêche de saisir l'ensemble des in�uences exercées sur la
houle, et conduit donc à une grave sous-estimation de la ré�exion. Mais le modèle M2 est-il
su�sant pour saisir toutes les intéractions houle-bathymétrie dans le cas de fonds ondulés plus
complexes ? Ou bien notre bathymétrie simple nous empêche-t'elle de voir que son e�cacité
est en réalité limitée ?

4.1.2 Fond à deux composantes de Fourier

Pour le savoir, nous avons décidé de tester notre modèle M2 sur une con�guration de fond
doublement sinusoïdal, toujours en l'absence de courant. Cette con�guration a été notamment
modélisée dans l'étude de Guazzelli & al. ([78]), et met en évidence des intéractions d'ordres
supérieurs (de type résonance de Bragg) entre des ondes de gravité linéaires et un fond à deux
composantes de Fourier. Ces intéractions correspondent à des ré�exions de Bragg, harmoniques
et sous-harmoniques, et dans cette étude ([78]) qui va nous servir de référence, elles ont été
mesurées expérimentalement de façon très précise. L'expérience s'est déroulée dans un bassin
à houle, de longueur 4.70m et de largeur 0.39m, avec une profondeur d'eau H0 variant entre
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Figure 4.2: Bathymétries de fonds à deux composantes de Fourier

2.5 et 4cm. Di�érentes bathymétries ont été installées, telles que la profondeur d'eau ne varie
que dans la direction Ox le long du bassin, dans la direction de propagation de la houle. On
peut donc nous considérer dans une étude de type 2D. Les fonds installés correspondant à
une superposition de deux sinusoïdes de nombres d'onde di�érents K1 et K2, qui peut s'écrire
comme suit:

H(x) = H0 −4H1 sin(K1x)−4H2 sin(K2x) (4.1)

Parmi les trois fonds installés, nous en avons retenu un et étudié deux con�gurations hydrody-
namiques. Le fond a les paramètres suivants : 4H = 4H1 = 4H2 = 0.005m, K1 = 104.72m−1

(soit λ1 = 0.06m) et K2 = 157.08m−1 (soit λ2 = 0.04m). Pour ce fond, parmi les hauteurs
d'eau moyennes testées, nous avons retenu H0 = 0.04m, soit une amplitude relative des on-
dulations bathymétriques ε égale à ε = 4H

H0
= 0.125. Pour le deuxième fond, nous avons

retenu H0 = 0.025m, soit ε = 0.2. Le fond ondulé mesure 0.48m de long, et a été installé
avec un fond plat de 1.10m en amont et en aval. Les deux bathymétries sont présentées sur
la �gure (4.2).Comme dans notre dispositif, une plage absorbante a été installée à l'extrémité
aval du canal, pour prévenir toute ré�exion parasite. Un générateur de houle de type piston
(placé à l'extrémité du canal opposée à la plage) crée une onde sinusoïdale monochromatique,
d'amplitude A1 d'environ 1mm, telle que :

η1(x, t) = A1(x) cos(kx− ωt) (4.2)

Les houles générées sont de fréquence comprise entre 0.7 et 6Hz, avec une précision supérieure
à 0.1mHz. On note que pour les plus hautes fréquences, bien que proches de la limite ondes
de gravité / ondes de capillarité, nous considèrerons notre modèle �ondes de gravité� toujours
valable. Le coe�cient de ré�exion a été obtenu expérimentalement, en calculant le taux d'onde
stationnaire, à partir de mesures de la déformée de la surface libre entre le batteur et le début
du fond ondulé, cette fois par le biais d'une techique de détection optique. Le coe�cient de
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ré�exion obtenu expérimentalement pour chacune de ces con�gurations est présenté sur la �g-
ure (4.3). Dans chaque cas, on distingue très clairement les deux harmoniques, liées aux deux
composantes de Fourier du fond sinusoïdal. Dans le premier cas, la première harmonique est
située à 3.5Hz et la ré�exion est de 0.18 environ, et la seconde harmonique est à 4.39Hz pour une
ré�exion très faible de 0.04. Dans le deuxième cas, les deux harmoniques sont situées aux mêmes
fréquences (ou presque) mais leur amplitude est bien plus marquée: la première harmonique,
située à 3.3Hz, est à l'origine d'une ré�exion de 0.47 et la seconde, à 4.29Hz, une ré�exion de
0.32. Cette ampli�cation est bien entendu dûe à la hauteur d'eau plus réduite, en d'autres
termes à l'augmentation de l'amplitude relative du fond ondulé ou encore à la diminution de la
profondeur d'eau relative. Ces deux harmoniques sont censées être très bien représentées par
nos deux modèles, car elles sont issues d'une intéraction houle-bathymétrie de premier ordre. Si
on s'intéresse aux données numériques présentes sur la �gure (4.3), penchons-nous d'abord sur
le modèle présenté dans l'étude elle-même. C'est l'intérêt principal de cette étude, et la raison
pour laquelle nous l'avons choisie. Il s'agit du modèle IAF que nous avons utilisé dans nos
travaux de dimensionnement de la bathymétrie (voir chapitre 3 partie 2.1) puis pour quali�er
la ré�exion de la houle mesurée sans courant sur notre dispositif expérimental (voir chapitre 3
partie 4.2). On rappelle qu'il s'agit du modèle potentiel avec résolution intégrale des conditions
de pression et de �ux entre domaines successifs de profondeur d'eau constante. Ici, le fond est
discrétisé en une succession de marches de profondeur constante eet ainsi découpé en domaines
a�n d'appliquer le modèle. Ce modèle repose sur la théorie linéaire d'ondes monochromatiques,
dans un écoulement supposé irrotationnel. Nous allons comparer ses résultats avec les perfor-
mances de nos deux modèles M1 et M2. Les deux tableaux de (4.1) récapitulent les maxima
de ré�exion associés aux deux harmoniques et à la sous harmonique, ainsi que leur décalage
par rapport aux valeurs expérimentales (en pourcentage), respectivement pour chacun des deux
cas.

Intéressons-nous dans un premier temps aux harmoniques principales. De façon générale,
le modèle IAF et notre modèle M2 marchent très bien, mais comme précédemment, M1 est
déjà mis en défaut. Plus précisément, dans le premier cas, on remarque que le modèle IAF est
encore une fois remarquablement bien corrélé avec les résultats expérimentaux, tant en terme
de fréquence de résonance que d'amplitude. Les deux harmoniques sont décalées de moins de
1% en fréquence, et l'amplitude est surestimée respectivement de 14% pour la première et et
49% pour la seconde (mais la ré�exion est déjà très faible). Nos modèles quant à eux s'en
sortent moins bien, spécialement M1 qui surestime les deux harmoniques respectivement de 68
et 453%. M2 surestime déjà moins la seconde harmonique (plus de 212%) et fait même mieux
qu'IAF sur la première harmonique (seulement 13.3% de surestimation), même s'il est à peine
plus décalé en fréquence (+1.43%). Dans le deuxième cas, la surestimation de la ré�exion sur
les harmoniques est généralement un peu plus marquée. Les modèles IAF et M2 présentent des
résultats similaires (même si M2 approche mieux la première harmonique). M1 passe à côté
de la première harmonique et surestime la seconde. Nous pouvons en conclure que nos deux
modèles M1 et M2 intègrent les intéractions houle-bathymétrie au premier ordre, même si M2
est beaucoup plus précis (parfois même plus que le modèle IAF).

Passons maintenant à l'objet de cette étude sur fond doublement sinusoïdal: la sous-
harmonique, située dans le premier cas entre 2 et 2.5Hz et dans le deuxième cas entre 1.5
et 2Hz. (Notons au passage que pour un même fond, augmenter l'amplitude relative (en dimin-
uant la hauteur d'eau) décale les pics de ré�exion vers de plus basses fréquences. La hauteur
d'eau va conditionner grandement la ré�exion. Dans les deux cas, M1 passe complètement à
côté et ignore ce maximum de ré�exion, alors que les modèles M2 et IAF les représentent très
bien. Dans le premier cas, cette sous-harmonique est approchée à -6.8% par le modèle IAF
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Figure 4.3: Résonance de Bragg et intéractions entre une houle linéaire et un fond doublement
sinusoïdal: comparaison entre données expérimentales et données numériques

et à -13% par M2, avec pour les deux une très bonne estimation de la fréquence pic associée
(5.4% de décalage avec le modèle IAF, 1.2% avec M2 qui s'en sort mieux). Le modèle M1, lui,
l'ignore à presque 85% .Dans le deuxième cas, encore une fois le modèle M1 est logiquement
incapable de représenter cette sous-harmonique (sous estimation de 75%), tandis que M2 n'a
rien à envier au modèle IAF: là où ce dernier surestime la ré�exion de 22%, M2 la sous-estime
de seulement 31% mais est légèrement plus précis en terme de fréquence pic. Les bonnes per-
formances du modèle M2 s'expliquent par les termes qui le composent. Dans l'équation (2.6),
on remarque en e�et des termes de dérivation d'ordre 2 selon la fonction Z0, cela implique des
dérivées d'ordre 2 du nombre d'onde (on rappelle que Z0 a pour expression (1.124), elle dépend
donc directement de k0). Or le nombre d'onde est directement proportionnel aux variations
bathymétriques (ainsi qu'à la fréquence de la houle bien sûr, et à l'intensité du courant, mais
il n'en est pas encore question ici). Nous retrouvons bien dans le modèle M2 une intéraction à
l'ordre 2 avec la bathymétrie, absente du modèle M1.

En conclusion, grâce à cette étude nous avons démontré la capacité du modèle M2 a représen-
ter de façon appropriée les résonances de Bragg de premier et second ordre, sur les deux cas
étudiés. Nous avons remarqué une petite tendance à la sous-estimation dans la deuxième
con�guration testée, où la plus grande amplitude relative avait forcé la ré�exion à de plus
hautes valeurs. Cependant, dans notre expérience, l'amplitude relative du fond reste faible,
avec ε = 0.159. Cela ne devrait donc pas amoindrir les capacités du modèle outre mesure. De
plus, ce modèle a souvent été plus précis que le modèle IAF, il est donc pertinent pour mener
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exp. IAF % M1 % M2 %

f1 (Hz) 3.5 3.478 -0.63 3.53 +0.86 3.55 +1.43
a1 0.1823 0.2081 +14.15 0.3065 +68.13 0.2067 +13.38

f2 (Hz) 4.397 4.389 -0.18 4.36 -0.84 4.37 -0.61
a2 0.0407 0.0608 +49.56 0.2249 +453.12 0.127 +212.35

f3 (Hz) 2.193 2.313 +5.47 2.08 -5.15 2.22 +1.23
a3 0.1312 0.1222 -6.86 0.0198 -84.9 0.1141 -13.03

exp. IAF % M1 % M2 %

f1 (Hz) 3.302 3.218 -2.54 3.36 +1.76 3.34 +1.15
a1 0.469 0.6788 +44.73 0.1939 +41.34 0.5887 +25.52

f2 (hz) 4.291 4.3 +0.2 4.28 -0.25 4.32 +0.68
a2 0.3214 0.5018 +56.13 0.6163 +91.75 0.5125 +59.45

f3 (Hz) 1.775 1.901 +7.10 1.76 -0.85 1.89 +6.48
a3 0.235 0.2876 +22.38 0.0584 -75.15 0.1613 -31.36

Table 4.1: Comparaison des résonances: expérimental et numérique (IAF, M1, M2) - a) Premier
cas - b) Deuxième cas

cette étude. Nous avons également conclu que le modèle M1 n'est pas capable de représenter
ces intéractions d'ordre supérieur. Mais il sera tout de même intéressant de confronter les deux
modèles M1 et M2 aux résultats expérimentaux pour identi�er quels mécanismes entrent en
jeu dans la ré�exion et à quelle fréquence elle est maximale. Si nous poursuivons notre analyse,
le modèle M3 ne nous paraît plus indispensable, en première approche, pour modéliser toutes
les intéractions entre la houle et le fond, dans le cas de pentes continûment variables. En
e�et, par rapport au modèle M2, il fait simplement intervenir en plus les modes évanescents,
qui apparaissent localement au-dessus de discontinuités bathymétriques. Notons que le modèle
IAF doit au contraire faire intervenir les modes évanescents, qui contribuent à l'adaptation de
l'écoulement induit pas la houle au voisinage des discontinuités du fond. En d'autres termes, la
méthode IAF utilise une méthode de discrétisation du fond générant arti�ciellement des sauts
d'indice. Ceux-ci sont lissés par l'introduction des modes évanescents dans l'expression générale
du potentiel des vitesses pour chacun des domaines. Pour des fonds continûment variables, le
modèle M3 n'apporte donc pas d'information supplémentaire dans la modélisation des intérac-
tions houle-bathymétrie, comme dans le cadre de la résonance de Bragg au-dessus de fonds
ondulés que nous venons de présenter et pour laquelle le modèle M2 su�t à représenter toutes
les intéractions houle-bathymétrie. Il est à la fois plus simple et plus rapide que le modèle
couplé M3. Nous allons donc restreindre la suite de notre étude à la confrontation de nos deux
premiers modèles M1 et M2 aux résultats de notre expérience, en présence de courant.

4.2 Ré�exion en présence de courant et variabilité selon x

et selon z

Le but de ce paragraphe va être d'évaluer l'impact des di�érents paramètres de courant, le
cisaillement notamment, sur la ré�exion de la houle. Pour cela, nous allons analyser en détails
les quatre pro�ls de courant qui ont été relevés le long du canal, et tâcher d'estimer le plus
précisément possible la vorticité. Nous pourrons alors proposer di�érents modèles numériques,
et discuter lequel sera le plus pertinent. Le tableau (4.2) rappelle les caractéristiques issues de
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x (m) U0(m/s) s (s-1) n° du pro�l

1.17 -0.1075 0.1678 P1
4.04 -0.1844 0.1318 P2
5.9 -0.2479 -0.5391 P3
8.68 -0.1845 -1.237 P4

Table 4.2: Caractéristiques des quatre pro�ls verticaux relevés le long du canal

ces pro�ls. On rappelle que ces caractéristiques et la façon dont elles ont été établies seront
discutées plus tard dans cette étude.

4.2.1 Courant non cisaillé

Précédemment, nous avons comparé nos données expérimentales en présence de courant cisaillé
et les résultats du modèle de Kirby (3.28), qui considère un pro�l de courant constant à la fois
verticalement (aucune vorticité) et horizontalement (pas d'évolution le long du canal). Malgré la
grande simpli�cation du cadre hydrodynamique faite par le modèle, nous avions trouvé une assez
bonne corrélation. Sachant que dans une con�guration de résonance de Bragg sans courant, le
modèle M2 a été souvent plus précis que le modèle IAF, nous avons également lancé nos modèles
M1 et M2 dans une con�guration de courant constant, et attendons d'aussi bonnes performances
que celles du modèle de Kirby (3.28). Les paramètres du calcul restent les mêmes: un canal long
de 9m, discrétisé en 1126 points pour un pas d'espace horizontal de 0.008m. Le fond sinusoïdal
est toujours compris entre 2.05 et 7.05m, d'amplitude 0.035m et de longueur d'onde 0.5m. Nous
avons conservé la même plage de fréquences bien évidemment. Nous avons dans un premier
temps appliqué nos deux modèles aux deux con�gurations suivantes: l'intensité du courant sur
toute la colonne d'eau égale à l'intensité du courant de surface mesurée à l'entrée de l'écoulement
(par le quatrième courantomètre, soit en x = 8.68m), soit : U0(x, z) = −0.1840ms−1, puis égale
à l'intensité mesurée en sortie de l'écoulement (en x = 1.17m), soit U0(x, z) = −0.1075ms−1,
puis égale à une valeur intermédiaire prise arbitrairement à U0 = −0.13ms−1. Nous rappelons
que le courant est opposé au sens de propagation de la houle incidente. Le fait de considérer
les deux valeurs d'intensité du courant de surface relevées aux extrémités du canal n'est pas
anodin, selon la pertinence des résultats associés, nous aurons une idée de ce que voit réellement
la houle en termes d'intensité de courant, puisqu'il évolue sans cesse. Le fait de négliger les
cisaillements associés à ces pro�ls nous permettra également de quanti�er l'importance de ces
derniers par rapport à l'intensité du courant de surface.

Les résultats sont présentés sur la �gure (4.4), et comparés avec les données expérimen-
tales prises en présence de vorticité. On constate en premier lieu que la conclusion établie
précédemment est véri�ée: l'intensité du courant de surface modi�e fortement l'amplitude du
pic de Bragg mais n'impacte que très peu la fréquence associée, pour un même modèle. Nous
avons en e�et imposé une variation maximale de 71.16% de l'intensité du courant de surface.
En réaction, M1 voit sa fréquence pic quasi-constante (-0.43%) et son maximum de résonance
croître de 20.7%. Autrement dit, selon notre premier modèle, augmenter l'intensité (en valeur
absolue) du courant de surface revient à augmenter la ré�exion. L'onde ré�échie se propage
dans le même sens que le courant, cela paraît plausible. Pour M2 en revanche, la même varia-
tion d'intensité du courant de surface entraîne une chute de 68% pour le maximum de ré�exion
(là encore, la fréquence pic associée reste stable, -1.72% de variation seulement). Le modèle M2
est bien plus sensible aux variations d'intensité du courant de surface que le modèle M1. Mais
cette di�érence de comportement pourrait signi�er que des intéractions d'ordres supérieurs
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Figure 4.4: Modélisation par courant uniforme: Comparaison données expérimentales - modèles
numériques M1 et M2

avec la bathymétrie altèrent la ré�exion de la houle par le courant. Si M1 est plus proche des
résultats expérimentaux en terme de maximum de ré�exion, M2 est plus proche de la bonne
fréquence pic. Concernant l'intensité du courant de surface, on constate que la valeur mesurée
à l'entrée de l'écoulement, U0(x, z) = −0.1840ms−1, ne conduit pas aux meilleurs résultats,
pour aucun des deux modèles. La valeur intermédiaire conclut à la meilleure approximation
avec M1, pour un écart en fréquence de seulement 5.02% et un écart en amplitude de -1.61%.
En comparaison, la meilleure approximation donnée par M2 présente un écart en fréquence pic
plus faible, de seulement 4.13%, mais accuse un écart en amplitude plus conséquent, de -17%
environ. On peut donc a�rmer que le pro�l mesuré en entrée n'est pas exactement celui vu
par la houle. Néanmoins, le comportement de la houle aux plus hautes fréquences, au-delà de
1.25Hz, n'est approché par aucun des deux modèles, dans aucune des con�gurations hydrody-
namiques. Il manque quelque chose à notre modélisation, nous allons poursuivre dans notre
logique de complexité croissante et intégrer la vorticité à nos modèles.

4.2.2 Courant cisaillé horizontalement uniforme

Notre seconde approche consiste à considérer un pro�l de courant cisaillé, à vorticité constante
selon la verticale, et à l'imposer sur l'ensemble du canal. On néglige donc toute évolution
horizontale du courant. Notre loi d'approximation du courant peut s'écrire :

U(x, z) = U0 + s.z (4.3)

On rappelle qu'ici, à cause de notre choix d'échelle verticale, la vorticité négative en-
traînera un pro�l de courant plus faible au fond qu'à la surface. Nous choisissons de tester
quatre con�gurations, avec comme précédemment en premier choix le pro�l P4 établi en en-
trée d'écoulement en x = 8.68m, présenté sur la �gure (3.14), avec U0 = −0.1845m.s−1 et
s = −1.237s−1(déterminée par régression linéaire sur l'ensemble de la colonne d'eau). Par
souci de cohérence, nous considérons également le pro�l P1 enregistré à l'autre extrémité du
canal, en x = 1.17m: U0 = −0.1075m.s−1 et s = 0.1678s−1. Nous avons donc deux pro�ls de
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courant très di�érents: le premier avec une forte intensité en surface mais qui s'a�aiblit rapi-
dement avec la profondeur (fort cisaillement), le second avec un courant de surface d'intensité
plus faible mais un cisaillement positif (un écoulement qui va se renforcer près du fond). La
comparaison entre les résultats basés sur ces deux pro�ls sont présentés sur la première partie
de la �gure (4.5). Là encore, le modèle M2 est beaucoup plus sensible aux variations du pro�l
que le modèle M1, qui garde sensiblement la même allure. Le modèle M2, lui, réagit très forte-
ment au premier pro�l, et présente un pic de ré�exion décalé vers les hautes fréquences (aux
alentours de 1.205Hz), puis une forte ré�exion, décroissant lentement, et étonnament proche
des points expérimentaux sur toute la deuxième moitié de la plage de fréquences. Pour le deux-
ième pro�l de courant en revanche, ce modèle nous présente une ré�exion d'allure tout à fait
classique, avec un seul pic bien identi�é, mais largement en deça des résultats expérimentaux.
Nous avons là un indice probant sur le rôle de la vorticité dans la propagation et en particulier
la ré�exion de la houle par le courant. Si on se focalise sur le pic de Bragg, on constate là encore
que le modèle M1 présente de meilleurs résultats en terme d'amplitude, mais l'intégration du
cisaillement amoindrit les performances du modèle, et on observe une ré�exion sous-estimée.

Comme on constate qu'aucun des deux pro�ls n'a permis d'établir une approximation réussie
en terme d'amplitude du pic de Bragg, on décide de modéliser deux autres pro�ls �virtuels�,
établis pour le premier comme une moyenne entre les deux premiers pro�ls P1 et P4 et pour
le second comme une moyenne des quatre pro�ls verticaux P1, P2, P3 et P4 (voir (4.2)). On
obtient donc respectivement les pro�ls suivants: U0 = −0.146m.s−1 et s = −0.5346s−1 puis
U0 = −0.1810m.s−1 et s = −0.369s−1. Les résultats associés sont présentés sur la partie droite
de la �gure (4.5). Les mêmes conclusions s'imposent: le modèle M1 ne varie quasiment pas et
représente très bien le pic de Bragg en amplitude, tandis que le modèle M2 est très sensible à la
vorticité. Un cisaillement négatif très fort entraîne une plus forte ré�exion à haute fréquence,
un cisaillement qui augmente (faible valeur négative) fait diminuer la ré�exion et la décale vers
les basses fréquences, et en�n un cisaillement positif conduit à une meilleure approximation,
avec une ré�exion plus marquée et une fréquence pic appropriée. La meilleure approximation
est donnée encore une fois par le modèle M1, avec le pro�l établi en moyennant P1 et P4.
On obtient une amplitude et une fréquences décalées respectivement de seulement -4.86% et
+5.47%. La sensibilité du modèle M2 à la vorticité et la meilleure adéquation entre les résultatx
expérimentaux et les simulations issues de pro�ls intermédiaires nous con�rment que l'évolution
de la vorticité est la clé pour comprendre le comportement de la houle, et que nous devons
l'estimer le plus précisément possible. Il est donc temps de laisser de côté les représentations
d'un courant horizontalement constant, et d'envisager di�érentes lois d'évolution spatiale.

4.2.3 Courant cisaillé horizontalement linéaire

La manière la plus simple de représenter l'évolution du pro�l de courant le long du canal
est de considérer une loi linéaire entre le premier et le dernier pro�l mesurés. Cependant,
lorsqu'on impose une hauteur d'eau constante (véri�ée au paragraphe 3.4.1.1), on ne peut
déterminer arbitrairement toutes les vitesses à la fois sur la verticale et sur l'horizontale, car
cela contreviendrait à la conservation du débit dans l'écoulement. Le pro�l de courant étant
déterminé par deux paramètres (l'intensité en surface et le cisaillement), il nous a donc fallu
en choisir un et déduire l'autre par conservation du débit, a�n d'être cohérents avec la réalité
expérimentale.
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Figure 4.5: Modélisation par courant cisaillé horizontalement uniforme: a) Pro�ls P1 et P4 -
b) Pro�ls virtuels

Interpolation du champ de cisaillement

Cette étude porte sur l'in�uence du cisaillement sur le comportement de la houle, il nous a
donc semblé logique d'établir une loi qui approche le cisaillement au plus près des valeurs
expérimentales, et de seulement déduire l'intensité du courant en surface. Cette approche est
représentée sur la partie gauche de la �gure (4.6), et la loi associée, déterminée par la méthode
des moindres carrés, s'écrit :

s(x) = −0.1871x+ 0.386 (4.4)

Ensuite, il s'agit de déterminer le débit entrant dans le canal d'après les caractéristiques
relevées en entrée de l'écoulement, en x4 = 8.68m et présentées sur le tableau (4.2):

Q(x4) =

∥∥∥∥U0(x4).h(x4)− h(x4)2.s(x4)

2

∥∥∥∥ = 0.0107m3.s−1 (4.5)

On écrit ensuite la conservation de ce débit le long du canal:

∀x ∈ [0 : 9], Q(x) =
∥∥∥U0(x).h(x)− h(x)2.s(x)

2

∥∥∥ = Q(x4)

Dans cette expression, h(x) et s(x) sont imposées, on peut donc en déduire l'expression de
U0(x):

U0(x) =
Q(x4)

h(x)
+
h(x).s(x)

2
(4.6)

Nous avons ainsi déterminé un pro�l de courant verticalement cisaillé et horizontalement
linéaire, et les résultats basés sur ce pro�l sont présentés sur la la �gure (4.7). On constate
une inversion de la tendance observée précédemment: cette fois, c'est notre modèle M2 qui
propose une approximation supérieure en amplitude, et toujours plus précise en fréquence.
Par rapport aux donnés expérimentales, M1 présente un pic décalé de 6.37% en fréquence et
-7.94% en amplitude, tandis que M2 présente un pic décalé de 3.68% en fréquence et +14.056%
en amplitude. Cependant, pour les hautes fréquences, là où M1 conserve son évolution en
sinusoïdes, M2 nous présente à nouveau une ré�exion importante et décroissant lentement,
de façon parallèle à la décroissance observée expérimentalement, mais sous-estimée d'environ
-39.75%.
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Figure 4.6: Modélisation par cisaillement horizontalement linéaire: a) approximation linéaire
du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation du courant de
surface et les mesures expérimentales

Figure 4.7: Ré�exion de la houle selon l'approximation linéaire de la vorticité
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En cherchant l'origine de ces écarts, tant sur le pic de Bragg qu'aux hautes fréquences,
on a comparé l'intensité du courant de surface calculée et celle bel et bien mesurée dans le
canal (deuxième partie de la �gure (4.6). On constate une corrélation mitigée. Nous avons
superposé (sans considération d'échelle) le fond ondulé sur la �gure, et on observe logiquement
une évolution d'allure sinusoïdale au-dessus de ce fond. La loi passe également de façon attendue
par le point de mesure en x = 8.68m car c'est à cette position que nous avons calculé le débit
entrant dans le canal. Par contre, à l'autre extrémité, notre approximation dévie de la mesure
à -72.16%. Notre simulation considère un courant de surface bien trop faible sur la partie
gauche du canal. Pour déterminer quel impact cette erreur a sur nos résultats, nous choisissons
de procéder de la manière inverse, et de déterminer une loi d'approximation de l'intensité du
courant de surface pour en déduire la vorticité.

Interpolation du courant de surface

Nous avons donc établi une loi d'évolution linéaire entre les courants de surface mesurés en
entrée et en sortie d'écoulement, elle est présentée sur la partie gauche de la �gure (4.8). Les
coe�cients de la loi ont, comme précédemment, été déterminés de façon empirique par une
méthode des moindres carrés:

U0(x) = −0.0103x− 0.0955 (4.7)

Nous en avons ensuite déduit le cisaillement par conservation du débit:

s(x) =
−2Q(x4)

h(x)2
+

2U0(x)

h(x)
(4.8)

Les résultats donnés par nos deux modèles sur la base de ce pro�l de courant sont présentés
sur la �gure (4.9). Nous avions vu précédemment que l'intensité du courant de surface jouait
un rôle important sur l'amplitude du pic de Bragg, et cela se véri�e ici. Dans aucune autre
con�guration précédemment testée, nous n'avions eu une aussi bonne corrélation numérique
- expérimental, pour les deux modèles. M1 nous présente un maximum de ré�exion décalé
de 5.92% en fréquence et seulement -0.33% en amplitude, et M2 o�re un maximum décalé de
2.78% en fréquence et -4.34% en amplitude. De plus, M2 o�re une corrélation particulièrement
bonne sur le reste de la plage de fréquence, sur le premier maximum local aux alentours de 1Hz
notamment puis sur les plus hautes fréquences, au-delà de 1.4Hz. Persiste toutefois ce décalage
en fréquence du pic de Bragg, ainsi que le second pic de ré�exion aux alentours de 1.3Hz qui
cette fois a de nouveau été ignoré par les deux modèles. Sachant que ce dernier avait bien été
représenté par les modélisations précédentes où la vorticité était bien approchée, voyons si notre
loi d'approximation la concernant est pertinente. Elle est présentée dans la partie de droite de
la �gure (4.8).

Cette fois encore, la loi d'approximation déduite de la conservation du débit passe à côté
de ce qu'il se passe réellement en début de canal. La vorticité est ici complètement faussée,
même le signe est faux: en x = 1.17m, la vorticité expérimentale est de 0.1678s-1et notre loi
d'approximation la �xe à -0.54s-1. (On note au passage que la superposition du fond ondulé
sur le graphe s'est faite à la même échelle que sur la �gure précédente (4.6), pour comparer
visuellement les écarts entre les mesures et les lois d'approximation). Notre méthode basée sur
une évolution linéaire du pro�l de courant n'est pas su�sante pour approcher correctement à
la fois la vorticité et l'intensité du courant de surface. Des écarts problématiques persistent,
preuve que nous passons encore à côté de phénomènes physiques essentiels qui surviennent dans
l'écoulement et impactent la ré�exion de la houle.
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Figure 4.8: Modélisation par courant de surface horizontalement linéaire: a) approximation
linéaire du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation
du cisaillement et les mesures expérimentales

Figure 4.9: Ré�exion de la houle selon l'approximation linéaire du courant de surface
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Figure 4.10: Modélisation par cisaillement horizontalement polynomial: a) approximation poly-
nomiale d'ordre 3 du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation
du courant de surface et les mesures expérimentales

4.2.4 Courant cisaillé horizontalement polynomial

Nous passons donc à une modélisation horizontale d'ordre supérieur: une approche polynomiale,
en considérant cette fois les quatre pro�ls verticaux relevés le long du canal (3.4). Là encore,
nous partons initialement sur l'approximation de la vorticité pour en déduire ensuite l'intensité
du courant de surface, puis nous ferons l'inverse.

Approximation polynomiale d'ordre 3

Interpolation du champ de cisaillement Puisque nous disposons de quatre pro�ls verti-
caux, une approximation polynomiale d'ordre 3 nous paraît cohérente pour une première ap-
proche. Toujours par une méthode des moindres carrés, nous établissons la loi d'approximation
polynomiale de la vorticité suivante:

s(x) = 0.0129.x3 − 0.217.x2 + 0.8294x− 0.5285 (4.9)

Elle est présentée sur la partie gauche de la �gure (4.10), et nous remarquons une assez
bonne corrélation avec les mesures, à part pour la première partie de l'écoulement (entre 0 et
2m), où la vorticité devient négative alors que la première mesure, à 1.17m, nous la présente
comme clairement positive... Comme précédemment, par souci de cohérence physique, nous
déterminons ensuite l'intensité du courant de surface grâce à la formule par débit conservé
(4.6), elle est présentée sur la partie droite de la �gure (4.10). On remarque directement que
cette modélisation est très éloignée des mesures de courant de surface. On note en premier
l'allure pseudo-sinusoïdale au-dessus du fond ondulé, mais qui ne se maintient pas. Ensuite,
entre 2 et 7m, l'intensité du courant en surface décroît à peu près de la même façon dans
l'approximation que dans les mesures. Cependant, on observe un écart colossal: à l'exception
du point-référence pour le débit (en x = 8.68m), l'approximation s'éloigne des mesures de
55.62% à 85.63%. Nous nous attendons donc à des écarts aussi signi�catifs dans le calcul de
l'amplitude du pic de Bragg. Les résultats du calcul de ré�exion de la houle sont présentés sur
la �gure (4.11)

On constate en e�et que les modèles ne sont pas vraiment en adéquation avec les résultats
expérimentaux. M1 sous-estime largement le maximum de ré�exion (-43.83%), et est encore
plus éloigné que précédemment en terme de fréquence pic associée (+7.7%). M2 s'en sort
mieux, une nouvelle fois, mais la qualité de l'approximation n'est pas satisfaisante: la fréquence
pic est bien déterminée (écart de 4.13% seulement) mais l'amplitude reste encore surestimée
de presque 30%. Cette approche ne sera pas considérée comme pertinente. Peut-être qu'une
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Figure 4.11: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale de la vorticité

meilleure approximation de l'intensité du courant de surface améliorera les performances de nos
modèles?

Interpolation du courant de surface Cette fois, la loi d'approximation que nous avons
déterminée pour l'intensité du courant de surface reste cohérente même sur les bords du domaine
(pas de changement de signe aberrant). Elle est présentée sur la partie gauche de la �gure (4.12),
et s'écrit:

U0(x) = 0.0018x3 − 0.022x2 + 0.0466x− 0.1348 (4.10)

et on déduit l'évolution horizontale de la vorticité par conservation du débit, grâce à la
relation (4.8). Si on se penche sur les résultats numériques issus de ce pro�l (4.13), on constate
que cette fois encore M2 est le plus proche des résultats expérimentaux (un écart d'amplitude
de 14.68%, contre presque 39% pour M1), même s'il est cette fois légèrement moins précis en
terme de fréquence pic associée (6.82% d'écart contre 5.92% pour M1). On remarque de bonnes
tendances sur le reste de la plage de fréquences également: le premier maximum local est placé
exactement sur la bonne fréquence (bien que surestimé de presque 100%), et une ré�exion
décroissante sur les hautes fréquences (bien que sous-estimées). Si on cherche la source des
écarts du côté de la vorticité, son évolution est, comme précédemment, présentée sur la partie
droite de la �gure (4.12). Et là encore, malgré une tendance à la décroissance plutôt juste, on
constate toujours des écarts que l'on ne peut tolérer, avec des changements de signe parfaitement
inappropriés sur toute la première moitié du canal.

Tenir compte des évolutions spatiales du courant dans la modélisation reste une bonne idée,
car cela nous rapproche des conditions expérimentales. Cependant, un choix inapproprié de
lois d'approximation polynomiale nous a mené à de mauvaises représentations de la ré�exion
de la houle, moins pertinentes que les représentations par courant uniforme. En examinant les
évolutions des paramètres déduits, nous avons constaté des incohérences, notemment sur les
bords de domaine, avec parfois mêmes des signes contradictoires. Pour remédier à cela, nous
proposons une nouvelle forme d'approximation polynomiale, d'ordre 5 cette fois.
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Figure 4.12: Modélisation par courant de surface horizontalement polynomial: a) approximation
polynomiale d'ordre 3 du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi
d'approximation du cisaillement et les mesures expérimentales

Figure 4.13: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale du courant de surface
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Figure 4.14: Modélisation par cisaillement horizontalement polynomial: a) approximation poly-
nomiale d'ordre 5 du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation
du courant de surface et les mesures expérimentales

Approximation polynomiale d'ordre 5

Pour établir une loi polynomiale d'ordre 5 avec seulement quatre valeurs, nous avons supposé
qu'une fois l'écoulement au-dessus d'un fond plat, le pro�l de courant ne changerait plus de
façon signi�cative. Autrement dit, pour le paramètre considéré nous avons dupliqué les valeurs
d'entrée et de sortie d'écoulement (prises respectivement en x4 = 8.68m et x1 = 1.17m) sur les
extrêmes bords du domaine (respectivement en x4 = 9m et x1 = 0m). Nous disposions alors
de six valeurs pour le cisaillement et six valeurs pour l'intensité du courant de surface, ce qui
nous a permis - toujours par méthode des moindres carrés - d'obtenir des lois d'approximation
plus cohérentes en bord de domaine.

Interpolation du champ de cisaillement Comme précédemment, nous avons commencé
par imposer le cisaillement, et nous reprenons la loi (3.21) que l'on a établie au pragraphe
(3.2.2.4.2), qui est présentée sur la �gure (3.16) et est rappelée ici sur la �gure (4.14). Si
on compare cette loi à la précédente (4.9), on constate deux améliorations: sur l'entrée du
domaine le signe du cisaillement reste cohérent, et sur le début du fond ondulé, entre 2 et 4m,
la valeur est bien plus pertinente (auparavant, elle était quasiment doublée par rapport à la
valeur d'entrée, ce n'est plus le cas). L'allure est lissée, et nous n'avons plus de valeurs extrêmes.
En ce qui concerne les résultats issus des modèles sur la base de ce modèle (�gure (4.15)), nous
nous attendions à des écarts d'amplitude, et c'est ce que nous obtenons. M2 nous renvoie
un maximum de ré�exion grandement surestimé à presque 0.5 quand le pic expérimental ne
dépasse pas 0.4, et M1 nous présente un pic de Bragg complètement e�ondré, à à peine 0.2. En
terme de fréquence pic associée, M2 fait mieux que M1, mais les deux dépassent 1.15Hz quand
le pic expérimental est proche de 1.1Hz. Concernant les évolutions aux hautes fréquences, les
deux modèles ont adopté une allure correcte, en décroissance douce (bien que M2 reprenne sa
tendance en bosses successives vers la �n de la plage de fréquences). L'écart d'amplitude pour
le maximum de ré�exion s'explique facilement lorsqu'on regarde l'évolution de l'intensité du
courant de surface. Notre loi d'approximation est de qualité médiocre concernant ce paramètre:
si l'allure est encore une fois respectée, l'intensité du courant de surface est pratiquement nulle
(inférieure à 5cm/s) sur la première moitié du canal, alors qu'elle a été relevée comme variant
entre 10 et 20 cm/s dans cette zone. Comme nous l'attendions, sous-estimer le courant de
surface (en valeur absolue) a ampli�é la ré�exion calculée par M2 et réduit celle calculée par
M1. Nous allons passer à une approximation du courant de surface, toujours par une fonction
polynomiale d'ordre 5, pour tenter de corriger ces défauts.
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Figure 4.15: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale de la vorticité

Interpolation du courant de surface Nous reprenons donc la même méthode que dans le
paragraphe précédent et établissons une loi empirique d'estimation de l'intensité du courant de
surface, sous la forme d'un polynôme d'ordre cinq:

U0(x) = −0.0001.x5 + 0.002.x4 − 0.0129x3 + 0.0247.x2 − 0.0143.x− 0.1075 (4.11)

Si on regarde par avance l'évolution induite du cisaillement (4.16), on remarque un prob-
lème. Puisque cette évolution dépend directement de l'évolution imposée du courant de surface,
les allures vont être similaires: le long du canal, une forte décroisance puis une légère réaug-
mentation. Or, dans le cas de la vorticité, cela ne marche pas car le cisaillement décroit de
façon beaucoup plus lente. On observe donc un gros décalage sur l'ensemble du canal: sur la
première moitié, le cisaillement est relevé comme légèrement positif alors que notre approxima-
tion l'impose comme compris entre -0.5 et -1.5s-1. Sur la troisième position, on retrouve encore
ce décalage de -1.5s-1: il est relevé à 0.5 et on l'impose à -2s-1. On s'attend donc à retrouver des
amplitudes cohérentes mais un décalage en fréquence un peu plus important que précédement.
Et c'est bien le cas (4.17): M2 est assez proche en amplitude (0.3982 au lieu de 0.3664) mais a
une fréquence associée encore trop décalée (1.19Hz au lieu de 1.114Hz). M1 présente à nouveau
une ré�exion bien trop surestimée (0.4883).

Après avoir établi de nombreuses lois d'approximation, tantôt pour approcher le cisaillement,
tantôt pour approcher l'intensité du courant de surface, il est temps de faire un bilan.

4.2.5 Comparatif et discussions des e�ets de telles approximations

Cette étude est centrée sur le phénomène de résonance de Bragg, nous allons dans ce paragraphe
nous concentrer uniquement sur ce point du comportement de la houle, et réserver l'analyse
des autres comportements (notamment le second pic apparaissant aux plus hautes fréquences)
pour plus tard. Les tableaux (4.3) et (4.4) récapitulent les caractéristiques du pic de Bragg
(fréquence pic, amplitude) pour chaque modèle dans chaque con�guration étudiée, a�n d'avoir
une vue d'ensemble et de visualiser plus facilement les tendances éventuelles. A chaque fois,
nous avons également calculé l'écart (en pourcentage) par rapport à la valeur expérimentale du
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Figure 4.16: Modélisation par courant de surface horizontalement polynomial: a) approxima-
tion polynomiale d'ordre 5 du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi
d'approximation du cisaillement et les mesures expérimentales

Figure 4.17: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale du courant de surface
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Approximation Paramètres M1
f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

non cisaillé
U 0=-0.1075 m/s 1.175 5.48 0.3881 5.92

±6.3U 0=-0.13 m/s 1.17 5.03 0.3605 -1.61
U 0=-0.1840 m/s 1.17 5.03 0.4081 11.38

cisaillé unif.

U 0=-0.1075 m/s, s=0.1678 s -1 1.175 5.48 0.3453 -5.68

±7.02U 0=-0.1840 m/s, s=-1.237 s -1 1.18 5.93 0.3293 -10.13
U 0=-0.1460 m/s, s=-0.5346 s -1 1.175 5.48 0.3486 -4.86
U 0=-0.1810 m/s, s=-0.369 s -1 1.17 5.03 0.3936 7.42

linéaire
s(x) 1.185 6.37 0.3373 -7.94 ±4.14
U 0 (x) 1.18 5.93 0.3652 -0.33

polyn. (3)
s(x) 1.2 7.72 0.2021 -44.84 ±39.62
U 0 (x) 1.18 5.93 0.4924 34.39

polyn. (5)
s(x) 1.205 8.17 0.2137 -41.68 ±37.48

U 0 (x) 1.18 5.925 0.4883 33.27

Table 4.3: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - méthode 1 - M1

paramètre, a�n d'évaluer la pertinence de la con�guration associée. En�n, pour chaque grande
famille de lois d'approximations (constante, linéaire...), nous avons calculé l'écart moyen de
l'amplitude calculée numériquement par rapport à la mesure expérimentale.

Là où pour M1, augmenter la complexité de nos approximations semble nous éloigner des
mesures expérimentales (les écarts moyens augmentent doucement de 6% à 37% environ), pour
M2 cela semble au contraire béné�que: on passe d'un écart moyen de presque 44% à 21% pour la
loi polynomiale d'ordre 3. Les plus faibles écarts en amplitude reviennent à loi d'approximation
linéaire du courant de surface: 0.33% d'écart pour M1 et 4.34% pour M2. Pour ce modèle, c'est
d'ailleurs la seule loi qui nous permet d'approcher à la fois l'amplitude et la fréquence du pic
de Bragg à moins de 5% d'écart. Nous avons remarqué de façon générale que dans le cas des
lois d'évolution horizontale, imposer l'intensité du courant de surface donne de bien meilleurs
résultats. Dans le cas du modèle M2 c'est �agrant, pour les approximations linéaires et poly-
nomiales d'ordre 3 et 5, en imposant le courant de surface on obtient des écarts d'amplitude
respectivement égaux à 4.34, 12 et 8.68% tandis qu'en imposant le cisaillement, on obtient les
écarts respectifs de 51.4, 29.9 et 48.42%. Pour le modèle M1 c'est également le cas, de façon
plus nuancée pour les lois polynomiales mais particulièrement marquée pour la loi linéaire: là où
nous avions presque 8% d'écart en amplitude pour un cisaillement imposé, lorsque la loi porte
sur le courant de surface on tombe à 0.33% d'écart, la plus faible valeur calculée sur l'ensemble
des essais. Or, nous avons vu qu'en imposant le courant de surface, nous sous-estimions systé-
matiquement le cisaillement. A contrario, toutes les approximations du cisaillement mènent à
surestimer le courant de surface et cela impacte grandement et de façon négative les résultats:
si la fréquence pic est parfois légèrement mieux estimée, l'écart entre l'amplitude calculée et
l'amplitude mesurée se creuse.

En ce qui concerne la fréquence pic, aucune tendance ne semble se dégager des résultats:
pour M1, on tourne toujours autour de 5% d'écart, sauf pour les lois polynomiales qui imposent
le cisaillement et où là l'écart se creuse jusqu'à 8%. Pour M2, on tourne plutôt à 4% d'écart,
mais avec des variations légèrement plus importantes, entre 1 et 8% environ. Le modèle le
plus proche de la fréquence pic expérimentale est le courant cisaillé uniforme, précisément celui
estimé comme une moyenne des quatre pro�ls verticaux. Pourtant, le maximum de ré�exion
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M2

f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

non cisaillé
1.16 4.13 0.304 -17.03

±43.581.155 3.68 0.2435 -33.54
1.14 2.33 0.0727 -80.16

cisaillé uniforme

1.165 4.58 0.2799 -23.61

±32.61.205 8.17 0.2991 -18.37
1.155 3.68 0.271 -26.04
1.125 0.99 0.1378 -62.39

linéaire
1.155 3.68 0.4779 -51.45 ±27.9
1.145 2.78 0.3823 4.34

polynomial (ordre 3)
1.165 4.58 0.4762 29.97 ±20.99
1.19 6.82 0.4104 12.01

polynomial (ordre 5)
1.165 4.58 0.489 -48.42 ±28.55
1.195 7.27 0.3982 8.68

Table 4.4: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - méthode 2 - M2

associé accuse un écart de plus de 60% avec la valeur expérimentale.

4.3 Etude des di�érences et discussions

A présent que nous avons fait le bilan des études précédentes, nous pouvons poser un oeil cri-
tique. Aucune de nos approximations n'arrive à modéliser de façon exacte à la fois la fréquence
et l'amplitude du pic de Bragg. Nous avons basé nos lois d'approximation sur le courant de
surface et le cisaillement, établis à partir des pro�ls verticaux relevés en quatre points le long
du canal. Reprenons la façon dont ces paramètres ont été établis précisément. Puisque nos
modèles considèrent un cisaillement constant sur la verticale, pour chaque pro�l nous avons
établi une régression linéaire sur l'ensemble de la colonne d'eau, a�n d'extraire une seule valeur
de cisaillement, moyennée sur les 22cm d'eau, et une valeur de la vitesse en surface. Or, si notre
protocole expérimental nous a bien fourni un pro�l à peu près linéaire en début d'écoulement,
l'évolution le long du canal a modi�é la structure verticale du courant, et l'approximation
linéaire n'est plus forcément appropriée. Sur le pro�l mesuré en x = 5.93m par exemple, on
distingue bien deux évolutions, l'une à cisaillement positif entre 11 et 18cm de profondeur, et
une a cisaillement négatif entre la surface et 11cm de profondeur. De façon générale, sur presque
l'ensemble des pro�ls on constate une diminution de la vitesse sur les cinq derniers centimètres
près du fond, et cette évolution est prise en compte par la régression linéaire alors qu'elle n'est
pas forcément pertinente. Nous cherchons en e�et à déterminer l'impact du cisaillement sur la
propagation de la houle. Il est donc important de porter toute notre attention sur la moitié
haute du pro�l, celui qui va être �vu� par la houle, et de négliger la couche limite près du
fond. Deux nouvelles méthodes ont donc été mises en place a�n d'établir un cisaillement plus
pertinent.
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4.3.1 Autres méthodes d'estimation du cisaillement d'un pro�l

La première méthode a pour objectif d'établir le cisaillement et la valeur du courant de surface
à partir du pro�l de houle à une certaine profondeur, choisie ni trop près de la surface ni trop
profond. En e�et, la houle et le courant interagissent justement par la modi�cation des vitesses
orbitales par l'écoulement moyen. Cet e�et est intégré sur une certaine profondeur (et se placer
trop près de la surface ne permet pas de prendre en compte les e�ets profonds). Cependant, au
delà d'une certaine profondeur, les vitesses orbitales deviennent trop faibles, et leur modi�cation
par l'écoulement moyen n'a que peu d'e�et. Il s'agit donc de choisir une profondeur optimale,
tenant compte de ces deux e�ets.

Approximation polynomiale et approximation tangentielle à la mi-profondeur

Nous avons choisi la profondeur caractéristique de car c'est elle qui, dans nos modèles, nous
permet de crééer numériquement nos pro�ls de courant (paramètres U0 et U2). Il nous semble
donc normal de poursuivre avec la même logique de paramètres caractéristiques. Nous avons
choisi de travailler avec les pro�ls mesurés en l'absence de houle, nous allons donc calculer de
dans les mêmes conditions. On rappelle que de est dé�ni par (2.3), il dépend directement du
nombre d'onde qui peut s'écrire k = 2π

λhoule
. Or, en l'absence de houle, mathématiquement on

peut considérer que λhoule → +∞, donc que k → 0 et donc que tanh(kh)→ kh. Dès lors, nous
pouvons réécrire de comme :

de →
kh

2k
=
h

2
= 0.11 (4.12)

Notre profondeur critique a été �xée à 11cm de profondeur. Comment à présent établir au
plus juste les paramètres du courant à cette profondeur? Nous avons choisi d'approcher le pro�l
avec une fonction polynomiale d'ordre 5 (pour pouvoir prendre en compte les inhomogénéïtés
comme celles relevées sur le pro�l en x = 5.93m par exemple), et de calculer la tangente à cette
courbe en z = −de. Le cisaillement sera pris comme égal à la pente de cette tangente, et le
courant de surface comme la valeur de cette tangente en z = 0. La �gure (4.18) nous montre
le résultat de cette méthode: l'approximation polynomiale du pro�l mesuré est représentée en
trait plein noir et la tangente en trait plein rouge. On remarque que cette méthode nous donne
des cisaillements moins forts que la méthodes précédents, mais plus ajustés au pro�l de courant
dans la moitié supérieure de l'écoulement, notamment pour le pro�l d'entrée en x = 8.67m. Le
pro�l en x = 5.93m est lui plutôt malchanceux, le point de tangente tombe exactement sur le
point d'in�exion du pro�l, et notre approximation, bien que d'allure similaire, sous-estime la
vorticité. On notera également que les courants de surface sont bien plus proches des valeurs
expérimentales, quand la méthode précédente, avec son inclinaison parfois surestimée, s'en
éloignait parfois.

Le tableau (4.5) récapitule les paramètres établis grâce à cette méthode, pour chaque pro�l.
Il nous servira de référence pour l'établissement des lois d'approximation. On constate que
toutes les vorticités sont négatives, contrairement aux vorticités établies précédemment. Nous
espérons que cette nouvelle évolution nous conduira à de meilleures estimations de la ré�exion.

Lois d'approximation uniformes Les lois d'approximation de type �courant cisaillé uni-
forme� ont précédemment été plutôt prometteuses, elles ont conduit notamment à la meilleure
estimation de la fréquence pic par notre modèle M2. Nous allons donc reconduire ces études
avec nos nouveaux paramètres, et dans une logique de continuité, nous avons choisi de mener
trois études. La première reprend les paramètres du pro�l d'entrée d'écoulement, P4, la seconde
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Figure 4.18: Pro�ls verticaux: méthode d'estimation des paramètres du pro�l par tangente à
la profondeur critique

x (m) U0 (m/s) s (s-1) n°

1.17 -0.1687 -0.1987 P1
4.07 -0.1937 -0.1161 P2
5.93 -0.2295 -0.4391 P3
8.67 -0.1773 -0.2060 P4

Table 4.5: Caractéristiques des pro�ls verticaux de courant établies par approximation polyno-
miale puis régression verticale à mi-profondeur

147



Figure 4.19: Modélisation par courant cisaillé horizontalement uniforme

les paramètres du pro�l de sortie d'écoulement P1. Nous n'avons pas calculé un écoulement
intermédiaire en moyennant ces deux pro�ls car leurs paramètres sont très proches, la moyenne
n'aurait donc pas apporté d'information pertinente. Par contre, nous avons conservé le pro�l
intermédiaire établi en moyennant les quatre pro�ls, cela nous donne les paramètres suivants:
U0 = −0.1923m/s et s = −0.2399s−1. La �gure (4.19) nous présente les résultats.

Ici, les trois pro�ls implémentés évoluent de concert pour les deux paramètres: U0 et s
augmentent successivement (en valeur absolue). Et encore une fois, on constate que ça a des
e�ets inverses sur chacun des modèles. M1 surestime l'amplitude de plus en plus et sous-estime
la fréquence pic de moins en moins. En e�et, on est très proche des valeurs expérimentales
pour le premier pro�l, avec une amplitude estimée à seulement 6% de la valeur expérimentale,
alors que pour le troisième pro�l l'écart a doublé (presque 12%). La fréquence pic associée,
elle, est de 5.03% pour le premier pro�l et de -4.38% pour le troisième, mais la variation est
si faible qu'on peut considérer que, pour M1, lorsque le pro�l de courant se renforce (tant
en cisaillement qu'en vitesse de surface), la fréquence associée reste inchangée. Notre second
modèle, lui, surestime très légèrement la fréquence pic: l'écart entre le premier et le troisième
pro�l passe de 2.7 à 4.1%. Par contre, l'amplitude est dramatiquement sous-estimée, et l'écart
s'aggrave avec le courant: entre -58.6 et -72.3%. Et comme précédemment, le pro�l P1 est celui
qui conduit aux meilleurs résultats, encore la preuve que l'évolution du pro�l de courant le long
du fond ondulé a bien un impact sur la propagation de la houle.

Lois d'approximations linéaires Passons aux lois d'approximation linéaires, établies entre
le premier et le dernier pro�l. Dans une logique de continuité, nous approcherons d'abord la
vorticité puis dans un deuxième temps le courant de surface.

Interpolation du champ de cisaillement Nous avons établi la loi d'approximation
empirique suivante pour la vorticité:

s(x) = −0.0010x− 0.1976 (4.13)

Le courant de surface a été déduit par conservation du débit, calculé en entrée de veine et
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Figure 4.20: Modélisation par cisaillement horizontalement linéaire: a) approximation linéaire
du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation du courant de
surface et les mesures expérimentales

égal à :

Q(x) = Q(x4) = U0(x4).h(x4)− h(x4)2.s(x4)

2
= −0.034m3s−1 (4.14)

Cette nouvelle estimation du débit vaut presque le triple de la valeur estimée par la méthode
précédente (écart de +217.75%), ce changement devrait forcément avoir un fort impact sur la
modélisation. Notre loi d'approximation du cisaillement est représentée sur la �gure (4.20), et
on retrouve également l'estimation du courant de surface déduit par conservation de débit. On
remarque immédiatement que par rapport à aux résultats de l'approche �évolution linéaire� de
la section précédente, les résultats sont inversés (4.21): M2 surestimait la ré�exion, à présent
il la sous-estime, plus que M1 même, et aux hautes fréquences les deux modèles ont perdu
leur évolution en décroissance douce pour reprendre une évolution basique en sinusoïdes. On
remarque toutefois que, pour la première fois, les maximas successifs des sinusoïdes suivent
parfaitement les points expérimentaux ente 1.25 et 1.45Hz. Concernant le pic de Bragg à
proprement parler, M2 approche mieux la fréquence pic, à 4.58%, mais la ré�exion est diminuée
d'un tiers (écart de 36.22%). Nous savons que les problèmes d'amplitude sont liées à des
erreurs dans l'estimation du courant de surface, nous avons donc tracé cette dernière sur la
troisième partie de la �gure (4.20) et on constate que certes, en début de canal, une petite
erreur persiste (-0.176 au lieu de -0.168) mais elle a vraiment été bien réduite comparée aux
simulations précédentes, et c'est peut-être la raison de la bonne estimation de la ré�exion aux
plus hautes fréquences. Nous poursuivons donc en tentant cette fois d'établir en premier une
loi d'approximation pour le courant de surface.

Interpolation du courant de surface Par regression linéaire entre les valeurs mesurées
expérimentalement en entrée et en sortie d'écoulement, nous avons établi la loi d'approximation
suivante pour l'intensité du courant de surface:

U0(x) = −0.0011x− 0.1674 (4.15)

Le cisaillement sera ensuite calculé par conservation du débit, et les deux évolutions sont
représentées sur la �gure (4.22), le calcul de ré�exion de la houle en présence de ce pro�l sera
lui présenté sur la �gure (4.23). Cette évolution est très surprenante, car à partir de 1.2Hz
environ, les deux modèles présentent une allure très similaire, mais avant ce point, autour du
pic de Bragg aucun des deux modèles ne présente de cohérence avec les résultats expérimentaux.
Notre modèle M2 a complètement ignoré le phénomène de résonance (et présente un maximum
de ré�exion qui dépasse à peine 0.05) et M1 est encore une fois en deça de la réalité, avec
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Figure 4.21: Ré�exion de la houle selon l'approximation linéaire de la vorticité

Figure 4.22: Modélisation par courant de surface horizontalement linéaire: a) approximation
linéaire du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation
du cisaillement et les mesures expérimentales

un maximum de ré�exion qui dépasse péniblement 0.2 alors qu'expérimentalement, la houle
est ré�échie à presque 40%. Si on regarde l'évolution du cisaillement induit, on remarque
de très fortes variations au-dessus du fond ondulé, avec une vorticité majoritairement très
positive (alors que pour l'instant, on s'intéresse aux vorticités relevées en entrée et en sortie
d'écoulement, négatives).

A�n d'estimer si ce type de variations intermédiaires est pertinent, nous décidons d'inclure
les mesures verticales relevées en deux points au-dessus du fond ondulé. Nous passons donc à
des lois d'approximation de type polynomiales.

Lois d'approximations polynomiales Pour se prémunir directement de toute aberration
aux limites du domaine, nous décidons d'établir directement des fonctions polynomiales d'ordre
5.

Interpolation du champ de cisaillement On impose tout d'abord la vorticité, par la
loi empirique suivante (cf (4.24)):

s(x) = −0.0007x5 + 0.0163x4 − 0.1281x3 + 0.3735x2 − 0.2865x− 0.1987 (4.16)
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Figure 4.23: Ré�exion de la houle selon l'approximation linéaire du courant de surface

Figure 4.24: Modélisation par cisaillement horizontalement polynomial: a) approximation poly-
nomiale d'ordre 5 du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation
du courant de surface et les mesures expérimentales

On remarque que cette loi présente un point problématique, entre 2 et 3m, où la vorticité
s'annule alors qu'elle est strictement négative sur l'ensemble du domaine. Par contre, cela
ne semble pas avoir d'incident négative notable sur l'estimation de l'intensité du courant de
surface. Cette dernière paraît assez pertinente, les points relevés sont très bien approchés par la
courbe. Nous pourrions penser qu'il s'agit d'un hasard de placement des courantomètres, et que
de façon générale l'intensité du courant peut être surestimée, mais on remarque que les deux
mesures sont placées au-dessus de creux de la bathymétrie: l'étude détaillée du cisaillement
dans les bosses du fond nous éclairera plus mais nous pouvons pour l'instant supposer que
l'intensité du courant de surface suit la bathymétrie, et qu'au-dessus des creux on constate
bien une baisse de la vitesse du courant en surface. Voyons à présent la ré�exion calculée par
nos modèles à partir de cette loi (4.25). On remarque immédiatement que cette modélisation
manque de précision: le modèle M1, bien que se rapprochant des mesures expérimentales aux
hautes fréquences, manque le pic de Bragg (surestimation de plus de 30%). M1 passe encore
une fois complètement à côté et sous-estime la ré�exion de plus de 40%.

Interpolation du courant de surface En imposant l'intensité du courant de surface, on
ne retrouve aucun point problématique dans l'estimation (présentée �gure (4.26)), aucun écart
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Figure 4.25: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale du cisaillement

Figure 4.26: Modélisation par courant de surface horizontalement polynomial: a) approximation
polynomiale d'ordre 5 du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi
d'approximation du cisaillement et les mesures expérimentales

trop important par rapport aux valeurs expérimentales. L'estimation déduite de la vorticité
est également assez satisfaisante, la vorticité en début de canal est légèrement surestimée mais
comme au-dessus du fond ondulé elle est légèrement sous-estimée, nous pouvons dire que l'allure
est correcte. On peut juste regretter que les ondulations au-dessus du fond variable soient pour
moitié d'un peu trop forte cambrure. Concernant les résultats, également présentés �gure
(4.26)), e�ectivement l'amélioration est �agrante. Si M1 surestime le maximum de ré�exion
(en amplitude - d'environ 33.2%- comme en fréquence - presque +6%-), M2 nous montre une
courbe particulièrement intéressante. Le tout premier maximum local de ré�exion est bien
représenté en fréquence, malheureusement le pic de Bragg est un peu décalé (d'un peu plus de
7%) mais son amplitude, elle, est bien approchée, avec un écart de seulement 8.68%, le plus
faible pour cette modélisation. L'évolution aux hautes fréquences est également prometteuse,
on retrouve en�n l'évolution en décroissance douce, et elle est relativement bien corrélée avec
les résultats expérimentaux jusqu'à la �n de la plage de fréquences.

Bilan de cette méthode Les tableaux (4.6) et (4.7) récapitulent les données des simulations
précédentes, pour des paramètres de courant établis par approximation polynomiale du pro�l
vertical de courant puis régression linéaire à la profondeur critique. La meilleure approximation
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Figure 4.27: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale du courant de surface

Approximation Paramètres M1
f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

cisaillé unif.
U 0=-0.1687 m/s, s=-0.1987 s -1 1.17 5.03 0.3896 6.33

±8.81U 0=-0.1773 m/s, s=-0.2060 s -1 1.17 5.03 0.3978 8.57
U 0=-0.1923 m/s, s=-0.2399 s -1 1.165 4.58 0.4086 11.52

linéaire
s(x) 1.175 5.48 0.3683 0.52 ±39.22
U 0 (x) 1.17 5.03 0.2245 -77.92

polyn. (5)
s(x) 1.205 8.17 0.2137 -41.68 ±37.48
U 0 (x) 1.18 5.92 0.4883 33.27

Table 4.6: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - méthode 2 - M1

revient au modèle M1, sur la modélisation linéaire selon le cisaillement, avec un maximum de
ré�exion approché à 0.52% d'écart. On constate toutefois que la modélisation polynomiale ne
convient pas à ce modèle, et entraîne des écarts plus importants (entre 30 et 40%). Pour notre
modèle M2 en revanche, cette modélisation donne de très bon résultats comme nous avons pu
le voir notamment pour l'estimation de l'intensité du courant de surface.

Nous avons cependant émis des réserves sur notre façon d'estimer le cisaillement. Notre
méthode, bien que dans l'idée déjà plus pertinente que la première, présentait parfois des
incohérences sur les pro�ls verticaux soumis à une in�exion à mi profondeur, et cela faussait
parfois le calcul. De plus, elle présentait une vorticité toujours négative sur l'ensemble du
canal, alors que des vorticités positives menaient à de meilleurs résultats en terme de ré�exion
de houle. Il nous est donc apparu nécessaire de poursuivre l'investigation et de mettre en
place une troisième méthode pour estimer avec précision la vorticité et son évolution dans
l'écoulement.
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M2

f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

cisaillé uniforme
1.145 2.78 0.1515 -58.65

±65.571.16 4.13 0.1256 -65.72
1.16 4.13 0.1013 -72.35

linéaire
1.165 4.58 0.2337 -36.22 ±59.89
1.205 8.17 0.06024 -83.56

polynomial (ordre 5)
1.165 4.58 0.489 33.46 ±21.07
1.195 7.27 0.3982 8.68

Table 4.7: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - méthode 2 - M2

x (m) U0 (m/s) s (s-1) n°

1.17 -0.1010 0.4009 P1
4.07 -0.1817 0.0011 P2
5.93 -0.2809 -0.8641 P3
8.67 -0.2085 -0.4283 P4

Table 4.8: Caractéristiques des pro�ls verticaux de courant établies par régression linéaire sur
les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau

Regression linéaire sur les deux-tiers de la colonne d'eau

Cette méthode a pour but d'allier l'avantage de la seconde méthode, à savoir se concentrer sur
la partie supérieure de l'écoulement, et celle de la première, à savoir minimiser au maximum
l'in�uence de points parasites. Nous avons décidé de déterminer le cisaillement et l'intensité
du courant de surface par régression linéaire mais cette fois uniquement sur les deux-tiers de la
colonne d'eau. Précisément, nous avons pris en compte les deux-tiers supérieurs des mesures
à notre disposition, entre 6 et 22cm pour la plage la plus large. Cela nous donne une fenêtre
de régression comprise entre 6 et 16cm de profondeur. La �gure (4.28) présente les pro�ls
et la régression, que nous avons choisie de tracer jusqu'en z = 0 a�n de visualiser l'intensité
du courant de surface, et véri�er sa cohérence. Les pro�ls obtenus sont très satisfaisants, et
sont très représentatifs du comportement de l'écoulement près de la surface. L'estimation de
l'inclinaison des pro�ls est notamment de bien meilleure qualité que la méthode précédente. Le
tableau (4.8) résume les paramètres établis par cette méthode, et on retrouve un changement
de signe de la vorticité.

Loi d'approximation uniforme Nos premières modélisations portent comme précédem-
ment sur une évolution uniforme selon Ox. Cette approche avait en e�et donné des résultats
prometteurs lors de notre première série de calculs (partie 4.2.2). Nous avons choisi de calculer
la ré�exion de la houle en présence d'un courant verticalement cisaillé et horizontalement uni-
forme, et nous avons considéré plusieurs pro�ls (cf (4.8)): P1, P4 ainsi qu'un pro�l intermédiaire
établi comme la moyenne entre P1 et P4 et dé�ni par U0 = −0.15475m/s et s = 0.0085s−1. Un
second pro�l intermédiaire a été implémenté, il a été établi comme la moyenne des quatre pro�ls
verticaux: U0 = −0.193025m/s et s = −0.2115s−1. Ces quatre con�gurations nous donnent
des combinaisons particulièrement intéressantes, avec des intensités de surface allant du simple
au presque triple et des vorticités positives comme négatives, parfois opposées. La �gure (4.29)
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Figure 4.28: Pro�ls verticaux: méthode d'estimation des paramètres du pro�l par régression
linéaire sur les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau

nous présente les résultats, pro�ls réels d'un côté, pro�ls virtuels de l'autre. Ce qui frappe en
premier lieu c'est la meilleure corrélation entre les courbes issues de notre premier modèle M1
et les données expérimentales. Nous nous y attendions, nous avons largement démontré dans
les con�gurations précédentes que M1 était particulièrement e�cace dans des con�gurations de
courant horizontalement uniforme. Le pro�l intermédiaire issu de la moyenne entre P1 et P4
donne la meilleure estimation de l'amplitude avec M1 (écart de seulement 4.88%) et la meilleure
estimation de la fréquence (écart de 3.2%) avec M2. Par contre, aucune des con�gurations ne
donne une approximation correcte en hautes fréquences.

Loi d'approximation linéaire Viennent ensuite les modélisations de type �évolution hori-
zontalement linéaire�, d'abord pour la vorticité puis pour l'intensité du courant de surface.

Interpolation du champ de du cisaillement Par une méthode des moindres carrés,
nous avons établi la loi d'approximation du cisaillement suivante:

s(x) = −0.1163x+ 0.5814 (4.17)

présentée sur la �gure (4.30). Dans cette modélisation, le débit entrant est calculé avec les
paramètres du pro�l P4 (voir tableau (4.8)):

Q(x) = Q(x4) = U0(x4).h(x4)− h(x4)2.s(x4)

2
= −0.0355m3s−1 (4.18)

Il est très proche du débit établi dans la partie précédente, signe que nous convergeons vers
une estimation pertinente des paramètres de l'écoulement. La �gure (4.30) présente l'évolution

155



Figure 4.29: Modélisation par courant cisaillé horizontalement uniforme: a) Pro�ls réels P1 et
P4 - b) Pro�ls intermédiaires

Figure 4.30: Modélisation par cisaillement horizontalement linéaire: a) approximation linéaire
du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation du courant de
surface et les mesures expérimentales

de l'intensité du courant de surface, déduite par conservation du débit. On retrouve logiquement
l'évolution sinusoïdale au-dessus du fond ondulé et on constate qu'en début de canal, la vitesse
est légèrement sous-estimée. Sur la même �gure, on peut analyser les résultats renvoyés par
les modèles M1 et M2. On constate immédiatement une baisse de la qualité de la modélisation
par M1: l'écart entre le maximum de ré�exion calculé et celui mesuré augmente à presque
33%, quand il est en moyenne de 8.7% pour une approximation type courant uniforme. De la
même façon, on constate une amélioration du comportement de M2: là où avant l'écart avec le
maximum de ré�exion tournait autour de 59%, ici il tombe à 20.7%. Encore trop approximatif,
mais c'est mieux. On remarque aussi que M1 approche bien la ré�exion aux hautes fréquences,
malgré les maxima et minima successifs.

Interpolation du courant de surface A présent, on établit une loi empirique d'approximation
de l'intensité du courant de surface, linéaire entre les pro�ls P1 et P4:

U0(x) = −0.0143x− 0.0843 (4.19)

et la vorticité est déduite par conservation du débit (4.18). On remarque que cette loi (4.19)
est très similaire de celle établie dans la partie précédente (4.15), du fait des paramètres très
proches. Les deux évolutions sont présentées sur la �gure (4.32) et cette fois, c'est la vorticité
qui est légèrement surestimée. On constate aussi que la cambrure des sinusoïdes au-dessus du
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Figure 4.31: Ré�exion de la houle selon l'approximation linéaire de la vorticité

Figure 4.32: Modélisation par courant de surface horizontalement linéaire: a) approximation
linéaire de l'intensité du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi
d'approximation du cisaillement et les mesures expérimentales

fond ondulé est plus importante. Selon les résultats renvoyés par les modèles (4.33), cela a
e�ectivement posé problème, comme précédemment (4.22). Notre modèle M1 sous-estime le
maximum de ré�exion, mais l'écart reste en valeur absolue du même ordre de grandeur que
celui constaté pour la modélisation précédente (-41.8%). Pour M2 en revanche, le pic de Bragg
chute (-75% d'écart) et l'estimation de la ré�exion n'est pas plus pertinente sur le reste de la
plage de fréquence.

Loi d'approximation polynomiale Pour améliorer la précision de notre modélisation, nous
intégrons l'évolution au-dessus du fond ondulé et passons à des lois d'approximation de type
polynômes d'ordre quatre.

Interpolation du champ de cisaillement On commence par la loi d'approximation de
la vorticité, établie par la méthode des moindres carrés:

s(x) = −0.0013x5 + 0.0294x4 − 0.2167x3 + 0.5515x2 − 0.3932x+ 0.4453 (4.20)

et le courant de surface sera calculé par conservation du débit. Les résultats, ainsi que la
courbe de ré�exion de la houle, sont présentés sur la �gure (4.34). En observant l'évolution du
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Figure 4.33: Ré�exion de la houle selon l'approximation linéaire du courant de surface

Figure 4.34: Modélisation par cisaillement horizontalement polynomial: a) approximation poly-
nomiale d'ordre 5 du cisaillement le long du canal - b)Comparaison entre la loi d'approximation
du courant de surface et les mesures expérimentales

courant de surface, on remarque une forte intensité (négative, donc opposée à la propagation des
vagues) vers la �n du fond ondulé, à environ -30cm/s (bien qu'en accord avec la valeur estimée
par régression linéaire sur les deux-tiers supérieurs de la colonne d'eau). Cela se ressent sur
le calcul de ré�exion: contrairement à précédemment, l'évolution aux hautes fréquences est
très perturbée, on suppose alors par un phénomène de blocage de la houle par le courant. La
représentation du pic de Bragg s'est cependant améliorée pour les deux modèles: l'amplitude
calculée par M1 présente un écart de seulement 11.03%, et M2 de 34.63% (alors que l'écart
était en moyenne de 59% pour un courant modélisé constant et 48% pour un courant modélisé
linéaire selon Ox).

Interpolation du courant de surface Déduire l'intensité du courant de surface au lieu
de l'estimer directement à partir des valeurs expérimentales a posé problème dans la modélisa-
tion précédente, nous y remédions ici et établissons la loi d'évolution empirique suivante:

U0(x) = −0.0002x5 + 0.0033x4 − 0.023x3 + 0.0531x2 − 0.0356x− 0.1010 (4.21)

Elle est représentée sur la �gure (4.36) avec l'évolution de la vorticité déduite par conserva-
tion du débit. La courbe de ré�exion de la houle selon la fréquence est présentée sur la �gure
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Figure 4.35: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale du cisaillement

Figure 4.36: Modélisation par courant de surface horizontalement polynomial: a) approximation
polynomiale d'ordre 5 du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi
d'approximation du cisaillement et les mesures expérimentales

(4.37). Etonnamment, le modèle M1 donne de meilleurs résultats, on constate un écart de
-30% environ entre l'amplitude calculée du pic de Bragg et celle mesurée, mais pour M2, l'écart
se creuse jusqu'à -54%. On remarque là encore un blocage de courant, qui apparaît encore
plus tôt que dans le cas précédent (aux alentours de 1.45Hz). Nous avons peut-être un indice
en regardant l'évolution déduite de la vorticité: en début de canal, l'allure oscillante imposée
par le fond ondulé et la conservation du débit impose des variations brutales, avec parfois un
cisaillement égal à plus du double de ce qu'il a été estimé d'après les mesures. On remarque
ainsi qu'en x = 1.17m, la valeur expérimentale est un peu en-dessous de 0.5s-1, alors que juste
après, au début du fond ondulé vers 2m, elle est numériquement estimée à plus de 1s-1. Ces
variations s'adoucissent par la suite, mais cela ne su�t peut-être pas à permettre à la houle
de se propager. En e�et, lorsque la houle arrive sur le fond ondulé, elle rencontre un courant
de surface certes �faible� mais avec le cisaillement, il s'intensi�e tès rapidement sur la colonne
d'eau et à mi-profondeur, on a déjà une vitesse de -22cm/s et au fond de presque -32cm/s.
A contrario, à la sortie du fond ondulé nous avons un écoulement complètement di�érent: le
courant de surface atteint presque les 30cm/s et la vorticité dépasse -1, donc à mi profondeur
le courant tombe à -18cm/s et au fond il est quasi nul (8cm/s environ). Pourtant, de façon
générale nos lois d'approximation semblent bien approcher les points de mesure...
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Figure 4.37: Ré�exion de la houle selon l'approximation polynomiale du courant de surface

Approximation Paramètres M1
f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

cisaillé unif.

U 0=-0.2085 m/s, s=-0.4283 s -1 1.17 5.03 0.4143 13.07

±8.79U 0=-0.1010 m/s, s=0.4453 s -1 1.175 5.48 0.3476 -5.13
U 0=-0.15475 m/s, s=0.0085 s -1 1.17 5.03 0.3843 4.88
U 0=-0.193025 m/s, s=-0.2115 s -1 1.165 4.58 0.4106 12.06

linéaire
s(x) 1.175 5.48 0.4872 32.97 ±37.42
U 0 (x) 1.175 5.48 0.213 -41.87

polyn. (5)
s(x) 1.18 5.92 0.4068 11.03 ±20.2

U 0 (x) 1.17 5.03 0.2588 -29.37

Table 4.9: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - méthode 3 - M1

Bilan de cette étude Les tableaux (4.9) et (4.10) récapitulent les caractéristiques des
con�gurations que nous avons testées dans cette partie. Malheureusement, nous n'aboutissons
pas à une modélisation correcte du comportement de la houle avec notre modèle M2 ici. Seul le
modèle M1, en con�guration de courant cisaillé uniforme, nous donne une estimation acceptable
du maximum de ré�exion de la houle.

Nous avons vu que selon la manière d'établir les caractéristiques du courant à partir des
pro�ls verticaux mesurés, les résultats variaient du tout au tout, même si les paramètres ne
semblent pas di�érer de beaucoup. Nous avons également constaté que notre dernière méthode,
pourtant la plus cohérente a priori, nous donnait pourtant des résultats médiocres. La meilleure
estimation de l'amplitude du pic de Bragg vient du modèle M1, à presque 5%, tandis que M2,
pourtant plus complet, ne s'en approche pas à moins de 20%. Nous avons donc deux possibilités.
Nous pourrions tenter d'établir une autre méthode d'estimation des paramètres à partir des
pro�l, mais cela reste di�cile d'établir une tendance en minimisant l'in�uence de paramètres
parasites, et nous avons tout de même obtenus des paramètres similaires en exploitant de deux
façon di�érente la partie supérieure de l'écoulement. Nous pouvons également exploiter les
autres données que nous avons à disposition: avec un jeu de paramètres plus grand, nous aurons
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M2

f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

cisaillé uniforme

1.16 4.13 0.08827 -75.91

±58.571.165 4.58 0.2459 -32.89
1.15 3.23 0.1759 -51.99
1.155 3.68 0.09709 -73.5

linéaire
1.16 4.13 0.2905 -20.72 ±47.84
1.2 7.72 0.09179 -74.95

polynomial (ordre 5)
1.165 4.58 0.2395 -34.63 ±44.31
1.205 8.17 0.1686 -53.98

Table 4.10: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - méthode 3 - M2

plus de facilités pour établir l'évolution du pro�l de courant le long du canal, et comprendre ce
qu'il s'y passe.

4.3.2 Prise en compte de l'évolution du courant au-dessus du fond:
modélisation polysinusoidale

Sans houle

Nous avons recueilli de nombreux pro�ls verticaux très rapprochés au-dessus du fond sinusoï-
dal, avec et sans houle, et un échantillon a été présenté dans le chapitre trois, sur les �gures
(3.31) et (3.34). Nous pouvons exploiter ces mesures pour en extraire deux sets de données
supplémentaires, de cisaillement et de courant de surface, en l'absence de houle tout d'abord
(dans notre logique de continuité, et car la �gure (3.31) nous montre une certaine similarité
entre les pro�ls relevés sans et avec la houle). Pour cela, nous avons procédé avec la troisième
méthode: par régression linéaire sur les deux-tiers supérieurs de la colonne d'eau. L'annexe 1
résume l'ensemble des travaux d'exploitation des pro�ls: les schémas de prise de mesure, les
pro�ls recueillis en l'absence de houle et le traitement par régression linéaire. Pour donner
un exemple, la �gure (3.32) présente les pro�ls recueillis sur la septième longueur d'onde de
fond (dans le sens de propagation de la houle, ou la troisième en partant de la plage) et les
régressions linéaires associées. Nous avons la possibilité de véri�er l'e�cacité de notre méthode
en comparant les courants de surface obtenus par cette méthode à ceux e�ectivement relevés
par les courantomètres, en l'absence de houle. Les résultats sont présentés sur la �gure (4.38),
on rappelle que dans le cas des valeurs relevées par les courantomètres (associées à la légende
�U0 exp.�), chaque couleur symbolise les mesures relevées par une même sonde, par souci de
clarté.

D'un point de vue général, l'approximation est assez proche du courant e�ectivement relevé
dans le canal. Si les mesures avoisinnent les 20cm/s en moyenne, notre méthode d'estimation
nous donne un pro�l moyen aux alentours de 18cm/s. On retrouve dans les deux cas quelques
mesures bien supérieures à la moyenne (au-dessus des sommets du fond ondulé). Le courant
de surface estimé après le fond ondulé, en x = 8.67m, est particulièrement en accord avec les
mesures relevées juste avant. Par contre, notre estimation en début de canal, en x = 1.17m, est
clairement supérieure à ce qui semble se passer réellement dans le canal: à cet endroit, notre
méthode estime le courant de surface à environ 10cm/s, alors que quelques centimètres plus
loin (toujours sur fond plat), nous avons mesuré un courant de surface d'environ 18cm/s. Nous
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Figure 4.38: Comparaison entre le courant de surface relevé par les courantomètres en l'absence
de houle et celui estimé à partir des pro�ls verticaux par régression linéaire sur les deux tiers
de la colonne d'eau

devrons garder ce point à l'esprit lorsque nous analyserons les résultats issus de ces paramètres
estimés.

Une fois que nous avons établi toutes les vorticités et toutes les intensités du courant de
surface sur les quatre longueurs d'onde de fond que nous avons exploitées, il est temps d'établir
une loi d'approximation. Nous avons vu précédemment que la conservation du débit faisait
apparaître des oscillations au-dessus du fond dans l'évolution du paramètre déduit, et qu'on
retrouvait ces oscillations dans les mesures du courant de surface avec comme sans houle,
comme l'illustrent les �gures (3.19) et (3.21) par exemple. Nous avons donc décidé d'estimer les
paramètres de courant selon une loi que nous appellerons �polysinusoïdale�: une allure générale
de polynôme d'ordre cinq (pour les quatre pro�ls verticaux) avec une partie sinusoïdale au-
dessus du fond. Comme nous avons constaté expérimentalement qu'au-dessus du fond ondulé,
le courant de surface présentait des oscillations de même longueur d'onde que la bathymétrie,
nous intégrons cette caractéristique à nos modélisations également. Pour un paramètre P (soit
le cisaillement, soit l'intensité du courant de surface), la loi d'approximation se présente donc
sous la forme:

P (x) = X1x
5+X2x

4+X3x
3+X4x

2+X5x+X6+X7.H(x). cos

(
2π

λbathy
x

)
+X8.H(x). sin

(
2π

λbathy
x

)
(4.22)

avec H(x) une fonction-porte qui va lisser la courbe à l'entrée et à la sortie de la partie
ondulée et éviter toute discontinuité dans les calculs de dérivées de toute sorte. Elle s'écrit à
l'aide d'une constante de raideur R = 10 et des absisses des bornes du fond ondulé Fr1 = 2.05m
et Fr2 = 7.05m:

H(x) = tanh(R.(x− Fr1))− tanh(R.(x− Fr2)) (4.23)

Ensuite, chaque loi d'approximation nécessite huit constantes Xi, i ∈ [1 : 8] qui vont être
déterminées en écrivant le système matriciel de taille 8x8 suivant:
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Figure 4.39: Modélisation par cisaillement horizontalement polysinusoïdal: a) approximation
polysinusoïdale du cisaillement le long du canal - b) Comparaison entre la loi d'approximation
du courant de surface et les mesures expérimentales
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avec ∀P ∈ [0 : 5] HCP =
∑

iHi cos
(
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λ
x
)
xPi (par exemple HC5 =

∑
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)
x5
i ,
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(
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)
x4
i et ainsi de suite jusqu'à HC0 =

∑
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)
). Sur la même

logique, nous avons établi les termes HSP =
∑
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)
xPi . En reprenant le modèle

de notation, on dé�nit les termes H2C2 =
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En e�et, cela revient à écrire le système d'équations suivantes: ∀x ∈ [1 : 10]m

X1x
10 +X2x

9 +X3x
8 +X4x

7 +X5x
6 +X6x

5 +X7H cos

(
2π

λ
x

)
x5 +X8H sin

(
2π

λ
x

)
x5 = sx5

(4.25)
ce qui, une fois divisé par x5, nous redonne bien l'équation (4.22), et ainsi de suite sur

chacune des lignes. Le système (4.24) nous donne bien un système de huit équations à huit
inconnues, qui sera résolu sous Matlab.

Interpolation du champ de cisaillement On commence par imposer le cisaillement selon
une loi de type (4.22) avec X1 = 4, 95.10−4, X2 = −1, 199.10−2, X3 = 9, 80.10−2,X4 =
−3, 01.10−1, X5 = 1, 61.10−1, X6 = 4, 85.10−1, X7 = −4, 43.10−2, X8 = 7, 05.10−2. Le courant
de surface est déduit par conservation du débit, et nous choisissons de conserver la valeur
établie en (4.18) puisque nous avons conservé la même méthode pour estimer les paramètres de
l'écoulement (et que nous avons donc les mêmes caractéristiques pour le pro�l d'entrée relevé
en x = 8.67m).

La loi d'approximation du cisaillement est présenté sur la �gure (4.39) et elle nous paraît
appropriée. Elle passe par les quatre points de mesure associés au cisaillement extraits des
quatre pro�ls verticaux répartis le long du canal. Ces points donnent l'allure polynomiale de
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Figure 4.40: Ré�exion de la houle selon l'approximation polysinusoïdale de la vorticité

la fonction. Mais l'aspect sinusoïdal est particulièrement réussi: on remarque que la courbe
passe exactement par plus de la moitié des points et que ceux qui restent sont en accord (les
points expérimentaux sous la courbe sont tout de même placés dans l'alignement des creux de
la sinusoïde, et ceux placés au-dessus dans l'alignement des crêtes). Le choix d'une périodicité
égale à la périodicité du fond est bien cohérent. On pourrait émettre un bémol sur l'estimation
de l'amplitude de la sinusoïde: un peu moins de la moitié des points restent de part et d'autre
de la courbe, et augmenter l'amplitude aurait permis de passer par la plupart d'entre eux. On
s'intéresse à l'évolution déduite du courant de surface, présentés sur la même �gure. Concernant
les points issus des pro�ls verticaux, nous n'avons qu'une remarque à formuler: le courant de
surface est très légèrement sous-estimé vers x = 1m. Concernant l'évolution au-dessus du fond
ondulé, la courbe passe là aussi par la moitié des points et sous-estime presque toute l'autre
moitié, de peu cependant. L'évolution du coe�cient de ré�exion calculée par nos modèles sur la
base de ces approximations est présentée sur la �gure (4.40). Malgré une évolution en maxima
successifs, le modèle M1 produit une belle approximation de la ré�exion de la houle aux hautes
fréquences, entre 1.25 et 1.45Hz. Concernant l'estimation de la fréquence pic, on note une nette
amélioration du modèle M2 (écart constaté de seulement 5.92%) qui surpasse même de peu le
modèle M1 (+3.67M%). Il fait aussi mieux que M1 dans l'estimation de l'amplitude: -18.15%
d'écart contra plus de 40% pour M1. Ce résultat est meilleur que tous ceux obtenus avec
les lois d'approximation uniformes, linéaires ou polynomiales issues de la troisième méthode
(régression linéaire sur les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau) (cf (4.9)), et démontre
l'intérêt d'une loi d'approximation de type polysinusoïdale. Dans les études précédentes, les
résultats ont quasiment toujours été meilleurs lorsqu'on approchait l'intensité du courant de
surface, c'est donc ce que nous allons faire ici aussi.

Interpolation du courant de surface Pour ce faire, on reste donc sur une loi de type (4.22)
avec X1 = 2, 91.10−5, X2 = −6, 28.10−4, X3 = 4, 27.10−3,X4 = −1, 01.10−2, X5 = −1, 07.10−3,
X6 = −9, 88.10−3, X7 = 1, 63.10−3, X8 = 2, 39.10−2. Cette loi est présentée sur le graphe (4.41)
et l'on constate que l'approximation est plutot réussie, très peu de points sont en dehors de la
courbe car l'amplitude de la sinusoïde est plus grande: précédemment, le courant de surface
variait grosso-modo entre -13 et -18cm/s, ici la plage est plus large, entre -7 et -18 cm/s.
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Figure 4.41: Modélisation par courant de surface horizontalement polysinusoïdal: a) approx-
imation polysinusoïdale du courant de surface le long du canal - b) Comparaison entre la loi
d'approximation du cisaillement et les mesures expérimentales

Figure 4.42: Ré�exion de la houle selon l'approximation polysinusoïdale du courant de surface
- c)

Le cisaillement est déduit par conservation du débit (4.18), et en observant le graphe associé
(4.41), on constate que la gamme de valeurs est également plus grande. Là où précédemment
la vorticité variait entre 0.2 et -0.2s-1, elle varie ici entre 1 et -0.2s-1. Certes, beaucoup plus
de points sont approchés par la courbe, mais des vorticités trop fortes et des transitions trop
brutales pourraient conduire à des comportements aberrants. On pense notamment aux valeurs
approchant les 1s-1 prises par l'approximation sur presque toute la longueur du fond ondulé,
alors qu'expérimentalement, on observe une mesure à 0.7s-1et toutes les autres inférieures à
0.2s-1 sur la première moitié du fond ondulé, et inférieures à 0.6s-1 sur la �n de la zone de
bathymétrie variable (entre 5 et 6.5m). La courbe de variation du coe�cient de ré�exion est
présentée sur la �gure (4.42). Comme nous nous y attendions, cette surestimation exagérée de
la vorticité a causé des problèmes. Nos deux modèles ont surestimé la ré�exion de la houle à
des taux dépassant la raison: presque 1.5 pour M1 et plus de 1 pour M2. Le seul point positif
est un comportement cohérent de la houle calculé par M2 aux hautes fréquences, entre 1.3 et
1.6Hz. Mis à part cela, nous savons à présent qu'il va falloir veiller à rester dans des valeurs
cohérentes de cisaillement.
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Figure 4.43: Pro�ls verticaux recueillis dans la septième longueur d'onde de fond sous la houle
de fréquence f=1.58Hz

Avec la houle

Nous avions comparé les pro�ls de courant relevés en l'absence de houle avec ceux relevés aux
mêmes positions mais en présence de houle, sous quatre fréquences caractéristiques choisies
pour être à elles seules représentatives de l'ensemble de la plage testée. On rappelle que les
fréquences choisies sont les suivantes: 1.58Hz (soit T=0.63s), 1.35Hz (soit T=0.74s), 1.12Hz
(soit T=0.89s) et 0.95Hz (soit T=1.05s). Nous avons exploité l'ensemble des pro�ls à notre
disposition relevés avec ces quatre fréquences de houle: les quatre pro�ls verticaux (3.23) et
tous les pro�ls recueillis dans les bosses du fond ondulé, et nous leur avons appliqué la troisième
méthode, c'est-à-dire une régression linéaire sur les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau
pour établir le cisaillement et l'intensité du courant en surface. Les pro�ls relevés au-dessus
du fond ondulé n'ont pour l'instant été présentés qu'en l'absence de houle (3.34), mais ils sont
tous présentés dans l'annexe 1. Nous allons ici simplement présenter les pro�ls recueillis sur
la septième longueur d'onde de fond, sous les quatre fréquences de houle, avec leur régression
(4.43,4.44,4.45,4.46). Pour la majorité des pro�ls, la régression est particulièrement représenta-
tive du comportement de l'écoulement (hors couche limite). Il arrive parfois qu'on constate un
point d'in�exion aux alentours de 12cm de profondeur, mais on l'impute soit à un détachement
tourbillonnaire résiduel et ponctuel, soit à l'in�uence d'un des barreaux transverse de la grille
(dont nous ne sommes pas si loin sur cette longueur d'onde de fond).

Une fois que nous avons estimé le cisaillement sur chaque pro�l à chaque fréquence, nous
comparons ces estimations avec les mesures des courantomètres (comme précédemment sans la
houle) a�n d'avoir un recul sur la qualité de nos estimations et des calculs qui suivront. Les
comparaisons sont présentées sur la �gure (4.47) et on constate une nette amélioration de la
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Figure 4.44: Pro�ls verticaux recueillis dans la septième longueur d'onde de fond sous la houle
de fréquence f=1.35Hz
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Figure 4.45: Pro�ls verticaux recueillis dans la septième longueur d'onde de fond sous la houle
de fréquence f=1.12Hz
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Figure 4.46: Pro�ls verticaux recueillis dans la septième longueur d'onde de fond sous la houle
de fréquence f=0.95Hz
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Figure 4.47: Comparaison entre le courant de surface relevé par les courantomètres en présence
de houle et celui estimé à partir des pro�ls verticaux par régression linéaire sur les deux tiers
de la colonne d'eau

qualité des estimations par rapport au cas précédent en l'absence de houle. Ceci est peut-être
dû au fait qu'en présence de houle, les pro�ls verticaux de courant ont tendance à être plus
linéaires, ce qui rend notre méthode d'estimation plus précise. Ensuite, toutes nos estimations
sont très proches des valeurs expérimentales, comprises dans l'écart-type. Nous avons quelques
petites réserves à émettre concernant, comme précédemment, l'intensité du courant de surface
sur fond plat avant le fond ondulé (x = 1.17m): seule la deuxième fréquence, 1.35Hz, correspond
à une estimation appropriée. Dans les autres con�gurations de houle, l'estimation est supérieure
aux mesures. Ce n'est pas le cas à l'autre extrémité du canal, où les estimations sont dans la
continuité des mesures.

Nous avons validé notre méthode d'estimation des paramètres de courant à partir des
pro�ls verticaux relevés dans les creux du fond ondulé. Nous avons ensuite établi des lois
d'approximation polysinusoïdales (sous la forme 4.22) pour chaque paramètre pour chaque
fréquence.

Interpolation du champ de cisaillement Comme en l'absence de houle, approcher le
cisaillement et déduire le courant de surface a donné de meilleurs résultats, nous reprenons
cette méthode et l'appliquons quatre fois, pour les quatre fréquences de houle. En résolvant
quatre systèmes matriciels du même genre que celui établi sans houle (4.24), nous obtenons
quatre lois d'approximation du cisaillement s(x), dont les paramètres sont détaillés dans les
tableaux (4.11) et (4.12) et qui sont représentées sur la �gure (4.48). Nous en déduisons ensuite
le courant de surface, par conservation du débit (4.49). Attention, nous avons conservé la valeur
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F (Hz) T (s) X1 X2 X3 X4 X5

F=1.59Hz T=0.63s 9, 85.10−4 −2, 53.10−2 2, 33.10−1 −9, 26.10−1 1, 40
F=1.35Hz T=0.74s −2, 83.10−4 8, 42.10−3 −8, 48.10−2 3, 2.10−1 −3, 34.10−1

F=1.12Hz T=0.89s 4, 21.10−4 −9, 79.10−3 7, 74.10−2 −2, 47.10−1 2, 22.10−1

F=0.95Hz T=1.05s 2, 23.10−4 −4.95.10−3 3, 38.10−2 −5, 94.10−2 −1, 54.10−1

Table 4.11: Paramètres des lois polysinusoïdales d'approximation du cisaillement, établies pour
les quatre fréquences de houle

F (Hz) T (s) X6 X7 X8

F=1.59Hz T=0.63s −4, 42.10−1 1, 08.10−2 7, 71.10−2

F=1.35Hz T=0.74s −1.10−1 −3, 88.10−2 8, 12.10−2

F=1.12Hz T=0.89s 2, 57.10−1 −8, 58.10−3 1, 12.10−1

F=0.95Hz T=1.05s 5, 34.10−1 6, 46.10−4 1, 48.10−1

Table 4.12: Paramètres des lois polysinusoïdales d'approximation du cisaillement, établies pour
les quatre fréquences de houle - partie 2

du débit établi sans houle, car nous avons démontré que ce dernier n'était pas modi�é par la
houle (conservation du niveau moyen de la surface libre) et ce même si le pro�l de courant
relevé en entrée d'écoulement était légèrement modi�é.

De façon générale, les lois d'approximation sont satisfaisantes, et passent par la majorité des
points. Il faudra bien sûr garder à l'esprit que ces lois sont éloignées de deux étapes de la réalité
expérimentale: des pro�ls mesurés nous avons déduit des paramètres par régression linéaire,
et nous avons ensuite tiré de ces paramètres une loi d'évolution spatiale. Nous émettons un
avis mesuré concernant l'approximation du cisaillement (et donc celle déduite du courant de
surface) pour la houle de fréquence 1.59Hz. En e�et, si la loi passe bien par le point situé en
x = 1.17m, l'évolution entre l'entrée du domaine et ce point, soit entre 0 et 1.17m, n'est pas
pertinente. Par exemple, à l'entrée du domaine, la vorticité est devenue négative à presque
-0.5s-1, alors qu'elle est positive au premier point mesuré (environ 0.35s-1). Toutes les autres
lois présentent des évolutions cohérentes en bord de domaine. La �gure (4.50) compare le
coe�cient de ré�exion de cette houle relevé expérimentalement et les calculs menés par nos
deux modèles, sur la base de lois d'approximation polysinusoïdales associées à des paramètres
établis pour certaines fréquences de houle.

On remarque que les deux premières fréquences de houle, pourtant hautes, nous ont donné
les paramètres à la base des lois d'approximation les plus performantes. Précisément, ce sont
les paramètres estimés à partir des pro�ls relevés sous une houle de période 0.74s qui donnent
les meilleurs résultats, avec M2 qui surestime l'amplitude du pic de Bragg de seulement -
6.09%. C'est pour l'instant le meilleur résultat fourni par ce modèle, avec malheureusement
toujours une surestimation de la fréquence pic d'environ 6%. Concernant l'évolution aux hautes
fréquences, pour toutes les con�gurations, M2 présente une évolution d'allure similaire, bien
qu'on distingue les vestiges d'une allure sinusoïdale (comme le présente M1). D'ailleurs, c'est
encore la même con�guration (T=0.74s ou F= 1.35Hz) qui nous donne également la meilleure
approximation aux hautes fréquences pour M2.

Interpolation du courant de surface On réitère l'ensemble de la procédure, cette fois en
établissant des lois d'approximation pour l'intensité du courant de surface pour en déduire la
vorticité par conservation du débit. Les approximations sont présentées sur les �gures (4.51) et
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Figure 4.48: Comparaison entre des lois d'approximation polysinusoïdales et les paramètres
dits �expérimentaux�, établis à partir des pro�ls verticaux expérimentaux par régression linéaire
sur les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau, pour chaque fréquence de houle - approxima-
tions du cisaillement
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Figure 4.49: Comparaison entre des lois d'approximation polysinusoïdales et les paramètres dits
�expérimentaux�, établis à partir des pro�ls verticaux expérimentaux par régression linéaire sur
les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau, pour chaque fréquence de houle -Approximations
déduites de l'intensité du courant de surface
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Figure 4.50: Ré�exion de la houle selon l'approximation polysinusoïdale du cisaillement, selon
la fréquence de houle
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Figure 4.51: Comparaison entre des lois d'approximation polysinusoïdales et les paramètres dits
�expérimentaux�, établis à partir des pro�ls verticaux expérimentaux par régression linéaire sur
les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau, pour chaque fréquence de houle - Approximations
du courant de surface

(4.52), et nous pouvons d'ores et déjà remarquer la très bonne corrélation du courant de surface
approché et des points de mesure pour la con�guration �T=0.63s� (ou F=1.59Hz). L'amplitude
de la sinusoïde colle quasi-parfaitement avec les points de mesure, et encore une fois le choix
de la longueur d'onde égale à la longueur d'onde du fond donne de très bon résultats. Pour
les autres con�gurations, les lois d'approximation sont également satisfaisantes, avec seulement
une mauvaise estimation en début de canal pour la con�guration �T=1.05s�, que nous devrons
garder en tête au moment de l'analyse des résultats.

La �gure (4.53) présente la ré�exion de la houle calculée par nos modèles sur la base des
pro�ls de courant établis respectivement en (4.51) et (4.52). Et malheureusement, comme
dans l'étude en l'absence de houle, on retrouve des comportements aberrants de surestimation
exagérée de la houle, surtout par le premier modèle. Notre modèle M2, bien que lui aussi
surestimant la ré�exion, ne propose pas de maximum supérieur à 1, et propose une évolution
aux hautes fréquences (entre 1.25 et 1.6Hz) plutôt cohérente par rapport aux données expéri-
mentales. Aucun des deux modèles n'est cependant capable d'approcher à moins de 5% ni la
fréquence pic ni son amplitude, et on impute ça aux fortes variations et valeurs du cisaillement
que l'on a imposées. C'est en e�et la con�guration associée à la fréquence 1.32Hz qui présente
une surestimation la plus forte (M1 renvoie un coe�cient de ré�exion maximum de 1.452), alors
même que la loi d'approximation du cisaillement associée présente les plus fortes variations.

Bilan de cette étude

Les tableaux (4.13) et (4.14) résument les résultats obtenus par nos modèles sur les approx-
imations polysinusoïdales en présence de courant. On remarque une di�érence énorme de
performance entre les con�gurations où l'on a imposé le cisaillement et déduit le courant de
surface, qui donnent de bons résultats, et les con�gurations où l'on a fait l'inverse, qui elles
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Figure 4.52: Comparaison entre des lois d'approximation polysinusoïdales et les paramètres dits
�expérimentaux�, établis à partir des pro�ls verticaux expérimentaux par régression linéaire sur
les deux tiers supérieurs de la colonne d'eau, pour chaque fréquence de houle - Approximations
déduites de la vorticité

Figure 4.53: Ré�exion de la houle selon l'approximation polysinusoïdale du courant de surface,
selon la fréquence de houle

176



Approximation T (s) Paramètres
M1

f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

sans houle
s(x) 1.185 6.37 0.5138 40.23 ±170.85
U 0 (x) 1.195 7.27 1.471 301.47

avec houle

0.63s
s(x) 1.195 7.27 0.6895 88.18 ±154.16
U 0 (x) 1.19 6.82 1.173 220.14

0.74s
s(x) 1.185 6.35 0.5558 51.69 ±173.98
U 0 (x) 1.185 6.35 1.452 296.29

0.89s
s(x) 1.195 7.27 0.7993 118.15 ±184.57
U 0 (x) 1.19 6.82 1.286 250.98

1.05s
s(x) 1.195 7.27 1.005 174.29 ±224.09

U 0 (x) 1.195 7.27 1.37 273.91

Table 4.13: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - approximation polysinusoïdale - M1

Approximation T (s) Paramètres
M2

f (Hz) 4 (%) a 4 (%) ‖4a‖ (%)

sans houle
s(x) 1.18 5.92 0.2999 -18.15 ±103.86
U 0 (x) 1.185 6.37 1.061 189.57

avec houle

0.63s
s(x) 1.18 5.92 0.3996 9.06 ±55.52
U 0 (x) 1.18 5.92 0.74 101.97

0.74s
s(x) 1.17 5.03 0.3441 -6.09 ±71.42
U 0 (x) 1.18 5.92 0.8675 136.76

0.89s
s(x) 1.185 6.37 0.5019 36.98 ±76.68
U 0 (x) 1.185 6.37 0.7928 116.38

1.05s
s(x) 1.19 6.82 0.6622 80.73 ±115.79

U 0 (x) 1.185 6.37 0.9191 150.85

Table 4.14: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence pic et maximum de
ré�exion) - approximation polysinusoïdale - M2
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surestiment à outrance la ré�exion de la houle. Parmi les lois d'approximation du cisaillement,
celle basée sur les paramètres établis à partir des pro�ls de courant recueillis sous une houle de
période T=0.74s (ou f=1.32Hz) donne les meilleurs résultats, avec notamment une très bonne
estimation de la part du modèle M2 à la fois sur l'amplitude (9%) et sur la fréquence (6%).
Nous ne sommes cependant pas entièrement satisfaits...

4.4 Nouveau modèle développé

Dans cette étude, nous avons comparé nos deux modèles sur de nombreuses con�gurations, pour
tenter de représenter au mieux le comportement de la houle en résonance de Bragg. Selon la
précision des lois d'approximation, nous avons abouti à de bonnes estimations du maximum de
ré�exion, jusqu'à 6% d'écart avec les points expérimentaux grâce à notre modèle M2. Mais nos
résultats ont toujours accusé un écart non négligable sur l'estimation de la fréquence pic, sans
que nous parvenions à le réduire d'une façon ou d'une autre, ni qu'aucune tendance n'émerge
au �l des con�gurations testées. Un autre mystère demeure quant au second pic de ré�exion qui
est apparu dans les résultats expérimentaux mais jamais vraiment dans aucune modélisation.
N'étant pas l'objet principal de l'étude, il n'a été abordé que comme aspect secondaire, mais
il mérite pourtant toute notre attention, car il est révélateur d'un comportement de la houle à
hautes fréquences qui n'a pour l'instant pas d'explication claire. Sur les derniers mois de cette
thèse, ces points ont été creusés, et les discussions et modèle qui vont être abordés ici sont le fruit
du travail collaboratif entre membres de l'université d'Athènes et de l'équipe Océanographie
Physique, Littorale et Côtière du M.I.O.

Prise en compte de l'asymétrie des nombres d'onde Face aux échecs répétés de l'estimation
de la fréquence pic malgré des simulations basées sur des estimations correctes du cisaillement
et du courant de surface, un aspect de la modélisation a été remis en question au sein de
l'équipe: la non-considération de l'asymétrie entre les nombres d'onde incident et ré�échis k+

et k−, due au courant En e�et, historiquement, Berkho� a mis au point l'équation elliptique
de Pente Douce (Mild Slope) avec une hypothèse de forte ré�exion mais sans courant. Or, sans
courant, aucun problème ne survient car les nombres d'onde sont parfaitement symétriques.
Par la suite, Radder (1979 [154]) a obtenu une version parabolisée de l'équation de Mild Slope,
et a pour cela dû ajouter une hypothèse de faible ré�exion. Le modèle de Davies (1982 [44])
par perturbations suppose aussi une faible ré�exion. Nous disposions alors de modèles ellip-
tiques qui permettaient de prendre en compe la forte ré�exion, et des modèles paraboliques
dédiés à la faible ré�exion. L'introduction du courant va changer les choses, car les nombres
d'onde incidents et ré�échis ne sont plus égaux. Dans le cas de faible ré�exion, cela ne posera
pas de problème. De même, les modèles hyperboliques (dont font partie nos modèles M1 et
M2) permettent une forte ré�exion si les variations bathymétriques, elles, restent faibles. Or
dans le cas de la résonance de Bragg, nous avons utilisé notre modèle M2 pour modéliser une
forte ré�exion mais en présence de fortes variations bathymétriques. L'écart entre les nombres
d'onde incident et ré�échi est devenu trop important et a faussé nos résultats. Cette spéci�cité
avait été ignorée par la littérature jusqu'alors (sans doute parce que l'écart en fréquence observé
entre expérience et modélisation était jugé comme acceptable), mais dans notre cas la vorticité
a encore plus exacerbé la di�culté, nous mettant face au problème. Là où jusqu'alors nous
utilisions exclusivement le nombre d'onde k+ lié à l'onde incidente, notamment dans la décom-
position du potentiel en fonctions verticales de terme caractéristique cosh(k+(z + h)), il nous
est à présent nécessaire de tenir compte de cette asymétrie entre k+ et k− et donc de repenser
la décomposition du potentiel des vitesses. Un nouveau modèle a ainsi été développé, reportant
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un intérêt sur l'ordre de grandeur de l'onde ré�échie, et nous allons en présenter brièvement le
principe. Pour cela, on étudie les propriétés de cette équation du second ordre (2.6) dans un
contexte de résonance paramétrique de systèmes dynamiques (Fosse & Nijmeijer, 2011 [69]).
Par souci de clarté, nous noterons à présent le potentiel ϕ+(x) pour bien signi�er qu'il s'agit
de l'amplitude complexe du mode propagatif incident.

On considère la forme simpli�ée de M1, sous l'hypothèse que les variations horizontales
restent faibles:

(CCg − U0U2)∇2ϕ+ + iω (U0 + U2)∇ϕ+ +
[
k+2

CCg + ω2 − σ2
]
ϕ+ = 0 (4.26)

On peut la réécrire sous la forme:

∇2ϕ+ + β∇ϕ+ + γ2ϕ+ = 0 (4.27)

avec β = iω(U0+U2)
CCg−U0U2

et γ2 = k+2
[
ω
k+

(U0+U2)
(CCg+U0U2)

]
. Nous avons vu expérimentalement que

les variations sinusoïdales de profondeur (fond ondulé) engendrent des variations similaires
d'intensité de courant, imposées par la conservation du débit au-dessus du fond ondulé (3.21).
Nous avons d'ailleurs précédemment choisi d'approcher ces variations par des fonctions polysin-
uoïdales empiriquement calées sur les mesures. Ces variations vont conditionner la relation de
dispersion à fournir des nombres d'onde présentant aussi des variations de ce genre. On peut
donc supposer que:

k+(x) = k+(xa) + δk+ sin (Kbx) (4.28)

avec xa = 2.07m l'abscisse du point de départ du fond ondulé et où on note Kb = 2π
λb

=
2π
0.5
' 12.57rad.m−1 le nombre d'onde du fond ondulé. Logiquement, les deux paramètres de

l'équation β et γ2 vont présenter les mêmes variations eux aussi. On peut alors e�ectuer une
légère transformation du potentiel:

ϕ+(x) ≈ exp(−D(x))f(x) (4.29)

avec D(x) = 1
2

�
x
β(x)dx et f une fonction générique de x introduite par cette transforma-

tion. On peut alors mettre notre équation (4.26) sous la forme:

∇2f + κ2f = 0 (4.30)

avec bien entendu κ2 = γ2 − β2

4
. L'équation de pente douce a été transformée en système

harmonique selon x, et la condition de résonance est la condition classique imposant à κ d'être
égal à la moitié de Kb, soit:

2κ ≡ 2k+

(
1 +

ω

k+

U0 + U2

CCg − U0U2

+
( ω

2k+

)2 (U0 + U2)2

(CCg − U0U2)2

)1/2

= Kb (4.31)

D'un autre côté, il est bien connu (Kirby, 1988 ([99])) que la houle ré�échie par des barres
sableuses entre en résonance quand

k+ + k− = Kb (4.32)

avec k+ et k− donnés par la relation de dispersion propagative en présence de courant (2.4).
Les travaux de Belibassakis et al. (2018) testent cette nouvelle théorie sur notre con�guration
expérimentale, et ils montrent que ces nouvelles conditions de résonance (4.31) sont non seule-
ment compatibles avec les conditions �naturelles� (4.32), mais qu'en plus elles renvoient une
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fréquence de résonance beaucoup plus proche de la fréquence relevée expérimentalement. Pour
un fond sinusoidal identique à celui que nous avons utilisé, avec une hauteur d'eau de 0.23m
au lieu de 0.22m, sur un cas très simple de courant modélisé comme uniforme à -0.17m/s (soit
approximativement la valeur mesurée expérimentalement en entrée d'écoulement), la théorie
classique (4.26,4.27) prédisait une fréquence de résonance d'environ 1.17Hz, et c'est également
ce que nous obtenions avec notre modèle d'odre 1 M1 (voir tableau (4.3), cas du courant con-
stant pro�l P4). En revanche, notre nouveau modèle (4.30) et les nombres d'onde associés
renvoient une fréquence de résonance de 1.125Hz, bien plus proche de la fréquence pic mesurée
expérimentalement aux alentours de 1.114Hz. On peut donc espérer une corrélation encore
meilleure avec des paramètres d'expérience plus précis et des lois d'approximation du courant
plus évoluées.

Insertion dans les modèles M1 et M2 Une fois que l'on a constaté cette dissymétrie des
nombres d'onde, et à quel point elle impacte la fréquence de résonance, nous pouvons l'intégrer
dans nos deux modèles classiques, M1 (2.5) et M2 (2.6). La mise en place de ces modèles est
mathématiquement détaillée dans les travaux de Touboul et al. (2016 ([193])) et il s'agit ici de
repartir sur ce développement en y intégrant l'onde ré�échie au même ordre de grandeur que
l'onde incidente. Pour cela, on reprend la décomposititon du potentiel (1.123) pour le mode
propagatif et on y ajoute l'onde ré�échie sous la forme:

φ(x, z) = ϕ+
0 (x).Z+

0 (x, z) + ϕ−0 (x).Z−0 (x, z) (4.33)

avec comme précédemment Z+
0 =

cosh(k+
0 (z+h))

cosh(k+
0 h)

et on construit sur le même modèle Z−0 =

cosh(k−0 (z+h))

cosh(k−0 h)
. Ce potentiel intervient ensuite dans la minimisation du Lagrangien L, et là où

auparavant nous n'avions que deux fonctions de minimisation (selon η et selon ϕ+
0 ), nous en

avons à présent trois (selon ϕ−0 en plus):
�

∂L
∂η
δη = 0�

∂L
∂ϕ+

0

δϕ+
0 = 0�

∂L
∂ϕ−0

δϕ−0 = 0

(4.34)

Or si une majorité de termes linéaires en φ ne vont donc pas poser de problème pour la suite
des calculs, l'expression du Lagrangien fait, elle, intervenir un terme non linéaire (∇φ)2+1

2

(
∂φ
∂z

)2
,

qui va apporter un terme couplé faisant intervenir ϕ+
0 et ϕ−0 . Après élimination de η, on obtient

donc un système de deux équations couplées à la place du modèle mono-équation de M1. Ce
système peut s'écrire sous la forme matricielle suivante:

[
T11 T13

T14 T12

] [
∇2ϕ+

∇2ϕ−

]
+

[
T21 T23

T24 T22

] [
∇ϕ+

∇ϕ−
]

+

[
T31 T33

T33 T32

] [
ϕ+

ϕ−

]
=

[
0
0

]
(4.35)

avec 
T11 =

〈
Z+

0 , Z
+
0

〉
− U0U

+
2

T12 =
〈
Z−0 , Z

−
0

〉
− U0U

−
2

T13 =
〈
Z−0 , Z

+
0

〉
− U0U

−
2

T14 =
〈
Z−0 , Z

+
0

〉
− U0U

+
2

(4.36)

où
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{
U+

2 = U0 − s tanh(k+h)
k+

U−2 = U0 − s tanh(k−h)
k−

(4.37)

Nous avons également noté pour la deuxième matrice bloc:
T21 = ∇

(〈
Z+

0 , Z
+
0

〉)
−∇

(
U0U

+
2

)
+ iω

(
U0 + U+

2

)
T22 = ∇

(〈
Z−0 , Z

−
0

〉)
−∇

(
U0U

−
2

)
+ iω

(
U0 + U−2

)
T23 = ∇

(〈
Z−0 , Z

+
0

〉)
−∇

(
U0U

−
2

)
+ iω

(
U0 + U−2

)
T24 = ∇

(〈
Z−0 , Z

+
0

〉)
−∇

(
U0U

+
2

)
+ iω

(
U0 + U+

2

) (4.38)

Dans notre troisième terme, nous avons:
T31 = ω2 −

〈
Z+′

0 , Z+′

0

〉
+ iω∇U0

T32 = ω2 −
〈
Z−

′

0 , Z−
′

0

〉
+ iω∇U0

T33 = ω2 −
〈
Z−

′

0 , Z+′

0

〉
+ iω∇U0

(4.39)

Pour ces derniers termes, on rappelle qu'on utilise la notation suivante Z±
′

0 =
∂Z±0
∂z

. Il s'agit
donc de l'expression du modèle Mild Slope couplé, appelé par cohérence dans la suite de ce
manuscrit le modèle M1 couplé. On remarque que, à l'image du modèle inital, cette expression
fait intervenir des produits scalaires, tout aussi aisés à calculer que précédemment :

〈
Z+

0 , Z
+
0

〉
=
C+C+

g

g
(4.40)

avec C+C+
g = g tanh(k+h)

k+ + gh
cosh2(k+h)

(et de même
〈
Z−0 , Z

−
0

〉
=

C−C−g
g

). Nous avons également
:

〈
Z+′

0 , Z+′

0

〉
=

(σ+)
2 − k+2

C+C+
g

g
(4.41)

avec (σ+)
2

= gk+ tanh(k+h) (et bien sûr
〈
Z−

′

0 , Z−
′

0

〉
=

(σ−)
2
−k−2

CC−g

g
...). Alors, on obtien-

dra les produits scalaires croisés suivants:

〈
Z−0 , Z

+
0

〉
=

(σ+)
2 − (σ−)

2

g
(
(k+)2 − (k−)2) =

k+ tanh(k+h)− k− tanh(k−h)

(k+)2 − (k−)2 (4.42)

et

〈
Z−

′

0 , Z+′

0

〉
=

(k+)
2

(σ−)
2 − (k−)

2
(σ+)

2

g
(
(k+)2 − (k−)2) (4.43)

Selon la même méthode et en retenant cette fois les termes d'ordre O(ε2), on obtient le
modèle M2 couplé (Modi�ed Mild Slope couplé), qui se met quasiment sous la même forme
matricielle que précédemment (4.45):

[
T11 T13

T14 T12

] [
∇2ϕ+

∇2ϕ−

]
+

[
T21 T23

T24 T22

] [
∇ϕ+

∇ϕ−
]

+

[
T31 T33

T34 T32

] [
ϕ+

ϕ−

]
=

[
0
0

]
(4.44)
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Figure 4.54: Ré�exion de la houle par les nouveaux modèles - sans courant

avec les mêmes dé�nitions des termes T11, T12, T13 et T14. Cela se complique pour les autres
matrices-blocs, avec des termes supplémentaires venant se rajouter aux termes évoqués pour le
modèle précédent:



T21 = ∇
(〈
Z+

0 , Z
+
0

〉)
−∇

(
U0U

+
2

)
+ iω

(
U0 + U+

2

)
+ sZ+

0 (−h)U+
2 ∇h

T22 = ∇
(〈
Z−0 , Z

−
0

〉)
−∇

(
U0U

−
2

)
+ iω

(
U0 + U−2

)
+ sZ−0 (−h)U−2 ∇h

T23 = ∇
(〈
Z−0 , Z

+
0

〉)
−∇

(
U0U

−
2

)
+ iω

(
U0 + U−2

)
+ sZ+

0 (−h)U−2 ∇h−
(〈
Z−0 ,∇Z+

0

〉
−
〈
Z+

0 ,∇Z−0
〉

T24 = ∇
(〈
Z−0 , Z

+
0

〉)
−∇

(
U0U

+
2

)
+ iω

(
U0 + U+

2

)
+ sZ−0 (−h)U+

2 ∇h−
(〈
Z+

0 ,∇Z−0
〉

−
〈
Z−0 ,∇Z+

0

〉
(4.45)

Les termes de la troisième matrice-bloc vont également faire intervenir les gradients hori-

zontaux des fonctions Z±0 , qu'on rappelle dé�nis par ∇Z±0 =
∂Z±0
∂h
∇h+

∂Z±0
∂k±
∇k±, mais aussi les

dérivées secondes:



T31 = ω2 −
〈
Z+′

0 , Z+′

0

〉
+ iω

(
∇U0 − sZ+

0 (−h)∇h
)

+
〈
Z+

0 ,∇2Z+
0

〉
+ Z+

0 (−h)∇Z+
0 (−h)∇h

T32 = ω2 −
〈
Z−

′

0 , Z−
′

0

〉
+ iω

(
∇U0 − sZ−0 (−h)∇h

)
+
〈
Z−0 ,∇2Z−0

〉
+ Z−0 (−h)∇Z−0 (−h)∇h

T33 = ω2 −
〈
Z−

′

0 , Z+′

0

〉
+ iω

(
∇U0 − sZ+

0 (−h)∇h
)

+
〈
Z+

0 ,∇2Z−0
〉

+ Z+
0 (−h)∇Z−0 (−h)∇h

T34 = ω2 −
〈
Z−

′

0 , Z+′

0

〉
+ iω

(
∇U0 − sZ−0 (−h)∇h

)
+
〈
Z−0 ,∇2Z+

0

〉
+ Z−0 (−h)∇Z+

0 (−h)∇h
(4.46)

Premiers résultats

En l'absence de courant Nous allons confronter ces deux nouveaux modèles à nos résul-
tats expérimentaux, en commençant par la con�guration sans courant, modélisée par le modèle
M2bis et présentée sur la �gure (4.54).

Les prédictions numériques sont toujours très proches des anciens résultats. Elles sont en
particulier très bonnes par rapport à nos mesures expérimentales, notemment au niveau du pic
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Figure 4.55: Ré�exion de la houle par les nouveaux modèles -a) Lois d'approximation du courant
de surface et du cisaillement -b) Courbes de ré�exion

de Bragg ainsi que du comportement à hautes fréquences (entre 1.25 et 1.50Hz) avec toutefois
un très léger décalage fréquentiel au niveau du pic. Aux plus basses fréquences, le modèle
sous-estime encore la ré�exion qui a été enregistrée, comme le faisait la version initiale M2.

A présent, nous allons approcher le pro�l de courant par un pro�l cisaillé qui va être modulé
au-dessus du fond ondulé. Pour une première con�guration, on retient le pro�l P4 établi à partir
de la régression linéaire sur les deux tiers de la colonne d'eau (méthode qui semblait donner
les meilleurs résultats), soit: U0 = −0.2085m.s−1 et s = −0.4283s−1. Dans la même logique
que précédemment, on choisira d'imposer à l'une ou l'autre de ces variables une modulation
au-dessus du fond ondulé, avec une périodicité spatiale égale à celle de la bathymétrie.

Interpolation du cisaillement Dans un premier temps, nous avons imposé le cisaille-
ment à sa valeur constante mesurée à l'entrée de l'écoulement. Par conservation du débit (4.18),
on obtient un courant de surface modulé au-dessus du fond (4.55). Les résultats renvoyés par
nos deux nouveaux modèles sont présentés dans la deuxième partie de cette même �gure, et
nous constatons immédiatement que la surestimation systématique de la fréquence pic, qui car-
actérisait les résultats de nos modèles initiaux, a disparu: à présent, les deux modèles couplés
la sous-estiment légèrement (-2.6% d'écart par rapport à la valeur expérimentale pour M1 cou-
plé et -2.15% pour M2 couplé). L'amplitude du pic de Bragg est par contre assez largement
sous-évaluée, même si notre modèle M2 couplé o�re de meilleurs résultats que le modèle M1
couplé. De même, la ré�exion à plus hautes fréquences est complètement ignorée, le second pic
n'est pas du tout représenté.

Interpolation du courant de surface Dans un second temps, nous avons imposé la
valeur constante du courant de surface, et observé un cisaillement modulé au-dessus du fond
(4.56). Les allures obtenues sont bien meilleures, en particulier sur le premier maximum local de
résonance, entre 0.95 et 1Hz. Concernant le pic de Bragg, les fréquences pic sont encore mieux
approchées (-1.89% pour M1 couplé et -1.17% pour M2 couplé) et les amplitudes également,
avec moins de 20% d'écart pour la meilleure approximation. Cependant, nous n'avons toujours
aucune mention du second pic, de la part d'aucun des deux modèles.

Le tableau (4.15) récapitule les paramètres de résonance calculés par chaque modèle couplé
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Figure 4.56: Ré�exion de la houle par les nouveaux modèles -a) Lois d'approximation du
cisaillement et du courant de surface -b) Courbes de ré�exion

Paramètre imposé M1 couplé M2 couplé
f (Hz) 4 (%) a 4 (%) f (Hz) 4 (%) a 4 (%)

s 1.085 -2.6 0.1424 -61.14 1.09 -2.15 0.2399 -34.52
U0 1.093 -1.89 0.2588 -29.37 1.101 -1.17 0.4365 19.13

Table 4.15: Récapitulatif des paramètres de résonance de Bragg (fréquence et maximum de
ré�exion) - modèles couplés

dans chacune des con�gurations. Nous devons garder à l'esprit qu'il ne s'agit pour l'instant
que d'un cas préliminaire, où on compare des résultats expérimentaux de ré�exion en présence
d'un courant cisaillé complexe et inhomogène à une modélisation très simpli�ée de cisaille-
ment linéaire et d'évolution horizontale moyenne constante. Par comparaison, pour les lois
d'approximation cisaillées uniforme, nous n'avions pas d'aussi bons paramètres de résonance.
M2 par exemple, approchait certes l'amplitude attendue de -18.37%mais surestimait la fréquence
pic de plus de 8%, ou bien il l'estimait à moins de 1% d'écart mais cette fois c'était l'amplitude
qu'il surestimait de presque 63%... On peut de plus émettre quelques réserves sur les pro�ls
de courant que nous avons choisi d'implémenter: les variations de vorticité sont par exem-
ple très fortes, allant de -0.1s-1 à -1s-1sur une demi-période de fond, alors que les inversions
de pro�l que nous avions observées expérimentalement étaient bien plus douces. Il serait in-
téressant de reprendre la méthode que nous avions établie précédemment, en testant des lois
d'approximation du pro�l de courant évolutives selon Ox.

4.5 Etude paramétrique

4.5.1 Sensibilité aux paramètres de courant

Les premiers résultats obtenus grâce aux nouveaux modèles couplés sont très prometteurs:
malgré des pro�ls de courant très simpli�és, nous arrivons à approcher la fréquence pic à
presque 1% et le maximum de ré�exion à moins de 20% d'écart. Il s'agit à présent de mener
une étude paramétrique plus complète, pour évaluer précisément la sensibilité du pic de Bragg
aux paramètres de courant U0 et s. Elle sera portée exclusivement avec le modèle M2bis, qui
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Figure 4.57: Courbes de ré�exion par le nouveau modèle M2bis, en con�guration de courant
cisaillé horizontalement constant, en imposant l'un ou l'autre des paramètres de courant

s'avère être à l'origine des modélisations les plus �ables. Une première direction est donnée en
comparant les résultats obtenus expérimentalement en présence de courant cisaillé avec deux
modélisations basées sur un pro�l de courant verticalement cisaillé et partiellement uniforme.
Ce dernier terme, �partiellement�, permet de di�érencier le premier calcul, où on impose le
cisaillement comme horizontalement uniforme et où on déduit le courant de surface variant
par conservation du débit, et le second calcul, où comme précédemment on impose le courant
de surface et on déduit le cisaillement. Ces deux cas sont présentés sur la �gure (4.57) et et
viennent compléter l'étude préliminaire présentée au paragraphe précédent.

On constate là encore que la résolution de la fréquence pic est très bonne, avec un écart de
-0.54% avec la valeur expérimentale et identique dans les deux calculs. En terme d'amplitude
du pic de Bragg, en imposant le cisaillement, nos prédictions numériques accusent plus de 20%
d'écart avec la réalité expérimentale. En revanche, en imposant le courant de surface, nos
prédictions s'ajustent, et l'écart se réduit à -6%. Une première tendance se dessine, qui nous
laisserait à penser que le courant de surface in�uence fortement l'amplitude du pic de Bragg.
A partir de ce premier constat, nous allons mener une étude comparative sur l'in�uence de ces
deux paramètres. Là encore on distinguera le cas où on impose le courant de surface (cas A)
de celui où on impose le cisaillement (cas B).

On va considérer une plage de valeurs pour chacun de ces paramètres, centrée en 0 et
cohérente avec nos valeurs expérimentales. On fera ainsi varier le courant de surface entre -0.25
et 0.25 m/s aavec un pas de 0.1m/s et le cisaillement entre -0.45 et 0.45s-1 avec un pas de 0.1s-1.
Ces deux plages nous donnent une grille de n noeuds, où chaque noeud est associé à un couple
(U0,s) et correspond à un cas de calcul (i). En e�et, en chaque noeud, le couple de paramètres
va permettre de déterminer un débit d'entrée, qu'on va imposer comme constant le long du
canal. Ensuite, dans le cas A, on imposera également la vorticité comme constante le long du
canal (à sa valeur d'entrée) et on fera varier le courant de surface à débit constant, et dans le
cas B nous ferons l'inverse. Pour chaque calcul (A,i) ou (B,i) réalisé, nous a�chons d'une part
la fréquence pic, de l'autre l'amplitude pic. Nous obtenons alors deux sets de deux grilles, le
premier set correspondant aux résultats (Fpic, Apic) issus des calculs de type A et présenté
sur la �gure (4.58), et le second set correspondant aux résultats issus des calculs de type B et
présenté sur la �gure (4.59) :

En observant ces cartes, peu de di�érences ressortent entre le cas A et le cas B, pour les deux
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Figure 4.58: Caractéristiques du pic de Bragg selon les paramètres de courant, à vorticité
imposée: a) Fréquence pic b) Amplitude pic

Figure 4.59: Caractéristiques du pic de Bragg selon les paramètres de courant, à courant de
surface imposé: a) Fréquence pic b) Amplitude pic
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paramètres du pic de Bragg. En observant les résultats issus du calcul A (4.58), il semblerait
que le courant de surface joue un rôle prédominant pour déterminer la fréquence pic, tandis que
le cisaillement aurait plutôt une in�uence à la marge. Pour l'amplitude du pic, les conclusions
sont plus nuancées: à co courant, il semble que le courant de surface ait une in�uence dominante,
mais à contre-courant il semble que ce soit plutôt la vorticité.

Les résultats issus du cas B ont une allure similaire, mais cette fois l'in�uence de la vorticité
sur la fréquence pic est un peu plus visible à contre courant. De même concernant l'amplitude,
où l'échelle colorimétrique a été modi�ée, l'inclinaison des lignes de démarcation est plus impor-
tante, plus marquée. Un point singulier apparaît sur cette carte des fréquences pics pour le cas
B, avec une fréquence pic d'environ 1.15 Hz pour un cisaillement d'environ 0.3 et un courant de
surface aux alentours de -0.15m/s. Il reste encore à déterminer s'il s'agit d'un comportement
isolé ou d'une tendance à part entière, il faudra pour cela ra�ner le maillage et/ou étendre la
plage des valeurs (U0,s) initiales.

A présent que nous savons quel paramètre de courant in�uence majoritairement quelle
caractéristique du pic de Bragg, entamons une étude de sensibilité aux gradients des paramètres
de courant.

4.5.2 Sensibilité aux gradients des paramètres de courant

Pour poursuivre l'étude précédente, nous allons cette fois considérer des pro�ls de courant évo-
lutifs sur la longueur du canal. Il s'agit de reprendre le même protocole de calcul, mais cette fois
le paramètre choisi ne sera plus imposé comme constant mais comme variable horizontalement,
selon une loi de comportement. Cette loi sera établie par interpolation des valeurs relevées
expérimentalement sans houle, et on considèrera successivement des lois de type linéaire, poly-
nomiale et polysinusoidale. Les résultats sont respectivement présentés sur les �gures (4.60),
(4.61) et (4.62).

On remarque de façon générale que plus la représentation du courant est complexe, meilleurs
sont les résultats pour le pic de Bragg: ainsi l'approximation de type linéaire donne des résul-
tats encourageants si on impose le cisaillement, mais sous-estime gravement le pic en Bragg
lorsqu'on impose le courant de surface. Pour une modélisation de type polynomiale, là encore,
imposer le courant de surface décale le pic de Bragg, et imposer le cisaillement nous permet
d'améliorer la représentation, mais surestime toujours le maximum de ré�exion. La con�gura-
tion polysinusoidale est celle qui donne les meilleurs résultats pour l'approximation du pic de
Bragg, mais l'écart entre numérique et expérimental, concernant le comportement de la houle
à plus hautes fréquences, reste important. La di�érence entre le calcul à cisaillement imposé
et celui à courant de surface imposé est faible: imposer le cisaillement renvoie des maxima
légèrement plus importants et à fréquence légèrement plus basse qu'en imposant le courant de
surface. Mais l'écart entre les deux modélisations reste faible sur l'ensemble de la plage de
fréquences.

Une piste pour améliorer la modélisation est justement de se pencher sur ce comportement
à hautes fréquences. Plusieurs phénomènes interviennent pour modi�er la propagation de la
houle selon la fréquence, or notre loi d'approximation est basée sur des données relevées en
l'absence de houle. Nous avons donc relancé les mêmes simulations, mais cette fois avec quatre
lois d'évolution du courant de type polysinusoidale, basées sur les données relevées sous quatre
fréquences de houle (1.59Hz, 1.35Hz, 1.12Hz, 0.95Hz). Les résultats associés sont présentés
respectivement sur les �gures (4.63), (4.64), (4.65) et (4.66), et les résultats varient.

De façon générale, les approximations du pic de Bragg sont très bonnes, en fréquence comme
en amplitude. On constate une cohérence entre les résultats numériques issus d'une loi basée
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Figure 4.60: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement linéaire - b) Comportement de U0
déduit de la modélisation linéaire imposée de s - c) Comportement de s déduit de la modélisation
linéaire imposée de U0

188



Figure 4.61: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement polynomiale - b) Comportement de
U0 déduit de la modélisation polynomiale imposée de s - c) Comportement de s déduit de la
modélisation polynomiale imposée de U0
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Figure 4.62: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement polysinusoïdale - b) Comportement
de U0 déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de s - c) Comportement de s déduit
de la modélisation polysinusoïdale imposée de U0
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Figure 4.63: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement polysinusoïdale - f=1.59Hz - b)
Comportement de U0 déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de s - c) Comportement
de s déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de U0
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Figure 4.64: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement polysinusoïdale - f=1.35Hz- b)
Comportement de U0 déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de s - c) Comportement
de s déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de U0
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Figure 4.65: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement polysinusoïdale - f=1.12Hz- b)
Comportement de U0 déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de s - c) Comportement
de s déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de U0
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Figure 4.66: a) Courbes de ré�exion - loi de comportement polysinusoïdale - f=0.95Hz- b)
Comportement de U0 déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de s - c) Comportement
de s déduit de la modélisation polysinusoïdale imposée de U0
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sur des relevés à la fréquence F et les résultats expérimentaux aux alentours de cette fréquence
F. par exemple, notre modèle basée sur la loi polysinusoidale F=0.95Hz approche de très près
les résultats expérimentaux sur la plage 0.9:1.5Hz. Deux modélisations en particulier retiennent
notre attention, la première est celle reposant sur les pro�ls relevés sous une houle de fréquence
1.35Hz (4.64). En imposant le courant de surface comme polysinusoidal, on représente quasi-
parfaitement le pic de Bragg, en amplitude comme en fréquence. Cela nous permet d'a�rmer
que la résonance de Bragg est sensible à l'in�uence du fond (nous avons imposé une loi polysnu-
soidale de même période que le fond) mais aussi à celle que la houle (la modélisation varie selon
les caractéristiques de houle sous lesquelles nos pro�ls de courant ont été mesurés).

Dans une autre optique, la deuxième modélisation qui nous intéresse repose sur les pro�ls
relevés sous une houle de fréquence 0.95Hz (4.66): c'est la première fois sous le nouveau modèle
qu'une modélisation marque la seconde zone de ré�exion. On peut donc supposer que cette
ré�exion est sensible à l'évolution du courant de surface le long du canal. Cette a�rmation
est toutefois à nuancer, car dans la zone de fréquences où cette ré�exion survient, nous avons
relevé des oscillations transverses non négligeables. Il est donc également possible que ces modes
transverses jouent un rôle dans cette ré�exion.

4.6 Retour sur la littérature

Le nouveau modèle M2bis a résolu la faille des modèles de type Pente Douce et a réussi à
représenter correctement notre pic de Bragg mesuré expérimentalement en présence de courant
cisaillé. Nous avons souhaité poursuivre notre étude de Bragg en revenant sur certaines études
référentes, présentées plus tôt. La première porte sur la ré�exion mesurée expérimentalement
par Magne et al. au BGO First (2005, [119]) puis reprise par Touboul et al. pour confronter
les résultats expérimentaux au modèle M2 (2016, [193]). Les résultats ont été présentés au
paragraphe 2.1.6 (2.2). En première approximation, nous avons lancé notre modèle M2bis
sur le cas de courant verticalement cisaillé et horizontalement constant qui nous paraissait
le plus représentatif des essais sur M2, et le plus cohérent avec les pro�ls de courant relevés
expérimentalement, soit U0 = 0.4m/s et s = 0.2s−1. Le résultat est présenté sur la �gure
(4.67). On remarque immédiatement que la fréquence pic est bien mieux représentée qu'avec
l'ancien modèle Pente Douce Modi�ée. Cependant, et de façon logique au vu des conclusions
tirées aux paragraphes précédents, l'amplitude du pic de Bragg est sur-évaluée. Pour améliorer
la modélisation, il faut donc se baser sur un pro�l de courant plus réaliste. D'après les données
de courant relevées expérimentalement par Magne et al. et présentées sur la �gure (2.2), nous
avons établi des lois d'interpolation de la vitesse du courant à 50 puis 90cm de profondeur. En
première approximation, nous pouvons en déduire une évolution du courant de surface et du
cisaillement le long du canal, présentée sur la �gure (4.67). La ré�exion associée à ce pro�l de
courant évolutif est également présentée sur la �gure (4.67), en première partie. Cette ré�exion
est bien plus cohérente en terme d'amplitude du pic de Bragg, et est toujours plus précise que
l'ancien modèle en terme de fréquence pic. Cette nouvelle théorie pourrait donc apporter un
éclairage nouveau à beaucoup d'autres études de propagation de houle en présence de courant.
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Figure 4.67: a) Courbes de ré�exion - M2bis et données expérimentales Magne et al. (2005,
[119]) - b) Interpolation des paramètres de courant à partir des données expérimentales de
([119]), utilisées pour les courbes de ré�exion
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Chapitre 5

Conclusions et ouverture

�L'air sera-t'il plus doux? Les jours de soleil seront-ils plus brillants? Les étoiles
seront-elles plus scintillantes? Ou vais-je perdre tout ça? Est-ce que je veux

vraiment être riche?�. Don Rosa, La Grande Epopée de Picsou.

Dans cette partie, nous aurons pour but d'expliciter le message le plus important qui émerge
de ces trois années de travail, de souligner l'aspect innovant et central de cette étude et de
préciser les perspectives qui pourront en découler pour la suite. Dans un premier temps,
nous allons présenter une synthèse de notre argumentaire. Nous allons rappeler la question
de recherche, quel est le but de cette étude, et expliquer les pas que nous avons faits pour
y répondre au travers des di�érents chapitres, des grandes lignes et des étapes marquantes.
Il s'agira de mettre en lumière le cheminement parcouru, sa cohérence. Nous pourrons alors
formuler notre réponse à la question générale, en s'appuyant sur nos principales observations
et conclusions pour étayer cette position. Nous tenterons ensuite de remettre nos travaux en
perspective, en expliquant en quoi ils contribuent à compléter la littérature sur les modèles de
propagation de houle en milieu côtier. En�n, toute recherche étant ��nie�, nous aborderons les
points que nous avons choisis de laisser de côté, ainsi que ceux que nous n'avons pas encore
eu le temps de traiter et qui sont pourtant sur la liste des perspectives immédiates. Nous
présenterons également quelques pistes de ré�exion à plus long terme.

Notre objectif premier était d'analyser l'in�uence de la vorticité sur la ré�exion de la houle,
et en particulier sur le phénomène de résonance de Bragg. Cependant, nous avons mis en
évidence qu'en présence de courant, l'impact de l'asymétrie entre les nombres d'onde incident et
ré�échi ne permet pas une modélisation rigoureuse des intéractions houle-courant-bathymétrie,
a fortiori en présence de vorticité. Le plus bel aboutissement de ces travaux est donc la mise en
place de deux nouveaux modèles de propagation de houle côtière, plus pertinents, basés sur une
décomposition originale du potentiel des vitesses. Cet aboutissement a été permis grâce aux
expériences menées en canal qui, par la forte ré�exion induite dans les conditions de résonance
de Bragg, nous a amené à remettre en question les approches classiquement menées sur ce type
de modèles. Ces nouveaux modèles permettent, entre autres, de modéliser une forte ré�exion
de la houle en présence de courant et de bathymétrie variable, là où, auparavant, nous devions
choisir entre une forte ré�exion sur une bathymétrie lentement variable en l'absence de courant
ou de fortes variations bathymétriques mais une ré�exion faible. Grâce aux simulations menées
avec nos modèles initiaux, imprécis mais pas inexacts, nous avions tout de même pu faire
émerger quelques tendances sur l'in�uence comparée de la vorticité et du courant de surface
sur le pic de Bragg. Il s'agit désormais de préciser ces tendances, en menant de nouveau une
analyse détaillée de l'in�uence de la vorticité à l'aide des nouveaux modèles.
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Résumé des travaux de recherche Le projet MORHOC'H, dans lequel s'inscrit cette thèse
de doctorat, avait pour but de contribuer à la compréhension du milieu côtier, en amenant les
modèles physiques usuels à tenir compte d'un paramètre jusqu'alors négligé mais pourtant
bien présent: l'inhomogénéité verticale des courants littoraux. Pour cela, deux modèles de
propagation de houle - l'équation de Pente Douce et l'équation de Pente Douce Modi�ée -
ont été étendus pour tenir compte de cette vorticité: c'était la première phase du projet. La
principale Question de Recherche de cette thèse était donc de déterminer quelle in�uence a
la vorticité sur la propagation de la houle en présence de bathymétrie variable, grâce à des
simulations e�ectuées avec ces deux modèles. Plus précisément, nous avons choisi de travailler
sur le phénomène de résonance de Bragg en présence de courant cisaillé. Ce phénomène allie
les intéractions houle-courant-bathymétrie et présente un intérêt particulier pour l'ingénierie
côtière, en raison de son fort potentiel défensif contre l'érosion littorale (renvoi d'une grande
partie de l'énergie de la houle vers le large par une structure bathymétrique peu invasive).

Pour répondre à cette question, il a d'abord fallu s'approprier les connaissances actuelles sur
les intéractions houle-courant-bathymétrie, et sur la résonance de Bragg en particulier. On peut
retrouver un aperçu non exhaustif de la littérature sur le sujet dans le premier chapitre. Nous
avons également passé en revue les di�érents modèles numériques existants pour représenter ces
phénomènes, en particulier les plus récents, développés dans le cadre du projet MORHOC'H:
les modèles de Pente Douce simple et modi�é.

La production d'un code original en Fortran, pour pouvoir utiliser ces modèles sur des
études concrètes, a été la première contribution de cette thèse au projet. Elle est présentée
dans le chapitre deux, avec tous les détails relatifs aux modèles implémentés, aux méthodes de
résolution utilisées et à la con�guration numérique générale. Grâce à ce code, nous avons pu
étudier l'in�uence de la vorticité sur la propagation de la houle, dans le cas particulier de la
résonance de Bragg. Une première analyse paramétrique (présentée dans la deuxième partie
du chapitre trois) a fait émerger quelques tendances sur l'in�uence comparée du courant de
surface et du cisaillement, avec notamment une propension du courant de surface à in�uer sur
l'amplitude du pic de ré�exion, tandis que le cisaillement in�uerait plus sur la fréquence du pic.

Une fois l'outil de modélisation en main, nous avions besoin de références sur l'in�uence
de la vorticité sur la propagation de la houle. Nous avons décidé de collecter notre propre
jeu de données expérimentales et nous avons mené une campagne en canal à houle: c'est
notre deuxième contribution. Le dispositif et les outils utilisés sont présentés dans le troisième
chapitre. Comme nous l'avons vu, notre objectif était de quanti�er l'impact de la vorticité
sur les intéractions houle-courant-bathymétrie et spéci�quement sur la résonance de Bragg. Si
l'aspect bathymétrique a été facilement mis en place grâce à un fond ondulé en bois et résine
époxy, la création d'un courant cisaillé stable a été plus compliquée, et a nécessité un certain
nombre d'essais et un solide système de laminarisation de l'écoulement. Nous avons toutefois
réussi à observer la ré�exion d'une houle régulière se propageant au-dessus d'un courant cisaillé
horizontalement variable et d'une bathymétrie sinusoïdale, avec un pic de ré�exion clairement
identi�é. Nous avons également fait une première et importante constatation: par rapport
aux données expérimentales de ré�exion collectées sans courant, un décalage en fréquence et
en amplitude du pic de Bragg survient en présence d'un courant cisaillé. Plus étonnant, on
remarque aussi l'apparition d'un second pic de ré�exion, à plus hautes fréquences. En analysant
de près les mesures de courant réalisées à intervalles réguliers et rapprochés au-dessus du fond
ondulé, nous avons observé des inversions régulières et récurrentes des pro�ls verticaux (soit
un changement de signe de la vorticité), en adéquation avec les ondulations de la bathymétrie.
Nous avions besoin des modèles pour corréler les comportements de l'écoulement et de la houle,
et faire la lumière sur l'origine de ces ré�exions inattendues.
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Pour comprendre ce que nous avons observé dans le canal, nous tentons de le modéliser,
par le biais des deux équations spéci�quement formulées pour traiter la vorticité (Mild Slope et
Mild Slope modi�ée): c'est notre troisième contribution, et elle est présentée dans le quatrième
chapitre. Il s'agit d'analyser de façon plus en plus complexe l'évolution du courant le long du
canal, en établissant des lois d'approximation du courant de surface et du cisaillement de type
constant, linéaire puis polynomial voire même polysinusoïdal (polynomial sur l'ensemble du
canal et sinusoïdal spéc�quement au-dessus du fond ondulé), a�n d'intégrer même les inver-
sions locales du pro�l vertical de courant. Nous avons imposé à tour de rôle l'un ou l'autre des
paramètres de courant, pour comparer leur in�uence respective et con�rmer les tendances qui
s'étaient dessinées pendant l'étude paramétrique. Nos tentatives pour modéliser convenable-
ment le comportement de la houle sont plutôt positives. En tenant compte des intéractions de
second ordre avec le fond (modèle Mild Slope modi�é), nous obtenons des résultats acceptables
en terme d'amplitude du pic de Bragg. Cependant, ils sont systématiquement associés à un
décalage inopportun de la fréquence pic, et ce malgré tous nos e�orts pour gagner en précision.
Nous avons par exemple amélioré notre méthodologie de traitement des pro�ls relevés expéri-
mentalement, en nous questionnant sur la pertinance de considérer comme in�uent l'ensemble
du pro�l vertical, sur toute la colonne d'eau. Après avoir considéré le courant à une profondeur
caractéristique (et constaté que cela nous donnait déjà de meilleurs résultats), il nous a paru
cohérent de tenir compte de la couche supérieure de l'écoulement, celle qui impacte le plus la
houle. Mais même avec les caractéristiques les plus précises possible (compte tenu des mesures
réalisées) obtenues par cette méthode, nous n'avons pas pu éliminer le décalage de fréquence
pic.

C'est donc le dernier pas que nous avons entrepris: nous avons remis en question les
modèles sur lesquels nos analyses reposent, et le cadre théorique associé. Nous disposions
de modèles hyperboliques qui permettent une forte ré�exion seulement en présence de vari-
ations bathymétriques faibles. Or, le phénomène de résonance de Bragg implique justement
des variations bathymétriques non négligeables. Jusqu'alors, la littérature n'avait nullement
fait mention d'un quelconque problème pour ce type de con�gurations, les résultats étant sans
doute jugés acceptables pour les projets associés. Mais dans notre cas, l'arrivée d'un courant
a compliqué les choses, en créant une dissymétrie entre les nombres d'onde incident et ré�échi,
aggravée par la vorticité. Or cette dissymétrie n'est absolument pas prise en compte par nos
modèles, qui reposent sur une décomposition du potentiel des vitesses en modes locaux tenant
compte uniquement de l'onde incidente. Nous supposons que cet écart signi�catif entre nos
modélisations et la réalité est très certainement lié au décalage trouvé dans nos résultats.

Plusieurs membres de l'équipe d'Océanographie Physique, en collaboration avec l'université
d'Athènes, se sont alors attelés à mettre au point une nouvelle décomposition du potentiel
des vitesses, en tenant compte de cette dissymétrie. Très rapidement, il en a résulté deux
nouveaux modèles couplés, basés sur nos modèles initiaux (équations de pente douce et pente
douce modi�ée, prise en compte ou non des intéractions de second ordre avec le fond). Nous
avons immédiatement appliqué ces modèles à notre cas de résonance de Bragg, les premiers
résultats sont de très bonne augure: la fréquence pic n'est plus surestimée, et une modélisation
à courant évolutif permet une excellente représentation du pic de Bragg! Les modèles et les
résultats préliminaires associés sont présentés à la �n du quatrième chapitre.

Réponse à la question de recherche Nous étions partis pour étudier l'in�uence de la
vorticité sur la propagation de la houle, en comparant une série de données expérimentales
originales (résonance de Bragg en présence d'un courant cisaillé évolutif) et deux modèles
hyperboliques, étendus en amont de ces travaux pour intégrer la vorticité. Nous pouvons

199



répondre en partie à la question de départ, car l'exploitation de nos données expérimentales a
fait apparaître des comportements spéci�ques (décalage en fréquence et en amplitude du pic de
Bragg) et parfois inédits (apparition d'un second pic de ré�exion à plus hautes fréquences). De
plus, une étude paramétrique a été menée pour comparer l'in�uence respective du cisaillement
et du courant de surface, et a fait émerger quelques tendances.

Cependant, au cours de nos recherches, les échecs répétés pour approcher précisément à la
fois l'amplitude et la fréquence du pic de Bragg - et ce malgré des modélisations complexes de
l'évolution du pro�l de courant - nous ont conduit à remettre en question nos modèles. Nous
nous sommes ainsi aperçus qu'une partie du phénomène de propagation (attachée à l'onde
ré�échie) avait été ignorée par la littérature, mais qu'en présence de courant (et a fortiori de
vorticité) elle avait manifestement un rôle à jouer dans la ré�exion de la houle. Pour poursuivre
nos analyses sur le rôle du cisaillement, il était nécessaire de modi�er nos modèles et d'intégrer
l'onde ré�echie dans une nouvelle décomposition du potentiel des vitesses. Nous obtenons non
plus deux modèles mono-équations mais des modèles à deux équations couplées. Cette prise de
conscience arrivant en �n de thèse - il a tout de même fallu mener une campagne expérimentale
et une étude paramétrique poussée pour mettre en évidence cette faille théorique - nous n'avons
pour l'instant testé ces nouveaux modèles que dans une con�guration très simpli�ée (modèle de
courant constant) mais avec des résultats très prometteurs. Nous pouvons à présent reprendre
notre démarche pour répondre à la question de recherche, cette fois avec des modèles plus aptes
à modéliser précisément l'ensemble des phénomènes et intéractions impliquées.

Mise en perspective ... et perspectives de mise ! Historiquement, la littérature a mis
à notre disposition des modèles elliptiques (Berkho�) qui permettaient de modéliser une forte
ré�exion de la houle en l'absence de courant, puis des modèles parabolisés qui ont restreint
l'étude à de faibles ré�exions et en�n des modèles hyperboliques (sur lesquels nous avons ini-
tialement basé notre étude) qui autorisaient à nouveau de fortes ré�exions mais uniquement
sous couvert de faibles variations bathymétriques. Avec les travaux présentés dans cette thèse,
et tout ce qui en découlera, nous espérons bientôt disposer de modèles autorisant les fortes
ré�exions en présence de courant et de fortes variations bathymétriques, et en prime intégrant
la vorticité. Conclure l'étude sur l'in�uence de cette vorticité sur le pic de Bragg est une des
perspectives à très court terme. Il faudra pour cela trouver la meilleure approximation de
l'évolution du courant (en exploitant la totalité des données que nous avons recueillies), com-
parer à nouveaux avec nos résultats expérimentaux (voire en obtenir d'autres, par exemple la
ré�exion de la houle en présence d'un courant constant, pour isoler l'in�uence du courant de
celle de la vorticité) et compléter cette étude paramétrique sur l'in�uence du cisaillement sur
le comportement de la houle.

Nous avons surtout consacré cette thèse à l'étude du pic de Bragg, son objectif premier. Mais
le second pic de ré�exion que nous avons pu observer de façon tout à fait inattendue (et que nous
avions aussi observé pendant la campagne de prédimensionnement) mérite qu'on s'y consacre
pleinement. D'où vient-il et dans quel contexte apparaît-il? Est-ce un phénomène typiquement
engendré par la vorticité? Quels paramètres in�uent sur son intensité ou sa position? Pourra-
t'on l'analyser grâce aux nouveaux modèles (nous supposons en e�et que la dissymétrie des
nombres d'onde n'y est peut-être pas étrangère) ? Telles sont les questions qui subsistent, et
qu'il serait intéressant d'explorer dans les prochains mois.

De façon plus générale, des pistes de ré�exion à plus long terme sont aussi à considérer.
Cette thèse de doctorat devait conclure le projet de recherche MORHOC'H. En �n de compte,
par les nouveaux modèles mis en place, elle ouvre une nouvelle voie de modélisation pour
la propagation de la houle en milieu côtier. Il s'agira de poursuivre sur ce chemin en éten-
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dant nos modèles à d'autres phénomènes de propagation, en trois dimensions notamment,
et, pourquoi pas, en proposant cette nouvelle décomposition du potentiel à d'autres modèles
océanographiques (météorologie, dimensionnement d'ouvrages...). Après tout, la recherche en
elle-même est un processus qui ne �nit jamais...

�Les humains sont d'éternels insatisfaits parce qu'ils ne savent pas être patients.
Moi, tu vois, cahin-caha, en-deçà des philosophes qui frôlent la vérité sans jamais
la saisir, des scienti�ques qui l'expliquent sans jamais la comprendre et en-deçà
des artistes qui l'utilisent sans la connaître, je cherche la lumière au fond de ma

tanière.� Patricia Reining, Le Buveur de Liberté.
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Appendix A

Mesures complémentaires le long du fond

ondulé

Cette annexe est destinée à présenter en détail les mesures de courant relevées sur le fond
ondulé. Nous avons numéroté les portions de fond dans le sens du courant (inverse au sens de
propagation de la houle), soit de la plage vers le batteur. La première mesure, sur la troisième
longueur d'onde de fond ondulé, bien que présentée dans au paragraphe 3.4.4.1.1, sera rappelée,
pour faciliter le suivi de l'évolution du pro�l de courant le long du fond ondulé. Pour avoir une
idée assez précise de l'évolution du pro�l de courant, nous avons décidé de procéder comme
suit: cinq pro�ls verticaux par longueur d'onde de fond, sur une longueur d'onde sur deux à
partir de la troisième (en partant de la plage). Nous avons donc successivement instrumenté
la troisième longueur d'onde, puis la cinquième, la septième et la neuvième. Nous ferons donc
référence aux zones de mesure selon les appellation M1L3 (pour la première série de Mesure
sur la troisième Longueur d'onde), M2L5, M3L7 et M4L9.

A.1 Mesures de la première portion de fond (M1L3)

Le schéma (A.1) nous donne une vision globale des mesures e�ectuées sur cette portion de fond.
On rappelle que le courant s'écoule de la droite vers la gauche alors que la houle se propage
dans le sens inverse. Nous sommes sur la troisième longueur d'onde de fond que parcourt le
courant, assez loin du bord pour ne plus se préoccuper d'éventuelles turbulences de bord.

Sur la �gure (A.2), on peut observer l'évolution des pro�ls de courant relevés en chaque
position, avec et sans houle. Ayant été largement commentés dans le corps du manuscrit
(3.31), ils ne sont insérés que pour faciliter la comparaison d'une portion de fond à l'autre.

Pour faciliter l'analyse de ces pro�ls - et car nous en avons extrait les vorticités expérimen-
tales à la base des lois d'approximation - nous présentons sur la �gure (A.3) les régressions
linéaires associées aux pro�ls de la �gure (A.2), régressions établies sur les deux-tiers de la
colonne d'eau. Nous avons d'ailleurs déjà discuté de ces résultats pour le cas sans houle dans
le chapitre trois (3.32). On remarque simplement que le pro�l de courant relevé sans la houle
ne présente qu'une inversion, sur la troisième position. Les pro�ls relevés en présence de houle
sont eux plus complexes: sous la plus haute fréquence de houle, on n'observe qu'une inversion
pour la position x = 5.79m. Sous les houles pour les trois autres fréquences (1.35Hz, 1.12Hz
et 0.95Hz), c'est plus chaotique, avec une inversion entre les positions 6.26 et 6.15m, puis à
nouveau entre 6.15m et 6m, et en�n une troisième en x = 5.79m.
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Figure A.1: Schéma de mesure des pro�ls verticaux de courant, relevés sur la 3e longueur d'onde
de fond (M1L3)

Figure A.2: Pro�ls de courant sur la 3e longueur d'onde de fond: superposition, pour chaque
position, des pro�ls sans houle et avec houle (M1L3)
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Figure A.3: Régressions linéaires sur les 2/3 de la colonne d'eau des pro�ls de courant relevés
sur la 3e longueur d'onde de fond, avec et sans houle (M1L3)

A.2 Mesures de la deuxième portion de fond (M2L5)

Le schéma (A.4) présente les caractéristiques du protocole expérimental de mesure du courant
sur cette portion de fond. Comme précédemment, nous disposons de deux pro�ls sur les crêtes
bathymétriques, un pro�l dans le creux, et deux pro�ls intermédiaires, pour bien comprendre
comment évolue l'écoulement au passage d'une bosse du fond.

La �gure (A.5) présente les pro�ls relevés à ces cinq positions sous cinq conditions hydro-
dynamiques: sans houle puis pour les quatre fréquences de houle. On relève une moindre
constance dans les pro�ls par rapport à la première série de mesure, sur la première portion
de fond considéré. Ici, le pro�l relevé dans le creux de la bosse est le plus inchangé. Les
autres pro�ls, et notamment le pro�l relevé en début de section (x=5.27m), sont un peu plus
perturbés.

Concernant les régressions linéaires (�gure (A.6)) associées aux pro�ls de la �gure (A.5),
on remarque là encore que tous les pro�ls présentent un changement de signe de la vorticité
(soit un changement d'inclinaison de la droite d'approximation), même si elle ne survient pas
toujours à la même position. Si on numérote les positions dans le sens du courant, soit selon
les x décroissants, on obtiendra la position 1 en x=5.27 et la position 5 en x=4.75m. Pour
le cas sans houle, le changement survient sur la position 3, dans le creux. Pour les pro�ls
relevés en présence de houle, pour les plus hautes fréquences (1.59Hz et 1.35Hz) on constate
trois inversions, aux positions 2, 3 puis presque 5. Pour les ondes les plus longues (1.12Hz
et 0.95Hz), il n'y a plus que deux inversions, à la troisième et à la cinquième position. C'est
particulièrement �agrant pour les pro�ls de la première position, où on constate une orientation
di�érente selon les conditions hydrodynamiques. La fréquence de la houle serait-elle liée à la
fréquence d'inversion des pro�ls de courant?
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Figure A.4: Schéma de mesure des pro�ls verticaux de courant, relevés sur la 5e longueur d'onde
de fond (M2L5)

Figure A.5: Pro�ls de courant sur la 5e longueur d'onde de fond: superposition, pour chaque
position, des pro�ls sans houle et avec houle (M2L5)
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Figure A.6: Régressions linéaires sur les 2/3 de la colonne d'eau des pro�ls de courant relevés
sur la 5e longueur d'onde de fond, avec et sans houle (M2L5)

A.3 Mesures de la troisième portion de fond (M3L7)

Concernant la septième portion de fond ondulé, la �gure (A.7) resitue les mesures dans leur
contexte, en précisant la disposition de nos cinq courantomètres.

Examinons les pro�ls verticaux relevés par ces courantomètres en l'absence et en présence
de houle (�gure (A.8)). Comme précédemment, on constate que ces pro�ls sont relativement
peu impactés par la houle, y compris celui situé sur la première crête.

Sur la �gure (A.9), on examine les régressions linéaires associées. Pour tous les pro�ls
relevés, avec ou sans houle, on ne relève que deux changements de signe de la vorticité, en
positions 2 et 5. Sur cette portion, les mesures de vitesses ont été particulièrement réussies, et
on constate bien le faible impact de la houle, et l'évolution très similaire du courant malgré les
variations de conditions hydrodynamiques.

A.4 Mesures de la quatrième portion de fond (M4L9)

Intéressons-nous à présent à la dernière portion de fond instrumentée, la neuvième (soit,
rappelons-le, la deuxième que voit la houle qui se propage à contre-courant). La �gure (A.10)
nous donne tous les détails des mesures.

La �gure (A.11) nous présente les pro�ls verticaux relevés, et on remarque qu'ils sont plus
perturbés que précédemment. Il s'agit probablement d'une légère recrudescence du bruit in-
strumental.

Les régressions linéaires, présentées sur la �gure (A.12), s'en ressentent, avec par exemple
un graphe en x = 3.25m où les pro�ls présentent une grande variation de vorticité selon la
condition de houle. On arrive toutefois à distinguer un changement de signe plus ou moins
général entre la position 2 et la position 4.

L'évolution globale du pro�l de courant le long du canal a été longuement discutée dans
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Figure A.7: Schéma de mesure des pro�ls verticaux de courant, relevés sur la 7e longueur d'onde
de fond (M3L7)

Figure A.8: Pro�ls de courant sur la 7e longueur d'onde de fond: superposition, pour chaque
position, des pro�ls sans houle et avec houle (M3L7)
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Figure A.9: Régressions linéaires sur les 2/3 de la colonne d'eau des pro�ls de courant relevés
sur la 7e longueur d'onde de fond, avec et sans houle (M3L7)

Figure A.10: Schéma de mesure des pro�ls verticaux de courant, relevés sur la 9e longueur
d'onde de fond (M4L9)
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Figure A.11: Pro�ls de courant sur la 9e longueur d'onde de fond: superposition, pour chaque
position, des pro�ls sans houle et avec houle (M4L9)

Figure A.12: Régressions linéaires sur les 2/3 de la colonne d'eau des pro�ls de courant relevés
sur la 9e longueur d'onde de fond, avec et sans houle (M4L9)
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le corps du manuscrit, depuis le paragraphe 3.4.4.1.2. Ces évolutions ont cependant été déter-
minées au travers du spectre de la méthode d'établissement de la vorticité - et nous avons vu
que les résultats pouvaient varier de façon non négligeable. Si on se concentre uniquement sur
les pro�ls, on remarque déjà que pour chaque portion de fond examinée, les inversions se pro-
duisent au minimum deux fois de façon nette. Pour chaque condition hydrodynamique testée,
ces inversions se retrouvent souvent sur les mêmes positions de mesure, ce qui renforce encore
la corrélation avec la bathymétrie, établie en observant le courant de surface. Les pro�ls sont
de façon générale très bien conservés par la houle, ce qui valide une nouvelle fois notre dispositif
expérimental.
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Appendix B

Méthode de résolution d'un système

linéaire

A�n de présenter plus tard et en toute clarté le solveur utilisé dans cette étude, faisons ici
un bref rappel de l'état de l'art sur la résolution de systèmes linéaires (une revue détaillée est
disponible dans l'étude [153]) et sur ses trois grandes familles de méthodes de résolution. Si on
pose p le nombre d'équations et q le nombre d'inconnues de notre problème, nous allons chercher
à résoudre le système matrice-vecteur A−→x =

−→
b avec A ∈ Rp∗q la matrice inversible des coe�-

cients de notre modèle théorique,
−→
b ∈ Rq le vecteur colonne second membre, également imposé

par notre modèle, et −→x ∈ Rq notre vecteur solution. Concernant les caractéristiques éventuelles
de A, on rappelle que A est symétrique si AT = A, qu'elle est positive si ∀−→x εRn,−→x TA−→x ≥ 0
et qu'elle est dé�nie si pour −→x εRn, −→x TA−→x = 0 ⇒ −→x = 0. On dé�nira également la norme
matricielle comme suit :

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖ = max
‖x‖6=0

‖Ax‖
‖x‖

(B.1)

Existence et unicité de la solution Plusieurs cas sont à considérer. Commençons par le
cas le plus rare de matrices non carrées: s'il y a plus d'équations que d'inconnues (système sur-
déterminé), il n'y aura probablement pas de solution. Si au contraire il y a moins d'équations que
d'inconnues (système sous-déterminé), il y aura une in�nité de solutions. Mais le plus fréquent
est le cas des matrices carrées, où il y a autant d'équations que d'inconnues - c'est également
le cas dans nos modèles théoriques. Si le système associé était homogène, l'inversibilité de la
matrice déterminerait le nombre de solution : si elle est inversible, le système aurait une seule
solution −→x = A−1−→b , si elle ne l'est pas, il y aurait une in�nité de solutions. Dans le cas
d'un système non homogène (c'est le cas pour nos trois modèles, puisqu'un second membre
intervient dans les conditions aux limites), là encore une matrice inversible va imposer une
solution unique, tandis que dans le cas d'une matrice non inversible, pour qu'il y ait au moins
une solution, il faudra véri�er la condition rang(A) = rang(Ab) (où la matrice Ab est formée

par la matrice A à laquelle
−→
b est accolé).

Avant d'entamer la résolution, il est donc important de véri�er l'inversibilité du système.
Dans notre étude, la matrice est carrée et appartient au corps des nombres complexes C, qui
est un corps commutatif comme R, alors il su�ra de véri�er au choix que le déterminant de A
est non nul, ou que 0 n'est pas valeur propre de A , ou que Nx est le rang de A. Il est à noter
que la transposée de A sera également inversible. Dans la présentation des méthodes générales
de résolution, pour ne pas nuire à la clarté du propos, nous nous ramènerons au cas d'un
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système réel. Le choix de la méthode de résolution va être conditionné par les caractéristiques
de la matrice (positivité, symétrie, dé�nie, son rang, son conditionnement), impliquera divers
points de contrôle (stabilité, nécessité d'un préconditionneur, convergence), et o�rira certaines
possibilités (parallélisme).

B.1 Méthodes directes

Tout d'abord, les méthodes directes donnent la solution exacte en un nombre �ni d'opérations,
et peuvent s'appliquer indi�érement aux matrices denses ([73]) ou creuses ([52, 47]).

Parmi elles, les formules de Cramer sont particulièrement simples d'utilisation: elles écrivent
les solutions comme des rapports de déterminants. Mais le calcul de déterminant peut vite être
trop gourmand en calcul. Ces formules sont donc réservées à de très petits systèmes. D'autres
méthodes directes reposent sur la transformation de la matriceA, sachant que l'on ne change pas
la solution d'un système linéaire lorsque l'on permute deux lignes ou deux colonnes, lorsqu'on
fait une combinaison linéaires de lignes. On retrouve ainsi les procédés de triangularisation-
remontée, en général articulés autour des principes de pivot ou substitution, des variantes de
la méthode d'élimination de Gauss: la factorisation LU et en particulier la factorisation de
Choleski, celle de Crout... Les solveurs directs ont l'avantage d'être robustes: ils fournissent
la solution aithmétique exacte, mais le nombre d'opérations nécessaires peut être grand. Ils
sont donc très e�caces sur des systèmes de petites tailles, ou demandant des calculs simples.
Il est d'ailleurs possible d'optimiser le stockage pour des systèmes creux (théorie des graphes).
Les méthodes solve (Python, Octave, Matlab) utilisent par exemple une factorisation LU. Par
contre, pour des systèmes de grande taille, le coût en mémoire, le poids des calculs et les erreurs
de troncature viennent souvent déstabiliser ces méthodes. Du point de vue de l'optimisation
numérique, la parallélisation est possible mais pas évidente. Il est à noter qu'il existe des
méthodes hybrides, qui souhaitent combiner les avantages des méthodes directes et itératives.
Elles se basent sur une décomposition de domaine (ce qui implique un maillage multi-grilles),
ou des solveurs directs s'occupent des problèmes locaux tandis que des solveurs de krylov
équilibrent les interfaces. On retrouve ainsi les méthodes de Schur, FETI-I, ... pour n'en citer
que quelques unes, mais n'étant pas l'objet de cette étude elles ne seront pas développées ici.

B.2 Méthodes itératives stationnaires

De façon générale, les méthodes itératives ([200]) nécessitent très peu de mémoire, elles sont
donc particulièrement adaptées à la résolution de très gros problèmes. Pour notre étude, le
choix d'une méthode de ce type s'est imposé de lui-même, nous en présenterons le mode de
fonctionnement général. Parmi la multitude de méthodes itératives à disposition aujourd'hui,
choisir la méthode la plus adaptée à notre problème n'est pas toujours évident. Si elles sont
parfois plus di�ciles à paralléliser, les méthodes de Krylov convergent généralement plus rapide-
ment, et c'est vers l'une d'elles que notre choix s'est porté: la méthode du Gradient Biconjugué,
une extension de la méthode de Gradient Conjugué. Nous allons ainsi présenter cette dernière
pour plus tard pouvoir resituer le Gradient Biconjugué dans un contexte clair. Le soin que
nous allons apporter à la présentation des méthodes type Gradient Conjugué et à leur fonc-
tionnement n'est pas anodin. L'implémentation du solveur Gradient Biconjugué pour système
complexe a pris une grande importance dans cette étude, car il a été implementé hors de toute
bibliothèque préconçue, dans une politique de feuille blanche a�n de se confronter à la science
et au problème dans toutes ses nuances.
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Algorithme et préconditionnement d'une méthode itérative générale Les méthodes
itératives stationnaires cherchent à construire une suite de vecteurs −→x k qui converge vers la
solution que l'on notera −→x ∗(pour la di�érencier mathématiquement de la solution exacte):

lim
k→+∞

(−→x k)→ A−1−→b = −→x ∗∀x0 (B.2)

On peut ainsi dé�nir −→x k l'approximation de −→x ∗au pas k à l'aide d'une erreur −→e k:

−→x ∗ = −→x k +−→e k (B.3)

et d'un résidu −→r k :

A−→e k = A−→x ∗ −A−→x k := −→r k (B.4)

On peut donc écrire notre solution à l'ordre de convergence �nal p choisi comme:

−→x ∗ = −→x k + A−1−→r k (B.5)

A partir de là, une astuce d'optimisation du solveur consiste à préconditionner le prob-
lème, c'est-à-dire remplacer A par une matrice M proche mais plus facilement inversible. La
construction du préconditionneur peut s'avérer délicate: il faut décomposer la matrice comme
suit

A = M −N (B.6)

avec M facilement inversible. Une fois cette matrice de préconditionnement établie, au lieu de
résoudre (B.5), on itèrera plutôt comme suit, en trois temps. Tout d'abord, le calcul du résidu:

−→r k =
−→
b −A−→x k (B.7)

Ensuite, la résolution du problème préconditionné: grâce au préconditionnement (B.6), on
établit une itération sous la forme d'un schéma de point �xe dé�ni à partir de −→x 0.

M−→x k+1 = N−→x k +
−→
b (B.8)

A partir de là, quelques manipulations algébriques et la dé�nition du résidu (B.7) sont
nécessaires :

M−→x k+1 = (M − A)−→x k +
−→
b = M−→x k + (

−→
b −A−→x k) = M−→x k +−→r k

soit :

−→x k+1 = −→x k + M−1−→r k (B.9)

pour la dernière étape, la mise à jour de la solution à l'étape suivante.
A partir de B.8, on arrive aussi à une formulation de type point �xe sous la forme :

−→x k+1 = B−→x k +−→c (B.10)

où B = M−1N est la matrice d'itérations −→e k+1 = B−→e k et −→c = M−1−→b . Notons au
passage que la convergence de la méthode est assurée pour tout vecteur initial−→x 0 si et seulement
si le rayon spectral (la plus grande valeur propre en valeur absolue) de cette matrice d'itération
véri�e ρ(B) < 1.

Le calcul de l'erreur permettra alors de choisir de poursuivre les itérations ou non., selon
un critère d'arrêt qui peut porter soit sur la norme du résidu:

217



‖−→r k‖ ≤ ε ‖−→r 0‖ (B.11)

soit sur la stagnation de la solution :

‖−→x k+1 −−→x k‖ ≤ ε ‖−→x k‖ (B.12)

Suivant le choix du préconditionneur M , on obtiendra les méthodes de Jacobi, Gauss-
Seidel, de relaxion, SOR (Sucessive Over Relaxation), SSOR... Si on décompose A = D −
E − F respectivement en une partie diagonale, une partie triangulaire inférieure et une partie
triangulaire supérieure, la méthode de Jacobi est dé�nie par M = D, celle de Gauss-Seidel
par M = D − E, la méthode SOR par M = D − ωE avec ω un paramètre choisi pour
accélerer la convergence et la méthode SSOR e�ectue une itération SOR suivie d'une itération
SOR en sens inverse, ce qui aboutit à une matrice de préconditionnement de la forme : M =

1
ω(2−ω)

(D − ωE)D−1(D − ωF ).
Les propriétés de convergence seront bien entendu di�érentes car elles dépendent grandement

du préconditionnement.

Introduction aux méthodes polynomiales et aux méthodes de Krylov Parmi les
méthodes itératives, on va s'intéresser tout particulièrement aux méthodes polynomiales, et en
particulier aux méthodes dites de Krylov ([166, 198, 80]). Les méthodes polynomiales reposent
sur l'utilisation du théorème de Cayley Hamilton qui démontre que pour toute matrice A
inversible de taille m ∗n, on obtient l'existence d'un polynôme p de degré au plus n− 1 tel que
A−1 = p(A). Cela signi�e que la solution de notre problème A−→u =

−→
b s'écrit maintenant:

u = u0 + p(A)r0 (B.13)

L'objectif des méthodes polynomiales est d'approcher ce polynôme p(X), soit en le dé�nis-
sant explicitement (méthode CHEBY pour les matrices symétriques dé�nies positives), soit
indirectement, sans calculer ses coe�cient mais à travers son application à la matrice et à
un vecteur (la plupart des méthodes polynômiales). L'écriture (B.13) suggère de dé�nir les
sous-espaces suivants de Rn appelés sous-espaces de Krylov:

Km(A,−→r 0) = V ect(−→r 0,A
−→r 0, ...,A

m−1−→r 0) = {p(A)−→r 0 |p ∈ Pm−1} (B.14)

où Pm−1est l'espace des polynômes de degré au plus m−1. Ainsi, par dé�nition, la méthode
itérative polynomiale véri�e la condition de sous espace

−→x m ∈ −→x 0 +Km(K,−→r 0) (B.15)

qui peut s'écrire aussi sous la forme

−→x k = −→x 0 + pk−1(A)−→r 0 (B.16)

Nous utilisons ainsi une méthode de projection liée aux espaces de Krylov. Il est à remarquer
que ces méthodes engendrent des suites �nies et calculent la solution exacte. 1 Ces méthodes
sont en fait des méthodes directes, mais elles sont utilisées comme méthodes itératives car pour

1En e�et, la suite des sous-espaces de Krylov Kk(A,−→r 0) est une suite croissante de sous espaces, elle est
donc stationnaire à partir d'un rang p ≤ n. D'ailleurs, pour k ≤ p, la dimension de Kk(A,−→r 0) est égale à k et

le système
{−→r 0,A

−→r 0, ...,A
k−1−→r 0

}
est une base de Kk(A,−→r 0). Le sous-espace Kp(A,−→r 0) est invariant de A

et la solution de A−→y = −→r 0appartient à cet espace.
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les grands systèmes il s'agit de converger vers une approximation précise bien avant d'aboutir
à la solution exacte. L'objectif qui guide la construction de ces méthodes est la minimisation
de l'erreur −→e k, pour un certain produit scalaire. Cet objectif n'est pas toujours réalisable,
c'est pourquoi on a dé�ni une condition plus générale d'orthogonalité, la condition de Petrov-
Galerkin, qui dé�nit une classe particulière de méthodes polynomiales: les méthodes dites de
projection.

Méthodes de projection Considérons un système linéaire inversible admettant
−→̄
u comme

unique solution du système A−→u =
−→
b où A est une matrice carrée inversible d'ordre n. Comme

pour toute méthode itérative, nous avons besoin d'un point de départ −→u 0, proche de la solution−→̄
u . Le système matrice vecteur peut s'écrire sous les deux formes suivantes : �trouver

−→̄
u ∈ Rn

qui véri�e la relation ∀−→̄v ∈ Rn

(
−→
b −A

−→̄
u ,
−→̄
v ) = 0 (B.17)

Ou bien sous la forme d'une condition d'orthogonalité:

−→
b −A

−→̄
u⊥Rn (B.18)

Le principe de base d'une méthode de projection consiste à se donner un sous-espace K et
de chercher une approximation −→u de la solution

−→̄
u dans l'espace u0 +K, solution qui véri�era

bien sûr toujours la condition d'orthogonalité dans ce sous-espace:

−→
b −A

−→̄
u⊥K (B.19)

Cette condition, comme précédemment, peut s'écrire sous la forme �déterminer −→u ∈ −→u 0+K
véri�ant�

(A−→u ,−→v ) = (
−→
b ,−→v )∀−→v ∈ K (B.20)

Cette condition est la condition de Galerkin, et de façon générale on remarque que cette
méthode est construite sur le même principe que la méthode de Galerkin utilisée dans l'approche
par Eléments Finis.

En pratique et de façon générale, on se donnera deux sous-espaceK et L de même dimension
et on recherchera une solution rapprochée −→u ∈ −→u 0 +K véri�ant la condition d'orthogonalité :

−→
b −A

−→̄
u⊥L (B.21)

qui peut prendre encore une fois la forme

(A−→u ,−→v ) = (
−→
b ,−→v )∀−→v ∈ L (B.22)

Il s'agit cette fois de la condition de Petrov-Galerkin.
En résumé, une méthode de projection est une méthode itérative de résolution des systèmes

linéaires qui, à chaque itération, construit deux espaces K et L et recherche le nouvel itéré u
dans u0 +K tel que satisfaisant la condition de Petrov-Galerkin (B.22).

Il existe deux familles de méthodes de projection : le choix L = K conduira aux méthodes
du Gradient Conjugué (CG) et Full Orthogonalization Method (FOM), tandis que le choix
L = AK mènera aux méthodes GMRES et MINRES. Dans le cadre de cette étude, nous nous
sommes tournés vers la première famille.
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Méthode du gradient conjugué Les méthodes type gradient cherchent à minimiser une
fonction en suivant son gradient. Parmi elles, la méthode du Gradient Conjugué (CG) ([9, 60,
73, 174, 66]) est une méthode particulièrement e�cace car elle a la propriété de converger en
au plus n itérations. Dans le cas d'une matrice A symétrique dé�nie positive, la récurrence
sera alors particulièrement courte. De nombreuses études la décrivent en détails, mais comme
elle est à l'origine de la méthode utilisée dans cette étude, il est important d'en présenter les
grandes lignes, dans le cadre des méthodes de projection de Krylov. On suppose A symétrique
dé�nie positive. La méthode du gradient conjugué est alors une méthode de projection de
Krylov dans laquelle B = A. Ainsi, la condition de Petrov-Galerkin (B.22). revient à imposer
une condition d'orthogonalité sur le résidu :

rm⊥Km(K,−→r 0) (B.23)

En e�et, B−→e k = A−→e k = −→r k. La première étape de la méthode CG est d'ailleurs
l'initialisation de ce résidu selon sa dé�nition (B.7):

−→r 0 = A−→x 0 −
−→
b (B.24)

Ensuite, on dé�nit un critère d'arrêt, portant sur la norme du résidu par exemple : �tant

que les résidus sont non nuls�, ou �tant que
√−→r Tj −→r j existe� dans le cas de problème à variables

complexes.
A chaque itération, xk est bien dé�ni ∀k ≥ 0 à partir des conditions d'espace et de Petrov-

Galerkin, et il minimise la A−norme de l'erreur sur l'espace de Krylov:

‖−→e k‖A = ‖−→r k‖A−1 = min−→y ∈Kk(A,−→r 0)
‖−→e 0 −−→y ‖A (B.25)

La suite converge: il existe p ≤ n tel que −→x p = −→x ∗et pour arriver à cette valeur, d'après la
condition d'espace B.15, il existe αk ∈ R et −→p k ∈ Kk+1(A,−→r 0) tels que :

−→x k+1 = −→x k + αk
−→p k (B.26)

où le vecteur−→p k est appelé direction de descente. Cette forme (B.26) impose l'incrémentation
du résidu sous la forme :

−→r k+1 = −→r k − αkA−→p k (B.27)

A chaque incrémentation, la condition de Galerkin et le fait que les résidus soient dans
l'espace de Krylov impliquent immédiatement les conditions d'orthogonalité suivantes :

−→r Tk−→r j = 0∀j 6= k (B.28)

La condition de Galerkin, la récurrence (B.27) et la symétrie de la matrice A induisent:

−→p T
kA
−→p j = 0∀j 6= k (B.29)

et les directions de descente peuvent être choisies pour véri�er la récurrence à une constante
près. Puisque −→p 0 ∈ eng {−→r 0} on peut initialiser −→p 0 = −→r 0. Concernant l'incrémentation de la
direction de descente, puisque −→r k+1 ∈ eng {−→p 0,

−→p 1, ...,
−→p k+1} on peut écrire :

−→r k+1 =
k+1∑
i=0

γi
−→p i (B.30)
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Pour j ≤ k−1,Apj ∈ Kj+2 ⊆ Kk+1 donc la condition d'orthogonalité impose−→r Tk+1A
−→p j = 0

et d'autre part, −→p T
i A
−→p j = 0∀i 6= j, d'où �nalement γj = 0∀j ≤ k − 1 et on en peut réécrire

(B.30) avec les deux termes restants :

−→r k+1 = γk
−→p k + γk+1

−→p k+1 (B.31)

Puisque dim(Kk) = k, on a γk+1 6= 0 et on choisit γk+1 = 1, on peut alors en déduire
l'incrémentation de la direction de descente :

−→p k+1 = −→r k+1 + βk
−→p k (B.32)

Il reste à exprimer αk et βk pour dé�nir complètement la méthode. Tant que −→r k 6=
−→
0 , ils

existent et sont uniques. Les résidus sont orthogonaux donc en particulier : rTk+1rk = 0 d'où
rTk rk −αkrTkApk = 0. Mais rk = pk − βk−1pk−1 et les directions de descente sont A−conjuguées
donc : rTkApk = pTkApk et

αk =
rTk rk
pTkApk

(B.33)

Puisque les directions de descente sont A−conjuguées, on a aussi pTk+1Apk = 0. Or :

rTk+1Apk =
1

αk
rTk+1(rk − rk+1) = − 1

αk
rTk+1rk+1 (B.34)

d'où

βk =
rTk+1rk+1

αkp
T

kApk
=
rTk+1rk+1

rTk rk
(B.35)

Notre algorithme est à présent entièrement dé�ni. La convergence de cette méthode ainsi que
les préconditionnements conseillés sont discutés en détails dans l'étude de Erhel ([59]) mais en
pratique, la méthode converge très vite vers une approximation assez précise. C'est pour cette
raison que notre dévolu s'est porté sur ce solveur. Les matrices associées à nos modèles n'étant
pas symétriques, nous avons utilisé une de ses extensions aux matrices non-symétriques: la
méthode du Gradient Biconjugué. Elle sera présentée dans la section suivante, avec l'ensemble
de la con�guration numérique.
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Modélisation de la prop-
agation de la houle en présence de courants cisaillés et par bathymétrie variable
Résumé Cette thèse de doctorat traite d'un aspect particulier des intéractions houle-courant-
bathymétrie, à savoir l'in�uence de la vorticité sur un phénomène de résonance de Bragg. Pour l'aspect
modélisation, une analyse numérique est présentée, basée sur la comparaison de deux modèles hyper-
boliques - Pente Douce et Pente Douce Modi�ée - étendus pour intégrer des courants cisaillés. L'in�uence
de deux paramètres caractéristiques du courant, le cisaillement (considéré comme constant sur la colonne
d'eau) et la célérité en surface, est évaluée pour établir une première tendance vis-à-vis du comportement
de la houle. Pour aller plus loin, une campagne expérimentale en canal à houle a fourni un jeu de données
originales sur la propagation d'une houle régulière de fréquence variable, ré�échie par une bathymétrie
ondulée et un courant cisaillé évolutif. Une analyse poussée a confronté les résultats numériques - basés
sur di�érentes représentations du courant - aux données expérimentales, et plusieurs conclusions fortes en
sont ressorties. Sous l'in�uence d'un courant cisaillé opposé à la houle, le pic de Bragg se trouve réduit,
en amplitude comme en fréquence, mais un pic de ré�exion inattendu survient pour des houles à hautes
fréquences. Ensuite, si des modélisations précises du comportement du courant nous ont mené à une très
bonne approche de l'intensité de la ré�exion de Bragg, la fréquence pic associée a systématiquement été
surestimée par les modèles. Grâce à une profonde remise en question de la théorie et une collaboration des
membres de l'équipe, une nouvelle modélisation a vu le jour, avec une décomposition originale du poten-
tiel des vitesses pour tenir compte de la dissymétrie des nombres d'onde incident et ré�échis (dissymétrie
causée par le courant et sa vorticité). Les premiers résultats montrent qu'avec cette nouvelle théorie,
la position de la fréquence pic correspondant à la résonance de Bragg est bien représentée. Cette nou-
velle approche de la ré�exion, par fortes variations bathymétriques et en présence de courant à structure
variable, promet de belles découvertes sur l'in�uence de la vorticité.

Mots clés: houle, courant, bathymétrie, vorticité, cisaillement, ré�exion, Bragg, résonance

Modelling of wave propagation above sheared currents and varying bathymetry
Abstract This PhD thesis focuses on a speci�c part of the interactions between waves, current and
bathymetry: the in�uence of the vorticity on the Bragg resonance phenomenon. Two numerical models,
based on hyperbolic equations, are compared: the Mild Slope equation and the Modi�ed Mild Slope
equation, both extended to consider vorticity. To establish some trends about the wave behaviour in
such a con�guration, the in�uence of the vorticity has been compared to the in�uence of the surface
current velocity, in a parametric study. To go further, an experimental campaign has been settled in a
wave �ume, and the re�exion of regular waves propagating above sinusoidal bathymetry and horizontally
varying sheared currend has been registered for a large range of waves frequencies. Some strong conclusions
asserted themselves: under the in�uence of a wave opposing varying sheared current, the maximum of
re�exion is reduced, both in amplitude and frequency, but another local maximum appears in higher waves
frequencies. Moreover, our modelling achieved to represent the amplitude of the Bragg Peak quite well,
but always overestimated the associated frequency. Thanks to a strong questioning of the theory and a
collaboration between several researchers, a new modelling arised, with an original decomposition of the
velocity potential taking into account the asymmetry between the incident and re�ected wavenumbers.
The �rst results are very optimistic: the Bragg Peak frequency is recovered, and the study on the vorticity
in�uence can continue. This new approach in coastal engineering will generate as many questions as
opportunities.

Keywords: wave, propagation, vorticity, bathymetry, shearing, re�ection, Bragg, resonance
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