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Résumé

Nous cherchons a définir la nature des limitations révélées par les « théorémes de limitation
des formalismes » (Théorémes de Godel de 1931, de Church de 1936, et de Turing de 1936-
1937). Pour répondre a cette question, nous avons retenu comme fil conducteur le programme
de Hilbert (au sens large) : d’une part la réponse qu’Hilbert espérait apporter au probléme des
fondements, d’autre part la justification qu’il espérait apporter a I’absence de problémes
mathématiques insolubles. Cela nous a d’abord conduit a proposer une interprétation précise
des deux aspects de ce programme. Nous avons ensuite analysé les propositions variées qui ont
¢été faites en réponse a ce programme, incluant en particulier celle de Michael Detlefsen, tout
en prenant en compte les résultats d’indécidabilité arithmétiques qui ont été obtenus dans les
années 1970. Nous avons pour cela effectué une analyse détaillée de la thése de Church-Turing.
Nous avons également discuté les différentes positions qui ont été défendues dans le cadre du
débat induit par I’argument de Lucas-Penrose. Nous avons enfin discuté les réponses que Post,
Myhill et Ladriére ont successivement apportées a la question générale posée. Sur la base de
I’ensemble de cette analyse, notre propre réponse est que les ces théorémes mettent en évidence
une certaine relativité associée au recours a la formalisation elle-méme, qui se caractérise par
un ancrage nécessaire bien circonscrit dans la pratique empirique des mathématiques

informelles.

Mots-clefs : argument de Lucas-Penrose, limitation de la connaissance, philosophie de la
logique, philosophie des mathématiques, programme de Hilbert, systémes formels, théorémes

de Godel, théorie de la connaissance, thése de Church-Turing.



Abstract

We want to define the limitations content revealed by the theorems of formalisms limitation
(Godel’s theorems of 1931, Church’s theorem of 1936 and Turing’s theorem of 1936-1937). In
order to answer this question, we have accepted as main theme Hilbert’s program (in the broad
sense) : on the one hand, the answer that Hilbert hoped to give to foundations problem, and on
the other hand, the justification he hoped to give to the lack of insoluble mathematical problems.
This first lead us to propose a precise interpretation of the two aspects of this program. We have
then analyzed the various proposals which have been given in answer this program, including
in particular Michael Detlefsen’one, taking into account arithmetical indecidability results
obtained in the 1970’s. In this aim we have made a detailed analysis of Church-Turing’s thesis.
We have also discussed the different positions which have been held within the framework
induced by Lucas-Penrose’s argument. We have then discussed Post, Myhill and Ladriere’s
successively answers given to the general question asked. On the basis on this whole analysis,
our own answer is that these theorems show a kind of relativity in relation with the use of
formalization itself, which must be rooted in a confined part of the empirical practice of

informal mathematics.
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Avertissement

Le sujet traité se caractérise par 1’existence d’un trés grand nombre de publications, dont une
part significative est trés récente (des années 2000), ainsi que la consultation de la bibliographie
permet d’en juger. Certaines de ces publications en constituent déja une synthése, mais
indéniablement plus succincte que ’analyse proposée ; ce sont les suivantes : [Sinaceur 1993],
[Delahaye 1994, § 6, 7], [Blanché, Dubucs 1996, § 12], [Feferman 1998a], [Murawski 1999,
§ 4], [Potter 2000, § 23, 28, 34, 35], [Giaquinto 2002], [Zach 2003b], [Raatikainen 2013], [Sieg
2013c] et [Kahle 2015]. Ce sujet se caractérise €également par une trés forte technicité en logique
mathématique (formelle), pour laquelle le choix retenu est celui d’un rappel systématique de
toutes les définitions des notions importantes utilisées au fur et a mesure de leur introduction,
avec un index récapitulatif a la fin du document. Lorsqu’un méme terme existe a la fois dans le
langage courant et en logique formelle (par exemple : « complet », « correct », « effectif »,
« énoncé »), avec évidemment un sens beaucoup plus précis et circonscrit dans le second cas,
c’est par défaut celui de la logique formelle qui est retenu, sauf mention explicite contraire.
L’essentiel de ces publications ayant eu lieu en anglais, sachant que la plupart des textes
originaux en allemand ont été traduits en anglais ou en francais, lorsqu’il existe a la fois une
version frangaise et une version anglaise (dans le cas d’un original en allemand ou en anglais),
le choix retenu est celui de la version frangaise (sachant qu’aucun original en allemand non
traduit n’a été exploité). La traduction en francais des principales notions utilisées est presque
toujours consacrée par 1’usage. Il convient toutefois de mentionner deux cas particuliers : 1) le
terme « finitist » a été traduit par « finitiste » et quelquefois par « finitaire », conduisant, selon
I’habitude, a la construction des adverbes « finitairement » et quelquefois « finitistement », 2)
le terme de « computation » a été traduit par « calcul » et non par « processus sur ordinateur »,

suivant en cela la convention habituelle en logique (et non celle en informatique).
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Fonction Récursive Primitive §L1.0|p. 15 |n. 1l
Nombres Qu § 5.3 |p. 149 | n. 298
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Prédicativisme au sens de Poincaré §3 |p.-78 |n. 175
[Ensemble d’entiers] Récursif §22 |p.59 |n. 125
[Propriété] Récursive primitive §22|p.59 |n. 126
[Propriété] Représentable (capturable) dans un systéme formel | § 1.4 | p. 37 | n. 69
Systéme formel PA (ou Z; ou Z) §1.2|p.29 |n.49
Systéme formel PRA §1.0|p.15 |n. 13
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Introduction

Pour les philosophes de la logique et des mathématiques de langue francaise, I’expression :
« limitation(s) des formalismes » renvoie vraisemblablement au titre méme de 1’ouvrage majeur
de Jean Ladriere publié il y a maintenant plus d’un demi-siecle : « Les limitations internes des
formalismes » ([Ladriére 1957]). La notion de « limitation » ou de « limite »', a cependant été
associ¢e aux théorémes de Godel de 1931 et apparentés® beaucoup plus largement dés aprés
leur publication [Fraenkel, Bar-Hillel 1958, p. 307, 344], [Quine 1972 (1984), p. 197],
[Goodman 1979 (1986), p. 83-84] et [Webb 1980, p. 200]. Comme il n’est sans doute pas utile
d’y insister, I’idée s’est méme répandue au-dela du cercle limité des philosophes jusqu’a
investir les domaines d’activité les plus variés, fort loin des mathématiques, avec toutes les
dérives qui en ont résulté’. Il est donc naturel de se poser la question de la nature précise des
limitations qui seraient révélées par ces théorémes. S’agit-il seulement de restrictions
techniques quant a I’aptitude des systémes formels a répondre a ce pour quoi ils ont été créés
par les mathématiciens ? Ou bien ces théorémes expriment-ils une contrainte beaucoup plus
forte sur la capacité humaine a pratiquer les mathématiques®, voire méme, d’une maniére plus
générale, sur I’exercice de la raison ? A I’évidence, cette derniere possibilit¢ ouvre la
perspective d’un questionnement proprement philosophique qui dépasse le strict contexte
mathématique, ou méme de philosophie des mathématiques, qui a conduit a I’établissement de
ces théorémes. C’est a une réponse a une telle interrogation que la présente réflexion est dédiée.

Pour cela, il est avant tout nécessaire de revenir au contexte bien particulier de la philosophie
des mathématiques du début du siecle précédent, dans lequel s’inscrivent ces théorémes. La
figure centrale en est évidemment Hilbert et son programme, par rapport auquel et contre lequel
ces théorémes se sont imposés comme un ¢élément majeur. Encore faut-il s’entendre sur
I’étendue et la mesure précise de cet impact, ce qui ne fait toujours pas 1’objet d’un consensus

en philosophie des mathématiques. Cela impose d’abord de définir le contenu de ce programme,

' Nous suivons ’usage établi en n’introduisant pas de différence de sens entre ces deux termes.

? C’est-a-dire les théorémes métamathématiques « négatifs » concernant /’arithmétique, incluant en particulier
les théorémes de Church de 1936 et de Turing de 1936-1937 (article publié en 1936, un correctif ayant été publié
en 1937), et dans une moindre mesure (parce que son objet dépasse le cadre de notre propos), celui de Tarski de
1933-1936 (article d’abord publié en polonais en 1933, puis en allemand avec un post-scriptum en 1936).

3 Conduisant au mieux (dans le cas ou I’auteur sait de quoi il parle) a des analyses trop générales pour étre
instructives (exemple de [Boos 1998]), et au pire (dans le cas beaucoup plus fréquent ou ce n’est pas le cas) a ce
que I’on a du mal a distinguer du délire verbal (voir la critique de [Franzen 2005]).

* Comme le laissent entendre, au-dela du classique : « Mathématiques, la fin de la certitude » ([Kline 1980]), les
titres accrocheurs d’ouvrages plus récents : « Les limites des mathématiques » ([Chaitin 1998]),

« L’inconnaissable » ([Chaitin 1999]), « Les limites de la connaissance » ([Zwirn 2000]) (dont la portée est plus
large) et « Les limites de la raison » ([Chaitin 2006]).



ce pourquoi nous proposons a la suite de Georg Kreisel [Kreisel 1958b, p. 487] et Wilfried Sieg
[Sieg 1999, p. 29], la distinction méthodologique entre ce qui peut &tre nommeé : « le programme
de Hilbert au sens large », rassemblant indistinctement I’ensemble des positions de Hilbert
concernant la philosophie des mathématiques et « le programme de Hilbert au sens restreint »,
limitant la part de celui-ci qui vise a répondre au « probléme des fondements ». Pour Hilbert, le
finitisme et partant le programme au sens restreint lui-méme n’avait sans doute pas a étre précisé
au-dela des indications informelles qu’il en a données. Une caractérisation précise et surtout
formelle en est cependant indispensable pour pouvoir discuter de la mesure dans laquelle des
résultats mathématiques précis portants sur des systémes formels particuliers comme les
théoremes de Godel de 1931, sont susceptibles de remettre en cause ce programme. Pour cette
caractérisation formelle, le point de départ est naturellement la « thése de Tait » : [Tait 1981]
mais dont il convient de préciser le contenu et de discuter les objections qui lui ont été€ opposées.
Aprées avoir donné un contenu technique précis au programme de Hilbert au sens restreint,
il est possible de confronter directement ce programme aux deux théorémes de Godel de 1931.
Cela impose de traiter a la fois du premier et du second théoréme, auxquels se heurte le
programme de Hilbert au sens restreint d’une manicre différente. Au préalable, il convient de
répondre aux critiques variées qui ont été formulées a 1’encontre de ce programme et qui visent
a discréditer celui-ci indépendamment des objections essentiellement techniques apportées par
les théorémes de Godel de 1931. L’objection majeure a la position dominante, qui a relancé le
débat avec un certain retentissement dans la communauté des philosophes de la logique, est
indiscutablement venue de Michael Detlefsen : [Detlefsen 1979], [Detlefsen 1986], [Detlefsen
1990] et [Detlefsen 2001] suivi (partiellement) par quelques rares auteurs, principalement
Marcus Giaquinto : [Giaquinto 2002] et dans une certaine mesure Panu Raatikainen :
[Raatikainen 2003]. C’est donc essentiellement la position défendue par Michael Detlefsen,
concernant aussi bien le premier théoréme de 1931 que le second, qu’il convient de discuter.
Comme on le sait, la voie qui consiste a ¢largir le finitisme pour sauver le programme de
Hilbert au sens restreint et a laquelle invite Godel a la fin de I’article de 1931, a été évoquée par
Hilbert lui-méme (dans le seul commentaire qu’on lui connaisse sur le sujet) apres 1’irruption
des théoremes de Godel de 1931 [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 43]. Une telle position améne
naturellement deux questions, d’abord sur la circonscription du nouveau finitisme proposé,
ensuite et surtout sur la justification épistémologique de celui-ci : que reste-il alors des
caractéristiques du programme initial ? La tentative la plus détaillée de définition d’un finitisme
¢largi par 1I’école de Hilbert se trouve sans aucun doute dans [Hilbert, Bernays 1939, § 5.3], en

relation en particulier avec I’introduction par Hilbert de la « régle-o » en 1930. Il est donc
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nécessaire de I’analyser de maniere détaillée. Par ailleurs, de nombreuses autres tentatives ont
¢été proposées sur une base finitiste ¢largie visant implicitement une sorte de « programme de
Hilbert » modifié, en prenant acte des théoréemes de Godel de 193 1. Les plus connues et les plus
anciennes sont au nombre de trois, a savoir, un résultat de Godel lui-méme : [Godel 1933b], le
théoréme de Gentzen de 1936 et encore un résultat de Godel : [Godel 1958]. Une solution plus
récente, se réclamant explicitement d’un « programme de Hilbert » modifié, est
I’instrumentalisme de Michael Detlefsen : [Detlefsen 1986] qu’il convient d’analyser dans sa
spécificité. Dans tous les cas il s’agit d’évaluer ces différentes solutions, en s’attachant a en
déterminer a la fois la portée ainsi que la mesure dans laquelle elles constituent une extension
raisonnable du finitisme de Hilbert.

A défaut de pouvoir atteindre 1’objectif complet du programme de Hilbert au sens restreint,
méme en acceptant d’en étendre le finitisme initial, se pose légitimement la question de savoir
s’il est au moins possible d’en obtenir une réalisation partielle, pour un domaine limité des
mathématiques, tout en prenant en compte les deux théorémes de Godel de 193 1. Bien entendu,
le fait d’accepter de ne pas pouvoir rendre compte de I’ensemble des mathématiques sur une
base finitiste, atténue grandement 1’intérét méme du programme tel que I’avait congu Hilbert.
Cette réserve importante étant émise, essentiellement deux voies ont été adoptées en vue de
proposer une réponse positive a la question posée, avec de nombreuses variantes. La premiére
est d’ordre mathématique et conduit a déterminer, pour tout domaine mathématique donné, les
systemes formels les plus forts, conservatifs par rapport a un systéme formel de base fixé qui
est typiquement PRA ou PA : c’est la démarche des « reverse mathematics », apparue au milieu
des années 1970. Le caractere partiel de réalisation du programme de Hilbert au sens restreint
y est alors défini, d’une part par I’étendue du domaine mathématique dont il est possible de
rendre compte, et d’autre part par 1’écart de la puissance du systeme formel de départ a celle de
celui qui peut étre rattaché au finitisme originel, dont on devine qu’il va s’agir de deux
caractéristiques antagonistes. La seconde voie est d’ordre philosophique et elle est plus radicale.
Elle consiste a tenter de justifier que les énoncés indécidables issus des théoremes de Godel
1931 ne sont pas des énoncés véritablement arithmétiques et que pour ces derniers un systéme
formel comme PA est en fait syntaxiquement complet : c’est la thése de Daniel Isaacson :
[[saacson 1987] et [Isaacson 1992]. Une telle position doit alors tenir compte non seulement
des théoremes de Godel proprement dits, mais aussi de différents résultats également obtenus
a partir du milieu des années 1970 montrant que certains énoncés combinatoires finis sont

décidables dans Z, et indécidables dans PA.
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L’autre grande préoccupation de Hilbert en philosophie des mathématiques, au-dela de la
résolution finitiste du probléme des fondements (le programme au sens restreint), était la
justification de I’absence de problémes mathématiques insolubles (I’ensemble conduisant au
programme au sens large). Les principaux résultats « négatifs » obtenus concernant PA : son
incomplétude syntaxique (premier théoréme de Godel de 1931) et son indécidabilité (théorémes
de Church de 1936 et de Turing de 1936-1937) sont habituellement présentés comme une
réfutation de cette derniére position de Hilbert. Il s’agit d’analyser la pertinence d’une telle
objection, ce qui nécessite de donner un contenu technique précis a la position de Hilbert, au
moins pour I’arithmétique. Dans un contexte compleétement différent, mais également a partir
d’extensions du théoréme de Turing de 1936-1937, les figures centrales de la Théorie
Algorithmique de I’Information que sont Grégory Chaitin et Cristian Calude défendent quant a
elles une position qui s’inscrit radicalement en faux contre celle de Hilbert. Ces auteurs
n’affirment en effet rien de moins que I’existence de vérités arithmétiques « absolument »
indécidables, et partant de [’existence de problémes mathématiques insolubles. Une telle
position a a son tour été contestée, principalement par Panu Raatikainen : [Raatikainen 1998]
et [Raatikainen 2000]. Il s’agit d’analyser les arguments présentés par les deux parties. On peut
enfin souligner que pour I’ensemble des débats qui viennent d’étre évoqués, la prise en compte
de la these de Church-Turing intervient de maniere cruciale en permettant de donner un contenu
technique précis a 1’indécidabilité. Or un certain nombre de propositions ont été avancées
récemment en faveur d’un dépassement de celle-ci. Il s’agit d’analyser ces travaux, susceptibles
d’apporter un éclairage nouveau a la problématique de la justification de I’absence de
problémes mathématiques insolubles.

La question générale de savoir si la pensée a I’ceuvre dans 1’exercice des mathématiques doit
étre considérée comme « mécanique » (en un sens qui reste évidemment a préciser) a déja été
soulevée par Hilbert, qui y a répondu d’une manicre positive mais avec une justification vague.
Comme on le sait, c’est seulement en 1936 que Turing en a donné une justification précise via
I’introduction des machines de Turing, mais en se limitant aux opérations de calcul. En 1961,
la question est venue sur la scéne philosophique au travers d’un article remarqué de John Lucas
affirmant la supériorité de I’esprit humain sur la « machine », sur la base du premier théoréme
de Godel de 1931 : [Lucas 1961]. Ce point de vue a ensuite été¢ défendu a son tour par Roger
Penrose a partir de la fin des années 1980 : [Penrose 1989] et [Penrose 1994]. 1l s’avere alors
que pratiquement tous les grands noms de la philosophie de la logique et des mathématiques se
sont exprimés a ce sujet pour s’opposer a ces deux auteurs, au cours d’un débat qui a lieu

quasiment sans discontinuité depuis cinquante ans. Il s’agit d’analyser les différents arguments
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qui ont ét¢ présentés en faveur de et contre une telle thése, en commencant par présenter la
position de Godel lui-méme qui s’est engagé le premier dans un tel débat.

Cette discussion ramene naturellement a la question plus large, point de départ de la
réflexion entreprise, qui concerne I’impact des théorémes « de limitation des formalismes » sur
la connaissance humaine. Cela nécessite d’analyser la position des rares auteurs qui se sont
engagés en faveur d’une telle limitation de la connaissance humaine, voire de la raison, révélée
par les théorémes de Godel de 1931 et apparentés, a savoir : Emil Post dans les années 1940,

John Myhill dans les années 1950 et surtout Jean Ladriere dans les années 1960.
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1 L’interprétation du programme de Hilbert au sens restreint

Pour I’essentiel, le programme de Hilbert’ est la réponse de Hilbert® au « probléme des
fondements » [Hilbert 1928 (1992), p. 146] et [Hilbert 1931(1992), p. 189, 191]. Comme on le
sait, ce dernier terme se rapporte aux conséquences en philosophie des mathématiques, de
I’irruption des différents paradoxes (au premier rang desquels celui de Russell), dés la fin du
XIX®™ siécle. Ainsi que 1’ont fait remarquer Roger Martin [Martin 1964, p. 171] et Jean
Toussaint Desanti [Desanti 1990, p. 713-714], il s’agit en fait plutot d’un probléme de
« fondation » des mathématiques que de « fondement » (terme qui a clairement une connotation
ontologique), mais I’expression (en frangais’) de « probléme des fondements » est consacrée
par I'usage. D’une manicre plus précise, en reprenant les propositions de Georg Kreisel [Kreisel
1958b, p. 487] et Wilfried Sieg [Sieg 1999, p. 29], et en ne suivant pas Gentzen [Gentzen 1938a
(1969), p. 238], nous introduisons une coupure terminologique entre ce que nous hommons
respectivement : « programme de Hilbert au sens large », rassemblant indistinctement
I’ensemble des positions de Hilbert concernant la philosophie des mathématiques®, et
« programme de Hilbert au sens restreint », plus simplement : « programme de Hilbert’ », la
part de celui-ci qui se limite a répondre au probleme des fondements. Nous allons donc
commencer par présenter le contenu de ce programme tel qu’il a été défini par Hilbert et son
école, en relation avec le « finitisme » auquel il est rattaché, avec la distinction cruciale
introduite entre les énoncés mathématiques « réels » et « idéaux ».

Pour Hilbert, le finitisme et partant le Programme lui-méme, n’avait sans doute pas a étre
précisé au-dela des indications informelles qu’il en a données. Une caractérisation précise en
est cependant indispensable pour pouvoir discuter de la mesure dans laquelle des résultats
mathématiques précis, portant sur des systemes formels particuliers comme les théorémes de
Godel de 1931, sont susceptibles de remettre en cause le Programme. Cela impose d’abord de

donner un contenu technique et formel au programme au sens restreint, et pour cela de fixer,

> Pour ce qui concerne 1origine historique de la locution : « programme de Hilbert », le terme de

« programme méthodique » est évoqué des 1930 [Bernays 1930/1976 (2003), p. 78], mais la formule :

« programme de Hilbert » est seulement explicite en 1936 [Gentzen 1936a (1969), p. 135].

%11 convient de prendre garde au fait que lorsque Hilbert et ses collaborateurs parlent « d’arithmétique », ils
donnent a ce terme un sens trés large incluant I’analyse, et jusqu’en 1934, ils ne distinguaient pas radicalement le
1% et le 2™ ordre.

7 Sachant qu’en anglais, les deux mots sont traduits par un terme unique : « foundation », ce qui a d’ailleurs
permis a Stephen Kleene le trait d’humour de [Kleene 1986a, p. 127].

¥ Incluant la question de la justification de I’optimisme rationaliste de Hilbert (1’absence de 1’ignorabimus) que
nous traiterons au § 5.2.

’ Que nous désignerons également par le simple terme de « Programme » (avec une majuscule)
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d’une part le contenu de I’arithmétique « réelle », et d’autre part 1’étendue des preuves de
consistance finitairement acceptables. Différentes solutions ont été proposées pour répondre a
cette demande. Celle que nous voulons défendre est une interprétation libéralisée de
I’interprétation « standard », celle-ci recouvrant quant a son contenu ce qui est en général
nommé la « thése de Tait » a la suite de 1article séminal de celui-ci'® : [Tait 1981]. Cette
interprétation standard prend la forme de trois affirmations. Tout d’abord, les fonctions
admissibles dans I’arithmétique « réelle » sont toutes les FRP'! et seulement elles. Ensuite, les
énoncés de I’arithmétique « réelle » sont les seuls énoncés Ay et [[; selon la hiérarchie de
Kleene'?. Enfin, les preuves finitairement acceptables se confondent avec les dérivations dans
PRA". C’est sur cette derniére affirmation que notre interprétation différe quelque peu de
I’interprétation standard, en nous limitant a une procédure finitiste conduisant a une
démonstration de consistance. En abordant successivement chacune de ces affirmations, nous

serons amenés a évoquer et a critiquer les solutions différentes qui ont été proposées comme

1% Qu’il soit cependant clair que si nous reprenons a notre compte pour ’essentiel la proposition technique de
William Tait, nous ne suivons pas nécessairement celui-ci, ni dans son refus de considérer comme finitiste une
fonction du seul fait d’étre une fonction [Tait 1981, p. 527], ni dans sa contestation de 1’idée que le Programme
puisse assurer une sécurisation des mathématiques [Tait 1981, p. 546].

"' Le terme FRP désigne les Fonctions Récursives Primitives, définies pour la premicre fois de maniére précise
par Godel dans [Godel 1931]. Les FRP sont des fonctions d’entiers dont toutes les valeurs peuvent étre calculées
par itération de proche en proche, de telle sorte que pour chaque valeur de I’argument il soit possible de
déterminer, en un nombre fini d’étapes, la valeur correspondante de la fonction.

"2 La hiérarchie de Kleene permet de rendre compte de I’ensemble de tous les énoncés arithmétiques possibles
selon leur complexité logique. Elle est exprimée d’une maniére générale par les énoncés : « Ao », « ij »,

« ij », ou I’indice inférieur traduit le degré dans la hiérarchie et I’indice supérieur 1’ordre de la logique utilisée ;
Par convention, Ako désigne tout énoncé d’ordre k-1 (premier ordre : k = 0, deuxiéme ordre : k=1, ...). Au
premier ordre, nous n’avons donc affaire qu’aux énoncés : « A% », « ZOj », « l_loj ». Nous utiliserons alors la
simplification d’écriture habituelle qui consiste a omettre I’indice supérieur tant qu’on se limite au premier ordre
et a les écrire respectivement : « Ag », « 2 », « [ ».

Soit @o(x;) une formule de variables libres x; (en nombre fini mais non borné), résultant de toute combinaison
logique n ‘utilisant que des quantificateurs bornés d’équations ou inéquations arithmétiques ne faisant intervenir
que des FRP. L’exemple le plus simple est : fo(x) = 0 ou f; est FRP.

Le niveau le plus bas dans la hiérarchie est constitué par les énoncés de type Ay qui sont toutes les instances des
formules @o(x;). La négation d’un énoncé de type A est un énoncé de type A,.

Le niveau immédiatement supérieur est constitué par les énoncés 2. : Ax; @o(x;) et [1;: Vx; @o(x;). La négation
d’un énoncé de type [, est un énoncé de type 2| et réciproquement. Les énoncés A, sont inclus dans les énoncés
[T, et dans les énoncés 2, : ils sont justement leur partie commune.

La hiérarchie se poursuit de maniére illimitée selon les deux relations de récurrence :

1) 2ue1 : 3 @u(x;) OU @, est alors de type [, ;

2) a1 : VX4 @u(X;) 00 @, est alors de type 2.,

Chaque niveau supérieur a 1 correspond ainsi a une succession alternée des quantificateurs existentiels et
universels : X : 3x; Vy; 01(x3, vi), [12: Vx; Fy; 01(x5, ¥9), ...

B PRA désigne I’arithmétique récursive primitive. C’est le systéme formel introduit dans [Skolem 1923] et
repris dans [Hilbert, Bernays 1934]. Sa particularité est de ne pas comporter de quantificateurs logiques tout en
incluant une infinité de symboles pour les FRP. Dans les limites des possibilités d’expression de son langage il
ne comporte aucune restriction sur le schéme d’induction.
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alternative'*, qui sont soit plus restrictives soit au contraire plus générales sous un aspect au
moins. Nous pourrons alors justifier la pertinence de notre interprétation par rapport aux
solutions différentes qui ont été proposées sur la base de la theése de Tait, incluant en particulier
I’objection de [Detlefsen 1990]. Pour cela, nous devrons établir les relations existant entre les
différents concepts métamathématiques pertinents dans le contexte du programme de Hilbert,
d’une part dans un cadre classique, et d’autre part dans un cadre finitiste, ce qui est par ailleurs
indispensable pour conduire la discussion qui va suivre sur I’impact des théorémes de Godel de

1931.

1.1 Le programme de Hilbert au sens restreint

Avec son programme, Hilbert s’est donné pour objectif « d’asseoir les mathématiques sur
une base siire, inaccessible au doute raisonnable », ce qu’il a exprimé a de nombreuses reprises
dans des formules quelque peu emphatiques, souvent citées [Hilbert 1923 (1992), p. 131-132],
[Hilbert 1926 (1972), p. 221], [Hilbert 1926 (1972), p. 227, 236], [Hilbert 1929 (1992), p. 184-
185] et [Hilbert 1931 (1992), p. 196]. Une difficulté majeure surgit cependant lorsque 1’on tente
de rendre compte de la position de Hilbert en philosophie des mathématiques : il en existe tres
peu d’écrits publiés'®, ceux-ci s’étalent sur une période d’une trentaine d’années au cours de
laquelle la position de Hilbert a notablement évoluée'®, et & aucun moment celle-1a n’a été
présenté par son auteur comme une véritable position philosophique. Cela rend particuliérement
délicate la prétention de rendre compte de son programme, comme la plupart des
commentateurs de Hilbert n’ont pas manqué de le signaler [Kreisel 1958a, p. 155], [Resnik
1974, p. 117], [Sinaceur 1993, p. 271], [Mancosu 1998, p. 157], [Raatikainen 2003, p. 160],
[Zach 2003a, p. 227] et [Zach 2005a, p. 505, 506].

L’intuition tient une place fondamentale dans la démarche adoptée par Hilbert a partir des

années 1920, en liaison avec son attitude finitiste. On peut raisonnablement admettre que ce

'* En nous attachant alors a nous limiter aux solutions qui se rapportent au finitisme originel, ¢’est-a-dire avant
les extensions qui ont été proposées par 1’école de Hilbert concomitamment a la prise de connaissance des
théorémes de Godel de 1931, que nous analyserons au § 3.

'3 11 est certainement utile de préciser ici que les deux ouvrages 4 la fois les plus tardifs et les plus importants
publiés sous le nom de Hilbert et Bernays, en 1934 et 1939, ont en fait été rédigés par Bernays seul, comme
celui-ci I’a tardivement révélé longtemps aprés la mort de Hilbert [Sinaceur 2003, p. 8] et [Zach 2004, p. 91].
Cela explique que nous ferons parfois référence a Bernays seul lorsque nous serons amenés a évoquer ces deux
ouvrages.

'® Sachant que ’exposition par Hilbert de son programme, lorsque le finitisme est pris au sens originel, est limité
a la période 1922 — 1930 (la date du début étant définie de maniére précise par Wilfried Sieg [Sieg 2013c, p. 1]).
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terme, bien que n’ayant jamais été précisément circonscrit par lui, recouvre en fait trois
contenus différents (méme s’il a surtout insisté sur le premier cité'’) dont le niveau d’évidence
n’est certainement pas le méme.

1) Il concerne d’abord I’intuition; sensible (en général visuelle) associée aux « traces sur le
papier » des signes (dépourvus de sens) correspondant aux objets mathématiques ; son caractere
d’évidence est difficilement contestable en tant que condition de possibilit¢ de toute

connaissance (et ce, quelle que soit ’ontologie retenue concernant la réalité sensible) :

Notamment en mathématiques, notre réflexion porte sur les signes concrets eux-mémes, dont la forme
est, de notre point de vue, immédiatement discernable et reconnaissable. Voila le minimum de
présupposition dont aucun scientifique ne peut se passer et auquel chacun doit donc se tenir,

consciemment ou non. [Hilbert 1928 (1992), p. 146]

2) Il inclut ensuite I’intuition, « intellectuelle » correspondant a 1’application de n’importe
quelle série d’opérations discretes effectuées sur des suites finies d’entiers au moyen de regles
explicites fixées a l’avance ; la justification philosophique en est certainement plus
problématique, mais il s’agit empiriquement d’une base minimale'® reconnue comme évidente

pour tous les mathématiciens, quelle que soit leur inclination philosophique :

La condition préalable de 1’application des inférences logiques et de I’effectuation d’opérations logiques
est ’existence d’un donné dans la perception : a savoir I’existence de certains objets concrets extra-
logiques en tant que sensations immédiates, précédant toute pensée. Pour que le raisonnement logique
soit sir, il faut que ces objets soient per¢us dans toutes leurs parties et que leur occurrence, leur caractére
distinct, leur succession ou leur juxtaposition se présentent a 1’intuition en méme temps que ces objets,
comme quelque chose d’immédiat et qui ne réduit pas ou n’a pas besoin d’étre réduit & quoi que ce soit
d’autre. Telle est la conception philosophique fondamentale qu’a mon sens exigent les mathématiques et
d’ailleurs toute pensée, toute compréhension et toute communication scientifique.

[Hilbert 1926 (1972), p. 228]

3) Il comprend enfin I’intuitions, toujours « intellectuelle », associée au processus

d’engendrement (ou de parcours) progressif illimité de la suite des entiers naturels'® : aprés un

' Le fait que I’intuition s’étende au-dela de son seul aspect sensible est contesté par Philip Kitcher [Kitcher
1976, p. 113-114], mais est défendu par Hourya Sinaceur [Sinaceur 1993, p. 268].

A partir des années 1920 (ce n’était pas le cas en 1904), Hilbert admit que certaines idées intuitives minimales
sont les conditions de possibilité de la connaissance mathématique.

' Cette position implique évidemment la prise en compte de I’infini potentiel. Elle exclut par contre la prise en
compte de I’infini actuel. Ce processus présente la caractéristique fondamentale d’étre seulement « en principe »,
sans aucune contrainte sur les capacités d’engendrement de 1’esprit humain ni méme sur les possibilités de sa
représentabilité physique, comme le montre la citation de Bernays suivante : « L’abstraction intuitive ne fait aucun
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entier il y en a toujours un autre ; cette position, qui nécessite la précédente, la dépasse
¢videmment. Sa justification pose donc un probléme encore plus aigu, méme si, la encore, il
s’agit d’une position reconnue par tous les mathématiciens du temps de Hilbert. Cette variabilité
du contenu de I’intuition pose le probléme fondamental (jamais abordé de front par Hilbert™)
de savoir (et de pouvoir justifier) jusqu’ou aller dans 1’abstraction.

D’une maniere générale, la démarche de Hilbert s’appuie, dans un registre kantien, sur les
conditions de possibilités (les fondements) de la connaissance mathématique [Hilbert 1926
(1972), p. 245] et [Hilbert 1931 (1992), p. 188, 189]. Toutefois, et comme le fait remarquer
Hourya Sinaceur, I’a priori retenu par Hilbert est assez loin de celui de Kant [Sinaceur 1993,
p. 260]. L’a priori y est constitué par les signes (mathématiques) qui remplacent 1’intuition
spatio-temporelle chez Kant. Ces signes sont « concrets » et objectifs (objets de I’intuition
sensible comme : « 1 » et « + »), associ€s a un caractére d’évidence et de certitude (intuition;).
Ils sont également donnés intuitivement (avant toute pensée) et non pas par 1’exercice de
I’entendement. Ils sont encore formels, vides de sens (en dehors de tout présupposé axiomatique
extra logique). Ce sont des abstractions de représentations effectives (indépendants des

particularités graphiques de celles-ci) :

[...] quelque chose doit déja étre donné dans la représentation : certaines entités discrétes extra-logiques,
qui intuitivement sont présentes en tant qu’expérience immédiate antérieure a toute pensée [...] puisque
je considére que les objets de ’arithmétique sont les signes eux-mémes, dont nous savons toujours et a
coup sir identifier la forme indépendamment du lieu, du moment et des circonstances particuliéres de
leur production ainsi que des différences minimes dans leur tracé. Je tiens cette attitude philosophique
ferme pour indispensable au fondement de la mathématique pure, comme de toute pensée, intelligibilité
et communication scientifique en général. Au commencement est le signe, telle est la loi ici.

[Hilbert 1922 (1992), p. 117]

Enfin, ils sont sans limitation sur leur nombre possible au sein d’une succession : un réservoir’'

inépuisable™ de signes (intuitions).

cas de telles limites [se représenter des grands nombres entiers] a la possibilité de réalisation. Car les limites sont,
du point de vue de la considération formelle, contingentes. L’abstraction formelle ne trouve pour ainsi dire aucune
place pour une limite principielle, antérieure a la distinction entre fini et infini » [Bernays 1930/1976 (2003), p. 62 ;
le commentaire entre crochets est notre].

%% Selon Richard Zach, pour Hilbert c’est au philosophe et non au mathématicien de fournir une explication de
I’intuition qui sert de base aux mathématiques finitistes [Zach 2005a, p. 505].

*! Le terme, associé¢ aux formules, est explicitement mentionné par Hilbert [Hilbert 1926 (1972), p. 232].

*2 Ce qui constitue évidemment une certaine abstraction, puisque, comme nous 1’avons déja indiqué, aucune
limite pratique (au sens d’humainement accessible) n’est imposée : il suffit que les signes soient en principe
accessibles a I’intuition sensible.
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La question se pose alors évidemment de savoir ce que Hilbert entendait exactement par
« concret ». Ce ne saurait étre 1’identification d’un symbole avec ses matérialisations
particulieres : ses « marques » (des traces de craie ou une tache d’encre), faute de quoi deux
« a » ne seraient jamais identiques. Il s’agit donc nécessairement de I’identification d’un
symbole avec I’abstraction de toutes ses matérialisations possibles. Voici la précision que

Bernays a apportée sur ce point :

En ce qui concerne la structure figurée précise de ces codes, nous supposons comme d’habitude qu’on
laisse une certaine latitude, c’est-a-dire qu’il ne faut pas se préoccuper d’une petite différence de
réalisation, qu’il s’agisse de la forme du 1, ou de sa grandeur, ou encore de la distance entre les 1 qu’on
ajoute. Ce dont nous avons besoin fondamentalement, c’est que [...] nous ayons un objet intuitif qui se
reconnaisse toujours sans équivoque, et dont nous devons pouvoir toujours embrasser d’un coup d’ceil

dans un code les parties discrétes a partir desquelles il est construit. [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 75]

D’une maniere plus précise les signes mathématiques « concrets » peuvent étre distingués en
trois classes. La premiére classe est celle de 1’arithmétique finitiste, qui se décompose elle-
méme en deux sous-classes. Il y a d’abord les chiffres (et suites de chiffres) désignant les
entiers, chacun d’entre eux n’étant que 1’abréviation de la représentation d’une suite donnée de
batons (« 1 » pour I, « 2 » pour I, « 3 » pour III, ...). Il y a ensuite les signes fondamentaux de
I’arithmétique finitiste (« + », « X », « =», « > ») ou des signes dérivés. La troisiéme classe est
celle des symboles logiques utilisés dans les dérivations formelles. A partir des signes
« concrets » de I’arithmétique finitiste, il est possible de construire des propositions
mathématiques qui conservent le caractére « concret » et intuitif au moyen d’une démarche
finitiste. Cette démarche consiste a appliquer les signes de I’arithmétique finitiste sur les
chiffres en se limitant pour cela a des procédés constructifs, autorisant une induction ordinaire
(récurrence) sur la construction effective de la suite des entiers. Cela suppose 1’utilisation de
raisonnements « intuitifs » (intuition,), c’est-a-dire par considération directe, sans aucun
axiome, d’assertions portant sur des collections finies (pour lesquelles les principes de non
contradiction et du tiers exclu s’appliquent). Bien entendu toutes les propositions
mathématiques ne sont pas « concretes », en particulier lorsqu’elles font intervenir le transfini

(au minimum un processus infini*’). Celles-ci sont alors dites abstraites.

3 Sachant que pour Hilbert, comme le fait remarquer Hourya Sinaceur, I’opposition fini (finitiste) versus infini
ne recouvre pas le sens numérique de cette expression : fini (finitiste) ne se limite pas nécessairement a une
collection finie méme non bornée d’entiers naturels [Sinaceur 1993, p. 264].
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En effet, sensible aux critiques de Poincaré et surtout de Brouwer, Hilbert a été amené a
introduire une distinction capitale entre les mathématiques et la métamathématique (le
raisonnement sur les mathématiques formalisées) [Hilbert 1922 (1992), p. 128] et [Hilbert 1931
(1992), p. 192]. Par contre, pour lui, aucune limitation n’est introduite sur les mathématiques
elles-mémes (en opposition radicale sur ce point avec Brouwer). La métamathématique inclut
au contraire les exigences constructivistes des intuitionnistes ainsi que des exigences finitistes
particulieres (qui ne sont pas exigées des intuitionnistes). Les exigences finitistes de Hilbert
sont donc plus contraignantes que les exigences constructivistes de Brouwer”* (en les incluant)
mais ne s’appliquent qu’a la métamathématique® [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 97]. Les
exigences constructivistes prises en compte (pour la métamathématique) sont classiques. Elles
consistent d’abord a refuser le tiers exclu appliqué a des collections infinies, donc de déduire
de la seule négation d’un énoncé universel I’affirmation de 1’énoncé existentiel correspondant.
Elles consistent plus généralement dans le refus de I’affirmation de 1’existence d’un objet sans
disposer des moyens de le construire, et cela dés 1904 [Hilbert 1904 (1992), p. 266], [Hilbert
1923 (1992), p. 136] et [Hilbert 1926 (1972), p. 231]. Le contenu de la démarche finitiste*® de
Hilbert et ses ¢éléves a évolué et Hilbert n’en a jamais donné une définition précise. Pour lui,
cette notion tenue pour immédiate et irréductible, n’avait pas a étre précisée’’. Si son
programme avait réussi, une idée intuitive aurait sans doute suffit pour s’entendre sur son
contenu. En sens inverse, une caractérisation précise est indispensable si I’on veut démontrer
I’impossibilité, par exemple, d’une démonstration de consistance d’un systeme formel des
mathématiques par des moyens finitistes (nous aurons a y revenir longuement). Ce finitisme
inclut sans ambiguité, toutes les propositions sans variables d’individus® (dont les arguments
sont des chiffres™). Il intégre raisonnablement les énoncés arithmétiques n’utilisant que des
quantificateurs bornés, mais au-delda du fini borné, mis a part I’exclusion explicite des

quantificateurs existentiels, la position de Hilbert est moins claire.

** Méme s’il est généralement admis (avec une objection de William Tait [Tait 2006b] sur laquelle nous
reviendrons au § 3.1) que I’école de Hilbert (von Neumann par exemple) ainsi que Herbrand, assimilaient
jusqu’au début des années 1930 les deux points de vue, en nommant « intuitionniste » le finitisme pris en compte
par Hilbert [Bernays 1935b, p. 89].

> Au-dela de la différence radicale sur le contenu de ’intuition dans les deux approches : abstraction de signes
sur le papier versus constructions mentales (nous reviendrons sur le contenu de I’intuitionnisme au § 3.1).

%% Le terme est apparu explicitement pour la premiére fois dans Iarticle de 1923.

*" Richard Zach va méme plus loin et considére que : « Hilbert était trop vague sur la question de ce qui constitue
le finitisme pour définir la notion de maniére univoque » [Zach 2003a, p. 227].

%% Hilbert donne lui-méme comme exemples : «3>2», «2+3=34+2» «2=3»,«1#1»[Hilbert 1926
(1972), p. 229].

** Pour Hilbert (de par son attitude finitiste justement), les nombres entiers se raménent & des chiffres (les signes
concrets correspondants).
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Comme nous I’avons indiqué, les énoncés « réels » (ou « élémentaires » ou « finitistes »)
constituent pour Hilbert le cceur des mathématiques, et pour I’ensemble des mathématiciens, la
partie non controversée™ (en particulier ils sont acceptés par les intuitionnistes) [Hilbert 1926
(1972), p. 228]. Comme nous 1’avons vu il s’agit d’énoncés élémentaires (ou primitifs),
directement rattachés au contenu de I’intuition (au sens de Hilbert). Ils possédent deux
caractéristiques essentielles. Ils sont « concrets » (au sens de Hilbert), possédent un sens (sont
pourvus de contenu), et sont directement intelligibles. De ce fait les prédicats « vrai » et « faux »
(au sens intuitif) leur sont applicables. IlIs sont d’abord constitués par les propositions
constituées a partir des chiffres désignant les entiers, associées aux opérateurs constitués par les
signes de I’arithmétique finitiste (intuition,). Ils sont ensuite étendus en utilisant des procédés
constructifs autorisant I’induction ordinaire (récurrence), c’est-a-dire acceptant le processus
d’engendrement illimité de la suite des entiers’' (intuitions). Le point fondamental de Hilbert
est que la pensée ne peut s’exercer (les prédicat « vrai » et « faux », ne peuvent s’appliquer)
que sur des ¢léments « concrets » [Hilbert 1926 (1972), p. 232-233]. Les énoncés (informels)
« réels » étant « concrets », appartiennent d’emblée a la mathématique « contentuelle » (qui
posséde un contenu intuitif®?) lorsqu’ils sont vrais (théorémes informels). C’est une partie
restreinte des mathématiques dont on ne peut pas mettre en doute la validité (sa cohérence est
supposée assurée par évidence). L’arithmétique (classique) et a fortiori I’algebre dépasse le
domaine « contentuel » [Hilbert 1922 (1992), p. 118-119] et [Hilbert 1928 (1992), p. 151-152].

Les énoncés « idéaux » (ou « abstraits ») s’ajoutent, pour Hilbert, aux énoncés « réels » de
maniére a constituer I’ensemble des mathématiques [Hilbert 1928 (1992), p. 153]. D’une
maniere générale, les énoncés « idéaux » incluent tous les énoncés présupposant 1’infini actuel
(au minimum, un processus infini) mais en un sens large dont la circonscription exacte reste a
préciser. En pratique, ils constituent presque toutes les mathématiques existantes. Ils n’ont pas
de sens intuitif (ils sont d’ailleurs refusés par les intuitionnistes) mais sont introduits pour le
gain pratique et 1’¢légance qu’ils apportent (ils permettent en particulier d’étendre le principe
du tiers exclu a des collections infinies) [Hilbert 1926 (1972), p. 231] et [Hilbert 1926 (1972),

p. 232]. Les énoncés (informels) « idéaux » (en particulier les propositions faisant appel au

%% Philip Kitcher pose la question légitime de la justification épistémologique de ce choix [Kitcher 1976, p. 110-
111] : comment assurer que la somme des éléments constitutifs constitue bien un corps de connaissance
intersubjectif ? Mais ce n’est pas une question a laquelle Hilbert a voulu (ou prétendu) répondre.

*! En paralléle avec son refus de donner la définition précise d’une proposition finitiste, Hilbert n’a jamais non
plus fourni la limite de ce qu’il entendait par énoncés « réels ».

*? Selon Hourya Sinaceur, « contentuel » signifie pour Hilbert : « qui a un modéle fini » [Sinaceur 1998, p. 139].
Mais, toujours selon Hourya Sinaceur, dans la mesure ot on ne peut appréhender « concrétement » ou
completement que des structures finies, « contentuel » devient synonyme d’intuitif.
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transfini) sont en effet dénués de sens « concret ». Leur statut est trés particulier : ce ne sont ni
des objets ni de pures fictions mais des « quasi objets », entités virtuelles dont nous n’avons
d’expérience que par I’esprit [Hilbert 1926 (1972), p. 221]. Avec cette position, Hilbert
s’oppose ainsi a la fois aux intuitionnistes qui en refusent I’existence et aux réalistes
« platoniciens » qui les considérent comme des objets réels. Comme nous 1’avons déja indiqué,
I’origine de ce choix est avant tout pragmatique®. Ces énoncés ne sont donc ni vrais ni faux
(au sens intuitif). Le sens concret est en fait retrouvé par formalisation des mathématiques
(« réplique » des mathématiques), 1’établissement d’un systéme formel (au sens moderne), dont
les symboles constituent bien des signes « concrets ». La dérivation au sein d’un systéme formel
constitue alors un assemblage « concret » de signes « concrets », un « dessin » sur lequel on
peut raisonner, ce qui est I’objet de la métamathématique®* [Hilbert 1926 (1972), p. 233, 234]
et [Hilbert 1928 (1992), p. 147]. Toutefois, comme il n’est alors plus possible de s’appuyer sur
I’intuition, leur manipulation doit étre effectuée au travers de régles mécaniques d’inférence
(des régles « sans pensée » en un sens que nous allons préciser) et leur cohérence doit étre
démontrée [Hilbert 1926 (1972), p. 233, 235]. Cette démonstration doit étre elle-méme réalisée
au moyen d’une démarche finitiste. On obtient alors des propositions vraies (au sens intuitif)
pour des systémes dont la nature est indifférente®. Pour tenter de clarifier une situation
certainement complexe, nous proposons ci-aprés un schéma général des liens entre les

différents concepts introduits par Hilbert selon notre reconstitution (schéma A).

3 11 a été associé a un engagement instrumentaliste, en particulier par Philip Kitcher : [Kitcher 1976], et surtout
par Michael Detlefsen dans [Detlefsen 1986] et [Detlefsen 1990], association contestée par Michael Hallet
[Hallet 1990, p. 226].

** Comme le remarque Jacques Dubucs, il n’y a pas de remontée infinie : d’une mathématique vers une
métamathématique, puis d’une métamathématique vers une « méta-métamathématique », ... [Dubucs 1979,

p. 118]. En effet, la métamathématique repose elle-méme sur un domaine concret, qui constitue le socle de base
de I’édifice.

** Comme le fait remarquer Jacqueline Boniface, les mathématiques n’en sont pas pour autant réduites a un jeu
vide de sens selon la critique habituelle faite au formalisme [Boniface 2004, p. 270-272]. Méme les
mathématiques idéales sont en effet ancrées sur le concret a travers 1’expression de leur formalisation et pour
1’établissement de leur non-contradiction.
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Schéma A : Liens entre les différents concepts introduits par Hilbert selon notre reconstitution
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Le cceur du programme de Hilbert au sens large, qui est la clef de votlte de toute sa
construction selon 1’expression de Hilbert lui-méme [Hilbert 1926 (1972), p. 236] et qui
correspond a ce que nous avons appelé le programme au sens restreint, consiste ainsi a fournir
une preuve finitiste de non-contradiction d’un systeme formel formalisant I’ensemble formé par
les énoncés « réels » et les énoncés « idéaux » des mathématiques, en s’appuyant sur I’évidence
intuitive des énoncés « réels » vrais. Plus précisément, eu égard aux résultats de non-
contradiction relative obtenus par ailleurs, 1’objectif se limite a fournir une preuve « absolue »
de non-contradiction (du systéme formel) de la seule arithmétique du deuxiéme ordre®® [Hilbert
1926 (1972), p. 236]. De cette manie¢re le Programme répondait a 1’objectif d’établir
définitivement la slreté de ’ensemble des mathématiques sans en exclure aucune partie (en
conservant le « paradis de Cantor ») [Hilbert 1926 (1972), p. 227] et [Introduction de Hilbert,
Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 43]. Il conduisait par ailleurs a une formulation de la pensée
mathématique sans avoir besoin de reconnaitre la réalité de tous ses objets. En effet, le finitisme
de Hilbert conduit a une neutralité ontologique concernant les objets « idéaux », I’engagement
ontologique se limitant aux seuls énoncés « réels ». Enfin, la problématique des « fondements »
ne relevait alors plus de la spéculation philosophique, mais de la seule preuve
mathématique [Bernays 1922b, p. 221].

Il s’aveére cependant que 1’on ne trouve pas de description précise du contenu du programme
au sens restreint dans les écrits de Hilbert et de Bernays. Les seuls éléments pratiquement
disponibles sont une mention de Hilbert qui sera trés abondamment reprise par tous les

commentateurs, ainsi que deux autres de Bernays :

[...] une condition, une seule, mais qui est absolument indispensable a laquelle est liée 1’emploi de la
méthode des éléments idéaux, a savoir I’obligation de donner une démonstration de non contradiction.
Une extension par adjonction d’éléments idéaux n’est recevable que s’il n’en résulte pas de contradiction
a P’intérieur de I’ancien domaine, c¢’est-a-dire par conséquent si les relations entre les anciens objets en
termes desquels on élimine les objets idéaux sont toujours valables dans I’ancien domaine.

[Hilbert 1926 (1972), p. 235]

%11 convient de rappeler une ambiguité dans la formulation des écrits de Hilbert et de Bernays que nous avons
déja mentionnée, qui font état « d’arithmétique » (sous-entendu pour eux du deuxieme ordre), pour désigner a la
fois, la théorie des nombres, I’analyse, et la théorie des ensembles [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 57]. Michael
Potter [Potter 2000, p. 241] justifie alors la limitation a I’arithmétique du 1% ordre dans les tentatives de
réalisation du Programme par I’école de Hilbert, par une attitude pragmatique : « commencer par cela » eu égard
aux difficultés techniques rencontrées (illustrées par la reconnaissance tardive de la limitation de portée du
théoréme d’Ackermann 1924, sur laquelle nous reviendrons au § 4.1). Cela est plus ou moins confirmé par
Hilbert et Bernays [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 75]. Dans le méme esprit, Stephen Kleene suggére qu’en
1931 Godel a quant a lui choisi de diviser la difficulté de la démonstration de consistance de I’analyse, en
commengant par celle de la théorie des nombres [Kleene 1986a, p. 127].
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Mais la tache de cette preuve [de non contradiction de I’arithmétique] consiste exclusivement a nous
procurer la certitude pleine et éclairée que ce systéme de pensées, déja motivé par des raisons internes de
la systématique et éprouvé le mieux possible dans son efficacité en tant qu’outillage de 1’esprit, ne puisse
étre ruiné par une discordance dans ses conséquences [...] il n’est question dans cette preuve de rien
d’autre que de reconnaitre la non contradiction, au sens littéral de 1’expression, de la Théorie
mathématique, i.e. ['impossibilité de son auto réfutation interne.

[Bernays 1930/1976 (2003), p. 76 ; le commentaire entre crochets est notre]

[...] nous aurions 1’assurance que ces méthodes arithmétiques usuelles ne peuvent jamais conduire a un
résultat dont on pourrait démontrer la fausseté ; et plus précisément, nous aurions 1’assurance que les
résultats de ’application de ces méthodes sont d’accord aussi bien les uns avec les autres qu’avec chaque
fait évident du point de vue finitiste. Mais ce probléme n’est rien d’autre que celui de la non contradiction

de notre arithmétique usuelle. [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 98]

La formulation la plus précise en est incontestablement celle du tout jeune Kurt Godel, lors de

la Table ronde du 7 septembre 1930, a Konigsberg :

Cette vision [du finitisme de Hilbert] suppose que si I’on adjoint au systéme S des formulations pleines
de sens, le systeme T des axiomes et formulations transfinies et alors prouve un théoréme de S dans un
détour par les théorémes de T que ce théoréme est aussi contentuellement correct et ainsi qu’aucun
théoréme faux ne devient prouvable a travers 1’adjonction des axiomes transfinis.

[Godel en 1930, dans Dawson 1984b, p. 125 ; le commentaire entre crochets est notre]

D’un point de vue purement technique, et en anticipant les discussions a venir, il est utile de
commencer par apporter une précision quant au contenu de la consistance en jeu dans le
programme au sens restreint. Du fait de vouloir ramener la vérification de consistance de
I’ensemble des mathématiques a celle de leur seule partie « réelle », la consistance simple®’ est
nécessaire tandis que la consistance absolue®® est en principe insuffisante™. En sens inverse,
I’expression méme du programme n’implique pas de requérir une forme de consistance plus

. . ~ . N . . . , . 40 . . .
forte, qui serait méme contraire a son esprit : ni la consistance sémantique™, ni a fortiori I’®-

*7 Nous rappelons la définition de la consistance « simple » (ou non contradiction, ou encore cohérence) : il
n’existe pas d’énoncés : ¢ du systéme formel, telle qu’a la fois @ et —¢ soient des théorémes (c’est une définition
syntaxique, qui n’a de sens que pour les systémes formels qui posseédent un opérateur de négation).

** Nous rappelons la définition de la consistance « absolue » (ou non trivialité) : il existe au moins un énoncé du
systéme formel qui n’est pas un théoréme (c’est encore une définition syntaxique).

** En remarquant qu’en logique classique, pour la plupart des systémes formels intéressants (incluant la logique
des propositions), la consistance simple et la consistance absolue sont équivalentes.

* Nous rappelons que la consistance « sémantique » est définie par le fait qu’il existe au moins une structure
d’interprétation du systéme formel qui est un modéle. Au 1 ordre, elle est équivalente a la consistance simple
par le théoréme de Godel de 1930, mais a la suite d’une démonstration non constructiviste (donc non finitiste).
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consistance®'. En effet, I’o-consistance fait intervenir un élément « idéal » sous la forme d’un
quantificateur existentiel, et la consistance sémantique fait intervenir la notion de mod¢le
totalement étrangere a la démarche de Hilbert. La position de Hilbert et de Bernays est d’ailleurs
sans ambiguité sur ce point : ils se référent de maniere constante a la non-contradiction, c’est-
a-dire a la consistance simple*. Comment doit étre alors traduit le caractére finitiste de la
démonstration de consistance ? Bernays a été 1a aussi trés clair sur ce point. La démonstration
finitiste de consistance implique d’utiliser une forme de correction, mais, comme le souligne
Richard Zach [Zach 2003, p. 218-219], qui se référe a la vérité au sens intuitif” (parfaitement
définie pour la partie réelle) [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 295]. Cette « correction » est
alors exprimée au moyen du critére que Bernays appelle « vérifiable » et qui est défini de la
manicre trés simple suivante : un énoncé « réel » est vérifiable si chacune de ses instances est
vraie au sens intuitif [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 304, 313, 330]. Cela s’applique d’abord
a la quantification universelle (au premier ordre) [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 313], méme
si Bernays prend bien soin de mentionner que la quantification universelle en tant que telle en
est exclue [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 85, n. 1]. De maniére peut-étre un peu plus
surprenante, I’application est également étendue a la quantification existentielle (toujours au

premier ordre) mais avec des restrictions :

Celui-ci [le théoréme de la réduction partielle] dit bien, pour une formule (Ex) A(x), qui ne comporte
aucune variable de formule ni aucune variable d’individu libre, que cette formule est vérifiable si et
seulement si, pour un certain code z, la formule A (z) est vérifiable, la découverte de z découlant de la

réduction de cette formule dans le cas de la vérifiabilité de (Ex) A (x).

[Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 330 ; le commentaire entre crochets est ndtre]

*! Nous rappelons que 1’m-consistance est elle-méme définie par I’exigence suivante (avec les notations
métamathématiques modernes habituelles, ot « - » renvoie a la dérivabilité) : il n’y a pas d’énoncé @(x) telle

que I’on ait a la fois, d’une part = @(0), = ¢(1), = ¢(2), ..., et d’autre part — —Vx ¢(x). Bien que sa forme soit
purement syntaxique, on montre qu’elle est équivalente a 1’exigence d’existence d’un modéle naturel (standard)
du systéme formel. C’est donc une condition plus forte que celle de la consistance sémantique.

*2 Comme I’ont fait remarquer de nombreux commentateurs de Hilbert, par exemple : Jacques Dubucs [Dubucs
1979, p. 93] et [Blanché, Dubucs 1996, p. 379], John Dawson [Dawson 1984b, p. 126] ainsi que Stephen Kleene
[Kleene, 19864, p. 135], on congoit que ce choix puisse poser un probléme qui n’avait certainement pas été
imaginé par Hilbert, dans le cas de systémes formels (théories) « pathologiques » consistants mais ®-
inconsistants, qui n’ont pas de modéle naturel. Nous reviendrons sur ce point, qui a été clairement pergu a
posteriori (c’est-a-dire aprés Godel 1931) par Bernays lui-méme [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 344, 345].

* Nous rappelons en effet qu’au sens moderne, la correction d’un systéme formel est définie, soit par rapport a la
validité, soit par rapport a la vérité dans un modele, en exprimant que tout théoréme du systéme formel est valide
(pour tout énoncé ¢ du systeme formel, si - ¢ alors = @, ou « = » renvoie a la conséquence logique),
respectivement vrai dans le modéle considéré.
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Comment se ramene-t-on alors a I’objectif méme du Programme, qui porte sur la consistance
simple d’un systéme formel de [ ‘ensemble des mathematiques (« réelles » et « idéales »), et non
seulement des mathématiques « réelles » ? Tout simplement par 1’effet de « contagion » en
logique classique (ex falso sequitur quodlibet) qui fait que toute éventuelle contradiction dans
la seule partie « idéale » se répandrait inéluctablement jusqu’a « contaminer » la partie
« réelle ». La prise en compte du critére de vérifiabilité conduit ainsi a transformer la
formulation du Programme, qui devient : montrer de maniére finitiste que tout théoréeme de la
partie « réelle » de I’arithmétique du deuxi¢éme ordre, obtenu au sein d’un systeme formel
formalisant ’ensemble des mathématiques « réelles » et des mathématiques « idéales » (donc
possiblement via des axiomes et des reégles « idéaux »), est vérifiable.

Dans cette formulation, au-dela de la nécessité de préciser le contenu de la partie « réelle »,
il reste encore a définir ce qui est entendu par « de maniére finitiste ». Sur ce point, Hilbert et
Bernays disent trés peu de choses : ils mentionnent seulement le caractére communicable d’une
preuve du début a la fin [Bernays 1922a (1998), p. 195], et la nécessité d’évaluer a I’avance le
nombre maximum de pas nécessaires [Hilbert 1928 (1992), p. 162]. En nous fondant sur I’esprit
de I’ensemble de leurs propos, on peut sans doute résumer les caractéristiques générales
requises pour toute démonstration finitiste en général** par deux exigences :
1) celle-ci ne doit pas contenir d’éléments « idéaux », donc ne doit pas contenir de quantificateur
(pas méme le quantificateur universel) ;
2) elle doit se traduire par un algorithme a aboutissement certain en un nombre fini d’étapes,
sur la base de regles fixées a I’avance (ce qui correspond aux critéres modernes d’effectivité
que I’on applique a un systéme formel).
Dans le cas particulier, qui concerne directement le Programme, d’une démonstration finitiste

2" ordre, les éléments

de consistance d’un systeme formel formalisant I’arithmétique du
mentionnés par Hilbert et Bernays se réferent exclusivement a la démonstration d’ Ackermann
de 1924 (sur laquelle nous reviendrons au § 4.1). La démarche évoquée se raméne alors a quatre
¢étapes :

1) montrer que les axiomes du systéme formel sont vérifiables ;

2) montrer que les régles de dérivation conservent le caractere vérifiable ;

3) établir directement que la dérivation que « 0 # 0 » ne peut pas €tre un théoréme du systeme

formel ;

* Sachant que la nécessité de définir le contenu d’une démonstration finitiste en général, n’est pas une requéte
du Programme (qui ne porte que sur une démonstration finitiste de consistance).
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4) ¢liminer dans cette dérivation, tous les éléments non finitistes, en se ramenant a une
dérivation ne contenant que des éléments « réels ».

Cette démarche est bien résumée par Hilbert :

La démonstration habituelle de la consistance consiste a transformer, conformément a une procédure bien

déterminée, toutes les formules de la démonstration donnée en des formules numériques ; ensuite il faut

établir que toutes les formules initiales sont vraies. [Hilbert 1931 (1992), p. 194]

Cependant, au-dela de la référence explicite a la démonstration d’ Ackermann de 1924%, et sans
doute avec une référence implicite & la démonstration de Presburger de 1929*, aucune
indication plus précise a caractére général n’est donnée sur le contenu des étapes (3) et (4),
évidemment cruciales. Or, en étant simplement passé de : « montrer de manicre finitiste »
a : « suivre une procédure bien déterminée », on peut se demander si I’on a vraiment progress¢.
11 est clair que pour aller plus loin, il est nécessaire de définir de maniere précise le contenu,
des énoncés réels d’une part, et de la procédure finitiste qui doit étre associée au critére de
vérifiabilit¢ pour conduire a une démonstration finitiste de consistance, d’autre part, ce qui
revient a proposer une interprétation technique du Programme.

Comme nous I’avons indiqué, la consistance (informelle) de I’ensemble des théorémes
« réels » est admise a priori sur la base de leur caractére intuitif. Cependant, si 1’on introduit un
systéme formel spécifique pour formaliser cette seule partie « réelle »*', il faut encore bien
évidemment s’assurer au préalable du caractere vérifiable de I’ensemble de ses théoremes, et
ce de manicere finitiste. Une telle exigence devient alors une condition de possibilité du
Programme. Par ailleurs, chaque énoncé « réel » étant intuitivement connu comme vrai ou faux,
la décidabilité (informelle) de I’ensemble de ces énoncés est assurée, comme 1’indique Hilbert
sans ambiguité [Hilbert 1926 (1972), p. 232-233]. Dans le méme cas ou ’on introduit un
systéme formel spécifique pour formaliser cette seule partie « réelle », la question se pose donc

de savoir si ’on doit ou non exiger que ce systéme formel soit non seulement simplement

*> Qui ne porte en fait que sur un domaine partiel et limité de I’arithmétique du 2™ ordre, qui plus est (en
anticipant sur I’analyse qui sera effectuée au § 4.1) dont le caractére finitiste de la démonstration est
problématique.

* Meéme si celle-ci n’est pas une démonstration de consistance, mais de complétude syntaxique (dont la
définition est rappelée a la note 48) d’un systéme formel de I’arithmétique du 1 ordre sans I’opérateur de
multiplication. Elle utilise cependant une technique analogue a celle qui vient d’étre évoquée, conduisant a
supprimer la quantification qui intervenait naturellement.

*" Tel que le Programme est formulé, il n’y apparait en effet aucune nécessité de disposer d’un tel systéme
formel spécifique pour traduire la seule partie réelle des mathématiques. De fait, Hilbert n’a jamais formulé une
telle exigence.
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consistant mais également syntaxiquement complet®. Si tel devait étre le cas, comme cela est
suggéré, explicitement par Stephen Kleene [Kleene 1976 (1990), p. 51] et implicitement par
Godel selon Solomon Feferman [Feferman 1995a, p. 38], une telle exigence constituerait alors
une seconde condition de possibilité du Programme. Ce point sera donc a préciser sur la base

de I’interprétation technique qui sera retenue pour le Programme.

1.2 Justification de la prise en compte de I’ensemble des FRP et seulement

elles, comme fonctions admises dans ’arithmétique « réelle »

Les fonctions les plus élémentaires de I’arithmétique : I’addition et la multiplication font
indiscutablement partie de I’ensemble R des mathématiques « réelles » sans limitation quant a
leur portée. Elles ont ét¢ mentionnées explicitement par Hilbert et Bernays a de nombreuses
reprises et sont acceptées par tous les commentateurs. Elles sont traduites dans les langages des
deux principaux systémes formels de I’arithmétique : PA*’ et PRA. Pour des fonctions plus
complexes, la justification n’est plus aussi évidente et de fait le consensus n’est plus général.
L’exponentiation a été jugée non compatible avec le finitisme par Charles Parsons : [Parsons
1998] et Michael Potter : [Potter 2000]. Jeremy Avigad 1’accepte mais ne va pas au-dela, en
refusant donc 1’ensemble des FRP? : [Avigad 2003]. Toutefois, a la différence des précédents,
son choix’' n’est pas présenté comme une remise en cause du finitisme « standard ». Enfin,
Georg Kreisel a suggéré au contraire d’aller au-dela des FRP.

Charles Parsons™ accepte comme fonctions finitistes, sans hésitation 1’addition (illimitée),
a la rigueur la multiplication (illimitée), mais refuse I’exponentiation (illimitée) [Parsons 1998,
p. 260-262]. 1l s’appuie pour cela sur [Hilbert, Bernays 1934] avec deux arguments. Il fait
d’abord valoir que la croissance trés rapide de 1’exponentielle conduit a des nombres qui ne

sont trés vite physiquement plus représentables (en évoquant I’interrogation de Bernays sur

* Nous rappelons que la complétude syntaxique est définie de la maniére suivante : pour tout énoncé ¢ du
systéme formel, ou bien ~ ¢ ou bien ~ —¢.

* PA (pour « Peano Arithmetic » en anglais) désigne la théorie (moderne) du calcul des prédicats du 1% ordre
appliquée a I’arithmétique récursive, issue des travaux de Peano de 1889. Il est plus rarement également
dénommé Z, (par exemple dans [Hilbert, Bernays 1939]) ou encore Z.

%% Plus précisément il se limite aux fonctions élémentaires de Kalmar, pour lesquelles il précise : « [...]
grossiérement, ce sont les fonctions qui peuvent étre calculées dans un temps et/ou un espace borné par une
itération fixée de la fonction exponentielle. » [Avigad 2003, p. 263].

> Son objectif, sur lequel nous serons amenés a revenir, est d’introduire un systéme formel intéressant plus
faible que PRA.

> Michael Potter lui a emboité le pas sur ce point dans [Potter 2000].
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, . N . . 2577229
I’évidence du caractére intuitif d’un nombre comme 672’

). L’argument principal est
cependant basé¢ sur le mode de construction de la fonction exponentielle qu’il prend en compte :
par récursion. En s’appuyant sur une justification par Hilbert et Bernays de la récursion
primitive, il en vient & affirmer que celle-ci impose le recours a I’induction 3, qui n’est pas
finitiste [Parsons 1998, p. 262-264]°*. Le premier argument cité n’est évidemment pas
recevable, d’abord parce que 1’auteur ne voit apparemment pas qu’un probléme identique se
pose déja dans le cas d’'un nombre entier suffisamment grand (méme s’il est évidemment
amplifié dans le cas de I’exponentiation), alors qu’il a pourtant accepté le principe de I’addition

de nombres entiers sans limitation. Surtout, il revient a introduire des considérations « en

pratique », alors que Hilbert ne prend en compte pour le finitisme que celles « en principe »°° :

10120
0

L’abstraction intuitive ne fait aucun cas de telles limites [10'° et a fortiori 1 ] a la possibilité¢ de

réalisation. Car les limites sont, du point de vue de la considération formelle, contingentes.

[Bernays 1930/1976 (2003), p. 62 ; le commentaire entre crochets est notre]

L’argument principal nous parait, quant a lui, une manic¢re détournée d’aborder la question
posée qui est de savoir si oui ou non la fonction exponentielle (illimitée) est finitairement
(intuitivement) acceptable. La question de savoir comment celle-ci peut étre construite dans un
systeme formel donné vient seulement aprés. Dans le cadre strict de la présentation du finitisme
effectuée par Hilbert, cette question nous semble pouvoir étre traduite de manicre pertinente
par la suivante : pour tout couple donné de numéraux a et b, traduits chacun par la suite
correspondante de batons, peut-on rendre compte du numéral associé¢ a expa(b), lui-méme
exprimé sous la forme d’une nouvelle suite de batons, cela uniquement a partir de mouvements
visualisables des deux suites de batons initiales ? La réponse est évidemment positive, par
simple continuation et combinaison des manipulations de suites de batons proposées par Hilbert
pour 1’addition et pour la multiplication. On notera que cette réponse pour 1I’exponentiation est

d’ailleurs explicitement mentionnée par Bernays :

Nous avons de cette fagon la procédure de multiplication par dix d’un nombre z. De 1a nous obtenons la
procédure de passage d’un nombre a au nombre 10%, en faisant correspondre 10 au premier 1 dans a puis

a chaque nouveau 1 la procédure de multiplication par dix et ainsi de suite jusqu’a ce que nous obtenions

> 11 s’agit d’une induction faisant intervenir une quantification existentielle non bornée.

>* En évoquant le méme argument Michael Potter parle, quant & lui, de « récursion emboitée » [Potter 2000,
p. 236-237].

>% A notre sens William Tait tombe dans le méme travers [Tait 1981, p. 539-540].
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a la fin la figure a. Le nombre obtenu par la derniére procédure de multiplication par 10, nous I’écrivons
10*. Ce procédé n’offre principiellement aucune difficulté a I’attitude intuitive.

[Bernays 1930/1976 (2003), p. 62]

Qu’il s’agisse de 1’addition, de la multiplication ou de I’exponentiation sur des numéraux, ces
trois opérations sont donc tout aussi visualisables, la seule différence étant que la premiére peut
I’étre sur une seule dimension (disons sur un ruban) par simple concaténation, alors que les
deux autres en nécessitent deux (feuille de papier ou tableau). La visualisation s’étend alors a
toute combinaison de ces trois opérations, selon le méme mode opératoire de fractionnement et
de regroupement des suites de batons.

La justification de I’affirmation que les fonctions finitistes ne vont pas au-dela des FRP et
en particulier n’incluent pas les FRG’® totales, soit la seconde partie du premier volet de de la
theése de Tait, est plus délicate. En effet, comme I’ont fait remarquer d’une part Wilfried Sieg
[Sieg 2003a, p. 9, n. s] et [Sieg 2005, p. 176] et d’autre part Richard Zach [Zach 2007, p. 425-
426], les données historiques disponibles sont ambigués. Celles-ci sont doubles. Elles
concernent d’abord les positions affichées par les différents protagonistes juste apres la prise
de connaissance des théorémes de Godel de 1931. Elles consistent ensuite dans les
commentaires épars que 1’on trouve sur ce sujet dans [Hilbert, Bernays 1934]. Sur le premier
point la situation peut étre résumée de la maniere suivante. En 1931, au cours des échanges
¢épistolaires qui ont suivis la diffusion du résultat de Godel, aussi bien Godel lui-méme (la
remarque incluse a la fin de son article selon laquelle les théorémes ne remettent pas en cause
le programme de Hilbert), que von Neumann (lettre a Godel du 12 janvier : [Neumann 1931])
et Herbrand (lettre a Godel du 7 avril : [Herbrand 1931c]), considérent que le finitisme va au-
dela des seules FRP et inclut en particulier la fonction d’Ackermann, donc les FRG. Il faut
cependant remarquer qu’en 1931 la notion de FRG n’était pas disponible, et par voie de
conséquence les criteres d’effectivité que 1’on doit exiger d’un systéme formel n’étaient pas
clairement percus par les protagonistes, faute de disposer d’un équivalent de la these de Church-
Turing. Bien entendu, cette remarque dépasse la seule question des fonctions finitairement

acceptables et concerne celle, plus globale, du systéme formel qui doit rendre compte de

%% Le terme FRG désigne les Fonctions Récursives Générales, introduites par Godel en 1934 et analysées en
détail par Kleene en 1936. C’est une classe de fonctions d’entiers plus large que celle des FRP, tout en
conservant ’exigence de pouvoir en déterminer le résultat pour chaque valeur de I’argument. Alors que les FRP
sont équivalentes a des possibilités de programmation limitées aux opérations : « si ... alors » et : « allez a ... »,
soit I’utilisation de boucles ayant seulement un nombre d’étapes fini et annoncé, les FRG sont équivalentes a
I’utilisation de la séquence : « allez vers ... », ce qui revient a autoriser des boucles ayant un nombre fini mais
non borné d’étapes.
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I’arithmétique finitiste (donc « réelle »). Sur le second point, la situation était encore ambigué
en 1934 comme I’illustre le commentaire de Bernays suivant (le seul sur le sujet, sauf omission

de notre part) :

Bien sir, sans enlever a la théorie récursive des nombres [PRA] ce que ses méthodes ont de
caractéristique, nous pouvons autoriser certaines extensions du schéma de récurrence et du schéma

d’induction. [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 407 ; le commentaire entre crochets est ndtre]

On peut tout de méme remarquer que si la construction de fonctions récursives primitives est
détaillée d’une maniere explicitement finitiste [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 82], ce n’est
pas le cas de celle de fonctions plus générales. Enfin, il faut également signaler la proposition
de Georg Kreisel de 1958”7, selon laquelle les fonctions finitistes pourraient s’étendre a tout ce
qui peut étre exprimé dans une théorie analogue a PA. Cette proposition a cependant été 1’objet
d’une volée de bois vert de la part de William Tait [Tait 1981, p. 544-545], entérinée par
Richard Zach [Zach 2007, p. 427], dont il est peu vraisemblable qu’elle puisse se remettre.
Finalement et bien qu’il ne s’agisse certainement pas d’un argument dirimant comme le
souligne Richard Zach® [Zach 2007, p. 425], nous retiendrons la position de limiter les
fonctions « réelles » aux seules FRP, dans la mesure ou ces fonctions sont les seules dont la

justification finitiste (au sens de Hilbert) est indiscutable™.

1.3 Justification de la prise en compte des seuls énoncés A, et [[; comme

énoncés de arithmétique « réelle »

Nous avons a définir les énoncés « réels », c’est-a-dire ceux qui appartiennent en propre a
I’ensemble R des mathématiques « réelles » au sens de Hilbert. Les énoncés de I’ensemble R
étant uniquement arithmétiques, pour définir la limite de R, la hiérarchie de Kleene s’avere
particuliecrement opportune. Nous allons donc en balayer successivement les éléments
constitutifs. La prise en compte de I’ensemble des énoncés de type Ao comme éléments « réels »

est évidente, dans la mesure ou ceux-ci traduisent a peu pres littéralement les différentes

3" Mentionnée 4 la fois par William Tait [Tait 1981, p. 545], Charles Parsons [Parsons 1998, p. 250] et Richard
Zach [Zach 2007, p. 426].

*¥ Celui-ci mentionne un autre argument, en faisant remarquer que les éléves d’Hilbert ont utilisé des méthodes
qui dépassaient la récursivité primitive dans les différentes démonstrations de consistance qui ont été établies
avant 1931. Nous y viendrons au § 4.1 en abordant les résultats partiels obtenus avant 1931.

%% En effet, pour toute FRP f(x) et pour tout entier a, il est possible de calculer f(a) en un nombre fini d’étapes.
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formulations de Hilbert que nous avons évoquées. En effet, ayant assimilé les fonctions
finitistes aux FRP, comme les formules ¢o(xi) que nous avons introduites pour définir la
hiérarchie de Kleene sont des combinaisons logiques n’utilisant que des quantificateurs bornés
d’équations ou d’inéquations arithmétiques ne faisant intervenir que des FRP, ces formules sont
nécessairement finitistes. Comme les énoncés A sont les instances des formules @o(x;), ils sont
eux-mémes finitistes. Un tel choix minimal est donc non problématique et a de fait été accepté
par tous les commentateurs de Hilbert. De la méme manicére, le refis de prendre en compte les
énoncés de type X.;, traduit naturellement 1’exigence réitérée d’Hilbert d’exclure toute totalité
infinie (I’infini actuel) de ’arithmétique « réelle ». L exclusion des énoncés correspondant de
fait aux énoncés X, est d’ailleurs explicite de la part de Hilbert et de Bernays® [Hilbert 1931
(1992), p. 194] et [Bernays 1930/1976 (2003), p. 58]. Bien entendu, cette exclusion des énoncés
2.1 s’étend a tous ceux de type supérieur (25, 2.3, ...). La encore, un tel choix a été entériné par
presque tous les commentateurs de Hilbert. En sens inverse, la prise en compte des énoncés [,
comme ¢léments « réels » ne présente pas du tout le méme degré d’évidence, et ce sont en fait
ces énoncés qui ont cristallisé les discussions sur le contenu des énoncés de R (voir par exemple
William Tait [Tait 1981, p. 524] et Richard Zach [Zach 2004, p. 89]). Cela s’est traduit en
particulier quelquefois par le refus de les prendre en compte [Niebergall, Schirn 1998, p. 294]
et toujours par I’affirmation du caractére « problématique » de ces énoncés [Detlefsen 1986,
p. 352-353], [Giaquinto 2002, p. 145-147] et [Zach 2004, p. 90]. A I’appui de ce refus ou de
cette réserve sont mentionnés deux arguments : 1) d’abord le fait que de tels énoncés ne sont
pas clos par application de toutes les lois de la logique classique, en particulier la négation®', 2)
ensuite I’affirmation que de tels énoncés font implicitement appel a la totalité infinie des
nombres naturels, en contradiction avec les exigences de Hilbert.

Que I’ensemble des énoncés [[; ne soit pas clos pour la négation n’est pas niable, c’est une
complication reconnue par Hilbert [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 88] qu’il faut prendre en

compte®. Cela ne nous parait toutefois pas une raison suffisante pour appliquer une solution

% Nous avons pourtant précédemment mentionné I’ouverture par Bernays du finitisme a des énoncés de type X
sous conditions [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 330], la méme idée étant évoquée par Gentzen [Gentzen 1936a
(1969), p. 164-165]. Mais c’est justement la condition de disposer d’un moyen finitiste qui n’est pas donné
d’emblée, pour définir les instances d’un énoncé 3| qui sont vérifiées, qui n’est pas remplie par les énoncés
d’une maniére générale. L’introduction éventuelle d’un tel moyen constituerait évidemment une extension de
I’interprétation finitiste retenue, ce qui semble avoir été envisagé par Godel [Sieg, Parsons 1995, p. 65].

% Nous rappelons que la négation d’un énoncé [1; conduit a un énoncé ¥, qui n’appartient donc pas a R compte
tenu de ce qui vient d’étre dit.

62 Michael Detlefsen considére également « problématiques » certains énoncés Yo comme : « 3 n premier tel que
p<n<p!+1»dans la mesure ou leur généralisation naturelle conduit a un énoncé « idéal », en
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aussi radicale que leur ¢limination pure et simple, a I’instar de ce que préconisent Karl-Georg
Niebergall et Matthias Schirn. Nous ne pouvons non plus suivre Craig Smorynski : [Smorynski
1977] et [Smorynski 1988], qui propose une tripartition des énoncés en introduisant une
catégorie spéciale pour les énoncés []; : les énoncés « généraux finitistes », qui ne seraient
donc ni « réels » ni « idéaux ». Cela ne nous parait en effet pas compatible avec I’esprit du
programme de Hilbert, pour lequel ou bien un énoncé est intuitif (ou peut se ramener a un tel
énoncé) et susceptible d’un attribut de vérité ou bien il ne I’est pas (se reporter au schéma A du
§ 1.1). Nous rejoignons ainsi sur ce point la conclusion de la critique détaillée de la position de
Craig Smorynski effectuée par Michael Detlefsen [Detlefsen 1990, p. 347-357].

Quant a I’objection principale de ’appel implicite des énoncés [; a une totalité infinie, il se
trouve qu’Hilbert y a répondu explicitement avec une réponse simple, mais cruciale pour
I’ensemble de notre réflexion. De tels énoncés doivent étre compris exclusivement comme un
schéme, un prototype d’énoncé, un jugement hypothétique, en suivant alors la position

intuitionniste [Weyl 1927-1949, p. 51]. Herbrand et Bernays sont sans ambiguité sur ce point :

Nous entendons par raisonnement intuitionniste [finitiste] un raisonnement qui satisfait aux conditions
suivantes : [...] ; on n’y considére jamais 1’ensemble de tous les objets x d’une collection infinie ; et quand
on dit qu’un raisonnement (ou un théoréme) est vrai pour tous ces x, cela signifie que pour chaque x pris
en particulier, il est possible de répéter le raisonnement général en question, qui ne doit étre considéré que
comme le prototype de ces raisonnements particuliers.

[Herbrand 1931b, p. 225, n. 3 ; le commentaire entre crochets est notre ; souligné par nous]

Un jugement universel sur des codes [numéraux] ne peut étre interprété de facon finitiste que dans un
sens hypothétique, c’est-a-dire comme un énoncé sur n’importe quel code [numéral] donné. Un tel

jugement exprime une loi qui doit se trouvée vérifiée dans chaque cas isolé qui se présente.

[Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 87 ; les commentaires entre crochets sont notres]

La formulation : Vxi, X2, ... Xn @o(X1, X2, ... X5) N’y signifie donc pas autre chose que
I’affirmation conditionnelle suivante : si ’on affecte un ensemble quelconque de numéraux a,,
a, ... a, a la formule générique @y, alors celle-ci fournit I’énoncé @y(ay, az, ... a,). Comme nous
avons montré que les formules @o(x;) sont finitistes, tout énoncé [, étant défini par la relation
VXi Po(Xi), compris dans le sens de Hilbert, il est nécessairement finitiste. En aucun cas I’on ne

rend compte ainsi de I’ensemble infini des valeurs possibles de la formule générique @y, ni des

I’occurrence 2, [Detlefsen 1990, p. 353]. Cette nuance nous parait artificielle. Dans 1’exemple donné, si p est
une constante, 1’énoncé est Ag et « réel », si p est une variable, I’énoncé est 2| et « idéal ».
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fonctions qu’elle contient® : on se limite a 1’infini potentiel en excluant I’infini actuel®® (la
distinction entre ces deux formes d’infini par Hilbert et par Bernays est explicite [Hilbert 1926
(1972), p. 225] et [Bernays 1930/1976 (2003), p. 59]). La formulation Vx; @o(x;) ne doit donc
étre prise que comme un raccourci de notation, qui peut également se traduire par ’emploi de
variables libres : @o(x;)*’. Si1’on s’intéresse & la dérivabilité d’un énoncé de la forme @o(x;) dans
un systéme formel donné, on n’accéde qu’a ses instances successives, mais non a la

quantification universelle de celles-ci. On accede ainsi éventuellement (lorsque chaque instance
est dérivable) & : - @o(1), = ©o(2), - @o(3), ..., donc a Vx (-@o(x)) mais non a - Vx @o(x)%.

Cette signification trés particuliére attribuée aux énoncés [I;, que les commentateurs du
programme de Hilbert n’ont pas toujours a I’esprit®’, nous parait ainsi une réponse dirimante
aux objections « infinitaires » qui ont été avancées contre la prise en compte de ces énoncés
parmi les énoncés « réels » a ’instar d’Edward Nelson [Nelson E. 1992, p. 157]. Il n’est par
contre pas possible d’étendre une telle signification aux énoncés de types supérieurs (I 12, I 15,
...), dans la mesure ou ceux-ci font nécessairement intervenir au moins une quantification
existentielle non bornée. Ces derniers énoncés seront donc quant a eux exclus des énoncés
« réels »°. Finalement, les énoncés « réels » sont donc uniquement les énoncés de type A, et
[1i, ces derniers étant pris dans le sens d’un « jugement hypothétique ». Pour n’étre pas
unanime, ce choix est tout de méme celui de la grande majorité des commentateurs de Hilbert
(voir [Zach 2004, p. 91]). Il nous semble surtout tout a fait en accord avec les exigences précises

synthétisées a posteriori par Bernays :

% Une autre maniére possible d’exprimer cette convention serait d’affirmer, en suivant Michael Detlefsen
[Detlefsen 1990, p. 354], que Vx; @o(x;) est « idéal » pris dans sa généralité et « réel » en se limitant a chacune de
ses instances. Mais cette formulation est une source possible de confusion et d’erreur. Nous ne la retiendrons
donc pas.

6% C’est justement parce que Karl-Georg Niebergall et Matthias Schirn refusent ’infini potentiel au sein du
finitisme de Hilbert [Niebergall, Schirn 1998, p. 293, n. 32], qu’ils sont 1égitimement amenés a refuser les
énoncés [, au sein de R, méme avec la signification limitée qui vient d’étre introduite pour ceux-ci.

% Bernays souligne d’ailleurs le risque d’erreur en cas d’oubli du fait qu’il ne s’agit que d’un raccourci de
notation [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 336, n. 4]. 1l cite I’exemple trés simple de la relation avec variable
libre : x = 0, qui peut étre traduite par ’énoncé : Vx (x = 0), mais dont la négation n’est alors pas : x # 0, qui
pourrait se traduire de la méme maniére par I’énoncé : Vx (x # 0), mais 1I’énoncé : Ix (x # 0).

% e passage de Vx (F@o(x)) & - Vx @o(x) n’est autre que I’exigence associée, d’une maniére générale (sans se
limiter aux énoncés [],), a la définition de I’®w-complétude. Nous rappelons en effet que I’ow-complétude est
définie par la relation suivante : si = @(0), = o(1), = ¢(2), ..., alors = Vx ¢(x). En ’occurrence, en se limitant
aux énoncés [, il s’agit en fait de la 1-complétude, ou les instances de @(x) sont limitées a des énoncés A,.

%7 On la retrouve néanmoins, explicitement dans : [Resnik 1974, p. 120-121, n. 10], [Prawitz 1981, p. 255-256]
et [Mancosu 1998, p. 161-162, 166-167] et implicitement dans : [Giaquinto 2002, p. 146-147] et [Zach 2004,

p. 90].

% Bernays donne un exemple d’énoncé finitiste, qui se présente sous la forme d’un énoncé [1, [Hilbert, Bernays
1939 (2001), p. 414] : voir la citation qui suit. Mais une analyse attentive des caractéristiques qui lui sont
associées montre que celui-ci se rameéne en fait a un énoncé [ [, (la quantification existentielle étant bornée).
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Le concept originel étroit d’énoncé finitiste, dans le domaine de la théorie des nombres, revient a
n’admettre, comme énoncés de la théorie finitiste des nombres, que les suivants : ceux qui se présentent
dans le formalisme de la théorie des nombres, sous adjonction éventuelle de symboles de certaines
fonctions calculables de la théorie des nombres, mais sans usage de variable de formule [élimination du
deuxiéme ordre], ou bien ceux qui sont susceptibles d’une interprétation renforcée par un énoncé de cette
forme.

Aux énoncés de la premicre espéce appartiennent bien ceux de la forme : "s’il y a un nombre x qui a la

propriété A (x), alors on a B" ; en effet (si la variable a ne figure pas dans B) un tel énoncé est représentable
par la formule A (a) — B.

Des exemples d’énoncés de la deuxiéme espéce sont ceux de la forme : "pour tout nombre X, il y a un
nombre y tel qu’on ait A (x,y)" pour lesquels nous disposons d’une interprétation renforcée, fournie par
un énoncé représentable sous la forme A (c, @(c)) ou @(c) est une certaine fonction calculable.

Par contre, n’appartiennent pas aux énoncés finitistes, au sens indiqué, des propositions ou une

proposition universelle se trouve comme conditionnelle.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 414 ; le commentaire entre crochets est ndtre]

1.4 Définition d’une procédure finitiste conduisant a la démonstration de
consistance des théorémes de la partie « réelle » de I’arithmétique du

deuxiéme ordre

Le troisiéme volet de la thése de Tait selon son interprétation standard vise a donner un
contenu technique a la notion de preuve finitiste (en général). Nous avons déja défini les
caractéristiques de la procédure correspondante au § 1.1. Celle-ci ne doit d’abord pas contenir
d’¢élément « idéal », ce qui exclut en particulier tout quantificateur : premiere exigence. Cette
procédure doit ensuite se traduire par un algorithme a aboutissement certain en un nombre fini
d’étapes, sur la base de régles fixées a 1’avance (ce qui correspond a la notion moderne
d’effectivité) : seconde exigence. Marcus Giaquinto exprime cela d’une maniere

particulierement claire :

Quand une prétendue preuve de proposition générale finitaire [énoncé [];] est-elle acceptable du point de
vue finitiste ? La réponse est : quand nous avons une procédure finitaire pour obtenir a partir de la

prétendue preuve, une preuve finitaire de toute instance donnée de la proposition générale.

[Giaquinto 2002, p. 155 ; le commentaire entre crochets est ndtre]
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Le troisieme volet de la thése de Tait proposé par celui-ci [Tait 1981], est une réponse globale
a ces exigences qui peut se résumer par la double affirmation forte suivante : 1) les preuves
finitistes se confondent avec les dérivations dans le systétme formel PRA (et par voie de
conséquence, les théorémes finitistes se confondent avec les théorémes de PRA), 2) les
méthodes de raisonnement finitistes (par extension le finitisme) sont représentées (au sens

formel®

) par PRA. Une fois acceptés les deux premiers volets de cette these : I’assimilation des
fonctions admises dans R avec les FRP et ’assimilation des énoncés de R avec les énoncés Ay
et [; (pris au sens de « jugements hypothétiques »), la solution de Tait répond clairement aux
deux exigences formulées. C’est évident pour la premicre et cela se montre sans difficulté pour
la seconde. Par contre, en limitant le finitisme a ce qui peut étre représenté au sein de PRA, il
en résulte des contraintes fortes sur le finitisme lui-méme, qui ont été soulignées par William
Tait et surtout par John Burgess dans [Burgess 2010]. Etant enfermé dans PRA, le finitiste ne
peut en effet reconnaitre la validité de PRA comme un tout, ni le fait que les théorémes de PRA
soient finitairement acceptables ; il ne peut en particulier pas reconnaitre I’équivalence entre la
dérivabilité dans PRA et la prouvabilité finitiste, soit la thése de Tait elle-méme [Tait 1981,
p. 545-546] et [Burgess 2010, p. 133]. Bien entendu, le finitiste ne peut pas non plus reconnaitre
la non-contradiction de PRA (ce qui est la condition de possibilité du programme). Ce troisiéme
volet de la theése de Tait correspond en fait a deux affirmations enchainées : 1) les preuves
finitistes se confondent avec les dérivations dans un systtme formel S, formalisant
I’arithmétique « réelle » R, 2) S est PRA. A I’instar de ce qu’il en est pour 1’assimilation des
fonctions « réelles » aux seules FRP, cette proposition bénéficie d’un large consensus, sans
pour autant que celui-ci soit total. La encore, les objections qui ont été formulées concernent
d’abord la prise en compte de PRA pour rendre compte de S (seconde affirmation), en suggérant
pour S, soit un systeme formel plus faible que PRA, soit au contraire plus fort que celui-ci. Sans
surprise, on retrouve a leur origine, principalement les acteurs déja cités qui se sont prononcés
en faveur, d’une part d’une réduction des FRP, d’autre part d une extension de celles-ci, comme
fonctions finitistes. Elles consistent plus rarement en la contestation de la possibilité de rendre
compte du caractére finitiste des preuves dans un systéme formel donné (premiére affirmation).

Notre propre objection est plus globale, en contestant la nécessité de définir une preuve finitiste

%% Nous rappelons qu’une propriété P ou une classe de nombres Cp est représentable (on dit aussi capturable)
dans un systéme formel T si et seulement s’il existe dans ce systéeme formel une formule F(n) telle que :

1) si n vérifie P (appartient a la classe Cp) alors 1 F(n) ;

2) si n ne vérifie pas P (n’appartient pas a la classe Cp) alors =1 —F(n).

Cette définition s’étend aux fonctions numériques a une variable f(m), en faisant intervenir une formule a deux
variables F(m,n) : 1) si f(m) = n, alors -1 F(m,n), 2) si f(m) # n, alors 1 —F(m,n).
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en genéral, dans le but de donner un contenu technique au programme de Hilbert au sens
restreint. Nous avons vu en effet (§ 1.1) que le strict besoin consiste seulement a définir une
procédure finitiste de consistance (d’un systeme formel formalisant I’arithmétique du deuxiéme
ordre), en utilisant le critére de vérifiabilité, ce que nous proposons de faire sur la base d’une
interprétation libéralisée (du troisieme volet) de la theése de Tait.

Les commentateurs qui se sont prononcés en faveur d’un systeme formel plus faible que
PRA pour rendre compte de I’arithmétique « réelle » obtenue de maniére finitiste, acceptent
é¢videmment le principe d’une réduction des preuves finitistes aux dérivations dans un systéme
formel donné, simplement ils proposent pour cela un systéme formel plus faible que PRA.
Compte tenu de la confusion qui régne sur la désignation des systémes formels de I’arithmétique
du 1% ordre’” et pour faciliter les discussions ultérieures, nous avons rassemblé les

e . . . . . \ 1
caractéristiques les plus importantes des principaux d’entre eux dans le tableau ci-aprés’".

70 Par exemple le systéme EA de [Avigad 2003] ne recouvre certainement pas EA de [Potter 2000].
" Pour la désignation de ces systémes formels, nous avons retenu celle qui a été fixée par I’ouvrage de référence
classique : [Hajek, Pudlak 1993].
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Tableau I : Bilan des caractéristiques des principaux systémes formels de 1’arithmétique du 1° ordre’

Systéme formel ERA Q 1A, I EA, EFA, IY,, + Exp 1Y, QF-1A PRA PA,Z\,Z

Origine Thistlewaite, ... Robinson Parikh 1971 Friedman 1980 Paris, ... Skolem 1923 Tarski, ...
1988" 19527 19787 19537

Langage PRA PA PA PA + Exponentiation PA PRA PA

Quantificateurs Bornés Non bornés Non bornés Non bornés Non bornés Bornés Non bornés

Portée du principe d’induction SANS SANS Enoncés A, Enoncés A Enoncés X, Toute formule Toute formule

(variables libres)

Limite supérieure de 1’ordinal ® ® ? o’ ®° o’ g

accessible

Démonstration du premier NON our® OouIl OouIl oul our” oul

théoréme de Godel de 1931 ?

Complétude syntaxique ? OoUI NON® NON NON NON NON* NON

Démonstration du second NON NON NON our” OuI Ooul OuI

théoréme de Godel de 1931 ?

Démonstration finitiste de oul our® oul our™ NON NON NON

consistance ?

7* La plupart des informations contenues dans ce tableau seront en fait utiles pour les discussions ultérieures.
3 Thistlewaite Paul, McRobbie Michael, Meyer Robert, Automated theorem-proving in non-classical logics, London, J. Wiley and sons, 1988.
7 Robinson Raphael, « An essentially undecidable axiom system », Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Cambridge (USA), Vol. 1, 1952, p. 729 —

730.

7 Paris Jeffrey, Kirbie Laurie, « Sigma_n collection schemas in arithmetic », dans McIntyre Angus, Pacholski Leszeh, Paris Jeffrey (ed.), Logic Colloquium’77, Amsterdam,

North Holland, p. 199-209.

7% Tarski Alfred, Mostowski Andrzej, Robinson Raphael, Studies in logic on the foundations of mathematics, Amsterdam, North Holland, 1953.

7 Nous rappelons que g = o  la puissance o, a la puissance o, ....

78 Q est la théorie minimale a laquelle s’applique le premier théoréme de Géodel de 1931.

7 Bien que les indécidables mis en avant par le premier théoréme de Godel de 1931 soient des énoncés [1;, on peut tout de méme mettre en évidence un énoncé indécidable de
PRA a travers I’o-incomplétude. Mais il faut pour cela un théoréme plus fort que le premier théoréme de Godel de 1931 ; nous traiterons ce point au § 4.1.

% L’incomplétude syntaxique de Q s’établit trivialement (sans passer par le premier théoréme de Godel de 1931).

*! Par contre, il existe une procédure de décision pour chaque instance donnée d’un énoncé général (qui s’apparente a un énoncé [1,).

52 EA est la théorie minimale a laquelle s’applique le second théoréme de Godel de 1931.

%3 Au-dela du fait que le second théoréme de Godel de 1931 ne s’y applique pas, I’on peut tout de méme en établir un équivalent et montrer que la consistance de Q ne peut
pas étre dérivée dans Q : [Bezboruah, Shepherdson 1976]. Mais la consistance de Q peut s’établir finitairement (dans PRA), par des moyens qui vont au-delad de ceux de Q.

% La consistance de EA s’établit finitairement (dans PRA), par des moyens qui vont au-dela de ceux de EA.
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Sur cette base, au-dela des disparités sur les désignations utilisées par les auteurs, il s’avére que
les systemes formels qui ont été proposés en alternative faible 8 PRA se raménent en fait a
deux® : d’une part IA, a la fois par Karl-Georg Niebergall et Matthias Schirn dans [Niebergall,
Schirn 1998], par Charles Parsons dans [Parsons 1998] et semble-t-il*® par Michael Potter dans
[Potter 2000], d’autre part EA par Jeremy Avigad dans [Avigad 2003]. Le choix de EA est
techniquement intéressant, comme le signale Richard Zach [Zach 2005a, p. 511], dans la
mesure ou ce systeme formel présente des caractéristiques métamathématiques analogues a
celles de PRA tout en étant un peu plus faible. Par contre, il n’y a aucune justification d’un tel
choix sur la seule base des critéres finitistes, sachant que ce n’est pas pour rendre compte du
finitisme de Hilbert qu’il a été introduit par Jeremy Avigad. En sens inverse, 1A, est
techniquement beaucoup plus faible que PRA au point que la dérivabilit¢é n’y est pas
représentable, ce qui I’immunise®’ contre ’application du second théoréme de Godel de 1931.
Karl-Georg Niebergall et Matthias Schirn sont conduits au choix de ce systéme formel par leur
refus de prendre en compte les énoncés [ [; parmi les énoncés de R et Charles Parsons est amené
a IAo par son refus de prendre en compte 1’exponentiation parmi les fonctions de R. Dans les
deux cas, nous avons contesté le caractere abusif (du point de vue finitiste) de ces restrictions.
Au-dela de la proposition de Georg Kreisel de 1958, que nous avons déja évoquée et sur laquelle
nous ne reviendrons pas®, les suggestions de rendre compte des preuves finitistes par un
systeme formel au contraire plus fort que PRA, ont essentiellement quatre sources. La premiere
est le constat, mentionné par exemple par Richard Zach [Zach 2005a, p. 510] et [Zach 2007,
p. 425-426], que les démonstrations de consistances obtenues par 1’école de Hilbert dans les
années 1920 utilisaient des méthodes de preuve qui dépassaient déja PRA. Nous I’analyserons
en détail au § 4.1 en en soulignant les limites. La deuxieéme qui lui est liée, est basée sur
I’interprétation des propos de [Hilbert, Bernays 1934] dont nous avons déja relevé 1’ambiguité
(§ 1.2). La troisiéme est liée a I’utilisation de la régle @ introduite par Hilbert en 1930, que nous

analyserons en détail au § 3.2 dans le cadre des extensions du finitisme originel, en en

% Panu Raatikainen suggére également la possibilité d’utiliser un systéme formel plus faible que PRA pour
rendre compte de I’arithmétique finitiste de Hilbert, mais sans en définir le contenu [Raatikainen 2003, p. 160-
161].

% Compte tenu de la description que I’auteur en donne [Potter 2000, p. 232, 238-239] et sachant qu’il renvoie
explicitement a [Parsons 1998], on peut penser qu’il se réfere a IA; (méme s’il le nomme EA). D’un autre coté, il
précise que ce systeme formel est a la fois complet [saturé] et décidable [Potter 2000, p. 232], ce qui n’est
évidemment pas compatible avec 1A mais ferait plutdt penser a ERA.

¥ Nous serons amenés & aborder dans le détail ce point technique au § 3.3.

% Cette position qui conduit a étendre S jusqu’a PA est peu ou prou reprise par Solomon Feferman [Feferman
1988b, p. 374] ; nous serons amenés a y revenir au § 4.2, en analysant les réalisations partielles du programme
de Hilbert.
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soulignant également les limites. La quatriéme se fonde sur les échanges épistolaires de 1931,
que nous avons déja analysés (§ 1.2). Cette derniere est clairement la plus radicale, puisqu’elle
revient a refuser 1’idée méme que les preuves finitistes puissent étre traduites par un systéme
formel unique. Nous en avons toutefois mentionné les limites, nous n’y reviendrons donc pas.
Sur la base de I’expression générale du Programme a laquelle nous sommes parvenus au § 1.1,
a savoir : montrer de maniere finitiste que tout théoreme « réel » de T est vérifiable, son
expression technique dans le cadre de I’interprétation standard de la thése de Tait devient :
montrer dans PRA que tous les théorémes de la partie « réelle » de T sont également des
théoremes de PRA, donc (via le deuxiéme volet) que T est conservatif par rapport a PRA pour
les énoncés [1;*.

Comme nous I’avons déja indiqué, le gros reproche que 1’on peut faire a cette interprétation
standard du troisiéme volet de la theése de Tait, est que le fait de définir ce qu’est une preuve
finitiste en général, va au-dela du seul but de donner un contenu technique au programme de
Hilbert au sens restreint et contraint inutilement ce dernier. En particulier, nous contestons a
John Burgess que le Programme (ou la nécessité d’en définir le contenu technique) impose que
le contenu de la base intuitive du finitisme ait lui-méme besoin d’étre justifi¢ par une preuve
finitiste [Burgess 2010, p. 137]. Le strict besoin du Programme, consiste en effet seulement a
définir une procédure finitiste permettant d’établir la consistance de la partie « réelle » du
systeme formel T retenu formalisant I’arithmétique du deuxieéme ordre, en utilisant le critére de
vérifiabilité, la base intuitive du finitisme étant reconnue a priori par évidence. Il s’agit donc de
démontrer la consistance de I’ensemble des théorémes « réels » de T (possiblement obtenus par
le détour d’axiomes et de régles « idéaux »), c’est-a-dire, sur la base des deux premiers volets
de la thése de Tait que nous reprenons a notre compte, de tous les énoncés de T qui sont de la
forme A¢ et [, (et sont donc parfaitement circonscrits), et qui sont des théorémes. Nous
proposons pour cela une voie qui réponde directement a I’exigence globale du Programme, sur
la méme base des deux premiers volets de la thése de Tait, mais en utilisant une version
libéralisée de son troisieéme volet, qui s’exprime sous la forme de deux affirmations :

1) la consistance de PRA (qui est finitiste par construction) est supposée assurée par évidence

. ... 90
intuitive” ;

% Nous rappelons qu’un systéme formel B est dit conservatif par rapport & un systéme formel A pour un certain
type d’énoncés @, si pour tout énoncé de ce type on a : si g @, alors —a @.

% Une telle position, que nous justifierons au § 3.1, rend naturellement compte de I’affirmation de Bernays selon
laquelle PRA est trop restrictif pour rendre compte de la théorie intuitive des nombres [Hilbert, Bernays 1934
(2001), p. 406-407].
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2) il est de plus requis que tous les théorémes de la partie « réelle » de T soient également des
théorémes de PRA, donc que T soit conservatif par rapport a PRA pour les énoncés []; (ceux-
ci étant compris comme des « jugements hypothétiques »), la vérification devant elle-méme étre
effectuée au sein de PRA ; cette solution est a la fois parfaitement définie et répond
explicitement & I’exigence finitiste du Programme via ’affirmation précédente”’.

Nous aboutissons bien ainsi a une procédure finitiste parfaitement définie de démonstration de
consistance de la partie réelle de T, méme si elle tout a fait différente de celle qu’imaginait
Hilbert (que nous avons présentée au § 1.1). Si, sur un plan purement technique, la seconde
affirmation recouvre strictement I’expression technique du Programme obtenue dans le cadre
de I’interprétation standard de la thése de Tait, sa différence majeure (au-dela de rappeler la
spécificité de la compréhension des énoncés [ ;) est qu’elle ne limite pas le finitisme a PRA,
celui-ci n’étant qu’un élément de celui-1a. Contre cette interprétation standard, elle n’interdit
nullement au finitiste de reconnaitre ce fait, et plus généralement la theése de Tait ainsi
libéralisée elle-méme, bien entendu sur une base intuitive qui va au-dela de PRA. Egalement
contre I’interprétation standard, le finitiste peut savoir et sait que PRA est consistant’

(condition de possibilité du Programme).

1.5 Expression technique du programme de Hilbert au sens restreint dans le

cadre de interprétation retenue

Nous présentons d’abord les relations techniques un peu subtiles existant entre les
différentes notions métamathématiques de consistance, de correction, et de complétude, dans
un cadre classique (non finitiste)””. Eu égard a notre centre d’intérét, nous nous limitons a
I’arithmétique du premier ordre (en logique classique) et méme aux seuls énoncés Ao, [];, et
2.1. Plus particuliérement, nous nous intéressons a la correction et a la complétude par rapport

au modele standard de 1’arithmétique. Pour cela, I’on utilise classiquement les notions

°! Si tous les commentateurs du programme de Hilbert font bien état d’un tel critére de conservativité, aucun
d’entre eux ne le présente comme [’expression d 'une exigence finitiste qui en minimise les contraintes, appliquée
a la requéte exprimée par la formulation standard du Programme.

%2 Sachant que ce n’est pas parce que le finitisme selon notre interprétation n’est pas limité a PRA qu’il n’est pas
pour autant parfaitement défini et circonscrit, en comprenant : PRA, la connaissance de la consistance de PRA et
possiblement, la connaissance de son propre contenu.

%3 Leur connaissance est d’abord nécessaire pour la discussion qui va suivre sur les différentes interprétations qui
ont été proposées en prolongement de la thése de Tait. Elle est également indispensable, dans la mesure ou elle
intervient dans tous les résultats métamathématiques qui ont été obtenues postérieurement aux théorémes de
Godel de 1931, et que nous allons aborder dans la suite de notre analyse.

42



respectives de Aop-correction, [];-correction, 2;-correction et de A¢-complétude, [I;-
complétude, 2;-complétude, étant sous-entendu (dans ce paragraphe) que celles-ci se
rapportent a I'un des modéeles (standard ou non) de n’importe quel systéme formel raisonnable
de I’arithmétique. La définition de chacune de ces notions est assez intuitive’* ; elle est illustrée

, S - . . 95 \
sur le schéma B ci-aprés en se limitant alors aux seuls énoncés Ag et [[;”° et au mode¢le standard

’ . , , , . \ . . 96
(noté Mo). Nous avons par ailleurs représenté sur le schéma C ci-apres, les liens logiques

existant entre toutes ces notions et les autres notions métamathématiques plus générales que
nous avons déja introduites’’. La situation peut étre résumée en distinguant cinq niveaux, dont
trois principaux”®, d’exigence ou de contrainte croissante pour le systéme formel. Le niveau le
plus faible (1 sur le schéma C) est associé a la consistance simple (la non-contradiction), lui
sont rattachées (de maniere coextensives) a la fois, la Ap-correction, la Ap-complétude (donc la
complétude syntaxique pour les énoncés Ap), la [ [;-correction, et la 2.;-complétude. Un niveau
d’exigence légérement plus élevé (2 sur le schéma C) est nécessaire pour obtenir la X ;-
correction : il correspond a la 1-consistance’. Un niveau d’exigence beaucoup plus élevé (4 sur

le schéma C) est nécessaire pour obtenir la [ [;-complétude et partant la complétude syntaxique

% Nous la rappelons tout de méme. La correction relative a la famille d’énoncés d’un type donné (pour un
systéme formel donné de I’arithmétique et par rapport a un modele, consiste dans le fait que tout énoncé de ce
type, dérivable dans ce systeme formel, est vrai dans ce modele). De maniére duale, la complétude (sémantique)
relative a la famille d’énoncés d’un type donné (pour un systéme formel donné de I’arithmétique et par rapport a
un modéle), consiste dans le fait que tout énoncé de ce type, vrai dans ce modéele, est dérivable dans ce systéme
formel.

% Sur ce schéma, les fléches en trait plein caractérisent les relations qui peuvent étre établies en supposant la 1-
consistance du systeme formel. Quant aux fléches en traits pointillés, elles caractérisent des relations qui
nécessitent la condition supplémentaire forte de complétude syntaxique du systéme formel pour les énoncés
[Tiet).

% Ces liens ne sont jamais mentionnés intégralement dans les ouvrages classiques (on en trouve une part notable
dans [Smorynski 1977], [Isaacson 1992] et [Smith 2007]), bien qu’ils soient cruciaux pour la discussion qui va
suivre. Il est vrai qu’ils s’établissent facilement a partir des définitions mémes des notions introduites, en prenant
en compte les symétries implicites de ces définitions ainsi que la dissymétrie fondamentale existant entre les
énoncés ) et [1; (en supposant seulement la consistance simple) :

1) tous les énoncés 2 intuitivement vrais sont dérivables ;

2) tous les énoncés [ [ intuitivement faux sont réfutables.

°7 Ce schéma doit se lire de la maniére suivante : les notions situées au sein d’un méme niveau sont
coextensives ; si un niveau est inclus dans un autre, les notions du niveau le plus large s’y appliquent a fortiori.
% Qui prendront toute leur importance lorsque nous discuterons des conditions d’application des deux théorémes
de Godel de 1931.

% Nous rappelons que la 1-consistance, notion purement syntaxique, est 1’@-consistance ot les instances de ¢(x)
sont limitées a des énoncés A. Le résultat obtenu montre qu’elle correspond sur le plan sémantique a I’union de
la [T;-correction et de la X;-correction (I’w-consistance elle-méme étant une exigence plus forte, qui correspond
sur le plan sémantique a la correction par rapport a un modele de tout type d’énoncé du systéme formel : y
compris au-dela de Ay, [1; et 2)).
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pour les énoncés [1; et X; : il correspond 4 la 1-complétude'™. Pour achever la circonscription
de ce paysage métamathématique, il faut encore mentionner la « consistance externe », qui a
été introduite a la fois par Bernays et par Godel, mais dans deux sens différents. La consistance
externe au sens de Bernays a été explicitement introduite par celui-ci pour éliminer la situation
« pathologique » que nous avons déja évoquée de systemes formels 1-inconsistants tout en étant
consistants, pour lesquelles certains théorémes >.; sont intuitivement faux, mais vrais dans un
modele non standard [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 336-337]. Cela rend clairement
incompatible la prise en compte des énoncés Y| avec le finitisme de Hilbert'”', comme le fait
remarquer Dag Prawitz [Prawitz 1981, p. 258]. La consistance externe au sens de Bernays se
rameéne a la >.;-correction et est donc équivalente a la 1-consistance, méme si ’auteur distingue
explicitement les deux notions, possiblement avec une arriere-pensée de prise en compte du
contexte finitiste [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 344, n. 3]. La consistance externe au sens
de Godel a été introduite par celui-ci dans le but de rendre compte de la requéte du programme
de Hilbert ; elle correspond a la vérifiabilité (au sens de Bernays) des énoncés [, dérivables
[Godel 1972b (1990), p. 305]. Au moins dans un cadre classique, elle est donc coextensive avec
la consistance simple, résultat mentionné par Godel et souligné par Solomon Feferman
[Feferman 1990, p. 286] ; elle est également coextensive a la [ [;-correction, comme le signale

Richard Zach [Zach 2005a, p. 507-508].

1% Nous rappelons également que de maniére analogue  la 1-consistance, la 1-complétude est I’o-complétude

ou les instances de ¢(x) sont limitées a des énoncés A,. Le résultat obtenu montre qu’elle correspond sur le plan
sémantique, a I’'union de la >.;-complétude et de la [],-complétude.

e probléme ne disparait cependant pas en limitant les énoncés « réels » aux seuls énoncés [[;. En effet, ainsi
que I’indique Kleene, il suffit de considérer la négation d’un théoréme X, faux, qui est a la fois [[; (donc

« réel »), vrai, et réfutable [Kleene 1986a, p. 135]. Or si I’exigence que les énoncés « réels » réfutables soient
faux n’est pas une expression du Programme stricto sensu (nous allons y revenir), il n’en reste pas moins que de
tels énoncés « pathologiques » ne s’accordent pas avec son esprit, ainsi que 1’a souligné Jacques Dubucs
[Blanché, Dubucs 1996, p. 379].
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Schéma B : Relations entre les notions métamathématiques classiques liées aux énoncés Ag et [ 1,
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Schéma C : Liens logiques entre les différentes notions métamathématiques classiques se référant
a un modéele quelconque (standard ou non)




La question se pose maintenant de savoir ce que devienne les différentes notions
métamathématiques définies dans un cadre classique, lorsque I’on se place dans le cadre finitiste
au sens de Hilbert. Pour cela, le cadre finitiste que nous retenons est celui de la thése de Tait,
aussi bien dans sa version standard que selon notre propre interprétation. Comme nous 1’avons
vu, il en résulte d’emblée trois caractéristiques spécifiques : 1) la vérité prise en compte est la
vérité intuitive'*?, 2) les énoncés [, qui interviennent dans la [];-correction et la [];-
complétude doivent étre compris en tant que « jugements hypothétiques », 3) la X-
correction ainsi que la 2;-complétude ne peuvent méme pas y étre définies (les énoncés 2.,
étant « idéaux » n’ont pas de valeur de vérité). Pour ce qui concerne les énoncés Ao, nous avons
vu au § 1.4 que ceux-ci sont directement finitistes. Par ailleurs, pour tout systeme formel de

13 Enfin, étant « réels », on sait

I’arithmétique effectif et consistant, ils sont décidables
reconnaitre pour chacun d’eux, dans un cadre finitiste, s’il est (intuitivement) vrai ou s’il est
(intuitivement) faux. Il en résulte que I’on retrouve directement les relations de coextensivité
entre consistance simple, Ap-correction (qui se confond alors avec la vérifiabilité des énoncés
Ao dérivables) et Ap-complétude, qui existent dans le cadre classique. Dans le cas des énoncés
[11, dans la mesure ou chacune de leur instance est un énoncé A, et ou ils sont compris en tant
que « jugements hypothétiques », la définition et les relations qui lient les notions de [;-
complétude, [ [;-correction, et vérifiabilité des énoncés [[; dérivables, dans un cadre classique,
sont également conservées dans un cadre finitiste. Il est par contre clair que ces notions dans
un cadre finitiste (c’est-a-dire ou les énoncés [[; sont compris comme des « jugements
hypothétiques »), qui constitue le cadre naturel pour la derniére citée (la consistance externe au
sens de Godel), sont plus faibles que leurs pendants classiques (ou les énoncés [ [; sont compris
classiquement) et en particulier plus faibles que la consistance (simple). Par ailleurs les notions

. . .. 104
de 1-consistance et de 1-correction n’ont pas de sens dans un cadre finitiste , dans la mesure

192 1 es énoncés vrais au sens intuitif selon Hilbert, sont clairement beaucoup plus limités que ceux qui sont vrais

dans le modele standard de n’importe quel systéme formel raisonnable de 1’arithmétique, en incluant par
exemple les énoncés X°; vrais, méme si ces derniers sont en général également rattachés a I’intuition
(évidemment en un sens différent de celui de Hilbert).

193 Crest ainsi que dans le systéme ERA qui ne contient que des énoncés A, (voir le tableau I du § 1.4), on est en
mesure d’établir directement et de maniére finitiste, a la fois sa complétude syntaxique et sa consistance (d’une
maniére analogue a celle préconisée par Hilbert).

1% Ce qui est cohérent avec le fait que sur un plan sémantique, la 1-consistance est coextensive avec 1’union de
la [T;-correction et de la X;-correction, cette derniére ne pouvant étre définie dans un cadre finitiste (et d’une
maniére analogue pour la 1-complétude par rapport a la 2;-complétude). Cela ne veut bien sir par dire pour
autant que le probléme posé par la situation « pathologique », qui a conduit Bernays a introduire sa notion de
consistance externe, disparait dans un cadre finitiste (se reporter a la note 101). Nous allons aborder cette
situation particuliere dans la discussion qui suit.
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ou leur définition fait intervenir de maniere essentielle la quantification universelle comprise
classiquement (sachant que les définitions analogues que 1’on pourrait introduire dans un cadre
finitiste, seraient alors trivialement toujours vérifiées).

Nous abordons enfin la discussion de la pertinence des différentes formulations du
programme de Hilbert au sens restreint qui ont été¢ proposées en prolongement de la thése de
Tait (donc en acceptant au moins partiellement celle-ci), au-dela de celle que nous avons
retenue. Pour cela, nous choisissons d’aborder le probleme de la manicre la plus générale (et
formelle), en commengant par mettre provisoirement de coté les résultats issus du paragraphe
précédent, avec 1’objectif de circonscrire I’ensemble des situations possibles. Nous introduisons
a cet effet des conventions de notation plus fines que celles que nous avons déja
introduites'””. Sur le plan sémantique, Ry désigne I’ensemble des énoncés réels vrais et Rg
désigne ’ensemble des énoncés réels faux'” (au sens classique ou au sens de Hilbert). Sur le
plan syntaxique, pour chacun des deux systémes formels S et T, I’ensemble des énoncés
constitutifs se décompose en ceux dérivables, indécidables et réfutables et bien entendu pour T,
il faut encore distinguer les énoncés « réels » et les énoncés « idéaux » sachant que par
construction, I’ensemble des énoncés de S se confond avec R. Au sein de S et de T on est alors
conduit a une liste exhaustive de neuf classes d’énoncés, trois pour S et six pour T, qui sont

rassemblés dans le tableau suivant :

Tableau II : Convention de notation syntaxique concernant les énoncés des systemes formels
SetT

S « Réels » T « Réels » | « Idéaux »
Dérivables | Sar Dérivables | Tqr Tar
Indécidables | Sir Indécidables | Tir Ti
Réfutables Sk Réfutables T Ta

Il en résulte d’emblée les relations : R = Ry + Rp = Sgr + Sir + S;r = Tar + Tir + Tir (comme
cela apparait immédiatement sur le schéma D suivant, limité aux énoncés « réels » et dont la

représentation suppose implicitement que la 1-consistance est assurée) et : I = Tq + Ti + Th.

105 = . 1 . . r s 1z \
Nous désignons par R ’ensemble des énoncés « réels », I ’ensemble des énoncés « idéaux », S le systeéme

formel (ou I’ensemble des énoncés de celui-ci) formalisant R avec I’exigence de finitisme et T le systéme formel
(ou ’ensemble des énoncés de celui-ci) formalisant I + R sans I’exigence de finitisme. Ce choix terminologique,
essentiellement issu de Godel en 1930 [Dawson 1984b, p. 125] est aujourd’hui trés consensuel.

1% Sachant que seuls les énoncés « réels » sont concernés par les conditions de vérité, puisque pour Hilbert, les
énoncés « idéaux » ne sont ni vrais ni faux.
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Vrais (Ry) i Dérivables (Sqr) i Dérivables (Tar)
~--- Indécidables (Sig) ---- r--- Indécidables (Tig) ----
Faux (Ry) i i Réfutables (Tr)
: Réfutables (Sr) :

Schéma D : Liens généraux entre les énoncés « réels » de R et des systémes formels S et T

Ce qui est fondamentalement en jeu dans I’expression du Programme est bien sir le lien entre
Ry, Sdr et T4r. La premiére condition (impérative) de possibilité du Programme que nous avons
évoquée, qui correspond a la vérifiabilité de Sqr, se traduit par la condition : Sqg < Ry. La
seconde condition (éventuelle) de possibilit¢ du Programme que nous avons également
évoquée, qui correspond a la décidabilité de chacun des énoncés de S, implique la relation
symétrique : Ry < Sqr. Par construction, il est supposé que T étende S, ce qui se traduit par la
relation : Sqr < Tqr. Enfin, le caractére possiblement conservatif de T par rapport a S pour les
énoncés réels se traduit par la relation symétrique : Tqr < Sgr. Notre point de départ est constitué
d’une part de la premiére condition de possibilité du Programme : Sqr < Ry et d’autre part de
I’hypothese que T étende S par construction, soit : Sqr < Tqr. Sur cette seule base, il n’y a alors
que quatre solutions possibles'”’, que nous allons analyser les unes aprés les autres (par
généralité décroissante) : 1) Sqr < Ry < Tar, 2) Sir < Tar < Ry, 3) Sir = Tar < Ry, 4) Sgr =
Tsqr = Ry. Remarquons au préalable que le Programme sous sa forme générale se déduit
directement de nos seules hypothéses initiales. Supposons en effet que T soit (simplement)
inconsistant, alors par simple effet de propagation les théorémes communs avec S vont 1’étre
¢galement, ce qui est incompatible avec I’hypothése de consistance simple de S. Cette situation

est donc interdite.

"7 Qui recoupent celles discutées par Peter Smith [Smith 2007, p. 254-255].
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La premicere solution formelle : Sqr = Ry < Tgr traduit I’éventualité que certains théorémes
« réels » de T ne soient pas vrais. Comme T est supposé consistant (mé€me si c’est ce que 1’on
cherche a établir) c’est donc (dans le cadre classique) la situation trés particuliére que nous
avons déja évoquée, ou T est consistant tout en étant 1-inconsistant. Bien que cette situation
soit permise par notre formalisme (dans ce paragraphe), on peut raisonnablement considérer
que la condition de vérifiabilité qui caractérise S doit s’appliquer également a T, ce qui I’interdit
alors. De fait, aucun commentateur n’a envisagé de traduire le Programme de cette manicre.
Nous n’en dirons donc rien de plus a ce niveau'®.

La deuxiéme solution formelle : Sqg © T4qr < Ry est beaucoup plus intéressante. Elle
correspond en effet a 1’interprétation raisonnable la plus libérale du Programme, qui n’exige
pas le caractére conservatif de T par rapport a S pour les énoncés « réels ». Une telle solution a
été¢ défendue avec vigueur par Michael Detlefsen : [Detlefsen 1990], et reprise a sa suite par
Marcus Giaquinto : [Giaquinto 2002] et dans une certaine mesure par Panu Raatikainen :
[Raatikainen 2003], contre une tradition bien établie jusqu’alors. La question est donc de savoir
dans quelle mesure cette interprétation est compatible avec les exigences de Hilbert. Pour
intégrer la thése de Tait (selon une certaine interprétation), Michael Detlefsen est conduit a
introduire une double partition parmi les énoncés R, entre ceux qui sont « finitairement vrais »
(respectivement « finitairement faux ») qui correspondent strictement a ceux qui sont dérivables
dans S (respectivement réfutables dans S), et les autres qui correspondant aux indécidables de
S vrais dans R (respectivement faux dans R). En considérant que seuls les premiers sont
pertinents pour exprimer les exigences finitistes de Hilbert, il pose la question de savoir si
celles-ci imposent alors que les théorémes « réels » de T soient « finitairement » vrais (donc
dérivables dans S) ou bien qu’ils ne soient pas « finitairement » faux (donc réfutables dans S) ?
L’existence au moins possible d’énoncés « réels » indécidables dans S mais dérivables dans T,
fait que les deux situations ne sont pas identiques'?’. Si I’on introduit alors le troisiéme volet de
la theése de Tait selon I’interprétation standard : les énoncés « réels » vrais sont les théorémes
de PRA, il en résulte dans le premier cas (mais non dans le second) que les théorémes « réels »
de T doivent étre des théorémes de S (qui se confond alors avec PRA), donc que T doit étre
conservatif par rapport a PRA pour les énoncés [ 1. En suivant une tendance assez naturelle les

commentateurs ont en général choisi la premicre possibilité (la vérité « finitaire »), tandis que

1% Nous serons amenés a revenir sur cette situation lorsque nous ferons intervenir les théorémes de Godel de

1931.

1% En anticipant sur la discussion a venir, le fait qu’il y ait effectivement des énoncés [, indécidables dans PRA
mais dérivables dans PA (a fortiori dans un systéme formel formalisant ’arithmétique du deuxiéme ordre), rend
cette alternative cruciale.
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[Detlefsen 1990], [Giaquinto 2002] et [Raatikainen 2003] font évidemment état de la seconde
(la fausseté « finitaire »), ce qu’ils nomment « la stireté finitaire » [Giaquinto (2002), p. 185].
Si ’on fait abstraction du fait qu’une telle double partition des énoncés de R est totalement
¢trangere a Hilbert, si ’on s’en tient aux textes, ceux-ci semblent donner raison a Michael
Detlefsen comme cela apparait sans ambiguité sur les deux des trois citations que nous avons

déja mentionnées, qui sont explicites sur ce point :

[...]; nous aurions I’assurance que ces méthodes arithmétiques usuelles ne peuvent jamais conduire a un
résultat dont on pourrait démontrer la fausseté ; [...].

[Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 98 ; souligné par nous]

Cette vision [du finitisme de Hilbert] suppose [...] qu’aucun théoréme faux ne devient prouvable a travers
I’adjonction des axiomes transfinis [...].

[Godel en 1930, dans Dawson 1984, p. 125 ; souligné par nous]

Celui-ci peut alors prétendre tout a la fois respecter les exigences de Hilbert et se rattacher (au
moins partiellement) a la these de Tait, sans que le caractere conservatif de T par rapport a PRA
pour les énoncés [ [; soit imposé. La justification la plus générale et la plus précise en est donnée
par Marcus Giaquinto dans [Giaquinto 2002] en trois points :

1) le programme est formulé au travers de la nécessité de montrer finitairement qu’aucun
énonce¢ réel faux n’est dérivable dans T [Giaquinto 2002, p. 185] ;

2) il est fait appel a la relation classique que nous avons déja mentionnée selon laquelle tous les
énoncés [[; faux sont réfutables dans S (consistant par définition) ;

3) on en déduit alors directement la formulation proposée du programme :

[...] la conclusion désirée du programme de Hilbert peut étre restituée ainsi : pour tout énoncé finitaire
[réel] de I’arithmétique o, si a est dérivable dans T, a n’est pas réfutable dans S.

[Giaquinto 2002, p.180 ; le commentaire entre crochets est notre]

Cette voie autorise en particulier que certains énoncés réels dérivables dans T soient en fait
indécidables dans S, en opposition a I’exigence de conservativité de T par rapport a S pour les
énoncés réels. La pierre d’achoppement d’une telle justification concerne le point 2 et porte sur
le fait que si la relation en question est bien établie classiquement, elle n’est pas justifiée

110

finitairement” . En effet, tout ce que I’argument technique précis donné par Marcus Giaquinto

" Ce qui raméne cette solution a une extension du programme de Hilbert au sens restreint, a I’instar de I’option
instrumentaliste que Michael Detlefsen défend par ailleurs et que nous analyserons au § 3.4.
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montre [Giaquinto 2002, p. 179], est que pour tout énoncé [ [, o donné, on est effectivement en
mesure de montrer de maniere finitiste qu’il est réfutable dans S. L’auteur ne fournit cependant
aucune procédure qui soit finitairement acceptable et qui permette d’envisager tous les o,
sachant qu’il est évidemment finitairement interdit de les parcourir un a un. C’est précisément
pour une raison analogue que nous avons ¢été contraint de limiter la libéralisation que nous avons

introduite sur le 3™

volet de la these de Tait, en imposant justement la nécessité du caractere
conservatif de T par rapport a S pour les énoncés réels.

La troisiéme solution : Sqr = T4qr < Ry, traduit justement le caractére conservatif de T par
rapport a S pour les énoncés « réels », ce qui rejoint la position que nous défendons et qui a
¢galement été retenue par la plupart des commentateurs. Stephen Simpson en donne la

formulation la plus précise :

[...] montrer que la consistance du systéme formel Z, peut étre menée dans le systéme formel PRA. Si
cela pouvait étre fait, il s’ensuivrait que chaque énoncé [, qui est prouvable dans Z, est également
prouvable dans PRA. Nous voudrions décrire cette sorte de chose [le programme de Hilbert] en disant
que Z, est conservatif par rapport &8 PRA pour les énoncés [;.

[Simpson 1988, p. 352 ; le commentaire entre crochets est notre]

Mais I’origine de son introduction, en lien avec la prise en compte de 1’intégralité des exigences
finitistes de Hilbert, est rarement soulignée par les commentateurs a I’exception de Philip
Kitcher [Kitcher 1976, p. 103-104] et dans une moindre mesure de Dag Prawitz [Prawitz 1981,
p. 253-254]. Lorsque Michael Potter prétend s’appuyer sur I’unique formulation explicite de
Hilbert sur le sujet [Potter 2000 p. 226] que nous avons déja citée [Hilbert 1926 (1972), p. 235],
pour justifier la prise en compte du caractére conservatif de T par rapport S (pour les énoncés
[1)), il commet manifestement un abus d’interprétation'''. Par ailleurs, I’essentiel de la critique
de Michael Detlefsen contre cette solution porte en fait sur I’exigence de complétude syntaxique
de S pour les énoncés [[; (c’est-a-dire notre quatriéme solution, dont I’analyse est a
venir) [Detlefsen 1990, p. 357-358]. A sa suite, Panu Raatikainen tombe dans le méme travers
[Raatikainen 2003, p. 162]. Or une telle critique est immédiatement réfutée sur la base de la
simple remarque que I’interprétation contestée est certes une conséquence de la complétude
syntaxique de S pour les énoncés [, lorsque celle-ci est présente, mais qu’elle ne ['impose

nullement.

""" Comme le montre I’interprétation de Hilbert que propose Richard Zach [Zach 2007, p. 430], méme si celui-ci
a tendance a tomber dans I’exces inverse en niant que le caractére conservatif de T par rapport S soit une
exigence du programme de Hilbert au sens restreint, ce qui est tout aussi abusif.
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La quatriéme solution : Sqr = T4r = Ry est défendue par Craig Smorynski dans [Smorynski
1977] et [Smorynski 1988]'"2. C’est la plus contraignante puisqu’elle impose ainsi que S et
partant I’ensemble des énoncés « réels » de T : Tgr + Tir + Tir soit 1-complet (dans un cadre
classique). Nous avons vu que la 1-complétude est une condition particuliérement forte, qui se
rameéne a la complétude syntaxique des énoncés de type [1; et 2;. Cette solution exprime ainsi
I’exigence de décidabilité de chacun des énoncés « réels », ce qui recouvre ce que nous avons
appelé la seconde (éventuelle) condition de possibilité du Programme. Une telle interprétation
« plus royaliste que le Roi » semble respecter a défaut de la lettre (manquante), I’esprit du
Programme. Cette solution s’avére cependant beaucoup trop contraignante, dans la mesure ou
le seul systéme formel qui pourrait alors étre retenu pour S : ERA, est bien trop pauvre pour
servir le dessein de Hilbert. Surtout, le fait pour Hilbert de défendre par ailleurs une forme

d’optimisme rationaliste (le refus de I’ignorabimus)'"

n’implique nullement, dans le cadre du
programme au sens restreint, une exigence de complétude syntaxique pour les énoncés [[; du
systéme formel destiné a rendre compte des énoncés « réels » de maniere finitiste. Cette solution
est donc inutilement contraignante.

Finalement, sur les quatre interprétations possibles du programme de Hilbert au sens
restreint intégrant la thése de Tait, on peut éliminer d’emblée la (premiere) solution non
raisonnable d’un systeme formel traduisant I’ensemble des mathématiques « idéales » et
« réelles », consistant mais 1-inconsistant dans un cadre classique. En sens inverse, la
(quatrieme) solution d’une exigence de complétude syntaxique pour les énoncés []; du systéme
formel traduisant de maniére finitiste les seules mathématiques « réelles », est quant a elle
inutilement contraignante. Enfin, la prise en compte de I’ensemble des contraintes finitistes du
programme de Hilbert impose 1’exigence du caractére conservatif du systéme formel traduisant
I’ensemble des mathématiques « idéales » et « réelles » par rapport au systéme formel traduisant
de manicre finitiste les seules mathématiques « réelles » pour les énoncés « réels » (troisieme
solution), contre 1’option plus libérale de Michael Detlefsen qui ne I’impose pas (deuxiéme
solution). A I’issue de I’ensemble de cette analyse et en conformité avec notre objectif, nous
sommes maintenant en mesure de formuler de maniére techniquement précise le programme de
Hilbert au sens restreint selon notre interprétation. Celui-ci se rameéne a la requéte suivante :

114

montrer dans PRA le caractére conservatif de Z, "~ (a fortiori de PA) par rapport a PRA pour

"2 Au-dela de la subtilité qu’il introduit, ol il en vient a évoquer les programmes de Hilbert en distinguant le
programme (sans la conséquence du finitisme) du Programme (avec) [Smorynski 1988, p. 43, 52, 54].

'3 Position que nous discuterons au § 5.2.

"4 Nous rappelons que Z, désigne la théorie de I’arithmétique du second ordre.
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r r 115 . A . . y .
les énoncés [ [, (ceux-ci devant étre compris comme des « jugements hypothétiques »). Nous

allons pouvoir ainsi analyser dans quelle mesure ce Programme a été invalidé par les deux

théorémes de Godel de 1931.

'3 Ce qui recouvre trés exactement la formulation de Stephen Simpson que nous avons déja citée [Simpson
1988, p. 352].
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2 Le programme de Hilbert au sens restreint a-t-il été invalidé par

les deux théorémes de Godel de 1931 ?

Se poser aujourd’hui la question de 1’incidence des théoremes de Godel de 1931 sur le
programme de Hilbert peut sembler curieux tant la cause parait entendue, comme I’illustre le
florilege suivant ou une telle position est exprimée par des auteurs reconnus, dans des tonalités
variées [Weyl 1946, p. 13], [Ladriere 1957, p. 402], [Kreisel 1958b, p. 472], [Lakatos 1967
(1986), p. 36], [Sieg 1988, p. 338], [Simpson 1988, p. 349], [Smith 2007, p. 258-259] et [Zach
2007, p. 411]. Cette attitude est par ailleurs concordante avec les données historiques connues
concernant I’accueil des résultats de Godel par I’école de Hilbert. D’un point de vue technique,
ces résultats ont en effet été¢ acceptés trés rapidement a la fois par von Neumann, dés la
communication de Gddel lors de la table ronde du 7 septembre 1930 a Konigsberg [Dawson
1985 (1990), p. 77], puis par Bernays''® [Bernays 1935a, p. 68] et [Hilbert, Bernays 1939
(2001), p. 314] ainsi qu’Herbrand [Herbrand 1931a, p. 213-214] et [Sieg 2003a, p. 4], sachant
que tous les trois''” ont eu un échange épistolaire avec Godel. Du point de vue de la perception
par ces acteurs de I’impact des théorémes sur le Programme, si I’on met a part le cas de Hilbert
lui-méme (sur lequel nous reviendrons au § 3.2), les quelques données disponibles vont
¢galement dans ce sens [Feferman 1993b (1998), p. 190] et [Carl Hempel, cité dans Dawson
1997, p. 70]. 11 est toutefois possible de relever quelques notes discordantes au sein de ce
consensus''® [Kleene 1986a, p. 127] et [van Bendegem 1993, p. 343]. L’objection majeure qui
a relancé le débat avec un certain retentissement dans la communauté des philosophes de la
logique, est cependant venue de Michael Detlefsen : [Detlefsen 1979], [Detlefsen 1986],
[Detlefsen 1990] et [Detlefsen 2001], suivi (partiellement) par quelques rares auteurs,
principalement Marcus Giaquinto : [Giaquinto 2002] et dans une certaine mesure Panu
Raatikainen : [Raatikainen 2003]. C’est donc essentiellement la position défendue par Michael
Detlefsen, concernant aussi bien le premier théoréme de 1931 que le second, auxquels se heurte
le programme de Hilbert d’une manicre différente, que nous allons discuter. Au préalable nous

répondons aux critiques variées (aussi bien philosophiques que techniques) qui ont été

"® Nous rappelons que ¢’est dans [Hilbert, Bernays 1939] que I’on trouve la premiére démonstration compléte

du second théoréme de Godel de 1931, ’article original se limitant (pour le second théoréme) a une esquisse de
preuve.

"7 Mais non Hilbert [Godel 1966 (2003), p. 187].

"% Nous abordons au § 7.1 le cas particulier des critiques plus générales de Wittgenstein concernant les
théorémes de Godel de 1931 ainsi que le programme de Hilbert, dans [Wittgenstein 1956 (1983)].
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formulées a I’encontre du Programme, et qui visent a discréditer celui-ci indépendamment des

objections, essentiellement techniques, apportées par les théoremes de Godel de 1931.

2.1 Le programme de Hilbert au sens restreint était-il condamné d’avance ?

La premiéere critique philosophique contre I’idée méme ou I’'intérét méme du programme de
Hilbert consiste dans 1’affirmation que les mathématiques, pas plus que les autres sciences,
n’ont besoin de fondation. Elle émane d’auteurs variés mais tous d’envergure [Curry 1963 cité
par Lakatos 1967 (1986), p. 31], [Putnam 1967 (1983), p. 295], [Kreisel 1968, p. 358] et
[Shapiro 1991, p. ix]. A cette critique, au-dela de la remarque classique et consensuelle de la
spécificité des mathématiques et de la logique de ne pas dépendre du contenu du réel
empirique' "’ contrairement aux autres disciplines scientifiques, la réponse est qu’il y a bien eu
historiquement des contradictions non triviales dans au moins deux systémes axiomatiques'’,

ce qui illustre le risque encouru comme le rappelle fort justement Quine :

Mais une force supérieure [pour un systéme formel] s’accompagne du risque croissant d’incohérence
cachée. C’est un réel danger. La premicre théorie des classes développée pleinement et rigoureusement,
celle de Frege, était incohérente, comme le montra le paradoxe de Russell. On a montré de la méme
maniére, par le biais de preuves toujours plus subtiles et laborieuses, que différentes théories des classes
plus récentes étaient incohérentes ; tel en particulier fut le sort d’une version antérieure de ML lui-méme.

[Quine 1953a (2003), p. 147 ; le commentaire entre crochets est notre]

Au-dela d’une remarque trés générale de Putnam sur le fait que la démonstration de consistance
d’un systéme axiomatique n’est pas suffisante pour établir la fondation des mathématiques
[Putnam 1967 (1983), p. 303], une deuxi¢me critique philosophique qui a été émises par des
auteurs d’origine variée fait valoir ’argument relativiste classique selon lequel il est impossible
de fonder quoi que ce soit sur rien, sans point d’ancrage a priori [Godel 1953, p. 28, n. 30],
[Webb 1968, p. 177], [Resnik 1974, p. 116] et [Niebergall, Schirn 1998, p. 300-301, n. 47]. La
réponse a 1’argument relativiste est bien entendu que le Programme de Hilbert ne repose pas

sur rien, mais sur une fondation finitiste précise sur le contenu de laquelle nous avons beaucoup

"9 Si ’on met a part la position défendue par Lazlo Kalmar dans [Kalmar 1967].
120 Cing selon Reinhard Kahle, qui n’évoque pas la version initiale du systéme de Quine, mais ajoute la logique

combinatoire de Curry, le A-calcul de Church, la théorie des constructions de Kreisel et la premiére théorie des
types de Martin-Lof [Kahle 2015, p. 18].
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insist¢é dans le chapitre précédent. La troisiéme critique philosophique est que les
mathématiques sont évidemment (ou intuitivement) cohérentes et qu’une preuve de leur
consistance est donc inutile. Elle émane principalement de Georg Kreisel [Kreisel 1958a, p.
474, n. 9], [Kreisel 1968, p. 358-359] et [Kreisel 1971, p. 240], avec un fort impact dans la
communauté des philosophes de la logique et des mathématiques. L angle d’attaque de Georg
Kreisel est en trois points : 1) une démonstration de consistance, méme constructiviste ou
finitiste, n’accroit pas notre confiance dans les mathématiques utilisées (mais présente un intérét
annexe, en relation avec la compréhension de la signification des preuves de consistance
obtenues), 2) c’est seulement a la suite d’une pratique et d’une expérience mathématique que
nous nous convainquons progressivement de la consistance de systémes formels au moins aussi
forts que PA, 3) D'importance des paradoxes, quant aux risques qu’ils font courir aux
mathématiciens, a ét¢é manifestement exagérée pour des raisons philosophiques. Sur le dernier
point, qui est surtout une affaire d’opinion, on peut lui opposer par exemple le point de vue
oppos¢ de Quine que nous avons déja cité¢ [Quine 1953a (2003), p. 147]. Il convient cependant
de prendre en compte deux contre-arguments de Solomon Feferman qui s’opposent a cette

réponse :

De plus, dans le passé, toutes les inconsistances résultérent de défauts de formulation trés évidents, et ces
défauts ont été éliminés. Bien siir, il peut encore y avoir des défauts cachés et dont nous n’avons pas
conscience, mais aucun n’a émergé, méme aprés la somme massive d’investigations détaillées de tels

systémes. [Feferman 1998, p. 14]

Nommément, dans le cas de PA, nous avons un modéle intuitif absolument clair, constitué par les nombres
entiers naturels, [...]. Pour revenir, par exemple a NF [le systéme de Quine], celui-ci n’a aucun modé¢le
intuitif pour étayer notre croyance directe en sa consistance, [...].

[Feferman 2000b, p. 72 ; le commentaire entre crochets est ndtre]

Concernant le deuxiéme point, tous les systémes axiomatiques ne présentent pas le méme risque
d’incohérence, celui-ci étant d’autant plus grand que le systéme est plus puissant comme le
soulignent Stewart Shapiro (dans le cas particulier du deuxiéme ordre) et Reinhard Kahle
[Shapiro 1991, p. v], [Kahle 2015, p. 18], sachant qu’il n’est bien entendu pas possible de
circonscrire a priori la limite supérieure des systeme formels « intuitivement évidents ».
L’affirmation que des systémes axiomatiques puissants de théories mathématiques générales, a
I’instar de ZF, sont « intuitivement » ou « évidemment » consistants n’est donc pas autre chose

qu’un acte de foi, particulicrement clair dans I’humour implicite de la formulation de Georg
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Kreisel [Kreisel 1968, p. 358-359]"" ; elle ne saurait donc convaincre un sceptique. Quant au
premier point, dont I’aspect technique n’est sans doute pas contestable, il s’adresse en fait au
« mathématicien au travail ». Cela nous améne ainsi a suggérer que la position de Georg Kreisel
caractérise essentiellement une opposition, entre le point de vue « interne » (a la pratique
mathématique) du « mathématicien au travail », et le point de vue « externe » (a la méme
pratique) du philosophe des mathématiques. Cette opposition est d’ailleurs soulignée par
I’auteur lui-méme a quelques endroits [Kreisel 1968, p. 324, 359] et [Kreisel 1971, p. 252]. Or,
comme le remarque Francesco Berto [Berto 2009b, p. 172] et comme cela ressort intuitivement
des propos mémes de Hilbert que nous avons cités, I’intérét d’'une démarche visant a asseoir les
mathématiques sur une base sire est bien d’ordre philosophique : il vise a couper court au
scepticisme épistémologique. Cette dernicre position n’est donc pas contradictoire avec I’idée
qu’une telle démarche n’est pas utile pour le « mathématicien au travail » et elle permet ainsi
de réconcilier la démarche de Hilbert (entendue comme destinée a répondre au scepticisme),
avec la critique de Kreisel a I’encontre du programme au sens restreint (qu’il associe a ce qu’il
nomme justement « la tradition critique » [Kreisel 1976, p. 125]).

Les objections techniques contre le Programme de Hilbert qui ont ét¢ formulées
indépendamment des objections induites par I’irruption des théoremes de Godel de 1931 (et des
résultats complémentaires établis ultérieurement) portent sur différents points. Tout d’abord a
la fois Jean Largeault [Largeault 1972, p. 217, n. 2], Dag Prawitz [Prawitz 1981, p. 268] et Peter
Smith [Smith 2007, p. 255-256, n. 3] ont exprimé peu ou prou l’idée générale que
I’établissement de la consistance des mathématiques réelles n’était pas suffisant pour garantir
celle des mathématiques idéales. Mais, comme nous 1’avons déja indiqué, I’effet de contagion
induit par /’ex falso sequitur quodlibet qui est associé a la consistance simple (en logique
classique) répond a cette objection. Une autre objection plus précise repose sur le simple constat
que dans un systeme formel inconsistant tous les énoncés sont des théorémes, y compris ceux
qui expriment la cohérence du systéme formel. Cela a ét¢ formulé d’une maniére lapidaire par
Raymond Smullyan : « Croire a la cohérence d’un systéme sur la base du fait qu’il peut prouver
sa propre cohérence est aussi stupide que croire a la sincérité d’une personne parce que cette
derniére proclame qu’elle ne ment jamais » [Smullyan 1992 (1993), p. 104]. Dans la mesure
toutefois ou la démarche de Hilbert visait justement a établir la consistance simple de
I’arithmétique en faisant appel a des éléments métamathématiques externes au systeme

axiomatique étudié (fondés sur I’intuition des énoncés « réels »), celle-ci ne tombe pas sous le

12! Qui renvoie manifestement & la formule célébre attribuée 4 d’Alembert : « Allez de I’avant et la foi vous

viendra ».
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coup d’une critique aussi élémentaire'”>. Enfin une objection a la fois précise et forte a
¢galement été soulevée par de nombreux auteurs, a commencer par Tarski [Tarski 1933 (1974)
p. 20], qui font valoir I’insuffisance du critére de consistance simple qui conduit & autoriser des
systémes « pathologiques » consistants mais -inconsistants (et méme seulement 1-
inconsistants). Nous avons déja abordé ce point particulier (§ 1.5) et nous y reviendrons (se
reporter supra au § 3.2) ; nous rappelons qu’il se traduit par le fait que dans un cadre classique,
certains théorémes 2 ; sont alors faux dans le modele standard. Il s’avére que dans un cadre
finitiste, les énoncés 2., ne sont pas « réels » et ne sont donc en fait, ni vrais ni faux au sens de
Hilbert. Toutefois, comme nous 1’avons déja indiqué, le probléme ne disparait pas aussi
simplement : il suffit de considérer la négation d’un tel théoréme, qui est a la fois [[; (donc
« réel »), vrai (au sens de Hilbert), et réfutable. La encore, il peut étre répondu que I’exigence
que les énoncés « réels » réfutables soient faux n’est pas une expression du Programme stricto
sensu (se reporter a la discussion du § 1.5). Il n’en reste pas moins que 1’existence de tels
énoncés « pathologiques » ne s’accorde pas avec 1’esprit du Programme. Comme nous 1’avons
indiqué ce point a d’ailleurs bien été percu a posteriori (c’est-a-dire apres 1930) par Bernays,
qui a justement introduit sa notion de « consistance externe » pour interdire de tels énoncés.
Globalement, sans contester la pertinence de la dernicre citée, I’argument le plus fort contre ces
critiques (qui ont toutes ét¢ formulées a posteriori) est certainement la réalisation au moins
partielle du Programme (sur une partie limitée des mathématiques), sur laquelle nous

reviendrons au § 4.

2.2 Le programme de Hilbert au sens restreint a-t-il été invalidé par le

premier théoréme ?

Le premier théoréme de Godel de 1931 établit 1’existence d’un énoncé indécidable au sein

123

d’un systeme formel T au moins aussi fort que Q “°, effectif et consistant. D’une maniere plus

précise ses conditions d’application sont au nombre de cinq :

'22 Bien entendu, si 1’on prend en compte le fait que la métamathématique envisagée par Hilbert peut étre

projetée a I’intérieur de 1’arithmétique (par la technique de la codification godélienne), cette objection resurgit
(elle constitue méme le ressort de la démonstration du second théoréme de Godel de 1931). Mais 1’on sort alors
du cadre d’une contestation d ’emblée du Programme de Hilbert, pour entrer dans celui de 1’analyse de sa
pertinence a posteriori, ce qui est justement 1’objet des développements qui vont suivre.

12 Q, I’arithmétique de Robinson, présente la particularité de ne pas disposer du tout de schéma d’induction
(tableau I, § 1.4). Bien entendu, ce n’est pas Q (qui n’a été proposé qu’en 1952) qui est utilisé dans I’article de
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1) le systéme formel doit étre 1-consistant'** ;

2) ’ensemble de ses expressions bien formées doit étre récursif' > ;

3) ’ensemble de ses dérivations doit étre récursif ;

4) il doit permettre d’y représenter (au sens formel) toutes les FRP et les propriétés récursives
primitives'* ;

5) il doit vérifier une premiére condition de dérivabilité'?’ ; si la formule Prov'*® exprime (au

129
1

sens formel 7)) dans le langage de T la notion de dérivabilité au sein de T, et si T§' désigne

d’une maniére générale (en suivant les conventions de notation habituelles) le nombre de Godel

d’une formule quelconque & :

CD1) pour tout énoncé o, si 1 @, alors =1 Prov(To?).

Le principe de sa démonstration est rappelé ici (pour un systetme formel quelconque T

satisfaisant les exigences mentionnées).

1) On établit d’abord"*’ le lemme de diagonalisation : pour toute formule F(n), il existe

un énoncé yr tel que : =1 yr <> F(Tyr!);

1931, mais un systéme formel dérivé des Principia Mathematica, systéme formel de force analogue a celle de
PA.

124 Dans Particle de 1931 il est fait appel 4 I’hypothése (inutilement) plus forte de I’m-consistance. Par ailleurs,
le théoréme a été ultérieurement renforcé par celui de Rosser de 1936 : [Rosser 1936], en n’exigeant plus alors
que la consistance simple (les autres conditions restant inchangées).

'23 Un ensemble d’entiers est récursif s’il existe un algorithme permettant de décider de maniére certaine, a la
suite d’un nombre fini de pas, pour tout nombre entier, si celui-ci appartient ou non a cet ensemble. Dans le cas
présent, cela suppose un codage en nombres entiers des expressions du systéme formel.

126 Une propriété P ou une classe de nombres Cp est récursive primitive, s’il peut lui-étre associée une fonction
caractéristique f, qui est FRP ; Cette fonction caractéristique est elle-méme définie de la maniére suivante : 1)
f(n) = 1 si n vérifie P (appartient a la classe Cp, 2) f(n) = 0 si n ne vérifie pas P (n’appartient pas a la classe Cp).
27 En fait cette condition, issue de [Lob 1955], n’est pas indispensable pour le premier théoréme [Smorynski
1977, p. 838-839]. Nous ’avons introduite pour la commodité de la démonstration qui est présentée.

128 1 a formule Prov(n) est construite a partir de la propriété Proofr (), qui caractérise le fait d’étre une
dérivation (formelle) de 1’énoncé ¢ au sein du systéme formel T. De maniére plus précise, a cette propriété il
peut étre associé la fonction caractéristique suivante (ou n est le nombre de Godel de 1’énoncé @) : Prooft (m,n)
=1 si m est le nombre de Gédel d’une dérivation de 1’énoncé ¢ (quand elle existe), Proofr (m,n) = 0 sinon.

On montre alors (c¢’est une part significative du théoréme) que Proofr (@) est récursive primitive (que Proofr
(m,n) est FRP). Elle peut donc étre capturée dans un systéme formel répondant aux conditions d’application du
théoréme. Provr(n) est alors définie de la maniére suivante : Provr(n) = 3m Proofr (m,n). L’énoncé Provy(n)
(obtenu pour toute assignation de n) est donc de type 2. Il n’est pas représentable dans un systéme formel
répondant aux conditions d’application du théoréme.

12 Nous rappelons qu’une propriété P ou une classe de nombres Cp est exprimable (on dit aussi définissable)
dans le langage d’un systéme formel T si et seulement s’il existe dans ce systéme formel une formule F(n) telle
que :

1) si n vérifie P (appartient a la classe Cp) alors F(n) est vraie (dans le modéle standard de T) ;

2) si n ne vérifie pas P (n’appartient pas a la classe Cp) alors F(n) est fausse (dans le modéle standard de T).
Cette définition s’étend également aux fonctions numériques a une variable f(m), en faisant intervenir une
formule a deux variables F(m,n) : 1) si f(m) = n, alors F(m,n) est vraie (dans le mod¢le naturel de T), 2) si f(m) #
n, alors F(m,n) est fausse (dans le modéle naturel de T).

1% Cela constitue en fait le coeur de la démonstration originale.
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2) On applique le lemme de diagonalisation a la négation de Provr, soit :

1 Gr <> —Provr("Gr")"!, ot Gr est ’énoncé de Godel (pour le systéme formel T) qui

présente la particularité de refléter sa propre non dérivabilité ;

3) On applique la premiere condition de dérivabilité a 1’énoncé Gr :

si 1 Gr, alors -1 Provr("Grt?') ;

4) Formulons 1’hypothése que 1’on puisse dériver Gr : -7 Gr ; Par (2) on en déduit : -1
—Provr(TGr') et par (3) : =1 Provr("Gr') ; ces deux résultats sont incompatibles avec

la condition de consistance, I’hypothése est donc fausse et : 1 Gt (premicre partie du

théoréme) ;

5) A partir de la condition de 1-consistance, on montre'** la réciproque de la premiére
p proq p

condition de dérivabilité : si 1 Provr(Te?), alors ~1 ¢ ; On I’applique a la fonction

Provr : si =1 Provr("Gr'), alors -1 Gt ;

6) Formulons I’hypothése que I’on puisse dériver —=Gr : =1 —Gr ; Par (2) on en déduit :

FT1 ——Provr(TGr'), soit : =1 Provy(TGr?'), qui devient par (5) : =1 Gr ; ce résultat et
I’hypothése sont incompatibles avec la condition de consistance, I’hypothése est donc

fausse et : 1 —Gr (seconde partie du théoréme) ;

7) La combinaison des résultats (4) et (6) exprime finalement le fait que 1’énoncé G est

indécidable dans le systéme formel T.

Bl Gr est un énoncé de type [1; (qui peut s’exprimer sous la forme : Vm —Proofy (m,n) = 1).
"2 On peut s’en convaincre facilement en prenant en compte le fait que Prov( ") se trouve étre un énoncé ¥,
et en utilisant le lien co-extensionnel entre la 1-consistance et la >;-correction (schéma B du § 2.4). L’argument

trés simple est alors celui-ci : comme T est X -correcte et Prov( ') est un énoncé >y, si —1 Provy("¢') alors

Prov(Te") est vrai (dans le mode¢le standard de T) et donc 1 ¢ (par définition de la fonction Provy). On peut

également faire intervenir le « schéma de réflexion pour les énoncés []; », qui s’exprime par la dérivation : T

Provr(fo') > o ou @ est ;.
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Ainsi, sur la base des résultats établis au § 1.3, c’est-a-dire en ne prenant en compte que les
deux premiers volets de la thése de Tait, et indépendamment de la prise en compte du troisieme
volet, le débat sur le programme de Hilbert au sens restreint semble clos avec une alternative
dirimante. Si I’on choisit pour S'** un systéme formel suffisamment faible pour que le premier
théoreme de Godel ne s’y applique pas (par exemple ERA mentionné dans le tableau I du § 1.4),
la faiblesse du systéme ne lui permet pas de répondre a I’attente de Hilbert (ne lui permet pas
de « gravir les échelons »). Si au contraire on choisit pour S un systéme ayant la force minimale
pour que le premier théoréme de Godel s’y applique (typiquement PRA'**, selon le troisiéme
volet de la theése de Tait), celui-ci entraine 1’existence d’un énoncé indécidable, dans S lorsqu’il
est appliqué a S et a fortiori dans T lorsqu’il est appliqué a T. Si ’on fait I’hypothese
supplémentaire que 1’énoncé indécidable de S est au contraire dérivable dans un systéme formel
suffisamment fort pris pour T (typiquement Z,), il n’est alors plus possible de vérifier le
caractére conservatif de T par rapport a S pour les énoncés []; qui correspond a I’expression
technique du programme de Hilbert (avec la thése de Tait). Le Programme de Hilbert semble
bien réfuté dans les deux situations. De fait, la plupart des philosophes des fondements des
mathématiques, au moins depuis Georg Kreisel [Kreisel 1968, p. 323], ont conclu en faveur
d’une réfutation du programme de Hilbert par le premier théoréme de Gddel, a 1’exception
notable de Michael Detlefsen (et Marcus Giaquinto) comme le rappelle Panu Raatikainen
[Raatikainen 2003, p. 162]. On constate toutefois a la lecture des documents concernés, que les
justifications qui sont apportées en faveur de cette réponse ne sont pas exemptes de reproches
et en sens inverse que les critiques soulevées contre ces justifications ne sont pas dénuées de
pertinence. Nous allons donc analyser les arguments développés par Michael Detlefsen, Marcus
Giaquinto, et Panu Raatikainen, en nous limitant a ceux qui s’appliquent au Programme au sens
strict, et en excluant donc ceux qui dépendent de I’engagement philosophique de Michael
Detlefsen en faveur d’un instrumentalisme fort, qui seront traités dans un second temps (au
§3.4)"%.

I1 est tout d’abord indéniable que ce n’est pas en soi 1’application du premier théoréme a
PRA pris pour S (I’existence d’un énoncé indécidable dans PRA) qui permet de condamner le

Programme : avec Michael Detlefsen contre Craig Smorynski. Nous retrouvons la tres

"33 Nous rappelons que nous désignons par R I’ensemble des énoncés « réels », I ’ensemble des énoncés

« idéaux », S le systéme formel (ou I’ensemble des énoncés de celui-ci) traduisant R avec ’exigence de finitisme
et T le systéme formel (ou I’ensemble des énoncés de celui-ci) traduisant I + R sans I’exigence de finitisme.

3% En fait, comme cela est indiqué dans le tableau I du § 1.4, Q, plus faible que PRA, est le systéme formel
minimal auquel s’applique le premier théoréme de Godel.

135 Sachant que cette distinction n’est évidemment pas effectuée dans les textes concernés : [Detlefsen 1986],
[Detlefsen 1990] et [Giaquinto 2002].
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exactement la quatriéme solution du § 1.5 et la raison qui nous a conduit a I’éliminer : la

136
. Cet argument concerne

complétude syntaxique de S n’est pas une exigence du Programme
tous les énoncés indécidables communs a S et a T, sachant que dans les discussions sur la portée
du premier théoréme contre le Programme, il est important de savoir si I’énoncé de Godel du
premier théoréme est supposé €tre appliqué a S ou bien a T. Ce point reste ambigu en 1986
[Detlefsen 1986, p. 164, 165] et n’est clarifi¢ qu’en 1990 [Detlefsen 1990, p. 357-358]. Par
contre, c’est bien le cas particulier de I’existence d’énoncés indécidables dans PRA et
dérivables dans T qui s’oppose au Programme'’, en invalidant alors la condition que T soit
conservatif par rapport a S pour les énoncés [[;. Il faut pour cela s’assurer d’un point technique :
que I’énoncé Gs du premier théoréme appliqué a S, qui est sans ambiguité un énoncé [], soit
bien dérivable dans T'*®. Or ce n’est pas nécessairement vrai pour tout systéme formel (plus
puissant que PRA) pris pour T, mais I’important est que c’est le cas pour le systeme du second
ordre Z,"°, qui est bien conforme & ce que Hilbert avait en vue pour son Programme. A cet
argument, la réponse de Michael Detlefsen est la revendication que ce soit S lui-méme et non
pas R qui serve de référentiel au finitisme [Detlefsen 1986, p. 163, n. 4] et [Detlefsen 1990,
p. 360]. Cette réponse n’est évidemment pas acceptable dans le cadre de la présente discussion
puisqu’elle revient a en changer les « régles du jeu ». Quant a I’argument purement rhétorique
de Marcus Giaquinto qui consiste en un renversement de la charge de la preuve [Giaquinto
2002, p. 180], il ne I’est bien sir pas d’avantage. Ces deux derni¢res objections ayant été
¢liminées, nous retrouvons finalement la position classique d’une opposition du premier
théoreme de Godel de 1931 au Programme de Hilbert, mais sur la base d’un argument beaucoup

plus précis que ce qui en est habituellement proposé comme justification.

136 A fortiori, Michael Detlefsen a raison de contester que le fait que I’énoncé de Godel du premier théoréme
appliqué a S soit « vrai », suffise pour s’opposer au Programme [Detlefsen 1986, p. 162-163] : c’est bien entendu
un critére finitiste qui doit étre retenu (en 1’occurrence la vérifiabilité) et non la vérité au sens classique (dans le
modeéle standard de S).

137 Comme par construction, T étend S, la réciproque ne peut pas survenir : il ne peut pas y avoir des énoncés
indécidables dans T et décidables dans S.

3% On peut en effet concevoir qu’un énoncé indécidable dans S et dérivable dans T soit en fait tributaire des
conditions d’application du second théoréme de Gddel, qui ne sont pas les mémes que celles du premier. Panu
Raatikainen est ainsi conduit, pour cette raison, a revenir sur un argument technique (donc indépendant d’un
critére adapté pour le finitisme) qu’il a présenté pour rendre compte de la méme exigence que T soit conservatif
par rapport & S pour les énoncés [ [, [Raatikainen 2003, p. 162].

¥ Méme s’il existe aussi des énoncés indécidables dans PRA et décidables dans Z, qui échappent au premier
théoréme, comme celui qui affirme la consistance de PA.
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2.3 Le programme de Hilbert au sens restreint a-t-il été invalidé par le second

théoréme ?

Le second théoréme de Godel de 1931 établit I’'impossibilité de dériver dans un systéme
formel T consistant, un énoncé codant dans celui-ci I’expression de sa propre consistance'*.
Ses conditions d’applications sont celles du premier théoréme, mais ou I’exigence de
consistance est limitée a celle de la consistance simple (au lieu de la 1-consistance), avec par
contre deux nouvelles conditions de dérivabilité. Ces deux conditions de dérivabilités sont les

suivantes'*!, si ¢ et y sont deux énoncés quelconques du systéme formel T :
CD2) 71 Prove(Te —> y') = (Provr(T@') — Provr("y)),
ce qui implique, par le Modus Ponens :
si 1 Provr("e — y1), alors -1 Provy(T¢') — Provr("y?) ;
CD3) 1 Provy(T@') — Provr(Provr(To')'),
ce qui implique, par le Modus Ponens :
si 1 Provr("@'), alors 1 Provr( "Provr(fe')).

Bien qu’un peu fastidieuse la démonstration intégrale'** du second théoréme est rappelée ici
(pour un systéeme formel quelconque T satisfaisant les exigences mentionnées), compte tenu de

son importance pour la discussion qui va suivre.

1) On reprend du premier théoréme le lemme de diagonalisation appliqué a la négation

de la fonction Provr :

1 Gr <> —Provy("Gr') ;

2) On retient la premiere moitié¢ de ce lemme :

140 , .. . . rex 1 1
La présence de la condition de consistance bloque ainsi I’argument de Smullyan que nous avons déja évoqué :

la pertinence du second théoréme n’est pas que le systéme formel ne permette pas de dériver (le codage de) sa
propre consistance : une telle dérivation ne prouverait nullement cette consistance. Elle est dans la réfutation que
’on puisse a la fois, d’une part établir la consistance (simple) du systéme formel en faisant appel a des éléments
nécessairement extérieurs a lui (en I’occurrence la vérifiabilité des énoncés « réels » vrais sur une base
intuitive), et d’autre part dériver (un codage de) cette consistance au sein de celui-ci.

"I Elles sont exprimées ici sous la forme proposée par [L&b 1955]. Avec la condition CD1 mentionnée au § 2.2,
elles ont été introduites pour la premiére fois dans [Hilbert, Bernays 1939]. En fait, la condition CD2,
indispensable pour le théoréme de Lob de 1955, s’est avéré ultérieurement n’étre pas indispensable pour le
second théoréeme de Godel de 1931 : [Jeroslow 1973].

142 Qui suppose tout de méme, pour I’appliquer a une théorie donnée (par exemple PA ou PRA), que I’on ait
montré en outre que les conditions de dérivabilité s’y appliquent bien.
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1 Gt — —Provi("Gr) ;

3) On applique a (2) la premicre condition de dérivabilité :

T PI‘OVT( 'Gr— —|PI'0VT( 'Gr! )1 ) 5

4) On applique a (3) la deuxiéme condition de dérivabilité :

+1 Provr("Gr') — Provr(™Provy("G11)1) ;

5) On démontre le lemme suivant, pour deux énoncés ¢ et y quelconques :
T Provr("™=¢') — Provi(fe - y') ;
a) On utilise un théoréme classique de la logique des propositions :
FT=¢ = (@ > V);
b) On applique a (5a) la premicre condition de dérivabilité :
F=1 Provi("=¢ — (¢ > y)) ;

¢) On applique a (5b) la deuxiéme condition de dérivabilité :

T Provr("™—=¢') — Provy(Teo — y') ;

6) On applique le lemme (5) a 1’énoncé Provr("Gr") et a I’énoncé L traduisant une

contradiction (quelconque) :

1 Prove("™—=Provi("Gr')') = Provr("Provr(TGr') > L1);

7) On applique a (4) et (6) (le théoréme qui traduit) la transitivité de 1’implication

matérielle :

1 Prove("Gr') = Provr("Prove("Gr') —> L1);

8) On applique au conséquent de (7) la deuxiéme condition de dérivabilité :

1 Provr("Provi("Gr') = L1) — (Provi("Provi("Gr1)1) — Provy(TL7));

9) On applique a (7) et (8) (le théoréme qui traduit) la transitivité de 1’implication

matérielle :
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1 Prove("Gr') = (Provr("Provr("Gr')') — Provr(FL1));

10) On applique a Gr la troisiéme condition de dérivabilité :

1 Prove("Gt') — Provy( "Prov(TGr1)1) ;

11) On applique a (10) et (9) un résultat général du calcul des propositions :

1 Provy("Gr') = Provr(TL7);

12) On prend la contraposée de (11) :
1 —=Provr("L") - —Provy("Gt') ;

143
)

13) On introduit dans (12) I’énoncé Cont = —Provy(ML? qui traduit dans T la

consistance simple de T :

1 Cont — —Provr("G1)'** ; ce résultat est la formalisation du premier théoréme au

seinde T ;

14) Formulons I’hypothése que I’on puisse dériver dans T le codage de la consistance

simple de T :

1 Conr ;

15) On applique le Modus Ponens a (14) eta (13):

1 —Provr('Gr') ;

16) On déduit directement de (15) etde (1) :

F1Gr;

143

L’énoncé Cont est un énoncé [ [, puisque nous avons vu que Provy(n) est un énoncé .

'44 Méme si ce n’est pas utile pour la démonstration, on montre facilement que ’on a en fait la relation plus
générale : —1 Cont <> —Prov("Gr') et donc, via 1) : =1 Gy <> Cony [Smorynski 1977, p. 828] et [Smith 2007,

p. 224].
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17) Le résultat (16) est contradictoire avec la premiére partie du premier théoréme'*,

donc I’hypothéese (14) est fausse et :

146
H#T1 Conr .

Cette démonstration améne deux remarques concernant la différence entre les deux
théoremes. Tout d’abord, il apparait crucial dans le second théoréme que I’énoncé Conr traduise
bien la signification de la consistance simple au sein de T et donc que la fonction Provr traduise
bien la signification de la dérivabilité au sein de T, ce qui revient a introduire une notion
intensionnelle’”’ (faisant intervenir le particularisme du codage de Godel utilisé) au sein méme
du systéme formel. A contrario, pour le premier théoréme, il est tout a fait secondaire a la
démonstration que 1’énoncé Gt « dise de lui-méme qu’il est indécidable » : ce n’est 1a que
I’artefact d’une certaine sémantique informelle qui peut lui étre associée dans un but
pédagogique ; la seule chose importante est que Gt soit indécidable, quoi qu’il signifie. Cela
conduit bien entendu, pour I’établissement du second théoréme, a la nécessité de justifier que
la notion de preuve au sein du systéme formel ait été correctement traduite. Ensuite, pour
pouvoir conduire la démonstration du second théoréme il est nécessaire d’introduire les
conditions de dérivabilité particulieres'*® (CD1), CD2, et CD3. En fait, il est apparu depuis
[Rosser 1936] et surtout depuis [Feferman 1960] que ces deux remarques sont liées ([Feferman
1990] est particulicrement éclairant sur le sujet). Si les conditions de dérivabilité sont
respectées, cela contraint les formes possibles (du codage) de 1’expression de la prouvabilité
qui les rend compatibles avec la démonstration du second théoréme. En sens inverse, si 'une
des conditions n’est pas respectée (comme CD2 n’est pas indispensable et CD1 est en général
trivialement respectée, c’est CD3 qui est la condition cruciale), alors il est possible d’introduire
certaines formulations de prouvabilité et partant certaines formulations de consistance pour
lesquelles un systeme formel répondant aux conditions du premier théoréme permet de dériver
(le codage de) I’expression de sa propre consistance, en contradiction avec le second théoréme.

C’est bien entendu par ce biais qu’ont été introduites les objections a I’utilisation du second

145 en e , . o\ " . .
Nous avons déja signalé qu’elle n’est soumise qu’a la condition de consistance simple (c’est seulement la

seconde partie du premier théoréme qui est soumise a la condition plus forte de 1-consistance).

146 On rappelle que le second théoréme exprime la non dérivabilité mais non ’indécidabilité de I’énoncé
exprimant (un codage de) la consistance du systeme formel.

147 [Feferman 1960] et [Auerbach 1985] y ont beaucoup insisté.

18 Ce qui explique également que le second théoréme ne s’applique qu’a des théories plus fortes que celles
auxquelles s’applique le premier (voir le tableau I du § 1.4), en imposant en particulier la présence du principe
d’induction sous une forme minimale. C’est ainsi par exemple que le premier théoréme s’applique a
I’arithmétique de Robinson : Q, mais non le second.
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théoréme contre le programme de Hilbert'*’

, principalement par Michael Detlefsen. Nous allons
donc analyser les arguments de celui-ci et les réponses qui lui ont été faites ou qui peuvent lui
étre faites. Pour cela, outre la technicité inévitable de la discussion, il y a deux difficultés a
surmonter. Tout d’abord, la position de Michael Detlefsen est intimement liée a sa propre
interprétation du programme de Hilbert, qui n’est pas celle que nous avons retenue et sur
laquelle porte notre discussion. Cela nous conduit a introduire artificiellement une distinction
qui ne se trouve évidemment pas dans les écrits de celui-ci, en ne retenant dans ce paragraphe
que la part de I’argumentation de I’auteur qui est compatible avec notre interprétation, sachant
que nous analyserons dans un second temps cette interprétation pour elle-méme (au § 3.4).
Ensuite, I’argumentation de Michael Detlefsen est d’une nature différente dans [Detlefsen
2001] d’une part et dans les publications précédentes (principalement [Detlefsen 1986]) de
’autre, sachant que [Detlefsen 2001] n’a pas été a ce jour et a notre connaissance, 1’objet d’une
critique publiée'*’, contrairement a [Detlefsen 1986]. Cela nous conduit & séparer notre analyse
en distinguant les deux argumentations et en commengant par la seconde citée et premiere
publiée (la plus classique). Nous achéverons cette analyse en discutant un argument fort et
direct contre le Programme, utilisant une version dérivée du second théoréme de Godel qui
s affranchit des conditions de dérivabilité. Bien qu’ancien et émanant de Godel lui-méme :
[Godel 1972b], il a été signalé par [Feferman 1990] mais n’a été remis au gott du jour que
récemment par [Potter 2000] et [Zach 2005a].

La contestation « classique » par Michael Detlefsen de ’invalidation du programme de
Hilbert au sens restreint par le second théoréme, se trouve principalement dans [Detlefsen 1986]
(elle est annoncée dans [Detlefsen 1979] et rappelée dans [Detlefsen 1990]). Elle porte sur la
justification philosophique de la condition CD3 (qu’il nomme F-LPC) qu’il estime non établie,
ce qui permet donc de s’en affranchir. Il procéde pour cela en trois étapes. Tout d’abord, il
considere que c’est a celui (qu’il nomme « anti-hilbertien ») qui prétend invalider le Programme
a partir du second théoréme (G2) de justifier la nécessité d’utiliser la condition CD3 (selon la
tactique argumentative classique de renversement de la charge de la preuve). Ensuite il estime
que la seule mani¢re d’y parvenir est de montrer que toutes les expressions raisonnables

possibles de la consistance impliquent 1’utilisation des conditions de dérivabilité (ce qu’il

91 ’argument classique utilisant le second théoréme contre le Programme est le suivant : si une théorie aussi

simple que PA (a fortiori PRA) ne peut pas établir par elle-méme sa propre consistance, alors elle pourra encore
moins établir celle d’une théorie plus forte, interdisant ainsi de « gravir les échelons ».

B0 En effet, si [Roepler 2003] se référe bien exclusivement a [Detlefsen 2001], il ne s’agit en fait que d’une
réflexion trés générale sur la représentativité de la dérivabilité au sein d’une théorie, qui ne prend pas du tout en
compte la spécificité de 1’analyse de Michael Detlefsen.
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appelle « le probléme de stabilité ») [Detlefsen 1986, p. 100]. Il analyse alors trois justifications
de I’utilisation de la condition de dérivabilit¢ CD3, qu’il attribue respectivement a [Mostowski
1966], [Kreisel, Takeuti 1974] et [Prawitz 1981], et en conclut qu’aucune n’est satisfaisante
[Detlefsen 1986, p. 81-82]. Il en déduit la justification de la possibilité de s’affranchir de la
condition CD3 et d’utiliser des formes de consistance « d’esprit consistant », basées (nous
allons y revenir) sur des solutions « a la Rosser 1936 », tout en éliminant les solutions « a la
Feferman 1960 » a cause du caractére non effectif de ces derniéres [Detlefsen 1986, p. 123].
D’une manicre fort subtile mais discréte (dans une note de bas de page), Michael Detlefsen
n’affirme pas que la solution qu’il propose valide le Programme, mais seulement qu’il n’est pas

prouvé qu’elle ne puisse pas le faire :

Premiérement nous ne sommes pas en train d’affirmer qu’elles [les variantes de Rosser] montrent que le
programme de Hilbert peut étre conduit [...] Deuxiémement, nous ne sommes pas en train d’affirmer que
la découverte d’un nouveau type de résultat de type G2 s’étendant aux systémes de Rosser est impossible.

[Detlefsen 1986, p. 140, n. 48 ; le commentaire entre crochets est notre]

Le cceur de la critique de Michael Detlefsen, a savoir la contestation des justifications de
I’utilisation de la condition de dérivabilité CD3 attribuée a [Mostowski 1966], [Kreisel, Takeuti
1974] et [Prawitz 1981] n’est pas sans intérét, mais n’est pas non plus exempt de reproches.
Nous suivons Michael Detlefsen, contre [Mostowski 1966] (selon [Detlefsen 1986]), sur le fait
qu’il est indéniable que la condition CD1 est plus évidente (ou plus intuitive) que CD3. En sens
inverse, la proposition de [Kreisel, Takeuti 1974] (toujours selon [Detlefsen 1986]) selon
laquelle les conditions CD2 et CD3 sont justifiées par la nécessité que les théories idéales

151, est a la fois intéressante et

formalisées capturent la pratique mathématique informelle
compatible avec 1’esprit du Programme au sens classique'*”. Il est d’ailleurs a noter que des
trois justifications analysées, c’est la seule pour laquelle la critique de Michael Detlefsen repose
exclusivement sur la spécificité¢ de I’instrumentalisme qu’il défend, qui sort du cadre de la
présente discussion. Quant a ’argument attribué a [Prawitz 1981], celui-ci n’est pas recevable,
dans la mesure ou il assimile le programme de Hilbert au fait « d’obtenir une preuve finitaire

de la correction « réelle » d’un systéme donné des mathématiques « idéales » a partir d’'une

preuve finitaire de consistance » [Detlefsen 1986, p. 125 ; souligné par nous]. Cet argument

B pour CD2, la requéte est celle de la cloture sous le Modus Ponens. Pour CD3, elle est que la pratique idéale,

informelle, englobe toutes les mathématiques élémentaires dans son entiereté et de ce fait inclut toutes les vérités
exprimées par les énoncés ;.

132 Méme si le lien introduit pour cela entre la condition CD3 et la ¥ -complétude reste contestable, a la fois par
sa non évidence et par le fait que les énoncés >.; sont « idéaux ».
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n’est en effet clairement pas compatible avec 1’expression générale du Programme qui résulte
de la prise en compte de la condition de finitisme'™>*, ot ¢’est la correction de la partie « réelle »
des mathématiques « idéales » qui doit étre établie de maniere finitiste, ce que I’on peut a la
rigueur exprimer sous la forme d’une exigence de correction « réelle », mais dont le contenu
reste alors a préciser (il doit faire intervenir la vérifiabilit¢ au sens de Bernays). Une telle
position permet ainsi a Michael Detlefsen de défendre a bon compte une atténuation de la force
du second théoréme contre le Programme [Detlefsen 1986, p. 129]. Cette remarque conduit a
I’objection majeure'>* que I’on peut opposer a Michael Detlefsen : pour défendre le Programme
contre le second théoréme, il ne suffit pas de contester la faiblesse de la justification de la
condition de dérivabilité CD3, il faut encore montrer que I’alternative proposée, en I’occurrence
une solution « a la Rosser », reste compatible avec le Programme et en particulier avec ses
exigences finitistes. C’est ce que Michael Detlefsen n’a pas fait, ce qui peut se comprendre dans
la mesure ou il se limite a sa propre interprétation (instrumentaliste), mais ce qui atténue alors
fortement la portée de sa contestation, au-dela de I’ambiguité de la formulation de celle-ci
[Detlefsen 1990, p. 345]. C’est bien sir sur ce point que les coups des différents commentateurs
de [Detlefsen 1986] se sont portés, avec une belle unanimité'>>.

Les critiques majeures contre [Detlefsen 1986], et plus généralement contre 1’idée d’utiliser
des systemes formels qui s’affranchissent de la condition de dérivabilit¢é CD3 en vue de sauver
le programme de Hilbert au sens restreint, sont récentes'*® : [Giaquinto 2002], [Raatikainen
2003], [Zach 2005a], [Smith 2007] et [Zach 2007]. Elles accordent toutes a Michael Detlefsen,
que les justifications philosophiques de I’utilisation de la condition de dérivabilité CD3 qui ont
¢été proposées ne sont pas dirimantes. Panu Raatikainen va jusqu’a proposer d’accepter cette
condition a priori, sous la forme d’une these « a la Church » qui resterait a justifier [Raatikainen
2003, p. 174, n. 8] en reprenant d’ailleurs ainsi la suggestion plus ancienne de Michael Resnik
[Resnik 1974, p. 127]. Ces critiques, nombreuses et variées, contestent toutes le fait que les
solutions techniques proposées respectent I’esprit du Programme ou sont pertinentes par rapport

a lui. Comme nous I’avons annoncé, les solutions techniques s’affranchissant de CD3'’

133 Au-dela du fait que cette correction réelle y est encore traduite par la Y;-complétude.

13 Au-dela du fait que toute sa critique est formulée contre de ce qu’il appelle : « I’argument standard » (en
faveur d’une invalidation du programme par le second théoréme) et qui est en fait [Detlefsen 1986, p. 78-79],
une restitution particuliérement laborieuse et compliquée de 1’argument trés simple qui est habituellement
proposé en ce sens et que nous avons déja mentionné [n. 148].

155 Si, comme nous ’avons indiqué, Marcus Giaquinto et dans une moindre mesure Panu Raatikainen suivent
Michael Detlefsen dans sa critique de I’effet du premier théoréme sur le Programme, aucun de ces deux auteurs
ne le suit dans son explication contre 1’effet du second théoréme.

136 Au-dela de [Resnik 1974] qui est sans doute la plus ancienne.

37 Solomon Feferman en présente un certain nombre d’exemples [Feferman 1990, p. 282-283].
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constituent deux grandes familles : les solutions « a la Rosser » (issues de [Rosser 1936]) et les
solutions « a la Feferman » (issues de [Feferman 1960]). Par rapport a un systeme formel
ordinaire, la premiere consiste en une modification des régles de génération des théorémes,
tandis que la seconde se traduit par un changement dans la description des axiomes du systéme
formel. Une caractéristique majeure des solutions « a la Feferman » est que celles-ci ne sont
pas effectives (I’ensemble des axiomes du systéme formel obtenu ainsi n’est pas récursif), ce
qui est rédhibitoire dans le cadre de la présente discussion. Elles ont de fait été éliminées par
Michael Detlefsen pour cette raison, comme nous 1’avons déja indiqué. Les solutions « a la
Rosser » ne présentent pas ce défaut et permettent de construire, pour toute théorie ordinaire T,
une théorie modifiée T qui en conserve le langage, les axiomes, et les régles d’inférence, mais
permet de dériver une certaine expression (du codage) de sa consistance. Les critiques qui ont
été formulées contre 1’utilisation de solutions « a la Rosser » dans le but de sauver le Programme
de I’effet du second théoréme, sont essentiellement au nombre de cing. Nous les présentons
selon un ordre de force croissante (selon notre appréciation).

1) Peter Smith fait valoir le caractére arbitraire du choix d’une théorie de Rosser particuliére T®
(a partir d’'une méme théorie classique donnée T), sur des critéres nécessairement externes a la
théorie et qui ne sont pas accompagnés d’une justification finitiste [Smith 2007, p. 244]. La
réponse de Michael Detlefsen serait sans doute qu’il propose justement une justification
philosophique du choix effectué, bien siir dans le cadre instrumentaliste qui est le sien.

2) Peter Smith dénonce encore la spécificité de I’expression de consistance obtenue et la
faiblesse de son lien avec la consistance au sens classique [Smith 2007, p. 245]. Il mentionne
en particulier le fait qu’une preuve « d’esprit consistant » laisse ouverte la possibilité que
I’ensemble des théorémes de la théorie T soit sémantiquement inconsistant, donc n’ait pas
d’interprétation formelle (de modele). La limite de portée de cette critique est qu’elle sort du
domaine du finitisme de Hilbert.

3) Dans un registre proche, Panu Raatikainen souligne la possibilité technique, a partir d’une
théorie T inconsistante (mais non absolument inconsistante), d’obtenir une théorie TX dont on
pourrait montrer au sein de PRA qu’elle est « d’esprit consistant » [Raatikainen 2003, p. 165].
La limite de portée de cette critique est cette fois qu’on sort du domaine d’application du second
théoréme (ainsi d’ailleurs que du premier).

4) Marcus Giaquinto fait remarquer que le défaut majeur des solutions « a la Rosser » est

qu’elles ne respectent pas la régle de coupure'*, ce qui ne leur permet pas de rendre compte

158 : . . SR . A e g N .
Qui permet d’accepter un énoncé en tant que théoréme sur la seule base du fait d’étre dérivé a partir de

prémisses qui ont été dérivées auparavant (et qui ne sont pas des axiomes).
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d’une manicre satisfaisante de 1’arithmétique ordinaire [Giaquinto 2002, p. 188]. Une telle
contrainte s’oppose indéniablement a I’esprit du Programme, dont I’objectif est de rendre
compte de I’ensemble des mathématiques ordinaires.

5) Marcus Giaquinto (ainsi que Peter Smith de maniére plus indirecte) souligne enfin que le
caractére crucial pour la théorie T® d’étre un reflet formel fidéle de la théorie T & partir de
laquelle elle est construite, ne peut pas étre lui-méme établi au sein de la théorie T donc a fortiori
dans PRA [Giaquinto 2002, p. 188] et [Smith 2007, p. 258]. Il en résulte une contrainte majeure
pour le Programme, dans la mesure ou il n’est alors pas possible de justifier finitairement (dans
PRA"?) le passage de T a T, donc I'utilisation méme de TX.

De I’ensemble de ces critiques et surtout de la cinquieme citée, il ressort que 1’utilisation d’une
solution « a la Rosser » n’apparait pas compatible avec les exigences du Programme selon
I’interprétation que nous avons retenue pour celui-ci. Comme les solutions « a la Feferman »
ont déja été éliminées pour des raisons analogues, cela condamne la possibilité de principe de
contourner le second théoréme en s’affranchissant de la condition de dérivabilité CD3, au moins
pour ce qui concerne les solutions connues a ce jour pour cela. Bien siir, comme le remarque
Marcus Giaquinto [Giaquinto 2002, p. 189], cette conclusion laisse encore ouverte la possibilité
de principe d’une solution nouvelle hypothétique, s’affranchissant de la condition de
dérivabilit¢ CD3, mais différente des familles « a la Rosser » et « a la Feferman » et qui
¢échapperait aux contraintes qui viennent d’étre mentionnées.

La contestation de I’invalidation du programme de Hilbert au sens restreint par le second
théoréme que ’on trouve dans [Detlefsen 2001], est a la fois extrémement spécifique, tres
technique, et particulierement subtile. Son point de départ est la remarque non contestable, que
si I’expression technique du Programme de Hilbert distingue soigneusement les deux systémes
formels que nous avons appelés respectivement S et T, le second théoréme de Godel et les
conditions de dérivabilité associées sont classiquement exprimés au sein d’un systeme formel

160 1 °idée est alors de reformuler les conditions de dérivabilité et la démonstration du

unique
second théoréme, en distinguant S (le systétme dans lequel on effectue la démonstration :
typiquement PRA) et T (le systéme dont on cherche a établir la consistance : Z, ou PA). Selon
Michael Detlefsen, il en résulte de nouvelles formulations des conditions de dérivabilité, ainsi

qu’une quatriéme condition spécifique (qui se ramene a une tautologie dans le cas limite ou les

1% Méme sans retenir ’interprétation standard du troisiéme volet de la thése de Tait, la seule justification

finitaire acceptable pour cette condition du passage de T a T® est bien qu’elle puisse étre établie dans PRA.
"0 1] est a noter que [Smorynski 1977] introduit cependant cette distinction dans sa présentation des deux
théorémes de Godel, mais c¢’est une situation rare.
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deux systémes formels sont identiques). En utilisant alors trois arguments de nature différente,
celui-ci entend montrer que dans le cas le plus général des caractéristiques de S et de T, les
formulations des conditions de dérivabilité obtenues et en particulier la quatriéme introduite,
conduisent a des contraintes techniques et philosophiques qui militent contre leur prise en
compte et donc contre la portée du second théoréme contre le Programme. Avant méme une
discussion de I’argumentation de [Detlefsen 2001] une objection (faible) vient naturellement a
I’esprit : une contrainte sur ’utilisation du second théoréme qui ne s’applique gue dans le cas
particulier ou I’on distingue S et T, ne peut pas étre d’un grand secours pour le programme de
Hilbert au moins selon I’interprétation standard. Elle ne peut en effet empécher que dans le cas
extréme ou T est confondu avec S, I’impossibilité d’établir la consistance de PRA avec les
moyens de PRA (donc de maniére finitiste), ne permet déja pas de répondre au pré-requis du
Programme. La distinction de S et de T conduit assez naturellement aux nouvelles conditions

de dérivabilité suivantes, que propose par exemple Craig Smorynski [Smorynski 1977, p. 827] :

CD1’) pour tout énoncé @, si 71 @, alors s Provr(T@?') ;
CD2’) s Provr(Te —» y') — (Provr(T@') — Provr("y)) ;
CD3’) s Provr(T@') — Provr("Provr(fe')").

Avec ces nouvelles conditions, la démonstration du second théoréme que nous avons présentée
peut-étre reconduite, en remplacant simplement presque partout la dérivation dans T par la
dérivation dans S au prix d’une contrainte faible. Par « presque partout » il est entendu toutes

les étapes a I’exception de 1), 2) et 16) pour lesquelles la dérivation dans T est maintenue. Quant

a la contrainte, elle se traduit par le rajout apres 1’étape 15) : =s —Provr("Gr'), d’une étape
15a) : 1 —Provr("Gr') qui traduit justement le passage de S a T pour 1’énoncé :

—Prov(TGr'). Cette contrainte est toujours vérifiée dans le cadre de notre interprétation du
Programme (a fortiori de I’interprétation standard), par le fait que par hypotheése T étend S. 11
apparait ainsi que dans le cadre de cette interprétation, la prise en compte de la distinction entre
S et T n’introduit aucune contrainte spécifique pour I’utilisation du second théoréme, qui s’y
applique de la méme fagon. Dans [Detlefsen 2001], Michael Detlefsen introduit quant a lui des
conditions de dérivabilité trés différentes, faisant intervenir une fonction Provg(x) au-dela de
Provr(x). De manicre plus précise, s’il conserve les conditions CD1’ et CD2’ (en suivant notre
notation), il introduit une condition CD3’p plus complexe que CD3’ (faisant intervenir Provs)

ainsi qu’une nouvelle condition CD4’p qui introduit justement un lien entre Provs et Provr :

CD3’p) s Provr("e') — Provs(™Provr(Te')7) ;
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CD4’p) s Provs(Te') — Provr(To?).

A la suite d’une longue discussion, il justifie pour 1’essentiel 1’introduction de la condition
CD3’p par un argument épistémologique. Il considére qu’au sein d’un systéme formel unique,
la condition CD3 est et doit étre le reflet dans le systéme formel de la condition CD1. Le
maintien de cette interprétation au cas ou S et T sont distingués conduit naturellement a la
condition CD3’p [Detlefsen 2001, p. 47-48]. Quant a la condition CD4’p, son origine est
double : d’une part elle est nécessaire a 1’établissement du second théoréme une fois la condition
CD3’ remplacée par CD3’p, d’autre part elle traduit pour I’auteur la condition que « S est une
sous-théorie de T », sans avoir a prendre en compte 1’extension de S par T, condition qu’il

refuse [Detlefsen 2001, p. 47, n. 11]. Michael Detlefsen doit encore faire intervenir le lemme

de diagonalisation sous une forme mélant 1’énoncé Gs et la fonction Provr : +s Gs <>

—Provr(TGs1)'®!. Nanti de ces trois relations, il peut alors établir le second théoréme en

distinguant S et T, d’une maniére différente de celle que nous avons exposée, sur la base du

premier théoréme appliqué a S : t+s Gs et non a T : #+1 Gt [Detlefsen 2001, p. 48]. Voici alors

le résumé des trois arguments détaillés qu’il avance pour justifier le caracteére peu plausible de
I’utilisation des conditions CD3’p et CD4’p et donc, selon lui, le caractére peu plausible de
I’utilisation des conditions de dérivabilité en général lorsque S est distingué¢ de T :

1) dans le cas ou S n’est pas récursivement énumérable, tout en respectant une certaine forme
raisonnable de finitisme, alors que T est récursivement énumérable on va au-devant de
problémes ;

2) on n’est pas obligé d’utiliser la condition CD4’p pour traduire de maniére satisfaisante et
intensionnelle la notion informelle de prouvabilité ;

3) si I’on prend en compte les conditions du finitisme, techniquement, CD4’p n’est pas vérifié
en général.

Notre réponse a chacun de ces arguments est la suivante :

1) il s’agit d’une situation a la fois hypothétique et exotique, pour laquelle I’auteur n’apporte
aucun ¢élément en sa faveur ;

2) cela revient a demander au partisan de I’interprétation standard ou de notre interprétation de

justifier la condition CD4’p, alors que celle-ci a été introduite pour prendre en compte des

"1 1] est bien entendu nécessaire de justifier un tel résultat, qui ne ressort naturellement ni du lemme de

diagonalisation sur S : s Gg <> =Provs("Gg'), ni de celui sur T : =1 Gt <> —Prov("Gt'). Or si la dérivation

de I’implication matérielle dans une direction s’établit facilement a partir de la condition CD4’p, il n’en est pas
de méme de celle dans 1’autre direction. Mais I’auteur de donne aucune précision sur ce point, en se limitant a
une justification de nature philosophique visant & montrer qu’il doit en étre ainsi.
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contraintes spécifiques de 1’instrumentalisme de Detlefsen, qui ne s’appliquent pas a cette
interprétation ;
3) ’auteur suggere lui-méme la réponse [Detlefsen 2001, p. 68] ; I’argument ne s’applique plus
lorsque T étend S, ce qui est le cas de I’interprétation standard et de la ndtre, mais ce qui est
refusé par I’instrumentalisme de Detlefsen.
De toute cette explication, il ressort que les conditions de dérivabilité particulieres introduites
par Michael Detlefsen ne sont pas imposées par la seule condition de devoir distinguer S et T,
mais par des contraintes supplémentaires introduites par 1’auteur et liées a sa propre
interprétation du Programme. Comme les arguments contre I’application du second théoréme
au Programme introduits dans [Detlefsen 2001] sont directement liés a ces conditions de
dérivabilité particulieres, ils sont simplement non pertinents dans le cadre de notre
interprétation du Programme'®.

Nous achevons notre discussion de I’impact du second théoréme sur le Programme par la

193 et repris dans

prise en compte du résultat mentionné pour la premiére fois par Godel en 1967
[Godel 1972b, remarque 1]. Solomon Feferman a fourni une présentation éclairante de ce
résultat [Feferman 1990, p. 284-287], mais son importance dans le cadre de la discussion du
programme de Hilbert au sens restreint n’a été soulignée que récemment par Michael Potter'®*
[Potter 2000, p. 258], puis a été reprise ensuite [Giaquinto 2002, p. 189-190], [Zach 2005a,
p. 507-510] et [Smith 2007, p. 248]. 1l s’agit d’une extension du second théoréme qui conduit
a la non dérivabilité de la « consistance externe » au sens de Godel (au lieu de la consistance
simple), mais surtout qui s’établit sur la base des seules exigences requises par le premier

théoréme, donc sans les conditions de dérivabilité'® (en particulier la condition CD3). Les trois

points remarquables sont alors que :

192 Sachant que ces arguments ne s’appliquent pas d’avantage dans le cadre de I’interprétation instrumentaliste
de Michael Detlefsen, tout simplement parce que celui-ci y refuse justement les conditions de dérivabilité en
général.

' Lors de la publication par Jean van Heijenoort de la traduction en Anglais de son article de 1932 : « Uber
Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit ».

1% Au-dela du fait que sur un plan technique, la démonstration de ce résultat proposée par Michael Potter est
incorrecte [Zach 2005a, p. 508].

' D’un point de vue technique il n’y a 14 aucune contradiction avec le second théoréme, dans la mesure ot I’on
montre que la dérivation dans la théorie du fait que (le codage de) la consistance externe se déduit (du codage)
de la consistance simple, n’est quant a elle possible qu’en introduisant les conditions de dérivation.
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1) la consistance externe au sens de Godel recouvre la vérifiabilité au sens de Bernays pour les
énoncés [1; (§ 1.5) et correspond donc strictement a I’exigence finitiste du Programme'®®, en
étant alors un critére plus faible que la consistance simple ;
2) ce résultat peut étre étendu a PRA'® ;
3) en s’affranchissant des conditions de dérivabilité, il coupe court a la possibilité de sauver le
Programme'®® en utilisant en particulier une solution « a la Rosser ».
C’est donc un argument extrémement fort (d’une extension) du second théoréme contre le
Programme, qui n’a été remis en cause'®’, a notre connaissance, par aucun commentateur du
programme de Hilbert. Michael Detlefsen en particulier n’a pas publié¢ de réponse a cet
argument, mais il nous a transmis une telle réponse'”° a la suite d’une question de notre part.
Son argument repose sur le résultat technique que nous venons de mentionner (note 164) : pour
¢tablir (dériver) 1’équivalence entre la consistance externe (au sens de Godel) et la consistance
simple, les conditions de dérivabilité (CD3 en particulier) sont nécessaires. Bien évidemment
cette réponse ne tient que si la référence retenue pour le finitisme et pour le Programme est elle-
méme la consistance simple. Or dans le cadre de I’interprétation que nous avons retenue, la
situation est inversée : la référence est la consistance externe (au sens de Godel), qui est
considérée comme 1’expression finitiste de la consistance simple. Dans ce cadre, [Godel 1972b,
remarque 1] constitue bien une objection directe au Programme, sans nécessiter le passage par
les conditions de dérivabilité (CD3 en particulier).

En conclusion, il ressort d’abord de cette longue discussion sur I’impact du second théoréme
de Godel sur le programme de Hilbert au sens restreint, que la situation n’est pas aussi simple
que ce que beaucoup de commentateurs en ont exprimé. En particulier les arguments présentés

par Michael Detelefsen sont subtils, soulévent des questions 1égitimes, et ne peuvent donc pas

166 . e . . . . . . . s
Par rapport aux exigences finitistes : 1) la démonstration est bien effectuée en faisant intervenir la vérité

intuitive des instances des énoncés [ [, 2) telle que la démonstration est effectuée, 1’on peut raisonnablement
admettre que les énoncés [[; y sont compris comme des « jugements hypothétiques ».

17 Godel n’a donné de son résultat qu’une esquisse de preuve dans [GSdel 1972b, remarque 1]. Le principe de la
démonstration est présenté dans [Feferman 1990], mais la démonstration compléte, en particulier pour
I’extension a PRA, se trouve dans [Jeroslow 1973].

198 Cest explicitement a 1’égard de telles perspectives que Godel 1a introduit, sous le titre : « La meilleure et la
plus générale version de I’improuvabilité de la consistance dans le méme systéme ».

1% Avec une réserve concernant Richard Zach. Celui-ci conteste en effet la pertinence finitiste de la solution
formelle proposée dans [Feferman 1990] (en fait reprise de [Jeroslow 1973]) pour I’expression de la consistance
externe sous la forme d’un schéma de réflexion. Il propose a la place une expression unique mais faisant
intervenir (le codage d”) une fonction de vérité [Zach 2005a, p. 509]. Cette réserve nous parait doublement
contestable. Tout d’abord la vérifiabilité de Bernays pour les énoncés [[; exige justement un schéma (et non une
infinité d’instances) ; il est donc naturel de la traduire par un schéma. Ensuite et en sens inverse, il est totalement
contraire a I’esprit du Programme de faire intervenir au sein du systéme formel un prédicat de vérité (méme de
portée limitée).

170 Communication personnelle de Michael Detlefsen du 27/02/2012.
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étre balayés d’un revers de la main. Il apparait toutefois a I’issue de notre analyse, que dans le
cadre de notre interprétation du Programme, qui n’est pas celle de Michael Detlefsen, les
objections soulevées par celui-ci ne sont pas recevables. Il en résulte qu’aucune échappatoire
au fait que le second théoréme s’oppose au Programme n’apparait raisonnablement possible
dans ce cadre, en retrouvant ainsi la réponse classique, mais sur la base d’une argumentation
beaucoup plus précise. Ajouté au fait que nous avons déja obtenu une réponse analogue pour le
premier théoréme, il en ressort que le seul espoir de sauver le programme de Hilbert au sens
restreint consiste a « changer les régles du jeu », c’est-a-dire a revenir sur son contenu avec
deux voies possibles (non exclusives) : étendre le finitisme, ou réduire le domaine des
mathématiques concernées'’'. Nous allons analyser successivement ces deux voies dans les

deux chapitres qui suivent.

! Marcus Giaquinto exprime d’une maniére différente une idée analogue [Giaquinto 1983, p. 129] : on ne peut

pas conserver a la fois les deux parties du Programme qui sont, d’une part son socle finitaire unanimement
accepté, et d’autre part la capacité de rendre compte de la totalité des mathématiques sur cette base en
« gravissant les échelons ».
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3 Peut-on sauver le programme de Hilbert au sens restreint en

¢élargissant les criteres du finitisme ?

Comme on le sait, la voie qui consiste a ¢élargir le finitisme pour sauver le programme de
Hilbert au sens restreint et a laquelle invite Godel a la fin de I’article de 1931 [Gddel 1931
(1989), p. 141-142], a été évoquée par Hilbert lui-méme (dans le seul commentaire qu’on lui

connaisse sur le sujet), aprés ’irruption des théorémes de Godel de 1931 :

[...]je voudrais souligner que I’opinion, apparue durant un certain temps, selon laquelle certains résultats
nouveaux de Godel empécheraient ma théorie de la preuve d’aboutir s’est montrée erronée. Car en fait,
ce résultat montre tout juste que, pour les preuves futures de non-contradiction, le point de vue finitiste

doit étre exploité avec plus d’acuité que ne le requiert le traitement des formalismes élémentaires.

[Hilbert, préface a Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 43]

Une telle position ameéne naturellement deux questions, d’abord sur la circonscription du
nouveau finitisme proposé¢, ensuite et surtout sur la justification épistémologique de celui-ci :
que reste-il alors des caractéristiques du Programme initial ? Pour asseoir et faciliter la
discussion qui va suivre, nous commengons par proposer une typologie des différentes formes
possibles de finitisme et de constructivisme, sachant qu’il n’y a pas de consensus sur la
terminologie. Nous nous appuyons pour cela sur la hiérarchie précise de 1’ordinal limite des
différents systémes formels de I’arithmétique du 1* ordre, que 1’on peut associer naturellement

. " . 172
a chacune des positions envisagées' .

Tableau III : Hiérarchie des formes possibles de finitisme et de constructivisme'”

Ordinal limite | ng, < ® © o° €0 o'
borné de Hilbert | large | Intuitionnisme de Brouwer
Finitismes
Constructivismes
Prédicativisme au sens de Feferman

172 Nous avons déja présenté dans le tableau I (§ 1.4), les principaux systémes formels de I’arithmétique du 1%

ordre et les ordinaux limites correspondants.

'3 Une telle partition recouvre a la fois celle de Michael Potter [Potter 2000, p. 254] et la hiérarchie de Simpson
[Simpson 2009, p. 43], en les ¢largissant a la situation du finitisme borné. Elle s’apparente également a la
circonscription, plus vague, de Hao Wang [Wang 1954, p. 263] et [Wang 1958, p. 472]. La position selon
laquelle I’ordinal limite ®” constitue la limite supérieure du finitisme est défendue par Godel [Godel 1938b
(1995), p. 105], méme s’il est ensuite revenu sur cette position [van Atten 2014, p. 208].

74 Ty est le premier ordinal imprédicatif au sens de Feferman [Smorynski 1982, p. 185-186].
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Il convient ensuite de définir les exigences minimales que devrait satisfaire toute extension
raisonnable du finitisme de Hilbert. Dans la mesure ou il s’agit d’essayer de sauver le
programme de Hilbert au sens restreint, il convient évidemment que 1’ensemble des objectifs
définis par Hilbert pour celui-ci soient conservés. Comme nous I’avons vu, si Hilbert autorise
une conception extrémement libérale en mathématiques (le « paradis cantorien »), il n’en est
pas de méme en métamathématique, en particulier pour les démonstrations de consistance. Ces
dernieres sont en effet fortement contraintes par la double exigence (voir infra § 1.1) : 1) que la
base intuitive en soit acceptée par tout mathématicien quelles que soient ses inclinations
philosophiques, 2) que I’extension de la partie « idéale » (non intuitive) des mathématiques soit
progressive, en prenant en compte des systémes formels de plus en plus forts (selon I’image de
« gravir les échelons »), ce qui, pour ces démonstrations, impose une démarche effective (au
sens moderne) et interdit de facto 1'utilisation d’une démarche imprédicative au sens de
Poincaré'"”.

La tentative la plus détaillée de définition d’un finitisme élargi par 1’école de Hilbert se
trouve sans aucun doute dans [Hilbert, Bernays 1939 (2001), § 5.3], en relation en particulier
avec I’introduction par Hilbert de la « régle-® » en 1930 que nous avons déja évoquée (§ 1.4).
Par ailleurs, de nombreuses autres tentatives ont été proposées sur une base finitiste élargie
visant implicitement une sorte de « programme de Hilbert » modifi¢, en prenant acte des
théorémes de Godel de 1931. Les plus connues et les plus anciennes sont au nombre de trois'’®,
a savoir, un résultat de Godel lui-méme : [Godel 1933b], le théoréme de Gentzen de 1936 et
encore un résultat de Godel : [Godel 1958]'"". Une proposition beaucoup plus récente de Torkel
Franzen : [Franzen 2004] semble répondre implicitement a I’objectif méme du Programme en
utilisant pour cela le second théoréme de Godel de 1931, ce qui est évidemment paradoxal. Une
solution également récente, se réclamant explicitement d’un « programme de Hilbert » modifié,
est I’instrumentalisme de Michael Detlefsen : [Detlefsen 1986] que nous avons déja évoqué,

mais que nous n’avons pas encore analysé en tant que tel. Enfin, les tenants de la logique

175 Une définition imprédicative au sens de Poincaré est une définition qui mentionne ou présuppose une

collection infinie comprenant elle-méme ’entité définie. Une telle définition correspond alors a un cercle
vicieux, sauf si la collection infinie peut étre définie indépendamment par un autre moyen, ou bien si elle est
considérée exister « en elle-méme », par exemple dans le cadre d’une ontologie réaliste.

176 Les trois voies correspondantes ont été comparées dés 1938 par Godel (Conférence de Zilsel : [Godel 1938b])
et surtout en 1941 (conférence de Yale : [Godel 1941]), en anticipant alors le résultat de 1958.

"7 Le lecteur pourrait s’étonner de ne voir mentionner ni Georg Kreisel ni Solomon Feferman, deux auteurs dont
les travaux ont porté sur des extensions du programme de Hilbert, le premier s’étant souvent exprimé sur le sujet
au point d’y consacrer un long article ([Kreisel 1976]). En fait, nous avons déja abordé la position de Georg
Kreisel au § 2.1, quant a Solomon Feferman, au-dela de ce que nous en avons déja dit au § 2.3, nous
I’aborderons en analysant les réalisations partielles du Programme au § 4.
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paraconsistante ont proposé de maniére plus radicale d’accepter 1’inconsistance. Nous allons
donc étudier successivement ces différentes solutions, en nous attachant a en déterminer a la
fois la portée, ainsi que la mesure dans laquelle elles constituent une extension raisonnable du

finitisme de Hilbert selon les exigences que nous venons de définir.

3.1 Les résultats « positifs » obtenus postérieurement aux théoremes de Godel

de 1931

Deux de ces résultats : [Godel 1933b] et [Godel 1958] faisant intervenir le systéme formel
de ’arithmétique du 1% ordre dans le cadre de la logique intuitionniste : HA (formalisée par
Heyting), il est utile de commencer par une présentation succincte de la démarche intuitionniste.
Comme cela est bien connu, celle-ci se caractérise, d’'une maniere générale, par le refus de
dissocier I’existence d’un objet mathématique (ou la vérité d’un énoncé) de sa mise en évidence
de maniére constructive (en un sens qui reste a définir). La conséquence la plus emblématique
en est le refus d’appliquer la loi du tiers exclu a des collections infinies. Ainsi, contrairement a
la position classique, si I’hypothése de non-existence'”® d’un objet donné parmi une collection
infinie se traduit par une contradiction, il est refusé d’en inférer 1’existence de cet objet tant
qu’un moyen permettant de construire cet objet n’a pas été proposé' . Selon son fondateur :
Brouwer, cette démarche est associée a un engagement philosophique, selon lequel les
mathématiques résultent fondamentalement d’une construction sans langage [Brouwer 1947
(1992), p. 417], qui tire son origine de la perception consciente du temps, le langage permettant
seulement de communiquer ces constructions a d’autres personnes [Brouwer 1952 (1992),
p. 449]. Dans ce cadre, une entité mathématique n’est pas figée, mais peut toujours acquérir
une propriété qu’elle ne possédait pas auparavant [Brouwer 1955 (1992), p. 461]. Comme on
peut s’en douter, une vision aussi radicale a été fortement critiquée comme 1’illustre la remarque
ironique de Raymond Wilder : « On peut avoir I’impression que I’intuitionniste a pris le dictum
trés souvent cité de Kronecker, selon lequel "Les entiers ont été créés par Dieu, mais tout ce qui
suit est I’ouvrage de I’homme", et substitué "intuition" a "Dieu" » [Wilder 1950 (1986), p. 195].

D’une manicre plus précise (ou plus sérieuse), le caractére subjectif de la notion de preuve qui

'78 Par contre, en conformité avec la position classique, si 1’hypothése d existence d’un objet donné conduit a une

contradiction, ce résultat est bien considéré comme la preuve que 1’objet n’existe pas.
17 C’est ainsi, par exemple, que I’énoncé : « La conjecture de Goldbach est vraie ou bien est fausse »,
trivialement vrai en logique classique (en quelque sens de vérité que ce soit), est intuitionnistiquement faux.
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en découle a été relevé d’une manicre particulierement claire par Godel : « Cette notion de
preuve intuitionnistiquement correcte ou de preuve constructive, manque de la précision
désirée. En fait, on peut dire qu’elle fournit elle-méme un contre-exemple contre sa propre
admissibilité, dans la mesure ou il est douteux de savoir si une preuve utilisant cette notion de
preuve constructive est constructive ou non » [Godel 1941 (1995), p. 190-191]. Comme le
souligne Marcus Giaquinto, c’est justement le fait que la notion de preuve intuitionniste ne soit
pas constructivement définie, en ne portant pas seulement sur des configurations d’objets
préalablement définis, qui explique que I’intuitionnisme aille au-dela du finitisme de Hilbert
[Giaquinto 2002, p. 194-195]. Godel a indiqué de maniere trés précise ou se situait le
franchissement du finitisme lorsque D’intuitionnisme est représenté par HA : il s’agit en
I’occurrence des axiomes de HA concernant 1’absurdité, qui font intervenir non seulement des
nombres mais également des preuves, sachant qu’il n’y a pas de procédure finie pour générer
toutes les preuves possibles [Godel 1933c, p. 52-53].

En 1933, dans [Godel 1933b], Godel'™ établit que la non-contradiction de I’arithmétique
intuitionniste entraine la non-contradiction de la « théorie axiomatique des nombres » selon la
terminologie de Bernays [Bernays 1935a, p. 69]. La consistance de la seconde s’en déduit alors
directement si 1’on accepte la consistance de la premicre. Pour I’arithmétique intuitionniste c’est
le systeme formel HA qui est utilisé, plus exactement un systeme formel partiel de HA [Hilbert,
Bernays 1939 (2001), p. 427]. Quant a ce que recouvre exactement I’expression de « théorie
axiomatique des nombres », Anne Troelstra précise qu’il s’agit d’un systéme semi-formel basé
sur celui de Herbrand de 1931, mais ou ne sont utilisés de maniére essentielle que les deux
premiers groupes d’axiomes A et B, sachant que ’on peut admettre que la démonstration
s’étend naturellement a PA [Troelstra 1986, p. 282-283]. La démonstration elle-méme établit
le caractere conservateur de cette théorie axiomatique des nombres par rapport a HA, pour les
énoncés [[; (I’extension aux énoncés [[, ayant été établie ultérieurement par Georg Kreisel
dans [Kreisel 1958a]). Elle présente sans ambiguité un caractére constructif en un sens plus fort
que HA lui-méme. Le fait que le systtme HA aille bien au-dela des exigences finitistes de
Hilbert est alors apparu clairement dés la publication de Godel. Ce point a d’ailleurs été indiqué
par Godel de maniere non-équivoque [Gddel 1933c, p. 52-53] et il est particulierement souligné

par Anne Troelstra [Troelstra 1990, p. 220]. En reposant sur HA qui enfreint les deux criteres

%0 Une précision historique doit étre apportée ici. Lorsqu’il fait état de ce résultat, Bernays mentionne les

travaux de « Gentzen et de Godel ». En fait, comme Bernays 1’indique briévement [Bernays 1935a, p. 69] et
comme cela est surtout précisé par Anne Troelstra [Troelstra 1986, p. 282, 284], le méme résultat a été obtenu
indépendamment par Godel et par Gentzen en 1932 mais n’a été publié que par Godel en 1933 (Gentzen ayant
alors retiré son propre article).

80



que nous avons introduit pour caractériser le finitisme, le résultat de 1933 ne répond clairement
pas aux exigences d’une extension raisonnable du finitisme. Pour clore cette présentation,
mentionnons un point d’histoire. Il est classiquement considéré que c’est a la suite de la
publication de [Godel 1933b] que I’école de Hilbert a cessé d’assimiler finitisme et
intuitionnisme [Troelstra 1986, p. 284]. Une publication récente de William Tait : [Tait 2006b],
fait état d’une situation plus complexe, en évoquant, pour I’école de Hilbert dans les années
1920, la référence a deux formes distinctes d’intuitionnisme : 1) la premicre en un sens large,
qui recouvre I’intuitionnisme de Brouwer (que 1’on retrouve dans HA), 2) la seconde en un sens
plus restrictif, qui serait dii a Weyl, et qui serait alors trés proche du finitisme de Hilbert [Tait
2006b, p. 84-85]. Pour William Tait, I’ambiguité provient du fait qu’a cette époque, von
Neumann et Herbrand utilisaient le méme terme d’intuitionnisme pour désigner (selon les
circonstances) I’une ou I’autre de ces deux positions sensiblement différentes.

La premicre démonstration directe de la consistance de PA date de 1936 et émane de Gehrard
Gentzen : [Gentzen 1936a], sachant qu'une version plus simple en a été publiée par le méme
auteur deux ans plus tard : [Gentzen 1938b]. Elle a ensuite ét¢ complétée et enrichie
ultérieurement par différents auteurs. Bien entendu, en conformité avec le second théoréme de
Godel de 1931, cette démonstration utilise des moyens qui vont au-dela de PA''. La question
fondamentale qui se pose a I’égard de la démonstration de Gentzen est de savoir dans quelle
mesure ces moyens peuvent étre considérés comme une extension acceptable du finitisme
initialement envisagé par Hilbert, et plus généralement de définir la portée épistémologique du

182, comme 1’ont fait

résultat obtenu. Ce dernier point est a la fois controversé et difficile
remarquer les auteurs majeurs qui ’ont évoqué [Kleene 1967 (1971), p. 265] et [Feferman
1988Db, p. 366]. Les informations tres précises, données principalement par Gentzen lui-méme,
permettent d’abord de mesurer I’ampleur de 1’écart de la démonstration par rapport au finitisme
de Hilbert : 1) la démarche n’est pas effective (au sens moderne), dans la mesure ou le nombre
total d’étapes n’est pas spécifié a ’avance [Gentzen 1936a (1969), p. 196], 2) il est fait usage
de maniére essentielle d’un énoncé 3, sans que 1’on ne soit en mesure de montrer qu’il y a bien

au moins une instance qui le vérifie, en contradiction avec le critére proposé par Bernays pour

qu’un tel type d’énoncé puisse €tre considéré comme finitiste (en anticipant la discussion a

'81 C’est ainsi que la théorie minimale permettant de démontrer la consistance de PA (ERA a laquelle on ajoute
le moyen de traiter I’induction transfinie pour les formules sans quantificateur) est plus faible que PA sous
certains aspects, tout en étant plus forte sous d’autres.

'82 e commentaire de Hilbert déja cité [préface a Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 43], est manifestement
insuffisant pour en déduire que celui-ci acceptait I’extension du finitisme associée au résultat de Gentzen,
contrairement a ce qu’affirme par exemple Imre Lakatos [Lakatos 1967 (1986), p. 36-37].
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venir du § 3.2) [Gentzen 1936a (1969), p. 201], 3) la démonstration nécessite de faire intervenir
de maniére essentielle une séquence infinie de nombre supposée donnée, elle est donc
clairement imprédicative au sens de Poincaré [Gentzen 1936b (1969), p. 230] et [Godel 1938b
(1995), p. 107]. Voici alors les principaux éléments que Gentzen a proposé pour justifier le

caractere « finitiste » (en un sens évidemment élargi) de sa démonstration :

Somme toute, je suis porté a croire qu’en termes de la distinction fondamentale entre les méthodes de
preuve discutables et indiscutables, la preuve du caractere finitaire de la procédure de réduction peut

encore étre considérée comme indiscutable, [...]. [Gentzen 1936a (1969), p. 197]

Je ne vois pas, cependant, a partir de quel « point » ce qui est constructivement indiscutable est supposé
finir, et ou une extension ultérieure de 1’induction transfinie est alors considérée comme devenant
discutable. Je pense plutét que la confiance dans les nombres transfinis requise pour la preuve de
consistance, est comparable a celle des premiers segments ordinaux, disons jusqu’a ®’, de la méme
maniére que la confiance en un calcul numérique étendu a une centaine de pages, par rapport au calcul de
quelques lignes : ¢’est seulement une entreprise considérablement plus vaste d’entreprendre de convaincre

quelqu’un de sa certitude du début a la fin. [Gentzen 1938b (1969), p. 286]

Le premier ¢lément n’est évidemment pas autre chose qu’un acte de foi, qui ne saurait
convaincre un sceptique. Quant a 1’argument défendu dans le second, Godel y a répondu
ultérieurement de maniére explicite, en précisant qu’il y a en fait un saut qualitatif entre o et
g [Godel 1958 (1992), p. 503] et [Godel 1972a (1990), p. 273]. 1l apparait ainsi qu’en
s’opposant au second critére que nous avons introduit, la démonstration de Gentzen ne peut pas
étre considérée comme finitiste en un sens raisonnablement étendu de ce terme. Au-dela de
Gentzen lui-méme, le principal auteur qui ait défendu que la démonstration de 1936 constitue
une extension naturelle du finitisme initial de Hilbert est Jean Ladriére : [Ladriére 1951] et
[Ladriére 1957]. La justification que celui-ci propose repose cependant sur une assimilation des
démarches constructive et finitiste, en considérant d’une part que la prise en compte d’une
collection infinie d’objets correspond a un procédé « non constructif » [Ladriére 1957, p. 213],
et d’autre part que 1’aptitude a pouvoir toujours aller au-dela d’une suite donnée correspond au
point de vue « constructif » [Ladriere 1957, p. 219]. L auteur argumente alors que le théoréme
de Gentzen de 1936 respecte ainsi 1’idéal constructif dans le sens défini, tout en dépassant
I’idéal hilbertien qui est limité a des considérations finies [Ladriere 1957, p. 223]. Mais une
telle considération du point de vue « constructif », si elle est bien cohérente avec la distinction
classique et reprise par Hilbert entre infini en acte et infini potentiel, ne rend pas compte d’un

caractére essentiel du finitisme hilbertien selon lequel le socle accepté a priori doit étre
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intuitivement acceptable. Elle néglige en particulier la limitation forte introduite par Hilbert
dans la prise en compte de I’infini potentiel, implicite dans I’utilisation des énoncés [, selon
laquelle de tels énoncés ne doivent étre compris que sous la forme de jugements hypothétiques,
ce qui les ramene in fine a des énoncés finis [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 87]. Par ailleurs,
le fait que la manipulation des ordinaux par Gentzen dans son théoréme soit constructive (en
un certain sens), ne change pas le fait que le seul usage des transfinis revient implicitement a
prendre en compte I’infini en acte, ce qui est contradictoire avec le sens « constructif » défendu
par Jean Ladriére. L’auteur est conscient du probléme posé et y répond par 1’appel a une sorte
de dialectique entre I’intuitif et le formel, qui constitue la signature de sa propre interprétation
plus générale des théoréemes de Godel de 1931 (sur laquelle nous reviendrons au § 7.4) [Ladriere
1957, p. 223]. Le recours a une telle position se traduit surtout par un engagement philosophique
fort, ce qui s’oppose cette fois au premier critére que nous avons introduit. Nous contestons
donc a Jean Ladriére que ses arguments permettent de considérer le théoreme de Gentzen de
1936 comme une extension raisonnable du finitisme de Hilbert'™.

I1 est généralement admis que la démonstration de Gentzen présente cependant un caractere
« constructif » [Zach 2007, p. 435-436], mais il reste a préciser en quel sens, avec la difficulté
de I’absence de consensus sur la définition de cette notion [Fefermann 1988b, p. 366] et
[Boniface 2004, p. 257-258]. La difficulté porte bien entendu sur la justification de I’induction
transfinie, méme si celle-ci n’y est utilisée que sur des énoncés sans quantificateurs'®*. Alors
que Rosser dénonce 1’absence d’une preuve constructive [Rosser 1939b, p. 812], Godel
considere que celle-ci posséde « un haut degré d’intuitivité » [Godel 1938b (1995), p. 107].
Jean-Yves Girard fait cependant remarquer de manicre pertinente que 1’induction jusqu’a ® sur
un énoncé quelconque (caractéristique de 1’arithmétique) est certainement plus proche de
I’intuition que I’induction (méme limitée a des énoncés sans quantificateurs) jusqu’a €y (dans
le cas de PA) [Girard 1983, p. 45]. Sur un plan technique, deux éléments de la démonstration
peuvent étre évoqués en faveur d’une certaine forme de constructivité : 1) Gentzen donne un
procédé¢ constructif pour « éliminer les coupures », 2) les ordinaux utilisés sont constructibles
(par récurrence) a partir des entiers naturels, sans que pour autant, et comme nous 1’avons déja
indiqué, la démonstration ne soit ni effective (au sens moderne) ni prédicative (au sens de

Poincar¢). C’est donc seulement en ce sens faible qu’elle peut étre considérée comme

183 Cela nous conduit au passage a souligner qu’indépendamment de la question de son caractére finitiste, la
démonstration de Gentzen de 1936 ne répond certainement pas a 1’objectif du programme de Hilbert au sens
restreint. En effet, elle conduit a établir la consistance de PA mais non celle de Z, et aucune de ses extensions n’a
permis a ce jour de dépasser significativement PA.

'8 Techniquement, jusqu’a 1’ordinal limite : & dans le cas de PA.
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constructive, en constituant alors un terme intermédiaire entre le point de vue finitiste et
I’intuitionnisme, comme le souligne Bernays [Bernays 1941, p. 147-148].

Le résultat obtenu par Gentzen permet également de répondre a une question restée en
suspens concernant le Programme de Hilbert selon I’interprétation standard, a savoir la capacité
d’établir (de maniére finitiste) la consistance de PRA lui-méme, puisque nous avons vu que
celui-ci est sujet au second théoreme de Godel de 1931. Du point de vue historique, les
affirmations de Bernays a ce sujet sont particulicrement ambigiies, en laissant entendre
I’obtention d’une démonstration finitiste de PRA ' [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 406-407]
et ce méme, de maniere plus surprenante, apreés 1936 [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 100].
Sur ce point, [Sieg, Ravaglia 2005] fournit une explication claire de la situation : en fait, les
preuves de consistance « finitaires » de PRA données dans [Hilbert, Bernays 1934] et [Hilbert,
Bernays 1939] font appel a des moyens appartenant au systeme formel Z,, qui va lui-méme au-
dela de PA [Sieg, Ravaglia 2005, p. 995]. La justification proposée pour expliquer une telle
attitude est alors que pour 1’école de Hilbert dans les années 1920, PRA était considéré comme
ayant une justification finitiste directe et n’avait donc pas besoin de démonstration de
consistance ; les démonstrations de consistance évoquées ne doivent alors étre considérées que
comme des « galops d’essai » de démonstrations de consistances nécessaires pour les systeémes
formels « idéaux » [Sieg, Ravaglia 2005, p. 997]. En 1936, aprés la parution du résultat de
Gentzen, il est apparu clairement qu’une démonstration de la consistance de PRA dans PRA
était impossible, en nécessitant de faire intervenir des ordinaux inférieurs dont la limite est ®®
(Jean-Yves Girard est particulieérement éclairant sur 1’application du théoréme de Gentzen a
PRA [Girard 1983, p. 38-39]). C’est également a ce moment qu’il a été réalis¢ que le second
théoréme de Godel de 1931 pouvait étre généralisé 3 PRA'®. Une explication a I’incohérence
apparente entre I’affirmation de I’existence d’une démonstration finitiste et ces deux résultats
¢tait alors envisageable, en supposant que si une démonstration de consistance de PRA
nécessitait d’aller au-dela de PRA, une démonstration de 1’exigence finitiste plus faible de
verifiabilité des énoncés derivables de PRA était peut-Etre possible au sein de PRA. Comme
nous 1’avons vu a la fin du § 2, [Gédel 1972b (1990), remarque 1] et [Jeroslow 1973] sont venu

¢liminer cette possibilité. Il n’y a donc pas d’échappatoire au fait qu’une démonstration finitiste

'3 En 1934 il apparait également une ambiguité pour Godel lui-méme sur le contenu du systéme formel A, pour

lequel il affirme, lors de la conférence de Cambridge : [G6del 1933¢ (1995)], que ¢’est sur lui que Hilbert
entendait fonder le finitisme : pour William Tait et Solomon Feferman il s’agit de PRA [Tait 2006b, p. 103-104]
et [Feferman 2011, p. 117-118], tandis que pour Wilfried Sieg il s’agit d’un systéme formel qui va au-dela [Sieg
2003a, p. 9, n. 1]. Cette ambiguité disparait en 1938, lors de la conférence de Zilsel : [Godel 1938b (1995)], en
faveur de PRA.

1% Comme cela est mentionné explicitement par Bernays [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 389].
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de non-contradiction de PRA nécessite des moyens qui vont au-dela de PRA ; il n’est donc pas
possible d’assurer la condition de possibilité du Programme, dans le cadre de I’interprétation
standard de la thése de Tait. Une proposition a ce sujet a cependant été suggérée a la fois par
Michael Potter [Potter 2000, p. 251-252] et Marcus Giaquinto [Giaquinto 2002, p. 192-193] sur
la base de deux arguments sensiblement différents. Il s’agit de 1’affirmation que 1’application
du théoréme de Gentzen de 1936 4 PRA (mais non a PA) est compatible avec le prolongement
le plus étendu raisonnablement envisageable du finitisme de Hilbert. Michael Potter s’appuie
pour cela sur le résultat technique que tout ordinal de ce type peut s’exprimer sous la forme
d’une suite finie telle que : o = @™ + @™ + ... + ©™. On peut cependant lui répliquer qu’utiliser
une opération méme élémentaire (I’addition finie) sur des transfinis, fait tout de méme
implicitement intervenir I’infini en acte. Marcus Giaquinto propose un raisonnement différent.
Il commence par remarquer que le finitisme originel d’Hilbert repose sur une suite finie non
bornée (par exemple représentable sur un ruban), dont la limite supérieure est : ®. On peut alors

7 avec deux suites analogues dans deux

imaginer non plus un ruban mais un tableau'®
dimensions, dont la limite supérieure devient : ®>. Par extrapolation sur le nombre de
dimensions on peut envisager un nombre quelconque de celui-ci : m, éventuellement non borné
mais fini, dont la limite supérieure est : ™. Un tel nombre correspond justement a 1’ordinal en
jeu dans la démonstration, dont la limite supérieure est alors : ®”. On aboutit ainsi, via le
théoréme de Gentzen de 1936, & une démonstration « finitiste » en un certain sens'*® de la
consistance de PRA, qui vient conforter notre interprétation du programme de Hilbert, sur la

189

base d’une extension du finitisme initial qui semble raisonnable ™. Bien entendu 1’argument

interdit de dépasser »” qui reste trés en dega de o, et ne s’applique donc pas a PA. Aussi, il ne

87 Au § 1.2, nous avons utilisé un raisonnement analogue pour justifier que toute FRP peut étre considérée
comme une fonction réelle.

' Qui rejoint, d’une part la notion de « presque finitiste » d’ Aleksandar Ignjatovic [Ignjatovic 1994, p. 331] et
d’autre part le « finitisme large » de Michael Potter [Potter 2000, p. 254], que celui-ci oppose au « finitisme
étroit » (celui de Hilbert) dont I’ordinal requis est seulement m (voir le tableau III, § 3).

1% Cette extension respecte-t-elle les deux critéres que nous avons introduit a cet effet ? L’argument de
[Giaquinto 2002] que nous venons d’évoquer pour justifier I’extension de 1’ordinal limite de : ® & ®°, associé a
la remarque de Jean-Yves Girard selon laquelle le seul point de la démonstration qui aille au-dela de PRA
concerne la partie purement équationnelle (sans logique) de PRA, pour laquelle nous n’avons pas de doute
sérieux [Girard 1983, p. 38-39], permet de répondre au premier critére. Une fois que I’on a admis I’extension de
I’ordinal limite de : ® & ®” comme base intuitive, en remarquant que la réduction de la démonstration de
consistance a la seule part équationnelle de PRA est elle-méme effectuée de maniére finitiste au sens de Hilbert
[Girard 1983, p. 38-39], on peut admettre que la démonstration ne fait pas intervenir I’imprédicativité au sens de
Poincaré et que le nouveau systéme formel (PRA augmenté de la nouvelle base intuitive) est bien effectif ; cela
permet de répondre au second critére.
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permet évidemment pas de répondre au programme de Hilbert au sens restreint, mais il constitue
une proposition intéressante de la limite supérieure d’une extension raisonnable du finitisme'”.

En 1958 Godel a proposé une troisieme solution, explicitement comme alternative, d’une
part a son résultat de 1933 et d’autre part a celui de Gentzen de 1936, avec 1’objectif que les
bases en soient plus intuitives (plus proches du finitisme de Hilbert) [Godel 1958 (1992),
p. 504]. Ce résultat (en allemand), également connu sous le nom d’interprétation Dialectica,
sera ensuite revu lors de la publication de sa traduction en anglais en 1972, sachant que la
matiere en avait déja été présentée deés 1941, lors de la conférence de Yale : [Godel 1941].
Godel s’appuie sur un certain systéeme formel qu’il nomme T, qui est une extension de PRA
(Feferman le nomme d’ailleurs PR”) : ses axiomes sont les mémes que ceux de PRA, les
variables sur lesquelles s’applique I’induction sont inchangées, tandis que les autres variables,
ainsi que les constantes, peuvent avoir un type fini arbitraire sur les nombres naturels. Les
théoremes de la logique propositionnelle intuitionniste doivent étre par ailleurs des théoremes
de T"'. La clef de la démonstration est ’utilisation de fonctionnelles calculables de type fini
sur les entiers naturels, ce qui implique une imprédicativité au sens de Poincaré, dans la mesure
ou les définitions des fonctions de type le plus bas impliquent essentiellement des fonctions de
type plus ¢élevé. Une autre limitation au caractére constructif et intuitif de la démarche est la

suivante : pour justifier sa régle (—=")'*?

, il convient de recourir a la généralisation du principe
de Markov, qui fait intervenir des instances de propositions de Markov dont le caractere
constructif est sujet a discussion [Troelstra 1990, p. 232] et [Chiffi 2012, p. 76]. Sur un plan
philosophique, le moins que I’on puisse dire est que 1’affirmation de Gddel selon laquelle la
notion de fonctionnelle calculable de type fini est mieux définie et plus intuitive que la notion
de preuve dans HA, n’a pas emporté I’adhésion de I’ensemble des auteurs majeurs qui se sont
exprimés sur la question. Si Solomon Feferman et Richard Zach se rangent a I’avis de Godel
[Feferman 1993c, p. 215] et [Zach 2007, p. 437], Wilfried Sieg et William Tait sont d’un avis
contraire [Sieg 1994, p. 99] et [Tait 2006b, p. 107-108]. La situation est particuliérement bien
résumée par Anne Troelstra : « Une conséquence est qu’il reste objet de débat de savoir si une
réduction réelle a été obtenue, dépendant de la vision de chacun sur ce qui est intuitivement

¢vident » [Troelstra 1977, p. 1036]. On peut d’ailleurs noter que selon Solomon Feferman,

Godel lui-méme n’était pas satisfait de sa justification de I'utilisation des fonctionnelles

1% On peut noter au passage qu’une telle limite reste inférieure a ©° ® utilisé dans la démonstration
d’Ackermann de 1924 (se reporter supra au § 4.1).

P11 sagit en effet d’une démonstration de consistance de HA, qui s applique & fortiori & PA via [Godel 1933b].
192 Avec les notations d’ Anne Troelstra dans [Troelstra 1990], qui introduit Iarticle de Godel et en donne une
description technique beaucoup plus détaillée que I’article lui-méme.
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calculables de type fini [Feferman 1993c, p. 215]. Cela se traduit d’ailleurs par un flottement
du vocabulaire de Godel, relevé par Mark van Atten, a propos de la définition de « la fonction
calculable de type tx » : jugée « démontrable intuitionnistiquement » en 1958, « reconnaissable
constructivement » en 1970 (dans une révision envisagée mais non publiée), et
« constructivement évident » en 1972 [van Atten 2014, p. 197-198]. En tout état de cause, la
limitation majeure que nous avons mentionnée : le caractére imprédicatif au sens de Poincaré
des fonctionnelles calculables de type fini, s’oppose radicalement au second critére que nous
avons introduit. Ajouté au constat empirique que nous venons d’évoquer d’un non-respect du
premier critére, I’interprétation de 1958 ne peut certainement pas étre considérée comme une

extension raisonnable du finitisme de Hilbert.

3.2 L’introduction de la regle-o et la position de 1I’école de Hilbert sur

I’extension du finitisme

C’est a la fin de sa vie, dans ses deux derniers articles publiés, que Hilbert a introduit la
« régle-m » permettant de dépasser les limites imposées par les théoremes de Godel de 1931,
en relation avec une extension du finitisme originel de son programme. Cette introduction a
cependant été proposée sous deux formes sensiblement différentes'”, correspondant a deux
extensions différentes du finitisme :
1) la premicre a été exposée par Hilbert lors de la conférence de Hambourg de décembre 1930
([Hilbert 1931]), elle a été reprise dans [Herbrand 1931b] et est évoquée plus qualitativement
en 1939 [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 414 - 415] ;
2) la seconde a été exposée par Hilbert lors de la conférence de Géttingen de juillet 1931 et

est évoquée plus qualitativement en 1939 [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 415]'*°.

'3 1] convient de souligner que le méme nom de « régle-o » recouvre en fait différentes notions apparentées

mais différentes, au-dela des deux propositions de Hilbert. D’aprés Roman Murawski, la régle-o aurait été
évoquée publiquement pour la premiére fois par Ajdukiewicz en 1928 sous le nom de « régle de Tarski »
[Murawski 1999, p. 288]. Selon Solomon Feferman, elle aurait été effectivement proposée par Tarski en 1933,
reprise par Carnap en 1934 et 1935, puis par Rosser en 1937 (qui la nomme « régle de Carnap »), et enfin par lui-
méme en 1962 [Feferman 1986, p. 213].

194 « Beweiss des fertium non datur », Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenchaften zu Gottingen,
Mathematisch-physikalische Klasse, p. 120-125.

1% Selon Wilfried Sieg, la premiére vise a assurer la complétude syntaxique du systéme formel de I’arithmétique
(du 1° ou du 2°™ ordre), dont la consistance est alors (erronément) supposée assurée par les travaux antérieurs
d’Ackermann et von Neumann (nous reviendrons sur ce point au § 4.1) [Sieg 2013c, p. 171]. Il existe une
controverse historique sur la question de savoir si cette premiére version de la régle-® a été introduite ou non par
Hilbert en réponse au premier théoréme de Godel de 1931 (I’introduction de cette régle étant postérieure a la
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Voici tout d’abord la formulation initiale de Hilbert, a la fois informelle et schématique :

[...] cette nouvelle régle d’inférence finitiste : lorsqu’on a déja démontré que la formule A(z) devient une
formule numeérique vraie chaque fois que z est un chiffre donné, on peut prendre pour formule initiale la
formule Vx A(x). On rappelle que la proposition Vx A(x) a une portée bien plus grande que la formule
A(z) ou z est un chiffre donné quelconque. Car dans le premier cas on peut remplacer le x de A(x) non
seulement par un chiffre, mais par n’importe quelle expression constructible dans notre formalisme et qui
a le caractére d’un chiffre ; [...]. Or notre procédé transforme aussi les formules que notre nouvelle régle
nous conduit a écrire, en des formules numériques. Notamment Vx A(x) se transforme en une formule
A(z) ou z est un chiffre déterminé.

[Hilbert 1931 (1992), p. 193-194 ; en italique, traduction revue par nous]

Voici maintenant la formulation par Herbrand de la méme régle, sans doute un peu plus claire,

mais toujours informelle :

Introduisons enfin, d’aprés Hilbert [1931] un quatriéme groupe d’hypothéses, qui n’appartient pas a

I’arithmétique classique. Ax étant une proposition sans variables apparentes [dont les instances sont des
énoncés de type Aq], si, quand on la considére intuitionistiquement [de maniére finitiste], on peut

démontrer par des procédés intuitionnistes [finitistes] qu elle est vraie pour tout x, nous ajoutons (x)Ax

aux hypothéses. [Herbrand 1931b (1968), p. 227 ; les commentaires entre crochets sont notres]

Il apparait ainsi, sans ambiguité a la lecture de la formulation de Herbrand, que dans cette

version la régle ne porte que sur des énoncés [ [}, tandis que dans la seconde version (de juillet

1931) elle porte sur tous les énoncés arithmétiques, a I’instar de son utilisation par Tarski en

1933. Mais dans les deux cas, Hilbert revendique explicitement un caracteére finitiste

(contrairement a Tarski), sans donner pour autant d’argument justificatif en ce sens. Voici ce

qu’il précise pour la seconde formulation :

Finalement, le fait important, et pour notre interrogation, décisif, doit étre mis en évidence, a savoir, que
tous les axiomes et schémes d’inférence VI, que j’ai appelés « transfinis », ont un caractére strictement
fini : les propositions qu’ils contiennent peuvent étre exécutées dans le fini.

[Hilbert, juillet 1931, cité dans Sieg 2013c¢, p. 191 et souligné par nous]

conférence de Konigsberg du 7 septembre 1930). Aprés une analyse détaillée, Solomon Feferman conclut
qu’aucune réponse tranchée ne peut étre apportée a cette question [Feferman 1986, p. 210]. Toujours selon
Wilfried Sieg, la seconde vise a assurer de maniére finitiste (élargie) la consistance de I’arithmétique du 1¢

ordre, malgré le (ou au-dela du) second théoréme de Godel de 1931 (dont la connaissance par I’Ecole de Hilbert

en juillet 1931 est par contre indubitable) [Sieg 2013c¢, p. 171].



On se retrouve alors dans une situation analogue a celle du finitisme initial du programme de
Hilbert au sens restreint : pour pouvoir discuter du caractere finitiste associé a la régle-o, il faut
d’abord donner une interprétation formelle de la présentation informelle proposée de cette regle.
La présentation originale de Hilbert est en effet associée a un systéme semi-formel, comme cela
a été généralement souligné [Feferman 1986, p. 210-211], [Tait 2002, p. 418] et [Sieg 2013c,
p. 172].

Le point commun a toutes les interprétations qui ont été proposées des deux versions de la
régle-o introduites par Hilbert, respectivement en 1930 et 1931, est que les prémisses sont de
nature syntaxique, associées a un systeme formel donné, tandis que le conséquent est de nature
sémantique, pouvant étre formel (associ¢é a un modele) ou informel. Comme cela a été
¢galement généralement souligné [Webb 1980, p 155], [Ignatovic 1994, p. 325], [Potter 2000,
p. 247-248] et [Tait 2010, p. 102], il faut alors supposer que 1’on dispose d’un processus

permettant d’établir que si I’on peut montrer : —@o(x) pour tout x donné, alors on est en droit

de considérer que : Vx @(x) est vrai (en un sens évidemment a préciser). A la suite de Solomon
Feferman, un consensus s’est dégagé pour considérer que le systéme formel initial auquel

devaient étre attachées les prémisses de la régle-m est PA (Z)'*°

, ce systéme devenant Z* une
fois muni de la régle-o [Feferman 1986, p. 210-211]. Une maniére simple de balayer les
différents cas simples possibles, est alors de prendre en compte les différents niveaux
métamathématiques de notre schéma C du § 1.5. Cela permet de retrouver naturellement les
principales interprétations qui ont été proposées. Pour étre exhaustif, il convient toutefois
d’ajouter la solution particulic¢re et subtile proposée par Daniel Isaacson dans [Isaacson 1992],
qui fait intervenir le codage gddelien des prémisses de la régle-m en exploitant pour cela les
résultats de [Rosser 1937] et [Feferman 1962]. Cela le conduit alors a une solution de force
intermédiaire par rapport aux solutions précédentes. Dans tous les cas, il convient de souligner
I’apparition de deux contraintes majeures lorsque la reégle-m est interprétée formellement, qui
en limitent considérablement la portée. La premicre a été généralement relevée : en utilisant
une infinité de prémisses constituant un ensemble non récursif, il résulte que le systéme formel

associé n’est plus effectif (ce qui ne pouvait évidemment étre percu en 1930 et 1931 : se reporter

16 La seule exception étant Michael Potter qui propose un systéme formel plus faible, qu’il nomme EA, avec une

ambiguité, que nous avons déja signalée, pour savoir ce que recouvre exactement celui-1a [Potter 2000, p. 246-
247].
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supra au § 5.3) [Webb 1980, p. 153], [Dubucs 1986, p. 305] et [Potter 2000, p. 247-248]"". La
seconde, plus subtile, est plus rarement soulignée : le systetme Z* reste syntaxiquement
incomplet (nous y reviendrons en abordant la solution proposée par Daniel Isaacson), comme
cela a été montré par Rosser dans [Rosser 1937] et anticipé par Godel dans sa lettre a Bernays
du 2 avril 1931 [Feferman 2003, p. 44]. Si I’on prend un peu de recul, la traduction formelle la
plus simple de la régle-m admet théoriquement quatre interprétations possibles, qui se ramenent

en pratique a deux dans le cadre du programme de Hilbert au sens restreint. En effet, les

prémisses peuvent étre théoriquement, soit de nature syntaxique (F@o(1), =@o(2), F@o(3), ...),
soit de nature sémantique par rapport au modele standard (@o(1) est vrai dans Mo, @o(2) est vrai
dans Mo, @o(3) est vrai dans Mo, ...), et de méme pour la conclusion (FVx @o(x)) ou bien (Vx

@o(x) est vrai dans Mo). En appliquant les critéres les plus élémentaires du finitisme de Hilbert

on montre facilement que les deux ensembles de prémisses sont équivalents (voir le schéma B
du § 1.5), ce qui permet de considérer que les prémisses sont de nature syntaxique, en cohérence
avec le consensus dont nous avons parlé. Il ne reste alors plus que deux solutions, fixées par la

nature de la conclusion, qui donnent respectivement le sens « sémantique » (VX @o(x) est vrai

dans M) et le sens « syntaxique » (VX @o(x)). Ces deux sens se traduisent par des relations

qui n’ont pas du tout la méme force : trés faible (et méme triviale) pour le sens sémantique et
trés forte pour le sens syntaxique (qui se rameéne a la 1-complétude). Pour aller plus loin et
établir graduellement les interprétations possibles de la regle-m lorsque celle-ci est interprétée
formellement, il est pertinent de gravir progressivement les cinq niveaux représentés sur le
schéma C du § 1.5, tout en précisant dans chaque cas les contraintes induites, en particulier sur
la nature du finitisme impliqué.

L’interprétation minimale de la régle-o correspond au niveau 1 du schéma C. Ne sont alors
pris en compte que les énoncés [ [; (soit la formulation de Hilbert de 1930). Le finitisme est fixé
par le critére de vérifiabilité¢ de Bernays. Il est tout de méme nécessaire de faire I’hypothése de
la consistance simple du systeme formel de départ (que nous avons appelé S), sachant que
I’établissement finitiste de cette consistance est 1'une des conditions de possibilit¢ du

programme de Hilbert au sens restreint (§ 1.1). Dans ce cas, I’interprétation « sémantique » de

la régle-m est obtenue d’emblée : si F@o(1), FQo(2), Fo(3), ..., alors VX @o(x) est vrai dans

17 Ce qui conduit d’ailleurs Michael Potter a proposer de ne pas interpréter formellement du tout la régle-m pour
éviter ce travers. Mais bien entendu, 1’on n’aboutit alors a une solution entiérement informelle encore plus
¢éloignée du programme de Hilbert originel.
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M. Si une telle interprétation n’introduit ainsi aucune contrainte sur le finitisme standard (en

remplacant évidemment la vérité dans Mo par la vérité intuitive), elle n’apporte rien de plus et

ne permet en particulier pas de dépasser les limitations introduites par le premier théoreme de
Godel de 1931.

Bien qu’elle ne puisse pas étre directement rattachée a une interprétation particuliere de la
régle-m, 1’étape supérieure consiste a imposer la 1-consistance (niveau 2 du schéma C). Elle
présente 1’intérét indéniable d’éviter le cas pathologique d’un systéme formel consistant mais

l-inconsistant, qui s’oppose clairement & I’esprit du Programme'”®

. Ne sont toujours pris en
compte que les énoncés [ ;. Par contre, au-dela de la consistance simple, la >.;-correction est
nécessaire, ce qui pose un probléme évident de rattachement au finitisme standard, dans la
mesure ou les énoncés >.; n’y sont pas considérés comme réels. Bernays a cependant ouvert la
possibilité d’appliquer la vérifiabilité aux énoncés 2.;, a la condition de disposer d’un moyen
finitiste pour trouver au moins une instance n qui vérifie I’énoncé : Ix @o(x), sans avoir a
parcourir la suite infinie des valeurs de x. Il faudrait donc disposer d’une solution de finitisme
qui permette simultanément d’assurer la > ;-correction et en plus de trouver a chaque fois la
valeur d’au moins une instance n (quand elle existe), donc de pouvoir affirmer qu’il n’y en a
pas quand c’est le cas, ce qui reviendrait a disposer d’un critére finitiste de décidabilité des
énoncés ..

Le pas suivant consiste a introduire 1’interprétation (syntaxique) sans doute la plus naturelle
de la régle-m selon la formulation de Hilbert de 71930, qui revient a imposer la 1-complétude
(niveau 4 du schéma C). La régle-m est encore limitée aux seuls énoncés [ [;. Par contre, il est
nécessaire d’étendre le critére finitiste permettant d’affirmer qu’un énoncé élémentaire @o(x)
est vrai, au-dela du critére de vérifiabilit¢ de Bernays. La justification de son caractére finitiste
devient alors problématique, dans la mesure ou cela revient a considérer comme finitistes les
énoncés [[; « en tant que tels », en opposition frontale avec 1’exclusion dont ils avaient
justement été I’objet dans la cadre du finitisme originel (§ 1.3). Godel avait clairement percu ce
probléme des 1931 (lettre a Bernays du 2 avril 1931 et échange avec Carnap de mai 1931), en
voyant ['utilisation d’un tel expédient comme une étape compromettant le Programme de
Hilbert [Feferman 2003, p. 45]. Bernays le reconnait lui-méme sous une formulation plus

ambigiie :

198 Len e , . . . .
Nous avons déja signalé que c’est dans ce but que Bernays a introduit sa notion de « consistance externe »

(§ 1.5).
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Dans notre preuve de non-contradiction, on utilise parfois une forme d’induction compléte qui ne se
formalise pas par le schéma d’induction de la théorie récursive des nombres. Cette espéce de dépassement
de la théorie récursive des nombres repose sur le fait que, dans nos formulations de preuves, interviennent
quelquefois des hypothéses relatives a la validité de propositions universelles [...] un énoncé qui contient
une telle hypothése présente aussi une difficulté pour [’attitude finitiste. 11 semble donc approprié que des
points, dans lesquels un théoréme général intervient comme prémisse, soient traités, dans le cadre de la
réflexion finitiste, non en théorémes, mais en régles d’inférence comme nous 1’avons déja fait [§ 3.4] pour

les criteres de réfutabilité des formules du calcul des prédicats. [...] Alors nous ne pouvons pas représenter
la deuxiéme prémisse du schéma d’induction par une formule A (n) —> A (n’) dans le cadre de la théorie

récursive des nombres.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 411 ; souligné par nous ; le commentaire entre crochets est notre]

Mais pour formaliser certains résultats généraux de la théorie de la preuve, il est souhaitable d’admettre
aussi comme théorémes [...] par exemple des propositions dans lesquelles la vérifiabilité de formules ou
la calculabilit¢ de fonctions constitue une prémisse. Et un tel procédé ne semble pas non plus un
manquement a l’égard des idées fondamentales de la théorie finitiste de la preuve.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 414-415 ; souligné par nous]

L’étape ultime consiste évidemment a généraliser la précédente a 1’ensemble des énoncés'™”,
ce qui revient a imposer cette fois la ®-complétude (niveau 5 du schéma C). C’est
I’interprétation (syntaxique) la plus naturelle de la régle-o selon la formulation de Hilbert de
1931. Elle nécessite bien entendu une nouvelle extension du finitisme. Mais on ne voit alors
plus du tout comment en justifier le caractére finitiste, malgré la déclaration opposée de Hilbert
que nous avons déja citée. Wilfried Sieg suggére que I’idée de Hilbert était alors de se
raccrocher au constructivisme tel qu’il est proposé par Gentzen dans son théoréme de 1936
[Sieg 2013c, p. 172, n. 30]. Nous avons cependant montré (§ 3.2) qu’un tel constructivisme ne
peut raisonnablement pas étre considéré comme finitiste, méme en un sens étendu. Wilfried
Sieg ne dit lui-méme pas autre chose, en soulignant que ce point est explicitement reconnu par
Bernays dans une correspondance privée adressée a Hilbert le 11 octobre 1931 [Sieg 2013c,
p. 174]. Le méme point sera formulé publiquement, mais de maniére plus ambigiie, quelques

années plus tard :

1 Daniel Isaacson : [Isaacson 1992] et & sa suite Roman Murawski : [Murawski 2002], ont proposé une

évolution plus graduelle caractérisée par une hiérarchie de systémes formels auxquels la régle-o a été appliquée :
PA (X,-complétude), PA" (IT;-complétude, Y,-complétude), PA* (IT,-complétude, Y s-complétude), ... PA® (o-
complétude).
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Mais une fois qu’on a franchi cette étape, on est conduit a aller encore plus loin dans la méme direction ;
une telle autre étape [...] consiste en ce que des constatations, dans lesquelles des propositions
universelles interviennent comme prémisses, soient elles-mémes utilisées comme prémisses d’inférences
d’induction.

Or on ne voit pas clairement ou prendre appui pour admettre encore des extensions de méthode dans la
direction indiquée, si nous voulons conserver les tendances fondamentales de la théorie de la preuve.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 415 ; souligné par nous]

Signalons enfin le t¢émoignage d’Olga Taussky — Todd de 1987, selon lequel Godel se répandit
en invectives contre Hilbert a la publication de celui-ci de juillet 1931, disant quelque chose
comme : « comment peut-il écrire un article pareil aprés ce que j’ai fait ? » [Feferman 2011,
p- 129, n. 12].

Comme nous I’avons indiqué, au-dela des solutions simples que nous venons d’évoquer,
Daniel Isaacson a proposé dans [Isaacson 1992] une interprétation syntaxique de la régle-m
beaucoup plus subtile, que I’auteur considére comme 1’extension la plus naturelle du finitisme
originel [Isaacson 1992, p. 119]. Cette interprétation repose sur [Rosser 1937] et [Feferman
1962] et correspond au codage dans un systeme formel, de la dérivabilité de chaque @o(x) qui
en exprime les prémisses. Elle passe par différentes formulations, selon le systeme formel dans
lequel la dérivation est formellement prise en compte et le systetme formel (possiblement
différent) dans lequel ce fait est lui-méme dérivable. De manicre plus précise, Daniel Isaacson
est conduit successivement a trois formulations :

1) PA’ ; le codage de chaque ¢@o(x) est effectué¢ dans PA, ce fait étant lui-méme dérivable dans
PA ; Il montre alors que Gpa (1’énoncé indécidable du 1* théoréme de Godel de 1931 appliqué

a PA) est dérivable dans PA’, Conpy est dérivable dans PA’, mais certains énoncés [[; de PA’

vrais dans 1Mo ne sont pas dérivables dans PA’, ce qui fait que PA’ n’est pas syntaxiquement

complet ;

2) PRA’ ; le codage de chaque @o(x) est effectué dans PRA (en fait dans le systéme formel 12.;,
de méme force que PRA : dont I’ordinal limite est ®”, mais avec le langage de PA : voir le
tableau I du § 1.4) ce fait étant lui-méme dérivable dans PRA (donc finitiste selon la thése de
Tait) ; Conpra est dérivable dans PRA’, mais Conps n’est évidemment pas dérivable dans
PRA’;

3) PA”’ ; le codage de chaque @o(x) est effectué dans PA, ce fait étant lui-méme dérivable dans
PRA (donc finitiste) ; L’auteur considére que cette solution est la traduction formelle la plus

naturelle de la régle-m, en portant sur PA et en répondant aux exigences finitistes de Hilbert
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(via la thése de Tait) ; Il montre alors que bien que les prémisses de PA’’ soient plus fortes que
celles de PA’, PA”’ est équivalent a PA’ et posseéde donc les mémes limitations [Isaacson 1992,
p. 126]. Par contre PA’’ n’implique pas PRA’.
Si I’interprétation d’Isaacson présente ainsi I’avantage de ne pas exiger d’extension du finitisme
original (interprété en suivant la thése de Tait), elle bute sur les mémes pierres d’achoppement
que les interprétations plus simples et plus classiques que nous avons évoquées : elle ne permet
pas de passer outre les théorémes de Godel de 1931 appliqués a PA, ni-méme d’établir la
consistance de PRA (condition de possibilité du Programme selon I’interprétation standard de
la thése de Tait) et le nouveau systéme formel obtenu (PA’’ ou PA’) reste non effectif.
L’impression générale qui ressort finalement de cette analyse est que I’introduction par
Hilbert de la régle-» sous la forme de décembre 1930 et a fortiori sous celle de juillet 1931, le
conduit en fait & perdre quasiment sur tous les plans : 1) la complétude syntaxique du systéme
formel obtenu (lorsque la regle est interprétée formellement) n’est pas obtenue, 2) le systeme
formel obtenu n’est méme pas effectif (toujours lorsque la régle est interprétée formellement),
3) si I’intérét épistémologique attaché au finitisme initial (son pouvoir de conviction li¢ a son
évidence) est conservé avec ’interprétation complexe proposée par Daniel Isaacson, il disparait
sans solution de remplacement crédible avec les interprétations les plus simples associées a la
I-complétude et la m-complétude. 11 est alors intéressant de revenir plus généralement a la
position défendue par I’école de Hilbert apres les différentes solutions techniques proposées
aprés D’irruption des théorémes de Godel de 1931, pour tenter de répondre aux deux questions
que nous avons évoquées : quel contenu de finitisme élargi celle-ci a-t-elle proposé et surtout
avec quelle justification philosophique compte tenu des attendus du Programme ? Pour cela,
nous ne disposons d’aucun écrit de Hilbert (au-dela de sa préface a [Hilbert, Bernays 1934
(2001), p. 43] que nous avons déja citée) et seulement des commentaires de Bernays
(principalement : [Hilbert, Bernays 1939 (2001), § 5.3] ainsi que les textes rassemblés dans
[Bernays 1976a (2003)]). De ces éléments il ressort sans ambiguité I’affirmation par Hilbert et
Bernays de la nécessité d’¢largir le point de vue finitiste initial. Par contre, le contenu et surtout
I’ampleur de cet élargissement ne sont pas clairement définis, les auteurs donnant I’impression
de faire feu de tout bois a partir de tous les éléments techniques disponibles sur le moment,
c’est-a-dire, au-dela de la régle-m, d’une part le résultat de Godel de 1933 et d’autre part celui
de Gentzen de 1936°”. Concernant la question de savoir si les présupposés de I’intuitionnisme

sont acceptables comme finitisme étendu, on constate une évolution indéniable de la pensée de

2% Nous n’avons pas trouvé d’allusion explicite de Bernays a I’article de Godel de 1958 analysé dans ce sens.
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I’école de Hilbert entre 1934, ou I’intuitionnisme est considéré comme une extension du

finitisme et 1939, ou le systéme formel HA est considéré comme finitiste :

Le point de vue de méthode de « l’intuitionnisme », que Brouwer admet par principe, constitue une
certaine extension de [’attitude finitiste, [...]. Une telle version élargie du point de vue finitiste, [...],
s’avére nécessaire quand on veut parvenir, au moyen de traitements finitistes, au-deld d’un certain

domaine élémentaire. [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 97-98]

Le formalisme (Z) constitue un systéme partiel du formalisme que Heyting a établi pour formaliser
I’arithmétique intuitionniste [...] En fait, le cours de la preuve dont nous avons tiré qu’une contradiction
dans (Z) [PA] a pour conséquence une contradiction dans (Z) aussi, est bien tout a fait finitiste.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 427 ; souligné par nous]

Cependant aucune justification philosophique n’est alors donnée a I’appui de cette position, en
particulier de la dernicre affirmation citée. Quant a la position de 1I’école de Hilbert a I’égard de
la démarche de Gentzen de 1936, elle semble limitée au rattachement de cette démarche a la

seule utilisation de la régle-m (sans en préciser d’ailleurs la version) :

[...]’écart [de la démarche de Gentzen 1936], avec les procédés de conduite finitiste de preuve que nous
avons utilisés jusqu’ici, réside purement et simplement dans 1’admission de propositions universelles
comme prémisses de propositions.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 435 ; le commentaire entre crochets est ndtre]

C’est seulement dans [Hilbert, Bernays 1939, § 5.3] que I’on trouve une tentative par Bernays
d’expliciter et de justifier ’extension du finitisme. L explication reste toutefois trés générale et

elle est un peu énigmatique :

Une hypothése finitiste se rapporte toujours a une situation caractérisée de fagon intuitive. Mais on ne
peut pas accorder la méme valeur a I’idée qu’une proposition universelle est tenue pour valable. Certes,
au lieu de ’hypothese que la proposition universelle en question est tenue pour valable, on peut prendre
I’hypothése que la proposition est vérifiée [reconnue comme exacte]. Donc on suppose qu’une preuve
existe. Mais en I’occurrence, ¢’est en contenu que la preuve doit étre supposée valide ; et, pour une preuve,
la forme probante en contenu n’a pas non plus de caractéristique intuitive.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 411 ; dans cette traduction, pour en faciliter la compréhension, nous

avons remplacé le terme « tient » par « est tenue pour valable »*"']

2 Suivant en cela le sens proposé par Marcel Guillaume (le principal traducteur de [Hilbert, Bernays 1934] et
[Hilbert, Bernays 1939]) dans une communication personnelle du 30 octobre 2011.
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L’auteur précise alors sa pensée, en en se rattachant a la vérifiabilité (au sens technique) :

Mais en fait, méme dans le cas ol nous utilisons une hypothése comme celle de la vérifiabilité d’une
formule A, on ne se référe pas du tout a la nature d’une éventuelle preuve, en termes de contenu, de la
vérifiabilité de A ; ce dont il s’agit dans cette hypothése, c’est plutét que nous sommes en mesure, a
chaque endroit du raisonnement ot on parle d’une formule provenant de A par substitution, de faire usage

du fait que la formule considérée est une formule vraie. [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 411]

L’idée suggérée par Bernays, est donc que la possession de la preuve finitiste d’un énoncé [,
va en fait déja bien au-dela de la seule exigence de vérifiabilité de cet énoncé, qui se borne a la
requéte que I’on puisse établir la vérité (au sens intuitif) de chacune de ses instances***, en ne
limitant pas le nombre de ces instances. Une telle remarque permet effectivement de rendre
compte de I’impossibilité d’établir la consistance simple de PRA a partir des seuls moyens de
PRA. Mais comme nous 1’avons montré, il est parfaitement possible d’imaginer une extension
du finitisme raisonnable mais limitée qui y réponde, sans justifier pour autant I’extension
beaucoup plus large introduite par la régle-w dans sa premiere version. Celle-ci constitue en
effet une rupture profonde par rapport au fondement de la position finitiste, selon lequel les
énoncés [[; ne doivent étre considérés que comme un « jugement hypothétique ». La premiére
conséquence en est la perte induite du caractere précis de ce qu’est I’exigence finitiste, ce dont

I’auteur est conscient ;

Assurément, telle qu’elle vient d’étre formulée, cette question n’est pas précise ; car nous avons introduit
I’expression « finitiste », non pas comme un terme strictement délimité, mais seulement pour désigner la
ligne directrice d’une méthode, grace a laquelle certaines catégories de formation de concepts et de
raisonnements peuvent étre reconnues comme slirement finitistes, et certaines autres comme non-
finitistes, mais qui cependant ne fournit aucune ligne de séparation rigoureuse entre les catégories qui
satisfont aux exigences de la méthode finitiste, et celles qui n’y satisfont plus.

[Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 414 ; souligné par nous]

Le probléme qui se pose alors est que l’introduction de flou sur quelque chose d’aussi
fondamental, du point de vue finitiste, que la délimitation méme du raisonnement finitiste*”,
s’oppose frontalement a la démarche revendiquée par Hilbert d’assurer la connaissance

mathématique sur des bases indiscutables ([Hilbert 1931 (1992), p. 188] déja cité). Par ailleurs,

202
203

Nous remercions ici Marcel Guillaume d’avoir attiré notre attention sur ce point.
Nonobstant I’ambiguité de cette délimitation dans les textes de 1’école de Hilbert (d’avant 1931), sur laquelle
nous avons beaucoup insisté au § 1.
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a partir du moment ou ce premier pas est franchi, en ayant ouvert la « boite de Pandore » de
I’infini en acte, I’acceptation de la régle-m dans sa seconde version s’ensuit naturellement. Il en
résulte un nouveau probleéme de devoir décider ou et sur la base de quels critéres, s’arréter.

Bernays est 1a aussi conscient du probléme, sans qu’il n’y apporte pour autant de réponse :

Mais une fois que I’on a franchi cette étape, on est conduit a aller encore plus loin dans la méme direction.
Une telle autre étape, déja mentionnée, consiste en ce que des constatations, dans lesquelles des
propositions universelles interviennent comme prémisses, soient elles-mémes utilisées comme prémisses
d’inférences d’induction. On ne voit pas clairement ou prendre appui pour admettre encore des
extensions de méthode dans la direction indiquée, si nous voulons conserver les tendances fondamentales

de la théorie de la preuve. [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 415 ; souligné par nous]|

Pour tenter de comprendre les raisons d’une telle attitude de 1’école de Hilbert, il convient
sans doute de dissocier celles de Hilbert de celles de Bernays (au-dela de celles de Gentzen). 11
est vraisemblable que jusqu’a sa mort Hilbert n’ait en fait pas accepté que son programme
puisse étre remis en cause. En témoigne, au-dela de sa réaction (privée) de colére a I’annonce
du résultat de Godel de 1931 (lettre de Bernays a Constance Reid du 3 aott 1966 : [Feferman,
1986, p. 210]), la formulation publique de I’introduction a [Hilbert, Bernays 1934] que nous
avons déja citée (§ 3). Il s’est alors manifestement enfermé dans un combat d’arriere-garde, au
travers de I’introduction des deux versions successives de la régle-w, sans accepter de
reconnaitre qu’alors que I’objectif du Programme n’était pas atteint pour autant, tout I’ intérét
épistémologique du finitisme initial sur lequel il avait tant insisté dans les années 1920 était

perdu. Cette analyse rejoint celle de Constance Reid :

La confiance sans bornes dans le pouvoir de la pensée humaine, qui 1’a conduit inexorablement a ce
dernier grand travail de sa carriére, rendait maintenant presque impensable pour lui d’accepter
émotionnellement le résultat de Godel. 11 y avait peut-étre aussi, le rejet tout a fait humain du fait que la
découverte de Godel était la vérification de certaines indications, dont il avait lui-méme jusqu’ici refusé
de reconnaitre la signification, que le cadre du formalisme n’était pas suffisant pour la charge qu’il voulait

lui faire porter. [Reid 1970, p. 198]

Le cas de Bernays est tres différent. Comme le mentionnent aussi bien Hourya Sinaceur que
Solomon Feferman, sa vision philosophique personnelle le conduisait a une conception
beaucoup plus libérale que celle de Hilbert, quant a I’intérét méme des finalités du Programme,
et partant quant a la nécessité de maintenir les caractéristiques épistémologiques du finitisme

initial [Sinaceur 2003, p. 10] et [Feferman 2011, p. 113]. Son exégese nécessite alors de bien
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distinguer ses écrits selon qu’ils sont antérieurs ou postérieurs a la mort de Hilbert en 1943.
Dans les premiers, qui incluent en particulier [Hilbert, Bernays 1934] et [Hilbert, Bernays
1939], il est clair qu’il s’est astreint a tenter de restituer la position de I’école de Hilbert (et donc
celle de Hilbert) a laquelle il était rattaché et ce méme lorsqu'il n'en partageait manifestement
pas (ou plus) tous les éléements. On peut signaler a ce sujet la remarque privée sur la régle-o
(dans la seconde version) que nous avons déja évoquée, adressée par Bernays a Hilbert dans
une lettre du 11 octobre 1931, dans laquelle il souligne que 1’évolution proposée n’est pas
compatible avec le finitisme défini dans [Hilbert, Bernays 1934]. Concernant ses écrits
postérieurs a la mort de Hilbert, Bernays s’est peu exprimé, et surtout tardivement, sur sa vision
personnelle. C’est ainsi que c’est principalement dans les années 1970, donc a la fin de sa vie,
qu’il introduit des réserves sur le fait que de telles extensions du finitisme, au-dela du fait de

s’écarter indéniablement du finitisme original, soient méme acceptables :

Cependant, la notion de conséquence matérielle nous éloigne totalement des idées de méthode de la
théorie de la preuve de Hilbert, et le probléme est de savoir si, dans la démonstration de la non-
contradiction du systéme (Z), nous ne pouvons pas éviter cette notion de conséquence matérielle, quoique
nous allions au-dela du raisonnement finitiste, dans la mesure ou nous admettons des propositions
universelles comme prémisses.

[Hilbert, Bernays 1939/1970 (2001), p. 429, ajout de la seconde édition ; souligné par nous]

Cette réserve se transforme ensuite en la reconnaissance que la justification philosophique
attendue reste encore a établir et ne I’a donc pas été [Bernays 1971/1976 (2003), p. 213],
[Bernays 1976b (2003), p. 82]. Il en vient enfin a contester la raison d’étre du Programme, dont
on rappelle que celui-ci vise, pour Hilbert, & résoudre définitivement le probléme des
fondements ainsi que le fondement du finitisme initial, a savoir, les signes concrets représentant
les nombres naturels finis [Bernays 1970/1976 (2003), p. 209, 210].

Au-dela de I’école de Hilbert, on peut noter que Gddel, au moins jusqu’au début des années
1940, était parfaitement lucide quant a ’incompatibilité des différentes solutions proposées
d’extension du finitisme avec la spécificité des exigences finitistes. Nous I’avons déja évoqué

a propos de [Godel 1933] et [Gentzen 1936]. On peut également mentionner sa réaction dans

2% Selon Marcel Guillaume, dans deux communications personnelles : du 24 décembre 2011 et du 19 janvier
2012, la raison pour laquelle Bernays n’a pas au minimum introduit des réserves philosophiques aux extensions
évoquées du finitisme, tient aussi au contexte historique et social de 1’époque (la prise de pouvoir par les Nazis,
Bernays étant lui-méme considéré comme juif, ce qui le conduira a quitter Gottingen en 1934 [Reid 1970,

p- 206], la précarité de son statut universitaire a Gottingen et enfin, pour la premiere édition du second tome,
I’imminence de la guerre). Il considére également que c’est par devoir moral auprés de Hilbert décédé, que
Bernays n’a pas voulu introduire de telles réserves dans la seconde édition des deux tomes.
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la lettre a Bernays du 16 janvier 1942, a larticle de Bernays de 1941, dans lequel celui-ci ne
propose rien de moins que de « ne pas concevoir 1’évidence et la siireté de fagon trop absolue »

[Bernays 1941, p. 152] :

[...]; seul ce que vous dites a la page 152, lignes 8 a 11 n’est pas compréhensible pour moi. Ne serait-ce

pas équivalent a abandonner le point de vue formaliste ? [G6del 1942 (2003), p. 133]

3.3 L’inépuisabilité des mathématiques selon Franzen

Le terme « d’inépuisabilité des mathématiques » a été introduit par Torkel Franzen®”’, qui
lui a consacré un ouvrage [Franzen 2004] pour traduire une conséquence positive des théorémes
de Godel de 1931, a savoir : I’héritabilité de la correction (au sens formel) de théories de plus

en plus puissantes issues de PA. Voici la présentation qu’en fait I’auteur :

Ainsi dans ce cas, le second théoréme a la conséquence positive que nous pouvons toujours étendre tout
systéme [formel] que nous reconnaissons comme correct [par rapport au modele standard] en un systeme
[formel] plus puissant que nous reconnaissons €galement comme correct, en ajoutant comme nouvel

axiome 1’affirmation que le systéme [formel] original est consistant. [...] Chaque fois que nous décidons
de définir une théorie comme PA qui est démontrablement correcte étant donné PA correct, nous

sommes également capables de 1’étendre en une théorie plus forte, qui est également correcte.

[Franzen 2005, p. 113 ; les commentaires entre crochets sont notres]|

Bien qu’il n’en fasse pas état, une telle propriété semble pour le moins paradoxale dans le
contexte du Programme de Hilbert, puisqu’elle revient a permettre indirectement de « gravir les
échelons » en matiere de correction, donc de consistance, pour des théories de plus en plus
fortes issues de PA. Cela justifie que nous en analysions le contenu, en commengant par
remarquer que I’auteur affirme s’appuyer sur une remarque de Gédel mentionnée dans [Godel
1951 (1995)] sur l'incomplétatibilité des mathématiques, pour en déduire sa propre proposition

sur ['inépuisabilité des mathématiques. Nous rappelons la remarque en question de Godel :

Dans la mesure ou il [le présent argument] rend impossible que quelqu’un puisse mettre en place un

certain systéme d’axiomes et de régles bien défini et émettre I’assertion suivante a son sujet : je per¢ois

293 L>argument ayant été quelque peu anticipé (mais non développé) par Michael Dummett [Dummett 1994, p.

337].

99



(avec certitude mathématique) tous ces axiomes et ces régles comme valables’ et de plus, je crois qu’ils
contiennent toutes les mathématiques. Si quelqu’un propose une telle formulation, il se contredit lui-
méme. Dans la mesure ou s’il pergoit les axiomes considérés comme valables, il pergoit aussi (avec la
méme certitude) qu’ils sont consistants.

[Godel 1951 (1995), p. 309 ; le commentaire entre crochets est notre]

Le fond de cette remarque, qui repose sur I’interprétation par Godel du caractére « complet »
(au sens informel) des mathématiques a partir d’un systeme formel donné, comme devant
inclure le caractére consistant de ce systeme formel, découle directement du second théoréme
de 1931. Dans ce sens particulier de I’incomplétabilité des mathématiques, cette remarque n’est
ni contestable ni problématique. Il en est tout autrement de la proposition de Torkel Franzen,
ce que celui-ci reconnait d’ailleurs en précisant que sa proposition n’est « ni non controversée
ni non problématique » [Franzen 2004, p. 2].

Précisons ensuite la portée et la limite de I’héritabilité que défend 1’auteur. Celui-ci fait
référence a la hiérarchie classique entre les trois principales formes de consistance se rapportant
a Iarithmétique®®’ (se reporter au schéma C du § 1.5) : la consistance simple, la Y;-correction
(co entensive a la 1-consistance), et la correction (co entensive a la w-consistance). Il précise
alors que si I’on suppose la correction de PA, on peut en déduire la correction (et partant la
consistance) de PA; = PA + ’axiome « PA est consistant », puis de PA, = PA; + ’axiome « PA;
est consistant », .... Ce résultat est étendu (sous la méme hypothése) avec la série : PA; = PA
+ I’axiome « PA est 1-consistant », PA, =PA, + I’axiome « PA; est 1-consistant », .... Par
contre il ne s’applique pas a la série : PA; = PA + I’axiome « PA est correct », PA, =PA; +
I’axiome « PA; est correct », .... Avec les mémes notations, si I’on suppose seulement la 1-
consistance de PA (au lieu de sa correction), le résultat s’applique encore a la série : PA, PA;,
PA,, ..., mais non a la série : PA, PA; " PA,, ... (et évidemment encore moins a la série : PA,
PA, ,PA, , ...). Enfin, si ’on se limite & I’hypothése la plus faible : PA est consistant, alors le
résultat ne s’applique méme pas a la série : PA, PA;, PA,, ... (en cohérence avec le second
théoréme de 1931). Pour justifier son résultat Torkel Franzen utilise un raisonnement (non
formel) particulierement simple [Franzen 2004, p. 186] :

1) PA étant supposé correct, tous les axiomes de PA sont vrais et les reégles de dérivation

préservent la vérité ;

2% Nous avons traduit ici et dans I’analyse qui suit par « valable », le terme anglais « correct » utilisé par Godel

et par Torkel Franzel, pour bien marquer la distinction avec la propriété métamathématique de « correction »
(« soundness » en Anglais), également utilisée par Torkel Franzen dans son ouvrage.
207 e e T 5 : o o

Ce qui revient implicitement a affecter un sens technique précis au terme général : « valable ».
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2) comme PA est correct, PA est consistant et ’énoncé (exprimable dans PA) : « PA est
consistant » est vrai ; les axiomes de PA; sont donc vrais ;

3) les régles de dérivation de PA; étant les mémes que celles de PA, elles préservent la vérité,
donc les théorémes de PA; sont vrais et PA; est correct.

On reconnait la la « démonstration » classique de consistance de PA sans portée
épistémologique, dénoncée en particulier par Jacques Dubucs [Blanché, Dubucs 1996, p. 368]
et qui est issue de [Turing 1939] et [Feferman 1962] auxquels Torkel Franzen se référe
explicitement. Il est clair qu’elle fait appel a des éléments ensemblistes qui vont au-dela de
I’arithmétique, ce qui se traduit par le fait que les deux résultats cités sont non effectifs, ce que
’auteur reconnait [Franzen 2004, p. 208]. Solomon Feferman est particuliérement éclairant sur

la nature précise de cette non-effectivité :

Il y a cependant une entourloupette a ce résultat [Turing 1939], nommément qu’il est trés dépendant de
comment le passage dans le transfini est effectué et il n’y a aucune voie évidente a I’avance pour préférer
une telle voie plutdt qu’une autre. [...] Mais, sur le fond, I’entourloupette est que nous avons échangé
l'incomplétude par lincertitude sur la voie a suivre [pour effectuer le passage dans le transfini] ; en
d’autres mots, vous ne pouvez pas obtenir quelque chose a partir de rien.

[Feferman 1998a, p. 17 ; les commentaires entre crochets sont notres]

Dans les années 1960, j’ai obtenu un renforcement considérable du résultat de complétude de Turing,
[...]- Cependant, ce théoréme de complétude souffre de la méme entourloupette que le précédent résultat
de Turing, dans la mesure ou il est dépendant des voies qui sont prises dans le transfini, dont le choix

n’est pas justifié a I’avance. [Feferman 1998a, p. 18]

La subtilité de I’argument de Torkel Franzen repose en fait sur I’opposition entre les caracteres,
non exprimable de la vérité et exprimable de la dérivabilité, dans PA, associées au second
théoréme de Godel de 1931 [Franzen 2004, p. 11]. Un tel résultat n’est donc pas inintéressant
par rapport a la question de I’aptitude et des limites pour un systéme formel, a rendre compte
des propriétés métamathématiques qui peuvent lui étre associées, en supposant que ce systeme
formel est correct (par rapport au modele standard) et a fortiori consistant. C’est bien 1a le cadre
de réflexion au sein duquel se situe Torkel Franzen : « L’inépuisabilité, le sujet principal de ce
livre, est centrée sur le cas ou nous acceptons les axiomes d’une théorie comme vrais » [Franzen
2004, p. 218]. Mais ce résultat ne peut étre d’aucun secours si ¢’est justement la justification de

la consistance du systéme formel qui est en jeu, comme c’est le cas du programme de Hilbert.
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3.4 L’instrumentalisme de Detlefsen

Nous avons déja discuté les positions défendues par Michael Detlefsen sur le programme de
Hilbert (aux § 1.5, 2.2, et 2.3), mais en nous limitant alors au contexte du programme de Hilbert
au sens restreint selon notre interprétation (et également selon I’interprétation standard). Nous
allons maintenant aborder la propre interprétation de Michael Detlefsen du programme de
Hilbert au sens restreint, avec 1’objectif d’en analyser la pertinence épistémologique et
d’examiner dans quelle limite cette interprétation résiste quant a elle aux deux théorémes de
Godel de 1931. Il convient d’emblée de souligner que si la démarche précise proposée par
Michael Detlefsen est sans aucun doute inspirée par le programme de Hilbert originel, elle
s’¢loigne cependant de celui-ci sur des points essentiels, a la fois quant a ses présupposés et
quant a son objectif. L auteur a d’ailleurs ’honnéteté de le reconnaitre lui-méme [Detlefsen
1986, p. 40-41, n. 26] et [Detlefsen 1986, p. 57]. Le trait majeur de I’interprétation de Michael
Detlefsen est son caractére instrumentaliste (en mathématique) mais sous une forme a la fois
trés particuliere et sophistiquée, comme 1’auteur le reconnait [Detlefsen 1986, p. x]. Il ne s’agit
plus ici de chercher a fonder I’ensemble des mathématiques d’une manicre « absolue » mais de
rechercher simplement la plus grande efficacité possible dans les démonstrations d’un corpus
particulier des mathématiques (preuves idéales « qui sont de quelque valeur comme instrument
de I’acquisition épistémique humaine » [Detlefsen 1986, p. 84]), dont on se sera assuré au
préalable de sa sreté relative [Detlefsen 1990, p. 358]. L’assise intuitive retenue est également
différente de celle de Hilbert, en se fondant en I’occurrence sur un systéeme formel particulier
(nommé Sp™**), au lieu d’un certain corps de vérités intuitives, dont les théorémes fixent alors
la vérité intuitive et dont la consistance est bien stir admise a priori [Detlefsen 1990, p. 361]. 1l
en résulte un changement radical de la signification du vocabulaire hilbertien selon
I’interprétation de Michael Detlefsen, par rapport & 1’interprétation que nous avons retenue"”.
Pour Michael Detlefsen, sont a la fois et indifféremment : « réels », « finitaires »,
« contentuels », et « pleins de sens », tous les énoncés exprimables (au sens formel) dans Sp ;
par extension, sont appelées : méthodes « réelles » ou « contentuelles » et raisonnements

« réels » ou « finitaires », les dérivations dans Sp. Sont appelés : « idéaux » les énoncés d’un

2% Pour se prémunir contre un risque de confusion avec les notations retenues dans le cadre de notre

interprétation du programme de Hilbert, nous faisons suivre les notations retenues par Michael Detlefsen de
I’indice : D.

2% En perdant au passage le bénéfice de la distinction méthodologique que nous avons introduite, lorsque nous
avons soigneusement distingué les couples que nous avons appelés respectivement : R versus [ et S versus T
(tableau II, § 1.5).
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certain systéme formel (nommé Tp) qui sont exprimables dans Sp*'’, mais dont la preuve,
lorsqu’il s’agit de théorémes, peut avoir été obtenue a I’aide de dérivation de Tp, soit des
moyens plus puissants que ceux de Sp (dérivations qui sont appelées raisonnements « idéaux »
ou méthodes « idéales ») [Detlefsen 1986, p. 38, n. 14]. L auteur introduit enfin une partition
au sein des théorémes de Sp_ entre les théorémes « problématiques » (nommés Rp) dont on veut
remplacer les dérivations de Sp par celles de Tp, et les théorémes « non problématiques » pour
lesquels il est estimé qu’il n’y a aucun intérét pragmatique a remplacer les dérivations dans Sp :
[Detlefsen 1986, p. 18-19]. Si I’on tente alors de rassembler les indications détaillées mais
assez confuses, présentes dans [Detlefsen 1986] et surtout dans [Detlefsen 1990], on aboutit a
quatre relations caractéristiques™' concernant les liens métamathématiques existants entre les
systémes formels Sp et Tp :

1) Tp peut ne pas décider certains théorémes décidés par Sp ; Tp n’a pas a étre une extension
de Sp*'* [Detlefsen 1990, n. 21, p. 375-376] ;

2) Tp peut décider certains théorémes qui ne sont pas décidés par Sp ; Tp n’a pas a étre
conservatif par rapport a Sp [Detlefsen 1990, p. 361] ;

3) le caractere d’extension de Tp par rapport a Sp se limite a la partie Rp de Sp, soit la condition
que tout théoréme de Sp appartenant a Ry doit étre un théoréme de Tp, [Detlefsen 1990, p. 369] ;
4) la seule chose qui est interdite par I’autorité épistémique de Sp est qu’un énoncé soit a la fois
dérivé par Tp et réfuté par Sp [Detlefsen 1990, p. 358, 361-362].

Pour plus de clarté, nous avons représenté ces relations sur le schéma E ci-apres (limité aux
énoncés vrais dans le modele standard de Sp ou de Tp pour une raison de lisibilité), auquel a

été ajouté le systéme formel TNp qui intervient dans ce qui suit.

219 Soit parce que I’ensemble des énoncés exprimables dans Tp, ne va pas au-deld de ceux exprimables dans Sp,
soit parce que 1’on ne s’intéresse qu’a ces derniers.

1111 s>agit seulement des relations métamathématiques générales entre Sp, et Tp. Doivent s’y ajouter des
conditions spécifiques liées a la dérivabilité dans Tp, qui seront introduites dans le cadre de la discussion de
I’impact du second théoréme de Godel de 1931 qui suit.

*12 Les théorémes de Sp qui n’appartiennent pas a Rp et qui ne sont pas destinés & étre remplacés par des
théorémes de Tp, peuvent donc librement étre des indécidables de Tp.
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Sp Tp > TS
[ i 1 [ i 1
1 I 1 1
1 I 1 1
Théorémes ! | ! |
(Dérivation ! Indécidables : ! Indécidables :
efficace) | | | |
Rp Réplique de Rp Réplique de Rp
Théoremes > Théoremes Théoremes
(Dérivation (Plus efficaces que (Plus efficaces que
non efficace) ceux de Sp) ceux de Sp)
: e
1
' ' Théorémes Théorémes
i i (Sans effet sur Sp) (Sans effet sur Sp)
i Indécidables i
i i ' : | :
! 1 1
| l ! Indécidables | ! Indécidables :
i | i i | |
e e L
Schéma E : Liens métamathématiques entre les systémes formels Sp, Tp et TR, dans le cadre de
I’interprétation de Michael Detlefsen

Il reste bien entendu a définir les contenus de Sp, Rp et Tp. Sp n’est pas strictement défini,
méme si I’auteur fait explicitement référence a la theése de Tait, en présentant PRA comme « une
borne du raisonnement finitaire » [Detlefsen 1986, p. 58] tout en laissant entendre la possibilité
de son dépassement’”, en renvoyant en fait 4 un critére empirique (et vague) en relation avec
le « comportement arithmétique des objets physiques » pour la fixation de son contenu :
[Detlefsen 1986, p. 33, 58-59]. Il va jusqu’a évoquer le cas d’un désaccord possible entre ce qui
nous parait intuitivement vrai et ce qui peut étre dérivé dans Sp, pour conclure que dans ce cas,
il nous faut soit modifier Sp, soit adapter notre intuition a ce que permet Sp [Detlefsen 1986,
p. 36, n. 3]. Concernant Rp, Michael Detlefsen précise que la délimitation correspondante ne
répond qu’a un critére d’efficacité, en se référant a Georg Kreisel sur ce point [Detlefsen 1986,
p. 36, n. 3] et [Detlefsen 1990, p. 370]. Il en résulte qu’il n’y a aucune exigence a démontrer
« finitairement » (donc dans Sp) la troisiéme relation métamathématique mentionnée, selon

laquelle tout théoréme de Sp appartenant a Rp doit étre un théoreme de Tp [Detlefsen 1990,

1> Michael Detlefsen défend actuellement (communication personnelle du 27/02/2012) la position que le point

de vue finitaire ne peut pas étre formalisé dans PRA, ni dans n’importe quel systéeme formel (récursivement
axiomatisable).
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p. 370]. La situation est analogue pour Tp, pour lequel il est précisé¢ que celui-ci ne peut pas
étre défini a priori et qu’a I’instar de Rp, sa fixation ne peut étre qu’empirique, en relation avec
la prise en compte de considérations « en pratique » (en opposition a celles « en principe » qui
caractérisent les interprétations habituelles) [Detlefsen 1986, p. 83, 168]. Se pose alors bien
entendu le probléme de la définition d’un critére objectif de complexité, fondamental dans le
cadre d’une démarche instrumentaliste, pour pouvoir circonscrire a la fois les preuves réelles
qui seront conservées et les preuves idéales qui seront introduites, dont on imagine la difficulté.
L’auteur en est conscient, tout en reconnaissant que le travail reste a faire [Detlefsen 1990,
p. 376, n. 24]. Il n’y a par contre aucune ambiguité sur le fait que la démonstration que tout
théoreme de la part de Tp qui est la réplique de Rp (quatrieme relation métamathématique
mentionnée), qui traduit la stireté de I’instrumentalisme de Detlefsen, doit étre finitaire (donc
dans Sp). Il apparait ainsi que I’interprétation du programme de Hilbert au sens restreint par
Michael Detlefsen n’a qu’un lointain rapport avec I’interprétation standard (ou la nétre), ce que
celui-ci reconnait [Detlefsen 1986, p. 75, n. 22]. L’objectif de Hilbert, d’assurer la stireté de
I’intégralité des mathématiques, est abandonné au profit d’un instrumentalisme appliqué a une
portion seulement des mathématiques. La force de 1’évidence intuitive de la base finitiste
retenue par Hilbert est perdue par la référence abstraite a un systéme formel particulier comme
point d’ancrage. Mais la faiblesse la plus grande de I’interprétation de Michael Detlefsen réside
sans aucun doute dans 1’absence d’une définition précise du contenu et des limites de ses
constituants essentiels : non seulement le systeme formel « idéal » recherché (ce pourrait étre
un programme de travail), mais également I’ensemble des théoremes « réels » que 1’on souhaite
pouvoir remplacer par des théorémes « idéaux », et surtout la base « réelle » méme sur laquelle
tout cela est fondé. La justification pragmatique qui est donnée par I’auteur pour justifier cette
absence de précision, nous parait un bien faible attrait en regard du relativisme auquel celle-ci
conduit. Il reste a s’assurer de la résistance d’une telle interprétation aux deux théorémes de
Godel de 1931 pour déterminer dans quelle mesure ce dernier objectif au moins est atteint.
L’analyse de I’'impact du premier théoréme de Godel de 1931 sur cette interprétation est
immédiate, sur la base de I’analyse similaire déja effectuée sur le programme de Hilbert selon
notre interprétation (§ 2.2). Il apparait en effet que le choix retenu par Michael Detlefsen est
encore plus libéral que notre deuxieéme solution du § 1.5, puisque non seulement certains
indécidables de Sp peuvent étre décidés par Tp mais également, de maniere réciproque, certains
indécidables de Tp peuvent étre décidés par Sp. Dans ces conditions, il est clair qu'une telle
interprétation est immunisée contre 1’effet du premier théoréme de Godel de 1931, sous la

condition faible qu’a la fois Gs (I’énoncé de Godel du premier théoréme de 1931 appliqué a Sp)
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et Gr (le méme énoncé appliqué a Tp) n’appartiennent pas a Rp. On retrouve ainsi la position
défendue par Michael Detlefsen et contestée par nous au § 2.2, selon laquelle le « programme
de Hilbert » n’est pas affecté par le premier théoréme de Godel de 1931. La contradiction
apparente vient simplement du fait que ce résultat s’applique bien a I’interprétation de Michael
Detlefsen du programme de Hilbert, mais non au Programme selon notre interprétation (ou
I’interprétation standard).

L’analyse de I’'impact du second théoréme de Godel de 1931 sur la méme interprétation est
un peu plus subtile. Comme nous 1’avons déja indiqué (§ 2.3), le principe de la solution utilisée
par Michael Detlefsen est de s’affranchir des conditions de dérivabilité (CD3 en particulier),
qui sont nécessaires a 1’établissement du second théoréme, en utilisant pour cela une solution
« a la Rosser ». Techniquement, cela revient a associer a une théorie donnée T, munie des
prédicats standard de dérivabilité et de consistance, une théorie associée TR, munie de prédicats
spécifiques de dérivabilité et de consistance dans laquelle on peut dériver la consistance de T*.
Le point est alors que tous les axiomes et les théorémes de T se retrouvent dans T, ce qui
permet ainsi d’affirmer que I’on est bien assuré, en un certain sens, de la siireté de T. De manicre
plus précise, la prouvabilité dans T® (et partant la consistance associée) est construite & partir
de la prouvabilité (classique) dans T en rajoutant la contrainte qu’aucune dérivation obtenue
dans T en ayant un nombre de Gddel plus petit que celui de la dérivation correspondante dans
TX, n’est contradictoire avec celle-ci. On congoit qu’un tel procédé soit effectif (c’est une
caractéristique des solutions « a la Rosser »), mais il est indéniablement complexe et non
intuitif. Cette complexité n’est pas niée par Michael Detlefsen, mais celui-ci considére qu’elle
n’en est pas moins raisonnablement acceptable, avec un caractere particulier « dynamique »
(opposé au caractere « statique » de la démarche classique) : [Detlefsen 1990, p 345]. Disons
tout de suite que I’auteur prévient ne pas étre en mesure d’assurer la seule véritable condition a
vérifier qu’il impose a sa démarche (le point 4 de notre liste) : établir « finitairement » (dans
Sp), que tout théoreme de Tp qui est la réplique de Rp n’est pas réfutable dans Sp [Detlefsen
1986, p. 140-141, n. 48] et [Detlefsen 1990, p. 370]. Un tel aveu constitue évidemment une
limitation trés forte de cette interprétation. Mais au-dela de cette limitation, quelle est la réponse
que D’instrumentalisme de Detlefsen apporte aux objections que nous avons déja évoquées
(§ 2.3), concernant les solutions « a la Rosser » qui prétendent s’affranchir du second théoréme
de Godel de 1931 ? L’objection classique majeure est celle de 1’impossibilité¢ de justifier
finitairement 1’équivalence extensionnelle entre T et TX, sans introduire la condition de
dérivabilité CD3. La réponse est ici que I’instrumentalisme de Detlefsen est associé a la double

précaution, d’une part de limiter le domaine d’intérét a Rp (et non a Sp tout entier) et d’autre
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part de ne pas exiger une démonstration finitaire (dans Sp) pour la fixation de I’étendue de Rp.
Cela lui permet ainsi de contourner cette objection [Detlefsen 1990, p. 370]. On notera
cependant que le mérite de ce résultat doit étre tempéré par le fait que toute I’interprétation de
Michael Detlefsen a été justement congue en vue de [’obtenir, selon 1’aveu méme de 1’auteur

(dont on peut souligner I’honnéteté) :

Les paralleles entre le modéle instrumentaliste de construction d’une théorie présenté au-dessus et la
variante [de formalisation] de Rosser ne sont pas un accident ; en fait, le premier survient comme le
résultat direct d’une tentative de donner un sens philosophique a la variante de Rosser de la conception

de la formalisation. [Detlefsen 1986, p. 122 ; souligné par nous]

Concernant 1’autre objection majeure qui est ’argument de [Godel 1972b, remarque 1], la
réponse de 1’auteur, que nous avons déja mentionnée dans le cadre de notre interprétation du
programme de Hilbert (§ 2.3), fournit directement la réponse appropriée dans le présent
contexte. En effet, pour passer de la consistance externe (au sens de Godel) obtenue sans les
conditions de dérivabilité, a la consistance simple seule pertinente dans le cadre de
I’instrumentalisme de Detlefsen, la condition CD3 est nécessaire, ce qui ramene alors le résultat
de 1972 a celui du second théoréme de 1931. On remarque toutefois que si cette réponse est
techniquement non contestable, elle met I’accent sur I’écart entre les notions intuitives de
preuve et de consistance dans un contexte finitiste (habituel) d’une part et le caractére
particulierement abstrait et artificiel de leur pendant instrumentaliste « a la Detlefsen » d’autre
part. Pour terminer avec les objections possibles>'?, signalons au passage que la propre analyse
de [Detlefsen 2001] ne concerne évidemment pas I’instrumentalisme de Detlefsen, puisque les
conditions de dérivation ne s’y appliquent pas. Globalement, il apparait ainsi que
I’interprétation de Michael Detlefsen du programme de Hilbert permet bien de s’affranchir du
second théoreme de Godel de 1931, contre [Smith 2007] qui n’a peut-Etre pas pris en compte
avec suffisamment d’acuité toute la subtilité de son contenu®"’.

Si I’on essaye de dresser un bilan des résultats obtenus, il s’avere que sur le plan technique,
au-dela de la limitation forte de I’incapacité d’établir le critére fondamental a respecter dans le
cadre de cette interprétation (la « correction » de Tp par rapport a Rp a établir dans Sp), cette

derniére permet effectivement de passer outre a la fois des deux théorémes de Godel de 1931.

1% Nous passons sur les objections de moindre importance (les quatre premiéres abordées au § 2.3), pour

lesquelles nous avons déja en grande partie répondu.
1> Tout en reprochant a Michael Detlefsen d’avoir « monté une défense d’arriére garde de Hilbert » [Smith
2007, p. 258].
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Il reste la question de savoir quel est le bénéfice d’une telle interprétation sur un plan
philosophique. Par rapport a notre interprétation (et I’interprétation standard) du programme de
Hilbert, trois choses ont ét¢ indubitablement perdues :

1) ’objectif d’assurer la sireté de 1’intégralit¢ des mathématiques est réduit a une portion
seulement des mathématiques ;

2) la force de I’évidence intuitive de la base finitiste retenue par Hilbert pour y parvenir est
remplacée par la référence abstraite a un systeme formel particulier, non précisément défini ;
3) la contrainte d’utiliser une démarche « a la Rosser » conduit a I’introduction d’un concept de
prouvabilité a la fois contraignant et non intuitif.

En comparaison, le seul gain obtenu est celui de la satisfaction de disposer d’un systéme formel
de I’arithmétique dans lequel une certaine forme de consistance peut étre établie. Nous avons
le sentiment qu’il s’agit 1a d’une victoire a la Pyrrhus, et nous pouvons raisonnablement nous
demander si cela conduit vraiment a gagner quelque chose, en retrouvant alors le commentaire
de David Auerbach [Auerbach 1992, p. 87]. Pour achever cette analyse, il n’est peut-&tre pas
sans intérét de signaler une remarque de Georg Kreisel et Gaisi Takeuti, qui ont évoqué dés
1974 la possibilité d’une telle démarche en 1’associant alors a I’esprit de Wittgenstein, [Kreisel,

Takeuti, 1974, p. 47-48].

3.5 Le recours a la logique paraconsistante

La proposition d’utiliser la logique paraconsistante sous I'une de ses formes, en vue de

s’opposer aux théorémes de Godel de 1931%'

, a été suggérée par les tenants de cette logique en
suivant trois voies différentes. 1) Tout d’abord, et c’est certainement la proposition la plus
ancienne, Graham Priest a proposé un argument en faveur de la logique paraconsistante basée
sur I'utilisation du premier théoréme de Godel de 1931 : [Priest 1979], [Priest 1984] et [Priest
1987]. Aprés étre resté longtemps en sommeil, cet argument a été réactivé récemment sans

changement : [Berto 2009b]. Reposant sur I’idée d’appliquer ce théoréme au cas d’un systéme

formel hypothétique qui formaliserait I’ensemble de la vérit¢é mathématique intuitive,

191 a caractéristique fondamentale d’un systéme formel basé sur la logique paraconsistante est que celui-ci est

simplement inconsistant tout en étant absolument consistant (alors qu’en logique classique les deux
caractéristiques sont équivalentes sous la requéte faible que le systéme formel contienne le calcul des
propositions). Pour y parvenir, deux voies ont été proposées : syntaxique, par Newton da Costa et sémantique,
par Graham Priest. Bien entendu, comme le systéme formel est simplement inconsistant, les deux théorémes de
Godel de 1931 ne peuvent s’y appliquer.
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I’argument est en fait trés proche de celui proposé par John Lucas a propos du mécanisme
appliqué a I’esprit humain : [Lucas 1961]. Nous les analyserons donc conjointement (§ 6.5). 2)
Ensuite, Jean-Paul van Bendegem et Graham Priest ont explicitement propos¢ une extension du
programme de Hilbert sur la base de la logique paraconsistante : [Bendegem 1993] et [Priest
1994]. Comme cette proposition revient a limiter D’arithmétique en en ¢éliminant les
indécidables, nous 1I’évoquerons dans le cadre plus général des solutions visant a réaliser
(partiellement) le programme de Hilbert au sens restreint en limitant la portée des
mathématiques concernées (§ 4.5). 3) Enfin, récemment, dans un article éclairant, Stewart
Shapiro a réalisé 1’étude d’un véritable systéme formel constitué¢ de PA étendu par la logique
paraconsistante selon ’interprétation de Priest®'” : [Shapiro 2002]. Bien que ’auteur ne fasse
pas mention du programme de Hilbert dans cette étude, il est intéressant d’en analyser le
contenu dans ce cadre, dans la mesure ou il s’agit de fait d’une solution qui conduit & contourner
les deux théorémes de Godel de 1931.

Stewart Shapiro construit un systéme formel de I’arithmétique du premier ordre basé sur la
logique paraconsistante au sens de Priest : PA*, a partir de trois hypothéses :
1) il s’agit d’une extension (non conservative) de PA ; tous les théorémes de PA sont des
théorémes de PA* mais non ’inverse ;
2) le schéma d’induction de PA est étendu a toutes les formules ajoutées par PA* ;
3) PA* est simplement inconsistant, absolument consistant et sémantiquement clos.

11 applique alors a PA* la démarche habituelle qui permet d’établir le premier théoréme de

Godel de 1931 et montre que 1’on a, dans le cas (particulier) présent, a la fois®'® : pas
Proofpax(g, "G*") et - pax —Proofpa+(g, "G*") ou G* est I’énoncé de Godel pour PA* et g le

nombre de Godel d’une dérivation de G* dans PA*. Il s’agit bien entendu d’une contradiction,
ce qui n’est pas problématique dans le cadre de PA* qui est paraconsistant. Ce qui est beaucoup
plus problématique est que I’analyse de I’énoncé Proofpa+(g, "G*") montre que celui-ci est non
seulement purement arithmétique, mais qui plus est de type Ao (sans quantificateur non borné) ;

comment un tel énoncé pourrait-il étre contradictoire ? Stewart Shapiro analyse trois réponses

*7 La voie retenue par Graham Priest est 1’utilisation d’une logique a trois valeurs, la troisiéme caractérisant la

situation (paraconsistante ou paradoxale) d’étre a la fois vrai et faux. La caractéristique affichée de cette logique
est d’étre sémantiquement close : les prédicats de vérité la concernant peuvent étre exprimés dans le systéme
formel lui-méme, donc sans nécessiter un métalangage pour cela comme en logique classique.

28 Nous rappelons (§ 2.2) que Proof (m,n) est une fonction caractéristique FRP, oul n est le nombre de Godel
d’un énoncé ¢ et m le nombre de Godel d’une dérivation de ¢ dans le systéme formel (quand elle existe), dont la
généralisation existentielle conduit a la formule Prov(n), que nous avons abondamment utilisée dans les
démonstrations des deux théorémes de Godel de 1931.
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possibles. Tout d’abord, si I’on suppose que PA est simplement (et absolument) consistant et
que PA* est incorrect (certains de ses théorémes sont non vrais dans le modele standard) alors
il suffit de retenir la solution : Proofpa=(g, "G"") est vrai et —Proofpax(g, "G") n’est pas vrai,
pour résoudre le probléme. Le prix a payer en est la perte d’intérét de PA* pour lequel il faut
abandonner au moins 1’une des trois hypothéses qui ont permis sa construction. Une solution
plus téméraire consiste a supposer que PA* est correct mais que PA est simplement
inconsistant. L’auteur montre que 1’on perd alors les liens naturels entre :

1) le fait d’étre, respectivement de ne pas étre, le code d’une dérivation dans PA* d’un énoncé
¢

2) le fait que Proofpa+(m, "@"), respectivement —Proofpa+(m, "@"), soit vrai ;

3) la dérivabilité dans PA* de Proofpa«(m, "¢"), respectivement de —Proofpa+(m, " ¢ *) [Shapiro
2002, p. 826].

Cela se traduit en fait par la perte de 1’isomorphisme entre les chaines de caracteres et les
nombres naturels, pour des longueurs de celles-1a et des valeurs de ceux-ci certes trés grandes
mais finies*”’. La solution la plus extréme se traduit par la supposition que non seulement PA*
est correct et PA simplement inconsistant, mais de plus, qu'une chaine donnée de caractéres
peut a la fois étre et ne pas étre une dérivation légitime dans PA*. Il faut alors appliquer cette
derniére position au résultat qu’il peut étre montré de maniére effective que g est le code d’une
dérivation de G* dans PA*. Nous sommes ici au ceeur de Dattitude « dialéthéiste »**°. Signalons
enfin I’ultime conséquence mentionnée par Stewart Shapiro de cette position : les deux énoncés
Proofpax(g, ’G*") et —Proofpa«(g, FG*“) sont également dérivables dans PA et méme dans Q, qui
doit donc étre également considéré comme inconsistant. Il est a noter que I’analyse de Stewart
Shapiro n’a pas été remise en question par Graham Priest [Berto 2007, p. 102, n. 28]. Face a
ces réponses et a I’instar du choix de ’auteur, seule la premiére citée : la non correction de PA*,

221

nous parait acceptable” . Il en résulte que le recours a la logique paraconsistante n’apparait pas

19 A la réserve prés, non signalée dans [Shapiro 2002], que cette finitude découle elle-méme de ’application de
la démonstration du premier théoréme de Godel de 1931, qui fait implicitement appel a une longueur de
caractere infinie, via la démarche de diagonalisation.

2% Selon Graham Priest lui-méme [Priest 2000, p. 227-228], il convient de distinguer au moins deux conceptions
de la logique paraconsistante (I’auteur en distingue en fait trois). La derniére est la « paraconsistance forte »,
nommeée dialéthéisme par I’auteur (terme forgé par lui mais qui n’est utilisé que dans le milieu des spécialistes
de la logique paraconsistante). Elle se caractérise par la conviction qu’il existe de véritables contradictions (dans
le monde réel). La premiére est la « paraconsistance faible », qui se caractérise par la conviction que les
contradictions ne sont qu’apparentes et (ou) contingentes, liées aux imperfections de nos outils d’investigation et
d’analyse.

I A noter un renforcement de ce choix par un résultat de Joachim Bromand : [Bromand 2002], publié
exactement en méme temps que [Shapiro 2002] et qui montre que I’affirmation de la cloture sémantique d’un
systéme formel analogue a PA* est injustifiée : cette hypothése conduit en fait a I’inconsistance absolue du
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une solution crédible pour se soustraire a I’emprise des deux théoremes de Godel de 1931. Deux
¢chappatoires, proposées par les tenants de la logique paraconsistante, sont cependant évoquées
dans [Shapiro 2002] : 1) I’affirmation selon laquelle notre intuition concernant les nombres
naturels ne serait plus applicable des que ceux-ci sont trés grands (ce qui est évidemment le cas
de G), 2) I’idée que les énoncés indécidables comme celui de Godel ne sont pas de véritables
énoncés arithmétiques, ce qui autoriserait qu’ils puissent avoir des propriétés (en I’occurrence
I’inconsistance simple) que n’ont pas les « véritables » énoncés arithmétiques. Ces voies en
recouvrent en fait d’autres, qui ont été proposées par ailleurs et qui seront analysées dans le
cadre plus large des solutions qui ont été envisagées pour réaliser au moins partiellement le
programme de Hilbert au sens restreint, en limitant la portée des mathématiques concernées
(§ 4.5).

Si nous faisons le bilan de 1’analyse effectuée des différentes tentatives de dépassement du
finitisme de Hilbert pour en sauver le programme au sens restreint, il ressort d’abord qu’aucune
des solutions « traditionnelles » ([Godel 1933b], [Gentzen 1936] et [Godel 1958]) ne peut
raisonnablement y prétendre, ce qui rejoint une remarque de Stephen Simpson [Simpson 1988,
p. 353]. Par contre, la solution de Gentzen de 1936 limitée a PRA conduit a ce qui peut sans
doute étre considéré comme la limite supérieure d’une extension acceptable du finitisme. Cette
solution permet alors d’obtenir une démonstration « finitiste » (en un sens étendu : au-dela de
PRA) de la consistance de PRA, en cohérence avec I’interprétation du Programme que nous
avons retenue. Cela n’autorise par contre nullement a aller au-dela, et en particulier cela ne
permet pas de justifier sur la méme base la consistance de PA (a fortiori de Z,) et ne suffit donc
pas pour sauver ce programme. L’introduction par Hilbert de la régle-m, successivement en
1930 et 1931, est encore moins satisfaisante, en perdant tout 1’intérét épistémologique de
simplicité et d’évidence de la base finitiste qui constituaient 1’attrait du finitisme originel et en
s’interdisant d’atteindre les objectifs du Programme. De fait, malgré les différentes tentatives
de Bernays, 1’école de Hilbert n’a pu fournir aucune justification philosophique sérieuse des
différentes extensions du finitisme que nous avons analysées. Concernant les solutions plus
récentes, 1’inépuisabilité des mathématiques présentée par Torkel Franzen n’est pas utilisable
comme solution du programme de Hilbert. Michael Detlefsen est quant a lui effectivement
parvenu a proposer une interprétation cohérente du programme de Hilbert au sens restreint, qui

permet de s’affranchir des deux théorémes de Godel de 1931. Cependant, dans le cadre de cette

systeéme formel paraconsistant, ce qui est évidemment incompatible avec le fondement de la logique
paraconsistante.
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interprétation, il ne reste alors quasiment plus rien des traits fondamentaux du Programme
originel et les objectifs de Hilbert ne peuvent donc étre atteints. Enfin, la solution radicale de la
logique paraconsistante qui consiste a considérer que PA et Q sont simplement inconsistants
(mais absolument consistants), ne peut pas étre sérieusement retenue. Il en ressort finalement
qu’aucune des différentes extensions du finitisme de Hilbert qui ont été proposées ne peut
prétendre sauver le Programme. On ne peut donc espérer au mieux qu’une réalisation partielle
de celui-ci, en limitant alors le domaine des mathématiques concernées. Nous allons analyser

maintenant les différentes voies qui ont été effectivement proposées en ce sens.
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4 Peut-on réaliser partiellement le programme de Hilbert au sens
restreint, en acceptant une réduction de la portée des

mathématiques concernées ?

A défaut de pouvoir atteindre 1’objectif du programme de Hilbert au sens restreint, méme en
acceptant d’en étendre le finitisme initial, se pose 1égitimement la question de savoir s’il est au
moins possible d’en obtenir une réalisation partielle, pour un domaine limité des
mathématiques, tout en prenant en compte les deux théorémes de Godel de 1931. Bien entendu,
le fait d’accepter de ne pas pouvoir rendre compte de I’ensemble des mathématiques a partir
d’une base finitiste, atténue grandement 1’intérét méme du Programme tel que ’avait congu
Hilbert ; nous y avons suffisamment insist¢é au § 1 pour ne pas y revenir. Cette réserve
importante étant émise, on peut dire qu’essentiellement deux voies ont été adoptées en vue de
proposer une réponse positive a la question posée, avec de nombreuses variantes. La premiére
est d’ordre mathématique et conduit a déterminer, pour tout domaine mathématique donné, les
systemes formels les plus forts, conservatifs par rapport a un systéme formel de base fixé qui
est typiquement PRA ou PA : c’est la démarche des « reverse mathematics », apparue au milieu
des années 1970. Le caractére partiel de réalisation du programme de Hilbert y sera alors défini,
d’une part par I’étendue du domaine mathématique dont il est possible de rendre compte et
d’autre part par I’écart de la puissance du systeme formel de départ a celle de celui qui peut étre
rattaché au finitisme originel, dont on devine qu’il va s’agir de deux caractéristiques
antagonistes. La seconde voie est d’ordre philosophique et elle est plus radicale. Elle consiste
a tenter de justifier que les énoncés indécidables issus des théorémes de Godel 1931 ne sont pas
des énoncés véritablement arithmétiques et que pour ces derniers un systéme formel comme
PA est en fait syntaxiquement complet : c’est la thése de Daniel Isaacson dans [Isaacson 1987]
et [Isaacson 1992]. Une telle position doit alors tenir compte non seulement des théorémes de
Godel proprement dits, mais aussi de différents résultats également obtenus a partir du milieu
des années 1970, montrant que certains énoncés combinatoires finis sont décidables dans Z; et
indécidables dans PA. Dans ce cadre, il est a remarquer que la question cruciale de savoir si de
tels énoncés sont ou ne sont pas véritablement « arithmétiques », a conduit les deux grandes

figures que sont Solomon Feferman et Harvey Friedman a s’ opposer sur ce point**. Il convient

22 Cette controverse intervient en fait dans un contexte quelque peu différent : sur la nécessité ou non « de
nouveaux axiomes » (de nouveaux systémes formels). Le débat porte ici sur la question de I’intérét ou non
d’étendre ZF (le systéme formel de Zermelo-Fraenkel) ou ZFC (lorsque I’axiome de choix lui est ajouté) et il
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¢galement d’évoquer le cas particulier des différentes propositions qui ont été faites en faveur
d’un ultrafinitisme, c’est-a-dire d’un finitisme borné qui clot la circonscription des différentes
formes de finitisme et de constructivisme que nous avons proposée (Tableau III, § 3). Nous y
incluons alors le cas extréme de la solution paraconsistante, qui peut naturellement lui étre
rattachée. Nous allons cependant d’abord présenter une synthése de 1’état de réalisation du
Programme original de Hilbert a la fin de ’année 1930 (donc juste avant I’irruption des
théorémes de Godel de 1931)*%, celui-ci étant essentiellement soutenu par les théorémes

d’Ackermann de 1924, de von Neumann de 1927*** et de Herbrand de 1930.

4.1 Les résultats partiels obtenus avant 1931

La premicre démonstration antérieure a 1931 de la consistance simple d’une partie non
triviale des mathématiques, revendiquée comme finitiste, est due a Ackermann. La

démonstration initiale de celui-ci date de 1924°%

; elle a toutefois été reprise deux fois, d’abord
en 1927226, a partir de la démonstration de von Neumann de la méme anné6227, puis en 1940228,
a partir de la démonstration de Gentzen de 1936. Le point important est que 1’auteur, et a sa
suite Bernays et Hilbert, s’est mépris en surestimant la portée réelle du domaine d’application
de cette démonstration, ce qui explique les déclarations exagérément optimistes de Hilbert
[Hilbert 1929 (1992), p. 179-180] et [Hilbert 1931 (1992), p. 193]. Une analyse détaillée de
cette erreur et de ses corrections successives a été effectuée par Richard Zach dans [Zach
2003a]. La situation, aujourd’hui bien connue et non controversée, peut tre résumée de la
maniére suivante : en 1924 Ackermann était persuadé que sa démonstration s’appliquait & un

2 eme

systéme formel ayant le langage de PRA mais du ordre ; en 1927 il réalise que le domaine

d’application ne dépasse pas le 1 ordre, mais Hilbert est persuadé qu’il couvre quand méme

dépasse clairement notre préoccupation. Nous nous limiterons donc dans un tel débat, a ce qui concerne les
énoncés arithmétiques (exprimables dans PA).

2 Nous renvoyons au tableau I (§ 1.4) pour le bilan des systémes formels du 1 ordre plus faibles que PA et
PRA, pour lesquels les théorémes de Godel de 1931 ne s appliquent pas.

% Cette synthése est d’autant plus nécessaire dans le contexte de notre discussion, qu’il y a eu historiquement
une erreur d’interprétation sur la portée de ces deux théorémes (le fait est aujourd’hui bien connu), qui n’a été
reconnue que tardivement par 1’école de Hilbert [Hilbert, Bernays 1934 (2001) p. 459, 461].

2% « Begriindung des « tertium non datur » mittels der Hilbertschen theorie der widerspruchsfreiheit »,
Mathematische Annalen, vol. 93, p. 1-36.

226 Texte non publié mais transmis & Bernays [Zach 2003a, p. 241-242].

227 « Zur Hilbertschen Beweistheorie », Mathematische Zeitschrift, vol. 26, p. 1-46.

¥ « Zur Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie », Mathematische Annalen, vol. 117, p. 162-

194.
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I’ensemble : Z; (PA) de I’arithmétique du 1% ordre ; en 1931 von Neumann met en évidence un
contre-exemple a la démonstration (celle modifiée de 1927) ; enfin en 1932, Bernays prend
conscience des limites de la preuve d’Ackermann [Parsons 2003b, p. 29-30] et en 1934 il
montre que la démonstration ne porte en fait que sur un faible sous-systéme de Z;, ou le schéma
d’induction est réduit a des formules sans variables liées*>. Cette explication permet de rendre
compte de la contradiction apparente entre la démonstration d’Ackermann telle qu’elle est
percue en 1931 et le second théoréme de Godel de 1931, qui s’y oppose.

Au-dela du probléme historique de 1’évolution de la perception de la portée de la
démonstration d’ Ackermann, se pose la question de son caractere finitiste. Ce point a également

¢été abordé par Richard Zach dans [Zach 2003a]. Il apparait que la démonstration de 1924

(fondée sur la technique de « 1’élimination des € ») utilise I’induction transfinie jusqu’a ",

ce qui pose évidemment le probléme de sa justification finitiste. Comme le remarque Richard

Zach, nous sommes conduits a une alternative :

Le fait que I’induction transfinie dans la forme utilisée par Ackermann fut si facilement acceptée comme
finitiste, non seulement par Ackermann mais aussi par Hilbert et Bernays, laisse ouvertes deux
possibilités : ou ils étaient simplement dans 1’erreur [...], ou la vision commune de ce que Hilbert pensait

que devait étre le point de vue finitiste doit étre révisée. [Zach 2003a, p. 244]

Ce que montre Richard Zach est qu’Ackermann n’a pris conscience que bien apres 1924 (en
1938) qu’il avait utilisé en fait une induction transfinie [Ackermann 1938, cité¢ dans Zach 2003a,
p. 235]. Mais en opposition a Richard Zach, nous en déduisons un argument fort en faveur de
la premiére branche de I’alternative : la non perception (jusqu’en 1930), par Hilbert et ses
¢léves, du caractére non véritablement finitiste de la démonstration de 1924, contre la seconde
branche : I’interprétation (avant 1931), par Hilbert et ses éleéves, du finitisme de manicre élargie
(ou libérale) par rapport a la conception classique. A 1’appui de cet argument, on peut noter la
circonscription non ambigué du finitisme d’une démonstration, donnée par Weyl en 1929, dont
on peut raisonnablement penser qu’elle traduit une conception partagée par 1’école de Hilbert a

cette époque :

Ce qu’il faut prouver, c’est qu’on ne se meut pas dans un cercle, et qu’aprés un nombre d’étapes

correctives successives qui peut étre indiqué d’avance, on parvient a une réduction qui n’échoue en aucun

2 1 a démonstration s’applique en particulier au systéme de Presburger (PA sans I’opérateur représentant la

multiplication sur les entiers) [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 455].
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point de ’ensemble fini donné d’axiomes s. [...] J. von Neumann [1927] a démontré ce théoréme de

finitude. [Weyl 1929 (1994), p. 178-179 ; souligné par nous]

Une précision mentionnée dans [Tait 2010] confirme cette analyse. William Tait souligne que
dans son article de 1924, Ackermann ne donne qu’une justification de 1’induction jusqu’a ®*
[Tait 2010, p. 92]. Cela, associ¢ a la remarque précédente mentionnée par Ackermann en 1938,
conduit légitimement a considérer qu’en 1924, Ackermann et Hilbert étaient persuadés que la
démonstration ne mettait en jeu qu’une induction jusqu’a ®°, ce qui pouvait (a la rigueur) étre
considéré comme finitiste, sans pour autant supposer que le finitisme devait s’étendre jusqu’a

o™ (o a la puissance ® a la puissance ). Bien entendu, cette analyse ne s’oppose pas a

I’évolution indéniable mais ultérieure du finitisme par Hilbert et son école : implicitement avec
I’utilisation de la régle-o et explicitement dans son introduction a [Hilbert, Bernays 1934], déja
citée au début du § 3.

La seconde démonstration antérieure a 1931 de la consistance simple d’une partie non
triviale des mathématiques, revendiquée comme finitiste, est due a Herbrand : [Herbrand 1930]
et [Herbrand 1931a]. Sa portée est trés proche de celle d’Ackermann dont il vient d’étre
question : ici aussi le schéma d’induction est réduit a des formules sans variables liées>°. Mais
reposant sur une démarche complétement différente de celle d’Ackermann, son caractére
finitiste y est moins ambigu (dans la limite de I’absence de circonscription précise du

cul 231
finitisme

). En particulier, Herbrand récuse explicitement 1’'usage par Lowenheim et Skolem
dans le théoréme éponyme, des notions de vérité dans un modele et de satisfiabilité, en exigeant
au contraire la restriction a des démonstrations finitistes>**, & tel point que lorsqu’il utilise le
terme : « vrai », il faut comprendre : « prouvable dans le systeme formel considéré » [Heijenoort
1967c, p. 526]. L’ambiguité sur le contenu du finitisme évoquée a propos d’Ackermann n’est
cependant pas totalement absente des écrits de Herbrand. En effet dans [Herbrand 1931b], en
définissant la théorie prise en compte, I’auteur introduit le « groupe D » ou apparait
explicitement la régle-o de Hilbert. Méme si ce « groupe D » est clairement distingué des autres

groupes « A, B, C » qui correspondent a I’arithmétique classique (et au systéme considéré dans

[Herbrand 1930]), & aucun moment Herbrand n’introduit de discussion sur I’évolution du

230 Mais les fonctions autorisées incluent la fonction d’Ackermann, donc les FRG.

1 Ce qui se traduit par I’inclusion des FRG, considérées comme finitistes, ce que nous avons déja discuté au
§1.2.

2 Nous rappelons un point que nous avons déja signalé : il est classiquement admis que jusqu’en 1933, I’école
de Hilbert assimilait purement et simplement le finitisme de Hilbert a I’intuitionnisme de Brouwer (nonobstant la
nuance apportée par [Tait 2006b] que nous avons mentionnée au § 3.1).
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finitisme ainsi introduite. Par ailleurs, dans la mesure ou I’article a été rédigé au moins en partie
apres que 1’auteur ait pris connaissance des résultats de Godel de 1931 (il y fait explicitement
allusion), il n’est pas possible de savoir dans quelle mesure ces résultats ont influencé
I’introduction du groupe D et donc I’évolution du contenu du finitisme*®. Au passage, sur la
question de savoir dans quelle mesure Herbrand était conscient des limites des possibilités
d’extension de sa propre démonstration de 1930, on notera avec un sourire a posteriori, sa
propre formulation de I’époque : « Il [le théoréme général de 1930] permet d’abord de
démontrer la non-contradiction de tous les axiomes de I’arithmétique, avec cependant encore
quelques petites restrictions » [Herbrand 1931a (1968), p. 213 ; souligné par nous ; le

commentaire entre crochets est notre].

4.2 Les résultats modernes obtenus dans le cadre des « reverse mathematics »

La locution : « reverse mathematics » désigne un programme de travail mathématique
proposé par Harvey Friedman en 1974 : [Friedman 1975], qui s’est traduit par un grand nombre
de résultats obtenus principalement durant les années 1970 et 1980. Son objectif consiste a
déterminer, pour tout théoréme mathématique donné, quel est le systéme formel le plus faible
qui permette de le dériver (d’ou le terme de « reverse mathematics »). En pratique, ce
programme a conduit a proposer un nombre restreint de systémes formels particuliers, qui sont
tous des sous-systemes de 1’arithmétique du second ordre Z; et qui sont conservatifs par rapport
a PRA ou PA au moins pour les énoncés [1°}, tout en permettant de rendre compte d’une grande
partie des mathématiques bien au-dela de I’arithmétique (voir le tableau IV ci-apres). 1l s’agit
donc indiscutablement d’une démarche réductionniste en mathématique, qui n’a pas d’objectif
fondationnel mais que 1’on peut aussi associer a une démarche fondationnelle et a une
réalisation (partielle) du programme de Hilbert au sens restreint, comme I’ont souligné Stephen

Simpson [Simpson 1988, p. 356-357] et Wolfram Pohlers [Pohlers 1998, p. 210].

3 On se retrouve donc dans une situation d’incertitude historique analogue a celle évoquée au § 3.2 a propos de
I’introduction de la régle-o par Hilbert.
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Tableau IV : Bilan des caractéristiques des principaux sous-systémes formels de Z, obtenus dans le cadre des « reverse mathematics » et par
Solomon Feferman

Nom Auteur Contenu Ordinal Conservativité Capacité (exemples)

limite
RCA(* [Simpson, Smith 1986] | EA + Schéme de compréhension (CA)** A’ o’ EA /I1% ?
RCAy= [Parsons 1970] PRA + Schéme de compréhension (CA) A’ o’ PRA /TT% Prouver I’existence de tous les ensembles récursifs
A’ - CAg + Schéme d’induction (IA) ¥’
WKLy* [Simpson, Smith 1986] RCA(* + Lemme faible de Konig ®>ou EA/ H02 ?

®°? RCA* /14
WKL, [Friedman 1976] RCA, + Lemme faible de Konig o® PRA /1% Rendre compte de 85 % des mathématiques

RCA, + Schéme de séparation™” 3° RCA,/TT', [Simpson 1988]
Dériver le théoréme de complétude de Godel de
1930

WKL+ [Simpson 1988] WKL, + Schéme additionnel™ ®° ou PRA /1% 2

®” 2 RCA./IT',
ACA(= [Friedman 1976] RCA, + Schéme de compréhension (CA) A'y € PA /A, Effectuer I’analyse prédicative de Weyl
Aly- CAy HA /I1%
W [Feferman 1988a] Théorie formelle des types g ou PA /A Rendre compte de 99 % des mathématiques

Ih? [Feferman 2000a]
ATR, [Friedman 1976] RCA( + Schéme de séparation >4 F023 IR (Feferman) / I8 Dériver la consistance de ACA,

le CA, [Friedman 1976] RCA( + Schéme de compréhension (CA) Hll 9%330 ? Dériver la forme finie du théoréme de Kruskal®’

234
235
236
237

ensembles de ® sont construits selon un processus de définissabilité itérée.
¥ Selon la notation de Kurt Schiitte dans « Proof theory », Springer-Verlag, 1977 ; Qo (quoi qu’il recouvre exactement) étant situé bien au-dela de I'y, [1';- CA est

clairement imprédicatif au sens de Feferman (il se situe au-dela de notre tableau III du § 3).

3% Ce point est abordé au § 4.3.

Le schéme de compréhension A’; est le suivant : - Vx ((x) <> y(x)) = Y Vx (x €Y <> ¢(x)), ol ¢ et \y sont respectivement des énoncés X.°; et [1°).
La définition du schéme de séparation est donnée par Stephen Simpson [Simpson 2009, p. 41].

La définition de ce schéme additionnel est donnée par Stephen Simpson [Simpson 1988, p. 355].
ATR, est prédicatif au sens de Feferman : I’ensemble infini des entiers naturels m est pris comme une totalité, mais les univers successifs constitués a partir des sous-
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Il est assez naturel de rattacher a ce programme les travaux menés par Solomon Feferman et
ses collaborateurs, dont les premiers ¢léments sont antérieurs : [Feferman 1964] et [Feferman
1968]. Ceux-ci présentent en commun avec les « reverse mathematics » un caractére
réductionniste et méme instrumentaliste explicitement affiché [Feferman 1999, p. 109] et
[Feferman 2000a, p. 410] et s’en distinguent essentiellement par le recours a un systeme formel
de référence qui n’est prédicatif qu’en un sens faible. Comme nous ’avons déja signalé,
I’ensemble de ces réflexions s’inscrit par ailleurs dans le cadre plus général d’un débat en cours
en philosophie des mathématiques, sur Iattitude a adopter a I’égard des systemes formels

. 240
ensemblistes forts

. Ce débat oppose typiquement deux approches radicalement différentes en
philosophie des mathématiques :

1) se laisser toute latitude d’utiliser les systémes formels ensemblistes les plus forts, y compris
pour démontrer par exemple des énoncés simples d’arithmétique, ce qui revient implicitement
a adopter une ontologie trés riche avec évidemment un risque que ces systemes formels
s’averent contradictoires ;

2) chercher au contraire a contenir au « juste nécessaire » le systeme formel a utiliser en fonction
du domaine mathématique considéré, en limitant le plus possible 1’ontologie sous-jacente et le
risque associ¢ a ’utilisation d’un systéme formel qui pourrait s’avérer contradictoire.

Le représentant le plus éminent de la premicre voie est bien évidemment Gddel lui-méme, sur

la base de sa position réaliste et de sa propre interprétation des théorémes de 1931**, telle

qu’elle est exprimée dans la note 48a (de 1’original) :

Comme on le montrera dans la seconde partie de ce travail, la raison véritable de I’incomplétude inhérente
a tous les systémes mathématiques est que la formation des types plus élevés peut étre poursuivie de
maniére transfinie (voir Hilbert 1926) tandis que dans tout systéme formel on ne peut en trouver au plus
qu’une quantité dénombrable. On peut en effet montrer que les propositions indécidables construites ici
deviennent décidables dés lors qu’on ajoute des types supérieurs appropriés (par exemple, le type © au
systéme P). On retrouve la méme situation s’agissant du systéme d’axiomes de la théorie des ensembles.

[Godel 1931 (1989), p. 132, n. 3]

Cela a conduit Solomon Feferman a introduire 1’expression : « programme de Godel »
(implicitement opposé au programme de Hilbert) pour désigner cette tendance [Feferman 1999,

p- 99]. Comme nous I’avons déja indiqué, Harvey Friedman s’est explicitement rattaché a ce

40 Ce débat est attaché a la question de la nécessité de « nouveaux axiomes » : [Feferman 2000a]. Comme nous
I’avons déja indiqué, en incluant des préoccupations purement ensemblistes, il dépasse le cadre arithmétique
auquel nous nous limitons.

! Une telle interprétation est explicitement contestée par Harvey Friedman [Friedman 2000, p. 443].

119



courant [Friedman 1998, p. 804]. En sens inverse, Solomon Feferman ainsi que Stephen
Simpson s’inscrivent dans le cadre de la seconde voie.

Dans le contexte du programme de Hilbert au sens restreint, le résultat majeur issu des
« reverse mathematics » se rapporte au systeme formel WKLy, qui repose sur les axiomes de
PRA complétés, du schéme de compréhension pour les énoncés A’), du schéme d’induction
étendu aux énoncés Y1, et du lemme faible de Konig (Tableau IV). WKLy est conservatif par
rapport 8 PRA pour les énoncés [1° (donc a fortiori [1°) et ce résultat est prouvable dans PRA.
Cette derniére précision est évidemment cruciale pour notre discussion, comme le font
remarquer Panu Raatikainen [Raatikainen 2003, p. 170] et John Burgess [Burgess 2010, p. 136],
méme si ce point ne semble pas avoir été souligné par les praticiens des « reverse
mathematics »***. Le caractére remarquable de WKL, est qu’une grande partie de 1’algébre et
de I’analyse peut y étre effectuée (au-dela du fait que le théoréme de complétude de Godel 1930
y est dérivable) : « J’estimerais qu’au moins 85 % des mathématiques existantes peuvent étre
formalisées dans WKL, ou WKL, ou dans des systémes plus forts qui sont conservatifs par
rapport 8 PRA pour les énoncés 1% » [Simpson 1988, p. 361]. C’est donc la réalisation partielle
(a3 85 % si 'on en croit Stephen Simpson) du Programme de Hilbert, sachant que si la
consistance de PRA ne peut donc pas étre établie dans le cadre de I’interprétation standard de
la thése de Tait, elle peut I’étre dans le cadre de notre interprétation. D’une maniére un peu
différente, John Burgess fait remarquer que le résultat technique obtenu est en fait un peu plus
fort, a savoir la conservativité de WKLy* par rapport a EA de notre tableau I (§ 1.4) [Simpson,
Smith 1986]. Or EA est un fragment de PRA dont la limite supérieure de 1’ordinal accessible
est seulement @’ (au lieu de ©®® pour PRA). Cela permet ainsi de limiter encore ’extension
nécessaire du finitisme standard (associé a 1’ordinal limite : ®) permettant d’assurer la
consistance de EA. John Burgess est méme plus audacieux en affirmant (dans le cadre de

I’interprétation standard de la these de Tait) :

Ces résultats sont des réalisations partielles du programme parce que, tandis qu’un finitiste ne peut pas
savoir que tout ce qui est prouvable dans PRA est finitistement prouvable, un finitiste peut savoir que tout

ce qui est prouvable dans un fragment borné¢ de PRA comme EFA [EA] est finitistement prouvable. Ce

%2 La premiére démonstration du caractére conservatif de WKL, par rapport 2 PRA : [Friedman 1976], faisait

appel a des moyens de preuves bien supérieurs a PRA. La remarque attribuée a Harvey Friedman par Stephen
Simpson, selon laquelle les moyens de démonstration utilisés ne dépassent pas ceux requis par le résultat de
Gentzen de 1936 [Simpson 1985¢, p. 144], ne répond évidemment pas a cette critique. Ce n’est que dans [Sieg
1985a] que I’on trouve une démonstration limitée aux seuls moyens de PRA.
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fait positif est I’autre face du fait négatif que les fragments bornés n’épuisent pas la prouvabilité finitiste
comme la prouvabilité de PRA le fait (selon la these de Tait).

[Burgess 2010, p. 139 ; le commentaire entre crochets est notre]

Il est également intéressant de signaler le second résultat remarquable obtenu par les
« reverse mathematics ». Ce résultat se rapporte au systeme formel ACA,, plus fort que WKLy,
sans le lemme faible de Konig mais avec un schéme de compréhension étendu aux énoncés [1'o.
ACA, est conservatif par rapport a PA pour tous les énoncés arithmétiques et par rapport a HA
pour les énoncés [1%. Bien entendu, encore plus de mathématiques peuvent y étre effectuées®*,
ce qui a conduit a la conjecture de Feferman : « [...], j’ai été amené a conjecturer que
pratiquement toutes les mathématiques scientifiquement applicables peuvent étre formalisées
dans des systemes réductibles a PA, [...] » [Feferman 1999, p. 109]. Ce résultat ne pourrait
é¢videmment étre rattaché au programme de Hilbert au sens restreint qu’en acceptant une
extension encore plus grande du finitisme de Hilbert : jusqu’a I’intuitionnisme de Brouwer

(tableau III, § 3). C’est ce que suggére encore John Burgess™* :

Si nous augmentons le niveau du finitisme a celui du constructivisme, nous avons le résultat que le
systtme nommé ACA, est une extension conservative (pour une large classe de formules) de
I’arithmétique de Heyting HA. Ce résultat permet au constructiviste de conclure, étant donné la preuve
d’un résultat (exprimable par une formule de cette classe) dans ACA,, que le résultat en question est
constructivement prouvable. Cela provient du fait que le constructiviste peut savoir que tout ce qui est
prouvable dans HA est constructivement prouvable. De nouveau, ce résultat positif est I’autre face d’un

fait négatif, le fait que HA n’épuise pas la prouvabilité constructiviste. [Burgess 2010, p. 139]

Nous avons cependant montré qu’une telle position ne pouvait raisonnablement pas étre
rattachée au finitisme de Hilbert (§ 3.1). C’est évidemment encore plus vrai des systémes plus
forts, proposés dans le cadre des « reverse mathématics » et par Solomon Feferman, qui sont
imprédicatifs (au sens de Feferman). Ces différents systémes formels constituent cependant des
réalisations tout a fait remarquables d’instrumentalisme en mathématique. Sur un plan
philosophique, la cloture du débat entre Programme de Hilbert et « programme de Godel » reste
néanmoins suspendue a I’éventualité qu’un théoréeme d’arithmétique puisse étre démontré dans

un systéme formel fort (ensembliste) sans pouvoir I’étre dans PRA (a fortiori dans PA). Cette

%99 9% selon Solomon Feferman [Feferman 2000a, p. 411].

** Dont le rattachement des systémes formels des « reverse mathematics » aux niveaux de finitisme et de
constructivisme est analogue au notre, et recouvre partiellement celui proposé par Stephen Simpson [Simpson
2009, Tableau 1, p. 43].
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question a conduit a la conjecture de Friedman (1999), qui récuse une telle éventualité : « Tout
théoréme publié¢ dans les Annals of Mathematics, dont le sujet concerne seulement les objets
mathématiques finitaires (c’est-a-dire ce que les logiciens appellent les formules arithmétiques),
peut étre prouvé dans I’ Arithmétique Elémentaire [EA] » [Avigad 2003, p. 258 ; le commentaire

entre crochets est notre].

4.3 Les énoncés combinatoires finis, théorémes de Z, et indécidables dans PA

A la fin des années 1970, plusieurs énoncés combinatoires finis exprimables dans PA, a
commencer par celui de [Paris, Harrington 1977], ont ét¢ montrés indécidables dans PA ou dans
des systemes formels plus forts, tout en étant dérivables dans Z, ou dans des systémes formels
plus faibles. Ces résultats ont alors été présentés comme un témoignage en faveur du fait que
I’indécidabilité arithmétique se rencontrait aussi sur de véritables énoncés mathématiques, et
pas seulement sur des codages de propriétés métathéoriques a I’instar des théorémes de Godel
de 1931 [Paris, Harrington 1977, p. 1133, note de I’éditeur : Jon Barwise]. Si cette conclusion
est avérée, il en résulte I’'impossibilit¢ d’un instrumentalisme hilbertien « a la Feferman »
concernant PA : [Feferman 2000a], soit une limitation extrémement forte des possibilités de
réalisation partielle du Programme de Hilbert, comme I’a souligné Jacques Dubucs [Blanché,
Dubucs 1996, p. 378]. On peut cependant noter que des réserves ont également été émises tres

tot contre une telle présentation, ainsi que cela apparait dans un sarcasme de Craig Smorynski :

Cette indépendance [Paris, Harrington 1977] étant d’un caractére différent de celle de 1’énoncé
indécidable de Gddel ou de celles associées aux résultats d’indépendance en théorie des ensembles, le
résultat a été beaucoup vendu par les logiciens recherchant I’acceptation sociale du reste du monde
mathématique, comme quelque chose de trés proche de la venue du millénaire.

[Smorynski 1982, p. 182 ; le commentaire entre crochets est notre]

L’importance de cette conséquence dans le cadre de notre débat justifie que nous analysions
plus en détail ces énoncés et en particulier le ressort de leur indécidabilité. Ces énoncés sont
essentiellement au nombre de cinq et le niveau précis de leur indécidabilité est indiqué dans le

tableau V.
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Tableau V : Principaux énoncés combinatoires finis, théorémes de Z, indécidables dans PA

Enoncé™* Forme finitaire du | Non Dérivable
théoreme de dérivable | dans
dans

FR : [Paris, Harrington 1977] Ramsey PA ATR,

FG : [Kirby, Paris 1982] Goodstein PA ATR,
FGP : [Friedman, McAloon, Simpson 1982] Galvin-Prickry ATRy I1- CA,
FK : Friedman 1982** [Simpson 1985b] Kruskal ATRy I1- CA,

FGK : Friedman 1982 [Simpson 1985b] Kruskal généralisé¢ | []';- CAo 7,

Ils présentent tous la caractéristique commune d’étre des énoncés combinatoires finis de type
[1°%, formes finies de théorémes (infinis) déja connus. Il existe également une famille de
théorémes concernant aussi des énoncés combinatoires finis, encore dus a Friedman, qui
présentent la particularit¢ commune que leur preuve requiert des axiomes d’existence
ensemblistes de grands cardinaux (cardinaux de Malho) : [Friedman, 1998].

La premiere chose que I’on peut noter est que sous une apparence naturelle en mathématique,
ces énoncés ont tous été « préparés expres » en vue d’obtenir I’indécidabilité dans PA. Comme
le remarque Solomon Feferman, aucun de ces énoncés ne correspond donc a un énoncé
mathématique au sens « classique » [Feferman 1999, p. 108] et [Feferman 2000a, p. 406].
Surtout, il s’aveére que tous ces énoncés, y compris les plus récents : [Friedman 1998], sont
prouvablement équivalents dans PA & 1’énoncé de consistance®’ (plus exactement de 1-
consistance) d’un certain systeme formel : PA lui-méme pour FR et FG, ATR( pour FGP et FK,
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[1'i- CAq pour FGK ainsi qu’un systéme beaucoup plus fort pour [Friedman 1998]**® [Feferman

** Nous avons retenu le mode d’abréviation proposé par Solomon Feferman dans [Feferman 1999] (out FGP

signifie : « Finite Galvin-Prickry »), qui nous a paru plus mnémotechnique que celui proposé par Craig
Smorynski dans [Smorynski 1982] (ou FFF y signifie : « Friedman Finite Forme »), outre ’ambiguité de savoir
en I’occurence si FFF désigne la forme finie, du théoréme de Kruskal ou bien du théoréme de Kruskal
généralisé. Nous I’avons étendu aux quatre autres théorémes.

46 Résultats de Friedman obtenus en 1982, mais dont la premiére présentation succincte a seulement été publiée
en 1985 dans [Simpson 1985b], sachant qu’une présentation encore plus succincte, trés didactique, se trouve
dans [Smorynski 1982].

7 La cause de Iindécidabilité est en 1’occurrence a rechercher du c6té des limitations des capacités déductives
de PA a établir qu’une fonction trés rapidement croissante est récursive. La fonction de choix qui permettrait de
représenter (au sens formel) I’énoncé indécidable dans PA, croit plus vite que toute fonction prouvablement
récursive, en relation avec I’ordinal supérieur de PA : gy (Roman Murawski est particuliérement éclairant sur ce
point [Murawski 1999, p. 303]). En d’autres termes, montrer dans PA que I’énoncé concerné est dérivable
nécessiterait que 1’on puisse représenter dans PA 1’induction transfinie jusqu’a €, ce qui nous ramene a la
problématique de la démonstration de [Gentzen 1936].

8 1] est a noter la situation un peu particuliére de cet énoncé, qui a été relevée par Solomon Feferman [Feferman
2000a, p. 407]. Tous les autres énoncés sont dérivables dans Z,, ce qui conduit a une certaine assurance de leur
validité (liée a ’assurance que 1’on peut avoir de la 1-consistance de Z,). En sens inverse, dans le cas de
[Friedman 1998], il n’y a pas d’autre élément permettant de s’assurer de la vérité de I’énoncé que celui qui
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1999, p. 108] et [Feferman 2000a, p. 406]. Il est bien shr attendu que la dérivabilité de chacun
de ces énoncés indécidables impligue la consistance de PA ou du systéme plus fort dans lequel
ils sont montrés indécidables, puisque tel est 1a, comme on s’en doute, le ressort de la
démonstration utilisée pour établir leur indécidabilité (via le second théoréme de Gdodel de
1931). Mais le fait qu’il y ait une équivalence entre chaque énoncé et la 1-consistance de ce
systeme formel, est évidemment un résultat beaucoup plus fort. Un tel résultat signifie que les
énoncés en question sont en fait encore des énoncés métamathématiques, comme ceux
directement issus des deux théorémes de Godel de 1931, méme si ceux-la se présentent sous

une forme mathématique plus naturelle.

4.4 L.a thése d’Isaacson

Daniel Isaacson a proposé a partir de 1987 ([Isaacson 1987] et [Isaacson 1992]), la these
forte suivante : 1) tous les théorémes de PA sont des vérités (dans le modele naturel de PA)
arithmétiques;>*’, 2) tous les énoncés vrais (dans le modéle naturel de PA), exprimables dans
PA mais non dérivables dans lui (et possiblement dérivables dans des systémes formels plus
puissants) ne sont pas arithmétiques;. Il en résulte évidemment que pour les énoncés vrais (dans
le modéle naturel de PA) arithmétiques;’, PA est (syntaxiquement) complet : [Isaacson 1987,
p. 204], et ce nonobstant le premier théoreme de Godel de 1931. Dans cette these, est bien
entendu fondamental le critére définissant ce qu’est un énoncé arithmétique;. Pour cela, I’auteur
se fonde sur une notion de concept arithmétique « d’ordre supérieur », dont il est d’abord
nécessaire de cerner le contenu. Commengons par remarquer que la locution : « ordre
supérieur », si elle implique bien le dépassement du premier ordre (au sens ordinaire en logique

mathématique), ne se limite pas a cela. L auteur est sans ambiguité sur ce point :

Ce que je veux dire ici par « ordre supérieur » inclut son usage standard pour la quantification sur les

ensembles d’individus, distinguée de la quantification du premier ordre sur les individus eux-mémes.

consiste a supposer la 1-consistance du systéme formel, dont 1’énoncé lui-méme est une représentation : il y a
manifestement 1a un cercle vicieux.

*% Dans tout ce paragraphe, nous utiliserons le terme arithmétique suivi de I’indice : « I », lorsqu’il s’agit de la
notion « d’arithmétique » au sens particulier défendu par Daniel Isaacson dans [Isaacson 1987] et [Isaacson
1992].

% Dans un contexte un peu différent, Hartry Field avait déja proposé une distinction proche entre les énoncés

« ésotériques » (a I’instar de G et du codage de la consistance de la théorie) et les énoncés « non-ésotériques »
[Field 1984 (1996), p. 257]. Egalement, Don Fallis parle d’énoncés « pathologiques » pour désigner les codages
d’énoncés métamathématiques qui s’opposent aux énoncés véritablement mathématiques [Fallis 1996, p. 266].
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Mais je veux aussi inclure dans cette locution quelque chose de la notion d’infinitaire, au sens de

présupposant une totalité infinie. [Isaacson 1987, p. 210]

Précisons ensuite que pour un énoncé arithmétique (exprimable dans le langage de
I’arithmétique), la notion d’étre ou de ne pas €tre arithmétique; porte non sur le contenu de
I’énoncé, mais sur les conditions d’établissement de sa vérité (au sens naif ou dans le modéle
naturel d’un systéme formel de 1’arithmétique). Il s’agit donc d’une notion épistémologique,
comme I’indique explicitement 1’auteur [Isaacson 1992, p. 95]. Pour cela, le critére retenu est
celui d’étre en mesure de percevoir la vérit¢ de 1I’énoncé « directement sur la base de
I’expression claire (d’ordre supérieur) de notre saisie de la structure des nombres naturels »
[Isaacson 1987, p. 217]. L auteur ne donne qu’une seule précision sur ce qu’il entend par cette

expression, mais qu’il n’exploite pas par la suite en renvoyant a [Godel 1958] :

La vérité arithmétique implique de maniére inhérente des concepts abstraits d’ordre supérieur dans le sens
ou Godel en parle ici [Godel 1958], nommément, ceux qui caractérisent les nombres naturels comme la
plus petite structure fermée sous une application biunivoque et contenant un élément qui ne se trouve pas

dans la portée de cette application. [[saacson 1992, p. 99 ; le commentaire entre crochets est notre]

La subtilité¢ est que méme pour les énoncés arithmétiques;, la reconnaissance de leur vérité
implique I’utilisation de concepts d’ordre supérieur, parce que notre compréhension du concept
de nombre naturel est elle-méme d’ordre supérieur [Isaacson 1992, p. 108]. Le critére de
démarcation entre énoncés arithmétiques; et non-arithmétiquesy, est alors que la reconnaissance
de la vérité des énoncés arithmétiques; ne fait appel qu’a notre compréhension (d’ordre
supérieur) de la structure des entiers naturels [Isaacson 1987, p. 217] et [Isaacson 1992, p. 96].

Ce n’est que dans un second temps que I’auteur affirme la coextensivité entre un énoncé
arithmétiquey tel qu’il vient d’étre défini et les théorémes de PA [Isaacson 1992, p. 99], ce qui
conduit alors a la thése d’Isaacson proprement dite. Cette thése nécessite une double
justification : 1) il faut disposer d’un systéme formel au moins aussi fort que PA pour que ses
théorémes permettent de rendre compte de tous les énoncés arithmétiques; et 2) il n’est pas
nécessaire de faire appel a un systéme formel plus fort que PA pour cela. Concernant le premier
point, ’auteur se contente de faire appel a I’évidence [Isaacson 1992, p. 100, 108]. Et ce n’est
qu’implicitement qu’il donne, a la fin de [Isaacson 1992], des éléments en faveur de la nécessité
de dépasser le systéme formel plus faible : PRA. Concernant le second point, I’auteur a
I’honnéteté de reconnaitre les limites de sa justification [Isaacson 1992, p. 100]. Si I’on accepte

néanmoins ces ¢léments de justification, cette thése présente I’avantage indéniable d’une
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clarification de la ligne de démarcation entre énoncés arithmétiques; et non-arithmétiques;, par
rapport a la définition initiale. Il apparait alors un lien direct avec les théoremes de Godel de
1931 dans la mesure ou les énoncés non-arithmétiques; sont ainsi les indécidables de PA, au
premier rang desquels se trouve I’énoncé G. L’auteur évoque explicitement ce lien, en précisant
que les concepts d’ordre supérieur qui traduisent le caractére non-arithmétique; sont cachés
dans le codage godélien [Isaacson 1987, p. 210]. Dans le cas du premier théoréme et de I’énoncé
G, I’auteur précise que les concepts cachés sont d’une part la prouvabilité dans PA (qui donne
le sens de G) et d’autre part la consistance de PA (dont I’hypothése est nécessaire a
I’établissement du théoréeme) : [Isaacson 1992, p. 96]. Une telle affirmation souléve deux
objections : 1) d’un point de vue technique, la nécessité de disposer du sens de 1’énoncé G n’est
nullement requise pour établir le premier théoréme (contrairement au second), 2) comme les
énoncés aritméthiques; (vrais) sont les théorémes de PA, cela implique de disposer déja de la
consistance de PA pour ceux-ci. La réponse de 1’auteur a la premiére objection est qu’il fait
intervenir la vérit¢é de G et non seulement son indécidabilité [Isaacson 1987, p. 214]. Cela
implique alors que I’on dépasse en fait le premier théoréme pour faire intervenir, soit le
second®’, soit le théoréme de Tarski de 1933-1936. L’auteur n’évoque pas la seconde objection
soulevée. Il affirme que la consistance de PA est un concept d’ordre supérieur, mais cela
s’applique également aux énoncés arithmétiques;. On congoit tout a fait que le codage de la
consistance de PA soit un concept d’ordre supérieur non arithmétique;, mais si un tel codage
intervient bien dans le second théoréme il n’intervient pas dans le premier, ce qui ne répond
donc pas non plus a I’objection. Pour la méme raison, la thése de 1’auteur s’applique par contre
trés naturellement au second théoréme de Godel de 1931. 11 en est de méme pour les énoncés
plus sophistiqués, qui ont I’apparence d’énoncés arithmétiques, tout en étant toujours le codage
d’énoncés métamathématiques (en 1’occurrence de consistance d’un certain systéme formel),
contre [Smith 2007, p. 205] (avec les exemples du théoréme de Matijasevic de 1970 en réponse

au 10°™ probléme de Hilbert**

ainsi que les énoncés combinatoires finis que nous avons
évoques).

L’auteur discute également des liens entre sa circonscription des énoncés arithmétiques; et
les notions classiques de finitisme et de constructivisme. Il affirme que le finitisme de Hilbert

est arithmétique; mais que la réciproque est fausse [Isaacson 1992, p. 97], dans la mesure ou
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Dont on rappelle qu’il nécessite des conditions (de dérivabilité) supplémentaires.

Daniel Isaacson ne mentionne pas explicitement le théoréme de Matijasevic. Mais Torkel Franzen, dans une
discussion de la méme problématique, renvoie au résultat de Matijasevic-Robinson-Davis-Putnam, selon lequel
I’énoncé codant la consistance de PA est équivalent a la formulation qu’une certaine équation Diophantienne n’a
pas de solution [Franzen 2004, p. 186].
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I’aptitude qui permet de reconnaitre qu’un énoncé est arithmétique; ne peut pas étre représentée
dans PA, a fortiori dans PRA, et échappe donc au finitisme de Hilbert [Isaacson 1987, p. 207,
n. 3]. Cette double affirmation est plausible en remarquant que la consistance de PRA, finitiste
au sens de Hilbert, est bien décidable dans PA (méme si elle ne 1’est pas dans PRA en suivant
la thése de Tait selon I’interprétation standard). Pour ’auteur, les extensions du finitisme de
Hilbert et en particulier le constructivisme associé au théoréeme de Gentzen de 1936, sont non-
arithmétiques; [Isaacson 1992, p. 99]. La justification qu’il en donne est que la consistance de
PA est un concept d’ordre supérieur, qui n’est pas lui-méme arithmétique; et doit donc étre
supposée a priori, au mé€me titre que ’aptitude a reconnaitre la vérité d’un énoncé arithmétique;.
La encore, cette affirmation parait recevable. L ’auteur suggere alors que I’arithmétique; se situe
au-dela du finitisme de Hilbert, trop restreint, mais en de¢a d’un constructivisme a la Gentzen,
trop étendu [Isaacson 1992, p. 99]. Une telle affirmation est par contre contestable dans la
mesure ou, comme nous I’avons indiqué, les conditions nécessaires pour établir la consistance
de PA suivant la démarche de Gentzen dépassent certainement les moyens de PA par certains
cotés, tout en étant plus faibles par d’autres. De fait, si ’on compare la force respective des
présupposés conduisant aux €énoncés arithmétiques; d’une part, et des conditions nécessaires a
la démonstration de Gentzen de I’autre, par exemple en s’intéressant a I’ordinal limite associé
(tableau III du § 3), on aboutit a quelque chose d’analogue (a savoir I’ordinal limite : g¢). Cette
remarque rejoint celle de Michael Potter [Potter 2000, p. 254].

Enfin, dans Particle de 1992, I’auteur discute de maniere détaillée de 1’interprétation de la
reégle-o ainsi que nous I’avons vu au § 3.2. De maniere précise, il entend bloquer I’argument
suivant, qui s’oppose a sa thése :

1) la régle-m est une expression naturelle de notre saisie de la structure des nombres naturels ;
2) lorsque I’on ajoute la regle-m a PA, on reste donc dans le domaine arithmétique; ;

3) or I’ajout de la régle-m a PA rend PA correct, ce qui fait que tous les énoncés vrais de PA
sont arithmétiques;.

Pour cela, il conteste le point 1), en introduisant un distinguo subtil concernant PA*>* entre les
deux faits suivants :

1) pour chaque théoréme, nous pouvons voir qu’il est vrai sur la seule base de la prise en compte

de la structure de I’ensemble des nombres naturels (donc de maniére arithmétiquey) ;

3 Distinguo déja introduit par Godel en 1951 [Boolos 1995, p. 292-293].
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2) pour I’ensemble des théorémes (ou pour ’affirmation que fout théoréme est vrai), nous
devons faire intervenir une réflexion de niveau supérieur (une réflexion de réflexion) qui
dépasse la limitation précédente (et qui est donc non-arithmétiquey).

En attachant la régle-» a cette seconde opération, il en déduit que celle-ci est elle-méme non-
arithmétique; [Isaacson 1992, p. 108]. L’auteur introduit ensuite une version particuliére de la
régle-m qu’il nomme (et estime) « finitiste » (au sens de Hilbert) dans le but d’étendre PA (voir
infra le § 3.2). Il retrouve alors I’ordinal limite de PA : gy et en déduit que cette régle-m
« finitiste » ne peut pas étre elle-méme arithmétiquement; justifiée, tandis qu’elle permet de
dériver certains énoncés [[; non dérivables dans PA [Isaacson 1992, p. 127-128]. 1l introduit
enfin une version restreinte de cette régle-m « finitiste », afin d’étendre cette fois PRA (en fait
le systeme formel : IAY.;, de méme force et de méme ordinal limite). Il retrouve ici 1’ordinal
limite ®®, pour lequel il estime que cette extension peut étre arithmétiquement; justifi¢e®”, mais
montre que celle-ci ne conduit pas a dériver plus de théorémes que ceux déja dérivés dans PA
[[saacson 1992, p. 124-125].

A T’évidence, la thése de Daniel Isaacson présente un intérét indéniable dans le cadre des
discussions sur les fondements des mathématiques, tout en possédant une forte cohérence
interne. Son défaut majeur est la difficulté de justifier le critére retenu pour définir la vérité
arithmétique; qui en est le ressort. Si1’on s’en tient a la justification épistémologique proposée
(se limiter a notre compréhension de la structure des nombres naturels), celle-ci est
convaincante dans son esprit mais ne permet pas de tracer une ligne de démarcation précise
entre énoncés arithmétiques; et non-arithmétiques;. Si I’on prend en compte la justification
« formelle » (la vérité arithmétique; est fixée par les théoréemes de PA), on obtient un critére de
démarcation précis, mais en introduisant un caractere arbitraire dans le choix de PA (par rapport
a des systémes formels de 1’arithmétique un peu plus faibles ou un peu plus forts). Dans les
deux cas il en résulte une force d’évidence beaucoup plus réduite que celle du finitisme de
Hilbert, par exemple. En ne retenant qu’une version affaiblie de la thése d’Isaacson, il reste tout
a fait 1égitime d’introduire une dichotomie parmi les énoncés arithmétiques (exprimables dans
PA), qui soit philosophiquement signifiante et non ad hoc, entre : 1) ceux qui sont des énoncés
métamathématiques, c’est-a-dire des codages de relations syntaxiques, au premier rang
desquels 1’énoncé G de Godel ainsi qu'un énoncé codant la consistance simple d 'un systeme

formel quelconque (pas nécessairement PA lui-méme), et 2) tous les autres énoncés, que 1’on

% L’ordinal limite ®° correspond a celui du finitisme élargi au sens de notre tableau III du § 3, au sein duquel la

consistance de PRA peut étre établie (ce que Daniel Isaacson ne mentionne pas explicitement).
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. . 255 , .
nommera « purement arithmétiques »°. L’analyse que nous avons effectuée conduit alors au
résultat qu’aucun énoncé « purement arithmétique » n’a été montré indécidable dans PA a ce

256 et

jour. Il est donc possible de proposer une conjecture étendant a la fois la thése d’Isaacson
la conjecture de Friedman : « Tout énoncé exprimable dans PA, qui n’est pas le codage d’un

énoncé métamathématique concernant un systéme formel naturel, est décidable dans PA ».

4.5 La solution radicale de ’ultrafinitisme

Le principe général de la démarche ultrafinitiste consiste a prolonger 1’idée présente a la
base du constructivisme de Brouwer, en remplagant ce qui y est autorisé en principe (sans tenir
compte de limitations sur la taille des énoncés et sur le nombre d’étapes d’une dérivation), par
ce qui est possible en pratique (en prenant en compte de telles limitations contingentes), comme
le résume Michael Dummett (en utilisant le terme de « finitisme strict » a la place de celui

« d’ultrafinitisme ») :

Le constructivisme traditionnel a autorisé que les constructions mathématiques par référence auxquelles
les significations mathématiques sont données, puissent étre celles que nous sommes capables d’effectuer
seulement en principe. Il ne fait aucune différence sur le fait de savoir si elles sont ou non trop complexes
ou simplement trop longues a effectuer en pratique, pour tout étre humain, ou méme pour la race humaine
toute entiére prise en collaboration. Le finitisme strict rejette cette concession aux vues traditionnelles et
insiste plutot sur le fait que les significations de nos termes doivent étre données par référence aux

constructions que nous pouvons réaliser en pratique, [...]. [Dummett 1975, p. 301]

Historiquement, il semble qu’une telle idée ait été suggérée pour la premiere fois par Bernays
[Bernays 1935b, p. 91]. Celle-ci a ensuite été¢ évoquée dans les années 1950, par Godel [Godel
1951 (1995), p. 313, 319], [Godel 1953 (1995), p. 10-14] et [Godel 1956 (2003), p. 375], par
Borel [Borel 1952, p. 4, 13] et par L. van Dantzig [van Dantzig 1955, p. 273]. Elle a surtout été
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exploitée dans la période s’étendant des années 1960 au début des années 19807°', par

Alexander Yessenin-Volpin : [Yessenin-Volpin 1961] et [Yessenin-Volpin 1970], par Rohit

255 . : : r ’ r ’ : \
I1 peut bien entendu se faire que certains énoncés métamathématiques concernant un systéme formel naturel

se présentent sous une forme qui les rende intéressants pour les mathématiciens « au travail ». Il en résulterait
alors un hiatus entre une distinction épistémologique claire et la pratique « sur le terrain ».

201 ¢ fait qu’a ce jour aucun probléme arithmétique (et non métamathématique) ouvert n’ait été montré
indécidable, constitue évidemment un renforcement de la vraisemblance de la thése d’Isaacson.

7 L es travaux plus récents sont essentiellement ceux qui ont été effectués sur la base de la notion de complexité
de Chatin-Kolmogorov, introduite par la Théorie Algorithmique de 1’Information (voir le § 5.3), travaux dont la
thése de Cyrille Imbert présente une synthése a la fois récente et détaillée : [Imbert 2008].
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Parikh : [Parikh 1971] et par Robin Gandy : [Gandy 1982]. Sur un plan conceptuel il parait
difficile d’en nier I’intérét en tant qu’option possible en philosophie des mathématiques (la
premicre colonne de notre tableau III du § 4), ainsi que le suggeére Robin Gandy de manicre

provocatrice :

Il n’est bien sir admis en pratique que des inscriptions concrétes et une longueur limitée ; mais un auteur
qui a fait cet aveu est porté a affirmer qu ‘en principe des inscriptions arbitrairement longues peuvent étre
écrites et que les opérations et tests de syntaxe élémentaire peuvent en principe étre effectivement réalisés
sur elles. Cela me semble aussi choquant que de dire qu ‘en principe les cochons peuvent voler, tout en

admettant qu’en pratique il se trouve qu’ils n’ont pas d’ailes. [Gandy 1982, p. 129]

La contestation de ce point par Michael Dummett [Dummett 1975, p. 301, 323], basée sur
I’assimilation d’une telle position au probléme linguistique des termes vagues, nous parait
passer a coté du probléme. Il est cependant clair qu’il n’y a pas de consensus sur le lien entre
Iultrafinitisme”® (qui présente lui-méme différentes formes) et la typologie classique (incluant
le finitisme et le constructivisme).

Concrétement, 1’idée générale commune aux différentes formes d’ultrafinitisme, consiste a
introduire une limite supérieure ny,, au nombre de caracteres de toute dérivation prise en compte
dans un systéme formel et, par extension, au domaine des entiers naturels sur lequel seront
admis les opérateurs classiques : « +» et « x ». ng,, st bien entendu relié a des considérations
physiques, en relation avec la quantité d’information accessible, a un étre humain, a ’ensemble
de ’humanité, ou au sein de I’Univers lui-méme. Outre le choix de la valeur de nsupzsg, se posent
alors plusieurs questions, dont la variété des réponses apportées se traduit par les différentes
solutions d’ultrafinitisme qui ont été proposées, en particulier :

1) comment rendre compte des opérations sur les entiers lorsqu’elles font intervenir des valeurs
supérieures a Ngyp ?
2) que deviennent les notions métamathématiques classiques de consistance et de complétude

syntaxique ?

8 par exemple James Geiser ([Geiser 1974]) propose une filiation conduisant du réalisme a I’intuitionnisme (au

sens de Brouwer), puis de I’intuitionnisme a 1’ultra-intuitionnisme (terme utilisé par Alexander Yessenin-Volpin
mais contesté par Georg Kreisel et Andrezej Ehrenfeucht [Kreisel, Ehrenfeucht 1967, p. 517], en proposant
justement celui d’ultrafinitisme).

% Au-dela de la question de son caractére accessible ou non, pour laquelle seul Emile Borel répond par la
négative [Borel 1952, p. 4]. Robin Gandy considére quant a lui que c'est 'univers des fonctions d’entiers qui
peuvent étre établies, qui est une totalité ouverte [Gandy 1982, p. 133].
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Commencgons par donner une idée de la valeur de ny,,, valeur qui est en général liée a une

260 . . . , -
. Robin Gandy en propose une quantification précise, en

certaine quantité d’information
distinguant :

1) les inscriptions qui peuvent étre envisagées « en pratique », pour lesquelles la plage proposée
est de 10" a 10% bits ;

2) celles qui peuvent étre envisagées « en principe » (en un sens évidemment différent de celui
habituellement associé a cette locution), pour lesquelles la plage proposée est comprise entre
10% et 10°% bits*®' [Gandy 1982, p. 131].

Le probléme posé par un sens attribué¢ aux opérateurs élémentaires sur les entiers : « +» et « x »
(a fortiori I’exponentiation) nécessairement différent de celui classique, a déja été soulevé par
Godel et L. van Dantzig [Godel 1951, p. 319] et [van Dantzig 1955, p. 274]. La solution la plus
simple qui a été proposée est de considérer que le successeur de ng,p est ng,p lui-méme, comme
le défend Jan Mycielski [Mycielski 1981, p. 627]*%*. Mais quelle que soit la solution retenue, il
est clair qu’elle va se traduire par des opérateurs « + » et « x » spécifiques. Qui plus est, comme
cela est suggéré par L. van Dantzig [van Dantzig 1955, p. 274] et souligné par David Isles [Isles
1981, p. 133], les propriétés des opérations réalisées sur les entiers supérieurs a ng,, devront
alors étre postulées (puisqu’elles ne peuvent étre prouvées), ce qui introduit une relativisation
du choix effectué comme le précise L. van Dantzig [van Dantzig 1955, p. 275-276]. Ce
probléme est bien entendu amplifié¢ avec 1’opérateur exponentiation, ce qui nous ramene a la
discussion que nous avons eue a ce sujet a propos du finitisme (§ 1.3). Pour illustrer le caractére
particuliérement contre-intuitif de 1’ultrafinitisme**, nous reprenons 1’exemple donné par

Robin Gandy avec deux énoncés successifs [Gandy 1982, p. 131-132] :

A) « 5°° 4+ 7" + 1 » est un nombre premier ;

2% Ce qui pose déja une question fondamentale. Soit B la capacité mémoire (en bit) prise en compte. On peut
alors dénoter (abstraitement) tous les entiers jusqu’a 2® (soit par exemple 256 si B = 8), la converse étant que la
dénotation d’un entier n nécessite une quantité d’information de log,(n) bits. Mais on ne peut représenter
(concrétement, par exemple sous la forme d’une suite de batons), que les nombres jusqu’a B (donc 8 si B = 8).
La différence est évidemment considérable. Si I’on prend I’exemple de la mémoire d’un étre humain, estimée a

10" bits, elle permet de dénoter tous les entiers jusqu’a 2'"!"!

inférieurs a 100.000.000.000, ce qui est sans commune mesure.

11 es deux plages indiquées apparaissent cohérentes avec les ordres de grandeur donnés par Jean-Paul
Delahaye [Delahaye 2006, p. 6-17 et 18-27] :

1) la mémoire naturelle d’un humain est d’environ 2.10"! bits ;

2) la mémoire de I’ensemble de I’humanité est (en 2006) d’environ 2.10* bits ;

3) la quantité d’information qui peut étre associée a I’ensemble de I’Univers visible est estimée a environ 10'*
bits.

262 Méme si, en I’occurrence, pour cet auteur, ngp n’est pas fixé a priori, ce qui déborde I'ultrafinitisme classique.
263 Et particuliérement déroutant, puisque cette position implique évidemment qu’il y ait un plus grand nombre
premier.

, mais elle ne permet de représenter que les entiers
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B) « 57°G*9 + 77°"D 1 1 5, est un nombre premier.

L’énoncé A) peut étre vérifié « en pratique » (sous-entendu, par comptage), tandis que 1’énoncé
B) n’est pas vérifiable (toujours par comptage), méme « en principe ». Se pose également le
probléme du codage gddelien dans un cadre ultrafinitiste, qui n’a jamais été abordé directement
par les protagonistes. La solution la plus simple (et sans doute celle implicitement imaginée par
eux) est de borner la godélisation a ny,,. Elle présente deux inconvénients : 1) les résultats
deviennent relatifs au choix (arbitraire) du codage godélien retenu, 2) en pratique, tous les
codages connus impliquent des entiers extraordinairement grands, qui interdisent de fait toute

264 . , .
. Le second inconvénient

velléité de les écrire réellement sous forme d’une suite de batons
cité est évidemment majeur, puisqu’il interdit de fait de pouvoir vérifier en pratique toute
dérivation formelle ainsi codée. Une alternative simple, qui est celle utilisée par exemple par
Robin Gandy dans [Gandy 1982], consiste a borner le nombre de caracteres d’une
représentation concréte (d’un énoncé ou d’une démonstration). Cela autorise évidemment des
dérivations beaucoup plus longues (permettant de rendre compte de toutes celles envisageables
en pratique par les mathématiciens), mais en perdant alors le caracteére d’évidence évoqué par
Hilbert dans la présentation de son finitisme, qui ne fait appel qu’a des comparaisons (possibles
au moins en principe) sur des suites de batons.

Le questionnement métamathématique se pose en des termes spécifiques dans le cadre de
’ultrafinitisme. En effet, les questions, par exemple de la dérivabilité de tout énoncé donné au
sein d’un systéme formel, ou bien de la non-contradiction de tout énoncé, n’ont a étre vérifiées
qu’en-dega d’une certaine longueur de I’énoncé. En particulier si une contradiction ne survient
que pour des énoncés dont la longueur est supérieure a nyyp,, alors le systéme formel peut étre
considéré comme consistant (par rapport a cette valeur) au sens de ’ultrafinitisme (on ne peut
plus appliquer sans discernement 1’effet logique de /’ex faso sequitur quodlibet). De maniére
converse, pour établir la consistance d’un systéme formel au sens ultrafinitiste, il suffit de
montrer que la consistance est assurée pour tout énoncé de longueur inférieure a ng,,. C’est la
démarche qu’a utilis¢ Rohit Parikh, tout en considérant ouverte la question concernant PA
[Parikh 1971, p. 506-507]. La difficulté est bien entendu que la démonstration doit elle-méme
étre d’une longueur inférieure a ny,,. Un raisonnement simple illustre la difficulté de I’exercice.

Supposons que 1’on parvienne a une telle démonstration sans que cette démonstration ne fasse

*%% Si I’on prend I’exemple donné par Ernest Nagel et James Newman [Nagel, Newmann 1958 (1989), p. 80,

n. 1], le codage naturel de I’expression trés simple : « (3x) (x=s(y)) » est supérieur a 2'*. Sa représentation
concréte sous forme d’une suite de batons impliquerait donc une taille mémoire de 2'®, trés supérieure a celle de
I’humanité.
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elle-méme intervenir ny,,. En se replagant dans un contexte finitiste et en faisant croitre ng,, on
obtiendrait une démonstration finitiste de PRA ou PA, en contradiction avec le second théoréme
de Godel de 1931. Godel en faisant déja la remarque [Gddel 1953 (1995), p. 14, n. 11 et p. 19,
n. 38]. De fait, Pavel Pudlak précise, sur la base de [Parikh 1971], que la démonstration
montrant qu’il n’y a pas de contradiction de longueur supérieure a n est elle-méme d’une
longueur d’environ n [Pudlak 1996, p. 68]. A titre d’exemple de résultat obtenu, concernant la
théorie ultrafinitiste FIN mentionnée par Jan Mycielski [Mycielski 1981, p. 632-633], on peut
établir la consistance de FIN dans PA (mais pas dans FIN elle-méme) et FIN est essentiellement
indécidable. Une situation analogue est présente pour la complétude sémantique. C’est ainsi
que Robin Gandy fait remarquer qu’il peut exister des énoncés concrets de type [1°; tout & fait
simples, éventuellement classiquement faux mais indécidés (au sens de 1’ultrafinitisme) : ils
peuvent étre pris comme hypothése sans qu’aucune contradiction ne soit découverte « en
pratique » [Gandy 1982, p. 135]. Que deviennent alors les deux théorémes de Godel de 1931
dans un tel contexte ? Bien évidemment, comme ces théorémes (et tous ceux apparentés) font
appel de maniére essentielle a la non finitude des entiers (via I’argument de la diagonale), ils
deviennent inopérants. Une autre conséquence de la position ultrafinitiste, est la perte des
résultats métamathématiques « positifs » sur des systémes formels faibles pour lesquels les
théorémes de Godel de 1931 ne s’appliquent pas, a I’instar de Q***. Ce point a été clairement
souligné par Edward Nelson”*® dans [Nelson E. 1992] et [Nelson E. 1993].

En évoquant I’ultrafinitisme il convient de mentionner deux cas particuliers. Le premier est
Alexander Yessenin-Volpin, figure originale dans le monde des mathématiciens, dont I’objectif
est en fait proche du programme de Hilbert puisqu’il vise a établir la consistance de ZF mais
sur une base plus faible que celle du finitisme. En fait, comme le remarque Solomon Feferman
[Feferman 2003, p. 58-59], ce n’est qu’une forme tres faible de la consistance qui est en jeu :
une contradiction peut seulement survenir dans une preuve d’une certaine longueur minimale,
qui n’est plus alors vue comme une preuve concrete. Cette réserve, associée au fait que les deux

articles de I’auteur : [Yessenin-Volpin 1961] et [ Yessenin-Volpin 1970] ne contiennent qu’une

%% Nous rappelons les particularités métamathématiques du systéme formel Q (voir le tableau I § 1.4) :

1) Le premier théoréme de Godel de 1931 s’y applique, mais 1’on peut établir I’incomplétude syntaxique de Q de
maniére triviale, sans faire appel a lui ;

2) Le second théoréme de Godel de 1931 ne s’y applique pas, mais 1’on peut tout de méme établir I’impossibilité
de dériver en son sein (le codage d’) une formulation raisonnable de sa consistance : [Bezboruah, Shepherdson
1976]. 11 est malgré tout possible d’établir de maniére finitiste la consistance de Q par le biais du théoréme de
Hilbert-Ackermann de 1928. Il n’y a aucune contradiction entre ces deux derniéres affirmations, simplement le
finitisme (au sens classique) va au-dela du pouvoir d’expression de Q.

266 Celui-ci ne fait pas explicitement référence a I’ultrafinitisme, mais sa critique du « dogme finitiste » y conduit
implicitement.
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esquisse de preuve, s’est traduite par un accueil sceptique de la communauté des
mathématiciens [Pudlak 1996, p. 66] et [Feferman 2003, p. 58-59, n. a']. Le second est le
mathématicien singulier et solitaire Eduard Wette, qui n’affirme rien de moins qu’avoir prouvé
I’inconsistance de la théorie élémentaire des nombres en se fondant sur un finitisme plus strict
que celui de Hilbert : [Wette 1974]. 1l a eu des échanges avec Bernays et a tenté sans succes
d’échanger avec Godel [Godel 1975 (2003), p. 309] et [Bernays 1975 (2003), p. 313]. Il n’a
cependant manifestement réussi a convaincre ni I’un ni ’autre, comme cela apparait ans
ambiguité dans les deux lettres citées, et de manieére plus nuancée dans une publication de
Bernays [Bernays 1971/1976 (2003), p. 230].

Pour achever cette analyse de 1’ultrafinitisme, il nous reste a évoquer la solution particuliére
proposée par Jean-Paul van Bendegem : [Bendegem 1993] et Graham Priest : [Priest 1994], qui
consiste a associer 1’ultrafinitisme a la logique paraconsistante pour proposer ce qui est présenté
comme une extension du programme de Hilbert. Le recours a 1’ultrafinitisme est non ambigu

(méme s’il est nommé « finitisme strict » par ces deux auteurs) :

Fixons désormais 7 [le « nombre » paraconsistant tel que n =n + 1 est vrai dans le modéle de PA de la
logique paraconsistante selon I’interprétation de Graham Priest] comme quelque chose d’incroyablement
grand, disons un nombre plus grand que le nombre de combinaisons de particules dans le Cosmos, plus
grand que tout nombre qui peut étre spécifié sur un mode sensible durant une vie, si grand qu’il n’a aucune
signification physique ni réalité psychologique.

[Priest 1994, p. 338 ; le commentaire entre crochets est notre]

L’évolution par rapport au programme de Hilbert au sens restreint porte alors sur trois points :
1) le caracteére « ni vrai ni faux » des énoncés idéaux de Hilbert, devient « a la fois vrai et faux »
dans le cadre de la logique paraconsistante (selon I’interprétation de Priest) ;

2) la consistance simple du programme de Hilbert est remplacée par la consistance absolue, qui
est affirmée démontrable [Priest 1994, p. 344] ;

3) la coupure entre les énoncés « réels » et les énoncés « idéaux » n’est plus renvoyée a I’infini
comme chez Hilbert, mais située au-dela d’une certaine borne finie.

L’énoncé G de Godel du premier théoreme appliqué par exemple a PA est alors naturellement
renvoy¢ au-dela de la limite « finitiste » introduite, ou il est considéré comme « a la fois vrai et
faux », en suivant I’interprétation dialéthéiste habituelle que nous avons déja présentée. Nous
constatons qu’une telle solution cumule alors les limites de I'ultrafinitisme classique que nous

venons d’évoquer et les critiques fortes que nous avons opposées a 1’approche paraconsistante

(§ 3.5).
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Quel bilan ressort finalement des tentatives trés diverses de réalisation partielle du
programme de Hilbert au sens restreint que nous avons analysées ? Nous rappelons pour
mémoire, ce constat étant bien connu, la portée tres réduite des différents théorémes des années
1930 qui ont prétendu établir de maniére finitiste la consistance de 1’arithmétique. Dans la
meéme direction, les résultats plus récents obtenus dans les années 1970 et 1980 dans le cadre
des « reverse mathematics » vont beaucoup plus loin. Ceux-ci établissent en effet qu'une grande
partie des mathématiques existantes peut étre formalisée dans des systemes formels qui sont
montrés conservatifs par rapport 8 PRA (au moins) pour les énoncés [1°). Il s’agit donc bien de
fait d’une réalisation partielle mais significative du programme de Hilbert au sens restreint selon
notre interprétation. Le caractére partiel de la réalisation réside dans la limite de I’étendue du
domaine des mathématiques concernées. Des solutions ont été proposées pour repousser cette
limite, mais qui se rapportent alors a des systemes formels d’autant plus forts que PRA que les
extensions obtenues sont importantes. Or pour ces systémes formels, il n’est plus possible d’en
établir la consistance sur une base finitiste méme raisonnablement étendue. On retrouve ici le
constat attendu que les deux exigences, d’une part de s’en tenir a un finitisme fort, et d’autre
part de rendre compte de I’ensemble des mathématiques, sont antagonistes. Puisque les
théorémes de Godel de 1931 s’opposent a la réalisation du Programme de Hilbert, une solution
radicale consiste a les exclure a priori des mathématiques (en 1’occurrence de I’arithmétique)
en arguant du fait qu’ils font intervenir en fait des énoncés métamathématiques. C’est la thése
d’Isaacson, ou tout du moins une version générale de celle-ci. Une objection naturelle est
I’irruption dans les années 1970 de plusieurs théorémes, montrant que certains énoncés
combinatoires finis théorémes de Z, sont des indécidables de PA. La réponse est que ces
énoncés s’averent étre encore des énoncés métamathématiques qui sont donc également exclus
par la thése d’Isaacson, méme s’ils se présentent sous une forme mathématique plus naturelle
que 1’énoncé G de Gddel, ou le codage brut de I’affirmation de la consistance d’un systéme
formel naturel de I’arithmétique. Une conjecture, étendant celle de Friedman, peut étre alors
naturellement proposée : « Tout énoncé exprimable dans PA, qui n’est pas le codage d’une
expression métamathématique concernant un systéme formel naturel, est décidable dans PA ».
Il va de soi que la thése d’Isaacson et la conjecture qui en a été induite ne peuvent prétendre
réaliser le programme de Hilbert au sens restreint, dans la mesure ou la question de la
démonstration finitiste en un sens raisonnable de la consistance de PA améne une réponse
négative. La solution encore plus radicale de I'ultrafinitisme, envisagée principalement dans les
années 1960 et 1970, n’y réussit pas d’avantage alors qu’elle est par ailleurs assaillie de

difficultés spécifiques, ce qui explique sans doute son abandon (au moins par les
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mathématiciens). Les différentes voies évoquées et en particulier la thése d’Isaacson n’en
constituent pas moins une approche intéressante concernant 1’autre préoccupation de Hilbert,
sur I’absence de problémes mathématiques insolubles, que nous allons aborder maintenant

d’une maniére beaucoup plus générale.
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5 Le programme de Hilbert au sens large : les résultats « négatifs »
en logique formelle et en informatique théorique s’opposent-ils a la

justification de I’absence de problémes mathématiques insolubles ?

L’autre grande préoccupation de Hilbert en philosophie des mathématiques, au-dela de la
résolution finitiste du probléme des fondements (le programme au sens restreint), était la
justification de I’absence de problémes mathématiques insolubles (I’ensemble conduisant au
programme au sens large). Les principaux résultats « négatifs » obtenus concernant PA : son
incomplétude syntaxique (premier théoréme de Godel de 1931) et son indécidabilité (théoreme
de Church de 1936 et de Turing de 1936-1937), sont habituellement présentés comme une
réfutation de cette derni¢re position de Hilbert, ce qui nécessite déja de donner un contenu
technique précis a la position de Hilbert, au moins pour I’arithmétique. Dans un contexte
complétement différent, mais également a partir d’extensions du théoreme de Turing de 1936-
1937, les figures centrales de la Théorie Algorithmique de I’Information que sont Grégory
Chaitin et Cristian Calude défendent quant a elles une position qui s’inscrit radicalement en
faux contre celle de Hilbert. Ces auteurs n’affirment en effet rien de moins que 1’existence de
vérités arithmétiques « absolument » indécidables®’, et partant de /’existence de problémes
mathématiques insolubles. Une telle position a a son tour été contestée, principalement par Panu
Raatikainen. Nous pouvons souligner par ailleurs que pour I’ensemble des débats que nous
venons d’évoquer, la prise en compte de la thése de Church-Turing intervient de maniére
cruciale en permettant de donner un contenu technique précis a I’indécidabilité ; or un certain
nombre de propositions ont été avancées récemment en faveur d’un dépassement de celle-ci. De
ce dépassement, il en résulterait un concept élargi de décidabilité (aussi bien d’un probléme que
d’un systeme formel), dont on pourrait espérer qu’il permette de réduire, voire d’éliminer, les
situations d’indécidabilité rencontrées en arithmétique et partant de reposer la question de la
possibilité d’une justification de 1’absence de problémes mathématiques insolubles*®®. Au
préalable, il est intéressant d’évoquer les résultats peu connus de Tarski de 1940-1967 et 1948,

qui conduisent, en contrepoint du 1 théoréme de Godel de 1931, a une réponse « positive » en

267 C’est-a-dire indécidables pour tout systéme formel répondant aux critéres généraux d’effectivité et non
seulement pour un systéme formel particulier (a I’instar de 1’énoncé G du premier théoréme de Godel de 1931).
2% Dans cette discussion, nous nous limiterons au cadre général des situations « en principe », ¢’est-a-dire ot les
contraintes contingentes fixant une limite a la taille des énoncés et au nombre d’itérations autorisées ne sont pas
prises en compte, quand bien méme ce nombre dépasserait les possibilités offertes par I’Univers observable (se
reporter a notre présentation de ’ultrafinitisme au § 4.5).
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faveur de la complétude syntaxique de véritables théories mathématiques, a savoir, 1’algebre

¢lémentaire et la géométrie élémentaire.

5.1 Le théoréme de Tarski de 1940-1967 et 1948°% sur la complétude
syntaxique et la décidabilité de I’algebre élémentaire ainsi que de la

géométrie élémentaire

L’importance épistémologique de ce résultat de Tarski provient du fait qu’il s’agit du seul
résultat de complétude syntaxique obtenu pour une véritable théorie mathématique, ¢’est-a-dire
une théorie mathématique utilisée par les mathématiciens avant I’établissement du résultat en
question®’’. Malgré cette importance, ce théoréme a été a peu prés ignoré des commentateurs
des théoremes de Godel de 1931 (a I’exception de Judson Webb [Webb 1968, p. 163, n. 12]),
dont il constitue pourtant le contrepoint naturel, en en faisant de ce fait ressortir les
particularités. Il a également été ignoré des commentateurs du programme de Hilbert au sens
large, a ’exception notable d’Hourya Sinaceur [Sinaceur 1991 (1999), p. 301 — 354], alors qu’il
constitue pourtant indéniablement un élément positif en sa faveur. Le théoréme de Tarski de
1940-1967, 1948 se rapporte en fait a plusieurs théories mathématiques : la théorie élémentaire
du corps ordonné des nombres réels, la théorie €lémentaire du corps des nombres complexes,
et la géométrie euclidienne du plan. Les théories en question sont ¢lémentaires : par exemple
pour la théorie ¢lémentaire du corps ordonné des nombres réels, seules sont autorisées les
variables d’individus constituées de nombre réels, en excluant a la fois les sous-ensembles de
celles-ci ainsi que les relations entre celles-ci. La limite de ce théoréme est de ne pouvoir
représenter 1’ensemble des entiers naturels (et donc I’arithmétique), que ce soit explicitement

ou implicitement, pour ne pas tomber sous le coup du 1% théoréme de Godel de 1931.

*%% La publication de ce résultat de Tarski a une histoire compliquée, qui explique la variabilité des dates qui lui

sont associées. Comme 1’auteur s’en explique lui-méme en introduction de [Tarski 1940-1967], il existe en fait
trois versions différentes de cette publication. La version originale, rédigée en 1939, aurait dii étre publiée en
1940, mais du fait de la guerre elle ne 1’a été que beaucoup plus tard : en 1967, avec un trés petit nombre de
tirages. Entre temps, Tarski a remanié ’article (en changeant son titre), ce qui a conduit a une publication dans
une premicre édition en 1948 et dans une seconde édition (avec quelques notes additives) en 1951. Nous nous
référerons donc, pour les mémes résultats, a la fois a [Tarski 1940-1967] et a [Tarski 1948]. Toujours d’un point
de vue historique, il convient de signaler que de ’aveu méme de Tarski, si 1’article a été rédigé (dans la premiére
version) en 1939, les résultats correspondants ont été obtenus vers 1930. Leur établissement est donc
contemporain de celui des deux théorémes de Godel de 1931 [Sinaceur 1991 (1999), p. 326].

711 s’oppose donc en cela au résultat de complétude syntaxique le plus connu : celui de Presburger de 1929, qui
porte sur un systéme trés pauvre (et jugé artificiel par les mathématiciens) : I’arithmétique élémentaire sans
’opérateur de multiplication.
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Explicitement, en s’interdisant d’adjoindre la théorie des nombres a la théorie considérée :
« Tandis que chaque entier individuel peut étre défini dans le systéme, le concept général de
nombre entier n’y trouve pas place » [Tarski 1940-1967 (1974), p. 206]. Implicitement, en
excluant la fonction exponentielle complexe ainsi que les fonctions trigonométriques [Tarski
1940-1967 (1974), p. 242]. Sans aucune ambiguité il concerne, selon la terminologie moderne,
la complétude syntaxique des théories considérées dont Tarski mentionne explicitement la
définition [Tarski 1948 (1986), p. 337, n. 5]. La décidabilité¢ s’en déduit donc directement,
comme I’indique le titre de la seconde publication, méme s’il y a eu un certain flottement sur
ce point dans la premicre publication [Tarski 1940-1967 (1974), p. 208]. Cette évolution de
formulation est a relier au fait que pour I’ensemble de la communauté des logiciens, le résultat
que la complétude syntaxique entraine d’une maniére générale la décidabilité (pourvu que le
systéme formel soit tel que 1’ensemble de ses théorémes soit récursivement énumérable), n’est
devenu clair qu’apres 1936 et les travaux sur la récursivité (nous aurons a y revenir au § 5.2).
Sa démonstration présente un caractére constructif (au moins en un certain sens>’"), comme cela
est souligné par Tarski lui-méme [Tarski 1940-1967 (1974), p. 206] et [Tarski 1948
(1986), p. 357, n. 15]. Ce caractere constructif ne doit toutefois pas induire en erreur : si la
démonstration est sans aucun doute effective (elle peut étre effectuée en principe), elle n’en est
pas effectuable pour autant (elle ne peut étre appliquée en pratique, compte tenu de sa

complexité exponentielle®”?

). Cette limitation peut donc rassurer a posteriori les mathématiciens
qui craignaient avant 1931, qu’une démonstration de décidabilité¢ n’enléve tout intérét a leur
activité (nous allons revenir sur ce point au § 5.2). En sens inverse, comme le fait remarquer
Hourya Sinaceur, ce résultat de Tarski s’inscrit en faux contre une certaine association entre
complétude syntaxique et simplicité (voir stérilit¢) de la théorie associée, que les
mathématiciens avaient pu imaginer a partir des premiers résultats « positifs » obtenus (le

théoreme de Presburger de 1929 en particulier, mais également celui de Herbrand de 1930)

[Sinaceur 1991 (1999), p. 330, 336].

7 Selon Panu Raatikainen un résultat récent de Simpson et Friedman en renforce considérablement le caractére
constructiviste : celui-ci établit que la consistance de la théorie élémentaire du corps ordonné des nombres réels
peut étre démontrée au sein de PRA (donc de maniére finitiste au sens de Hilbert via la thése de Tait)
[Raatikainen 2003, p. 170].

*> De maniére plus précise, le résultat de Fisher et Rabin de 1974 montre que la théorie élémentaire des réels a
une complexité au moins exponentielle, ¢’est-a-dire égale a 2" ou n désigne le degré maximal des polyndomes de
la formule a décider et ¢ est une constante positive [Sinaceur 1991 (1999), p. 328 — 329].

139



5.2 L’optimisme rationaliste de Hilbert confronté a P’incomplétude

syntaxique et a I’indécidabilité de PA

« L’optimisme rationaliste »*”> désigne a posteriori une conviction affichée trés tot par

Hilbert, mais surtout exprimée par lui avec force lors de la conférence de 190

274
0"

Je dois dire avant tout ceci : qu’il doit étre possible d’établir le caractére correct de la solution [d’un
probléme mathématique] par le moyen d’un nombre fini d’étapes, basées sur un nombre fini d’hypotheses
qui sont impliquées dans la formulation du probléme et qui doivent étre formulées exactement. Cette
exigence de déduction logique au moyen d’un nombre de processus fini est simplement I’exigence de
rigueur dans le raisonnement. [...]

Le probléme survient alors : montrer I’impossibilité de la solution [d’un probléme mathématique] sous
les hypothéses données et dans le sens envisagé. [...] C’est probablement ce fait important ainsi que
d’autres raisons philosophiques, qui conduit a la conviction que tout probléme mathématique défini doit
étre nécessairement susceptible d’un traitement exact, soit sous la forme d’une réponse exacte a la
question posée, soit par la preuve de I’impossibilité de cette solution et avec cela de I’échec de toute
tentative. [...]

Nous entendons en nous ’appel perpétuel : le probléme est 13, cherchez la solution. Vous la trouverez par

la raison pure, dans la mesure ou en mathématiques il n’y a pas d’ignorabimus. »

[Hilbert 1900b, p. 441, 444 et 445 ; le commentaire entre crochets est notre]

Comme ce point est central dans le cadre le plus général de notre réflexion et comme il a donné

lieu a des incompréhensions de la part d’un certain nombre de commentateurs, nous proposons

d’expliciter la notion d’optimisme rationaliste défendue par Hilbert sous la forme de I’exigence

du respect de quatre critéres successifs, pour tout probléme mathématique®”.

1) Le probleme mathématique est bien posé, c¢’est-a-dire précisément formulé. Ce point est non

problématique, il est a la fois explicite dans la formulation de Hilbert et non contesté.

2) La réponse qui consiste a démontrer que le probleme n’a pas de solution, est consideérée

comme une résolution licite du probléme. Ce point est évidemment crucial quant au

*7 Selon Hao Wang, cette locution a été introduite en 1972 par Godel, qui partageait avec Hilbert la conviction
associée [Wang 1993, p. 119].

2 Selon Constance Reid, le refus de « ’ignorabimus » en mathématique qui caractérise I’optimisme rationaliste,
est une réaction de Hilbert contre la prise de position opposée du biologiste Emil Dubois-Raymond, en 1872 :

« ignoramus et ignorabimus » a fort retentissement a 1’époque (elle concernait, d’une maniére générale, les
problémes philosophiques liés a la nature de la matiére et de I’esprit et I’origine de la conscience) [Reid, 1970, p.

13, 72].

7 Auxquels il convient d’ajouter la remarque suivante : dans le cas particulier des problémes
métamathématiques et arithmétiques, le probléme porte nécessairement sur une infinité d’instances et non sur
une instance particuliére (avec les exemples emblématiques des conjectures de Fermat et de Goldbach).
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positionnement sur 1’existence ou non de I’ignorabimus en mathématiques. Il est pourtant
quelquefois omis®’®, alors qu’il est explicitement mentionné par Hilbert sans ambiguité
possible. Qui plus est, comme le signalent Hourya Sinaceur [Sinaceur 1990d, p. 553] et Judson
Webb [Webb 2005, p. 494-495], c’est justement le constat historique de la démonstration de
I"impossibilité d’un certain nombre de problémes mathématiques qui a convaincu Hilbert du
bienfondé¢ du refus de 1’ignorabimus (en mathématiques).

3) La résolution du probléeme mathématique est associé a des contraintes particulieres, qui
doivent étre explicitées. Ce point est important, puisque toute réponse négative sous la forme
d’une preuve d’impossibilité sera nécessairement associée a ces contraintes>’ . Il est également
explicite dans la formulation de Hilbert et non contesté.

4) La résolution du probléme est associée a une exigence épistémologique générale
d’intersubjectivité : la solution doit étre publiquement communicable en un temps fini et doit

78 sans impliquer aucun

pouvoir étre vérifiée, en principe, par n’importe quel étre humain
engagement philosophique particulier. Ce point est important dans la discussion qui va suivre
sur les versions fortes de 1’optimisme rationaliste. L’exigence du caractére publiquement
communicable de la solution est également a peu pres explicite dans la formulation de Hilbert,
sous une forme annongant les criteres modernes d’effectivité¢ [Hilbert 1900b, p. 441]. Compte
tenu de la position finitiste défendue par ailleurs par Hilbert, son adoption par celui-ci peut
difficilement étre mise en doute. Quant a la neutralité philosophique demandée, 1’on rappelle
qu’elle est un élément fondamental du finitisme de Hilbert (§ 1).

A cette présentation générale, il convient d’ajouter une précision historique. Si le refus de
’ignorabimus en mathématiques est une conviction exprimée de manicre constante par Hilbert,
au moins depuis la conférence de 1900 et jusqu’a 1’allocution de Konigsberg le 8 septembre
1930, le statut qu’il a accordé a cette conviction a évolué. D’abord considérée comme une
¢vidence, Hilbert en est venu a penser qu’elle pouvait étre justifiée de maniére rigoureuse.
Constance Reid situe le changement vers 1917 [Reid 1970, p. 174]. Toujours est-il que cette
derniere attitude est évoquée sans ambiguité en 1926, ou elle est méme présentée comme un

objectif de la théorie de la démonstration [Hilbert 1926 (1972), p. 236-237].

*7% En particulier, si Brouwer identifie explicitement le principe du tiers exclu et I’affirmation selon laquelle tout

probléme mathématique est résoluble [Brouwer 1928 (1992), p. 248], Jean Largeault, introduit une réserve a
cette identification, sur ce point précis [Largeault 1992e, p. 241].

7 Ces contraintes sont évidentes dans la formulation des exemples historiques les plus anciens et les plus
connus de problémes mathématiques résolus négativement : exprimer tout nombre réel positif sous la forme du
quotient de deux entiers naturels ou bien établir la trisection d’un angle avec la régle et le compas.

*"8 Une référence a ’intersubjectivité humaine associée a 1’optimisme rationaliste est mentionnée par Hao Wang
[Wang 1974, p. 90, souligné par nous] : « [...], chacun peut résoudre le probléme pourvu qu’il soit capable de
réaliser les opérations que requiert 1’algorithme et de suivre exactement les régles telles qu’elles sont données. ».
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Cette volonté de justifier rigoureusement le refus de 1’ignorabimus en mathématiques
nécessite alors d’introduire des critéres d’exigence supplémentaires, qui conduisent a des
formes renforcées de I’optimisme rationaliste tel que nous 1’avons énoncé, en nous limitant a
["arithmétique puisque c’est sur ce domaine que porte notre discussion. Le premier
renforcement : optimisme rationaliste;, porte sur trois points. Tout d’abord le critére (1) est
traduit par 1’exigence (faible) de disposer d’un systéme formel au sein duquel la solution sera
¢tablie, sans imposer ce systéme formel ni méme qu’il soit unique pour [’ensemble des

1””. On y ajoute I’exigence supplémentaire que les théorémes

problemes, mais il doit étre nature
du systéme formel soient récursivement énumérables, ce qui revient a adopter les critéres
d’effectivité modernes habituels d’un systéme formel. Enfin, et il s’agit clairement de la
contrainte la plus forte, le critére (3) est exprimé sous la forme de ’exigence que la solution
soit unique pour I’ensemble des instances du probléme. On est alors conduit a une demande de
décidabilité de tout probléme arithmétique®’, sachant qu’une démonstration d’indécidabilité
constitue également la résolution (négative) du probléme®*' (par le critére (2), inchangé). La
limite de cette démarche est bien entendu que I’on voit mal comment elle est susceptible de
trancher entre le refus et I’acceptation de 1’ignorabimus. Positivement, on ne saurait demander
de I’appliquer successivement a chaque probléme possible (ensemble évidemment infini).
Négativement, comment savoir si un probléme actuellement irrésolu® est susceptible de le

rester a jamais ? Pour cela, il faudrait disposer d’une méta-réponse : étre en mesure de démontrer
9

que I’on ne peut pas établir, ni que le probléme est décidable, ni qu’il est indécidable. Sans

7 11 s’agit surtout d’interdire la solution ad hoc qui consisterait a introduire 1’énoncé traduisant le probléme que

I’on cherche a résoudre (ou sa négation) comme axiome du systéme formel.

% Nous rappelons qu’un probléme arithmétique (binaire) est décidable, s’il existe une procédure effective
unique permettant de répondre de maniére certaine : « oui » ou « non » a la question posée par le probléme, pour
chacune des instances possibles de ce probléme, a I’issue d’un nombre fini d’étapes. Il est sans doute utile de
préciser ici un point élémentaire. Ce point est que tout résultat d’indécidabilité porte, par définition, sur I’absence
d’une méthode uniforme de résolution des différentes instances du probléme arithmétique posé. Il n’interdit donc
nullement une résolution spécifique adaptée a chaque instance ou a chaque famille d’instance du probléme. Pour
prendre un exemple, le théoréme de Ramsey fini est un indécidable de PA (théoréme de Paris, Harrington de
1977 : voir infra au § 4.3) : il n’y a pas de méthode de résolution uniforme pour I’ensemble de ses instances,
néanmoins chacune de ses instances prise individuellement est décidable dans PA.

1 L’exemple emblématique étant la résolution négative du 10°™ probléme de Hilbert par Matijasevic en 1970.
La coexistence, lors de la conférence de 1900, de la formulation générale de 1’optimisme rationaliste et de cette
demande de décidabilité pour un probléme arithmétique particulier, montre par ailleurs qu’Hilbert séparait
clairement les deux démarches dés cette époque.

82 Les exemples ne manquent pas, méme en arithmétique. Pour ne citer que les plus faciles a formuler : 1)
Existe-t-il des nombres parfaits impairs (un nombre parfait est égal & la somme de ses diviseurs différents de lui-
méme, comme 6 =1 + 2 + 3, 28, 496) ? ; On a pu montrer en 2012 que s’il en existe, ils sont supérieurs a 10%,
mais sans pouvoir montrer qu’il n’en existait pas [Ochem, Rao 2012] ; 2) Un nombre pair est-il toujours
décomposable en la somme de deux nombres premiers (conjecture de Goldbach) ? On a pu montrer en 2014 que
s’il en existe, ils sont supérieurs a 4 x 10'®, mais sans pouvoir montrer qu’il n’en existait pas [Oliveira, Herzog,
Pardi 2014].
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parler de savoir si une telle preuve est méme envisageable®™, le spectre d’une régression a
I’infini se profile alors. Un second renforcement est donc introduit : optimisme rationalistes,
qui porte sur deux points supplémentaires. On impose d’abord cette fois la condition que le
systéme formel soit unique, donc qu’il soit en mesure de rendre compte de toute I’arithmétique ;
tout probléme arithmétique (binaire) se ramene alors a un énoncé exprimable dans le systéme
formel. On ajoute ensuite la demande majeure qu’il y ait une solution, non seulement unique
pour I’ensemble des instances de chaque probléme, mais ¢galement unique pour I’ensemble des
problémes eux-mémes™*. Cela revient & formuler 1’exigence de la décidabilité de ce systéme
formel que 1’on renforcera par celle de sa complétude syntaxique®. Cette fois, on est bien en
mesure de trancher entre le refus et I’acceptation de 1’ignorabimus (absence versus présence
d’énoncés indécidables dans le systeme formel). Le prix a payer est bien entendu I’extréme
renforcement nécessaire de la formulation initiale de I’optimisme rationaliste. Par ailleurs, par
I’intermédiaire de 1’introduction de 1’exigence d’un systéme formel unique a méme de rendre
compte de I’ensemble de I’arithmétique, on voit alors apparaitre un lien entre ce dernier
renforcement et le Programme lui-méme. On devine que la réponse a la question de 1’impact
des résultats d’indécidabilité et d’incomplétude syntaxique de PA sur la justification de
I’optimisme rationaliste de Hilbert, va dépendre de la prise en compte ou non, par ailleurs, du
Programme.

Remarquons d’abord que la prise en compte du Programme dans sa plus grande généralité
contraint en effet 1’expression de 1I’optimisme rationaliste, méme sous sa forme doublement
renforcée de I’optimisme rationaliste,. Comme nous venons de le dire, le renforcement de
I’optimisme rationaliste impose ’existence d’un systéme formel unique, capable de rendre

compte au moins de 1’ensemble de I’arithmétique (premier point du second renforcement que

3 Selon Judson Webb, Kaufman, aprés avoir établi en 1930 une « preuve de complétude pour la théorie des
nombres » a partir d’un raisonnement philosophique, affirmait avoir montré I’impossibilit¢ de méme prouver
I’indécidabilité du probléme de la décision [Webb 1980, p. 160].

% Contrairement & ce qu’un certain nombre de mathématiciens ont cru ou ont craint (comme Hardy en 1929
selon Robin Gandy [Gandy 1988, p. 62]), les mathématiques n’en seraient pas rendues triviales pour autant, dans
la mesure ou la connaissance du caractére résoluble en principe du probléme ne fournit pas en soi de solution de
celui-ci qui soit mathématiquement acceptable en pratique (avec le contre-exemple du théoréme de Tarski de
1940-1967, 1948 : voir infra au § 5.1).

% Nous rappelons qu’un systéme formel est décidable, s’il existe un algorithme de décision effectif permettant
de déterminer, pour tout énoncé du systéme formel, si celui-ci est ou non un théoréme du systéme formel. Dans
le cas le plus courant ou le systéeme formel est de plus syntaxiquement complet, en appliquant cet algorithme a
tout énoncé ¢ on discrimine les deux solutions possibles (on suppose que le systéme formel est simplement
consistant) : @ est dérivable ou ¢ est réfutable. Si le systéme formel est indécidable, il est nécessairement
syntaxiquement incomplet et il existe des énoncés indécidables. Pour étre exhaustif, il faut mentionner le cas
particulier des systémes formels quelque peu artificiels, décidables tout en étant syntaxiquement incomplets.
Dans ce cas, en appliquant ’algorithme a la fois a ¢ et a —¢, on discrimine également la troisiéme solution
possible ou ¢ est indécidable.
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nous avons évoqué). Mais la prise en compte du Programme impose également que la
démonstration de I’optimisme rationaliste soit elle-méme finitiste, puisque selon Hilbert,
I’optimisme rationaliste est lui-méme une proposition métamathématique, donc qu’elle soit un
théoréme de PRA selon I’interprétation standard du finitisme (en suivant la thése de Tait). Par
contre, la question de savoir ensuite si, au-dela de la conviction d’optimisme rationaliste, I’école
de Hilbert était persuadée ou non de la décidabilité des théories du 1° ordre : (ce qui a été appelé
I’ Entscheidungsproblem) et en particulier de PA, nécessite une discussion. Il existe en effet une
tension concernant 1’école de Hilbert entre les positions affichées par celle-ci concernant PA a
1’égard, d’une part de sa décidabilité, d’autre part de sa complétude syntaxique*®. Le probléme
de la complétude syntaxique de Z,*’ (donc de PA) est énoncé en 1929 et considéré comme
ouvert [Hilbert 1929 (1992), p. 183 : probléme IV]. Il est assez peu discutable (et non
controversé) que 1’école de Hilbert était persuadée d’une réponse positive (donc en faveur de
la complétude syntaxique de Z,). Une confirmation un peu ambigiie en est donnée par Hilbert
[Hilbert 1931 (1992), p. 191], elle est plus précise de la part de Herbrand*®® et elle est surtout
formulée explicitement par Bernays [Bernays 1930/1976 (2003), p. 80]. Le probléme de la
décidabilité de Z, (et donc de PA) est énoncé et considéré comme ouvert dés 1917 [Sinaceur
1990d, p. 550]. Par contre, dés 1927, von Neumann s’est clairement exprimé en faveur d’une
réponse négative a son sujet’”’ (donc en faveur de I’indécidabilité de Z,) [von Neumann 1927,
cit¢ dans Gandy 1988, p. 62]. En 1933, Schiitte écrit également qu’une solution générale a
I’ Entscheidungsproblem n’est probablement pas possible [Gandy 1988, p. 63]. La difficulté
technique qui survient alors est que les deux positions sont contradictoires : la complétude
syntaxique d’un systeme formel (répondant aux criteres d’effectivité modernes habituels)

entraine sa décidabilité. Cette contradiction ressort directement d’un commentaire de Bernays :

% Ou d’une forme de complétude qui lui est coextensive. En particulier, [Hilbert 1929] et [Bernays 1930] se
référent a la saturation (ou complétude au sens de Post), qui se définit trés simplement par le fait que I’ajout au
systeéme formel de n’importe quel énoncé non dérivable le rend simplement inconsistant. On montre que d’une
maniére générale (sans se limiter au 1” ordre), ces deux formes sont coextensives. On peut noter par ailleurs que
pour ce qui concerne la logique des prédicats du 1% ordre, son incomplétude syntaxique est établie dans [Hilbert,
Ackermann 1928].

7 Rappelons que jusque dans les années 1920, pour I’école de Hilbert, il était entendu par « arithmétique »,
I’arithmétique du second ordre, représentée par le systéme formel Z,. Une distinction claire entre premier et
second ordre pour I’arithmétique, n’apparait qu’en 1934 [Hilbert, Bernays 1934 (2001), p. 218].

% Qui considére qu’une réponse négative entrainerait une réfutation de 1’optimisme rationaliste lui-méme
[Herbrand 1931a, p. 213-214].

9 11 est d’ailleurs & noter qu’il associe lui-aussi cette position & une crainte de la perte d’intérét des
mathématiques (en cas de décidabilité), en assimilant donc décidabilité « en principe » et « décidabilité » « en
pratique » [von Neumann 1927, cité dans Gandy 1988, p. 62] (alors que la distinction est effectuée deés 1921 par
Heinrich Behman au sein de 1’école de Hilbert [Mancosu, Zach 2015, p. 167-168]).
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Observons que cette exigence de cloture déductive [complétude syntaxique] ne va pas aussi loin que celle
de décidabilité de toute question de la théorie [des nombres]. Cette derniere propriété signifie qu’il doit
exister un procédé permettant de décider pour toute paire d’assertions contradictoires de la théorie laquelle
des deux est démontrable.

[Bernays 1930/1976 (2003), p. 80, n. 1 ; le commentaire entre crochets est notre]

Deux explications sont alors possibles : soit les membres de 1’école de Hilbert, et Bernays en
particulier, avaient de bonnes raisons et la contradiction n’est qu’apparente, c’est ce que
soutient Robin Gandy [Gandy 1988, p. 63], soit ils n’étaient pas conscients de la contradiction
faute de disposer a cette époque d’un critére d’effectivité précis®”, ¢’est ce que soutient Jacques
Dubucs [Dubucs 1991, p. 35]. L’argument de Robin Gandy est que Bernays avait a I’esprit
qu’en imposant un algorithme de décision uniforme, la décidabilité était plus contraignante que
la complétude syntaxique qui n’impose pas cette uniformité. Mais cela revient justement a ne
pas avoir vu que si la complétude syntaxique est acquise, un algorithme de décision en découle
aussitot (par I’énumération récursive de tous les énoncés et 1’application successive du critére
de complétude syntaxique a chacun d’entre eux), ce qui est trés exactement 1’argument
mentionné par Jacques Dubucs [Dubucs 1991, p. 35]. L’ambiguité de 1’école de Hilbert quant
a la différence entre les deux notions apparait de manicre flagrante dans I’un des derniers écrits
de Herbrand, qui assimile « le cas le plus général de I’ Entscheidungsproblem » a une expression
coextensive a la complétude syntaxique, la saturation [Herbrand 1931a, p. 211], ou la
complétude sémantique par rapport & un modele [Herbrand 1931a, p. 213]. En nous appuyant
sur le fait que Hilbert et Bernays soutiennent encore en 1934 : « En conséquence, nous sommes
tres ¢loignés d’une solution générale du probléme de la décision » [Hilbert, Bernays 1934
(2001), p. 193], ce qui suggere la conviction d’une réponse positive, nous admettrons que ceux-

ci au moins étaient bien convaincus de la décidabilité de Z,>"

(donc de PA), ce qui recouvre le
second point du second renforcement que nous avons évoqué. Finalement, si I’on prend en
compte a la fois : la conviction générale du refus de 1’ignorabimus, 1’expression du Programme

et la conviction de la décidabilité de Z,, on est bien conduit de la part de I’école de Hilbert a la

%11 a en effet fallu attendre 1936 et la thése de Church-Turing (qui assimile les fonctions intuitivement

calculables aux fonctions récursives générales, nous y reviendrons en détail au § 5.4), pour que I’on traduise la
décidabilité par le fait que les théorémes constituent un ensemble récursif (et pas seulement récursivement
énumérable) des énoncés possibles du systéme formel.

! Si une position opposée a bien été exprimée, concernant 1’analyse et la théorie des ensembles, elle I’a été
seulement en 1939, dans un paragraphe consacré a 1’¢élargissement du cadre de la méthode de la théorie de la
preuve pour tenir compte des différents résultats « négatifs » survenus depuis [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p.
342-343))
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fin des années 1920, a la forme la plus forte (finitiste) de 1I’optimisme rationaliste,. II est clair
que si le Programme avait pu étre mené a bien et que Z, avait pu étre montré syntaxiquement
complet au sein de PRA, ce résultat aurait indéniablement constitu¢ une justification de la
manigere la plus forte (finitiste) de 1I’optimisme rationaliste, pour I’arithmétique.

Quel est alors I’impact des résultats « négatifs » obtenus sur cette justification, en particulier
sur PA : son incomplétude syntaxique (premier théoréme de Godel de 1931) ? Bien entendu,
cette forme particulicrement forte de I’optimisme rationaliste est d’abord tributaire des
contraintes du Programme lui-méme, qui inclut 1’exigence de la démonstration finitiste
d’existence d’un systeme formel unique, au moins pour 1’arithmétique. L analyse détaillée que
nous avons faite de I’impact des théoréemes de Godel de 1931 sur ce Programme (§ 2), nous
indique déja les limites de la réalisation du programme au sens large, qui ne permet pas d’aller
au-dela de I’arithmétique du 1% ordre. Qu’en est-il alors, au moins pour ’arithmétique du 1%
ordre, de I'impact du premier théoréme de Godel de 1931 sur la seconde exigence : la
démonstration finitiste de la complétude syntaxique pour les problémes mathématiques
exprimables dans PA ? Pour y répondre, il convient d’abord de revenir a la formulation initiale
de I’optimisme rationaliste, qui porte explicitement sur des problémes mathématiques,
qu’Hilbert distingue (ou distinguera a partir des années 1920) soigneusement des questions
métamathématiques. Or nous avons montré que tous les énoncés indécidables arithmétiques
découverts a ce jour, sont en fait des codages déguisés de propriétés métamathématiques (§
4.3). Si ’on admet que de tels codages ne peuvent étre de ce fait raisonnablement considérés
comme d’authentiques problémes mathématiques (méme s’ils en ont éventuellement
I’apparence), il en résulte que 1’existence de ces énoncés indécidables ne peut pas €tre retenue
comme une réfutation de 1’optimisme rationaliste sous sa forme la plus forte. Qui plus est si
I’on accepte la thése d’Isaacson, qui conduit a I’affirmation de la complétude syntaxique de PA
pour les énoncés authentiquement arithmétiques (§ 4.4), on est conduit au contraire a une
confirmation de I’optimisme rationaliste sous sa forme la plus forte, au moins pour PA. Onn’en
est cependant pas parvenu pour autant a la démonstration de I’optimisme rationaliste qu’espérait
Hilbert. En effet, la nécessité de recourir a la thése d’Isaacson correspond alors de facto a un
engagement philosophique qui s’oppose a I’exigence de neutralit¢ philosophique de notre
critere 4 (et du finitisme de Hilbert). De fait, ce n’est pas dans le sens d’une confirmation de
I’optimisme rationaliste que la plupart des commentateurs, & commencer par Godel lui-méme

(mais également Herbrand [Herbrand 193 1a, p. 213 —214]), ont interprété ces résultats négatifs.
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Godel s’est en effet intéressé a I’optimisme rationaliste de Hilbert dés son premier travail

publié : sa thése de 1929%°* (sur la complétude sémantique par rapport & I’ensemble des

\ 293
modeéles

de la logique des prédicats du premier ordre) : [Godel 1929 (1986)]. Il y est ensuite
revenu en 1938%* : [Godel 1932 (1995)] puis en 1961 [Godel 1961/2 (1995)], sans qu’il n’ait
publié aucune de ces réflexions. En 1929 Godel reprend la formulation classique de I’optimisme
rationaliste, mentionnant explicitement la possibilité d’une résolution négative par la preuve
d’une impossibilité¢ [Godel 1929 (1986), p. 62-63]. En 1938, il s’appuie sur I’affirmation par
Hilbert qu'une preuve de cette position peut étre donnée pour en proposer une version

extrémement forte, qui le conduit a une requéte de complétude syntaxique ce qui correspond a

la version informelle de notre optimisme rationaliste, :

Vous connaissez tous les mots fameux de Hilbert selon lesquels tout mathématicien est convaincu que
pour toute question mathématique précisément formulée, une réponse unique peut étre trouvée [...] il a
méme pensé qu’une preuve mathématique pouvait en étre donnée, au moins dans le domaine de la théorie
des nombres. Comment pouvons-nous imaginer qu’une telle preuve puisse méme étre obtenue ? [...] Pour
tout homme sans préjugé, cela ne peut signifier que ceci : étant donné une proposition mathématique
arbitraire A, il existe une preuve soit de A soit de non A, ou par « preuve », il est entendu quelque chose

qui débute avec des axiomes évidents et procéde par inférences évidentes. [Godel 1937 (1986), p. 164]

Il interpréte alors son propre résultat de 1931 comme ’infirmation d’une démonstration de la
sorte, qu’il traduit quant a lui par le fait qu’une telle justification doit se situer en deca de tout
formalisme, tout en précisant que I’optimisme rationaliste lui-méme n’est pas remis en cause

pour autant :

[...], alors notre probléme devient susceptible d’un traitement mathématique et la réponse s’avere
négative méme dans le domaine de la théorie des nombres. Mais il est clair que cette réponse négative
peut avoir deux significations différentes : 1) elle peut signifier que le probléme dans sa formulation
originale a une réponse négative, ou 2) elle peut signifier que lors de la traduction de I’évidence au
formalisme, quelque chose a été perdu. Il peut étre montré facilement que c’est la seconde signification

qui est la solution [...]. Ainsi, le résultat est plutdt qu’il n’est pas possible de formaliser I’évidence

92 Une précision bibliographique : la discussion concernant ’optimisme rationaliste de Hilbert se trouve en

introduction de sa thése : [Godel 1929 (1986)], mais cette partie a été supprimée lors de la publication de 1’article
correspondant : [Godel 1930 (1972)].
3 Nous rappelons que la complétude sémantique par rapport a [’ensemble des modéles est définie de la maniére

suivante (avec les notations métamathématiques modernes habituelles, ou « = » renvoie a la conséquence
logique et « - » a la dérivabilité) : pour tout énoncé ¢ du systéme formel, si & ¢ alors - ¢.

% Martin Davis [Davis 1995, p. 163] fait état de 1938 comme année vraisemblable de rédaction de [Godel 1932
(1990)].
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mathématique méme dans le domaine de la théorie des nombres, mais la conviction dont parle Hilbert

reste enticrement non affectée. [Godel 193? (1986), p. 164]

En 1961 il reste sur la position de 1938, tout en ajoutant I’idée qu’une formalisation sera
toujours possible mais avec de « nouveaux axiomes », c’est-a-dire au moyen d’un systéme
formel spécifique dont les caractéristiques doivent étre trouvées, nécessairement d’'une manicre
non mécanique™” (il évoque pour cela le recours a la phénoménologie de Husserl) [Godel
1961/? (1995), p. 385]. Cela revient a réduire I’exigence d’optimisme rationaliste,, pour se
ramener a notre optimisme rationaliste;.

Au-dela de la tentative de Hilbert de prouver 1’optimisme rationaliste, il vient naturellement
la question de savoir si celui-ci pourrait étre justifié ou surtout réfuté par une autre voie. Sil’on
ne se fixe aucune contrainte sur les méthodes de résolution acceptées pour résoudre un probléme
mathématique la question risque fort d’étre vide de sens comme le remarquait déja Godel en
1929 [Godel 1929 (1986), p. 64-65] et comme cela a également été rappelé ensuite [Fraenkel,
Bar-Hillel 1958, p. 314], [Feferman 2006, p. 149-150] et [Koellner 2006, p. 154]. Ainsi que le
souligne fort justement Andrzej Mostowski [Mostowski 1952, p. 3], pour espérer obtenir un tel
résultat (flt-il dans le sens d’une réfutation) a partir des différents théorémes obtenus sur les
systémes formels, il faudrait d’abord que 1’on puisse construire (ou s’entendre sur) un systéme
formel a méme de rendre compte de I’ensemble des mathématiques. Le premier théoréme de
Godel de 1931, formulé sous la forme de I’incomplétude sémantique par rapport au modéle*
naturel de PA, semble interdire cet espoir méme en se limitant a I’arithmétique, si I’on omet de
distinguer comme nous [’avons fait, énoncé mathématique et codage d’énoncé
métamathématique. Godel et a sa suite Jean Ladriere [Ladriere 1957, p. 410-411] ainsi que
d’autres, en ont tiré la conclusion que le recours se situait en-deca de la formalisation, fiit-ce en
faisant appel a une extension sans limite de systémes formels de plus en plus puissants [Myhill
1960, p. 465] ou a I'utilisation de modéles non standards [Webb 1980, p. 116-117]. De telles
solutions, qui s’apparentent clairement a une fuite en avant, impliquent cependant un certain
engagement philosophique (anti-intuitionniste) et achoppent elles-aussi sur la condition

d’absence d’engagement philosophique incompatible avec I’exigence d’intersubjectivité de

1] faut sans doute préciser qu’en 1961 comme en 1938, il entend restreindre les problémes mathématiques

auxquels s’applique I’optimisme rationaliste a ceux « susceptibles d’une réponse par oui ou par non ». On ne voit
cependant pas trés bien quel type de probléme mathématique bien posé pourrait ne pas s’y ramener.

% Nous rappelons que la complétude sémantique par rapport a un modéle est définie de la maniére suivante : il
existe au moins un modele tel que tout énoncé vrai dans ce modele est dérivable. On montre encore que d’une
maniére générale (sans se limiter au 1° ordre), cette forme de complétude est coextensive a la complétude
syntaxique.
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notre critére 4. Elles ne sauraient donc étre non plus interprétées comme des démonstrations de

I’optimisme rationaliste.

5.3 L’affirmation, en Théorie Algorithmique de I’Information, d’une limite

au domaine des vérités mathématiques accessibles

Des résultats précis ont été obtenus en Théorie Algorithmique de I’Information, qui semblent
conduire & une limitation forte de la connaissance en mathématique. Ces résultats sont des
extensions du théoréme de Turing de 1936-1937, obtenues en exploitant la notion de complexité
algorithmique®™’ (ou complexit¢é de Kolmogorov ou encore complexité de Chaitin-
Kolmogorov). Ils s’expriment principalement sous la forme de trois théorémes :

1) pour établir la complexité algorithmique d’une suite binaire finie donnée : s, il faut un
systéme formel dont la complexité algorithmique est au moins égale a celle de s ([Chaitin
1974]) ;

2) pour établir les n premiers bits du développement binaire d’un nombre Qu*”®, il faut un
systéme formel dont la complexité algorithmique est au moins égale a n ([Chaitin 1987a]) ;

3) la probabilité qu’un énoncé de longueur n soit dérivable dans un systéme formel tend vers
zéro quand n tend vers I’infini, tandis que la probabilité que cet énoncé soit vrai (au sens intuitif)

reste strictement positive ([Calude, Jiirgensen 2005]).

#7 La notion de complexité algorithmique a été proposée indépendamment par Andrei Kolmogorov en 1965 et

par Grégory Chaitin en 1966. Nous rappelons que la complexité algorithmique d’une suite binaire finie
quelconque : s, est, par définition, la taille (longueur) en bits du plus petit (court) programme qui engendre s sur
une machine de Turing universelle, sans tenir compte du nombre d’étapes nécessaires. Elle est toujours exprimée
a une constante additive prés, liée au codage de la machine de Turing universelle utilisée. Elle est définie de
deux maniéres possibles, soit pour des programmes limités se terminant par des « blancs » auquel cas elle est en
général notée K(s), soit pour des programmes auto-délimités (se terminant nécessairement par I’instruction

« fin ») auquel cas elle est en général notée H(s). Elle est caractérisée dans les deux cas par deux théorémes
importants : le théoréme d’invariance et le théoréme de majoration. Le théoréme d’invariance indique que si u et
v désignent deux langages de programmation donnés, on a : Vs, [K,(s) — K(s)| < cuy (respectivement : [Hy(s) —
H,(s)| < cyy), OU cyy est une constante ne dépendant que des deux langages u et v. Le théoréme de majoration est
le suivant : Vs, 3c’, K(s) < longueur (s) + ¢’ (respectivement : H(s) < longueur (s) + 2|log,[longueur(s)]|), ou ¢’
est une constante, fonction du langage de programmation utilisé, traduisant la longueur du codage de

I’instruction : « imprimer s ».

298 | es nombres Qy ont été introduits par Grégory Chaitin en 1974. Ils sont la probabilité qu’une machine de

Turing universelle U (a arrét auto-délimité) s’arréte (2 la suite d’un nombre fini d’étapes). Ils dépendent donc du
codage de la machine universelle utilisée. Ce sont des nombres réels (compris entre 0 et 1), présentant la
propriété particuliére de « non-calculabilité » dans le sens ou les nombres réels « calculables » sont la limite
d’une suite : X, = p,/qy, infinie croissante de nombres rationnels calculable par une machine de Turing
universelle, avec la condition de convergence : Vn, |x, — x| < 1/2".
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Du premier de ces résultats, Grégory Chaitin a induit un « principe heuristique » de portée plus
générale : « Un ensemble d’axiomes de complexité algorithmique n ne peut pas produire un
théoreme de complexité algorithmique (substantiellement) supérieure a n » [Chaitin 1992, p.
681*. 11 I’a exprimé sous la forme d’un slogan souvent cité : « Je voudrais étre en mesure de
dire que si I’on a 10 livres [environ 5 kg] d’axiomes et un théoréme de 20 livres [environ 10
kg], alors ce théoréme ne peut étre dérivé de ces axiomes » [Chaitin (1982), p. 300 — 301 ; les
commentaires entre crochets sont notres]. Il a ensuite interprété ces résultats sous la forme d’une
double affirmation de grande portée philosophique : 1) Le ressort des résultats d’incomplétude
(premier théoréme de Godel de 1931) et d’indécidabilité (théoréme de Turing de 1936-1937)
se trouve dans les limites mises en évidence au moyen de la notion de complexité algorithmique
et est lié a la présence de hasard authentique au sein des mathématiques, 2) Il en résulte une
limite absolue au domaine des vérités mathématiques (au sens intuitif) accessibles [Chaitin
2005 (2009), p. 64] et [Chaitin 2005 (2009), p. 197]. La force de cette seconde affirmation
apparait dans les titres mémes de ses ouvrages et articles récents : « Les limites des
mathématiques » ([Chaitin 1998]), « L’inconnaissable » ([Chaitin 1999]), « Les limites de la
raison » ([Chaitin 2006]). A cela s’ajoute 1’usage réitéré du terme « dramatic » (avec son double
sens possible en anglais de spectaculaire et de dramatique) pour qualifier les résultats obtenus,
dont il est affirmé qu’ils y conduisent [Davis 1978, p. 265]. D’une manicre assez surprenante,
un tel enthousiasme immodéré a été repris par les différents commentateurs de ces résultats*
sans prise de distance, voire méme avec une surenchére dans ’usage des superlatifs, par
exemple : « L’ultime en indécidabilité » [Stewart 1988]. Il faut en fait attendre 1989 pour une
premigére critique sérieuse : [Lambalgen 1989], puis la fin des années 1990 (soit plus de vingt
ans apres la publication des premiers de ces résultats), pour des critiques plus incisives : [Fallis
1996] et surtout [Raatikainen 1998] et [Raatikainen 2000] **', qui sont principalement au
nombre de trois.

La premiére critique, qui s’adresse au principe heuristique de Grégory Chaitin, est

¢lémentaire : tout systeme formel finiment axiomatisé¢ aura nécessairement une complexité

% 11 rappelle indiscutablement une remarque bien antérieure de Godel, beaucoup plus circonscrite et non

publiée : « On peut prouver que pour résoudre tous les problémes de type Goldbach [[];] d’un certain degré de
complexité k, on a besoin d’un systéme d’axiomes dont le degré de complexité sous réserve d’une correction
mineure est > k » [Godel 1953 (1995), p. 32, n. 39].

3% Ppar exemple Martin Davis [Davis 1978, p. 286].

%1 On peut mentionner également les commentaires de Jaakko Hintikka et Torkel Franzel [Hintikka 2000, p. 29]
et [Franzen 2005, p. 142-148]. Par ailleurs Jean-Paul Delahaye soutient en 1994 plusieurs remarques qui
anticipent [Raatikainen 1998] et [Raatikainen 2000], mais qui n’ont pas été exploitées en ce sens par I’auteur
[Delahaye 1994, p. 168, 172].
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algorithmique (évaluée sur ses axiomes) finie’”?, alors qu’un tel systéme formel permet
évidemment de dériver des théorémes dont la complexité est aussi grande que 1’on veut (par
exemple : « n = n »), ce qui invalide le principe. Cette critique est essentiellement celle de
[Fallis 1996], mais elle avait ét¢ anticipée par Grégory Chaitin lui-méme dans la seule
discussion critique de ses propres résultats qu’on lui connaisse : [Chaitin 1992, p. 68-70]. La
réponse proposée par Grégory Chaitin est que le principe heuristique peut étre exprimé sous
une forme affaiblie : « Un ensemble d’axiomes de complexité algorithmique n ne peut pas
produire un théoréme qui asserte qu’un objet spécifique est de complexité algorithmique
(substantiellement) supérieure a n ». Cette réponse renvoie alors directement a la deuxieme
critique. Cette deuxiéme critique, qui émane de Torkel Franzen [Franzen 2005, p. 143], porte
sur la filiation qui conduit des deux résultats obtenus : [Chaitin 1974] et [Chaitin 1987], au
principe heuristique (non affaibli) qui en est inféré. Ces résultats se rapportent en effet a la
complexité algorithmique (directement pour le premier et indirectement, via la construction des
nombre Qu, pour le second) et non a des théorémes quelconques®. Ils conduisent donc
seulement a une limitation de I’aptitude a déterminer la complexité algorithmique elle-méme et
non a une limitation de la capacité d’un systeme formel a dériver des théorémes, ce qui n’a
¢videmment pas la méme portée. La portée réelle du principe heuristique affaibli proposé par
Grégory Chaitin dépend alors de la pertinence de 1’utilisation de la complexité algorithmique
pour caractériser la quantité de théorémes que peut dériver un systéme formel, ce qui amene a
la troisiéme critique. La pertinence de 1’utilisation de la complexité algorithmique pour
caractériser la force ou la capacité d’un systeme formel est toujours implicite dans les textes de

3% (Pautre grande figure moderne de la Théorie

Grégory Chaitin et de Cristian Calude
Algorithmique de I’Information). C’est sa contestation qui constitue la troisiéme critique,
soulevée dans [Lanbalgen 1989] et traitée de maniére détaillée dans [Raatikainen 1998] et
[Raatikainen 2000]. Ce que montre Panu Raatikainen est qu’il n’y a justement pas de lien direct
entre, d’une part la force ou la capacité relative de deux systeéme formels traduite de maniere

précise par la quantité respective de théorémes qui peuvent en étre dérivés, et d’autre part la

complexité algorithmique de ces systémes formels évaluée sur la base de leur axiomes (et

392 Dans le cas de systémes formels contenant un schéma d’axiomes, comme PRA et PA, il y a une difficulté a

résoudre pour déterminer la complexité algorithmique associée.

* Qui plus est, comme le fait justement remarquer Don Fallis, le résultat de Chaitin de 1974 porte non pas sur
les théorémes d’un systéme formel, mais sur toute expression de ce systéme formel qui peut donc étre également
un énoncé réfutable ou indécidable (et méme une expression mal formée) [Fallis 1996, p. 265-266].

39 Au-dela de la reconnaissance que si la théorie algorithmique de I’information indique qu’il y a beaucoup
d’indécidables, elle n’en fournit explicitement aucun comme le signale Jean-Paul Delahaye [Delahaye 1994, p.
119]. Ce point est a relier au caractere intrinsequement non effectif de la détermination de la complexité
algorithmique, méme si celle-ci peut étre majorée (2 une constante prés) via le théoréme de majoration.
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éventuellement de leurs reégles d’inférence). Techniquement, cela provient de la relativité de la
constante qui intervient dans la définition de la complexité algorithmique appliquée a un
systéme formel et qui dépend du double codage nécessaire utilis¢, de la codification gddélienne
(pour exprimer les axiomes du systéeme formel sous la forme d’une suite binaire), et de la
machine de Turing universelle. Selon le choix (arbitraire) retenu pour ce double codage, la
complexité algorithmique relative de deux systémes formels peut étre inversée, ou conduire au
résultat contre intuitif qu’avec n’importe quel codage raisonnable, celle de PRA sera par

305

exemple supérieure a celle de Z,™ (dont les axiomes et les régles d’inférence s’ expriment plus

d**® (pour la méme raison) a ’évaluation des nombres Qu (qui

simplement). Ce résultat s’éten
dépend de la machine de Turing universelle retenue) et partant aux résultats qui en sont issus.
Une telle conclusion est évidemment dévastatrice pour 1’interprétation proposée par Grégory
Chaitin. La réponse de Cristian Calude, qui n’en conteste pas le fond [Calude 2002b, p. 508],
est donnée dans [Calude, Jiirgensen 2005]. Ce que ce que ce dernier résultat montre™”’, traduit
par le troisieme théoréme que nous avons cité, est que lorsque la longueur des énoncés tend
vers I’infini ’effet de relativité de la constante s’estompe et 1I’on retrouve alors, a la limite, le
principe heuristique non affaibli. C’est évidemment pour tomber de Charybde en Scylla : quel
sens et quel intérét mathématique peut avoir un théoréme dont 1’énoncé possede (ou méme
seulement tend vers) une longueur infinie ? Pour tout énoncé mathématiquement intéressant,
dont la longueur est nécessairement finie et souvent faible, les résultats de la Théorie
Algorithmique de 1’Information ne savent donc rien nous dire’”®, quand bien méme il s’agirait
d’énoncés indécidables que I’on sait établir tels par ailleurs®”.

Que reste-il finalement de la position philosophique forte soutenue par Grégory Chaitin
(ainsi que Cristian Calude) ? Manifestement peu de choses. En se limitant au principe

heuristique affaibli, non contestable, qui ne portent que sur les théorémes qui concernent

3% Jean-Paul Delahaye aborde incidemment le probléme en suggérant d’utiliser la profondeur logique de

Bennett : [Bennett 1993 (1995)] plutot que la complexité algorithmique, pour caractériser la force d’un systéme
formel [Delahaye 1994, p. 118]. Nous n’avons cependant pas connaissance d’une tentative d’exploitation de
cette idée.

3% Cette analyse est cohérente avec le cas particulier de Solovay en 2000, qui, selon Cristian Calude, produit un
codage particulier ne permettant de connaitre (avec certitude) aucun bit du nombre Qy associé a ce codage
[Calude 2002a, p. 276]. Cependant Cristian Calude, qui fait mention de ce lien, n’en tire pas la méme conclusion
que Panu Raatikainen [Calude 2002a, p. 270].

7 En introduisant pour cela une nouvelle grandeur (afin d’éviter la premiére critique citée) : la différence entre
la complexité algorithmique H(s) et la longueur de la chaine elle-méme : s.

3% Jean-Paul Delahaye remarque que dans la mesure ot les énoncés mathématiques peuvent étre codés dans les
décimales des nombres Qy cela revient a ce que les énoncés mathématiquement intéressants soient confinés dans
les premiers digits de Qy, ce qu’il qualifie de « réductionnisme involontaire extréme » [Delahaye 1994, p. 169].
%% A P’instar des énoncés du premier ou du second théoréme de Godel de 1931, contre Don Fallis [Fallis 1996, p.
264], comme le reconnaissent Cristian Calude et Helmut Jiirgensen [Calude, Jiirgensen 2005, p. 3] (que nous ne
pouvons que suivre sur ce point).
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I’aptitude a établir la complexité algorithmique, il subit frontalement 1’objection de
[Raatikainen 1998] selon laquelle la complexité algorithmique du systéme formel n’est pas
représentative de I’aptitude de celui-ci a dériver des théorémes. Le recours a la Théorie
Algorithmique de I’ Information ne permet donc pas de juger de la quantité de théorémes qu’un
systeme formel peut dériver, donc de la force de celui-ci. Le recours récent proposé par Cristian
Calude et Helmut Jiirgensen : [Calude, Jiirgensen 2005] ne résout rien, puisqu’il ne s’applique
qu’aux énoncés de longueur extréme qui n’ont rien a voir avec les énoncés et les problemes
utilisés par les mathématiciens. La double these défendue (bruyamment) par Grégory Chaitin a
longueur d’articles selon laquelle, d’une part 1’origine des phénomenes d’incomplétude et
d’indécidabilité est a relier au hasard en mathématiques, d’autre part il en résulte une limite au

319 Elle ne saurait

domaine des vérités arithmétiques accessibles, est donc clairement réfutée
donc conduire a réfuter I’optimiste rationaliste de Hilbert sous une forme renforcée (optimisme
rationaliste;)’''. Bien entendu, cette remarque ne remet pas en cause la validité technique des
résultats obtenus en Théorie Algorithmique de I’Information, ni méme 1’intérét philosophique,

’ . 312 :
réel, mais modeste” ~, de ceux-ci.

5.4 La thése de Church-Turing et les tentatives de dépassement de celle-ci

Etant donné que les FRG, totales et partielles, interviennent de maniere cruciale dans la thése
de Church-Turing, quelques précisions techniques préalables a leur sujet sont utiles. Nous avons
déja introduit les FRG au § 1.2 (le qualificatif de total étant omis lorsqu’il n’y a pas de risque
de confusion avec les FRG partielles). Les FRG partielles ont été introduites par Stephen Kleene

en 1938. Elles constituent une classe de fonctions d’entiers encore plus large que celle des FRG

319 Cette réfutation s’étend évidemment aux extrapolations qui en ont été faites sur ’inaccessibilité de la
certitude et les limites de la raison, par exemple [Brisson, Meyerstein 1995, p. 179, 234-235].

111 convient également de signaler que les résultats obtenus sur la base de la Théorie Algorithmique de
I’Information le sont toujours dans un cadre ensembliste a partir d’'une démarche non effective (a I’instar de
[Bienvenu et al. 2014] qui conduit a des théories dont tous les indécidables []; sont éliminés, mais en faisant
alors appel a un oracle « a la [Turing 1939] »). En ne répondant ainsi pas aux critéres définissant I’optimisme
rationaliste,, ils sont (d’une maniére bien plus générale) non recevables dans le cadre de la présente discussion.
312 Selon Panu Raatikainen, ces résultats ne sont qu’une conséquence du (ou une autre maniére de traduire le),
résultat classique de Turing sur I’indécidabilité du probleme de 1’arrét [Raatikainen 2000, p. 218]. Une telle
position est certainement réductrice, dans la mesure ou ces résultats nous disent indiscutablement quelque chose
sur les implications philosophiques de 1’indécidabilité et de la vérité en mathématiques, méme si c’est sur des
bases qui vont bien au-dela des exigences de Hilbert. Il n’en reste pas moins que les réponses apportées restent
tributaires des engagements philosophiques (ontologiques et épistémologiques) sous-jacents, qui en limitent
d’autant la portée.
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totales, puisqu’il est autorisé que la fonction ne fournisse pas de résultat pour certaines valeurs
de I’argument’”. Si I’on s’intéresse maintenant aux ensembles respectifs des FRP, des FRG
totales et des FRG partielles, on a alors les résultats importants rassemblés dans le tableau VI,

que nous allons utiliser dans ce qui suit.

Tableau VI : Propriétés des ensembles des FRP, des FRG totales et des FRG partielles

Ensemble Sujet a ’argument diagonal | Enumérable par programme
{FRP} our™” OUI

{FRG totales} NON NON’"

{FRG partielles} NON”** OUI

Historiquement, c’est en 1936 que paraissent presque simultanément quatre propositions :
[Church 1936a], [Kleene 1936]°"7, Post [1936]°'® et [Turing 1936-1937], qui affirment toutes,
selon la présentation standard, 1’identification entre :

1) I'idée intuitive d’effectivité®®, d’algorithme aboutissant toujours, de calculabilité a

. - 320
aboutissement certain””" ;

313 Nous rappelons qu’en ensemble d’entiers est récursif's’il peut lui étre associé une fonction caractéristique

FRG totale, ce qui est associé a la décidabilité, tandis qu’un ensemble d’entiers est récursivement énumérable
s’il peut lui étre associé une fonction caractéristique FRG partielle, ce qui est associé a la semi-décidabilité.
Intuitivement, un ensemble d’entiers est récursivement énumérable s’il est possible de définir un algorithme qui
produit une liste de ses éléments non ordonnée et possiblement avec répétition. Un ensemble récursivement

énumérable est récursif si et seulement si son complément par rapport a N est récursivement énumérable.

*% Historiquement, ¢’est en utilisant une construction diagonale qu’Ackermann a obtenu la premiére fonction

(qui porte son nom), récursive mais non FRP (§ 4.1).

313 Cest ce résultat qui entraine I’impossibilité d’utiliser I’argument diagonal 4 I’ensemble des FRG totales et
partant, I’impossibilité d’étendre de nouveau de cette manicre cet ensemble (en maintenant le critére que la
fonction doit étre calculable pour toute valeur de I’argument). C’est lui qui a conduit Judson Webb a évoquer, un
« champ protecteur invisible » a propos de I’incomplétude syntaxique (en toute rigueur ce serait plutot
I’indécidabilité) d’un systéme formel répondant aux conditions d’applications des théorémes de Godel de 1931,
et des « anges gardiens » a propos des énoncés indécidables correspondants, qui sont une conséquence directe de
ce résultat [Webb 1980, p. 202-203, 208].

*1® Dans le cas de I’ensemble des FRG partielles, si 1’argument diagonal ne peut s’appliquer, ce n’est
évidemment pas par suite de I’impossibilité de 1’énumérabilité par programme (puisqu’il est au contraire
énumérable par programme), mais pour des raisons techniques internes.

7 Exploitant une remarque formulée par Godel en 1934, sur la base d’une suggestion que celui-ci attribuait a
Herbrand [Sieg 1994, p. 82]. Rappelons a ce sujet le fait historique bien connu qu’en 1934 Gddel n’a pas percu
cette thése parce qu’il n’était pas convaincu que les fonctions récursives « de la maniére la plus générale »
coincidaient avec les FRG totales, faute d’avoir réalisé I’impossibilité d’étendre I’ensemble des FRG totales par
diagonalisation (voir le tableau VI) [Gandy 1988, p. 64] et [Dubucs 1991, p. 48-49].

318 Sachant que les résultats correspondants ont vraisemblablement été obtenues dans les années 1920, mais n’ont
été publiés qu’en 1936, apres la formulation de la thése par Church [Gandy 1988, p. 92].

1% En fait depuis [Herbrand 1931a], I’expression : « effectivement calculable » est utilisée pour rendre :

« intuitivement calculable ».

32% Une formulation un peu plus précise, mais toujours informelle, consiste a dire qu’une procédure
effectivement (intuitivement) calculable est une procédure figée, permettant de répondre a la question posée de
fagon uniforme et mécanique, sans effort d’invention et sans rien attendre de 1’intuition et de I’intelligence.
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2) une notion mathématique précise de fonctions, respectivement, A-définissables, récursives
générales totales (FRG totales), finitaires au sens de Post et Turing-calculables qui se terminent,
qui ont été ensuite montrées équivalentes entre elles ainsi qu’a d’autres fonctions encore
proposées ultérieurement, et ce de maniére extensionnelle.

Cette identification, qui a recu le nom de thése de Church-Turing (ou thése de Church), permet
de disposer d’un critére d’effectivité mathématiquement précis. Comme ce critére intervient
dans la définition de la notion de décidabilité d’un systéme formel, si la définition intuitive
d’effectivité est suffisante pour 1’établissement de la décidabilité, une telle précision était
nécessaire pour pouvoir en établir /’indécidabilité. C’est ainsi que I’indécidabilité du calcul des
prédicats du 1* ordre (et donc de PA) a pu étre établie, en réponse a [’Entscheidungsproblem,
peu apres la thése énoncée. En 1938 Kleene a proposé une these plus large, quelquefois nommée
theése de Kleene, en supprimant 1’exigence d’un aboutissement certain dans la formulation de
la partie intuitive de I’identification et en faisant intervenir les FRG partielles au lieu de totales
et de Turing-calculables (qui ont leur équivalent dans les autres formulations) : [Kleene 1938].
S’il n’est évidemment pas possible de rendre compte de la notion de décidabilité d’un systéme
formel de cette maniére, son intérét réside dans le fait que la notion de calcul la plus naturelle
n’implique pas que celui-la aboutisse toujours, comme Gddel 1’a souligné (selon Hao Wang)
[Webb 1980, p. 223-224]. C’est ainsi qu’une machine de Turing prise sans restriction fournit
nécessairement des FRG partielles (ce qui se traduit par le résultat sur I’indécidabilité de
I’arrét). Par ailleurs, sur un plan philosophique, il n’y a alors pas de différence de position entre
les points de vue classique et intuitionniste en mathématiques concernant la thése de Kleene, ce
sans aucune restriction sur les FRG partielles prises en compte™'.

La situation est différente dans le cas de la thése de Church-Turing : pour rendre compte de
la maniére la plus naturelle de la notion de fonction effectivement (intuitivement) calculable
qui intervient dans la thése de Church-Turing, il est apparu nécessaire de préciser
I’identification précédente en introduisant une contrainte sur les FRG totales retenues (ou leur
équivalent en fonctions Turing-calculables ou A-définissables). Cette contrainte est déja

322
h

présente (mais discréte) dans l’article séminal de Church™**, et traduit I’exigence que les

fonctions retenues soient définies de maniere constructive :

321 La généralisation par Kleene est la forme de la thése de Church-Turing qui est acceptée a la fois par Godel et

par Georg Kreisel [Webb 1980, p. 223-224] (point sur lequel nous reviendrons au § 6.1).
322 En contradiction avec ce qui est affirmé par Elliott Mendelson et Robert Black [Mendelson 1990, p. 226, n. 1]
et [Black 2000, p. 247-249].
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Le lecteur peut objecter que cet algorithme ne peut pas étre utilisé pour fournir un calcul effectif de la
valeur particuliére exigée de F ! tant qu’une preuve constructive de la relation exigée fmi(kli, kzi, knii) =
K, n’est pas ultimement trouvée. Mais s’il en est ainsi, cela signifie simplement qu’il devrait prendre le
quantificateur existentiel qui apparait dans notre définition d’un ensemble d’équations de récursions, dans
un sens constructif. Ce que le critére de constructivité doit étre, est laissé a la discrétion du lecteur. [Church

19364, p. 351, n. 10 ; souligné par nous]

Cette contrainte est présentée de maniére plus détaillée et associée a un critére qui semble plus
précis (nous allons y revenir), dans 1’ouvrage de référence de Kleene [Kleene 1952 (2009), p.
317-318, 319]. Une telle position revient a introduire une circonscription, parmi les FRG
totales, entre celles dont la démonstration du caractére FRG est constructive et les autres. Cela
conduit finalement a une circonscription des fonctions d’entiers en cinq niveaux (voir le schéma
F ci-apres), ou la thése de Kleene (par rapport aux FRG partielles) est associée au niveau (2),
tandis que la these de Church-Turing (par rapport aux FRG totales établies constructivement)

est associée au niveau (4).

FRP

FRG totales établies constructivement

(Thése de Church-Turing) @
FRG totales ©)
FRG partielles
(Thése de Kleene) @

Fonctions d’entiers exprimables en théorie des nombres

Schéma F : Circonscription des fonctions récursives
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Une conséquence emblématique de cette réduction des FRG totales retenues dans la formulation
de la thése de Church-Turing concerne la fonction d’entiers f(i) définie de la maniére suivante :
f(i) = 1 si la conjecture de Goldbach est vraie et f(i) = 0 si la conjecture de Goldbach est

32 Une telle fonction est rejetée comme ne s’appliquant pas a la thése de Church-Turing

fausse
parce que 1’on ne dispose pas d’une procédure effective pour la mettre en ceuvre, bien qu’elle
puisse étre considérée (en un sens absolu) comme étant FRG totale, ainsi que le souligne Jeremy
Seligman [Seligman 2002, p. 212]. Par ailleurs, outre le caractére naturel de la restriction
introduite, celle-ci permet de respecter une neutralité ontologique a 1’égard du réalisme en
mathématiques, par exemple entre les positions classique et intuitionniste, neutralité que Kleene
appelle explicitement [Kleene 1967 (1971), p. 235], contre Elliott Mendelson [Mendelson 1963,
p- 202-203] et en contradiction avec ce qui est affirmé par Carol Cleland [Cleland 2006, p. 142-
143]. 1l n’en reste pas moins que méme si celui-ci affirme avoir établi un lien entre
I’intuitionnisme (au sens de Brouwer, formalis¢ par Heyting) et la thése de Church-Turing
[Kleene 1952 (2009), p. 509], il reste a préciser la nature du critére de constructivité retenu
comme I’invite Church a la fin de son article séminal [Church 1936a, p. 351, n. 10]. Ce point
mérite une discussion et ’on peut se demander si en introduisant la restriction en question
Church et Kleene avaient conscience d’ouvrir une boite de Pandore. En effet, la thése de
Church-Turing a été introduite pour donner un contenu technique précis et univoque a la notion
de décidabilité¢ d’un systeéme formel, qui n’est définie que de manicre intuitive. Mais si 1’on est
amen¢ pour cela a introduire une ambiguité au niveau de la circonscription des FRG prises en
compte par le biais de I’exigence de constructivité ajoutée, I’on introduit au mieux une relativité
(s’1l apparait plusieurs critéres possibles) et au pire une source d’indétermination (si le critére
reste intuitif). Commengons par préciser que méme dans ce dernier cas il n’en résulterait pas
que I’on soit revenu au point de départ ou que I’on n’ait fait que déplacer le probleme. En effet,
pour les FRG utilisées en pratique par les mathématiciens (2 commencer par I’ensemble des
FRP) il n’y a pas d’ambiguité sur leur caractere constructif, et de fait les mathématiciens sont
empiriquement d’accord a leur sujet’>*. Le probléme est donc essentiellement conceptuel et
philosophique (comme le montre I’exemple que nous avons donné de la fonction définie par
rapport a la vérité de la conjecture de Goldbach). Il se ramene a demander si I’on est en mesure

de faire état d’une notion primitive et consensuelle de démonstration constructive, ainsi que

323
324

La vérité et la fausseté pouvant étre alors définies intuitivement ou par rapport au modéle naturel de PA.
En particulier, il n’a pas été¢ mis en évidence de fonction proprement mathématique (contrairement a celle
basée sur la vérité versus fausseté de la conjecture de Goldbach), qui traduirait cette ambiguité.
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’énonce Goran Sundholm’®

[Sundholm 2014, p. 14]. 1l est important sur ce point de bien
distinguer cette requéte de constructivité du respect de I’ensemble des exigences intuitionnistes,
qui incluent également en particulier la prise en compte du sujet créateur au sens de Brouwer

(se reporter infra au § 3.1)**°

. Il est en effet clair que dans le cadre de la circonscription précise
de la thése de Church-Turing qui est notre objectif, cette derniére exigence, outre la
complication qu’elle introduirait, non seulement n’est pas requise, mais doit étre rejetée en tant
qu’engagement philosophique particulier, eu égard a notre critére de neutralité philosophique.
Cependant, méme en se limitant a la seule requéte de constructivité, I’on ne peut que constater
que ni Church ni Kleene n’en ont vraiment défini le contenu. Church 1’évacue tout simplement
dans la note 10 de [Church 1936a] que nous avons citée. Quant a Kleene, dans les remarques
plus précises que nous avons mentionnées [Kleene 1952 (2009), p. 317-319], il n’indique pas
comment il faut interpréter « prédicat effectivement décidable » et « démonstration effective ».

Ce dernier point avait déja été relevé en 1958 par Heyting®>’ [Heyting 1958, p. 106]. En 1967,

Kleene propose un nouvel argument :

Nous avons admis sans y regarder de prés la réciproque de la thése de Church : si une fonction est Turing-
calculable (ou récursive générale, ou A-définissable), alors elle est intuitivement calculable (ou
effectivement calculable). Si nous avions a défendre cette implication contre un intuitionniste ou bien un
constructiviste de quelque autre nuance, qui considére qu’un algorithme n’existe que s’il est démontré,
selon ses propres critéres, qu’il donne toujours une réponse, il nous suffirait de lui demander ce qui suit :
si I’hypothése qu’une fonction est Turing-calculable est vérifiée selon ses critéres de constructivité, la
conclusion proposée 1’est aussi. Sous cette forme, on ne voit pas bien comment elle pourrait étre mise en
doute. C’est seulement si on permet une interprétation non constructive pour I’hypothése et si en méme
temps on exige une interprétation constructive pour la conclusion, que la réciproque de la theése de Church

peut étre tenue pour douteuse. [...]. [Kleene 1967 (1971), p. 249, n. 171]

3% Le panorama brossé par Géran Sundholm sur cette question est particuliérement éclairant sur le fait que 1’on

ne soit pas parvenu a ce jour a une solution universellement acceptée par les intuitionnistes [Sundohlm 2014, p.
14-28]. La situation est encore complexifiée dans le cas de Georg Kreisel, qui entend de plus rendre compte, a la
suite de Godel, de « rigueur informelle » et de « raisonnement non mécanique » (en introduisant pour cela la
notion de définitions « h-effectives » pour « humainement effectives », au-dela des définitions « m-effectives »
pour « mécaniquement effectives », ces dernieres correspondant a la machine de Turing) : [Kreisel 1967a] et
[Kreisel 1972].

32 Sachant que la prise en compte de ce sujet créateur peut conduire & un débordement partiel du champ
intuitionniste au-dela du champ classique, comme cela est mentionné par Martin Lob, Georg Kreisel et Robert
Black [Lob 1959, p. 160], [Kreisel 1972, p. 314-315, 321] et [Black 2000, p. 247].

2711 semble que ce probléme soit ensuite resté ignoré pendant cinquante ans, avant de réapparaitre trés
récemment [Coquand 2014, p. 161] et [Sundholm 2014, p. 13]. On peut noter en particulier la remarque de
Thierry Coquand : « La théorie des FRG est habituellement présentée, sans tenir compte de savoir si les résultats
sont obtenus en utilisant la logique intuitionniste ou non » [Coquand 2014, p. 163].
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Le probléme est qu’au-dela du fait que le contenu du critére de constructivité n’y est toujours
pas indiqué, I’on ne voit pas en quel sens il serait possible, sans circularité, de faire état de
constructivité d’une fonction qui n’est définie que par le fait qu’elle est intuitivement calculable.
En 1959 Rozsa Péter, qui défend également la nécessité de 1’exigence de constructivité
introduite par Church, affirmait justement qu’il est impossible d’éviter un cercle vicieux
[Heyting 1959, p. 70], [Moschovakis 1968, p. 472] et [Mosconi 2014, p. 48]. Parmi les
intuitionnistes, qui sont évidemment directement concernés par la question posée, il semble
qu’il n’y ait eu que Bishop qui ait proposé une solution en 1967, en introduisant pour cela un
terme primitif spécifique : « régle », mais défini seulement intuitivement ce qui nous raméne a
la critique de Rozsa Péter. Finalement, 1’indétermination liée a ’ambiguité de la notion de
démonstration constructive (que nous avons déja souligné au § 3.8), apparait comme étant sans
doute le prix a payer de la restriction introduite sur les FRG (ou les fonctions Turing-
calculables) qui interviennent dans la thése de Church-Turing pour respecter I’exigence
d’intersubjectivité.

Nous en venons maintenant a la justification de la thése de Church-Turing. Les deux
arguments présentés classiquement a I’appui de la these de Church-Turing sont : d’une part le
constat empirique que depuis qu’elle a été¢ proposée (c’est-a-dire depuis maintenant quatre-
vingt ans) aucun contre-exemple sérieux n’a été proposé, d’autre part 1’équivalence
extensionnelle entre ses différentes formulations (FRG totales, fonctions Turing-calculables qui
se terminent, A-définissables, ...) pourtant intensionnellement trés différentes. Il est cependant
clair qu’aucun de ces deux arguments n’est dirimant, comme 1’ont fait remarquer Georg Kreisel
[Kreisel 1972, p. 321], Robin Gandy [Gandy 1988, p. 73] et Elliott Mendelson [Mendelson
1990, p. 228]. Pour en obtenir une justification plus pertinente, il est intéressant de revenir aux
explications contenues dans, ou pouvant étre déduites des, deux articles séminaux : [Church
1936a] et [Turing 1936-1937]. Dans son analyse « pas a pas », Church introduit, mais sans
justification, 1’affirmation cruciale selon laquelle les étapes prises en compte dans un calcul
sont récursives. 11 en déduit alors que les théorémes de tout systtme formel contenant
I’arithmétique sont FRG. Mais comme 1’a fait remarquer Wilfried Sieg, faute d’une explication
convaincante de la raison pour laquelle une telle hypothese restrictive est introduite, la
présentation effectuée est circulaire [Sieg 1994, p. 87] et [Sieg 2002, p. 394-395]. Au contraire,
Turing explicite les limitations de 1’agent humain calculant qu’il considére pour justifier les

conditions restrictives qu’il impose a la « machine de Turing », ainsi que cela a été

159



particuliérement mis en évidence par les travaux récents de Wilfried Sieg®*® [Sieg 2002, p. 395-
397] et [Sieg 2006, p. 203]. Ces conditions restrictives’> sont essentiellement au nombre de
deux :
1) la condition de bornage ; il y a une borne finie au nombre de configurations qu’un calculateur
humain peut reconnaitre immédiatement ;
2) la condition de localité ; un calculateur humain ne peut modifier que les sous-configurations
immédiatement reconnaissables.
Comme I’a fait remarquer Wilfried Sieg, le point crucial est alors qu’une telle contrainte
appliquée a une machine de Turing est équivalente aux contraintes d’effectivité habituelles
appliquées a un systéme formel®*’ [Sieg 2006, p. 194-195]. Ces contraintes d’effectivité d’un
systéme formel se traduisent en particulier par les caracteres, récursif de I’ensemble des énoncés
et récursivement énumérable de 1’ensemble des théorémes (ainsi que le fait que I’ensemble des
FRG partielles est énumérable par programme : Tableau VI), ce qui introduit alors la
justification manquante dans I’explication de Church™'. Il en résulte par ailleurs qu’il n’est pas
envisageable d’étendre les possibilités d’une machine de Turing sans en modifier la finalité, en
autorisant par exemple ’utilisation d’une quantité infinie d’information a chaque étape comme
le suggére Robert Black [Black 2000, p. 256] ; nous allons y revenir. Par contre, 1’utilisation
d’une machine de Turing universelle’>’, qui revient a introduire en entrée de la machine de
Turing une liste d’instructions potentiellement infinie, ou plus exactement finie mais non
bornée, est parfaitement acceptable sans remettre en cause les conditions restrictives
introduites, contrairement a ce qu’indique Judson Webb [Webb 1990, p. 300].

I1 est sans doute utile de préciser a cet endroit ce que recouvre exactement la notion de
« machine de Turing ». Une « machine de Turing » n’est ni une machine numérique abstraite
(au sens large) ni un étre humain (au sens large) idéalisé, mais une machine numérique abstraite

traduisant le comportement d’un étre humain idéalisé lorsque celui-ci calcule de maniere

328
329

Méme si ceux-ci avaient été anticipés par Hao Wang [Wang 1974, p. 91-92].

Nous rappelons que ces restrictions sont par ailleurs associées a une idéalisation : la longueur du ruban est
infinie.

330 Ce qui restreint de facto la classe des systémes formels utilisables & ceux du 1¥ ordre, dans la mesure ot un
systéme du deuxiéme ordre ne peut pas présenter les conditions d’effectivité requises. Cela rejoint une remarque
de Saiil Kripke [Kripke 2013, p. 82] et contraint alors la démarche générale proposée par Jaakko Hintikka
[Hintikka 2000, p. 44].

1 On peut également noter que bien que Post ait proposé une solution similaire a celle de Turing (dans [Post
1936]), celle-ci n’y est accompagnée d’aucune justification.

332 Nous rappelons qu’une machine de Turing universelle est une machine de Turing capable de simuler le
fonctionnement de toutes les machines de Turing possibles, pour un langage de programmation donné (Turing
en propose une description particuliérement éclairante [Turing 1947 (2004), p. 383]).
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routiniere. Cette interprétation est indiscutablement présente dans ’article séminal de Turing,

méme si elle n’était peut-étre pas suffisamment mise en évidence™ :

Un homme en train de calculer la valeur d’un nombre réel peut étre comparé a une machine susceptible
de se trouver dans un nombre fini d’états g;, ¢,, ..., g,, que nous appellerons ses m-configurations. ».

[Turing 1936-1937 (1995), p. 51]

Le comportement d’un homme en train de calculer est a tout instant déterminé par les symboles qu’il
observe et par son « état mental » du moment. Nous supposons que ce calculateur [computer] observe un

nombre maximal M de symboles (ou de cases) a la fois. [Turing 1936-1937 (1995), p. 78]

Cette interprétation avait cependant été quelque peu oubliée, vraisemblablement en relation
avec ’avenement depuis, des ordinateurs, a quelques exceptions prés comme Wittgenstein en
1942-1943 [Shanker 1987, p. 619]. Elle a été soulignée cinquante ans apres par Robin Gandy
[Gandy 1988, p. 80] et surtout par Wilfried Sieg [Sieg 1997, p. 171]. Ceux-ci ont méme proposé
d’utiliser un terme spécifique : « computor », pour désigner (aujourd’hui) un calculateur humain
(en le différenciant ainsi d’un « calculateur » numérique) [Sieg 1994, p. 92, n. 62]. Il en résulte
que la thése de Church-Turing originale ne concerne pas les machines numériques (méme
idéalisées) en général®®*, contre Martin Davis et Andrew Hodges [Davis 2004, p. 200] et
[Hodges 2006, p. 2501°*°, a rebours d’une présentation que ’on trouve couramment (y compris
dans les écrits de Godel [Godel 1937 (1995), p. 168] et [Godel 1951 (1995), p. 304-305], sachant
que cela intervient en particulier dans le contexte du débat « homme-machine », sur lequel nous
reviendrons au § 6). Elle ne concerne pas d’avantage un étre humain (méme idéalisé) en général
et en particulier pas un cerveau humain, ce que, selon Robin Gandy, Turing lui-méme n’a jamais
suggéré [Gandy 1988, p. 80]. La critique, par Godel [Godel 1972a (1990), p. 306] et par Georg
Kreisel [Kreisel 1972, p. 319-320], du caractére trop simplifi¢ du codage des états mentaux
dans I’analyse de Turing est donc infondée (nous reviendrons a celle de Gdodel au § 6.1).

L’interprétation que nous venons de rappeler de la machine de Turing ainsi que la prise en

333 En remarquant qu’en 1936, le terme anglais « computer » utilisé par Turing, ne pouvait pas signifier autre

chose que : calculateur humain.

% La généralisation de la thése de Church-Turing au cas d’une machine numérique (dont les limitations ne sont
plus liées a des caractéristiques humaines mais a des considérations physiques), n’a été proposée que bien plus
tard par Robin Gandy : [Gandy 1980] et a donné lieu depuis a une abondante littérature.

333 1] convient 4 ce sujet de rester prudent quant & I’interprétation des écrits de Turing lui-méme durant sa
participation au développement des machines numériques (donc bien aprés 1936). On peut effectivement y
trouver mention d’un lien entre ces machines et les machines de Turing (au sens de [Turing 1936-1937]) : par
exemple en 1947 [Turing 1947 (2004), p. 379, 383]. Mais ce sont alors les textes de conférences destinées a un
public non spécialisé et ’on peut donc raisonnablement penser qu’il ne s’agit 1a, de la part de Turing, que d’une
facilité a finalité pédagogique.
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compte de I’exigence de constructivit¢ dans la thése de Church-Turing, s’opposent alors a
I’affirmation selon laquelle la notion de calculabilité, qui intervient dans 1’analyse de Turing et
dans la thése de Church-Turing, présente un caractére « absolu ». Une telle position a été
défendue sous deux formes, que nous allons aborder successivement :

1) la version forte traduit directement I’idée que la récursivité (versus la calculabilité au sens
de Turing) est « en soi » et non « pour les humains », avec ’exemple emblématique de la
fonction d’entier définie par la vérité ou la fausseté de la conjecture de Goldbach ;

2) la version faible se limite a I’affirmation que le concept de calculabilité au sens de Turing
est indépendant du choix d’un systeme formel particulier, contrairement par exemple a celui de
dérivabilité.

La version forte, défendue par exemple par Elliott Mendelson et Bruno Marchal, provient
manifestement, soit d’une confusion entre les FRG totales et les seules FRG totales qui peuvent
étre établies constructivement (respectivement, les niveaux 3 et 4 du schéma F), soit d’une
interprétation de la thése de Church-Turing faisant intervenir I’ensemble de toutes les FRG
totales (et non 1’ensemble des FRG totales qui peuvent étre établies constructivement )*°. Ce
dernier point est clairement reconnu par Elliott Mendelson, celui-ci se réfugiant derriere la
limitation de la récursivité a un cadre non constructiviste [Mendelson 1990, p. 226]. La réponse
de Bruno Marchal est plus grossiere puisqu’il se contente d’affirmer : « la régle pour la calculer
[la fonction] existe, mais a I’heure actuelle, personne ne la connait » [Marchal 1998, p. 71],
mais elle revient évidemment a la méme limitation a un cadre non constructiviste. Enfin, G6del
a défendu une position proche de cette version forte de I’objection lors de la conférence Gibbs
de 1951. Il y oppose en effet les mathématiques « objectives » aux mathématiques
« subjectives » : celles accessibles au moyen de démonstrations formelles. Il évoque d’ailleurs
explicitement les conjectures (en 1951) de Fermat et de Goldbach [Godel 1951 (1995), p. 313].
Il a cependant I’honnéteté de rattacher cette position a son engagement en faveur d’un réalisme
au sens fort, particulierement explicite dans le méme texte [Godel 1951 (1995), p. 313 et 323].
Cette position n’est donc pas d’avantage recevable dans le cadre de la neutralité ontologique
(en mathématiques) associée a la thése de Church-Turing.

Comme cela est souvent mentionné, la version faible est exposée dans [Godel 1946 (1990)] :

3% Comme I’indiquait Kleene dés 1936, si les FRG totales peuvent étre déterminées de maniére purement
arithmétique (donc en soi), ce n’est pas le cas des FRG totales établies de maniére constructive [Kleene 1936, p.
738].
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Il me semble que cette importance [du concept de récursivité générale ou de calculabilité au sens de
Turing] est largement due au fait, qu’avec ce concept on a réussi pour la premiére fois & donner une
définition absolue d’une notion épistémologique intéressante, c’est-a-dire, une notion qui ne dépende pas
du formalisme choisi.

[Godel, 1946 (1990), p. 150 ; souligné par nous ; le commentaire entre crochets est notre]

En fait, cette position avait déja été explicitement énoncée par Godel dés 1936 [Godel 1936
(1986), p. 399], avec alors « absolu » entre guillemets. Comme I’a cependant mentionné
Bernays en 1939 [Hilbert, Bernays 1939 (2001), p. 466-467] et comme cela a surtout été
explicité¢ par Wilfried Sieg ainsi que nous 1’avons précisé, les systemes formels concernés
doivent répondre a des exigences fortes particulieres qui sont techniquement équivalentes aux
conditions d’effectivité habituelles™’. Cette remarque relativise ainsi le caractére « absolu »
mentionné par Godel, comme Wilfried Sieg 1’a souligné avec insistance [Sieg 1994, p. 88, n.
26], [Sieg 1997, p. 168], [Sieg 2002, p. 394] et [Sieg 2006, p. 194-195]. Dans le cadre de cette
discussion, il convient enfin de mentionner le cas particulier d’un article récent de Michael
Rescorla : [Rescorla 2007], qui défend quant a lui I’idée que la calculabilité au sens de Turing
doit étre relativisée a la sémantique utilisée, concernant en particulier les nombres entiers. On
est bien entendu alors confronté¢ a une démarche opposée a celle que nous avons discutée,
puisqu’au lieu de chercher a « absolutiser » la récursivité il est ici question de la relativiser
davantage ! Michael Rescorla dénonce le fait que I’analyse de Turing n’aille pas au-dela d’une
analyse purement syntaxique (sur des chaines de caractéres) et n’introduise pas d’argument
sémantique lui permettant de faire intervenir les nombres naturels et partant les FRG [Rescorla
2007, p. 258, n. 9]. Nous pouvons répondre qu’un tel lien sémantique existe (et existait en 1936)
au travers du finitisme de Hilbert et de I’analyse détaillée que celui-ci a fournie pour en définir
la base, ce que nous avons longuement discuté au § 1.1. Il est donc légitime de considérer qu’un
tel lien est bien implicitement présent dans ’analyse de Turing (et vraisemblablement considéré
comme évident par lui). Par ailleurs, les situations particuliéres pour lesquelles la prise en
compte d’une sémantique conduit a des résultats différents de ceux naturellement attendus dans
I’analyse que propose Michael Rescorla, vont au-dela de celles qui s’appliquent aux machines
de Turing et a la récursivité.

Une autre question que I’on peut encore se poser sur la « thése » de Church-Turing est le

statut de celle-ci. Sur un plan historique, comme cela est souvent mentionné, Church a présenté

37 Comme le remarque Wilfried Sieg, I’introduction de ces critéres d’effectivité contraint les systémes formels
et restreint donc la classe de ceux qui sont acceptés [Sieg 2006, p. 196]. L’universalité de 1’adoption de ces
critéres pour les systémes formels depuis 1936 a cependant pu conduire a oublier I’existence de cette restriction.
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la theése qui porte son nom comme une définition, ce qui a été¢ vivement critiqué par Post qui
considérait quant a lui qu’il s’agit au minimum d’une hypothése de travail et éventuellement

d’une loi :

L’objet du présent article est de proposer une définition de la calculabilité effective, qui est considérée
correspondre de maniére satisfaisante a la quelque peu vague notion intuitive, en des termes pour lesquels

les problémes de cette classe sont souvent établies, [...]. [Church 1936a, p. 346 ; souligné par nous]

Nous proposons cette conclusion actuellement comme une hypothése de travail. Et a notre avis il en est
de méme de I’identification par Church de la calculabilité effective a la récursivité. [...] Le succes du
programme ci-dessus changerait, pour nous, cette hypothése non pas tant en une définition ou en un

axiome, mais en une /oi naturelle. [Post 1936, p. 105]

En fait, le travail déja réalisé par Church et d’autres conduit cette identification considérablement au-dela
du statut d’hypothése de travail. Mais masquer cette identification sous une définition [comme le fait
Church] cache le fait qu’une découverte fondamentale des limitations du pouvoir de mathématisation de
I’Homo Sapiens a été faite et nous aveugle sur la nécessité de sa vérification continuelle.

[Post 1936, p. 105, n. 8 ; le commentaire entre crochets est notre]

[...] Nous estimons cependant qu’ultimement, « loi » [pour la thése de Church-Turing] décrit mieux la

situation [que « thése »]. [Post 1944 (1965), p. 307, n. 4 ; les commentaires entre crochets sont notres]

Dans le cas de Post, cette position est a relier a sa conception plus large en philosophie des
mathématiques, sur laquelle nous reviendrons au § 7.1. Quant a la position de Church, elle a été
remplacée par celle qui est devenue consensuelle parmi les philosophes de la logique et des
mathématiques, qui considérent qu’il s’agit (justement) d’une « thése ». Une position
finalement peu différente a été récemment défendue par Maé€l Pégny, en reprenant la
proposition qu’Elliott Mendelson associe a la vision standard de la these [Mendelson 1990, p.

229] suggérant le statut de « reconstruction rationnelle » :

La meilleure qualification possible du statut épistémique de la thése nous parait étre celle de
reconstruction rationnelle. Par ce terme, nous désignons une proposition théorique visant a substituer,
dans un certain contexte d’usage scientifique, une expression rigoureusement définie a une expression
intuitive, démunie de définition explicite, afin d’en préciser la signification et/ou 1’extension.

[Pégny 2013, p. 32]

164



Une proposition plus audacieuse consiste a affirmer que la « thése » de Church-Turing est en
fait une démonstration mathématique informelle®®, comme I’ont soutenu  la fois Robin Gandy
et Elliott Mendelson®*, le premier allant jusqu’a faire état a son sujet, de « théoréme de Turing »
[Gandy 1988, p. 76] et [Mendelson 1990, p. 230]. L’argumentation d’Elliott Mendelson est
beaucoup plus développée que celle de Robin Gandy, mais les deux se raménent a une démarche
heuristique qui se borne a établir un parallele entre la thése de Church-Turing et, soit une
définition (comme celle de la vérité par Tarski), soit une démonstration informelle (comme
toutes celles qui prévalaient jusqu’a la fin du XIX® siécle). Nous leur opposons deux objections.
Dans le cas des définitions proposées il s’agit bien de « définitions », qui, méme si elles peuvent
présenter un caractere naturel, ne sont pas uniques, des définitions crédibles différentes pouvant
étre (et ayant été) proposées (par exemple pour la vérité, les théories de Kripke ou de Barwise
et Etchemendy a la place de celle de Tarski). Quant a 1’appel a la notion de « démonstration
informelle », il s’apparente a un acte de foi, dans la mesure ou la défense d’une telle idée ne
s’est accompagnée a ce jour d’aucun argument convaincant en sa faveur emportant 1’adhésion.
En sens inverse et comme le souligne Janet Folina, un résultat mathématique peut tout a fait
étre jugé clair ou bien entralnant une évidence massive en sa faveur (comme la conjecture de
Goldbach, qui a pu étre empiriquement vérifiée jusqu’a 4 x 10'®), sans qu’il ne soit pour autant
considéré comme prouvé [Folina 2006, p. 232-233].

Il reste a préciser la signification épistémologique de 1’exploitation d’une machine de
Turing. Comme nous I’avons vu, si la thése de Church-Turing a ét¢ introduite dans le contexte
de travaux conduisant a établir 1’indécidabilité de certains systémes formels particuliers,
I’exploitation sans restriction d’une machine de Turing a une portée beaucoup plus large,
puisqu’elle est équivalente a I’utilisation d’un systéme formel effectif (qu’il soit décidable ou

indécidable), c’est-a-dire a la possibilité d’effectuer une dérivation au sens formel. Or d’une

¥ Sachant que Nachum Dershowitz et Yuri Gurevich prétendent établir une démonstration formelle de la thése
de Church-Turing : [Dershowitz, Gurevich 2008], qui plus est avec une portée plus générale (incluant la thése de
Kleene et les machines de Gandy). Mais une telle allégation n’est pas justifiée. En effet, leur démonstration est
établie sur la base de quatre postulats [Dershowitz, Gurevich 2008, p. 306], qui ne font finalement que
reformuler, de maniére plus abstraite, certains traits généraux de la thése elle-méme (ce qui recouvre
I’appréciation par Wilfried Sieg du caractere « circulaire » de leur démonstration [Sieg 2013e, p. 119]).

339 Ainsi que trés récemment, Saiil Kripke, Stewart Shapiro et Robert Soare. Kripke en appelle a une « preuve
intuitive rigoureuse » (dont il précise qu’elle n’est pas susceptible d’étre formalisée dans ZF), tout en renvoyant
pour cela a son ouvrage de 1996 non publié [Kripke 2013, p. 78, n. 5]. Stewart Shapiro se borne a renvoyer au
constat historique que la plupart des démonstrations mathématiques publiées ne sont pas des dérivations
formelles, sans relever qu’elles pourraient 1’étre [Shapiro 2013, p. 158. I établit également la comparaison avec
la preuve analogue par Wilfried Sieg de I’argument de Turing, sans faire état de la différence entre un argument
convaincant et une preuve [Shapiro 2015, p. 294]. Robert Soare s’oppose a la formulation de « thése » au motif
que ce terme renvoie a une réévaluation continuelle, ce qu’il refuse [Soare 2015, p. 300, 308] puis renvoie a
[Kripke 2013].
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manicre générale, pour I’ensemble des mathématiques, une démonstration mathématique
formelle est naturellement a rattacher au « contexte de la vérification » (qui s’oppose au
« contexte de la découverte », en suivant la dichotomie néopositiviste classique). Pour rendre
compte de la pratique mathématique, il est alors légitime d’associer a la démarche de
vérification (en mathématiques) I’exigence épistémologique d intersubjectivité, que nous avons
introduite dans le cadre de la discussion sur I’optimisme rationaliste de Hilbert (critére (4) du §
5.2) et que nous exprimons sous la forme plus précise d’une demande d’intersubjectivité en
principe a 1’égard de tout étre humain. Cette exigence entraine en particulier, d’une part qu’une
vérification en mathématique ne doit pas faire appel a I’innovation, I’intuition ou I’intelligence,
quoi que recouvrent exactement ces notions, et d’autre part qu'une démonstration doit étre
publiquement communicable en un temps fini**. I faut encore ajouter, cela sera important pour
la suite de la discussion, que sur la base de la méme exigence d’intersubjectivité, la vérification
ne doit faire appel a aucun engagement invérifiable en principe’®', et en particulier a aucun
engagement ontologique (typiquement en faveur d’une forme de réalisme) en mathématiques.
Nous retrouvons alors la caractéristique majeure du programme de Hilbert (au sens large), de
rechercher I’assentiment de tout mathématicien sur son ancrage finitiste, quelle que soit en
particulier I’inclination philosophique de celui-ci. Ces caractéristiques traduisent ainsi les
exigences ¢épistémologiques générales du contexte de la vérification en mathématique, d’une
manicre beaucoup plus large que pour la seule situation de décidabilité, qui n’en représente
qu’une situation particuliére. Notre proposition sur la signification épistémologique de
I’exploitation d’une machine de Turing consiste alors en deux points :

1) la machine Turing est une expression de I’exigence générale d’intersubjectivité d’une
démonstration en mathématique dans le contexte de la vérification, lorsque celle-la est
appliquée a un systéme formel** ;

2) I’exigence générale d’intersubjectivité d’une démonstration en mathématique, implique la
nécessité que cette démonstration soit publiquement communicable (en un temps fini) et que sa
vérification ne fasse appel a aucun engagement invérifiable en principe par n’importe quel étre

humain.

%0 Ces conditions apparaissent également dans le contexte plus restreint qui caractérise la décidabilité, au travers
des définitions informelles classiquement proposées des notions de calculabilité, d’algorithme, et d’effectivité.
**1 11 ne s’agit évidemment pas d’exclure de la pratique des mathématiques tout engagement invérifiable en
principe, a commencer par celui du choix du systéme formel lui-méme. L’exclusion concerne tout engagement
invérifiable supplémentaire, non présent dans la théorie utilisée et ajouté (d’une maniére ad-hoc) au cours de la
veérification de toute preuve au sein de cette théorie.

2 1] en résulte en particulier que I’exploitation d’une machine de Turing n’a la prétention de rendre compte que
du « contexte de la vérification » et certainement pas du « contexte de la découverte », ainsi que le précise
Solomon Feferman [Feferman 2006, p. 149].
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On peut remarquer que bien que de trés nombreux travaux aient été consacrés a 1’analyse de la
machine de Turing, en particulier récemment, ceux émanant de Robin Gandy, Jack Copeland,
Oron Shagrir et surtout Wilfried Sieg, une telle proposition n’a pas été mentionnée
explicitement par ces auteurs, mais certaines de leurs remarques en sont trés proches [Gandy
1988, p. 76], [Sieg 1994, p. 101], [Copeland 2000, p. 23] et [Shagrir 2006, p. 410]. On peut
¢galement se demander pourquoi une telle proposition n’a pas été formulée par les protagonistes
de I’époque®®, puisqu’il faut attendre cinquante ans pour que Kleene fasse référence au
caractére « publiquement communicable »***, comme caractéristique essentielle de la thése de
Church-Turing [Kleene 1987, p. 495]. Il nous faut encore nous assurer que cette proposition est
bien cohérente avec les conditions d’établissement d’une machine de Turing et donc de manicre
équivalente, avec I’imposition des conditions d’effectivité habituelles a un systéme formel. Le
point central est ’hypothése que I’exigence épistémologique d’intersubjectivité est vérifiée par
un étre humain qui effectue un calcul sur des entiers naturels. Turing n’a sans doute pas fait état
d’une telle hypothése dans son article séminal, mais on peut penser qu’une telle idée était
implicite (et évidente) pour lui dans le cas considéré de 1’usage exclusif de papier et de crayon,
ainsi que le souligne Maél Pégny [Pégny 2013, p. 151]. Rézsa Péter formulait dés 1957 une
remarque trés proche de notre affirmation en faisant état d’une procédure « qui doit étre
mécanique » [Péter 1957 (1967), p. 225]. Wilfried Sieg est quant a lui explicite sur le méme

point :

Je défends que le remplacement des théories axiomatiques en théories formelles fit motivé par des
considérations épistémologiques. Un point central fut la requéte que la vérification des preuves doive étre
effectuée d’une maniére radicalement intersubjective. Il devait donc inclure seulement des opérations
similaires a celles utilisées par un calculateur humain lorsqu’il conduit un calcul arithmétique.

[Sieg 1994, p. 101].

Nous pouvons en effet considérer, avec Rozsa Péter, que I’introduction d’une procédure finie

et mécanique (également trés proche dans ’esprit de la démarche qui a conduit Hilbert a

3 A deux exceptions prés. Une allusion a ces deux éléments d’intersubjectivité est effectuée par Church dans le
cadre de la description générale d’un systéme formel qu’il propose [Church 1956, p. 53-54 et 55]. On trouve une
mention plus précise sur laquelle nous allons revenir dans [Péter 1957].

*** En renvoyant d’ailleurs pour cela au célébre ouvrage de vulgarisation de Douglas Hofstadter sur le premier
théoréme de Godel de 1931 : [Hofstadter 1979]. On peut cependant noter que dés 1967, Marwin Minsky faisait
référence, a propos de la thése de Church-Turing, a des processus « qui peuvent étre capturés au moyen d’un
nombre fini de mots » [cité dans Webb 1980, p. 220].
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I’exigence de finitisme’*) est le seul moyen qui ait été trouvé par les humains a ce jour, pour
respecter la contrainte d’intersubjectivité**®. Contre cette affirmation, Torkel Franzen a émis
I’objection selon laquelle 1’absence d’un accord entre les mathématiciens (par exemple
intuitionnistes et classiques) sur ce qui constitue une preuve, ne permet pas de prétendre
disposer d’une démarche universelle de preuve [Franzen 2005, p. 82]. La réponse est que le
désaccord ne porte que sur les présupposés retenus mais non sur la démarche de vérification
elle-méme pour des présupposés donnés, qui pourrait étre conduite par tout mathématicien,
quelle que soit son inclination philosophique et quels que soient ces présupposés. Enfin, au-
dela de la machine de Turing, notre proposition s’étend naturellement a la notion plus large de
calcul (au sens de tout processus qui fournit un résultat numérique a partir de données d’entrée
numériques) qui en dérive directement. En ce sens, pour mériter ce nom, nous considérons
qu'un calcul® doit raisonnablement étre également nécessairement publiquement
communicable (en un temps fini), sans nécessité d’engagement invérifiable en principe. Une
telle exigence est fondamentale dans le cadre de la discussion qui va suivre, sur les propositions

de dépassement de la thése de Church-Turing*®.

% Lexigence d’intersubjectivité est ainsi le lien entre le programme de Hilbert au sens restreint et le programme

de Hilbert au sens large, lien que n’a pas per¢u Oron Shagrir qui oppose les deux approches [Shagrir 2006, p.
412].

3% Ce qui rejoint une remarque de Post [Post 1944 (1965), p. 310] et ce qui constitue une réponse 4 la question
posée par Oron Shagrir [Shagrir 2006, p. 414].

**" Nous soulignons que sur le plan étymologique, le mot « raison » provient lui-méme du latin « ratio », qui
était utilisé pour traduire les opérations liées au calcul, a la comptabilité. Il recouvrait les actions de compter, de
mettre en forme, d’organiser. On songe également a Leibniz et son Calculus Ratiocinator.

** Sur un plan historique, il y a eu principalement trois objections, de nature différente, émises 4 la fin des
années 1950 a I’encontre de la thése de Church-Turing. Celles-ci émanent de Jean Porte, Rozsa Péter et Laszlo
Kalmar et ont été critiquées par Elliott Mendelson dans [Mendelson 1963]. Ces objections, ainsi que leur
critique, étant classiques (elles sont résumées dans [Moschovakis 1968]), nous ne les évoquons que bri¢vement.
La critique de Jean Porte se raméne a une exigence d’effectivité humaine « en pratique », elle ne correspond
donc pas a la conception standard de I’effectivité et de la décidabilité. La réserve (justifiée) de Rozsa Péter,
concerne le point que nous avons déja évoqué, de la nécessité d’une restriction de la thése de Church-Turing aux
FRG établies constructivement (Elliott Mendelson se contentant, dans sa réponse, du renvoi a une attitude
classique en mathématiques). Le contre-exemple proposé par Laszlo Kalmar correspond quant a lui a une
solution qui ne peut raisonnablement pas étre qualifiée d’effective. On peut également mentionner, un peu plus
tardivement, la critique de [Lee Bowie 1973], mais dont les deux arguments se raménent en fait a ceux de Rozsa
Péter et de Laszlo Kalmar (méme si I’auteur s’en défend), dans le dernier cas en introduisant ce qui se raméne a
un oracle [Lee Bowie 1973, p. 72]. On peut enfin mentionner la situation tout a fait particuliere d’une
contestation de facto de la thése de Church-Turing, émise en 1982 par Tarski (donc tout a la fin de sa vie) dans le
contexte technique spécifique des « théories équationnelles » relatée par Benjamin Wells dans [Wells 2002]
(Tarski n’ayant rien publié sur le sujet). Selon Benjamin Wells, Tarski y affirme en effet que certaines familles
de telles théories, dont on peut montrer qu’elles ne sont pas récursives, sont cependant « décidables » [Wells
2002, p. 303]. Mais la justification fournie a I’appui de cette affirmation reste trés ténue [Wells 2002, p. 308],
tout en ressemblant fortement & I’argument de [Kalmar 1959], ce qui appelle alors I’objection qui lui a été
opposée par [Mendelson 1963].
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Est-il alors possible d’envisager un dépassement de la thése de Church-Turing®* ? Pour
clarifier la discussion, rappelons que nous nous limitons au contexte dans lequel ont été
introduites les machines de Turing, qui ne concerne que les situations « en principe », alors que
la plus grande partie de la littérature sur le « dépassement de la thése de Church-Turing »
concerne en fait la prise en compte des contraintes « en pratique » (vitesse d’exécution et taille
de la mémoire finies), qui concerne ce que Maél Pégny appelle « la thése de Church-Turing
etendue » [Pégny 2013, p. 18]. Cela répond en particulier a une remarque d’Oron Shagrir
[Shagrir 2006, p. 414-415, n. 50]. Comme nous I’avons indiqué, I’exploitation d’une machine
de Turing ne concerne pas le « raisonnement mathématique » en général, mais seulement le
contexte de la vérification, a I’exclusion du contexte de la découverte. Cela léve déja une
ambiguité qui apparait en particulier dans les propos de Wittgenstein [Shanker 1987, p. 636],
sur lesquels nous reviendront au § 7.1. Le critére certainement le plus éliminatoire est sans
aucun doute la nécessité que la vérification d’une preuve, ou plus généralement 1’exécution
d’un calcul, soit publiqguement communicable (en un temps fini). Une machine de Turing est
potentiellement concernée par ce critére a trois niveaux, chacun d’entre eux ayant conduit a des
affirmations de « dépassement » de la thése de Church Turing. 1) Tout d’abord, les entrées de
la machine de Turing ne peuvent étre ni infinies, ni non définies a priori ni aléatoires. Cela

répond directement a 1’objection de Robert Soare [Soare 1996, p. 286] et a la question d’Oron

** 11 convient d’introduire ici une précision a ’égard d’un risque de confusion terminologique, bien mis en avant

dans les différents écrits de Jack Copeland. Parmi les nombreux auteurs qui se sont exprimés sur les possibilités
de dépassement de la « thése de Church-Turing », la plupart sont des philosophes de I’informatique. Or pour
ceux-ci, la préoccupation majeure et I’utilisation de la thése de Church-Turing, sont radicalement différentes de
celles des philosophes de la logique et des mathématiques : la consultation de [Goldin, Wegner 2008] par
exemple, est particuliérement éclairante sur ce point. Ils cherchent en effet a rendre compte des processus
informatiques susceptibles d’étre appliqués par des ordinateurs (idéalisés) et non a assurer la vérification des
démonstrations mathématiques. Ils s’intéressent donc en fait a une extension de la these de Church-Turing trés
différente de la thése séminale : affirmant que tout ce que peut réaliser un ordinateur idéalisé peut étre réalisé par
une machine de Turing. Le risque de confusion est amplifié par le double sens du terme anglais :

« computability », utilisé aussi bien pour le calcul que (plus généralement) pour les processus appliqués par des
ordinateurs, pour lesquels Jack Copeland conteste 1’utilisation du terme « calcul » [Copeland 2006, p. 151-153],
contre [Hodges 2006]. [Bringsjord, Arkoudas 2006], dans lequel les auteurs entendent réfuter la thése de
Church-Turing sur la base d’un raisonnement cognitif portant sur « I’ensemble des histoires intéressantes », est
emblématique d’une telle confusion. Mais le cas le plus flagrant est certainement la position défendue par Carol
Cleland, en particulier dans [Cleland 1993], [Cleland 1995], [Cleland 2004] et [Cleland 2006]. Sur la base d’une
notion élargie de « calcul », « d’effectivité » et de « procédure » ainsi que d’une notion restreinte de

« mécanique », cet auteur entend en effet contester la conception standard (des logiciens et mathématiciens) de la
theése de Church-Turing, au motif que « L’aboutissement est qu’il n’y a pas de machine de Turing qui soit
effective pour réussir une sauce hollandaise » [Cleland 1993, p. 301] (une position aussi extréme a bien entendu
été critiquée, en particulier par [Horsten, Roelants 1995] et [Folina 2006]). Une position dans le méme sens, mais
beaucoup plus nuancée, a été¢ défendue récemment par Solomon Feferman en faveur d’une extension de la notion
d’algorithme au-dela de la logique (et de la métamathématique) : [Feferman 2015]. Il va de soi que les
éventuelles solutions présentées en faveur d’un dépassement d’une telle version « informatique » de la thése de
Church-Turing, ne constituent en aucune maniere un argument probant en faveur du dépassement de la version
standard de la thése de Church-Turing.
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Shagrir [Shagrir 2006, p. 409-411]. Sont également ¢éliminées sur la base de ce critére, les
solutions a base de réseaux de neurones d’Hava Siegelmann analysées par Martin Davis, qui
s’averent étre non calculables parce que leurs paramétres d’entrée le sont [Davis 2004, p. 202-
203]. Il en est de méme des machines de Turing couplées a un environnement ouvert : avec
Maél Pégny [Pégny 2013, p. 126], contre Jack Copeland et Richard Sylvan [Copeland, Sylvan
1999, p. 51]. 2) Ensuite le fonctionnement d’une machine de Turing ne peut faire intervenir ni
I’infini en acte ni I’aléatoire. Cette restriction s’applique en premier lieu a la « machine de
Turing » modifiée, étudiée par Turing lui-méme sous la forme d’une « machine a oracle » (ou
« machine-O ») dans [Turing 1939] (et reprise par Post dans [Post 1944]). En effet, méme si la
démarche procéde étape par étape, 1’explication fournie par Turing ne contient aucune
information sur la procédure qui permettrait de calculer I’oracle®’, I’objectif de Turing étant
alors seulement exploratoire, en relation avec I’ introduction de la notion de calculabilité relative

(a I’oracle)™’

: avec Maél Pégny [Pégny 2013, p. 143], contre Robert Soare et Jack Copeland
[Soare 1996, p. 286] et [Copeland 2000, p. 21]. Sont également éliminés les calculs interactifs
a la Wegner et Golding discutés par Maél Pégny, qui font intervenir un algorithme
potentiellement différent a chaque instance [Pégny 2013, p. 120]. Il en est a fortiori de méme
de I’appel a une éventuelle « calculabilité non-numérique » suggérée par Robert Soare et Jack
Copeland [Soare 1996, p. 294] et [Copeland 2000, p. 32]. 3) Enfin, les sorties de la machine de
Turing ne peuvent étre infinies. Cela s’applique a I’objection du « calculateur prodige »
introduite par Michael Rescorla [Rescorla 2007, p. 262] et par Magl Pégny [Pégny 2013, p. 67,
n. 18]. Mais tout résultat (ou succession de résultats) proposé comme calcul ne sera reconnu
comme tel par la communauté des mathématiciens que s’il est possible de s’y ramener (au
moins en principe) au moyen d’une démarche « a la Turing 1936-1937 »***, faute de quoi ce
résultat ne sera considéré que comme une prophétie (ou un oracle). Il apparait finalement ainsi
qu’aucune des tentatives qui ont été proposées comme dépassement de la thése de Church-
Turing et qui sont en fait des tentatives de dépassement de la machine de Turing elle-méme, ne
parvient a répondre aux exigences d’intersubjectivité qui peuvent étre associées a celle-ci.

Si nous faisons maintenant le bilan général de I’analyse effectuée sur le programme de
Hilbert au sens large, nous aboutissons a un résultat beaucoup plus nuancé que celui qui est

généralement proposé en réponse a la question : que nous disent les résultats « négatifs »

350
351

Nous avons déja évoqué au § 3.3 le caractére profondément non effectif d’une telle démarche.

Turing n’a d’ailleurs pas prétendu pouvoir dépasser ainsi les machines de Turing introduites en 1936.

332 Ce qui rejoint la conclusion de Kleene (concernant en I’occurrence la dérivation dans un systéme formel),
pour la situation similaire qu’il évoque, du « théoricien des nombres omniscient » [Kleene 1952 (2009), p. 303]
et [Kleene 1967 (1971), p. 259, n. 179].
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obtenus en logique et formelle et en informatique théorique, sur I’existence de problémes
mathématiques insolubles ? Pour pouvoir répondre a cette question a la suite d’une
démonstration, comme le souhaitait Hilbert, il est en effet d’abord nécessaire de donner a celle-
ci un contenu technique précis, incluant en particulier un critére d’intersubjectivité de la
résolution des problémes, ce qui conduit alors & deux interrogations de force différente : a
minima sur la décidabilit¢ de tout probléeme mathématique (optimisme rationaliste;) et a
maxima sur la complétude syntaxique d’un systéme formel, supposé unique, en mesure de
rendre compte de I’ensemble des mathématiques, ou au moins de I’arithmétique du 1* ordre
(optimisme rationaliste,). La réponse classique a [’optimisme rationaliste; est que
I’incomplétude syntaxique de PA le réfute. Cette réponse ne prend cependant pas en compte le
point technique que les indécidables arithmétiques qui sont cités a son appui sont en fait
toujours des codages d’énoncés meétamathématiques (et non des énoncés authentiquement
arithmétiques), qui de ce fait ne peuvent prétendre étre opposés a I’optimisme rationaliste,. Pour
aller plus loin dans le sens d’une démonstration de 1’optimisme rationaliste, on peut d’abord
envisager de faire appel a la theése d’Isaacson, qui conduit a I’affirmation de la complétude
syntaxique de PA pour les énoncés authentiquement arithmétiques. Cette stratégie échoue
cependant, dans la mesure ou ’appel a une these philosophique n’est pas compatible avec le
crittre de neutralit¢ philosophique qui constitue ['une des conditions du criteére
d’intersubjectivité, qui est lui-méme ’une des exigences du programme de Hilbert. Une autre
solution possible, consiste au recours a des solutions particulierement non effectives (en
particulier de la part de Gddel), mais qui de ce fait impliquent également un engagement
philosophique, et par 1a échouent a répondre aux exigences de Hilbert exactement pour la méme
raison. L’espoir de Hilbert d’une démonstration de 1’optimisme rationaliste s’avere donc

3 Quant & la réponse la plus connue (et tranchée) contre 1’optimisme rationaliste; : celle

vain
de Grégory Chaitin, elle est clairement invalidée par I’analyse dévastatrice de Panu Raatikainen.
Cette invalidation s’étend évidemment a la thése forte sur les limites de la connaissance et de
la raison que cet auteur (ainsi que ses thuriféraires) a cru pouvoir en déduire. Il ne s’avere donc
possible ni de pouvoir démontrer ni de pouvoir réfuter 1’optimisme rationaliste de Hilbert, qui
reste donc a I’état d’une thése métamathématique. Une solution radicale en vue du dépassement
des résultats précédents consiste a envisager un élargissement de la these de Church-Turing. A

la suite d’une analyse détaillée des conditions d’application de celle-ci, nous avons d’abord été

amen¢ a faire état de deux caractéristiques qui ont été soit oubliées soit ignorées jusqu’a une

333 Au-dela du constat que le théoréme que le Tarski de 1940-1967, 1948, constitue bien une confirmation de
I’optimisme rationaliste résultant d’une démonstration, certes pour un domaine tres limité des mathématiques.
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date récente. Tout d’abord la thése fait intervenir les seules FRG (ou les seules fonctions Turing-
calculables) qui peuvent étre établies constructivement. Ensuite, comme cela a été souligné par
Wilfried Sieg, une machine de Turing caractérise en fait un étre humain qui calcule. 11 en résulte
deux conséquences philosophiques. 1) Il apparait une certaine relativité, d’une part de la
récursivité qui y intervient : « pour les humains » et non « en soi », d’autre part du concept de
calculabilité, qui est bien indépendant de tout systéme formel particulier, mais avec la
restriction forte que celui-ci respecte les conditions d’effectivité modernes habituelles. 2) Nous
avons ¢été amenés a proposer une signification épistémologique, a la fois précise et de portée
générale de la machine de Turing (en retrouvant une proposition similaire de Sieg en 1994) :
celle-ci exprime en fait I’exigence d'intersubjectivité d’une démonstration formelle en
mathématiques, qui doit étre publiquement communicable et dont la vérification ne doit faire
appel a aucun engagement invérifiable en principe par n’importe quel étre humain. Il en résulte
une réfutation de tous les arguments qui ont été proposés en faveur d’un dépassement de la
machine de Turing et donc a fortiori de la thése de Church-Turing, sur la base du critére

d’intersubjectivité introduit”>*

. Cette analyse de la thése de Church-Turing et de la machine de
Turing nous ameéne assez naturellement au débat survenu a partir du début des années soixante
et que nous allons aborder maintenant : sur la supériorit¢ de 1’étre humain par rapport a

la « machine », qui serait mise en évidence par les théorémes de Godel de 1931.

% A postériori, c’est le résultat opposé qui aurait été trés surprenant. Nous avons en effet rappelé qu’il a un lien
étroit entre la machine imaginée par Turing et les critéres d’effectivité habituels appliqués a un systéme formel.
Une éventuelle extension de la machine de Turing impliquerait donc un élargissement de ces criteres
d’effectivité (en cohérence avec 1’idée de réduire les situations d’indécidabilité), sachant qu’aucune solution
sérieuse en ce sens n’a été proposée depuis quatre-vingt ans. A la lumiére de notre analyse, ce résultat n’est pas
fortuit, mais provient fondamentalement du fait que les étres humains n’ont pas trouvé d’autre solution que celle
que nous venons d’évoquer au point 2, pour assurer I’exigence d’intersubjectivité d’une démonstration
mathématique.
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6 Les théorémes de Godel de 1931 permettent-ils de mettre en

évidence une supériorité de ’esprit humain sur la « machine » ?

La question générale de savoir si la pensée a I’ceuvre dans 1’exercice des mathématiques doit
étre considérée comme « mécanique » (en un sens qui reste évidemment a préciser) a déja été
soulevée par Hilbert, qui y a répondu d’une maniére positive mais avec une justification vague
[Hilbert 1923 (1992), p. 140], [Hilbert 1928 (1992), p. 158] et [Hilbert 1931 (1992), p. 195].
Comme nous ’avons vu (§ 5.4), c’est seulement en 1936 que Turing a donné a cette question
une réponse précise via I’introduction des machines de Turing, mais en se limitant alors aux
opérations de calcul (de vérification). En 1961, la question est venue sur la scéne philosophique
au travers d’un article remarqué de John Lucas affirmant la supériorité de I’esprit humain sur
la « machine », sur la base du premier théoréme de Gdodel de 1931 : [Lucas 1961]°>°. Ce point
de vue a ensuite été défendu a son tour par Roger Penrose a partir de la fin des années 1980,

356 11 s’avere alors

puis, de maniére beaucoup moins médiatisée, par Crispin Wright en 1995
que pratiquement tous les grands noms de la philosophie de la logique et des mathématiques se
sont exprimés sur ce sujet’>’, pour s’opposer aux deux premiers auteurs cités au cours d’un
débat qui a lieu quasiment sans discontinuité depuis cinquante ans’”®. Enfin, comme nous
I’avons déja indiqué au § 3.5, dés la fin des années 1980, les tenants de la logique
paraconsistante ont également cherché a justifier cette derniére avec une argumentation

similaire a celle de John Lucas et de Roger Penrose. C’est cependant Godel lui-méme qui s’est

engagé le premier dans un tel débat.

%33 Sur le plan historique, une bréve allusion résumant ce qui sera I’argument de John Lucas, a été proposée dés
1941 par Emil Post, mais n’a été publiée qu’en 1965 [Post 1941-1965, p. 417]. En 1950, Turing lui-méme
introduit de maniére informelle un argument analogue [Turing 1950 (1995), p. 151-153]. Par ailleurs, en 1958 a
été publié un argument également trés proche de celui de Lucas, mais présenté de maniére succincte [Nagel et
Newman 1958 (1989), p. 93-94, 95]. Enfin, en 1960 un autre argument encore a été publié, aboutissant a la
méme conclusion mais plus grossier, basé sur le second théoréme de Godel de 1931 associé a « I’évidence » de
la correction de I’arithmétique élémentaire (par rapport a la vérité naive) [Myhill 1960, p. 466].

%6 Pour étre complet, il faut également mentionner Michael Dummett : [Dummett 1994] ainsi que Storrs
McCall : [McCall 1999] et [McCall 2001], mais qui n’apportent pas d’élément nouveau par rapport a Lucas et
Penrose. Il faut enfin signaler le cas particulier de [Detlefsen 2002], ou Michael Detlefsen entend s’opposer au
mécanisme sur la base, non du premier théoréme de Godel de 1931, mais du théoréme de Lob de 1955.
L’argument repose en fait sur une analyse fine mais particuliérement compliquée des contraintes qui peuvent étre
associées a la notion de croyance. Il est du coup une contestation trés faible du mécanisme (traduit ici par le
caractére récursivement énumérable de 1’ensemble des croyances prises en compte).

37 Une liste de ces auteurs est donnée par Putnam [Putnam 2011, p. 332], liste & laquelle il faut encore ajouter
Quine qui a également proposé un argument [Smart 1961, p. 109-110].

% Avec I’exemple emblématique d’Hilary Putnam, qui s’est exprimé sur le méme sujet, d’abord en 1960 (donc
évidemment pas sur la base de [Lucas 1961] mais en fait sur celle de [Nagel et Newman 1958]), puis en 2011,
c’est-a-dire cinquante et un ans plus tard !
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6.1 La position de Godel

Au-dela de son engagement en faveur de I’optimisme rationaliste que nous avons déja
évoqué (§ 5.2), Godel est intervenu régulierement dans les débats homme - machine et corps -
esprit, de 1938 jusqu’a la fin de sa vie, avec comme point d’orgue la conférence « Gibbs » :
[Godel 1951]. Si sur une aussi longue période sa position a indéniablement évolug, elle est
restée cohérente et s’est seulement radicalisée dans les derniers écrits : [Godel 1964a] et [Godel
1972a]. L’originalité et surtout la subtilité de cette position est toutefois rarement mentionnée
dans la littérature, a I’exception notable de [Webb 1980, § 4.4] et surtout de [Webb 1990] ainsi
¢galement que [Sieg 2006]. Nous allons I’analyser de maniére détaillée sous la forme de trois
¢clairages successifs : 1) D’interprétation par Godel de la thése de Church-Turing, 2)
I’exploitation de ses propres théorémes de 1931 dans le débat homme-machine, 3) son
engagement dans le débat corps-esprit. Nous aborderons ensuite 1’interprétation originale de
Richard Tieszen : [Tieszen 2006], qui tente de rendre compte de la position de Godel sur ces
sujets par la prise en compte de la phénoménologie de Husserl.

Nous avons déja évoqué I’implication de Gddel dans I’émergence de la these de Church-
Turing, d’une part en en proposant lui-méme une solution technique (I’utilisation des FRG),
d’autre part en faisant valoir I’intérét tout particulier de la machine de Turing parmi les
différentes solutions techniques démontrées équivalentes (en particulier par rapport au A-calcul
et aux FRG). Mais si I’on analyse avec attention I’ensemble de ses écrits, 1’on constate, comme
I’a souligné Judson Webb [Webb 1990, p. 296], qu’a aucun moment il ne fait intervenir la
notion d’effectivité (au sens naif) ou d’intuitivit¢é qui intervient pourtant de maniére
fondamentale dans 1’expression standard de la thése de Church-Turing (§ 5.4). Ce a quoi Godel
associe I’'une des solutions techniques démontrées équivalentes (machines de Turing, A- calcul,
FRG, ...) est en effet, successivement et exhaustivement : « le raisonnement mathématique
mécanisé » et « la calculabilité mécanique » [Godel 1937 (1995) p. 164 et 168], « dériver des
formules du calcul des prédicats » [Godel 1939 cité par Sieg 2006, p. 197], « le concept de
procédure finie » et « le concept de fonction calculable d’entiers » [Godel 1951 (1995), p. 304-
305], « le formalisme aveugle » [Godel 1962 (2003), p. 176], « le concept de systéme formel »,
« le concept de procédure mécanique, alias algorithme ou procédure calculatoire ou procédure

combinatoire finie » [Gddel 1964a (1986), p. 369]. En d’autres termes, Godel ne retient qu’une
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forme trés faible de la thése de Church-Turing, ou il associe la machine de Turing (et ses
équivalents) a seulement : « calculabilité mécanique » (en suggérant qu’il pourrait y avoir une
calculabilité non mécanique) et « procédure calculatoire et raisonnement, mécanisés » (en
suggérant qu’il pourrait y avoir des procédures calculatoires et des raisonnements non
mécanisés). Il ne fait en particulier jamais référence a I’effectivité (au sens naif) ou I’intuitivité,
ni plus largement a toute aptitude humaine générale, méme limitée a la vérification formelle
d’une preuve. Sur ce dernier point il existe par ailleurs manifestement une ambiguité dans les
écrits de Godel lorsque celui-ci parle de « raisonnement », faute d’avoir introduit la distinction
méthodologique entre (ce qui est classiquement reconnu comme) le contexte de la découverte
et le contexte de la vérification. Si en 1964 on peut penser que seul le second est en jeu [Godel
1964a (1986), p. 369-370], la remarque de 1967 avec la mention « d’appels renouvelés
nécessaires a l’intuition mathématique » tend a inclure également le premier [Godel 1967
(2003), p. 162]. La méme absence de distinction est flagrante en 1972 [Godel 1972b (1990),
p. 306, remarque 3], ou elle se traduit par un procés d’intention manifestement injustifi¢ a
I’égard de [Turing 1936-1937] qui I’a conduit a faire état de « I’erreur de Turing » dans le titre
de cette remarque. Il oppose en effet des concepts qui concernent indiscutablement le contexte
de la découverte, alors que 1’analyse de Turing se limitait tout aussi indiscutablement a celui de
la vérification.

Dans le débat homme - machine, dés 1938 Godel défend une position tranchée mais

mesurée :

Une autre maniére d’exprimer ce résultat est celle-ci : il n’est pas possible de mécaniser le raisonnement
mathématique, c’est-a-dire, il ne sera jamais possible de remplacer le mathématicien par une machine,
méme si vous vous confinez vous-mémes aux problémes de la théorie des nombres.

[Godel 1937 (1995), p. 164-165]

C’est cependant surtout en 1951, lors de la conférence « Gibbs » : [Godel 1951], que Gddel
s’est exprimé sur ce sujet méme s’il y est revenu ultérieurement mais dans des documents non
publiés : [Godel 1961/?] ou privés : lettre a Léon Rappaport du 2 aolit 1962 [Godel 1962 (2003),
p. 176-177], lettre a David Plummer du 31 juillet 1967 [Gddel 1967(2003), p. 161-162] et
commentaires rapportés dans [Wang 1974]. En 1951, en se fondant une nouvelle fois sur ses

théorémes de 1931 (en I"occurrence le second), il est conduit a 1’alternative®” suivante : soit

**% En toute rigueur il ne s’agit pas d’une alternative, dans la mesure ou Godel envisage également la troisiéme

possibilité que les deux options évoquées soient simultanément vérifiées.
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I’esprit humain surpasse la puissance de toute machine de Turing, soit il existe des problémes
insolubles en théories des nombres. Bien entendu, sur la base de sa conviction en faveur de
I’optimisme rationaliste, il est conduit a rejeter la seconde branche de ’alternative’® et comme
il considére par ailleurs que le cerveau peut, quant a lui, étre ramené a une machine de Turing®’
[Godel 1951 (1995), p. 309, n. 13], il est amené a soutenir 1’idée que I’esprit doit étre distingué
de son support biologique a rebours de « ’esprit du temps » [Godel 1951 (1995), p. 311] et
[Wang 1974, p. 326]. D’une maniere globale, la lettre du 2 aot 1962 a Léon Rappaport contient

le résumé de sa position dans ce débat :

Mes théorémes [de 1931] montrent seulement que la mécanisation des mathématiques, c’est-a-dire
I’élimination de /’esprit et des entités abstraites, est impossible, si ’on veut avoir une fondation
satisfaisante et un systéme des mathématiques. [...] Je n’ai pas prouvé qu’il y a des questions indécidables
pour ’esprit humain, mais seulement qu’il n’y a pas de machine (ou de formalisme aveugle) qui peut
décider toutes les questions de la théorie des nombres (méme d’une sorte trés spéciale).

[Godel 1962 (2003), p. 176]

11 apparait ainsi qu’en 1962 comme en 1938, Godel considere que les théorémes de 1931 (en
fait le second) montrent 1’impossibilit¢ d’une mécanisation compléte de la démarche
mathématique (en particulier via I’impossibilité de dériver la consistance de PA dans PA). Pour
autant, en aucun cas il ne soutient que ces théorémes prouvent la supériorité de 1’esprit sur la
machine.

Comme nous ’avons indiqué, I’engagement de Godel dans le débat corps — esprit apparait

dans ses écrits tardifs : [Godel 1964a] et [Godel 1972b]°%. Cet engagement est particuliérement

% Georges Boolos (qui introduit le texte de 1951) remarque que 1’existence de problémes absolument
indécidables n’est plus aujourd’hui considérée comme surprenante par la majorité des mathématiciens [Boolos
1995, p. 293-294]. Stewart Shapiro, dans un registre similaire, oppose la relativité de Quine au réalisme de
Godel dans ce débat [Shapiro 1998, p. 294]. Enfin Peter Koellner conclut a I’indécidabilité humaine de la
dichotomie proposée par Gddel, a la suite d’une analyse technique détaillée basée sur une interprétation
particuliére des termes de cette dichotomie [Koellner 2016, p. 185].

%1 Au-dela du fait que cette position implique une interprétation de la notion de machine de Turing qui va bien
au-dela de la notion classique (§ 5.4), on peut noter a ce sujet que Godel donne 1’argument d’un nombre
nécessairement fini de neurones et de synapses [Godel 1951 (1995), p. 311]. Si cela peut effectivement étre
associé au nombre fini des états d’une machine de Turing, il convient alors d’associer la longueur infinie du
ruban de celle-ci a une utilisation du cerveau pendant une durée potentiellement infinie. Ce serait ainsi ce dernier
point qui traduirait ’aspect idéalisé de 1’étre humain considéré. Cette interprétation est confirmée par le
témoignage suivant rapporté par Hao Wang : « Par exemple, signifiait-il [Godel] par "esprit", celui d‘une seule
personne ou bien les esprits de I’espéce humaine ? En réponse il dit qu’il signifiait un esprit individuel d’une
durée de vie illimitée, [...]. » [Wang 1993, p. 121].

%2 Sachant que les documents écrits par Godel sur le méme sujet, non publiés dans les Collected Works mais
analysés par Pierre Cassou-Nogués, en introduisant des notions nouvelles non explicitées comme celle de

« concept de concept », ouvrent sur plus de questions qu’ils n’apportent de réponses [Cassou-Nogues 2006,

p. 74].

176



fort puisqu’il le conduit a suggérer I’existence de « procédures finies non-mécaniques » [Godel
1964a (1986), p. 370] et « d’une procédure bien définie qui pourrait effectivement étre conduite
(et qui produirait une fonction non récursive en théorie des nombres) » [Godel 1972b (1990),
p- 306]. Une telle position est clairement en opposition avec la formulation standard de la thése
de Church-Turing’® que nous avons évoquée (§ 5.4). A fortiori, elle s’oppose frontalement a
I’interprétation épistémologique que nous avons proposée de cette thése a la suite de Wilfried
Sieg : méme au sein du seul contexte de la vérification elle entend autoriser des procédures de

364 .
. Toutefois, le recours

vérification qui iraient au-dela des possibilités d’une machine de Turing
a des extensions du finitisme comme celle de [Godel 1958], au-dela du fait que celles-ci ne
peuvent raisonnablement pas étre considérées comme finitistes (§ 3.1) en étant associées a un
engagement philosophique, achoppent sur le critére d’intersubjectivité lié a une telle
interprétation. Le commentaire de Godel lui-méme sur les conditions d’acceptabilité d’une telle
position « nécessitant une avancée substantielle dans notre compréhension des concepts de base
des mathématiques » [Godel 1972b (1990), p. 306, remarque 3], traduit de maniére éloquente™®
les limitations de la portée de cette position®®®. I convient alors de remarquer qu’en paralléle a
ce débat I'auteur avait été amené quelques années plus tot a défendre une autre position forte,
de nature épistémologique : I’existence de mathématiques « objectives » (s’opposant aux
mathématiques « subjectives » accessibles par des démonstrations) : [Godel 1951]. En
cohérence avec la position ultérieure que nous venons d’évoquer, cela le conduit & supposer
qu’il existe des moyens d’accéder a la vérité d’une proposition sans passer par une preuve ;
comme ¢lément de justification il évoqua I’utilisation d’une démarche inductive, qu’il propose
d’appliquer aux énoncés de Goldbach et de Fermat [Godel 1951 (1995), p. 313]. 1l a alors
I’honnéteté de rattacher cette position a son engagement par ailleurs en faveur d’un réalisme au

sens fort [Godel 1951 (1995), p. 313], engagement bien connu explicite dans le méme texte’’

*% Solomon Feferman et Judson Webb considérent qu’il s’agit d’un revirement de la part de Godel afin d’éviter
une conclusion a la Post en faveur d’une limitation de la raison humaine [Feferman 1990, p. 281] et [Webb 1990,
p- 293]. Judson Webb évoque également la suggestion de Solomon Feferman selon laquelle G6del n’accepterait
pas la premiére partie (en fait, I’explication véritable : se reporter au § 5.4) de I’explication de Turing (qui fait
référence aux calculateurs humains) [Webb 1990, p. 297]. 1l suggére que Gddel a peut-étre oublié (en 1972)
qu’en 1936 « calculateur » ne signifiait pas autre chose que « personne effectuant des calculs » [Webb 1990,

p- 302].

*%% En évoquant un finitisme non-mécanique Godel a sans doute a ’esprit la démarche de [Gentzen 1936] ou la
sienne de [1958].

393 Cest a leur propos que Kleene évoque des « promesses en 1’air » auxquelles il ne croit évidemment pas
[Kleene 1987, p. 494].

3% On peut également mentionner I’incompréhension mentionnée par Wilfried Sieg des arguments que Godel
avance pour justifier le caractére dynamique de 1’esprit (en I’opposant a une machine de Turing) [Sieg 2009,

p. 618].

*7 Nonobstant le fait que Pierre Cassou-Nogués ait proposé d’interpréter le réalisme de Godel, en particulier
dans le texte de 1951, en un sens plus faible dans [Cassou-Nogués 2005].
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[Godel 1951 (1995), p. 320, 323]. 1l est évident que le méme engagement réaliste de Godel peut
étre également associé a sa position dans le débat corps - esprit, qui se présente effectivement
comme 1’une de ses conséquences naturelles. Il en résulte alors un affaiblissement considérable
de cette position ainsi subordonnée a un tel engagement philosophique, sachant que Godel ne
fournit par ailleurs aucun autre argument probant en sa faveur.

Comme nous I’avons indiqué, Richard Tieszen défend quant a lui I’idée qu’au-dela de
I’engagement réaliste de Godel en mathématiques, c’est la prise en compte de la signification
des termes abstraits utilisés au travers de I’intentionnalité (au sens Husserlien), qui permet
« d’accéder » aux suites infinies et de « voir » par exemple que 1’énoncé G est vrai [Tieszen
2006, p. 233]. Comme on le sait, Godel a effectivement évoqué I’intérét de prendre en compte
la phénoménologie de Husserl [Godel 1961/? (1995), p. 385], mais il n’a laissé aucun écrit
connu en ce sens. Au-dela de la difficulté de justifier une telle exégése en I’absence d’écrits de
Godel, on peut émettre plusieurs objections a 1’encontre de Richard Tieszen. Celui-ci affirme
que pour qu’une croyance en faveur d’un énoncé métamathématique soit justifiée, il faut une
évidence en sa faveur [Tieszen 2006, p. 239-240] ; mais d’ou peut provenir une telle évidence
et comment étre assuré qu’il ne s’agit pas d’une illusion ? Il affirme ensuite que les machines
(contrairement aux humains) n’ont pas d’intentionnalité ni d’intuition [Tieszen 2006, p. 246].
Le probléme est que dans le cadre du débat en cours, la pertinence de cette spécificité humaine
est justement le point principal contesté par les tenants du mécanisme. Pour espérer convaincre
ceux-ci il faudrait donc disposer d’un argument en sa faveur externe a la phénoménologie, qui
permette de distinguer 1’étre humain d’une machine (une sorte de « test de Husserl » par
analogie avec le « test de Turing »), ce que I’auteur ne fournit évidemment pas. « L’estocade »
que propose alors Richard Tieszen est que I’affirmation que 1’esprit humain est une machine
présuppose elle-méme in fine 1’intentionnalité [Tieszen 2006, p. 249-250]. Un tel argument
serait effectivement probant si I’on disposait la encore d’une justification en sa faveur externe
a la phénoménologie (par exemple s’il était montré qu’une telle affirmation est la condition de
possibilité de toute communication entre étres humains). Mais comme ’auteur se contente de
présupposer 1’intentionnalité (chez les humains) 1’argument est évidemment encore circulaire.
Il apparait ainsi qu’en remplacant comme mode explicatif de la position philosophique de Godel
un engagement réaliste (en mathématiques) par un engagement en faveur de la phénoménologie
de Husserl, on ne fait de nouveau que tomber de Charybde en Scylla par rapport a une exigence

d’intersubjectivité associée a I’absence de tout engagement philosophique.
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6.2 L’argument de Lucas

L’argument de John Lucas a été originellement présenté dans [Lucas 1961] puis explicité
dans [Lucas 1968a] et [Lucas 1999] (soit presque quarante ans apres la publication initiale !).
Comme nous I’avons indiqué il a suscité un trés grand nombre de critiques, pourtant 1’auteur
affirme que ses différents contradicteurs n’ont pas réellement répondu a son argument’®® et
considére que celui-ci reste valable sur le fond [Lucas 1999, p. 106]. Cette apparente
contradiction provient sans doute du fait que 1’argument repose en fait, non pas sur les
théorémes de Godel de 1931, mais sur une démarche informelle inspirée de ceux-ci associée a
un argument « dialectique » appliqué a I’encontre de I’interlocuteur mécaniste fictif de son
article séminal auquel il entend s’opposer [Lucas 1968a, p. 145] et [Lucas 1999, p. 104, 113].
L’argument de Lucas tel que nous pouvons le reconstituer est le suivant : pour tout systéme
formel auquel s’applique le premier théoréme de Godel 1931, il existe au moins un énoncé non
dérivable dont nous pouvons nous rendre compte qu’il est vrai (au sens naif) sur la base de son
sens. A l’inverse, tout modele mécanique proposé en vue de simuler le fonctionnement de
I’esprit humain ne peut prétendre a une telle aptitude. Donc 1’esprit humain posséde au moins
une aptitude que tout modeéle mécanique qui prétend le simuler ne posséde pas. En évoquant
son argument, I’auteur fait explicitement référence a I’attitude similaire de Godel dans ce débat
mais sans signaler la nuance forte que Godel ne prétend nullement déduire cette position de
’utilisation de ses théorémes de 1931 [Lucas 1999, p. 111]. La justification apportée par
I’auteur en faveur de cette spécificité de I’esprit humain est vague : ¢’est parce que nous sommes
« en dehors » du systéme formel’® que nous pouvons « voir » que 1’énoncé est vrai [Lucas
1961 (1983), p. 81-82] ; cette aptitude serait a relier a la capacité d’avoir une conscience de soi,
considérée comme une caractéristique de 1’esprit humain [Lucas 1961 (1983), p. 96] ; elle serait
¢galement une caractéristique méme de la démarche rationnelle [Lucas 1968a, p. 149]. Deux
critiques a caractére général ont été émises contre 1’argument de Lucas : 1) Si ’argument est
celui du « recul » (que I’esprit humain est cens¢ avoir par rapport a une affirmation comme
celle de la vérité de I’énoncé de Godel), nous n’avons pas besoin de faire état des théoremes de

Godel de 1931 pour le justifier [Benacerraf 1967, p. 20] et [Webb 1968, p. 170], 2) Dans ce

%% Ce qui n’est pas tout a fait exact : Charles Chihara a essayé de répondre directement & I’argument original
sous sa présentation informelle dans [Chihara 1972], sans proposer pour autant une réponse trés convaincante, de
notre point de vue.

3% Torkel Franzen a dénoncé le caractére ambigu d’une telle formule, souvent reprise dans ce débat [Franzen
2004, p. 180-181].
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type de débat I’anti-mécaniste est placé devant I’alternative dirimante, soit de surestimer les
possibilités d’un étre humain, soit au contraire de sous-estimer celles d’une machine de Turing
[Benacerraf 1967, p. 21-22], [Webb 1980, p. 235] et [Dubucs 1992, p. 74]. Des critiques plus
précises et détaillées ont également été émises, que nous allons analyser successivement®’.
L’objection la plus simple qui a été proposée contre I’argument de John Lucas, repose sur
I’évidence de la finitude de tout esprit humain et de toute machine concréte, ce qui souléve le
probléme posé par 1’idéalisation retenue a la fois pour I’esprit humain et pour la machine. Il
convient alors de ne pas oublier deux éléments importants : 1) Si ’on borne le nombre des
itérations possibles (traduit par la longueur du ruban sur la machine de Turing), ni les théorémes
de Godel de 1931 ni celui de Turing de 1936-1937 ne s’appliquent (a cause de 1I’impossibilité
d’appliquer la diagonalisation), 2) En sens inverse, en utilisant une machine de Turing
universelle il est possible de rendre compte a la fois de I’ensemble des machines de Turing
possibles. John Lucas défend une position classique (analogue a celle de Gddel), selon laquelle
la confrontation porte sur un esprit humain idéalisé au travers de la prise en compte d’une durée
de vie infinie, opposé a une machine idéalisée sous la forme d’une machine de Turing (dont le
ruban est de longueur infinie) [Lucas 1961 (1983), p. 84]. Il évoque par ailleurs explicitement
le fait qu’une telle idéalisation est nécessaire a I’application du premier théoréme de Godel de
1931 [Lucas 1999, p. 103] (méme s’il semble 1’avoir oubli¢ quelques pages plus loin [Lucas
1999, p. 105]). Les ¢léments de justification qu’il présente en faveur de cette idéalisation sont
par contre techniquement incorrects ou indigents : en confondant finitisme et finitude [Lucas
1999, p. 105], en faisant valoir que le premier théoréme de Godel de 1931 s’applique non
seulement 3 PA mais également a Q (ce qui n’est pas contestable mais ne répond pas a la
question de la finitude) [Lucas 1999, p. 107], ou en suggérant la possibilité d’un regroupement
de plusieurs esprits humains (plusieurs mathématiciens) en contradiction avec 1’idéalisation
affichée (concernant un esprit humain) [Lucas 1999, p. 107]. Cette discussion 1’améne a
introduire une nouvelle aptitude qu’il considére encore inhérente a I’esprit humain (ou a la
rationalité) : non seulement 1’appréhension de la potentialité infinie [Lucas 1999, p. 109] mais
¢galement celle de I’infini en acte [Lucas 1999, p. 110], au travers de ce qui n’est rien d’autre

qu’une expression informelle de la régle-ow (au sens classique) [Lucas 1999, p. 114].

*7% Signalons au passage un argument technique global original proposé par Torkel Franzen contre 1’argument de
Lucas, faisant appel au théoréme de L6b de 1955 [Franzen 2005, p. 179-180]. L’argument est le suivant :
I’énoncé Hg de Henkin, qui code dans le systeme formel S 1’énoncé dont I’interprétation dans la métalangue est
« cet énoncé est dérivable dans S », est a la fois « vrai » (au sens intuitif, de par son sens) et néanmoins dérivable
dans S (par le théoreme de Lob de 1955). John Lucas a donc la charge d’expliquer en quoi la spécifité de G par
rapport a H fait que son argument s’applique avec le premier mais non avec le second.
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Indépendamment de la faiblesse de la justification apportée par John Lucas, une telle
idéalisation de 1’esprit humain n’a pas €t€ remise en cause par les critiques (par exemple Paul
Benacerraf et Stewart Shapiro [Benacerraf 1967, p. 18-19] et [Shapiro 1998, p. 275-276]), a
I’exception notable de Judson Webbs dans [Webb 1980] qui fait appel, quant a lui, & une
machine de Turing universelle. Judson Webb fait valoir qu’une comparaison homme-machine
doit raisonnablement étre effectuée avec une machine de Turing universelle (et non avec une
machine de Turing), en renvoyant a I’article séminal de Turing [Webb 1980, p. 228].
L’argument qu’il fournit a I’appui de ce choix est cependant bref et superficiel : « Tout comme
un humain peut réussir cela ou ce calcul ou tache lorsque lui sont données les instructions ou
I’éducation convenable, la machine de Turing universelle M, le peut également » [Webb 1980,
p. 228]. 1l néglige en effet 1I’¢lément important que 1’introduction d’une machine de Turing
universelle ajoute un élément d’idéalisation supplémentaire a la machine de Turing (dont on
sait déja que le ruban est illimit¢) : ’infinité potentielle des calculs qui peuvent étre effectués
par I’ensemble (infini) des machines de Turing envisageables est virtuellement contenu dans la
machine de Turing universelle. Le probléme est alors que la comparaison avec un esprit humain
idéalisé (sous la forme d’une durée de vie supposée infinie) n’est plus licite : il faudrait de plus
prendre en compte I’ensemble des étres humains possibles (I’ensemble des formations et des
éducations qu’ils pourraient recevoir). Il est donc clair qu’avec ce choix Judson Webb modifie
les régles du jeu introduites par John Lucas, ce qui réduit évidemment considérablement la
portée de son argumentation qui repose essentiellement sur un tel choix (nous y reviendrons).
Il est d’ailleurs a noter que dés 1968 (en réplique a [Benacerraf 1967]), donc avant la parution
de I’ouvrage de Judson Webb, John Lucas ne contestait pas que son argument ne s’applique
plus dans cette autre situation [Lucas 1968a, p. 146]. Une objection plus fondamentale a
I’argument de Lucas porte sur 1’assimilation par celui-ci (ainsi que par nombre de ses critiques)
d’une « machine » a une machine de Turing. En effet, indépendamment du fait qu’une machine
de Turing soit une machine idéalisée (le point précédent), ce choix pose deux problémes : 1) Il
néglige le fait qu'une « machine de Turing » n’est pas une machine, mais un étre humain
(idéalisé) qui calcule (§ 5.4), 2) Dans le débat mécanisme - anti-mécanisme, une « machine »
est classiquement associée a une exigence de capacité de prédiction en principe, voire a un
déterminisme, qui fait manifestement défaut a une machine de Turing (via 1’indécidabilité du
probléme de ’arrét). La seconde objection a été relevée par Paul Benacerraf [Benacerraf 1967,
p. 13] mais surtout par Judson Webb [Webb 1980, p. 232, 245]. Il est manifeste que John Lucas
est passé completement a coté de ce point en 1961 [Lucas 1961, p. 96] et il n’y est pas revenu

en 1968 ni en 1999. Ce que n’a pas vu John Lucas et qui a été souligné avec force par Judson
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Webb, est que pour un dispositif non fini comme une machine de Turing, il ne suffit pas que le
systéme opere selon des lois déterministes définies pour qu’il soit complétement prédictible. I1
en résulte 1’affaiblissement de I’argument de Lucas qui porte en fait sur une version non
classique du mécanisme. Enfin, celui-ci, mais également ses contradicteurs, est muet sur le
premier probléme évoqué (une machine de Turing n’est pas une « machine » mais 1’idéalisation
d’un étre humain calculant). Ce probléme entraine une autre limitation de son argument,
puisqu’il faut ajouter I’hypothése supplémentaire que les « machines » considérées présentent
les mémes limitations que les machines de Turing’’".

L’objection la plus répandue contre I’argument de John Lucas est cependant d’une autre
nature. Elle porte sur I’absence d’une justification suffisante par celui-ci de la consistance (ou
de la correction) du systeme formel utilisé, a la fois par « I’esprit humain » et par la machine de
Turing introduite, qui est évidemment indispensable a ’utilisation du théoréme de Godel de

1931 (c’est I’objection majeure de [Putnam 1960]°"

). La question de la consistance a bien été
abordée par John Lucas, qui est tout a fait conscient du fait qu’elle est cruciale, des son article
séminal [Lucas 1961 (1983), p. 90]. Pour I’esprit humain, il considére que la consistance du
systéme formel utilisé (a minima celle de Q) est évidente [Lucas 1961 (1983), p. 93], étant
caractéristique de I’étre humain considéré a la premiére personne [Lucas 1968a, p. 156]. Il tente
ultérieurement de proposer des résultats techniques en sa faveur, mais d’une manicre
partiellement incorrecte et absolument non pertinente (eu égard a toute la discussion que nous
avons déja eue sur ce sujet), qu’il s’agisse des démonstrations finitistes de la consistance, du
calcul des propositions, du calcul des prédicats du 1* ordre, ou méme de PA via le théoréme de
Gentzen de 1936 [Lucas 1999, p. 118]. Il introduit méme une confusion en précisant que le
terme « consistant » ne doit pas étre pris dans le méme sens lorsqu’on ’applique a I’esprit
humain et & un systéme formel [Lucas 1999, p. 120]*”. Bien entendu de nombreuses critiques
se sont élevées contre I’indigence d’une telle justification. Tout d’abord en faisant valoir qu’elle
ne rendait pas justice au fait qu’une inconsistance peut fort bien ne pas étre triviale et donc ne
pas étre d’emblée percue par le concepteur d’un systeéme formel (a fortiori par « 1’esprit
humain ») [Chihara 1972, p. 509-511] et [Boolos 1990, p. 656]), au-dela de I’ambiguité de

I’application d’une telle notion a ’esprit humain [Webb 1980, p. 193]. Ensuite en faisant état

"' Ou encore admettre la thése de Gandy qui introduit un lien entre les deux (§ 5.4).

32 On la retrouve ultérieurement réguliérement [Chihara 1972, p. 509-511], [Webb 1980, p. 193], [Lee Bowie
1982, p. 282], [Krajewski 1991, p. 44-45], [Shapiro 1998, p. 282-283] et [Murawski 1999, p. 330].

7 Ce qui a été relevé par Judson Webb [Webb 1980, p. 193] et Torkel Franzen [Franzen 2004, p. 181], mais qui
semble hors sujet dans le cadre de la présente discussion ot ¢’est bien la consistance (simple) au sens classique
qui est en jeu, et non une vague notion de « consistance » qui pourrait étre appliquée au discours ordinaire.

182



d’une alternative dirimante®”* : 1) S’il est entendu se limiter a des justifications précises de cette
consistance, celles-ci seront selon toute vraisemblance récursives auquel cas 1’esprit humain est
tout aussi bloqué que les machines de Turing elles-mémes (I’ensemble des machines de Turing
consistantes n’étant pas récursif), 2) s’il est au contraire envisagé de produire des justifications
non récursives (ce qui revient peu ou prou a s’opposer a la thése de Church-Turing), cela
correspond a un engagement philosophique (anti-mécaniste) dans un sens que 1’argument
global est justement censé justifier, ce qui revient a vicier celui-ci. Pour ce qui concerne la
consistance du modele mécaniste (de la machine de Turing) destiné a rendre compte de 1’esprit
humain auquel il entend s’opposer, John Lucas présente son argument comme « dialectique »
(selon ses propres termes) : cette consistance est considérée comme une exigence indispensable,
et comme elle ne peut étre établie par le modele lui-méme il estime que c’est le défenseur
(humain) du mod¢le qui doit s’engager a son propos (selon la tactique argumentative de
renversement de la charge de la preuve) [Lucas 1999, p. 117-118]. Cette position a évidemment
été contestée en faisant d’abord valoir que le mécaniste est fondé a fournir des arguments
convaincants en faveur de cette consistance, sans pour autant s’engager a prouver celle-ci
[Shapiro 1998, p. 283-284]. En soulignant ensuite qu’une simple affirmation par le mécaniste
de la consistance du modele qu’il entend proposer, ou une justification empirique ou
métaphysique de celle-ci, ne saurait intervenir dans une démonstration mathématique (méme
informelle). Il est par ailleurs a signaler que John Lucas évoque comme seule voie de sortie
possible pour le défenseur d’une position « mécaniste », la solution que ’esprit humain, ainsi
que le modéle mécaniste qui prétend en rendre compte, s’averent tous les deux « ultimement »
inconsistants (en faisant explicitement référence a Hegel) [Lucas 1968a, p. 157] et [Lucas 1999,
p. 122]. Une telle solution conduit de fait a I’argument de la logique paraconsistante, que nous
aborderons au § 6.4.

Le cceur de I’argumentaire de John Lucas repose sur I’affirmation de la « vérité » de 1’énoncé

1°°. L auteur est tout a fait conscient a la fois de I’importance et

G du premier théoréme de 193
de la difficulté de la justification correspondante®’®, en particulier de celle de sa transmission a
d’autres personnes : « Je pense que je sais ce qu’est la vérité, mais je sais que je ne peux pas

dire a quelqu’un d’autre exactement ce que c’est » [Lucas 1968a, p. 148]. Il affirme néanmoins

3™ Au-dela de I’argument technique plus faible (voir le § 2.3) introduit par Judson Webb, selon lequel certaines
formules codant la consistance sont dérivables dans un systéme formel [Webb 1980, p. 193].

375 Bien entendu, sur un plan technique, les deux affirmations (celle de la consistance et de celle de la vérité) sont
liées, la seconde, définie formellement par rapport au modele standard associé au systéme formel, ne faisant que
traduire la correction de celui-ci et donc son m-consistance (voir la figure C du § 1.5).

378 11 fait explicitement référence au théoréme de Tarski de 1933-1936.

183



que tout étre humain y a acces [Lucas 1968, p. 148], qu’il s’agit d’une disposition du caractére
rationnel [Lucas 1968a, p. 149] qui lui permet de « voir » que G est vraie, ce qui échappe a une
machine [Lucas 1968a, p. 155]. Cette référence a la vérité « naive » et a son universalité, que
I’on trouve déja chez John Myhill en 1960 [Myhill 1960, p. 463], a naturellement été contestée
[Webb 1968, p. 162], [Dubucs 1992, p. 777], [Wright 1994, § 3 - 4 -5], [Shapiro 1998, p. 284]
et [Franzen 2004, p. 236]. Ces auteurs montrent que 1’on retombe sur 1’alternative qui a été mise
en évidence dans la discussion sur la consistance (ce ne sont que deux facettes d’une
problématique similaire) : 1) si par « voir comme étant vrai » il est entendu « prouver », alors
I’esprit humain ne peut certainement pas faire une telle chose, 2) si cela signifie quelque chose
de plus faible comme « avoir d’excellentes raisons de penser », alors cela ne répond pas a
I’exigence de certitude mathématique que ’on est en droit d’attendre dans le cadre d’une
exploitation d’un théoréme mathématique comme celui de Godel de 1931. Cela montre que
pour espérer vaincre le mécanisme, il faut nécessairement faire appel a une étape créative et
non se limiter a I’application d’un algorithme, ce qui ouvre alors sur deux nouvelles questions :
1) quelle peut étre (et comment justifier) cette étape créative ? 2) En quoi les théorémes de
Godel de 1931 montreraient que I’esprit humain la posséde ? La réponse de John Lucas est un
appel a une capacité supposée de 1’ordre de I’intuition. Mais comme le souligne Stewart Shapiro
[Shapiro 1998, p. 291-293], cette position ne fait que refléter un engagement épistémique’’. Il
est enfin reproché a John Lucas de confondre ce qui est vrai (sous-entendu, dans le modéle
standard) et ce qui peut étre connu (donc défendable) comme étant vrai [Webb 1980, p. 220],
[Franzen 2005, p. 116-119] et surtout [Burgess 2010, p. 133], particulierement éclairant. Il en
résulte deux conséquences : 1) L’étre humain, pas plus que la machine, ne peut décider (et donc
savoir) quels énoncés sont vrais (dans le modele standard) [Webb 1980, p. 220], 2) II est
possible que quelque machine M puisse de maniére factuelle coincider avec 1’humainement
prouvable, sans qu’il soit prouvable qu’il en est ainsi’’® [Burgess 2010, p. 133]. Dans I’article
plus tardif de 1999, John Lucas évoque enfin le point technique selon lequel son interprétation
naive de la vérité correspond en fait au choix du modele standard de 1’arithmétique [Lucas 1999,

p. 107]. Il n’en tire toutefois pas les conséquences qui s’imposent sur la non intersubjectivité

377 Stewart Shapiro analyse de maniére détaillée la question de savoir si les résultats techniques (non effectifs) de
complétude de [Turing 1939] et de [Feferman 1962] pourraient étre utilisés a I’appui de 1’argument anti-
mécaniste, sans cet engagement épistémique [Shapiro 1998, p. 285-291]. Il conclut sans ambiguité par une
réponse négative (nous y reviendrons au § 6.3).

*"% En retrouvant alors la conclusion bien connue de [Benacerraf 1967] selon laquelle, si je suis une machine de
Turing, je ne peux pas savoir laquelle. C’est également la conclusion a laquelle parvient Peter Koellner a la suite
d’une analyse détaillée récente, sur la base de I’utilisation d’un opérateur arithmétique au sein de la logique
modale S4, pour exprimer la prouvabilité absolue [Koellner 2016, p. 164].
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que ce choix introduit (nous allons y revenir), en se contentant de faire référence au caractére
commun des affirmations contingentes des mathématiciens sur ce plan®” [Lucas 1999, p. 107].

Au-dela de I’ensemble des remarques qui viennent d’étre formulées, un certain nombre des
commentateurs de John Lucas ont été conduit a proposer au préalable une interprétation
technique de son argument informel’®, avant d’en discuter le bien-fondé. L’ambiguité de
I’argument original, que nous avons signalée, a alors naturellement conduit a des interprétations

différentes>®!

. Nous avons fait une allusion aux plus anciennes : [Putnam 1960] et [Benacerraf,
1967], nous n’y reviendrons pas. Nous allons par contre aborder celles qui sont certainement
les plus détaillées : [Webb 1980], [Dubucs 1992] et [Shapiro 1998].

Nous avons déja évoqué 1’analyse de Judson Webb : [Webb 1980], que nous allons
maintenant compléter. Nous rappelons que sa caractéristique essentielle est de faire intervenir
une machine de Turing universelle. L auteur établit alors qu’une machine de Turing universelle
peut faire aussi bien qu’un étre humain®®*, pourvu que celui-ci présente des informations
« suffisamment précises » en faveur de son argument [Webb 1980, p. 231-232]. Il pousse méme
la provocation en suggérant qu’une machine de Turing universelle présente des points communs
avec ce que 1’on associe habituellement a I’intelligence humaine [Webb 1980, p. 235]. D’une
manicre plus nuancée il avance I’idée d’un double comportement humain, d’une part qui peut
étre décrit de manicre précise et détaillée et dont il peut étre rendu compte « mécaniquement »,

d’autre part dont il ne peut pas ’étre>*

[Webb 1980, p. 235]. Nous avons cependant déja montré
la limitation forte de ’argument de Judson Webb, qui porte sur deux points : 1) L’appel a une
machine de Turing universelle conduit a sortir de la « régle du jeu » proposée par John Lucas,
en introduisant une dissymétrie dans les idéalisations respectives de 1’étre humain et de la
machine, 2) L’argument de Lucas revient justement a tenter de justifier (avec plus ou moins de

succes), ’existence d’un comportement humain a la fois précis et non mécanisable (en

anticipant ce qui sera la suggestion analogue de Godel en 1964 et 1972 : § 6.1).

37 Sur ce point, on peut signaler I’argument faible de Torkel Franzen, de la relativité de attitude des
mathématiciens quant a ce qui est considéré comme prouvé (en prenant pour exemple la théorie des ensembles),
ce qui revient implicitement a contester I’idée d’une vérité mathématique universelle [Franzen 2005, p. 82].

% Judson Webb évoque a son sujet : « la dramatisation pittoresque de problémes particuliers dans les fondations
des mathématiques » [Webb 1968, p. 170].

8! Ce constat a permis a John Lucas une défense facile en faisant remarquer, d’une part que les objections de ses
contradicteurs étaient diverses, et d’autre part qu’elles ne portaient pas sur I’argument original.

%2 On peut signaler qu’une telle affirmation (pour une machine de Turing universelle) a été soulignée par Turing
en 1950 [Turing 1950(1995), p. 153].

% Sans toutefois proposer une ligne de démarcation associée dans 1’activité du mathématicien, et en particulier
sans introduire la distinction classique entre les contextes de la découverte et de la vérification.
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Jacques Dubucs a proposé une critique particulierement éclairante de [Lucas 1961], en
introduisant un argument original’®* et convaincant’® : [Dubucs 1992]. 1l propose en fait
successivement deux traductions techniques possibles de 1’argument de John Lucas. La
premicre consiste a faire intervenir la régle-o au sens sémantique (voir le § 3.2) appliquée a
I’énoncé G : dans un systeme formel répondant aux conditions requises par le premier théoréme
de Godel de 1931, on peut dériver chaque instance de 1’énoncé (qui est un énoncé [ [;) mais non
I’énoncé G lui-méme, et cela en relation avec 1’existence de modéles non standards du systéme

formel*%®

. La raison pour laquelle 1I’étre humain peut alors « savoir » que G est vrai, est qu’il
fait le choix de définir la vérité dans le modele standard sur la base de la signification qu’il
accorde a 1’énoncé G, tandis que le systéme formel (ou la machine de Turing qui le représente)
est intentionnellement inerte [Dubucs 1992, p. 77-78]. Une telle explication est extrémement
proche de celle que propose John Lucas lui-méme [Lucas 1968a, p. 155] et [Lucas 1999, p. 114],
mais le mérite de Jacques Dubucs est de faire ressortir un élément crucial dans le débat en cours,
a savoir que la reconnaissance humaine de la vérit¢ de G n’autorise aucune manifestation
externe (donc publique) de sa propre validité®®” [Dubucs 1992, p. 82-83]. L’argument est le
suivant : a la suite d’une durée finie, tout ce que I’étre humain pourra justifier est la vérité
successive de n instances de G. Dans le cas de I’étre humain idéalisé dont il est question il
pourra donc tout au plus (a la limite) justifier la vérité successive de 1’infinité dénombrable de
I’ensemble des valeurs de G, mais pour justifier la vérité de I’énoncé G lui-méme il faudrait
pouvoir aller au-deld (en faisant intervenir le nombre transfini : ®), donc au-dela du
dénombrable et partant au-dela du communicable. La seconde traduction technique possible de
I’argument de John Lucas par Jacques Dubucs est la transcription en théorie des modeles de la
condition de correction appliquée a la vérité de I’énoncé G, a savoir sa correction dans le modele
standard. La conviction de la correction du systéme formel par rapport au modele standard
retenu implique alors de s’assurer que, d’une part les axiomes du systeme formel sont satisfaits
dans le modele, et d’autre part que les régles d’inférence préservent la vérité. Mais comme le

fait 1a encore ressortir Jacques Dubucs [Dubucs 1992, p. 84-85], la premiére partie de cette

%% L>argument est partiellement anticipé par Michael Dummett sans se référer explicitement a [Lucas 1961]

[Dummett 1963 (1978), p. 186].

%3 Cette analyse ayant été publiée uniquement en frangais, elle a malheureusement été totalement ignorée des
nombreux échanges qui ont eu lieu sur ce sujet, presque tous en anglais.

% Comme nous 1’avons déja signalé, il se trouve que cette interprétation a été explicitement introduite par John
Lucas [Lucas 1999, p. 114], apres la publication de [Dubucs 1992] et trés vraisemblablement sans avoir pris
connaissance de celle-ci.

3711 est intéressant de noter que John Lucas a lui-méme suggéré une telle remarque mais sans en tirer les
conclusions qui s’imposent [Lucas, 1999, p. 107, 114].
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conviction n’est pas susceptible d’'une communication publique quelle que soit « I’intuition »
qui lui est associé¢e®™. Jacques Dubucs suggére alors deux possibilités de dépassement d’une
telle limitation de I’argument de John Lucas. Tout d’abord I’objection pourrait étre contournée
en faisant appel a une logique d’ordre supérieur ; le probléme est que le systéme formel qui en
résulterait ne serait alors plus effectif, ce qui enléve tout bénéfice a une telle opération. Ensuite,
méme si nous ne pouvons fournir la garantie publique de nos choix privés concernant le modele
retenu, nous avons de bonnes raisons (empiriques) de supposer que nous pouvons nous entendre
sur eux. S’il existe une telle convergence, c¢’est qu’il y a bien une attitude humaine qui échappe
a la possibilité de mécanisation et dont le mécaniste devra rendre compte ; il s’agit donc ici
d’une remarque en faveur de I’argument de John Lucas, mais qui en est une forme tres faible.
Stewart Shapiro a présenté une synthese globale du débat intégrant les différents arguments
qui ont été présentés (a ’exception de celui de Jacques Dubucs) avec le mérite d’une grande
qualité pédagogique ([Shapiro 1998]), via une circonscription que nous avons traduite sur la
figure G. Il distingue trois ensembles d’énoncés arithmétiques partiellement emboités>® : 1)
L’ensemble A des théorémes formels de PA, 2) L’ensemble hypothétique K, centre du débat,
des énoncés arithmétiques humainement connaissables comme vrais dans le modele standard
de PA avec « certitude mathématique »**°, 3) L’ensemble T des énoncés vrais dans le modéle
standard de PA (en faisant I’hypothése que PA est w-consistant). Par rapport a cette
circonscription le schéma général de 1’argumentation est trés simple [Shapiro 1998, p. 277-
278] : par construction A est récursivement énumérable (ce qui est équivalent a I’exploitation
de la machine de Turing) tandis que T n’est pas récursivement énumérable (par le théoréme de
Tarski de 1933-1936). Selon la thése mécaniste : K = A, ce qui entraine qu’il existe des énoncés

vrais dans le modéle standard de I’arithmétique®®’ qui sont intrinséquement non humainement

% Dit autrement, il n’est pas possible de discriminer un étre humain qui ferait pour sa part le choix d’un modéle

non standard de 1’arithmétique (qui reconnaitrait ainsi la correction des axiomes du systéme formel sans pour
autant asserter la vérité de G), des autres humains qui font un choix plus classique (en faveur du modéle
standard) sur la base de ce qui pourra étre publiquement communiqué par cet humain. L’argument est ici de
nouveau que toute communication ne pourra porter, méme a la limite, que sur la totalité¢ (dénombrable) des
entiers naturels. Il ne sera donc pas possible de savoir s’il faut tenir compte en plus, ou non, des entiers non-
standards.

% Sur cette figure, pour étre complet et pour rendre compte de I’argument de [Dubucs 1992], nous avons ajouté
un quatriéme ensemble non proposé par Stewart Shapiro : ’ensemble N des énoncés vrais dans un modele non
standard de PA.

% En reprenant la proposition de [Godel 1951].

1 On peut également envisager de prendre en compte des systémes formels plus forts que PA (en se limitant
alors aux seuls énoncés arithmétiques de ces systémes formels), mais cela ne change pas fondamentalement la
situation : pour tout systéme formel il y aura toujours des énoncés vrais dans le modéle standard et humainement
inconnaissables.
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connaissables comme tels**2. Selon la thése anti-mécaniste : K = T°%

, ce qui entraine qu’il
existe des procédés qui permettent de s’assurer qu’un énoncé est vrai dans le modéle standard
de I’arithmétique et qui sont intrinséquement non calculables. On retrouve ainsi, formulée de
manicre particulicrement claire, I’alternative de [Godel 1951]. 11 est tout de méme nécessaire
d’apporter une précision a une telle restitution : il est crucial d’ajouter que I’argument se
rapporte au modele standard de PA (ce que ne précise pas Stewart Shapiro). Il en résulte une
contrainte supplémentaire pour 1’anti-mécaniste : les procédés qu’il évoque lui permettent-ils
de savoir si I’énoncé G appartient a T plutét qu’a N (I’argument de Dubucs) ? Stewart Shapiro
envisage également la solution de repli qui consiste a réduire la force du critére qui définit K,
en limitant I’exigence a la requéte « d’avoir un retour adéquat » (au lieu d’une connaissance
avec certitude mathématique). Il montre alors facilement que ne pouvant définir un nouvel
ensemble de maniere suffisamment précise sur une telle base, il est impossible de lui appliquer
les théoremes de Godel 1931 [Shapiro 1998, p. 295]. Ce résultat le conduit a sa propre

conclusion générale : « Il n’y a pas de thése mécaniste plausible proposée qui soit suffisamment

précise pour étre sapée par les théoréemes d’incomplétude » [Shapiro 1998, p. 275].

1

: Indécidables de PA, N
I vrais dans un modéle non standard,
1
1

(faux dans le modéle standard)

I
I
| Théorémes de PA A
I
I

Indécidables de PA humainement connaissables comme vrais

Indécidables de PA, vrais dans le modéle standard, non humainement connaissables comme vrais

Figure G : Circonscription des énoncés arithmétiques dans le débat homme - machine

%2 La question de la pertinence arithmétique des énoncés indécidables de PA éventuellement laissés de coté (la

thése d’Isaacson : § 4.4) reste bien entendu posée, sachant qu’elle n’est pas prise en compte dans un tel débat.
%> A minima, K doit étre plus grand que A et méme que 1’ensemble des théorémes arithmétiques de tout systéme
formel effectif.
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Il apparait finalement que la caractéristique essentielle de I’argument de Lucas est son
caractere informel, celui-ci ne faisant que « s’inspirer » des théorémes de Godel de 1931. C’est
sans doute ce qui explique sa persistance puisqu’il est toujours discuté cinquante ans aprés son
¢mission ! Mais comme I’a souligné Stewart Shapiro [Shapiro 1998 p. 276-277], dans une telle
controverse si ’on veut éviter un débat stérile il est indispensable de définir au préalable de
manieére précise la thése que I’on veut défendre ou attaquer. Cela passe au moins par la
clarification de trois points : 1) Sur quoi (sur quel contenu de la pratique mathématique) porte
le débat : le contexte de la vérification uniquement ou bien également le contexte de la
découverte ? 2) Quel est le niveau d’idéalisation retenu, d’une part pour les humains et d’autre
part pour les machines ? 3) Quelle est la thése (et donc le contenu du mécanisme) que I’on veut
discuter ? Le point (1) a rarement été abordé par les protagonistes®. On peut cependant
considérer que ceux-ci se sont implicitement accordés sur le fait que I’opération en jeu se limite
a celle de la vérification, c’est-a-dire de I’établissement d’une preuve concernant les théorémes
(au sens informel) de P’arithmétique. L’étendue des idéalisations respectives adoptées pour
I’étre humain et pour la machine, qui correspond au point (2), est cruciale dans le débat. Le
choix retenu par John Lucas, a savoir un étre humain de durée de vie infinie d’une part et une
machine de Turing d’autre part, parait équilibré et raisonnable. En sens inverse, la solution de
Judson Webb de faire appel a une machine de Turing universelle, outre le fait qu’elle change
les reégles du jeu, introduit une dissymétrie de 1’idéalisation (en faveur de la machine), qui rend
non pertinente la conclusion forte qu’il en déduit contre John Lucas. Pour définir le contenu de
la thése mécaniste en réponse au point (3), la solution la plus raisonnable est certainement celle
que propose Stewart Shapiro en faisant intervenir I’ensemble des énoncés arithmétiques
indécidables dans PA mais humainement connaissables comme vrais « avec certitude
mathématique » (en reprenant en cela la proposition de [Godel 1951]). Dans ces conditions, la
clef de la défense de la position anti-mécaniste passe par la justification, non seulement de la
consistance de PA, mais de plus de la correction de celui-ci dans le mode¢le standard. Comme
nous 1’avons vu, la justification par John Lucas de la consistance de PA est tout a fait indigente
et de ce fait non recevable. Plus fondamentalement, I’appel a 1’évidence de la vérité intuitive
de I’énoncé G du premier théoréme de Godel de 1931 pour I’esprit humain le conduit en fait a

un raisonnement circulaire, puisque c’est sur cette base qu’il défend finalement la supériorité

3% On peut toutefois signaler deux exceptions : Stewart Shapiro et Per Lindstrom [Shapiro 1994, p. 31] et
[Lindstrom 2001, p. 242]. Le second se traduit par une mention implicite du point 1, mais ’article porte en fait
sur les arguments proposés par Roger Penrose que nous allons analyser au § 6.3. Le premier se traduit par une
mention explicite du point 1, tout en ne portant pas sur une critique des arguments de Lucas et de Penrose, mais
sur une réflexion plus générale sur les liens entre calculabilité et raisonnement.
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de I’esprit humain sur la machine. La conclusion a laquelle il parvient n’est donc que la
conséquence de ses prémisses® >, le premier théoréme de Godel de 1931 n’étant ici que le
support (ou le travestissement : voir le titre de [Good 1969]) de ce transfert. Comme le montre
[Shapiro 1998], une réduction de la force de la thése mécaniste attaquée ne permet pas a John
Lucas de sauver la mise. Cela justifie globalement la volée de bois vert dont I’argument a été
I’objet de la part de I’ensemble de tous ses critiques. Si I’on envisage d’exprimer d’'une manicre
plus technique I’argument de Lucas il apparait pour cela deux solutions raisonnables, mais
comme I’a établi Jacques Dubucs dans [Dubucs 1992] on est conduit dans les deux cas a la
méme limitation fondamentale : la caractéristique spécifiquement humaine dont la machine de
Turing ne peut pas rendre compte n’est pas publiquement communicable. Eu égard a I’analyse
que nous avons consacrée a la thése de Church-Turing un tel résultat ne doit pas nous étonner,
puisque nous avons montré que la machine de Turing est justement I’expression dans le
contexte de la vérification formelle en mathématique, de I’exigence du caracteére publiquement
communicable garant de I’intersubjectivité recherchée (§ 5.4). A 1’encontre de ’argument de
Lucas selon de telles interprétations, son adversaire mécaniste aura alors beau jeu de dénoncer
I’impossibilité d’en justifier I’intersubjectivité. Il lui restera cependant a expliquer 1’origine de
I’accord empirique que 1’on peut néanmoins constater entre mathématiciens sur un choix (du
modele retenu pour un systeme formel donné) qui reléve de la premicre personne, ce qui conduit

bien a un argument anti-mécaniste, mais de forme tres faible.

6.3 Les deux arguments de Penrose

Roger Penrose a historiquement présenté deux arguments successifs en faveur de la méme
conclusion anti-mécaniste que John Lucas, d’abord en 1989 : [Penrose 1989], puis en 1994 :
[Penrose 1994]. Et comme John Lucas™°, plus de vingt ans aprés son entrée en scéne dans ce
débat (dans [Penrose 2011]) Roger Penrose est resté sur ses positions, malgré les nombreuses
objections qui lui ont été opposées. L’argument de 1989 est tres proche de celui de John Lucas ;
il est exprimé¢ de maniere tout aussi informelle (et vague) et il repose comme celui-ci sur

I’évidence de la vérité (au sens naif) du méme énoncé G. La différence essentielle, soulignée

%% Ce point est également relevé par Paul Benacerraf [Benacerraf 1967, p. 21, 22], Judson Webb [Webb 1980,
p. 235] et Stanislas Krajewski [Krajeswski 1991, p. 44].

% Jusqu’a considérer, comme celui-ci, que son argument est trés proche de celui de [Godel 1951] [Penrose
1993, p. 619], ce qui lui est explicitement contesté par Hao Wang [Wang 1993, p. 117].
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par Roger Penrose, est le fait qu’il ne considére plus un étre humain (idéalisé) unique mais la
communauté de I’ensemble des mathématiciens [Penrose 1990, p. 696]. Cette position traduit
donc le recours a une regle du jeu différente de celle de John Lucas. Avec le méme souci d’un
équilibre de I’idéalisation retenue, d’une part pour les humains, d’autre part pour les machines,
c’est donc ici légitimement une machine de Turing universelle qu’il faut prendre en compte.
Bien entendu, la critique de [Webb 1980] s’applique alors pleinement, méme si elle doit étre
confrontée a la structure de I’argumentation de Roger Penrose qui différe sensiblement de celle
de John Lucas®’. La justification introduite par Roger Penrose se raméne a un appel a
I’évidence [Penrose 1989 (1992), p. 454-455] associée a un engagement réaliste au sens fort,
accompagné ici d’'une dénégation hautaine a 1’égard de ceux qui ne partageraient pas une telle

conviction (certes dans un ouvrage a destination d’un large public) :

[...] Quant au formaliste trés dogmatique, impénétrable aux arguments de Godel et qui prétend ne pas
méme admettre /’existence de quelque chose comme une vérité mathématique [au sens absolu], je
I’ignorerai purement et simplement, puisqu’il ne posséde apparemment pas la qualité¢ de divination de la
vérité sur laquelle porte toute la discussion !

[Penrose 1989 (1992), p. 509, n. 2 du § 10 ; le commentaire est notre]

Sans surprise, les trés nombreuses critiques qui se sont élevées contre une telle position®®
reprennent les trois principaux arguments dirigés contre [Lucas 1961]. Tout d’abord, le premier
théoréme de Godel de 1931 ne nous dit pas que I’énoncé G est vrai, mais seulement que si le
systéme formel pris en compte est (simplement) consistant (et méme ®-consistant), alors
I’énoncé G qui lui est associé est vrai (dans le modele standard) sachant que nous n’avons a
priori aucune certitude sur cette consistance (1’argument de [Putnam 1960]). Cela a été souligné
a de multiples reprises [Boolos 1990, p. 655-656], [Davis 1990, p. 660], [Franzen 2005, p. 118-
119], [Raatikainen 2005, p. 523] et [Berto 2009b, p. 180]. Ensuite, méme si nous sommes une
machine de Turing, nous ne pouvons pas savoir laquelle (I’argument de [Benacerraf 1967])
[Gaifman 2000, p. 469], [Franzen 2005, p. 118-119] et [Burgess 2010, p. 133]. Enfin, le
théoreme de Godel ne nous fournit aucune indication quant a I’issue du débat sur le mécanisme

[Davis 1993, p. 612]. Par contre, I’objection clef de [Dubucs 1992] sur le caractére non

7 Curieusement, aucun auteur a notre connaissance n’a soulevé ce point, et en particulier pas Judson Webb qui
ne semble pas étre revenu sur ce débat depuis la survenue de Roger Penrose.

%8 Ces critiques ont été beaucoup plus nombreuses que celles formulées contre John Lucas (le seul n° 4, vol. 13,
1990, de la revue Behavioral and Brain sciences en compte pas moins d’une trentaine). Elles sont cependant de
qualités trés inégales et certains auteurs n’ont manifestement pas compris la teneur de 1’argument, a I’instar de
John Searle [Searle 1997 (1999), p. 63-102].
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publiquement communicable des prémisses en jeu (via le choix du modéle standard) n’y
apparait jamais.

En 1994, sans doute conscient des faiblesses de sa position de 1989 (et de celle de [Lucas
1961]), Roger Penrose a affiné son argumentation au travers de ce qui a ensuite été appelé « le
nouvel argument de Penrose ». Plus subtil et surtout un peu plus technique bien qu’encore
informel, cet argument a donné lieu a nettement moins de critiques que le premier. La difficulté,
renforcée par rapport a [Lucas 1961] et [Penrose 1989], est de devoir d’abord fournir une
restitution plus claire que I’argument originel : [Penrose 1994] et plus détaillée que la version
ramassée qu’en en ensuite proposé Roger Penrose lui-méme dans [Penrose 1996]. Pour corser
cette difficulté, les quelques critiques qui se sont attelés a la tache en proposant un contre-
argument ont également émis des critiques sur les contre-arguments des autres critiques. Si l’on
tente de résumer une situation quelque peu embrouillée, il y a eu essentiellement trois critiques
détaillées du second argument de Penrose®” : 1) La premiére est celle de [Chalmers 1995],
contestée ensuite par [Lindstrdom 2001], 2) La deuxiéme émane de [Lindstrom 2001] et a
entrainé un commentaire de [Shapiro 2003], commentaire lui-méme critiqué dans [Lindstrom
2006], 3) [Shapiro 2003] constitue la troisiéme, en restituant 1’argument déja proposée dans
[Shapiro 1998] et en I’assortissant d’une critique plus technique, accompagnée de trois
¢chappatoires possibles présentées avec leur discussion ; cette critique technique a elle-méme
¢été¢ ensuite contestée dans [Lindstrom 2006]. Tout cela justifie un traitement spécifique du
second argument de Penrose que nous allons effectuer, en commengant par présenter cet
argument, puis en abordant successivement les trois critiques mentionnées accompagnées des
contre-critiques auxquelles elles ont donné lieu. Par rapport au premier argument le second
introduit trois innovations : 1) il ne s’appuie pas d’emblée sur un appel a I’évidence quant a la
vérité de G ou la consistance du systeme formel pris en compte, 2) il minimise 1’engagement
nécessaire a la seule correction des énoncés [1; de PA*, 3) la démarche utilisée consiste a

introduire 1’hypothése mécaniste, puis a montrer qu’clle conduit a une contradiction (ce qui
y

% En excluant celle de Torkel Franzen, plus éloignée de I’original et surtout nettement moins fouillée que les

trois autres [Franzen 2005, p. 119-123]. En mettant également a part celle treés récente de Peter Koellner
[Koellner 2016], particulierement exotique puisque basée sur I’utilisation d’une théorie de la vérité non classique
libre de type [type free]. Il est & noter qu’elle conduit a une réponse sceptique, proche de celles de Per Lindstrom
et Stewart Shapiro.

400 Ce choix, qui semble 1égitime dans la mesure ou G est un énoncé [ [, présente par ailleurs clairement deux
avantages : 1) L’engagement demandé ne va pas au-dela de celui de la seule consistance simple du systéme
formel (sachant que la [ ;-correction : correction des énoncés [, par rapport & un modéle, est coextensive avec
la consistance simple : figure C du § 1.5), 2) la vérité des énoncés [, est exprimable dans PA (ce qui n’est pas le
cas des énoncés arithmétiques supérieurs de la hiérarchie de Kleene, par le théoréme de Tarski de 1933-1936).
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n’est pas tres loin de la démarche « dialectique » de John Lucas). L’argument informel, tel que
présenté par Roger Penrose, est le suivant :
1) selon I’hypothése mécaniste, il existe un systéme formel F dont les théorémes [[; sont
précisément les énoncés [I; qui sont « démontrablement » vrais par la raison et I’intuition
humaine ;
2) la correction de F ressort de I’accord empiriquement constaté de la communauté de
I’ensemble des mathématiciens sur la vérité ou la fausseté (au sens naif) des énoncés []; ;
3) a partir de F, il est possible de construire un nouveau systéme formel plus fort F*, constitué
de I’ensemble des théorémes [ [, de F auxquels sont ajoutés ceux issus de I’hypothése mécaniste
(1)
4) de par I’hypotheése mécaniste (1), si F est correct alors F* doit I’étre aussi ;
5) en appliquant I’argument de Lucas a F*, on obtient un énoncé [, : G* qui est vrai et qui
¢chappe a F, en contradiction avec I’hypothése mécaniste de départ.
Dans cet argument, les deux étapes problématiques sont bien évidemment (3) et (4). En effet,
comme nous le verrons dans 1’analyse plus détaillée des critiques techniques formulées, d’une
maniére ou d’une autre I’interprétation formelle des hypothéses (1) et (2) nécessite de faire
intervenir un prédicat de vérité et un prédicat de « connaissabilité » dans le systeme formel, ce
qui va @ minima contraindre fortement ce systeme formel. Par ailleurs, nous n’avons aucune
assurance (et il est méme peu vraisemblable) que le passage de F a F* ne va pas introduire des
énoncés non-[[; ; comment pouvons-nous alors étre assurés de la vérité (dans le modéle
standard) des énoncés []; issus des énoncés non-[ [; introduits (c’est une objection mentionnée
par Stewart Shapiro [Shapiro 1998, p. 285]) ? Enfin, (4) n’est pas vrai dans le cas général (ce
sera la critique principale de [Lindstrom 2001]). En fait, (4) se raméne a I’utilisation de la
remarque de [Godel 1951] sur « I’incomplémentabilité » des mathématiques, a I’instar de la
démarche qui sera adoptée ultérieurement par Torkel Franzen pour le conduire a son concept
« d’inépuisabilité » des mathématiques et dont nous avons déja montré les limites (§ 3.4).
Comme nous I’avons dit, une critique technique de I’argument nécessite au préalable une
traduction plus formelle que celle de son exposé par Roger Penrose. Le choix effectué pour cela
par David Chalmers consiste a introduire un prédicat de croyance [Chalmers 1995, p. 5], ce qui
lui sera reproché par Roger Penrose qui considere qu’il s’agit 1a d’une hypothése inutilement
plus forte que la sienne [Penrose 1996, p. 6]. Sur cette base, David Chalmers propose comme
contre-argument une adaptation du théoréme de Lob de 1955, a partir d’une diagonalisation sur

ce prédicat de croyance ce qui conduit a une contradiction [Chalmers 1995, p. 6-7]. La réponse
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de Roger Penrose est que la diagonalisation conduit a un énoncé qui n’est pas [[; [Penrose
1996, p. 6-7]. La critique beaucoup plus précise de Per Lindstrom est que 1’opération de
diagonalisation appliquée n’est pas licite, dans la mesure ou I’utilisation du théoréme de Lob
de 1955 ou du second théoréme de Godel de 1931 nécessite que 1’énoncé formalisé dans le
systéme formel ait un sens bien défini, ce qui est le cas du prédicat Con(S) qui traduit la

. N 401
consistance du systéme formel S

, mais non de 1’énoncé traduisant la croyance introduit ici
[Lindstrom 2001, p. 247-249]. Comme le dit avec humour Per Lindstrom : « L’argument
diagonal n’est pas le chapeau du magicien pour lequel il est quelquefois pris » [Lindstroém 2001,
p. 248].

Dans sa propre restitution du second argument de Penrose, Per Lindstrom ne fait pas appel
a un prédicat de « connaissabilité » ou de vérité spécifique. Du coup, il est amené a faire état
du sens, d’une part de 1’acte de reconnaitre une démonstration comme vraie (dans le modele
standard) pour I’étape (3), d’autre part de la notion de correction (par rapport au modele
standard) pour 1’étape (4). Son objection frontale concerne I’étape (4), qu’il considére comme
non justifiée dans le cas général. Il prend pour cela I’exemple classique du systéme formel F’,
constitué en ajoutant a un systeme formel F supposé consistant, 1’énoncé formel traduisant la
négation de la consistance de F : —Con(F). Dans ce cas, F’ est consistant, mais F* + Con(F’)
n’est pas consistant [Lindstrém 2001, p. 244-245]. Per Lindstrdm conclut cependant son
analyse de maniere trés prudente : « Aussi, il est encore fondamentalement ouvert de savoir si
le raisonnement mathématique humain peut ou non étre capturé par un systeme formel
calculable ; [...] » [Lindstrom 2001, p. 249]. Stewart Shapiro suggére que Roger Penrose
pourrait répondre en demandant un engagement plus fort en faveur de I’®-consistance (et plus
seulement de la consistance) du systéme formel [Shapiro 2003, p. 29]. Bien entendu, cela
enléverait a Roger Penrose les avantages de son choix initial, en revenant a un engagement en
faveur de la pleine correction de PA (par rapport au modéle standard) et surtout en ne permettant
plus une définissabilité de tous les énoncés pertinents du systeme formel dans le systéme formel
(par le théoréme de Tarski de 1933-1936).

Comme nous ’avons indiqué, la restitution par Stewart Shapiro du second argument de
Penrose est traitée en 1998 [Shapiro 1998, p. 284], tandis que sa critique technique détaillée se
trouve dans [Shapiro 2003]. Dans cette restitution, 1’auteur introduit un prédicat de

« connaissabilité » k(x) : I’énoncé codé par x est humainement connaissable comme vrai. Le

contre-argument qu’il propose est alors basé sur I’application du point fixe a la fonction —k(x)

1 Nous avons évoqué cette contrainte (pour le second théoréme de Godel de 1931) au § 2.3.
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[Shapiro 2003, p. 31], ce qui conduit a une contradiction (d’une manicre analogue au contre-

argument de [Chalmers 1995]*"

). L’auteur discute alors successivement trois stratégies
possibles susceptibles de contourner son contre-argument. La premiére voie consiste en une
restriction syntaxique du champ d’application de «k(x) aux seuls énoncés [[; ; mais on ne peut
alors plus passer a I’étape (4). La deuxiéme voie porte sur une stratification sémantique du
prédicat k(x) a la Tarski ; mais on ne peut plus alors passer a 1’étape (5). La troisiéme voie vise
a ¢éliminer les énoncés non désirés issus des extensions de k(x) sur la base de leur sens. Cela
conduit alors a une complexification notable du systeme formel, puisqu’il est nécessaire
d’introduire un prédicat de vérité avec la nécessité d’appliquer le prédicat de « connaissabilité »
a des énoncés contenant ce prédicat de vérité. Cela implique de disposer d’un langage
sémantiquement clos (Stewart Shapiro suggere pour cela I’appel a une théorie de la vérité de
Kripke de 1975). Stewart Shapiro fait alors remarquer qu’en supposant méme qu’une telle
construction s’avere possible, celle-ci reviendrait a ajouter des contraintes extrémement fortes
au modele initialement envisagé par le mécaniste et celui-ci pourrait légitimement défendre que
ce sont ces hypothéses et non pas le modele initial qui sont réfutées. D’une manicre plus
générale, il apparait finalement que cette troisiéme voie nous raméne a peu pres au point de
départ du premier argument de Penrose, comme cela transparait dans une remarque conclusive
de Stewart Shapiro [Shapiro 2003, p. 35].

Le deuxiéme argument de Penrose apparait ainsi indéniablement plus sophistiqué que le
premier (ou celui de Lucas). Comme il est présenté de maniere informelle, sa critique détaillée
nécessite au préalable une reconstruction, et pour cela I’introduction d’hypothéses sans étre
bien entendu assurée de couvrir toutes les éventualités. Cela peut expliquer les commentaires
finaux relativement mesurés de Per Lindstrom et Stewart Shapiro. C’est sans doute également
cela qui a conduit Roger Penrose a affirmer en 2011 que les critiques qui lui ont été opposées
n’ont pas prouvé I’impossibilité d’une reconstruction qui permette a I’argument de fonctionner.
On est alors renvoyé au probléme général de la responsabilité de la charge de la preuve, bien
illustré par le commentaire final de Stewart Shapiro en 2003 [Shapiro 2003, p. 39]. Au-dela de
ces remarques, on peut constater que 1’argument n’élimine pas les objections majeures qui ont
été apportées a celui de Lucas (et le premier de Penrose), il ne fait (au mieux) qu’en réduire la

portée. Un engagement, a minima sur la consistance de PA reste nécessaire, que I’auteur justifie

#9211 n’est donc nullement surprenant que Per Lindstrdm reconduise & I’encontre de ce contre-argument, la

critique qu’il avait formulée contre celui de David Chalmers [Lindstrom 2006, p. 232-234]. Nous ignorons s’il y
a eu une réponse de Stewart Shapiro ; Il n’y en a en tout cas pas trace dans les références mentionnées dans
[Penrose 2011].
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toujours par un engagement explicite réaliste fort*”” [Penrose 1997, p. 18]. Au-dela de cette
analyse, 1’objection issue de [Dubucs 1992] contre I’argument de Lucas s’applique encore ici :
souscrire a 1’engagement demandé sur la correction (par rapport au modele standard) d’un
systeme formel tel que PA, méme limité aux théorémes []; (étapel), suppose tout de méme de
faire le choix du mode¢le standard, ce qui ne peut pas étre publiquement communiqué. 11 est a
noter que I’auteur fait explicitement allusion a cette difficulté, mais sans en tirer toutes les
conséquences [Penrose 1994 (1995), p. 101]. Il apparait ainsi que malgré le caractere
indubitablement plus subtil du nouvel argument de Penrose par rapport a ceux de Penrose de
1989 et de Lucas de 1961, celui-ci achoppe finalement aux mémes écueils : d’une part la
nécessité d’un engagement ontologique en faveur d’une forme minimale de réalisme
mathématique (concernant les entiers naturels), d’autre part I’appel a une convention qui pour
empiriquement intersubjective qu’elle soit, n’est pas susceptible d’une communication

publique.

6.4 L’argument de Wright

Dans le paysage somme toute assez uniforme du débat issu de [Lucas 1961] et [Penrose
1989], il convient de mentionner la situation tout a fait particuliére d’une reprise du méme
argument par Crispin Wright en 1994 et 1995, mais dans le cadre (d’une restitution) de la
logique intuitionniste : [Wright 1994 § 6] et surtout [Wright 1995]. Cette proposition n’a donné
lieu, a notre connaissance, qu’a une seule critique, mais détaillée, émanant de Michael
Detlefsen : [Detlefsen 1995]. Le projet de Crispin Wright est en fait trés ambitieux, puisqu’il
correspond a rien de moins que de reformuler le premier théoréme de Godel de 1931 au sein
d’un systéme formel basé sur la logique intuitionniste, « qui n’implique aucune référence, ni
explicite ni implicite, a la consistance de S [le systeme formel] » [Wright 1995, p. 92 ; le
commentaire est ndtre]. Un tel résultat se traduirait par un renforcement notable de celui de
Lucas, mais bien entendu, il vient en contradiction directe avec celui de Godel de 1933 et I’on
devine que, soit la restitution prise en compte de I’arithmétique associ¢e a la logique
intuitionniste est fortement différente de HA, soit la démonstration de Crispin Wright est

défectueuse. A la suite d’une démonstration informelle peu détaillée, I’auteur prétend parvenir

403 Réalisme que 1’auteur justifie par ce que Godel aurait démontré, au travers des théorémes de 1931 [Penrose

1994 (1995), p. 103].
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au méme résultat que Lucas et Penrose [Wright 1995, p. 99]. D’une manicre assez originale
dans ce débat, mais malheureusement non développée, il émet cependant une réserve sur la
pertinence du choix d’une machine de Turing pour rendre compte du mécanisme [Wright 1995,
p. 101]. II estime par ailleurs qu’une véritable réfutation du mécanisme devrait faire intervenir
le contexte de la découverte [Wright 1995, p. 101]. Il conclut enfin son argument par une réserve
quant a I’issue du débat dans le sens indiqué par Lucas et Penrose [Wright 1995, p. 101].

La réponse de Michael Detlefsen est tout d’abord que méme en supposant que la
démonstration de Crispin Wright soit correcte, sa réfutation du mécanisme serait faible dans la
mesure ou elle conduit a I’affirmation : « Pour tout systéme formel F, il y a une théorie
intuitionniste informelle I qui n’est pas formalisable dans F » et non pas I’affirmation converse
que ’on pourrait plus raisonnablement opposer au mécanisme : « Pour toute théorie
intuitionniste informelle I, il n’y a pas de systéme formel F qui peut formaliser I » [Detlefsen
1995, p. 114-115]. Mais Michael Detlefsen montre surtout, a partir d’une reconstruction
technique détaillée de I’argument de Crispin Wright, que celui-ci contient en fait sans surprise,
de manicre cachée, une affirmation de consistance substantielle pour la théorie I [Detlefsen
1995, p. 114-115]. L’argument de Wright se raméne alors a ceux de Lucas et de Penrose de

1989 et ameéne bien entendu les mémes critiques.

6.5 L’argument de la logique paraconsistante

Sur le plan historique, cet argument a été présenté par Graham Priest dans [Priest 1979], puis
complété dans [Priest 1984] et [Priest 1987] a la suite des critiques qui lui ont été adressées par
Charles Chihara dans [Chihara 1984]. Il est ensuite resté en sommeil durant plus de vingt ans,
avant d’étre exhumé sans modifications dans [Berto 2009a]. En dehors de celle de Charles
Chihara, la principale critique qui en a été faite émane de Neil Tennant dans [Tennant 2004].
Du point de vue de son contenu, cet argument est extrémement proche de ceux de Lucas
(Graham Priest y fait d’ailleurs explicitement allusion [Priest 1984, p. 168]) et de Penrose (de
1989). L’interprétation en est toutefois radicalement différente, en ce sens qu’elle se traduit par
I’affirmation que tout systeme formel rendant compte des mathématiques naives doit étre
(simplement) inconsistant, retrouvant en cela I’échappatoire mécaniste suggérée par John Lucas

[Lucas 1968, p. 157] et [Lucas 1999, p. 122]. La structure de I’argument est la suivante :
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1) considérons le systeme formel P qui, par construction, formalise 1’ensemble des moyens de
preuves, donc tout ce qui nous permet d’affirmer qu’un théoréme est vrai (au sens naif) ;

2) par ’application du premier théoréme de Godel de 1931 a P, si P est simplement consistant,
il existe au moins un énoncé vrai au sens naif que P ne peut pas établir ;

3) ces deux résultats sont contradictoires, donc P est simplement inconsistant et la logique
associée a I’établissement de la vérité au sens naif est la logique paraconsistante et non la
logique classique.

Cet argument se ramene a considérer que les mathématiques naives peuvent étre formalisées
dans un systéme sémantiquement clos, auquel cas la contradiction s’ensuit directement (dans le
cadre d’une théorie de la vérité classique a la Tarski).

La difficulté réside bien entendu dans la justification de la premiere étape, étape que Graham
Priest a décomposée en deux points : 1a) les mathématiques naives dans leur ensemble (les
axiomes ainsi que les méthodes de preuves) peuvent étre exprimées dans un systéme formel,
1b) un tel systéme formel présente les conditions d’effectivité requises pour I’application du
premier théoréme de Godel de 1931. Les éléments présentés a 1’appui de cette justification sont
variés. Il y a d’abord un recours a la thése de Church-Turing, au motif que nous savons
empiriquement reconnaitre une preuve naive quand nous en voyons une [Berto 2009a, p. 203].
Nous avons suffisamment insisté sur les critéres d’intersubjectivité qui accompagnent
I’exploitation d’une machine de Turing (§ 5.4) pour étre en mesure d’affirmer qu’un simple
constat empirique général ne saurait autoriser son emploi. Toujours sur un plan technique,
I’auteur aborde également frontalement le cas des systemes formels non effectifs, comme ceux
traités dans [Feferman 1962] qu’il cite explicitement [Priest 1984, p. 169]. 1l répond alors que
de tels systemes formels restent régis par des métareégles, qui pourraient étre elles-mémes
incluses dans un systéme formel plus large, qui serait alors récursif parce que ces reégles peuvent
étre enseignées et apprises. Cette derniere remarque recouvre 1’argument empirique qui énonce
le caractére social d’une preuve, duquel la récursivité découlerait nécessairement parce que « si
la preuve n’était pas une notion récursive, le processus par lequel elle est apprise serait
inintelligible » [Priest 1984, p. 168]. Mais une remarque analogue a celle effectuée sur la
machine de Turing s’applique également ici : les caractéristiques d’effectivité demandées a un
systeme formel traduisent des exigences d’intersubjectivité beaucoup plus fortes qu'un simple
constat empirique général, qui pourrait quant a lui tout aussi bien étre expliqué par un accord
d’ordre culturel (donc contingent) ou bien par un appel implicite a une intuition humainement
partagée. L’appel au constat empirique de I’harmonie entre les mathématiciens sur la

reconnaissance de la vérité (naive) d’une preuve [Priest 1987, p. 41], qui rejoint, comme nous
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I’avons vu, une position analogue de Roger Penrose, tombe évidemment dans le méme travers.
En dernier recours il est fait un appel réitéré a 1’évidence ou au caractére de conjecture plausible
de la thése, dont I’auteur a I’honnéteté de reconnaitre le caractére circulaire [Priest 1984,
p. 166]. Le caractere non probant de tous les arguments présentés par Graham Priest a I’appui
de sa these est bien relevé par Neil Tennant, qui en déduit quant a lui et a rebours, I’invalidation
de cette thése par I’application du théoréme de Godel de 1931 [Tennant 2004, p. 383]. Mais
I’argument le plus fort que 1’on peut opposer a 1’argument dialéthéiste est sans aucun doute
celui de [Dubucs 1992] que nous avons déja évoqué contre John Lucas et contre Roger Penrose :
les criteres de reconnaissance de la vérité dans le modele standard de 1’arithmétique (expression
rigoureuse de la notion de vérité naive) ne sont pas publiquement communicables. Ces critéres
ne peuvent donc pas étre traduits par un systéme formel effectif et ce n’est pas par ce biais que
I’on peut justifier I'utilisation de la logique paraconsistante.

Si nous récapitulons 1’ensemble de 1’analyse effectuée, nous sommes partis de la suggestion
générale de Hilbert selon laquelle la pensée humaine a 1’ceuvre en mathématiques peut étre
réduite a une activité mécanique*™, pour en venir & la question plus modeste de savoir ce qu’il
en est pour la seule part de cette pensée mathématique en jeu dans le contexte de la
vérification*””. De maniére plus précise, nous nous sommes intéressés a la réponse négative
affichée successivement par Godel, sur la base du second théoréme de 1931 et par John Lucas
et Roger Penrose, sur la base du premier théoreme de Godel de 1931. Ces trois auteurs
défendent en commun la position forte de 1’existence de procédures humaines non mécanisables
pour la vérification de théorémes en arithmétique, révélées par les théoremes de Godel de 193 1.
Dans le cas de Godel, celui-ci justifie cette position par un engagement ontologique en faveur
d’un réalisme au sens fort, tout en la dissociant de ses théorémes de 1931, ce qui n’est pas
problématique. En sens inverse, John Lucas et Roger Penrose affirment déduire la méme
position d’une application du premier théoréme de Godel tout en ne reconnaissant aucun
engagement philosophique associé, ce qui est évidemment beaucoup plus ambitieux. L’analyse
détaillée que nous en avons faite montre cependant qu’une telle gageure n’est pas tenue.

L’argument de John Lucas repose bien en fait sur un engagement philosophique sous-jacent, et

% Dans ce débat, le terme « machine » que nous avons introduit en tout début est trompeur : ce ne sont pas des

machines, au sens de quelque dispositif physique que ce soit, qui sont en jeu, mais bien le caractére

« mécanique » d’une démarche (en I’occurrence de la vérification en mathématiques). On retrouve ici trés
exactement le point que nous avons souligné a propos des machines de Turing, qui sont en fait des étres humains
qui calculent (qui vérifient).

493 Cette limitation ne s’oppose pas a la possibilité d’existence d’algorithmes de recherche de preuve reposant
sur la formalisation, au moyen d’une démarche heuristique, donc avec une autre finalité que la vérification (par
exemple 1’algorithme AProS décrit dans [Sieg 2010]).

199



la technicité introduite (en 1’occurrence 1’appel au premier théoréme de Godel) n’est qu’un
déguisement. Son raisonnement s’avere circulaire, et sa position le reflet de prémisses anti-
mécanistes cachées dans I’affirmation de 1’évidence de la correction des théorémes d’un
systeme formel de I’arithmétique par rapport au modele standard. La méme critique s’applique
immédiatement au premier argument de Penrose, I’engagement philosophique étant alors de
plus étendu a un réalisme en un sens fort. Elle s’applique enfin également, mais de manicre
moins directe, aux différentes reconstitutions techniques que ’on peut raisonnablement
imaginer du second argument de Penrose. Nous rejoignons ici une position trés consensuelle
des philosophes de la logique contre la position de John Lucas et Roger Penrose, mais sur la
base d’une argumentation beaucoup plus précise que celle qui a été généralement proposée.
Cette argumentation fait en particulier ressortir un argument trés fort, émanant de Jacques
Dubucs, mais qui est quasiment passé inapercu dans ce débat pourtant nourri : les
caractéristiques spécifiquement humaines dont une machine de Turing ne peut pas rendre

406 Nous retrouvons ainsi le critére

compte ne sont pas publiquement communicables
d’intersubjectivité caractéristique du contexte de la vérification, dont nous avons déja montré
qu’il était inhérent a I’exploitation de la machine de Turing elle-méme (§ 5.4). Cette analyse
laisse tout de méme en lice une forme affaiblie de I’argument de John Lucas et Roger Penrose :
il reste a expliquer l’origine de l’accord empirique que 1’on peut constater entre les
mathématiciens, sur les choix privés qu’ils effectuent pour décider de la vérité d’un théoréme
(faisant suite a une démonstration informelle). Toute cette discussion nous conduit assez
naturellement & une question plus large, qui est au cceur de I’ensemble de notre réflexion et que

nous allons aborder maintenant : celle qui concerne les affirmations d’une limitation de la

connaissance humaine introduite par les théorémes « négatifs ».

49 Cet argument est tout aussi dévastateur pour Graham Priest, qui a utilisé¢ une démarche analogue 2 celle de
John Lucas avec une finalité différente : afin de justifier I’'usage de la logique paraconsistante.
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7 Les théorémes « de limitation des formalismes » représentent-ils

une limitation de la connaissance ?

Il s’avere que trés peu d’auteurs et aucun récent se sont engagés dans le sens de limitations
humaines profondes révélées par les théorémes qui ont été dits « de limitation des
formalismes ». De fait, ce n’est que durant les années 1940 a 1960 que successivement Emil
Post, John Myhill et surtout Jean Ladri¢re se sont exprimés en faveur d’une limitation de la
connaissance, voire de la raison, révélée par les théorémes de Godel de 1931 et apparentés.
Enfin, sur un plan historique, on ne peut ignorer la position critique beaucoup plus large affichée
par Wittgenstein sur les théorémes de Godel de 1931. Publiée dans les années 1950 :
[Wittgenstein 1956] et unanimement condamnée a cette époque, il se trouve que celle-ci a été
objet d’une tentative de réhabilitation, d’abord par Stuart Shanker : [Shanker 1988], puis plus
récemment par Juliet Floyd et Hilary Putnam : [Floyd, Putnam 2000].

7.1 Les « Remarques sur les fondements des mathématiques » de

Wittgenstein concernant les théorémes de Godel de 1931

Publiée en 1956 a titre posthume, les « Remarques sur les fondements des mathématiques » :
[Wittgenstein 1956], qui ne sont qu'une compilation de notes choisies et ordonnées par
I’éditeur, contiennent plusieurs remarques pouvant étre rattachées aux théorémes de Godel de
1931. 1l s’agit trés précisément des § 5, 6, 7, 8, 11, 16 et 17 de I’annexe III de la partie 1 ainsi
que les § 19, 21 et 22 de la partie 7*°7. Dés aprés leur parution ces remarques ont donné lieu a
une critique sévere de tous les auteurs qui se sont exprimé a leur sujet [Anderson 1957, p. 457],
[Goodstein 1957, p. 551], [Dummett 1959 (1978), p. 166] et [Bernays 1959, p. 156]*%. Au
début des années 1970, donc a la fin de sa vie, Godel a lui-méme formulé des critiques

similaires :

47 A 1a suite de I’analyse historique détaillée effectuée par Victor Rodych, il est possible de dater ces notes plus

précisément que 1’indication donnée dans [Wittgenstein 1956] : septembre 1937 avec une reprise en 1938 pour la
partie 1 et juillet 1941 pour la partie 7 [Rodych 2003, p. 294].

9811 faut également mentionner [Kreisel 1958c], certes critique, mais d’une maniére inhabituellement mesurée et
charitable (compte tenu du caractere de 1’auteur).
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Dans la mesure ot mon théoréme sur les propositions indécidables est concerné, il est effet clair a propos
du passage que vous citez que Wittgenstein ne 1’a pas compris (ou prétendu ne pas le comprendre). 11
I’interpréte comme une sorte de paradoxe logique, tandis qu’il est en fait juste le contraire, nommément
un théoréme au sein d’une part absolument non controversée des mathématiques, a savoir la théorie
finitaire ou combinatoire des nombres. Incidemment, le passage global que vous citez me parait étre du
non-sens. Voir par exemple la remarque sur « la peur superstitieuse de la contradiction de la part des

mathématiciens ». [Lettre de Godel a Karl Menger du 20 avril 1972, Godel 1972¢ (2003), p. 132-133]

Russell interpréte évidemment mal mon résultat [de 1931] ; cependant, il le fait d’'une maniére trés
intéressante, [...]. En contraste, Wittgenstein dans son ouvrage posthume, avance une interprétation
incorrecte complétement triviale et inintéressante.

[Lettre de Godel a Abraham Robinson du 2 juillet 1973, Godel 1973 (2003), p. 201]

L’affaire en était restée 1a jusqu’a la fin des années 1980, la communauté des philosophes ayant
conclu qu’il s’agissait la « du produit insignifiant de maniére surprenante, de la part d’un esprit
étincelant », pour reprendre une formule de Georg Kreisel [Kreisel 1958¢, p. 158]. Puis, en
1988, Stuart Shanker a publié un trés long article (qui I’apparente a un ouvrage) : [Shanker
1988] dans lequel il propose une justification des propos incriminés de Wittgenstein, pour en
montrer la cohérence dans le cadre de pensée de Wittgenstein en philosophie des
mathématiques. Curieusement, & notre connaissance, cet article n’a suscité¢ que trés peu de
réactions*”’. Enfin, 4 la fin des années 1990 et au début des années 2000, Juliet Floyd d’une
part : [Floyd 1995] et [Floyd 2001] et Victor Rodych de 1’autre : [Rodych 1999] et [Rodych
2002], ont entrepris chacun de leur c6té une réhabilitation partielle de Wittgenstein sur ce sujet.
Surtout, et cette fois de maniere remarquée, Juliet Floyd et Hilary Putnam ont présenté une
interprétation audacieuse en vue de le réhabiliter complétement : [Floyd, Putnam 2000]. Cette
proposition a cependant été elle-méme 1’objet de critiques, de Mark Steiner : [Steiner 2001], et
surtout de Victor Rodych : [Rodych 2003]*'?. Nous allons d’abord présenter puis discuter les
propos incriminés de Wittgenstein, afin de déterminer si la violente critique dont ils ont été
I’objet jusqu’en 1970 était justifiée ou non. Nous confronterons ensuite notre analyse a la

proposition de [Shanker 1988], pour analyser enfin les termes de la derniére controverse citée.

9% Gerhard Heinzmann 1’évoque briévement dans [Heinzman 1992], mais n’en propose pas une analyse
détaillée.

#1911 convient également de mentionner le cas particulier de [Berto 2009a], qui inclut une tentative de rendre
compte de la position de Wittgenstein (en particulier concernant la contradiction en mathématiques) en faisant
intervenir la logique paraconsistante, pour laquelle celui-ci est considéré comme un précurseur [Berto 2009a,
p. 208]. Nous avons cependant suffisamment insisté sur les limites de la portée épistémologique de la logique
paraconsistante elle-méme (§ 3.5 et § 6.5) pour qu’il ne soit pas utile d’y revenir.
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La premiere question qu’il convient de se poser est de savoir si les propos incriminés de
Wittgenstein portaient bien sur les théoremes de Godel de 1931. Le § 7 est sans ambiguité sur
ce point, puisque Wittgenstein mentionne explicitement ces théorémes (il se limite en fait
manifestement au premier), a trois reprises successives, au travers de remarques quelque peu

elliptiques :

Ma tache n’est pas de parler de la démonstration de Gddel, par exemple, mais de I’esquiver dans mon

discours. [Wittgenstein 1956 (1983), § 7 — 19, p. 307]

Le théoréme de Godel qui énonce quelque chose sur lui-méme, ne se mentionne pas. [...]

[Wittgenstein 1956 (1983), § 7 — 21, p. 309]

On peut demander avec raison quelle est I’importance de la démonstration de Goédel pour notre travail.
[...] Aussi étrange que cela paraisse, ma tdche concernant le théoréme de Godel consiste uniquement a
mettre en évidence ce que signifie en mathématiques une proposition comme : « en admettant que 1’on

puisse prouver cela ». [Wittgenstein 1956 (1983), § 7 —22, p. 310-311]

La seconde question qui a été posée est de savoir si Wittgenstein a méme lu 1’article de Godel
de 1931 au-dela de son introduction. On dispose ici d’un témoignage tardif (soixante ans plus
tard) de Georg Kreisel, qui indiquerait que Wittgenstein n’avait en fait pas lu I’article au début

des années 1940 (donc au moment de la rédaction des remarques incriminées) :

Je suis tombé par hasard sur des commentaires par Wittgenstein dans la note de bas de page 4, page 281
des Foundations of Mathematics (1950) concernant I’incomplétude formelle, [...]. L’article était une mise
a jour de quelque chose que j’avais fait au début des années 1940, mais publié seulement aprés la guerre.
Le fond de cette note de bas de page consistait en une conversation assez bréve avec Wittgenstein, dans
laquelle il voulait me parler de la preuve de Godel (Il me dit qu’il ne [’avait jamais lue, ayant été rebuté

par lintroduction). [Kreisel 1998, p. 119 ; souligné par nous]

Pourtant le § 7 — 22, qui semble avoir été oublié par les protagonistes*'!, contient une allusion
explicite au principe de la démonstration elle-méme (au travers du codage gddélien), qui
indique que Wittgenstein ne s’est donc pas limité a une lecture de I’introduction. L explication
la plus probable est alors, en suivant la suggestion de Victor Rodych, que Wittgenstein s’est
contenté de parcourir I’article de 1931 [Rodych 2003, p. 307]. Il n’en reste pas moins que le

contenu des propos de Wittgenstein que nous venons de citer, mentionnant explicitement « le »

11 A I’exception de Victor Rodych qui le mentionne explicitement [Rodych 2003, p. 291-292].
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théoréme de Godel ou « la » démonstration de Godel, indique sans équivoque que Wittgenstein
se limite a un usage métaphorique du premier théoréme de Godel de 1931, en cohérence avec
la remarque de Kreisel que nous venons de citer. Il est alors clair que ce choix enléve toute
pertinence a une telle analyse pour ce qui concerne les théoremes de Gédel de 1931 eux-mémes.
Si I’on cherche tout de méme a comprendre les propos de [Wittgenstein 1956] basés sur un
usage métaphorique du premier théoréme de Godel de 1931, il convient de distinguer deux
formes de réponses : 1) La contestation qu’il puisse y avoir une proposition « vraie mais
indémontrable dans les Principia Mathematica (PM) », 2) La possibilité¢ de faire avec des
contradictions.

Le premier point est ’objet des § 1 —III -5, 1 —III -6, 1 —III — 7 et surtout 1 — III — 8§, (qui

a été baptisé « le paragraphe notoire » par Juliet Floyd, dans le cadre du débat en jeu) :

Y a-t-il dans le systéme de Russell [PM] des propositions vraies qui ne doivent pas étre prouvées dans

son systeme ? [...]. [Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —II1- 5, p. 112]

Si donc on demande en ce sens : « Dans quelles circonstances affirme-t-on une proposition dans le jeu
russellien ? » la réponse est : A la fin de I'une de ses démonstrations, ou bien comme "principe" (Pp.).

[...]. [Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —III- 6, p. 112-113]

« Mais ne peut-il y avoir, écrites dans ce symbolisme, des propositions vraies mais indémontrables dans
le systéme russellien ? » - "Propositions vraies", ce sont donc des propositions qui sont vraies dans un
autre jeu, ¢’est-a-dire qui peuvent étre affirmées en droit dans un autre jeu. [...] Bien siir que non ; et une
proposition que 1’on ne peut prouver dans le systéme russellien est vraie ou fausse en un autre sens qu’une

proposition des « Principia Mathématica ». [Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —III - 7, p. 113]

J’imagine que quelqu’un me demande conseil ; il dit : « J’ai construit une proposition (appelons-la "P")
en symboles russelliens, et au moyen de certaines définitions et transformations, on peut I’interpréter de
telle fagon qu’elle dise : "P n’est pas démontrable dans le systéme russellien". Ne dois-je pas dire
maintenant de cette proposition que d’un c6té elle est vraie, de I’autre indémontrable ? [...]. » Tout comme
nous demandons : « "démontrable" dans quel systéme ? », nous devons aussi demander : « "vrai" dans
quel systéme ? ». "Vrai dans le systéme russellien" signifie comme nous I’avons dit : démontré dans le
systéme de russellien ; [...] Si tu admets que la proposition est démontrable dans le systéme russellien,
de ce fait elle est vraie dans le systéme russellien et il te faut de nouveau renoncer a I’interprétation « P
n’est pas démontrable ». [...] En outre : si la proposition doit étre fausse dans un sens autre que le sens
russellien cela n’est pas en contradiction avec le fait qu’elle soit démontrée dans le systéme de Russell.

[...] [Wittgenstein 1956 (1983), § 1 — III - 8, p. 113-114]

204



Comme 1’a souligné avec juste raison Stuart Shanker dans [Shanker 1988], pour comprendre la
position de Wittgenstein il faut la placer dans le cadre de de la conception particuliere des
mathématiques de celui-ci. Cette conception peut étre formulée par la définition suivante (en
utilisant un vocabulaire moderne) : la vérité (ainsi que la signification) d’un énoncé
mathématique est uniqguement définie par sa dérivabilité au sein d’un systéme formel ; elle est
donc relative a celui-ci et indépendante de toute référence qui lui serait extérieure. De ce fait,
vérité, prouvabilité et dérivabilité se confondent et tout systeme formel bien construit est
nécessairement syntaxiquement complet (la notion de métalangage est évacuée). Par ailleurs,
la notion de complétude sémantique n’a pas de sens (la notion de modéle est évacuée). Enfin,
un systeme formel bien construit formant des énoncés doués de signification est nécessairement
consistant. Une telle interprétation a le mérite de la cohérence avec deux idées fortes de
Wittgenstein dont la paternité n’est contestée par aucun des protagonistes dans ce débat : 1) la
vérité et la signification mathématiques sont définies par I’usage, 2) les preuves mathématiques
n’ont aucun impact sur les réflexions en philosophie des mathématiques. On comprend alors
que par rapport a cette conception, la proposition P (qui renvoie implicitement a 1’ interprétation
heuristique que 1’on trouve dans I’introduction de la démonstration de Godel de 1931) ne puisse
étre considéré comme vraie mais non dérivable dans PM. D’une maniére plus générale, toute
la démarche de Hilbert se rapportant au probléme des fondements n’a ici aucun sens, la
consistance étant supposée assurée par un choix judicieux des systemes formels retenus. Il en
est de méme du refus de 1’ignorabimus, qui est ipso facto assuré. Bien entendu, le probléme
majeur d’une telle position est qu’elle n’a plus rien a voir avec I’orientation qu’a prise 1’histoire
du développement de la logique mathématique (théorie de la preuve et théorie des modéles), et
cela indépendamment de toute prise de position philosophique sur les mathématiques elles-
mémes. Comme de plus cette position n’est pas explicitée dans les « Remarques sur les
fondements des mathématiques » (qui ne sont qu’'un recueil de notes), on peut comprendre
qu’elle n’ait pas été percue par les commentateurs non connaisseurs de la pensée de
Wittgenstein, d’ou I’incompréhension de ceux-ci a la lecture de ces remarques.

Le second point de [Wittgenstein 1956] basé sur un usage métaphorique du premier
théoréme de Godel de 1931, porte sur la possibilité de faire avec des contradictions. C’est

I’objetdes § 1 —I—-11, 1 -1I—-12,1-I—-16, 1 =11 —17et 1 -1I—18:

Admettons que je démontre I’indémontrabilité de P (dans le systéme russellien) ; par cette démonstration,

j’ai démontré P. Si maintenant cette démonstration appartenait au systéme russellien, - j’aurais alors
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démontré simultanément une appartenance et une non appartenance au systéme russellien. - [...] — Oui,
il y a une contradiction. Mais est-elle vraiment génante ?

[Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —III - 11, p. 115]

La contradiction qui survient géne-t-elle celui qui dit : « Je mens — Donc je ne mens pas. — Donc je mens,

etc. » 7 [...]. [Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —III - 12, p. 115]

La proposition « P est indémontrable » n’a pas le méme sens avant et aprés avoir été démontrée. Si elle
est démontrée, elle est la conclusion de la preuve d’indémontrabilité. — Si elle n’est pas démontrée, on ne
sait ce qui doit valoir comme critére de sa vérité, et son sens est — peut-on dire - encore voilé.

[Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —III - 16, p. 116]

[...] Maintenant, pour voir ce qui est démontré, regarde la preuve ! [...] Si quelqu’un me demande :
« Qu’est-ce qui est le cas — P ou non-P ? », je réponds : P se trouve a la fin d’une démonstration
russellienne, donc tu écris dans le systéme russellien : P ; d’un autre c6té il est précisément démontrable
et cela s’exprime par non-P, mais cette proposition [non P] ne se trouve pas a la fin d’une démonstration
russellienne ; donc n’appartient pas au systéme russellien. - [...] (La peur superstitieuse et I’adoration du

mathématicien devant la contradiction.) [Wittgenstein 1956 (1983),§ 1 —III - 17, p. 116-117]

[...]1On peut trés bien dire que le principe de non-contradiction est faux pour la raison que nous répondons
fréquemment a bon escient « oui et non » a une question. Et de la méme facon pour la proposition
"~~p=p" : parce que nous employons le doublement de la négation comme son renforcement et non pas
simplement comme sa suppression.

[Wittgenstein 1956 (1983), § 1 —III - 18, p. 117]

Le lien avec I’introduction de la démonstration de Godel de 1931 est ici implicite au travers de
I’évocation du paradoxe du menteur au § 1 —III - 16, p. 115. Quant a la formule finale du § 1 —
II-17, p. 116-117, qui n’est accompagnée d’aucune explication, on peut comprendre qu’elle
ait suscité la réaction de rejet de Godel que nous avons mentionnée au début de ce paragraphe.
D’une maniere plus générale, a la lecture de 1’ensemble de ces remarques on peut également
comprendre que Wittgenstein ait pu étre considéré comme un précurseur de la logique
paraconsistante [Berto 2009a, p. 208]. Cependant, la justification qu’il donne de 1’acceptation
d’une non-contradiction, basée sur 1’usage habituel du langage naturel avec toutes ses
imperfections (§ 1 — III - 18, p. 117), a peut-étre un sens dans son cadre de pensée, mais elle
n’en a plus du tout dans le cas d’un systéme formel rigoureux (supposé consistant), qu’il
s’agisse de PM ou de PA, ce qui rejoint la critique de Godel. Un tel écart se retrouve dans
I’affirmation de Wittgenstein selon laquelle la proposition P est démontrable dans PM, tandis

que non-P ne I’est pas (§ 1 — I - 17, p. 116-117), si on la compare au contenu véritable du
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premier théoréme de Godel de 1931*!

. On retrouve ici encore, que la position de Wittgenstein
en mathématiques n’a rien a voir avec I’orientation qu’a prise I’histoire du développement de
la logique mathématique.

Au-dela de son interprétation tout a fait pertinente du cadre de pensée de Wittgenstein en
mathématiques, la tentative de Stuart Shanker’’ de défendre ce cadre dans I’absolu est
manifestement désespérée*'*. En essayant de justifier que la caractéristique de I’énoncé G d’étre
vrai (au sens naif) est a la fois inhérente a la preuve du théoréme et découle en fait de la
conception platonicienne de Godel, on peut se demander si ’auteur a lui-méme réellement

415
. Par

compris la démonstration de 1931 malgré I’analyse technique qu’il tente d’en restituer
ailleurs, la restitution de la démarche de Hilbert qu’il avance est effectuée a partir de fragments
disparates de propos de celui-ci, issus de différents textes sans cohésion d’ensemble ; cela
conduit en particulier a des confusions manifestes : entre le programme au sens restreint et son
extension au programme au sens large, incluant le refus de /’ignorabimus, ainsi qu’entre
I’insolubilité et I’incomplétude syntaxique ou I’indécidabilité. Enfin, le fait de se référer en
1988, aux échanges de Godel a la suite de la publication de 1931, avec Perelman d’une part et
Zermelo de I’autre, pour prétendre réfuter la portée du théoréme, contre le premier et avec les
seconds, se passe de commentaires.

L’interprétation de Juliet Floyd et Hilary Putnam consiste & voir dans les remarques de
Wittgenstein sur les théorémes de Godel de 1931 (en fait dans le seul § 1 — III — 8, considéré
comme le plus critique), une allusion a un point métamathématique (au sens classique) tres
particulier, effectivement en jeu dans le premier théoréme de Godel de 1931. Ce point concerne
I’impact syntaxique et sémantique de la différence entre la consistance (hypothése nécessaire
pour montrer que 1’on ne peut pas dériver I’énoncé G du premier théoréme) et I’w-consistance
(hypotheése plus forte, nécessaire pour montrer que 1’on ne peut pas dériver —G) [Floyd, Putnam
2000, p. 625-626 et 632]. Pour justifier une interprétation aussi spécifique, les auteurs se

fondent sur deux ¢éléments historiques précis :

#1201 il est montré dans la métalangue, au moyen d’une démonstration pouvant elle-méme étre formalisée en
supposant la 1-consistance de PM, que ni G ni =G n’y sont dérivables.

*1> On peut d’ailleurs noter par exemple que Francesco Berto [Berto 2009a, p. 190-200] reprend quasiment
I’interprétation de [Shanker 1988].

14 Elle est également quelquefois particuliérement prétentieuse, par exemple lorsqu’il est affirmé qu’Hilbert,
contrairement a Wittgenstein, « n’a pas compris la nature profonde des mathématiques » [Shanker 1988, p. 211].
Cela rejoint I’affirmation, dans un autre texte et concernant Turing cette fois, selon laquelle les travaux de ce
dernier, postérieurs a 1941, représentent une « mauvaise interprétation des résultats [de Turing] de 1936 », en
opposition a I’interprétation de Wittgenstein évidemment [Shanker 1987, p. 632].

15 Le fait qu’il s’appuie pour cela exclusivement sur deux ouvrages de vulgarisation : [Nagel, Newman 1958] et
[Hofstadter 1979], permet d’en douter.
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1) la mention en 1957 puis en 1972 (donc vingt puis quarante ans apres), par Reuben Goodstein
qui a cotoy¢ Wittgenstein dans les années 1930, que celui-ci aurait eu une telle réaction en 1935
[Goodstein 1957, p. 551] et [Goodstein 1972, p. 279] ;
2) la publication en 1938 par Alison Watson, ¢léve de Wittgenstein, d’un article sur ce sujet
précis : [Watson 1938], sur lequel Wittgenstein aurait porté une appréciation flatteuse [Floyd,
Putnam 2000, p. 626-628].
Une telle interprétation ne résiste cependant pas a I’analyse historique détaillée réalisée par
Victor Rodych sur I’ensemble des écrits de Wittgenstein accessibles non publiés. Celui-ci
précise qu’il n’y a trouvé nulle part d’allusion a un tel point technique [Rodych 2003, p. 304].
Par ailleurs, le seul fait que Wittgenstein ait émis un avis positif sur le travail d’Alison Watson
ne prouve pas qu’il ait compris ni méme lu I’article en question. Quant au souvenir sans trace
écrite de Reuben Goodstein vingt et quarante ans apres, il est permis de douter de la stricte
exactitude de son contenu. Globalement, la position défendue par Juliet Floyd apparait ainsi a
la fois artificielle et non plausible. Dans [Floyd 2001], Juliet Floyd propose d’autres ¢léments
d’interprétation des propos de Wittgenstein, mais qui sont beaucoup moins incisifs et encore
moins justifiés.

Comme nous 1’avons indiqué, Victor Rodych a lui-méme proposé une interprétation

charitable des remarques de Wittgenstein sur les théorémes de Godel de 1931*'

. Il accepte la
critique classique selon laquelle Wittgenstein s’est borné a contester I’introduction de 1’article
de Godel de 1931 (qui n’avait qu’une visée heuristique), en se méprenant sur I’importance de
cette introduction sur la preuve elle-méme et en imaginant en particulier que la signification de
G (et sa « vérité » de par son sens) y joue un rdle crucial [Rodych 1999, p. 182]. Il conteste par
contre la critique tout aussi classique (c’est par exemple celle de Bernays [Bernays 1959,
p. 156]) selon laquelle Wittgenstein n’avait pas percu le caractére conditionnel de la consistance
(ou m-consistance) du systéme formel dans la preuve de Godel [Rodych 1999, p. 188-189].
L’argumentation qu’il présente a I’appui n’est cependant ni plus précise ni plus justifiée que
celle de Juliet Floyd pour son propre compte. Il tente enfin de montrer que le cadre de pensée
de Wittgenstein en philosophie des mathématiques n’entraine pas nécessairement que la soi-
disant vérité¢ de I’énoncé G du premier théoréme implique un engagement platonicien, qui est
refusé par Wittgenstein. L’argument avancé (il considére que les énoncés [[; ne sont pas plein
de sens [Rodych 1999, p. 174]) apparait cependant spécieux et non recevable eu égard a toute

la discussion que nous avons eue a ce sujet (§ 1.3).

¢ Dont le niveau de charité est intermédiaire entre ceux de [Shanker 1990] et de [F loyd, Putnam 2000].
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I1 ressort finalement de notre analyse que les remarques de Wittgenstein sur les théorémes
de Godel de 1931 apparaissent induites par le cadre de pensée que celui-ci s’est forgé en
philosophie des mathématiques. La rigidit¢ de ce cadre de pensée lui a en fait interdit de
comprendre la question posée par Hilbert dans le cadre de son Programme et partant la réponse
apportée par les théoremes de Gddel de 1931 et d’une maniére plus générale, ’esprit de
I’ensemble des travaux conduits en logique depuis les années 1930*'". Ce constat est inchangé
aprés les tentatives de défense héroiques mais désespérées de Stuart Shanker et Juliet Flyod
(ainsi que de Victor Rodych dans une moindre mesure), qui s’apparentent & un combat

d’arriére-garde.

7.2 La position de Post

Les écrits d’Emil Post en philosophie des mathématiques publiés de son vivant se résument

a deux commentaires souvent cités :

Mais, masquer cette identification [la thése de Church-Turing] derriére une définition, cache le fait qu’une
découverte fondamentale sur les limitations du pouvoir de mathématisation de I’Homo-Sapiens a été faite
et nous aveugle sur la nécessité de sa vérification continuelle.

[Post 1936, p. 105, n. 8 ; le commentaire entre crochets est notre]

La conclusion est inévitable que méme pour un tel corps fixé bien défini de propositions mathématiques,
[I’arithmétique du 1% ordre], la pensée mathématique est, et doit rester, essentiellement créative.

[Post 1944 (1965), p. 316 ; le commentaire entre crochets est notre]

Un seul texte plus conséquent existe, rédigé de son vivant*'® mais publié aprés sa mort : [Post
1941-1965]. C’est dans ce dernier document que I’on trouve I’affirmation explicite de I’auteur
selon laquelle les théorémes « négatifs » révelent une limitation humaine, en I’occurrence de la

« puissance mathématique » :

7 Par rapport a 1’idée générale de Wittgenstein selon laquelle une preuve mathématique fixe le sens de 1’énoncé

prouvé, on peut mentionner par exemple la remarque tout a fait pertinente de Stewart Shapiro, selon laquelle la
démonstration par Wiles de la conjecture de Fermat n’a certainement rien changé au sens de I’énoncé concerné
[Shapiro 2013, p. 172].

18 Proposé pour publication en 1941 et refusé (sachant que la plupart des notes incluses dans 1’annexe qu’il
contient ont été rédigés dans les années 1920).
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[...], la capacité créative des mathématiciens humains a comme inévitable contrepartie les limitations de

cela ; en témoigne les problémes combinatoires absolument insolubles. [Post 1941-1965, p. 345, n. 12]

L’insolubilit¢ du probléme de la finitude [de la décision] pour tous les systémes normaux, et
I’incomplétude essentielle de toutes les logiques symboliques [systémes formels], sont des évidences des
limitations de la puissance mathématique de [’homme, bien qu’elles soient créatives. Elles suggérent
qu’au royaume de la preuve, comme au royaume des processus, un probléme peut étre posé, dont nous ne
pouvons pas vaincre les difficultés ; [...].

[Post 1941-1965, p. 418 ; les commentaires entre crochets sont notres ; souligné par nous]

L’objectif de présenter les arguments d’Emil Post a I’appui d’une telle position se heurte a
plusieurs difficultés. Tout d’abord la part proprement philosophique de [Post 1941-1965] ne
constitue qu’une petite partie (essentiellement I’annexe) d’un article principalement technique.
Qui plus est, cette annexe se présente sous la forme d’une compilation de remarques et d’extraits
du journal de ’auteur sans lien véritable*'”. S’ajoute a cela 1’absence de commentaires sur ces
écrits. Si ’on tente malgré tout de restituer la pensée d’Emil Post en philosophie des
mathématiques, celle-ci apparait profondément influencée par Bergson de I’aveu méme de son
auteur [Post 1941-1965, p. 416-417]. Son idée est que la pensée en mathématiques résulte de la
combinaison de deux mouvements : 1) une génération permanente (flux) de créativité (1’auteur
parle de « germe créateur » et « d’éther psychique ») « a la Bergson » est continuellement
présente, 2) cette génération est saisie et « cristallisée » sous la forme d’une représentation
spatiale de symboles « a la Hilbert » (ce que 1’auteur nomme « symbolisation »), a la suite d’une
réflexion consciente de 1’étre humain sur le processus créatif lui-méme. C’est alors
I’impossibilité de saisir entiérement le premier (en particulier tout ce qui a trait au transfini**°)

par le second, qui est a I’origine des limitations rencontrées :

Mais il y a un petit nombre de choses qui ne peuvent pas étre symbolisées, parce que dans la
transformation produite par la symbolisation elles réapparaissent nécessairement. Ces choses sont la
compréhension, la symbolisation, la manipulation des symboles, I’itération, la perception sensorielle ou
la vérification directe, et peut-étre quelques autres choses. Celles-ci constituent ainsi les éléments en

dehors de quoi la description est construite par 1’addition de simples symboles. [Post 1941-1965, p. 433]

19 La situation est donc proche de celle des Remarques sur les fondements des mathématiques de Wittgenstein, a

cela prés que la compilation a été ici réalisée par Emil Post lui-méme.
20 Le lien entre le germe créateur et 1’aperception du transfini est explicite page 423.
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Si une telle interprétation de la position de Post est correcte, aussi peu précise soit-elle, elle
améne deux remarques. Tout d’abord I’origine du premier mouvement (la génération de
créativité) reste totalement mystérieuse. On peut sans doute supposer qu’elle doit étre
considérée comme ¢€tant a priori (au sens kantien). Plus gravement, pour le sujet qui nous
concerne, si la source des limitations rencontrées était aussi générale en portant sur le processus
de « symbolisation » lui-méme, elle devrait s’appliquer sans distinction a tout systeme formel
non trivial. Elle devrait donc s’appliquer aussi bien a I’arithmétique du 1* ordre monadique
qu’al’algebre et la géométrie €lémentaire. Une telle position est alors invalidée, dans le premier
cas par le résultat de Presburger de 1929 et dans le second par celui de Tarski de 1940-1967,
1948 (voir le § 5.1). Il est peut-Etre possible d’envisager le renforcement d’une telle explication
qui permettrait d’exclure ces deux situations, mais cela impliquerait un traitement beaucoup
plus détaillé qui reste a faire et qui ne se trouve en tout cas pas dans les travaux publiés d’Emil

Post.

7.3 La position de Myhill

En 1952, dans un article remarqué portant sur une analyse des théorémes de Godel de 1931
et de Church de 1936, John Myhill a proposé de maniére informelle une circonscription possible
des « propriétés » ou des « caractéres » (en mathématique) en trois classes : « effective »,
« constructive », et « prospective » : [Myhill 1952b]**'. Il est alors assez naturel d’associer les
deux premicres citées a deux classes bien définies d’énoncés arithmétiques : la récursivité pour
la propriété « d’effectivité » et 1I’énumérabilité récursive pour celle de « constructivité » (c’est
I’interprétation que propose par exemple Jean-Paul Delahaye [Delahaye 1994, p. 65]). Pour la

définition de la troisi¢éme, voici les définitions trés larges que 1’auteur en donne :

Un caractére prospectif est un caractére que nous ne pouvons ni reconnaitre ni créer par une série d’actes
raisonnés mais en général imprédictibles. (Par imprédictibles je ne veux pas dire, bien siir, sans principe
générateur, mais simplement d’une telle sorte que 1’on ne peut pas dire a 1’avance si un objet donné peut

étre produit.) [Myhill 1952b, p. 190]

Un caractére est prospectif s’il n’est ni effectif ni constructif, et si néanmoins quelque humain peut

clairement envisager une idée de ce caractére. [Myhill 1952b, p. 191]

! Hao Wang proposera ultérieurement une circonscription trés proche, mais sans développement et donc sans

justification [Wang 1954, p. 263].
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Sur la base de cette notion vague de caractére « prospectif », il est alors conduit a la double
affirmation forte : 1) qu’il existe des limitations humaines essentielles introduites par les
théorémes de Godel de 1931, de Church de 1936, et de Turing de 1936-1937, 2) qu’une telle
limitation est une condition nécessaire a I’existence de la créativité en mathématique**. En
1960, le méme auteur propose un troisieme mode d’appréhension en mathématiques, au-dela
des modes syntaxique et sémantique, qu’il nomme « apodictique » et qui fait intervenir une
notion de prouvabilité en un sens absolu : [Myhill 1960]. Une telle suggestion rejoint une
affirmation similaire effectuée dans [Myhill 1952b] concernant une notion de vérité
mathématique en un sens également absolu, avec pour exemple I’énoncé G du 1 théoréme de
Godel de 1931%% [Myhill 1952b, p. 184], sachant que I’auteur associe lui-méme explicitement
les deux notions de vérité mathématique en un sens absolu introduites respectivement en 1952
et 1960 [Myhill 1960, p. 467]. Le caractére absolu de la notion de vérité utilisée par John Myhill

est formulé de maniére non ambigiie :

La vérité que nous espérons étre une propriété absolue des propositions ; on ne parle pas de vérité dans
un systéme, mais simplement de vérité. Nous supposons que le métalangage est véridique, c’est-a-dire

que tout ce qui est prouvable dans ce langage est vrai. [Myhill 1952b, p. 184-185]

Comme justification, I’auteur tente de montrer que la validité du théoreme de Godel de 1931
lui-méme implique le recours a une certaine forme de platonisme [Myhill 1952b, p. 184]. 11 est
toutefois conscient des limites de la justification qu’il propose, ce qui le conduit a défendre sa
theése principale sans nécessiter un engagement réaliste en mathématiques [Myhill 1952b,
p. 189]. Mais bien entendu, hors engagement ontologique réaliste, sans aucune autre
justification fournie en sa faveur, I’appel a une notion de vérité (et de prouvabilité) absolue doit
étre considéré comme quelque chose de I’ordre de I’évidence, ce qui ne correspond pas a autre
chose qu’a un acte de foi. John Myhill s’exprime alors sans ambigiiité en faveur d’une limitation

humaine essentielle introduite par les théorémes « négatifs » :

Cette indétermination [introduite par les théorémes de Church de 1936 et de Turing de 1936-1937] ne

provient pas d’un caractére objectif des séries, encore moins de I’irruption non envisagée de facteurs

#22 Une telle affirmation est donc présentée sous la forme de la converse de ’affirmation d’Emil Post (& qui

Iauteur fait explicitement référence [Myhill 1952b, p. 165]), que nous avons déja citée [Post 1941-1965, p. 345,
n. 12].

2 Ce qui constitue ainsi une anticipation du fond de la justification qui sera proposée dans [Lucas 1961] et
[Penrose 1989] (§ 6.2 et 6.3).
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étrangers en son sein, mais plutdt d’une limitation radicale du pouvoir humain d’envisager les sorties
totales de séries d’actes, dont le principe générateur est envisagé avec une compléte précision.

[Myhill 1952b, p. 180 ; le commentaire entre crochets est notre ; souligné par nous]

C’est ici que nous avons d’abord eu I’évidence conclusive d’une limitation de la connaissance essentielle
et non accidentelle, et du fait que cette ignorance est la contrepartie de la créativité.

[Myhill 1952b, p. 192 ; souligné par nous]

Pour ’auteur, qui ne fournit aucune autre justification, le caractere absolu d’une telle limitation
est 1ié au caractere absolu de la vérité, par exemple de G. Il repose donc sur 1’acte de foi associé
a ce dernier et ne peut prétendre, de ce fait, & aucune universalité. L affirmation du caractere
positif d’une telle limitation, en tant que permettant la créativit¢é en mathématique, est

424
|

certainement le point le plus original de la position de John Myhill™". L’explication qu’il en

donne est la suivante :

Si la puissance humaine de reconnaissance [associée a 1’aptitude a percevoir la vérité en un sens absolu]
devenait comparable & la puissance de production raisonnée [associée a la « constructivité » et a
« D’effectivité »], soit par un accroissement de la premiére, soit par une réduction de la derniére, la
possibilité de création mathématique cesserait sur le champ.

[Myhill 1952b, p. 180 ; les commentaires entre crochets sont notres]

L’idée n’est donc autre que celle que nous avons déja évoquée au § 2.1, sous la forme de la
crainte exprimée par un certain nombre de mathématiciens que la décidabilité (a fortiori la
complétude syntaxique) d’un systéme formel associé a un domaine particulier des
mathématiques, entraine la fin de I’inventivité et de la créativité nécessaires pour découvrir (ou
inventer) un théoréme de ce domaine. L’ originalité est ici de retourner cette crainte sous la

forme a la fois d’une vertu et de la signification des théorémes « négatifs » :

La substance du théoréme de Church est que ces prémisses sont incomparables, c’est-a-dire que notre
créativité distance notre capacité a anticiper I’issue de cette créativité. Dans la mesure ou si ce n’était pas
le cas, il serait inapproprié de parler de création, nous pouvons dire que ces théorémes affirment la

créativité méme au niveau pré-mathématique de la logique : [...]. [Myhill 1952b, p. 180]

#2¢ Comme nous 1’avons vu, le lien entre la limitation introduite par les théorémes « négatifs » et la créativité (en
mathématique) a déja été introduit antérieurement par Emil Post, mais il n’est apparu que dans un document
publié bien aprés la parution de I’article correspondant de John Myhill.
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Qu’il soit présenté comme une vertu ou comme une crainte, cet argument achoppe néanmoins
au méme probléme li¢ a la double confusion entre : 1) I’établissement d’une démonstration et
la vérification de cette démonstration, et 2) une démonstration informelle et une démonstration
formelle (dérivation). Dans le cadre de la vérification d’une démonstration donnée, le souci de
rigueur conduit assez naturellement a une exigence de formalisation. Mais dans le cadre de
I’établissement d’une démonstration, le passage par la formalisation n’est pas nécessaire et n’est
méme pas souhaitable, justement pour laisser la plus grande latitude créative au mathématicien.
Quant a la décidabilité d’un systéme formel, elle ne concerne que 1’existence en principe d’une
démonstration formelle, qui, méme dans les cas ou elle est vérifiée, ne donne aucune indication
sur la démonstration informelle que devra utiliser le mathématicien en pratique. La
distinction méthodologique classique entre 1’établissement et la vérification d’une
démonstration mathématique, invalide donc le lien introduit par John Myhill entre créativité en
mathématique et indécidabilité¢ (ou incomplétude syntaxique) d’un systeéme formel. Ajoutée a
la critique précédente, montrant que 1’affirmation selon laquelle les théorémes « négatifs »
constituent une limitation de la connaissance humaine ne repose que sur un acte de foi (en
faveur de I’existence d’une vérité absolue en arithmétique), en dehors d’un tel engagement
philosophique il ne reste a peu pres rien de la force de la thése proposée par John Myhill en

1952 et 1960.

7.4 La position de Ladriere

Auteur particuliérement prolixe (sa bibliographie comporte plus de cent pages), Jean Ladriere
a publié¢ durant toute sa carriere (de 1949 a 1990) sur les implications philosophiques des
théorémes de Godel de 1931 et apparentés**®, comme 1’indique cette bibliographie : [Ladriére
2005b]. En y regardant de plus pres, [’on s’apercoit cependant qu’il a cess¢ de publier
intensément (et dans les revues les plus sérieuses) sur ce sujet a partir de la fin des années 1960.
Par ailleurs, alors qu’il y défendait une position philosophique trés engagée dans les années

1960, cet engagement a totalement disparu trente ans plus tard dans les publications les plus

#2311 suffit de reprendre 1’exemple que nous avons déja utilisé du théoréme de Tarski de 1940-1967, 1948 (par

ailleurs explicitement mentionné par John Myhill [Myhill 1952b, p. 182]), dont le contenu particuliérement non
effectuable (voir le § 5.1) ne fournit aucun moyen utilisable pour établir la preuve de tout théoréme d’algébre ou
de géométrie élémentaire que I’on peut pourtant montrer tel au sein du systeme formel associé.

26 Nous avons déja évoqué a deux reprises la position de Jean Ladriére en philosophie de la logique et des
mathématiques : d’une part son opposition au principe méme du programme de Hilbert au sens restreint (§ 2.1),
d’autre part sa défense du caractére constructif de la démonstration du théoréme de Gentzen de 1936 (§ 3.1).
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tardives des années 1990. Nous ignorons la raison de ces deux évolutions*”’. Dans les années
1960, il a longuement exposé son point de vue principalement dans trois documents : sa thése
([Ladriere 1957, plus particulierement le § X]), un article spécifiquement consacré a cette
position : [Ladriere 1960], et dans une moindre mesure la synthése de ces deux documents qui
est proposée dans [Ladriere 1967a]. C’est donc essentiellement sur la base de ces trois
documents que nous allons présenter puis discuter ce que nous appelons : « la position » de
Jean Ladricre sur les « faits de limitation » (pour reprendre sa propre terminologie). Pour cela,
nous allons commencer par en présenter le cadre, a la fois limitatif (du point de vue
mathématique) et particulier (sur le plan philosophique). Au préalable, il convient sans doute
de préciser que si ’auteur a certainement marqué la philosophie de la logique d’expression

frangaise dans les années 1960**

, 11 a été pratiquement ignor¢ de la philosophie de la logique
d’expression anglaise*” au sein de laquelle a été publiée I'immense majorité des travaux
consacrés a ce sujet depuis cette époque.

Du point de vue mathématique, il apparait clairement une double réduction de ce sur quoi
porte en fait ’analyse de Jean Ladriére. Tout d’abord, et il s’agit de la premiére réduction, les
limitations caractéristiques des théorémes « négatifs » sont associées aux systémes formels en
tant que tels™", du seul fait que ceux-ci présentent les caractéristiques classiques d’effectivité
[Ladriere 1957, p. 439]. Pourtant, 1’auteur a par ailleurs particuliérement bien mis en évidence
les conditions techniques générales nécessaires a 1’obtention de ces théorémes. Au-dela des
caractéristiques d’effectivité¢ demandées au systeme formel, celles-ci consistent principalement
en la représentation au sein du systéme formel de la suite illimitée des entiers naturels,
permettant I’application cruciale de 1’argument diagonal [Ladriére 1957, p. 418] et [Ladricre
1960, p. 302, 315]. L’omission dans le cas présent de cette double restriction, le conduit alors
a négliger les contre-exemples importants pour notre discussion que sont les systémes formels
strictement finitistes (bornés) ainsi que le théoréme de Tarski de 1940-1967, 1948*' qui
n’inclut pas les entiers naturels pris dans toute leur généralité (voir le § 5.1). Il s’est ensuite

limité a la possibilité de disposer (de reflets) d’expressions autoréférentielles au sein du systéme

*7 Nous avions prévu de poser la question a Jean Ladriére lui-méme, malheureusement, son décés survenu en

2007 n’a pas permis de donner suite a cette idée.

28 Comme cela est illustré par exemple par le commentaire que lui consacre Roger Martin [Martin 1964, p. 191].
2 La seule exception que nous avons rencontrée est une bréve mention en 1958 [Fraenkel, Bar-Hillel 1958,

p. 299].

3% On retrouve tout de méme cette position, mais discrétement, dans les publications des années 1990 ou il est
fait état « d’une certaine limitation de /a méthode de formalisation » [Ladriére 1989, p. 490 ; souligné par nous]
et « de /a méthode de formalisation » [Ladriére 1990, p. 1484 ; souligné par nous].

1 Jean Ladriére mentionne ce dernier résultat en passant [Ladriére 1957, p. 274], mais sans en tenir compte
dans son analyse philosophique.
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formel, ce qui constitue la seconde réduction [Ladriere 1967a, p. 330], comme si tous les
énoncés arithmétiques indécidables étaient nécessairement de cette forme, en négligeant en
particulier la forme de I’énoncé non dérivable caractéristique du second théoréeme de Godel de
1931%? (ainsi d’ailleurs que I’énoncé indécidable du théoréme de Rosser de 1936).

Sur le plan philosophique, il convient d’abord de souligner en mati¢re d’ontologie
I’engagement réaliste de Jean Ladriere, qui n’est jamais discuté par lui, mais qui se traduit par
la référence répétée a « I’étre mathématique » [Ladriere 1955, p. 538, 571] et [Ladriere 1957,
p. 405], sans que le contenu n’en soit explicité. Du point de vue épistémologique, la distinction
méthodologique classique, importante dans le cadre de la présente discussion, entre les
contextes de la découverte et de la vérification n’est pas reconnue, tout en étant pourtant
suggérée [Ladriere 1951, p. 381] et [Ladriére 1955, p. 552]. Son analyse porte donc sur une
notion unique de « pensée mathématique », rattachée a la raison [Ladriére 1960, p. 319] et
recouvrant indistinctement ces deux aspects sous la forme d’une « dualité de I'intuitif et du
formel » [Ladriére 1957, p. 410-411]*°. Pour cette pensée mathématique, il a repris & son
compte la classification proposée dans [Myhill 1952b] que nous venons d’évoquer (sans
clarifier le contenu du niveau « prospectif »), en lui adjoignant un quatriéme niveau, qu’il
nomme « le transcendantal » (en faisant alors référence a Hao Wang [Wang 1954, p. 263])
[Ladriere 1960, p. 304]. Il associe ce quatrieme niveau aux hiérarchies transfinies en lui
conférant un caractere absolu [Ladriere 1960, p. 307].

Dans un tel cadre limitatif, aussi bien mathématique que philosophique, Jean Ladriere est
alors conduit a une interprétation des « faits de limitation » en trois étapes : 1) le rejet de ce
qu’il nomme le « projet de formalisation intégrale », 2) I’introduction d’un lien entre les « faits
de limitation » et la raison, 3) la proposition d’une origine de ce lien dans la temporalité de la
conscience. Voici d’abord comment il définit le « projet de formalisation intégrale » (1

étape) :

Ce que vise le projet de formalisation intégrale, ¢’est donc la constitution de 1’objet mathématique total.
[...] Onse trouve donc ici devant I’idée-limite d’un systéme parfaitement clos, ne renvoyant a rien d’autre

qu’a lui-méme. [Ladriére 1957, p. 409-410]

B1e traitement, et a fortiori I’interprétation du second théoréme de Godel de 1931, est en effet quasiment

absent de [Ladriére 1957].
3 Tout en évoquant par ailleurs la liberté (pour le mathématicien) du choix des régles (du systéme formel) que
I’on peut naturellement associer a la seule intuition.
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On comprend qu’il s’agit la d’une position formaliste extréme, ou un systéme formel est
supposé pouvoir rendre compte de l’ensemble des mathématiques, sur la base d’une
justification purement interne en éliminant en particulier tout recours a I’intuition. C’est a une

telle position qu’il oppose alors les « faits de limitation » :

Les faits de limitation nous indiquent avec précision pourquoi le systéme total ne peut étre qu’une idée-
limite. [...] Le systéme total n’est réalisable ni comme représentation adéquate du champ intuitif, ni
comme structure formelle capable de se réfléchir entiérement en elle-méme, ni comme ensemble de
procédures canoniques susceptible de fournir une solution effective a tout probléme mathématique.

[Ladriere 1957, p. 410-411]

Il n’existe pas [du fait des limitations] de systéme fermé qui serait comme le paradigme de tout discours,

la cour supréme de la raison. [Ladriére 1957, p. 412 ; le commentaire entre crochets est notre]

Le caractére extréme (presque caricatural) de cette position ne permet certainement pas de la
rapprocher du programme de Hilbert, auquel sa description renvoie inévitablement**. En effet,
comme nous I’avons vu, dans le cas du programme de Hilbert au sens restreint (li¢ a la
problématique des fondements) I’intuition (finitiste) joue au contraire un role crucial. Quant au
programme de Hilbert au sens large (li¢ a la problématique du refus de /’ignorabimus), comme
nous I’avons également vu, il n’est pas possible d’utiliser simplement et directement les
théoremes « négatifs » (en I’occurrence le premier théoréme de Godel de 1931 appliqué a PA)
pour s’y opposer. En sens inverse, il n’est certainement pas nécessaire de faire appel a des
résultats aussi sophistiqués que les théoremes de Godel de 1931 pour s’opposer a une telle
vision extréme (et abstraite). L affirmation d’un lien entre les « faits de limitation » et la raison
(2°™ étape), est certainement I’engagement de Jean ladriére le plus fort sur notre sujet. Elle est

bréve mais explicite et répétée :

Mais la nature méme de la raison est telle que son objet ne cesse de la déborder : [...]. Ces deux limitations
[de Tl’intelligence mathématicienne] sont solidaires et elles sont indiquées simultanément par les
limitations que contient, a son niveau propre, la théorie des systémes formels.

[Ladriere 1957, p. 9 ; le commentaire entre crochets est notre]

Les faits de limitation en particulier apparaissent sur le trajet d’un effort d’élucidation radical que la

pensée mathématique a entrepris a partir de son propre acquis. [Ladriére 1957, p. 401]

% Programme de Hilbert par ailleurs explicitement analysé par Jean Ladriére [Ladriére 1957, p. 6, 9-10].
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Les propriétés des formalismes nous manifestent quelque chose du fonctionnement de la raison

mathématique, et méme de la raison en général. [Ladriére 1960, p. 302]

Pour la justifier, Jean Ladriére donne essentiellement deux arguments. Il indique tout d’abord
qu’il n’est pas possible d’inclure I’intuition dans la démarche calculatoire, c’est le premier
argument [Ladriere 1957, p. 395, 413]. Sans contester une affirmation aussi générale, nous
faisons remarquer que sa portée dans ce débat est liée a la conception, qui est celle de I’auteur,
de la raison comme un tout, englobant indistinctement la part intuitive et la part calculatoire de
la pratique mathématique. En sens inverse, elle perd toute pertinence deés que 1’on introduit la
distinction en mathématiques entre les contextes, de la découverte (ou intervient I’intuition**°),
et de la vérification (objet de la démarche axiomatique ou I’intuition est rejetée et seule
concernée par les théorémes « négatifs »). Il considere ensuite que la possibilité de construire
des expressions autoréférentielles est une caractéristique de la pensée, c’est le second argument
[Ladriere 1967a, p. 331]. La encore, la portée de cet argument est liée a la réduction par I’auteur
des énoncés indécidables en arithmétique a des (codages d’) expressions autoréférentielles. Or
cette réduction est manifestement abusive et elle est techniquement doublement invalidée par
I’existence : 1) d’énoncés arithmétiques indécidables qui n’ont pas une forme autoréférentielle
(a I'instar de 1’énoncé non dérivable caractéristique du second théoréme de Gddel de 1931), 2)
d’énoncés arithmétiques, codages d’expressions autoréférentielles et pourtant dérivables dans
un systéme formel fort (a I’instar de 1’énoncé de Henkin, dérivable dans PA, ainsi que le montre
le théoreme de Lob de 1955). La proposition précise qui s’ensuit, selon laquelle un tel lien
trouve son origine dans la temporalité de la conscience (3™

les trois documents cités [Ladriére 1957, p. 437-438], [Ladriere 1960, p. 312-313, 316, 320] et

étape), est explicite a la fois dans

[Ladriére 1967a, p. 331]. C’est toutefois dans ce dernier document que 1’on en trouve sans doute

la formulation la plus claire :

Nos opérations [mentales] s’effectuent dans le temps ; elles se déroulent nécessairement dans une
succession, mais en méme temps elles s’inscrivent dans un horizon infini. Toute opération effective est
ancrée dans I’actualité du présent, mais en méme temps elle renvoie a une infinité d’opérations possibles.

[Ladriere 1967a, p. 331 ; le commentaire entre crochets est ndtre]

Cette explication de Jean Ladriere implique alors 1’établissement d’une correspondance entre,

d’une part la caractéristique technique des systemes formels concernés de pouvoir représenter

33 0w I’on peut douter que la démarche axiomatique éclaire vraiment les processus a I’ceuvre, comme le suggére
Jean Ladricre [Ladriére 1957, p. 443-444].
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la suite potentiellement infinie des entiers naturels (condition de possibilité¢ des théorémes
« négatifs ») et d’autre part la succession temporelle des pensées humaines qui caractérisent la
structure de la conscience. Une telle correspondance est cependant doublement contestable. 11
est tout d’abord discutable de considérer que les pensées humaines puissent étre assimilées a
un ensemble potentiellement infini, ce qui est la premiere contestation. Eu égard au caractere
fini de tout ce qui peut leur étre associé pratiquement (le nombre de mots et la longueur des
phrases possibles en langage naturel, étendu si I’on veut d’une maniere plus générale aux

436
. En d’autres termes, une

perceptions), la référence a 1’infini ne peut étre qu'une métaphore
telle interprétation s’applique seulement, au sens strict, a un systéme formel borné dont la borne
est un nombre suffisamment grand (ce qui nous raméne a 1’ultrafinitisme évoqué au § 4.5),
sachant que les théorémes « négatifs » ne s’appliquent pas a un tel systeme formel. En effet, la
possibilité de rendre compte de 1’infinité de la suite des entiers (bien illustrée par I’infinité de
la longueur du ruban de la machine de Turing) est indispensable a 1’obtention de théorémes
« négatifs », faute de quoi I’application de I’argument diagonal, et partant la démonstration de
Godel (ou celle de Turing), est impossible. Il est surtout arbitraire de considérer que le flux
ininterrompu de la pensée consciente est discret (seul moyen d’établir un accord avec la suite
des entiers naturels), c’est-a-dire composé d’¢éléments successifs bien distincts, ce qui est la
seconde contestation. Or ce caractére discret (associé¢ au caractére d’infinité potentielle) est
indispensable a la possibilité de théorémes « négatifs », comme le montre le contre-exemple du
théoreme « positif » de Tarski de 1940-1967, 1948.

I1 apparait ainsi que la position forte défendue par Jean Ladriere dans les années 1960 en
faveur d’un lien entre les « théorémes de limitation des formalismes » et la raison humaine®’,
est en fait le reflet d’un choix arbitraire qu’il a effectué. Ce choix consiste d’abord en une
réduction du cadre d’analyse mathématique retenu, d’une part en ne prenant en compte que la
forme (autoréférentielle) de 1’énoncé indécidable du premier théoréme de Godel de 1931 et en
supposant que tous les énoncés de cette forme sont indécidables, d’autre part en négligeant les
caractéristiques spécifiques que doivent présenter les systemes formels (au-dela des critéres
d’effectivité) pour donner lieu aux théorémes « négatifs » en arithmétique. Ce choix s’exprime
ensuite par une orientation philosophique particuliére en faveur d’une forme forte de réalisme

mathématique, et surtout par la prise en considération de la pensée mathématique comme un

¢ Sauf a supposer qu’il est fait référence a la raison d’un étre humain idéalisé (a I’instar de ce qu’il est
nécessaire d’introduire pour définir les machines de Turing), mais en atténuant alors grandement la force du lien
affiché par I’auteur entre la raison et les « faits de limitation ».

7 Sachant que 1’on trouve aussi, & cette période, la formulation neutre de « limite au pouvoir de représentation
d’un formalisme » [Ladriere 1957, p. VIII].
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tout indissociable, sans reconnaitre que seule la part mise en ceuvre dans le contexte de la
vérification est concernée par ces théoremes. De fait, il s’avére qu’une telle position n’a pas
survécu a 1’évolution que 1’on constate depuis un demi-siécle, aussi bien des résultats
mathématiques obtenus que des idées en philosophie des mathématiques. Il est d’ailleurs
possible que 1’auteur soit lui-méme revenu sur sa position des années 1960, qu’il n’a en tout
0438

cas plus défendue dans ses derniers écrits sur le méme sujet, dans les années 199

1989, p. 490] et [Ladricre 1990, p. 1484].

[Ladriére

Si nous faisons maintenant le bilan de notre analyse, nous soulignons d’abord que les
remarques de [Wittgenstein 1956] sur les théorémes de Godel de 1931 relévent manifestement
d’une incompréhension des théorémes de Godel de 1931 (et plus généralement de I’ensemble
des travaux effectués en logique depuis les années 1930), malgré les tentatives de défense
héroiques de Stuart Shanker et Juliet Flyod qui s’apparentent a un combat d’arriere-garde. Il ne
reste par ailleurs aujourd’hui a peu prés rien de la force des trois grandes positions
philosophiques sur la portée des théorémes de « limitation des formalismes » qui ont été
affichées en leur temps, respectivement : 1) par Emil Post dans les années 1940 en faveur d’une
limitation du « pouvoir mathématique humain », 2) par John Myhill dans les années 1950 en
faveur d’une limitation de la connaissance, 3) par Jean Ladriere dans les années 1960 en faveur
d’une limitation de la raison. En dehors d’objections techniques précises qui s’y opposent,
celles-ci apparaissent liées a un engagement philosophique de leur auteur et ne peuvent donc

étre considérées comme le reflet des théorémes « de limitation des formalismes ».

% A une exception prés,  la fin de sa vie, pour laquelle nous n’avons pas d’explication : [Ladriére 2002].
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Conclusion

Nous allons maintenant essayer de répondre le plus directement possible a la question
fondamentale a laquelle notre travail a été consacré et qui concerne la nature des limitations
introduites par les théorémes qui ont été dits « de limitation des formalismes », dont on rappelle
qu’ils désignent principalement les deux théorémes de Godel de 1931, le théoréme de Kleene
de 1936 et celui de Turing de 1936-1937. Notre fil conducteur pour cela a été le programme de
Hilbert au sens large, c’est-a-dire d’une part la réponse que Hilbert a apporté au probléme des
fondements (ce que nous avons appelé le programme au sens restreint) et d’autre part la
justification qu’il espérait obtenir de 1’absence de problémes mathématiques insolubles
(I’optimisme rationaliste), par rapport auquel et contre lequel ces théorémes se sont imposés
comme un ¢lément majeur. Cette analyse a été étendue au débat relatif a ’impact des théorémes
de Godel de 1931 dans le contexte de la question générale de savoir si la pensée a I’ceuvre dans
I’exercice des mathématiques peut étre considérée comme « mécanique ».

L’objectif général de Hilbert avec le programme au sens restreint était d’établir
définitivement la slreté de ’ensemble des mathématiques sans en exclure aucune partie. La
démarche qu’il a proposée pour cela consiste en la fourniture d’une preuve finitiste de non-
contradiction d’un systeme formel formalisant I’ensemble des énoncés « réels » et des énoncés
« 1déaux », sur la base de 1’évidence intuitive des énoncés « réels » vrais. Nous en avons retenu
une interprétation technique précise qui repose essentiellement sur la « theése de Tait » (qui
assimile les fonctions « réelles » aux FRP et les énoncés « réels » aux énoncés Ag et [[; de la
hiérarchie de Kleene), que nous avons libéralisée (sans imposer que toutes les preuves finitistes
soient des théorémes de PRA). Le programme se rameéne alors a la requéte de montrer dans
PRA le caractére conservatif de Z; (a fortiori de PA) par rapport a PRA, pour les énoncés [,
(compris comme des « jugements hypothétiques »). Sur cette base, nous retrouvons le résultat
classique d’une opposition de chacun des deux théorémes de Godel de 1931 au programme au
sens restreint, en particulier contre la position défendue par Michael Detlefsen, mais a la suite
d’une analyse beaucoup plus précise que celle qui est habituellement proposée. Nous montrons
en effet que dans le cadre de notre interprétation du programme de Hilbert au sens restreint, qui
n’est pas celle de Michael Detlefsen, les objections soulevées par celui-ci ne sont pas
recevables.

La premiére voie envisagée dans le but de sauver le programme malgré le constat précédent

consiste a étendre le finitisme originel. Nous avons introduit pour cela deux exigences
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minimales qui permettent d’en conserver les objectifs : 1) la base intuitive doit en étre acceptée
par tout mathématicien quelle que soient ses inclinations philosophiques, 2) I’extension de la
partie « idéale » a partir de cette base doit étre progressive, ce qui impose une démarche
effective et non imprédicative (au sens de Poincar¢). Nous montrons alors qu’aucune des
solutions « traditionnelles » ([G6del 1933a], [Gentzen 1936], [Godel 1958]) ne répond a de
telles exigences. Le résultat de Gentzen étendu par [Jeroslow 1973] conduit cependant au
résultat intéressant, qu’une démonstration de consistance de PRA est possible sur la base de
I’extension du finitisme la plus extréme qu’il soit raisonnablement possible d’envisager (ou
I’ordinal limite est ®). L’introduction par Hilbert de la régle-m, successivement en 1930 et
1931, est encore moins satisfaisante, en perdant tout I’intérét épistémologique de simplicité et
d’évidence de la base finitiste qui constituaient I’attrait du finitisme originel et en s’interdisant
d’atteindre les objectifs du programme. Dans le cadre d’une conception instrumentaliste
particuliere, Michael Detlefsen est quant a lui bien parvenu a proposer une interprétation
cohérente du programme de Hilbert au sens restreint qui permette de s’affranchir des deux
théoremes de Godel de 1931. Il ne reste cependant alors quasiment plus rien des traits
fondamentaux du programme originel de Hilbert et les objectifs de Hilbert ne peuvent donc étre
atteints non plus. Il apparait ainsi qu’aucune des différentes extensions du finitisme de Hilbert
qui ont été proposées ne peut prétendre sauver le programme au sens restreint™’.

La seconde voie susceptible de sauver le programme consiste a réduire le domaine des
mathématiques concernées. Les résultats obtenus dans les années 1970 et 1980 dans le cadre
des « reverse mathematics », établissent qu’une grande partie des mathématiques existantes
peut étre formalisée dans des systémes formels qui sont montrés conservatifs par rapport a PRA
(au moins) pour les énoncés [];. Il s’agit donc bien de fait d’une réalisation partielle mais
significative, du programme de Hilbert au sens restreint selon notre interprétation. Le caractere
partiel de cette réalisation réside dans la limite de 1’étendue du domaine des mathématiques
concernées. Des solutions ont été proposées pour repousser cette limite, mais qui se rapportent
alors a des systémes formels d’autant plus forts que PRA (& commencer par PA), que les
extensions obtenues sont importantes. Or pour ces systémes formels, il n’est plus possible d’en
établir la consistance sur une base finitiste méme raisonnablement étendue. Dans une autre
direction, Daniel Isaacson a proposé la solution radicale qui consiste a exclure a priori des

mathématiques (en I’occurrence de 1’arithmétique) les théorémes de Godel de 1931 sur la base

9 La solution radicale de la logique paraconsistante, qui consiste a considérer que PA et Q sont simplement

inconsistants (mais absolument consistants), ne peut pas étre sérieusement retenue a la suite de I’analyse
dirimante qui en a été faite par Stewart Shapiro dans [Shapiro 2002].
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du fait que ceux-ci font intervenir en fait des énoncés métamathématiques. Une objection
naturelle est alors I’irruption également dans les années 1970 de plusieurs résultats montrant
que certains énoncés combinatoires finis sont des théorémes de Z,, indécidables dans PA. La
réponse est que ces énoncés s’averent étre encore des énoncés métamathématiques, qui sont
donc également exclus par la thése d’Isaacson, méme s’ils se présentent sous une forme
mathématique plus naturelle que I’énoncé G de Gddel, ou que le codage brut de I’affirmation
de la consistance dans un systéme formel naturel de I’arithmétique. Une conjecture, étendant
celle de Friedman, peut alors étre proposée : « Tout énoncé exprimable dans PA, qui n’est pas
le codage d’une expression métamathématique concernant un systeéme formel naturel, est
décidable dans PA ». Il va de soi que la thése d’Isaacson et la conjecture qui en a été induite,
pour intéressantes qu’elles soient, ne peuvent cependant prétendre valider le programme de
Hilbert au sens restreint, dans la mesure ou la question de la démonstration finitiste en un sens
raisonnable de la consistance de PA, améne une réponse négative**.

Sur le programme de Hilbert au sens large, nous aboutissons a un résultat beaucoup plus
nuancé que celui qui est généralement proposé en réponse a la question : que nous disent les
résultats « négatifs » obtenus en logique et formelle et en informatique théorique, sur I’existence
de problémes mathématiques insolubles ? Pour pouvoir répondre a cette question a la suite
d’une demonstration, comme le souhaitait Hilbert, il est d’abord nécessaire de donner a celle-
ci un contenu technique précis, incluant en particulier le critére d’intersubjectivité de la
résolution des problémes, ce qui conduit alors & deux interrogations de force différente : a
minima sur la décidabilit¢ de tout probléeme mathématique (optimisme rationaliste;) et a
maxima sur la complétude syntaxique d’un systéme formel, supposé unique, en mesure de
rendre compte de I’ensemble des mathématiques, ou au moins de I’arithmétique du 1* ordre
(optimisme rationaliste,;). La réponse classique a D’optimisme rationaliste; est que
I’incomplétude syntaxique de PA le réfute. Cette réponse ne prend cependant pas en compte le
point technique que les indécidables arithmétiques qui sont cités a son appui sont en fait
toujours des codages d’énoncés meétamathématiques (et non des énoncés authentiquement
arithmétiques), qui de ce fait ne peuvent prétendre étre opposés a I’optimisme rationaliste,. Pour
aller plus loin dans le sens d’'une démonstration de 1’optimisme rationaliste, on peut d’abord
envisager de faire appel a la theése d’Isaacson, qui conduit a I’affirmation de la complétude
syntaxique de PA pour les énoncés authentiquement arithmétiques. Cette stratégie échoue

cependant, dans la mesure ou ’appel a une these philosophique n’est pas compatible avec le

#0 La solution encore plus radicale de I'ultrafinitisme, envisagée également dans les années 1960 et 1970 n’y

réussit pas d’avantage alors qu’elle est par ailleurs assaillie de difficultés spécifiques.
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crittre de neutralit¢ philosophique qui constitue ['une des conditions du critere
d’intersubjectivité. Une autre solution possible, consiste au recours a des solutions
particulicrement non effectives (en particulier de la part de Godel), mais qui de ce fait
impliquent également un engagement philosophique, et par l1a échouent a répondre aux
exigences de Hilbert exactement pour la méme raison. L’espoir de Hilbert d’une démonstration
de I’optimisme rationaliste s’avere donc vain. Quant a la réponse la plus connue (et tranchée)
contre 1’optimisme rationaliste; : celle de Grégory Chaitin, elle est clairement invalidée par
I’analyse dévastatrice de Panu Raatikainen. Il ne s’avére donc possible ni de pouvoir démontrer
ni de pouvoir réfuter 1’optimisme rationaliste de Hilbert, qui reste donc a 1’état d’une thése
métamathématique.

Une solution radicale en vue du dépassement des résultats précédents consiste a envisager
un ¢largissement de la thése de Church-Turing. A la suite d’une analyse détaillée des conditions
d’application de celle-ci, nous avons été amené a faire état de deux caractéristiques qui ont été
soit oubliées soit ignorées jusqu’a une date récente. Tout d’abord la thése fait intervenir les
seules FRG (ou les seules fonctions Turing-calculables) qui peuvent é&tre établies
constructivement. Ensuite, comme cela a été souligné par Wilfried Sieg, une machine de Turing
caractérise en fait un étre humain qui calcule. 11 en résulte deux conséquences philosophiques.
1) Il apparait une certaine relativité¢, d’une part de la récursivité qui y intervient : « pour les
humains » et non « en soi », d’autre part du concept de calculabilité, qui est bien indépendant
de tout systeme formel particulier, mais avec la restriction forte que celui-ci respecte les
conditions d’effectivit¢ modernes habituelles. 2) Nous avons été amenés a proposer une
signification épistémologique, a la fois précise et de portée générale de la machine de Turing
(en retrouvant alors une proposition similaire de Sieg en 1994) : celle-ci exprime en fait
I’exigence d’intersubjectivité d’une démonstration formelle en mathématiques, qui doit étre
publiquement communicable et dont la vérification ne doit faire appel a aucun engagement
invérifiable en principe par n’importe quel étre humain. Il en résulte une réfutation de tous les
arguments qui ont été proposés en faveur d’un dépassement de la machine de Turing et donc a
fortiori de la these de Church-Turing, sur la base du critére d’intersubjectivité introduit.

A la suggestion générale de Hilbert selon laquelle la pensée humaine a I’ceuvre en
mathématiques peut étre réduite a une activité mécanique, nous avons substitué la question plus
modeste de savoir ce qu’il en est pour la seule part de cette pensée mathématique en jeu dans
le contexte de la vérification (en éliminant celui de la découverte). Godel lui-méme, John Lucas
et Roger Penrose ont défendu en commun la position forte de 1’existence de procédures

humaines non mécanisables pour la vérification de théorémes en arithmétique, révélées par les
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théorémes de Godel de 1931. Godel justifie toutefois sa position par un engagement ontologique
en faveur d’un réalisme au sens fort, tout en la dissociant de ses théorémes de 1931. En sens
inverse, John Lucas et Roger Penrose affirment déduire la méme position d’une application du
premier théoréme de Godel tout en ne reconnaissant aucun engagement philosophique associé,
ce qui est évidlemment beaucoup plus ambitieux. Nous montrons cependant qu’une telle
gageure n’est pas tenue. L’argument de John Lucas repose bien en fait sur un engagement
philosophique sous-jacent, et la technicité introduite (en 1’occurrence 1’appel au premier
théoréme de Godel) n’est qu'un déguisement. Son raisonnement s’avere circulaire, et sa
position le reflet de prémisses anti-mécanistes cachées dans 1’affirmation de 1’évidence de la
correction des théorémes d’un systeme formel de I’arithmétique par rapport au modele standard.
La méme critique s’applique immédiatement au premier argument de Penrose, 1’engagement
philosophique étant alors de plus étendu a un réalisme en un sens fort. Elle s’applique enfin
¢galement, mais de maniére moins directe, aux différentes reconstitutions techniques que 1’on
peut raisonnablement imaginer du second argument de Penrose. Nous rejoignons ici une
position trés consensuelle des philosophes de la logique contre la position de John Lucas et
Roger Penrose, mais sur la base d’une argumentation beaucoup plus précise que celle qui a été
généralement proposée. On retrouve alors un résultat déja évoqué a propos des machines de
Turing : les caractéristiques spécifiquement humaines dont une machine de Turing ne peut pas
rendre compte ne sont pas publiquement communicables. C’est sans doute la seule forme
(faible) d’anti-mécanisme que 1’on puisse raisonnablement défendre.

En réponse directe a notre interrogation fondamentale, seuls trois auteurs se sont engagés
dans le sens de limitations humaines profondes révélées par les théorémes « de limitation des
formalismes » : 1) Emil Post dans les années 1940, en faveur d’une limitation du « pouvoir
mathématique humain », 2) John Myhill dans les années 1950, en faveur d’une limitation de la
connaissance, 3) Jean Ladriére dans les années 1960, en faveur d’une limitation de la raison**'.
En 1941, Emil Post affirme que la pensée en mathématiques résulte de la combinaison d’une
génération permanente de créativité « a la Bergson » continuellement présente, saisie et
« cristallisée » sous la forme d’une représentation spatiale de symboles « a la Hilbert » a la suite
d’une réflexion consciente de 1’étre humain sur le processus créatif lui-méme. Il considére que

c’est alors I’impossibilité¢ de saisir enticrement le premier mouvement par le second, qui est a

1 Au-dela du cas particulier des remarques plus générales de [Wittgenstein 1956] sur les théorémes de Godel de
1931 qui relévent manifestement d’une incompréhension de ces théorémes (et plus généralement de 1’ensemble
des travaux effectués en logique depuis les années 1930), malgré les tentatives de défense de Stuart Shanker et
Juliet Flyod qui s’apparentent a un combat d’arriere-garde.
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I’origine des limitations rencontrées dans les théorémes « négatifs » en arithmétique. Outre que
I’origine d’une telle génération de créativité reste totalement mystérieuse, une explication aussi
générale est cependant invalidée par I’existence de systémes formels non triviaux conduisant a
des théorémes « positifs » en arithmétique, a I’instar du théoréme de Tarski de 1940-1967, 1948.
En 1952, John Myhill a défendu I’existence de limitations humaines essentielles révélées par
les théorémes de Godel de 1931, de Church de 1936, et de Turing de 1936-1937, en s’appuyant
sur I’affirmation d’une notion de vérit¢é mathématique en un sens absolu, complétée en 1960
par celle d’une notion de prouvabilité en un sens absolu, avec comme seule justification dans
les deux cas le recours a 1’évidence, soit un acte de foi. La distinction méthodologique classique
entre I’établissement et la vérification d’une démonstration mathématique, invalide par ailleurs
le lien introduit par John Myhill entre créativité en mathématique et indécidabilité (ou
incomplétude syntaxique) d’un systéme formel. La position forte défendue par Jean Ladriere
dans les années 1960 d’un lien entre les « théorémes de limitation des formalismes » et la raison
humaine, s’aveére quant a elle le reflet d’un choix arbitraire que cet auteur a effectué. Ce choix
consiste d’abord en une réduction du cadre d’analyse mathématique retenu, d’une part en ne
prenant en compte que la forme (autoréférentielle) de 1’énoncé indécidable du premier théoréme
de Godel de 1931 et en supposant que tous les énoncés de cette forme sont indécidables, d’autre
part en négligeant les caractéristiques spécifiques que doivent présenter les systémes formels
(au-dela des criteres d’effectivité) pour donner lieu aux théorémes « négatifs » en arithmétique.
Ce choix s’exprime ensuite par une orientation philosophique particuliére en faveur d’une
forme forte de réalisme mathématique, et surtout par la prise en considération de la pensée
mathématique comme un tout indissociable, sans reconnaitre que seule la part mise en ceuvre
dans le contexte de la vérification est concernée par ces théoremes. Il apparait ainsi globalement
qu’en dehors d’objections techniques précises qui s’opposent aux trois positions fortes
mentionnées, celles-ci sont liées a un engagement philosophique de leur auteur et ne peuvent
donc étre considérées comme le reflet des théorémes « de limitation des formalismes ».

De fait, dans leur immense majorité, les philosophes de la logique et des mathématiques (y
compris Jean Ladric¢re dans ses écrits des années 1990) se sont clairement prononcés dans le
sens ou les « limitations » révélées en particulier par le premier théoreme de Godel de 1931
sont interprétées par eux comme exprimant seulement celles des systémes formels eux-mémes,
lorsque ceux-ci sont appliqués a I’arithmétique récursive avec une exigence d’effectivité. Selon
cette position, ce n’est que par rapport a une idée précongue sur I’ampleur de ce que devraient
(ou auraient dii) permettre les systemes formels quant a la formalisation de I’ensemble des

mathématiques, qu’il est possible en 1’occurrence de faire état de « limitations », ce qui est
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illustré par la jolie formule attribuée a Quine par Roman Murawski : « De tels systémes
voulaient avaler un morceau d’ontologie plus gros que ce qu’ils sont capables de digérer »
[Murawski 1999, p. 298]. Bernays d’abord et Morris Kline ensuite ont méme suggéré que ces
limitations sont en fait celles d’une idée précongue de la part des mathématiciens de la fin du
XIX® siécle, sur D’aptitude a formaliser strictement et entiérement les mathématiques
[Introduction de la discussion qui a suivi Ladriére 1960 (1986), p. 326] et [Kline 1980 (1989),
p. 480]. Le parallele avec I’avénement des nombres irrationnels chez les pythagoriciens, par
rapport a une idée précongue sur les possibilités offertes par les seules manipulations des entiers
naturels, vient alors naturellement a I’esprit (il est suggéré par Judson Webb et Hourya Sinaceur
[Webb 1980, p. 201] et [Sinaceur 1990d, p. 553]). L’ensemble de 1’analyse détaillée que nous
avons effectuée permet cependant d’aller un peu plus loin, en faisant ressortir les éléments qui
contribuent a une certaine relativite du recours a la formalisation, mise en évidence par les
différents résultats métamathématiques que nous avons été amenés a évoquer.

La forme de relativité la plus évidente associée au recours a la formalisation est sans doute
celle du choix du systéme formel, méme en se limitant a I’arithmétique comme nous 1’avons
fait. Les travaux des « reverse mathematics » ont montré I’ampleur d’un tel choix, depuis Q
jusqu’a Z,, en passant par EA, RCAy, WKLy, PRA, PA, ACA, et ATR( pour ne citer que les
principaux. Cette relativité, qui ne va tout de méme pas jusqu’a produire des résultats
contradictoires, se traduit alors de différentes maniéres. Elle se révéle d’abord de la maniére la
plus directe au travers des résultats précis obtenus sur les énoncés combinatoires finis, qui sont
d’une part des théorémes de Z; et d’autre part des indécidables d’un systéme formel plus faible
(variable selon I’énoncé en question : voir le § 4.3). Il est cependant clair que cela ne concerne
que des énoncés trés particuliers, dont nous avons de plus souligné la caractéristique essentielle
que chacun d’entre eux est équivalent a un énoncé métamathématique de 1-consistance d’un
certain systetme formel (variant selon 1’énoncé en question). Cette relativité se refléte plus
largement dans 1’opposition entre les tenants du « programme de Godel » (selon 1’expression
de Feferman), qui veulent se laisser toute latitude d’utiliser les systémes formels les plus forts
(ensemblistes compris) pour démontrer des énoncés arithmétiques et les tenants du
« programme de Hilbert » (interprété alors en un sens trés large), qui cherchent au contraire a
contenir au juste nécessaire le systéme formel a utiliser en suivant les résultats obtenus par les
« reverse mathematics ». La conséquence de cette alternative se limite cependant a une prise de
risque plus importante dans le premier cas que dans le second d’utiliser un systéme formel
(associ¢ a une ontologie plus riche), qui s’avererait ultérieurement contradictoire. Dans le méme

esprit, 1’¢lément de relativité le plus évident concernant le choix du systéme formel consiste
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dans le fait de retenir une logique particuliére, par exemple la logique classique plutot que la
logique intuitionniste et a fortiori une logique non classique plus exotique, qui ne conduira alors
pas a la méme ampleur de théorémes accessibles. 11 est clair qu’il s’agit ici d’un choix d’ordre
pratique ou philosophique qui refléte la liberté laissée au mathématicien quant aux contraintes
que celui-ci s’impose pour I’établissement d’une démonstration arithmétique. L’élément
important est que dans tous les cas, le choix effectué n’entraine aucune subjectivité, dans la
mesure ou ce choix étant explicité n’importe quel mathématicien peut vérifier la validité de
toute preuve formelle donnée pour le systéme formel retenu, comme 1’avait déja souligné Roger
Martin il y a plus de cinquante ans [Martin 1964, p. 4-5].

Une deuxiéme forme de relativité évidente associée au recours a la formalisation est bien
entendu celle du modele retenu pour un systeme formel donné. L’énoncé G du premier
théoreme de Godel de 1931 en fournit une illustration simple, en étant vrai dans le modele
naturel et faux dans le modéle non standard d’un systéme formel de I’arithmétique***, ce qui a
conduit a une analogie avec la situation du cinqui¢me postulat d’Euclide en géométrie [Martin
1964, p. 165], [Kleene 1967 (1971), p. 333]. Le point important, relevé par Jacques Dubucs
dans [Dubucs 1992] est alors qu’un mathématicien ne peut fournir de garantie publique du choix
du modele qu’il a effectué (pour un systéme formel retenu), méme si les mathématiciens ont de
bonnes raisons empiriques pour s’entendre sur ce choix.

Un élément de relativité plus profond associé au recours a la formalisation se situe au niveau
des critéres qui sont retenus pour définir ce qui est intuitivement accepté a priori dans le cadre
d’une démarche « fondationnaliste »**’. En effet comme Hilbert lui-méme a été contraint de
I’admettre en définissant son programme (au sens restreint) dans les années 1920 (ce qui n’était
pas le cas en 1904), méme des exigences finitistes trés séveres nécessitent un point de départ
qui devra étre intuitivement admis, qui correspond en ’occurrence au contenu du finitisme
retenu. La longue discussion que nous avons eue a ce sujet illustre cependant la difficulté de
s’accorder sur la définition précise d’un tel contenu. Au-dela de la solution que nous avons
retenue pour la circonscription du finitisme de Hilbert (et de la discussion que nous avons eue

sur les autres solutions qui ont été proposées en alternative), nous avons été amenés a proposer

442 , ur ;N s . . ~ .
Nous avons également ét€¢ amenés a évoquer une situation sans doute extréme (le cas d’une théorie T,

consistante sans étre 1-consistante, constituée de PA + —Con(PA), ce dernier énoncé étant indécidable dans PA
par le 2™ théoréme de Godel de 1931) qui illustre la conséquence potentielle d’un tel choix : dans une telle
théorie « pathologique » T, I’énoncé —Con(T) est dérivable dans T, en étant vrai dans les seuls modéles non-
standard de la théorie, tout en étant faux de par son sens.

#3 Ce qui renvoie a la boutade de Michael Resnik : « [...] la consistance est suffisante pour toute la vérité
mathématique sauf pour la vérité des principes utilisés dans les preuves de consistance » [Resnik 1974 (1990), p.
116].
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deux exigences caractérisant le finitisme de Hilbert auxquelles toute proposition d’extension
raisonnable de ce finitisme doit répondre pour en conserver les objectifs. Si la seconde est
technique, la premicre est simplement que la base intuitive puisse étre acceptée par tout
mathématicien, quelles que soient ses inclinations philosophiques ; elle est donc d’ordre
empirique. Si ’on prend I’exemple de la solution instrumentaliste proposée par Michael
Detlefsen pour s’affranchir de I’effet des deux théorémes de Godel de 1931, le caractére non
naturel trés largement reconnu des critéres qui doivent étre introduits pour parvenir a un tel
résultat montre qu’il existe un consensus social sur ce que de tels criteres doivent
raisonnablement étre. D’une maniére encore plus directe dans le cadre du programme de Hilbert
au sens restreint, I’impossibilité qui résulte du second théoréeme de Godel de 1931 d’établir la
consistance de Z, et méme de PA sur une base finitiste, et d’'une maniere plus générale
I’impossibilité de « gravir les échelons » c’est-a-dire I’impossibilité d’établir progressivement
la consistance de systémes de plus en plus forts en partant par exemple de celle de PRA, fait
que les mathématiciens doivent encore s’appuyer sur une base empirique pour se convaincre de
la consistance des systemes formels auxquels ils se rattachent (cette base empirique étant li¢e
en I’occurrence a leur pratique mathématique, comme 1’a souligné Georg Kreisel).

Si I’on s’intéresse maintenant a « 1’optimisme rationaliste » de Hilbert (qui traduit son refus
de I’existence en principe de problémes mathématiques insolubles) en prenant en compte cette
fois le programme de celui-ci au sens large, on retrouve encore un ¢lément de relativité associé
au recours a la formalisation, au travers de la fixation de critéres précis en définissant justement
le contenu, ce qui nous a conduit a distinguer ce que nous avons appelé 1I’optimisme rationaliste;
(décidabilité¢ de tout probléme mathématique) et I’optimisme rationaliste, (complétude
syntaxique du systéme formel dans lequel peut étre formalisée au moins ’arithmétique). Sur
les quatre exigences que nous avons introduites a cet effet, la quatriéme qui est certainement la
plus contraignante est encore d’ordre empirique (et proche de celle retenue pour définir une
base finitiste raisonnable) : il s’agit de I’exigence épistémologique générale d’intersubjectivité
de toute résolution d’un probléme mathématique (la solution doit étre publiquement
communicable en un temps fini et doit pouvoir étre vérifiée en principe par n’importe quel
mathématicien). Il s’avére alors qu’une machine de Turing (qui intégre de fait les critéres
d’effectivité habituels appliqués a un systéme formel, comme cela a été souligné par Wilfried
Sieg) exprime naturellement cette exigence d’intersubjectivité d’une démonstration
mathématique. L’ origine de cet accord est de nouveau d’ordre empirique et provient du fait que
les étres humains n’ont pas trouvé d’autre (ou de meilleure) solution que celle d’un systéme

formel effectif ou d’une machine de Turing (caractérisés dans les deux cas par le caractere
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mécanique de leur utilisation), pour assurer I’exigence en question***. I convient tout de méme
de signaler une autre forme de relativité un peu subtile liée a la thése de Church-Turing qui tient
au fait que dans sa définition méme, les FRG totales retenues (ou leur équivalent sous la forme
de fonctions Turing-calculables) sont limitées a celles définies de maniere constructive, la
circonscription associée ne pouvant étre définie que de manieére empirique ; sachant que la
encore, il existe un trés bon accord des mathématiciens sur le sujet.

I1 apparait finalement qu’au-dela de refléter les limitations intrinseéques des systémes formels
lorsque ceux-ci incluent I’arithmétique récursive avec une exigence d’effectivité, les théorémes
« de limitation des formalismes » mettent en évidence une certaine relativité associée au recours
a la formalisation elle-méme, y compris lorsque celle-ci est utilisée au-dela de I’arithmétique.
Cette relativité se caractérise par un ancrage nécessaire mais parfaitement circonscrit de tout
recours a la formalisation dans la pratique empirique des mathématiques informelles, ancrage
qui s’étend au-deld du finitisme originel envisagé par Hilbert tout en en conservant le criteére
fondamental qu’il doit étre accepté par ’ensemble des mathématiciens. Cette derniére requéte
conduit naturellement a I’adoption des critéres d’effectivité habituels des systémes formels en
association avec la thése de Church-Turing prise au sens classique. Elle permet également de
répondre a trois exigences dont la réponse ne peut pas étre formelle : d’une part s’entendre sur
le modele choisi en relation avec le systéme formel retenu (pour un résultat mathématique
donné), d’autre part étre convaincu de la consistance du systéme formel utilis¢, enfin s’accorder
sur le contenu des FRG (« constructives ») qui sont prises en compte pour définir la theése de
Church-Turing. Une telle relativité peut sans doute étre associée a ce que Jean Ladriere a appelé
« la dialectique entre I’intuition et le formel », mais en conférant alors un contenu précis a une

formulation aussi générale.

#4 Ce que I’on retrouve dans 1’argumentation que I’on peut opposer & I’affirmation de Lucas-Penrose, qui entend
montrer la supériorité de 1’étre humain sur toute solution purement mécanique en matiére de vérification d’une
démonstration mathématique.
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