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Introduction

L’histoire des sciences est hautement non-linéaire. De longues phases de stagnation et d’errance
sont ponctuées par quelques fulgurances, quelques périodes d’éclat, qui permettent la déconstruction
des dogmes alors établis et la mise en place de nouveaux paradigmes. Il est de mon ressenti que la
physique se trouve depuis un siecle dans un régime relativement stable, un temps de "science normale”
si je puis référer a la classification de 1’épistémologue Thomas Kuhn. Nul désir ici de nier que de
tres nombreuses et remarquables avancées ont eu lieu, a la fois dans les secteurs expérimentaux et
théoriques. Mais force est de constater que depuis les révolutions qu’ont constitué la mécanique
quantique et la relativité générale *, aucun bouleversement majeur n’a eu lieu. Et pour cause : aucune
rupture n’était requise. La physique des particules vivait son age d’or et fournissait une vision extraor-
dinairement cohérente du microcosme tandis que les balbutiements de la cosmologie observationnelle
dessinaient un macrocosme conforme aux prédictions relativistes.

La situation s’est depuis complexifiée et un certain nombre de difficultés majeures gangrenent
aujourd’hui, de fagon notable, les modeles standards. La plus célebre est sans doute la fameuse matiere
noire, dont les premiers indices remontent a 1933 et dont la nature nous échappe toujours. La mise en
échec du candidat le plus simple par les résultats du grand collisioneur hadronique du CERN a donné
lieu a un fleurissement de modeles de plus en plus complexes et exotiques. Autre grande inconnue,
I’énergie noire s’impose, quant a elle, comme une énigme majeure de la cosmologie. Bien qu’une
simple constante cosmologique, naturellement présente dans les équations d’Einstein, puisse rendre
compte d’un univers en expansion accélérée, sa valeur n’est pas compatible avec une interprétation
cohérente en termes de théorie des champs. Enfin, la dissymétrie baryonique globale de 1I’Univers
demeure hautement problématique. Presque toute la matiere aurait di s’annihiler avec 1’antimatiere
dans les premiers instants et notre monde devrait n’€tre pratiquement formé que de lumiere. La simple
existence de notre Univers tel que nous 1’observons constitue donc, elle-aussi, un paradoxe scientifique
irrésolu a ce jour. Méme si nous aborderons la problématique de la matiere noire dans I’une de nos
études, aucune de ces trois grandes énigmes ne constitue le coeur de cette these. Celle-ci est dévolue a
une quatrieme énigme, dont I’importance n’a rien a envier aux précédentes : 1’existence de singularités
gravitationnelles *.

La motivation derricre une théorie de gravité quantique n’est pas, comme souvent présenté, celle
de I'unification, mais avant tout celle de la cohérence. Cohérence car la relativité générale, tout aussi
robuste et séduisante soit-elle, trouve ses limites quand il lui faut par exemple décrire I’ Univers pri-
mordial ou le coeur des trous noirs. Poussée dans ses retranchements, la théorie fait apparaitre des
singularités, qui ne traduisent rien d’autre que son incapacité a traiter ces phénomenes. Dans de tels

3. Nous pourrions y adjoindre la physique statistique et la théorie du chaos.
4. Les singularités sont des lieux (ou des temps) auxquels des quantités physiques signifiantes divergent.
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régimes de courbure tout porte a croire que la physique quantique doit tre convoquée. La construction
d’une version quantifiée de 1’espace-temps n’est donc pas un luxe, répondant a un fantasme d’uni-
fication, mais une nécessité. Y répondre passe par I’élaboration d’un cadre réconciliant en son sein
relativité générale et théorie quantique des champs. Or I’espace-temps, toile de fond fixe et immuable
sur laquelle I’une peut s’€panouir est le terrain de jeu, dynamique, de I’autre. Comment concilier les
deux points de vue de maniere cohérente ? Nous voici face a I’un des (nombreux) dilemmes qui rendent
cette réconciliation si difficile.

L’élaboration d’un modele cohérent de gravité quantique est donc une tache extrémement complexe
et il n’existe aujourd’hui aucune théorie de gravitation quantique qui puisse reproduire la physique
basse énergie connue tout en étant exempte de contradictions ou de difficultés majeures. Mais il existe
toutefois des pistes prometteuses. La plus discutée d’entre elles est certainement la théorie des cordes,
dont I’ambition de constituer une "théorie du tout" se paye au prix d’hypotheses extrémement lourdes
et non-soutenues par la moindre observation. Bien que tres populaire elle ne sera ici quasiment pas
discutée et c’est a une autre approche, 2 mon sens plus modeste car reposant sur des principes bien
établis, que nous nous intéresserons dans ce manuscrit : la gravitation quantique a boucles. Celle-ci
tente de concilier, dans une approche invariante de fond, les grands principes fondateurs de la relativité
générale et de la physique quantique. Elle présente un corpus cohérent et (au moins en partie) prédictif.
C’est 1a une vraie force de la théorie, quand on sait a quel point le lien avec les mesures, d’importance
heuristique majeure, fait défaut a ce champ de recherches.

C’est dans cette volonté de confronter la gravitation quantique a boucles a des expériences, en
développant la phénoménologie associée, que cette these trouve son origine.

Nous débuterons naturellement au chapitre 1 par une modeste introduction a la gravitation quan-
tique a boucles. Le chapitre 2 aura lui aussi un caractere introductif et permettra, pour les lecteurs le
nécessitant, de se familiariser avec les éléments de cosmologie requis pour la compréhension de nos
travaux. Une fois ces deux chapitres passé€s nous possederons les outils nécessaires pour nous intéresser
a différentes description du systeme Univers inspirées de la gravitation quantique a boucles. L’objectif
du chapitre 3 sera alors d’étudier dans quelle mesure ces descriptions peuvent étre confrontées aux
données sur le fond diffus cosmologique. Apres avoir estimé la durée de la phase inflationnaire pour
des cas tres généraux, nous quitterons le secteur homogene et calculerons les spectres de puissance
primordiaux dans différentes approches. Les formes de ces spectres a la fin de 1’inflation sont usuel-
lement associées aux conditions initiales des perturbations en cosmologie. Nous étudierons ici leur
sensibilité aux prédictions de la gravité quantique a boucles’ quant a la physique pré-inflationnaire.
Est-il possible de tester, voir exclure, des modeles de cosmologie quantique a I’aide des spectres de
puissance primordiaux ? Peut-on espérer détecter des effets de gravité quantique dans les anisotropies
du fond diffus cosmologique ? Voici quelques unes des questions auxquelles nous tenterons d’amener
des éléments de réponse nouveaux.

Le chapitre 4 sera consacré aux trous noirs, objets aux propriétés si extra-ordinaires qu’ils ont
longtemps été relégués au statut de simple curiosité théorique. Il est alors fascinant de constater que
ces astres entrent désormais dans le quotidien de 1’astronomie et que la phénoménologie associée
semble étre a I’aube de ses belles heures. Nous aborderons dans cette partie du manuscrit différents
aspects des conséquences potentiellement observables d’un traitement quantique des trous noirs, vaste
domaine couvrant des thématiques diverses, qui nous menera de la matiere noire a I’astronomie radio.
L’ étude des trous noirs est d’autant plus fascinante (d’une part) et pertinente (de 1’autre), que nous

5. Plus exactement aux prédictions de divers modeles cosmologiques basés sur la gravitation quantique a boucles.
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venons d’entrer dans une ere ou les ondes gravitationnelles provenant de coalescences de systemes
binaires ont été (directement) détectées et constituent un sujet dynamique en évolution rapide. La
perspective d’observer des effets de gravité quantique dans ces signaux ou, a minima, de les utiliser pour
contraindre les théories de gravité sous-jacentes est nouvelle et doit étre considérée. Nous explorerons
donc également cette voie en calculant les modes quasi-normaux émis lors de la relaxation de trous
noirs déformés et caractériserons leurs dépendances a des perturbations proches de I’horizon.

Enfin le chapitre 5 sera lui dédi€ a une étude en cours de réalisation portant sur diverses possibilités
pour sonder la structure intime de I’espace au moyen d’un principe d’incertitude généralisé. Nous y
établirons une méthodologie permettant d’obtenir une nouvelle relation de dispersion pour les photons
et tenterons d’établir comment une généralisation du principe de Heisenberg modifie certaines des
propriétés quantiques de la lumiere.

Cette these n’a évidemment pas la prétention de mettre la gravitation quantique a boucles a
I’épreuve de facon décisive. Nous espérons néanmoins qu’elle puisse contribuer, a sa modeste échelle,
a établir I’émergence d’une véritable phénoménologie de la gravitation quantique. Cantonné a la
physique mathématique depuis des décennies, I’entrée de ce champ de recherches dans le giron de la
science expérimentale nous semble €tre ’une des potentielles avancées majeures de la physique du
vingt et unieme siecle.






CHAPITRE 1

Gravitation quantique a boucles canonique
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La rédaction de ce chapitre fut en partie inspirée des travaux de A. Ashtekar [1] (pour la partie
introductive), de A. Perez [2], de J. Grain [3], de P. Dona et S. Speziale [4] ainsi que d’enrichissantes
discussions avec L. Fabbri.

Avant d’entamer ce chapitre qui tient lieu de modeste introduction aux concepts sous-jacents a
la gravitation quantique a boucles, intéressons-nous en premier lieu a la maniere dont la question de
la gravité quantique a été abordée depuis le siecle dernier. Nous dresserons dans ces quelques lignes
introductives un rapide résumé du développement de deux approches au probleme.

Le besoin de construire une théorie quantique de la gravitation avait déja été pressenti des le
début du 20°™ siecle par A. Einstein, comme souligné dans 1’un de ses papiers issu du "Preussische
Akademie Sitzungsberichte" de 1916 : "Nevertheless, due to the inneratomic movement of electrons,
atoms would have to radiate not only electromagnetic but also gravitational energy, if only in tiny
amounts. As this is hardly true in Nature, it appears that quantum theory would have to modify not
only Maxwellian electrodynamics but also the new theory of gravitation."

De premieres études portant sur la gravitation quantique, menées notamment par Bronstein, Rosen-
feld ou encore Pauli, virent le jour dans les années 1930 mais il faudra attendre les années 1960 avant
que des travaux plus élaborés ne soient entamés. Aujourd’hui encore aucun modele ne fait I’unanimité.
Mais pourquoi cette quéte est-elle si compliquée ? Tout simplement parce que les fondements et
implications des deux principales théories concernées, la physique quantique et la relativité générale,
sont diamétralement opposés. Par exemple dans le formalisme de la théorie quantique des champs (en
espace plat) ces derniers se propagent sur une géométrie fixe donnée par 1’espace-temps de Minkowski.
Or en relativité générale il n’y a pas de fond absolu et immuable, pas de support inerte sur lequel
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une dynamique peut évoluer. L’espace-temps (et donc la géométrie ') lui-méme est traité comme une
variable dynamique (via le tenseur métrique). Voici I’un des nombreux dilemmes auquel les chercheurs
sont confrontés.

Pour faire face au probleme de la gravité quantique deux approches principales se sont développées.
La premiere est basée sur une formulation Hamiltonienne de la relativité générale comme point de
départ du procédé de quantification et est appelée approche canonique.? La construction de cette
approche a €té initialement développée par P.G. Bergmann et A. Komar ainsi que R. L. Arnowitt, S.
Deser et C. W. Misner (entre autres) [5, 6, 7]. La variable canonique de base *, constituant avec son
moment conjugué 1’espace des phases, était obtenue apres foliation de 1’espace-temps et était donnée
par la 3-métrique sur les hypersurfaces spatiales. D’apres cette vision, la relativité générale s’interpré-
tait donc comme une théorie de la dynamique de 3-géométries et cette ré-écriture Hamiltonienne de
la théorie fit baptisée géométrodynamique par Wheeler. Ce méme Wheeler participa grandement a
I’élaboration d’une théorie quantique basée sur cette considération (classique) dans laquelle la physique
des particules devait étre vue comme une "chimie de la géométrie", les entités matérielles apparaissant
suite a un coarse graining (une simplification a plus grande échelle) des structures géométriques de
base. Cependant cette géométrodynamique quantique se heurta a divers problemes, en particulier en ce
qui concerne le traitement des fermions *.

Il est bon de garder en téte qu’une autre approche, plus populaire méme, existe. Nommée approche
covariante 8, 9] car ne nécessitant pas une brisure explicite de la covariance de la théorie par un
feuilletage de 1’espace-temps, elle met I’accent sur des techniques de calcul et concepts importés de
la théorie des champs. Elle est basée sur une séparation du tenseur métrique g,, en deux parties :
8uv = &uw + hyy Ol g, correspond a une métrique de fond, souvent choisie plate et &, caractérise les
(faibles) déviations a cette métrique. Lors de la quantification seul &, est quantifié. On parle alors
de quantification perturbative : de maniere analogue a la théorie quantique des champs, des quantas
de h,, se propagent sur un espace-temps classique donné par g,,. Il est alors possible d’adapter les
puissants outils de la physique des particules afin de calculer des amplitudes de diffusion. Une premiere
difficulté apparut néanmoins assez rapidement lors du développement de cette approche : la théorie
apparait n’étre pas renormalisable (lorsque des diagrammes a deux boucles sont considérés) et la
théorie quantique possede donc un nombre infini de parametres indéterminés.

De maniere caricaturale nous pourrions dire que 1’approche canonique a continué a étre déve-
loppée en privilégiant le point de vue de la relativité générale tandis que les avancées de 1’approche
covariante sont inspirées de la physique des particules. Ces deux modeles, déja renforcés par les ef-
forts développés dans les années 1970, vont tous deux bénéficier d’un nouvel élan dans les années 1980.

Cette nouvelle ere de I’approche canonique trouve sa source dans 1’observation suivante : comme
développé dans la suite de ce chapitre, la théorie de la géométrodynamique est grandement simplifiée

1. Au sens lien entre distance et coordonnées.

2. Cette approche est celle qui sera développée dans ce chapitre et les idées associées mises en avant dans ces quelques
lignes n’ont donc qu’un caractere introductif.

3. Le terme canonique tire son origine du mot canon qui réfere a des textes sacrés considérés comme authentiques par
les communautés croyantes. Des variables dites canoniques définissent donc une norme, un modele, mais sont toujours
définies de maniere équivoque.

4. Notons que des résultats avaient pu étre obtenus dans le secteur cosmologique car dans ce contexte I’entiereté sauf un
nombre fini des degrés de libertés se retrouvaient gelés. Néanmoins méme dans ce contexte la résolution de la singularité
initiale du Big Bang ne se faisait pas sans invoquer un contenu en matiere exotique violant certaines conditions d’énergie.
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si I’objet de base de la théorie n’est plus une 3-métrique mais une connexion. L’avantage crucial
associé a ce changement vient du fait que la relativité générale, lorsque basée sur une connexion, est
maintenant semblable au type de théorie de jauge que I’on rencontre en physique des hautes énergies.
Le gouffre qui sépare physique des particules et relativité générale semble alors se resserrer sans
que I’aspect dynamique de I’espace-temps ait été sacrifi€. Par la suite les travaux de T. Jaconson
et L. Smollin sur I’introduction d’objets appelés holonomies dans le formalisme d’ Ashtekar de la
relativité générale ont amené L. Smollin et C. Rovelli a introduire une représentation dite des boucles
pour décrire la théorie en dimensions 3+1. Représentation qui donnera son nom a la théorie qui en
résulte : la gravitation quantique a boucles. Nous dénoterons parfois cette théorie LQG par la suite
en référence a son acronyme anglais Loop Quantum Gravity. C’est cette approche, ou du moins son
secteur canonique, qui sera détaillée dans les prochaines pages de ce chapitre. Dans cette théorie les
infinis de la théorie classique disparaissent et la géométrie elle méme possede une structure discrete a
I’échelle de Planck. L’espace-temps continu de la relativité générale apparait alors suite a une procé-
dure de "coarse-graining">. Nous verrons dans les chapitres suivants que cette structure quantique
de la géométrie permet la résolution de problemes a la fois dans le secteur cosmologique (e.g la
disparition de la singularité initiale du Big Bang) et dans le secteur des trous noirs (e.g en permettant
une interprétation de I’entropie en termes de micro €tats gravitationnels).

Bien que I’approche covariante ne constitue pas le sujet de cette these spécifions tout de méme
qu’elle s’est vue ressuscitée par le développement d’une autre théorie, introduite dans le secteur de
I’interaction forte pour tenter d’expliquer certaines relations entre spin et €nergie pour les hadrons, la
théorie des cordes. Dans cette théorie, les constituants élémentaires de la matiére ne sont plus des
objets ponctuels mais des objets étendus a une dimension appelés cordes. Les particules de matiere
sont alors associées aux différents modes d’excitation de ces cordes. Une agréable surprise vint du fait
que la théorie des cordes inclut directement une excitation correspondant a une particule sans masse de
spin 2, qui fut tres vite interprétée comme le graviton. En ce sens, le secteur gravitationnel apparait
spontanément dans la théorie ! Précisons a ce stade que pour que la théorie ne soit pas inconsistante il
faut néanmoins que 1’espace-temps possede un certain nombre de dimensions : 26 si I’on considere
des cordes bosoniques et 10 pour des supercordes. Etant donné que les cordes, comme les champs
en théorie quantique des champs, évoluent sur un espace-temps de fond, les techniques de calcul
perturbatif peuvent étre appliquées. A cause de la nature unidimensionnelle des cordes les diagrammes
de Feynmann usuels sont alors remplacés par des world-sheet diagrams et la théorie n’aurait méme
pas besoin d’étre renormalisée. Il semblerait donc que toutes les interactions soient unifiées dans cette
fameuse "théorie du tout". Seulement ce nouveau cadre théorique posséde lui aussi ses limites. Etant
donné que cette théorie n’est pas celle qui sera développée dans ce manuscrit nous ne rentrerons ici
pas plus dans les détails, mais nous pouvons citer par exemple la difficulté (voir I’incapacité) qu’elle a
a obtenir dans le secteur cosmologique des vides de type de Sitter stables. Un lecteur désireux d’en
savoir plus pourra se référer aux revues [10, 11].

Ces quelques lignes introductives n’ont en aucun cas la prétention de dresser une revue exhaustive
du paysage des différentes théories de gravité quantique. Il existe, en plus des théories jusqu’ici
mentionnées, de nombreuses autres approches au probleme : "causal dynamical triangulation” [12],
"asymptotic safety" [13], géométrie non commutative [14],...

Ce chapitre constitue une modeste base introductive a la gravitation quantique a boucles, plus
précisément a son secteur canonique. Les deux premieres sections portent sur les bases classiques de

5. Ce résultat n’est clair que dans certains cas particuliers et demeure au stade de conjecture dans le cas général
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la théorie. La section 1.1 introduit le lecteur a deux ré-écritures indépendantes de la relativité générale :
le formalisme au premier ordre et la formulation Arnowitt-Deser-Misner (ADM). Nous verrons section
1.2 comment combiner ces deux formalismes pour donner lieu a 1’écriture de la relativité générale
en termes des variables dites d’ Ashtekar. La section 1.3 traitera brievement de la quantification de la
théorie a partir de ces variables, ou plus précisément de leurs versions lissées ("smeared"). Nous y
discuterons également les principales conséquences de cette quantification. Enfin, nous conclurons ce
chapitre par quelques remarques sur la testabilité de cette théorie en section 1.4.

1.1 Les bases classiques de la théorie

1.1.1 Formulation au premier ordre de la relativité générale

La formulation usuelle de la relativité générale, basée sur le tenseur métrique g,,,, u = {0, 1,2, 3},
v =10, 1,2, 3}, s’écrit a I’aide de I’action d’Einstein-Hilbert

1
SEH(g/lV) = Z fR(guv) ‘/__gd4x ’ (L.1)

dans laquelle x = 87 et R désigne le scalaire de Ricci (ou courbure scalaire), contraction du tenseur
symétrique de Ricci R = g"R,,,, lui méme contraction du tenseur de Riemann R, = g%R,,,, °. Ici g*”
correspond au tenseur métrique inverse, de sorte que g,,g" = &,.

Remarque : La présence du déterminant du tenseur métrique g = det(g,,) est due a ce que I’élé-
ment de 4-volume d’espace-temps invariant par difféomorphisme (transformation quelconque des
coordonnées d*x — d*x’) n’est pas d*x mais \/—gd*x, le déterminant de la matrice Jacobienne J telle

que d*x = |J|d*x’ s’écrivant |[J| = \/(-g")/(—g).

N

L’ application du principe de moindre action sous variations de g*” a I’action d’Einstein-Hilbert
conduit aux équations d’Einstein de la relativité générale dans le vide :

1
Ry = 5Rgu = 0. (1.2)

Considérer la trace de cette équation montre que R = 0 et amene a la forme la plus répandue des
équations d’Einstein dans le vide :

R, =0. (1.3)
Il est possible d’ajouter un terme de matiere £, a I’action précédente ainsi qu'une constante

cosmologique A (dont la présence découle du théoreme de Lovelock)

1
S (8) = f d4xv—_g[2—K (R(gu) = 2A) + Ly (1.4)

afin d’obtenir la forme générale des équations d’Einstein :

6. La contraction pour passer du tenseur de Riemann au tenseur de Ricci s’effectue sur les premier et troisieme indices
car toute autre contraction est soit équivalente (au signe pres) soit nulle a cause du caractere antisymétrique du tenseur de
Riemann sous permutation de deux de ses indices juxtaposés R, = —R,1py = —Raup-
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1
R, — ERg’” + Aguy = kT, . (1.5)

Notons que si nous ne nous étions pas placés dans le systeme d’unités dites "naturelles", de
sorte que ¢ = 1 et G = 1, il y aurait devant le tenseur 7, un terme en G/c*. Sachant que G =~
6.67x10" " m3 kg'.s72 et c =~ 3.00x 108m.s~! ce terme est extrémement faible devant I’ unité, traduisant
I’extréme rigidité de I’espace-temps a des déformations. C’est pourquoi la présence de sources de
nature astrophysique ou cosmologique est nécessaire afin de générer des distorsions d’amplitude
mesurable.

La courbure scalaire s’exprime en fonction des symboles de Christoffel (ré-écritures de la connexion
de Levi-Civita) comme

R=g" [aprgv - 9,0, + T, — rgvr;;a] . (1.6)

Ces derniers s’écrivent en fonction de la métrique et ses dérivées premicres comme
" = Lot 0 3, 0 1.7
uv Eg [ u8va + 0v8ua — /lgyv] . ( . )

L’action d’Einstein-Hilbert n’est donc fonction que du tenseur métrique g, et de ses dérivées
(via le scalaire de Ricci R). Etant donné que des dérivées secondes de la métrique apparaissent dans
le Lagrangien, les équations de champ associées, i.e les équations d’Einstein, sont des équations
différentielles du second ordre par rapport au tenseur métrique. Cette formulation de la relativité
générale en termes de 1’action d’Einstein-Hilbert (ou des équations d’Einstein) est donc dite de second
ordre.

Cette formulation, bien que la plus répandue, posseéde néanmoins plusieurs défauts. Méme si elle
ne dépend que du tenseur métrique, elle se révele complexe lorsque 1’action d’Einstein-Hilbert (ou
respectivement les équations d’Einstein) sont exprimées explicitement en fonction du tenseur métrique.
De plus, un défaut d’importance vient de son incapacité a coupler les fermions au champ gravitationnel.
C’est ce désir d’avoir une action de la relativité générale permettant un couplage avec les fermions
qui va amener a la formulation dite de premier-ordre de la relativité générale, point de départ du
processus de quantification en LQG. Celle-ci est basée non plus sur le tenseur métrique mais sur les
champs de (co)tétrades et la connexion de Lorentz (ou connexion de spin).

Les champs de (co)tétrades

Comme mentionné ci-dessus, la description usuelle du champ gravitationnel a I’aide du tenseur mé-
trique ne permet pas le couplage aux fermions. Cette incompatibilité peut tre intuitée en s’intéressant
a I’équation de Dirac en espace plat :

o —mp=0. (1.8)

Le passage en espace courbe consiste a remplacer la dérivée partielle par une dérivée covariante

W'Dy —my=0. (1.9)

Or les matrices de Dirac y qui interviennent ici n’étant que des combinaisons de 1, de 0 et du
complexe i, elles ne dépendent pas des coordonnées. L’indice u qui intervient en exposant de ces
matrices n’est donc pas un indice de coordonnées et ne caractérise pas le méme espace que I’indice u
de la dérivée covariante. Il faut donc distinguer ces deux indices :
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iy Dy —my=0. (1.10)

L’équation précédente est bien évidemment incorrecte car non invariante de Lorentz. Pour la rendre
correcte il faut invoquer un nouvel objet possédant a la fois un indice de Lorentz (en lettre latine) et un
indice de coordonnées (en lettres grecques) :

iy'eiDy —my = 0. (1.11)

Nous avons ici introduit, pour coupler les champs fermioniques a la gravitation, un ensemble de
quatre champs de vecteurs de quatre composantes orthonormés et indépendants : un temporel et trois
spatiaux, définis sur une variété Lorentzienne . Comme dit précédemment, ces champs de vecteurs
possedent deux types d’indices :

— Un indice de Lorenz (ou indice interne), dénoté par une lettre latine /7, J... = 0, 1,2, 3 qui décrit
quel vecteur de la base de I’espace-temps Lorentzien local est choisi. Ces indices peuvent étre
abaissés ou €levés a I’aide de la métrique de Minkowski ou de son inverse.

— Un indice de coordonnées sur I’espace-temps global, dénoté par une lettre grecque pu,v... =
0,1,2,3 et qui décrit quelle composante du vecteur choisi est considérée. Ces indices sont eux
élevés ou abaissés a 1’aide de la métrique g"” ou de son inverse.

Les formes différentielles d’ordre 1, ou 1-formes®, e; associées aux champs de vecteurs e‘; (x) par

e; = €0, définissent une base de ’espace tangent 7, M a la variété (pseudo-)Riemannienne M en
chaque point p € M.
Ces quatre champs étant orthonormés en chaque point de I’espace-temps ils satisfont

My = €;(x)e)(x) g (x) (1.12)

ou 17, est la métrique de Minkowski.

De maniere réciproque, si I’on possede uniquement la donnée de ces quatre champs de vecteurs,
trouver le référentiel dans lequel ceux-ci sont orthonormés en chaque point permet de définir une
variété Riemannienne. Notons que 1’égalité Eq.(1.12) est conservée sous transformation de Lorentz.
En effet, de maniere plus générique, le formalisme des tétrades est invariant sous 1’action des éléments
du groupe de Lorentz S O(3, 1), i.e invariant de jauge sous la transformation

el(x) = A el(x), (1.13)

Al , €tant la matrice de Lorentz.

Les 1-formes e’ associées aux champs de covecteurs e/ (x) par ¢’ := e/ dx* forment, elles, une base
de I’espace cotangent 7 M en chaque point p de M. Ces covecteurs e{l(x) peuvent étre vus comme
des cartes allant de I’espace tangent en x vers 1’espace de Minkowski. L’idée de la relativité générale
selon laquelle I’espace-temps est, de maniere locale, similaire a celui de Minkowski est donc conservée
et la métrique g,, peut étre exprimée a partir de la métrique de Minkowski comme

8u(x) = el (X)e) (x)my . (1.14)

7. Une variété Lorentzienne étant une variété différentielle (i.e un espace topologique localement semblable en chaque
point a un espace Euclidien) munie d’une métrique pseudo-Riemannienne de signature (p, 1), i.e possédant p axes de
norme positive et un axe de norme négative.

8. Une forme différentielle d’ordre 1, ou 1-forme, est un champ de formes linéaires. Cette notion est donc en lien direct
avec celle de champs de vecteurs.
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Remarques :

1) Dans le cas d’un espace temps plat, comme celui considéré usuellement en théorie quantique
des champs, les elll se réduisent simplement au symbole de Kronecker 6/’1.

ii) Tous les tenseurs de la théorie, y compris le tenseur métrique lui méme, peuvent étre exprimés
dans les bases formées par les (co)tétrades et la relativité générale toute enticre peut €tre
reformulée dans ce nouveau formalisme.

En résumé les tétrades ici introduites constituent une carte de 1’espace tangent a chaque point de
I’espace-temps vers le référentiel local inertiel dont la métrique est donnée par celle de Minkowski ;.

Un autre ingrédient : la connexion de Lorentz (ou connexion de spin)

Le transport parallele de champs de vecteurs sur une variété n’est pas défini de maniere unique sauf
si une connexion est spécifiée. Dans la formulation au second ordre de la théorie on demande a ce que
cette connexion, notée V, soit une connexion métrique oie Vg =0, et sans torsion. Il est alors possible
de montrer que la seule connexion possible est celle dite de Levi-Civita. Une dérivée covariante est
ensuite construite a partir de cette connexion en utilisant les symboles de Christoffel I, :

V' =00 + 07 (1.15)
Notons que 1’absence de torsion implique I“i.‘j = F’]‘.I.. Relevons également que le tenseur de courbure
de Riemann peut ensuite étre construit a 1’aide de ces symboles de Christoffel :

RC =TH —TA 4T*TH —ToH (1.16)

vpo ov.p pV,o ov: pa pv: oa

ou la notation ,, = @, est juste une nouvelle maniére de noter I’opération 9/9x".

Dans le cas du formalisme des tétrades la notion de dérivée covariante basée sur une connexion
doit étre étendue pour pouvoir €tre appliquée a des tenseurs possédant a la fois des indices spatiaux
et des indices dans su(2). Une nouvelle connexion est donc introduite, notée w et appelée connexion
de Lorentz (ou connexion de spin). C’est une 1-forme a valeurs dans 1’algebre de Lie du groupe de
Lorentz qui s’écrit :

w" = a)l[/dx" = —wﬁ’dx” =-w'. (1.17)

Dans ce nouveau formalisme au premier ordre il est possible de définir un nouveau tenseur de
courbure, équivalent au tenseur de Riemann mais basé sur la connexion de spin w'’. L’expression de
la 2-forme de courbure a valeurs dans I’algebre de Lie du groupe de Lorentz associée a ce nouveau
tenseur de courbure en fonction de la connexion de spin est donnée par la seconde équation de structure
de Cartan :

FY = d, " :da)”+a)”(/\a)f(, (1.18)

ol A correspond au produit externe (ou wedge product en anglais) '°. Cette écriture est équivalente

o

Fi =2 (0,0 - offwly) (1.19)

p =

9. C’est une condition souvent demandée afin de faciliter la procédure de mouvement vertical d’indice.
10. Le produit externe A est une généralisation du produit vectoriel pour des tenseurs d’ordre plus élevés. Il peut
également €tre vu comme un cas particulier du produit tensoriel apres antisymétrisation totale.
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Ce nouveau tenseur de courbure et le tenseur de Riemann sont reliés par
1J _ I J ppo
F, =ee R . (1.20)
Ce qui donne, pour la 2-forme associée :

FY = elel ROVdx* A dx” . (1.21)

Dans la formulation au premier ordre de la relativité générale 1’action ne dépend plus de la métrique
(et ses dérivées secondes) mais de deux nouvelles variables : les 1-formes associées aux co-tétrades
ainsi que la connexion de spin '/ au travers de la 2-forme de courbure F/. Cette action d’Einstein
reformulée, dite de Palatini, s’écrit :

1
S pale, w) = P f d*xep e’ N el A FEY(w) (1.22)

ou €k, est le tenseur totalement antisymmétrique de Levi-Civita. Il apparait ici car il joue, dans
I’écriture basée sur les formes, le méme role que le tenseur métrique dans 1’écriture basée sur les
tenseurs, c’est-a-dire qu’il permet le mouvement vertical des indices/exposants.

Remarque : La contraction des indices latins et 1’absence d’indices grecs'! dans I’action de
Palatini font que cette derniere est respectivement invariante sous transformation de Lorentz ainsi
que sous une transformation quelconque des coordonnées (difféomorphisme), assurant la covariance
généralisée de la théorie.

Combiner (co)tétrades et connexion de Lorentz pour étendre I’action d’Einstein-Hilbert : vers
P’action de Holst

Comme énoncé dans [2] il n’est possible de construire a partir des cotétrades e’ et de la connexion de
Lorentz w!’/ que six 4-formes invariantes de jauge, i.e invariantes sous une transformation quelconque
des coordonnées (ou invariantes sous difféomorphisme), a I’ordre deux en courbure qui peuvent
intervenir dans I’action du secteur gravitationnel pur :

Palatini Cosmological constant Holst

1
Sle,w) = —fd4x ekre Ae' A FEY W)+ Aerel Ael AeK A et +are Aey A FY (w) (1.23)

2K

+ (dwel ANdyer—e;r ANej A F”(w)) +a3F () A FY () + ase g FY (w) A FEE ()

Nieh-Yan Pontryagin Euler

Ici d,e’ correspond 2 la dérivée externe covariante 1> de e’ et les @, a», @3 et a4 a des constantes
de couplage. Ces termes supplémentaires introduits dans le Lagrangien sont soit identiquement nuls
soit sont des termes dits topologiques qui ne modifient pas les équations du mouvement.

Introduisons un nouveau parametre, dit de Barbero-Immirzi,

y = _ (1.24)

a; +2a,

11. ou leur contraction dans son écriture plus développée.
12. i.e la dérivée externe pour laquelle la dérivée usuelle est remplacée par une dérivée covariante (ce qui integre donc le
fait qu’une connexion soit définie)
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qui va jouer un role important dans la formulation Hamiltonienne de la théorie.
Dans la plupart des situations physiques pertinentes les termes A, a», a3 et a4 peuvent étre supposés
nuls. Alors

v = i (1.25)

(03]

et le seul terme additionnel non nul a 1’action de Palatini est le terme de Holst dont la constante de
couplage est donnée par . L’action présentée Eq.(1.24) se réduit alors a 1’action dite de Holst :

1
2
1
2

S Holst

1
[ f d*xe e’ A el A FEY(w) + — f d*xex A e; A FKL(a))] (1.26)
Y

1
[fd4xe11KLel Ae' A F¥Y w) + — fd4xn1KnJLel Ael A FKL(a))]
Y

On peut facilement remarquer que le terme proportionnel a y (terme de Holst) est, comme précé-
demment mentionné, nul :

mixne’ Al AFRE = GWPUUIKUJLe,IlengTL (1.27)

_ Voo 1 J K _Lpq
= € niknie e e, e5R fw
_ MUVpOo a3

= € g,uagv,BR po

= &R

UVpO"
=0

Ceci démontre bien que le terme de Holst ne joue pas de role dans la théorie classique, les équations
de champ obtenues par variations de 1’action Eq.(1.26) étant de nouveau les équations d’Einstein dans
le vide R, = 0. Ce terme supplémentaire a I’action de Palatini constitue néanmoins un ingrédient
important de la théorie quantique, comme nous le verrons par la suite.

Remarque : Le résultat évoqué ci-dessus est indépendant de la valeur du parametre y et ce dernier
est tres souvent présenté comme un parametre sans importance dans la théorie classique, n’apparaissant
pas dans les équations du mouvement et ne jouant un role clef que suite a la quantification. Nous
reviendrons par la suite sur I’importance de ce parametre dans la théorie quantique, mais je désire tout
de méme nuancer ici un peu cette considération souvent entendue. Il a en effet été montré par A. Perez
et C. Rovelli [15] qu’en présence de fermions le parametre de Barbero-Immirzi n’est en fait pas sans
importance et fixe la valeur de la constante de couplage de I’interaction a quatre fermions. Bien que
cette interaction soit tres faible et n’ait pour 1’instant jamais été observée, il est possible qu’elle le
devienne, mettant en avant un effet de ce parametre indépendant de son rdle dans la théorie quantique.

1.1.2 Le formalisme Hamiltonien Arnowitt-Deser-Misner (ADM) de la relati-
vité générale

Le formalisme Hamiltonien Arnowitt-Deser-Misner (ou ADM) de la relativité générale constitue,

apres la formulation au premier ordre que nous venons de voir, la seconde grande piece du puzzle des

bases classiques de la LQG. Afin de développer une formulation Hamiltonienne de la relativité générale
(dans le but de quantifier le champ gravitationnel via une procédure inspirée de celle de Dirac) il nous
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faut identifier des variables canoniques conjuguées 1’une de 1’autre. Or, qui dit moment conjugué dit
dérivée temporelle. Il nous faut donc trouver une maniere d’isoler une coordonnée temporelle dans une
théorie totalement covariante.

C’est ce désir de faire ré-apparaitre une telle coordonnée qui donna lieu au formalisme ADM de la
relativité générale, initialement développé en 1959 par Richard Arnowitt, Stanley Desser et Charles W.
Misner [16].

Décomposition 3+1 de I’espace-temps.

Dans ce formalisme I’espace-temps de dimension 4, caractérisé par la métrique g,,, est décom-
posé en effectuant un feuilletage par une famille continue d’hypersurfaces tridimensionnelles le long
d’une direction arbitraire. Il faudra évidemment s’assurer que le formalisme que nous développons
ici reste insensible a ce choix arbitraire du feuilletage. Cette direction arbitraire est caractérisée par
un vecteur t et les trajectoires qui évoluent dans cette direction sont paramétrées par un parametre
t € R jouant le role de temps. Les 3-surfaces X, orthogonales a cette direction temporelle représentent
alors les hypersurfaces spatiales, labellisées par t = constante. Notons qu’elles peuvent étre de to-
pologie quelconque. Les trois coordonnées x“, a = {1,2,3}, qui décrivent X, correspondent alors
aux trois coordonnées d’espace et x* = {t, x*} forme un systeme de coordonnées sur la variété totale
4-dimensionnelle M = R X Z,. Insistons sur le fait que le choix de la direction donnée par t et donc
du feuilletage qui en résulte est purement arbitraire et une écriture Hamiltonienne de la relativité
générale ne doit pas dépendre ce choix. De plus, définir une direction privilégiée revient a briser la
covariance de la théorie initiale. Ces deux problemes seront par la suite résolus via 1’ ajout de contraintes.

Fonction de laps et vecteur de shift.

Suite au feuilletage que nous venons d’effectuer il existe, pour tout point p appartenant a M, un
réel ¢ tel que p se situe sur Z,. On peut alors considérer le champ scalaire 7 défini tel que ¢ = #(p) et dont
les hypersurfaces de niveau sont les 3-surfaces X,. Le gradient de ce champ ne s’annule pas, assurant le
non recouvrement des hypersurfaces spatiales et donc le fait que la variété 4-dimensionnelle M est
entierement décrite par I’ensemble des X,. Ce gradient est par définition orthogonal aux 3-surfaces X, a
tout 7 et le champ scalaire 7 permet donc de définir le vecteur n orthonormal aux hypersurfaces %,, dont
les composantes covariantes sont : n, = (N(x"), 0,0, 0), ou N est appelée fonction de laps.

Le transport de la surface X, en X, se fait a ’aide du vecteur d’évolution m = Nn. Ainsi,
VpeX, p)=p+mdteZ, .y, Dun autre coté une base des vecteurs dans I’espace tangent a M est
donnée par e, = d,, a = {1,2,3,4}. Notons alors que le vecteur m ne coincide en général pas avec
le vecteur e, = d,, vecteur tangent aux lignes pour lesquelles x* = constante, Va = {1, 2, 3}. Ces deux
vecteurs ne seront égaux que si les lignes de coordonnées données par x* = constante, Va = {1, 2, 3}
sont orthogonales aux 3-surfaces X, ce qui est toujours possible avec un choix approprié du systeéme
de coordonnées. Néanmoins dans le cas général m et e, sont liés par un vecteur B, de sorte que
e, = Nn+ . Le vecteur B, appelé vecteur de shift, est tangent aux 3-surfaces X, et a pour composantes
contravariantes 5 = (0, N*). Nous appellerons par la suite le 3-vecteur de composantes non nulles N*
vecteur de shift également, comme il est d’usage dans la littérature.

Les composantes covariantes ou contravariantes du vecteur n orthonormal aux hypersurfaces
peuvent alors s’exprimer en fonction de la fonction de laps N et des composantes non nulles N du
vecteur de shift :
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n,=(N(x"),0) et n* = (1, N (X)) . (1.28)

N (xv)

Fonction de laps et vecteur de shift sont des objets qui s’avereront importants pour la suite de
cette étude car, dans le formalisme ADM, le choix arbitraire d’un certain systeme de coordonnées est
équivalent a celui de N et des trois composantes N“. Essayons donc de comprendre plus précisément
ce que représentent ces objets. La quantité Ndt correspond a I’élément infinitésimal de temps propre
entre deux hypersurfaces X, et X,,,, mesuré par un observateur dont la quadrivitesse serait le vecteur
n. Le vecteur de shift correspond quant a lui au décalage spatial obtenu lorsqu’un point p situé en
x*(p) = (t,x%) sur I’hypersurface ¥, passe sur I’hypersurface %, ; ce point se retrouve alors a la
position x* + dx* = (t + dt, x* + Ndt). Le sens de ces grandeurs est également représenté Fig.1.1. On
voit sur cette figure que 1’évolution temporelle, i.e sans variation spatiale, du point a, donnée par #dt,
se retrouve en deux étapes en faisant intervenir Nn*dt et N“dt.

|
A x(l + dx(l

FiGure 1.1 — Feuilletage d’espace-temps dans le formalisme ADM.

Rappelons que le choix du feuilletage initial étant arbitraire les choix de N et N le sont également.

Caractérisation de I’espace des phases.

Méme si les hypersurfaces X, sont de topologie quelconque leur métrique g, peut étre définie a
I’aide de I’opérateur I1,, = g, +n,n, qui permet de projeter les vecteurs de I’espace tangent a la variété
quadri-dimensionnelle M sur I’espace tangent aux hypersurfaces X,. La métrique sur les hypersurfaces
s”écrit alors g, = g, 11", oT", et g, est donné€e par I’élément de pseudo-longueur

ds® = N(t,x)d* = qu(t, x)(N“(t, x)dt + dx") (N (t, x)dt + dx”) . (1.29)
La fonction de laps et le vecteur de shift sont liés aux composantes 00 et Oa de la métrique inverse
g" par

00 1 Oa_Na

g =—— et g =¥ (1.30)
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Relevons que le tenseur métrique g, est symétrique et les 10 degrés de liberté du systeme se
retrouvent dans N (1 degré de liberté), N (3 degrés de liberté) et g,;, (6 degrés de liberté).

La courbure des hypersurfaces spatiales immergées dans 1’espace-temps quadri-dimensionnel est
caractérisée par la courbure extrinseque

1

Kab = §~£nqab , (131)

ou L,q.» correspond a la dérivée de Lie 3 dela métrique g, par rapport a n.

Remarque : La courbure extrinseque réfere a la courbure d’un objet vue depuis un espace dans
lequel celui-ci est immergé. Elle est a différencier de la courbure intrinseque qui elle est donnée
par le produit des courbures selon les directions principales. Un cylindre possede par exemple une
courbure extrinséque nulle, il est évidemment courbé si on 1’observe depuis notre espace R?, mais la
courbure selon la direction principale qui s’étend dans la longueur du cylindre étant nulle, sa courbure
intrinseque ’est également. A contrario une carte 2D de la Terre possede une courbure extrinseque
nulle mais une courbure intrinseque non nulle.

Notons que I’expression de la courbure extrinseque Eq.(1.31) est tres proche de celle de la dérivée
temporelle de la métrique spatiale

Gar = Liqap - (1.32)

En définitive, la métrique spatiale g, et la courbure extrinseque K, (ou plus précis€ément le mo-
ment conjugué 1, associé a q,, défini a partir de cette courbure extrinseque) sont les variables qui
vont constituer 1’espace des phases de cette formulation Hamiltonienne de la gravitation. Il devient
alors possible d’écrire un Hamiltonien comme une fonction de g, et m,;, et c’est ce que nous allons
faire maintenant.

Le Hamiltonien du formalisme ADM

L’action d’Einstein-Hilbert peut étre réécrite, suite a cette décomposition, comme :

1
S en(Gabs Gavs N,N®) = — f dt f d*x |7 Gu, - NC = N°C, | (1.33)
2K R 3,

oll, comme mentionné ci-dessus, le moment conjugué a g, s’exprime en fonction de cette derniere
et de la courbure extrinseque K :

SL
n? = — = g (K" - Kq”) , (1.34)
6Qab \/a( 1 )

K étant le scalaire contracté de la courbure extrinseque et /g la racine carré du déterminant de la
3-métrique q,». Nous avons de plus

7'[b
C, =-2+/qV 4 1.35
Vg b(\@) (1.35)

et

13. La dérivée de Lie est une généralisation de la dérivée partielle en géométrie différentielle qui permet de dériver des
champs de tenseurs comme s’ils étaient des fonctions définies sur la variété.
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1 .
C= % (QaCde + Gadqpc — ngQCd) ﬂ'abﬂ'cd \/57{ > (136)

R étant le scalaire de Ricci des hypersurfaces X,.
Les variations de I’action Eq.(1.33) par rapport a N* et N donnent respectivement la contrainte dite
contrainte vectorielle :

C.=0, (1.37)

et celle dite contrainte scalaire :

C=0. (1.38)

Cette densité (car non intégrée) de contrainte scalaire rétablit I’invariance sous reparamétrisation
de la coordonnée temporelle tandis que la densité de contrainte vectorielle va elle étre liée au rétablis-
sement de 1’invariance sous difféomorphismes spatiaux sur les hypersurfaces. N et N jouent alors le
role de multiplicateurs de Lagrange.

Remarque : Par abus de langage nous désignerons par la suite C, et C directement comme les
(densités) de contraintes vectorielles et scalaire. Nous omettrons également de spécifier que nous avons
affaire a des densités de contraintes (car non intégrées) et nous référerons a elles en tant que contraintes.

Lorsque ces contraintes sont satisfaites les solutions des équations du mouvement sont dites phy-
siques (au sens ou elles satisfont aux équations de champ) et le systeme est dit on-shell, d’apres un
vocabulaire emprunté a la physique des particules. Notons également que la région de 1’espace des
phases qui satisfait a la contrainte Hamiltonienne, somme des contraintes scalaire et vectorielles,
est appelée hypersurface des contraintes. Les évolutions qui sortiront de cette hypersurface seront
considérées comme non physiques.

Si la métrique g, satisfait les quatre contraintes C, = 0 et C = 0 sur une hypersurface X, alors
cela signifie qu’elle satisfait également les 10 équations d’Einstein Ry, — %Rgﬂy = 0. Ceci signifie que
toute la dynamique contenue dans les équations d’Einstein (dans le vide) est contenue dans ces quatre
contraintes.

Le Hamiltonien de la relativité générale dans ce formalisme est obtenu directement depuis 1’action
donnée Eq.(1.33) :

1
H (gap, 7, N, N*) = 2—fd3x(NC+N“Ca) : (1.39)

K 3,

Ce Hamiltonien possede une certaine propriété, déroutante au premier abord pour qui découvre le
domaine : il est nul pour les systemes dits on-shell qui satisfont aux contraintes (qui sont, rappelons-le,
les systemes dont les solutions sont physiques). Il ne peut plus étre interprété comme 1’énergie du
systeme. Cette caractéristique trouve sa racine dans I’un des fondements de la relativité générale :
I’invariance de la théorie sous difféomorphisme. Pour mieux comprendre ce qui se passe, intéressons-
nous a un petit modele jouet.
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1.1.3 Du Hamiltonien a la contrainte Hamiltonienne : la relativité générale,
une théorie totalement contrainte.

Comme nous venons de le dire la symétrie sous-jacente a la relativité générale est I’invariance des
équations sous difféomorphisme, c’est a dire sous n’importe quelle transformation générale, linéaire
ou non, des coordonnées x — x’(x). Le temps ¢ n’est alors plus a considérer comme un parametre
d’évolution mais comme une variable canonique, avec son moment conjugué p,, au méme titre qu’une
coordonnée spatiale g. L’évolution s’effectue alors en fonction d’un nouveau parametre, noté s par la
suite. Pour avoir une vision la plus simple possible de ce qui se passe en relativité générale, considérons
un systeme classique pour lequel I’action usuelle est re-paramétrée :

: 1 &
S = f.l:(q, q,t,H)ds = ft(imctl_z - V(q)) ds, (1.40)
ou un symbole * dénote ici une variation par rapport au parametre s. Notons que la coordonnée ¢
n’est pas présente dans le Lagrangien, mais sa dérivée 7 oui '4. Les moments conjugués associés aux
variables canoniques s’écrivent :

e og i’ 1.41
oL _ (1,8 o (140
=—=—|=m= .
Pr= "5 2 T
Il est possible de réécrire 1’équation sur p, comme une contrainte :
1 ¢
®(g,t) = p, + M +V(g@|=0. (1.42)

Le Hamiltonien associé au Lagrangien de 1’action donnée Eq.(1.40) est obtenu par transformée de
Legendre et s’écrit :

. . o . 1 & . .
H(q, pg:t. P) = pit + pyg — L(q,q,t,1) = pif + (qu? + V(q)t) =1D(q,1) =0. (1.43)

Tout comme dans le cas du formalisme ADM le Hamiltonien du systéme est ici nul. On ne parle
alors plus de Hamiltonien mais de contrainte Hamiltonienne 7/ = 0. Cette contrainte détermine
quelle portion de I’espace des phases correspond aux solutions physiques. De tels systemes sont dits
totalement contraints. Pour de tels systemes, I’interprétation du Hamiltonien en tant qu’énergie n’est
plus valable. Il était possible de préssentir un résultat de ce genre des le départ. En effet, le temps a
été élevé au rang de variable canonique et a perdu son statut de parametre d’évolution. C’est le coeur
de ce qui est communément appelé le probléeme du temps en relativité générale. Comme on le dit
souvent, "time is gauge". Cela ne veut pas dire que les systemes n’évoluent plus mais que 1’évolution
est relationnelle. De nombreuses discussions sur ce sujet sont disponibles [17, 18]. De maniere tres
grossiere disons que des lors que la notion de temps disparait, la notion d’énergie doit également
disparaitre. Ces deux notions sont en effet trés liées en physique, comme mis en avant par le théoreme
de Noether, la quantité conservée si le systeme possede une invariance par translation temporelle étant
I’énergie. Comment définir une énergie sans temps ?

14. On parle alors de coordonnée cyclique.
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1.1.4 Tenter de quantifier le champ gravitationnel a partir du formalisme ADM :
I’approche de Wheeler et de Witt

Dans I’approche de gravité quantique développée par Wheeler et de Witt les variables canoniques
qap» €t my (et donc le Hamiltonien associé€) obtenues dans le formalisme ADM étaient promues au rang
d’opérateurs agissant sur une fonctionnelle d’onde ‘¥(g,;,) donnant I’amplitude de probabilité d’étre
dans un état de géométrie donné. Or il est dans cette approche impossible de définir correctement
un produit scalaire entre différents états quantiques, outil nécessaire de la théorie et les amplitudes
de transition entre différents états de géométrie ne peuvent étre calculées. Le formalisme ADM seul
n’est donc pas suffisant et il faut aller plus loin dans la réécriture de la relativité générale avant de
pouvoir entamer un processus de quantification non perturbatif menant a des prédictions claires et
non-ambigues. C’est ici que le formalisme au premier ordre introduit précédemment va intervenir.

1.2 La relativité générale en termes des variables d’ Ashtekar

La prochaine étape vers une quantification canonique (non perturbative) du champ gravitationnel en
relativité générale consiste a regrouper les deux formalismes précédents : il faut appliquer le formalisme
des tétrades aux variétés 3-dimensionnelles X, du formalisme ADM.

1.2.1 Les triades

A la différence de ce qui a été vu lors de la présentation du formalisme au premier ordre de
la relativité générale, les hypersurfaces issues de la décomposition 3+1 du formalisme ADM que
I’on doit décrire a 1’aide des tétrades ne sont plus 4-dimensionnelles mais 3-dimensionnelles. On ne
parle alors plus de tétrades mais de triades e¢. Les indices de coordonnées sont désormais dénotés
par a,b = 1,2,3 et les indices de Lorentz par i, j = 1,2,3. Les covecteur associés, ou co-triades,
permettent, de maniere analogue aux co-tétrades, de définir la 3-métrique spatiale g, sur X, a partir
des composantes ¢/ de la métrique Euclidienne sur R :

Qup = €.€153; . (1.44)

L . 0 L. . . b _ bcii , . .
Réciproquement I'inverse de la métrique spatiale ¢ = efe 6" est défini par les triades.

Cette métrique g, est invariante sous une rotation S O(3) des triades et ces dernieres ne sont alors
définies qu’aux rotations pres. Les algebres de Lie s0(3) et s1(2) étant isomorphes, les co-triades ¢/,
peuvent étre vues comme des 1-formes a valeur dans su(2).

Remarque : Cette propriété des co-triades peut €tre interprétée ainsi : nous avons précédemment
réécrit la relativité générale a I’aide des tétrades ¢, qui, vu qu’elles posseédent un et un seul indice de
Lorentz, se transforment comme des vecteurs sous transformation de Lorentz. Or cette transforma-
tion étant une transformation continue, elle peut étre exprimée a I’aide de groupes de Lie. L’algebre
de Lorentz est alors donnée par su(2) X su(2) et génere trois rotations et trois boosts. Lorsque la
foliation de I’espace-temps est effectuée dans le formalisme ADM une direction acquiert un statut
privilégié (le temps), brisant la symétrie associée a 1’algebre de Lorentz. Ne restent alors qu'une
invariance sous les trois rotations spatiales et I’ancienne algebre su(2) X su(2) se résume désormais
uniquement a su(2), justifiant que les co-triades soient a valeurs dans cette algebre. Notons au passage
que dim(su(2)) = 22 — 1 = 3, ce qui correspond bien a la dimension des hypersurfaces ;.
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Ces trois degrés de liberté de rotation des triades n’étaient pas présents dans le formalisme ADM
et I’espace des phases associé au formalisme des triades est une extension de 1’espace des phases
ADM. Il faut alors restreindre notre étude a la portion de cet espace des phases étendu qui correspond
a celui du formalisme ADM, ce qui est fait par I’ajout de trois contraintes : les contraintes de Gauss G ;.

Les variables canoniques avec lesquelles nous allons travailler ne sont en réalité pas les triades
elles-mémes mais leurs versions renormalisé€es E? définies par

1 .
E¢ = Eeabce,-jkege’; = y/det(g)e? (1.45)

ot det(q) = det(g~")~' = det(e)~? est une fonction des triades.
Les variables canoniques conjuguées des densités de triades et associées a la courbure extrinseque
sont données dans ce formalisme par

K, := Kapein” (1.46)

qui sont, tout comme efl, des 1-formes a valeurs dans su(2).
Les trois contraintes de Gauss, ou contraintes de rotation, sont alors données par

G, = €, KLE} (1.47)

et I’espace des phases étendu est caractérisé par les variables canoniques (K ’ Ef‘) de crochets de
Poisson

(Ki(x), E50)) = k850'0° (x - y) . (1.48)
Pour tout y € C* la transformation

. , . 1
K -9 K= yKJ E¢ -0 E* = —E¢ (1.49)
Y

ne modifie pas les crochets de Poisson Eq.(1.48). Cette transformation, qui n’est rien d’autre
qu’une renormalisation des variables élémentaires, est équivalente a une renormalisation du tenseur
métrique g, — qup/y>. On parle alors de transformation de Weyl '°. Le parametre complexe y de
Barbero-Immirzi n’a ici pas d’impact sur la structure symplectique des crochets de Poisson mais,
comme évoqué précédemment, celui-ci trouvera une importance particuliere lors de la quantification.

Relevons que les contraintes de Gauss données Eq.(1.47) sont également invariantes sous la
transformation donnée Eq.(1.49), i.e :

I gk ! k
gj = EijaE;z = ij(Y)Ka(Y)E;l . (150)
La dérivée covariante associée a la connexion de spin «, doit satisfaire Dae’]’. = 0 et donc
Ik
D,E} = 0,E + €w,E[ =0 (1.51)

Introduire Eq.(1.51) dans les contraintes de Gauss données Eq.(1.47) induit

15. Ces transformations sont d’importance primordiale dans des théories de champs conformes, une théorie conforme
étant une théorie invariante sous une telle transformation.
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S
|

L ) k)
e VK ES (1.52)
I,k ! k
0. VES + €40,V E} + €, VKV E]

0. VE + el [k + VK| VES.

Cette expression suggere 1’introduction d’une nouvelle connexion, basée sur la connexion de spin
w!, etla 1-forme de courbure K, :

VAL = o) + VK = ol + YK, (1.53)

appelée connexion de Sen-Ashtekar-Barbero (SAB). L’ ensemble ((V)A;, (V)Ef), appelé variables
d’Ashtekar, forme un ensemble de variables canoniques de crochets de Poisson

{()’)Ail(x),(ﬂ Alj;(y)} -0, (1.54)
(VE0.Y ) =0, (1.55)
(VAL B0} = kysish6°(x - y) . (1.56)

Remarque : 11 est parfois d’usage d’utiliser

10
MPi(x) = — E%x) (1.57)
K

plut6t que ©E%(x) comme moment conjugué de » Al (x) afin de faire disparaitre le facteur «.

L’action gravitationnelle peut étre réécrite en fonction de ces variables :

S gray = 1 fR di f dx|E{Al - (MG + N°C, + NC))| (1.58)

2K %,

ol les A/, N et N jouent le role de multiplicateurs de Lagrange. Les expressions des densités de
contraintes en fonction des variables d’ Ashtekar sont données par :

i) densité de contraintes de Gauss :
Gj = 0.E) + €L ALE] =0, (1.59)
ii) densité de contraintes vectorielles :
Cu=FLE!—(1+9’)KiGi=0, (1.60)
iii) densité de contrainte scalaire :

C:=Cr+CL=0. (1.61)

ol C et C;, correspondent respectivement aux parties dites Euclidienne et Lorentzienne '¢ de C et
sont données par :

16. Ces appellations viennent de ce que les crochets de Poissons de ces densités de contraintes avec elles mémes
possedent des signes différents dans la constante qui précede la contrainte.
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E°E" E°E®
Cp = —=¢'F%, et C, = -2(1 +y’) —=K|Kj, . (1.62)
VdetE © ¢ ( ) VdetE 0]
L’ensemble des contraintes qui rétablissent I’invariance sous difféomorphisme sur les hypersurfaces
spatiales, dites contraintes de difféomorphisme, est donné par une combinaison des contraintes
vectorielles et de Gauss :

D, =C,y— A (DyE?) . (1.63)

L’ensemble des trois contraintes de difféomorphisme et de la contrainte scalaire rétablit I’in-
variance de la théorie sous difféomorphisme total.

Le Hamiltonien associé a I’action Eq.(1.58) est donné par I’intégrale sur ¥, de la somme des
densités de contraintes précédées des multiplicateurs de Lagrange associés :

1 .
H:_ffwwﬁma+my (1.64)
K Js .
Comme mentionné précédemment les quatre contraintes 9, = 0 et C = 0 sont équivalentes aux
dix équations d’Einstein dans le vide. A cela il faut rajouter les trois contraintes de Gauss traduisant
I’invariance sous rotation des triades.

Hélas, méme si ce formalisme basé sur les variables d’ Ashtekar permet de simplifier la contrainte
scalaire il ne permet pas de résoudre les difficultés qui apparaissent dans 1’approche historique menée
par Wheeler et de Witt. Il est toujours délicat de définir correctement un produit scalaire entre différents
états quantiques [19]. Il reste donc impossible de calculer des amplitudes de probabilité a ce stade et
une derniere étape est nécessaire avant de pouvoir procéder a la quantification.

1.2.2 Effectuer un '"lissage' (smearing) de I’algebre : utilisation des holono-
mies et des flux

L’idée derriere un tel lissage

Pour se faire une idée de pourquoi un lissage des variables est nécessaire, considérons le cas simple
d’une particule soumise a un potentiel et se déplacant sur un cercle. Sa position est donnée par la
variable angulaire a € [0, 27r[. Son Hamiltonien s’écrit simplement

p2

H=>-+V() (1.65)

oll ¢ est une constante de dimension [c¢] = M.L? et p = cda/dt. Pour décrire le comportement de
cette particule de maniere quantique il faut considérer 1’opérateur p = —ifid/da associé a p, dont le
spectre discret des valeurs propres est donné par p, = nfi, indépendamment du potentiel. Pourquoi le
spectre de p est-il discret ? Tout simplement parce que la variable @ appartient a un ensemble borné
(compact), tout comme dans le cas d’une particule dans un puits de potentiel (ou boite quantique). De
plus, vu que @ n’est pas continue sur le cercle (lorsque @ passe de 0 a 2r) la relation de commutation
[&, p] # ih et differe du cas standard. Pour éviter une telle discontinuité il est préférable de travailler
avec des fonctions continues de «a telles que s = sin(a), ¢ = cos(a) ou encore h = ¢'®. Nous verrons
par la suite que pour cette méme raison nous utiliserons non plus la connexion d’ Ashtekar comme
opérateur élémentaire mais plutdt son exponentiation le long de boucles fermées.
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Cet argument donne une idée intuitive de 1’origine de boucles dans la théorie mais 1’utilisation de
tels objets se fonde également sur des arguments plus formels non développés ici (liés aux boucles de
Wilson et au tenseur de Riemann) [20].

Flux, holonomies et représentation des boucles

Comme nous le voyons d’apres 1’action Eq.(1.58) I’espace des phases de la relativité générale est
décrit par les variables d’ Ashtekar dont les crochets de Poisson sont donnés Eq.(1.56).

Il est possible de lisser la connexion A/, afin que son intégration donne, lors de la quantification,
des opérateurs correctement définis sur I’espace de Hilbert cinématique H,;,. Etant donné que Al
est une 1-forme le contour d’intégration choisi doit €tre un chemin unidimensionnel y. Associons a
la connexion A! I’élément de SU(2) A, = Al 1;, les 1; correspondant aux générateurs de su(2). Cet
élément peut ensuite étre intégré le long de y. Si I’évolution le long de ce chemin est paramétrée par
x%(s) : [0, 1] — X nous obtenons :

f f dsAl (x(s ))dxa QN (1.66)
b% 0

En retenant la lecon de notre exemple avec la particule qui évolue sur le cercle, la connexion en
tant que telle ne peut pas étre prise comme variable de quantification et il nous faut considérer son
holonomie, définie comme le produit ordonné de I’exponentielle de 1’intégrale de la connexion le long
d’une courbe fermée

h, =P [eﬁ/‘] = P[e%”‘“” ] . (1.67)

Remarque sur la notion d’holonomie : Essayons d’avoir une notion un peu plus intuitive de ce
qu’est une holonomie, objet d’importance en gravitation quantique a boucles. Une holonomie donne
une mesure de la déviation entre les états initiaux et finaux d’un vecteur transporté parallelement sur un
contour fermé. Illustrons ceci pour un cas simple, celui de I’holonomie de la connexion de Levi-Civita
sur une variété riemannienne. Soit S € R? une surface orientée et y C S un chemin fermé sur cette
surface, c’est-a-dire y(1) = y(0), t = 0 — 1. Soit v(t) € 7S une famille de vecteurs transportés
parallelement le long de y, ou 7., S désigne le plan tangent a la surface S au point x € S. Les vecteurs
v(0) et v(1) appartiennent au méme espace tangent 7S = 7,,1)S et sont de méme longueur (car
le transport parallele préserve le produit scalaire et donc la norme). v(1) se déduit donc de v(0) par
une rotation d’un angle noté h(y) = (v(O):v(l)) appelé holonomie du chemin fermé y. Notons que
cette holonomie /(y) est définie modulo 2. Bien siir cet exemple peut étre généralisé et le transport
parallele peut étre effectué sur un espace M de dimension n, pour lequel I’espace tangent 7'y M est
également de dimension n. L’holonomie correspond toujours a une rotation dans cet espace tangent de
dimension n et donc A(y) € S O(n). 1l faut alors plus qu’un angle pour caractériser 1’holonomie. Enfin,
nous pouvons préciser que 1’holonomie /(y) dépend évidemment du chemin y mais est indépendante
de la paramétrisation choisie, du point initial x;,;;,; € y et du vecteur initial v;,;;,;. Attention cette
interprétation de I’holonomie comme élément de S O(n) n’est pas générique et est valable lorsque la
variété considérée est riemannienne et la connexion celle de Levi-Civita.

Le "lissage" (smearing) des densités de triades définies Eq.(1.45) s’effectue avec la méme idée.
Or ces dernieres étant des 2-formes (ce sont des tenseurs antisymétriques) leur intégration doit étre
effectuée sur une 2-surface S € Z,. Si I’on note n, la normale a S, cette intégrale s’écrit :
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Fi(S) = f d*on,E¢ . (1.68)
N

La quantité F;(S) correspond au flux de densités de triades a travers la surface S.

Holonomies de la connexion SAB #,[A] et flux de densité de triades Ff [E] constituent les
variables canoniques qui vont étre utilisées lors de la quantification.

Remarque : L'utilisation d’une holonomie comme variable de quantification semble conservatrice
car s’intéresser a la circulation d’un vecteur le long d’un chemin fermé donne déja une mesure de la
courbure en relativité générale et est une maniere de définir le tenseur de Riemann. De plus, le théoréme
de Giles [21] stipule que toute I’information invariante de jauge contenue dans la connexion peut étre
ré-obtenue en calculant la trace des holonomies associées a tous les contours fermés y possibles sur la
3-surface ¥,. Autrement dit, il est possible d’utiliser les holonomies comme base pour toute fonction
de la connexion SAB. Or la fonctionnelle d’onde W[A] est justement fonction de cette connexion et
peut donc étre décomposée sur cette base des holonomies, i.e

P[A] = Z Wylh,[A] . (1.69)
Y

Cette représentation est appelée représentation des boucles de la fonctionnelle d’onde.

1.2.3 Quid du contenu en matiere ?

Faisons juste un petit aparté car jusqu’ici il n’a été fait nulle part mention du contenu en matiere.
La nature de celui-ci doit étre supposée indépendamment et seul son couplage au champ gravitationnel
va influencer la déformation de 1’espace-temps. Lorsque nous aborderons par la suite le pendant
cosmologique de la LQG, dénotée cosmologie quantique a boucles (ou LQC pour Loop Quantum
Cosmology en anglais), nous supposerons en premier lieu que le contenu en matiere de 1’univers est
donné par I’inflaton, d’action

1

S, = fd“xx/—_g(—i 10,00, — V()| . (1.70)

L’ajout d’un tel contenu en matiere va générer des contributions aux différentes contraintes de
difféomorphisme D,,[N“] et scalaire C,[N], qui s’exprimeront en fonction du champ ¢ et de son
moment conjugué . Nous reviendrons sur I’impact du contenu en matiere dans le chapitre suivant
dédié a la LQC, aussi nous ne nous attarderons pas plus sur ce point ici.

Notons qu’il est cependant tout a fait possible de définir d’autres champs comme contenu en
matiere [22].

1.3 La quantification

La procédure complexe de quantification de la théorie n’étant pas au centre des études menées
lors de cette these, celle-ci n’est expliquée ici que dans les grandes lignes. Un lecteur désireux d’en
apprendre plus pourra se référer aux ouvrages [20, 23, 24, 25, 26].



Chapitre 1. Gravitation quantique a boucles canonique 39

1.3.1 La procédure de Dirac

La procédure de quantification utilisée en gravité quantique a boucles est basée sur le programme
dit "de Dirac" qui s’applique ici au systéme classique avant la résolution des contraintes. Il peut étre
divisé en trois étapes :

1) Promotion des variables de I’espace des phases au rang d’opérateurs satisfaisant les relations de
commutation [-,-] = ifi {-, -} et agissant sur un espace de Hilbert dit cinématique 7#;,.

ii) Promotion des contraintes au rang d’opérateurs agissant sur H,;,.

iii) Caractérisation de I’espace de solutions des contraintes, appelé espace physique, Hpys.

Cette procédure doit ensuite étre complétée par une définition non ambigiie d’un produit scalaire
sur H,pys €t une interprétation physique des observables quantiques.

1.3.2 Application a I’écriture en termes des variables d’Ashtekar de la relati-
vité générale
Commengons par promouvoir les variables d’ Ashtekar au rang d’opérateurs agissant sur un espace

de fonctionnelles W(A). Chaque coefficient de la connexion d’Asthekar est associé a un opérateur
multiplicatif

AP(A) = AIP(A) (1.71)

et les densités de triades sont associées a des dérivées fonctionnelles

- 0
E?Y(A) = —iKyE‘P(A) . (1.72)

a

Ces opérateurs sont liés par les relations de commutation

AL, B2 ()| = itwysysie® (@ - 3) . (1.73)

Rappelons que I’utilisation des variables d’ Ashtekar fait de la relativité générale une théorie de
jauge SU(2) contrainte par les trois ensembles de contraintes suivants :

1) G; = 0 : Les contraintes de Gauss qui traduisent I’invariance des triades sous application
d’éléments de SU(2).

ii) D, = 0 : Les contraintes de difféomorphisme qui rétablissent I’'invariance sous difféomorphismes
spatiaux. On préfere parfois parler simplement des contraintes de moments C, = 0 dont,
rappelons le, la combinaison avec les contraintes de Gauss donnée Eq.(1.63) donne les contraintes
de difféomorphisme.

ii1) C = 0 : La contrainte scalaire liée a I’invariance sous reparamétrisation de la coordonnée
temporelle.

Ces contraintes doivent étre maintenant promues au rang d’opérateurs et il faudra étudier quels
sont les €tats annihilés par leur action. Dit autrement, les états physiques de la théorie quantique seront
les états qui appartiennent au noyau de chaque opérateur de contrainte. La construction de I’espace de
Hilbert des solutions physique va alors suivre la procédure suivante :

G;¥=0

7’(cin 7{0

cin

C,¥=0 C¥=0
Hair —— Hopnys - (L.74)
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H.in désigne 1’espace de Hilbert cinématique de départ, 7-{C0m correspond a ce que 1’on appelle
I’espace de Hilbert cinématique invariant de jauge et Hg a I’espace de Hilbert sous difféomorphismes
spatiaux. Enfin, la résolution de la contrainte scalaire aboutira a la caractérisation de I’espace de Hilbert
des solutions physiques.

L’espace de Hilbert cinématique H,;,

La difficulté a définir une mesure (et donc un produit scalaire) pour 1’espace des 3-métriques
qui apparaissait dans 1I’approche de Wheeler-de Witt est résolue en considérant les holonomies de la
connexion comme variables de quantification, variables pour lesquelles il existe une mesure correcte-
ment définie : la mesure de Haar [27].

Considérons un ensemble de chemins / € ¥, que nous appelons liens et qui peuvent se rencontrer
pour former ce que 1’on appelle des neeuds. Ces liens et ces nceuds définissent ce que 1’on appelle un
graphe I, voir Fig.1.2.

fﬁy

Ficure 1.2 — Ensemble de liens et de nceuds correspondant a un graphe I'.

Pour construire un espace de Hilbert Hr a partir d’'un graphe I' € X, il faut considérer une
fonctionnelle associée au couple (I, g) ol g est une fonction g : S U(2)L — C et ot L correspond au
nombre de liens du graphe T, telle que

Wi = gy (Al ..., by, [A]) . (1.75)

On parle alors de fonctionnelle cylindrique. L’espace de ces fonctionnelles formera un espace de
Hilbert Hr s’il est muni d’un produit scalaire, ici construit a partir de la mesure de Haar. Cette mesure
permet de définir I’intégrale de fonctions sur un groupe compact.

L’ensemble des espaces de Hilbert Hr associés aux différents graphes sur la 3-surface X, permet
alors la construction de I’espace de Hilbert cinématique comme

Hein = r@ Hr . (1.76)

€3,

Résolution des contraintes

La résolution des contraintes est une démarche compliquée qui va bien au dela de la portée de ce
manuscrit. Nous ne rentrerons donc pas plus dans les détails ici et renvoyons le lecteur vers I’excellente
revue [4].
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Réseaux de spins

La théorie admet une représentation en termes de réseaux de spins. A chaque lien / d’un graphe T
est associée une représentation de 1’algebre su(2) labellisée suivant sa dimension par un certain spin. Le
choix d’une représentation particuliere revient simplement au choix d’une certaine forme des matrices
associées aux générateurs de I’algebre. Si plusieurs liens de spins différents se rencontrent en un
neceud il faut alors introduit un nouvel objet, appelé intertwiner, pour "assembler" ces représentations
entre elles et évaluer leur action au niveau du nceud. Ces objets jouent donc un rdle analogue aux
coeflicients de Clebsch-Gordan qui interviennent dans la composition de représentations irréductibles
de groupes, comme lorsque I’on considere par exemple le couplage entre différents moments cinétiques.
Un graphe avec des liens "colorés’ labellisés par des spins et des noeuds au niveau desquels agissent
des intertwiners forme un réseau de spins, dont un exemple est représenté Fig.1.3.

3/2
12 i 712
5/2 2

FiGure 1.3 — Exemple de réseau de spin.

1.3.3 Quantification de la géométrie

La relativité générale lie la géométrie locale de 1’espace-temps au champ gravitationnel. Quantifier
le champ gravitationnel tel que nous le faisons doit donc naturellement aboutir a des observables de
nature géométrique.

Opérateur d’aire

L’ observable géométrique la plus simple qu’il est possible de construire en gravité quantique a
boucles est donnée par I’opérateur d’aire. De maniere classique 1’aire associée a une surface S peut
étre formulée en fonction de sa normale n, et des densités de triades :

A(S) = f dodoy \|ECE]}siin.n, . (1.77)
S

Discrétisons désormais la surface S a I’aide de N cellules, chacune perforée par un lien du graphe
I'. L aire précédente s’écrit alors

N
A(S) = lim Ay(S) ol An(S) = Z F(SDF(S)) . (1.78)

I=1
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Fi(S ) étant le flux de densités de triades a travers la surface S;. Si I’on remplace les flux F;(S )
par les opérateurs quantiques associés F;(S ;) nous obtenons

N
AS)¥r = lim " NS DFS )W = 8rv6y Y TGy + DY (1.79)
I=1 p

ou Wr est un état de type réseau de spin, p correspond au nombre de perforations de S causées par
les liens du graphe I', les j, sont des demi entiers et ol nous avons réintroduit les constantes physiques.
La deuxieme égalité est démontrée dans [4].

Nous venons de mettre en avant I’un des résultats principaux de la gravité quantique a boucles : le
spectre de I’opérateur d’aire possede des valeurs discretes ! Ces quantas d’aire sont portés par les liens
du graphe.

Bien que la valeur O fasse partie du spectre de I’opérateur d’aire le spin d’un lien ne peut étre nul et
ce pour permettre la construction de H,;, (la raison détaillée est donnée [20]). Il existe donc une aire
minimale en gravité quantique a boucles, donnée par la premiere valeur propre non nulle de I’opérateur
d’aire, ou de maniére équivalente par I’écart d’aire minimum entre deux valeurs propres : AA, = A3

PI°
ot A = 4ny V3 7.

Notons également que 1’opérateur d’aire agit de maniere diagonale sur les états de type réseaux de
spin. Ces derniers sont donc vecteurs propres de cet opérateur.

Remarque : L’existence de longueurs ou d’aires discretes semble nécessairement briser I’inva-
riance de Lorentz au sens usuel du terme. Mais les choses ne sont pas si simples si I’on considere
désormais que longueurs et aires doivent étre interprétées comme des valeurs propres d’opérateurs
quantiques. Un observateur subissant un "boost" de Lorentz peut voir le méme spectre de valeurs
valeurs propres mais pas la méme valeur moyenne ("expectation value"). En ce sens, I’invariance de
Lorentz pourrait étre réconciliée avec les principes de base de la gravitation quantique [20].

L’expression du spectre de 1I’opérateur d’aire donnée Eq.(1.79) fait intervenir le parametre de
Barbero-Immirzi y. Ce parametre de faible importance dans la théorie classique joue donc ici un role
majeur, il intervient directement dans 1’expression du spectre de 1’observable géométrique la plus
élémentaire de la théorie et notamment dans sa premiere valeur minimale non nulle qui, comme nous
le verrons, sera de grande importance tant en cosmologie '® qu’en physique des trous noirs ',

Opérateur de volume

Un autre opérateur qu’il est possible de construire est 1’opérateur de volume. Nous nous intéres-
sons ici a celui proposé par C. Rovelli et L. Smolin [28]. Comme pour I’opérateur d’aire, commencons
par exprimer le volume d’une région tri-dimensionnelle, notée €2, en fonction des densités de triades :

V(Q) = | &x|detE]| . (1.80)
Q

17. Celui-ci se révelera d’importance pour la phénoménologie de la théorie, comme nous le verrons dans la suite de ce
manuscrit.

18. Car elle entrera dans 1’expression de la densité d’énergie maximale du contenu en matiere de 1’univers.

19. Elle interviendra ce coup-ci dans I’expression de 1’entropie d’un trou noir.
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Nous divisons ensuite € en petits volumes tri-dimensionnels de telle sorte que chaque cellule
contienne au moins un nceud du graphe. L’intégrale dans I’équation précédente peut alors €tre remplacée
par une somme sur les différents sous-volumes. Comme précédemment le flux de densités de triades
est remplacé par son opérateur associé, de sorte que :

A . 1 AL a A ﬂ A
V(Q) = 133824 &;y|eiijl(S,)FJ(S,)Fk(53)| (1.81)

ou € correspond a la longueur des cellules tri-dimensionnelles.
Ainsi, pour un unique noeud dénoté par n,

b= 75 O leF SDRISHFS ) (1.82)
@By
La présence du terme € rend I’action de cet opérateur non trivialement nulle uniquement au
niveau des noeuds car partout ailleurs il n’y a au plus que deux flux associés aux liens : celui de la
source et celui de la cible.
Le spectre de cet opérateur, non donné ici car bien plus complexe que celui de I’opérateur d’aire et
non diagonal dans la base des réseaux de spin, est de maniere analogue a celui de 1’opérateur d’aire,
proportionnel au volume de Planck, i.e & I3,.

Remarque : De maniere surprenante (du moins au premier abord) des ambiguités spécifiques
apparaissent dans la définition de I’opérateur de longueur en LQG, voir [29] pour les aspects formels
et [30] pour quelques remarques physiques. La question de savoir si cette difficulté est purement
mathématique ou conceptuelle est encore ouverte. Je terminerais cette remarque en citant John Baez
qui considere qu’il y a une raison profonde a ce que les aires soient plus fondamentales que les
distances en LQG : "Cette théorie est fondée sur la quantification du moment angulaire d’un élément
de surface orienté."

1.3.4 Dynamique de ’espace-temps

Jusqu’ici nous n’avons toujours pas précisé la dynamique de la théorie et la maniere dont cette
structure quantique de 1’espace-temps donnée par les réseaux de spin évolue.

A cause du principe d’incertitude de Heisenberg la notion de trajectoire x(r) disparait en mécanique
quantique. L’évolution temporelle d’un systeme quantique, mettons des particules, ne donne pas des
trajectoires précises pour ces dernieres, mais informe sur I’évolution de 1’amplitude de probabilité
W(x, t) donnée par la fonction d’onde. L’équivalent ici dans le secteur gravitationnel est donné par une
amplitude de transition entre deux états configurations géométriques différentes de I’espace-temps.

La dynamique de la structure de I’espace-temps va étre donnée par la résolution de la derniere
contrainte a implémenter, la contrainte scalaire C = 0. Il se trouve qu’a cause de la grande complexité
de I’expression de la contrainte scalaire cette étape est en fait extrémement compliquée. Une fois
de plus, nous ne rentrerons pas ici dans les détails mais nous pouvons référer le lecteur a [31, 32].
Stipulons tout de méme que mé€me si un nombre infini de solutions a la contrainte scalaire sont connues
le spectre de C et I’espace physique Honys ne le sont pas. Ceci a amené au développement de deux
lignes de recherche : la premiere s’intitule "Master Contraint Program" et consiste en I’implémenta-
tion simultanée des contraintes de difféomorphisme et scalaire. La deuxieme est appelée "Spinfoam
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approach", ou approche des mousses de spin. Elle délaisse I’aspect canonique de I’approche présentée
jusqu’ici pour se rapprocher d’une vision covariante. A 1’aide d’intégrales de chemin elle permet le
calcul d’amplitudes de transition entre différents états de réseaux de spin. La dynamique détaillée des
états géométriques a été formalisée par Jonathan Engle, Etera Livine, Roberto Pereira et Carlo Rovelli
dans [33].

1.4 Sur la testabilité de la théorie

Dans ce chapitre nous avons exposé les bases d’un cadre théorique permettant une quantification
non perturbative de la relativité générale. Toute théorie physique se devant évidemment d’avoir des
prédictions pouvant étre confrontées a des expériences, la prochaine question qui se pose est donc de
savoir comment mettre cette derniere a 1’épreuve.

Nous avons vu que I’application de la procédure de quantification de Dirac a I’écriture en termes
des variables d’ Ashtekar (ou plus précisément de leur version lissée) de la relativité générale amene
a une structure discrete de I’espace-temps modélisée par des réseaux de spins. Mais cette nouvelle
structure n’est observable qu’a des échelles de longueur tres petites, typiquement de 1’ordre de la
longueur de Planck qui vaut, rappelons le, €p; =~ 1073%m. L échelle d’énergie associée a cette
longueur, nommée énergie de Planck, s’éleve elle a Ep; = 10”GeV. Ces échelles se situent hélas
bien au dela de ce qu’il est actuellement possible de sonder en laboratoire. Il est raisonnable d’espérer
gagner un facteur 10 tout au mieux dans les prochaines décennies sur la limite actuellement atteignable
en énergie (par rapport a I’accélérateur Large Hadron Collider). Or ce qu’il nous manque pour atteindre
I’échelle de Planck est un facteur 1015 !

Néanmoins, nous avons aussi vu que cette discrétisation de I’espace-temps entraine également
une discrétisation de différentes observables géométriques. La présence d’une valeur minimale dans
le spectre de I’opérateur d’aire va permettre a la théorie de résoudre des divergences ultraviolettes
apparaissant en relativité générale, telle que la singularité initiale du Big Bang ou celle se situant
au cceur des trous noirs. Cette prédiction va donc avoir de fortes répercussions en cosmologie ou en
physique des trous noirs. La construction de modeles cosmologiques ou de trous noirs basés sur les
idées de la gravité quantique a boucles, ainsi que leurs phénoménologies associées, seront au coeur de
cette these. Ces modeles, correspondant a des applications de la théorie mere a des systemes possédant
certaines symétries allégeant considérablement les calculs, sont a ce jour parmi les moyens les plus
prometteurs pour tester et contraindre une telle théorie de gravité quantique.

J’ai entendu maintes fois dire que la quéte de la gravité quantique, bien que souvent considérée
comme 1’un des graals de la physique, est sans espoir. Il me parait clair que la testabilité de théories
s’y employant est un sujet qui fait débat dans la communauté scientifique. Toutefois, je ne peux
que rejoindre 1’avis d’ Aurélien (Barrau) lorsqu’il dit que, bien que la gravité quantique ait en effet
longtemps €té pénalisée par son absence de lien avec les observations, elle entre désormais dans
le champ de la science observationnelle. Ceci notamment grice a la nouvelle génération d’outils
astronomiques de haute précision que sont par exemple les interférometres LIGO-Virgo, dont les
résultats vont énormément amener a la physique des objets compacts, ou des projets tels que BICEP
ou POLARBEAR (désormais regroupés dans la collaboration Stage4) qui visent, eux, a découvrir le
mode B de polarisation des photons du fond diffus cosmologique sur lequel nous reviendrons dans le
prochain chapitre.
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Au-dela de ces perspectives il n’est pas exclu que des effets de gravitation quantique puissent se
manifester a basse énergie. En théorie des cordes, par exemple, il est possible d’utiliser les mesures
fines de I’accélération contemporaine de I’Univers pour exclure de larges domaines du paysage des
parametres. En gravitation quantique a boucles (nous y reviendrons) il n’est pas impossible que des
signaux radios observés en astronomie soient dis a des effets de géométrie quantique. De plus, des
liens forts semblent émerger entre les caractéristiques fines de 1’inflation (conditions initiales, nombres
d’e-folds, forme du potentiel effectif .. .) et la théorie sous-jacente de gravitation quantique, méme si
I’échelle d’énergie de I'inflation est tres inférieure a 1’énergie de Planck. Plusieurs idées émergent pour
lier la constante cosmologique a la dimension quantique du champ de gravité. Enfin, I’effet granulaire
de I’espace pourrait se manifester dans 1’étude des temps d’arrivée des photons (et neutrinos) émanants
de sursaut gammas, la petitesse de I’effet étant compensée par les gigantesques distances en jeu. Les
directions dans lesquelles une phénoménologie de la gravitation quantique pourrait se manifester sont
donc nombreuses.
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1l existe de trés nombreuses revues et livres de grande qualité traitant de la cosmologie. La rédac-
tion de ce chapitre fut inspirée entre autres par les travaux de D.Baumann [34, 35], de P. Peter [36],
de J. Lesgourgues [37] et de V. Mukhanov [38].

La cosmologie, ou étude de I’Univers, est presque aussi ancienne que la pensée elle-méme. Elle
n’a néanmoins pris la forme d’une science au sens orthodoxe du terme qu’au début du vingtieme
siecle, grace a I’avenement simultané de la théorie de la relativité générale et de techniques d’obser-
vation novatrices. A la fin du vingtieme siécle, une seconde révolution a vu le jour, faisant entrer la
cosmologie dans une ere de précision. Celle-ci est en grande partie due a la mesure du rayonnement
cosmologique fossile par COBE (puis par WMAP et Planck). Il est remarquable de constater qu’en
dépit de spécificités qui semblaient insurmontables, la cosmologie est devenue crédible non pas a
la suite d’avancées conceptuelles radicales mais parce que le foisonnement observationnel a permis
de rendre I’édifice stable et prédictif. Dans une certaine mesure, 1’histoire de I’Univers est mieux
connue que celle de notre propre planete. Mais ceci n’est que partiellement paradoxal : il n’est pas rare
qu’un systeme considéré dans sa globalité soit plus simple que chacune de ses parties scrutée de pres.
La simplicité du “systeme-Univers" vient de sa haute symétrie a grande échelle, bien que I’essentiel
des études contemporaines se focalisent précisément sur les écarts par rapport a cette symétrie quasi-
maximale (homogénéité et isotropie). Le modele standard de la cosmologie se trouve aujourd’hui
dans une position comparable a celui de la physique des particules : il fonctionne remarquablement
bien. Il est pourtant certain qu’il ne peut étre définitif. Les problemes de la maticre noire, de I’énergie
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noire et de la dissymétrie baryonique globale imposent, a minima, des infléchissements. Mais, plus
fondamentalement encore, la singularité primordiale — le Big Bang stricto sensu — montre que son
origine demeure vraisemblablement encore hors d’acces.

Plus concretement le calcul de spectres de puissance primordiaux dans différents modeles de
cosmologie quantique a constitué la majeure partie de mon travail de these. Ce chapitre a pour but
d’introduire le lecteur aux principales notions nécessaires a la compréhension de ce que sont ces
spectres et du role qu’ils tiennent dans la cosmologie actuelle. Ces pré-requis comportent notamment la
théorie des perturbations cosmologiques, la notion de spectre de puissance et la physique de I’inflation
a un champ. Nous commencerons ce chapitre section 2.1 par une tres breve vue d’ensemble de ce
qu’est la cosmologie en tant qu’étude de notre Univers décrit par un espace-temps homogene. Nous
souleverons ensuite section 2.2 quelques problemes du modele standard de la cosmologie et verrons
comment le paradigme inflationnaire permet leur résolution. Nous y décrirons également de manicre
sommaire le modele le plus répandu d’inflation a un champ. Nous introduirons ensuite le lecteur a la
théorie des perturbations cosmologiques section 2.3. Nous aborderons section 2.4 la cosmologie en
tant que théorie stochastique et y introduirons la notion de spectre de puissance. Enfin nous verrons
section 2.5 quelles sont les conditions initiales sur ces spectres prédites par 1’inflation et quelles sont
les contraintes observationnelles associées 2.6.

2.1 Modele standard de la cosmologie

2.1.1 Equations de Friedmann et parametres cosmologiques

Les équations de Friedmann

La distribution des galaxies et des structures cosmologiques nous entourant est observée isotrope
aux grandes échelles (~ 100 M pc). Cette observation, combinée avec le principe Copernicien ', améne
au principe cosmologique : ['univers est homogene et isotrope aux grandes échelles. 11 constitue la
pierre fondatrice du modele standard de la cosmologie.

L’ Univers serait donc hautement symétrique, ce qui, comme toujours en physique, simplifie grande-
ment la description formelle du systeme. Une fois le contenu en matiere établi, il est alors possible de
résoudre les équations d’Einstein afin de déterminer 1’évolution passée, présente et future de I’Univers.
La propriété d’homogénéité incite a décomposer 1’espace-temps en un feuilletage d’hypersurfaces
spatiales 3-dimensionnelles 2, toutes respectant les symétries d’isotropie et d’homogénéité du principe
cosmologique, ordonnées suivant un temps : le temps cosmologique.

La métrique qui décrit cet espace-temps est donnée par la solution dite de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), aux équations d’Einstein données en Eq.(1.5). Elle s’écrit

2
1 —kr?

La variable ¢ correspond ici au temps cosmique et la quantité a(¢)r joue le rdle de rayon dans le
systeme de coordonnées considéré. Cette métrique est totalement décrite par une fonction du temps : le
facteur d’échelle de 1’Univers a(t), ainsi qu’un parametre k. Ce dernier caractérise la courbure spatiale

ds* = —d* + az(t)( + erQZ) ) (2.1)

1. Principe qui stipule que la Terre n’occupe pas une position privilégiée dans 1I’Univers.
2. Le feuilletage peut ici étre effectué de maniere non ambigué, ce qui ne sera plus le cas lorsque des inhomogénéités
seront incorporées a la théorie.
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globale de I’Univers, les configurations k = +1,0, —1 correspondant respectivement a un Univers
ouvert, plat ou fermé. La présence du terme dQ? = d6” + sin’*(0)d¢> découle de I’hypothese d’isotropie
de I’espace.

L’évolution temporelle du facteur d’échelle s’obtient en considérant que le tenseur énergie-
impulsion 7" des équations d’Einstein décrit un fluide parfait homogene isotrope, i.e :

T" = (p + P) u'u, — P5" . (2.2)

Ici p correspond a la densité d’énergie (ou masse volumique si la vitesse de la lumiere c est rétablie
dans les équations) du contenu en maticre de I’univers et P a sa pression. Le quadrivecteur u* décrit
quant-a lui le champ de vitesse du fluide.

La résolution des équations d’Einstein amene alors aux équations de Friedmann, équations
maitresses de la cosmologie :

)[4\ k Ak
H(1) _(_a(t)) = 3/O(t)-i‘ 3 a0p (2.3)
et
a0 _ A
a0 6 (o(t) + 3P(1)) + 3 (2.4)

ou rappelons-le, k = 8. Le parametre H(7) est appelé parametre de Hubble. Il représente le taux
d’expansion de I’Univers a I'instant ¢. Sa valeur actuelle telle que mesurée par le satellite Planck [39]
vaut Hy = (67.4 + 0.5) km.s™'.Mpc™" 3.

Remarque : Pour aboutir a ces équations le terme associé a la constante cosmologique Agt”,
initialement introduit par Einstein dans ses équations pour générer un Univers statique, a été placé a
droite de 1’égalité dans le jeu d’équations Eq.(1.5). Effectuer cette manipulation triviale sur le plan
mathématique n’est pas vide de sens physique : elle revient a interpréter sa contribution au tenseur
énergie-impulsion comme le contenu énergétique du vide. Ce dernier est alors interprété comme un
fluide de pression négative d’équation d’état w(t) = P(t)/p(t) = —1.

Remarque : Les mesures locales du parametre de Hubble effectuées a partir de Céphéides et de
supernova suggerent une valeur de H plus élevée et en désaccord avec la valeur mesurée par Planck,
obtenue a partir du fond diffus cosmologique et présentée ci-dessus [40, 41]. Cette contradiction entre
les données n’est pour le moment explicable par aucun effet systématique de mesure [42, 43, 44]
et la possibilité que cette tension soit une trace de nouvelle physique au dela du modele standard
de la cosmologie gagne en importance [45, 46]. De nombreuses pistes sont actuellement explorées :
"phantom-like dark energy™" [47], "vacuum phase transition" [48], "interacting dark energy" [49] ,
composante supplémentaire a la densité d’énergie sous forme de rayonnement [41] ou encore présence
d’une "early dark energy" [50] qui se comporterait comme une constante cosmologique et impliquerait
une phase d’accélération de 1’expansion supplémentaire a la phase d’inflation dans 1’univers primordial.
Malgré la prolifération de modeles une solution théorique satisfaisante a ce probleme fait néanmoins
toujours défaut.

3. Les barres d’erreurs des données Planck présentées dans ce chapitre correspondent & un intervalle de confiance de
68%.
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Intéressons-nous maintenant a 1’équation de Poisson pour un fluide relativiste :

V20 = g (o +3P) . (2.5)

Elle souligne que la présence d’une constante cosmologique A entraine celle d’un potentiel ®
répulsif aux grandes échelles. Il est de convention que cette premicre contribue a la densité d’énergie
totale du contenu énergétique de I'univers comme p, = A/«. Cet apport a la densité d’énergie totale,
appelé énergie noire, est vraisemblablement responsable de 1’accélération observée de 1’expansion de
I’Univers [51, 52]. Déterminer sa nature exacte constitue I’un des enjeux majeurs de la cosmologie
moderne. De grandes expériences telles que le "Large Synoptic Survey Telescope"[53, 54] au sol
(dont la prise de données devrait débuter d’ici 2022) ou le satellite Euclid [55] (lancement prévu
lui aussi pour 2022) devraient permettre, en cartographiant de grandes régions du ciel (I’entiereté
dans le cas d’Euclid), d’apporter des éléments de réponse 2 cette énigme d’ici peu. A I’aide d’une
approche multi-sondes (oscillations acoustiques de baryons, cisaillement cosmique et amas de galaxies)
elles tenteront de déterminer si (et comment) I’équation d’état de 1I’énergie noire w dépend du temps,
information cruciale pour discriminer entre les différents modeles.

Le contenu en énergie de I’Univers

Il est courant de ré-exprimer la premiere des deux équations de Friedmann Eq.(2.3) a I’aide d’une
densité critique, représentant celle d’un Univers plat, définie comme

3H?
Parit = —2 =1.9%x 107% hPg.cm™ . (2.6)
K

Nous avons ici introduit un parametre adimensionné A, appelé parametre de Hubble réduit et défini
tel que

Hy = 100k km.s™' .Mpc™" . .7)

La mesure de Hy donnée dans [39] amene a & = 0.674 (aux incertitudes de mesures pres).

Définissons maintenant a I’aide de la densité critique donnée Eq.(2.6) d’autres parametres adimen-
sionnés :

o, =20 2.8)

Perit
Ce sont les parametres cosmologiques utilisés pour décrire le contenu en énergie de 1’Univers.
Avant de donner leurs valeurs notons que la densité d’énergie totale associée a de la matiere (au
sens large, par opposition a celle associée a de la courbure) peut se décomposer comme

Prot = Pm + Pr + PA, (2.9

ou les indices m et r font respectivement référence a de la matiere non relativiste (dite froide)
caractérisée par P < p pour I'un et a de la matiere relativiste (ou rayonnement) pour 1’autre. La densité
d’énergie associée a de la matiere non relativiste peut de plus étre décomposée en une composante
baryonique p; et une composante de matiere sombre froide pcpy,. Déterminer la nature de cette matiere
sombre est probablement la problématique physique qui mobilise le plus d’efforts a ’heure actuelle
(en physique fondamentale), voir par exemple [56, 57, 58, 59] pour des revues.
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La meilleure mesure des parametres Eq.(2.8) est obtenue en combinant les données Planck avec
des études portant sur les oscillations acoustiques de baryons * [39] :

Q, = 0.3111+0.0056, (2.10)
Qn = 0.6889 +0.0056 ,
Qn ~ 247x107°,
Q = 1-9,-Q,-Q, =0.001 +0.002,
Q,h* = 0.02242 +0.00014 ,
Qcpuh® = 0.11933 +0.00091 .

Nous voyons ici que la composante dominante dans le contenu en énergie actuel est celle associée a
I’énergie noire et qu’environ 84% de la matiere est aujourd’hui sous forme de matiere non baryonique
(ou noire) froide. Ces résultats nous montrent également que 1’univers observé est remarquablement
plat, la mesure de sa courbure spatiale globale reste a 1’heure actuelle encore compatible avec 0.
Nous allons ci-apres revenir sur cette valeur en évoquant le probleme de la platitude, bien connu des
cosmologistes.

Cette représentation du contenu d’un Univers de courbure nulle est dénommée ACDM car elle
correspond a un contenu en énergie A-Dominated with Cold Dark Matter.

L’équation de continuité

Introduisons maintenant une autre équation d’importance en cosmologie : I’équation de conserva-
tion de la densité d’énergie (ou équation de continuité).

Si le contenu en matiere de I’Univers (supposé homogene) est donné par un fluide qui ne dissipe pas,
son évolution peut étre considérée comme un processus adiabatique. De plus, le fluide étant modélisé
par un gaz parfait, la variation de son énergie interne U, obtenue a I’aide des deux premiers principes
de la thermodynamique, est donnée par dU = —PdV. L’énergie interne d’un volume d’Univers de
rayon unité étant U = %mﬁpcz, nous obtenons :

K
6

Nous en déduisons 1’équation de conservation de la densité d’énergie du fluide :

dU = —PdV & §a2pda + Saddp = —gadea . @2.11)

p=-3H(@+P). 2.12)

Si le fluide est caractérisé par I’équation d’état w = P/p cette équation admet comme solution

p(t) o« a(f) ), (2.13)

La matiere froide (ou matiere non relativiste) caractérisée par w = 0 se dilue donc comme
om(t) oc a(f)™3; le rayonnement, caractérisé par w = 1/3, comme p,(f) o a(t)™ et la densité d’énergie
associée a une constante cosmologique caractérisée par w = —1 reste bien constante au cours du temps.

4. La densité d’énergie liée au rayonnement est dominée par 1’énergie du fond diffus cosmologique (dont nous
parlerons ci-apres). Ainsi I’origine de la valeur de Q, ici présentée differe. Elle est déduite de la mesure de la température
Tems = 2.7255 £ 0.0006K par I'instrument FIRAS a bord du satellite COBE [60].
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Pourquoi le rayonnement ne se dilue-t-il pas comme de la matiere froide ? Cette question nous
permet d’introduire ici une notion fondamentale en cosmologie, celle de redshift >. Il faut savoir que
tout rayonnement se propageant dans un espace en expansion subit un décalage vers le rouge, d’ou le
terme "redshift". Noté z, il est défini par

I +2z(0) = atto) ) (2.14)
a(r)

ol a(t) correspond au facteur d’échelle au moment de 1’émission du photon considéré et a(t,)
au moment de la réception. L’évolution en a(r)~* de la densité d’énergie de matiére froide (ou non
relativiste) traduit sa dilution dans le volume tri-dimensionnel en expansion. La densité d’énergie d’un
rayonnement varie, en revanche, non seulement du fait de cette dilution mais également du fait de
I’étirement des longueurs d’ondes modélisé par le redshift, d’ou I’évolution en a(t)™*.

2.1.2 Le scénario du Big Bang

L’évolution de I’Univers dans ce scénario

Nous appellons scénario du Big Bang © I’histoire cosmologique de notre Univers ayant comme
pierres fondatrices les équations de Friedmann Eq.(2.3) et Eq.(2.4) ainsi que 1’équation de continuité
Eq.(2.12). Ce scénario (a distinguer donc du Big Bang lui-méme, en tant qu’instant originel) dé-
crit I’évolution d’un Univers caractérisé€ par le facteur d’échelle a(?) qui s’expand a un taux donné
par le parametre de Hubble H(#). Nous ne le décrirons ici que dans les (tres) grandes lignes car je
n’ai nul doute que les lecteurs de ce manuscrit sont plus qu’aguerris sur le sujet. Cette histoire de
I’Univers a été retracée en détails dans de trés nombreux ouvrages, [61, 62, 63, 38] pour n’en citer
que quelques uns. Les grands chapitres de cette épopée peuvent étre intuités a partir de I’équation (2.13).

La limite @ — 0 met en évidence une divergence de la densité d’énergie dans 1’Univers, atteinte
en un temps fini. Cette divergence, plus communément nommée singularité, n’est clairement pas
satisfaisante d’un point de vue conceptuel. Elle correspond en fait a une prédiction des équations de
Friedmann (et donc de la relativité générale) hors de leur domaine de validité. A des échelles d’énergies
(ou de courbure de I’espace-temps) extrémement élevées le relai doit étre pris par une théorie de gravité
quantique. C’est 1a la motivation premiere derriere des théories de cosmologie quantique telles que la
cosmologie quantique a boucles introduite dans le prochain chapitre de cette these.

L espace-temps et son contenu en matiére seraient donc nés d’une singularité. A partir de 12 et
sachant que p,,(f) o a(t)™>, p,(t) < a(t)™ et pA(f) = cste, la trame globale de cette grande histoire
peut alors €tre dessinée. L’état initial est suivi (nous reviendrons ultérieurement sur 1’inflation) par
une période durant laquelle I’Univers est empli d’un plasma extrémement dense et chaud totalement
dominé par le rayonnement. Puis, alors que 1I’Univers se dilate et se refroidit, la matiere froide prend le
dessus. C’est durant cette phase que vont apparaitre les premieres galaxies et étoiles. Finalement la
contribution de la constante cosmologique (ou ce qui en tient lieu) finit par s’imposer. L' Univers actuel
subit donc une phase d’expansion accélérée, initialement mise en évidence par [64].

5. Ce redshift z(¢) est en bijection avec le facteur d’échelle a(#) (lorsqu’un choix arbitraire de normalisation a été fait),
Iui méme en bijection avec le temps cosmologique ¢. Il est donc souvent utilisé en cosmologie comme indicateur de 1’age de
I’Univers ou de certains évenements de 1’histoire cosmologique car il se révele alors plus pertinent que 7 ou a(f), notamment
lorsque I’on s’intéresse a I’Univers primordial.

6. Le terme de "Big Bang" fiit introduit dans une émission radio de la fin des années 1940 par Fred Hoyle, pionnier de
la cosmologie, afin de dénigrer ce modele d’Univers en expansion qui gagnait en popularité et qui a le sérieux probleme
d’avoir comme origine une singularité.
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De nombreux "événements" ont marqué cette histoire cosmologique : nous pouvons entre autre
citer la création des premiers éléments légers (appelée nucléosynthese primordiale [65]) tels que le
deutérium et I’hélium’ ou celle des grandes structures cosmologiques. L’événement qui va le plus
nous intéresser dans cette these s’est déroulé lorsque la température de 1’Univers a suffisamment
diminué pour atteindre 7 ~ 3000K, 2 un redshift z proche de 1100. A partir de ce moment, électrons et
protons sont capables de s’assembler pour former les premiers atomes neutres : ¢’est la recombinaison.
La lumiere est désormais découplée du contenu en matiere. Le plasma, auparavant opaque, devient
transparent et les photons s’y propagent librement en formant alors ce que 1’on appelle le fond diffus
cosmologique ("Cosmic Microwave Background" ou CMB en anglais).

Le fond diffus cosmologique : un fantastique témoin

Cette "premiere lumiere de I’Univers" constitue le meilleur t€émoin du scénario du Big Bang que
nous ayons. L’étude de ses propriétés permet de poser de nombreuses contraintes sur 1’état de I’Univers
tel qu’il était environ 380 000 ans apres le Big Bang, et méme bien avant. La découverte accidentelle
ce ce rayonnement en 1965 par Penzias et Wilson [66] leur valut le prix en Nobel en 1978 et de
nombreuses études ont depuis visé€ a le caractériser. Parmi ces études, les mesures de I’instrument
FIRAS, présent sur le satellite COBE, ont joué un role déterminant. Le plasma était selon le modele
standard de la cosmologie a I’équilibre thermique a I’époque de la recombinaison. Il est donc attendu
que le spectre en longueur d’ondes du fond diffus suive une loi de corps noir. La trés impressionnante
observation d’un tel spectre d’une température Tcyp = 2.725K par I'instrument FIRAS en 1996,
montrée Fig.2.1, constitue I’un des succes majeurs du modele du Big Bang. L’ajustement entre courbe
théorique et données est exceptionnel et cette mesure est, 2 mon avis, I’une des plus belles de la
physique.
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FiGure 2.1 — Spectre électromagnétique du fond diffus cosmologique tel que mesuré par I’instrument
FIRAS du satellite COBE [67]. La courbe noire correspond a une loi de corps noir de température
TCMB = 2725K

7. La capacité du modele standard a décrire les abondances d’éléments 1égers observés actuellement dans 1’univers
constitue un argument fort en faveur de celui-ci, bien que quelques tensions subsistent, en particulier au niveau du Lithium-7.
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Les photons du CMB ne possedent que peu de propriétés mesurables, uniquement leurs longueurs
d’onde et leurs polarisations. Le traitement de la polarisation est assez complexe et il est usuel d’utiliser
des combinaisons particulieres de la décomposition de la polarisation linéaire (et circulaire), telles
qu’elles soient invariantes suivant des symétries de parités définies. On parle de mode E quand la parité
est paire et B quand elle est impaire. A la suite de la mesure effectuée par FIRAS I’accent a été mis sur
la mesure des anisotropies, tant en température qu’en polarisation, de ces photons. Leurs propriétés
statistiques sont extraordinairement riches en informations, comme nous le verrons par la suite ®. Leur
étude a par exemple permis d’établir les valeurs des paramétres cosmologiques présentées Eq.(2.10)°.
La figure 2.2 montre 1’évolution de la mesure des anisotropies de température des photons du fond
diffus au fil des missions '°. La meilleure d’entre elles est donnée par le satellite Planck et révele des
écarts relatifs a la température moyenne de I’ordre de 107>,

FiGure 2.2 — Evolution de la mesure des anisotropies en température du CMB au fil de différentes
missions. De haut en bas : mesure historique de Penzias et Wilson, mesure par 1’instrument DMR du
satellite COBE, par la mission WMAP et finalement par la mission Planck.

Maintenant que les anisotropies de ce fond diffus ont été cartographiées avec une grande précision
le futur des expériences CMB se décompose en deux volets. Le premier concerne la mesure des modes
B dits primordiaux associés aux ondes gravitationnelles primordiales, grands absents des mesures
de Planck, sur lesquels nous reviendrons bien plus amplement dans la suite de ce chapitre et de ce
manuscrit en général. Le second volet consiste a retourner vers la mesure du spectre de corps noir, non

8. Nous verrons notamment section 2.6 quelles sont les contraintes qu’elles imposent sur la forme des spectres de
puissance pimordiaux
9. Nous ne préciserons pas ici la maniére dont ces contraintes on été posées et renvoyons a I’excellente revue [68] pour
les détails.
10. Nous ne présentons ici que les fluctuations de température mais des cartes similaires existent pour la polarisation.
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améliorée depuis COBE. En effet de faibles déviations a la loi de corps noir, nommées "distorsions
spectrales du CMB" sont attendues. Elles devraient, tout comme les anisotropies, €tre tres riches en
informations [69, 70].

2.2 Le paradigme inflationnaire

2.2.1 Les motivations derriere ce paradigme

Bien que nous venions de voir que le modele standard de la cosmologie est supporté par différentes
observations telles que I’abondance des éléments 1égers dans 1’Univers ou le fond diffus cosmologique,
il posseéde néanmoins des failles qu’il faut combler. Tel que proposé initialement au début des années
1980 par A. H. Guth [71] et A. D. Linde [72], I’addition d’une phase d’accélération de I’expansion de
I’Univers au début de son évolution permet la résolution de nombre de ces problemes. Elle permet
notamment d’expliquer I’origine des fluctuations primordiales qui sont a la base des mécanismes de
formation des grandes structures cosmologiques observées dans notre Univers.

Parmi ces problemes nous pouvons citer les bien connus problémes de 1’horizon et de la platitude.
Ceux-ci étant omniprésents dans les manuels de cosmologie primordiale nous nous contenterons ici de
renvoyer un lecteur désireux d’en connaitre les détails vers [35, 73].

De maniere résumée le probleme de 1’horizon stipule que ’homogénéité et I’isotropie mesurées
de I’espace aux grandes échelles requicrent que les différentes régions observées du ciel aient été en
contact causal par le passé afin d’avoir pu thermaliser les unes avec les autres. La taille d’une région
causale correspond a la distance maximale qu’a pu traverser la lumiere dans un certain intervalle de
temps. Cette distance, appelée horizon des particules, correspond (si ¢ = 1) a la définition du temps

conforme 7 :
dr
= . 2.15
n f o) (2.15)

Or la quantité de temps conforme entre un instant initial #; et la recombinaison . n’est dans le
modele standard de la cosmologie pas suffisante pour permettre a toutes les régions du CMB d’avoir
été en contact causal. Notons que le temps conforme (et donc la structure causale) peut s’exprimer en
fonction du rayon de Hubble comobile '' Ry (¢) = (a(t)H(¢))' comme

In(a)
n= RydlIn(a’) . (2.16)
In(a;)

Augmenter la quantité de temps conforme pour résoudre le probleme de 1’horizon nécessite la
présence d’une phase additionnelle dans I’évolution de 1I’Univers durant laquelle le rayon de Hubble a
décrut. Or, les équations de Friedmann montrent qu’une décroissance du rayon de Hubble comobile

d (1 d’a

implique une accé€lération de I’expansion de 1’Univers : & (E) = 25 > 0 [35]. Pour un Univers

dominé par un fluide d’équation d’état w = P/p, le rayon de Hubble comobile se comporte comme

Ry (D) o< a(t)?0+3 (2.17)

11. En cosmologie standard les termes horizon des particules et rayon de Hubble sont souvent interchangés bien que
I’égalité entre les deux ne soit vraie que pour des photons.
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Toutes les formes standards de matiere respectent la condition d’énergie forte (ou SEC en anglais
pour Strong Energy Condition) et satisfont 1 + 3w > 0. Pour un Univers emplit de telles formes de
matiere le rayon de Hubble comobile n’a fait que croitre avec I’expansion. Rajouter du temps conforme
dans I’univers primordial (via une phase d’expansion accélérée) n’est donc possible qu’en présence
d’un nouveau contenu en matiere qui violerait la condition d’énergie forte, i.e pour lequel 1 + 3w < 0.

Le probleme de la platitude trouve lui son origine dans la faible valeur de la courbure spatiale glo-
bale mesurée de 1’univers Q; donnée Eq.(2.10). Etant donné que 1’espace-temps en relativité générale
est dynamique et se courbe en présence de matiere pourquoi I’Univers observé est-il si correctement
décrit par un espace Euclidien ? Il se trouve que la courbure d’un Univers dominé par un contenu
en matiere standard satisfaisant a la SEC ne fait qu’augmenter avec le temps. Pour obtenir la valeur
mesurée par Planck il faudrait alors que la courbure de 1’Univers fiit telle que |1 — Q| < 107!¢ au
moment de la nucléosynthése primordiale et telle que |1 — €] < 107 en approchant de 1’échelle de
Planck ! Difficile de croire a un pur hasard sur les conditions initiales. Une fois encore le probleme
est résolu si la SEC est violée, i.e w < —1/3, dans I’Univers primordial. Dans ce cas d€);/dt < 0 et la
solution de courbure nulle aux temps longs devient un attracteur, ce qui est beaucoup plus satisfaisant
d’un point de vue conceptuel.

La présence d’un contenu en matiere non standard dans I’Univers primordial permettrait donc de
résoudre ces deux problemes. Le modele d’inflation a roulement lent dont nous allons parler ci-dessous
permet justement d’obtenir 1’effet d’une constante cosmologique avec w = —1 a partir d’un simple
champ scalaire.

Malgré tout le plus gros probleme du modele standard de la cosmologie reste probablement son
incapacité a donner une origine aux inhomogénéités observées dans le fond diffus cosmologique et
qui, apres évolution cosmique, génereront les grandes structures cosmologiques tels que les amas de
galaxies. Nous verrons plus en détails section 2.5 comment 1’inflation permet de palier également ce
probléme a I’aide du formalisme de la théorie quantique des champs.

2.2.2 Modéele d’inflation basé sur un champ scalaire

Il existe une grande zoologie de modeles inflationnaires, voir par exemple [74]. Nous ne considére-
rons dans cette these que le modele le plus répandu, celui d’une inflation a roulement lent & un champ.
Bien que simple, ce modele est essentiellement compatible avec toutes les observations '%. Il est basé
sur I’existence d’un unique champ scalaire minimalement couplé ' baptisé inflaton comme unique
contenu de I’Univers dans ses tout premiers instants.

Le systeme est décrit par la somme de 1’action d’Einstein-Hilbert donnée Eq.(1.1) et de ’action
d’un champ scalaire :

S =Sgu+ S¢ = fd4x V—& [ (ég:V) ’”0,@8 ¢ — V(o) (2.18)
L’équation du mouvement du champ
oS ¢ _ d avi¢)
— V—-g8d =0 2.19
o v—g ( ¢) d¢ 19

12. Nous reviendrons sur les contraintes observationelles concernant 1’inflation section 2.6
13. Au sens ol le champ n’est pas couplé a la courbure scalaire mais a la gravitation uniquement via le terme d*x /—g.
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est logiquement donnée par I’équation de Klein-Gordon.
Le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire est quand a lui donné par

ro=__2 % _,4 $0, ¢ — l(’)"qbﬁ ¢+ V(g) (2.20)
LS A o PR ' '
Considérons maintenant que la métrique g,, corresponde a la métrique FLRW donnée Eq.(2.1).
Considérons également que le champ ¢ est homogene, de sorte que ¢(t, ¥) = ¢(t). Sous ces hypotheéses
le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire est équivalent a celui d’un fluide parfait avec

1,
Ty =py = 54"+ V(9) 2.21)

et

. . 1. .
Ti=—Pyd, = - [§¢2 - V(¢)] 5, (2.22)

Py €t Py correspondant respectivement a la densité d’énergie et a la pression du champ scalaire.
L’équation de Klein-Gordon Eq.(2.19) ré-écrite sous ces hypotheses est

av()
dp

Cette équation décrit un mouvement oscillant avec un terme de friction H¢ dii 4 la dynamique de
I’Univers.

b+ 3Hp + 0. (2.23)

2.2.3 DP’inflation a roulement lent

Dans le cas d’un univers empli seulement d’un unique champ scalaire homogene 1’accélération du
facteur d’échelle est donnée par
i

1
- = —5<p¢ +3Py). (2.24)

Introduisons le premier paramétre de roulement lent ez = —H/H?. 1l est possible, 4 1’aide de
I’équation de continuité définie Eq.(2.12), de le ré-exprimer en fonction de 1’équation de 1’équation
d’état de I’inflaton comme

H 3
ESR = _ﬁ = 5(1 + W¢) . (225)
L’équation (2.24) se réécrit alors
a 2
— = H°(1 — &R). (2.26)
a

Une phase d’accélération de I’expansion se produit donc des lors que esg < 1. Or lorsque 1’énergie
potentielle du champ d’inflaton domine totalement sur son énergie cinétique, i.e ¢> < V(¢), alors
esr — 0, w, — —1 et 'inflaton a le méme effet qu’une constante cosmologique : il agit comme un
fluide de pression négative. Pour générer une phase d’accélération de I’expansion la dynamique du
champ a donc besoin d’étre et de rester totalement dominée par son énergie potentielle pendant un
certain temps. Il est courant de dire que pour avoir inflation, le champ doit rouler lentement le long de
son potentiel. Ce constat va motiver I’emploi en phénoménologie de potentiels a plateau pour V(¢),
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tout simplement car I’inflation a roulement lent y est plus facile a maintenir.

Remarque : Le cas particulier esg = 0 (ou H = 0) correspond 2 une inflation parfaite (au sens
d’éternelle) et I’espace-temps associé est celui de De Sitter.

Remarque : L’inflation est un phénomene tellement violent et tellement bref que les cosmologistes
qui travaillent dessus n’utilisent ni le temps cosmologique ni le redshift pour décrire sa durée. Ils
utilisent a la place le nombre d’e-folds d’inflation N défini tel que

a(ty) )
alt) )’

ou a(t;) et a(ty) correspondent aux valeurs du facteur d’échelle respectivement au début et a la fin
de I'inflation. La présence du logarithme vient de ce que le facteur d’échelle varie exponentiellement
durant I’inflation. Comme argumenté par A.R.Liddle et S.M.Leach dans [75], bien que la détermination
du nombre minimal d’e-folds d’inflation soit une tache ardue car nécessitant un modele précis pour
I’entiereté de 1’histoire de 1’Univers, il est possible de fixer sa valeur autour de N =~ 60 e-folds. La
valeur précise est bien siir dépendante du modele mais une valeur trop en dessous de 60 empécherait la
résolution de puzzles majeurs tel que le probleme de 1’horizon.

Pour avoir une idée approximative du nombre d’e-folds nécessaire pour résoudre le probleme de
I’horizon, il est possible d’ignorer la transition entre la phase de domination du rayonnement et celle de
la matiere. Durant la phase de rayonnement, le rayon de Hubble comobile (aH)™! croit comme a. Pour
résoudre le probleme, il faut que I’accroissement durant 1’évolution post-inflationnaire soit compensée
par une contraction au moins égale durant la phase inflationnaire. Etant donné que durant I’inflation le
rayon de Huble comobile varie comme 1/a, le nombre minimum d’e-folds d’inflation n’est ni plus
ni moins que celui nous séparant de la fin de I’inflation : In(ay/@endg.inn) = M(Teng-ini/To) = 60 si ’on
prend une valeur raisonnable pour la température 2 la fin de 1’inflation a 10'® GeV.

N = ln( (2.27)

La durée de la phase de roulement lent peut également étre caractérisée par le second parametre
de roulement lent

dIn(esR)
dN
La condition |nsg| < 1 assure que la variation de esg par unité de temps de Hubble reste faible et
donc que I’inflation perdure.

1SR = (2.28)

Les deux parametres de roulement lent peuvent se ré-exprimer en fonction des dérivées premieres
et secondes du potentiel du champ d’inflaton comme

_ (VY _ 1 Vgl
€y = @ (7) et |77V| = Z(T . (229)

Le couple de conditions {ey, [ny|} << 1 permet d’attester si une phase d’inflation a roulement lent a
lieu directement a partir de la forme du potentiel d’inflaton.

2.2.4 Le ''reheating"

La phase de "reheating" correspond au début du modele du Big Bang au sens historique du terme.
Lorsque les conditions de roulement lent cessent d’étre vérifiées, I'inflaton passe d’un état de sur-
amortissement a un état de sous-amortissement et commence a varier rapidement sur des échelles de
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temps de 1’ordre du temps de Hubble, oscillant dans le fond du potentiel. Ce faisant, il se transforme
en matiere usuelle. Bien qu’initialement le "reheating" ait ét€ supposé assez lent et inefficace, il est
aujourd’hui plutdt admis qu’il se déroule via des phénomenes de résonance paramétrique rendant le
processus drastiquement plus efficace (en particulier via la phase de "pre-heating" qui initie le transfert
d’énergie). Il n’existe malgré tout pas encore de paradigme consensuel sur cette question.

2.3 Théorie des perturbations cosmologiques

2.3.1 Perturbations de la métrique et du tenseur énergie impulsion

L’Univers que nous avons décrit jusqu’ici est totalement homogene. Cette approximation n’est
évidemment pas en accord avec les observations; rien n’est parfaitement homogene en physique,
comme corroboré par les mesures des anisotropies du fond diffus. Il nous faut donc trouver un forma-
lisme pour traiter les inhomogénéités en cosmologie. La faible valeur des déviations a la moyenne
observées incite a I’emploi d’un traitement perturbatif. Or la puissance de 1’approche Newtonienne aux
perturbations se perd aux grandes échelles (typiquement a partir du rayon de Hubble) et dans le cas de
fluides relativistes. Il est alors nécessaire de considérer un traitement perturbatif issu de la relativité
générale : c’est la théorie des perturbations cosmologiques.

Considérons que la métrique en un point de 1’espace-temps se décompose comme la somme d’une
métrique de fond g, '* donnée par la métrique FLRW et d’une perturbation dg,,,, de sorte que
g1, X) = & (1) + 08y, X) . (2.30)
Soulignons que la métrique de fond n’est fonction que du temps alors que les perturbations (et
donc la métrique perturbée) dépendent elles a la fois du temps et de 1’espace.

La métrique de I’espace-temps FLRW g, est donnée, en temps conforme '°, par

ds* = a@)* (~dn* + 6,;dx'dx’) . (2.31)

L’expression générique de la métrique perturbée g, est elle donnée par

ds® = a()* [~(1 + 24)dn* + 2B,dndx’ + (y;; + hij)dx'dx| (2.32)

ou les perturbations A, B; et h;; sont des fonctions de I’espace et du temps.

De la méme maniere, le tenseur énergie impulsion est lui aussi perturbé autour de son expression
décrivant un fluide parfait. Les parties perturbées et non perturbées du tenseur énergie impulsion
s’écrivent comme

“ = (p+ P)U*T, — P (2.33)

et

oP
6T,, = a’p(6 +24), 6T, = —-a’p[(1 +w)v; + B;] , oT;; = azP(?y,- i+ h,-.,-) : (2.34)

14. A partir de maintenant les quantités décrivant le fond homogene seront représentées avec une barre.
15. Nous privilégierons ici le temps conforme 7 par rapport au temps cosmologique ¢ afin de simplifier la démarche a
venir.
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Nous avons ici omis d’ajouter une composante venant d’un cisaillement anisotrope (pour "anisotro-
pic stress" en anglais) car celle-ci se révele en pratique négligeable.

2.3.2 Décomposition scalaire-vecteur-tenseur

Les matrices que nous venons de perturber sont des matrices 4x4 symétriques et possedent donc
(4 x5)/2 = 10 degrés de liberté, ce qui est en pratique beaucoup trop pour travailler avec. Ces dix
degrés de liberté décrivent des effets physiques différents et il est donc utile de chercher a les classifier.
Pour cela nous allons décomposer les perturbations que nous venons d’introduire sur une base intitulée
scalaire-vecteur-tenseur, comme proposé¢ initialement par Bardeen en 1980 [76].

Commencons par invoquer le théoreme de Helmholtz-Hodge selon lequel tout champ de 3-vecteurs
peut s’écrire comme la somme du gradient d’un champ scalaire et d’'un champ vectoriel a divergence
nulle, i.e :

B;=D,B+B;, on D'B,=0. (2.35)

Le chapeau est ici employé pour dénoter une quantité a divergence nulle.

Remarque : Cette décomposition est équivalente a celle effectuée en hydrodynamique dans la-
quelle le champ de vitesse est décomposé en un potentiel et un terme de vorticité.

De la méme maniére n’importe quel tenseur de rang 2 peut s’écrire comme '©

hij =2 [C’)/l] + D(l'Dj)E + D(iEj) + E‘l]] ou DZE] =0 et DZEIJ =0. (236)

Nous venons ici de diviser les dix degrés de liberté de la métrique en quatre degrés de liberté
scalaires (A,B,C et E), deux vecteurs (B; et E;) avec chacun deux degrés de liberté et un tenseur '’
E;; avec lui aussi deux degrés de liberté indépendants.

L’intérét majeur de cette décomposition vient de ce que les équations d’Einstein pour les modes
scalaires, vecteurs et tenseurs sont totalement découplées au premier ordre en perturbations et les
différents modes peuvent donc étre traités de maniere indépendante. '8

Il est possible de montrer a I’aide des équations d’Einstein que les modes scalaires et vectoriels sont
supprimés dans le vide et que seuls persistent les modes tenseurs. Ces modes peuvent donc étre pergus
comme les vrais degrés de liberté physique associés aux perturbations de la métrique, les autres ne
correspondant qu’a des réponses de 1’espace-temps aux contraintes imposées par un contenu en matiere.
Il est méme d’usage de dire qu'une détection des modes B de polarisation des photons du fond diffus
cosmologique générés par ces perturbations tensorielles constituerait une premiere mise en évidence
d’effets de gravité quantique. En effet il est possible de montrer par analyse dimensionnelle [77] que les
modes B primordiaux ont trés certainement une origine de gravitation quantique et correspondraient
aux fluctuations quantiques du champ métrique lui méme.

16. Nous utilisons ici la notation avec parenthéses souvent utilisée en cosmologie pour décrire la partie symétrisée d’un
tenseur : f;;) = %(fij + fj,)

17. Notons que E; ; est non seulement de divergence nulle mais aussi de trace nulle.

18. Cette indépendance des différents secteurs n’était pas du tout évident au vu de la non linéarité des équations
d’Einstein. Elle vient de ce que S O(3) est une symétrie du fond FLRW et les notions de scalaire, vecteur et tenseur sont en
lien avec les rotations spatiales tri-dimensionnelles (et donc S O(3)).
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Remarque : Les modes vectoriels décrivent comment la métrique réagit a la présence d’un fluide
avec de la vorticité. Or en cosmologie standard cette derniere décroit avec I’expansion de I’Univers et
les modes vectoriels sont rapidement supprimés. Il faudrait considérer par exemple des phénomenes
non linéaires ou des transitions de phases pour espérer pouvoir les détecter. Néanmoins dans un modele
d’Univers en rebond comme celui de la cosmologie quantique a boucles, présenté au chapitre suivant,
les modes vectoriels ne sont potentiellement plus négligeables. C’est pourquoi ils ont été regardés
de pres en LQC [78, 79, 80]. Dans ce contexte ils risquent notamment de devenir d’importance des
lors que les contre-réactions ("backreactions") des perturbations sur le fond seront prises en compte.
Un formalisme capable de décrire ces contre-réactions fait hélas actuellement encore défaut et les
modeles cosmologiques que nous considérerons découplent totalement le fond des perturbations. Nous
ne parlerons donc que peu de ces modes dans la suite de ce manuscrit et nous nous concentrerons
principalement sur les contributions scalaires et tensorielles.

Les perturbations scalaires sont associées aux fluctuations de densité dans 1’Univers primordial.
Elles sont donc sources de fluctuations de température ainsi que de modes E de polarisation des
photons du fond diffus cosmologique. Les perturbations de type tenseur correspondent ni plus ni moins
aux ondes gravitationnelles primordiales tant recherchées actuellement. Leur impact sur les photons du
CMB se fera uniquement au niveau de leur polarisation, ces ondes gravitationnelles primordiales étant
source de modes E et B. Nous reviendrons section 2.6 sur les contraintes qu’il est possible de mettre
sur ces perturbations scalaires et tensorielles a partir de 1’étude des propriétés statistiques des photons
du CMB.

2.3.3 Le probleme de la jauge

Abordons maintenant et dans les grandes lignes uniquement une question subtile, celle du choix
de la jauge. Pourquoi nous faut-il ici penser en termes de jauges ? Car a la différence de 1’Univers
homogene le choix du feuilletage de 1’espace-temps (ou "time-slicing" en anglais) n’est pas défini de
maniere unique dans 1I’Univers perturbé et ce a cause des inhomogénéités. Il y a désormais beaucoup
de bonnes manieres d’effectuer ce feuilletage et par bonnes nous voulons dire que le choix est fait de
sorte que les quantités considérées soient "quasiment homogenes" au premier ordre en perturbations
sur chaque hypersurface spatiale.

Par exemple dans 1’expression

op(t, X) = p(t, X) — p(1) , (2.37)

p(t, X) correspond a la densité de matiere réelle au point de coordonnées (z, X) et ne dépend pas du
choix du feuilletage. En revanche p(¢) est une quantité non locale qui correspond a la moyenne de p sur
une des hypersurfaces. Elle dépend du feuilletage et donc la perturbation §p(z, X) en dépend également.
Un changement de feuilletage peut alors introduire des perturbations fictives.

Ce probleme est équivalent a une liberté de jauge. Comment y remédier ? Comment identifier les
"vraies" perturbations ?

Deux approches différentes permettent de répondre a ce probleme :

— La premiere possibilité consiste a trouver des quantités invariantes de jauge. Dans ce contexte
celles-ci correspondent aux variables de Bardeen.
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— La deuxieme possibilité consiste a fixer une jauge (c’est a dire fixer un certain feuilletage) et
effectuer tous les calculs dans cette jauge étant donné que par définition les quantités physiques
obtenues a la fin du processus doivent étre indépendantes de la jauge.

Considérons la premiere approche et commengons par reformuler le probleme d’une maniere un peu
plus technique. La relativité générale est invariante sous difféomorphisme. Or en effectuant un choix
du feuilletage nous avons également défini des coordonnées spatiales sur les hypersurfaces associées et
donc fixé un jeu de coordonnées. Il nous faut alors trouver de nouvelles variables, combinaisons des
perturbations, qui soient invariantes sous changement de coordonnées. C’est le travail qu’avait effectué
James Maxwell Bardeen pour aboutir aux variables qui portent désormais son nom.

Considérons un nouvel ensemble de coordonnées # reliées aux anciennes x* par la transformation
infinitésimale

o o= (2.38)

ot les & correspondent a des quantités infinitésimales. L’invariance sous difféomorphisme de la
relativité générale nous dit que 1’élément ds® doit étre invariant sous la transformation Eq.(2.38), i.e
ds? = d3?, ou

ds* = () [~(1 + 24)di? + 2B,dRd + (y;; + hyj)d¥d| . (2.39)

Considérant que les coordonnées transforment comme 7 = 7+ 7T et ¥ = x' + D'L+ L' nous obtenons
les lois de transformations suivantes pour les quantités scalaires :

A=A—(T"+HT), B=B-(L'-T), C=C-HT et E=E-L, (2.40)

ol un symbole ’ représente une dérivée par rapport au temps conforme et H = a’/a correspond au
parametre de Hubble en temps conforme.
Les transformations des quantités vectorielles sont elles données par

A

B =By et Ei=F -1 (2.41)
Enfin

Eij = Eij . (242)
Cette derniere transformation est triviale car les ondes gravitationnelles sont naturellement inva-
riantes de jauge.
Les variables invariantes de jauge que 1’on peut construire a partir de ces lois de transformations
sont données par '

¥Y=-C-HB-E) ®=A+B-EY +HB-E), & =(EY-B et E;. (2.43)
Ces variables, appelées variables de Bardeen, constituent les vraies perturbations de I’espace-

temps. Le méme raisonnement peut étre appliqué pour les perturbations du tenseur énergie-impulsion.
Les lois de transformation sont alors données par :

sp=6p+p T, v=v—L, ¥=9—-(LYet 6P=6P+PT. (2.44)

19. Voir [36] pour le calcul détaillé.
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Il est de nouveau possible de construire a partir de ces lois de transformation les variables inva-
riantes de jauge. Nous ne rentrerons ici pas dans les détails car durant ma these je ne me suis intéressé
qu’a la propagation des perturbations dans le cas ou le contenu en matiere de 1’Univers est donné par
le seul champ d’inflaton. Comme nous le verrons par la suite cette hypothese simplifie grandement les
calculs donc nul besoin de formaliser ici plus que nécessaire.

2.3.4 Equations d’Einstein perturbées

Nous avons désormais introduit tous les ingrédients nécessaires pour pouvoir écrire les équations
d’Einstein au premier ordre en perturbations :

6G = 876T,, . (2.45)

Ces équations peuvent étre résolues en travaillant avec les quantités invariantes de jauge (variables
de Bardeen et équivalents pour le tenseur énergie impulsion) précédemment introduites pour les modes
scalaires, vecteurs et tenseurs. Leurs solutions respectives décriront I’évolution des perturbations
cosmologiques. Celle-ci dépendra bien évidemment des considérations physiques effectuées (choix du
contenu en matiere de I’Univers, introduction ou non d’anisotropies, ...). La réécriture de ces équations
dans le cas des perturbations scalaires et tensorielles est détaillée dans I’article de revue [36].

2.4 La cosmologie en tant que théorie stochastique

Maintenant que la théorie des perturbations cosmologiques a été abordée se pose la question de
savoir comment relier ces équations théoriques a des observables. Une réponse peut étre amenée en
se ré-intéressant au fond diffus cosmologique. Les spectres de puissance du CMB sont des outils
d’extréme importance en cosmologie car ils informent sur les propriétés statistiques des inhomogénéi-
tés observées dans les différentes cartes (température et polarisation) du fond diffus. Pourquoi parler
ici de statistiques ? Tout simplement car aucun modele cosmologique n’est capable de reconstruire
exactement les motifs des inhomogénéités observés. Aucun modele ne peut dire "La densité en énergie
en tel point de I’espace possede telle valeur et telle autre valeur en cet autre point" et ce a cause
du caractere déja stochastique des conditions initiales, comme nous le verrons par la suite. Il est en
revanche possible de prédire les propriétés statistiques des fluctuations. Pour cela il va étre plus pratique
de passer dans 1’espace de Fourier et de discuter les propriétés statistiques d’un mode de Fourier k.
Nous aboutirons ainsi a la notion de spectre de puissance.

2.4.1 Spectre de puissance

Considérons une variable aléatoire A (¢, X) décrite par une certaine densité de probabilité. Cette
variable peut représenter n’importe quelle fluctuation (de densité, de pression, de la métrique, ...).
Son équivalent A (t, l?) dans I’espace de Fourier est elle aussi une variable aléatoire décrite par une
densité de probabilité. L’évolution de la distribution de A (z, X) est donnée par la théorie linéaire des
perturbations. La linéarité de la théorie implique que 1’évolution temporelle de la distribution de
probabilité se résume uniquement a une dilatation de 1’axe des abscisses et la "forme globale" de la
distribution reste inchangée, seule sa variance augmentera avec le temps. En particulier si la distribution
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initiale est donnée par une gaussienne elle le restera a tout temps.
Pourquoi introduire ici cette notion de distribution gaussienne ?

Il y a deux raisons a cela :

— La premicere est liée a I’inflation. Comme nous allons le détailler juste apres celle-ci fournit des
conditions initiales aux perturbations cosmologiques a partir des fluctuations du champ scalaire
d’inflaton. Ces perturbations seront quantifiées en supposant qu’elles sont initialement dans leur
état fondamental. Or la fonction d’onde de 1’état fondamental d’un oscillateur harmonique est
donnée par une gaussienne.

— Néanmoins ce sont les observations qui doivent permettre de trancher entre le caractere gaussien
ou non des perturbations. Or il se trouve que jusqu’a aujourd’hui aucune trace de déviation a

I’hypothése gaussienne n’a été observée »°.

L’étude des propriétés statistiques de la distribution d’une certaine perturbation A (¢, X) peut se faire
par le calcul de ses différents moments statistiques >!. Or la distribution Gaussienne a la généreuse
propriété d’€tre enticrement caractérisée par ses deux premiers moments uniquement, ce qui simplifie
ici grandement la tache. De plus étant donné que nous traitons des perturbations, nous savons déja que
le premier moment est nul et que seul le moment d’ordre deux (la variance) importe. Une estimation
de ce dernier est donnée par la fonction de corrélation a deux points. Cette fonction de corrélation
contient donc toutes les informations sur le champ gaussien représentant les perturbations.

Elle s’écrit, dans I’espace réel et pour une perturbation arbitraire A (¢, X) :

&(t27)=(AnDA(LY)) . (2.46)
Rappelons nous que 1’on souhaite décrire un Univers de Friedmann homogene et isotrope. Bien sir

la perturbation en elle méme brise ces propriétés d’homogénéité et d’isotropie mais elles sont tout de
méme satisfaites statistiquement. Le respect de I’invariance par translation implique

(2 0) =& (.6 - X) =& (1.7) (2.47)

N . . A « s, . . . .
ol nous avons introduit le vecteur 7 = x’ — ¥. De plus la propriété d’isotropie statistique assure que
cette fonction de corrélation ne dépend pas de la direction du vecteur de séparation 7. Ainsi

Ea(t,7) =& (1, 17) . (2.48)

Définissons I’espace de Fourier tel que

7 3 —ik.%
A (t, k) = WA(I, X’)e . (249)
d3/: -, .7
A(t, %) :\[@BmAQ@ﬁM. (2.50)

En utilisant cette définition ainsi que la propriété A (t, —Ig) =A* (t, l?) nous obtenons la fonction de
corrélation a deux points dans I’espace de Fourier :

20. On sait en revanche que des non gaussianités seront générées plus tard dans 1’évolution cosmologique par des
phénomenes non linéaires.

21. Ces moments sont estimés en cosmologie en calculant les fonctions de corrélations a deux points, trois points, etc ou
de maniere équivalente le spectre de puissance, le bi-spectre etc.
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(DA (R = [T (a9 7)) et @)

Appliquons le changement de variable X’ — 7 = x’ — ¥ et utilisons

A -0 e
afin d’obtenir
(a(nR)ar (nF)) = [ drenene e (- ). (2.53)

Choisissons un systeme de coordonnées sphériques tel que K = (k,0,0). Apres intégration sur la
partie angulaire de 7il vient

(A(.R)A* (1. F)) = 4 f drén(t, ) 25“1(’”)5(3) (k-#). (2.54)

Le spectre de puissance de A est alors défini comme

PAt, k) = 4 f drén(t, i Si“k(fr) , (2.55)
de sorte que
<A (t, /?)A* (t, 1?)) = P4(t, k)o@ (1? - 1?) . (2.56)

L’information sur la variance qui, rappelons le, contient toutes les propriétés statistiques de la
perturbation A(¢, l?) a un temps donné dans 1I’hypothese gaussienne, se retrouve dans le spectre de
puissance Pa(t, k). C’est ce constat qui rend cet objet si important en cosmologie. Néanmoins le
spectre de puissance couramment utilisé n’est pas exactement donné par P4(¢, k). En effet les quantités
observables (en physique des grandes structures par exemple) font souvent intervenir la convolution du
spectre de puissance avec une fonction fenétre f(k) et mettent en avant une nouvelle quantité :

el 4 i
f 27 Pa(k) f(k) = an? f dkk® P4(k) f (k) = f d ln(k)—PA(k)f(k) = f dIn(k)Pa(k) f (k) .
(2.57)
Nous avons ici introduit le spectre de puissance adimensionné $,(k) défini comme
k3
Palk) = _PA(k) (2.58)
qui correspond au "poids" associé a chaque intervalle logarithmique dans I’intégrale. Il est dit

adimensionné car si la perturbation A(t, %) est sans dimensions le P4(k) a la dimension de k=3 tandis
que P4 (k) est lui sans dimension.

Remarque : L’expression "spectre de puissance (quasi) invariant d’échelle" souvent utilisée en
cosmologie (car étant une prédiction des modeles les plus courant d’inflation) fait en fait référence au
spectre adimensionné P, (k) et non au P4 (k) (qui lui varie alors en k). Dans la suite de ce manuscrit
et notamment dans mes travaux sous forme d’article 1’adjectif "adimensionné" sera souvent omis car
implicite.
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2.4.2 Fonction de transfert et conditions initiales

La linéarité des équations du mouvement permet de décomposer la perturbation A (t, IE)) comme

A (t, /?) A (ri, 1?) T(t, k). (2.59)

Dans cette équation A (ti, I?) correspond a I’état initial des perturbations pour chaque K tandis que la
fonction de transfert 7'(k, r) décrit I’évolution de chaque mode de Fourier. Cette décomposition peut
se transposer au niveau du spectre de puissance de sorte que

Pat, k) = <|A (z,-, 12) |2> T2(t, k) . (2.60)

Pour avoir le spectre de puissance d’une perturbation a n’importe quel instant ¢ donné il faut donc
connaitre le spectre de puissance initial a I’instant #; et la fonction de transfert. Ce spectre de puissance
initial, appelé spectre de puissance primordial, peut étre obtenu soit via des hypotheses de départ
soit via un paradigme comme 1’inflation.

La majeure partie de mon travail de these a constitué a calculer de tels spectres de puissance
primordiaux dans différents modeles de cosmologie quantique. Avant d’aborder le chapitre suivant
dédié a la cosmologie quantique a boucles et contenant certains de mes résultats attardons nous un peu
sur la maniere dont ces spectres primordiaux sont calculés et sur les prédictions de 1’inflation quant a
leur forme. Ceci nous permettra de mieux appréhender par la suite les corrections a cette forme usuelle
dues a des effets de gravité quantique.

2.5 Spectres de puissance primordiaux et prédictions de I’infla-
tion

Le calcul des spectres de puissance primordiaux se fait a partir de I’équation de Mukhanov-Sasaki.
Il est donc nécessaire pour la compréhension des travaux a venir d’établir ce qu’est cette équation et
d’en étudier les caractéristiques.

2.5.1 L’équation de Mukhanov-Sasaki

Ré-intéressons nous a la théorie des perturbations cosmologiques mais cette fois-ci dans le cas
d’un Univers plat emplit par un champ scalaire ¢. Le tenseur énergie-impulsion de ce champ scalaire,
obtenu par variation de 1’action du systeme sous variations de la métrique, prend une nouvelle fois la
forme d’un fluide parfait, tel que défini Eq.(2.2). Ceci va considérablement simplifier les équations
d’évolution des perturbations. Hélas méme dans ce cadre le calcul explicite amenant des équations
d’Einstein perturbées écrites en termes des variables de Bardeen pour les modes scalaires et tenseurs a
I’équation de Mukhanov-Sasaki reste long et alourdirait les propos de ce manuscrit. Nous renvoyons
donc le lecteur vers [38] pour le calcul détaillé. Retenons ici que ces équations d’évolution se retrouvent
grandement simplifiées si 1’on introduit deux nouvelles variables, v(n, X) et z(n), appelées variables de
Mukhanov. La variable v est une combinaison invariante de jauge des perturbations de la métrique
(i.e des variables de Bardeen) et du champ scalaire. L’expression de la variable z dépend elle du type
de perturbations considéré :
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zs % pour les modes scalaires , (2.61)

Zr = a pour les modes tenseurs . (2.62)

L’action pour les perturbations cosmologiques est obtenue en développant 1’action gravitationnelle
au second ordre en perturbations. Dans le cas de perturbations scalaires et de 1’Univers plat emplit par
un champ scalaire ici considéré cette action s’écrit :

1 B}
s = Zfdnd‘q’x

Un symbole ’ traduit ici une dérivée par rapport au temps conforme 7. Nous reconnaissons 1’action
d’un oscillateur harmonique avec une masse effective meﬂr = —z¢(17)/zs (1) dépendante du temps. Cette
dépendance temporelle traduit I’interaction des perturbations avec le fond dynamique.

Faire varier cette action par rapport a v amene a I’équation du mouvement

zg (1)
zs(m)

Développons maintenant la variable v(z, ¥) en ses modes de Fourier vp(7) :

7

WY = (Vo) + 32 . (2.63)
Zs

v’ (n, X) — rv(n, X) — v=0. (2.64)

d*k k.2
v(n, X) = WU;(U)e . (2.65)
Ses modes ("temporal mode functions" en anglais) satisfont a :
”(n)]
v(n) + [/8 () = (2.66)
e s | 7

Avant d’analyser cette équation précisons que le développement au second ordre en perturbations
de I’action d’Einstein-Hilbert peut également étre appliqué au cas des modes tenseurs. L’action associée
est alors :

1
St =g f dnd*Xa® |(h})* = (Vhy))*] . (2.67)

De maniere analogue a Eq.(2.65) la perturbation tensorielle se décompose en modes de Fourier
comme :

B, ) = faw m%mﬁ, (2.68)

ou e =0et elyjelyj = 26,, sont les tenseurs de polarisation. Le champ hg(n) représente les deux
modes de polarisation (+, X) des ondes gravitationnelles. Injecter cette décomposition dans 1’action
Eq.(2.67) permet de la ré-exprimer comme

Z f dn d3 (h’) k%%] . (2.69)

’y+><

Choisissons désormais la normalisation
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a

h
2V

(2.70)

<
R

Il
R

de sorte que

_ 1 37 2 T\ v
ST—Zylifdnd k[((v ) (k ZT) )2 Q2.71)
Nous voyons que cette action est équivalente (a la somme sur les polarisations pres) a celle des
modes scalaires Eq.(2.63) (une fois que la décomposition en modes de Fourier des v y a été intégrée).

De la méme maniere que pour les modes scalaires il est donc possible d’aboutir a I’équation

l/
(u)" + (k2 - )UV =0. (2.72)
k 2r
Nous regrouperons dans ce manuscrit ces deux équations en une seule, I’équation de Mukhanov-

Sasaki, donnée par :

(k2 il T) =0, (2.73)

s|T

Nous avons ici abandonné 1’exposant ? utilisé dans la description des modes tenseurs % et les
indices S /T réferent soit aux modes scalaires soit aux modes tenseurs. Attardons nous quelque temps
pour analyser cette équation. Tout d’abord soulignons que le nombre d’onde k qui apparait ici au
carré est une quantité comobile indépendante du temps. La quantité physique associée est obtenue en
multipliant k par le facteur d’échelle a(¢). Ce qui importe le plus dans cette équation, pour déterminer
I’évolution des perturbations v, est la fréquence effective

zg 7 ()
zs /T(77)

Z N

Le terme z,.(17)/zs/r(17) qui apparait ici est appelé "potentiel”. Dans un espace de Sitter, H() =
cste = H, et le potentiel possede la méme forme pour les modes scalaires et tensoriels, i.e z5(n7) =
zr(n) = z(n) = a(n). Le potentiel y est donné par

2"()

z(m)

Remarque : Durant I’inflation le potentiel de 1’équation de Mukhanov-Sasaki se comporte donc
comme ’inverse du rayon de Hubble comobile au carré 7//z = 2/7?%1. Ainsi la question de savoir
quel est le signe de w?(n7) pour caractériser les solutions de I’équation Eq.(2.73) est équivalente a se
demander si les modes comobiles k considérés sont a I’intérieur ou a 1’extérieur du rayon de Hubble.

win) =k - (2.74)

=2a*(n)H? = ]72 (2.75)

Il est intéressant de considérer deux cas limites de 1I’équation de Mukhanov-Sasaki Eq.(2.73). Pour
les modes de longueurs d’ondes bien plus petites que 1’horizon nous obtenons :

vy () + k*vp(17) = 0 (modes subhorizon) , (2.76)

avec des solutions oscillantes du type v; o ¢**7. Pour les modes de longueurs d’ondes bien plus
grandes que 1’horizon nous obtenons :

22. Car I’étude des propriétés statistiques du CMB ne permet pas de remonter a la polarisation de I’onde gravitationnelle
initiale.
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0 BT
k . () ~ = modes superhorizon . 2.77)
vz 7

Les perturbations vy possédent dans ce cas une solution croissante vy o z o< 77! et une solution
décroissante vy o 1.

Remarque : Profitons-en pour introduire une quantité de grande importance pour qui s’intéresse
aux perturbations cosmologiques dans 1’univers primordial : les perturbations de courbure spatiale
R = vp/zs. Elles sont appelées ainsi car reli€es a une quantité scalaire invariante de jauge qui corres-
pond aux perturbations de courbure sur les hypersurfaces tridimensionnelles du feuilletage. L’évolution
du mode croissant des v; aux €chelles superhorizon est contrebalancée par I’évolution de zg de sorte que
les Ry sont constantes (on dit qu’elles sont gelées) aux échelles superHubble. C’est ce qui rend cette
quantité si importante ! Leur amplitude n’évoluera pas jusqu’a ce qu’elles ré-entrent dans 1’horizon
bien plus tard dans 1’évolution cosmologique, interagissant alors avec le contenu en matiere et laissant
des empreintes de leurs propriétés a la fin de I’inflation dans le plasma primordial. C’est un excellent
traceur que I’on ait de 1’état de I’Univers au moment de 1’inflation.

La solution la plus générale de I’équation de Mukhanov-Sasaki Eq.(2.73) peut s’écrire

vp = a;oe(n) + aizvl’:(n) (2.78)

ou vi(n) et son complexe conjugué v;(n7) sont deux solutions lin€airement indépendantes de

Eq.(2.73). Elles ne dépendent pas de la direction de K mais uniquement de son module. Les constantes
d’intégration >3 a, et atz sont obtenues a 1’aide du Wronskien des modes de Fourier donné par

Wlog, v;] = vop — o) = 2i Im(vvy) (2.79)

Ainsi

=———— etal=(a) . (2.80)
Choisissons une normalisation arbitraire des v, de sorte que

Wlo,v;] = =i . (2.81)

La raison derriere un tel choix sera éclaircie juste apres.

Injecter Eq.(2.78) dans Eq.(2.65) amene a

&Pk ,
o) = f B [ + ] (2.82)

d*k - S S -k
= W [alzvk(n)e ’ +a]gl)k(r])€ ’ ] .

23. Le signe — devant K dans afE est un choix de commodité qui trouve sa justification Eq.(2.83).
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2.5.2 Quantification des perturbations

Nous avions précédemment mentionné que le cadre inflationnaire fournit une origine aux perturba-
tions a partir du formalisme de la théorie quantique des champs. Rentrons un petit peu dans les détails
et voyons comment les perturbations sont ici quantifiées au travers de la variable v.

Le moment conjugué a cette variable est donné par

8£_U,
o

Dans la théorie quantique les variables v et m deviennent des opérateurs 0 et & de relations de
commutation

(2.83)

T =

[6(n, %), 0(n, ¥)] [7(n, ®), 71, )] =0, (2.84)
[5(77’ -f)’ 7AT(77’ }_7))] = l6(3)()?_ )—])) .

L’ opérateur D obéit a la méme équation que sa variable correspondante v :

0 A - p=0. (2.85)
Z

Sa solution générale s’écrit

&’k
M%) = | ——==
ou les constantes d’intégration a® et a, ont été promues au rang d’opérateurs. Les relations

. 2 k N . . 2
de commutation sur ces opérateurs sont o{()tenues a partir des relations données Eq.(2.84). Elles
s’expriment

a(me™ + a;u;(n)e-"’?f] , (2.86)

[a,g,a;] =6DE - k) et [ag,a]g] = [&]g,a];] =0. (2.87)

La normalisation des modes de Fourier effectuée Eq.(2.81) prend ici tout son sens car elle a permis
de simplifier ces relations de commutation et d’interpréter les opérateurs &]g et &g comme les opérateurs
annihilation et création.

2.5.3 Le choix du vide

Le choix du vide est une question complexe en cosmologie primordiale. La pure transposition de la
définition de 1’état vide en théorie quantique des champs serait a-, |0) = 0. Or comme clairement expli-
qué dans [81] ce choix est ici ambigiie car il est possible de trouver une autre base de modes de Fourier
pour v qui satisfait également a la normalisation définie Eq.(2.81). Les nouveaux opérateurs création et
annihilation associés i cette base, appelons-les b%, sont alors reliés aux &%’ par une transformation de
Bogoliubov. L’état vide dépend donc de la base choisie.

Ce probleme peut étre assez aisément résolu dans le cas d’un espace-temps statique tel que I’espace
de Minkowski. L’équation de Mukhanov-Sasaki dans cet espace prend la forme d’un oscillateur
harmonique :

v + Ko =0. (2.88)
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L’ état vide peut étre ici défini de maniere non ambigiie comme I’état (correspondant ici au choix
d’un mode v;) qui minimise la valeur moyenne du Hamiltonien. La procédure détaillée [81] amene au
vide de Minkowski :

n(n) = Le—"“7 . (2.89)
V2k
Dans un espace-temps non statique en revanche 1’état qui minimise la valeur moyenne du Hamil-
tonien change avec le temps. Le vide ne peut alors étre défini que de maniére instantanée. Revenons
au cas de I’espace-temps quasi de-Sitter inflationnaire. Lorsque 1’on remonte dans le passé (i.e a
des grandes valeurs négatives de 1) tous les modes d’intérét cosmologique étaient subhorizon et
satisfaisaient k/(aH) ~ kln| > 1.
Pour ces modes

wi =k - % — K (2.90)
n

et I’équation de propagation des perturbations devient similaire a celle de 1’espace de Minkowski
montrée Eq.(2.88). De maniere grossiere on pourrait dire que ces modes ne ressentent pas la gravité,
leur longueur d’onde est bien plus petite que n’importe quelle échelle spatiale du systéme et tout
se passe pour eux comme si I’espace-temps €tait plat et statique. Le vide associé a cet espace quasi
de Sitter inflationnaire, appelé vide de Bunch-Davies, peut donc étre défini de maniere unique et

correspond a une condition initiale de type Minkowski dans la limite n — —co :

1 .
lim v () = ——=e 7. (2.91)
—— ok
Comme nous le verrons dans le chapitre suivant la présence du rebond en cosmologie quantique
a boucles nous permettra de définir un tel vide si les conditions initiales pour les perturbations sont
placées dans I’Univers en contraction pré-rebond. Nous reviendrons sur I’impact de cette normalisation
initiale quant a la forme des spectres de puissance primordiaux.

2.54 L’équation de Mukhanov-Sasaki pour un espace de Sitter

Rappelons que dans un espace de Sitter z5 () = z7(n7) = z(n7) = a(n) et ’équation de Mukhanov-
Sasaki devient

2
v + (k2 - —2) o =0, (2.92)
1
de solution
e~kn i etkn i
u(n) = a (1——)+,8 (1+—). (2.93)
‘ Var\ ) T\ ke

La condition initiale sur ces modes donnée par le vide de Buch-Davies Eq.(2.91) impose 8 = 0 et
a = 1. Ainsi

e (1 2.94
Uk('])—m( —E]) (2.94)

La limite au temps longs correspondant a 1’évolution future des modes est donnée par :
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I 1

lim v = — .

L’évolution future des perturbations de courbure R dans un espace de Sitter est donc, en se rappelant
que dans cet espace zoca o ! :

(2.95)

. L.
lim Ry(n) = — lim vi(n) = cste . (2.96)
kn—0 Z kn—0
Nous retrouvons ici le résultat qui rend cette quantité R si intéressante : son amplitude est conservée

aux échelles superhorizon.

2.5.5 Prédictions de ’inflation pour les spectres de puissance primordiaux

Abordons enfin la question qui nous intéresse le plus : quelles sont les prédictions de 1’inflation
quant a la forme des spectres de puissance primordiaux ?

Le spectre de puissance adimensionné associé€ aux perturbations de courbure R = v/zg au moment
du croisement des modes avec 1’horizon k = aH est donné par

11 H? . K ¢
Prl) = = — | o e =S 2.97)
TER Mpili—um 2 myH
et rappelons-le, mp; = Vhc/G. Nous y ferons plus tard référence comme étant le spectre de

puissance des perturbations scalaires Pg (k) = Pgr(k).

Si H et esg ne varient pas avec le temps alors ce spectre de puissance est strictement invariant
d’échelle (i.e il ne dépend pas de k). Or dans le modele d’inflation a roulement lent présenté dans ce
chapitre les deux quantités varient lentement, résultant en une puissance légerement différente pour
des modes de longueurs d’ondes 1égerement différente. En pratique il est utile de paramétrer la pente
du spectre de puissance (adimensionné) comme

k ng—1
Prk) = Ay (k_) (2.98)

ou Ay et ny correspondent respectivement a 1’amplitude et a 1’inclinaison (ou "tilt" en anglais)
du spectre de puissance primordial scalaire. L’échelle k, est une échelle de référence (ou pivot)
usuellement fixée a k, = 0.05Mpc~".

Pour des faibles valeurs de € I’indice n, peut étre relié¢ aux parametres slow-roll par

ng—1=—-2€gr —Nsr - (2.99)

Il se révele donc étre une bonne sonde pour sonder la dynamique inflationnaire.
Le spectre de puissance adimensionné des modes tenseurs est quand a lui donné par

2k H?

Prk) = iy

Pl

(2.100)

k=aH
De la méme maniere que son équivalent scalaire celui-ci peut €tre paramétré de sorte que

Pr(k) = A, (kﬁ) | (2.101)
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ou A; et n, correspondent ici respectivement a I’amplitude et a I’inclinaison du spectre de puissance
primordial tensoriel.

Remarque : Dans le cas du spectre scalaire I’invariance d’échelle correspond a n; = 1 alors que
dans le cas du spectre tensoriel elle correspond a n, = 0. L’origine de cette différence de convention est
avant tout historique.

Ces spectres de puissance peuvent également étre directement obtenus a partir des variables de
Mukhanov évaluées au moment du croisement de 1’horizon :

2 2

4kk3
2

k3
Ps(k) = 2_7r2

)
zs(1m)

o)
zr(n)

= |Ril

k=aH

et Prk) =

(2.102)

’|
k=aH

k=aH

C’est la méthode que nous utiliserons dans les travaux présentés au prochain chapitre. Nous résol-
verons numériquement, a partir de certaines conditions initiales, I’équation de Mukhanov-Sasaki pour
chaque mode  fixé et ce jusqu’a ce que le mode sorte de I’horizon lors de I’inflation >*. A ce moment
1a nous récupérons les valeurs de v, et zg/7 et les utilisons pour calculer les spectres de puissance
primordiaux.

Appelons r le ratio de I’amplitude des modes tenseurs sur I’amplitude des modes scalaires :

A
—. 2.103
T= ( )

Ces parametres peuvent étre reliés aux parametres de roulement lent esg et nsg :

r = 16&sr , (2.104)
nyg— 1 = —2€egr — 1sr (2.105)

et
n, = —26sR . (2.106)

Remarque : L’amplitude du spectre de puissance scalaire peut €tre soit rouge (n,; < 1) soit bleue
(ny > 1). Dans le premier cas les perturbations de faibles k possedent plus de puissance que celles aux
plus grand k et inversement pour le cas bleu. Le spectre tenseur quand a lui ne peut étre que rouge
(n; <0).

La relation

n=-r/8 (2.107)

constitue une relation de consistance importante pour tester des modeles inflationnaires.

24. Lorsque cela n’est pas dérangeant numériquement le calcul de I’évolution de chaque mode perdure jusqu’a la fin de
la phase inflationnaire et les valeurs des variables de Mukhanov sont alors récupérées a ce moment la.
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2.6 Contraintes observationnelles actuelles sur ’inflation et les
spectres de puissance primordiaux

Comme évoqué précédemment il est possible de mesurer trois propriétés des photons du CMB :
leurs températures 7T et leurs polarisations E et B. Cela nous amene a 6 corrélations possibles : TT,
EE, BB, TE, TB et EB. En pratique les deux dernieres sont nulles et seules les quatre premieres
sont pertinentes. Les modes B primordiaux de polarisation du CMB n’ayant hélas toujours pas été
détectés > il ne reste que trois corrélations d’importance : TT, EE et TE. L étude de ces corrélations
et de leurs spectres de puissance a permis, en analyse conjointe avec des études sur les oscillations
acoustiques de baryons, de poser les contraintes sur les valeurs des parametres représentant le contenu
en énergie de 1I’Univers donnés Eq.(2.10) [39].

Cas des perturbations scalaires

Les perturbations scalaires sont associées a des perturbations de densité. Elles génerent donc des
fluctuations de température ainsi qu’une polarisation de type E des photons du CMB. Les contraintes
sur A et n; sont donc obtenues a partir de 1’étude des trois corrélations T7T, EE et TE. Les valeurs
obtenues par la collaboration Planck et révélées en 2018 [39] sont

10° x Ag = 2.100 + 0.030 et ng = 0.965 + 0.004 . (2.108)

Le spectre primordial des perturbations scalaires est donc légerement orienté vers le rouge.

Cas des perturbations tensorielles

Les perturbations tensorielles, ou ondes gravitationnelles primordiales, ne générent quant a elles pas
de fluctuations de température mais des polarisations de type E et B. Néanmoins leur contribution dans
les modes E est tres sous-dominante par rapport aux perturbations scalaires et nous ne disposons pour
le moment que d’une borne supérieure sur r pour caractériser le spectre primordial des perturbations
tensorielles. Sa valeur actuelle est obtenue en combinant des données Planck avec des données de
BICEP2, de "Keck Array Data" ainsi que de différentes études sur les oscillations acoustiques de
baryons [39]. Elle vaut

r<0.07. (2.109)

Une meilleure caractérisation des perturbations tensorielles passe donc par la détection des modes
B primordiaux. De nombreux projets visent a cela. Nous pouvons citer la mission LiteBIRD [82]
cOté spatial, dont le lancement est prévu en 2028, ou la dominante collaboration Stage-4 [83] au sol.
Cette collaboration de grande envergure regroupe des expériences telles que QUBIC [84] (qui devrait
débuter sa campagne de tests fin 2020 en Argentine) ou POLARBEAR-2 [85] (basée sur le plateau
de I’ Atacama au Chili). Un simple gain d’un facteur dix sur la la borne supérieure de r (i.e r < 1073),
atteignable d’ici 2030 grace a une analyse conjointe LiteBIRD/Stage-4, permettrait déja d’en apprendre
beaucoup plus sur la physique de I'inflation. L’adjectif "primordial” utilis€ ici pour caractériser les
modes B est introduit en opposition a d’autres sources de modes B telles que la polarisation des

25. Leur composante secondaire due a I’effet de lentille gravitationnelle a en revanche été détectée.
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poussieres dans les galaxies >® ou les effets de lentille gravitationnelle diis aux distributions de matiére
aux grandes échelles ?’. S’affranchir de ces autres sources de modes B de polarisation des photons du
CMB qui viennent "polluer” la mesure des ondes gravitationnelles primordiales constitue une étape
obligatoire pour pouvoir sonder I’inflation.

Autres contraintes sur I’inflation

Le modele simple d’inflation a un champ que nous avons introduit ici est pour 1’instant en accord
avec toutes les observations. Non content de prédire la bonne forme pour le spectre primordial des
fluctuations scalaires, il prédit des perturbations purement adiabatiques ® et gaussiennes, ce qui est
parfaitement en accord avec les observations. Ces succes observationnels assurent que ce modele
inflationnaire est un excellent modele phénoménologique. Il est en revanche plus difficile de le motiver
par une quelconque théorie a plus haute énergie qui prédisent en général la présence de plusieurs
champs scalaires. C’est par exemple le cas de la supergravité [86] ou de la théorie des cordes dans
laquelle la présence de nombre de champs (appelés modules) provient de la compactification de
dimensions supplémentaires [87]. Il est donc d’intérét pour les physiciens théoriciens de trouver un
modele d’inflation multi-champs satisfaisant aux contraintes expérimentales [88, 89].

Par la suite, lorsque nous aborderons la cosmologie quantique a boucles, nous ne sortirons pas du
paradigme inflationnaire. Nous proposerons plutot une complétion de celui-ci. En effet, la singularité
initiale ne disparait pas dans le cadre de 1’'inflation usuelle et est toujours atteinte a temps fini dans
le passé [90]. La cosmologie quantique a boucles permet de résoudre ce probleme en présentant une
dynamique pré-inflationnaire non pathologique.

26. Bien que ce soient surtout les poussieres présentes dans notre galaxie qui soient génantes pour les observations.

27. Ces deux effets sont également sources de modes E de polarisation.

28. Des fluctuations sont dites adiabatiques lorsque des contenus en matieres différents subissent les mémes fluctuations
de densité (par exemple une surdensité adiabatique d’un facteur deux de la densité de photons entrainerait une surdensité
d’un facteur deux de la densité d’électrons). Ce n’est pas le cas pour les fluctuations dites entropiques, liées aux perturbations
d’iso-courbure par simple changement de base. Or une condition nécessaire pour générer de tels modes est de perturber
I’Univers initial avec deux degrés de liberté. La production de tels modes requiert donc une inflation basée sur plusieurs
champs scalaires. De plus I’hypothese d’équilibre thermique supprime les modes entropiques ou d’isocourbure et il est
donc difficile de réunir les conditions qui permettraient a de tels modes de survivre jusqu’a aujourd’hui.
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Cosmologie quantique a boucles
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Les calculs seront dans ce chapitre un peu plus explicités que dans le précédent, d’une part car
moins présents dans la littérature et d’autre part car l’équation de Friedmann modifiée que nous allons
introduire a constitué, avec l’équation de Mukhanov-Sasaki, le socle de mes travaux dans le secteur
cosmologique.

Je tiens également a préciser que certaines parties de ce chapitre s’inspirent de [’excellente revue
de E. Wilson-Ewing [91] tandis que d’autres sont issues d’enrichissantes discussions avec J. Mielcza-
rek.

La cosmologie est certainement 1’un des domaines les plus prometteurs quand il est question de
tester et de contraindre des théories de gravitation quantique. Pour tenter d’accomplir cette tiche ardue
(mais pas impossible) les physiciens s’intéressent de pres au fond diffus cosmologique. Bien qu’il se
soit formé a une période "tardive" ou la description purement classique de 1’espace-temps fonctionne
remarquablement bien il se peut que des effets de gravité quantique présents dans 1I’Univers primordial
aient laissé des empreintes dans les propriétés statistiques de ses inhomogénéités, notamment dans
les spectres de puissance primordiaux. C’est pourquoi de gros efforts (relativement a la taille de la
communauté) ont été rapidement investis pour chercher a appliquer la gravitation quantique a boucles
au systeme Univers. Ce chapitre est dédié a la description et a I’étude du principal modele qui en
résulte : la cosmologie quantique a boucles (ou LQC pour "Loop Quantum Cosmology").

Nous commencerons section 3.1 par nous focaliser sur le secteur homogene de la théorie et

77
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montrerons comment la démarche suivie en LQC amene a une modification de 1’équation de Friedmann
usuelle de la cosmologie. Nous présenterons dans la section 3.2, qui sera également dédiée a la
composante homogene de I’Univers, deux études portant sur les prédictions de la LQC vis a vis du
nombre d’e-folds inflationnaires. Nous aborderons ensuite section 3.3 le cas des inhomogénéités et
discuterons des principales approches existantes. La section 3.4 sera consacrée au calcul des spectres
de puissance primordiaux scalaire et tenseur dans ces différentes approches. Elle incorporera également
deux études, I’'une dédiée au probleme trans-planckien et la seconde se focalisant sur les spectres
primordiaux scalaires. Enfin nous aborderons section 3.5 une autre classe de modele cosmologique
non discutée jusqu’alors : les Univers émergents. Nous y présenterons des travaux portant sur la
phénoménologie d’un autre modele visant a importer la LQG dans le secteur cosmologique : la
"Quantum Reduced Loop Gravity", ainsi qu’une étude visant a mieux comprendre le devenir des
spectres de puissance primordiaux dans le cas d’Univers émergents.

3.1 Secteur homogene de la théorie

3.1.1 Retrouver I’équation de Friedmann a partir du formalisme Hamiltonien
de la relativité générale

Considérons 1’habituel univers plat, homogene et isotrope, de métrique

oll le temps cosmique 7 est relié a dx° par dt = Ndx°. Dans ce contexte les co-triades et triades
prennent respectivement les formes

ei(n) = a()s,, (3.2)
et

HOE Lé" 3.3

ei()_a(l‘)i. (3.3)

Cherchons I’expression des variables d’ Ashtekar pour ce systeme. Les densités de triades sont
rapidement obtenues en se remémorant Eq.(1.45) et s’expriment ici comme

EX(1) = a*(1)6¢ = p(t)6? (3.4)

oll nous avons défini p(r) = a*().

L’expression de la connexion de Sen-Ashtekar-Barbero (ou SAB) dans ce systéme est un petit peu
moins directe. L’équation Eq.(1.53) nous indique qu’elle s’écrit en fonction de la connexion de spin w!
et de la courbure extrinseque K’ comme A, = w' + yK.. Or la connexion de spin s’écrit

. 1 ..
w, = —Ee’-’ke7 [Gae’; — Gbe’; + 5mne§<e;"(9162] 3.5)

et fait intervenir des dérivées spatiales des triades dans tous ses termes. Elle est donc nulle sous
I’hypothese d’homogénéité ici stipulée. La connexion SAB se déduit alors simplement de la courbure
extrinseque par A’ = yK! '. De méme que pour les (co)triades I’expression de la courbure extrinséque
se réduit sous I’action des symétries présentes pour devenir

1. 1l est alors équivalent d’utiliser I’une ou I’autre pour décrire le fond homogene.
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K1) = a()d’, (3.6)

menant a

AL(D) = yK(1) = c(1)3, (3.7)

avec c(t) = ya(r) %

L’espace des phases d’un espace-temps homogene isotrope est 2-dimensionnel. Il est caractérisé
par le facteur d’échelle a(7) et son moment conjugué, donné par le parametre de Hubble, ou de maniere
équivalente par les variables c(¢) et p(t) que nous venons d’introduire.

Ré-exprimons a présent le Hamiltonien gravitationnel de la relativité générale Eq.(1.64) en fonction
de ces dernieres. Les densités de contraintes de difféomorphisme D, et de Gauss G; sont ici identi-
quement nulles. L’hypotheése d’homogénéité impose €galement que la densité de contrainte scalaire
soit constante dans I’espace. L’intégrale sur I’hypersurface apparaissant dans 1I’équation (1.64) diverge
alors si intégrée sur un volume infini. Il faut donc restreindre notre étude a un volume fini, noté = et
appelé cellule fiducielle. Son volume comobile est donné par

Vo = £d3x (3.8)

et son volume physique par

V= f \/det(qab)d3x = Voa® = Vyp*'* . 3.9

L’ espace étant homogene cette restriction de I’étude a un volume fini n’est pas un probleme * Il
faudra en revanche s’assurer que la dynamique finale ne dépende plus du choix de la cellule fiducielle =.

Les crochets de Poisson entre ¢ et p, obtenus a partir du crochet de Poisson sur les variables
d’ Ashtekar donné Eq.(1.56), s’expriment comme

Ky
P ==—. 3.10
{c, p} 3V, (3.10)
Le Hamiltonien gravitationnel s’écrit comme 1’intégrale de la densité de contrainte scalaire C :
E{EY
Hs = fNCd3x: fN —2—6;(]F§b , (3.11)
E E KY~NYq

oll ¢ = a® correspond au déterminant de la métrique spatiale et F ’;b a la courbure de la connexion

SAB F* = 8,Al — 0,A% + € ALAY. Injecter les équations (3.4) et (3.7) dans ce Hamiltonien simplifie
grandement son expression et amene a

3NV,
7‘((; = 0

=— pove

\Vpet. (3.12)

Le Hamiltonien de la matiere, également supposée homogene, est lui donné par

2. Rappelons qu’un point référe 4 une dérivée par rapport au temps cosmique ¢, & = (1/N)(da/dx").

3. Plutét que d’utiliser une approche dans laquelle les variables de base sont données par le facteur d’échelle et le
parametre de Hubble (c’est a dire des parametres macroscopiques) nous choisissons de travailler sur un bloc dont le volume
physique peut étre tres petit. L’espace est alors donné par un agencement de ces petits blocs et lors de la quantification ce
sont eux que 1’on quantifiera. Cet autre point de vue, formul€ initialement par Martin Bojowald, est purement conceptuel et
ne change rien au niveau des équations.
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H,, = f \det(gu)Npd*x = NVp = NVop*?p . (3.13)

ol nous avons utilisé que dii a ’homogénéité la densité d’énergie du contenu en matiere est
constante sur I’espace. Le Hamiltonien total est obtenu en sommant les contributions gravitationnelle
et de matiere :

H = Hg +H,, = NV, (_Kiyz \pct + p3/2p) . (3.14)

Pour aboutir a I’équation de Friedmann a partir de ce Hamiltonien rappelons que le parametre de
Hubble au carré vaut

at (pYV
H = (—) - (—) . (3.15)
a 2p
Or la dérivée de p par rapport au temps cosmique ¢ se déduit de sa variation par rapport a la
coordonnée x° :

1 dp
) = ——— 1
p N 250 (3.16)
1
_ ’7-(
N{p }

1 opoH OpoH
~lep)| 2o - 22
N oc dp  dp Oc
oy o

3NVO oc

2
—— pC’
VP

Injecter ce résultat dans I’expression du parametre de Hubble Eq.(3.15) amene, a I’aide de la
contrainte Hamiltonienne H = 0, a I’équation de Friedmann usuelle de la cosmologie

2
, C K

H =—=-p. 3.17
vy~ 3F (3.17)

Nous n’avons donc jusqu’ici fait que reformuler la théorie afin de retrouver un résultat bien établi
de la cosmologie.

3.1.2 Importer les idées de la théorie mere : la correction d’holonomie

Inspirons nous de la LQG en ré-écrivant le Hamiltonien Eq.(3.11), ici exprimé en termes des
variables conjuguées d’Ashtekar, a 1’aide du flux de densité de triades ?'Sf [E] et de son moment
conjugué, I’holonomie de la connexion de Sen-Ashtekar-Barbero A[A].

L’expression du flux de densités de triades Tsf [E] donnée Eq.(1.68) se simplifie en LQC pour
devenir :

FIE] = f dlonECf = p f don,f*, (3.18)
S S
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ou f correspond a n’importe quelle fonction définie sur S (on parle alors de fonction test). Une
fois S et f fixées le flux 7-”Sf [E] se résume a une constante multipliée par p, constante qui peut étre
arbitrairement fixée a 1’unité avec un choix approprié de S et f. L’utilisation de flux plutot que les
densités de triades elles mémes ne fait donc dans ce contexte aucune différence et le Hamiltonien
Eq.(3.11) reste inchangé sous cette considération. Ce ne sera pas le cas lors du passage de la connexion
de Sen-Ashtekar-Barbero a I’holonomie associée.

L’holonomie de la connexion SAB qui traduit la déviation d’un vecteur transporté parallelement le
long d’une arréte k de longueur 1, située dans la direction de la k™ coordonnée s’écrit :

Al = P [efuk*‘z“"x"] — T = o (%) Iy+2 sin(%)rk , (3.19)

ou nous avons utilisé la propriété 0'1.2 =14, Yi=1,2,3, des matrices de Pauli.

Considérons une plaquette carrée 0O;; dont les arrétes, toutes de longueur y, sont alignées avec les
directions i et j du systeme de coordonnées. L.’ holonomie sur le chemin fermé constitué par les arrétes
de la plaquette s’exprime :

ho, = hyhh ' (3.20)

MG T

CH . [CH cu . [(cu
= [cos (7) 14+ 2sin (7)7,] X [cos (?) 14+ 2sin (—2 )Tj]
cH . [CH cu . [(cu
x[eos(F ) 1a = 2sin ()] ¢ eos () £ - 25in (T )

4 3
= cos(%) ]ld+2sin(%)cos(%) (Tj+Ti_Tj_Ti)

2 2 2
+4 sin(%)2 cos (%)2 (Tﬂ'j - T? —TTi =TT — T? + Tl'Tj)
+8 sin (%)3 cos (%) (TjTiTj + Tl-2Tj — T,'T? - T,'TjTi)
+16 sin(%'u)4 TTiTiTj
= cos (%)4 14 +4sin (%)2 cos (%)2 (T,-Tj —T;Ti + %]ld)

3 4
+4 sin(%) cos (%)(T, - Tj) —sin (%) 14
. (cu\t
1-2 (—) 1
S > ] d
C

+ sin (cu)? (TiTj - TjT,') + 4 sin (%)3 cos (Eﬂ) (Ti - Tj) ,

ol nous avons, en plus de leur propriété précédemment énoncée concernant I’identité, utilisé la
propriété oo ; = i€ 0 + 0;;14 des matrices de Pauli, € étant le symbole de Levi-Civita.

La courbure de la connexion SAB F' ’;b peut se ré-exprimer comme la limite, sur un chemin fermé
(ou boucle),
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tr[ti(ho, — Lo)l ele]

Ff, = - 3.21
ab =0 /12 '}/2 ( )
: 2 i)
sin 3 3 ee
= lim (—C'u)elk + — sin (%) oS (%)(61f - 5{‘) b
praces) R I e ) 7 J\%i 52
Le second terme se supprime lorsque combiné avec le reste du Hamiltonien et ne reste que
: 2 i)
sin e,e
Fty = lim 22 (czﬂ) i (3.22)
10 Y

Comme mentionné au premier chapitre de cette these I’aire minimale en gravitation quantique a
boucles n’est pas nulle mais donnée par la plus petite valeur propre non nulle de I’opérateur d’aire
Amin = Afﬁl avec A = 47y V3. Il n’est donc pas dans Iesprit de la théorie mere de faire tendre u vers 0
et il nous faut considérer une valeur i minimale pour u. Mais quelle valeur prendre ?

Une premiere approche, somme toute intuitive, avait ét€ de la considérer constante et de la construire
tout simplement comme la racine carrée de 1’aire minimale A, i = VA. Cette approche, baptisée
"uo-scheme", présente hélas des pathologies, comme la présence d’une densité d’énergie maximale qui
dépend du volume de la cellule fiducielle choisie. De plus dans cette vision la taille d’une cellule d’es-
pace croit avec 1’expansion. La cellule fiducielle homogene isotrope sur laquelle nous travaillons aurait
aujourd’hui la taille de I’Univers observable (au grand minimum), ce qui n’est bien sir pas convaincant.

Remarque : Nous reviendrons sur la notion d’invariance d’échelle de la description cosmologique
lorsque nous aborderons le cas de la "Quantum Reduced Loop Gravity", autre modele a symétries
réduites inspiré de la LQG, plus proche de la théorie mere que ne 1’est la cosmologie quantique a
boucles. Dans cette approche la dépendance au volume de la cellule fiducielle n’est pas supprimée
et le volume physique initial de I’Univers se révele étre un parametre qui doit étre contraint par
les données. Une plus ample discussion sur ce sujet sera fournie dans 1’article "Phenomenology of
Quantum Reduced Loop Gravity in the isotropic cosmological sector".

Pour se prémunir de ces problemes et retirer la dépendance au choix de la cellule fiducielle il
faut que jz soit une longueur comobile associée a une longueur physique fixée. Le lien entre longueur
physique et longueur comobile se faisant via le facteur d’échelle a = +/p, si nous reprenons I'idée que

la longueur physique est donnée par VA4, alors

f= =, (3.23)

C’est le "fi-scheme". Les cellules d’espace y restent de taille physique constante. Lors de 1’expan-
sion de I’Univers, I’espace se dilate et de plus en plus de ces cellules apparaissent.

o , o o _ Sin(p)’ |, ey
Une fois ce schéma adopté la courbure dans le Hamiltonien s’exprime comme F,, = ———¢€;,—-.
e X e H Y
Cette considération est analogue a la modification

4. La longueur physique pertinente pour le choix de it peut également étre vue comme un parametre libre de la théorie.
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2 sin(c[t)2
/12
dans le Hamiltonien gravitationnel Eq.(3.11) de la relativité générale. Rappelons que cette correc-
tion vient de ce que nous travaillons ici avec I’holonomie de la connexion SAB et non la connexion
elle méme. Elle est donc tout naturellement appelée correction d’holonomie.

(3.24)

Le Hamiltonien gravitationnel qui tient compte cette correction est donné par

3NV, _sin(ci)®
> VP
Ky H
ou la notation "c.h" indique que celui-ci est corrigé d’holonomie. Le Hamiltonien total est désormais
donné par

HE" = - : (3.25)

H = HE+H, (3.26)
3 sin(cft)? 32
= NVo|l-— +
0( 72 p 72 pp
3
_ 3/2 L2
= NV()p (_WSIH(C'U) +p) ,

ot 1 = VA.

L utilisation des holonomies comme variables canoniques induit donc une modification du Hamil-
tonien par rapport a celui de la relativité générale reformulée a 1I’aide des variables d’ Ashtekar que
nous avions obtenu Eq.(3.11).

3.1.3 L’équation de Friedmann modifiée de la LQC

Intéressons nous maintenant a la dynamique classique qui émerge de ce nouvel Hamiltonien.
Celle-ci étant indépendante du choix des variables canoniques nous utiliserons simplement ¢ et p, dont
les crochets de Poisson ont été donnés Eq.(3.10).

La dérivée temporelle de p vaut désormais

, = L
po= ~ipH) (3.27)

o o
3NVO oc

2
= P cos(ci) sin(cia) ,
yA

amenant a un parametre de Hubble en temps cosmique

. . 1
H=2=2 _ _ cosc)sin(ch) . (3.28)

a 2p wvyad
Pour se ramener a une équation analogue a I’équation de Friedmann de la cosmologie Eq.(2.3) il

suffit d’élever cette expression au carré
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1 . | .
H? = eye cos(cit)? sin(cit)* = e sin(ci)? (1 - sm(cu)z) : (3.29)

La contrainte Hamiltonienne 9 = 0 nous donne

2/12
sin(cfi)® = ”3 0, (3.30)
ce qui permet une ré-écriture de (3.29) :
292
K Kky-A K P
H*>=-p|l- =-p[1 -+ 3.31
-5 ) 631
dans laquelle nous avons introduit
3
c = . 3.32
P PRy (3.32)

L’équation (3.31) est une modification de 1’équation de Friedmann usuelle donnée Eq.(2.3) qui
apparait suite a I’application de la correction d’holonomie. C’est le résultat principal de la cosmologie
quantique a boucles. Remarquons qu’elle redonne 1’équation de Friedmann de la cosmologie dans la
limite p < p..

Le parametre p., appelé densité critique, correspond a la densité maximale que le contenu en
énergie peut atteindre. Elle dépend notamment du parametre de Barbero-Immirzi qui entre a la fois
directement dans son expression mais aussi dans celle de A, soulignant I’importance de son role dans
le secteur cosmologique. Pour une valeur y = 0.2375 justifiée par des calculs sur I’entropie des trous
noirs en LQG [92] la densité critique vaut p. = 0.41pp =~ 10%kg.m=>.

Remarque : Bien que nous venions de modifier la dynamique du secteur gravitationnel 1’équation
de continuité pour le fluide établie au chapitre 2 Eq.(2.12) tient toujours : les effets quantiques
n’affectent en LQC que le secteur géométrique de la théorie.

3.1.4 Conséquences cosmologiques

Nous venons d’établir une nouvelle équation de Friedmann, soit. Mais qu’implique-t-elle réelle-
ment quant a la dynamique de 1’Univers ?

Pour nous faire une idée disons intuitive de ce qu’il se passe intéressons-nous a 1I’équation de
Friedmann usuelle pour un univers plat sans constante cosmologique : H> = (k/3)p. Elle posseéde deux
solutions : H = + 4/(x/3)p ou H = — 4/(x/3)p. La premiere décrit un Univers en expansion et la seconde
un Univers en contraction. Le passage continu d’une solution a 1’autre requiert H = 0 et nécessite donc
I’annulation du terme de droite dans 1I’équation, ce qui ne peut se faire sans introduire de courbure
ou des contenus en matiere inhabituels, comme le font certains scénarios de type Big crunch. Une
transition entre Univers en contraction et Univers en expansion (ou I’inverse) nécessite donc dans notre
exemple soit un contenu en matiere exotique soit une modification du secteur gravitationnel. L’équation
de Friedmann effective de la LQC correspond au deuxieme cas de figure. Dans cette équation H = 0
lorsque p = p.. Il est alors possible de transiter d’'une phase de contraction, se poursuivant jusqu’a
ce que la densité d’énergie atteigne sa valeur critique p., a une phase d’expansion de 1’'univers. La
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singularité initiale est résolue et le scénario existant du Big Bang est remplacé par un "rebond" de
I’Univers, ou Big Bounce en anglais, dont une vue d’artiste est donnée Fig.3.1.

Ficure 3.1 — Vue d’artiste du rebond.

Ce rebond peut étre vu comme 1’approximation semi-classique d’un effet tunnel, faisant le lien entre
deux solutions classiques (contraction et expansion) de la dynamique. Pour essayer d’avoir une vision
un peu plus intuitive de ce qui empéche la densité d’énergie de croitre vers des valeurs infinies une
analogie peut étre faite avec certains effondrements d’étoiles sur elles mémes : lorsque la matiere ap-
proche une certaine densité critique une nouvelle force, appelée pression de dégénérescence, s’oppose
a la contraction et donc a I’augmentation de la densité du systeme °. Cette force, conséquence directe
de la statistique de Fermi-Dirac, est une manifestation macroscopique d’un effet microscopique : le
principe d’exclusion de Pauli. Une autre analogie peut étre effectuée avec le niveau d’énergie minimal
E, = —13,6¢V de I’atome d’hydrogene en mécanique quantique. D’apres ce constat expérimental tout
se passe comme si une "force de répulsion quantique" empéchait 1’€électron d’atteindre des orbitales de
plus faible énergie.

Soulignons I’importance du signe négatif devant le second terme du co6té droit de 1’équation
Eq.(3.31), car c’est lui qui rend possible cette dynamique de rebond. Par exemple dans le modele de
Randall-Sundrum [93] (inspiré de la théorie des cordes) 1’équation de Friedmann recoit également une
correction en p* mais accompagnée d’un signe positif, ne rendant pas le rebond possible [94].

A noter que 1I’équation Eq.(3.31) ne prédit pas un univers oscillant, il n’y a rien dans la théorie
qui justifie de passer d’un univers en expansion a un univers en contraction. Si une telle transition
expansion vers contraction devait se faire dans le régime classique, elle ne serait probablement pas
motivée par des considérations de gravité quantique. Les modeles cycliques présentent d’ailleurs un
probleme d’entropie [95]. Pour que celle-ci ne cesse de croitre il est nécessaire que les cycles soient de

5. Larésolution de la singularité qui apparait dans ce modele n’est pas en contradiction avec les théorémes établis par
Penrose et Hawking qui ne sont ici plus applicables car la dynamique n’est pas régie par les équations d’Einstein.

6. Sous ’action de cette nouvelle force le systeme devient stable et 1’on parle alors d’étoile a neutrons ou de naine
blanche.
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plus en plus longs. Ce n’est pas n€anmoins une prédiction stricte dans la mesure ou I’évaluation de
I’entropie dans un contexte cosmologique est tres délicate et sujette a caution.

En dernier commentaire rappelons que la prédiction d’un Univers en rebond n’est pas le propre
de la LQC. De nombreux modeles (appelés "bouncing cosmologies") sont souvent présentés comme
des alternatives a I’inflation. Nous renvoyons le lecteur a I’excellente revue de R. Brandenberger et
P. Peter [96] pour plus de détails sur les motivations derriere ces scénarios et les difficultés actuelles
qu’ils rencontrent.

3.1.5 Approche quantique de la LQC

Dans tout le cheminement qui nous a menés jusqu’a 1’équation de Friedmann modifiée rien n’est
réellement quantique et c’est uniquement dans le choix des variables canoniques (holonomies de
la connexion SAB et densité de flux de triades) que la LQC s’inspire de la LQG. C’est pourquoi
I’approche développée jusqu’ici est dite semi-classique. Cependant 1’évolution d’un Univers homogene
a également été€ étudiée dans un paradigme quantique.

Reprenons le cas de I’Univers FLRW. En s’inspirant de la LQG les opérateurs élémentaires sont
I’opérateur d’aire associé & p = a* :
plp)=plp) (3.33)

et

N(u) = e |py = ‘ - %> (3.34)

Bien que ce point ai déja été abordé dans le premier chapitre dédié a la LQG, effectuons un
petit aparté pour bien comprendre pourquoi nous considérons ici I’exponentielle de la connexion.
Considérons un modele jouet ot I’Hamiltonien s’exprime trés simplement comme H = ¢2.

Dans le cas d’un espace continu tel que celui présenté en haut de la figure 3.2 I’opérateur impulsion,
ici donné par ¢, est le générateur des transformations infinitésimales de translation et I’opérateur de
translation s’écrit

U (Ax) = ™% . (3.35)

Espace continu

—x

Espace discrétisé
- X
O lz 2 ..... xn:nﬁ
Ficure 3.2 — Exemples d’espaces continus et discrets.

Dans le cas d’un espace discret (par exemple un réseau de spin unidimensionnel) tel que présenté
en bas de la figure 3.2 la fonction d’onde n’est définie qu’aux nceuds du réseau et la quantité ¢ est mal
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définie. En revanche 1’opérateur U(ji) = €™ est lui correctement défini .

Il est également possible de voir émerger ici la correction d’holonomie. En effet comme nous
venons de le dire I’opérateur Hamiltonien 2 = ¢2 est donc mal défini dans le cas d’un espace discret.
La plus simple généralisation de ¢ que 1’on puisse construire est

s _U@-U'@

3.36
7 o (3.36)
amenant a 1’opérateur Hamiltonien
. U@ - U@\ (e —eimc)  (sinGae))
H, =¢; = — = — =|— : (3.37)
K 2if 2i i

Le Hamiltonien classique effectif tenant compte de cette correction est alors obtenu en moyennant
cette expression entre deux états :

sin®(fic)

Her = (| Hy lw) = = (3.38)

Nous voyons ici ré-apparaitre I’expression de la correction d’holonomie introduite Eq.(3.24).

Revenons ou nous en étions. Nous avons vu que 1’espace de Hilbert cinématique du secteur
gravitationnel est celui des états |p) associés a (p). La matiere étant modélisée par un champ scalaire
¢ les opérateurs élémentaires dans ce secteur sont

dy(¢)
dp
L’espace de Hilbert total est alors donné par le produit tensoriel des deux espaces de Hilbert
Htot = 7_{(; ® ﬂm

PU(P) = pY() et Ry(p) = —in (3.39)

Placons nous désormais dans le i — scheme. Etant donné que dans ce schéma I’expression de f,
donnée Eq.(3.23), dépend de p I’action de I’opérateur associé a I’exponentielle complexe de fic sur
I’espace de Hilbert du secteur gravitationnel differe de celle donnée Eq.(3.34). La quantité conjuguée a
b = jic est le volume V = a*. L’expression de leur crochet de Poisson {b, V} = 4xy VA améne a

et |V = 'V¢4ny\/K) (3.40)

ou les kets |V) sont les vecteurs de base dans la représentation de volume, qui n’est qu’une ré-
indexation des vecteurs de base la représentation d’aire |p) (les états propres de p sont également états
propres de V = |p*/?). Laction de la contrainte Hamiltonienne, ici équivalente a la contrainte scalaire,
sur les états de I’espace de Hilbert des solutions physiques ® prend la forme

RALA)

a0 Cvi¥(Vi, ) + CoF (V. ¢) + Cy-F(V_, ¢) (3.41)

ouV, =Vzxky VA. La forme des C. est explicitée par A. Ashtekar, T. Pawlowski et P. Singh
dans [97] pour le travail historique ou dans [98] (en compagnie d’I. Agullo et de W. Nelson) pour une

7. Nous prenons ici le cas de I’exponentielle de ¢ mais toute fonction continue de ¢ I’est et il serait possible de considérer
d’autres séries entieres de fonctions telles qu un sinus ou un cosinus.
8. C’est a dire les états annihilés par I’opérateur de contrainte Hamiltonienne (ou scalaire dans ce cas) C¥ = 0.
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version plus récente. Cette équation, qui ne prend pas la forme d’une équation différentielle a cause
du caractere discret de la géométrie quantique, donne 1’évolution de la fonction d’onde Y(V, ¢). Cette
évolution est relationnelle dans le sens ou c’est le champ scalaire ¢ qui joue ici le role d’horloge.

Le code CHIMERA développé par P. Diener, B. Gupt et P. Singh en 2014 étudie le comportement
de ces fonctions d’onde [99] en les faisant évoluer a I’aide de 1’équation (3.41) a partir d’un état initial
Y(V, ¢p) a un "instant" ¢, donné. Ceci a tout d’abord été fait pour des états piqués autour d’une solution
aux équations de Friedmann classique a une densité d’énergie suffisamment basse pour que les effets
de gravité quantique soient initialement négligeables [100]. Deux conclusions majeures émergent de
cette étude :

(i) Sil’état est initialement piqué il le reste tout au long de 1’évolution.

(i1) Les trajectoires des états quantiques piqués suivent celles de la théorie semi-classique présentée
dans les pages précédentes, bien que la justesse de I’approximation semi-classique diminue
lorsque la dispersion de la fonction d’onde d’un état augmente.

Ces résultats sont assez remarquables car ils soulignent la qualité de I’approximation semi-classique
pour des états initialement piqués autour d’une solution classique. Se pose alors la question de la
pertinence de cette forme initiale piquée de ces états. Comme nous le verrons juste apres I’équation
de Friedmann effective que nous avons établi décrit un modele d’univers en rebond. L’ emploi d’états
piqués semble alors totalement raisonnable car I’évolution commence a partir d’un état classique dans
I’Univers en contraction pré-rebond. Il serait bien moins évident de justifier leur utilisation dans des
modeles de type Big Bang.

Il avait ét€ montré en 2015 par A. Ashtekar et B. Gupt [101] que considérer des états de plus grande
dispersion amene a d’autres équations effectives pour décrire la dynamique de V et ¢. Il se trouve (de
maniere assez surprenante) que ces équations sont équivalentes a 1’équation de Friedmann modifiée
présentée Eq.(3.31) avec comme seule différence une expression différente de p.. Plus la dispersion des
états augmente, moins la densité d’énergie au rebond est élevée. Plus récemment, en 2017, 1. Agullo,
A. Ashtekar et B. Gupt ont montré [102] que I’utilisation d’états plus dispersés ne modifie pas la
forme des spectres de puissance primordiaux (du moins les spectres scalaires) par rapport a la forme
typique en LQC (qui sera expliquée en détails un peu plus loin). L’effet de la dispersion des états
quantiques dans le régime Planckien sur les spectres est dégénéré avec I’impact du nombre d’e-folds
pré-inflationnaires entre le rebond et le début de I’inflation.

Ces résultats semblent indiquer qu’il n’est nul besoin de compliquer la procédure en passant a
un traitement quantique *. C’est pourquoi la grande majorité des études menées en LQC, notamment
celles dédiées a la phénoménologie de la théorie, sont effectuées a partir de 1I’équation de Friedmann
effective Eq.(3.31).

Malgré tout la démarche que nous adoptons ici n’est en soi pas totalement satisfaisante. En effet
la quantification y est effectuée apres réduction des symétries, une fois que le systeme est homogene
et isotrope. Or il n’y a a priori aucune raison que ces deux opérations (quantification et application
des symétries) commutent. Améliorer le lien entre théorie cosmologique et théorie mere constitue
donc I’objet d’un nombre important de travaux au sein de la communauté et différents modeles en
cours de développement tels que la "Quantum Reduced Loop Gravity" [103, 104] ou le modele de
Dapor-Liegener [105, 106] visent a combler la breche.

9. C’est une aubaine car si les fonctions d’ondes des états du fond devenaient par exemple pluri-modales la notion
méme de facteur d’échelle (macroscopique) disparaitrait et la limite classique ne serait alors tout simplement plus réalisable.
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Malgré tout la LQC constitue un cadre théorique intéressant, capturant certaines des idées mai-
tresses de la LQG et dans laquelle il est possible d’effectuer des prédictions sur différentes observables,
ce qui est déja en soit un grand avancement par rapport a la gencse de la théorie il y a une trentaine
d’années.

3.1.6 Audela de ’espace-temps FLRW

Nous nous somme restreints tout au long de ce chapitre a 1 ’espace FLRW mais de nombreux
autres espace-temps homogenes ont également été étudiés au sein de la théorie. Citons par exemple
les espaces FLRW fermés [107, 108] et ouverts [109] ou les espaces anisotropes de type Bianchi '
1 [110], Bianchi II [111] et Bianchi IX [112]. D’autres contenus en matiere tel que du rayonnement
[113] ont également été considérés.

Dans tous les cas mentionnés ici la singularité du Big Bang est systématiquement remplacée par un
rebond, confortant cette prédiction de la LQC.

De plus une dynamique de rebond avec une équation de la dynamique similaire a Eq.(3.31) a
également été mise en avant en "Group Field Theory". Dans cette théorie la variété différentielle de base
est un groupe de Lie. Ce formalisme tres général et invariant de fond permet d’étudier la dynamique
de la LQG. II est en particulier adapté pour s’intéresser a I’émergence de la géométrie a partir de
degrés de liberté fondamentaux "pré-géométriques” (i.e sans notions de métrique, de distance,...). Or, il
apparait que certains types de condensats peuvent y €tre interprétés comme des géométries classiques
homogenes de type cosmologiques. Moyennant 1’ajout d’un terme cinétique assez général, I’évolution
de ces états conduit a une dynamique cosmologique tres proche de celle de la LQC usuelle. Il s’ agit
d’une remarquable approche pour dériver I’équation de Friedmann a partir d’une théorie de géométrie
quantique possiblement fondamentale. Le calcul explicite repose sur une approximation de type hydro-
dynamique. Strictement parlant, la Group Field Theory permet d’obtenir dans le secteur géométrique
I’analogue de 1’équation de Gross-Pitaevskii pour les condensats de Bose-Einstein [114, 115].

Notons également que la LQC est compatible avec I'introduction d’une constante cosmologique A
positive [116, 117] ou négative [118], la seule condition étant que la densité d’énergie associée a cette
constante soit plus faible que la densité critique p.. En revanche la LQC, ou la LQG de maniere plus
générale, ne prédit pour I’instant pas sa valeur, ce qui ne constitue pas nécessairement un probleme
[119]. De plus I'idée que la constante cosmologique soit expliquée en termes de diffusion bruitée de
I’énergie depuis les degrés de liberté "basse énergie" de la physique des particules vers la granularité
fondamentale a 1’échelle de Planck a été émise [120]. Le modele fonctionne bien au niveau des ordres
de grandeur et offre une nouvelle perspective sur la constante cosmologique.

Remarque : Bien que I’essentiel de la LQC ait été développée dans le cadre de la formulation
Hamiltonienne de la théorie mere, des études portent également sur une théorie cosmologique basée sur
I’approche covariante. La dynamique des mousses de spin est néanmoins mieux adaptée au traitement
de questions conceptuelles qu’a la résolution de problémes cosmologiques spécifiques car il est alors
nécessaire de pousser les expansions jusqu’a des ordres tres élevés [121]. Globalement, les résultats
établis jusqu’alors corroborent les conclusions de la LQC.

10. Les Univers de Bianchi sont nommés ainsi d’apres L. Bianchi qui avait effectué une classification des algebres de
Lie réelles de dimension 3 utilisables en cosmologie pour classifier les espace-temps homogenes de dimension 3+1.
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Remarque : On peut également noter qu’en plus des corrections d’holonomie implémentée dans
I’approche semi-classique de la LQC développée dans cette these, il existe une seconde correction, dite
d’inverse-volume. Celle-ci est associée aux puissances inverses des densités de triades qui, quand elles
sont quantifiées, deviennent des opérateurs contenant "zéro" dans la partie discrete du spectre [32]. Ces
corrections sont néanmoins nettement moins bien comprises et contraintes que celles d’holonomies.
Pour ces raisons, nous ne les considérons pas ici.

3.2 Etudes portant sur le nombre d’e-folds d’inflation en cosmo-
logie quantique a boucles

Nous avons maintenant suffisamment d’outils en main pour savoir dans quel contexte se sont placés
une partie des travaux auxquels j’ai participé durant ma these.

Toujours en nous focalisant sur la composante homogene de 1’Univers intéressons-nous a un
parametre en particulier : le nombre d’e-folds N d’inflation. Pourquoi s’y intéresser ? Car pour savoir
si les spectres de puissance primordiaux scalaires et tenseurs sont compatibles avec les contraintes sur
ngs et r il nous faut savoir quelle région (i.e quelle gamme de k comobiles) de ces spectres correspond
aux échelles observées par le satellite Planck. Or la position de cette fenétre observable dépend du
nombre d’e-folds entre 1’état initial de I’Univers et la recombinaison et donc du nombre d’e-folds
inflationnaires. C’est ce constat qui rend ce parametre d’importance des lors que I’on désire contraindre
et tester des modeles physique inflationnaires ou pré-inflationnaires a partir des données sur le CMB.
En cosmologie standard N € [Nmin ~ 60, 1014] ! et 1a valeur de ce parametre peut varier sur prés de
treize ordres de grandeur. Il est donc tout sauf contraint. Voyons son devenir en LQC.

3.2.1 Etude a caractére exhaustif du nombre d’e-folds d’inflation

Nous avons donc décidé de caractériser au mieux la maniere dont la valeur de N varie en cosmolo-
gie quantique a boucles et ce en fonction des trois inconnues principales du modele.

La premiere de ces inconnues correspond au taux d’anisotropies. Jusqu’ici nous avons toujours
considéré que 1I’Univers est isotrope aux grandes échelles et décrit par un espace-temps FLRW, ce
qui est une excellente approximation de son état au moment de la recombinaison. Or les anisotropies
évoluent comme 1/a’ et gagnent donc de plus en plus en importance lorsque 1’on remonte dans le
passé, allant méme jusqu’a dominer la dynamique au moment du rebond. Elles sont donc d’importance
primordiale dans tout modele de cosmologie en rebond et c¢’est pourquoi les modeles de Bianchi I, II et
IX ont été étudiés en LQC. Dans notre travail nous avons implémenté les anisotropies en considérant
un Univers de type Bianchi I qui correspond a une généralisation de la métrique plate FLRW au cas ou
chaque direction spatiale possede son propre facteur d’échelle. Il s’avere qu’en pratique la majeure
partie des résultats physiques obtenus avec d’autres types d univers anisotropes correspondent a ceux
obtenus avec un Univers de type Bianchi I. Bien que simple ce modele rend donc tres bien compte des
effets dus aux anisotropies.

La seconde inconnue est liée a la maniere de mettre les conditions initiales, tant pour le contenu
en matiere que pour le fond lui méme. Deux écoles de pensée prédominent. Dans la premiere les

11. La borne supérieure est estimée en considérant une densité d’énergie initiale valant celle de Planck.
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conditions initiales sont placées au moment du rebond. Ce choix est discutable d’une part car la
dynamique est a ce moment la totalement dominée par les effets quantiques et c’est donc a ce moment
la qu’elle est le moins bien retranscrite par 1’approche effective utilisée. D’autre part car il n’y a (a notre
connaissance) aucun parametre sur lequel il est possible de mettre des conditions initiales issues d’une
intuition physique. Comme expliqué plus en détails dans 1’article qui suit la situation est différente
si les conditions initiales sont placées avant le rebond, dans la phase classique décrivant I’Univers
en contraction. A ce moment 14 un paramétre sur lequel il est possible de définir une fonction de
distribution de probabilité de 1’état initial ayant un sens physique émerge. En effet dans ce régime
I’équation de Klein-Gordon qui dicte I’évolution du champ scalaire se simplifie pour devenir celle d’un
simple oscillateur-harmonique. I semble donc raisonnable de choisir comme condition initiale pour le
contenu en matiere une fonction de distribution de probabilité (ou PDF) plate entre O et 2z pour la
phase initiale de ce champ. De plus il a été montré [122] que la forme de cette PDF est conservée dans
le temps (tant que le régime reste classique). Nul besoin donc de définir un instant privilégié. Bien qu’il
soit de notre point de vue favorable de placer les conditions initiales dans la phase classique pré-rebond
nous avons tout de méme considéré les deux possibilités afin d’étre le plus exhaustif possible.

Enfin la derniere grande inconnue du modele est tout simplement la forme que doit prendre le
contenu en énergie de I’Univers, qui n’est pas du tout prédite par la théorie. Le contenu dominant
de I’Univers a haute énergie (tant dans la phase d’expansion que dans la phase de contraction) étant
supposé donné par un champ scalaire la question de savoir quel contenu en énergie considérer se
résume au choix de la forme du potentiel d’inflaton. Pour cette étude nous avons choisi différents
potentiels parmi les plus favorisés par Planck 2.

La maniere dont N varie en cosmologie quantique a boucles pour un Univers Bianchi I, avec un
potentiel quadratique du champ d’inflaton et des conditions initiales placées dans la phase classique en
contraction avait déja été étudiée par L. Linsefors et A. Barrau dans [123]. Nous élargissons ici leur
étude en considérant d’autres formes du potentiel d’inflaton plus en accord avec les observations et
des conditions initiales pouvant également €tre mises au rebond. Ceci afin d’avoir un caractere plus
exhaustif et de mieux cerner la maniere dont le nombre d’e-folds inflationnaires varie en LQC.

12. Nous avons également considéré le cas du potentiel quadratique qui, bien que non favorisé par les observations, reste
un cas de référence intéressant a regarder, ne serait-ce que par but comparatif avec d’autres études.
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There is a wide consensus on the correct dynamics of the background in loop quantum cosmology.
In this article we make a systematic investigation of the duration of inflation by varying what we think to be
the most important “unknowns” of the model: the way to set initial conditions, the amount of shear at the

bounce and the shape of the inflaton potential.
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I. INTRODUCTION

Loop quantum gravity (LQG) is a promising attempt to
perform a nonperturbative background-invariant quantiza-
tion of general relativity (GR). General reviews can be
found, e.g., in [1-10]. Loop quantum cosmology (LQC) is
a quantum theory inspired by LQG that takes into account
the cosmological symmetries. Some recent reviews can be
found, e.g., in [11-22]. The status of perturbations in LQC
is still not fully clear. On the one hand, the deformed
algebra approach, which puts the emphasis on the con-
sistency of the effective gauge theory, has been investigated
in detail (see, e.g., [23-29]). On the other hand, the dressed
metric approach, which puts the emphasis on the quantum
treatment of the background and the perturbations, has been
pushed forward (see, e.g., [30-32]). Other attempts have
also been suggested, for example in [33] and [34]. At this
stage, there is no wide consensus on LQC predictions for
the primordial power spectra although some general trends
can be underlined [35].

Concerning the dynamics of the LQC background
however, different approaches lead to the very same
dynamical equations, underlining the robustness of the
model. The effective modified Friedmann equation,

Hz:fp(l_ﬁ),
3 Pe

is one of the general predictions of LQC. In this equation H
stands for the Hubble parameter, p for the energy density,
pe~ pp for the maximum energy density, and x = 8x.
Beyond the standard Hamiltonian LQC calculation, the
above equation has even been rederived in quantum

(1.1)
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reduced loop gravity [36] and in group field theory
[37,38] (with a possible slight shift in the bounce energy).
In this article, we focus on this robust background
dynamics. Remarkably, in this cosmological paradigm,
inflation occurs naturally, this being a consequence of
the strong attractor status of its solutions when one
considers a scalar field as the content of the Universe.
Probably, the most interesting output of the LQC frame-
work is that the duration of inflation itself can, to some
extent, be predicted.

Still, even at the background level, three main uncer-
tainties remain to be addressed systematically. The first
one is the way to choose initial conditions. There are two
schools of thought: one sets them in the remote past of the
contracting branch, and the other one sets them at the
bounce. The important question here is not related with
the conditions themselves (they are in a one-to-one
correspondence with one another), but with the variable
to which a known (and presumably flat) probability
distribution function (PDF) can be assigned. This is an
important conceptual issue that will be discussed later in
this article. The second uncertainty is associated with the
amount of anisotropic shear at the bounce. As it will be
diluted very fast during the expansion it might be very
high at the bounce and remain compatible with observa-
tional data. In this study, we focus on the Bianchi I
dynamics and consider different contributions from the
shear. Since anisotropies scale as a~® in a Bianchi I
universe, a being the scale factor, they inevitably grow
during the contracting phase and they are expected to play
an important role in any bouncing model. The third main
uncertainty is associated with the inflaton potential as
LQG does not make any predictions concerning the matter
content of the Universe. So far, the status is unclear and
the matter content has to be assumed independently. In
this paper we focus on four different potentials which are
favored by the latest Planck results [39].

© 2017 American Physical Society



MARTINEAU, BARRAU, and SCHANDER
II. FORMALISM

The metric for a homogeneous Bianchi I universe is

given by
ds’> = —di? + aldx* + a3dy® + a3dz*.  (2.1)

Anisotropies appear through three independent direc-
tional scale factors {ay, a,, as}.

The spatial hypersurface X of this spacetime has an R3
topology. Since it is not compact, many spatial integrals
will diverge, but one can use the fundamental property of
homogeneous spaces to restrict the study to a fiducial cell V
on the spatial manifold which will not appear in the final
results. Its finite fiducial volume is given by Vy = [, 1,15,
and its edges are chosen to lie along the fiducial ortho-

normal triads e¢. Fiducial orthonormal cotriads o/, are also
introduced in a such a way that the fiducial spatial metric
can be written as &ab = o, a){; 0;j. The Ashtekar connection
Al and the densitized triads E¢ can be reduced using the
symmetries of the spatial manifold of the homogeneous
Bianchi I spacetime:

. . ° e o °
Al =cl(l) '@, and E¢ = Iz/l -\ det(qap e,
0

where the coefficients ¢’ and p; are the symmetry-reduced
coefficients of the Ashtekar connection and of the densi-
tized triad. They form a canonical set with the following
Poisson brackets:

(2.2)

{cf, pit= Kkyd., (2.3)
where y = 0.2375 is the Barbero-Immirzi parameter whose
value has been obtained by evaluating the black hole
entropy in LQG [40]. The specific choice of this parameter
is still a source of debates, but the precise numerical value
is not fundamental for the study presented here (the
y-dependence of the energy density available at the bounce
is quite trivial).

The p; coefficients can be expressed in terms of the
cosmological directional scale factors:

pP1 = €1lzl3|azas|’
P2 = 6l 15]a a5,

p3 = €3l h]aya,|,

(2.4)

where ¢; = =1 depending on the orientation of the triads.
Without any loss of generality, we fix ¢; = +1 and /; = 1,
leading to Vy = 1.

The directional scale factors can be written in terms of
the reduced densitized triads:

PHYSICAL REVIEW D 95, 083507 (2017)

PaDP3

a, = , and cyclic expressions,  (2.5)
P1
leading to the directional Hubble parameters,
a pi P2, D3
H |=E—=——4 =4
a; 2p1 2py 2ps
and cyclic expressions, (2.6)

where the dots refer to derivatives with respect to cos-
mic time.
We define a mean scale factor,

a = (a1a,a3)'3, (2.7)

in order to obtain a mean Hubble parameter

H::Z: (H, + H, + H5). (2.8)

W —

The classical evolution of the metric is given by the
following Hamiltonian:

H:HGraV<ci7pi) +HM(pi7q)’7[)7 (29)

where @ is a scalar field, and 7 is its conjugate momentum.

The gravitational and matter Hamiltonians are respectively
given by [41]

N
Heray = _K_yz(aICZCB +acic3 + aszeicy), (2.10)
and
Hy = N\/P1p2pP3ps (2.11)

where N is the lapse function.

Quantization of the above cosmological model within
the lines of LQC requires the introduction of holonomy
corrections. At the effective level, this procedure basically
consists of the following replacement:

¢, i) (2.12)
Hi
where ji; are given by
_ A
o= (2.13)

i

with A = VA = \/4+/3 7y, the square root of the minimum

eigenvalue of the area operator in LQG.

083507-2
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We introduce three fundamental parameters /;:
(2.14)

Those three parameters are gauge-invariant variables
which can be interpreted as the classical limits of the
quantum equivalents of the directional Hubble parameters.
After implementing the holonomy corrections, the effective
gravitational Hamiltonian becomes

Mo = =L i1 s
Ky“A
+ sin(h,) sin(hs) + sin(hy) sin(h3)].  (2.15)
Besides, the functional form of the matter Hamiltonian
does not get changed as the matter Hamiltonian does not
depend on the c¢; coefficients. We therefore assume that it
remains unchanged by the quantization procedure.
Following the pioneering work of [42] and rewriting the
effectively quantized Hamiltonian constraint, H = 0, one
can find the generalized Friedmann equation for a Bianchi I
universe with holonomy corrections [43]:

H=—c+5) ,1223a+ ’ (2.16)
Y 0T3P '

where 02Q corresponds to the quantum shear and can be
expressed in terms of the /; coefficients:

1 1
62Q = W (1 - g [COS(hl - hz)

+ cos(hy — hy) + cos(h; — hl)]) (2.17)

It should be stressed that the way anisotropies are defined
here, in agreement with [43], differs from the usual
cosmological definition. Upper limits for p and 02Q can
easily be obtained by requiring H> > 0 in Eq. (2.16):

3
p<p. = R obtained when o3, = 0,  (2.18)
AP btained when p = 0. (2.19)
GQ—GQC_%ZYZ’ obtained when p = 0. .
The dynamics of the p;-functions is given by
1 . .
=yirnHy = _Cos(hl)[sm(hZ) + sin(h;)].
and cyclic expressions. (2.20)

From this, the classical directional Hubble parameters,
H;, can be expressed as functions of the #;’s:
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P1 i’z P3
2p1 2py  2ps

1
2}, 7 [sin(/;

and cyclic expressions.

H1:

— hy) + sin(hy — h3) + sin(hy + h3)],
(2.21)

The total Hubble parameter then reads

1
H = 6—M [sin(hl + hz) + Sin(/’ll + h3) + Sin(l’lz + h3)}

(2.22)

In the same way, the dynamics of the /;’s is given by the
following equations:

1
hy = N{hl’H}
B 1
27k
+ (h3 — hy)(sin(hy) + sin(hy)) cos(h3)]
KM
2

[(hy = hy)(sin(hy) + sin(hz)) cos(hy)

——(p+ P) and cyclic expressions, (2.23)

where the pressure P is defined to fulfill the continuity
equation p = 3H(p + P).

In this study, the matter content of the Universe is
assumed to be a scalar field ®@(¢). Its evolution is given by
the Klein-Gordon equation:

dv
&+ 3HO + - =0.

o (2.24)

The previous equations drive the dynamics of the
system. They are the basis for the subsequent simulations.

II1. SIMULATIONS

A. Description of the chosen potentials

For the purpose of this study, we choose four different
potentials, which are all in good agreement with the most
recent Planck data [39] as far as standard cosmological
models are concerned.

(i) The most common potential when dealing with

slow-roll inflation is the quadratic one:

1
V(D) = = m*®2.

: (3.1)

Although it is not the best fit to the most recent CMB
measurements, a massive scalar field is very useful
in order to compare different approaches. For this
potential, we fix Mgdraic = 1.21 X 10™%mp;, as
suggested by the Planck data [39].

083507-3
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(ii) The large tensor-to-scalar ratio r initially reported
by BICEP2 [44] can be generated by an inflation
based on a simple monomial effective potential
V(®) x ®”. Although the initial analysis was
shown to be incorrect and values p > 2 are now
strongly disfavored by Planck [39], some values of
p<2like p=2/3, p=1or p=4/3 are still in
good agreement with the data. In addition to the
quadratic potential previously mentioned, we there-
fore explore the LQC dynamics with the potential
associated with p = 1:

V(D) = AT|0), (3.2)

with the following parametrization: A = 1.23 x 1073
and YT = 1.22 x 107! [45]. The mass of the scalar
field with this potential is given by Mmonomialp—1 ~
A XY ~1.50x 10"*mp, [45].

(iii) Inflation can also be motivated by supergravity and
string theory. In the context of type IIB string
compactifications, and with a simple string model
of inflation, the effective inflaton potential is well
approximated by [46]

V(@) 2<U>C—1%/3 {-(3 ~R) - 4(1 —|—%R> e

2 _s 20

+ (1 +§R>e V3 + Reﬁ}, (3.3)
where the following parametrization has been
chosen: C, =5157.35, R=23x10"° and (v) =
1709.55 [46]. The mass Myyingy = 5.87 X 1074 mp,
of the inflaton field is given by the curvature of the
potential around its minimum V”(0). Although this
study is focused on LQG, we investigate this string-
inspired potential as a good phenomenological
description of inflation.

(iv) The last potential we will focus on is the Starobinsky
potential. Even if the statistical significance of this
statement is to be taken with care, models with the
Starobinsky potential have the best accordance [47]
with observational data [39]. The potential is given by

_ 3m?

V(@) == (1 —e %@)2.

K

(3.4)

The mass value for this potential is fixed to be
MStarobinsky = 251 x 10_6”1131 [48].
The shapes of the string-inspired potential and of the
Starobinsky potential are displayed in Fig. 1.

B. Duration of slow-roll inflation

Once the inflaton potential V(®) has been chosen, the
key question to address is the one of the associated duration
of inflation for the given initial conditions.
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FIG. 1. Upper panel: String-theory-inspired inflaton potential
according to the chosen parametrization. Lower panel: Starobin-
sky potential for a mass of the inflaton field mgyropinsky =
2.51 x 10_6}71])1.

For this purpose, we express the number of e-folds of
slow-roll inflation as the integral

ay LT | dd
N:/ dlna:‘/ L k%
a; (@) o, V2ey  mp

In this expression, ®; stands for the value of the scalar
field at the beginning of the slow-roll phase and @ is such
that ey (@) = 1, where

1 (V)2
ev(®) =5 <7®) my,

is the first slow-roll parameter which is equivalent to the
first Hubble flux parameter under slow-roll assumptions.

This expression for N leads to the following results for
the different potentials considered in this study:

(3.5)

(3.6)

1
Quadratic potential: N = 27®? — 3 (3.7)
. . , 1
Linear potential: N = 47®; - (3.8)
Starobinsky potential :
3 2 3 2
N=-Ihn(l+—)—-—-(1+—5
()50 5)
/3 3 K
— gq), + Ze %q)[. (39)

In the case of the string theory potential the integral is
computed numerically.

083507-4
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The last ingredient needed to fully describe the dynamics
of the Universe is the choice of a set of initial conditions. As
mentioned in the Introduction, there are two main schools of
thought about the way to implement initial conditions in
LQC. The first line of thought [49,50] follows the argumen-
tation that setting initial conditions in the remote past makes
sense since it is the classical phase where physics is well
under control, and this is logically consistent if causality is to
be taken seriously. In addition, there is then a variable to
which a flat PDF can naturally be assigned: the phase of the
oscillations of the scalar field. This flat PDF is, in addition,
preserved over time when quantum corrections remain
small. The other point of view [51] is to set initial conditions
atthe bounce, which is the only special moment in the cosmic
history. The relevant variable to which one can assign a flat
PDF is then the fraction of potential energy at the bounce. In
the following, we will study both possibilities and investigate
the effects of anisotropies in each case. We will, however,
argue that setting initial conditions in the remote past is in our
opinion more consistent.

C. Initial conditions in the remote past

Using a Taylor expansion, we assume that all potentials
can be approximated by a quadratic form far enough from the
bounce in the classical contracting phase. This is possible
because when the energy density is very small, as expected in
the remote past of the prebounce branch, the field is near the
bottom of its potential.

1. Initial conditions for the matter sector

In order to describe the evolution of the scalar field, we
introduce two dynamical parameters, the potential energy
parameter x and the kinetic energy parameter y, defined by

V(®) @’
x(r)::,/T, y(t):=\/;. (3.10)

They satisfy

2 2 _'M
200) 370 =5

In the case of the quadratic potential, x(¢) becomes

(3.11)

m®(1)
e

The Klein-Gordon equation (2.24) can therefore be

written as
{ X = my,
y = -3Hy — mx.

The evolution of the scalar field is driven by two
different time scales: the classical one 1/m, and the
quantum one 1/4/3kp,.. The ratio of these two time scales
is given by

x(t) =

(3.12)
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m

V3Kkpe

In the classical phase before the bounce, we assume that
the following conditions are satisfied:

I:=

(3.13)

H(1) <0,  ob(1) < gp(t) and

(3.14)

As long as the assumption +/p/p. < T" holds, the Klein-
Gordon equation (2.24) reduces to the one of a simple
harmonic oscillator, and x and y are thus given by

x(1) = /" sin(mt + 6),
‘ (3.15)
y(t) = @cos(mt +9).

The d-parameter, i.e. the phase of the oscillating scalar
field, plays an important role in this study. Still under the
hypothesis given by Eq. (3.14), and by using the derivative of
the Friedmann equation restricted to lowest order terms in x
and y, one obtains the expression for the energy density:

(1) = pe <g> ’ [1 - i <mt + 5 sin(2me + 25))} N
(3.16)

where a is a free parameter set to ensure that Eq. (3.14)
remains valid. It has been shown in [52] that the shape of the
PDF of the duration of slow-roll inflation does not depend on
the value of a as long as it is high enough. For the purpose of
this study, we have chosen a = 17/4zx + 1. This value
induces enough oscillations of the field in the contracting
phase (more than 10) and is convenient to derive analytical
solutions in the case of the quadratic potential.

Setting + = 0 in Eqgs. (3.18) and (3.16) gives the initial
conditions for the matter sector:

{ (0) = \/2p(0)sin(3) /m. 5.17)
®(0) = 1/2p(0) cos(5),
and

p(0) = p. (g)z {1 - %sin(Zé)} G

Since we have no constraint on the initial PDF of the
quantum shear 67, (0), except that it must fulfill Eq. (3.14), we
express the initial quantum shear as a fraction of the initial
energy density:

55(0) = £ 2p(0). (3.19)

The parameter f < 1 represents the ratio of the initial
quantum shear over the initial energy density.
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For fixed values of a and f, the only free variable which
remains to be chosen in order to fix the initial parameters
{®(0),®(0), p(0), 05(0)} completely is the initial phase of
the scalar field o. The question of how to fix o is therefore
crucial to determine the dynamics. The most reasonable
PDF choice for the 5-parameter is a flat one, since the phase
of the field is purely contingent without any physically
preferred value. Most importantly, as shown in [52], and as
explained before, this PDF is preserved over time as long as
one does not approach the bouncing phase. The fact that
there exists a specific variable to which a physically well-
motivated PDF can be assigned is a very important feature
of the model. This is the main reason why predictions for
the duration of inflation can be made.

2. Initial conditions for the background dynamics

Far before the bounce, one can approximate Egs. (2.17)
and (2.22) by their Taylor development at first order. This
leads to the following initial conditions:

H(0) = ;W (1 (0) + hy(0) + h3(0)).  (3.20)
and
0(0) = ﬁ (1 (0) = ha(0))2 + (A (0) — ha(0))?
+ (1y(0) = Ay (0)Y2. (3.21)

We define a symmetry variable for the anisotropy:

(hy = hy) = (hs = hy)

S =)

(3.22)

Without any loss of generality, we choose the following
labeling,

hy < hy < hs, (3.23)

such that 0 < |S| < 1.
Solving Egs. (3.20) and (3.21) with Eq. (3.22) provides
the initial conditions for the h;-parameters:

/1 3+S /

\/_ (0), (3.24)
yA—=5_ ,/O'Q

Since it has been shown in [50] that the value of S has no
influence on the duration of slow-roll inflation, it will be set
to zero in the following.

hy(0) = yAH(0)

h(0) = yAH(0)

h3(0) = yAH(0

PHYSICAL REVIEW D 95, 083507 (2017)

Finally, the initial Hubble parameter can also be
expressed as

H) = —\/ 0 +500) =27 (30300 +55(0)
(3.25)

Equations (3.30) and (3.25) define the initial conditions
for the background dynamics.

3. Simulations

The histograms in the first columns of Figs. 2, 3,4 and 5
are estimators of the PDFs of the duration of slow-roll
inflation, with respect to the measure dN, and for different
values of the initial rate of anisotropies: f = 0, f = 107*
and f = 1072. They tend toward the real PDFs in the limits
Ao — 0and AN — 0. The second columns of those figures
represent the duration of inflation as a function of the initial
phase of the inflaton field for a given value of f. This
investigation has already been performed for a quadratic
potential [50], and it was shown that, as anisotropies grow
up, the mean value of the PDF for the number of e-folds
decreases. We recover this result in Fig. 2. For high
amounts of shear, the distribution becomes bimodal, one
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FIG. 2. Quadratic inflaton potential with initial conditions set

before the bounce. Left column: Probability distribution func-
tions for the number of e-folds of inflation. Right column:
Number of e-folds of inflation as a function of the initial phase
of the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe f = 0.
Middle panels: Anisotropic universe, f = 10™*. Lower panels:
Anisotropic universe, f = 1072,
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FIG. 3. Linear inflaton potential with initial conditions set
before the bounce. Left column: Probability distribution func-
tions for the number of e-folds of inflation. Right column:
Number of e-folds of inflation as a function of the initial phase
of the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe f = 0.
Middle panels: Anisotropic universe, f = 10~*. Lower panels:
Anisotropic universe, f = 1072,

side corresponding to “‘energy-dominated” bounces and the
other one to “shear-dominated” bounces.

An important comment is here in order. When consid-
ering models leading to very high numbers of e-folds, a
logarithmic scale is useful for a better visualization of the
full dynamics. In this case, however, the usual PDF
normalization fails to capture the most important feature.
The standard normalization is indeed such that the sum of
the contents of each bin multiplied by its width is equal
to 1. With this choice, the contents of the last bins—when
using a log scale—will be very suppressed in the plot just
because the width is large, thus giving the wrong feeling
that a high number of e-folds is improbable. For this reason,
when using a logarithmic scale, we superimpose on each
plot the PDF and what we call the probability estimator
function (PEF). This estimator uses a normalization such
that the sum of the contents of the bins is unitary. Although
not strictly a PDF this estimator is more intuitive and allows
the reader to immediately see what is the most probable
number of e-folds. We recommend to base the conclusions
on the PEF rather than on the PDF when both are given.
When using linear scales, both estimators coincide (with
just a different y scale). To avoid making the text too heavy
we use the term PDF as a generic one in the following.
However, when a log scale is used on the plot, the trend
which is mentioned will appear more clearly on the PEFs.

PHYSICAL REVIEW D 95, 083507 (2017)
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FIG. 4. String theory inflaton potential with initial conditions
set before the bounce. Left column: Probability distribution
functions for the number of e-folds of inflation. Right column:
Number of e-folds of inflation as a function of the initial phase of
the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe f = 0. Middle
panels: Anisotropic universe, f = 10™*. Lower panels: Aniso-
tropic universe, f = 1072,

When a PDF is represented alone on a plot it is always a
solid line; however when it is superimposed with a PEF,
the PDF is then represented as a dotted line to emphasize
the clearer interpretation of the PEF.

It can be seen in Figs. 3, 4 and 5 that this trend also
appears for the other potentials. This, however, is not
surprising when considering models with anisotropic shear:
the three scale factors associated to the three spatial
directions will not reach their minimum value at the same
time during the contraction phase. Thus, the maximum
amount of energy density available for the scalar field
during the bouncing phase will be lower than in the
isotropic case. The inflaton field will not be pushed along
its potential as far as in the isotropic case, leading to a
shorter phase of slow-roll inflation. The major effect of
anisotropies is therefore not a modification in the dynami-
cal equations of the Universe' but a shift in the maximum
amount of energy available for the scalar field at the
bounce. It is mainly this effect which leads to a smaller
number of e-folds of slow-roll inflation.

As explained above, one of the most important features
of LQC relies on the fact that the duration of slow-roll
inflation is well constrained when initial conditions are set

'Since anisotropies scale as a~°, the dynamics is almost always
equivalent to the isotropic LQC one.
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FIG. 5. Starobinsky potential with initial conditions set before
the bounce. Left column: Probability distribution functions (and
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in the contracting phase. This remains partially true when
anisotropies are taken into account, although the relative
widths of the PDFs increase and their mean values
decrease. It should however be emphasized that this
important feature of LQC is actually only true as long
as the inflaton potential is sufficiently confining. If one
considers for example the Starobinsky potential, as shown
in Fig. 5, the period of slow-roll inflation lasts much longer
compared to the cases with other potentials. This is because
of the large “plateau.” We recall here that this potential has
initially been introduced for quantum gravity reasons, and,
at the phenomenological level, for obtaining a long enough
phase of inflation, even when the energy density remains
small. However, the LQC dynamics automatically provides
highly energetic field configurations at the onset of
inflation. The inflaton field is therefore “pushed” far away
on the plateau, leading to a very long phase of slow-roll
inflation. The peak of the PDF (without shear) of the
number of e-folds around 150-200 e-folds, which is
generic for confining potentials in LQC, is now shifted
to very different values around 103,

In addition, the bimodal shape of the PDFs in the cases of
the string theory and of the Starobinsky potentials is due to
the fact that those two potentials are highly asymmetric, as
described in [46] and [48]. The low-N peaks correspond to
cases where the scalar field is negative at the beginning of
inflation, i.e. in the region where the potential is sharp.

PHYSICAL REVIEW D 95, 083507 (2017)

On the other hand, the high-N peak corresponds to positive
values of the scalar field at the beginning of inflation, i.e.
where the potentials have a plateau.

It is important to underline that for all the considered
potentials, the way the number of e-folds varies with
respect to the phase ¢ is highly nontrivial. This is one of
the reasons why exhaustive simulations are necessary.
From the phenomenological viewpoint, it is worth stressing
that for all potentials but the Starobinsky potential, the
predicted number of e-folds, especially when anisotropies
are taken into account, is not much higher than the
minimum value favored by observations (around 70
e-folds). We want to stress that this provides an opportunity
to make quantum gravity effects potentially observable.
If inflation lasts much longer than 70 e-folds, physical
modes with the size of a Planck length at the bouncing time
become larger than the Hubble radius at present times,
which would make the detection of possible quantum
gravity effects very difficult, if not hopeless. But if inflation
was not much longer than 70 e-folds, an interesting
window opens up on LQC phenomenology.

D. Initial conditions at the bounce

In this section, we consider the case in which initial
conditions are set at the bounce (r = 0 now refers to the
bouncing time). The variable to which a presumably known
PDF can be assigned is no longer the initial phase of the scalar
field 8, but the initial potential energy parameter x(0). A flat
PDF will be assumed for x(0), as in [51] and many historical
studies, although it is far less motivated than the flat PDF for
the o-parameter used in the previous section.

The initial shear is still introduced as a fraction of the initial
energy density, 63(0) = fx/3p(0), in order to be able to
properly compare the effects of anisotropies with what
happened in the previous case, where initial conditions were
set before the bounce. The initial value of f is obtained by
averaging its values over all phases at the bounce in the case
of initial conditions set in the remote past.

The value of the initial energy density can easily be
calculated:

H(0) = 0 & 63(0) +=p(0)

3
-2 (300 +500))
—0ep0) =3l 135

To obtain the initial conditions for the A;-coefficients, we
fix one of them to h;(0) = nz/2,n € N,i = 1, 2, 3 and the
two others [;(0) and 1 (0), j, k = 1,2, 3, i # j # k] are
then fixed by the following constraints,

sin(h1 + l’lz) + Sin(h1 + l’l3) + Sil’l(hz + l’l3) = 0, (327)
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and

cos(hy — hy) + cos(hy — h3) + cos(hy — h3)
A
(1+3f/2)*

obtained from Egs. (2.22) and (2.17). One of the /;(0)’s
must be a multiple of z; otherwise solutions to this system
are nonreal.

Figures 6 and 7 display the results of the simulations
obtained for the quadratic and the linear potentials, for
positive values of ®(0) and ®(0). It is clear that anisot-
ropies have no significant effects on the shapes of the
probability distribution functions for N. However, the mean
value of N decreases when f increases, similar to the
behavior of N when initial conditions are set in the
prebouncing phase. This is not surprising since the major
effect of the shear is a decrease in the energy density
available for the scalar field at the bounce. It should also be
underlined that N increases significantly when x(0) grows
up. Those large values of N were nearly never reached in
the previous scenario, when initial conditions are set before
the bounce, because a very high level of fine-tuning of the
initial phase 6 would have been required to generate a
nontiny value of x(0). Obviously, the duration of inflation
is less constrained when initial conditions are set at the
bounce with a flat PDF on x(0). The total number of e-folds

=3-9f (3.28)
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is much higher than N* ~ 60-70 which would correspond
to visible inflation.

It should be underlined that a flat PDF for x(0) may not be
relevant when setting initial conditions in the case of non-
symmetric potentials, such as the string theory potential or
the Starobinsky potential. For those potentials, a given value
of V(®) corresponds to two different values of |®|, and
consequently to two different evolutions of the scalar field.

The case of the string theory potential is presented in
Fig. 8. Positive values of ®(0) and ®(0) were chosen in
order to probe the right part of the potential, and in order to
be comparable with the two previous potentials. The first
two lines show that in the cases f = 0 and f = 0.31, the
duration of slow-roll inflation does not vary a lot with x(0).
This behavior is due to the fact that for nearly all the
displayed values of x(0), the value of the potential energy at
the beginning of the slow-roll phase is higher than the
plateau. On the third line, however, the amount of shear
becomes high enough so that, at low x(0), the potential
energy becomes lower than the plateau. This implies much
shorter durations of inflation.

The case of the Starobinsky potential is slightly more
complicated. The initial value of the inflaton field ®©(0) can
be expressed as a function of x(0):

®(0) = —\/glog (1 - ‘;'ng(o)),

(3.29)
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FIG. 8.
set at the bounce and positive values of ®(0) and ®(0). Left
column: Probability distribution functions (and PEFs when
useful) for the number of e-folds of inflation. Right column:
Number of e-folds of inflation as a function of x,. Upper panels:
Isotropic universe f = 0. Middle panels: Anisotropic universe,
f =0.31. Lower panels: Anisotropic universe, f = 355.

String-theory inflaton potential with initial conditions

where the “minus” solution in the logarithm corresponds to
positive values of @®(0) whereas the “plus” solution
corresponds to negative ones. If we consider positive
values of ®(0), a specific value of x(0) appears:

3 2
x.(0) = 4 /% — 677 x 107". (3.30)

It corresponds to the value of x(0) for which the potential
energy is equal to the value of the plateau of the poten-
. Ve
tial: x,(0) = /2.

We distinguish two cases:

(i) x(0) < x.(0): For those values of x(0), the initial
potential energy density at the bounce is lower than
the plateau. As mentioned previously, a single value
of V corresponds to two different values of @, one of
them being positive and the other one negative.

(i) x(0) > x.(0): These values of x(0) correspond to
potential energy densities which are higher than the
plateau. For a given value of V, there is now only one
negative value of ©.

Since x.(0) < 1, if one wants to vary x(0) between 0

and 1, and probe the plateau part of the potential, it is
necessary to take negative values of ®(0), together with

positive values of (IJ(O) It remains possible to probe
the plateau with positive values of ®(0) and ®(0) if
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FIG. 9. Starobinsky inflaton potential with initial conditions set
at the bounce and positive values of ®(0) and ®(0). Left column:
Probability distribution functions (and PEFs when useful) for the
number of e-folds of inflation. Right column: Number of e-folds
of inflation as a function of x,. Upper panels: Isotropic universe
f =0. Middle panels: Anisotropic universe, f = 3.87. Lower
panels: Anisotropic universe, f = 28.0.

x(0) € [0, x.(0)]. It should be noticed that, if initial con-
ditions are set in the contracting phase, positive values of
the field at the bounce are highly favored in the isotropic
case, and remain favored in the presence of anisotropic
shear, as shown in Fig. 5.2 We therefore choose to show
some results associated with ®(0) and ®(0) with x(0) €
[0,x.(0)] in Fig. 9. It can be seen that without shear the
inflaton field is pushed far away on the plateau, leading to
large numbers of e-folds. However, when the initial shear is
nonvanishing, the energy density which remains available
for the scalar field is smaller, such that the field cannot
reach the plateau anymore. This leads to a shorter slow-roll
phase. It is difficult to probe the plateau with a flat PDF for
x(0) if anisotropies are taken into account. Since the
cosmological interest of the Starobinsky potential is mostly
associated with the plateau, this means that setting initial
conditions at the bounce, at least in the presented way, is
not very relevant in this case.

From the viewpoint of phenomenology, it is important
to notice that the predicted number of e-folds, if initial
conditions are believed to be set at the bounce, is generi-
cally very high. Unless a huge amount of fine-tuning is
applied, the observation of possible quantum gravity effects
in the CMB is virtually impossible. Only in the case of a

’In most cases, the field has the same sign at the bounce and at
the beginning of the slow-roll phase.

083507-10



DETAILED INVESTIGATION OF THE DURATION OF ...

strongly shear-dominated bounce does the number of
e-folds become close to the observational bound.

The usually much smaller number of e-folds of inflation
when initial conditions are set in the classical prebounce
phase can be understood as follows: setting initial con-
ditions, i.e. fixing the initial phase of the inflaton field,
when the energy density is very small leads—for almost all
values of the phase—to solutions without deflation. This
has already been (implicitly) shown in the frame of
standard cosmology by Gibbons and Turok [53] and the
consequences of these results for LQC were explained in
detail in [54]. Solutions to the given set of differential
equations without deflation cannot bring the field to high
values at the bounce, since the accelerated contraction stops
almost immediately. One therefore encounters a kinetic-
energy dominated bounce which subsequently leads to a
small number of e-folds, as shown in Fig. 2 of [54]. On the
other hand, varying the value of the field at the bounce—
hence making potential-energy dominated bounce scenar-
ios likely—results in very large numbers of e-folds for
many solutions. The above arguments were shown for the
quadratic potential, but they still hold for the linear
potential and the string-theory-inspired potentials. Taking
anisotropies into account makes the energy density avail-
able for the scalar field even smaller and subsequently
decreases the resulting number of e-folds for a particular
solution.

IV. DISCUSSION AND CONCLUSION

A. Discussion

Let us begin by discussing the issue of the best choice for
initial conditions. If the word “initial” is taken in its literal
sense, it is certainly reasonable to set them in the remote
past and respect the causal evolution of the system. As
shown in [49], the evolution across the bounce is not time
symmetric. From the mathematical viewpoint this is how-
ever not necessary and some physical arguments are
required. It seems to us that assigning a flat PDF to the
phase of the field in the remote past of the contracting
branch is a better choice than assigning a flat PDF to the
fraction of potential energy at the bounce. The first reason
for this is that the vicinity of the bounce is the most
“quantum” period in the history of the Universe. It is
therefore the one where the semiclassical approach used
here is the most questionable—backreaction might not be
negligible—and hence the worst one to assign specific
values to the dynamical variables. This is precisely the time
when the considered system is not under perfect control and
obviously not the most natural one to set initial conditions
in a safe way. The second reason is that a flat PDF for the
fraction of potential energy is a completely arbitrary choice.
It has no physical motivation; the PDF could be chosen to
be anything else with the same credibility. There is no
reason to chose all potential energies with the same
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probability. Describing the very same system with other
variables to which flat PDFs could be assigned would lead
to completely different PDFs for the fraction of potential
energy and to completely different results for the number of
expected e-folds. This is to be contrasted with the flat PDF
assigned to the phase of the oscillations. In this case, the
phase has a clear physical meaning and is a random variable
with a known PDF during an oscillatory process. One could
discuss the details of the PDF but the rough shape is known
just because the field is an oscillator. It could be argued that
the fraction of potential energy is also known and this is
true, but not at the bounce time where the dynamics is
modified with respect to the trivial nearly oscillatory
process. The third reason is that a flat PDF assigned to
the phase is preserved over time. This is very important and
means that this choice is consistent in the sense that it does
not depend on the chosen hypersurface at which initial
conditions are set. Obviously, a flat PDF for the fraction of
potential energy is not time preserved and there is no reason
for the bounce to be the precise time when assigning a flat
PDF to this variable.

Knowing the PDF for any dynamical variable describing
the system allows one to know the PDF for the number of
e-folds. There are two kinds of “predictive powers” that
need to be distinguished at this stage. Let us call “strong
predictive power” the case in which the number of e-folds
of inflation is (roughly) known and “weak predictive
power” the case in which the PDF for the number of
e-folds is known. The strong case basically requires that the
PDF is not only known (that is, the weak case) but also
requires that it is highly peaked.

B. Conclusion

This study is dedicated to the systematic investigation of
the duration of inflation in LQC with holonomy correc-
tions. We have addressed the three main unknown points:
the way to set initial conditions, the amount of shear and
the shape of the inflaton potential. The conclusions of this
study are the following: (i) As far as the capability of the
model to predict the distribution of the number of e-folds is
concerned, it is, in our opinion, more appealing to set
initial conditions in the remote past of the classical
contracting branch of the Universe. In this case, a flat
PDF can easily be associated to the §-parameter for all the
potentials. (ii) Furthermore, in this case, the duration of
inflation is indeed severely constrained, and most interest-
ingly to values which are not much higher than the
minimum value required by observations (but only for
“confining” potentials). (iii) When anisotropies are taken
into account the PDF of the number of e-folds is widened
and its mean value decreases, confirming the strong
predictive power of LQC for a massive scalar field.
(iv) For potentials with a plateau such that the favored
value of the amount of potential energy at the beginning of
the slow-roll phase is larger than the height of the plateau,

083507-11



MARTINEAU, BARRAU, and SCHANDER

the predicted number of e-folds can become very large and
the predictive power is only weak. (v) When the potential is
asymmetric, the PDF can become bimodal. (vi) When initial
conditions are set at the bounce, even the weak predictive
power of LQC is basically lost as everything is then
determined by the arbitrary choice of the variable to which
a known PDF is assigned.

In summary, if the shape of the inflaton potential can be
experimentally determined (this is already partially the
case) and if, following the logics of causality, the initial
conditions are set in the remote past, there is an obviously
interesting predictive power of LGC for the duration of
inflation. This predictive power is strong if the potential is
confining and weak if the potential has a plateaulike shape.
It is not so because of the specific quantum dynamics but
because of the existence of a preferred amount of potential
energy at the onset of inflation which is naturally selected

PHYSICAL REVIEW D 95, 083507 (2017)

by the semiclassical trajectory. The most difficult point to
address remains the one of anisotropies as no simple
physical argument allows one to choose a preferred amount
of shear. If the potential is confining enough this is however
not necessarily a problem as the predicted number of
e-folds is then restricted to a quite small interval (bounded
from above by the model in the isotropic case and from
below by observations as N > N* ~ 70) which happens to
be the most interesting one for phenomenology.
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3.2.2 Quelques précisions sur la durée de I’inflation en LQC

L’ étude précédente a montré que des lors que les conditions initiales sont placées dans la phase
pré-rebond et que le potentiel d’inflaton est confinant la LQC posseéde un réel pouvoir prédictif quant
au nombre d’e-folds inflationnaires N. Il se trouve que ces valeurs sont, dans la plupart des cas étudiés,
tres proches de la borne minimale N ~ 60 — 70, ce qui correspond au cas de figure le plus intéressant
pour la phénoménologie. Une aubaine en quelque sorte. Comme dit dans 1’article cette prédiction
vient de ce que si les conditions sont mises dans la phase classique en contraction, avec comme
conditions initiales une PDF plate sur la phase initiale des oscillations du champ 6, la quasi entiereté
des trajectoires convergent vers une dynamique sans déflation !* et donc un rebond totalement dominé
par I’énergie cinétique, avec des valeurs de x(,) au moment du rebond typiquement de 1 ’ordre de 107.
Or un rebond totalement dominé par I’énergie cinétique amene, dans le cas de potentiels sans plateaux,
a de faibles valeurs de N. Une fois les conditions initiales placées dans la phase de contraction avec
une PDF plate sur ¢ et la forme du potentiel d’inflaton fixée c’est la valeur de p. qui déterminera
la valeur moyenne de la PDF de N. Dans le cas d’un potentiel quadratique de 1’inflaton il avait été

montré que N = (2/3)In [(2 /m) \/(KT),DC]2 [124]. 11 était cependant espéré par certains membres de
la communauté que des corrections quantiques 2 la dynamique '#, se manifestant dans 1’expression
précise de I’équation de Friedmann modifiée de la LQC, impactent la PDF de N. Bien que cela semblait
tres improbable a d’autres nous avons mené une étude pour essayer de trancher le débat.

Le but de I’analyse effectuée dans I’article "Some Clarifications on the Duration of Inflation in
Loop Quantum Cosmology" qui suit était donc d’évaluer I’'impact de la forme spécifique de 1’équation
de Friedmann effective donnée Eq.(3.31) sur la prédiction standard de la LQC N =~ 145 correspondant
au cas d’un potentiel quadratique de I’inflaton. Est-il possible d’aboutir a la méme prédiction avec une
dynamique différente ?

Pour répondre a cette question nous avons considéré dans cette étude, en plus du scénario LQC, un
scénario de rebond inspiré par la relativité générale et gouverné par 1I’équation de Friedmann usuelle
de la cosmologie dans lequel le signe du parametre de Hubble est changé "a la main" de négatif a
positif des que la densité d’énergie atteint la valeur p, typique de la LQC. Bien sir le parametre de
Hubble n’est dans ce modele pas continu au moment du rebond et 1a démarche peut sembler audacieuse.
Néanmoins les autres quantités importantes gouvernant la dynamique du systeme (facteur d’échelle et
densité d’énergie du champ scalaire) sont elles continues tout au long de 1’évolution. Il n’est pas du tout
ici question de construire un scénario alternatif réaliste mais simplement de comprendre 1’influence des
différents parametres qui gouvernent la dynamique. Le résultat de cette étude est que la distribution de
probabilité du nombre d’e-folds d’inflation N est quasiment similaire dans les deux scénarios (LQC et
rebond forcé). La dynamique précise du facteur d’échelle donnée par I’équation de Friedmann modifiée
ne joue que tres peu. Ce qui est réellement important et qui fixe la valeur de N est donc bien la valeur
de la densité d’énergie critique p. atteinte au moment du rebond (pour des conditions initiales et une
forme du potentiel d’inflaton données).

Il est également montré dans cet article que le rebond en LQC amene, pour la quasi entiereté de
I’espace des parametres, a une phase d’inflation et a une distribution de N piquée autour de N ~ 145
dans le cas d’un potentiel quadratique et de conditions initiales mises dans la phase en contraction. Ce
statut attracteur de 1’inflation en LQC des lors que le contenu en matiere est modélisé par un champ

13. Phase de contraction accélérée de 1’Univers.
14. Autres que la prédiction du rebond.
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scalaire massif avait déja ét€ mis en évidence par L. Linsefors et A Barrau dans [124]. La nouveauté
est qu’il est ici retrouvé a I’aide de 1’argument de Turok et Gibbons. Nous montrons a 1’aide de cet
argument qu’une longue phase de déflation, donc un rebond dominé par 1’énergie potentielle, est peu
probable.

Remarque : Le calcul dans cet article des spectres de puissance primordiaux scalaires et tensoriels
ne servant que (tres) peu le propos nous invitons le lecteur a ne pas s’y attarder pour le moment. Le
devenir des inhomogénéités et le calcul des spectres en LQC sera explicité juste apres cette étude.
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Abstract

The prediction of a phase of inflation whose number of e-folds is constrained
is an important feature of loop quantum cosmology. This work aims at giving
some elementary clarifications on the role of the different hypotheses leading
to this conclusion. We show that the duration of inflation does not depend
significantly on the modified background dynamics in the quantum regime.

Keywords: loop quantum cosmology, inflation, quantum gravity
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Loop quantum gravity (LQG) is a nonperturbative and background-independent quantization
of general relativity (GR). It relies on the Sen—Ashtekar—Barbero variables, that is SU(2) val-
ued connections and conjugate densitized triads. The quantization is obtained using holono-
mies of the connections and fluxes of the densitized triads. Loop quantum cosmology (LQC)
is an effective theory based on a symmetry reduced version of LQG. In LQC, the big bang is
believed to be replaced by a bounce due to repulsive quantum geometrical effects (see [1] for
a review). For the flat homogeneous and isotropic background cosmology that we consider in
this work, the effective LQC-modified Friedmann equation is

Hzp(lp),
3 . (1)

where H = (a/a) is the Hubble parameter, p is the total energy density and pg is the critical
density at the bounce (expected to be of the order of the Planck density). The dot refers to a
coordinate time derivative. Throughout all this article we use reduced Planck units: v/87G = 1.
So, in these units, the Planck mass is mp = 1/ VG = /8. We assume that the dominating
energy component in the early universe is a scalar field ¢, with potential V = %m2q52. As
shown in [2], a massive scalar field is now disfavored by data. This choice however remains
interesting so as to compare our study with other results (a quantitative estimate of the effect

1361-6382/17/145003+9$33.00 © 2017 IOP Publishing Ltd Printed in the UK 1
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of choosing, for example, the Starobinsky potential, used in [3], can be found in [4]). The
total energy density can be written as p = %(bz + V. As explained in details in [5] it should be
made clear that the existence of an inflationary phase is not in itself a consequence of LQC,
but of the choice of an appropriate scalar field as the content of the Universe. Based on cosmic
microwave background (CMB) measurements and under most reasonable assumptions for
the length of observable inflation (between horizon exit of the pivot scale and the end of the
inflationary phase), one obtains m ~ 10~ %mp;. The equation of motion for the scalar field is

é+3Hd +m*¢p = 0. ()

There are different ways to statistically estimate the duration of inflation in this framework.

At a fixed energy density, pg, one can first ask the following question: for a given number of
e-folds N, what is the fraction of trajectories, i.e. solutions to equation (2), that lead to a phase
of slow-roll inflation lasting more than N e-folds? It should be noticed that the set of trajec-
tories can be parametrized by {ao, ¢ }. As the energy density has been fixed, the initial time
derivative of the scalar field, ¢y, is determined in terms of po and ¢g. This also implies that ¢
can only take values within a finite interval, ranging from —(v/2po/m) to (v/2po/m). In a flat
universe, the value of the scale factor has no physical meaning. The number of e-folds of infla-
tion depends on ¢ but not on ap: N = N(¢o; m, po). So the fraction of trajectories that achieve
a phase of inflation lasting more than N e-folds can be written as u = (mAdgyo)/(2v/2p0),
where Ay is the range of initial values of the scalar field that yields the required inflationary
phase. It is then necessary to evaluate 4 as a function of N. There are two cases in which this
can be done analytically: (i) at low energy, py < m?, and (ii) at high energy py > m>. At low
energy, the calculation of Gibbons and Turok of the probability for inflation can be used to
show that [6]

(N) = CmN ™ exp(—=3N){1 + 1/(6N)}, A3)

where C is a numerical factor that does not depend on m or py. For N ~ 60 e-folds, as required
to explain the CMB temperature anisotropy, this leads to u(N) < 1. It should be noticed that
the conclusions of [6] are to be contrasted with those of [7], which shows the importance of
working with well defined probability distribution functions. At high energy, one reaches the
opposite conclusion. In this case, one can compute Ag, as follows. For a massive quadratic
potential the total number of e-folds of inflation can be expressed in terms of the amplitude
of the scalar field at the start of the inflationary phase, ¢, as N ~ (¢?/4). In turn, ¢; can be
expressed in terms of the initial value of the scalar field as [8]:

b1 = ¢o + sgn(o)/(2/3)Arcsinh (1"\/2/ 1n(z)) , 4)

with z = 8T'2exp(v/6¢) and T' = \/3py/m. This formula for the amplitude of the scalar
field at the start of inflation is valid in LQC, with the modified Friedmann equation given by
equation (1). For the standard flat FLRW dynamics, without LQC modifications, the analyti-
cal calculations suggest that at the start of inflation the scalar field reaches a maximum value
given by (4) minus (In2/T"). In both cases, we find that the range of values of ¢, that do
not yield an inflationary phase longer than N e-folds is an interval of size 4v/N centered on
¢o = 0. Hence,

p(N) =1 —m\/(2N/po), ®)

and 1(60) ~ 0.99999 (for py = 1) , which means that all but a tiny fraction of the possible
trajectories do not go through a long inflationary phase. It might be tempting to interpret p
as a probability measure. This is however not that simple. The phase space of the flat FLRW

2



Class. Quantum Grav. 34 (2017) 145003 B Bolliet et al

universe presents a serious ambiguity: the Liouville measure is proportional to the scale factor
and the scale factor can be rescaled arbitrarily. In addition, as explained just before, ; depends
on the choice of the surface of initial data. More importantly, the fundamental question to
ask is: is there a variable on which a flat (or at least known) probability distribution function
(PDF) can be assigned? There is no reason to assume implicitly that the initial values of the
field should have a flat PDF.

This work is somehow complementary to what was studied in [9] and sheds a new light on
the difference between different predictions made in quantum and classical cosmology.

In [10] it was argued that the two first issues mentioned above can be solved in LQC. It was
indeed claimed that the scale factor can be rigorously factored out of the Liouville measure,
and that the bounce provides a preferred choice for the surface of initial data. In this study,
following [11, 12] we choose a different perspective. We decide, the other way round, to set
initial conditions in the remote past of the contracting branch, when the Universe is classical
and well understood (py < pg). This is not only technically justified but also conceptually
necessary if the bounce has to be taken seriously in a causal way. Still, we naturally choose
a time which is close enough to the bounce so that it is reasonable to assume a scalar field as
the main component of the Universe. The phase of the oscillations of the scalar field in the
contracting branch is an obvious variable to which a flat PDF can be assigned [11]. In addition,
the key point is that this PDF is preserved over time (as long as one remains in the classical
phase when the field oscillates). The numerical analysis of [11] shows that at fixed py, nearly
all possible initial values for the scalar field, ¢, yield an inflationary phase whose number of
e-folds is peaked around N = 142 e-folds (with pp = 0.41mj,)).

The procedure to derive this result is simple:

e Consider an initial energy density po = ppi/ o2, with « large enough so that the evolution
starts in the remote past of the contracting phase.
e Choose an initial value for the scalar field and its time derivative by a random sampling

of the phase 6y between 0 and 27, where 6 is defined such as ¢ = \/g g sin 6.

e Solve the dynamics, across the bounce, until the end of slow-roll inflation in the expanding
branch.
e For each 6y, collect the corresponding number of e-folds.

Finally, one can produce the associated histogram which, in a probabilistic interpretation,
is the PDF for the number of e-folds. This is illustrated on the right panel of figure 1 where
we also present the PDFs for several initial energy densities corresponding to different values
of o = +/ppi/po in order to show that for large values of a the PDF becomes independent of
the initial energy density, as explained analytically in [11]. Interestingly, the peakedness of
the PDF can be understood as follows. The calculation Gibbons and Turok is often considered
controversial in standard cosmology because they somehow set ‘initial conditions’ for the
final state. However, in the case of a bouncing Universe it implies that almost none of all the
possible trajectories, starting at low energy in the contracting branch, have a significant phase
of pre-bounce exponential contraction, that is of so-called deflation. A trajectory with defla-
tion in the contracting phase leading to (¢g, qi)B) can be identified with a trajectory with infla-
tion in the expanding phase with (¢p, —¢g ). Equation (4) can be used to calculate the value
of the scalar field at the bounce corresponding to the trajectory with no deflation. One simply
has to solve equation (4) with respect to ¢y for ¢; = 0 and ¢g < 0. In the limit of large I', the
solution is well approximated by

ST — /2/3)In (2r/\/ﬁ) . )
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Figure 1. Probability distribution of the number of inflationary e-folds. On the left panel,
the black histograms corresponds to a ‘GR’ like dynamics (using the standard Friedmann
equation throughout the evolution). The red histogram is the prediction of loop quantum
cosmology. With the standard Friedmann equation the most likely value is Ny = 133,
while in LQC we find N, = 145. The right panel shows that the probability density
function does not depend on the value of the energy density as long as the surface of

initial data is set at p < pp|. The different histograms are labeled by o = +/ppi/p. The
probability density function converges as soon as o becomes larger than 10.

This can then be inserted back into equation (4), with gi)B > (, in order to obtain the value
of the field at the start of inflation in the expanding phase and the corresponding number of
e-folds of inflation. With the standard values for m and pg, this calculation yields N = 142,
in excellent agreement with the numerics (figure 1). Moreover, a closer look at Gibbons and
Turok’s PDF for the number of e-folds suggests that most trajectories starting in the remote
past have less than one e-folds of deflation, see figure 2. This means that nearly all trajectories
end up with a value of ¢g that belongs to an interval of size A¢g = 4 centered around ¢5gT. In
terms of number of e-folds this translates into AN = 4v/N, also in agreement with the numer-
ics as can be seen on figure 1.

We shall now investigate to which extent the specific modified dynamics is responsible for
the peakedness of the probability density function of the number of e-folds in loop quantum
cosmology. The argument we have developed in the previous section did not refer to the modi-
fied LQC dynamics. It was essentially based on Gibbons and Turok’s analysis combined with
the presence of the bounce at Planckian energy density. It can therefore already be guessed
that the peakedness does not depend strongly on the LQC modification to the Friedmann equa-
tion. To address this question in more details, we consider an artificial bouncing cosmological
scenario where the Friedmann equation is left unchanged even at Planckian energy. In this
‘GR-like’ cosmological scenario, initial conditions for a given trajectory are set in the remote
past of the contracting branch at the same energy density and with the same values of ¢, and
gi)o than for a trajectory which follows the LQC dynamics (as previously considered). The
dynamics is divided into two parts: the contracting branch with a negative Hubble parameter
and the expanding branch with a positive Hubble parameter. The evolution, starting in the
contracting branch, is artificially stopped when the energy density reaches the LQC critical
energy density pg. The values of ¢g and g{SB are collected and used as initial conditions for the
dynamics in the expanding branch where the initial Hubble parameter is now positive. At the
junction between both phases, the Hubble parameter and therefore (;5 are discontinuous but a,
¢ and gb are continuous, as illustrated in figures 3, 4 and 5.

The numerical result for the PDF of the number of e-folds in the GR-like scenario is plot-
ted against the LQC prediction on the left panel of figure 1. The PDF has the same width and
shape than in LQC. This confirms that the peakedness does not depend strongly on the specific
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Figure 2. Probability distribution of the number of e-folds, when the surface of initial
data is set at low energy density, in a agreement with the result of Gibbons and Turok.
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Figure 3. Evolution of the potential energy parameter in the GR-like scenario (black)
compared to loop quantum cosmology (red), for different values of xp, linearly
distributed between —107° and 10~°. Dashed lines correspond to negative initial values
for xp.

LQC modified dynamics, and suggests that this feature would remain in case one incorpo-
rates additional quantum gravity corrections to the LQC effective equations. Nevertheless, the
number of e-folds corresponding to the peak of the PDF is slightly different in the GR-like
scenario than in LQC. This can be explained as follows. First, it should be noticed that the
difference between the GR-like scenario and LQC becomes significant when p = pp. Second,
as shown in the previous sections, the fraction of trajectories that have a significant phase
of deflation in the contracting branch is tiny. This means that at high energy density, the
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Figure 4. Evolution of the scale factor (left) and the Hubble parameter (right) in loop
quantum cosmology (red) and in the GR-like scenario (black).

dynamics of most trajectories is largely kinetic energy dominated. In simplistic terms, defla-
tion can not bring the amplitude of the scalar field to large values because it stops nearly
immediately. To inverstigate the difference between the GR-like scenario and LQC, the equa-
tion of motion of the scalar field at high energy, and for kinetic energy domination, need to be
studied. It is natural to introduce x = ¢/+/2pp and y = ¢/+/2pg, the so-called potential and
kinetic energy parameters. As the duration of inflation depends on the scalar field amplitude,
it is sufficient to focus on the potential energy parameter. It is easy to show that in the regime
compatible with observations

xR ~ xg + (3/T) Ina, (7a)

A€ ~ xg + (3/T) Ina + (In2/T). (7b)

In LQC the scalar field is boosted by a short phase of super-inflation, H>0, during which
its amplitude accumulates a surplus of (In2/I') compared to the standard FLRW dynamics.
This yields a difference of 1/8/31n2,/Ngg between the number of e-folds in both scenarios.
With the standard numerical values of m and pg, one gets Npgc — Ngr =~ 13, in agreement
with the numerical results.

Although an exhaustive investigation would in principle be necessary it can be quite safely
conjectured that most results derived in this study do not depend on the details of the consid-
ered bounce scenario. Actually, the key parameter is the energy density at which the bounce
takes place.

One can also study the differences between the primordial power spectra of cosmological
perturbations in the GR-like scenario and in LQC (the interested reader can consider [13] for
a detailed study in the dressed metric approach and [14] in the deformed algebra approach).
As a toy model to focus on the difference between both background dynamics, we set initial
conditions for perturbations at an energy density corresponding to the bounce energy den-
sity, choosing the Bunch—Davies vacuum as the initial state. The resulting power spectra are
shown on figure 6 and compared with the usual slow-roll inflation expectation (dotted lines).
Such spectra (and their variants including more subtle LQC effects) are the main observables
associated with loop quantum cosmology. Assuming a Bunch Davies state is a valid assump-
tion only for modes with a wavelength small compared to the curvature radius at the bounce,
or the Planck length in the ‘GR-like’ scenario. For such modes, the Bunch Davies state is the
‘preferred’ vacuum state (selected by the regularity conditions and the symmetry group of flat
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Figure 5. The fraction of potential and kinetic energy in general relativity (black) and
loop quantum cosmology (red).

space-time). However, for modes with larger wavelength there is some freedom for the choice
of the initial state. Here, our goal is not to discuss the impact of different initial state on the
power spectrum, but rather to investigate the effects of two different dynamical models for the
background cosmology (‘GR-like” and LQC) on the power spectrum resulting from the evo-
Iution of modes starting at the same energy density (Planckian) and in the same state.

The duration of inflation is crucial because it determines the location of the window of
wavenumbers relevant for the cosmic microwave background anisotropy measurements, with
respect to the characteristic LQC scale kpqc = ag /pB. On infrared scales, the mode functions
remain in the Bunch-Davies state with P (k) oc k%. We see that in both LQC and the GR-like
scenario the power spectra agree with the slow-roll expectations in the ultraviolet regime.
Oscillations are present in both scenarios in the range 107> < k/kioc < 1. The amplitude
is larger in the GR-like scenario than in LQC, however the period of the oscillations does
not seem to be affected by the specific modified LQC dynamics. This shows that oscilla-
tions in themselves are a bounce feature but not a specific LQC feature. This motivates the
search for complementary probes such as primordial non-gaussianity [15]. For a more detailed
comparison of the different kinds of power spectra expected in LQC under different assump-
tions for the mode propagation, see [16].

The most reliable result of loop quantum cosmology is the modified Friedmann equa-
tion describing the background dynamics. It receives a quadratic correction in density which
prevents the Universe from collapsing into a singularity. In this article, we have investigated
the influence of this modified dynamics on the duration of inflation. The conclusion is that the
modification of the Friedmann equation has a very small (but non vanishing) impact on the
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Figure 6. Primordial power spectra of scalar (top) and tensor (bottom) perturbations
for the GR-like dynamics in black (standard Friedmann equation, initial condition
at the energy density corresponding to the energy density of the LQC bounce) and
LQC dynamics in red (initial conditions at the bounce) plotted against the slow-roll

expectation (dotted lines). On the x-axis, kLgc = ag+/ps. The spectrum becomes scale
invariant in the UV limit.

duration of inflation. The key role played by LQC in ‘predicting’ inflation—or more precisely
the duration of inflation—is not due to the modified dynamics in itself. It is grounded in two
different aspects. First, LQC sets the energy scale. This is the fundamental point. As far as
the Universe is assumed to be filled by a massive scalar field, inflation happens naturally if
the energy scale ‘before’ inflation is high enough, p > m?. But whereas starting at the Planck
energy density in GR is somehow arbitrary, in LQC the bounce energy density can be calcu-
lated (modulo some hypotheses) and derived from the full theory, providing a natural energy
scale. This is the first important aspect. Second, LQC selects favored conditions at the bounce,
see formula (6), corresponding to a favored duration of inflation N ~ 145, for pg = 0.41my,.
This is an interesting prediction rooted in the existence of a pre-bounce phase where a natural
variable to which a known PDF can be assigned was identified. This cannot be produced in
standard cosmology and is specific to bouncing models.
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116 Chapitre 3. Cosmologie quantique a boucles

3.3 Inhomogénéités en cosmologie quantique a boucles

Bien que la dynamique du fond homogene et la prédiction du rebond fassent actuellement consensus
dans la communauté '° le traitement des perturbations fait lui toujours débat. La volonté est d’établir
quels seraient les idées et effets de 1a LQC au niveau des inhomogénéités et de déterminer 1’évolution de
perturbations cosmologiques se propageant sans contre-réactions sur un fond donné par la LQC, avec un
champ scalaire ¢ comme contenu en matiere. Plusieurs procédures tendent a cela, les principales étant
les approches dites "Dressed Metric" et "Deformed Algebra". Durant ma these j’ai étudié comment
ces deux approches peuvent étre confrontées aux observations du CMB afin de savoir si des effets de
gravité quantique (importants au moment du rebond) ont pu laisser des traces dans les spectres de
puissance primordiaux. Une autre approche a plus récemment gagné en popularité. Baptisée "Hybrid
Quantization", elle repose sur des idées proches de 1’approche Dressed Metric. Bien qu’il existe
certaines différences entre les deux elles sont équivalentes du point de vue de la phénoménologie.
Nous nous contenterons donc de décrire uniquement 1’approche Dressed Metric et les conclusions
que nous en tirerons quant a la phénoménologie pourront étre étendues au cas de 1’approche Hybrid
Quantization.

3.3.1 L’ approche "Dressed Metric"

L’ approche appelée "Dressed Metric" (ou DM) aux perturbations cosmologiques en LQC, ini-
tialement développée par I. Agullo, A. Ashtekar et W. Nelson en 2012 [125, 98, 126], met I’accent
sur un traitement quantique de perturbations évoluant sur un fond lui aussi quantique. Les degrés de
liberté associés au fond et aux perturbations sont traités de manieres différentes. Le fond FLRW est
quantifié avec une procédure inspirée de la LQG (comme en LQC) tandis que les perturbations sont
quantifiées "a la Fock". Nous nous intéressons donc ici a la dynamique des perturbations v évoluant sur
un fond décrit par la fonction d’onde ¥(a, ¢). 1l se trouve que cette évolution est équivalente a celle de
perturbations se propageant sur une "dressed metric" (ou métrique habillée)

g =& (—dif* + 5;dx'dx’) . (3.42)
Dans cette équation a correspond a un facteur d’échelle habillé ("dressed scale factor") et 77 a un
temps conforme habillé, d’expressions

i = <ﬁ; A 5> (B0 et i = @ (") dg (3.43)

ol A, est I’opérateur associé a un demi de la contrainte scalaire %C donnée Eq.(1.61). Les chevrons
traduisent eux des valeurs moyennes effectuées sur I’état associé a la fonction d’onde W(a, ¢). Une
explication détaillée est fournie dans [125].

Tout ce qu’il nous faut savoir pour calculer les spectres de puissance c’est ce qu’il advient de
I’équation d’évolution des perturbations dans cette approche. Est-elle toujours donnée par 1’équation
de Mukhanov-Sasaki ? Pour y répondre intéressons nous a I’équation du mouvement obtenue a partir
de la version quantique de I’Hamiltonien au second ordre en perturbations :

Z”
o + (kz - ﬂ) 0 =0. (3.44)
is|T

Pour des perturbations tensorielles 77 = a. Le cas des perturbations scalaires est plus délicat
car zg = a¢/H et donc le potentiel zi /zs implique le potentiel d’inflaton (voir Eq.A8 de [126] pour

15. Tant que I’on reste bien évidemment dans le cadre de la LQC.
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les expressions détaillées). La question est maintenant de savoir si I’évolution de Zs,7 pour un état
donné W(a, ¢) suit les trajectoires (dans I’espace des phases) obtenues avec I’approche semi-classique.
Heureusement la réponse est "oui". La variable habillée Zs,r est correctement approximée par son
homologue classique zg,r (autant pour les perturbations tensorielles que scalaires) et 1’équation (3.44)
est correctement approximée par 1’équation de Mukhanov-Sasaki (2.73).

Le point faible majeur de cette approche tient a ce que sa cohérence n’est pas démontrée. En effet
fixer une jauge avant quantification est souvent supposé sans conséquences. Or il est plus que probable
que les contraintes ici considérées recoivent des corrections quantiques. Les transformations de jauge
associées differeraient alors de leurs formes classiques. Le fait de fixer une jauge avant quantification
serait alors inconsistant car la jauge serait fixée vis a vis de transformations qui seront par la suite
(lors de la quantification) modifiées. Une théorie consistante serait donc une théorie qui utiliserait des
transformations de jauge cohérentes avec sa dynamique modifiée. On ne peut fixer ’une (la jauge)
pour calculer la seconde (la dynamique).

3.3.2 DP’approche "Deformed Algebra"

La construction de cette approche, initiée par M. Bojowald des 2006 [127, 128, 129] puis raffinée
par T. Cailleteau, J. Mielczarek, A. Barrau et F. Vidotto en 2012 [130, 131, 132, 133], a été motivée
par le succes de I’approximation semi-classique et de 1I’équation de Friedmann effective pour traiter la
dynamique du fond. Un tel succes peut-il se produire au niveau des inhomogénéités ? Peut-on trouver
sur la méme base de raisonnement une équation de Mukhanov-Sasaki effective ? La difficulté consiste
ici a développer un modele intégrant la correction d’holonomie et dont la cohérence soit assurée.

Le point de départ est de considérer les contraintes scalaires et de difféomorphisme classiques de la
relativité générale, de les exprimer en termes des variables d’ Ashtekar A et E, puis d’y incorporer des
modifications motivées par la LQC.

En définissant les contraintes scalaire et de difféomorphisme intégrées

S [N] f d*xNC (3.45)

D[N = f d’xN°C,
nous avons en relativité générale :
{D[M°],D[N“]} = 0, (3.46)

{D[M"],S [N]} ~ S [M“0,N — NO,M*] ,
(S [M1.S [N} ~ D [q* (M3,N — No,M)| .

ou un symbole ~ signifie que I’égalité est satisfaite sur I’hypersurface des contraintes.

Désignons maintenant par F; ;x n’importe quelle contrainte du systeme. Une évolution cohérente '©
requiert

{FI,F;} = f5(A, E)Fx , (3.47)

16. i.e une évolution dans laquelle les solutions ne sortent pas de la région de 1’espace des phases satisfaisant aux
contraintes.
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ou les ff(A, E) sont des fonctions de structure qui dépendent des variables d’ Ashtekar. La cova-
riance généralisée de la théorie classique assure que les crochets de Poisson entre deux contraintes
soient proportionnels a une combinaison linéaire de contraintes. On parle alors d’algebre fermée, ou
algebre de premiere classe. L'introduction de corrections quantiques, ici sous forme de la correction
d’holonomie Eq.(3.24), dans les contraintes scalaire et de difféomorphisme entraine une modification
de leur algebre. De nouveaux termes A,,, appelés anomalies, apparaissent désormais dans la structure
de crochets de Poisson

(FE.F2) = tiA. E)FE + Ay, (3.48)

ot I'indice Q indique simplement que les contraintes ont subi des corrections quantiques. A cause
de ces anomalies 1’algebre n’est plus fermée et des trajectoires peuvent désormais sortir de la région
de I’espace des phases qui satisfait aux contraintes (i.e I’hypersurface des contraintes). De telles
trajectoires ne satisfont alors plus aux caractéristiques physiques du systeme. Par exemple la covariance
des équations n’est plus assurée. Pour compenser ces anomalies et recouvrer une algebre fermée des
contre-termes «@; sont ajoutés dans les contraintes avec correction d’holonomie, contre-termes qui
doivent disparaitre dans la limite classique et corriger les anomalies dans le cas quantique. L’algebre
des contraintes sans anomalies est déformée par rapport a 1’algebre classique et s’écrit

{DQ [M“], D2 [N“]} ~0, (3.49)
{DQ [M“],S2 [N]} ~ SC[M*0,N — No,M“] ,
{S 21Mm],S2 [N]} ~ QD2 [q“b (MO,N — NabM)] :

Le terme d’importance se trouve dans le crochet de Poisson entre les deux contraintes scalaires. Il
s’agit de la fonction Q, d’expression

Q = cos (2ac) = 1 - 22 . (3.50)

c
Il parait assez miraculeux que les lourds calculs effectués pour calculer cette algebre se simplifient
au final et condensent toute 1’information dans la seule donnée de Q. De plus 1’équation d’évolution
des perturbations (plus exactement de leurs modes) est donnée dans cette approche par
7
o+ (918 - T—/S)vk =0. (3.51)
2r/s
Nous y retrouvons le fameux Q. A basse densité d’énergie (basse devant celle de Planck) p < p, et
cette équation d’évolution est équivalente a I’équation de Mukhanov-Sasaki. Néanmoins a plus haute
énergie la présence du terme € modifie la dynamique des perturbations. Nous détaillerons dans les
pages suivantes son impact sur la forme des spectres de puissance primordiaux. Soulignons ici un fait
important : a trés haute densité d’énergie p > p./2 et Q devient négatif. Ce changement de signe de
Q) autour du rebond est lourd de conséquences : interprété comme un changement de signe dans la
métrique, il signifie que la structure de I’espace devient euclidienne !”. Si I’espace 2 trés haute énergie
est euclidien, sans direction temporelle, comment faire évoluer les perturbations ? Comment 1’espace
lorentzien émerge-t-il a plus basse énergie ? Voici quelques unes des questions passionnantes mais
complexes qui émergent autour de ce changement de signe. Le champ de ses implications est 1’objet de

17. 1l est remarquable que ce résultat, souvent postulé de fagon ad-hoc, apparaisse ici de facon naturelle. Nous pouvons
également souligner que nous trouvons ici une réalisation dynamique et non arbitraire du proposal de Hartle-Hawking.
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recherches, voir par exemple [134], et nous sommes encore loin d’en avoir une compréhension globale.
Pour ce qui est de nos études nous nous contenterons de laisser son signe varier dans 1’équation (3.51)
et verrons ce que cela implique quant a la forme des spectres de puissance primordiaux.

Mieux comprendre la provenance de Q) : utilisation d’un modele jouet

Essayons de comprendre un peu mieux la présence de ce terme €2, si spécifique a cette approche,
dans les crochets de Poisson. Considérons pour cela un modele jouet 2-dimensionnel avec une
dimension d’espace et une de temps. La contrainte scalaire intégrée s’écrit

_ 1(do\* 1 d°¢

avec {$(x), c(y)} = 6(x —y).
Le crochet de Poisson qui nous intéresse est celui entre deux contraintes scalaires, car ¢’est lui qui
fera intervenir Q. Il s’écrit en fonction de la contrainte de difféomorphisme comme :

(S [M1,S [N} = D [(d—MN _ d—NM)] (3.53)
d dx

Modifions maintenant le terme cinétique en remplagant ¢? par une fonction de ¢ : ¢> — f(c). La
contrainte scalaire établie Eq.(3.52) s’écrit désormais

d 1 &
S[N]:fde[f(c)——(d—f) -5 d—x‘fl (3.54)

et le crochet de Poisson entre deux de ces contraintes est maintenant

2
1d_f(dM dN )] (3.55)

{S [M],S [N]} :D[Edc2 EN— %M

Nous voyons que la modification du terme cinétique effectuée modifie cette relation de crochets

de Poisson et fait apparaitre un nouveau terme 5 2 d 27, qui n’est rien d’autre que 1’équivalent dans ce

&2
L4/ — 1 et nous retrouvons le crochet de Poisson

modele de la fonction Q. Bien sir si f(c) = ¢?, alors 1 3Tz =

établit Eq.(3.53).

La correction d’holonomie effectuée en cosmologie quantique a boucles, donnée Eq.(3.24), revient
a considérer

fo) = (Sm (”C)) e (3.56)
v
Dans ce cas
_1df _
Q = Eﬁ = COS (2/,[6') (357)

et nous retrouvons I’expression précédemment établie pour €.
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3.4 Spectres de puissance primordiaux en cosmologie quantique
a boucles

Calculons maintenant les spectres de puissance primordiaux dans ces approches et comparons les
aux contraintes venant des mesures dans la fenétre de longueurs d’ondes observables. La compréhen-
sion du devenir des perturbations v passe par la compréhension des potentiels scalaire z{/zs et tenseur
27 /zr apparaissant dans 1’équation de Mukhanov-Sasaki.

Le potentiel tenseur z7//z; en LQC

Commencons par le cas du potentiel tensoriel, bien plus simple que son homologue scalaire. Dans
les approches "Dressed Metric" et "Deformed Algebra" zr = a et le potentiel s’exprime simplement
27 /zr = a” /a. Nous rappelons qu’un symbole " désigne une dérivée par rappor<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>