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❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❣❧✐s❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞
✼✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s
♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥
❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ❇❛r❜❛r♦✉① ✭❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ❯♥✐✈ ❡t ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❚♦✉❧♦♥✮✱ ❉✐r❦ ❍✉♥❞❡rt♠❛r❦ ✭❑■❚✱ ❑❛r❧sr✉❤❡✮✱ ❛♥❞ ❙❡♠❥♦♥ ❱✉❣❛❧t❡r ✭❑■❚✱ ❑❛r❧✲
sr✉❤❡✮✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ● ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①♣❧✉s✐♦♥ ♣r✐❝✐♣❧❡ ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✛

✷



❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡r❡♦❢ t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■ ❛r❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✇♦r❦s ❜② ▼♦r♦③♦✈ ❬✸✵✱ ✸✶❪ ❛♥❞ ▼♦r♦③♦✈ ❱✉❣❛❧t❡r ❬✸✷❪✳

✷✳ ▼é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦✉rt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ●✉st❛❢s♦♥ ❡t ❙✐❣❛❧ ❬✶✼❪ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ♥♦✉s ❛tt❛r❞❛♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s
à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳

◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②s✲
tè♠❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❜ât✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉
s✉❥❡t q✉✬❡st ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s q✉✬é❝♦r❝❤❡r ❧❡ s✉❥❡t ❡♥ ♥♦✉s
❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ét✉❞✐és ✐❝✐✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✼❪✳

❊♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s ❢❡♥t❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣✱
❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬♦♥❞❡s ❡t ♥❡
♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣♦ssè❞❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡t ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés
♠❡s✉r❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡s
q✉❛♥t✐tés s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞ét❡r♠✐♥✲
✐st❡s t❡❧❧❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ♠❛ss❡ ♦✉ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳

❊♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

▲✬ét❛t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✉ t❡♠♣s✱ à
✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ψ(x, t) ❛✈❡❝ x ∈ R3 ❡t t ∈ R✳ ❖♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ∫

R3

|ψ(x, t)|2dx = 1 ✭✷✳✶✮

❡t ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ |ψ(·, t)|2 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡ ❛✉ t❡♠♣s t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r ψ(·, t) ∈ L2(R3)✱
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ✭✷✳✶✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r
❥✉st✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛ êtr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r s✉✐✈❛♥t❡✿

i~
∂ψ

∂t
= Hψ ✭✷✳✷✮

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
ψ
∣
∣
t=0

= ψ0 ✭✷✳✸✮

♦ù
H = T + V ✭✷✳✹✮

❡st ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦✉ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❍✐❧❜❡rtH✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
❡t ❧❡ t❡r♠❡ V ✱ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x)✱ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳

✷✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❡❧é❡s ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✈❛❧❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❥❛♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt✐t✉❞❡
❛❜s♦❧✉❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱
❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s L2(R3)✳ ❉❡

✸



♣❧✉s✱ ♦♥ r❡q✉✐❡rt ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs❀ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱
♦♥ s✬❛ss✉r❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳

✷✳✷✳ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r H✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s
❛ss✉r❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ H✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡r❛✐t✱
❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✳ ❖♥ ❛❜♦r❞❡ ✐❝✐ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳
❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✻ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✹✮
q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s s♦♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts✳ ❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦t✐✈❡r ✐❝✐ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ t②♣❡

d

dt
f(t) = ikf(t) ✭✷✳✺✮

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k ∈ R✱ ❡st f(t) = eiktf(0)✳ ◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ k ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r H ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✷✮✳
P♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é B s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
eitB à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

eitB :=

∞∑

n=0

(it)nBn

n!
. ✭✷✳✻✮

P♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é A✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ H✱ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ sér✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r eitA ♣❛r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✵✱ ❈❤❛♣t❡r
❱■■❪✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ A ❡st r❡q✉✐s✳

❯♥ s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❡❢ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ H ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙t♦♥❡ ✭❬✹✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❱■■■✳✽❪✮✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✲✉♥✐✈♦q✉❡ ❡♥tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts H ❡t ✉♥
❣r♦✉♣❡ ✉♥✐t❛✐r❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ U(t)✳ P♦✉r t♦✉t t❡♠♣s t ∈ R✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r U(t) ❡st
✉♥✐t❛✐r❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ψ0 ∈ L2(R3) ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r U(t)ψ0 ♣❛r
r❛♣♣♦rt à t✱ ❛✈❡❝ ∂tU(t)ψ = iHψ✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ eitH ✳ P❛r
❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐r❛ U(t) = eitH ❡t ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ψ0 ∈ L2(R3) ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛
ψ(x, t) = U(t)ψ0(x) ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t ❞❡ ❧✬ét❛t ψ0✳

✷✳✸✳ ❙♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

σ(A) = {λ ∈ C
∣
∣A− λ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✈❡rs❡ ❜♦r♥é✮}. ✭✷✳✼✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t A✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ré❡❧ ✭σ(A) ⊂ R)✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ λ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✐s♦❧é❡ ❞❡ A s✐ λ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ A
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ (λ − ǫ, λ + ǫ) ∩ σ(A) = {λ}✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ❝♦♠♠❡

σdisc(A) :=
{
λ ∈ σ(A)

∣
∣λ ✐s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②}. ✭✷✳✽✮

❊t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❝♦♠♠❡

σess(A) := σ(A) \ σdisc(A). ✭✷✳✾✮

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ❡t s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥s✳

✹



❖♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r H ❛✈❡❝ ♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ −∆ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ V ✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s E ∈ σdisc(H) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ s♦♥t
ré❛❧✐sés ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ∈ D(H)✱ ♦ù D(H) ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H✳ ❈❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ✈✐s✉❛❧✐sés ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ r❛✐❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡✳
❈❡s r❛✐❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ét❛ts ❡①❝✐tés ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡✳

✷✳✹✳ ➱t❛ts ❧✐és ❡t ét❛ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ❧❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡t s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❬✶✼✱ ➓✻✳✷❪✱ ❛ss♦rt✐❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

i~
∂ψ

∂t
= Hψ ✭✷✳✶✵✮

❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
ψ
∣
∣
t=0

= ψ0. ✭✷✳✶✶✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ψ0 ∈ {❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ H}✳ ❆❧♦rs ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✵✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ψ(x, t) = U(t)ψ0(x)✱ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐t❛✐r❡ à ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ U(t) ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é à ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
e−

i
~
tH ✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❬✸✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳■✳✶✶✺❪ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ R t❡❧ q✉❡

inf
t

∫

|x|<R

|ψ(x, t)|2dx > 1− ǫ. ✭✷✳✶✷✮

❯♥ ét❛t ψ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✶✷✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ét❛t ❧✐é✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ φ0 ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ♦♥ ❛

φ(x, t) = e−
i
~
tHφ0(x) = e−

i
~
tEφ0(x) ✭✷✳✶✸✮

❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |φ(·, t)|2 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐

∫

|x|≥R

|φ(x, t)|2dx =

∫

|x|≥R

|φ0(x)|2dx→ 0 ✭✷✳✶✹✮

q✉❛♥❞ R→ ∞✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ψ0 ∈ {❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ H}⊥ ❧✬é✈♦✲

❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ψ = U(t)ψ0 s♦rt✐r❛ ❞❡ t♦✉t❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∫

|x|≤R

|ψ(x, t)|2dxdt = 0. ✭✷✳✶✺✮

❉❡ t❡❧s ét❛ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ét❛ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ q✉✐
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳

▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❡t ❘❆●❊ ✭✈♦✐r ❬✸✾✱
♣✳✸✹✵✛❪✮ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡♥ s♣❡❝tr❡ ♣♦♥❝t✉❡❧ ❡t s♣❡❝tr❡
❝♦♥t✐♥✉✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛t♦♠❡s ❡t ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡st ✐♥t❡r❡ssé ♣❛r
❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ét❛ts ❡①❝✐tés✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡
t❤ès❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❡♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❝♦♠♠❡
❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♣♦♥❝t✉❡❧ ❡t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✶✷✮
❡t ❡st ✉♥ ét❛t ❧✐é✳ ❊♥ ❢❛✐t t♦✉t ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛
♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❢♦rt❡ ✭✷✳✶✸✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✳ P♦✉r ✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞✬ét✉❞✐❡r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳

✺



✷✳✺✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ✜①❡✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ♠❛ss❡
❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ♥♦②❛✉① ✜①❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
♥♦②❛✉① ❡st tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡st
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✲
♠❡♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡ s✉r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❝♦♠♠❡ ✜①❡s✳

❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❞❡✉① ❝♦r♣s s♦♥t ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ❧✬✉♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
❝♦r♣s ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Ekin = p2

m ✱ ♦ù m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t p ❡st s♦♥ ✐♠♣✉❧✲
s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✱ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡t ❞✉ ♥♦②❛✉
✭❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♣r♦t♦♥✮ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s
❝✐♥ét✐q✉❡s ❡st

E
(pr)
kin mpr = E

(e)
kinme ✭✷✳✶✻✮

♦ù ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s pr ❡t e s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦t♦♥ ❡t ❧✬é❧❡❝✲
tr♦♥✳ ❈♦♠♠❡mpr ≈ 2·103me✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥✈❡rs❡s ♣♦✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s✳
P♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ❞✉
♥♦②❛✉ ❡t ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♠❛rq✉é❡s✳ ❈❡❝✐ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✿ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ♣❧✉s ❣r♦s ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ♥❡✉tr♦♥s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡
r❛♣♣♦rt ❞❡s ♠❛ss❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❀ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠♦♥✲
tr❡ q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✷✵ ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t à ♣❡✉ ♣rès ❛✉t❛♥t
❞❡ ♥❡✉tr♦♥s q✉❡ ❞❡ ♣r♦t♦♥s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡
♥❡✉tr♦♥s q✉❡ ❞❡ ♣r♦t♦♥s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❛♥s
✉♥ ❛t♦♠❡ ❝r♦✐t ❛✉ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❝❛r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ❛✉ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s❡r❛✐❡♥t ❣r♦✉♣és ❡♥ ✉♥ ♠ê♠❡
♣♦✐♥t✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝r♦✐t ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ✈✐t❡ q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❛r
❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬ét❛❧❡r✱ ❡t ❧❡s ❡✛❡ts q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ♦♥t s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉
♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬❛♥♥✐❤✐❧❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝♦♠♠❡ ✜①❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡st ❞♦♥❝ ❡s✲
s❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❛♥s ❡✛❡t s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ P❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♦♥
♣❡✉t s✬❛❜str❛✐r❡ ❞✉ ♣ré❢❛❝t❡✉r s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✳ ❙♦✐t −e ❧❛ ❝❤❛r❣❡
❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥✳ ▲❡ ❍❛♠✐t♦♥✐❡♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x ∈ R3 ✐♥t❡r✲
❛❣✐ss❛♥t ✈✐❛ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ eZ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st ✜①é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

HZ
1 := −∆+

e2Z

|x| . ✭✷✳✶✼✮

P♦✉r Z = 1✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❛♥s ✭✷✳✶✼✮ ❞é❝r✐t ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❞❡ Z✱ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❤②❞r♦❣é♥♦ï❞❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛t♦♠❡ ❤②✲
❞r♦❣é♥♦ï❞❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ s✉r H ❞❛♥s ✭✷✳✶✼✮ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✱
q✉✐ ❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✜①é ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t à ✉♥ s❡✉❧✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉ ✜①❡ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞s
s②stè♠❡s✱ ❡t t♦✉t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥♦②❛✉①✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❞✐s❝✉tés
♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳

✷✳✻✳ ❈❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ♦♥ ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H ❡st ❛✉t♦✲
❛❞❥♦✐♥t✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t
♣♦✉r ❧❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❝❛r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉❡s ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢❛♠❡✉① t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛t♦✲
❘❡❧❧✐❝❤✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❬✸✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳✳✶✷❪ ❛✉q✉❡❧ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s H ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✳

✻



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡♥s❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

• D(B) ⊃ D(A)
• P♦✉r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s a ❛♥❞ b ❡t ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ D(A)✱

‖Bϕ‖ ≤ a‖Aϕ‖+ b‖ϕ‖. ✭✷✳✶✽✮

❆❧♦rs B ❡st ❞✐t A✲❜♦r♥é✳ ▲✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs a ❡st ❛♣♣❡❧é ❜♦r♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ B
♣❛r r❛♣♣♦rt à A✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸ ✭❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❡t B ❡st
s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ B ❡st A✲❜♦r♥é✱ ❞❡ ❜♦r♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ a < 1✳ ❆❧♦rs
A+ B ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t s✉r D(A) ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t s✉r t♦✉t ❝♦❡✉r ❞❡
A✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t A ✉♥❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ B ✏♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✑ ♣❛r r❛♣♣♦rt à A✱ ❛❧♦rs A+B r❡st❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳ P♦✉r ❧❡
❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r HZ

1 à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♦♥ ❛ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ s✉r L2(R3) ❡st
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✱ ❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ HZ

1 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳ ❙♦✐t V ∈ L2(R3) + L∞(R3) ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ré❡❧✳ ❆❧♦rs −∆ + V ❡st
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳

❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ◆♦✉s ♥✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦♥✲
❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ❞✐s❝✉t❡r ❞✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ très
❝♦♥❝rèt❡ ❧✐é❡ à ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✿ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳
P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✿ ✏◗✉✬❡st✲❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❡ s✬❡✛♦♥❞r❡r s✉r ❧❡
♥♦②❛✉✧❄

✷✳✼✳ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ♣♦ss✐✲
❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥✿
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ét❛t ❧✐é ♦ù ❧✬é❧❡❝tr♦♥ r❡st❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s
✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❡t ❧❡s ét❛ts ❞✐✛✉s✐❢s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ s✬é❝❤❛♣♣❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛❜♦r❞é ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡r❛✐t ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣rès ❞✉
♥♦②❛✉✳ ❯♥ t❡❧ s❝❡♥❛r✐♦ ❡st ❛♣♣❡❧é ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡ HZ
1 ❛❣✐ss❛♥t s✉r

L2(R3) ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✐

inf σ(HZ
1 ) > −∞. ✭✷✳✶✾✮

❆❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣♦s✐t✐❢✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
❈♦✉❧♦♠❜ ♣❡✉ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❡♥
✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts✳ ❯♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✾✮ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ t❤é♦r✐q✉❡✲
♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ s❡r❛✐t ❧♦❝❛❧✐sé ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣rès
❞✉ ♥♦②❛✉ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
❈♦✉❧♦♠❜✳ ❉❛♥s ❬✷✺✱ P❛rt ■■■❪✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ♣♦✉r ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r HZ

1 t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✼✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈

‖∇ψ‖2 ≥ 3
(π

2

) 3
4 ‖̺(ψ)‖3 ✭✷✳✷✵✮

♦ù ̺(ψ) = |ψ|2 ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡t ‖·‖3 ❞és✐❣♥❡
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s L3(R3)✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

〈ψ, V ψ〉 = −e2Z
∫

R3

̺(ψ)(x)

|x| dx. ✭✷✳✷✶✮

✼



❈❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

〈ψ,HZ
1 ψ〉 ≥ inf

̺≥0
‖̺‖1=1

{

3
(π

2

) 3
4 ‖̺‖3 − e2Z

∫

R3

̺(x)

|x| dx
}

✭✷✳✷✷✮

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ρ t❡❧❧❡ q✉❡ ‖̺‖1 = 1✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✷✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

〈ψ,HZ
1 ψ〉 ≥ −e

4Z2

3
. ✭✷✳✷✸✮

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥✈❛✲
✐♥❝❛♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ♥❡ s✬❡✛♦♥❞r❡ ♣❛s s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡
❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✺❪✱ ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥é✲
t✐q✉❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

ϕk(x) := Cke
− |x|2

k2 . ✭✷✳✷✹✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕk ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k ❛✉t♦✉r ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ P♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ♦♥ ❛

〈ϕk,−∆ϕk〉 ∼
1

k2

❡t ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜

〈ϕk, V ϕk〉 ∼ −e
2Z

k
.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ♣✉✐ss❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❈♦✉❧♦♠❜ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ − e2Z

k ✱ ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
1
k2 ✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡
♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❞❡ t②♣❡ HZ

1 q✉❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ♥❡ s✬❡✛♦♥❞r❡ ♣❛s s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉✳

✸✳ ❙②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s

❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs
♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦②❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✜①❡✱ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉
s②stè♠❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥é❣❧✐❣❡r♦♥s ♣❛s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✱ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❙♦✐❡♥tM ♥♦②❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥♥és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❡♥ X1, · · · , XM ∈ R3 ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ eZ1, · · · eZM ✱ q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ✈✐❛ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛✈❡❝ N é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s x1, · · · , xN ∈ R3 ❛②❛♥t ♣♦✉r
♠❛ss❡ me ❡t ❝❤❛r❣❡ −e✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ ❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐q✉❡ Z = (Z1, · · · , ZM ) ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡sM ♥♦②❛✉①✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ s✉r L2(R3N )✱ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r

HZ
N =

N∑

j=1

p2j
2

−
N∑

j=1

M∑

m=1

e2Zm
|xj −Xm| +

∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
✭✸✳✶✮

♦ù pj = −i~∇xj
❡st ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ j✲è♠❡ é❧❡❝tr♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❜✐❡♥ ✐❝✐ ❧❡s ♥♦✲

t❛t✐♦♥s HZ
N ❛♥❞ HZ

N ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ N
é❧❡❝tr♦♥s q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♥♦②❛✉✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ N é❧❡❝tr♦♥s q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ M ♥♦②❛✉①✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ∈ L2(R3N ) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s N
é❧❡❝tr♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts x1, · · · , xN ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r |ψ|2✳

✽



▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡st ❛✉t♦✲
❛❞❥♦✐♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤
❡t s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t s✉✣t à ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s V t❡❧s q✉❡ V =
L2(R3)+L∞(R3) ✭❝❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✮✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆+V ❡st
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r N é❧❡❝tr♦♥s
V = L2(R3N ) + L∞(R3N ) ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✲
é❧❡❝tr♦♥✳ P♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✭✸✳✶✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✲
é❧❡❝tr♦♥ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❑▲▼◆✱ ✈♦✐r ❬✸✼✱ ❚❤❡♦r❡♠
❳✳✶✼❪✳ ❍❡✉r✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦r♥é ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ r❡q✉✐s ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❜♦r♥❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r à V = R + L∞(R3)✱ ♦ù R ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡
❘♦❧❧♥✐❦✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✸✼✱ ♣✳ ✶✼✵❪ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ V s✉r R3 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❘♦❧❧♥✐❦
s✐

‖V ‖2R :=

∫

R3

|V (x)||V (y)|
|x− y|2 dxdy <∞. ✭✸✳✷✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✲é❧❡❝tr♦♥ s♦♥t ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❘♦❧❧♥✐❦✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❑▲▼◆ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✸✳✶✮ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡ ✉♥✐q✉❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡
à N é❧❡❝tr♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦r♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡r✲
t❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♦♥t été ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✷✳✸ ❡t ✷✳✹✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❜❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s
✭✷✳✶✸✮✱ ✉♥ ét❛t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ét❛t ❞✐❢✲
❢✉s✐❢✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ s✬é❝❤❛♣♣❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❧♦♥❣é❡s
❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❙❛✈♦✐r s✐ ❞❡ t❡❧s ét❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ét❛ts st❛❜❧❡s
♦✉ ✐♥st❛❜❧❡s ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ét❛t ❡st st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡✳ ▼❛✐s ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♠ê♠❡ ✐♥✜♠❡✱ ♣❡✉t✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s②stè♠❡
ét✉❞✐é✱ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❝❡t ét❛t à ❞✐✛✉s❡r✳ ❉❡ t❡❧s ❝❛s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❡s
❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t s♦♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❍❱❩✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦✉s ❧❡ ❜❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❩❤✐s❧✐♥
❡t s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s é♥♦♥❝és r✐❣♦✉r❡✉① ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s
❡ss❛②♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❧❡s ❡①♣❧✐q✉❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ ❛ ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡s✲
s❡♥t✐❡❧ inf σess(H) ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ eZ✱ q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝
N ≤ Z é❧❡❝tr♦♥s ❡st é❣❛❧ à ❧✬é♥ér❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ N − 1
é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡t ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❜♦✉❣❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t s❛♥s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s
❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ σess(H) = [inf σess(H),+∞)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛❝✉♥❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❥✉st✐✜❡ ❧❡ t❡r♠❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥✜♠✉♠
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❯♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡

✾



❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡r❛ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ Σ = inf σess(H)✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❈❡❧❛ ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ét❛t ❧✐é✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts tr❛✐t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
✐s♦❧é❡s ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts ❡①❝✐tés q✉✐ s♦♥t
st❛❜❧❡s✳

✸✳✶✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ❞✐s❝✉té ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ ❡t s❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲r✐❣♦✉r❡✉s❡✳ P♦✉r é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❞♦✐t ✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✉st❡rs ❡t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ♦♥ ❞✐s❝✉t❡r❛ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♥♦②❛✉✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✲
✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r M ♥♦②❛✉① ét❛♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✳

▲✬✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✉st❡rs ❡st ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, · · · , N}
❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s C0, · · · , Ck−1

❞✐s❥♦✐♥ts t❡❧s q✉❡
k−1⋃

l=0

Cl = {1, · · · , N}. ✭✸✳✸✮

❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Cl s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❝❧✉st❡r ❡t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ (C0, · · · , Ck−1) s✬❛♣♣❡❧❧❡
✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ k ❝❧✉st❡rs✳ ❙♦✐t Dk

N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ {1, · · · , N} ❡♥ k ❝❧✉st❡rs✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r Cl✱ ♦♥ ❛❧❧✉❡ ✉♥❞ ré❣✐♦♥
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ❧♦✐♥ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ eZ ♣♦s✐t✐♦♥♥é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥

HZ
N =

N∑

j=1

(

p2j
2

− e2Z

|xj |

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
. ✭✸✳✹✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ 2 ❝❧✉st❡rs D2
N ✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s

❧❡ ❝❧✉st❡r C0 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♥♦②❛✉✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ D2
N ♦♥

❞é✜♥✐t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r

Iβ :=
∑

i∈C0

−e
2Z

|xi|
+
∑

i∈C0
j∈C1

e2

|xi − xj |
✭✸✳✺✮

❡t ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞✉ ❝❧✉st❡r β

Hβ := HZ
N − Iβ . ✭✸✳✻✮

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❍❱❩✮✳ ❙♦✐t β ∈ D2
N ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✉st❡rs✳ ❖♥

❞é✜♥✐t µβ := inf σ(Hβ) ❡t Σ := minβ∈D2
N

C0 6=∅

µβ✳ ❆❧♦rs

σess(H
Z
N ) = [Σ,∞). ✭✸✳✼✮

P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s J ⊂ C1(R3N ; [0, 1]) t❡❧ q✉❡
∑

J∈J

J2(x) = 1 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R3N ✭✸✳✽✮

s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s R3N ✳
✶✵



❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ψ ∈ L2(R3N ) ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té J q✉❡
❧✬♦♥ ❛

‖ψ‖2 = 〈ψ,ψ〉 = 〈
∑

J∈J

J2ψ,ψ〉 =
∑

J∈J

‖Jψ‖2. ✭✸✳✾✮

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥
❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
{Jβ}β∈D2

N
t❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Jβ ✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s

❞❛♥s ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❞✐✛❡r❡♥ts ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s R✱ ♦ù R ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉st❛❜❧❡✳ ❉❡
❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ♣♦✉r x = (x1, · · · , xN ) ∈ supp(Jβ) ♦♥ ❛ |xi−xj | > R ∀i ∈ C0, j ∈
C1✳ ❊♥ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ R✱ ♦♥ ❛

∑

β∈D2
N

J2
β ≡ 1. ✭✸✳✶✵✮

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té
❘✉❡❧❧❡✲❙✐♠♦♥✱ ✈♦✐r ❬✶✸✱ ♣✳✸✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❖♥ ✈❛ ❡①♣♦s❡r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳
❱♦✐r ❬✶✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❛✈❡❝ é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ♦✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❆ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ σess(HZ
N ) ⊇ [Σ,∞) ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❲❡②❧ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r λ ∈ [Σ,∞) ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❍✉♥③✐❦❡r ❬✷✵❪✱ q✉✐ ❛✐❞❡
à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s✳

P♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t β q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Σ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♥♦r♠❛❧✐sé❡ φ ∈ C∞

0 (R3N ) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ q✉❡❧q✉♦♥q✉❡ ǫ > 0

‖(Hβ − Σ)φ‖ ≤ ǫ ✭✸✳✶✶✮

♣✉✐sq✉❡ C∞
0 ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ L2✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡

♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ✭♣♦s✐t✐❢✮ λ−Σ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ e−iµxj à ✉♥ ét❛t✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✉ j✲è♠❡ é❧❡❝tr♦♥
♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té µ2✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ e−iµxj ✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦✲
♠❡♥ts✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ Hβ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ✈❛❧❡✉r λ = µ+Σ✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s♣❡❝✲
tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ P♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ✈❛ ✧✐♠✐t❡r✧ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ ❝❧✉st❡r C0 t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ ❝❧✉st❡r C0 ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r a ∈ R3

❧❛✐ss❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✱ s❛✉❢ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❝❧✉s✲
t❡r Iβ ✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ −∆ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
ré♣✉❧s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❝❤❛♥❣é❡✳

P♦✉r ré❝❛♣✐t✉❧❡r✱ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ψ0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
✈❛❧❡✉r λ✳ P✉✐s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦✉ss❡
❧❡ ❝❧✉st❡r C0 ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ (ψl)l∈N ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ‖(Hβ − λ)ψl‖ → 0 ❡t ‖Iβψl‖ → 0✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ♣ré❝✐s ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s |al−1| < |al| ❝❛✉s❡ ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❡rs ③ér♦✳ ❉♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❲❡②❧ s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✶✶



P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ✉♥
♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t✱ ✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❆✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬♦♥❞❡s✱ ✈♦✐r ❬✸✽❪✳

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ σess(H) ⊆ [Σ,∞) ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts
♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✽✮✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡
L2(R3N ) ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

HZ
N =

∑

β∈D2
N

J2
β(Hβ + Iβ)

=
∑

β∈D2
N

JβHβJβ +
∑

β∈D2
N

J2
βIβ −

∑

β∈D2
N

Jβ(HβJβ − JβHβ),
✭✸✳✶✷✮

♦ù ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Jβ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥✱ ❞♦♥❝

Jβ(HβJβ − JβHβ) = Jβ

N∑

j=1

[−∆j , Jβ ] =

N∑

j=1

|∇jJβ |2. ✭✸✳✶✸✮

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✭✸✳✶✷✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✸✳✶✸✮ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ■▼❙ ❞✬❛♣rès ■s♠❛❣✐❧♦✈✱ ▼♦r❣❛♥ ❡t ❙✐♠♦♥✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈♦✐r ❬✶✸✱ ♣✳✷✽❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝❧✉s❡s✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✧♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✧ J2
βIβ ❡t

∑N
j=1 |∇jJβ |2 ❞❡ ❧✬♦♣é✲

r❛t❡✉r HZ
N s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✧❢❛✐❜❧❡s✧ ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡✱

q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
σess(H

Z
N ) = σess(Hβ) ⊆ [Σ,∞). ✭✸✳✶✹✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r J2
βIβ ❡st ✧♣❡t✐t✧✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡♥ 1/R

❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥✱ ❡t ❝❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ R ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s Jβ ✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs J2

βIβ ∼ R−1✳
▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ∇Jβ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛

tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ t❡❧❧❡ q✉❡
|∇Jβ |2max ∼ CR−2 ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0✳

❈❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣r♦✉✈❡♥t ❧✬é♥♦♥❝é ✭✸✳✼✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
❡st q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r Σ q✉✐ ♠❛rq✉❡ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ σess(HZ

N ) ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ r❡♣♦s ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HZ

N−1✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
♥✉♠ér♦ ❛t♦♠✐q✉❡ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ N − 1 é❧❡❝tr♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t
❛ss❡③ ✈❛❣✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✧♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✧✳

✸✳✷✳ P❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ♦✉ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬ét❛t ❡st ✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s s✐ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡
❞❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✧❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✧ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s
❛t♦♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
♣❤②s✐q✉❡ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❞❡s
❛t♦♠❡s ❞✐st✐♥❝ts s♦♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉ s❡✐♥
❞✬✉♥ ❛t♦♠❡✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❝❧❛✐r✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❧✬♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ✧t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♥♦②❛✉✧✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st
♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❧✐é✱ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✬êtr❡ ♣r♦❝❤❡s ♣♦✉rr❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

✶✷



♣♦✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳ ❈✬❡st ❧à q✉✬✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡st très ✉t✐❧❡✳

❙♦✐t ψ ∈ L2(R6) ✉♥ ét❛t ❛r❜✐tr❛✐r❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s q✉✐ ❜♦✉❣❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ 2e ♣♦s✐t✐♦♥♥é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝❡t ét❛t ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ u ∈
C1(R3; [0, 1]) t❡❧❧❡ q✉❡

u(z) :=

{
1 ✐❢ |z| ≤ R
0 ✐❢ |z| > 2R

✭✸✳✶✺✮

❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ∈ C1(R3; [0, 1]) t❡❧❧❡ q✉❡ u2 + v2 ≡ 1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s R6 ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s q✉❛tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥s

J1(x1, x2) := u(x1)u(x2)

J2(x1, x2) := u(x1)v(x2)

J3(x1, x2) := v(x1)u(x2)

J4(x1, x2) := v(x1)v(x2).

✭✸✳✶✻✮

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t
∑
J2
i = 1 ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡

q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t L2(R6)✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡

‖ψ‖2 = 〈
4∑

i=1

J2
i ψ, ψ〉 =

4∑

i=1

〈Jiψ, Jiψ〉 =
4∑

i=1

‖Jiψ‖2. ✭✸✳✶✼✮

❊♥ ❣r♦s✱ J1ψ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ψ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✳
❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦✐t q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ❞✬❤é❧✐✉♠✳ P♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s J2ψ ❡t J3ψ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ✐♦♥ He+✳

❊♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ H2
2 q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳ ▲✬é♥✲

❡r❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ét❛t ψ ∈ L2(R6) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r 〈ψ,H2
2ψ〉✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞é✜♥✐❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

〈ψ,H2
2ψ〉 =

4∑

i=1

〈Jiψ,H2
2Jiψ〉+

4∑

i=1

|∇Ji|2. ✭✸✳✶✽✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❛✉✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✿ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❡♥ ❣r♦s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ Jiψ✳ ▼❛✐s
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣❧✉s ♦♥ ❣❛❣♥❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ P♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❡s✱
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ s♦♥t ♣❤②s✐q✉❡✲
♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❧❡✉r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ q✉✐ ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❞❡ r❡♣♦s✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

❖♥ ✈❛ ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HZ
N ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✹✮ q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥ ♥♦②❛✉ q✉✐

✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ N é❧❡❝tr♦♥s✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s ❞✐st✐♥❝ts✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s

σdisc(H
Z
N )✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s♣❡❝tr❡

❞✐s❝r❡t ❡st ✈✐❞❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳
P♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ ❞♦♥❝ N = Z✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HZ

Z ❡st ✜♥✐✳ P♦✉r
❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ✜①é q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❩❤✐s❧✐♥ q✉❛♥❞ ♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✱

✶✸



✈♦✐r ❬✸✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳■■■✳✼❪✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❡st ❛❞❛♣té à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❩❤✐s❧✐♥✮✳ ❙♦✐t HZ(M) ✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ✧❛t♦♠✐q✉❡✧
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

HZ(M) =
Z∑

j=1

(

−
∆2
j

2m
− Z

|xj |

)

+
∑

1≤i<j≤Z

∇j · ∇i

M
+

1

|xi − xj |
✭✸✳✶✾✮

♦ù m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❡t M ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✳
❆❧♦rs σdisc(H

Z(M)) ❡st ✐♥✜♥✐✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✺✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ σdisc(H
Z
Z ) s✐ ♦♥ ❧❛✐ss❡ M → ∞✱ ♣❛r ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ✉♥✐tés ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❡t q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HZ

Z ✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ♠❡t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉✱ à ✉♥
♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❧✬❡♠♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ❡t
❝❡❧❛ ❝❛✉s❡ ❧✬é✈❛s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥✳ ❈❡❧❛ s✉❣❣èr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r Nmax(Z)✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❛t♦♠✐q✉❡
Z✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉s❦❛✐✲❙✐❣❛❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

lim sup
Z→∞

Nmax(Z)

Z
≤ 2. ✭✸✳✷✵✮

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❤②s✐q✉❡✳ P♦✉r ❞❡s ❞ét❛✐❧s
s✉r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♣rès ❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✺❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s
✐♥❝❧✉s❡s✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ▲✐❡❜ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ Nmax(Z) < 2Z + 1 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤②❞♦❣è♥❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡s ✐♦♥s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ❥❛♠❛✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r 2✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Nmax(Z) ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ s♦♥t
❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡♥❞✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❬✸✸❪ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥✿ Nmax(Z) ≤ Z+1
♦✉ Nmax(Z) ≤ Z + 2 ♣♦✉r t♦✉t Z ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❞é♠♦♥tré❡✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
Z = 1 ❞✐s❝✉té ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ◆❛♠✱ ✈♦✐r
❬✸✸❪✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ P❛✉❧✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ✧❜♦s♦♥✐q✉❡s✧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❇❡♥❣✉r✐❛ ❡t ▲✐❡❜ ❬✶✵❪ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✳ ▲❛
♥❡✉tr❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s

lim sup
Z→∞

Nmax(Z)

Z
= 1 ✭✸✳✷✶✮

❛ été ♣r♦✉✈é ♣❛r ▲✐❡❜✱ ❙✐❣❛❧✱ ❙✐♠♦♥ ❡t ❚❤✐rr✐♥❣ ❬✷✻❪✳ ❋❡✛❡r♠❛♥✱ ❙❡❝♦ ❬✶✺❪ ❡t ❙❡❝♦✱
❙✐❣❛❧✱ ❙♦❧♦✈❡❥ ❬✹✶❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡

Nmax(Z) ≤ Z + CZ
5
7 .

❈✬❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❣r❛♥❞s✳ P♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
t❛✐❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ Z ≥ 6✱ ❧❛ ❜♦r♥❡

Nmax(Z) < 1.22Z + 3Z
1
3

♣❛r ◆❛♠ ❬✸✹❪ ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ▲✐❡❜✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ HZ

N ♣♦✉r
❞❡s ✐♦♥s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s ❡st ❞✐s❝✉té ❡♥ ❬✶✸✱ ➓✸✳✾❪ ❡t ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s N ≤ Z ❡st ♣r♦✉✈é❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
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✸✳✹✳ ➱♥❡r❣✐❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✲
✐r❡ ✉♥ ét❛t ❛✈❡❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ HZ

N ♣♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s
❡t ❞❡s ✐♦♥s ♣♦s✐t✐❢s ✭N ≤ Z✮✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t σdisc(HZ

N ) ♥✬❡st
♣❛s ✈✐❞❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HZ

N ❡st s❡♠✐✲❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ r❡♣♦s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❉✬❛♣rès ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ❜❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❍❛♠✐❧♦♥✐❡♥ q✉❛♥❞ N ≤ Z✱ ♦♥ ❛

inf σess(H
Z
N ) = inf σ(HZ

N−1).

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡
r❡♣♦s ♣♦✉r ✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ q✉✐ ❞é❝r✐t ❞❡s ✐♦♥s ♣♦s✐t✐❢s HZ

k ✱ ♣♦✉r k = 1, · · · , Z✳ ➚
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ r❡♣♦s ❞❡ HZ

k ❞❛♥s L2(R3k), k < Z✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ét❛t ♣r♦❞✉✐t
❞❛♥s L2(R3(k+1))✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻✳ ❙♦✐t HZ
N ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✹✮✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧

N ≤ Z✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳ ❖♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r
❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐t✉❞❡
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t✱ ✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❬✶✸✱ ➓✸✳✾❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t
µZk := inf σ(HZ

k ) ❡t ΣZk := inf σess(H
Z
k ).

P♦✉r k = 1✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ✐♥✜♥✐✱ ✈♦✐r ❬✸✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳■■■✳✻❪✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ✉♥ k < Z q✉❡❧q✉♦♥q✉❡ ✜①é✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣r♦♣r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ φ(x1, · · · , xk) ∈ C∞

0 (R3k) ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ µZk ✱ ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt s✉r ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ δR, δ < 1✱ ❝❡♥tré❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ t❡❧❧❡
q✉❡

〈φ, (HZ
k − µZk )φ〉 ≤ d(δR) ✭✸✳✷✷✮

♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ d(δR) ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r δ ✜①é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
d(δR) ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r R ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡

HZ
k+1 = HZ

k − ∆k+1

2
− e2Z

|xk+1|
+

k∑

j=1

e2

|xj − xk+1|
. ✭✸✳✷✸✮

❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs
t❡r♠❡s ❞❡ ✭✸✳✷✸✮✳ ➚ ❝❡t ❡✛❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ f ∈ C∞

0 (R3) s✉♣✲
♣♦rté❡ s✉r ❧❛ ré❣✐♦♥ ♦ù 1 < |xk+1| ≤ 2✳ ❍❡✉r✐st✐q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡
✧❜♦ss❡✧ ❧✐ss❡ s✉r [1, 2]✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à f ✱ ét❛❧é❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
R < |xk+1| ≤ 2R✱ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ f ✿

fR(xk+1) := R− 3
2 f
(xk+1

R

)

. ✭✸✳✷✹✮

❖♥ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✼✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡❣r✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fR ❡st

〈fR,−∆k+1fR〉 ∼ CR−2.

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♦♥ ❞é❝r✐t ♣❛r HZ
k ❡t φ✳

P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ k < Z✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ (k + 1)✲è♠❡ é❧❡❝tr♦♥ ❡st
♥é❣❛t✐✈❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ∼ −cR−1 ét❛♥t ❞♦♥♥é δ < 1

Z ✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❝✬❡st ❥✉st❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s φ ❡t fR s♦♥t s✉♣♣♦rté❡s s✉r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à R✳ ❖♥ ♦♠❡t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜♦r♥❡✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❇✳

✶✺



❈♦♠♠❡ ❞✐s❝✉té ❛✉✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧✬ét❛t ♣r♦❞✉✐t

ψR(x1, · · · , xk+1) := φ(x1, · · · , xk)fR(xk+1) ✭✸✳✷✺✮

♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

〈ψR, (HZ
k+1 − µZk )ψR〉 . d(δR) +

C

R2
− c

R
. ✭✸✳✷✻✮

■❧ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ d(δR) ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ♥é❣❛t✐❢ − c
R ♣♦✉r R ❣r❛♥❞✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ r❡♣♦s✳ ❉❛♥s
❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ d(δR) ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❡♥ R✳

✸✳✺✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ❧✐és✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r
❧❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ♣♦✉r ♥♦s ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
é♥❡r❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s
r❡st❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♥✜♥é❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♥♦②❛✉❀ ❡t ✐❧
❡st ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❧♦✐♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ s✬é❝❤❛♣♣❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ à ❧❛
♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s ❞✬é❧❡❝tr♦♥ q✉✐ q✉✐tt❡ ❧✬❡♥t♦✉r❛❣❡ ❞✉ ♥♦②❛✉
♣♦✉r ② r❡✈❡♥✐r s❛♥s ❛❝t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts
❧✐és ❞♦♥♥❡ à s♦♥ t♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ❞✐✛✉s✐❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞✬❡st✐♠❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s ❛t♦♠❡s
❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❜❛ss❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ét❛ts
❜♦r♥és ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❧❡ ❢❛♠❡✉① ré✲
s✉❧t❛t ❞û à ❆❣♠♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝✉té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✱
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✹❪✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡ rés✉❧t❛t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✶✻❪

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼ ✭❆❣♠♦♥✮✳ ❙♦✐t HZ
N ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ à N ✲❝♦r♣s ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✹✮✱ s♦✐t

φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ < ΣZN = inf σess(H
Z
N )✱

❡t ❝❤♦✐s✐ss♦♥s β > 0 t❡❧ q✉❡ β2 < ΣZN − λ✳ ❆❧♦rs

‖e−β2|x|φ‖2 ≤ C

(
1

ΣZN − λ− β2

)

‖φ‖2 ✭✸✳✷✼✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ✭✸✳✷✼✮ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❧✐és ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s HZ

N ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞✐s✲
❝✉t❡r♦♥s ❞✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ −∆ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳

✸✳✻✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ ❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝✲
tr♦♥s ❛ été ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♥❡✇t♦♥♥✐❡♥♥❡✳
▲❛ ❢❛♠❡✉s❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✐♥st❡✐♥ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡

Etot =
√

p2c2 +m2c4 ✭✸✳✷✽✮

♣♦st✉❧❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ m ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ c✳ ❊♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ E0 = mc2 ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉ r❡♣♦s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡

Trel(p) :=
√

p2c2 +m2c4 −mc2. ✭✸✳✷✾✮
✶✻



❈❡tt❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦✉r❞s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥t❡r♥❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡
❝✐♥ét✐q✉❡ é❧❡✈é❡✱ ✈♦✐r ❬✷✺✱ P❛rt ❱■■❪✳ P♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s p✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Trel
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡ p2

2m ✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
✐♠♣✉❧s✐♦♥s p é❧❡✈é❡s✱ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ |p|✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
T (p) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

v =
d

dp
T (p) ✭✸✳✸✵✮

❡t ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ Trel(p) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✸✳✷✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

vrel =
pc2

√

p2c2 +m2c4
. ✭✸✳✸✶✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈♦✐r q✉❡ vrel
p→∞−−−→ c, ❡t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té s♣é❝✐❛❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❜✐❡♥
❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té s♣é❝✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡st❛♥t ✉♥
❞❡s ❣r❛♥❞s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ rés♦❧✉ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r p2

2m ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
√

p2c2 +m2c4 − mc2✱ ❡t
♦♥ ❢❡r❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♦✉ s②stè♠❡s ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ t❡❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✉♥✐tés ❛t♦♠✐q✉❡s ♦♥ ❛✐t
Trel =

√

p2 + 1 − 1✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r HZN ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣s❡✉❞♦✲
r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HZ

N ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✸✳✹✮✳ ❊①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛
❞♦♥♥❡

H
Z
N :=

N∑

j=1

(√

p2j + 1− 1− e2Z

|xj |

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
. ✭✸✳✸✷✮

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HZN ✳ ❈❡❧❛ ✐♥❝❧✉t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❡t ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ét❛✐t ❜❛sé❡
s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ➚ ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝r✉❝✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ Trel ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Trelψ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ R3 ✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ψ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡✉t
❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❛r
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❍❱❩ ❡t ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧✬ét❛t ✏❧♦✐♥✑ ❞✉ ♥♦②❛✉ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r s❡s
♣r♦♣r✐étés ❝✐♥ét✐q✉❡s ♣rès ❞✉ ♥♦②❛✉✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t s✉r ❧❛q✉❡❧✲
❧❡ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ♣♦✉r
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r q✉✐ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❝❛rré ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ à s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ❝❡❝✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥tr❛❝té❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✼✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥

✶✼



❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡
♣♦✉r ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱
s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡✱ ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ HZN ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é♥♦♠♠é ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❍❡r❜st✳ ❍❡r❜st ❛ été ❧❡
♣r❡♠✐❡r à ét✉❞✐❡r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❬✶✾❪✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HZ1 q✉✐
❞é❝r✐t ✉♥ ❛t♦♠❡ ❤②❞r♦❣é♥♦ï❞❡ ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
H1/2(R3) s✐ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❛t♦♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té Z ≤ 2

απ ≈ 87✱
♦ù α ≈ 1

137 ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ❞❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs
♣❛rt✐❝✉❧❡s HZ

N ❡st ❞✐s❝✉té❡ ♣❛r ▲✐❡❜ ❡t ❨❛✉ ❞❛♥s ❬✷✽❪✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
t♦✉t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ HZ

N ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Zi ≤ 2
απ ♣♦✉r t♦✉t

i = 1, · · · ,M ✳ ■❝✐✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞♦♥t ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡
q✉❡ ♥♦✉s ♥✬é✈♦q✉♦♥s ♣❛s ✐❝✐✱ ♠❛✐s q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡r
t②♣❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳✼ ❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳

❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ✭✸✳✶✷✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ■▼❙✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ H = T+V ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ T ❡t ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ V ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té {Jβ} ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

∑

β

Jβ [T, Jβ ]. ✭✸✳✸✸✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ▼❛✐s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st
❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés

∑

β

〈ψ, Jβ [T, Jβ ]ψ〉

q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛♣♣❡❧❡r ❡rr❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ψ✳
Pr❡♥❞r❡ T = −∆ ❞❛♥s ✭✸✳✸✸✮ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r |∇Jβ |2 q✉✐ ❡st s✉♣♣♦rté

❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♦ù 0 < Jβ < 1✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛✲
❝✐❡♥✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♠❡♥t✐♦♥♥és ❥✉sq✉✬✐❝✐
s❡r♦♥t ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
❝❡♥tr❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✬ét❛ts ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts
♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

P♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HZN ✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♦ù ♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞✉
s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✱
❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t s♦♥t ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s
ét❛ts ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡st ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s ❝❡s ét❛ts ❡st tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
❝❡♥tr❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✸✳✼✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ s②♠étr✐❡s✳ ❯♥ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts à ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ P❛✉❧✐ q✉✐ ♣♦st✉❧❡ q✉❡ ❞❡✉① é❧❡❝✲
tr♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥

✶✽



♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❞❡s ét❛ts ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ●✳✸
❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❛♥❛❧✲
②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣r❛ ❞✬é♥♦♥❝❡r q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✱ ♦♥ r❡str❡✐♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s à ❝❡rt❛✐♥s
❡s♣❛❝❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss✐✜❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❛❧♦rs sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❡♥s r❡str❡✐♥ts à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❙❡❧♦♥
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❙♦✉✈❡♥♦♥s✲♥♦✉s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s
❛✉① ét❛ts ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝❛r✲
❛❝tèr❡ ✜♥✐ ♦✉ ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❙✐ ♦♥ ét✉❞✐❡ ♥♦s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s
r❡str❡✐♥ts ❛✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥❞✉✐r❡ à tr❛♥s✲
❧❛t❡r à ❞r♦✐t❡ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡t ❛❧♦rs ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❡t q✉✐ ét❛✐❡♥t✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡✱ ❛✉ ❞❡ss✉s
❞❡ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳

❉❛♥s ❬✺✵❪ ✐❧ ❡st é♥♦♥❝é q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ é❧❡❝tr♦♥✲
é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s HZ

N ✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r N ≥ 4✱ ✏❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❛❧✲
✐③❛❜❧❡ s②♠♠❡tr② ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣❡r❛t♦r H✑✳ ❈❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ❡st à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝
❛✉① ét❛ts ❧✐és ré❡❧s✱ s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡✱ ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡✈r❛✐t r❡st❡r ✈r❛✐❡ s✐
♦♥ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✲é❧❡❝tr♦♥✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❧♦♥❣é❡s
♥✬ét❛♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❝❡❧❛ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛
♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s
♣❤②s✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡
❝♦❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✲
t❡①t❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉❡s ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ P❛✉❧✐ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝✲
tr❛❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❛✈❛✐❡♥t ♣❛s
été ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✈❛✐❡♥t été é♥♦♥❝és s❛♥s
♣r❡✉✈❡✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❜✐❡♥ ét❛❜❧✐❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❞❛♣t❡r♦♥s ❛✉① ❜❡s♦✐♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲
r❡❧❛t✐✈✐st❡s ❡t ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♦♥t ❞é❥à été ❡①♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ s❡r✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡
❣✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡t r✐❣♦✉r❡✉s❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✱ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ré❞✐❣❡r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r t❡♥❞❛♥❝❡ à ❡♥tr❛✈❡r
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳

✹✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥

▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✈✐t❛❧ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♥❛t✉r❡❧s✳ ❈✬❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❝❧❡❢s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ♠♦❧é❝✉✲
❧❛✐r❡s✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛♣❡✉r✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆ ♦✉
❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❣r❛♣❤è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳

✶✾



▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡ r❡str❡✐♥t ♣❛s ❛✉① ❛s♣❡❝ts
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧ ②
❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡✛♦rts ❢❛✐ts ❡♥ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡s
❢♦r❝❡s ❛ttr❛❝t✐✈❡s✳ P♦✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ✈♦✐r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸❪✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬à ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ✏❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥
❞❡r ❲❛❛❧s✑✳ P❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ✐♥t❡r✲♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❝❛✉sé❡s ♣❛r
❞❡s ❡✛❡ts ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✏❢♦r❝❡s ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✑✳ ❈❡❧❛ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ♠♦♥♦♣ô❧❡s ♦✉ ♠✉❧t✐♣ô❧❡s ♣❡r♠❛✲
♥❡♥ts ❡t ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✲é❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬❡✛❡t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦✉ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ✈❛♥
❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥ ✭✈❞❲✲▲✮✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡ ♦✉ ✐♥t❡r✲
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❡st q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛t♦♠❡s s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡♥t✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ✏q✉❛s✐✲❞✐♣ô❧❡s✑✱ ♣❛r❢♦✐s
❛♣♣❡❧és ❞✐♣ô❧❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s✱ ♥♦♥✲♣❡r♠❛♥❡♥ts ♦✉ ✐♥❞✉✐ts✱ q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦❧❧❡r à ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛
❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❞❲✲▲✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ très ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r✐❣♦✉✲
r❡✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳ ❉❛♥s ❬✷✾❪✱ ❏✳ ❉✳ ▼♦r❣❛♥ ❡t ❇✳ ❙✐♠♦♥
♦♥t ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ♦♥t ♥♦té
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✐♣♦❧❛✐r❡ ♦✉ q✉❛❞r✉♣♦❧❛✐r❡✱ ❧❡ t❡r♠❡
❞♦♠✐♥❛♥t ét❛✐t ❡♥ O(|D|−6)✱ ♦ù |D| ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦②❛✉①✳

❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s
❬✷✼❪ ♣❛r ❊✳ ❍✳ ▲✐❡❜ ❡t ❲✳ ❊✳ ❚❤✐rr✐♥❣ q✉✐ ♦♥t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s s❛♥s ♣♦❧❛r✐té ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❡ −C|D|−6 ♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ■✳ ❆♥❛♣♦❧✐t❛♥♦s ❡t ■✳ ▼✳ ❙✐❣❛❧ ❞❛♥s ❬✸❪✱ q✉✐ ♦♥t
♦❜t❡♥✉ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ |D|−6 ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥
r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ O(|D|−7)✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♥❡ s♦♥t ét❛❜❧✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ P♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❧♦✉r❞s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡
❧❡s ❡✛❡ts r❡❧❛t✐✈✐st❡s ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❜✉t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❬✸❪ ❡st ❜❛sé❡ ♣♦✉r s❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✲❙❝❤✉r✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣rès ❞✉ ❜❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐❛t♦♠✐q✉❡ ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐❛t♦♠✐q✉❡ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡
❞❡✉① ❛t♦♠❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ✐s♦❧és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ❡st✐♠❡r♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥
❡①♣r✐♠❡r❛ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐❛t♦♠✐q✉❡ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ |D| ✏❛✉t♦✉r✑ ❞❡ ❧✬ét❛t
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ✐s♦❧és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

P❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❬✸❪✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❛♥s ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❡t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s r❡st❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
r❡❧❛t✐✈✐st❡ ♦✉ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ |D|−9 ♣♦✉r ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ♥♦②❛✉①✳ ❖♥

✷✵



♠♦♥tr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡✉① ♥♦②❛✉①✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ |D|−9 ❡st ♥✉❧✱
❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r tr♦✐s ♥♦②❛✉① ♦✉ ♣❧✉s✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ♥✉❧✳ ❱♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✹✳

✺✳ ▼♦❞è❧❡✱ ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡N é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ −e ❡t ❞❡ s♣✐♥ 1
2 ✱ ❡tM ♥♦②❛✉①

❞❡ ❝❤❛r❣❡s eZl ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①és ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✮
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s Xl ∈ R3✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥❡✉tr❡✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡
∑M
l=1 Zl = N ✳ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st

H :=
N∑

i=1

(

Ti −
M∑

l=1

e2Zl
|xi −Xl|

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
+

∑

1≤k<l≤M

e2ZkZl
|Xk −Xl|

✭✺✳✶✮

❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✉ k✲è♠❡ é❧❡❝tr♦♥ ❡st

Tk :=

{ √

p2k + 1− 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡
p2k
2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡

✭✺✳✷✮

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ H ❡st H1/2(R3N ) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❡t H1(R3N )
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ pk = −i∇xk

❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉ k✲
è♠❡ é❧❡❝tr♦♥✳ ❙✐ Tk ❡st ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Zle2 ≤ 2

π ✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st s❡♠✐✲❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r ❬✶✹✱ ✷✽❪✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♦♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡ ❝❛s ♣s❡✉❞♦✲
r❡❧❛t✐✈✐st❡ Tk =

√

p2k + 1 − 1 ✭✈♦✐r ❬✶✾❪ ❡t ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥❝❧✉s❡✮ ❜✐❡♥ q✉❡ t♦✉s ❧❡s

rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈r❛✐s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Tk =
p2k
2 ✳ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❞❡s ✉♥✐tés ❛t♦♠✐q✉❡s ♦ù c = ~ = m = 1✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ N é❧❡❝tr♦♥s✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡

❞❡ P❛✉❧✐✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❞❡N ❝♦♣✐❡s ❞❡ L2(R3;C2)✱
à s❛✈♦✐r ❧✬❡s♣❛❝❡

∧N
L2(R3;C2) ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛♥s✲

♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♣✐♥ (xi, si) ❡t (xj , sj) ♣♦✉r i 6= j✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r H q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xi ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞

♣❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♣✐♥ si✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ét✉❞✐❡ H ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
∧N

L2(R3;C2) s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ HFermi ❞é✜♥✐ ♣❛r

HFermi :=
{

〈s,Ψ〉spin|Ψ ∈
N∧

L2(R3;C2), s :
{

− 1

2
,
1

2

}N

→ C
}

✭✺✳✸✮

♦ù
〈s,Ψ〉spin :=

∑

s

s̄(s1, · · · , sN )Ψ(x1, s1, · · · , xN , sN ).

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ HFermi ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ L2(R3N )✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s

♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés s②♠étr✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❛♣rès ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♣✐♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣rès ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ❨♦✉♥❣ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❬✶✽✱ ➓ ✼✳✸✳❪✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ s♦✐t SN ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ N é❧❡❝tr♦♥s✳
P♦✉r t♦✉t π ∈ SN ♦♥ ❞é✜♥✐t Tπ : HFermi → HFermi ♦ù

Tπψ(x1, · · · , xN ) := ψ(xπ−1(1), · · · , xπ−1(N)) ✭✺✳✹✮

❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳
❙♦✐t α ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ SN ❡t Pα ❧❛ ♣r♦✲

❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
✷✶



Tπ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α✳ ❈❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ HFermi ❡♥ ✉♥❡
✐♥✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① Hα := PαHFermi t❡❧s q✉❡

HFermi =
⊕

α∈A

Hα, ✭✺✳✺✮

♦ù A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ SN ❞é❝r✐t
♣❛r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
t❡❧ α ♦♥ ❛ PαHFermi = PαL2(R3N )✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H s✉r ❧❡s s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡s PαL2(R3N ) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
s✉r HFermi✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❞é✜♥✐t

Hα := HPα ✭✺✳✻✮

❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡str❡✐♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Hα ❡t

Eα(X1,··· ,XM ) := inf σ(Hα). ✭✺✳✼✮

❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♦♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✜①é❡s ❞❡s
♥♦②❛✉①✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Eα(X1,··· ,XM ) ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ r❡♣♦s ❞❡s
❛t♦♠❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✐❛t♦♠✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ M = 2✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✈♦✐r ✾✳✷ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✳

✺✳✶✳ ▼♦❧é❝✉❧❡s ❞✐❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❙♦✐t C ( {1, · · · , N}, C 6= ∅ ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ N é❧❡❝tr♦♥s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ R(C) ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
(xi)i∈C ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s C✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à R3♯C ✱ ♦ù ♯C
❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ C✳ ❖♥ ♥♦t❡ L2(R(C)) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L2 ❛✈❡❝
❛r❣✉♠❡♥ts ❞❛♥s R(C)✳ ❙♦✐t L2(R(C))⊥ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ L2(R(C)) ❞❛♥s
L2(R3N )✳

▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s C ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ✜①é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ eZ
✈✐❛ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥

H̃Z
C :=

∑

i∈C

Ti −
∑

i∈C

e2Z

|xi|
+
∑

i,j∈C
i<j

e2

|xi − xj |
✭✺✳✽✮

s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(R(C))✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉r L2(R(C))⊥ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r q✉❡
❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s L2(R3N )✳ ❖♥ ✈❛ r❡♣rés❡♥t❡r
❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❛r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ H̃Z

C ✳
❙♦✐t S(C) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ C✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t S(C) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡

❞❡ SN ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ αC ❞❡ S(C)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ P♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ α ❞❡ SN ♦♥ ❞✐t q✉❡
α′
C ❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r α✱ ♥♦té α′

C ≺ α✱ s✐ α′
C ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ α s✉r

S(C)✱ ✈♦✐r ❬✶✽✱ ♣✳ ✾✹✲✾✽❪✳

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ HFermi ❡♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s Hα

♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋❡r♠✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ L2(R(C)) ❡♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡s PαCL2(R(C)) ♣♦✉r t♦✉t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s αC ❞❡ S(C) ❞é❝r✐t❡s
♣❛r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❝❧✉st❡rs β = (C1, C2) ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬é❧❡❝✲
tr♦♥s {1, · · · , N} t❡❧❧❡ q✉❡ C1 ∪ C2 = {1, · · · , N} ❡t C1 ∩ C2 = ∅✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t D2

N

❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s t❡❧❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡st ❛t♦♠✐q✉❡ s✐ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡♥ C1✱ ♯C1 = Z1 ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡♥ C2 ♦♥ ❛ ♯C2 = Z2✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡st
♥♦té Dat ⊂ D2

N ✳
✷✷



P♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β = (C1, C2) ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r

Iβ :=
∑

i∈C1

−e2Z2

|xi −X2|
+
∑

j∈C2

−e2Z1

|xj −X1|
+
∑

i∈C1
j∈C2

e2

|xi − xj |
+

e2Z1Z2

|X2 −X1|
✭✺✳✾✮

❡t ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝❧✉st❡r β ♣❛r

Hβ := H − Iβ . ✭✺✳✶✵✮

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ Hβ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♦ù ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❞✐✛❡r❡♥ts
♥✬✐♥t❡r❛❣✐s❡♥t ♣❛s✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ D2

N ♦♥ ❛ L2(R(C1))⊥ = L2(R(C2))✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Sβ :=
S(C1)×S(C2) ⊂ SN ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✉st❡rs ✐♥t❛❝t❡✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s q✉✬❛✉✲❞❡ss✉s✳ ❈♦♠♠❡ Sβ
❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s αβ ❞❡ Sβ
s♦♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
α′
β ≺ α ❞❡ Sβ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ✉♥✐q✉❡ α′

C1
≺ α ❡t α′

C2
≺ α t❡❧❧❡ q✉❡

α′
C1 ⊗ α′

C2
∼= α′

β , ✭✺✳✶✶✮

✈♦✐r ❬✶✽✱ ♣✳ ✶✶✵✲✶✶✹❪✳ ❙♦✐t Pα
′
β ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ HFermi s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞❡

s②♠étr✐❡ α′
β ✳ ❖♥ ♣♦s❡

H
α′

β

β := HβP
α′

β ❡t Hα
β :=

∑

α′
β≺α

H
α′

β

β , ✭✺✳✶✷✮

♦♥ ❞é✜♥✐t
µαβ := min

α′
β≺α

inf σ(H
α′

β

β ) ✭✺✳✶✸✮

❡t
µα := min

β∈D2
N

µαβ . ✭✺✳✶✹✮

P❛r ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♣♦✉r M = 2✱ Eα(X1,X2)

❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ |D|✱ ♦ù D := X2 − X1✳ ❖♥ é❝r✐r❛ Eα|D| ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Eα(X1,X2)
✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st❡ ♦✉ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝❧❡ ❞❡ ✈♦✐r
q✉❡ µα = lim|D|→∞Eα|D|✳

P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é X ∈ R3✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♥♦②❛✉①✱ ❡t
♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ R3N ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❛r X ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ i✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

U (i)
X :

{
L2(R3N ) → L2(R3N )

U (i)
X ϕ(x) 7→ ϕ(x1, · · · , xi−1, xi +X,xi+1, · · · , xN ).

✭✺✳✶✺✮

P♦✉r β = (C1, C2) ∈ D2
N ❡t X1, X2 ét❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♥♦②❛✉①✱ ♦♥

❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

Uβ :=
∏

i∈C1

U (i)
X1

∏

j∈C2

U (j)
X2
. ✭✺✳✶✻✮

❖♥ ♣♦s❡
H̃β := UβHβU∗

β . ✭✺✳✶✼✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ H̃β ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à Hβ ❡t

H̃β = H̃Z1

C1
+ H̃Z2

C2
.

❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r β ∈ D2
N ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f2, f3 ∈ C∞(R3N ) ♣❛r

f2(x) :=
∑

i∈C1
j∈C2

−e2
(
3(xi · eD)(xj · eD)− xi · xj

)
, ✭✺✳✶✽✮

✷✸



f3(x) :=
∑

i∈C1
j∈C2

e2

2

(

3(xi − xj) · eD
[
2(xi · xj)− 5(xi · eD)(xj · eD)

]

+ 3|xi|2(xj · eD)− 3|xj |2(xi · eD)
)

,

✭✺✳✶✾✮

♦ù eD := D
|D| ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ X1 ✈❡rs X2✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛

q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f2, f3 ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✉st❡rs β✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✜①♦♥s β ∈ Dat✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇

q✉❡ µα ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ Hα
β ✳ P❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ µ

α ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡

H̃α
β :=

∑

α′
β≺α

H̃
α′

β

β :=
∑

α′
β≺α

H̃βP
α′

β ✭✺✳✷✵✮

♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st s✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s α′
β ≺ α✳ ❖♥

❞és✐❣♥❡ ♣❛r W̃α
β ⊂ Hα ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ H̃α

β q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à µα ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t

a1(β) := max
φ∈W̃α

β

‖φ‖=1

‖(H̃β − µα)−
1
2 f2φ‖2. ✭✺✳✷✶✮

❇✐❡♥ q✉❡ µα s♦✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ H̃β ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r a1(β) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r f2φ ❡st
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❛ ❊✳✷✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Ṽαβ ⊂ W̃α

β

❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s φ t❡❧s q✉❡ ‖(H̃β − µα)−
1
2 f2φ‖2 = a1(β) ❡t

a2(β) := max
φ∈Ṽα

β

‖φ‖=1

‖(H̃β − µα)−
1
2 f3φ‖2. ✭✺✳✷✷✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❊✳✷ ❛ss✉r❡ ❛✉ss✐ q✉❡ a2(β) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳ P❛r ❧❛
s②♠étr✐❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t β1, β2 ∈ Dat ♦♥ ❛ a1(β1) = a1(β2) ❡t a2(β1) =
a2(β2)✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t β ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♦♥ é❝r✐r❛ a1 ❡t a2 ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✐❛t♦♠✐q✉❡s✱ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷ ✭■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✐❛t♦♠✐q✉❡s✮✳ ❙♦✐t
α ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ SN ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣
❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s✿
✶✮ P♦✉r t♦✉t β ∈ D2

N \ Dat

µαβ > µα.

✷✮ P♦✉r t♦✉t β ∈ Dat ❡t t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ α∗
β ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Sβ ❛✈❡❝

α∗
β ≺ α t❡❧ q✉❡ Pα

∗
βW̃α

β 6= ∅✱
dim(Pα

∗
βW̃α

β ) = dimα∗
β .

❆❧♦rs
Eα|D| − µα = − a1

|D|6 − a2
|D|8 +O(|D|−10) ✭✺✳✷✸✮

♦ù a1 ❛♥❞ a2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭✺✳✷✶✮ ❡t ✭✺✳✷✷✮✳

✷✹



✻✳ ◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

■♥ t❤✐s s♠❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✉♠♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❜♦♦❦ ❜② ●✉st❛❢s♦♥
❛♥❞ ❙✐❣❛❧ ❬✶✼❪ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❆❢t❡r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡
❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛s❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡
❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② s❝r❛t❝❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
t♦♣✐❝✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ✐♥❞❡♣t❤ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇✐t❤ ♣r♦♦❢s ❛♥❞
♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜♦♦❦✳

❆s t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❞♦✉❜❧❡✲s❧✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❡①❤✐❜✐t ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s
✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❤❛s ❛♥ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭❛t ❧❡❛st ♦♥
❛ r❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
s✉❝❤ ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s✉❝❤ ❛s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❛ss ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✳

❚♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣❧✐❝❛t❡ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡
♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
t✐♠❡ ψ(x, t) ✇✐t❤ x ∈ R3, t ∈ R✳ ❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t

∫

R3

|ψ(x, t)|2dx = 1 ✭✻✳✶✮

❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t |ψ(·, t)|2 ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t
t✐♠❡ t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡q✉✐r❡ ψ(·, t) ∈ L2(R3)✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐t ❜❡✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ✐t
✐s st✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✭✻✳✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ♥❛♠❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✿

i~
∂ψ

∂t
= Hψ ✭✻✳✷✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
ψ
∣
∣
t=0

= ψ0 ✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡
H = T + V ✭✻✳✹✮

✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦r ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✳
❚❤❡ ✜rst s✉♠♠❛♥❞ ✐♥ ✭✻✳✹✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ V ✐s ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ L2(R3)✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs T
❛♥❞ V ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✻✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✉st ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇❛②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥❡✈❡r ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ |ψ(·, t)|2 ❢♦r ❛ st❛t❡ ψ✳ ■♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ♣✉r❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s ✭t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ♦♣✲
❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L2(R3)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss❀ ❜②
r❡q✉✐r✐♥❣ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t♦r ❤❛s ♣✉r❡❧② r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✭s♦ t❤❛t t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✮✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✭q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✮ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r❡r ❛s ✇❡ ♣r♦❣r❡ss ❢✉rt❤❡r
✐♥t♦ t❤❡ t♦♣✐❝✳

✷✺



✻✳✷✳ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t❛❧❦ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss✱ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦r H✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❡♥s✉r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ H✱ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ✧♠❛❝❤✐♥❡r②✧ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❛t ❜❡st✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ❢♦r
♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✻✳✹✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✻✳

❲✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦t✐✈❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲r✐❣♦r♦✉s ✇❛②✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

d

dt
f(t) = ikf(t) ✭✻✳✺✮

❢♦r s♦♠❡ k ∈ R ✐s f(t) = eiktf(0)✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥
✇❡ r❡♣❧❛❝❡ k ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r H ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮✳ ❋♦r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
♦♣❡r❛t♦r B ♦♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ eitB ✈✐❛ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✇❡r s❡r✐❡s

eitB :=

∞∑

n=0

(it)nBn

n!
. ✭✻✳✻✮

❋♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r A ✭❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♦✉r ♦♣❡r❛t♦r H✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
s✉❝❤ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r eitA

✈✐❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r❡♠✱ s❡❡ ❬✹✵✱ ❈❤❛♣t❡r ❱■■❪✱
❛♥❞ ❙t♦♥❡✬s t❤❡♦r❡♠ ❬✹✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❱■■■✳✽❪✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡❧② ♦♥ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss
♦❢ H ❛♥❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥✐t❛r② ❣r♦✉♣ U(t)✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t❤❡② ♣r♦✈❡ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r H ❛♥❞ U(t)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s t ∈ R t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r U(t) ✐s ✉♥✐t❛r②✱ str♦♥❣❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ ❢♦r ❛ st❛t❡ ψ0 ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ H ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ U(t)ψ0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t ✇✐t❤ ∂tU(t)ψ = iHψ✳ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ❛ t✐♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ eitH ✳ ■♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ eitH := U(t) ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ ψ(x, t) =
U(t)ψ0(x) t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ψ0✳

✻✳✸✳ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σ(A) = {λ ∈ C
∣
∣A− λ ✐s ♥♦t ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ✭❤❛s ♥♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥✈❡rs❡✮}. ✭✻✳✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✱ σ(A) ⊂ R✳
❲❡ s❛② t❤❛t λ ∈ σ(A) ✐s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐❢ λ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
s♦♠❡ ǫ > 0 ✇❡ ❤❛✈❡ (λ − ǫ, λ + ǫ) ∩ σ(A) = {λ}✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛s

σdisc(A) :=
{
λ ∈ σ(A)

∣
∣λ ✐s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②}. ✭✻✳✽✮

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σess(A) := σ(A) \ σdisc(A). ✭✻✳✾✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✐♥t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧
❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱
✉♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦r H ✇✐t❤ ✭♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✮
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r −∆ ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V
✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞♦❡s
♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

✷✻



❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ♣✉r❡❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
r❡❛❧ ❛①✐s✿ σess(−∆) = [0,∞)✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s E ∈ σdisc(H) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜②
s♦♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈ L2(R3)✳ ❚❤❡s❡ ✧❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✧ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤s❝❤♦♦❧ ❧❡✈❡❧
♣❤②s✐❝s ❜♦♦❦s✳ ❚❤❡s❡ ❛❜s♦rt✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✳

✻✳✹✳ ❇♦✉♥❞ ❙t❛t❡s ❛♥❞ ❉❡❝❛②✐♥❣ ❙t❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡
❢r♦♠ ❬✶✼✱ ➓✻✳✷❪ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♠❛r❦s✳

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

i~
∂ψ

∂t
= Hψ ✭✻✳✶✵✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
ψ
∣
∣
t=0

= ψ0. ✭✻✳✶✶✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t ψ0 ∈ {s♣❛♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ H}✳ ❚❤❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✵✮ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ψ(x, t) = U(t)ψ0(x)✱ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥✐t❛r② ❣r♦✉♣ U(t) ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷✱ ❢♦r♠❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ e−

i
~
tH ✳ ❚❤❡♥ ❜② ❬✸✾✱ ❚❤❡✲

♦r❡♠ ❳■✳✶✶✺❪ ❢♦r ❛♥② ǫ > 0 t❤❡r❡ ✐s ❛♥ R s✉❝❤ t❤❛t✱

inf
t

∫

|x|≤R

|ψ(x, t)|2dx ≥ 1− ǫ. ✭✻✳✶✷✮

❆ st❛t❡ ψ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ✭✻✳✶✷✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛s ✐t r❡♠❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞
✐♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ φ0 ♦❢ ❍ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ✇❡ ❤❛✈❡

φ(x, t) = e−
i
~
tHφ0(x) = e−

i
~
tEφ0(x) ✭✻✳✶✸✮

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ |φ(·, t)|2 ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✉s
∫

|x|≥R

|φ(x, t)|2dx =

∫

|x|≥R

|φ0(x)|2dx→ 0 ✭✻✳✶✹✮

❛s R→ ∞✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ψ0 ∈ {s♣❛♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ H}⊥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

ψ = U(t)ψ0 ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ❛♥② ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s R✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∫

|x|≤R

|ψ(x, t)|2dx dt = 0. ✭✻✳✶✺✮

❙✉❝❤ st❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❛t❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✧♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛②
t♦ ✐♥✜♥✐t②✧✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ❘❆●❊ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❡✳❣✳❬✸✾✱
♣✳✸✹✵✛❪✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥t♦ ♣♦✐♥t s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ P❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✸✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥② ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s♣❡❝tr✉♠✱ t❤✉s ❢✉❧✜❧s ✭✻✳✶✷✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞ st❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛♥② st❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ❡♥❥♦②s t❤❡ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt②
✭✻✳✶✸✮✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳ ❆ ♣r✐♦r✐ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✲
tr✉♠✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞②
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦r ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
s②st❡♠✳

✷✼



✻✳✺✳ ❋✐①❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡
♠❛ss ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❤✉❣❡✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s②st❡♠✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ✜①❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ t♦ t❤❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❛ ♥♦♥✲r✐❣♦r♦✉s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❜♦❞✐❡s r♦t❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤✲♦t❤❡r✱ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛
❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞✐❡s ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Ekin = p2

m ✱ ✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ p ✐s ✐t✬s ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❋♦r ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛s ❛
t✇♦✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ ♠♦♠❡♥t❛ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s
✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦t♦♥✮✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s

E
(pr)
kin mpr = E

(e)
kinme ✭✻✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ✐♥❞✐❝❡s pr ❛♥❞ e st❛♥❞ ❢♦r ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ mpr ≈
2 · 103me✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r ❜✐❣❣❡r ❛t♦♠s
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r✳ ❚❤✐s ❤❛s t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ❋✐rst❧②✱ t❤❡
♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❛ ❜✐❣❣❡r ❛t♦♠ ❝♦♥t❛✐♥s ♥❡✉tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❛ss ♠♦r❡
s❡✈❡r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts s❤♦✇s t❤❛t r♦✉❣❤❧② t❤❡ ✜rst ✷✵ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥
❛❜♦✉t ♦♥❡ ♥❡✉tr♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦t♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ♥❡✉tr♦♥s t❤❛♥
♣r♦t♦♥s✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ♠♦st ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ▲✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡
❝❧✉♠♣❡❞ ❛t ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♠♦♠❡♥t✉♠
✐♥❝r❡❛s❡s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r✱ s✐♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❡♥❞ t♦ ✧s♣r❡❛❞ ♦✉t✧ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t t❤❡
♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❝❛♥ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜①❡❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♠♦st❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② t❤❡
❢❛❝t♦r 2me

~
✇❡ ❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ▲❡t

−e ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r x ∈ R3 ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢
❝❤❛r❣❡ eZ t❤❛t ❤❛s ✐t✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

HZ
1 := −∆− e2Z

|x| . ✭✻✳✶✼✮

❋♦r Z = 1 t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ✭✻✳✶✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✳ ❋♦r ♦t❤❡r ✐♥t❡❣❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ Z s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✐♥ ✭✻✳✶✼✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦r ♥♦✇ ✇❡ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

❚❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❜✐❣❣❡r s②st❡♠s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥✉❝❧❡✐ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❤❡r❡
t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

✻✳✻✳ ❙❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ q✉❛♥✲
t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t H ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡
❛♥② ❞❡t❛✐❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ❢♦r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ r❛t❤❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss st❛t❡ t❤❡
❢❛♠♦✉s ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✸✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳✳✶✷❪ t♦
✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ❢♦r
❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♦♣❡r❛t♦rs✳

✷✽



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ ❞❡♥s❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
H ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥s ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② D(A) ❛♥❞ D(B)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

• D(B) ⊃ D(A)
• ❋♦r s♦♠❡ a ❛♥❞ b ✐♥ R ❛♥❞ ❛❧❧ ϕ ∈ D(A)✱

‖Bϕ‖ ≤ a‖Aϕ‖+ b‖ϕ‖. ✭✻✳✶✽✮

❚❤❡♥ B ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ A✲❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦❢ s✉❝❤ a ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢
B ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✭❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t A ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ B ✐s s②♠✲
♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ B ✐s A✲❜♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞ a < 1✳ ❚❤❡♥ A+B ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♦♥ D(A) ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♥ ❛♥② ❝♦r❡ ♦❢ A✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ s❛②s t❤❛t ✐❢ ✇❡ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
✧❣❡♥t❧❡✧ ✇❛② ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r B✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r A + B ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s❡❧❢✲
❛❞❥♦✐♥t✳ ❋♦r t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛s❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r −∆ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♥ t❤❡
❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ H2(R3)✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ HZ

1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢
t❤❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✹✳ ▲❡t V ∈ L2(R3) +L∞(R3) ❜❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✳ ❚❤❡♥ −∆+ V ✐s ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♥ L2(R3)✳

❚❤✐s ❡♥s✉r❡s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡
✇✐❧❧ ♥♦t ❣♦ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss✱ ❜✉t
✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦♠❡✇❤❛t r❡❧❛t❡❞✿ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢✿ ✧❲❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠
❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s❄✧ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✧❝♦♥tr♦❧s✧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t ♦❢
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✼✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ❞✐s❝✉ss❡❞ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✿ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦✈❡s ❛✇❛② t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❇✉t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❙✉❝❤
❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❆ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ
1 ❛❝t✐♥❣ ♦♥

L2(R3) ❡①❤✐❜✐ts st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✐✛

inf σ(HZ
1 ) > −∞. ✭✻✳✶✾✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥
②✐❡❧❞ ✭❛ ♣r✐♦r✐ ❤✉❣❡✮ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❛ st❛t❡✳ ❆ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✾✮ ✐s t❤✉s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❜❡
✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x) := − e2Z

|x| ✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡

❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ❬✷✺✱ P❛rt ■■■❪ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❢♦r ❛♥
♦♣❡r❛t♦r HZ

1 ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✶✼✮ ✉s❡s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

‖∇ψ‖2 ≥ 3
(π

2

) 3
4 ‖̺(ψ)‖3 ✭✻✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ̺(ψ) = |ψ|2 ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡

〈ψ, V ψ〉 = −e2Z
∫

R3

̺(ψ)(x)

|x| dx. ✭✻✳✷✶✮

✷✾



■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

〈ψ,Hψ〉 ≥ inf
ρ≥0

‖ρ‖1=1

{

3
(π

2

) 3
4 ‖ρ‖3 − e2Z

∫

R3

ρ(x)

|x| dx
}

✭✻✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ‖ρ‖1 = 1✱ ✐✳❡✳ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✳✷✷✮ ②✐❡❧❞s

〈ψ,Hψ〉 ≥ −e
4Z2

3
. ✭✻✳✷✸✮

◆♦✇ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✷✺❪ ❧❡t ✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ϕk(x) := Cke
− |x|2

k2 . ✭✻✳✷✹✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕk r♦✉❣❤❧② ❤❛s t❤❡ ✇✐❞t❤ k✳ ❋♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❡ ❤❛✈❡

〈ϕk,−∆ϕk〉 ∼
1

k2

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣②

〈ϕk, V ϕk〉 ∼ −e
2Z

k
.

❙♦ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣②
❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r e2Z

k t❤❡ ✧♣r✐❝❡✧ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ✐s ❛r♦✉♥❞ 1
k2 ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧

♦❜✈✐♦✉s❧② ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k✳

✼✳ ▼✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲
♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦❞❡❧ ♥✉❝❧❡✐ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❣❧❡❝t t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s②st❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛t♦♠s ❛♥❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ▲❡t ✉s st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ M ♥✉❝❧❡✐ ❛t ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s X1, · · · , XM ∈ R3

❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ eZ1, · · · eZM ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ♣♦✲
s✐t✐♦♥s x1, · · · , xN ∈ R3 ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ −e✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② t❤❡
❝❛❧✐❣r❛♣❤✐❝ Z = (Z1, · · · , ZM ) t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ M
♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2(R3N ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

HZ
N =

N∑

j=1

p2j
2

−
N∑

j=1

M∑

m=1

e2Zm
|xj −Xm| +

∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
+

∑

1≤m<k≤M

e2ZmZk
|Xm −Xk|

✭✼✳✶✮
✇❤❡r❡ pj = −i~∇xj ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ jt❤ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❤❡r❡ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ HZ

N ❛♥❞ HZ
N ✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ N ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
r❡❢❡rs t♦ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ M ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ s✐③❡s ❣✐✈❡♥ ❜② Z = (Z1, · · · , ZM )✳ ❋♦r ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈ L2(R3N ) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s
x1, · · · , xN ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② |ψ|2✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡s ✐s ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳
■♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢ ②✐❡❧❞ t❤❛t
❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V = L2(R3)+L∞(R3) ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧✮✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r −∆+V ✐s ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧②✮ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

✸✵



♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ N ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V = L2(R3N ) + L∞(R3N ) ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
✭✼✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s ❡ss❡♥t✐❛❧ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ HZ

N ✱ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✼✳✶✮✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛s❡ t♦ t❤❡ N
❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s s♦ ❢❛r
♥♦t ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❇✉t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✉s
❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡ ✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞
❞❡❝❛②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
♠♦❧❡❝✉❧❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❡♥❞ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡s ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ✭✻✳✶✺✮✱ ❛ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❡①✐st ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ st❛t❡s
❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s st❛❜❧❡ ♦r ✉♥st❛❜❧❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡❝✐❞❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ t✐♥② ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ t♦ s❝❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② ❛♥❞ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛❧❧♦✇ s✉❝❤
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛r❡ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ♥❛♠❡❞ ❛❢✲
t❡r ❍✉♥③✐❦❡r✱ ✈❛♥ ❲✐♥t❡r ❛♥❞ ❩❤✐s❧✐♥✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
t❤❡♦r❡♠s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❩❤✐s❧✐♥✬s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✳ ❇❡❢♦r❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇❡ tr② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ✇♦r❞s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s t✇♦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦❢ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ inf σess(H) ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ eZ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ N ≤ Z ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤❡r❡
N − 1 ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦✈❡s ❢r❡❡❧② ✇✐t❤✲
♦✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t st❛t❡s t❤❛t ❢♦r s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ σess(H) = [inf σess(H),∞)✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s ♥♦ ❣❛♣s✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❥✉st✐✜❡s t❤❡ t❡r♠ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✐♥❝❡ ❛ s②st❡♠ t❡♥❞s t♦ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❡♥❡r❣② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦
s❤❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② Σ =
inf σess(H)✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❧❛ss ♦❢ r❡s✉❧ts ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✭t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❜❧❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✮✳

✸✶



✼✳✶✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✐t✬s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛t♦♠s
❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲r✐❣♦r♦✉s ✇❛②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛t❡♠❡♥t ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡❛s✐❡r ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡✉s ❝❛s❡✳
❊①t❡♥t✐♦♥ ❢♦r M ♥✉❝❧❡✐ ✐s r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❞❡✈✐❞❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧❛❜❡❧s
{1, · · · , N} ✐♥t♦ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts C0, · · · , Ck−1 s✉❝❤ t❤❛t

k−1⋃

l=0

Cl = {1, · · · , N}. ✭✼✳✷✮

❙✉❝❤ ❛ s✉❜s❡t Cl ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ (C0, · · · , Ck−1) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
k ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡t Dk

N ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
{1, · · · , N} ✐♥t♦ k ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛
r❡❣✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Cl s✉❝❤ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❡❛❝❤✲
♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ eZ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡ s②st❡♠
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

HZ
N =

N∑

j=1

(

p2j
2

− e2Z

|xj |

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
. ✭✼✳✸✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r 2 ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s D2
N ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r C1 ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤❡r❡❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r C0 ❛r❡ ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✳
❋♦r ❛♥② ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ D2

N ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

Iβ :=
∑

i∈C0

−e
2Z

|xi|
+
∑

i∈C0
j∈C1

e2

|xi − xj |
✭✼✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Hβ := HZ
N − Iβ . ✭✼✳✺✮

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶ ✭❍❱❩ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❋♦r ❛ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ D2
N ✱ ❞❡✜♥❡ µβ :=

inf σ(Hβ) ❛♥❞ Σ := minβ∈D2
N

C0 6=∅

µβ✱ t❤❡♥

σess(H
Z
N ) = [Σ,∞). ✭✼✳✻✮

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ♦❢ ♠✉❧t✐✲
♣❛rt✐❝❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s J ⊂ C1(R3N ; [0, 1]) ✇✐t❤
∑

J∈J

J2(x) = 1 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ R3N ✭✼✳✼✮

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ♦r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦♥ R3N ✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ψ ∈ L2(R3N ) ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② J ✇❡ ❤❛✈❡

‖ψ‖2 = 〈ψ,ψ〉 = 〈
∑

J∈J

J2ψ, ψ〉 =
∑

J∈J

‖Jψ‖2. ✭✼✳✽✮

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦✉♥t❧❡ss ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s {Jβ}β∈D2

N
s✉❝❤ t❤❛t ♦♥ t❤❡

s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jβ ✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✐s ❛t
✸✷



❧❡❛st R ❢♦r s♦♠❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r R✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r x = (x1, · · · , xN ) ∈
supp(Jβ) ✇❡ ❤❛✈❡ |xi − xj | > R ∀i ∈ C0, j ∈ C1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡

∑

β∈D2
N

J2
β ≡ 1 ✭✼✳✾✮

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ R✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❘✉❡❧❧❡✲❙✐♠♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ s❡❡ ❬✶✸✱ ♣✳✸✷❪ ❢♦r t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❦❡t❝❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲r✐❣♦r♦✉s ✇❛②✳
❙❡❡ ❬✶✸❪ ❢♦r t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ♦r ❈❤❛♣t❡r ❆ ❢♦r
❛ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ σess(HZ
N ) ⊇ [Σ,∞) ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲❡②❧

s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥② λ ∈ [Σ,∞)✳ ❋♦r t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐❞❡❛ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❍✉♥③✐❦❡r ❬✷✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐❞❡❛s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ ✇❛②✳

❋♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② Σ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ C∞

0 (R3N ) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ǫ > 0

‖(Hβ − Σ)φ‖ ≤ ǫ ✭✼✳✶✵✮

s✐♥❝❡ C∞
0 ❧✐❡s ❞❡♥s❡ ✐♥ L2✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ r❛✐s❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❜②

t❤❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❢❛❝t♦r λ − Σ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✭✉♥✐t❛r②✮ tr❛♥s❢♦r♠ e−iµxj

t♦ ❛ st❛t❡✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ jt❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t µ2✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤✐s ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠ e−iµxj ✇❤✐❝❤
✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s❤✐❢t ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Hβ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ λ✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡
✇✐❧❧ ✧♠✐♠✐❝✧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r C0
♠♦✈❡ ❛✇❛② t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r C0 ❜②
s♦♠❡ ✈❡❝t♦r a ∈ R3 ❧❡❛✈❡s ❛❧❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Iβ ✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t −∆ ✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❚♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s❤✐❢t ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ t♦ φ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ψ0 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② λ✳ ❇② t❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s❤✐❢t ✭✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛❝❡✮
t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r C0 ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (ψl)l∈N

♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ‖(Hβ − λ)ψl‖ → 0✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ‖Iβψl‖ → 0 s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ ❜✐❣❣❡r s❤✐❢ts ✭|al−1| < |al|✮ ❝❛✉s❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ✇❡❛❦❧②
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦✱ t❤✉s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❲❡②❧✬s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋♦r ❛ r✐❣♦r♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ❛ s✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦✱
s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ❆✳ ❋♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s❡❡ ❬✸✽❪✳

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ σess(H) ⊆ [Σ,∞) ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✼✮✱ t♦ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ L2(R3N ) ✭♦r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤✐s s♣❛❝❡✮ t♦ ❣❡t

HZ
N =

∑

β∈D2
N

J2
βH

Z
N

=
∑

β∈D2
N

JβH
Z
NJβ −

∑

β∈D2
N

Jβ(H
Z
NJβ − JβH

Z
N ).

✭✼✳✶✶✮

✸✸



❙✐♠✐❧❛r❧②✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ HZ
N =

∑

β∈D2
N
HZ
NJ

2
β ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t✐❡s

✇❡ ♦❜t❛✐♥

HZ
N =

∑

β∈D2
N

JβH
Z
NJβ +

1

2

∑

β∈D2
N

[Jβ , [Jβ , H
Z
N ]] ✭✼✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jβ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤✉s

[Jβ , [Jβ , H
Z
N ]] = [Jβ , [Jβ ,−∆]] = −2|∇Jβ |2. ✭✼✳✶✸✮

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✼✳✶✷✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✼✳✶✸✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ■▼❙ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r ■s♠❛❣✐❧♦✈✱ ▼♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ s❡❡ ❬✶✸✱ ♣✳✷✽❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

❲❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✧♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✧ J2
βIβ ❛♥❞

∑N
j=1(∇jJβ)

2 ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
HZ
N ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✧❣❡♥t❧❡✧ s♦ t❤❛t t❤❡② ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱

✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

σess(H
Z
N ) = σess(Hβ) ⊆ [Σ,∞). ✭✼✳✶✹✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r J2
βIβ ✐s ✧s♠❛❧❧✧✱ s✐♥❝❡ ❜② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞

t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r R ✐♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J2
βIβ ∼ R−1✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∇Jβ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t
|∇Jβ |2max ∼ CR−2 ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ❧❡tt✐♥❣ R t❡♥❞ t♦
✐♥✜♥✐t② ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛s ✐t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ ✭✼✳✶✹✮✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ②✐❡❧❞ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✼✳✻✮ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠✳ ❖♥❡ ♥♦t❛❜❧❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ Σ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦❢ σess(HZ

N ) ✐s ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ

N−1✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ N − 1 ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
❡①❝✉rs✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉✲
❧❛t❡❞ ❛s ❛ r❛t❤❡r ✈❛❣✉❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠♦r❡
❞❡♠♦♥str❛t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳

✼✳✷✳ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
s♣❛❝❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t✇♦ ❛t♦♠s
❛t ❛ ✧r❡❛s♦♥❛❜❧② ❧❛r❣❡✧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✳ ❋r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛t♦♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t
❝❧❡❛r✿ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✧♠♦✈❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✧✱ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛t ❛♥②
❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❡✈❡♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡✐♥❣ ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤✲♦t❤❡r ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ✉♥✐t② ❝♦♠❡s ✐♥ ❤❛♥❞②✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ψ ∈ L2(R6) ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ 2e ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈ C1(R3; [0, 1])
✇✐t❤

u(z) :=

{
1 ✐❢ |z| ≤ R
0 ✐❢ |z| > 2R

✭✼✳✶✺✮
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t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ v ∈ C1(R3; [0, 1])✱ s✉❝❤ t❤❛t u2 + v2 ≡ 1✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ♦♥ R6 ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s

J1(x1, x2) := u(x1)u(x2)

J2(x1, x2) := u(x1)v(x2)

J3(x1, x2) := v(x1)u(x2)

J4(x1, x2) := v(x1)v(x2).

✭✼✳✶✻✮

❖❜✈✐♦✉s❧②
∑
J2
i = 1 ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ L2(R6) ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t

‖ψ‖2 = 〈
4∑

i=1

J2
i ψ, ψ〉 =

4∑

i=1

〈Jiψ, Jiψ〉 =
4∑

i=1

‖Jiψ‖2. ✭✼✳✶✼✮

❱❡r② ❝r✉❞❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ J1ψ ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ψ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❡①♣❡❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s ♣❛rt s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ♣❛rts J2ψ ❛♥❞ J3ψ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❤❛✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ He+ ✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H2
2 t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ st❛t❡ ψ ∈ L2(R6) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 〈ψ,H2
2ψ〉✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ ✉♥✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t

〈ψ,H2
2ψ〉 =

4∑

i=1

〈Jiψ,H2
2Jiψ〉+

4∑

i=1

|∇Ji|2. ✭✼✳✶✽✮

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ r♦✉❣❤❧② ✇❤❛t
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ♦❢ Jiψ s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ❇✉t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❆s ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✱ t❤❡
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

✼✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s✳
❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❡
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣②✳

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ
N ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✼✳✸✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤

❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥s✳
●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛s❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ σdisc(HZ
N )✱ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✱

❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛❧❧
❝❛s❡s✳

❋♦r ❛t♦♠s✱ t❤❛t ✐s ❢♦r N = Z✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HZ
Z ✐s

✐♥✜♥✐t❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❩❤✐s❧✐♥✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s❡❡
❬✸✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳■■■✳✼❪✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸ ✭❩❤✐s❧✐♥✬s t❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t HZ(M) ❜❡ ❛♥ ✧❛t♦♠✐❝✧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

HZ(M) =

Z∑

j=1

(

−∆j

2m
− Z

|xj |

)

+
∑

1≤i<j≤Z

(∇i · ∇j

M
+

1

|xi − xj |

)

✭✼✳✶✾✮
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✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ M t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ ❛ s②st❡♠✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♠♦t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳
❚❤❡♥ σdisc(H

Z(M)) ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

❘❡♠❛r❦ ✼✳✹✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ σdisc(H
Z
Z )✱ ❜② ❧❡tt✐♥❣ M → ∞ ❛♥❞

r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
HZ
Z ✐♥ ✭✼✳✸✮✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t
t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s s❤♦✉❧❞ ♦✉ts❝❛❧❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❝❛✉s✐♥❣
♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ s❝❛tt❡r t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ Nmax(Z)✱ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z ❝❛♥ ❜✐♥❞ ❜❡❢♦r❡
♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❤✉r❧❡❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ❘✉s❦❛✐✲❙✐❣❛❧ t❤❡♦r❡♠✱ s❡❡ ❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✺❪
♣r♦✈❡s t❤❛t t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ Nmax(Z) ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r N > Nmax(Z)
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ HZ

N ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❘✉s❦❛✐✲❙✐❣❛❧ t❤❡♦r❡♠ ❛❧s♦
❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

lim sup
Z→∞

Nmax(Z)

Z
≤ 2. ✭✼✳✷✵✮

❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ♥♦t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞ s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❢t❡r ❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✺❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ▲✐❡❜ t❤❛t ②✐❡❧❞s Nmax(Z) < 2Z + 1 ②✐❡❧❞s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❝r✐t✐✈❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦♥❧② ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥✳ ■♥ ♥❛t✉r❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t②
♦❢ ✐♦♥s ❞♦❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 2✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ Nmax(Z)
✐♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ❛r❡ ❛❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✸❪ t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s Nmax(Z) ≤ Z+1 ♦r Nmax(Z) ≤ Z+2✱
❢♦r ❛❧❧ Z ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Z = 1✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡
❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❜② ◆❛♠✱ s❡❡ ❬✸✸❪✳ ■t ✐s
❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ✧❜♦s♦♥✐❝✧ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜② ❇❡♥❣✉r✐❛ ❛♥❞
▲✐❡❜ ❬✶✵❪ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ tr✉❡ ❢♦r ❜♦s♦♥✐❝ ♠❛tt❡r✳
❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥❡✉tr❛❧✐t② ♦❢ ❛t♦♠s

lim sup
Z→∞

Nmax(Z)

Z
= 1 ✭✼✳✷✶✮

❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❜② ▲✐❡❜✱ ❙✐❣❛❧✱ ❙✐♠♦♥ ❛♥❞ ❚❤✐rr✐♥❣ ❬✷✻❪✳ ❋❡✛❡r♥❛♠✱ ❙❡❝♦ ❬✶✺❪ ❛♥❞
❙❡❝♦✱ ❙✐❣❛❧✱ ❙♦❧♦✈❡❥ ❬✹✶❪ s❤♦✇ t❤❛t

Nmax(Z) ≤ Z + CZ
5
7

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛t♦♠s✳ ❋♦r ✧♠❡❞✐✉♠✧ ❛t♦♠s ✇✐t❤ Z ≥ 6
t❤❡ ❜♦✉♥❞

Nmax(Z) < 1.22Z + 3Z
1
3

❜② ◆❛♠ ❬✸✹❪ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❜② ▲✐❡❜✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ HZ

N ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥s ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❣❡ e(Z −N) ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✸✱ ➓✸✳✾❪ ❛♥❞ ❡①❝❡❡❞s
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s
N ≤ Z ❝❛♥ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② ❛ r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❝❤❛♣t❡r✳

✼✳✹✳ ❊♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛
st❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ HZ

N ❢♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s
✭N ≤ Z✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ σdisc(H

Z
N ) ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❛♥❞

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ
N ✐s s❡♠✐✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
✸✻



❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
s♣❛❝❡✳

❇② ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤
N ≤ Z ✇❡ ❣❡t t❤❛t

inf σess(H
Z
N ) = inf σ(HZ

N−1).

❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥s HZ

k ✱ ❢♦r k = 1, · · · , Z✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
♦❢ HZ

k , k < Z ✐♥ L2(R3k) ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡ ✐♥ L2(R3(k+1)) s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r✱ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✺✳ ▲❡t HZ
N ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✼✳✸✮✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② N ≤ Z t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✳

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢✱ ❜✉t tr② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ ✇❛②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦r ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞
r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢ t❤❡r❡♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✸✱ ➓✸✳✾❪✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

µZk := inf σ(HZ
k ) ❛♥❞ ΣZk := inf σess(H

Z
k ).

❋♦r k = 1 t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✸✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❳■■■✳✻❪✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ✜①❡❞ k < Z✳ ❲❡ ♣✐❝❦
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ φ(x1, · · · , xk) ∈ C∞

0 (R3k)✱ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥
❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s δR, δ < 1 ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ µZk
✇✐t❤

〈φ, (HZ
k − µZk )φ〉 ≤ d(δR) ✭✼✳✷✷✮

❢♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ d(δR)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❡❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ✜①❡❞ δ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ d(δR)
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❢♦r ❜✐❣ R✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

HZ
k+1 = HZ

k − ∆k+1

2
− e2Z

|xk+1|
+

k∑

j=1

e2

|xj − xk+1|
. ✭✼✳✷✸✮

❲❡ ❛✐♠ t♦ ✜♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s s♠❛❧❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st
t❤r❡❡ t❡r♠s ✐♥ ✭✼✳✷✸✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ C∞

0 (R3)
t❤❛t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ 1 < |xk+1| ≤ 2 ✭✐♠❛❣✐♥❡ ❛ s♠♦♦t❤ ✧❜✉♠♣✧ ♦♥
[1, 2] ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ f ✱ t❤❛t ✐s s♣r❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
R < |xk+1| ≤ 2R ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠ ❛s f ✿

fR(xk+1) := R− 3
2 f
(xk+1

R

)

. ✭✼✳✷✹✮

◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✼✱ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ fR ✐s

〈fR,−∆k+1fR〉 ∼ CR−2.

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② HZ
k ❛♥❞ φ✳ ❙✐♥❝❡

k < Z t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ (k+1)st ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡
♦❢ ♦r❞❡r ∼ −cR−1 ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t δ < 1

Z ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② tr✉❡✱
s✐♥❝❡ ❜♦t❤ φ ❛♥❞ fR ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
t❤❛t s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ R✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❜♦✉♥❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞
❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ❇✳

❇② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡

ψR(x1, · · · , xk+1) := φ(x1, · · · , xk)fR(xk+1) ✭✼✳✷✺✮
✸✼



②✐❡❧❞s ❛♥ ❡♥❡r❣②

〈ψR, (HZ
k+1 − µZk )ψR〉 . d(δR) +

C

R2
− c

R
. ✭✼✳✷✻✮

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t t♦ s❤♦✇ t❤❛t d(δR) ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ − c
R ❢♦r ❧❛r❣❡ R

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥
t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t d(δR) ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ✐♥ R✳

✼✳✺✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❛t ❢♦r ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♥✉❝❧❡✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳ ■t ✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ s✐♥❝❡ st❛t❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s❡♥t
❢❛r ❛✇❛② ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛❧ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠✳ ❆ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s s♠❛❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧❡❛✈✐♥❣
❛♥❞ r❡✲❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧
✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ❢♦r ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ②✐❡❧❞s ✐♥ t✉r♥ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② st❛t❡✳

❖♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❆❣♠♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❬✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✹❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ✇❛② ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✻ ✭❆❣♠♦♥✮✳ ▲❡t HZ
N ❜❡ t❤❡ ◆✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ✭✼✳✸✮ ❛♥❞ ❧❡t φ ❜❡

❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ < ΣZN = inf σess(H
Z
N ) ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡

β > 0 ✇✐t❤ β2 < ΣZN − λ✳ ❚❤❡♥

‖e−β2|x|φ‖2 ≤ C

(
1

ΣZN − λ− β2

)

‖φ‖2 ✭✼✳✷✼✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✭✼✳✷✼✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ❢❛st❡r
t❤❛♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛r✲
t✐❝❧❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦r HZ

N ✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r −∆ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳

✼✳✻✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r −∆ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡
❢❛♠♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ❊✐♥st❡✐♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

Etot =
√

p2c2 +m2c4 ✭✼✳✷✽✮

♣♦st✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛ss m ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♠♦✈✐♥❣ ❛t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c✳ ❇② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t r❡st E0 = mc2 ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r

Trel(p) :=
√

p2c2 +m2c4 −mc2. ✭✼✳✷✾✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ s❡❡ ❬✷✺✱ P❛rt ❱■■❪✳ ❋♦r s♠❛❧❧

♠♦♠❡♥t❛ p✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Trel ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ p2

2m ✱ ✇❤❡r❡❛s
✸✽



❢♦r ❧❛r❣❡ ♠♦♠❡♥t❛ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s ❧✐❦❡ |p|✳ ❇② ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② v ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② T (p) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

v =
d

dp
T (p) ✭✼✳✸✵✮

❛♥❞ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r Trel(p) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✷✾✮ ✇❡ ❣❡t

vrel =
pc2

√

p2c2 +m2c4
. ✭✼✳✸✶✮

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t vrel
p→∞−−−→ c, ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥t♦ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s st✐❧❧ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ✉♥s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r p2

2 ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
√

p2c2 +m2c4 −mc2✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡
❧❛tt❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❛s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦r s②st❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ s②st❡♠✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ✇❡ ❤❛✈❡
Trel =

√

p2 + 1 − 1✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② HZN t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ

N ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✸✮✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

H
Z
N :=

N∑

j=1

(√

p2j + 1− 1− e2Z

|xj |

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
. ✭✼✳✸✷✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HZN ✳ ❚❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❡ss❡♥t✐❛❧✮ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❖♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ✜rst ❜❡✐♥❣ t❤❛t Trel ✐s ♥♦t ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Trelψ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t x ∈ R3 ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r♦✉♥❞ x✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐ t❤✐s
♠❡❛♥s✱ t❤❛t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ st❛t❡✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡
❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❧❡✈❛♥t
❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞
♠♦❞✐❢② t❤❡ st❛t❡ ✧❢❛r ❛✇❛②✧ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
st❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐❢ t❛❦❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ s♣r❡❛❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✼✳✷✹✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ❣❡t ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❈♦♠♣❛r❡
❛❧s♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✼✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZN ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍❡r❜st
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❍❡r❜st ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ st✉❞② t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐♥ ❬✶✾❪ ❤❡ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ1 ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡ ❛t♦♠✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t❧② r❡❛❧✐③❡❞
♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ H1/2(R3) ✐❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s
s❛t✐s✜❡s Z ≤ 2

απ ≈ 87✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♣♣❡❛rs✱ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

✸✾



HZ
N ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ▲✐❡❜ ❛♥❞ ❨❛✉ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

HZ
N ✐s st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Zi ≤ 2

απ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, · · · ,M ✳ ❍❡r❡✱ st❛❜✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✼✳

❆ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❝♦♠♣❛r❡
✭✼✳✶✷✮ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ■▼❙ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✮✳ ❲❡ ❝❛♥
✉s❡ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r T
❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② {Jβ} ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∑

β

Jβ [T, Jβ ]. ✭✼✳✸✸✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞
✐♥t❡r❝❤❛♥❣❛❜❧② ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞

∑

β

〈ψ, Jβ [T, Jβ ]ψ〉

✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ st❛t❡
ψ✳ ❙❡tt✐♥❣ T = −∆ ✐♥ ✭✼✳✸✸✮ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r |∇Jβ |2 ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ 0 < Jβ < 1✳ ❇② ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②
✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Trel
t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♣❡r❛t♦r✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❡♥❡r❣②✮ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ✭✇✐t❤ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✮ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss
♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HZN ✇❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✲
✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ s❤♦rt❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts t♦ t❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t s❡tt✐♥❣ ✐s t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
t❤❡s✐s✳

✼✳✼✳ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ t♦ s✉❜s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐
❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❛t t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛♣t❡r ●✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧ ♦♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r
✐t✬s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t s❤❛❧❧ s✉✣❝❡ t♦ st❛t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✐♥ ❜❡tt❡r
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡❛❧✐t②✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
s✉❜s♣❛❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t s✉❜✲
s♣❛❝❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❣❡t ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧

✹✵



❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ t❤✉s ✧✉♥❡♠❜❡❞✧ ✭♦r ✐s♦❧❛t❡✮ ❝❡rt❛✐♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ✜♥✐t❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♥❥♦② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
s❤♦✇♥ ❢♦r st❛t❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❧✐❦❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✳

■♥ ❬✺✵❪ ✐t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥
HZ
N ❛♥❞ ❢♦r N ≥ 4 ✧❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ s②♠♠❡tr② ❧✐❡

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
♦♣❡r❛t♦r H✧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✧r❡❛❧✐③❛❜❧❡ s②♠♠❡tr②✧ r❡❢❡rs t♦ ❛ st❛t❡s t❤❛t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ✧t❤❡ ❝♦♥t✐♥♦✉s s♣❡❝tr✉♠✧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ st❛t❡ s♣❛❝❡✳ ❙t✉❞②✐♥❣
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ t♦♦❧s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱
✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❝♦r❡
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ st✉❞② t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❤❛✈❡ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ s♣❡❝tr❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝
❝❛s❡✱ ♦r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✐♥ ❛ ♥♦♥r✐❣♦r♦✉s ✇❛②✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦
s❡r✈❡ ❛s ❛ ❣✉✐❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐t❛t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦ t❤✐s t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❜str✉❝ts t❤❡ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧s✳

✽✳ ❚❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✲ ▲♦♥❞♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❚❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡ ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■t ✐s ❛
❦❡② ❛s♣❡❝t ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♥❞✐♥❣s✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ✈❛♥
❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❢r♦♠ ✈❛♣♦r✱ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉◆❆✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦
❢♦r♠ ❣r❛♣❤✐t❡✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✛♦rts ✐♥ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡✳ ❋♦r
❢✉rt❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✱ s❡❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❬✸❪✳

▲❡t ✉s ♥♦t❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ t❡r♠
✧✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡✧✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ✧✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡✧✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠♦♥♦✲ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ❛♥❞
t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t
✇❡ ✇✐❧❧ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥ ✭✈❞❲✲▲✮ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆♥
✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣♦❧❛r✐t②✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ ❛t♦♠s ✐s t❤❛t
t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s ✇✐❧❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❡✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣
✧q✉❛s✐✲❞✐♣♦❧❡s✧✱ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❡♠♣♦r❛r②✱ ♥♦♥✲♣❡r♠❛♠❡♥t ♦r ✐♥❞✉❝❡❞
❞✐♣♦❧❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤✲♦t❤❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❛❜✉s✐✈❡❧② ❝❛❧❧ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❡ ✈❞❲✲▲ ❢♦r❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❞❲✲▲
❢♦r❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠✉❧t✐♣♦❧❡s✳

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r✐❣♦r♦✉s r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✲
✐♥❣ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡✳ ■♥ ❬✷✾❪✱ ❏✳ ❉✳ ▼♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❇✳ ❙✐♠♦♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛s✲
②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛t♦♠s ✇✐t❤ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s O(|D|−6)✱
✇❤❡r❡ |D| ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐✳

✹✶



❆♥♦t❤❡r r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ ❜②
❊✳ ❍✳ ▲✐❡❜ ❛♥❞ ❲✳ ❊✳ ❚❤✐rr✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s❤♦✇
t❤❛t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛t♦♠s ✇✐t❤♦✉t ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣♦❧❛r✐t② ✐s ❛t ❧❡❛st
−C|D|−6 ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ■✳ ❆♥❛♣♦❧✐t❛♥♦s ❛♥❞ ■✳ ▼✳ ❙✐❣❛❧ ✐♥ ❬✸❪✱ ✇❤♦ ♦❜t❛✐♥
✉♥❞❡r s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r |D|−6

❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r O(|D|−7)✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥❧② ❤♦❧❞ ❢♦r ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r

❤❡❛✈② ❛t♦♠s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥
❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✸❪ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ ✐ts
❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦♥ t❤❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✲❙❝❤✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣✉r❡❧② ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺❪ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ♦❢
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦rs ♥❡❛r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
s♣❡❝tr✉♠✳

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❣❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✮ s②st❡♠✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t❤❡ s❛♠❡✱ ❜✉t ✐s♦❧❛t❡❞ ✭♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✮ ❛t♦♠s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐❛t♦♠✐❝ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥
✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ |D| ✧❛r♦✉♥❞✧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s②st❡♠✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❬✸❪✱ ✇❡ ❣❡t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞
❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r t❡r♠s ✐♥ ❜♦t❤✱ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❡r♠s ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r |D|−9 ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡♥❡r❣② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r
❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❢ ♦r❞❡r |D|−9 ✐s ③❡r♦✱ ❢♦r t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t✳ ❙❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✐♥ t❤❡ r❡♠❛r❦s ❛❢t❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹✳

✾✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ −e ❛♥❞ s♣✐♥ 1
2 ✱ ❛♥❞ M

♣♦✐♥t✇✐s❡ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡s eZl ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s Xl ✐♥ R3✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♣♣♦s❡
t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✭❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s
♥❡✉tr❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t

∑M
l=1 Zl = N ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s

H :=

N∑

i=1

(

Ti −
M∑

l=1

e2Zl
|xi −Xl|

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
+

∑

1≤k<l≤M

e2ZkZl
|Xk −Xl|

✭✾✳✶✮

✇✐t❤ k✲t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r

Tk :=

{ √

p2k + 1− 1 ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡
p2k
2 ✐♥ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡

✭✾✳✷✮

❛♥❞ ❢♦r♠ ❞♦♠❛✐♥ H1/2(R3N ) ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ H1(R3N ) ✐♥ t❤❡
♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❆s ✉s✉❛❧ pk = −i∇xk

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ k✲t❤
❡❧❡❝tr♦♥✳ ■❢ Tk ✐s ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ Zle2 ≤ 2

π , ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s s❡♠✐✲❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ s❡❡ ❬✶✹✱ ✷✽❪✳

■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❝❛s❡ Tk =

√

p2k + 1 − 1 ✭s❡❡ ❬✶✾❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡

r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r Tk =
p2k
2 ❧✐❦❡✇✐s❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✱

✐✳❡✳ c = ~ = m = 1✳
✹✷



❚❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ N ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ P❛✉❧✐✲
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐s t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ N ❝♦♣✐❡s ♦❢ L2(R3;C2)✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ s♣❛❝❡

∧N
L2(R3;C2) ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥

⊗N
L2(R3;C2) t❤❛t ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s (xi, si)
❛♥❞ (xj , sj)✱ ❢♦r i 6= j✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞♦❡s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi✱
❜✉t ♥♦t ♦♥ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s si✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r H t♦ ❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
∧N

L2(R3;C2) ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❡✱ t❤❛t ✐s✱
♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ HFermi ❞❡✜♥❡❞ ❜②

HFermi :=
{

〈s,Ψ〉spin|Ψ ∈
N∧

L2(R3;C2), s :
{

− 1

2
,
1

2

}N

→ C
}

✭✾✳✸✮

✇❤❡r❡

〈s,Ψ〉spin :=
∑

s

s̄(s1, · · · , sN )Ψ(x1, s1, · · · , xN , sN ).

◆♦t❡ t❤❛t HFermi ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2(R3N )✳
❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ✐♠♣❧✐❡s ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❢t❡r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s tr❛♥s❢♦r♠
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❨♦✉♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬✶✽✱ ➓ ✼✳✸✳❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝
✉♥❞❡r tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♣✐♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛tt❛✐♥ t✇♦
✈❛❧✉❡s✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t SN ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ N ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r ❛♥②
π ∈ SN ❧❡t Tπ : HFermi → HFermi ✇✐t❤

Tπψ(x1, · · · , xN ) := ψ(xπ−1(1), · · · , xπ−1(N)) ✭✾✳✹✮

❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t r❡❛❧✐③❡s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡t α ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ❛♥❞ Pα t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs Tπ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♣❛❝❡ HFermi ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s Hα := PαHFermi s✉❝❤ t❤❛t

HFermi =
⊕

α∈A

Hα, ✭✾✳✺✮

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ ❛ ❨♦✉♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r s✉❝❤ α✱ ✇❡
❤❛✈❡ PαHFermi = PαL2(R3N )✳ ■♥ ❢❛❝t✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s
PαL2(R3N ) ❣✐✈❡s ✉s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥
HFermi✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞ ❧❡t

Hα := HPα ✭✾✳✻✮

❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ Hα ❛♥❞

Eα(X1,··· ,XM ) := inf σ(Hα). ✭✾✳✼✮

■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❛t ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Eα(X1,··· ,XM ) ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛t♦♠s✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐✳❡✳
M = 2✳

✹✸



✾✳✶✳ ❉✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ▲❡t C ( {1, · · · , N}, C 6= ∅ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✉❜s②st❡♠
♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ N ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ R(C) ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs
(xi)i∈C ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s♣❛❝❡ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ R3♯C ✱ ✇❤❡r❡ ♯C ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ C✳ ❲❡ ❧❡t L2(R(C)) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ L2✲❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ R(C)✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② L2(R(C))⊥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ L2(R3N )
♦❢ L2(R(C))✳

❋♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ ❝❤❛r❣❡ eZ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

H̃Z
C :=

∑

i∈C

Ti −
∑

i∈C

e2Z

|xi|
+
∑

i,j∈C
i<j

e2

|xi − xj |
✭✾✳✽✮

❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2(R(C))✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ L2(R(C))⊥ t♦ ❛♥
♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L2(R3N )✳ ■♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ H̃Z

C ❢♦r
❜♦t❤✱ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2(R(C)) ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2(R(C))⊕ L2(R(C))⊥✳

▲❡t S(C) ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ C✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② S(C) ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣
♦❢ SN ✳ ❈♦♥s✐❞❡r αC t♦ ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ S(C)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✶✳ ❋♦r α ❛ t②♣❡ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SN ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t α′
C ✐s

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② α ❛♥❞ ✇r✐t❡ α′
C ≺ α✱ ✐❢ α′

C ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ α t♦ S(C)✱
s❡❡ ❬✶✽✱ ♣✳ ✾✹✲✾✽❪✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ s♣❛❝❡ HFermi ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡s Hα✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋❡r♠✐ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2(R(C)) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s♣❛❝❡s

PαCL2(R(C))

✇❤❡r❡ αC r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ S(C) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❨♦✉♥❣
♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛t ♠♦st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β = (C1, C2) ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠
{1, · · · , N} ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs C1 ❛♥❞ C2 s✉❝❤ t❤❛t C1 ∪C2 = {1, · · · , N} ❛♥❞ C1 ∩C2 = ∅✳
❉❡✜♥❡ D2

N ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ C1✱ ♯C1 = Z1 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ C2✱ ♯C2 = Z2 ✇✐❧❧ ❜❡
❝❛❧❧❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Dat ⊂ D2

N ✳
❋♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β = (C1, C2) ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

Iβ :=
∑

i∈C1

−e2Z2

|xi −X2|
+
∑

j∈C2

−e2Z1

|xj −X1|
+
∑

i∈C1
j∈C2

e2

|xi − xj |
+

e2Z1Z2

|X2 −X1|
✭✾✳✾✮

❛♥❞ s❡t t❤❡ ❝❧✉st❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Hβ t♦ ❜❡

Hβ := H − Iβ . ✭✾✳✶✵✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Hβ ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ❞♦
♥♦t ✐♥t❡r❛❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ β ∈ D2

N ✇❡ ❤❛✈❡ L2(R(C1))⊥ = L2(R(C2)) ✳ ❚❤❡
s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s Sβ := S(C1)×S(C2) ⊂ SN ✱ t❤❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ✐♥t❛❝t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❙✐♥❝❡ Sβ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s αβ ♦❢ Sβ ❛r❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝ts t♦♦✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α′

β ≺ α ♦❢ Sβ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡
♣❛✐r α′

C1
≺ α ❛♥❞ α′

C2
≺ α s✉❝❤ t❤❛t

α′
C1

⊗ α′
C2

∼= α′
β , ✭✾✳✶✶✮

✹✹



s❡❡ ❬✶✽✱ ♣✳ ✶✶✵✲✶✶✹❪✳ ❲❡ t❛❦❡ Pα
′
β t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ HFermi ♦♥t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

s②♠♠❡tr② t②♣❡ α′
β ✳ ▲❡tt✐♥❣

H
α′

β

β := HβP
α′

β ❛♥❞ Hα
β :=

∑

α′
β≺α

H
α′

β

β , ✭✾✳✶✷✮

✇❡ ❞❡✜♥❡
µαβ := min

α′
β≺α

inf σ(H
α′

β

β ) ✭✾✳✶✸✮

❛♥❞
µα := min

β∈D2
N

µαβ . ✭✾✳✶✹✮

❇② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦rM = 2✱ Eα(X1,X2)
♦♥❧②

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ |D|✱ ✇❤❡r❡ D := X2 −X1✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ Eα|D| ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Eα(X1,X2)
✳ ■♥

❜♦t❤✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡
t❤❛t µα = lim|D|→∞Eα|D|✳

❋♦r s♦♠❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t X ∈ R3✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ R3N ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♥✐t❛r② s❤✐❢t ❜② X ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛s

U (i)
X :

{
L2(R3N ) → L2(R3N )

U (i)
X ϕ(x) 7→ ϕ(x1, · · · , xi−1, xi +X,xi+1, · · · , xN ).

✭✾✳✶✺✮

❋♦r β = (C1, C2) ∈ D2
N ❛♥❞ X1, X2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡

s❤✐❢t ♦♣❡r❛t♦rs
Uβ :=

∏

i∈C1

U (i)
X1

∏

j∈C2

U (j)
X2
. ✭✾✳✶✻✮

❲❡ s❡t
H̃β := UβHβU∗

β . ✭✾✳✶✼✮

◆♦t❡ t❤❛t H̃β ✐s ✉♥✐t❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Hβ ❛♥❞

H̃β = H̃Z1

C1
+ H̃Z2

C2
.

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r β ∈ D2
N t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f2, f3 ∈ C∞(R3N ) ❛s

f2(x) :=
∑

i∈C1
j∈C2

−e2
(
3(xi · eD)(xj · eD)− xi · xj

)
, ✭✾✳✶✽✮

f3(x) :=
∑

i∈C1
j∈C2

e2

2

(

3(xi − xj) · eD
[
2(xi · xj)− 5(xi · eD)(xj · eD)

]

+ 3|xi|2(xj · eD)− 3|xj |2(xi · eD)
)

,

✭✾✳✶✾✮

✇❤❡r❡ eD := D
|D| ✱ ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ X1 t♦ X2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥s f2, f3 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β✳
❋♦r ♥♦✇✱ ❧❡t ✉s ✜① ❛♥② β ∈ Dat✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ t❤❛t µα ✐s ❛

❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Hα
β ✳ ❇② ✉♥✐t❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ µα ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

♦❢
H̃α
β :=

∑

α′
β≺α

H̃
α′

β

β :=
∑

α′
β≺α

H̃βP
α′

β ✭✾✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ✐s ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s α′
β ≺ α✳ ❉❡♥♦t❡ ❜②

W̃α
β ⊂ Hα t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ♦❢ H̃α

β ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ µα ❛♥❞ ❧❡t

a1(β) := max
φ∈W̃α

β

‖φ‖=1

‖(H̃β − µα)−
1
2 f2φ‖2. ✭✾✳✷✶✮

✹✺



❆❧t❤♦✉❣❤ µα ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ H̃β t❤❡ ✈❛❧✉❡ a1(β) ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ f2φ ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡✱ s❡❡ ▲❡♠♠❛ ❊✳✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Ṽαβ ⊂ W̃α

β

❛s t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ φ s✉❝❤ t❤❛t ‖(H̃β − µα)−
1
2 f2φ‖2 = a1(β) ❛♥❞

a2(β) := max
φ∈Ṽα

β

‖φ‖=1

‖(H̃β − µα)−
1
2 f3φ‖2. ✭✾✳✷✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ▲❡♠♠❛ ❊✳✷ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧s♦ a2(β) ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❉✉❡ t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr②✱ ❢♦r ❛♥② β1, β2 ∈ Dat ✇❡ ❤❛✈❡ a1(β1) = a1(β2) ❛♥❞ a2(β1) = a2(β2)✳
❍❡♥❝❡ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t β ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇r✐t❡ a1 ❛♥❞ a2 t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❋♦r ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ✭❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮✳ ▲❡t α ❜❡ ❛♥
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SN ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❨♦✉♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦
❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿
✶✮ ❋♦r ❛❧❧ β ∈ D2

N \ Dat

µαβ > µα.

✷✮ ❋♦r ❡❛❝❤ β ∈ Dat ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α∗
β ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ Sβ ✇✐t❤

α∗
β ≺ α s✉❝❤ t❤❛t Pα

∗
βW̃α

β 6= ∅✱

dim(Pα
∗
βW̃α

β ) = dimα∗
β .

❚❤❡♥

Eα|D| − µα = − a1
|D|6 − a2

|D|8 +O(|D|−10) ✭✾✳✷✸✮

✇❤❡r❡ a1 ❛♥❞ a2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✾✳✷✷✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❘❡♠❛r❦s ✾✳✸✳

• ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✮ ❛♥❞ ✷✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦
❬✸❪ ❜② ■✳ ❆♥❛♣♦❧✐t❛♥♦s ❛♥❞ ■✳ ▼✳ ❙✐❣❛❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Eα|D| − µα ✐♥ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ♦r❞❡r

O(|D|−7)✳
• ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧②✳ ■t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ Eα|D| − µα

✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❛②s ❧✐❦❡ |D|−1 ❛♥❞ ✐s t❤✉s
♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✉♣❧❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ❛t♦♠s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s tr✉❡✱ s❡❡
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❬✸❪✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ❍ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

• ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❞❲✲
▲ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■t ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡
❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ H̃α

β

♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SO(3) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 0✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H̃α
β ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♦♥s R ∈ SO(3)✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛♥②

❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ Pα
′
βW̃α

β t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ TRφ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠✲

♠✉t❡✱ t❤✉s TRφ ∈ Pα
′
βW̃α

β ✳ ❙♦ ❜② ❬✶✽✱ ➓✸✳✶✾❪ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Pα
′
βW̃α

β ✐s

❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ α′
β ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ SO(3) ❣r♦✉♣✳ ❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ dim(Pα
′
βW̃α

β ) = dimα′
β s♦

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SO(3) ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ φ
✐s ♦♥❡✳ ❙♦ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 0✳

✹✻



• ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Eα|D| − µα ✉♣ t♦ ❛r❜✐tr❛r②

♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ |D|✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♦❞❞ ♣♦✇❡rs |D|−7 ❛♥❞ |D|−9 ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❛♥❞ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❡✇ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡
♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡✳

• ■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s f2✱ f3 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ a1 ❛♥❞
a2✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r eD✳ ❇② t❤❡ SO(3) s②♠♠❡tr② ♦❢ H̃β ❛♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
✷✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a1 ❛♥❞ a2 ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ eD ✐♥ ✭✾✳✶✽✮ ❛♥❞
✭✾✳✶✾✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❝t♦r ✐♥ R3✳

• ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f2✱ f3 ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥✲
❞✐① ❉✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ Sβ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥②

✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α′
β ≺ α ♦❢ Sβ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ flP

α′
β = Pα

′
βfl✱ ❢♦r

l = 2, 3✳
• ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✹✼❪ ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
♦❢ H✱ He ❛♥❞ Li ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✾✳✷✸✮✳

❙tr❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ Eα|D| − µα ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s

❝♦✐♥❝✐❞❡ ✉♣ t♦ ❛♥ ♦r❞❡rO(|D|−10)✳ ❚♦ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t
❛ s✉✐t❛❜❧❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t β0 = ({1, · · · , Z1}, {Z1 + 1, · · · , N})✳ ❇② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠✲
♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H̃α

β0 ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ W̃α
β0 ♦❢ H̃α

β0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
❛ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ s✉❜s♣❛❝❡s tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s α′

β0 ≺ α✱ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

W̃α
β0 =

⊕

α′
β0≺α

P
α′

β0 W̃α
β0 .

❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ α∗
β0 ≺ α s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts φ ∈ P

α∗
β0 W̃α

β0 t❤❛t r❡❛❧✐s❡s

t❤❡ ♠❛①✐♠❛ a1 ❛♥❞ a2 ✇✐t❤ ‖φ‖ = 1✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ φ ∈ P
α∗

β0 W̃α
β0 ✇❡ ❞❡✜♥❡

Υ := χo(x)

{

φ(x)− (H̃β0 − µα)−1
(f2(x)

|D|3 +
f3(x)

|D|4
)

φ(x)

}

✭✾✳✷✹✮

✇❤❡r❡ χo(x) ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❡s ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s
|D| 34 ✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❆s ❛ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ Eα|D| − µα ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Υtrial := PαU∗

β0Υ✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝✉t♦✛

❢✉♥❝t✐♦♥ χo(x) ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦♥❧② ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t✳ ❚♦ t❤✐s
❡♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ φ, (H̃β0−µα)−1f2φ✱ ❛♥❞ (H̃β0−µα)−1f3φ✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✳

❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦
t❤r❡❡ ❝❧✉st❡rs β = (C0, C1, C2). ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ❜❡ ❡♠♣t②✳ P❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C0
❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❊❧❡❝tr♦♥s ✐♥ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ X1 ❛♥❞ X2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ❛♣♣❧② ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♣❛❝❡ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s Jβ

✹✼



❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ β✳ ■❢ C0 6= ∅ ♦r ✐❢ C1 ❛♥❞
C2 ❛r❡ ♥♦t ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s β ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Hα′

β ✐s✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ µα ❢♦r ❛❧❧ α′

β ≺ α✳ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ |D|✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

〈Jβψ, (Hα − µα)Jβψ〉 ≥ 0.

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r β ❢♦r ✇❤✐❝❤ C0 = ∅✱ ❛♥❞ (C1, C2) ∈ Dat✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❬✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺❪
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠

〈ϕ, ψ〉1 := 〈ϕ, (H̃β − µα)ψ〉
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♠✐✲♥♦r♠

‖ϕ‖21 := 〈ϕ,ϕ〉1.
❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ st❛t❡ UβJβψ ♦♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✉❜s♣❛❝❡ W̃α

β ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

H̃α
β t♦ ❣❡t

UβJβψ = γ1φ+R
❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛t❡ φ ∈ W̃α

β ✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡st t❡r♠ R ♦♥t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s

φ2 = (H̃β − µα)−1 f2φ,

φ3 = (H̃β − µα)−1 f3φ
✭✾✳✷✺✮

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ 〈·, ·〉1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ❊✳✸ t❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡
✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡ st❛t❡ Jβψ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

Jβψ = U∗
β

(
γ1φ+ |D|−3γ2φ2 + |D|−4γ3φ3 + g

)
✭✾✳✷✻✮

❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g✳ ❲❡ s✉❜st✐t✉t❡ ✭✾✳✷✻✮ ✐♥t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢

(H − µα)Pα = (Hβ − µα + Iβ
)
Pα.

❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ Iβ ❛s ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❛♥❞ ❞♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
γ1, γ2, γ3✱ ✉s✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ‖g‖
✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ γ1, γ2, γ3 ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❤❡♥ ψ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s s♠❛❧❧ ♦♥
φ, φ2✱ ❛♥❞ φ3 ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✳

✾✳✷✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼✲❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✾✳✷✱ st❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ t♦ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❝❛❧❡❞ ❜② ❛
♣❛r❛♠❡t❡r d > 0✳ ❋♦r ❛❧❧ 1 ≤ k < l ≤M ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ Xk −Xl =: dDk,l✱ ✇❤❡r❡ ✈❡❝t♦rs
Dk,l ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r d ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡
♦♣❡r❛t♦r H ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

H =

N∑

i=1

(

Ti −
M∑

k=1

e2Zk
|xi −Xk|

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
+

∑

1≤k<l≤M

e2ZkZl
d|Dk,l|

. ✭✾✳✷✼✮

❲❡ ❧❡t
Eαd := inf σ(Hα) ✭✾✳✷✽✮

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ H r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ Hα = PαHFermi✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ βM := (C1, · · · , CM ) ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠

✐♥t♦ M ❝❧✉st❡rs s✉❝❤ t❤❛t
⋃M
k=1 Ck = {1, · · · , N} ❛♥❞ Ck ∩ Cl = ∅ ❢♦r ❛❧❧ k 6= l✳ ❲❡

❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t DM
N ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡t

H̃βM
:=

M∑

k=1

H̃Zk

Ck
✭✾✳✷✾✮
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✇❤❡r❡ H̃Zk

Ck
❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✾✳✽✮✱ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ L2(R3N )✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr②

❣r♦✉♣ ♦❢ t❤✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s SβM
:= S(C1) × · · · × S(CM ) ⊂ SN ✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ βM ✐♥t❛❝t✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ SβM

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s α′

C ♦❢ S(C)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α′
βM

≺
α ♦❢ SβM

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ M ✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s α′
Ck

≺ α s✉❝❤
t❤❛t

M⊗

k=1

α′
Ck

∼= α′
βM
. ✭✾✳✸✵✮

❲❡ t❛❦❡ Pα
′
βM t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ HFermi ♦♥t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡

✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α′
βM

✳ ▲❡tt✐♥❣ H̃
α′

βM

βM
:= H̃βM

Pα
′
βM ✇❡ ❞❡✜♥❡

µαβM
:= min

α′
βM

≺α
inf σ

(
H̃
α′

βM

βM

)
✭✾✳✸✶✮

❛♥❞

µαM := min
βM∈DM

N

µαβM
. ✭✾✳✸✷✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡ µαM = limd→∞Eαd ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f (k,l)2 ,

f
(k,l)
3 ∈ C∞(R3N ) ❛s

f
(k,l)
2 (x) :=

∑

i∈Ck
j∈Cl

−e2
(
3(xi · eDk,l

)(xj · eDk,l
)− xi · xj

)
, ✭✾✳✸✸✮

f
(k,l)
3 (x) :=

∑

i∈Ck
j∈Cl

e2

2

(

3(xi − xj) · eDk,l

[
2(xi · xj)− 5(xi · eDk,l

)(xj · eDk,l
)
]

+ 3|xi|2(xj · eDk,l
)− 3|xj |2(xi · eDk,l

)
)

,

✭✾✳✸✹✮

✇❤❡r❡ eDk,l
:=

Dk,l

|Dk,l|
✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡✉s k t♦ ♥✉❝❧❡✉s l✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f (k,l)2 ❛♥❞ f (k,l)3 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r k ✇✐t❤ ❝❧✉st❡r l✱
s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ µαM ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✸✷✮ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H̃α
βM

✱ s❡❡

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② W̃α
βM

⊂ Hα t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ♦❢ H̃α
βM

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ µαM
❛♥❞ ❧❡t

aM1 := max
φ∈W̃α

βM

‖φ‖=1

‖(H̃βM
− µαM )−

1
2

∑

1≤k<l≤M

|Dk,l|−3f
(k,l)
2 φ‖2. ✭✾✳✸✺✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ ṼαβM
⊂ W̃α

βM
t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ φ s✉❝❤ t❤❛t

‖(H̃βM
− µαM )−

1
2

∑

1≤k<l≤M

|Dk,l|−3f
(k,l)
2 φ‖2 = aM1

❛♥❞

aM2 := max
φ∈Ṽα

βM

‖φ‖=1

‖(H̃βM
− µαM )−

1
2

∑

1≤k<l≤M

|Dk,l|−4f
(k,l)
3 φ‖2. ✭✾✳✸✻✮

❙❧✐❣❤t❧② ❛❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❢♦r β ∈ DM
N ✇❡ ✇r✐t❡ β ∈ Dat ✐✛ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, · · · ,M}

♦♥❡ ❤❛s❡ ♯Ck = Zk✳
✹✾



❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹✳ ▲❡t α ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SN ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
❨♦✉♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿
✶✬✮ ❋♦r ❛❧❧ β ∈ DM

N \ Dat

µαβM
> µαM . ✭✾✳✸✼✮

✷✬✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐rr❡❞❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α∗
βM

≺ α ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN s✉❝❤ t❤❛t

Pα
∗
βM W̃α

βM
6= ∅✱

dim(Pα
∗
βM W̃α

βM
) = dimα∗

βM
. ✭✾✳✸✽✮

❚❤❡♥

Eαd − µαM = −a
M
1

d6
− aM2

d8
+
aM3
d9

+O(d−10).

✇❤❡r❡

aM3 =
∑

k 6=l
l 6=n,n 6=k

〈(H̃βM
− µαM )−1f

(k,l)
2 φ, f

(l,n)
2 (H̃βM

− µαM )−1f
(n,k)
2 φ〉

8|Dk,l|3|Dl,n|3|Dn,k|3
. ✭✾✳✸✾✮

❘❡♠❛r❦s ✾✳✺✳

• ❚❤❡ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r d−6 ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳
❆❣❛✐♥ ♥♦ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r d−7 ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r d−9✳ ❚❤✐s t❡r♠ st❡♠s ❢r♦♠ ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❛t♦♠s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥❞✉❝❡s ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t❛ ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❛t♦♠s ♦❢ t❤✐s tr✐♣❧❡t✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ d−9✳

• ■♥ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r eD
✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ f2, f3✱ ✭✾✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✾✳✶✾✮ ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❝t♦r✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r d−9 ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs Dk,l, Dl,n ❛♥❞ Dn,k✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ, (H̃β − µα)−1f2φ, ❛♥❞

(H̃β − µα)−1f3φ✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✾✳✷ ❛♥❞ ✾✳✹✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✷ ❛♥❞ ✶✸ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✾✳✷ ❛♥❞ ✾✳✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ❇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ♦♥
s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② ●✳ ❩❤✐s❧✐♥
✐♥ ❬✹✾❪✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts✳

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❛♥❞ ❉ ✇❡ ♣r♦✈❡ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥s ✶✵ ❛♥❞ ✶✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
s②♠♠❡tr② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ ❛♥❞ Iβ ✳

✶✵✳ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ♣❡r♠✉✲
t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷❪✮✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♣r♦✈❡❞ ❜② ❈❛r♠♦♥❛✱
▼❛st❡rs ❛♥❞ ❙✐♠♦♥ ✐♥ ❬✶✷❪ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❢♦r ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✳ ❋♦r
♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ◆❛r❞✐♥✐ ✐♥ ❬✸✺❪ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❜♦❞② ❝❛s❡✳ ❍❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❤✐s r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ N ✲❜♦❞② ❝❛s❡ ✐♥ ❬✸✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❡ ✉s❡s ❛ ♠❡t❤♦❞

✺✵



✇❤✐❝❤ ❞❡str♦②s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ✇❡ ♥❡❡❞ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s φ ∈ W̃α

β ♦❢ H̃β ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (H̃β − µα)−1flφ✱ l = 2, 3 ✇❤❡r❡ φ ∈ W̃α
β ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞

✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❣♠♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❬✷❪✮✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧
♣r❡s✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s s②♠♠❡tr②✳

▲❡t αC ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ S(C)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

ΣαC := lim
R→∞

inf
ψ∈PαCH1/2(R(C))
supp(ψ)∩BR(0)=∅

‖ψ‖−2〈ψ, H̃Z
C ψ〉, ✭✶✵✳✶✮

✇❤❡r❡ BR(0) ✐s t❤❡ ❜❛❧❧ ✐♥ R(C) ♦❢ r❛❞✐✉s R ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 0 ❛♥❞ H̃Z
C ✇❛s ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ✭✾✳✽✮✳ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♦♣❡r❛t♦r Ti =

√

p2i + 1− 1 ♦♥❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ µ < ΣαC ✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Υ ∈ H1/2(R(C)) s❛t✐s✜❡s

PαCΥ = Υ ❛♥❞ (H̃Z
C − µ)Υ = Γ✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ea|·|Γ ∈ L2(R(C)) ❢♦r

s♦♠❡ a > 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts b > 0 s✉❝❤ t❤❛t

eb|·|Υ ∈ L2(R(C)). ✭✶✵✳✷✮

❘❡♠❛r❦ ✶✵✳✷✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ Γ = 0 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥② ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥
Υ ♦❢ H̃Z

C ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ µ < ΣαC ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r st❛t❡♠❡♥t ❢♦r ❝❧✉st❡r ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥s H̃β ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✸✳ ▲❡t αβ ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Sβ ❛♥❞ ❧❡t

Σαβ := lim
R→∞

inf
ϕ∈PαβH1/2(R3N )
supp(ϕ)∩BR(0)=∅

‖ϕ‖−2〈ϕ, H̃βϕ〉, ✭✶✵✳✸✮

✇❤❡r❡ BR(0) ✐s t❤❡ ❜❛❧❧ ✐♥ R3N ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 0✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ µ̃ < Σαβ ✱

❛ss✉♠❡ t❤❛t Υ̃ ∈ L2(R3N ) s❛t✐s✜❡s Pαβ Υ̃ = Υ̃ ❛♥❞ (H̃β − µ̃)Υ̃ = Γ̃✱ ✇❤❡r❡ Γ̃ ✐s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ea|·|Γ̃ ∈ L2(R3N ) ❢♦r s♦♠❡ a > 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts b > 0 s✉❝❤ t❤❛t

eb|·|Υ̃ ∈ L2(R3N ). ✭✶✵✳✹✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✸ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✵✳✹✳ ▲❡t β ∈ Dat ❛♥❞ W̃α
β ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧✲

t♦♥✐❛♥ H̃α
β = H̃βP

α ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② µα✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ W̃α
β t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ✱ φ2 = (H̃β−µα)−1f2φ✱ ❛♥❞ φ3 = (H̃β−µα)−1f3φ

✇✐t❤ f2, f3 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✶✽✮✱✭✾✳✶✾✮ ❛♥❞ s♦♠❡ b1, b2, b3 > 0 ❤♦❧❞s

eb1|·|φ, eb2|·|φ2, e
b3|·|φ3 ∈ L2(R3N ). ✭✶✵✳✺✮

❙✐♥❝❡ φ ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ b1 > 0 ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✸✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r l = 2, 3 ✇❡ ❤❛✈❡

(H̃β − µα)φl = (H̃β − µα)(H̃β − µα)−1flφ = flφ. ✭✶✵✳✻✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s fl ❣r♦✇ ❛t ♠♦st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ✐♥ |xi| ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ φ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✸ ✇✐t❤ Γ̃ = flφ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
r❡s✉❧t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✳ ▲❡t k := ♯C ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r C✳ ❚♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ C = {1, · · · , k}✳ ▲❡t Υ ∈ H1/2(R(C)) ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (H̃Z

C − µ)Υ = Γ ❛♥❞ ξǫ ∈ C∞(R(C);R) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ξǫ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛♥② ǫ > 0
✺✶



• ξǫ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi ∈ R3

• supp(ξǫ) ∩BR(0) = ∅ ❢♦r s♦♠❡ R > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛t❡r
• |ξǫ| ≤ Ce

a
2 |·| ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ǫ

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ΣαC ✐♥ ✭✶✵✳✶✮ ❛♥❞ s✐♥❝❡ supp(ξǫ) ∩ BR(0) = ∅✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ϑ(R) s✉❝❤ t❤❛t limR→∞ ϑ(R) = 0 ❛♥❞

(
ΣαC − µ− ϑ(R)

)
‖ξǫΥ‖2 ≤ 〈ξǫΥ, (H̃Z

C − µ)ξǫΥ〉. ✭✶✵✳✼✮

❙✐♥❝❡ (H̃Z
C − µ)Υ = Γ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

〈ξǫΥ, (H̃Z
C − µ)ξǫΥ〉 = Re〈ξǫΥ, (H̃Z

C − µ)ξǫΥ〉
= Re〈Υ, ξ2ǫΓ〉+Re〈ξǫΥ, [ξǫ, H̃Z

C ]Υ〉
✭✶✵✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② C1‖Υ‖
❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C1 <∞✱ s✐♥❝❡ ea|.|Γ ∈ L2(R(C))✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✵✳✼✮ ✇❡ ❣❡t

(
ΣαC − µ− ϑ(R)

)
‖ξǫΥ‖2 ≤ C1‖Υ‖+ |Re〈ξǫΥ, [ξǫ, H̃Z

C ]Υ〉|. ✭✶✵✳✾✮

❲❡ ♥♦✇ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ξǫ✿ ❋♦r ν ∈ (0, a2 ) ❛♥❞ ❢♦r ǫ ∈ (0, 1) ✇❡ s❡t

F (r) = Fν,ǫ(r) :=
νr

1 + ǫr
. ✭✶✵✳✶✵✮

●✐✈❡♥ R > 0 ♣✐❝❦ hR ∈ C∞(R+; [0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t

hR(r) :=

{
1 ✐❢ r < R
0 ✐❢ r > 2R

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❢♦r x ∈ R3k t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χR ∈ C∞(R3k; [0, 1]) ✇✐t❤

χR(x) := 1−
k∏

i=1

hR(|xi|). ✭✶✵✳✶✶✮

▲❡t

ξǫ(x) := χR(x)
k∑

i=1

eF (|xi|). ✭✶✵✳✶✷✮

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✵✳✾✮ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

▲❡♠♠❛ ✶✵✳✺✳ ▲❡t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fν,ǫ✱ ❛♥❞ ξǫ ❜❡ ❛s ✐♥ ✭✶✵✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✵✳✶✷✮✳ ❋♦r

✜①❡❞ R > 0 ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② δ̂ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ν0 > 0 ❛♥❞ Cν0,R < ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❛❧❧ ν ∈ (0, ν0)✱ ❛❧❧ ǫ ∈ (0, 1)✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ϕ ∈ H1/2(R(C))

|Re〈ξǫϕ, [ξǫ, H̃Z
C ]ϕ〉| ≤ δ̂‖

k∑

i=1

eFν,ǫ(|xi|)ϕ‖2 + Cν0,R‖ϕ‖2. ✭✶✵✳✶✸✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✶✵✳✶✸✮ ✐♥ ✭✶✵✳✾✮ ②✐❡❧❞s

(ΣαC − µ− ϑ(R))‖ξǫΥ‖2

≤ C1‖Υ‖+ δ̂‖
k∑

i=1

eFν,ǫ(|xi|)Υ‖2 + Cν0,R‖Υ‖2

≤ C1‖Υ‖+ δ̂‖ξǫΥ‖2 + δ̂‖(1− χR)

k∑

i=1

eFν,ǫ(|xi|)Υ‖2 + Cν0,R‖Υ‖2

❢♦r ❛♥② ν < ν0✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, · · · , k} ✇❡ ❤❛✈❡ (1 − χR)e
F (|xi|) ≤ e2νR✳

❍❡♥❝❡

(ΣαC − µ− ϑ(R))‖ξǫΥ‖2 ≤ C1‖Υ‖+ δ̂‖ξǫΥ‖2 + δ̂k2e4νR‖Υ‖2 + Cν0,R‖Υ‖2
✺✷



✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

(ΣαC − µ− ϑ(R)− δ̂)‖ξǫΥ‖2 ≤ C1‖Υ‖+ δ̂k2e4νR‖Υ‖2 + Cν0,R‖Υ‖2. ✭✶✵✳✶✹✮

❈❤♦♦s✐♥❣ R > 0 s✉❝❤ t❤❛t ϑ(R) < ΣαC−µ
3 ❛♥❞ ♣✐❝❦✐♥❣ δ̂ s✉❝❤ t❤❛t δ̂ < ΣαC−µ

3 ✱ ✇❡
❛rr✐✈❡ ❛t

(ΣαC − µ− ϑ(R)− δ̂) >
ΣαC − µ

3
=: γ.

❋r♦♠ ✭✶✵✳✶✹✮ ✇❡ ❣❡t

γ‖ξǫΥ‖2 < C1‖Υ‖+ δ̂k2e4νR‖Υ‖2 + Cν0,R‖Υ‖2 ✭✶✵✳✶✺✮

❛♥❞ ❞❡✈✐❞✐♥❣ ❜② γ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ②✐❡❧❞s

‖ξǫΥ‖2 < C1

γ
‖Υ‖+ k2δ̂e4νR + Cν0,R

γ
‖Υ‖2. ✭✶✵✳✶✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✶✵✳✶✻✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ ǫ✳ ❙✐♥❝❡ ξǫ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② t♦ eν|·|

❛s ǫ→ 0✱ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶✳
�

✶✶✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡♥❡r❣②
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ♣❡s✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦t ❧♦❝❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❛♥✐s❤✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
t❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥ ❧❛✇✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❡rr♦r ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✶✱ ✷✶✱
✷✷✱ ✷✹✱ ✷✽❪✮ ✐s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲❡t uρ ∈ C1(R3; [0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t

uρ(z) :=

{
1 ✐❢ |z| ≤ ρ

8
0 ✐❢ |z| > ρ

4

✭✶✶✳✶✮

❛♥❞ ♣✐❝❦ vρ ∈ C1(R3; [0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t u2
ρ
+ v2

ρ
= 1 ❛♥❞ h ∈ H1/2(R3)✱ t❤❡ ♦♥❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r LE1[h] ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LE1[h] = 〈uρh, T1uρh〉+ 〈vρh, T1vρh〉 − 〈h, T1h〉 ✭✶✶✳✷✮

✇❤❡r❡ T1 =
√

p2 − 1 + 1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✶ ✭▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ ρ0 > 0
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C < ∞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ρ0✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ρ ≥ ρ0 ❛♥❞ ❢♦r
❛❧❧ h ∈ H1/2(R3)

|LE1[h]| ≤ C
( 1

ρ2
‖χρh‖2 + e−

ρ

64 ‖h‖2
)

✭✶✶✳✸✮

✇❤❡r❡

χρ(z) :=

{
1 ✐❢ 3ρ/32 < |z| ≤ 9ρ/32
0 ❡❧s❡✇❤❡r❡ .

✭✶✶✳✹✮

✺✸



❘❡♠❛r❦ ✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✶✳✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ s❧✐❣❤t❧②
❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s uρ ❛♥❞ vρ ❛r❡
s✉♣♣♦rt❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ♦✉ts✐❞❡
♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✾❪ ✇❡ ❤❛✈❡

LE1[h] =

∫

R6

K2(|z1 − z2|)
4π2|z1 − z2|2

[(
uρ(z1)−uρ(z2)

)2
+
(
vρ(z1)−vρ(z2)

)2
]

h(z1)h(z2)dz1dz2.

✭✶✶✳✺✮

❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ z1 ❛♥❞ z2✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ |z2| ≤ |z1|✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡ts ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥
|z2| ≤ |z1|✳

A1 :=
{
(z1, z2) ∈ R3 × R3

∣
∣|z2| ≤ |z1|, |z1| ≤

ρ

8

}

A2 :=
{
(z1, z2) ∈ R3 × R3

∣
∣|z2| ≤ |z1|,

ρ

8
< |z1| ≤

9ρ

32
, |z1 − z2| ≤

ρ

64

}

A3 :=
{
(z1, z2) ∈ R3 × R3

∣
∣|z2| ≤ |z1|,

9ρ

32
< |z1|, |z1 − z2| ≤

ρ

64

}

A4 :=
{
(z1, z2) ∈ R3 × R3

∣
∣|z2| ≤ |z1|,

ρ

8
< |z1|,

ρ

64
< |z1 − z2|

}
.

✭✶✶✳✻✮

❲❡ ❞❡✜♥❡

IAj
:=

∫

Aj

K2(|z1 − z2|)
4π2|z1 − z2|2

[(
uρ(z1)−uρ(z2)

)2
+
(
vρ(z1)−vρ(z2)

)2
]

h(z1)h(z2)dz1dz2.

✭✶✶✳✼✮
❋♦r (z1, z2) ∈ A1 ✇❡ ❤❛✈❡ uρ(z1) = uρ(z2) = 1 ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞

IA1 = 0. ✭✶✶✳✽✮

◆❡①t✱ ❜② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡

|uρ(z1)− uρ(z2)| ≤
1

ρ
|z1 − z2| sup

ξ
|∇uρ(ξ)|,

❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r vρ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|IA2 | ≤
C

ρ2

∫

A2

K2(|z1 − z2|)|h(z1)| |h(z2)|dz1dz2 ✭✶✶✳✾✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C✳ ◆♦t❡ t❤❛t K2(| · |) ∈ L1(R3) ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❬✶❪✮✳ ❋♦r (z1, z2) ∈
A2 ✇❡ ❤❛✈❡ χρ(z2) = 1 ❛♥❞ ρ

8 ≤ |z1| ≤ 9ρ
32 ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❨♦✉♥❣✬s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ②✐❡❧❞s

|IA2
| ≤ C

ρ2

∫

ρ/8<|z1|≤9ρ/32

|h(z1)|
(∫

R3

K2(|z1 − z2|)χρ(z2)|h(z2)|dz2
)

dz1

≤ C

ρ2
‖K2(| · |)‖L1‖χρh‖2.

✭✶✶✳✶✵✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ A1✱ ✇❡ ❣❡t

IA3
= 0. ✭✶✶✳✶✶✮

■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ A4 ✇❡ ✉s❡
(
uρ(z1)− uρ(z2)

)2
+
(
vρ(z1)− vρ(z2)

)2 ≤ 2
✺✹



t♦ ❣❡t

|IA4 | ≤
1

2π2

∫

A4

K2(|z1 − z2|)
|z1 − z2|2

|h(z1)| |h(z2)|dz1dz2

≤ 1

2π2

∫

R3

|h(z1)|
[(✶{|·|> ρ

64}
K2(| · |)

| · |2
)

∗ |h|
]

(z1)dz1.

✭✶✶✳✶✷✮

❯s✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✶✳✶✷✮ ✇❡ ❣❡t

|IA4
| ≤ 1

2π2
‖h‖2

∫

R3

✶{|z1|> ρ

64}
K2(|z1|)
|z1|2

dz1. ✭✶✶✳✶✸✮

❋r♦♠ ❬✶✱ ✭✾✳✼✳✷✮❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛r❦ ❛❢t❡r ❬✶✱ ✭✾✳✼✳✹✮❪✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ r ∈ R

K2(r) ≤ 10e−r. ✭✶✶✳✶✹✮

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❡❡ ❬✹✱ ➓✹✳✽❪ ❛♥❞
❬✹✱ ✭✹✳✶✷✳✻✮❪✳ ❇② ✭✶✶✳✶✹✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C <∞ s✉❝❤ t❤❛t

|IA4
| ≤ C‖h‖2e− ρ

64 . ✭✶✶✳✶✺✮

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✭✶✶✳✽✮✱ ✭✶✶✳✶✵✮✱ ✭✶✶✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✶✳✶✺✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ❛♥❞ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✾✳✹✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤✐s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✮✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ M ♥✉❝❧❡✐ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

✶✶✳✶✳ ▼✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✳ ▲❡t D3
N ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s β ♦❢ {1, · · · , N} ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧✉st❡rs (C0, C1, C2)✱ ✇✐t❤ Ck ∩ Cl = ∅ ❢♦r
❛❧❧ k 6= l ❛♥❞

⋃2
k=0 Ck = {1, · · · , N}✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t C0 ❝♦♥t❛✐♥s ♣❛rt✐❝❧❡s ❢❛r

❢r♦♠ ❜♦t❤ ♥✉❝❧❡✐✳ ❈❧✉st❡rs C1 ❛♥❞ C2 ❝♦♥t❛✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❡❛r X1 ❛♥❞ X2

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r z ∈ R3✱ ✉s✐♥❣ uρ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✳✶✮ ✇✐t❤ ρ = |D| 34 , ✇❡ s❡t

w1(z) := u
|D|

3
4
(z −X1)

w2(z) := u
|D|

3
4
(z −X2)

✭✶✶✳✶✻✮

❛♥❞ ♣✐❝❦ w0(z) ∈ C1(R3; [0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t w2
0 +w

2
1 +w

2
2 ≡ 1✳ ❋♦r x ∈ R3N ✇❡ ❞❡✜♥❡

❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s Jβ ∈ C1(R3N ; [0, 1]) ✇✐t❤

Jβ(x) :=
∏

i∈C1

w1(xi)
∏

j∈C2

w2(xj)
∏

k∈C0

w0(xk). ✭✶✶✳✶✼✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
x ∈ R3N

∑

β∈D3
N

J2
β(x) = 1. ✭✶✶✳✶✽✮

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r s♦♠❡ st❛t❡ ψ ∈ H1/2(R3N ) ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Jβ ∈ C1(R3N ; [0, 1]) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LE [ψ] :=
∑

β∈D3
N

〈Jβψ,HJβψ〉 − 〈ψ,Hψ〉. ✭✶✶✳✶✾✮

❋♦r z ∈ R3 ✇❡ s❡t

χ(D)(z) :=

{

1 ✐❢ 3|D| 34 /32 ≤ |z| ≤ 9|D| 34 /32
0 ❡❧s❡✇❤❡r❡

✭✶✶✳✷✵✮

❛♥❞ ❢♦r x ∈ R3N ✇❡ ❞❡✜♥❡

χ(i)(x) :=
(

χ(D)(xi −X1) + χ(D)(xi −X2)
)

. ✭✶✶✳✷✶✮

✺✺



❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✸ ✭◆ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❛♥② ψ ∈ H1/2(R3N ) ✇❡ ❤❛✈❡

|LE [ψ]| ≤ C

(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)ψ‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖ψ‖2

)

. ✭✶✶✳✷✷✮

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✹✳ ▲❡t w0, w1, w2 ∈ C1(R3; [0, 1]) ❜❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✳✶✻✮✳ ❚❤❡♥
t❤❡r❡ ❡①✐sts D0 > 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t C < ∞✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ |D| ≥ D0 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧

h ∈ H1/2(R3)

|
2∑

l=0

〈wlh, T1wlh〉 − 〈h, T1h〉|

≤ C
(

|D|− 3
2

∥
∥
∥

(
χ(D)(· −X1) + χ(D)(· −X2)

)
h
∥
∥
∥

2

+ e−
1
64 |D|

3
4 ‖h‖2

)
✭✶✶✳✷✸✮

Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡
∣
∣
∣〈w1h, T1w1h〉+

〈√

1− w2
1h, T1

√

1− w2
1h
〉

− 〈h, T1h〉
∣
∣
∣

≤ C
(

|D|− 3
2

∥
∥χ(D)(· −X1)h

∥
∥
2
+ e−

1
64 |D|

3
4 ‖h‖2

)

.
✭✶✶✳✷✹✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✶ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❢♦r
√

1− w2
1h ∈ H1/2(R3) ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ w2 ∈ C1(R3; [0, 1]) ✇❡ ❣❡t
∣
∣
∣

〈

w2

√

1− w2
1h, T1w2

√

1− w2
1h
〉

−
〈√

1− w2
1h, T1

√

1− w2
1h
〉∣
∣
∣

+
〈√

(1− w2
2)(1− w2

1)h, T1

√

(1− w2
2)(1− w2

1)h
〉

≤ C
(

|D|− 3
2

∥
∥χ(D)(· −X2)

√

1− w2
1h
∥
∥
2
+ e−

1
64 |D|

3
4 ‖
√

1− w2
1h‖2

)

.

✭✶✶✳✷✺✮

❙✐♥❝❡ supp(w1) ∩ supp(w2) = ∅ ✇❡ ✜♥❞

w2

√
1− w1 = w2

❛♥❞ √

(1− w2
2)(1− w2

1) = w0.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ‖
√

1− w2
1h‖2 ≤ ‖h‖2✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✶✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✶✶✳✷✺✮ t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡

r❡s✉❧t✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✸✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❝♦♠✲
♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Jβ ✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Tk ♦♥❧② ❛❝ts ✐♥ t❤❡ k✲t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s wl(xj) ❢♦r l = 0, 1, 2 ❛♥❞ j 6= k ❛♥❞ ✇❡
❤❛✈❡

LE [ψ] =
N∑

i=1

(
2∑

l=0

〈wl(xi)ψ, Tiwl(xi)ψ〉 − 〈ψ, Tiψ〉
)

. ✭✶✶✳✷✻✮

❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✹ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✳ �

✶✷✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷

✶✷✳✶✳ ❊st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ▲❡t ψ ∈ Hα ✇✐t❤ ‖ψ‖ = 1 ❛♥❞ a1, a2 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✾✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✾✳✷✷✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t 0 < C < ∞ s✉❝❤
t❤❛t

〈ψ, (H − µα)ψ〉 ≥ − a1
|D|6 − a2

|D|8 − C

|D|10 . ✭✶✷✳✶✮

✺✻



❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ψ ∈ Hα ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②
❣✐✈❡♥ ❜② Jβ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✳✶✼✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ D3

N t♦ ❣❡t

〈ψ, (H − µα)ψ〉 =
∑

β∈D3
N

〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 − LE [ψ] ✭✶✷✳✷✮

✇❤❡r❡ LE [ψ] ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✳✶✾✮✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✸ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t 0 < C <∞ s✉❝❤ t❤❛t

− LE [ψ] ≥ −C
(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)ψ‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖ψ‖2

)

✭✶✷✳✸✮

✇❤❡r❡ χ(i) ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✳✷✶✮✳ ▲❡t

L[Jβψ] := 〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 − C

(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)Jβψ‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖Jβψ‖2

)

✭✶✷✳✹✮
✇✐t❤ C ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✷✳✸✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✶✳✶✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡

‖ψ‖2 =
∑

β∈D3
N

‖Jβψ‖2 ✭✶✷✳✺✮

❛♥❞ ❢r♦♠ ✭✶✷✳✷✮✱✭✶✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✹✮ ✇❡ ❣❡t

〈ψ, (H − µα)ψ〉 ≥
∑

β∈D3
N

L[Jβψ]. ✭✶✷✳✻✮

❙❧✐❣❤t❧② ❛❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❛② β = (∅, C1, C2) ∈ Dat ✐❢ ♯C1 = Z1 ❛♥❞ ♯C2 = Z2✳
❋r♦♠ ✭✶✷✳✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡

∑

β∈D3
N

L[Jβψ] =
∑

β∈Dat

L[Jβψ] +
∑

β∈D3
N\Dat

L[Jβψ]. ✭✶✷✳✼✮

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠ ✐♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✼✮✳
❋♦r β = (C0, C1, C2) ∈ D3

N ✇❡ s❡t

Iβ :=
∑

i∈C0∪C1

−e2Z2

|xi −X2|
+

∑

j∈C0∪C2

−e2Z1

|xj −X1|
+
∑

i∈C1
j∈C2

e2

|xi − xj |

+
∑

k∈C0
i∈C1∪C2

e2

|xk − xi|
+

e2Z1Z2

|X2 −X1|

✭✶✷✳✽✮

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s
❛♥❞ ❧❡t

Hβ := H − Iβ . ✭✶✷✳✾✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 = 〈Jβψ, (Hβ − µα)Jβψ〉+ 〈Jβψ, IβJβψ〉. ✭✶✷✳✶✵✮

✶✷✳✶✳✶✳ ◆♦♥✲♥❡✉tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■❢ β ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
✐✳❡✳ β ∈ D3

N \ Dat✱ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jβψ✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ s✉❜s②st❡♠ 1 t♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ s✉❜s②st❡♠ 2 ❣r♦✇s ✐♥ |D|✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡
❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ C0 ❛♥❞ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳

❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢❛r ❛♣❛rt✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
ǫ|D| > 0 ✇✐t❤ ǫ|D| −−−−−→

|D|→∞
0 s✉❝❤ t❤❛t

〈Jβψ, IβJβψ〉 ≥ −ǫ|D|‖Jβψ‖2. ✭✶✷✳✶✶✮
✺✼



❆s t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r β ∈ D3
N \ Dat✱ ❢♦r s♦♠❡ δ > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ψ

❛♥❞ |D| ✇❡ ❤❛✈❡
〈Jβψ, (Hβ − µα)Jβψ〉 ≥ δ‖Jβψ‖2. ✭✶✷✳✶✷✮

❋♦r C0(β) = ∅ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✷✳✶✷✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ 1✮ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳ ■❢
C0(β) 6= ∅✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ SN ✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢
t❤❡✐r s♣❡❝tr✉♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✮✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✶✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✶✷✮ ②✐❡❧❞s

L[Jβψ] ≥ (δ − ǫ|D|)‖Jβψ‖2 − C

(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)Jβψ‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖Jβψ‖2

)

≥ 0

✭✶✷✳✶✸✮

❝❤♦♦s✐♥❣ |D| ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡❣✐♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s L[Jβψ] ❢♦r
β ∈ Dat✳

✶✷✳✶✳✷✳ ◆❡✉tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡t β ∈ Dat✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ♯C1 = Z1 ❛♥❞ ♯C2 = Z2✳
❋♦r t❤✐s β ❛♥❞ ϕ, ψ ∈ Hα r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

〈ϕ, ψ〉1 := 〈ϕ, (H̃β − µα)ψ〉 ✭✶✷✳✶✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♠✐ ♥♦r♠

‖ψ‖21 := 〈ψ, ψ〉1 ✭✶✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ H̃β ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✶✼✮✳ ▲❡t W̃α
β ⊂ Hα ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ H̃α

β

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ µα✳ ◆♦t❡ t❤❛t W̃α
β 6= ∅ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✳ ❲❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

UβJβψ ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ W̃α
β ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ L2(R3N )✲✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

✇❤❡r❡ Uβ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✶✻✮✳ ❋♦r s♦♠❡ γ1 ∈ C ✇✐t❤ |γ1| ≤ 1 ❛♥❞ φ ∈ W̃α
β ✇✐t❤

‖φ‖ = 1 ✇❡ ❣❡t
UβJβψ = γ1φ+G. ✭✶✷✳✶✻✮

❆s t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t G ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ 〈·, ·〉1 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②
♦♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

φ2 := (H̃β − µα)−1f2φ ✭✶✷✳✶✼✮

❛♥❞
φ3 := (H̃β − µα)−1f3φ. ✭✶✷✳✶✽✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❊✳✷ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱
✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ f2φ ❛♥❞ f3φ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ L2✲✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✱ ✇❤✐❝❤
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ2 ❛♥❞ φ3 ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥
❈♦r♦❧❧❛r② ❊✳✹ t❤❛t φ✱ φ2✱ φ3 ❛r❡ ♠✉t✉t❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ 〈·, ·〉1✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

Jβψ = U∗
β

(
γ1φ+ |D|−3γ2φ2 + |D|−4γ3φ3 + g

)
, ✭✶✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡
〈φ, g〉 = 〈g, φ2〉1 = 〈g, φ3〉1 = 0. ✭✶✷✳✷✵✮

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ, φ2, φ3✱ ❛♥❞ g ❛♥❞ t❤❡✐r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ 〈·, ·〉1 ✇❡ ❤❛✈❡

〈Jβψ, (Hβ − µα)Jβψ〉 = 〈UβJβψ, (UβHβU∗
β − µα)UβJβψ〉

= 〈UβJβψ, (H̃β − µα)UβJβψ〉

=
|γ2|2
|D|6 ‖φ2‖

2
1 +

|γ3|2
|D|8 ‖φ3‖

2
1 + ‖g‖21.

✭✶✷✳✷✶✮

✺✽



◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Iβ ✳ ■♥ ▲❡♠♠❛ ❉✳✺ ✇❡
♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② δ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐st C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r |D| s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜✐❣

〈Jβψ, IβJβψ〉 ≥ 2|D|−6 Re γ1γ2‖φ2‖21 + 2|D|−8 Re γ1γ3‖φ3‖21

− C
|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2

|D|10 − δ‖g‖2.
✭✶✷✳✷✷✮

❙✉♠♠✐♥❣ ✭✶✷✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✷✷✮ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 ≥
|γ2|2 + 2Re γ1γ2

|D|6 ‖φ2‖21 +
|γ3|2 + 2Re γ1γ3

|D|8 ‖φ3‖21

− C
|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2

|D|10 − δ‖g‖2 + ‖g‖21.
✭✶✷✳✷✸✮

▲❡t κ ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♦❢ H̃β ✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶ κ > 0 ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ g ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ W̃α

β ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ‖g‖21 =

〈g, (H̃β − µα)g〉 ≥ κ‖g‖2✳ ❚❛❦✐♥❣ δ < κ
2 ✇❡ ❣❡t

‖g‖21 − δ‖g‖2 ≥ κ

2
‖g‖2. ✭✶✷✳✷✹✮

◆♦t❡ t❤❛t
|γ2|2 + 2Re γ1γ2 = |γ1 + γ2|2 − |γ1|2 ✭✶✷✳✷✺✮

❛♥❞
|γ3|2 + 2Re γ1γ3 = |γ1 + γ3|2 − |γ1|2. ✭✶✷✳✷✻✮

❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r 〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 ②✐❡❧❞s

〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 ≥
−|γ1|2 + |γ1 + γ2|2

|D|6 ‖φ2‖21 +
−|γ1|2 + |γ1 + γ3|2

|D|8 ‖φ3‖21

− C(|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2)
|D|10 +

κ

2
‖g‖2.

✭✶✷✳✷✼✮

❲❡ ♥♦✇ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✷✼✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ γ2 ❛♥❞ γ3✳
❲❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r |D| ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ γ2 ②✐❡❧❞s

|γ1 + γ2|2
|D|6 ‖φ2‖21 − C

|γ2|2
|D|10 ≥ −4C|γ1|2

|D|10 . ✭✶✷✳✷✽✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t |γ2| > 2|γ1|✱ t❤❡♥
|γ1 + γ2|2

|D|6 ‖φ2‖21 −
C|γ2|2
|D|10 >

1
4 |γ2|2
|D|6 ‖φ2‖21 −

C|γ2|2
|D|10 ✭✶✷✳✷✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ |D|✳
❲❤❡r❡❛s ❢♦r |γ2| ≤ 2|γ1| ✇❡ ❤❛✈❡

|γ1 + γ2|2
|D|6 ‖φ2‖21 −

C|γ2|2
|D|10 ≥ −4C|γ1|2

|D|10 ✭✶✷✳✸✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✷✾✮✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣
s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ γ3✱ ❢♦r |D| ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❣❡t

|γ1 + γ3|2
|D|8 ‖φ3‖21 −

C|γ3|2
|D|10 ≥ −4C|γ1|2

|D|10 . ✭✶✷✳✸✶✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ✭✶✷✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✸✶✮ ✐♥t♦ ✭✶✷✳✷✼✮✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t |γ1|2 ≤ ‖Jβψ‖2
✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

〈Jβψ, (H − µα)Jβψ〉 ≥
(

−‖φ2‖21
|D|6 − ‖φ3‖21

|D|8 − C|D|−10

)

‖Jβψ‖2 +
κ

2
‖g‖2. ✭✶✷✳✸✷✮

✺✾



◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❛t
✐s✱

− C

(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)Jβψ‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖Jβψ‖2

)

. ✭✶✷✳✸✸✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✇❡
❤❛✈❡

‖χ(i)Jβψ‖2 ≤ 2
∥
∥
∥χ(i)U∗

β

(

γ1φ+
γ2
|D|3φ2 +

γ3
|D|4φ3

)∥
∥
∥

2

+ 2‖χ(i)U∗
βg‖2. ✭✶✷✳✸✹✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s χ(i) ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ |xi − Xl| ≥ 3
32 |D|− 3

4 ❢♦r
l = 1, 2✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✵✳✹✱ φ, φ2✱❛♥❞ φ3 ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣✱ ❢♦r
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ψ ✇❡ ❣❡t

‖χ(i)Jβψ‖2 ≤ 2‖χ(i)U∗
βg‖2 +O(e−|D|

1
2 ). ✭✶✷✳✸✺✮

❚❤✉s

− C

(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)Jβψ‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖Jβψ‖2

)

≥ −C|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)U∗
βg‖2 +O(e−|D|

1
2 )

≥ −C|D|− 3
2N‖g‖2 +O(e−|D|

1
2 ).

✭✶✷✳✸✻✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✶✷✳✹✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r 〈Jβψ, (H −µα)Jβψ〉 ✐♥
✭✶✷✳✸✷✮ ✇❡ ❣❡t

L[Jβψ] ≥
(

− a1
|D|6 − a2

|D|8 − C|D|−10

)

‖Jβψ‖2+
(

−CN |D|− 3
2 +

κ

2

)

‖g‖2. ✭✶✷✳✸✼✮

❋♦r |D| s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

L[Jβψ] ≥
(

− a1
|D|6 − a2

|D|8 − C|D|−10

)

‖Jβψ‖2. ✭✶✷✳✸✽✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛♥② β ∈ Dat✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ✭✶✷✳✻✮ t❤❡ ❜♦✉♥❞

〈ψ, (H − µα)ψ〉 ≥
∑

β∈D3
N

L[Jβψ]. ✭✶✷✳✸✾✮

❇② ✭✶✷✳✶✸✮ ❢♦r ❛❧❧ β ∈ D3
N \ Dat

L[Jβψ] ≥ 0. ✭✶✷✳✹✵✮

❙✐♥❝❡
∑

β∈Dat ‖Jβψ‖2 ≤ ‖ψ‖2 = 1✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✭✶✷✳✻✮✱ ✭✶✷✳✶✸✮✱ ❛♥❞ ✭✶✷✳✸✽✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

〈ψ, (H − µα)ψ〉 ≥ − a1
|D|6 − a2

|D|8 − C

|D|10 . ✭✶✷✳✹✶✮

✶✷✳✷✳ ❊st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ0 ∈ Hα ✇✐t❤
‖ψ0‖ = 1 s✉❝❤ t❤❛t

〈ψ0, (H − µα)ψ0〉 ≤ − a1
|D|6 − a2

|D|8 − C

|D|10 ✭✶✷✳✹✷✮

✇❤❡r❡ a1 ❛♥❞ a2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✾✳✷✷✮✳ ❋✐① s♦♠❡ β ∈ Dat✱ W̃α
β ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ H̃α
β ✳ ❇② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ♦❢ H̃β ✇❡ ❤❛✈❡

W̃α
β =

⊕

α′(β)≺α

Pα
′(β)W̃α

β , ✭✶✷✳✹✸✮

✻✵



t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ α∗(β) ≺ α s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts φ ∈ Pα
∗(β)W̃α

β t❤❛t

r❡❛❧✐s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛ a1 ❛♥❞ a2 ✇✐t❤ ‖φ‖ = 1✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ φ ∈ Pα
∗(β)W̃α

β ✇❡ s❡t

ψ̂0 : = U∗
β

(

φ− (H̃β − µα)−1f2φ

|D|3 − (H̃β − µα)−1f3φ

|D|4
)

= U∗
β

(
φ− φ2

|D|3 − φ3
|D|4

)
,

✭✶✷✳✹✹✮

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ φ2 ❛♥❞ φ3 ✐♥ ✭✶✷✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✶✽✮✳ ❲✐t❤ Pα ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♥t♦ Hα ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jβ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✳✶✼✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr✐❛❧ st❛t❡ ❛s

ψ0 :=
PαJβψ̂0

‖PαJβψ̂0‖
. ✭✶✷✳✹✺✮

✶✷✳✷✳✶✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇

〈ψ0, (H − µα)ψ0〉 =
〈Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉

‖Jβψ̂0‖2
. ✭✶✷✳✹✻✮

▲❡t χαπ−1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t π−1 ∈ SN ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α✳ ❋♦r
Tπ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✹✮✱ ❛♥❞ |α| ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
α✱ ❜② ❬✶✽✱ ♣✳ ✶✶✸❪ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥t♦ Hα ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pα =
|α|
N !

∑

π∈SN

χαπ−1Tπ. ✭✶✷✳✹✼✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✺✵❪ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✹✼✮ ❛s t✇♦ s✉♠s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s✉♠ ✇❡
❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♣❡r♠✉t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ♦❢ β✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠ ❝♦♥t❛✐♥s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ♦❢ β✳ ❲❡ ❣❡t

Pα =
|α|
N !

∑

π∈Sβ

χαπ−1Tπ +
|α|
N !

∑

π∈SN\Sβ

χαπ−1Tπ. ✭✶✷✳✹✽✮

❋♦r α′(β) ≺ α ✇❡ s❡t

θα′(β) :=
Z1!Z2!

N !

|α|
|α′(β)| . ✭✶✷✳✹✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r π ∈ Sβ

χαπ =
∑

α′(β)≺α

χα
′(β)
π ✭✶✷✳✺✵✮

❛♥❞

Pα
′(β) =

|α′(β)|
Z1!Z2!

∑

π∈Sβ

χ
α′(β)
π−1 Tπ. ✭✶✷✳✺✶✮

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

Pα1 :=
∑

α′(β)≺α

θα′(β)P
α′(β) ✭✶✷✳✺✷✮

❛♥❞

Pα2 :=
|α|
N !

∑

π∈SN\Sβ

χαπ−1Tπ. ✭✶✷✳✺✸✮

❚❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✺✵❪ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✭✶✷✳✹✽✮ ❛s

Pα = Pα1 + Pα2 . ✭✶✷✳✺✹✮
✻✶



❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✶✷✳✹✻✮ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ‖PαJβψ̂0‖2✳ ❙✐♥❝❡ (Pα)2 = Pα✱ ❜② ✭✶✷✳✺✹✮ ✇❡
❤❛✈❡

‖PαJβψ̂0‖2 =
〈
(Pα1 + Pα2 )Jβψ̂0, Jβψ̂0

〉

=
∑

α′(β)≺α

θα′(β)〈Pα
′(β)Jβψ̂0, Jβψ̂0〉+

|α|
N !

∑

π∈SN\Sβ

χαπ−1〈TπJβψ̂0, Jβψ̂0〉. ✭✶✷✳✺✺✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jβ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ Sβ ✱ t❤✉s Jβψ̂0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
s❛♠❡ s②♠♠❡tr② t②♣❡ α∗(β) ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs Pα

′(β) ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧②
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t α′(β)✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✺✺✮ ✇❡
❣❡t

∑

α′(β)≺α

θα′(β)〈Pα
′(β)Jβψ̂0, Jβψ̂0〉 = θα∗(β)‖Jβψ̂0‖2. ✭✶✷✳✺✻✮

❚❤❡ ❧❛st s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✺✺✮ ✐s ③❡r♦✱ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s TπJβψ̂0 ❛♥❞ Jβψ̂0 ❛r❡
s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✮✳ ❚❤✉s

‖PαJβψ̂0‖2 = θα∗(β)‖Jβψ̂0‖2. ✭✶✷✳✺✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✶✷✳✹✾✮ ✐♠♣❧✐❡s θα∗(β) 6= 0✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ PαJβψ̂0 6= 0✳
❆s t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❤♦✇

〈PαJβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉 = θα∗(β)〈Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉. ✭✶✷✳✺✽✮

❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ s♣❧✐t Pα ❛s ✐♥ ✭✶✷✳✺✹✮ ❛♥❞ ❣❡t

〈PαJβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉
= 〈Pα1 Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉+ 〈Pα2 Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉.

✭✶✷✳✺✾✮

▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✺✾✮ ✐s ③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧
π ∈ Sβ ✱ TπJβψ̂0 ❛♥❞ IβJβψ̂0 ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t s✉♣♣♦rt

〈Pα2 Jβψ̂0, IβJβψ̂0〉 = 0. ✭✶✷✳✻✵✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ Hβ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs

Hβ = U∗
βH̃

Z1

C1
Uβ + U∗

βH̃
Z2

C2
Uβ . ✭✶✷✳✻✶✮

❚❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t♦r ❛❝ts ♦♥❧② ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C1 ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝ts ♦♥❧②
♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C2✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jβ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C1 ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r X1 ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C2 ❛r❡ ♥❡❛r X2 ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s X1 ❛♥❞ X2 ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ |D| = |X1 −X2|✳ ❲❡
❝❛♥ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ❋✳✶ t♦ s❡❡

〈Pα2 Jβψ̂0,U∗
βH̃

Z1

C1
UβJβψ̂0〉 = 0 ✭✶✷✳✻✷✮

❛♥❞
〈Pα2 Jβψ̂0,U∗

βH̃
Z2

C2
UβJβψ̂0〉 = 0 ✭✶✷✳✻✸✮

s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t s✉♣♣♦rt ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✮✳ ❊q✉❛❧✐t✐❡s
✭✶✷✳✻✵✮✱ ✭✶✷✳✻✷✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✻✸✮ ✐♠♣❧②

〈Pα2 Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉 = 0. ✭✶✷✳✻✹✮

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✺✾✮✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs (Hβ −
µα) ❛♥❞ Iβ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ Sβ ✱ t❤✉s (H − µα)Jβψ̂0 ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α∗(β)✳ ❇② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t

〈Pα1 Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉 = θα∗(β)〈Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉. ✭✶✷✳✻✺✮

❚❤✐s ♣r♦✈❡s ✭✶✷✳✹✻✮✳
✻✷



✶✷✳✷✳✷✳ ❖✉r ♥❡①t ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡

〈Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉. ✭✶✷✳✻✻✮

❲❡ s✉❜st✐t✉t❡ H = Hβ + Iβ t♦ ❣❡t

〈Jβψ̂0, (H − µα)Jβψ̂0〉 = 〈Jβψ̂0, (Hβ − µα)Jβψ̂0〉+ 〈Jβψ̂0, IβJβψ̂0〉. ✭✶✷✳✻✼✮

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✷✳✻✼✮ ✇❡ ✇r✐t❡

〈Jβψ̂0, (Hβ − µα)Jβψ̂0〉

= 〈ψ̂0, (Hβ − µα)ψ̂0〉 − 〈
√

1− J2
βψ̂0, (Hβ − µα)

√

1− J2
βψ̂0〉+ LEβ [ψ̂0],

✭✶✷✳✻✽✮

✇❤❡r❡ LE [ψ̂0] ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ✇✐t❤ ❝✉t♦✛

❢✉♥❝t✐♦♥s Jβ ❛♥❞
√

1− J2
β ✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✸✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

|LEβ [ψ̂0]| ≤ C

(

|D|− 3
2

N∑

i=1

‖χ(i)ψ̂0‖2 + e−
1
64 |D|

3
4 ‖ψ̂0‖2

)

. ✭✶✷✳✻✾✮

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✸ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ̂0 ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

|LEβ [ψ̂0]| = O(e−|D|
1
2 ). ✭✶✷✳✼✵✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r (Hβ −µα) ✐s s❡♠✐❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ t❤✉s ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0
✇❡ ❣❡t

〈
√

1− J2
βψ̂0, (Hβ − µα)

√

1− J2
βψ̂0〉 ≥ −C‖

√

1− J2
βψ̂0‖2 ≥ −Ce−|D|

1
2 ✭✶✷✳✼✶✮

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ψ̂0✳ ❚❤✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✷✳✻✽✮ ②✐❡❧❞s

〈Jβψ̂0, (Hβ − µα)Jβψ̂0〉 ≤ 〈ψ̂0, (Hβ − µα)ψ̂0〉+ Ce−|D|
1
2 . ✭✶✷✳✼✷✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❜② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ψ̂0

‖Jβψ̂0‖2 = ‖ψ̂0‖2 +O(e−|D|
1
2 ) ✭✶✷✳✼✸✮

❛♥❞ s✐♥❝❡ φ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ φ2 ❛♥❞ φ3✱ ✇❡ ❣❡t

‖ψ̂0‖2 = 1 +O(|D|−6). ✭✶✷✳✼✹✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✷✳✼✷✮✱ ✭✶✷✳✼✸✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✼✹✮ ②✐❡❧❞s

‖Jβψ̂0‖−2〈Jβψ̂0, (Hβ − µα)Jβψ̂0〉 = 〈ψ̂0, (Hβ − µα)ψ̂0〉(1 +O(|D|−6)

= (‖φ2‖21 + ‖φ3‖21)(1 +O(|D|−6)).
✭✶✷✳✼✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✶✷✳✼✺✮ ✐♥ ✭✶✷✳✹✻✮ ✇❡ ❣❡t

〈ψ0, (H − µα)ψ0〉 =
(
〈Jβψ̂0, IβJβψ̂0〉+ ‖φ2‖21 + ‖φ3‖21

)(
1 +O(|D|−6)

)
. ✭✶✷✳✼✻✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❞♦♥❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❉✳✺✱ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ γ1 = 1✱ γ2 = γ3 = −1 ❛♥❞ g = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

〈Jβψ̂0, IβJβψ̂0〉 = −2‖φ2‖21 − 2‖φ3‖21 +O(|D|−10) ✭✶✷✳✼✼✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳
✻✸



✶✸✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ❉❡✜♥❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s βM =

{C0, · · · , CM} ✐♥t♦ M + 1 ❝❧✉st❡rs✱ s✉❝❤ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ C0✳ ❆s t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s JβM

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s βM ✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❡rr♦r ✐s ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ βM ✐s ♥♦t ❛ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ M ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✱ ❢♦r ψ ∈ Hα ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

〈JβM
ψ, (H − µαM )JβM

ψ〉 > 0.

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ 〈JβM
ψ, (H − µα)JβM

ψ〉 ❢♦r
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s βM ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ M ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ✭❝✳❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✶✳✷✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ H̃βM
, W̃α

βM
❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s f (k,l)2 , f

(k,l)
3 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✳✷✾✮✲ ✭✾✳✸✻✮✳ ▲❡t

UβM
❜❡ t❤❡ s❤✐❢t ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ Uβ ✐♥ ✭✾✳✶✻✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ✭✶✷✳✶✾✮ ✇❡

✇r✐t❡
JβM

ψ = U∗
βM

(
γ1φ+ d−3γ2φ2 + d−4γ3φ3 + g

)
. ✭✶✸✳✶✮

✇❤❡r❡ φ ∈ Wα
βM

❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ2, φ3 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

φ2 = (H̃βM
− µαM )−1

∑

k<l

|Dk,l|−3f
(k,l)
2 φ ✭✶✸✳✷✮

❛♥❞
φ3 = (H̃βM

− µαM )−1
∑

k<l

|Dk,l|−4f
(k,l)
3 φ. ✭✶✸✳✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ, φ2〉 = 〈φ, φ2〉1 = 〈φ, φ3〉 = 〈φ, φ3〉1 = 〈φ2, φ3〉 = 〈φ2, φ3〉1 = 0. ✭✶✸✳✹✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ❡♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✭✶✷✳✷✶✮ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ (H̃βM

− µαβM
)✳

❲❡ ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ IβM
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❧♦♥❣✲

✐♥❣ t♦ ❞♦✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs 〈JβM
ψ, IβM

JβM
ψ〉✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

✭✶✷✳✷✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❉✳✺✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ M ❛t♦♠s✳ ▲❡t χβM
❜❡ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ JβM
❛♥❞ ❧❡t

IoβM
:= IβM

χβM
. ✭✶✸✳✺✮

◆♦t❡ t❤❛t
〈JβM

ψ,IβM
JβM

ψ〉 = 〈JβM
ψ, IoβM

JβM
ψ〉

= |γ1|2〈U∗
βM
φ, IoβM

U∗
βM
φ〉+ 2Re γ1γ2

d3
〈U∗
βM
φ2, I

o
βM

U∗
βM
φ〉

+
2Re γ1γ3

d4
〈U∗
βM
φ3, I

o
βM

U∗
βM
φ〉+ |γ2|2

d6
〈U∗
βM
φ2, I

o
βM

U∗
βM
φ2〉

+
2Re γ2γ3

d7
〈U∗
βM
φ3, I

o
βM

U∗
βM
φ2〉+

|γ3|2
d8

〈U∗
βM
φ3, I

o
βM

U∗
βM
φ3〉

+ 2Re γ1〈U∗
βM
g, IoβM

U∗
βM
φ〉+ 2Re γ2

d3
〈U∗
βM
g, IoβM

U∗
βM
φ2〉

+
2Re γ3
d4

〈U∗
βM
g, IoβM

U∗
βM
φ3〉+ 〈UβM

g, IoβM
UβM

g〉

= BM1 +BM2 +BM3 + 〈U∗
βM
g, IoβM

U∗
βM
g〉,

✭✶✸✳✻✮

✇❤❡r❡ BM1 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✸✳✻✮✱ BM2 t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr✐♣❧❡
❛♥❞ BM3 t❤✐r❞ tr✐♣❧❡ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✶✸✳✻✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝
❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f (k,l)4 , f

(k,l)
5 ✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ▲❡t x ∈ R3N ❛♥❞ | · | ❞❡♥♦t❡ t❤❡

✻✹



st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠ ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ JβM
✇❡ ❤❛✈❡ |x| < C(D0d)

3
4 ✇✐t❤

D0 = mink,l |Dk,l| ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ IoβM
❛s ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❢♦r

❧❛r❣❡ d ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t

∣
∣IoβM

−
∑

k 6=l

U∗
βM
f
(k,l)
2

2|Dk,l|3d3
−
∑

k 6=l

U∗
βM
f
(k,l)
3

2|Dk,l|4d4
−
∑

k 6=l

U∗
βM
f
(k,l)
4

2|Dk,l|5d5
−
∑

k 6=l

U∗
βM
f
(k,l)
5

2|Dk,l|6d6
∣
∣ ≤ C

|x|6
(D0d)7

.

✭✶✸✳✼✮
❆s t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r BM1 ✱ s✐♠✐❧❛r t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✻ ✇❡ ❤❛✈❡✱

BM1 ≥ 2Re γ1γ2
d6

‖φ2‖21 +
2Re γ1γ3

d8
‖φ3‖21 − C

|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2
d10

. ✭✶✸✳✽✮

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✶✸✳✽✮ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ✭✶✸✳✼✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r IoβM
✐♥ B1 ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✻✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ❊✳✻ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✶✳ ▲❡t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✬✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡♥ ❢♦r n,m =
2, 3, 4, 5, n 6= m ❛♥❞ ❛❧❧ k, l = 1, · · · ,M ✱ k 6= l ✇❡ ❤❛✈❡

〈φm, f (k,l)n φ〉 = 0 ✭✶✸✳✾✮

✇❤❡r❡

φm = (H̃βM
− µαM )−1

∑

k 6=l

f
(k,l)
m φ

2|Dk,l|m+1
✭✶✸✳✶✵✮

Pr♦♦❢✳ ❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✬✮✱ t❤❡ st❛t❡ φ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
SO(3) ❣r♦✉♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 0✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f (k,l)n ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ SO(3) ❣r♦✉♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ℓ = n✱
s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❊✳✼✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ φm ❛♥❞ f (k,l)n φ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛s t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ SO(3) ❣r♦✉♣✳ �

❋♦r BM2 ✇❡ ❤❛✈❡

BM2 ≥
∑

k 6=l
l 6=n,n 6=k

〈(H̃βM
− µαM )−1f

(k,l)
2 φ, f

(l,n)
2 (H̃βM

− µαM )−1f
(n,k)
2 φ〉

8|Dk,l|3|Dl,n|3|Dn,k|3

− C
|γ1|2 + |γ2|2
(D0d)10

.

✭✶✸✳✶✶✮

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✶✸✳✶✶✮ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✼ ❡①❝❡♣t t❤❡
r❡♠❛r❦ ❛❢t❡r ✭❉✳✺✵✮✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ❢♦r M = 2 ✇❡ ❤❛✈❡ 〈φ2, f2φ2〉 = 0✳ ❋♦r M ≥ 3
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❊✳✼ ②✐❡❧❞s

〈(H̃βM
− µαM )−1f

(m,m′)
2 φ, f

(k,k′)
2 (H̃βM

− µαM )−1f
(l,l′)
2 φ〉 = 0 ✭✶✸✳✶✷✮

♦♥❧② ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s m,m′, k, k′, l, l′ ❛♣♣❡❛rs ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s m,m′, k, k′, l, l′ ❝♦♠✐♥❣ t✇✐❝❡ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ BM2 ✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r BM3 ✐s ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✽ ❢♦r
M = 2✳

❚♦ ❣❡t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡ ❧❡t α∗
βM

≺ α s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ Pα
∗
βM W̃α

βM
✇✐t❤ ‖φ‖ = 1 t❤❛t r❡❛❧✐s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛ aM1 ❛♥❞

aM2 ✳ ❲❡ s❡t

ψ̂0 := U∗
βM

(
φ− (H̃βM

−µαM )−1
∑

k<l

f
(k,l)
2

|Dk,l|3
φ− (H̃βM

−µαM )−1
∑

k<l

f
(k,l)
3

|Dk,l|4
φ
)
✭✶✸✳✶✸✮

✻✺



❛♥❞ t❛❦❡ ❛s ❛ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

ψ0 :=
PαJβM

ψ̂0

‖PαJβM
ψ̂0‖

, ✭✶✸✳✶✹✮

❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ❇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❛❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢
❛ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠s ✾✳✷ ❛♥❞ ✾✳✹✳

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❍❱❩✲t②♣❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t②♣❡ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❢♦r
❛♥② t②♣❡ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❤❛✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢ ❜② ●✳ ❩❤✐s❧✐♥ ✐♥ ❬✹✾❪✳
❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s✳ ■♥
t❤❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ❜♦t❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❍❱❩ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❬✶✸✱ ♣✳ ✸✹❪ ✮✱ ✇❛s ✜rst ♣r♦✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
✐♥ ✶✾✻✵ ❜② ●✳ ❩❤✐s❧✐♥ ❬✹✽❪✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❙✐❣❛❧♦✈ ❛♥❞ ❩❤✐s❧✐♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ s✉❜s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s ❩❤✐s❧✐♥✬s t❤❡♦r❡♠ ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✹✽✱ ✺✵❪✳

❋♦r ♠✉❧t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
t❤❡ ❍❱❩✲t②♣❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ ❬✷✷❪✱ ✇❤❡r❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♠❛ss❡s ❛♥❞ ✜①❡❞ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❚❤❡♦✲
r❡♠s ✾✳✷ ❛♥❞ ✾✳✹ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❬✷✷❪✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤
✐♥✜♥✐t❡ ♠❛ss✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡❛s✐❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❜② ❙✐❣❛❧♦✈ ❛♥❞ ❩❤✐s❧✐♥✱ ✇✐t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❋♦r ❛♥② k ∈ N ❛♥❞ Ze2 < 2
π ✇❡ s❡t

HZ
k :=

k∑

i=1

Ti −
k∑

i=1

e2Z

|xi|
+

∑

1≤i<j≤k

e2

|xi − xj |
✭❆✳✶✮

❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2(R3k)✱ ✇❤❡r❡ Ti ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛✲
t♦r ❢♦r t❤❡ i✲t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ▲❡t αk ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ k ❡❧❡❝tr♦♥s Sk✳ ❲❡ s❡t

µαk := inf σ(HZ
k P

αk). ✭❆✳✷✮

❉❡♥♦t❡ ❜② α′
k−1 ≺ αk ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Sk−1 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② αk✳ ❲❡

❞❡✜♥❡

µαk

k−1 := min
α′

k−1≺αk

inf σ(HZ
k−1P

α′
k−1). ✭❆✳✸✮

❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✶✳ ❋♦r s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ❝❤❛r❣❡ Ze2 < 2
π ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αk ♦❢ Sk✱

σess(H
Z
k P

αk) = [µαk

k−1,+∞).

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳
✻✻



❆✳✵✳✶✳ ✧❊❛s② ♣❛rt✧✿ ▲❡t ✉s ✜rst s❤♦✇ t❤❛t

σess(H
Z
k P

αk) ⊇ [µαk

k−1,+∞). ✭❆✳✹✮

❚♦ ❞♦ s♦✱ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② λ ≥ µαk

k−1✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲❡②❧ s❡q✉❡♥❝❡
(ψm)m∈N ⊂ PαkL2(R3k) ✇✐t❤ ‖ψm‖ = 1✱ ψm ⇀ 0 ❛♥❞

lim
m→∞

‖(HZ
k − λ)ψm‖ = 0.

▲❡t α∗
k−1 ≺ αk ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Sk−1 s✉❝❤ t❤❛t

inf σ(HZ
k−1P

α∗
k−1) = µαk

k−1.

❙✐♥❝❡ C∞
0 (R3(k−1)) ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ HZ

k−1P
α∗

k−1 ✱ ❢♦r ❛♥② ǫ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φǫ ∈ Pα

∗
k−1C∞

0 (R3(k−1)) ✇✐t❤ ‖φǫ‖ = 1 s✉❝❤ t❤❛t

‖(HZ
k−1 − µαk

k−1)φǫ‖2 <
ǫ

9
. ✭❆✳✺✮

▲❡t Rǫ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

supp(φǫ) ⊂ {x = (x1, · · · , xk−1) ∈ R3(k−1)
∣
∣|xi| ≤ Rǫ, i = 1, · · · , k − 1}. ✭❆✳✻✮

❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ Tk ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ C∞
0 (R3) ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢

Tk✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛♥② ǫ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts f (ǫ) ∈ C∞
0 (R3) ✇✐t❤ ‖f (ǫ)‖ = 1 s✉❝❤ t❤❛t

∥
∥
[
Tk − (λ− µαk

k−1)
]
f (ǫ)

∥
∥
2 ≤ ǫ

9
.

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ǫm → 0 ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φǫm , f
(ǫm) ❝❤♦s❡♥

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ǫm ✇❡ ✇✐❧❧ ♣✐❝❦ ❛ ✈❡❝t♦r Am ∈ R3

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

fAm,ǫm(xk) := f (ǫm)(xk +Am).

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❤✐❢ts Am ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t supp(fAm,ǫm)∩B2Rǫm
= ∅✱ ❛♥❞ s✉❝❤

t❤❛t

supp
(
fAm,ǫm

)
∩
(m−1⋃

l=1

supp
(
fAl,ǫl

))

= ∅.

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ❣❡t
∥
∥
[
Tk − (λ− µαk

k−1)
]
fAm,ǫm

∥
∥
2 ≤ ǫm

9
. ✭❆✳✼✮

❲❡ s❡t
ϕm(x) := φǫm(x1, · · · , xk−1)fAm,ǫm(xk) ✭❆✳✽✮

❛♥❞ ❧❡t
ψm(x) := Pαkϕm(x). ✭❆✳✾✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡

‖ψm‖2 = ‖Pαkϕm‖2 = θα∗
k−1

‖φǫmfAm,ǫm‖2, ✭❆✳✶✵✮

✇❤❡r❡ θα∗
k−1

> 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ α∗
k−1 ❛♥❞ αk ♦♥❧② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✮✳

❇② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Am✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψm ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤✉s ψm ⇀ 0✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡ ‖(HZ

k − λ)ψm‖✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ
k ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Pαk ✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ‖Pαk‖ ≤ 1 ✇❡ ❣❡t

‖(HZ
k − λ)Pαkϕm‖2 = ‖Pαk(HZ

k − λ)ϕm‖2 ≤ ‖(HZ
k − λ)ϕm‖2.

❲❡ s♣❧✐t (HZ
k − λ) ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts

(HZ
k − λ) = (HZ

k−1 − µαk

k−1) +
(
Tk − (λ− µαk

k−1)
)
+
( ∑

1≤i<k

e2

|xi − xk|
− e2Z

|xk|
)
.

✻✼



❖♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ϕm ✇❡ ❤❛✈❡
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

1≤i<k

e2

|xi − xk|
− e2Z

|xk|

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

≤ ǫm
9
. ✭❆✳✶✶✮

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭❆✳✺✮ ❛♥❞ ✭❆✳✼✮ t❤✐s ②✐❡❧❞s

‖(HZ
k − λ)Pαkϕm‖2 ≤ ǫm. ✭❆✳✶✷✮

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t λ ∈ σess(H
Z
k P

αk)✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ λ ∈ [µαk

k−1,+∞) ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

❆✳✵✳✷✳ ✧❍❛r❞ ♣❛rt✧✿ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t

σess(H
Z
k P

αk) ⊆ [µαk

k−1,+∞). ✭❆✳✶✸✮

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ k✳ ❋♦r k = 1✱ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡ ❝❛s❡✱
t❤✐s ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ✜① ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② k ≤ Z ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② k′ < k
✭❆✳✶✸✮ ✐s tr✉❡✳ ❚❛❦❡ ❛♥② λ ∈ σess(H

Z
k P

αk) ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲❡②❧ s❡q✉❡♥❝❡
(ψl)l∈N ⊂ PαkL2(R3k)✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t

lim
l→∞

〈ψl, HZ
k ψl〉 ≥ µαk

k−1.

❇② ❲❡②❧✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✭❆✳✶✸✮✳
▲❡t uR ∈ C∞(R3; [0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t

uR(z) :=

{
1 ✐❢ |z| ≤ R
0 ✐❢ |z| > 2R

✭❆✳✶✹✮

❛♥❞ ❢♦r ❛♥② C ⊆ {1, · · · , k} ✇❡ ❞❡✜♥❡

FC(x) :=
∏

i∈C

uR(xi)
∏

j /∈C

√

1− u2R(xj). ✭❆✳✶✺✮

❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡
∑

C⊆{1,··· ,k}

F 2
C ≡ 1. ✭❆✳✶✻✮

▲❡t C∗ := {1, · · · , k}❀ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

supp
(
FC∗

)
⊂

k⊗

i=1

B
(i)
2R.

❲❡ ❛♣♣❧② ❛ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✸ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞
❣❡t

〈ψl, HZ
k ψl〉 = 〈FC∗ψl, H

Z
k FC∗ψl〉+

∑

C6=C∗

〈FCψl, H
Z
k FCψl〉 − LE

= 〈FC∗ψl, H
Z
k FC∗ψl〉+

∑

C6=C∗

〈FCψl, H
Z
k FCψl〉+O(R−2).

✭❆✳✶✼✮

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❆✳✶✼✮ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µαk ✱ s❡❡ ✭❆✳✷✮✱ ✐♠♣❧✐❡s

〈FC∗ψl, H
Z
k FC∗ψl〉 ≥ µαk‖FC∗ψl‖2

= µαk

k−1‖FC∗ψl‖2 + (µαk − µαk

k−1)‖FC∗ψl‖2.
✭❆✳✶✽✮

▲❡t

HZ
C =

∑

i∈C

Ti −
∑

i∈C

e2Z

|xi|
+
∑

i,j∈C
i<j

e2

|xi − xj |
. ✭❆✳✶✾✮

✻✽



❋♦r ❡❛❝❤ s✉♠♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❆✳✶✼✮ ✇❡ ✇r✐t❡

〈FCψl, H
Z
k FCψl〉 = 〈FCψl, H

Z
C FCψl〉+

∑

j /∈C

〈FCψl, TjFCψl〉

+
∑

j /∈C

〈
FCψl,

(
− e2Z

|xj |
+
∑

i 6=j

e2

2|xi − xj |
)
FCψl

〉
.

✭❆✳✷✵✮

❊❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❆✳✷✵✮ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡
s✉♠♠❛♥❞s ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❆✳✷✵✮✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ FC ✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t

∑

j /∈C

〈
FCψl,

(
− e2Z

|xj |
+
∑

i 6=j

e2

2|xi − xj |
)
FCψl

〉
≥ −C

R
‖FCψl‖2. ✭❆✳✷✶✮

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❢♦r ❛♥② C ⊆ {1, · · · , k} t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ FC ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥s ✐♥ S(C)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✱ t❤❛t ❢♦r ψ ∈ PαkL2(R3k) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ FCψ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❤❛s ❛ s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α′

C ≺ αk ♦❢ S(C)✳ ❚❤✉s
❢♦r ❛♥② C 6= C∗ ✇❡ ❤❛✈❡

〈FCψl, H
Z
C FCψl〉 ≥ min

α′
C≺αk

inf σ(HZ
C P

α′
C )‖FCψl‖2 ≥ µαk

k−1‖FCψl‖2 ✭❆✳✷✷✮

❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ HZ
C P

α′
C ✐s ✉♥✐t❛r✐❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ HZ

k′P
αk′ ❢♦r

k′ = ♯C ❛♥❞ s♦♠❡ αk′ ≺ αk✳ ●❛t❤❡r✐♥❣ ✭❆✳✶✼✮✱ ✭❆✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭❆✳✷✵✮✲✭❆✳✷✷✮ ✇❡ ❣❡t
t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ l ∈ N ✇❡ ❤❛✈❡

〈ψl, HZ
k ψl〉 ≥ µαk

k−1

∑

C

‖FCψl‖2

︸ ︷︷ ︸

=1

+(µαk − µαk

k−1)‖FC∗ψl‖2 −
C

R
. ✭❆✳✷✸✮

■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ‖FC∗ψl‖2 l→∞−−−→ 0✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs H0 :=
∑k
i=1 Ti ❛♥❞ H

Z
k

❛r❡ s❡♠✐✲❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ t❤✉s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0 s✉❝❤ t❤❛t (H0+ c)
❛♥❞ (HZ

k + c) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ✇r✐t❡

FC∗ψl = FC∗(HZ
k + c)−1(HZ

k + c)ψl. ✭❆✳✷✹✮

❋✐rst❧② ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(
(HZ

k +c)ψl
)

l∈N
❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦ ③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡

(ψl)l∈N ✐s ❛ ❲❡②❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ (HZ
k − λ)ψl ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ ♥♦r♠ ❛♥❞

(HZ
k + c)ψl = (HZ

k − λ)ψl
︸ ︷︷ ︸

→0

+(c+ λ)ψl
︸ ︷︷ ︸

⇀0

.

❖✉r ♥❡①t ❣♦❛❧ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r FC∗(HZ
k + c)−1 ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ❲❡ ✇r✐t❡

FC∗(HZ
k + c)−1 = FC∗(H0 + c)−

1
2 (H0 + c)

1
2 (HZ

k + c)−
1
2 (HZ

k + c)−
1
2 .

❙✐♥❝❡ (HZ
k + c)−

1
2 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚♦

♦❜t❛✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ (H0 + c)
1
2 (HZ

k + c)−
1
2 ✳ ▲❡t V ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

✐♥ HZ
k ✱ s✉❝❤ t❤❛t

HZ
k = H0 + V.

❙✐♥❝❡ V ✐s r❡❧❛t✐✈❡ H0✲❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐st 1 > a > 0 ❛♥❞ b > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
ϕ ∈ D(H0) ∩ D(V ) ✇❡ ❤❛✈❡

|〈ϕ, V ϕ〉| ≤ a〈ϕ,H0ϕ〉+ b‖ϕ‖2.
❇② t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ D(H0) ✇❡ ❣❡t

〈ϕ, (H0 + c)ϕ〉 = 〈ϕ, (H0 + V + c)ϕ〉 − 〈ϕ, V ϕ〉
≤ 〈ϕ, (HZ

k + c)ϕ〉+ a〈ϕ,H0ϕ〉+ b‖ϕ‖2.
✻✾



❙✐♥❝❡ a < 1✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

〈ϕ, (H0 + c)ϕ)〉 ≤ 1

1− a
〈ϕ, (HZ

k + c)ϕ〉+ b− ac

1− a
‖ϕ‖2.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❡tt✐♥❣ ϕ = (HZ
k + c)−

1
2ψ t❤✐s ②✐❡❧❞s

‖(H0 + c)
1
2 (HZ

k + c)−
1
2ψ‖2 = 〈(HZ

k + c)−
1
2ψ, (H0 + c)(HZ

k + c)−
1
2ψ〉

≤ 1

1− a
‖ψ‖2 + b− ac

1− a
‖(HZ

k + c)−
1
2ψ‖2.

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ (HZ
k +c)−

1
2 t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (H0+c)

1
2 (HZ

k +c)−
1
2 ✐s

❜♦✉♥❞❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r FC∗(H0 + c)−
1
2 ✐s ❝♦♠♣❛❝t✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦r♠

❧✐♠✐t ♦❢ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦rs

Bn = FC∗(H0 + c)−1χ(H0 < n). ✭❆✳✷✺✮

❚❤✉s

‖FC∗ψl‖2 = ‖FC∗(H0 + c)−
1
2 (H0 + c)

1
2 (HZ

k + c)−
1
2 (HZ

k + c)
1
2ψl‖2 l→∞−−−→ 0. ✭❆✳✷✻✮

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❆✳✷✸✮ t❤❛t

〈ψl, HZ
k ψl〉 ≥ µαk

k−1 + (µαk − µαk

k−1)‖FC∗ψl‖2 −
C

R
.

P✐❝❦✐♥❣ R ❛♥❞ l ❧❛r❣❡ ②✐❡❧❞s λ ≥ µαk

k−1✱ ✇❤❡r❡ λ ✇❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ HZ

k P
αk ✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s

▲❡t HZ
k ✱ Sk✱ ❛♥❞ αk ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ❧❡t k ≤ Z✳

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✳ ❋♦r ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αk ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ Sk✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
HZ
k P

αk ❤❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ✐ts s♣❡❝tr✉♠✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ k = 1, · · · , Z✳ ❋♦r
k = 1 ✇❡ ❤❛✈❡

HZ
1 =

√

p2 + 1− 1− Ze2

|x| ≤ p2

2
− Ze2

|x| .

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r p2

2 − Ze2

|x| ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦r HZ
1 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts s②♠♠❡tr②✳
❋♦r ✜①❡❞ ❜✉t ❛r❜✐tr❛r② k ≤ Z✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ αk−1 ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ Sk−1✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HZ
k−1P

αk−1 ❤❛s ❛ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ tr✐❛❧ st❛t❡ ψ0 ∈ PαkH1/2(R3k) ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αk ♦❢ Sk s✉❝❤ t❤❛t

‖ψ0‖−2〈ψ0, H
Z
k ψ0〉 < inf σess(H

Z
k P

αk).

▲❡t α∗
k−1 ≺ αk ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Sk−1 s✉❝❤ t❤❛t

inf σ(HZ
k−1P

α∗
k−1) = min

α′
k−1≺αk

inf σ(HZ
k−1P

α′
k−1) =: µαk

k−1. ✭❇✳✶✮

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ st❛t❡ φ ∈ Pα
∗
k−1H1/2(R3(k−1)) ✇✐t❤

〈φ,HZ
k−1φ〉 = µαk

k−1‖φ‖2. ✭❇✳✷✮

▲❡t f ∈ C∞
0 (R3) ✇✐t❤ ‖f‖L2 = 1 ❛♥❞ supp(f) ⊂ {x ∈ R3

∣
∣1 ≤ |x| ≤ 2}✱ ❛♥❞ ❧❡t

fR(z) := R− 3
2 f(zR−1), ✭❇✳✸✮

✼✵



s♦ t❤❛t ‖fR‖ = 1✳ ❋♦r u ∈ C∞(R3; [0, 1]) ✇✐t❤

u(z) :=

{
1 ✐❢ |z| ≤ 1

2
0 ✐❢ |z| ≥ 1

✭❇✳✹✮

✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥

ζR,Z(x1, · · · , xk−1) :=

k−1∏

i=1

u
(

xi ·
Z + 1

R

)

. ✭❇✳✺✮

❚❤✐s ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ i = 1, · · · , k − 1 ✐♥ ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s R
Z+1

❛♥❞ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ Sk−1✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

ψ̂0(x) := (ζR,Zφ)(x1, · · · , xk−1)fR(xk) ✭❇✳✻✮

❛♥❞ t❤❡ tr✐❛❧ st❛t❡

ψ0 :=
Pαk ψ̂0

‖Pαk ψ̂0‖
. ✭❇✳✼✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

〈ψ̂0, H
Z
k P

αk ψ̂0〉
‖Pαk ψ̂0‖2

=
〈ψ̂0, H

Z
k ψ̂0〉

‖ψ̂0‖2
. ✭❇✳✽✮

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HZ
k ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts

HZ
k = HZ

k−1 + Tk +
( ∑

1≤i<k

e2

|xi − xk|
− e2Z

|xk|
)

. ✭❇✳✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ φ✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✶✷✳✼✷✮✱ ✇❡ ❣❡t

〈ζR,Zφ,HZ
k−1ζR,Zφ〉 = µαk

k−1‖φ‖2 +O(e−cR) ✭❇✳✶✵✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t c > 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r xk ∈ supp(fR) ✇❡ ❤❛✈❡ |xk| = (1 + θ)R ❢♦r
s♦♠❡ θ ∈ [0, 1] ❛♥❞ ❜② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ζR,Z ✱ ❢♦r x ∈ supp(ψ̂0) ✇❡ ❣❡t

∑

1≤i<k

e2

|xi − xk|
≤
∑

1≤i<k

e2

|xk| − |xi|

≤ e2(k − 1)(Z + 1)

(Z + Zθ + θ)R

✭❇✳✶✶✮

❛♥❞

− e2Z

|xk|
= − e2Z

(1 + θ)R
. ✭❇✳✶✷✮

❯s✐♥❣ ✭❇✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭❇✳✶✷✮✱ ❛♥❞ k ≤ Z✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

∑

1≤i<k

e2

|xi − xk|
− e2Z

|xk|
≤ − e2(θ + 1 + Zθ)

R(1 + θ)(Z + Zθ + θ)

≤ − e2

R(Z + Zθ + θ)
− e2Zθ

R(1 + θ)(Z + Zθ + θ)
.

✭❇✳✶✸✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ θ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❜♦✉♥❞

〈
ψ̂0,
( ∑

1≤i<k

e2

|xi − xk|
− e2Z

|xk|
)
ψ̂0

〉
≤ − e2

(2Z + 1)R
‖ψ̂0‖2. ✭❇✳✶✹✮

✼✶



❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ k ✇❡ ❤❛✈❡

〈ψ0, Tkψ0〉 = ‖ζR,Zφ‖2〈fR, TkfR〉

≤ ‖ζR,Zφ‖2〈fR,
p2k
2
fR〉

≤ C

R2
‖ψ̂0‖2.

✭❇✳✶✺✮

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✭❇✳✽✮✱ ✭❇✳✶✵✮✱ ✭❇✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭❇✳✶✺✮✱ ✇❡ ❣❡t

〈ψ0, H
Z
k P

αkψ0〉
‖Pαkψ0‖2

≤ µαk

k−1 +
C

R2
− e2

(2Z + 1)R
< µαk

k−1 ✭❇✳✶✻✮

❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ R✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡

µαk

k−1 = inf σess(H
Z
k P

αk). ✭❇✳✶✼✮

❙♦ ✭❇✳✶✻✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ HZ
k P

αk ❜❡❧♦✇ µαk

k−1 ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ HZ

k P
αk ❡①✐sts✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✺

❚♦ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✺ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧ts✳

▲❡♠♠❛ ❈✳✶✳ ❋♦r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ ∈ C1(R3)✱ T =
√

p2 + 1 − 1 ❛♥❞ ❛♥②

❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ H1/2(R3) ✇❡ ❤❛✈❡

∣
∣Re〈ξϕ, [ξ, T ]ϕ〉

∣
∣ ≤ 1

4π2

∫

R6

K2(|x− y|)
|x− y|2 (ξ(x)− ξ(y))2|ϕ(x)| |ϕ(y)|dydx ✭❈✳✶✮

✇❤❡r❡ K2 ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ T ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

Re〈ξϕ, [ξ, T ]ϕ〉 =
(1

2
Re〈ξ2ϕ, Tϕ〉+ 1

2
Re〈ϕ, Tξ2ϕ〉 − 〈ξϕ, Tξϕ〉

)
. ✭❈✳✷✮

❋♦r t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s f, g ∈ H1/2(R3) ♦♥❡ ❤❛s

Re〈f, Tg〉 = 1

4π2

∫

R6

K2(|x− y|)
|x− y|2 Re

(
(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))

)
dxdy. ✭❈✳✸✮

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭❈✳✸✮ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✷❪ ✇❡ ❤❛✈❡

〈ϕ, Tϕ〉 = 1

4π2

∫

R6

K2(|x− y|)|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|2 dxdy ✭❈✳✹✮

❢♦r ϕ ∈ H1/2(R3)✳ ■❢ f, g ∈ H1/2(R3) t❤❡♥

Re〈f, Tg〉 = 1

4

(

〈f + g, T (f + g)〉 − 〈f − g, T (f − g)〉
)

. ✭❈✳✺✮

❯s✐♥❣ ✭❈✳✹✮ ✐♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❈✳✺✮ ✇❡ ❣❡t

Re〈f, Tg〉 = 1

16π2

∫

R6

K2(|x− y|)
∣
∣(f + g)(x)− (f + g)(y)

∣
∣
2

|x− y|2 dxdy

− 1

16π2

∫

R6

K2(|x− y|)
∣
∣(f − g)(x)− (f − g)(y)

∣
∣
2

|x− y|2 dxdy,

✭❈✳✻✮

❛♥❞ t❛❦✐♥❣

1

4

(∣
∣(f + g)(x)− (f + g)(y)

∣
∣
2 −

∣
∣(f − g)(x)− (f − g)(y)

∣
∣
2
)

= Re
(

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))
)

✼✷



✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t ✭❈✳✸✮✳
❆♣♣❧②✐♥❣ ✭❈✳✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s✉♠♠❛♥❞s ✐♥ ✭❈✳✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

Re〈ξϕ, [ξ, T ]ϕ〉

=
1

8π2

∫

R6

K2(|x− y|)
|x− y|2 Re

[(
ξ2ϕ(x)− ξ2ϕ(y)

)(
ϕ(x)− ϕ(y)

)]

dydx

+
1

8π2

∫

R6

K2(|x− y|)
|x− y|2 Re

[(
ϕ(x)− ϕ(y)

)(
ξ2ϕ(x)− ξ2ϕ(y)

)]

dydx

− 1

4π2

∫

R6

K2(|x− y|)
|x− y|2

[(
ξϕ(x)− ξϕ(y)

)(
ξϕ(x)− ξϕ(y)

)]

dydx.

✭❈✳✼✮

❇② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥ ✭❈✳✼✮ ♦♥❡ s❡❡s

Re〈ξϕ, [ξ, T ]ϕ〉 = − 1

4π2

∫

R6

K2(|x− y|)
|x− y|2

[(
ξ(x)− ξ(y)

)2
Re
(
ϕ(x)ϕ(y)

)]

dydx

✭❈✳✽✮
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ✭❈✳✶✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ K2(| · |) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ �

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❡ r❡❝❛❧❧

▲❡♠♠❛ ✶✵✳✺✳ ▲❡t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fν,ǫ✱ ❛♥❞ ξǫ ❜❡ ❛s ✐♥ ✭✶✵✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✵✳✶✷✮✳ ❋♦r

✜①❡❞ R > 0 ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② δ̂ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ν0 > 0 ❛♥❞ Cν0,R < ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❛❧❧ ν ∈ (0, ν0)✱ ❛❧❧ ǫ ∈ (0, 1)✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ϕ ∈ H1/2(R(C))

|Re〈ξǫϕ, [ξǫ, H̃Z
C ]ϕ〉| ≤ δ̂‖

k∑

i=1

eFν,ǫ(|xi|)ϕ‖2 + Cν0,R‖ϕ‖2. ✭✶✵✳✶✸✮

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✺✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡
❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ ξǫ ✇✐t❤ V ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✉s

Re〈ξǫϕ, [ξǫ, HZ
C ]ϕ〉 =

k∑

i=1

Re〈ξǫϕ, [ξǫ, Ti]ϕ〉. ✭❈✳✾✮

●✐✈❡♥ x = (x1, · · · , xk)✱ ✇❡ s❡t yi = (x1, · · · , xi−1, yi, xi+1, · · · , xk) ∈ R3k✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ❈✳✶ ✇❡ ❣❡t

|Re〈ξǫϕ, [ξǫ, HZ
C ]ϕ〉|

≤
k∑

i=1

1

4π2

∫

R3k+3

K2(|xi − yi|)
|xi − yi|2

(ξǫ(x)− ξǫ(y
i))2|ϕ(x)| |ϕ(yi)|dyidx

=:

k∑

i=1

I(i).

✭❈✳✶✵✮

▲❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❡r♠ ✇✐t❤ i = 1 ✐♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❈✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧
♦t❤❡r t❡r♠s ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❜♦✉♥❞

(ξǫ(x)− ξǫ(y
1)
)2

=
(

χR(x)

k∑

i=1

eF (|xi|) − χR(y
1)
(

eF (|y1|) +

k∑

i=2

eF (|xi|)
))2

≤ 2
(

χR(x)e
F (|x1|) − χR(y

1)eF (|y1|)
)2

+ 2
(

χR(x)− χR(y
1)
)2(

k∑

i=2

eF (|xi|)
)2
.

✭❈✳✶✶✮
✼✸



❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

I1(1) :=
∫

R3k+3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)e

F (|x1|) − χR(y
1)eF (|y1|)

)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dy1dx
✭❈✳✶✷✮

❛♥❞

I2(1) :=
∫

R3k+3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)− χR(y

1)
)2(

k∑

i=2

eF (|xi|)
)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dy1dx.

✭❈✳✶✸✮
■♥ ▲❡♠♠❛ ❈✳✷ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r I1(1)✿ ❋♦r ❛♥② δ̂ > 0
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C1(R) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

I1(1) ≤
δ̂

k
‖eF (|x1|)ϕ(x)‖2 + C1(R)‖ϕ‖2. ✭❈✳✶✹✮

■♥ ▲❡♠♠❛ ❈✳✻ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C2(R) < ∞ s✉❝❤
t❤❛t

I2(1) ≤ C2(R)‖ϕ‖2. ✭❈✳✶✺✮

❙♦

I(1) ≤ I1(1) + I2(1) ≤
δ̂

k
‖eF (|x1|)ϕ(x)‖2 + (C1(R) + C2(R))‖ϕ‖2. ✭❈✳✶✻✮

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

‖eF (|xi|)ϕ(x)‖2 ≤ ‖
k∑

l=1

eF (|xl|)ϕ‖2 ∀i ∈ {1, · · · , k} ✭❈✳✶✼✮

✇❡ ❣❡t t❤❛t ❢♦r ❛♥② δ̂ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t CR > 0

I(1) ≤ δ̂

k
‖

k∑

i=1

eF (|xi|)ϕ‖2 + CR‖ϕ‖2. ✭❈✳✶✽✮

❯s✐♥❣ t❤✐s✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❜♦✉♥❞s ❢♦r I(i)✱ ❢♦r i = 2, · · · , k ✐♥ ✭❈✳✶✵✮✱ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r
i = 1, · · · , k ♣r♦✈❡s ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✺✳ �

▲❡♠♠❛ ❈✳✷✳ ❋♦r I1(1) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❈✳✶✷✮ ❛♥❞ ❛♥② δ̂ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t
C1(R) <∞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ν < ν0

I1(1) ≤
δ̂

k
‖eF (|x1|)ϕ(x)‖2 + C1(R)‖ϕ‖2. ✭❈✳✶✾✮

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❈✳✷ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s♣❧✐t t❤❡
❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❞❡✜♥❡

IΩ
1 (1) :=

1

4π2

∫

Ω

K2(|x1 − y1|)
|x1 − y1|2

(
χR(x)e

F (|x1|)−χR(y1)eF (|y1|)
)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dy1dx1

✭❈✳✷✵✮
❢♦r ❛ ❇♦r❡❧ s❡t Ω ⊂ R6✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r Ω = R6 t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ IΩ

1 (1) ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ x1 ✇✐t❤ y1✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❢♦r Ω = R6 ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s
✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ {(x1, y1) ∈ R6 | |x1| ≤ |y1|}✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❜②
t❤❡ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s A1, A2, A3 ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A1 := {(x1, y1) ∈ R6| |x1| ≤ |y1|, |x1 − y1| > R̃}
A2 := {(x1, y1) ∈ R6| |x1| ≤ |y1| ≤ 2R+ R̃, |x1 − y1| ≤ R̃}
A3 := {(x1, y1) ∈ R6| 2R ≤ |x1| ≤ |y1|, |x1 − y1| ≤ R̃},

✭❈✳✷✶✮

✇❤❡r❡ R̃ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ▲❡♠♠❛t❛ ❈✳✸✲❈✳✺✳

✼✹



▲❡♠♠❛ ❈✳✸ ✭❜♦✉♥❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ A1✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

IA1
1 (1) ≤

‖K2(| · |)eν|·|‖2L1(R3)

4π2R̃2

∫

R3

|ϕ(x)eFν,ǫ(|x1|)|2dx1. ✭❈✳✷✷✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (·) = Fν,ǫ(·) ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s✐♥❝❡ |x1| ≤ |y1| ❛♥❞
χR ≤ 1✱ ♦♥❡ ❤❛s

(
χR(x)e

F (|x1|) − χR(y
1)eF (|y1|)

)2 ≤ e2F (|y1|). ✭❈✳✷✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ F ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

F (|x+ y|) ≤ F (|x|) + F (|y|)
✇❡ ♦❜t❛✐♥

eF (|y1|−|x1−y1|) ≤ eF (|x1|).

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r 0 < r1 < r2 ✇❡ ❤❛✈❡ F (r2)− F (r1) ≤ ν(r2 − r1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

F (|y1|) ≤ F
(
|y1| − |x1 − y1|

)
+ ν|x1 − y1|.

●❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ②✐❡❧❞s

e2F (|y1|) ≤ eF (|y1|)eF (|x1|)eν|x1−y1|. ✭❈✳✷✹✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭❈✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭❈✳✷✹✮ ✐♥t♦ IA1
1 (1) ✇❡ ❣❡t

IA1
1 (1) =

∫

A1

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)e

F (|x1|) − χR(y
1)eF (|y1|)

)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1

≤
∫

A1

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

eF (|x1|)eF (|y1|)eν|x1−y1||ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1.
✭❈✳✷✺✮

❙✐♥❝❡ ❢♦r (x1, y1) ∈ A1 ♦♥❡ ❤❛s |x1 − y1| > R̃✱ t❤❡ r✳❤✳s ♦❢ ✭❈✳✷✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛s
∫

A1

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

eF (|x1|)eF (|y1|)eν|x1−y1||ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1

≤ 1

4π2R̃2

∫

R6

K2(|x1 − y1|)eν|x1−y1||ϕ(x)eF (|x1|)| |ϕ(y1)eF (|y1|)|dx1dy1.
✭❈✳✷✻✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ν s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧K2(|·|)eν|·| ∈ L1(R3) ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❨♦✉♥❣✬s
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ y1 ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s

IA1
1 (1) ≤

‖K2(| · |)eν|·|‖2L1(R3)

4π2R̃2

∫

R3

|ϕ(x)eF (|x1|)|2dx1.

�

▲❡♠♠❛ ❈✳✹ ✭❜♦✉♥❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ A2✮✳ ▲❡t R, R̃, ν > 0 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ǫ ∈ (0, 1) ✇❡
❤❛✈❡

IA2
1 (1) ≤ (‖χR‖C1 + ν)2e2ν(2R+R̃)‖K2(| · |)‖L1(R3)

∫

R3

|ϕ(x)|2dx1 ✭❈✳✷✼✮

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡
(
χR(x)e

F (|x1|) − χR(y
1)eF (|y1|)

)2

≤ |x1 − y1|2
((

‖χR‖C1 + χR((x
∗, x2, · · · , xk)F ′(|x∗|)

)

eF (|x∗|)
)2 ✭❈✳✷✽✮

❢♦r s♦♠❡ x∗ ✇✐t❤ |x1| ≤ |x∗| ≤ |y1|✳ ❙✐♥❝❡ ‖F ′‖∞ ≤ ν✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|x1 − y1|2
((

‖χR‖C1 + χR((x
∗, x2, · · · , xk)F ′(|x∗|)

)

eF (|x∗|)
)2

≤ |x1 − y1|2(‖χR‖C1 + ν)2e2F (|y1|).
✭❈✳✷✾✮

✼✺



❯s✐♥❣ ✭❈✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭❈✳✷✾✮ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

IA1
1 (1) =

∫

A2

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)e

F (|x1|) − χR(y
1)eF (|y1|)

)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1

≤ (‖χR‖C1 + ν)2

4π2

∫

A2

K2(|x1 − y1|)e2F (|y1|)|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1.
✭❈✳✸✵✮

❉✉❡ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ F ❛♥❞ s✐♥❝❡ |y1| ≤ 2R + R̃✱ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❈✳✸✵✮ ❝❛♥ ❜❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❛s

(‖χR‖C1 + ν)2

4π2
e2F (2R+R̃)

∫

A2

K2(|x1 − y1|)|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1

≤ (‖χR‖C1 + ν)2

4π2
e2ν(2R+R̃)‖K2(| · |)‖L1(R3)

∫

R3

|ϕ(x)|2dx1.

■♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F (r) ≤ νr ❢♦r ❛❧❧
r > 0✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ �

▲❡♠♠❛ ❈✳✺ ✭❜♦✉♥❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ A3✮✳ ▲❡t R, R̃, ν > 0 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ǫ ∈ (0, 1) ✇❡
❤❛✈❡

IA3
1 (1) ≤ ν2eνR̃‖K2(| · |)‖L1(R3)

4π2

∫

R3

|ϕeFν,ǫ(|x1|)|2dx1. ✭❈✳✸✶✮

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ χR(x) = χR(y
1) ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ A3 ❛♥❞ χR ≤ 1✱ ✇❡ ❣❡t

IA3
1 (1) =

∫

A3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)e

F (x1|) − χR(y
1)eF (|y1|)

)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1

≤
∫

A3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
eF (|x1|) − eF (|y1|)

)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1.

❇② ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ F ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

A3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
eF (|x1|) − eF (|y1|)

)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dx1dy1

≤ ν2

4π2

∫

A3

K2(|x1 − y1|)e2F (|y1|)|ϕ(x)|ϕ(y1)|dx1dy1.
✭❈✳✸✷✮

❯s✐♥❣ ✭❈✳✷✹✮ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

ν2

4π2

∫

A3

K2(|x1 − y1|)e2F (|y1|)|ϕ(x)|ϕ(y1)|dx1dy1

≤ ν2

4π2

∫

A3

K2(|x1 − y1|)|eF (|x1|)ϕ(x)| |eF (|y1|)ϕ(y1)| eν|x1−y1|dx1dy1.

✭❈✳✸✸✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ eν|x1−y1| ≤ eνR̃ ②✐❡❧❞s

ν2

4π2

∫

A3

K2(|x1 − y1|)|eF (|x1|)ϕ(x)| |eF (|y1|)ϕ(y1)| eν|x1−y1|dx1dy1

≤ ν2eνR̃

4π2
‖K2(| · |)‖L1(R3)

∫

R3

|ϕ(x)eF (|x1|)|2dx1.
✭❈✳✸✹✮

�

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❈✳✷✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ I1(1) ✇❡ ❤❛✈❡

I1(1) ≤ 2

∫

R3K−3

(

IA1
1 (1) + IA2

1 (1) + IA3
1 (1)

)

dx2 · · · dxk.
✼✻



❙✉♠♠✐♥❣ ✭❈✳✷✷✮✱ ✭❈✳✷✼✮✱ ❛♥❞ ✭❈✳✸✶✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ✈❛r✐❛❜❧❡s x2, · · · , xk
✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

I1(1) ≤
(‖K2(| · |)eν|·|‖2L1(R3)

2π2R̃2
+
ν2eνR̃‖K2(| · |)‖L1(R3)

2π2

)

‖ϕ(x)eF (|x1|)‖2

+
(‖χR‖C1 + ν)2e2ν(2R+R̃)‖K2(| · |)‖L1(R3)

2π2
‖ϕ‖2.

✭❈✳✸✺✮

●✐✈❡♥ δ̂ > 0 ✇❡ ❝❤♦♦s❡ R̃ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ν0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❛❧❧ ν ∈ (0, ν0) ♦♥❡ ❤❛s

(‖K2(| · |)eν|·|‖2L1(R3)

2π2R̃2
+
ν2eνR̃‖K2(| · |)‖L1(R3)

2π2

)

<
δ̂

k
. ✭❈✳✸✻✮

❋♦r t❤✐s ✜①❡❞ R̃✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

C1(R) :=
(‖χR‖C1 + ν0)

2e2ν0(2R+R̃)‖K2(| · |)‖L1(R3)

2π2
✭❈✳✸✼✮

❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❈✳✷✳ �

❆s t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ I2(1) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❈✳✶✸✮✳

▲❡♠♠❛ ❈✳✻ ✭❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ I2(1)✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C2(R, ν) > 0
s✉❝❤ t❤❛t

I2(1) ≤ C2(R, ν)‖ϕ‖2.

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧

I2(1) =
∫

R3k+3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)− χR(y

1)
)2(

k∑

l=2

eF (|xl|)
)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dy1dx.

✭❈✳✸✽✮
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ χR✱ ✇❡ ❤❛✈❡

χR(x)− χR(y
1) = 1|x2|<2R · · ·1|xk|<2R(χR(x)− χR(y

1)).

❯s✐♥❣ F (|xl|) ≤ 2νR ❢♦r l = 2, · · · , k ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❣❡t

(χR(x)− χR(y
1))2

(
eF (|x2|) + · · ·+ eF (|xk|)

)2 ≤ (χR(x)− χR(y
1))2k2e4νR

≤ ‖χR‖2C1k2e4νR|x1 − y1|2.

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤✐s ②✐❡❧❞s

∫

R3k+3

K2(|x1 − y1|)
4π2|x1 − y1|2

(
χR(x)− χR(y

1)
)2(

k∑

i=2

eF (|xi|)
)2|ϕ(x)||ϕ(y1)|dy1dx

≤ ‖χR‖2C1(k − 1)2e4νR

4π2

∫

R3k+3

K2(|x1 − y1|)|ϕ(x)||ϕ(y1)|dy1dx1 · · · dxk

≤ ‖χR‖2C1(k − 1)2e4νR

4π2
‖K2(| · |)‖L1(R3)‖ϕ‖2.

�

✼✼



❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ■♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

■♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❡r♠ 〈Jβψ, IβJβψ〉 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ✐♥
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳

❉❡♥♦t❡ ❜② Pn(z), n ∈ N, z ∈ R t❤❡ n✲t❤ ❞❡❣r❡❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ t❤❡s❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② (1− 2zt+ t2)−

1
2 ✭s❡❡ ❬✶✱ ✷✷✳✾✳✶✷❪✮✱ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r

−1 < z < 1 ❛♥❞ |t| < 1 ✇❡ ❤❛✈❡

1√
1− 2zt+ t2

=

∞∑

n=0

Pn(z)t
n. ✭❉✳✶✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r D,h ∈ R3 ✇✐t❤ h < D ✇❡ ❣❡t

1

|D − h| =
∞∑

n=0

Pn

(
h

|h| ·
D

|D|

) |h|n
|D|n+1

. ✭❉✳✷✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r n = 2, 3, 4 ✇❡ ❤❛✈❡

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1), P3(z) =

1

2
(5z3 − 3z), P4(z) =

1

8
(35z4 − 30z2 + 3). ✭❉✳✸✮

▲❡t β ❜❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧✉st❡rs C1 ❛♥❞ C2 ✇✐t❤ ♯C1 = Z1 ❛♥❞ ♯C2 = Z2✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Iβ(x) = −
∑

i∈C1

e2Z2

|xi −X2|
−
∑

j∈C2

e2Z1

|xj −X1|
+
∑

i∈C1
j∈C2

e2

|xi − xj |
+
e2Z1Z2

|D| . ✭❉✳✹✮

❋♦r ik ∈ C1 ✇❡ ❞❡✜♥❡

F (1)
n (x) :=

∑

i∈C1

|xi|nPn
(
xi
|xi|

· D|D|

)

, ✭❉✳✺✮

F (2)
n (x) :=

∑

j∈C2

|xj |nPn
(−xj
|xj |

· D|D|

)

✭❉✳✻✮

❛♥❞

F (3)
n (x) :=

∑

i∈C1
j∈C2

|xi − xj |nPn
(
xi − xj
|xi − xj |

· D|D|

)

. ✭❉✳✼✮

▲❡t

fn(x) := −e2Z2F (1)
n (x)− e2Z1F (2)

n (x) + e2F (3)
n (x). ✭❉✳✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r n = 2, 3 t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❉✳✽✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s f2 ❛♥❞ f3 ✐♥
✭✾✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✾✳✶✾✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t x ∈ supp(Jβ) ✐♠♣❧✐❡s |xi −X1| << |D| ❢♦r i ∈ C1
❛♥❞ |xj −X2| << |D| ❢♦r j ∈ C2 ❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ♦❢ Iβ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

Iβ(x) =
∞∑

n=0

U∗
βfn(x)

|D|n+1
+
e2Z1Z2

|D| ∀x ∈ supp(Jβ) ✭❉✳✾✮

✇❤❡r❡ Uβ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✳✶✻✮✳

▲❡♠♠❛ ❉✳✶✳ ❋♦r ❛♥② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ Dat

U∗
βf0(x)

|D| +
e2Z1Z2

|D| = 0 ❛♥❞ f1(x) = 0. ✭❉✳✶✵✮

✼✽



Pr♦♦❢✳ ❋♦r β ∈ Dat ✇❡ ❤❛✈❡ ♯C1 = Z1 ❛♥❞ ♯C2 = Z2✳ ❙✐♥❝❡ P0(z) = 0✱ ❜② ✭❉✳✺✮ ✲
✭❉✳✼✮ ✇❡ ❣❡t

F (1)
0 (x) = Z1, F (2)

0 (x) = Z2, ❛♥❞ F (3)
0 (x) = Z1Z2. ✭❉✳✶✶✮

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f0 ✐♥ ✭❉✳✽✮ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

U∗
βf0(x) = U∗

β(−e2Z2Z1) = −e2Z2Z1 ✭❉✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ❙✐♥❝❡ P1(z) = z✱ ✇r✐t✐♥❣ eD := D
|D| ✇❡

❤❛✈❡

F (1)
1 (x) =

∑

i∈C1

xi · eD,

F (2)
1 (x) =

∑

j∈C2

−xj · eD
✭❉✳✶✸✮

❛♥❞
F (3)

1 (x) =
∑

i∈C1
j∈C2

(xi − xj) · eD. ✭❉✳✶✹✮

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥

U∗
βf1(x) = U∗

β

(

−
∑

i∈C1

e2Z2(xi ·eD)−
∑

j∈C2

e2Z1(−xj ·eD)+
∑

i∈C1
j∈C2

e2[(xi−xj)·eD]
)

= 0.

✭❉✳✶✺✮
�

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Iβ ✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

Ioβ(x) := (IβχJβ )(x) ✭❉✳✶✻✮

✇❤❡r❡ χJβ (x) ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Jβ ✳

▲❡♠♠❛ ❉✳✷✳ ▲❡t β ∈ Dat✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② k ≥ 2 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t 0 < C <∞
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r x ∈ supp(Ioβ) ✇❡ ❤❛✈❡

∣
∣
∣Ioβ(x)−

k−1∑

n=2

U∗
βfn(x)

|D|n+1

∣
∣
∣ ≤ C

(
dβ(x)

)k

|D|k+1
✭❉✳✶✼✮

✇❤❡r❡

dβ(x) :=
( ∑

l=1,2

∑

i∈Cl

|xi −Xl|2
) 1

2 . ✭❉✳✶✽✮

❘❡♠❛r❦ ❉✳✸✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t dβ(·) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❤♦✇ ❢❛r ❛✇❛② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ C1 ❛♥❞
C2 ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤✐s ♥♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
|D| ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

Uβdβ(·) = ‖ · ‖. ✭❉✳✶✾✮

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r k = 2 t❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ ❧✳❤✳s ♦❢ ✭❉✳✶✼✮ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s✉♠ ✇❤✐❝❤✱
❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ k✲t❤ s✉♠♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Ioβ ✐s

U∗
β

(

− e2Z2

∑

i∈C1

Pk

(
xi
|xi|

· eD
) |xi|k

|D|k+1
− e2Z1

∑

j∈C2

Pk

(−xj
|xj |

· eD
) |xj |k

|D|k+1

+ e2
∑

i∈C1
j∈C2

Pk

(
xi − xj
|xi − xj |

· eD
) |xi − xj |k

|D|k+1

)

.
✭❉✳✷✵✮

✼✾



❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❚❛②❧♦r t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤ ❛ r❡♠❛✐♥❞❡r ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲❡✲
❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ −1 ❛♥❞ 1 ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−1, 1]✱ t❤❡ ▲❛✲
❣r❛♥❣❡ ❢♦r♠ r❡♠❛✐♥❞❡rs ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ♦♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②

∣
∣
∣Ioβ −

k−1∑

n=2

U∗
βfn

|D|n+1

∣
∣
∣ ≤

∑

i∈C1

e2Z2|xi −X1|k
|D|k+1

+
∑

j∈C2

e2Z1|xj −X2|k
|D|k+1

+
∑

i∈C1
j∈C2

e2|(xi −X1)− (xj −X2)|k
|D|k+1

❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t
∣
∣
∣Ioβ(x)−

k−1∑

n=2

U∗
βfn(x)

|D|n+1

∣
∣
∣ ≤ C

(
dβ(x)

)k

|D|k+1
∀x ∈ supp(Ioβ). ✭❉✳✷✶✮

�

❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹✳ ▲❡t β ∈ Dat ❛♥❞ ϕ1, ϕ2 ∈ L2(R3N ) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts b > 0
❛♥❞ A0 ✇✐t❤

‖ϕ2(·)eb|·|‖2 ≤ A0‖ϕ2‖2. ✭❉✳✷✷✮

❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② k ≥ 2 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t Ck(b, A0) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

∣
∣
∣

〈

U∗
βϕ1,

(

Ioβ −
k−1∑

n=2

U∗
βfn

|D|n+1

)

U∗
βϕ2

〉∣
∣
∣ ≤ Ck|D|−(k+1)‖ϕ1‖ ‖ϕ2‖. ✭❉✳✷✸✮

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ✭❉✳✷✸✮ ✇❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ❉✳✷ t♦ ❣❡t

∣
∣
∣

〈

U∗
βϕ1,

(

Ioβ −
k−1∑

n=2

U∗
βfn

|D|n+1

)

U∗
βϕ2

〉∣
∣
∣ ≤ C

∣
∣〈U∗

βϕ1,

(
dβ(·)

)k

|D|k+1
U∗
βϕ2〉

∣
∣ ✭❉✳✷✹✮

❛♥❞ ❜② ✭❉✳✶✾✮ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

C
∣
∣〈U∗

βϕ1,

(
dβ(·)

)k

|D|k+1
U∗
βϕ2〉

∣
∣ = C

∣
∣〈ϕ1,

‖ · ‖k
|D|k+1

UβU∗
βϕ2〉

∣
∣. ✭❉✳✷✺✮

◆♦✇ ✭❉✳✷✸✮ ❢♦❧❧♦✇s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②
♦❢ ϕ2 ❢r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❉✳✷✷✮✳ �

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t

φ̃ := U∗
βφ, φ̃2 := U∗

βφ2, φ̃3 := U∗
βφ3 ❛♥❞ g̃ := U∗

βg. ✭❉✳✷✻✮

▲❡♠♠❛ ❉✳✺✳ ▲❡t φ, φ2, φ3, g ∈ Hα ❛♥❞ γ1, γ2, γ3 ∈ C ❜❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✷✳✶✻✮✲
✭✶✷✳✶✾✮✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ δ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐st C > 0, D0 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r |D| > D0

〈Jβψ, IβJβψ〉 ≥ 2|D|−6 Re γ1γ2‖φ2‖21 + 2|D|−8 Re γ1γ3‖φ3‖21

− C
|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2

|D|10 − δ‖g‖2.
✭❉✳✷✼✮

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ioβ ✐♥ ✭❉✳✶✻✮ ♦♥❡ ❤❛s

〈Jβψ, IβJβψ〉 = 〈Jβψ, IoβJβψ〉, ✭❉✳✷✽✮

❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✷✳✶✾✮✱

Jβψ = U∗
β

(
γ1φ+ |D|−3γ2φ2 + |D|−4γ3φ3 + g

)

= γ1φ̃+ |D|−3γ2φ̃2 + |D|−4γ3φ̃3 + g̃.
✭❉✳✷✾✮

✽✵



❯s✐♥❣ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s ♦❢ ✭❉✳✷✽✮ ✐♥t♦ t❤❡ t❡r♠s

〈Jβψ, IoβJβψ〉

= |γ1|2〈φ̃, Ioβφ̃〉+
2Re γ1γ2

|D|3 〈φ̃2, Ioβφ̃〉+
2Re γ1γ3

|D|4 〈φ̃3, Ioβφ̃〉

+ 2Re γ1〈g̃, Ioβφ̃〉+
|γ2|2
|D|6 〈φ̃2, I

o
βφ̃2〉+

2Re γ2γ3
|D|7 〈φ̃3, Ioβφ̃2〉

+
2Re γ2
|D|3 〈g̃, Ioβφ̃2〉+

|γ3|2
|D|8 〈φ̃3, I

o
βφ̃3〉+

2Re γ3
|D|4 〈g̃, Ioβφ̃3〉+ 〈g̃, Ioβ g̃〉

= B1 +B2 +B3 + 〈g̃, Ioβ g̃〉,

✭❉✳✸✵✮

✇❤❡r❡

B1 := |γ1|2〈φ̃, Ioβφ̃〉+
2Re γ1γ2

|D|3 〈φ̃2, Ioβφ̃〉+
2Re γ1γ3

|D|4 〈φ̃3, Ioβφ̃〉 ✭❉✳✸✶✮

B2 :=
|γ2|2
|D|6 〈φ̃2, I

o
βφ̃2〉+

2Re γ2γ3
|D|7 〈φ̃3, Ioβφ̃2〉+

|γ3|2
|D|8 〈φ̃3, I

o
βφ̃3〉 ✭❉✳✸✷✮

❛♥❞

B3 := 2Re γ1〈g̃, Ioβφ̃〉+
2Re γ2
|D|3 〈g̃, Ioβφ̃2〉+

2Re γ3
|D|4 〈g̃, Ioβφ̃3〉. ✭❉✳✸✸✮

■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❉✳✻✱ ❉✳✼ ❛♥❞ ❉✳✽ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡s❡ t❤r❡❡ t❡r♠s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

B1 ≥ 2Re γ1γ2
|D|6 ‖φ2‖21 +

2Re γ1γ3
|D|8 ‖φ3‖21 − C

|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2
|D|10 , ✭❉✳✸✹✮

B2 ≥ −C |γ2|2 + |γ3|2
|D|10 ✭❉✳✸✺✮

❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② δ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐st C,D0 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ |D| > D0

✇❡ ❤❛✈❡

B3 ≥ −C |γ1|2
|D|10 − C

|γ2|2
|D|12 − C

|γ3|2
|D|14 − δ

2
‖g‖2. ✭❉✳✸✻✮

❋♦r t❤❡ t❡r♠ 〈g̃, Ioβ g̃〉 ✐♥ ✭❉✳✸✵✮ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Jβ ✱ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ❣r♦✇s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
t♦ |D|✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛♥② δ > 0 ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ D0 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r |D| > D0

〈g̃, Ioβ g̃〉 ≥ −δ
2
‖g̃‖2 = −δ

2
‖g‖2. ✭❉✳✸✼✮

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭❉✳✸✹✮ ✲ ✭❉✳✸✼✮ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✻ ✭❊st✐♠❛t❡ ♦❢ B1✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

B1 ≥ 2Re γ1γ2
|D|6 ‖φ2‖21 +

2Re γ1γ3
|D|8 ‖φ3‖21 − C

|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2
|D|10 . ✭❉✳✸✽✮

Pr♦♦❢✳ ❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✱ ❢♦r ❡❛❝❤ α′ ≺ α✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Pα
′W̃α

β

tr❛♥s❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ℓ = 0 ❞❡❣r❡❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SO(3)✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✱ s❡❡ ❬✸❪✳ ❉✉❡ t♦ ♠✉t✉❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡s Pα

′W̃α
β ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t α′✱ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ W̃α
β ❤❛✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r❡♠

✭❬✷✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✼❪✮ ✇❡ ❣❡t

|γ1|2〈φ̃, Ioβφ̃〉 = 0. ✭❉✳✸✾✮
✽✶



❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭❉✳✸✶✮✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ❉✳✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ❉✳✷ ✇❡ ❣❡t

〈φ̃2, Ioβφ̃〉 ≥ |D|−3〈φ̃2, (U∗
βf2)φ̃〉+ |D|−4〈φ̃2, (U∗

βf3)φ̃〉+ |D|−5〈φ̃2, (U∗
βf4)φ̃〉

+ |D|−6〈φ̃2, (U∗
βf5)φ̃〉 − C

∣
∣
∣

〈

φ̃2,

(
dβ(·)

)6

|D|7 φ̃
〉∣
∣
∣.

✭❉✳✹✵✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r l = 2, 3, 4, 5 ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ̃2, (U∗
βfl)φ̃〉 = 〈U∗

βφ2, (U∗
βfl)(U∗

βφ)〉 = 〈φ2, flφ〉. ✭❉✳✹✶✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ φ2 ❛♥❞ flφ, l = 3, 4, 5
❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ❊✳✻✿

〈φ2, f3φ〉 = 〈φ2, f4φ〉 = 〈φ2, f5φ〉 = 0. ✭❉✳✹✷✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

〈φ̃2, Ioβφ̃〉 ≥ |D|−3〈φ2, f2φ〉 − C
∣
∣
∣

〈

φ̃2,

(
dβ(·)

)6

|D|7 φ̃
〉∣
∣
∣. ✭❉✳✹✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❘❡♠❛r❦ ❉✳✸ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ✇❡ ❤❛✈❡

C
∣
∣
∣〈φ̃2,

(
dβ(·)

)6

|D|7 φ̃〉
∣
∣
∣ ≤ C|D|−7‖φ2‖‖φ‖. ✭❉✳✹✹✮

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲♥♦r♠✱ s❡❡ ✭✶✷✳✶✺✮✱ 〈φ2, f2φ〉 = ‖φ2‖21 ❛♥❞ s✐♥❝❡ 2Re γ1γ2 ≤
|γ1|2 + |γ2|2 ✇❡ ❣❡t

2Re γ1γ2
|D|3 〈φ̃2, Ioβφ̃〉 ≥

2Re γ1γ2
|D|6 ‖φ2‖21 − C

|γ1|2 + |γ2|2
|D|10 . ✭❉✳✹✺✮

◆♦✇ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ✭❉✳✸✶✮✳ ❙✐♥❝❡ φ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥
❛♣♣❧② ❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹ ✇✐t❤ k = 5 ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s ✐♥ ✭❉✳✹✶✮ ②✐❡❧❞s

〈φ̃3, Ioβφ̃〉 ≥ |D|−3〈φ3, f2φ〉+ |D|−4〈φ3, f3φ〉+ |D|−5〈φ3, f4φ〉 − C|D|−6‖φ2‖ ‖φ‖.
✭❉✳✹✻✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ❊✳✻ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ s✉♠♠❛♥❞ ♦❢ ✭❉✳✹✻✮ ❛r❡ ③❡r♦ ❛♥❞ ✇❡
❣❡t

2Re γ1γ3
|D|4 〈φ̃3, Ioβφ̃〉 ≥

2Re γ1γ3
|D|8 ‖φ3‖21 − C

|γ1|2 + |γ3|2
|D|10 . ✭❉✳✹✼✮

�

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✼ ✭❊st✐♠❛t❡ ♦❢ B2✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t

B2 ≥ −C |γ2|2 + |γ3|2
|D|10 ✭❉✳✹✽✮

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t

B2 =
|γ2|2
|D|6 〈φ̃2, I

o
βφ̃2〉+

2Re γ2γ3
|D|7 〈φ̃3, Ioβφ̃2〉+

|γ3|2
|D|8 〈φ̃3, I

o
βφ̃3〉. ✭❉✳✹✾✮

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❉✳✹✾✮✱ s✐♥❝❡ φ2 ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✭s❡❡ ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✶✵✳✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹ ✇✐t❤ k = 3 ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭❉✳✹✶✮ ✇❡
❣❡t

〈φ̃2, Ioβφ̃2〉 ≥ |D|−3〈φ2, f2φ2〉 − C|D|−4‖φ2‖2. ✭❉✳✺✵✮

❇② ▲❡♠♠❛ ❊✳✼ ✇❡ ❤❛✈❡ 〈φ2, f2φ2〉 = 0 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

|γ2|2
|D|6 〈φ̃2, I

o
βφ̃2〉 ≥ −C |γ2|2

|D|10 . ✭❉✳✺✶✮

✽✷



❚♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭❉✳✹✾✮ ✇❡ ❛♣♣❧② ❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹
✇✐t❤ k = 2 t♦ ❣❡t

2Re γ2γ3
|D|7 〈φ̃3, Ioβφ̃2〉 ≥ −C |γ2|2 + |γ3|2

|D|10 ✭❉✳✺✷✮

❛♥❞
|γ3|2
|D|8 〈φ̃3, I

o
βφ̃3〉 ≥ −C |γ3|2

|D|11 . ✭❉✳✺✸✮

�

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❉✳✽ ✭❊st✐♠❛t❡ ♦❢ B3✮✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ δ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐st C > 0 ❛♥❞
D0 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r |D| > D0 ✇❡ ❤❛✈❡

B3 ≥ −C |γ1|2
|D|10 − C

|γ2|2
|D|12 − C

|γ3|2
|D|14 − δ

2
‖g‖2. ✭❉✳✺✹✮

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧

B3 = 2Re γ1〈g̃, Ioβφ̃〉+
2Re γ2
|D|3 〈g̃, Ioβφ̃2〉+

2Re γ3
|D|4 〈g̃, Ioβφ̃3〉. ✭❉✳✺✺✮

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹ ✇✐t❤ k = 4 ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭❉✳✹✶✮ ✇❡ ❣❡t

2Re γ1〈g̃, Ioβφ̃〉 ≥ 2Re γ1|D|−3〈g, f2φ〉+ 2Re γ1|D|−4〈g, f3φ〉 − C|γ1||D|−5‖g‖‖φ‖
✭❉✳✺✻✮

✇❤❡r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ g ✇❡ ❤❛✈❡

〈g, f2φ〉 = 〈g, φ2〉1 = 0 ✭❉✳✺✼✮

❛♥❞
〈g, f3φ〉 = 〈g, φ3〉1 = 0. ✭❉✳✺✽✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
2Re γ1〈g̃, Ioβφ̃〉 ≥ −C|γ1||D|−5‖g‖‖φ‖. ✭❉✳✺✾✮

❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹ ✇✐t❤ k = 2 ✇❡ ❣❡t
2Re γ2
|D|3 〈g̃, Ioβφ̃2〉 ≥ −C|γ2||D|−6‖g‖‖φ2‖ ✭❉✳✻✵✮

❛♥❞
2Re γ3
|D|4 〈g̃, Ioβφ̃3〉 ≥ −C|γ3||D|−7‖g‖‖φ3‖. ✭❉✳✻✶✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ✭❉✳✺✾✮✲✭❉✳✻✶✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡
s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ W̃α

β ✳ ▲❡t P(i) : L2(R3N ) → L2(R3N ) s✉❝❤ t❤❛t

(P(i)ϕ)(x) := ϕ(x1, · · · , xi−1,−xi, xi+1, · · · , xN ) ✭❊✳✶✮

❛♥❞ ❞❡✜♥❡
PC1

:=
∏

i∈C1

P(i).

❆s ✉s✉❛❧ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ L2(R3N ) ✐s PC1
✲s②♠♠❡tr✐❝ ✐✛ PC1

ϕ = ϕ✳ ❆
❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ L2(R3N ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ PC1

✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✐✛ PC1
ϕ = −ϕ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡

❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r PC2 ❛♥❞ s❡t

PC1C2
:= PC1

PC2
.

✽✸



▲❡♠♠❛ ❊✳✶✳ ▲❡t α′ ≺ α ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Sβ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t Pα
′W̃α

β 6=
∅✳ ❋♦r P• = PC1 ,PC2 ,PC1C2 ✇❡ ❤❛✈❡

❡✐t❤❡r✿ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ ∈ Pα
′W̃α

β ❛r❡ P•✲s②♠♠❡tr✐❝

♦r✿ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ ∈ Pα
′W̃α

β ❛r❡ P•✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ H̃β ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t P•H̃βP• = H̃β ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ P•✲s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ P•✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢
H̃β ✳ ❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡ dim(Pα

′W̃α
β ) = dimα′ ❛♥❞ s✐♥❝❡ α′ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐t

❝❛♥ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s✱ s♦ ❡✐t❤❡r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Pα
′W̃α

β ❛r❡

P•✲s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Pα
′W̃α

β ❛r❡ P•✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✳ �

▲❡♠♠❛ ❊✳✷✳ ❋♦r ❛♥② φ ∈ W̃α
β ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ, f2φ〉 = 〈φ, f3φ〉 = 0 ✭❊✳✷✮

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

f2(x) =
∑

i∈C1
j∈C2

−e2
(
3(xi · eD)(xj · eD)− xi · xj

)
✭❊✳✸✮

❛♥❞

f3(x) =
∑

i∈C1
j∈C2

e2

2

(

3(xi − xj) · eD
[
2(xi · xj)− 5(xi · eD)(xj · eD)

]

+ 3|xi|2(xj · eD)− 3|xj |2(xi · eD)
)

.

✭❊✳✹✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t f2 ✐s PC1 ✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ PC2 ✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t
f2 ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ Sβ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
β✳ ❍❡♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② f2 ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pα

′

✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛❝❡s
Pα

′W̃α
β ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t α′✱ ❢♦r ❛❧❧ φ ∈ W̃α

β ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ, f2φ〉 =
∑

α′≺α

〈Pα′

φ, f2P
α′

φ〉. ✭❊✳✺✮

❙✐♥❝❡ |Pα′

φ|2 ✐s PC1
✲s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ f2 ✐s PC1

✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✇❡ ❣❡t

〈Pα′

φ, f2P
α′

φ〉 = 0. ✭❊✳✻✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ f3 ✐♥ ✭❊✳✹✮ ❢♦❧❧♦✇s

PC1C2f3 = −f3 ✭❊✳✼✮

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

〈φ, f3φ〉 =
∑

α′≺α

〈Pα′

φ, f3P
α′

φ〉 =
∑

α′≺α

〈Pα′

φ, (PC1C2
f3)P

α′

φ〉 = 0. ✭❊✳✽✮

�

❈♦r♦❧❧❛r② ❊✳✸✳ ❋♦r ❛♥② φ ∈ W̃α
β t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

φk := (H̃α
β − µα)−1fkφ, k = 2, 3 ✭❊✳✾✮

❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❊✳✷✱ s✐♥❝❡ ✐t st❛t❡s t❤❛t fkφ ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ φ✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ❊✳✹✳ ❋♦r ❛♥② φ ∈ W̃α
β ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ, φ2〉1 = 〈φ, φ3〉1 = 0. ✭❊✳✶✵✮
✽✹



▲❡♠♠❛ ❊✳✺✳ ❋♦r ❛♥② φ ∈ W̃α
β ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ2, f2φ2〉 = 0. ✭❊✳✶✶✮

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❊✳✷✱ s✐♥❝❡ f2 ❛♣♣❡❛rs t❤r❡❡ t✐♠❡s ✐♥
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

〈φ2, f2φ2〉 = 〈(H̃β − µα)−1f2φ, f2(H̃β − µα)−1f2φ〉 ✭❊✳✶✷✮

❛♣♣❧②✐♥❣ PC1
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✐❣♥ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✳ �

▲❡♠♠❛ ❊✳✻✳ ❋♦r ❛♥② φ ∈ W̃α
β ❛♥❞ ✇✐t❤ φ2, φ3 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ❊✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡

i) 〈φ2, φ3〉 = 〈φ2, f3φ〉 = 〈φ2, f5φ〉 = 0

ii) 〈φ3, f2φ〉 = 〈φ3, f4φ〉 = 0.
✭❊✳✶✸✮

Pr♦♦❢✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢✉❧✜❧❧

Pn(−z) = (−1)nPn(z). ✭❊✳✶✹✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r h,D ∈ R3 ✇❡ ❣❡t

Pn

(−h
|h| ·

D

|D|

)

= (−1)nPn

(
h

|h| ·
D

|D|

)

✭❊✳✶✺✮

❛♥❞ t❤✉s
(
PC1C2

fn
)
(x) = (−1)nfn(x). ✭❊✳✶✻✮

❍❡♥❝❡

〈f2φ, f3φ〉 =
〈(
PC1C2f2

)
φ,
(
PC1C2f3

)
φ
〉
= −〈f2φ, f3φ〉 = 0. ✭❊✳✶✼✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②
〈f2φ, f5φ〉 = 〈f3φ, f4φ〉 = 0. ✭❊✳✶✽✮

❙✐♥❝❡ H̃β ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ PC1C2
✱ s♦ ❞♦ (H̃β − µα) ❛♥❞ (H̃β − µα)−1✳ ❍❡♥❝❡ ❜② t❤❡

s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ❛❧s♦ ❣❡t

〈φ2, φ3〉 = 〈φ2, f3φ〉 = 〈φ2, f5φ〉 = 〈φ3, f2φ〉 = 〈φ3, f4φ〉 = 0. ✭❊✳✶✾✮

�

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ SO(3) s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

▲❡♠♠❛ ❊✳✼✳ ❋♦r ❛♥② φ ∈ W̃α
β ❛♥❞ φ2 = (H̃β − µα)−1f2φ ✇❡ ❤❛✈❡

〈φ2, f4φ〉 = 0. ✭❊✳✷✵✮

Pr♦♦❢✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f2 ❛♥❞ f4 ❛r❡ t❤❡ s✉♠s ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s 2 ❛♥❞ 4 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Pk ♦❢
♦r❞❡r k ❛♥❞ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s Y mℓ ✇❡ ❤❛✈❡

Pℓ(cos θ) =

√

4π

(2ℓ+ 1)
Y 0
ℓ (θ, ϕ).

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ✭❉✳✺✮✲✭❉✳✼✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ fn ✐♥ ✭❉✳✽✮✱ ❢♦r F (1)
n ✇❡

❤❛✈❡ cos θ = xi

|xi|
· D
|D| ✱ ❢♦r F (2)

n ✇❡ ❤❛✈❡ cos θ =
−xj

|xj |
· D
|D| ❛♥❞ ✐♥ F (3)

n ✇❡ ❤❛✈❡

cos θ =
xi−xj

|xi−xj |
· D
|D| r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r

ℓ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ ✉♥❞❡r t❤❡
❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ SO(3) ❣r♦✉♣✱ s❡❡ ❬✶✽❪✳

❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✱ t❤❡ st❛t❡ φ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 0 ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SO(3)✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts f2φ ❛♥❞ f4φ ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 2 ❛♥❞ ℓ = 4 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✽✺



❇② r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H̃β ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ (H̃β − µα)−1f2φ ❤❛s
t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr② ❛ f2φ✱ ♥❛♠❡❧② ✐t tr❛♥s❢♦r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 2✳

❇✉t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❘❡♠❛r❦ ♦♥ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣

▲❡t g ∈ L2(R3(m+n)) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ (m + n)
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❡t A ❜❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ L2(R3m) ❛♥❞ g ∈ D(A⊗ ✶

3n)✱ s♦ t❤❛t A⊗ ✶
3n

❛❝ts ♦♥ g ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst m ♣♦s✐t♦♥ ✈❡❝t♦rs✳

▲❡♠♠❛ ❋✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ R > 0 ✇❡ ❤❛✈❡ supp(g) ⊂ {ξ ∈ R3(m+n), |ξi| <
R i = 1, · · · ,m, |ξj | ≥ 2R j ≥ m+1}✳ ▲❡t Sm+n ❜❡ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ♦❢ (m+n)
♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ π ∈ Sm+n s✉❝❤ t❤❛t π /∈ Sm⊗Sn✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s π ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst m ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② j ≥ m+ 1✳ ❚❤❡♥

supp
(
(A⊗ ✶

3n)g
)
∩ supp

(
Tπg

)
= ∅ ✭❋✳✶✮

✇❤❡r❡ Tπg(ξ) = g(ξπ−1(1), · · · , ξπ−1(m+n))✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs A t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❙✐❣❛❧♦✈ ❛♥❞ ❩❤✐s❧✐♥ t♦
♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② t②♣❡s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❬✺✵❪✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❧♦❝❛❧✱ ✭❋✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

supp(g) ∩ supp
(
Tπg

)
= ∅. ✭❋✳✷✮

■❢ A ✐s ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✭❋✳✶✮ ✐s st✐❧❧ tr✉❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡
i0 ≥ m+ 1 ✇❡ ❤❛✈❡

|ξi0 | > 2R ♦♥ supp
(
(A⊗ ✶

3n)g
)

✭❋✳✸✮

❛♥❞
|ξi0 | < R ♦♥ supp

(
Tπg

)
. ✭❋✳✹✮

�

❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ❙♣✐♥✱ ❙②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②
✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t♦♣✐❝✱ t❤❛t ♠✐❣❤t ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥
✉♥❢❛♠✐❧✐❛r t❡rr✐t♦r② ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐sts✳

■t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r♦✉♣
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥✈❡② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝♦♥❝❡♣ts s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ❛t ❧❡❛st ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✳

●✳✶✳ ◗✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ◗✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❛♥❞ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✳ P❤②s✐❝✐sts ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t r❡♣❧✐❝❛t❡❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ♣❤②s✐❝✐sts ✉s❡❞
t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❞❡s❝tr✐❜❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝
s♣❡❝tr✉♠✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t

α =
e2

~c
✭●✳✶✮

✽✻



❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❤②❞r♦❣❡♥
❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

En,l = −Ry

[
1

n2
+
α2

n3

(
1

l + 1
− 3

4n

)]

+O(α4) ✭●✳✷✮

✉s✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s n = 1, 2, · · · ❛♥❞ l = 0, 1, · · · , n − 1 ❛♥❞ t❤❡
❘②❞❜❡r❣ ❝♦♥st❛♥t Ry✳

❚❤❡s❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r♦✉❣❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳
■t ✇❛s t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s ✇♦✉❧❞ s♣❧✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡
❢♦r t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛s t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦❞❛②✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❞✐❞ ♥♦t
❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r✐❣❤t ❛✇❛②✳ ❖♥❧② ❧❛t❡r ❤❛✈❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❛ ✹✲t✉♣❧❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠✲
❜❡r n✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞
t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s❀ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ℓ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉✲
❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥❀ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r mℓ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ❛♥❞ t❤❡
s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ms ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳

❚❤❡ ❢❛♠♦✉s ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✉❡ t♦ P❛✉❧✐ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
t❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ P❛✉❧✐ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛❧❦❛❧✐ ♠❡t✲
❛❧s ✇❤❡♥ ❤❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐❞ ♥♦t
s❤♦✇ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❍❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❛♥✲
❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ℓ = 0 t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ✭✐✳❡✳ ❛r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧s✮ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡
✇❤❡♥ t❤❡✐r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛❣r❡❡✳ ❍✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦✉r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs (n, ℓ,mℓ, s) ❝❛♥ ❜❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛t ♠♦st ♦♥❡
❡❧❡❝tr♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛♣♣❧② ❢♦r ♣❤♦✲
t♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❤❛♥❣❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ s❤✐❢t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t♦ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈ L2(R3N ,C2N ) ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡
❢♦r N ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ r❡❢♦r✲
♠✉❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡

∧N
1 L2(R3,C2) ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡

❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❡❢♦r❡
✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ s❤♦rt ❞❡t♦✉r t♦ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢
❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳

●✳✷✳ ❙②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠
s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡
s②st❡♠ ♦r ♣r❡❞✐❝t ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❇② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ s②♠♠❡tr✐❡s ✇❡
❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥②✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛❧s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
♠❛ss✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛ss❡s
❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❲❡ ✇❛♥t s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t N ❡❧❡❝tr♦♥
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ N ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✮ t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡ ❡✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛t❡

✽✼



✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r H✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
❢♦r♠

〈ψ,Hψ〉. ✭●✳✸✮

❚❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s✱ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳ ❙♦ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s♦
✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ r❡s✉❧t✳

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ N ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ −e ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs
x1, · · · , xN ∈ R3 ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ eZ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥

H :=

N∑

i=1

(

−∆i −
e2Z

|xi|

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
=−∆+ V

✭●✳✹✮

❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2(R3N ) ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞s s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✮ ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r s♣✐♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ✜♥❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r✐❣♦r♦✉s ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❊①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ R3✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ✐s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡✱
❜✉t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ∈ SN ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ N ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Tπ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s♣❛❝❡ L2 ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ✧♣❤②s✐❝❛❧✧
❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ✇♦✉❧❞✳ ❆♥❛❧♦❣✉♦✉s❧② ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❤♦✇ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ tr❛♥s❧❛t❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ r❡❛❧✐③❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ R3 ❜② ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1✱ t❤❛t ✐s R ∈
SO(3)✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
♠❛tr✐① R t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, · · · , xN ∈ R3✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡ s❡t

TRψ(x1, · · · , xN ) := ψ(Rx1, · · · , RxN ). ✭●✳✺✮

❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ TRTS := TSR ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r♠ ❛ ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ SO(3)✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ✐♥
R3✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦❝❡❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ SN ✳ ▲❡t π ∈ SN ❜❡
s✉❝❤ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

Tπψ(x1, · · · , xN ) := ψ(xπ−1(1), · · · , xπ−1(N)) ✭●✳✻✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ TπTν := Tπ◦ν ✳
✧❚❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ ❜♦❞② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤♦s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ❜r✐♥❣
t❤❡ ❜♦❞② ✐♥t♦ ❝♦✐❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✳ ❆♥② s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s②♠♠❡tr②
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s s❡t ❢♦r♠s ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡
❜♦❞②✳✧ ✭s❡❡ ❬✶✽✱ ♣✳ ✸✷❪✮

❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❛♣♣❧✐❡s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❛❜str❛❝t ♦❜❥❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s✱ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✐♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭●✳✹✮ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♦♥s✳
P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ −∆ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ R3N ✐s ❛ s✉♠ ♦❢

✽✽



▲❛♣❧❛❝✐❛♥s ✐♥ R3✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❙♦ ❛s ❞❡s✐r❡❞✱ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭●✳✹✮ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❣r♦✉♣ SO(3)× SN ✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s SO(3) ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ SN
❝♦♠♠✉t❡✳

❚❤✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥
φ ∈ L2(R3N ) ♦❢ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ E ❛♥❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥ R ∈ SO(3)

H(TRφ) = TRHφ = TREφ = E(TRφ). ✭●✳✼✮

❙♦ ❢♦r ❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ φ ♦❢ H ❛♥❞ ❛♥② R ∈ SO(3)✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s TRφ ❛r❡ ❡✐❣❡♥✲
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② E✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ R ✐♥ ✭●✳✼✮ ❜② ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ∈ SN ✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Tgφ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t g ∈ SO(3)×
SN ✳ P❤②s✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ st❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢ H ❛r❡ ♥♦t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡ ❧✐♥❡❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦ ❛ ❣♦♦❞ ❥♦❜ ❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤✐s ♠❛tt❡r ✐s ❝❧❡❛r❡r✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣r♦✉♣s✳

❖r ❛s ❲❡②❧ ❬✹✻❪ ✇r✐t❡s✿ ✧❚✇♦ ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✱ ♣❧❛② ❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rô❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛✇s ❣♦✈❡r♥✲
✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❣r♦✉♣❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❛♥
❛t♦♠ ♦r ✐♦♥ ❛r❡ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛t♦♠ ♦r ✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ✜rst ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ❜② ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤✐s ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳✧

●✳✸✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ✜❡❧❞
♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♣✉r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ L2(R3N ) ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✐s r❛t❤❡r
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ N ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s♣❛❝❡

∧N
1 L2(R3,C2) ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝♦♣✐❡s

♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ L2(R3,C2)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r N ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
2N ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ s♣✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭●✳✹✮✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦♥❧②
✐♥❞✐r❡❝t❧② ✭✐❢ ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✮✳ ◆❡✐t❤❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♥♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ s♦ ✇❡ ❛r❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ s♣✐♥ ♦❢
❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s✉❣❣❡sts t❤❛t t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s s♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡✈❡r ♦❝❝✉♣② t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t✱ ✇❤❡r❡❛s t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡
s♣✐♥ ❝❛♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡❛s
✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥t❡r ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❜✐t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❤✐❣❤❡r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❙♦ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✧❢♦r❣❡t✧ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡
❢♦r t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✳ ❘❡q✉✐r✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
s♣❛❝❡

∧N
1 L2(R3) ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ st❛t❡s ✇❤❡r❡ ❛❧❧

✽✾



❡❧❡❝tr♦♥s s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤✉s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ L2(R3N ) ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t t♦♦ ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉♣② ❛ ❧♦✇ ♦r❜✐t✳ ❚❤❡ s✇❡❡t s♣♦t ✐s s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥❜❡t✇❡❡♥✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙✐❣❛❧♦✈ ❩❤✐s❧✐♥ ❬✺✵❪ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r
4 ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s♣❡❝tr✉♠ ✐❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s♣✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ L2(R3N )✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s
✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛t♦♠s ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡
P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✱ s❡❡ ❬✷✺✱ P❛rt ■❱❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭●✳✹✮✱ ❡①t❡♥❞❡❞
❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ s♣❛❝❡

∧N
1 L2(R3,C2)✳ ■❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈ ∧N1 L2(R3,C2) ✐s ❛♥

❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ✱ t❤❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡ ❢♦r ❡✈❡r②
s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s ∈ {− 1

2 ,
1
2}N ✇❡ ❣❡t

(H − λ)ψ(x, s) = 0. ✭●✳✽✮

▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈ ∧N1 L2(R3,C2) ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡✐❣❡♥✲
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L2(R3N )✳

▲❡t ψ ∈ ∧N1 L2(R3,C2) ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ 2N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥

ψ(x, s) =
(
ψk(x)

)2N

k=1
. ✭●✳✾✮

❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❛♣s Lk :
∧N

1 L2(R3,C2) → L2(R3N ) ✇✐t❤

Lk
(
ψ(x, s)

)
:= ψk(x). ✭●✳✶✵✮

❚❤❡ ♠❛♣s Lk ❛r❡ ♥♦t s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❣❡s

span{Ran(Lk), k = 1 · · · 2N}
♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛ str✐❝t s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L2(R3N ) ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❢② ❧❛t❡r✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈ ∧N1 L2(R3,C2) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s f : {− 1

2 ,
1
2}N → C

❛♥❞ φ ∈ L2(R3N ) ✇✐t❤

ψ(x1, s1, · · · , xN , sN ) = f(s1, · · · , sN )φ(x1, · · · , xN ). ✭●✳✶✶✮

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❛s❦✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✧❲❤✐❝❤ st❛t❡ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t❄✧ ✐s✿
✧❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ ∈ L2(R3N ) ❝❛♥ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ∈
∧N

1 L2(R3,C2) ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧♦♥❡✧✳

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ✐t ❧♦♦❦s ❛s ✐❢ ✇❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✐♥ L2(R3N )✳ ❇✉t ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(x1, x2) ∈ L2(R6)✱
✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ s♣✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(s1, s2) := s1 − s2 ❛♥❞ ❣❡t t❤❛t
fφ ∈ L2(R3,C2) ∧ L2(R3,C2)✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
L2(R3N ) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

∧N
1 L2(R3,C2)✳

❊①❛♠♣❧❡ ●✳✶✳ ❚❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ S3 ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s
(12), (23) ❛♥❞ (13)✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ L2(R9) ✇❤✐❝❤ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r
t❤❡s❡ t❤r❡❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Lk ❢♦r ❛♥② k✱ ✇❤❡r❡ Lk ✐s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭●✳✶✵✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : {− 1

2 ,
1
2}3 → C s✉❝❤ t❤❛t

φf ∈ ∧3
1 L

2(R3,C2)✳ ❙✐♥❝❡ φ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✾✵



♣r♦❞✉❝t st❛t❡ fφ ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❲❡ ❤❛✈❡

T(12)
(
f(s1, s2, s3)φ(x1, x2, x3)

)
= f(s2, s1, s3)φ(x2, x1, x3)

= f(s2, s1, s3)φ(x1, x2, x3)

!
= −f(s1, s2, s3)φ(x1, x2, x3),

✭●✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② s✐❣♥ ✧
!
=✧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ✧✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦✧✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s

f(s1, s2, s3) = −f(s2, s1, s3). ✭●✳✶✸✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✇❡ ❣❡t

f(s1, s2, s3)
!
= −f(s1, s3, s2) ✭●✳✶✹✮

❛♥❞

f(s1, s2, s3)
!
= −f(s3, s2, s1). ✭●✳✶✺✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣✐♥ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤✉s ✭●✳✶✸✮✲✭●✳✶✺✮ ✐♠♣❧② f ≡ 0✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♠❛tt❡r✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ L2(R3N )
tr❛♥s❢♦r♠s ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥ Tπ ❢♦r π ∈ SN ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

Kφ := {Tπφ|π ∈ SN}. ✭●✳✶✻✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✜① s♦♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ N ! ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t

Kφ = {φ1, φ2, · · · , φN !} ✭●✳✶✼✮

✇✐t❤ φ1 = φ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♦r❞❡r❡❞ s❡t t♦ s♣❛♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ N !✲t✉♣❧❡s
(a1, · · · , aN !) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

∑N !
i=1 aiφi✳ ❇② t❤❡ ❣r♦✉♣

str✉❝t✉r❡ ♦❢ SN ✱ t❤❡ s♣❛❝❡ V φ := span(Kφ) ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t♦rs Tπ ❢♦r ❛♥② π ∈ SN ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡t Kφ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛♥②
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ V φ ❛s ❛ ♠❛tr✐① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡t Kφ✳ ■♥ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐①
✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡s ❛♥❞ ③❡r♦❡s✱ ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♥♦♥③❡r♦
❡♥tr②✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s {DαR(π)|π ∈ SN} ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ αR ❛♥❞ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✭♦❢ s✐③❡
N !✮✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■t ♠✐❣❤t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❤❛♣♣❡♥✱ t❤❛t t❤❡ s❡t Kφ

✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ V φ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ φ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐❢ φ ✐s ❢✉❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✭♦r ❢✉❧❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✮
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② Tπφ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ V φ✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αB ✐❢ ✇❡
❡①♣r❡ss t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s Bφ✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❤❛✈❡ N ! r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ tr② t♦ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❲❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ V φ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❇②
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ N ! ♠❛tr✐❝❡s
DαB (π) ✭t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ Tπ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛❧❧
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s π ∈ SN ✮ ❛♥❞ ❣❡t

T−1
1 DαB (π)T1 =

(
Dαu(π) 0

0 Dαd(π)

)

✭●✳✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s Dαu(π) ❤❛✈❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ π ∈ SN ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡✲
❞✉❝✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦✲♠❛tr✐❝❡s Dαu(π)

✾✶



❛♥❞ Dαd(π) ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❋♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t π ∈ SN ✱
t❤❡ ♠❛tr✐① DαB (π) ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ❢♦r♠

T−1DαB (π)T =









Dα1(π) 0 . . . 0

0 Dα2(π)
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 0

0 . . . 0 Dαk(π)









✭●✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ N !♠❛tr✐❝❡sDαi(π) ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αi ♦♥ s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ V φ✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① T ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ N ! ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳

❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② nα t❤❡
s✐③❡✴❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Dα(π)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ nα t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α
❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣r♦♣❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐rr❡✲
❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s α1, · · · , αk ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
N !✮ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ✳

❲❡ ❝❛❧❧ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s α ❛♥❞ α′ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛tr✐① T s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ π ∈ SN ✇❡ ❤❛✈❡ T−1Dα(π)T = Dα′

(π)✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥②
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss {α} t♦ ❧❛❜❡❧ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✇ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❝t ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α r❡❢❡rs✱ ✐❢ ♥♦t
st❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ α✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ V φ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αi ✐s ❛ str✐❝t s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αi✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ L2 t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ αR ✐s ❛❧❧ ♦❢ L2✳ ❚❤✐s ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡
t❤✐s ❧❛❜❡❧ ♦♥❧② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s t❤❛t t❤❡② ❛❝t ♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
♥♦t ❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜✉t ❛ ❤❡❧♣❢✉❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✉s✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s SN ✱ ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α ✐s
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
αu ∈ {α} ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s Dαu(π) ❛r❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐❝❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✉♥✐t❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r
❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ ✇❡ st❛rt
✇✐t❤ ❛♥② ❢✉❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ s♣❛♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ✐❞❡♥t✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐❢ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ✭♦❢ L2✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❢✉❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ L2✳

❇② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
sgn(π)✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r s✐❣♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛❝ts ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝
s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤✉s ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ♥♦t❤✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✧t②♣❡ ♦❢ s②♠♠❡tr②✧ t❤❛t
✐s s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ N = 2 ✐t
✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥

✾✷



❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛t
♠♦st t✇♦ ♥♦♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✧s②♠♠❡tr② t②♣❡s✧ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s φαi ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αi✳ ❋r♦♠ t❤✐s s✉♠ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss φ✳ ■t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣
❤❛s ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♥♦♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❣❡tt✐♥❣ ❧♦st ✐♥ ✈❛❣✉❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜s❤② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐✈❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥t♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

●✳✹✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t ♦❜❥❡❝t✱ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❢❛❝❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈✐❡✇ ♦♥
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ●✳✺✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤♦✇❡✈❡r
✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣s✐❞❡ t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣❤②s✐❝✐sts ❛r❡ ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
str✉❝t✉r❡s ❜❡♥❡❛t❤ ✐t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈❛st t❤❡♦r② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r♦✉♣s r❡✲
♠❛✐♥s s♦♠❡✇❤❛t ✉♥✉s❡❞✳

❋♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛s t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ L2 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♣❛❝❡ L2 ✐♥t♦ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Tπ✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r χαπ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t π ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α ✐s ❞❡✲
✜♥❡❞ ❛s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① D(α)(π)✳ ▲❡t nα ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ α✳ ❚❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pα =
nα
N !

∑

π∈SN

χαπ−1Tπ. ✭●✳✷✵✮

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r♦✉♣ G✱ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r N ! = ♯(SN ) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♯(G)✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ G✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥✐t❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
χαπ−1 = χαπ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✈❡r❜❛r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

❋♦r ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s {α1, · · · , αk} ♦❢ SN ✇❡
❤❛✈❡

PαpPαq = δpqP
αq ❢♦r p, q ∈ {1, · · · , k} ✭●✳✷✶✮

❛♥❞ ✐❢ {α1, · · · , αk} ✐♥❝❧✉❞❡s ❡✈❡r② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ✱ t❤❡♥
k∑

i=1

Pαk = 1. ✭●✳✷✷✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭●✳✷✶✮ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
∑

π∈SN

D
αp

ji (π)D
αq

lm(π) =
N !

χ
αp

id

δjlδimδpq. ✭●✳✷✸✮

❇② ❝❧❡✈❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Dα
ij(π) ❛♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥s✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✲

✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ r❡❧❛t✐♦♥✭●✳✷✸✮ ②✐❡❧❞s ❛❧❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭●✳✷✵✮✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✽✱ ♣✳ ✶✶✶✛❪✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t

✾✸



s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ✐s ❛❧s♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s
♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛r❡ ❞✐r❡❝t s✉♠s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐r✲
r❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s {α1, . . . , αk}✳ ❚❤✉s ✇❡ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ H ✐❢ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s
s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s❡t {α1, · · · , αk} ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s✳

●✳✺✳ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ tr② t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛❜str❛❝t ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt②✱ ♦r s②♠♠❡tr②
t②♣❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✱ ❬✶✽✱ ➓✸✲✶✼❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ●✳✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✭✜✲
♥✐t❡✮ ❣r♦✉♣ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✳

❋♦r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ❝②❝❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❜❡❧♦♥❣s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❝②❝❧❡
t②♣❡s ✐♥ SN ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ N ✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ N ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ SN ✳ ❚❤✐s
r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❡st ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s✳

❆ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ λ = (λ1, λ2, · · · , λk)
✇✐t❤ λ1 ≥ · · · ≥ λk✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❡♠♣t② ❜♦①❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♣✉ts λj
❜♦①❡s ✐♥ t❤❡ jt❤ r♦✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
(5, 4, 2, 2) ✐s

✭●✳✷✹✮

❆ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ λ ♦❢ N ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ❜♦①❡s
✇✐t❤ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ 1 t♦ N ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉✳ ■❢ ✇❡ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ❜♦①❡s ✐♥ ❛
str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s t❤❡ t❛❜❧❡❛✉ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
st❛♥❞❛r❞ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉ Λ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡

1 2 5 1011
3 4 6 12
7 9
8 13

✭●✳✷✺✮

✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉✱ ✇❤❡r❡❛s

2 1 5 1011
3 4 6 12
7 9
8 13

✭●✳✷✻✮

✐s ♥♦t ❛ st❛♥❞❛r❞ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ❢r♦♠
2 t♦ 1✳

■♥ ❢❛❝t ❡❛❝❤ st❛♥❞❛r❞ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉ Λ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ λ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
❝♦♥str✉❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ λ✳ ❋♦r t❤❡ t❛❜❧❡❛✉
Λ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r♦✇ s✉❜❣r♦✉♣ RΛ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡r♠✉t❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❛♠❡ r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s✉❜❣r♦✉♣ CΛ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✉t❡s ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ s②♠♠❡tr✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

✾✹



r♦✇ s✉❜❣r♦✉♣ RΛ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥
s✉❜❣r♦✉♣ CΛ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ C[SN ]✱ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts
π ∈ SN ✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉ Λ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Λ✲s②♠♠❡tr✐③❡r ❛s

pΛ :=
∑

π∈RΛ

π. ✭●✳✷✼✮

❲❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t pΛ ∈ C[SN ] ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ L2 ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ π
✈✐❛ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs Tπ✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t s②♠♠❡tr✐③❡s ❛♥ L2✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ SN ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ Λ✲s②♠♠❡tr✐③❡r ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

PΛ :=
∑

π∈RΛ

Tπ ✭●✳✷✽✮

❛❝t✐♥❣ ♦♥ L2✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Λ✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r

qΛ =
∑

π∈CΛ

sgn(π)π ✭●✳✷✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r

QΛ =
∑

π∈CΛ

sgn(π)Tπ. ✭●✳✸✵✮

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t y = pq ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛ ❧❡❢t ✐❞❡❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ■❢
t❤❡ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉ ✐s st❛♥❞❛r❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐❞❡❛❧ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝♦♥✲
t❛✐♥s ♥♦ ♣r♦♣❡r s✉❜ ❧❡❢t ✐❞❡❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❨♦✉♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉ Λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ Λ✲s②♠♠❡tr✐③❡r ❛♥❞ t❤❡ Λ✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r

YΛ = QΛPΛ. ✭●✳✸✶✮

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉ Λ✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s✉❜❣r♦✉♣ CΛ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦✇ s✉❜❣r♦✉♣
RΛ✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❝❧❛ss❡s ✭t②♣❡s✮ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t
✧t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦rs ✭❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞
❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉rt❤❡r s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✲ s✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✐t❤❡r
r❡♣r♦❞✉❝❡s ❛❧❧ t❤❡ t❡♥s♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦r r❡❞✉❝❡s t❤❡♠ ❛❧❧ t♦ ✵✳✧ ❬✹✻✱ ♣✳ ✸✺✾❪ ❲❤✐❝❤
✐s ❡①❝❛t❧② t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ S4 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
4✳ ❚❤❡ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ 4 ❛r❡

(4) (3, 1) (2, 2) (2, 1, 1) (1, 1, 1, 1)

✭●✳✸✷✮

❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ (4) ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✇❛②✱ t❤❛t ✐s Λ
(4)
1 = 1 2 3 4 ✳ ❙♦ ✇❡

s②♠♠❡tr✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦✇ s✉❜❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ S4✳
❚❤❡ Λ

(4)
1 ✲s②♠♠❡tr✐③❡r ✐s

P
Λ

(4)
1

=
∑

π∈SN

Tπ. ✭●✳✸✸✮

❚❤❡ Λ
(4)
1 ✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤✉s Y

Λ
(4)
1

= P
Λ

(4)
1
✳ ❖❜✈✐✲

♦✉s❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Y
Λ

(4)
1

✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳ ❋♦r t❤❡

✾✺



❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❛❣r❛♠ (1, 1, 1, 1) = (1)4✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ st❛♥✲

❞❛r❞ t❛❜❧❡❛✉ Λ
(1)4

1 ✳ ❚❤✉s t❤❡ r♦✇ s✉❜❣r♦✉♣ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

✭R
Λ

(1)4

1

= {Id}✮ ❛♥❞ t❤❡ Λ
(1)4

1 ✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r ✐s

q
Λ

(1)4

1

=
∑

π∈S4

sgn(π)π ✭●✳✸✹✮

✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r

Q
Λ

(1)4

1

:=
∑

π∈S4

sgn(π)Tπ. ✭●✳✸✺✮

❋♦r t❤❡ s❤❛♣❡ (2, 1, 1) = (2)(1)2 t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ st❛♥❞❛r❞ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉①

Λ
(2)(1)2

1 :=
1 2
3
4

Λ
(2)(1)2

2 :=
1 3
2
4

Λ
(2)(1)2

3 :=
1 4
2
3

. ✭●✳✸✻✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣r❡ss ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❝②❝❧❡ ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ (134) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

✇✐t❤ 1 → 3✱ 3 → 4 ❛♥❞ 4 → 1✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡❛✉ Λ
(2)(1)2

1 ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs

P
Λ

(2)(1)2

1

= Id+T(12) ✭●✳✸✼✮

Q
Λ

(2)(1)2

1

= Id−T(13) − T(14) − T(34) + T(134) + T(143) ✭●✳✸✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✐s

Y
Λ

(2)(1)2

1

=
(
Id+T(12)

) (
Id−T(13) − T(14) − T(34) + T(134) + T(143)

)
. ✭●✳✸✾✮

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs Y
Λ

(2)(1)2

2

❛♥❞ Y
Λ

(2)(1)2

3

❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡

❞✐❛❣r❛♠ (2, 2) ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡rs ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②s✿

Λ
(2)2

1 = 1 2
3 4

Λ
(2)2

2 = 1 3
2 4

✭●✳✹✵✮

❛♥❞ ✇❡ ❣❡t

P
Λ

(2)2

1

= Id+T(12) + T(34) + T(12)(34) = (Id+T(12))(Id+T(34)). ✭●✳✹✶✮

❋r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭●✳✹✶✮ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡tt❡r s❡❡ t❤❡
❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇ s✉❜❣r♦✉♣✿ R

Λ
(2)2

1

= S{1,2} × S{3,4}✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t

❣r♦✉♣ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ S2 × S2✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

Q
Λ

(2)2

1

= Id−T(13) − T(24) + T(13)(24) = (Id−T(13))(Id−T(24)) ✭●✳✹✷✮

❛♥❞ C
Λ

(2)2

1

= S{1,3} × S{2,4}✳ ❚❤❡ ❨♦✉♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤✉s

Y
Λ

(2)2

1

= (Id−T(13))(Id−T(24))(Id+T(12))(Id+T(34)). ✭●✳✹✸✮

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛❜❧❡❛✉ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs

P
Λ

(2)2

1

= (Id+T(13))(Id+T(24)) ✭●✳✹✹✮

Q
Λ

(2)2

1

= (Id+T(13))(Id+T(24)) ✭●✳✹✺✮

❛♥❞
Y
Λ

(2)2

2

= (Id+T(13))(Id+T(24))(Id−T(12))(Id−T(34)). ✭●✳✹✻✮

❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❤♦✇s ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡ s②♠♠❡tr② t②♣❡ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
❝❡rt❛✐♥ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳

❘❡♠❛r❦ ●✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇❛② ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳

✾✻



❍❡✉r✐st✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉① ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✐rr❡✲
❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s♣♦t❧✐❣❤t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✈✐❛ ♠❛tr✐① r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣✉ts ❡♠♣❤❛s✐s❡
♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❧❡❣✐t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ str✐❝t❧② s✉♣❡r✐♦r ❝❤♦✐❝❡✳

❲❡ ♥♦✇ tr② t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✐❣❤t
✇❡ ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❡①❛♠♣❧❡ ●✳✶✮✱
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝❛♥ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛t ♠♦st
t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ P❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ♦❢ φ ∈ L2(R3N ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞✱ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ●✳✶✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❧② ②✐❡❧❞ t❤❛t
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ψ ∈ ∧N1 L2(R3,C2) ♦♥t♦ L2(R3N )
✈✐❛ t❤❡ ♠❛♣s Lk ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭●✳✶✵✮✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ s♣❛❝❡s ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❜② ❛ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st
t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✳

▲❡t A ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2(R3N )
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ st❛t❡s t❤❛t r❡s♣❡❝t t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

HFermi :=
⊕

α∈A

PαL2(R3N ). ✭●✳✹✼✮

❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ Pr♦s♣❡❝t✿ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❢♦r ♦♥❡ ♣❛rt t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ r❡q✉✐r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷ ✇✐t❤♦✉t r❡st❛t✐♥❣ t❤❡ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✮ ❋♦r ❛❧❧ β ∈ D2

N \ Dat

µαβ > µα.

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ ❋♦r ❡❛❝❤ β ∈ Dat ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ α∗
β ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣

Sβ ✇✐t❤ α∗
β ≺ α s✉❝❤ t❤❛t Pα

∗
βW̃α

β 6= ∅✱

dim(Pα
∗
βW̃α

β ) = dimα∗
β .

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❝❝✉rs
✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡♥❡r❣② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r✐❣♦r♦✉s r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ♦❢ t❤❛t ❝♦♥✜r♠ ♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ ✐♦♥✐❝ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛t♦♠s ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
❞✐st❛♥❝❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ Na+ ✐♦♥ ❛♥❞
❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ Cl− ✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠s Na
❛♥❞ Cl✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦❢ ❝❤❧♦r✐❞❡ ✭Cl✮ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ 348kJ/mol✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r s♦❞✐✉♠ ✭Na✮
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 496kJ/mol✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✸❪✳ ❚♦ ✜♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s t❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝t
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❢♦r ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

✾✼



❡❧❡♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t ❝❤❧♦r✐❞❡ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛t ❛r♦✉♥❞ 348kJ/mol✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st
❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ✐s ❝❛❡s✐✉♠ ✭Cs✮ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 375kJ/mol ✇❤✐❝❤
✐s st✐❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❝❤❧♦r✐❞❡✳ ❙♦ ❢♦r ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
❛t♦♠s t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❝❛s❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠s ♦r ❡✈❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✲▲♦♥❞♦♥
❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞♦♥❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♦✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛t♦♠✐❝
❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ✐s ③❡r♦✳ ❲❡ ✉s❡ ✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❇② ◆❡✇t♦♥✬s
t❤❡♦r❡♠ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝❤❛r❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❤②❞r♦❣❡♥✳ ❋♦r ♦t❤❡r ❛t♦♠s t❤❡r❡ ❡①✐st✱ ❛t ❧❡❛st t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦
r✐❣♦r♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜r✐❡✢② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ●✳✶ ❛♥❞ t❤❛t ✐s
st✐❧❧ ✉s❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♦r❜✐t❛❧s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s Y mℓ ✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s ♦r❜✐t❛❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 0✱ t❤❡
p ♦r❜✐t❛❧ ❜② t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ℓ = 1 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❛t♦♠s ✉♣ t♦ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r Z = 4✳ ❋♦r ❛t♦♠s ✇✐t❤
❜✐❣❣❡r ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♣❤❡r✐❝❛❧❧②
s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t❤♦s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❛♥ s ♦r❜✐t❛❧✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts t❤❡s❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s Y mℓ ❛r❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ❢♦r Y mℓ ❢♦r ❛♥② ℓ ∈ N ❛♥❞ |m| ≤ ℓ✳
❚❤✐s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
s✐♠✐❧❛r ✧◆❡✇t♦♥❡sq✉❡ t❤❡♦r❡♠✧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s ♣♦✐♥t
❝❤❛r❣❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❖r ❛t ❧❡❛st t♦ ❣❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ❢♦r st❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐♥ ❛
r✐❣♦r♦✉s ✇❛② s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❝♦♠❡ t♦ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳
❲❡ ❛✐♠ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r
q✉❛♥t✉♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳

❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ❚❤❡ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦r

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♥✲
♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t②
✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ ❜❡ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳

■✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❢♦r M ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ eZl ❛t ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s Xl ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢
❝❤❛r❣❡ −e ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r xj ∈ R3 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

HBR = ΛN+

( N∑

j=1

(

Dj−
M∑

l=1

e2Zl
|xj −Xl|

)

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|xi − xj |
+

∑

1≤k<l≤M

e2ZkZl
|Xk −Xl|

)

ΛN+ .

✭■✳✶✮
❍❡r❡ Dj ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♣❡r❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❜②

Dj = −iα · ∇j + β ✭■✳✷✮
✾✽



✇❤❡r❡ α = (α1, α2, α3) ❛♥❞ β ❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r ❉✐r❛❝ ♠❛tr✐❝❡s✱

αk =

(
0 σk
σk 0

)

, k = 1, 2, 3, ✭■✳✸✮

✇✐t❤ σk ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ kth P❛✉❧✐ ♠❛tr✐①

σ1 =

(
0 1
1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

✭■✳✹✮

❛♥❞

β =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






. ✭■✳✺✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HBR ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭■✳✷✮ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡♠✐❜♦✉♥❞❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠
♦♥ ΛN+H

1/2(R3N ,C4N ) ❢♦r

e2Zl < 2

(
π

2
+

2

π

)−1

❢♦r ❛❧❧ l = 1, · · · ,M. ✭■✳✻✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ΛN+ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❝tr❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝
♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②

ΛN+ =
N⊕

i=1

Λ
(i)
+ ✭■✳✼✮

✇❤❡r❡ Λ(i)
+ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❝tr❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Di✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❈❛s✐♠✐r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❬✺✱ ✭✷✳✸✳✸✮❪ t❤❡ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Λ+ =
1

2
I4 + F∗ α · p+ β

2
√

|p|2 + 1
F , ✭■✳✽✮

✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ C1

0 (R
3,C4)✳

(Λ+f)(x) =
f(x)

2
+

1

4π2

∫

R3

(

β
K1(|x− y|)

|x− y| +
iα · (x− y)

|x− y|2 K0(|x− y|)
)

f(y)dy

+
i

2π2
PV

∫

R3

α · (x− y)

|x− y|3 K1(|x− y|)f(y)dy
✭■✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡✜① PV ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈❛❧✉❡ s❡♥s❡✱
s✐♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s❡♥s❡✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s K0 ❛♥❞ K1 ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✳

❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡M = 2 ❛♥❞ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✉❜s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② t②♣❡s✳ ❋♦r D :=
X2 −X1 ✇❡ ❞❡✜♥❡

E|D| := inf σ(HBR). ✭■✳✶✵✮

❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❍❡r❜st ❝❛s❡✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛ t✇♦ ❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β = (C1, C2) ∈ D2

N ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

Iβ :=
∑

i∈C1

−e2Z2

|xi −X2|
+
∑

j∈C2

−e2Z1

|xj −X1|
+
∑

i∈C1
j∈C2

e2

|xi − xj |
+

e2Z1Z2

|X2 −X1|
✭■✳✶✶✮

❛♥❞ IBRβ := ΛN+ IβΛ
N
+ ✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

HBR
β := HBR − IBRβ . ✭■✳✶✷✮

✾✾



❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ D2
N ❛s

µβ := inf σ(HBR
β ) ✭■✳✶✸✮

❛♥❞
µ := min

β∈D2
N

µβ . ✭■✳✶✹✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Dat ⊂ D2
N t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ β ∈ D2

N s✉❝❤
t❤❛t ♯C1(β) = Z1 ❛♥❞ ♯C2(β) = Z2✳

❚❤❡♦r❡♠ ■✳✶ ✭❚❤❡ ✈❞❲ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡t t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿
✶✮ ❋♦r ❛❧❧ β ∈ D2

N \ Dat

µβ > µ. ✭■✳✶✺✮

✷✮ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ HBR
β tr❛♥s❢♦r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ℓ = 0✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts c > 0 s✉❝❤ t❤❛t

E|D| − µ = − c

|D|6 +O(|D|−7). ✭■✳✶✻✮

❘❡♠❛r❦ ■✳✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ 2) ✐♠♣❧✐❡s s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ HBR

β ❛♥❞ ✐s ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr② t②♣❡s✳

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ r❛t❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❡st✐♠❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ❬✸✷❪✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡②
✜t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♦♥ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡✈❡❧ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r✐❡❢♥❡ss✳
❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ r❡❛s♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛r❣✉❡ ❛❣❛✐♥st ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt✳

■✳✷✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t♦
♠♦❞✐❢② ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪✱ t♦ ②✐❡❧❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❡ ✉s❡ ♠♦st❧② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✸✷❪✳ ❇② s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❍❡r❜st ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r r❡s✉❧t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳

❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢r♦♠
❬✹✷❪✳ ❲❡ st❛t❡ ✐t ❤❡r❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ■✳✸✳ ▲❡t K : Rn → C ❜❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t

|K(x)| ≤ B|x|−n, x 6= 0, ✭■✳✶✼✮
∫

|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)|dy ≤ B, 0 < |y|, ✭■✳✶✽✮

❛♥❞ ∫

R1<|x|<R2

K(x)dx = 0, ❢♦r ❛❧❧ 0 < R1 < R2 <∞. ✭■✳✶✾✮

❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞✱ ❧❡t

Tǫ(f)(x) =

∫

|y|≥ǫ

f(x− y)K(y)dy, ǫ > 0. ✭■✳✷✵✮

✶✵✵



❚❤❡♥

‖Tǫ(f)‖p ≤ Ap‖f‖p ✭■✳✷✶✮

✇✐t❤ Ap ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ f ❛♥❞ ǫ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ǫ → 0 ❡①✐sts ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
❜♦✉♥❞ ✐s tr✉❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ ∈ C2
0 (R

3, [0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t

χ(x) =

{
1, ❢♦r ❛❧❧ |x| ≤ R
0, ❢♦r ❛❧❧ |x| > 2R

✭■✳✷✷✮

❛♥❞ s♠♦♦t❤ ✐♥❜❡t✇❡❡♥✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ s❡t Ω := {x ∈ R3
∣
∣R− δR < |x| < 2R+ δR} ❛♥❞

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ 1Ω✳

▲❡♠♠❛ ■✳✹✳ ▲❡t χ ∈ C2
0 (R

3, [0, 1]) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥
f ∈ L2(R3,C4)

‖[χ,Λ+]f‖H1
≤ C

(
(R−1 +R−2)‖1Ωf‖2 + e−δR‖f‖2

)
. ✭■✳✷✸✮

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t

‖[χ,Λ+]f‖H1 = ‖[χ,Λ+]f‖2 + ‖∇[χ,Λ+]f‖2. ✭■✳✷✹✮

❲❡ ❜♦✉♥❞ ❜♦t❤ s✉♠♠❛♥❞s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ [χ,Λ+] t♦ ❣❡t

[χ,Λ+]f(x) =

1

4π2

∫

R3

(

β
K1(|x− y|)

|x− y| +
iα · (x− y)

|x− y|2 K0(|x− y|)
)
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

+
i

2π2
PV

∫

R3

α · (x− y)K1(|x− y|)
|x− y|3

(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy.

✭■✳✷✺✮

❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ K ∈ L1(R3) ✇✐t❤

K(x)

|x| := β
K1(|x|)

|x| +
iα · x
|x|2 K0(|x|) +

2iα · x
|x|3 K1(|x|). ✭■✳✷✻✮

❇② t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭■✳✷✺✮ ❛♥❞ s♣❧✐t R3 ✐♥t♦ t✇♦ r❡❣✐♦♥s t♦ ❣❡t

[χ,Λ+]f(x) =
1

4π2

∫

|x−y|≤δR

K(x− y)

|x− y|
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

+
1

4π2

∫

|x−y|≥δR

K(x− y)

|x− y|
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy.

✭■✳✷✼✮

❚♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ |x−y| ≤ δR
✇❡ ❤❛✈❡

χ(x)− χ(y) = 1Ω(y)
(
χ(x)− χ(y)

)
. ✭■✳✷✽✮

❇② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠

|χ(x)− χ(y)| ≤ ‖∇χ‖∞|x− y|. ✭■✳✷✾✮

❋♦r t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭■✳✷✼✮ t❤✐s ②✐❡❧❞s
∣
∣
∣
∣
∣

∫

|x−y|≤δR

K(x− y)

|x− y|
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ‖∇χ‖∞

∫

R3

|K(x− y)1Ω(y)f(y)| dy.

✭■✳✸✵✮
❙✐♥❝❡ K ∈ L1(R3)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❣❡t

∥
∥
∥
∥
∥

∫

|x−y|≤δR

K(x− y)

|x− y|
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

∥
∥
∥
∥
∥
2

≤ ‖∇χ‖∞‖K‖1‖1Ωf‖2. ✭■✳✸✶✮

✶✵✶



❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭■✳✷✼✮ ✉s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✳ ❙✐♥❝❡ χ ≤ 1 ❛♥❞ f ∈ L2 ✇❡ ❣❡t

∥
∥
∥
∥
∥

∫

|x−y|≥δR

K(x− y)

|x− y|
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

∥
∥
∥
∥
∥
2

≤ Ce−δR‖f‖2. ✭■✳✸✷✮

❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

‖[χ,Λ+]f‖2 ≤ C
(
‖∇χ‖∞‖1Ωf‖2 + e−δR‖f‖2

)
✭■✳✸✸✮

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❜♦✉♥❞ ‖∇[χ,Λ+]f‖2✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ♥♦r♠ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s

I1(x) :=
1

4π2

∫

R3

βK1(|x− y|)
|x− y|

(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

I2(x) :=
i

4π2

∫

R3

α · (x− y)K0(|x− y|)
|x− y|2

(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

I3(x) :=
i

2π2

∫

R3

α · (x− y)K1(|x− y|)
|x− y|3

(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy.

✭■✳✸✹✮

◆♦t❡ t❤❛t
‖∇[χ,Λ+]f‖2 ≤ C(‖∇I1‖2 + ‖∇I2‖2 + ‖∇I3‖2). ✭■✳✸✺✮

t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
‖[χ,Λ+]f‖2✳ ❲❡ ❤❛✈❡

∣
∣
∣
∣

∂I1(x)

∂xj

∣
∣
∣
∣
≤ 1

4π2

∫

R3

∣
∣
∣
∣
β
(xj − yj)K0(|x− y|)

|x− y|2
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)

∣
∣
∣
∣
dy

+
1

4π2

∫

R3

∣
∣
∣
∣
β
2(xj − yj)K1(|x− y|)

|x− y|3
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)

∣
∣
∣
∣
dy

+
1

4π2

∫

R3

∣
∣
∣
∣
β
K0(|x− y|)

|x− y| ∂jχ(x)f(y)

∣
∣
∣
∣
dy.

✭■✳✸✻✮

❆❣❛✐♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t✇♦ r❡❣✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋♦r |x− y| ≤ δR ✇❡ ❤❛✈❡

|χ(x)− χ(y)| = |χ(x)− χ(y)|1Ω(y) ≤ ‖∇χ‖∞|x− y|1Ω(y) ✭■✳✸✼✮

❛♥❞
|∂jχ(x)| = 1Ω(y)|∂xj

χ(x)| ≤ ‖∇χ‖∞1Ω(y). ✭■✳✸✽✮

❯s✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜♦✉♥❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤❡r❡ |x−y| ≥ δR
❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ✐♥ δR✳ ❙✐♥❝❡ |∂jχ| ∼ R−1 ✇❡ ❣❡t

‖∇I1‖2 ≤ CR−1‖1Ωf‖2 + C(1 +R−1)e−δR‖f‖2. ✭■✳✸✾✮

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ✧✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✧ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦✲
❣♦✉s❧② ✇❡ ❣❡t

‖∇I2‖2 ≤ CR−1‖1Ωf‖2 + C(1 +R−1)e−δR‖f‖2. ✭■✳✹✵✮

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❤❛s ❛ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ I3(x) ✐♥ t❤❡ jt❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

i

2π2
PV

∫

R3

(

αj
K1(|x− y|)
|x− y|3 − α · (x− y)(xj − yj)K0(|x− y|)

|x− y|4

−4α · (x− y)(xj − yj)K1(|x− y|)
|x− y|5

)
(
χ(x)− χ(y)

)
f(y)dy

+
i

2π2
PV

∫

R3

α · (x− y)(xj − yj)K0(|x− y|)
|x− y|4 ∂jχ(x)f(y)dy

✭■✳✹✶✮

✶✵✷



✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈❛❧✉❡ s❡♥s❡✳ ❚❤❡
s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

(α · x)xjK0(|x|)
|x|4 ✭■✳✹✷✮

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝❛♥ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ♦✉t ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ χ(x)−χ(y)✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
L2✲♥♦r♠✳ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ②✐❡❧❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s♠❛❧❧ ❜♦✉♥❞s
❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ |x− y| ≥ δR✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ |x− y| ≤
δR✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❤❛✈❡ χ(x) − χ(y) =

(
χ(x) − χ(y)

)
1Ω(y)✳ ❲❡ ✉s❡ ❚❛②❧♦r

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ χ(x) ❛r♦✉♥❞ y t♦ ❣❡t

χ(x)− χ(y) = (xk − yk)∂kχ(x)−
1

2
(xk − yk)(xl − yl)∂

2
klχ(ξ) ✭■✳✹✸✮

❢♦r s♦♠❡ ✈❡❝t♦r ξ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ x ❛♥❞ y✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭■✳✹✸✮ ✐♥t♦
✭■✳✹✶✮ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ |x− y| ≤ δR ✇❡ ❣❡t

i∂klχ(x)

2π2
PV

∫

|x−y|≤δR

(

αj −
4α·(x− y)(xj − yj)

|x− y|

)
K1(|x− y|)(xk − yk)

|x− y|3 (1Ωf)(y)dy

+
i∂jχ(x)

2π2
PV

∫

|x−y|≤δR

α · (x− y)K1(|x− y|)
|x− y|3 (1Ωf)(y)dy

− i

4π2

∫

|x−y|≤δR

(

αj −
4α · (x− y)(xj − yj)

|x− y|2
)
K1(|x− y|)
|x− y|3

× (xk − yk)(xl − yl)∂
2
klχ(ξ)(1Ωf)(y)dy.

✭■✳✹✹✮

❚❤❡ ❧❛st ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭■✳✹✹✮ ✐s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ L1 ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜②

C‖∂2χ‖∞‖1Ωf‖2. ✭■✳✹✺✮

❋♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ✭■✳✹✹✮ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❚❤❡♦r❡♠ ■✳✸✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② 1Ωf ✐s ❛ L2

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■✳✶✼✮ ✐s tr✉❡ s✐♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r ∈ R ✇❡ ❤❛✈❡

rK0(r) <
1

2
❛♥❞ rK1(r) ≤ 1. ✭■✳✹✻✮

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■✳✶✾✮ ✐s tr✉❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s
✭■✳✶✽✮ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

|∇K(x)| ≤ B|x|−4 ✭■✳✹✼✮

✐♠♣❧✐❡s ✭■✳✶✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡

K ′
0(r) = −K1(r) ✭■✳✹✽✮

❛♥❞

K ′
1(r) = −K0(r)−

K1(r)

r
✭■✳✹✾✮

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭■✳✹✻✮ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡❛s② ✇❛② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■✳✹✼✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✭■✳✹✹✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜②

C
(
‖∂2χ‖∞ + ‖∇χ‖∞

)
‖1Ωf‖2. ✭■✳✺✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ‖∂2χ‖∞ ∼ R−2 ❛♥❞ ‖∇χ‖∞ ∼ R−1✳ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ②✐❡❧❞s

‖∇I3‖2 ≤ C(R−1 +R−2)‖1Ωf‖2 + Ce−δR‖f‖2. ✭■✳✺✶✮

�

✶✵✸



◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t ❢♦r ❛♥② f ∈ L2

‖[χ,Λ+]f‖H1/2 ≤ C
(
(R−1 +R−2)‖1Ωf‖2 + e−δR‖f‖2

)
✭■✳✺✷✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ❬✸✷✱ ▲❡♠♠❛ ✻❪✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ΛN+ ✱ ❧❡t HBR ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

ΛN+HBRΛN+ = HBR

❢♦r HBR ❛s ✐♥ ✭■✳✶✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❧❡t HBR
β ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

ΛN+HBR
β ΛN+ = HBR

β

✇✐t❤ HBR
β ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭■✳✶✷✮✳ ▲❡t 1(j)

Ω ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ 1Ω ✐♥ t❤❡ jt❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐t② t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✳

▲❡♠♠❛ ■✳✺ ✭▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧✮✳ ▲❡t {Jβ}β∈D3
N

❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ ✉♥✐t② t❤❛t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ■✳✹✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st C < ∞ ❛♥❞ a > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
ψ ∈ ΛN+H

1/2(R3N ,C4N ) ✇❡ ❤❛✈❡
∣
∣
∣
∣
∣
∣

〈ψ, (HBR − µ)ψ −
∑

β∈D3
N

〈ΛN+Jβψ, (HBR − µ)ΛN+Jβψ〉

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ C
∑

β∈D3
N

(
(|D|−1 + |D|−2)

N∑

i=1

‖1(i)
Ω Jβψ‖+ e−a|D|‖Jβψ‖2.

✭■✳✺✸✮

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬✸✷❪ ✇❡ ❤❛✈❡

〈ψ, (HBR − µ)ψ〉 −
∑

β∈D3
N

〈ΛN+Jβψ, (HBR − µ)ΛN+Jβψ〉

=
∑

β∈D3
N

〈(HBR − µ)[Jβ ,Λ
N
+ ]ψ, JβΛ

N
+ψ〉+

∑

β∈D3
N

〈ΛN+Jβψ, (HBR − µ)[Jβ ,Λ
N
+ ]ψ〉.

✭■✳✺✹✮

❋✐rst ✇❡ ✉s❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡ HBR
β ✐s ❢♦r♠ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡

H1/2✱ s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✸✷✱ ▲❡♠♠❛ ✻❪ ♥♦r♠ ✇❡ ❣❡t
∣
∣〈(HBR − µ)[Jβ ,Λ

N
+ ]ψ, JβΛ

N
+ψ〉+ 〈ΛN+Jβψ, (HBR − µ)[Jβ ,Λ

N
+ ]ψ〉

∣
∣

≤ C‖[Jβ ,ΛN+ ]ψ‖H1/2‖Jβψ‖2 + C‖ΛN+Jβψ‖2‖[Jβ ,ΛN+ ]ψ‖H1/2 .
✭■✳✺✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ΛN+ψ = ψ s✐♥❝❡ ψ ∈ ΛN+H
1/2(R3N ,C4N ) ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭■✳✺✷✮ ✇❡ ❣❡t

C‖[Jβ ,ΛN+ ]ψ‖H1/2‖Jβψ‖H1/2 + C‖ΛN+Jβψ‖H1/2‖[Jβ ,ΛN+ ]ψ‖H1/2

≤ C
(
(|D|−1 + |D|−2)

N∑

i=1

‖1(i)
Ω Jβψ‖+ e−a|D|‖Jβψ‖2

)
.

✭■✳✺✻✮

�

❆s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡
❝❧✉st❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡t {Jβ}β∈D3

N
❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✶✶✳✶✳ ■♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♥✐t❛r② s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t✬s
❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt✳

✶✵✹



❘❡♠❛r❦ ■✳✻✳ ■♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s t❤❡
♦r✐❣✐♥ ❛s ✇❡ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜st ❝❛s❡✳ ◆♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ s✉♣♣♦rt ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡st♦♦❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ φ ∈ ΛN+H

1/2(R3N ,C4N )

♦❢ HBR
β ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t φ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞

X1 ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s j ∈ C1 ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ X2 ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s i ∈ C2✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ❜❡
s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ |D|✳

■✳✸✳ ❊st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❍❡r❜st ❝❛s❡✳ ▲❡t ✉s
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s L[Jβψ] ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (HBR−µ)
❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✶✷✳✹✮✳

▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❢♦r ψ ∈ H1/2(R3N ,C4N )

〈ψ, (HBR − µ)ψ〉 =
∑

β∈D3
N

L[Jβψ], ✭■✳✺✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L[Jβψ] = 〈Jβψ,ΛN+ (HBR − µ)ΛN+Jβψ〉
+
(
〈ψ, (HBR − µ)ψ − 〈Jβψ,ΛN+ (HBR − µ)ΛN+Jβψ〉

)
.

✭■✳✺✽✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r HBR✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳
❈❛s❡ ✶✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s β ∈ D3

N s✉❝❤ t❤❛t C0(β) 6= ∅
❈❛s❡ ✷✿ ■♦♥✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s β ∈ D3

N ✇✐t❤ C0(β) = ∅ ❛♥❞ ♯C1(β) 6= Z1

❈❛s❡ ✸✿ ❆t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s β ∈ Dat

❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ C0(β) 6= ∅✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ✐s ❢❛r ❢r♦♠
❜♦t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❡tt✐♥❣ t❤❛t ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❍❱❩ t❤❡♦r❡♠✳
❚❤✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ L[Jβψ] ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ |D|✳ ❚❤❡ ❍❱❩
t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ❝❛s❡✱ ❬✸✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻❪ t❤✉s ②✐❡❧❞s

L[Jβψ] ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ β ✇✐t❤ C0(β) 6= ∅. ✭■✳✺✾✮

❋♦r ❛♥ ✐♦♥✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s C0(β) = ∅ ❛♥❞ ♯C1(β) 6= Z1✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❈♦♥❞✐✲
t✐♦♥ 1) ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ■✳✶ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ d = µβ − µ > 0✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ |D| ❛♥❞ ψ✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s
L[Jβψ] = 〈Jβψ,ΛN+ (HBR

β − µ)ΛN+Jβψ〉+ 〈Jβψ,ΛN+ IβΛN+Jβψ〉+ LE [Jβψ]
≥ d‖Jβψ‖2 + 〈Jβψ,ΛN+ IβΛN+Jβψ〉+ LE [Jβψ].

✭■✳✻✵✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❍❡r❜st ❝❛s❡✱ t❤❡ t❡r♠ LE [Jβψ] ✐s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ Jβψ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❧❛st t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭■✳✻✵✮

t❤❡r❡ ❡①✐st ǫ1(|D|)✱ ǫ2(|D|) > 0 ✇✐t❤ ǫ1,2(|D|) |D|→∞−−−−−→ 0 s✉❝❤ t❤❛t

〈Jβψ,ΛN+ IβΛN+Jβψ〉 ≥ −ǫ1(|D|)‖Jβψ‖2 ✭■✳✻✶✮

❛♥❞

LE [Jβψ] ≥ −ǫ2(|D|)‖Jβ‖2. ✭■✳✻✷✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ■✳✺✱ t❤✐s ❝r✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ d ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ |D|✱ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭■✳✻✵✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ |D|

L[Jβψ] > 0 ❢♦r ❛❧❧ β ∈ D3
N ✇✐t❤ C0(β) = ∅ ❛♥❞ ♯C1(β) 6= Z1. ✭■✳✻✸✮

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❛r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜① ❛♥
❛t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ Dat ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❍❡r❜st ❝❛s❡✱ ✇✐❧❧ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ st❛t❡

✶✵✺



Jβψ ♦♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ HBR
β ✱ ✇❡ t❤✉s ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ γ ❛♥❞ ❛

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ φ✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ r❡♠❛✐♥❞❡r g ⊥ φ s✉❝❤ t❤❛t

Jβψ = γφ+ g. ✭■✳✻✹✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

L[Jβψ] = 〈Jβψ,ΛN+ (HBR
β − µ)ΛN+Jβψ〉+ 〈Jβψ,ΛN+ IβΛN+Jβψ〉+ LE [Jβψ]. ✭■✳✻✺✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✭■✳✻✹✮ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭■✳✻✹✮ t♦ ❣❡t

〈Jβψ,ΛN+ (HBR
β − µ)ΛN+Jβψ〉 = 〈γφ,ΛN+ (HBR

β − µ)ΛN+γφ〉
+ 2Re〈g,ΛN+ (HBR

β − µ)ΛN+γφ〉
+ 〈g,ΛN+ (HBR

β − µ)ΛN+ g〉.
✭■✳✻✻✮

❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭■✳✻✻✮ ❛r❡ ③❡r♦ ❛s φ ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
❛♥❞ t❤✉s

〈Jβψ,ΛN+ (HBR
β − µ)ΛN+Jβψ〉 = 〈g,ΛN+ (HBR

β − µ)ΛN+ g〉. ✭■✳✻✼✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ✭■✳✻✵✮ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t❡r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡

〈Jβψ,ΛN+ IβΛN+Jβψ〉 = 〈γφ,ΛN+ IβΛN+γφ〉+ 2Re γ〈g,ΛN+ IβΛN+φ〉+ 〈g,ΛN+ IβΛN+ g〉.
✭■✳✻✽✮

❘❡♠❛r❦ ■✳✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Iβ ✐s ♥♦t ❧♦❝❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②
◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ Jβ = 1βJβ✱ ✇❤❡r❡ 1β ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
supp(Jβ)✳ ■❢ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♠♠✉t❡ Jβ t♦✇❛r❞s t❤❡ st❛t❡s ψ ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❇② t❤✐s s♠❛❧❧ s❧❡✐❣❤t ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② Iβ ✇✐t❤ t❤❡
❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ 1βIβ✳

❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❝tr❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♦♥t♦ ✇❤✐❝❤
ΛN+ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❚❤✉s ΛN+φ = φ✳ ❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ 2) ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ■✳✼ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②
◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❣❡t

〈γφ,ΛN+ IβΛN+γφ〉 = 0. ✭■✳✻✾✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ Iβ ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ φ✱ s❡❡ ❬✸✶❪✱ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❝❧✉st❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡ ▲❡♠♠❛ ❉✳✷ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ❉✳✹✳ ❋♦r t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s fℓ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❉✳✽✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ❢♦r ❛♥② k ≥ 3

2Re γ〈g,ΛN+ IβΛN+φ〉 =
k∑

ℓ=2

2Re γ〈g,ΛN+fℓφ〉
|D|ℓ+1

+ Ck|D|−(k+2)‖γφ‖‖g‖. ✭■✳✼✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ℓ ≥ 3 ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❨♦✉♥❣✬s ♣r♦❞✉❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❣❡t

2Re γ〈g,ΛN+fℓφ〉
|D|ℓ+1

≥ − ‖g‖2
|D|2ℓ−5

− |γ|2‖ΛN+fℓφ‖2
|D|7 . ✭■✳✼✶✮

❙✐♥❝❡ φ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② ℓ ∈ N t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t Cℓ s✉❝❤ t❤❛t
‖ΛN+fℓφ‖ ≤ Cℓ‖φ‖✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉♣ t♦ t❤❡ t❡r♠
k = 5 ②✐❡❧❞s

2Re γ〈g,ΛN+ IβΛN+φ〉 ≥ 2|D|−3 Re γ〈g,ΛN+f2φ〉 −
C‖g‖2
|D| − C‖g‖‖γφ‖

|D|7 − C‖γφ‖2
|D|7 .

✭■✳✼✷✮
✶✵✻



❇② ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❡ t❡r♠ −C|D|−7‖g‖‖γφ‖ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t
t❡r♠s ❢♦r ❧❛r❣❡ |D| ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t

2Re γ〈g,ΛN+ IβΛN+φ〉 ≥ 2|D|−3 Re γ〈g,ΛN+f2φ〉 −
C‖g‖2
|D| − C‖γφ‖2

|D|7 . ✭■✳✼✸✮

❋♦r t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭■✳✼✸✮ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs (HBR

β − µ)±
1
2 t♦ g ❛♥❞ ΛN+f2φ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t (HBR

β − µ) ✐s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ t♦
✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ f2φ ❛♥❞ g ❜❡❧♦♥❣✳ ❋♦r g t❤✐s ✐s ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❢♦r f2φ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠t❡r② ♦❢ f2φ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜st ❝❛s❡✳ ❲❡
t❤✉s ❤❛✈❡

2|D|−3 Re γ〈g,ΛN+f2φ〉 = 2|D|−3 Re γ〈(HBR
β − µ)

1
2 g, (HBR

β − µ)−
1
2ΛN+f2φ〉. ✭■✳✼✹✮

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭♦❢ ♦r❞❡r b−2 < 1✮ ♦❢ t❤❡ t❡r♠

〈g, (HBR
β − µ)g〉 = ‖(HBR

β − µ)
1
2 g‖2

✇❡ ♦❜t❛✐♥
1

b2
‖(HBR

β − µ)
1
2 g‖2 + 2|D|−3 Re γ〈(HBR

β − µ)
1
2 g, (HBR

β − µ)−
1
2ΛN+f2φ〉

=
−b2
|D|6 ‖(H

BR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2 + ‖1

b
(HBR

β − µ)
1
2 g +

b

|D|3 (H
BR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2

≥ − b2

|D|6 ‖(H
BR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2.

✭■✳✼✺✮

❘❡♠❛r❦ ■✳✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ b✱ t❤✉s ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡
t❡♠♣t❡❞ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ b ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜✐❣ ✈❛❧✉❡
❢♦r b✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s
b = 1 + ǫ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ b2 = 2✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♣r❡✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈❞❲ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❚♦ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst
t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r |D|−3✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ Jβψ ✐s
❧♦❝❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ φ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ g = Jβψ − Jβψ ②✐❡❧❞s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ g ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Jβ ✳ ❲❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ g ❛s

〈ΛN+ g, IβΛN+ g〉 ≥ − C

|D|3 ‖Λ
N
+ g‖2. ✭■✳✼✻✮

❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ❡st✐♠❛t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡r♠s ℓ = 0 ❛♥❞
ℓ = 1 ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✉s❡s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭■✳✼✺✮ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭■✳✻✻✮✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ✐♥
✭■✳✻✼✮✱✭■✳✻✾✮✱✭■✳✼✵✮✱✭■✳✼✻✮ ❛♥❞ ✭■✳✼✺✮ ✇❡ ❣❡t

L[Jβψ] ≥ −2|γ|2
|D|6 ‖(H

BR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2 −

C‖γφ‖2
|D|7 +

1

2
‖(HBR

β − µ)
1
2 g‖2

− C‖g‖2
|D| − C‖ΛN+ g‖2

|D|3 − LE [Jβψ].
✭■✳✼✼✮

❇② ▲❡♠♠❛ ■✳✺✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

− LE [Jβψ] ≥ −C
(
(|D|−1 + |D|−2)

N∑

i=1

‖1ΩJβψ‖‖Jβψ‖+ e−a|D|‖Jβψ‖2
)
. ✭■✳✼✽✮

✶✵✼



❯s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Jβψ = γφ + g ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❡r♠s

‖1(i)
Ω φ‖ ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ✐♥ |D| ✇❡ ♦❜t❛✐♥

− LE [Jβψ] ≥ −C
(
|D|−1 + e−a|D|

)
‖g‖2 − Ce−c|D|‖γφ‖2). ✭■✳✼✾✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❣❛t❤❡r t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ g ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s L[g] ✇❤❡r❡

L[g] :=
1

2
‖(HBR

β − µ)
1
2 g‖2 − C

(‖g‖2
|D| +

‖ΛN+ g‖2
|D|3 + e−a|D|‖g‖2

)

. ✭■✳✽✵✮

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r (HBR
β − µ)

1
2 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ |D|✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ |D|

t❤❡ ✜rst ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❢❛❝t♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❖✈❡r❛❧❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ |D| t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ L[g] ✐s t❤✉s
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡

L[g] ≥ 0. ✭■✳✽✶✮

❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❛t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ |D| ✇❡ ❣❡t

L[Jβψ] ≥ −2|γ|2
|D|6 ‖(H

BR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2 −

C‖γφ‖2
|D|7 − Ce−c|D|‖γφ‖2. ✭■✳✽✷✮

❙✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s β ∈ Dat ②✐❡❧❞s t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳

■✳✹✳ ❊st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ♣✐❝❦ ♦♥❡
❛t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ β ∈ Dat ❛♥❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ φ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
HBR
β ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡t

ψ0 := φ− |D|−3(HBR
β − µ)−1ΛN+f2φ ✭■✳✽✸✮

❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

〈ψ0, (H
BR − µ)ψ0〉

= 〈φ, (HBR
β − µ)φ〉+ 〈φ, IBRβ φ〉 − 2Re〈(HBR

β − µ)−1ΛN+f2φ, (H
BR
β − µ)φ〉

− 2

|D|3 Re〈(HBR
β − µ)−1ΛN+f2φ, I

BR
β φ〉+ 1

|D|6 〈(H
BR
β − µ)−1ΛN+f2φ,Λ

N
+f2φ〉

+
1

|D|6 〈(H
BR
β − µ)−1ΛN+f2φ, I

BR
β φ〉.

✭■✳✽✹✮

❇② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ φ✱ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭■✳✽✹✮ ❛r❡ ③❡r♦✱ t❤❛t ✐s

〈φ, (HBR
β −µ)φ〉 = 〈φ, IBRβ φ〉 = 2Re〈(HBR

β −µ)−1ΛN+f2φ, (H
BR
β −µ)φ〉 = 0 ✭■✳✽✺✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧② ❛ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r
t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ✭■✳✽✹✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r |D|−3 ✇❡ ❣❡t

1

|D|6 〈(H
BR
β − µ)−1ΛN+f2φ, I

BR
β φ〉 ≤

C‖(HBR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2

|D|9 . ✭■✳✽✻✮

❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ②✐❡❧❞s

− 2

|D|3 Re〈(HBR
β − µ)−1ΛN+f2φ, I

BR
β φ〉

≤ − 2

|D|6 Re〈(HBR
β − µ)−1ΛN+f2φ,Λ

N
+f2φ〉+

C‖φ‖2
|D|7 .

✭■✳✽✼✮

✶✵✽



▲❡t ✉s ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ✭■✳✽✹✮✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r |D|−9 ✐♥ ✭■✳✽✺✮ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❢♦r ❧❛r❣❡ |D|✱ ✇✐t❤ ✭■✳✽✼✮ ✇❡ ❣❡t

〈ψ0, (H
BR − µ)ψ0〉 ≤ − 2

|D|6 Re〈(HBR
β − µ)−1ΛN+f2φ,Λ

N
+f2φ〉+

C‖φ‖2
|D|7

+
1

|D|6 〈(H
BR
β − µ)−1ΛN+f2φ,Λ

N
+f2φ〉.

✭■✳✽✽✮

❚❤✐s ②✐❡❧❞s

〈ψ0, (H
BR − µ)ψ0〉 ≤ − 1

|D|6 ‖(H
BR
β − µ)−

1
2ΛN+f2φ‖2 +

C‖φ‖2
|D|7 . ✭■✳✽✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ‖(HBR
β −µ)− 1

2ΛN+f2φ‖2 ✐s ✜♥✐t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♦❧✈❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ‖ψ0‖ =

1 + C
|D|3 ✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ‖ψ0‖2 ✐♥ ✭■✳✽✾✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✜♥✐s❤❡s

t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✶✵✾



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✐❧t♦♥ ❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❛♥❞ ■r❡♥❡ ❆ ❙t❡❣✉♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s✱
❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❛❜❧❡s✳ ◆✉♠❜❡r ✺✺✳ ❈♦✉r✐❡r ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✱ ✶✾✻✹✳

❬✷❪ ❙❤♠✉❡❧ ❆❣♠♦♥✳ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
❜♦✉♥❞s ♦♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ N✲❜♦❞② ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✾ ♦❢▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ◆♦t❡s✳
Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏❀ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚♦❦②♦ Pr❡ss✱ ❚♦❦②♦✱ ✶✾✽✷✳

❬✸❪ ■♦❛♥♥✐s ❆♥❛♣♦❧✐t❛♥♦s ❛♥❞ ■sr❛❡❧ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙✐❣❛❧✳ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s
❢♦r❝❡✳ ❈♦♠♠✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✼✵✭✾✮✿✶✻✸✸✕✶✻✼✶✱ ✷✵✶✼✳

❬✹❪ ●❡♦r❣❡ ❊✳ ❆♥❞r❡✇s✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❆s❦❡②✱ ❛♥❞ ❘❛♥❥❛♥ ❘♦②✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✾✳

❬✺❪ ❆✳ ❆✳ ❇❛❧✐♥s❦② ❛♥❞ ❲✳ ❉✳ ❊✈❛♥s✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡
Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✶✶✳

❬✻❪ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ❇❛r❜❛r♦✉①✱ ❚❤♦♠❛s ❈❤❡♥✱ ❱✐t❛❧✐ ❱♦✉❣❛❧t❡r✱ ❛♥❞ ❙❡♠❥♦♥ ❱✉❣❛❧t❡r✳ ❖♥ t❤❡
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t P❛✉❧✐✲❋✐❡r③ ♠♦❞❡❧✳ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱
✶✸✻✭✸✮✿✶✵✺✼✕✶✵✻✹✱ ✷✵✵✽✳

❬✼❪ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ❇❛r❜❛r♦✉①✱ ❚❤♦♠❛s ❈❤❡♥✱ ❱✐t❛❧✐ ❱♦✉❣❛❧t❡r✱ ❛♥❞ ❙❡♠❥♦♥ ❱✉❣❛❧t❡r✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ◗❊❉✳ ❆♥♥✳ ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré✱
✶✶✭✽✮✿✶✹✽✼✕✶✺✹✹✱ ✷✵✶✵✳
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Loi de van der Waals-London pour les systèmes d'atomes et de 
molécules relativistes  

 

 

On considère un système constitué de plusieurs atomes où les noyaux sont supposés fixes et ponctuels. Les 
particules interagissent via le potentiel de Coulomb et les électrons ont une énergie cinétique pseudo-relativiste 
donnée par (p2+m2)1/2-m. On démontre la loi de van der Waals-London qui dit que l'énergie d'interaction entre 
atomes neutres décroit comme |D|-6 où |D| est la distance entre atomes. Nous calculons rigoureusement tous les 
termes de l'énergie de liaison jusqu'à l'ordre |D|-9 avec un terme d'erreur en O(|D|-10). Comme étape 
intermédiaire, nous établissons la décroissance exponentielle des fonctions propres de l'opérateur de 
Schrödinger à plusieurs particules avec les symétries imposées par le principe de Pauli, et des estimations sur 
le terme d'erreur de localisation. Nous montrons de plus la loi de van der Waals-London pour l'opérateur de 
Dirac projeté connu sous le nom d'opérateur de Brown et Ravenhall. Dans ce dernier cas on obtient un terme 
d'erreur en O(|D|-7). 

 

 

Mot clés : loi de van der Waals-London, énergie cinétique pseudo-relativiste, erreur de localisation. 

  
Van der Waals-London interaction for atoms with pseudo-relativistic kinetic energy 

 
 

We consider a multiatomic system where the nuclei are assumed to be point charges at fixed positions. 
Particles interact via Coulomb potential and electrons have relativistic kinetic energy given by (p2+m2)1/2-m. 
We prove the van der Waals-London law, which states that the interaction energy between neutral atoms 
decays as the sixth power of the distance |D| between the atoms. We rigorously compute all terms in the 
binding energy up to order |D|-9 with error term of order O(|D|-10). As intermediate steps we prove exponential 
decay of eigenfunctions of multiparticle Schrödinger operators with permutation symmetry imposed by the 
Pauli principle and new estimates of the localization error. In addition we prove the van der Waals-London law 
for the projected Dirac operator, known as the Brown-Ravenhall operator. In this case we do not calculate the 
coefficients explicitly and we obtain an error term of order O(|D|-7). 

 

 

Keywords : Van der Waals-London forces, pseudo-relativistic kinetic energy operator, localization error. 

 


	1. Structure of the thesis
	2. Mécanique quantique
	2.1. Observables
	2.2. Évolution temporelle
	2.3. Spectre d'un opérateur
	2.4. États liés et états de diffusion
	2.5. L'approximation du noyau fixe
	2.6. Caractère auto-adjoint du Hamiltonien
	2.7. Stabilité de la matière

	3. Systèmes multi-particules
	3.1. Caractérisation du spectre essentiel
	3.2. Partition de l'espace d'état, ou localisation
	3.3. Les valeurs propres discrètes
	3.4. Énergie au-dessous du spectre essentiel
	3.5. Comportement asymptotique pour les états liés
	3.6. L'opérateur d'énergie relativiste
	3.7. Considérations de symétries

	4. La force de dispersion de Van der Waals-London
	5. Modèle, notations et résultat principal
	5.1. Molécules diatomiques

	6. Quantum mechanics
	6.1. Observables
	6.2. Time evolution
	6.3. Spectrum of an operator
	6.4. Bound States and Decaying States
	6.5. Fixed nucleus approximation
	6.6. Self-adjointness of the Hamiltonian
	6.7. Stability of matter

	7. Multiparticle systems
	7.1. Characterization of the essential spectrum
	7.2. Partition of the state space, or localization
	7.3. The discrete eigenvalues
	7.4. Energy below the essential spectrum
	7.5. Asymptotic behaviour of bound states
	7.6. Relativistic kinetic energy operator
	7.7. Symmetry considerations

	8. The Van der Waals - London dispersion
	9. The model, notations and main results
	9.1. Diatomic molecules
	9.2. Extension to M-atomic molecules

	10. Exponential decay of eigenfunctions
	11. Localization error estimate
	11.1. Multiparticle localization error estimate

	12. Proof of Theorem 9.2
	12.1. Estimate from below
	12.2. Estimate from above

	13. Proof of Theorem 9.4 
	Appendix A. The HVZ theorem
	Appendix B. Existence of a ground state for atoms and positive ions
	Appendix C. Proof of Lemma 10.5
	Appendix D. Intercluster interaction in diatomic molecules
	Appendix E. Orthogonality relations
	Appendix F. Remark on actions of the permutation group
	Appendix G. Spin, Symmetries and Representation Theory
	G.1. Quantum numbers
	G.2. Symmetries of the physical system
	G.3. Representation theory
	G.4. Projection onto irreducible representations
	G.5. Young diagrams

	Appendix H. Prospect: generalization and application of the method
	Appendix I. The Brown-Ravenhall operator
	I.1. Introduction to the model
	I.2. Localization error estimate modified
	I.3. Estimate from below
	I.4. Estimate from above

	References

