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Introduction

Ce mémoire présente un panorama sur mes travaux de recherche depuis ma thése jusqu’a mes projets en
cours. La motivation premiere de toutes ces années de travail a été la compréhension des données initiales
pour le probleme de Cauchy en relativité générale, tant dans la maniere de les construire que dans I’étude
de leurs propriétés. Ces deux domaines ont marqué mes années de these et continuent, de par leur richesse,
a susciter ma curiosité.

Ce mémoire se scinde donc naturellement en deux parties, un premier sur la construction de données
initiales et un second sur I’étude de leur géométrie dans le cas ot celles-ci sont asymptotiquement hyperbo-
liques. Cette dichotomie ne s’est cependant pas traduite dans la structure du document car les outils de base
d’analyse sur les variétés asymptotiquement hyperboliques sont requis pour chacune des deux questions.

La structure que j’ai finalement retenue est la suivante. Le premier chapitre sera consacré a la construc-
tion de données initiales sur des variétés compactes. Le second sera, quant a lui, consacré a la construction
et a la géométrie des données initiales asymptotiquement hyperboliques. Décrivons maintenant chacun des
chapitres.

e PREMIER CHAPITRE : La théorie de la relativité générale décrit I’espace-temps comme une variété lo-
rentzienne de dimension 3 + 1 (ou plus généralement n + 1) munie d’une métrique ~ de signature (n, 1)
décrivant le champ de gravitation ainsi que la structure causale de I’espace-temps. Les équations d’Einstein
¥

régissent la maniere avec laquelle cette métrique interagit avec les autres champs (matiere, électromagné-
tisme, interactions nucléaires, ...) décrits par le tenseur d’énergie-impulsion T),,,. On a par ailleurs coutume
de dire que la masse crée le champ de gravité, or, en vertu de la célebre formule E = mc?, c’est plus géné-
ralement toute forme énergie qui influence le champ de gravitation. En particulier, le champ de gravitation
s’influence lui-méme, ce qui rend les équations d’Einstein non-linéaires. Un autre point, qui va s’avérer
fondamental dans tout ce qui suit, est que cette théorie utilise le formalisme de la géométrie lorentzienne ;
ce qui signifie que cette théorie possede le groupe des difféomorphismes de la variété comme groupe de
symétrie. L’existence d’un tel groupe (dit de jauge comme on en retrouve dans 1’électromagnétisme ou les
interactions nucléaires) a deux conséquences importantes d’un point de vue mathématique :

1. Les équations d’Einstein ne sont pas hyperboliques sans fixation de la jauge, i.e. sans imposer de
restriction sur le systeéme de coordonnées de I’espace-temps.

2. Les équations d’Einstein contiennent des équations, dites de contrainte, qui n’encodent pas la dyna-
mique du champ de gravité mais restreignent le choix des données initiales.

Pour un exposé détaillé sur ces questions, nous renvoyons le lecteur par exemple a [ ]. Les aspects
mathématiques plus généraux de la relativité générale sont décrits par exemple dans [ 1.

C’est le second point qui va nous intéresser plus particulierement dans toute la suite de ce mémoire. La
théorie de la relativité générale étant de nature géométrique, il est naturel que les données initiales soient
données en termes de la géométrie de 1’hypersurface de Cauchy M. Ce sont, si ’on pense a M comme
plongée dans ’espace-temps (M, ) solution des équations d’Einstein,

* La métrique § induite par - sur M,

* La seconde forme fondamentale de A/ dans M, K définie pour toute paire de champs de vecteurs
X,Y tangents & M par K(X,Y) =~v("Vxv,Y) avec v la normale 2 M dans M et orientée vers le
futur.

Les équations de contraintes s’écrivent
Scalg — 2A + (trg K)? - |[K[2 = 2p (0.1a)
divg K - d(trg K) = 7, (0.1b)



(voir par exemple [ ] pour une dérivation de ces équations, qui sont des conséquences directes des ana-
logues lorentziens des équations de Gauss et Codazzi). Ici p = Tyg désigne la densité d’énergie, j; = Tp;
le courant d’énergie et A la constante cosmologique. La plupart des cas que nous considérerons corres-
pondront a des espaces-temps vides, p = 0, j = 0. En effet, a I’exception notable du champ scalaire, (voir
la section 1.5.2) les champs de matiere n’introduisent pas de difficulté supplémentaire du point de vue de
I’analyse.

Ce chapitre se borne également aux résultats sur des variétés M compactes, ce qui évite, dans un premier
temps, les questions liées au comportement asymptotique des solutions et aux espaces de fonctions adaptés
a cette étude. Une section entiere (section 2.5) du second chapitre sera consacrée a cette étude.

La méthode de construction des données initiales que j’ai étudiée est dite méthode conforme. Elle est
introduite dans la section 1.1. Elle permet de ramener les équations de contrainte, sous déterminées, a un
systeme de deux équations elliptiques appelé équations de contraintes conformes. La premiere équation
est appelée équation vecteur, ses propriétés sont décrites dans la proposition 1.1.3. La seconde, 1’équation
de Lichnerowicz est plus intéressante d’un point de vue analytique. Nous y consacrons la section 1.2. Je
présente en particulier un résultat obtenu en collaboration avec P. Chrusciel [2] dans lequel nous étudions
en grand détail la multiplicité des solutions de I’équation de Lichnerowicz avec une constante cosmologique
positive.

L’étude du systeme complet s’avere ardue. Deux méthodes existent actuellement pour 1’étudier. Nous
présentons un point de vue qui englobe les deux méthodes dans la section 1.3 ol nous présentons également
la difficulté intrinseque a ce systeme. Ce point de vue unique n’est cependant pas pleinement satisfaisant.
Nous étudions donc chacune des deux méthodes séparément dans les deux sections suivantes 1.4 et 1.5 :

La premiere méthode, dite de I’équation limite est un travail en collaboration avec M. Dahl et E. Hum-
bert [4]. La seconde (antérieure) est due a M. Holst, G. Nagy et G. Tsogtgerel [ , ] puis a D.
Maxwell [ ]. Ma contribution 4 cette seconde méthode a été double. J’ai tout d’abord montré avec Q.
A. Ngb [13] qu’elle pouvait étre vue comme un résultat de perturbation, mais, fait surprenant, pas par rap-
port au parametre auquel on s’attend. Ce résultat permet de se rendre compte que la méthode peut s’étendre
a un cadre plus large, ce que j’ai exploré en collaboration avec T. C. Nguyen dans [14] et dans [9].

La derniere section, section 1.6, est consacrée a 1’étude d’une 1égere modification du systeme des équa-
tions de contrainte conformes. Dans un travail en collaboration avec M. Dahl et E. Humbert [5], nous
montrons que, sous certaines conditions, ce systtme n’admet pas de solution. Ce résultat montre qu’un
critere général d’existence de solution aux équations de contrainte conformes est certainement difficile a
obtenir.

e SECOND CHAPITRE : Le second chapitre est consacré a 1’étude d’une classe particuliere de variétés, les
variétés asymptotiquement hyperboliques. Comme leur nom I’indique, ce sont des variétés dont le “modele
a 'infini” est ’espace hyperbolique. Il n’existe pas cependant (contrairement au cas asymptotiquement
euclidien) une unique bonne définition de ces variétés.

Le chapitre 2 s’ouvre sur quelques rappels sur les différents modeles de 1’espace hyperbolique (section
2.1.1), puis sur la description d’une catégorie de variétés asymptotiquement hyperboliques (section 2.1.2)
et des espaces de fonctions naturels dans ce contexte (section 2.1.3).

Nous étudions ensuite, dans la section 2.2, ce a quoi conduit la définition naive de “variété dont la
courbure sectionnelle tend vers —1 a I’infini”. J’y présente un premier résultat obtenu en collaboration avec
E. Bahuaud [ 1] puis un résultat plus difficile [10]. Je présente ensuite, dans la section 2.3, un résultat obtenu
avec D. Ji et Y. Shi [12] autour de la rigidité des variétés asymptotiquement hyperboliques d’Einstein sous
des hypotheses d’intégrabilité du tenseur de Weyl.

L’étude de la théorie de la relativité générale comme un systeéme hamiltonnien par R. Arnowitt, S. Deser
et C. Misner a mis en évidence un invariant asymptotique des variétés asymptotiquement euclidiennes,
la masse, dont I’étude et les applications se sont révélées riches. Un “covariant” similaire a été introduit
pour les variétés asymptotiquement hyperboliques (voir la section 2.4). La principale différence avec le cas
asymptotiquement euclidien est qu’il s’agit d’un vecteur dans 1’espace-temps de Minkowski (au lieu d’un
scalaire) dont les transformations sous des changements de cartes a I’infini sont étudiées dans la section
2.4.1. Cette particularité a donné lieu a un travail en collaboration avec J. Cortier et M. Dahl [3] dans lequel
nous classifions 1’ensemble des objets possédant des propriétés similaires. Ce travail est présenté dans la
section 2.4.2.

La masse des variétés asymptotiquement hyperboliques est présentée dans la section 2.4 comme un
cas particulier des objets que nous avons introduits auparavant. Elle se distingue des autres covariants par
son intérét physique, mais également par le théoreme de la masse positive (théoreme 2.4.21). La section
2.4.3 présente un résultat obtenu en collaboration avec M. Dahl et A. Sakovich dans lequel nous étudions
la stabilité (dans un cadre restreint) du théoreme de la masse positive : en quel sens peut-on dire que, si
la masse d’une variété asymptotiquement hyperbolique est proche de 0, la variété elle-méme est proche de
I’espace hyperbolique ?
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La section 2.4.4 décrit ensuite un développement autour du théoreme de la masse positive : 1’inégalité
de Penrose. La masse est, de par sa nature méme, un covariant subtil, difficile a cerner. L’inégalité de
Penrose (conjecturée dans le cas asymptotiquement hyperbolique) 1éve une partie du voile sur ce qu’elle
décrit : la masse est minorée en fonction de 1’aire totale des trous noirs présents sur la variété. Dans le cadre
purement riemannien dans lequel nous nous plagons, le terme “trou noir” doit étre compris en tant que
surface minimale la plus extérieure. Nous présentons alors un type particulier de variétés asymptotiquement
hyperboliques pour lequel I’inégalité de Penrose peut étre démontrée, c’est un travail en colaboration avec
M. Dahl et A. Sakovich [6]. Je présente ensuite une piste sérieuse de démonstration de 1’inégalité de Penrose
asymptotiquement hyperbolique riemannienne.

La derniere section, section 2.5, est consacrée a 1’étude des équations de contrainte sur une variété
asymptotiquement hyperbolique. J’étudie tout d’abord I’équation de prescription de courbure scalaire (2.20)
qui est un cas particulier de 1’équation de Lichnerowicz dans la section 2.5.1 et présente les résultats des
deux articles [ , 8]. Cette étude nous permet alors de classifier les cas d’existence et d’unicité des
solutions a 1’équation de Lichnerowicz (section 2.5.2) puis d’étudier les équations de contrainte conforme
dans la section 2.5.3 avec les résultats de [ ] et ceux obtenus en collaboration avec A. Sakovich [15].

De nombreuses questions jalonnent ce mémoire. Certaines sont des projets actuellement en cours,
d’autres des questions pour lesquelles je n’ai pas encore réussi a apporter de réponse satisfaisante, d’autres
encore des questions ouvertes qui me semblent pertinentes.

La bibliographie a naturellement été scindée en deux parties. Les références données sous forme numé-
riques, par exemple [3], correspondent aux articles présentés dans ce manuscrit alors que les références sous
forme alphanumérique comme [ ] sont des articles d’autres auteurs ou non présentés dans ce manuscrit

[ , 1






Chapitre 1

Construction de données initiales

Dans ce chapitre, nous abordons une premiere partie importante de mon travail de recherche, celui de la
construction de données initiales pour le probleme de Cauchy en relativité générale. Nous nous bornerons a
donner des résultats sur une variété compacte. Les résultats sur les variétés asymptotiquement hyperboliques
nécessitant I’introduction d’espaces de fonctions adaptés, nous leur consacrerons une section entiere (sec-
tion 2.5) dans le prochain chapitre. Nous allons de plus nous restreindre au cas des équations de contrainte
du vide (p = 0,5 = 0 dans (0.1)), qui deviennent alors

Scalg + (trg K)* - |[K[2=0 (1.1a)
divg K - d(trz K) = 0, (1.1b)

La raison de cette restriction est principalement cosmétique. En effet, I’introduction d’autres champs com-
plique quelque peu les équations sans pour autant introduire de nouvelles difficultés (on prendra garde
cependant au champ scalaire qui sera traité plus loin), voire tendent a simplifier le probleme. Nous ne
consideérerons par ailleurs, sauf mention du contraire, que des données initiales C'*, renvoyant le lecteur
curieux aux références pour des régularités plus faibles.

La méthode que j’ai principalement utilisée est la méthode dite conforme introduite par Y. Choquet-
Bruhat, A. Lichnerowicz et J. York (voir [ ] pour un apercu historique). Nous la décrivons dans la
section 1.1. Cette méthode s’est révélée tres fructueuse pour construire et classifier I’ensemble des solutions
des équations de contrainte avec T = tr»gl? constant [ ] (7 représentant la courbure moyenne de M dans
M, ce cas est dit a courbure moyenne constante, CMC). Cependant, ce n’est qu’a partir de 2008 que les
techniques sont devenues assez robustes pour 1’utiliser dans le cas d’une fonction 7 arbitraire. Les premiers
travaux dis a Holst-Nagy-Tsogtgerel [ , ] ont été raffinés par D. Maxwell [ ]. Nous
avons introduit la seconde méthode dans [4].

La méthode conforme ramene la résolution du systeme (1.1) (fortement sous déterminé) a 1’étude d’un
systeme elliptique formé d’une équation scalaire non linéaire, I’équation de Lichnerowicz, que nous étu-
dierons dans la section 1.2 et d’une équation vectorielle dont les propriétés sont résumées dans la proposi-
tion 1.1.3. Le systeme porte alors le nom d’équations de contraintes conformes. Nous présentons les deux
méthodes utilisées pour le résoudre de maniere unifiée dans la section 1.3 et nous étudions chacune des
méthodes séparément dans les sections 1.4 et 1.5.

1.1 Présentation de la méthode conforme

La méthode conforme est, historiquement, avec sa généralisation, la méthode dite “conformal thin sandwi-
ch”, la principale méthode utilisée pour construire des données initiales, i.e. des solutions des équations de
contrainte (0.1). Pour une présentation plus détaillée que celle que nous allons donner ici, nous renvoyons
le lecteur a I’excellent article de revue [ ].

Constatons tout d’abord que ces équations sont fortement sous-déterminées. En effet, de facon simpli-
fiée, elles portent sur g et K , deux 2-tenseurs symétriques, soit, dans une carte locale, n(n + 1) fonctions
indéterminées, mais sont scalaire (pour I’équation (0.1a)) et vectorielle (pour 1’équation (0.1b)), soit loca-
lement n + 1 équations (en toute rigueur, il faudrait ici calculer le symbole principal du systeme (0.1) et
vérifier sa surjectivité).

Comme pour les systemes linéaires, I’'idée de la méthode conforme est de geler un certain nombre de
variables (appelées parfois données “graine”) pour obtenir un systeéme déterminé pour les autres (les in-
connues). Plusieurs choix sont possibles pour décomposer § et K. Nous donnerons ici uniquement le plus



simple possible, celui correspondant a la méthode conforme. Nous renvoyons a [ , ] pour d’autres
décompositions possibles et a [ ] pour un apercu historique de cette méthode.

L’idée premiere de la méthode conforme est de remarquer que, dans la contrainte hamiltonienne (0.1a),
le seul terme contenant des dérivées de § (ou de K) est Scalg. Comme cette équation est scalaire, il est
naturel de considérer g comme une ‘“déformation scalaire” d’une métrique g fixée. La plus simple de ces
déformations est un changement conforme ! :

—~_ N-2
g=¥ 9

pour une certaine fonction ¢ > 0 avec N = 2n/(n — 2) 1’exposant critique pour I’injection de Sobolev
L?. Rappelons que ce choix de 1’exposant de ¢ conduit & une formule particulierement simple pour la
transformation conforme de la courbure scalaire :

4(n-1
Scalg = (—(:_Q)Agw +Scal, w) ot . (1.2)

Pour décomposer K, introduisons I’ opérateur de Killing conforme (également appelé opérateur de Ahl-
fors dans [ 1) défini, pour tout champ de vecteurs X € I'(T'M'), comme étant la partie sans trace de
la dérivée de Lie de la métrique g :

L, X =Lxg-2div(X)g (1.3)

En coordonnées, on a donc
2k
LgXij = Vin + Vin - ;V ngij-
Nous allons utiliser le résultat classique suivant :

Proposition 1.1.1 (Décomposition de York). Soir (M, g) une variété riemannienne compacte (sans bord).
Supposons que g n’admet pas de champ de vecteur de Killing conforme non trivial :

L, X=0=X=0.
)
On a une décomposition L*-orthogonale de I’ensemble Sym” (M) des 2-tenseurs symétriques de trace

nulle en -
Sym (M) ="Ty(M) L2 ImL,,

on Ty(M) désigne I’ensemble des 2-tenseurs symétriques de trace nulle o satisfaisant
divy o = 0.

Les éléments de T, (M) sont appelés TT-tenseurs (pour Transverse et sans Trace). La contrainte sur les
champs de vecteurs de Killing conforme est une hypotheése de généricité sur la métrique g [ ], elle
exclut cependant des cas particuliers intéressants tels que la sphere ronde ou les tores plats.

Démonstration. La preuve de ce résultat peut étre vue comme une application simple du théoreme de Lax-
Milgram. En effet, I’adjoint formel L? de I’opérateur L, est =2div, : pour tout 2-tenseur symétrique de
trace nulle 7" et tout champ de vecteur X, on a

L X, T dng X, —-2div, T),du’ 1.4
ﬁ/{( g )gdp M( vy T)gdp (1.4
(Cette formule montre par ailleurs I’orthogonalité L? de Tg(M) et ImLy).

, o 2
Etant donné T" € Sym (M), on introduit la fonctionnelle

1
F(X) ::5fM|LgX|2d;ﬂ+2fM(ding,X)gdu9,

définie sur H(M,TM). F est continue et I’inexistence de champ de vecteur de Killing conforme assure
qu’elle est coercive. Si X est un minimiseur de F' (X € I'(T'M) est alors lisse par régularité elliptique), on
obtient I’équation
div, (T -LyX) =0,
autrement dit
T-L,X eT(M).

Ceci montre I’existence de la décomposition de York. Le détail de cette preuve est donné dans [9]. O

'Remarquons que nous parlons ici de fixer une métrique g et non pas une classe conforme. L article [ ] montre que (dans
un cas dégénéré du moins) la méthode conforme n’est pas conformément covariante ! Nous reviendrons sur ce point dans la section
L.5.
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Proposition 1.1.2 (Transformation conforme de la divergence). Pour tout 2-tenseur symétrique de trace
nulle, on a
divg (¢7°T) = ¢~V div, T.
En particulier I'application o ~ ¢~ %0 définit un isomorphisme entre Ty(M) et Tz(M).
Démonstration. Nous renvoyons par exemple a [ ]. Ce résultat est un cas particulier de la covariance

conforme des opérateurs dits de Stein-Weiss [ ]. O]

Pour décomposer K, nous allons tout d’abord extraire sa trace T = trgf? (que nous supposerons fixée) :
— T P
K=—-g+L.
n
T est alors un tenseur symétrique de trace nulle (pour I’une ou I’autre des métriques g et G) et 1’équation

(1.1b) devient
n-1

divg L= dr.

n
Deux choix s’offrent maintenant a nous :

1. soit décomposer L en utilisant la méthode de York pour la métrique G :
L=7+1L3X

avec G € Tz(M ). En utilisant la Proposition 1.1.2, ona @ = ¢ %0 avec o € T, (M) :

—

L=¢p2 (a + <pN]LgX).

Un calcul montre alors que les équations de contrainte (1.1) se réécrivent :

A(n-1) n-1 o noy lo+eVL X7
—jAgwscalg o=———12pN 1+ng, (1.52)
. N n-1 n
div, (¢VLyX) = — dr. (1.5b)
Cette méthode est appelée méthode B de York (voir par exemple [ ]). Elle est covariante conforme,

mais apparait plus complexe a étudier d’un point de vue analytique que la méthode que nous allons
proposer ensuite.

2. soit décomposer L en utilisant la méthode de York pour la métrique g. Plus exactement, pour profiter de
la covariance conforme de la divergence, nous allons décomposer L = 2L :

L=0+LgX,

avec o € T,(M).D’olr
L=¢p2(0+L,X).

Et les équations de contrainte (1.1) deviennent maintenant :
A1), o+ Ly X[2
-2

n-1 _
T2 N+l 0
®

g +Scalg ¢ = - (1.62)

n-1

div, (L, X) = TcdeT. (1.6b)

C’est cette méthode (dite aussi méthode A de York) qui est appelée méthode conforme et que nous
étudierons.

Notation : Par la suite, pour alléger les notations, nous enléverons toutes les références a la métrique g.
Nous définissons aussi I’opérateur
ApX =divLX.

Les équations de la méthode conforme s’écrivent donc sous la forme finale suivante :

4(n-1) n-1 o yo1 lo+LgX?
—ﬁAQ@'FSCE%lQO:—TT o) +w,

1
ALX =22 oNar. (1.7b)
n

(1.7a)

L’équation (1.7a) est appelée équation de Lichnerowicz et I’équation (1.7b) sera désignée sous le nom
d’équation vecteur. L’étude de ce systeme débute par I’étude de chacune des deux équations. La seconde
étant linéaire en X, nous la traitons en premier :



Proposition 1.1.3. Soit (M, g) une variété compacte. L’ opérateur Ay, est un isomorphisme entre WP (M, T M)
et LP(M,T* M) pour tout p € (1, 00) si et seulement si (M, g) n’admet pas de champ de vecteur de Killing
conforme non trivial.

Démonstration. La preuve est similaire a celle donnée pour la proposition 1.1.1. Voir par exemple [9]. [

1.2 L’équation de Lichnerowicz

L’équation de Lichnerowicz appartient a la catégorie des équations semi-linéaires (voir [ 1. L'un des
ingrédients les plus utiles pour étudier cette équation est la méthode de monotonie (dite aussi méthode des
sur- et sous-solutions, ou méthode des barriéres) :

Théoréme 1.2.1. Soir (M, g) une variété riemannienne compacte. Considérons une équation de la forme
-Au+ F(u,z)=0 (1.8)

ou F est une fonction réguliere de u et de x. On suppose de plus qu’il existe deux fonctions réguliéres u.,
et u_ telles que
-Auy + F(ug,z) 20 resp. —Au_ + F(u_,z) <0).

Alors, si uy > u_, il existe une fonction u solution de (1.8) telle que u_ < u < uy. L’hypothese u, > u_ est
de plus immédiatement satisfaite si F'(u,x) est croissante en u. On a alors, en plus, que la solution u de
(1.8) est unique.

Ce théoreme est démontré par exemple dans [ ], voir également [ ] pour une autre preuve.
Il est a noter que ce théoreme peut s’étendre a beaucoup de situations différentes (variétés non compactes,
variétés a bord...).

1.2.1 Le cas du vide

Attardons-nous tout d’abord un peu au cas le plus simple, celui du vide. Celui-ci a principalement été traité
par J. Isenberg [ ] dans le cas ol 7 est une constante. Le cas 7 non constant est trés bien décrit dans
[ I

Avant d’énoncer le théoreme, nous devons définir [’invariant de Yamabe d’une variété compacte :

Définition 1.2.2. Soit (M, g) une variété compacte sans bord de dimension n > 3. On appelle invariant de
Yamabe de (M, g) la quantité

Ju (%Muﬁ + Scal u2) du?

Vg(M) = (1.9

in
ueC®(M,R),u#0 (/M |u|Ndug)2/N

La preuve que I’infimum dans cette définition est atteint est le célebre probleme de Yamabe. Nous
renvoyons le lecteur a I’article de revue [ ] pour plus de détails. Contentons nous de rappeler deux
points principaux :

1. L’invariant de Yamabe est un invariant conforme : si g et h = ¢’V =2 sont deux métriques conformes
I’une a I’autre, on a

Vo (M) = Yn(M).

2. Les minimiseurs u (plus généralement les points critiques) de la fonctionnelle de Yamabe (apparais-
sant dans (1.9)) conduisent a des métriques uN=2 g conformes a g et a courbure scalaire constante
du signe de Y, (). IIs sont uniques (a multiplication par un scalaire pres) si Yy(M) < 0. Le cas
Yy(M) > 0 est beaucoup plus complexe, voir par exemple [ ].

Cependant, dans 1’étude de I’équation de Lichnerowicz, I’ensemble des points ot 7 s’annule joue un
role particulier car ses propriétés conditionnent I’existence de solutions. Introduisons donc I’invariant de
Yamabe relatif d’une partie 2 mesurable de M. Pour cela, définissons tout d’abord 2

W2 (Q,R) = {ue WH3(M,R), u =0 p.p. sur M\ Q}.

2La notation que nous utilisons ici est habituellement utilisée pour désigner I’adhérence des fonctions C* a support dans Q. Les
deux notations coincident donc si £ est un ouvert régulier.



Construction de données initiales 9

Nous pouvons maintenant définir 1’invariant de Yamabe relatif de la maniere suivante :

Jar (2P duf? + Scal u?) dps

n-2
V,(Q) = inf (1.10)
g weW 2 (Q,R),uz0 (Jus |u|Nd'ug)2/N
étant entendu que, si I/VO1 2(Q,R) = {0}, Y, () = co. Cette quantité a été introduite dans [ , Jet

reprise dans [8] dans le cas asymptotiquement hyperbolique. Nous pouvons maintenant énoncer le principal
résultat de cette section :

Théoréme 1.2.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Soit T une fonction donnée, T # 0 si
Yy(M) <0. Considérons I’équation de Lichnerowicz suivante :
-1 5 N, A

4(n-1)
- =P Ap+Scal = - Tﬂp +

(1.11)

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Il existe une solution ¢ > 0, a I’équation de Lichnerowicz (1.11) pour tout A # 0,
2. 1l existe une solution v > 0 a I’équation de Lichnerowicz (1.7a) pour au moins un A # 0,
3. L’ensemble Z = 771(0) satisfait Y,(Z) > 0.

De plus, la solution de (1.11), si elle existe, est unique.

La preuve de ce résultat reproduit celle donnée dans [8]. Elle est plus simple que celles des articles
précédemment cités (par exemple [ ]) dans le sens ou elle n’exige pas de distinction de cas (du moins
si A # 0) et ne repose pas sur la résolution (partielle) du probleme de Yamabe. Commengons par un lemme :

Lemme 1.2.4. Sous les hypothéses du théoréeme, si Y,(Z) > 0, il existe K > 0 tel que I’opérateur

_12

_4(n-1) 2,

n— n

soit positif.
Dans ce qui suit, nous désignons par s > 0 la plus grande constante telle que
|u3pie > s|uliy  Yue WH2(M,R). (1.12)
Preuve du lemme 1.2.4. Supposons par 1’absurde que, pour tout k € N, la premiere valeur propre de

4(n-1)

n-2 n

2

Li:um— U

est négative ou nulle. Notons-la Ao ;. Désignons par u;, la premiére fonction propre. Cette fonction est
positive et nous pouvons la normaliser pour que |uy |z = 1. La suite (Ao k)% est croissante puisque

A0,k+1 = /M Upr1 L1 Ups1dpe®

n-1 4, ,
:f Uk+1LkUk+1dMg+[ T Upy1
M M N

2[ U1 L1 dp?
M
2)\0,k~

Montrons que la suite (uy )y est bornée dans W12(M,R). En effet, nous avons, en utilisant I’inégalité
d’Holder

4 1
0> |: (n-1) |du|? + Scal ui] dp?
M| n-2

4(n-1)
/7/. g *dp? ~ [Scall oo fug |35 Jus 7
S 4(n-1)
n-2

4(n 1
> 20D P —HScalum[—snukuwmp

—-n -n/(p-n
P = 8l [ Befun e + 2 eV

-n Huk HiQ 6_n/(p—n):| 7
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ol nous avons utilisé les inégalités d’e-Young et de Sobolev (1.12). Supposons de plus que Scal # 0 (si
Scal = 0 I’argument est plus simple) et choisissons ¢ tel que

Scal| 7 p2 — " €= M
[Scall :
Sp -2

de sorte que

2(n-1
0> 20D [ iy ays sl

pour une certaine constante C' = C’(n,s,p7 |Scal||;»2) explicite. Comme ||uy| 2 = 1, ceci montre que
la suite (uy ) est bornée dans L2(M,R). En utilisant le théoreme de Rellich, nous pouvons maintenant
extraire une sous-suite (k;); de k telle que

Ug, = Uoo dans L2 (M, R)
pour un certain 1., € W12(M,R). En particulier, |[to. | 72 = 1. Nous pouvons de plus supposer que
U, = Uoo dans WH2(M,R).

Montrons finalement que %o = 0 p.p. sur M \ Z. Autrement,

/ T2ui_d/¢g—>/ 2l dpf? 40,
M ‘ M

et donc

>\0.k = f ukiiLkiukidug
’ M

ce qui contredit le fait que (Ao x )« est bornée. Comme |t |12 = 1 et que u € W, *(Z), nous obtenons une
contradiction si W,'?(Z) = {0}. Dans le cas ot W,>(Z) # {0}, nous avons également une contradiction
car

n-1
Mok = Glur) + k"= [ 722 > Glur,),
n M
et donc, comme G est faiblement semi-continu inférieurement,

liminf Ag g, > iminf G(ug,;) 2 G(uc) = Ag(Z) > 0.
1—> 00

71— 00

Ce qui contredit I’hypothese de départ et conclut la preuve du lemme. O

Preuve du théoréme 1.2.3. L’implication 1 = 2 est triviale. Montrons maintenant que 2 = 3. Si WO1 ’2(Z )=
{0}, I'assertion 3 est satisfaite car );(Z) = oo. Sinon, supposons A donné et ¢ solution de I’équation de
Lichnerowicz (1.7a). Posons § = ¢~ ~"2g. Pour tout u € Wol’Q(Z), notons @ = up~'. On a

G(u) = G ()

~ —4(n—1) 21 2 2 22| 7.9
_AI p— (ap |du|g <<pdg0,d(u )) + T2 |de| )+Scalapu du

f 4(n k) ( 2 |dal® - ((pAgﬁ)iZQ) + Scal *T? | duf
n-2 g

4(n1)2A AingNAQ
dal; (@N Ty dp?

M| n-2

4 1 A? -1 .
f 7(71 )|dA| + I B du?
M| n-2 2N n

1
(n- )f |d"| du? (puisque T € WOM(Z)).
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Maintenant, @ = 0 sur I’ensemble de mesure positive M \ Z(c’est ici que nous utilisons I’hypothése 7 # 0).
11 s’en suit, en utilisant 1’inégalité de Poincaré, que pour une certaine constante = 1(g, 7),

G(u) > plaly -,

(voir par exemple [ , Lemme 7.16]) et donc, par I’inégalité de Sobolev (1.12), G(u) > su|@|3 ~. Ce
qui montre que Vy(Z) = sp > 0.

Montrons finalement que 3 = 1. La preuve utilise la méthode des sur- et sous-solutions telle que nous
I’avons décrite dans le théoreme 1.2.1. Soit K > 0 le réel obtenu par application du lemme 1.2.4. Soit u la
solution de I’équation

4(n-1 -1
—(L;Au+8calu+l(n 20 = A%, (1.13)
n—
Puisque I’opérateur a gauche est positif, sa fonction de Green 1’est également et donc u 1’est aussi. Posons
Uy =AU,
U_ =A_u

avec A, des constantes a déterminer. Nous voulons que w., satisfasse

4(n-1 -1
—MAU++SC31 Uy + LT u
n-— n U

En vertu de 1’équation (1.13), ceci est équivalent a

n-1 -1, N- A
7_2 ()\iv 1uN 1—KA+U:+)+A+A2> YN+1, N+1°
n A+ "

Cette inégalité est satisfaite pourvu que les deux inégalités suivantes le soient :

Ces deux inégalités sont vraies des lors que A, est suffisamment grand. Les calculs pour la sous-solution
sont identiques. Par la méthode des sur- et sous-solutions, nous obtenons 1’existence de u solution de I’équa-
tion de Lichnerowicz (1.11). O]

La preuve de I’unicité de la solution dans le théoréme 1.2.3 est obtenue par le principe du maximum
que nous donnons ici

Proposition 1.2.5. Soit ¢ (resp. p2) une solution positive de I’équation de Lichnerowicz (1.11) avec T,
T#0siY,(M)<0, et A= Ay, (resp. A= Ay) avec 7, Ay et Ay donnés :

4(n-1 n-1 _ A?
—7( )A<p1 + Scal ¢1 = ——Tzapff Ly Nil’
no2 " 71 (1.14)
4(n-1) n-1 o y, A2 ’
—ﬁASOQ"'SC&l ©2 :—TT 902 + S05V+1.

Alors, si A3 > A3, ona @1 > pa.

Démonstration. Traitons le cas 7 # 0. L’idée consiste a poser ¢; = log ¢ (resp. ¥ = log 2), de sorte que
11 et 1o satisfont

4(n-1 -1 /
An-1) 5 ) (At +[dihy ?) + Scal = - = 72e(NV=Dv1 4 g2~ (N+2)01
— n
_4ln-1) _21) (Ao + |dipo|*) + Scal = L 1726(1\7—2)”[’2 + AZem(N*+D)¥2
n- n

En soustrayant les deux équations, on trouve

4(n-1
2O D) (A - ) + (1 + ), (8~ )
n-2 (1.15)
__n-ls, [eN-201 _ o(N-2)0a] | g2 ((~(N+2)01 _ ~(N+2)v2) | (42 _ AZ)e~(N+Dv2,
n
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On utilise alors la formule

1
Ry _ ks _ _ k(1 +(1-A)e2)
RV _ k2 Z (g — ah) fo e d\
avec k= N —2etk = —(N +2). Léquation (1.15) devient
1
D) Ay ) {0 5 2), 0~ ] ¢ S ) = (A~ A (1L16)
ol on a noté

PRGN fole(zv—z)(wﬁ(l—A)wz)dM (N+2)Affole’(N*Q)(’\wl*(l”\)W)d)\;O
n

L’hypothese 7 # 0 implique alors que f # 0. On conclut alors, en utilisant le principe du maximum appliqué

a1y — 1o dans I’équation (1.16) (voir par exemple [ , Théoreme 9.1]), que Y1 > 1o, i.e. 1 > (2.
Le cas Yy(M) > 0, 7 = 0 est plus simple : il suffit de soustraire les deux équations dans (1.14) sans
prendre le logarithme. O

Nous verrons par la suite (section 1.3) que, si (A )y est une suite de fonctions de plus en plus grandes
(dans un certain sens a définir) et 7 > 0, les fonctions @fcv solutions de 1’équation de Lichnerowicz (1.11)

n A . o .
avec A = Aj) ressemblent de plus en plus a 4 / 1 =k (voir la proposition 1.3.4). C’est cette constatation
-1 7

qui donne lieu a la méthode de I’équation limitendécrite dans les théoremes 1.3.5 et 1.4.1. Cette convergence
a lieu dans L*°(M,R). Cependant, en regardant 1’équation vecteur (1.7b), on voit qu’on a un contrdle en
norme WP de A dés lors qu’on controle oV en norme L>. Il semble naturel que ce contrdle implique,
par le biais de 1’équation de Lichnerowicz, un controle W1 sur o™V

Question 1.2.6. Existe-t-il une constance C' = C'(M,g,7) telle que si ¢ est solution de I’équation de
Lichnerowicz (1.11) avec A € W1P(M,R) donné, on a

le™lwe < ClAlwis?

Une réponse affirmative a cette question permettrait d’éviter I’astuce de la preuve de la proposition 1.3.4
et d’obtenir un contrdle plus fort sur la convergence vers une solution de 1’équation limite.
Une maniere (pour I’instant infructueuse) d’aborder cette question est la suivante :

Proposition 1.2.7. Soit ¢ une solution de I’équation de Lichnerowicz (1.11). Alors, pour tout p > 0 et tout
a>0,ona

a-1 |d(po¢|p+2
20

a-1 _o Hess ¢®
dug+27f |dp™ | 27(!@ (Ve*, ve*)dp?
o M @ o M @)
a|p—4 « a 2 a|p-2 a2
#(p=2) [ 1P Hess o™ (% ) da® + [ a7 Hess o dps

+Aldwa\p_QRiC(W“,W“)dug

-2 -
* oy ® g (Sl + 7 g7 (dSeal, d) + dgt|P o N (a7, ) dyt
n-2 a\P ~2 A2 o
o) {(a) [(N‘M)T +(N+2‘“’w]'d“’ '
of dp® P2(dA, dp®') } dp?
—2W¢2N g™ dA g >} o

(1.17)

avec « —a+N 2. En particulier, si o/ = N, i.e. a = N—% ona

Ca-1 dp® p+2 Hess o
/| | — | et = o (Ve Vet

4 « a|p—2 a2
#(p=2) [ 1P Hess ™ (7% ) dia® + [ a7 Hess o dps

i fM |de® P2 Ric(Ve®, V™ )du?

ey oy (Senllda 4 7 g dSeal ) + g2 N2 7 ) )
n-2 a\P =217, N N 2

n-2 (a N-9 d P 7dA d P d

+4(n_1)(N)/M[( + Q)PP - o |dAPIdN P2 | dpe,

(1.18)
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L’idée derriere ces formules est de calculer Aldp®|P en utilisant 1’équation de Lichnerowicz (1.11)
puis d’intégrer sur M. Cette idée est une variante de la méthode de Bernstein [ , ]. On voit sur
I’inégalité (1.18) que la cinquieme ligne contient les termes que nous souhaitons comparer. Il faut donc
estimer les autres termes. Ceux de la quatrieme ligne ne sont pas source d’ennuis. Cependant ceux des
trois premieres lignes apparaissent délicats a estimer inférieurement (remarquons que ce sont les termes qui
contiennent “p + 2 dérivées”). Pour essayer de formuler différemment le probleme, posons

a-1 dp®|P*2 a-1 ap—2 Hess o — o
I(p) =~ f | @QL du"’+27f |dp* [P 7,1@ (Vo™ V™ )dp?
M @ a Jm ®

e
a|p—4 a a 2 a|p—2 a2
+(p-2) fM |dg® "™ [Hess o (V™ )[” dp? + fM |d® "™ [Hess o[ dp?
' /;\4 ™" Rie(V®, Voo™ .
Alors si ¢y, t > 0, désigne la solution de I’équation de la chaleur sur M :

Orpr = Ay

d
ﬁj(sﬁt)h:o? et on
est ramené a montrer que la croissance de J est contrdlée d’une certaine maniére. Ceci apparait vrai (sous
certaines conditions) en dimension 1, mais faux sans hypotheése supplémentaire en dimension plus grande.
On consultera a ce sujet les réponses a la question posée sur MathOverflow [ ].

avec pour condition initiale ¢y = ¢, et si on pose J(¢) = f |[dy|P, on a I(p) =

1.2.2 Le cas avec constante cosmologique positive

Nous avons étudié dans la section précédente 1’équation de Lichnerowicz dans le cas le plus simple, celui du
vide. Qu’en est-il dans le cas ol nous introduisons d’autres champs dans la méthode conforme ? La plupart
des champs de matiere ou le champ électomagnétique introduisent des termes “sous-critiques” en un certain
sens (voir par exemple [ Jou[ ]). Une exception notable est celle du champ scalaire ¥ dont le
tenseur d’énergie-impulsion est donné par

TW:V#\I/VV\IJ—(%|d\IJ|%+V(\I/))hHV. (1.19)
Le champ W satisfait I’équation des ondes
0,0 = V(D).
Notons 17; =Wy et T =V, U les données initiales pour ¥. La méthode conforme conduit ici a écrire
b=y, F=¢Vm,
avec 1 et m deux fonctions sur M données. Les nouvelles équations de contrainte conforme sont alors

_4(n-1) N-1 lo + LW + 72

1
= Ap+Ryp =By g , (1.20a)
-1
ALW = 220N g+ mdy, (1.20b)
n
ot les fonctions R, et B, sont données par
-1
Ry =Scal? ~|dyl2, Bry =12 +2V ().
Le cas CMC de ces équations a été étudié dans [ let[ ]. Le cas “near-CMC” a été princi-
palement étudié par B. Premoselli dans [ , ]. Nous renvoyons également le lecteur a [ ]
et ] pour le traitement des cas non compacts. Dans [14], nous avons montré le résultat suivant :

Théoreme 1.2.8. [/4, Theoréme 4.2] Supposons que la fonctionnelle
4(n-1),, 9
G = / —_— d d g
w(u) M[ o ldul” + Ryu” dp

est coercive sur W12 (M, R), alors il existe jn = (M, g, 7,7) > 0 tel que si
0< |O’+LW|2+772 <y

I’équation (1.20a) admet au moins une solution @ > 0.
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La preuve de ce résultat découle d’une méthode variationnelle fine. Il est utilisé pour démontrer 1’exis-
tence de solutions au systéme (1.20) par la méthode HNT (voir section 1.5.2). Le fait que le terme B
puisse étre positif rend partiellement impossible I’utilisation du principe du maximum et I’unicité des solu-
tions n’a plus forcément lieu (le lecteur comparera ici les méthodes de preuve du théoreme 1.2.8, basée sur
la construction d’un minimum local stable, et du résultat principal de [ ] basé sur la méthode du col,
produisant une solution d’indice 1). Voir également [ ].

En particulier, le cas ¢ = m = 0 est déja trés intéressant. En effet, la valeur V' (0) correspond, 2 la
constante cosmologique A. Dans I’article [2] en collaboration avec P. Chrusciel, nous avons étudié en détail
un exemple simple. Nous y considérons le cas n = 3 avec M = S? x S! et une métrique g SO(3) x U(1)
invariante : )

T 2
g= (7) daz? + =dQ?,
2m R
ol z est la coordonnée 27-périodique le long de S, T est alors la longueur des fibres S*, et d)? est la
métrique ronde sur S?. La constante R > 0 donne la courbure scalaire de g :

Scalgy = R.

Nous prenons également pour o le TT-tenseur suivant :

2c0 T\2 1
=== da® - —=dQ?
7 Jé((%) YR )

avec o une constante ajustable. Nous supposons de plus que 7 est constant de sorte & n’avoir que 1’équation
de Lichnerowicz (1.20a) a considérer. Celle-ci devient

—8Ag<p+Rg0:52<p5 +ao T, (1.21)

2 . .
ol nous avons noté 4% = —57-2 + 2 pour mettre en évidence le fait que nous allons supposer 32 > 0. En

effet, si 62 < 0, nous nous retrouvons dans le cadre du théoréeme 1.2.3 : la solution est unique et possede
toutes les symétries du modele. Elle est donc constante. Supposons donc 32 > 0. Nous allons également
exclure le cas o = 0 traité précédemment par R. Schoen dans [ ], voir également [ , ]. Le
premier résultat, fondamental dans cette étude est le suivant :

Proposition 1.2.9. [2, Théoreme 3.1] Les solutions de I’équation de Lichnerowicz (1.21) dans le modéle
considéré ne dépendent que de la coordonnée x du S*.

Cette premiere proposition 1.2.9 est fondamentale. En effet, elle ramene 1’étude de 1’équation de Lich-
nerowicz (1.20a) i celle d’une équation différentielle sur S* :

d*p 1 2 5 2 -7
— =—|-Rp+ +« , 1.22
Py 3 [-Ro+ 8% ] (1.22)
ol nous avons posé ¢ = —27; z. La fonction ¢ doit donc étre T-périodique.

dzga

Si ¢ est une solution de (1.22) et ty tel que 7

(to) = 0 (un tel point existe, c’est par exemple un
extremum de i—f), nous avons, avec g = ¢(tg)

- Rpo + B¢ + oy = 0. (1.23)

Un peu d’algebre élémentaire montre qu’il existe une solution ¢g > 0 a cette équation si et seulement si la

condition suivante est satisfaite :
(¥2/34 > 7R3 1.24
27 ’ ( )

voir [2, Proposition 2.1], ce que nous supposerons par la suite. Les solutions ¢ de I’équation (1.22) conservent
I’énergie suivante :

1., R , B4 o _
H(p,$) = §¢2—1—6¢2+@¢6—£w ‘. (1.25)
Posons ) ,
R 15} o
V(p) =—T6w2+£<p6—g<p ‘. (1.26)

Les points critiques positifs de V' sont donnés par

@4:1 et o=

~ >

()\+\//\2—+8),
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oll nous avons supposé R = o + 32 (ce qui peut étre obtenu par une renormalisation de g) et posé

_lolv2
5

Les deux points critiques sont distincts sauf si A = 1, notons-les ¢; et ps avec @; < @s. s est stable, y;
instable. La figure 1.1 montre deux exemples de portraits de phase correspondant aux cas A < 1 et A > 1.

A

03+
02

01+

-01r+

-02

-03 -

FIGURE 1.1 — Portraits de phase avec 5 = 1, a = 0.2 (a gauche) et 8 = 1, o = 1.2 (droite) dans le plan (¢, ).
La couleur de fond correspond a la valeur de 1’énergie H (p, ). Les deux courbes rouges correspondent
aux lignes de niveau de la solution constante instable.

Chacune des courbes rouges sur la figure 1.1 se divise en 3 parties : Deux solutions partant du point
critique instable (;,0) décroissant jusqu’a ¢ = 0 en temps fini et une solution homoclinique (partant de
[:,0) 2t = —oo et convergeant & nouveau vers ce point en ¢ = oo). Cette troisieéme trajectoire encercle le
point critique stable (s, 0) ainsi que toutes les orbites périodiques.

Notons Vs = V(p,) et V; = V(;) les valeurs du potentiel en les points critiques. Soit P(F) la période
d’une orbite périodique d’énergie E = H(p, ), Vs < E<V;:

$Pmax dgp
P(E)=V2 / S S
$min \/E - V((p)

avec Pmin, Pmax l€s valeurs minimales et maximales de ¢ sur 1’orbite. On peut voir que 7 est une fonction
réguliere de E avec

. 27 .

(la premiere formule correspondant aux oscillations linéarisées autour de ¢). La monotonicité de P est
obtenue en utilisant le critére de I’article [ 1]:

Théoréme 1.2.10. Soir G(E) = V(E) -V (ps), la fonction P est strictement croissante si la fonction

~ " i "
¢=) ((G’)Q)

est partout positive sur l'intervalle (V,V;).

Ce critere est satisfait dans notre cas. La vérification utilise un calcul (pénible) fait a I’aide de MATHE-
MATICA. La fonction P est donc strictement croissante. Pour qu’une solution périodique ¢ de 1’équation
(1.22) et d’énergie E soit une solution sur S* x S? de (1.20a), il faut et il suffit que 7" soit un multiple de
P(FE). Nous avons donc obtenu le résultat suivant :

Théoreme 1.2.11. [2, Théoréme 5.1] L’équation de Lichnerowicz (1.21) admet
* Aucune solution si (1.24) n’est pas satisfaite,

* Une solution constante si (1.24) est une égalité,



16

2w

V V7 (ps) '

Il est intéressant d’adopter un point de vue de théorie des bifurcations pour étudier I’équation (1.21).

Rappelons ici quelques résultats fondamentaux. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [ , , ,

s 1, [ , Sections 3.2 and 3.3], pour un point de vue plus détaillé sur la théorie des bifur-
cations. Nous ne supposons plus dorénavant que R = o? + 2.

* Deux solutions constantes et k solutions non constantes si kPy < T < (k+1)Py oit Py =

Soient I un intervalle non-vide de R, 2 un ouvert d’un espace de Banach A, B un second espace de
Banach et F': [ x 2 - B une application continue. Nous voulons étudier I’ensemble des zéros de F), i.e.
I’ensemble des paires (A, x) € I x A pour lesquelles F'(\,z) = 0.

Une paire (Ao, o) € Ix§ est appelé point de bifurcation pour F s’il existe une suite ()\; )0 convergeant
vers \g avec \; € I et deux suites (] )is0, (77);s0 dans Q telles que

. Vi,x}#:z:?,
1,2
* x;, x5 — T,

hd F()\Z,acll) = F()\“.’E,Lz) =0.

Si I’application F est C, ceci impose que la différentielle 0, F' n’est pas inversible en (Ao, () sinon
ceci contredirait la conclusion du théoréme des fonctions implicites. Deux types de points de bifurcations
seront importants pour nous par la suite. Ils sont décrits dans les propositions suivantes.

Proposition 1.2.12 (Bifurcation col-nceud). Soit (Ao, xo) un zéro de F. Supposons que 0, F (Ao, xq) est
Fredholm d’indice O et que le noyau de 0, F (Ao, o) est de dimension 1 engendré par 1. Supposons de
plus que O\ F (o, xo) n’est pas dans U'image de 0, F (Ao, xo). Alors, il existe un voisinage J x Q' ¢ I x )
de (Mo, x0) et une courbe v : U — J x Q' de classe C*, avec U c R un voisinage de 0, tels que

* 7(0) = (Ao, o),
* 7(0) = (0, z1),
s V(N z)eJxQ, F(\z)=0< FteclU, (\x)=~(1).

Cette proposition est démontrée dans [ , Théoreme 2.3.1]. On peut avoir plus d’information si F
est de classe C? :

Proposition 1.2.13 (Bifurcation col-nceud 2). Sous les hypothéses de la proposition 1.2.12, il existe une
Sforme linéaire . € B*, 1 # 0, dont le noyau est I'image de 0, F (Mg, xo). Supposons de plus que F' est de
classe C? et que 1(0*F (o, z0)(z1,21)) # 0. Alors la courbe y = (yx,Vz) est de classe C? et %5 (0) =
(A F(Xo,70))
1(02F (Ao xo)(21.21))
En particulier, quitte a diminuer le voisinage J x Q' de (Ao, zo), on a

* Six(0) >0, alors, pour tout \ € J,

0 siA<Ag,
#{xeQ F(\x)=0}=2 1 sid=)\,
2 SiA> )\() .
* Si4x(0) <0, alors, pour tout X € J,
2 SiA<MAp s
#{rxeQ F(\z)=0}=1 1 siA=X,
0 siA>\g.
Le deuxieme type de bifurcation a été introduit dans [ ]:

Proposition 1.2.14 (Bifurcation de fourche). Supposons que F est de classe C*? et que v = (yx,7z) : U -
I x Q est une courve de classe C? de zéros de F :

VteU, F('}/)\(t)vf}/x(t)) =0,

avec U un voisinage de \y dans R tel que v (t) = t, v.(No) = zo. Supposons de plus que 0, F (\o,xq)
a un noyau de dimension 1 engendré par v € A et que D*F (), z0)(7(0),v) # 0. Alors (Ao, o) est un
point de bifurcation pour F et il existe un voisinage J x Q' de (Ao, xo) tel que I’ensemble des solutions de
F(\,z) =0dans J x ) consiste en la réunion de deux courbes de classe C* (vy et une autre) s’intersectant
(transversalement) seulement en (Ao, xq).
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Nous allons maintenant appliquer ces résultats a I’équation (1.22) en choisissant le parametre o comme
parametre de bifurcation. Nous avons vu qu’il existe deux solutions constantes ; < ¢ a 1’équation (1.22)
des lors que la condition (1.24) est satisfaite. Un graphe des valeurs de ces deux solutions est donné dans la
figure 1.2. Remarquons que la valeur o = ax, aVeC amax telle que

12p

10

08
06
o4r /

02

FIGURE 1.2 — Graphes des valeurs (p; (rouge) et ¢ (bleu) pour S =1et R = (%)1/3 en fonction de .

4
2 34 3
max 27 ) ( )

correspond & une bifurcation col-nceud au point (max, ©i(@)) = (@max, ¥s(@)). On montre alors le résul-
tat suivant (nous supposerons ici que « > 0) :

2\ 2
Théoreme 1.2.15. Soit kyax le plus grand entier k tel que 2 (%) k% < R. Pour tout entier k, 0 < k <

o = 3\/2562 (R+ (2;)2 kQ) R-2 (2T”)21<;2.

La suite des oy, forme une suite strictement décroissante et oy = Qunax. Les seuls points de bifurcation de
I’équation (1.22) sont

Kmax, posons

* (Qmax; ©s(Qmax)) correspondant a une bifurcation de type col-neeud,

o (ag,ps(ax)) pour tout entier k, 1 < k < kmax correspondant a des bifurcations de type fourche. Ces
bifurcations conduisent chacune a une solution T |k-périodique de (1.22) pour tout o € (0, oy, ).

L’équation de Lichnerowicz (1.22) a donc
e aucune solution si o > Qmax,
e une solution constante si & = Qmax,
* deux solutions constantes et k solutions non constantes si o € [ak+1, Q).

Ce théoreme est illustré par la figure 1.3 ol nous avons appelé indice d’une solution non constante ¢
I'entier k tel que  est T'/k-périodique. C’est, dans le diagramme des phases, ’indice de la courbe (¢, ¢)
(prise sur Iintervalle [0, 7']) autour du point (¢, 0). Nous avons également noté ¢ la seconde solution de
I’équation H(y,0) = H(y;,0), autrement dit la valeur maximale de ¢ sur la trajectiore homoclinique (voir
la figure 1.2).

A cause de leur symétrie SO(3), les solutions de 1’équation de Lichnerowicz (1.21) que nous venons
de construire donnent lieu a des solutions a symétrie sphérique des équations d’Einstein. Le théoréeme de
Birkhoff (voir par exemple [ ]) implique alors que I’espace-temps ainsi construit est soit I’espace-temps
de de Sitter-Schwarzchild soit I’espace-temps de Nariai. L’article [2] présente alors une étude détaillée de
la localisation de I’hypersurface de genre espace correspondant a chacune des solutions ainsi construite.

1.3 Une premiere méthode pour résoudre les équations de contrainte
conforme
Intéressons-nous maintenant au systeme (1.7) complet.

Dans le cas o 7 est une fonction constante, I’équation vecteur se réduit a Ap, X = 0, ce qui conduit a
X =0 (Proposition 1.1.3). Le systeme se réduit alors a I’equation de Lichnerowicz que nous avons étudiée
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FIGURE 1.3 — Une illustration du théoréeme 1.2.15 pour T" = 27, R = 33 et 8 = 3. Sur chaque graphe, « varie
le long de I’axe horizontal. Sur la premiére ligne, le graphe de gauche montre les courbes ¢; («) (magenta),
@s(a) (bleu marine) et ] («) (jaune). Les points indiquent les positions des points de bifurcation. Au
voisinage de & = aax, 1l y a deux points qui coincident presque. Le premier correspond a la bifurcation
col-nceud alors que le second est une bifurcation de fourche. Tous les autres points sont des bifurcations de
fourche. Le second graphe montre les valeurs minimales et maximales des solutions d’indice 1 (marron), 2
(rouge), 3 (vert) et 4 (bleu). Le troisieme graphe est un zoom du second au voisinage de ayy,.x. Les graphes
sur la seconde ligne montrent les énergies H (i, ) des solutions.

dans la section précédente. Une classification complete des solutions a été donnée par J. Isenberg dans
[ I

Dans le cas d’une fonction 7 quelconque, la principale difficulté du systeme des équations de contrainte
conformes (1.7) réside dans 1’obtention d’estimation a priori pour les solutions. Supposons en effet qu’on
ait assigné une mesure ~y de la taille de o pour une solution (¢, W) du systéme (1.7) (nous restons vo-
lontairement vague pour le moment, nous prendrons bientot (¢, W) = || ). Alors I’équation vecteur
(1.7b) montre que la taille de X (par exemple |LX | ) est de I’ordre de V. En injectant maintenant ces
“estimées” dans 1’équation de Lichnerowicz (1.7a), nous obtenons naivement

_4(n- 1)A

@+ Scal o~y
n-2

n- 17_2(‘01\7—1 N1

o+ LXP* "M +0(N)  na
(pN‘Fl ’YNH v

ou ~ signifie “de I’ordre de”. Nous avons supposé ici v grand. Les deux termes dominants de 1’équation de
Lichnerowicz (1.7a) sont donc

n-1 o N1 |LX|2
v TP e SN

Ces deux termes viennent avec un signe opposé. Ils peuvent donc se compenser 1’un 1’autre, ce qui interdit
toute estimée a priori. Remarquons cependant que, si une telle compensation se produit, on s’attend a avoir

-1 LX|?
n Tsz& . | |

)
n (PN+1

et, en injectant dans 1’équation vecteur (1.7b),
-1 d
AL X =y /2|
n T

C’est I’idée a la base de la méthode de 1’équation limite introduite dans [4] que nous présentons dans cette
section et dans la prochaine.

La premiere méthode historiquement pour résoudre le systeme (1.7) est la méthode de Holst-Nagy-
Tsogtgerel [ , ] (HNT en abrégé) reprise ensuite par Maxwell dans [ ]. Nous la détaille-
rons dans la section 1.5. Les deux méthodes peuvent sembler diamétralement opposées 1’une de 1’autre : la
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méthode HNT s’attache a construire des solutions (¢, W) avec o proche de zéro alors que la méthode de
I’équation limite étudie le comportement asymptotique de solutions de plus en plus grandes.

Nous décrivons ici la méthode introduite dans [13] et développée dans [ ] et nous verrons en quoi
elle n’est pas satisfaisante. Cette méthode donne cependant une version unifiée des deux méthodes précé-
dentes et permet de mieux cerner les hypotheses faites dans [ , , ]. Nous supposerons

dans la suite de cette section que Yg(M) > 0, o # 0 et que (M, g) n’admet pas de champ de vecteur de
Killing conforme de sorte que les hypotheses de la proposition 1.1.3 soient satisfaites.

L’idée principale est la suivante. Introduisons un parametre A € [0, 1] et changeons T en AT (resp. o en
) dans le systeme (1.7) :

4n-1) , _ o oon-1_9 5 N [F+LXP
_(njA(P + Scal @ = ——)\27290N Ly Tﬁ’l, (1.28a)
o~ n-1_xn _
AL X = \——pdT. (1.28b)
n
Lorsque A = 0, nous obtenons
4(n-1) o+ Ly X|?
—ﬁA@0+SC31 ©o = W,
Ar, Xo =0.

La proposition 1.1.3 donne alors que X = 0 et ’équation de Lichnerowicz pour ¢ se simplifie en

4(n-1)
 n-2

2
Agp0+Scal ©®o = | |

\ (1.29)
90(1)\”1

Remarquons ici que, comme nous avons supposé o # 0, cette équation ne peut admettre de solution que si
Y, (M) > 0. En effet, la courbure scalaire de la métrique § = 4,0(])\[ ~24 est donnée par
Scal = |of205*".

Elle est donc positive ou nulle mais non identiquement nulle, ce qui contraint Y, (M) = Y5(M) > 0.
L’unique solution ¢ est alors strictement positive. En utilisant le théoréme des fonctions implicites, nous
pouvons alors trouver une courbe de solutions (A, px, X)) au systeme (1.28) pour tout A dans un petit
intervalle [0, Ag) (les détails sont donnés dans I'article [13]).

Bien siir, si I’on tient a avoir une solution du systeme (1.7), nous devons, d’un point de vue heuris-
tique, essayer de suivre cette courbe pour espérer atteindre A = 1. C’est ce que nous ferons par la suite.
Remarquons cependant la chose suivante (dont la preuve est un calcul direct) :

Proposition 1.3.1. Si (7, X ) est une solution du systeme (1.28), autrement dit une solution des équations
de contrainte conforme (1.7) pour T = AT et 0 =3, avec A > 0, alors

(p=A"TF, X =A"1X)

est une solutions des équations de contrainte conforme pour T =7 et o = \" ' :
Ao+ Ly X |2
AN il )

4(n-1 -1
—7(71_ ) Agp+Scaly p = L 72<pN—1 Nl )
n-2 n 2 (1.30)

-1
div, (L, X) = nTgoN dr.

Cette renormalisation permet donc de “cacher” la petitesse de 7 = A7 dans ce début de courbe que nous
avions trouvé précédemment en la faisant “porter” sur o = \""1F. o se retrouve alors petit mais non nul,
c’est ’hypothese de [ , Théoréme 1] ! Nous obtenons alors le résultat suivant :

Théoréme 1.3.2. [/3, Théoréme 2.1] Etant donné (M, g), avec YVy(M) > 0, T quelconque et G # 0 un
TT-tenseur, il existe pg > 0 tel que, pour tout p € (0; o), les équations de contrainte conforme (1.7) avec
o = o admettent au moins une solution (o, X ).

Ce théoreme, tres simple et constructif, donne un résultat proche de celui de la méthode de Holst-Nagy-
Tsogtgerel dans laquelle o est supposé petit (en norme L°° dans [ ] et en norme L2 dans [ 1))
mais non nul (voir la section 1.5.1). Essayons maintenant d’étudier le comportement de notre courbe de
solutions au dela de ce que nous avons obtenu a 1’aide du théoréme des fonctions implicites. Nous utiliserons
pour cela le théoréeme point fixe de Leray-Schauder (voir par exemple [ D:
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Théoréme 1.3.3. Soient E un espace de Banach et F : [0;1] x E — E une application continue compacte.
Si F(0,-) est constante et si I’ensemble

S={xeE|INe[0;1],2=F(\x)}
est borné, alors F(1,-) admet un point fixe.

L’espace F que nous allons choisir est L*° (M, R). L’ opérateur F' que nous allons considérér ici est
défini de la maniere suivante :

* Pour tout & € L*(M,R), notons V(%) € W2P(M,TM) la solution de I’équation vecteur (1.28b)
(ici p > n est quelconque). L’application V' : [0; 1] x L*=° (M, R) est continue en vertu de la proposition
1.1.3.

* Pour tout X € C*(M, T M), soit Lichy (X ) € W?P(M,R) la solution de I’équation de Lichnerowicz
(1.28a). On montre que cette application est continue dans [4, Lemme 2.3].

Posons maintenant
F()\,-) =Lichy oZ oV,
onZ: W*P(M,TM) — C*(M,TM) désigne I’injection de Sobolev. Cette injection est compacte par le

théoreme de Rellich, et assure ainsi la compacité de 1’opérateur F'.

Supposons maintenant que I’hypotheése sur S ne soit pas satisfaite : il existe une suite (A, Pk, X k)s
Ak € (0;1], de solutions du systeme (1.28), avec (¢, Xi )x non bornée : si nous notons

Y = | Pkl 2=, (1.31)

la suite () tend vers +oo.> Nous pouvons également, sans perte de généralité, supposer que la suite
(k) converge vers Ao € [0;1]. Distinguons deux cas :
1. Si Ao > 0 : Posons

_ ~ — 1 5
P =—%r et Xjp=—FXg,
Yk Tk

de sorte que @y ||z~ = 1. Le systeme (1.28) devient alors

1 4(n-1) , _ _ n=1 55 n1 "7+ LeXyf
_ AD, + Scal =)\ g I 1.32
%JCV_z ( n_2 P +oCa @k) " kT Pk @QIH ) ( a)
— -1
AL X, = A= pN a7, (1.32b)

La proposition 1.1.3 permet de voir que la suite (X ) est bornée dans WP (M, T M ). Comme nous avons
supposé p > n, on a une injection compacte

W2P(M,TM) - C*(M,TM).
Nous pouvons donc supposer que X}, converge dans C'* (M, T M) vers un certain Xo, € W2P(M,TM).
En passant formellement a la limite dans I’équation (1.32a) nous obtenons

p 9ol (1.33)

ce que nous pouvons réécrire
N _ n |LQX oo
L)000 - ~
n-1 Aeo|7]

(1.34)

Nous voyons ici que si 7 s’annule, le comportement du membre de droite est singulier. Si 1’on suppose que
T > 0 partout, le raisonnement formel que nous avons fait est juste :

Proposition 1.3.4. Si7> 0, on a @), >k—oo Poo dans L= (M, R).

3Remarquons, en utilisant I’équation vecteur (1 .28b), que si (vx ) & est bornée, (X 1) est également bornée dans W22 (M, TM).
~i est donc une bonne mesure de la taille de (3, Xk ).
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Démonstration. L’idée est de revenir a la définition de la convergence uniforme. Pour cela, fixons-nous un
€ > 0. Nous voulons montrer qu’il existe ko > O tel que pour tout k > kg, on a

woo_agakgaoo_{—e'

Ceci sera satisfait si (. —€ (resp. Yoo +£) est une sous-solution (resp. sur-solution) de 1’équation (1.32a). Vu
la faible régularité que nous avons ici (7., € C°(M,R)), cette idée doit étre raffinée car nous ne contrdlons
pas le laplacien de ©, : construisons deux fonctions @, lisses telles que

Poo €SP <P — /2,
Poo +€/2€P, <Py +E.

+ oo

Un calcul simple fait dans [4] montre alors que @_ (resp. @, ) est une sous-solution (resp. sur-solution) de
(1.32a) si k > kg pour kg assez grand. En utilisant le principe du maximum 1.2.5, nous obtenons

@— g@k <(10+a

ce qui montre
|¢k: - aoo| < €.

O

En particulier, comme ||z~ = 1 pour tout k, nous avons @[z~ = 1. En passant a la limite dans
(1.32b), nous obtenons finalement que X o, # 0 satisfait

Ap Ko=)z (1.35)
n T

2. Si, maintenant, A\, = 0. Nous pouvons utiliser a nouveau la proposition 1.3.1 : les fonctions ¢y, =

C’est I’équation limite de [4].

n-2 ~
A,? @ etles champs de vecteurs X = )\Z‘IX 1 satisfont

A(n-1 -1 + Lo X2
—Mmpk +Scal gy = 72N 4 W (1.36a)
n-2 n ot
-1
AL Xp = =N aF. (1.36b)
n

avec o = )\Z’lﬁ — 0. Nous avons, a nouveau, deux sous-cas a distinguer :

2a. Si la suite des |¢g |~ est non-bornée, I’argument du premier cas s applique & nouveau et nous
obtenons une solution non-triviale de I’équation limite (1.35).

2b. Si la suite des ||| L est bornée, nous pouvons, par un argument de compacité, extraire une sous-
suite des (y qui converge vers une solution du systéme (1.7) avec o = 0.

Nous avons donc démontré le résultat suivant :

Théoréme 1.3.5. [ 1 Soient (M, g) une variété compacte avec Yg(M) > 0 et T une fonction stricte-
ment positive. Alors au moins [’un des trois points suivants est satisfait :

1. Il existe une solution (p, X) aux équations de contrainte conforme (1.7) avec T =T et 0 = 3.
2. 1l existe une solution aux équations de contrainte conforme (1.7) avec T =T et 0 = 0.
3. 1l existe une solution non-triviale de I’équation limite (1.35).

Le cas favorable est, bien entendu le premier cas. Nous montrerons comment exclure le troisieme dans
la section suivante. La difficulté vient du second cas. La seule situation dans lequel nous pouvons 1’exclure
est lorsque d7/7 est petit en norme L™ (voir [13, Théoréme 2.4] ou [4, Théoréme 1.7]).

L’idée de C. Nguyen dans [ ] est au contraire de trouver des situations dans lesquelles ni le point 1
ni le point 3 est satisfait pour conclure a 1’existence de solutions avec o = 0 répondant ainsi a une question
soulevée par D. Maxwell.
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1.4 La méthode de I’équation limite

Nous présentons ici la preuve donnée dans [ ] de 1a méthode de 1’équation limite. La preuve originelle
de [4] est plus complexe.

Nous avons mentionné la difficulté a exclure le deuxieéme cas dans le théoreme 1.3.5. Pour remédier
a cela, nous allons modifier 1égérement la méthode de la section précédente. Au lieu de changer 7 en AT,
contentons-nous d’introduire le parametre A devant dr dans (1.7) :

4(n-1 -1 L,X?
—MA<,0+Scalg0: —LngpN ! w, (1.37a)
n-—2 n N+l

ALX = 7,\ Ndr. (1.37b)

Nous ne supposons plus YV, (M) > 0, mais imposons 7 > 0. Pour A = 0, ce systéme admet pour unique
solution la paire (¢g, X = 0) ol ¢ désigne ’unique solution de

_A(n- 1)

-1 2
Ao +Scal g = ———— 72N 4 |‘]’V|+1 . (1.38)
n @0

En procédant a I’identique de la section précédente, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréeme 1.4.1. Soient (M, g) une variété compacte, T une fonction strictement positive et o un TT-
tenseur non nul. Alors au moins I'un des deux points suivants est satisfait :

1. 1l existe une solution non nulle Y a l’équation

“1_ . d
ALY =ay/ =Ly (1.39)
n T

2. D’ensemble des solutions au systeme des équations de contrainte conforme (1.7) est non vide et com-
pact dans L= (M,R) x W*P(M,TM).

pour un certain o € [0; 1],

Le prix que nous avons eu a payer pour éliminer le deuxiéme cas du théoreme 1.3.5 est I’introduction du
parametre « dans 1’équation (1.39). Les deux résultats que nous allons énoncer ci-dessous sont des résultats
de nature perturbative qui ne voient pas le coefficient « :

Proposition 1.4.2. [4, Corollaires 1.4 et 1.5] et [ 15, Proposition 6.2] L’équation limite (1.39) n’admet de
solution non-nulle Y pour aucune valeur o € [0; 1] si 'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

1. PETITESSE EN NORME L" : Si
dr

1
a2/
o 2Vn-179

T

avec
o Uy L Pap?)"

C,=in
"y xpan)™

(1.40)

2. PETITESSE EN NORME L* : Si Ric < —fg, avec 8 > 0 et si

dr

T

ns

Lo n—l'

Démonstration. La preuve du second point repose sur I’utilisation de la formule de Bochner pour 1’opéra-
teur IL :

VX eT(TM), % fM ILX|2dp? = /M [\VX\Q + (1 - %) (div X)? - Ric(X,X)] dp?. (1.41)
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Soit Y une solution de 1’équation limite (1.39) pour un certain o € [0;1]. En contractant avec Y et en
intégrant sur M, nous obtenons :

1
5[ \LYFCZHQ:—f (Y, ALY )dp?
M M
~1
:—a\/”—f \LY|<d—T,Y>dug
n M T
—1
<a\/”—f ILY|
n M
1
<2\/n—f |VY|‘d—T
n M T

S/ |VY|2d,ug+n—_1/ ‘ﬂ
M n Julr

En utilisant I’identité de Bochner (1.41), nous en déduisons

dr
-

Y'|dp?

Y|dp?

2
Y dps.

-1 [ |dr|
[ (Rioy (¥, V)dut < == [Ny e,
M n JM|T
En utilisant I’hypothese —Ric > B¢, nous obtenons finalement
2 dr ||? 2
g [ Wiaus < | < Y P,
M T g IMm
ce qui force Y = 0 sous la seconde hypothese de la proposition. O

Larticle [4] donne également un cas dans lequel 1’équation limite admet une solution.

La méthode de 1’équation limite s’étend au cas asymptotiquement hyperbolique (voir section 2.5), au
cas asymptotiquement cylindrique [ ] et au cas de la dimension 2 (avec une fibration en cercles), c’est
un résultat que j’ai obtenu en collaboration avec C. Huneau [ 1 1]. Nous ne décrirons pas ici cet article car il
n’introduit pas réellement de nouvelle méthode mais nécessite d’introduire de nouvelles notations.

Les cas asymptotiquement euclidien et des variétés a bord restent encore en suspend car ils posent des
difficultés techniques que nous ne sommes pas encore parvenus a lever, 1a ol la méthode HNT s’adapte :voir
[ ] pour le cas asymptotiquement euclidien et [ ] pour le cas compact avec bord. Voir éga-
lement [ ] pour le cas asymptotiquement euclidien avec bord ainsi que [13].

Dans le cas asymptotiquement euclidien, la principale difficulté pour montrer le critere de 1’équation
limite provient de la non-compacité des injections de Sobolev avec un poids critique (voir par exemple
[ ] pour la compacité des injections de Sobolev avec un poids non critique). Cette compacité est cru-
ciale pour assurer que la solution de I’équation limite que nous obtenons est non-triviale. Une autre facon de
voir les choses est de dire qu’il n’est pas (encore) possible de controler la région dans laquelle ¢ (1a solution
de I’équation de Lichnerowicz) atteint son maximum, autrement dit d’avoir un phénomene de confinement
comme dans le cas asymptotiquement hyperbolique (voir chapitre 2). En effet, de maniere simplifiée, si
7 =01(r7%) pour un certain 6 € (1,n - 1), ona|dr| = O(r27') et X = Oy(r'7%) (avec X la solution de
1’équation vecteur (1.7b), rappelons ici qu’on suppose que ¢ tend vers 1 & I’infini) d’ott |[LX| = O(r7%) a
la méme décroissance que 7. En particulier, le fait que les solutions de 1’équation de Lichnerowicz tendent
vers une constante a 1’infini est lié au laplacien conforme. Or, justement, la méthode de 1’équation limite
consiste a dire qu’il joue un réle de moins en moins important lorsque la taille des solutions grandit.

Question. Dans quelle mesure est-ce que le critere de 1’équation limite s’applique au cas des variétés
asymptotiquement euclidiennes ?

Cette question fait I’objet d’un travail en collaboration avec J. Isenberg et J. Dilts.

Dans le cas général (i.e. hors des cas d’application de la proposition 1.4.2), I’équation limite est subtile.
Mentionnons deux questions raisonnables dans ce contexte :

Question. Soit X, une solution de 1’équation limite (1.35),
1. Que peut-on dire de I’ensemble des points ot LX ., = 0 (rectifiabilité, dimension de Hausdorff...) ?

2. Peut-on construire une courbe (¢, X;, 01 ) avec (¢, X¢) solution des équations de contrainte conforme
(1.7) avec o = o telle que o4 converge vers un og ent = 0, limy o || ¢¢|| L= = 0o etlim; o [ ¢¢]| TN X =
Xoo?
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Une réponse a la premiere question peut sans doute étre apportée en utilisant la fonction fréquence
d’ Almgren (voir par exemple [ ]). La seconde question est, quant a elle, un probleme de perturbation
singuliere dont la résolution utilise la méthode de Nash-Moser (voir par exemple [ ]). Ceci est un projet
en collaboration avec R. Mazzeo.

1.5 Variations sur la méthode de Holst-Nagy-Tsogtgerel

Le résultat de [13] que nous avons présenté précédemment (Théoréme 1.3.2) donne une construction tres
simple de données initiales avec T quelconque et o petit (dite méthode GN) et permet une étude préliminaire
a I’adaptation de la méthode HNT. C’est le travail conduit dans les articles [14, 9]. Nous donnons ici une
variante de la preuve de C. Nguyen de la méthode HNT dans la section 1.5.1 dans le cas Y, (1) > 0 puis
nous donnerons deux adaptations de la méthode GN, renvoyant le lecteur curieux aux articles [14, 9] pour
la construction HNT.

1.5.1 Le cas du vide avec J,(M) >0

Commencons par montrer en détail dans cette section le résultat suivant :

Théoreme 1.5.1. [ 1 Soient (M, g) une variété compacte avec Y, (M) > 0 et T une fonction quel-
conque. Alors, il existe € = (M, g, T) tel que si

ol <e, o #0,
il existe (au moins) une solution (p, X ) aux équations de contrainte conforme (1.7).

La valeur de ¢ est relativement explicite, voir la condition (1.47). Cette preuve donne la structure des
preuves des généralisations de la méthode HNT que nous allons proposer par la suite tout en restant assez
simple. Nous allons supposer de plus que Scal > 0. Cette hypothése peut étre enlevée en travaillant dans le
contexte du “conformal thin sandwich” (voir par exemple [ D.

La preuve se fait en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder (voir par exemple [ D:

Théoreéme 1.5.2. Soit E un espace de Banach et Q) une partie convexe bornée de E. Soit F' : E — E une
application continue compacte telle que F () c Q. Alors F admet un point fixe.

L’espace F que nous considérons ici sera, de nouveau, L (M,R) et I’application F' sera construite
comme dans la section 1.3, a ceci prés que maintenant A = 1 :

e SoitV : L= (M,R) - W?2P(M,TM) I’application qui a ¢ associe I’unique solution X de I’équation
vecteur (1.7b) (voir proposition 1.1.3),

* Soit Lich : CY(M,TM) - L*™(M,R) I’application qui & X associe la solution ¢  I’équation de
Lichnerowicz (1.7a),

on pose F = LichoZ oV avec Z: W*P(M,TM) - C'(M,TM) l'injection de Sobolev. F : E - E est
une application continue et compacte. Nous allons maintenant construire la partie 2 du théoréme 1.5.2 en
trois étapes.

1. INITIALISATION : Soit R > 0 a préciser utérieurement. Posons
Qo = { € LT (M,R), [¢" | pnj2er < R}

Nous avons voir que si |o] 2 et R sont suffisamment petits, on peut avoir )y stable pour F. Soit ¢ € Q,
notons X = V(). Alors, en contractant 1’équation vecteur (1.7b) avec X et en intégrant sur M, nous
obtenons

1 -1
5] I]LXIQd/f’:—L/ @™ (dr, X) dp?
M n M

n-1
— [ @Nldr||X|dp?
n M

IN

-1
< nT ”QDNHLN/zn HXHLN Hd’l" Lm VOI(Mag)aa
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avec o = En utilisant la constante Cj; introduite dans (1.40), nous obtenons

1
2(n-1)"

n-1R
SILX]3 < 2 g aar|

g

10 Vol(M, ¢),

d’ou
n-1R o
i < (22 B Y v o
g

Posons ¢ = Lich(X') de sorte que v satisfait

4(n-1) n=1 5 noy  lo+LeX[7
_ﬁAg¢+Scalgw:—TT P +W

Multiplions maintenant 1’équation (1.43) par )’V *! et intégrons sur M. Un calcul simple donne

—[\4[371 2|dwN/2+1| +SC&1¢N+2:|CZ g _ _7'/\ T '(/)2N [ |0’+L X|2d/.//

Comme nous supposons Scal > 0, il existe une constante s > 0 telle que

3n -2
VueWhH? M,R), 2 S/ [
€ ( ), slul 7~ "o

|du| +Scal u ]dug.

Prenant v = ¢»™/?*!, I’équation (1.44) donne
sV i < [ o+ LoX Pt = [ JoPdut + JLXa.

I3~ = HwNHHQ/N et utilisons finalement I’estimée (1.42) :

Remarquons que |¢p™/?*1 LN/241

N n-1R o
NI < f P+ (3" Y vt

On aura donc v € Qg si
n-1R 2
f loPdp? + (2) |d7|7. Vol(M,g)** < sRM**/N.
M n Cy

Notons

1 2 n-1 HdT”Ln 2
- du? et Ay, =2 Vol(M, g)*
= [ loPape e, (nc) L% Vol(M, g)

de sorte que I'inégalité (1.46) devient
4+ Ay, RP<S RN o gRIN LA, RVHN <1

Cette inégalité sera satisfaite si, par exemple,

Ag,TR1_2/N < 1 et I'R_l_z/N < 1

[\
[\

Remarquons que la premiere inégalité fixe la valeur de R et la seconde, la valeur de x.

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

2. AMELIORATION DE {)y PREMIERE PARTIE : L’objectif est maintenant de transformer {2y en une
partie convexe fermée bornée de L*°(M,R). L’idée est de construire une suite de parties {2; convexes

fermées de 1> (M, R) telles que F(£;) c Q11 avec Qi1 = n{e, oV
de p; et R;. En particulier €2;,1 c €2, est stable par F.

Pi+1

< R;} pour un certain choix

Posons donc pg = % +1et Ry = R. Supposons p; et R; obtenus, avec p; < n. En utilisant I’estimation de

la proposition 1.1.3 pour I’équation vecteur (1.7b), on a, si X = V() avec ¢ € Q;, | X |20

d’ol, en utilisant I’injection de Sobolev, |LX ||« $ R; avec

S Rilldr| L=,
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(c’est ici que nous utilisons le fait que p; < n). Multiplions 1’équation de Lichnerowicz (1.43) pour ¢ =
Lich(X) par ¢V *1*2*i pour une certaine constante k; > 0 4 déterminer et intégrons sur M. On obtient

f 4(n-1) N+1+2k ‘dw]v/2+1+ki
M 2

n-2 (%+1+k’1)

2+Scal(¢N/2+1+ki)2 dﬂggﬁd|0+LX|2¢2kidﬂg-

En utilisant I’injection de Sobolev L%, et I’inégalité de Holder, on obtient

2 1/a 1/b
v S f o+ LX [P dp? < (f |0+1LX|2“dug) (f w%ibdug)
M M M

avec a,b >0, 1/a + 1/b = 1. On peut réécrire I'inégalité précédente sous la forme

2 (N/2+1+k;) o 1/a . 1/b
[ R s (v nxeans) ([ wrdue) (1.48)

On pose alors p;y1 = N/2 + 1 + k;. Vu I’estimée que nous avons pour LLX, posons 2a = ¢;. Le choix
naturel pour k; serait de prendre 2k;b = p;.1, cependant I’expression obtenue pour p;;; est peu maniable.
On prendra plutdt 2k;b = p;, ce qui conduit a une relation de récurrence affine pour p; :

HwN/2+1+ki

N 1 1
A :1_7+Ni -+ —
Pi+1 9 p(2 n)

Notons que, puisque 1) = F(¢) avec ¢ € ;, 0n a

e PpeQysii=0,

coupe); c_ydoncye F(Qi1)cQ;sii>0.
L’équation (1.48) implique donc

% i 1/(1 l/b
[N s (e eane) ([ vt
it M u

avec le membre de droite contr6lé par une fonction croissante f de R;. On peut donc poser R;+1 = f(R;),

ce qui acheve la construction de ;1.
. . . L. . . 1 1 n+2
Remarquons que la suite p; forme une suite arithmético-géométrique de raison N (5 + 7) = 5" 1l
n n-

existe donc un rang ¢ ot p; > n. On peut méme supposer p; > n en diminuant un peu pg et en faisant une
itération de plus.

2. AMELIORATION DE )y SECONDE PARTIE : L’estimation de 1’équation vecteur nous donne cette fois-
ci [LX |z~ S || zr: . LX appartient plus exactement & un certain espace de Holder. Les coefficients dans
I’équation de Lichnerowicz (1.43) pour v étant continus, nous pouvons appliquer le principe du maximum.

Puisque nous avons supposé Scal > 0, nous avons, en un point oll ¢ atteint son maximum Qgyy, :
n-1 noi lo + LX|?

Scal pgup + — Psup T
stup

N
d’our Scal p[1? < |o + LX|* ce qui montre que [¢V L~ < C (RZ.N+2 + 1) avec C' = ||Scal™ | . Posons

N
Ro=C (RiN*2 + 1). La partie

Q=Q;n{peL®(MR), [¢"|L~ < Re

est finalement une partie fermée convexe de L* (M, R) stable par F'. En vertu du théoréme de Schauder
(théoreme 1.5.2), F' admet un point fixe, autrement dit, il existe une solution des équations de contrainte
conforme (1.7).

Nous venons de voir que la construction GN (voir théoreme 1.3.2) donne un moyen tres rapide de tester
si la méthode HNT s’adapte a certains cas des équations de contrainte conforme. La preuve de la généra-
lisation de la méthode HNT est ensuite un joli probleme d’analyse. Dans les deux sections suivantes, nous
allons étudier des cas ou la méthode GN s’applique en nous contentant d’énoncer le résultat correspondant
pour la méthode HNT.

Dans I’application de la méthode HNT, la principale source de difficultés est la premiere étape, autre-
ment dit la construction d’une permiere partie convexe stable (mais non compacte) a I’aide de techniques
“L?” (c’est-a-dire I’intégration par parties et les injections de Sobolev L?, mais pas la régularité elliptique).
Les deux étapes suivantes sont peu changées. Nous renvoyons le lecteur aux articles [9, 14] pour le détail
des constructions.
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1.5.2 Le cas d’un champ scalaire avec ),(1/) >0

Le premier cas est le cas des équations de contrainte conforme avec un champ scalaire données en (1.20).
Introduisons cette fois-ci le parametre A de la maniere suivante :

4(n-1 L [FALw 72

—%A@ + Ry = N Byt + |S0N+|1, (1.49a)

-1
AW = 22N dr + 7y, (1.49b)

n
de sorte que \ apparait devant B, ,, et d7. Lorsque A = 0, le systéme devient
4(n-1) o+ LW[* + 72

—ﬁAQO'FRwSO: T7 (1503)
AL W =Fdip, (1.50b)

La seconde équation admet une unique solution (proposition 1.1.3) et la premiere est aussi simple a résoudre
par une méthode de sur- et sous-solutions :

Proposition 1.5.3. Si [’opérateur

4(n-1)

L U —
¥ n-2

Ap+Ryp (1.51)

est positif, I'équation (1.50a) admet une unique solution.

Les arguments de fonction implicite et de scaling donné dans la section 1.3 s’applique alors mutatis
mutandis et donne lieu au théoréme suivant :

Théoréme 1.5.4. [/4, Théoréme 3.1] Soient (M,g) une variété riemannienne compacte, 7, 1, T trois
fonctions et G un TT-tenseur. Supposons de plus que I’opérateur L ., défini en (1.51) soit coercif et que
(M, g) n’a pas de champs de vecteur de Killing conforme non trivial. Alors il existe g > 0 tel que, pour
tout € € (0,€q), le systeme (1.20) avec

O=€0, TM=ET

admet une solution (p, X) avec ¢ > 0.
On devine alors le résultat obtenu par la méthode HNT :

Théoréme 1.5.5. [/4, Théoréme 4.1] Soient (M, g) une variété riemannienne compacte, T, 1, T trois
fonctions et o un TT-tenseur. Supposons de plus que I’opérateur L, défini en (1.51) soit coercif et que
(M, g) n’a pas de champs de vecteur de Killing conforme non trivial. Alors il existe € = (M, g,7,1) >0

tel que, si
f (|<7|2 + 7r2) dp? <e,
M

le systeme (1.20) admet une solution (@, W) avec ¢ > 0.

1.5.3 Le cas du vide avec ), (M) =0

La construction dans le cas ), (M) = 0 differe de celle de [13]. Dans ce cas, le laplacien conforme

L A1)

Au + Scal u (1.52)

a un noyau de dimension 1 engendré par une fonction positive, que nous noterons (g, normalisée par
|0~ =1 (autrement dit, la métrique scalaire plate ) ~2g est de volume 1). L’équation

4(n-1
—MAU +Scalu=f
n-—2
admet une solution u si et seulement si
fM wofdp? =0.

Cette solution est de plus unique si on impose (par exemple)

[ wpodp? = 0.
M
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Ceci montre que 1’équation (1.29) ne peut pas admettre de solution positive. L’idée consiste alors & imposer
un comportement différent pour le facteur conforme ¢ dans la direction proportionnelle a ¢ et dans la
direction L?-orthogonale a ¢ :

p=A"eapo + M, (1.53)

ou «, 8 sont deux constantes a préciser, 0 < o < f3, ¢, est une constante qui tend vers une valeur ¢y > 0
lorsque A tend vers O et ¢, =, (A) est dans

BOLR) = o, e POLR), [ opodnt =0}

Remarque 1.5.6. Nous adopterons plus généralement la notation suivante. Si F' est un espace de fonctions
sur M qui est un sous-espace de L2(M,R), nous poserons

F:=FnL*(M,R).
Soit X la solution de I’équation suivante :
Ap Xo = 7@0 dT
de sorte que I’équation vecteur (1.7b) implique que
X = AVl X + ANV Dot x|

avec X, solution de
n-1 _ o
A[LXJ_:NT(QO(])V lgoL+O()\f3 ))dT

(notons ici qu’il s’agit juste d’une notation pour X, ). On a donc
X = AV X + O(AN D0,

Posons o = A"G pour un TT-tenseur . Introduisons cette estimation dans 1’équation de Lichnerowicz :

4 1
N\ (—(n)Agol + Scal QOL)

n-2

_ \(N-Da [_n— 17_2 (CASOO N )\B_OQPL)NJ . [\ Nag 4 5\ NLX, + O()\ﬂ a)|2]
n

(expo + Aﬁ_as@l)NH

11 apparait naturel d’imposer 3 = (N -1)«, v = Na. En prenant comme normalisation 5—« = 1, on obtient

_n—2 _n+2
4 o4

_n
V=g

L’équation de Lichnerowicz devient alors

4(n-1 -1 LX, +O(\)?
—MAclerS(:algol:—n TQ(C)\QD()-F)\QOJ_) |U+C>‘ 0 +O( )|
n-2 n (expo + Mg )™

Cette équation fait maintenant parfaitement sens dans la limite A =0 :

|0 + ¢y ]LX()|2

4 1 -1
MAQOJ_ +Scal ¢, = 2 (cocpo) )N+1

n-2 n (copo

(1.54)

Le membre de droite de I’équation ne dépend plus de ¢, . On ajuste alors la constante ¢y de maniere a ce
qu’il soit L2-orthogonal a g :

n-1 7+ cNLX/?
Ozf [— (copo)™ ™+ |0N+(i|]sﬁodﬂg
M n (coo)

n-1 2 N |]LX0|2 N-1 -1 (7, LXo) -N-1 |5|2
:[_n fA/[T <p0d,ug+fMi¢6V dpf |y ™+ 2¢ Lin dpd + ¢ fM@dug.

0

On obtient une équation du second degré en x = c(])V

o:[—”lf oN s + f [LXo[" ]x2+2fo (@, LXO f @ |2d 9 (155)
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dont nous cherchons les racines positives. Remarquons que la regle des signes de Descartes donne un
premier résultat tres simple : L’équation (1.55) a une unique solution positive si et seulement si

2
ol NG s [ wd/ﬂ (1.56)
n JM M @
(nous omettons ici le cas dégénéré ou les deux termes peuvent étre égaux, c’est-a-dire lorsque 1’équation
(1.55) est du premier degré). Nous pouvons alors résoudre 1’équation (1.54) et trouver la fonction ¢, .

L’ application du théoréme des fonctions implicites pour (cy, ., X)) (valable plus généralement dés
lors que les racines de (1.55) sont distinctes) donne alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.7. [9, Théoréme 3.3] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte avec Yg(M) = 0, telle
que (M, g) n’a pas de champs de vecteur de Killing conforme non trivial. Soient ensuite T une fonction sur
M et # 0 un TT-tenseur. Supposons que I’équation (1.55) admette une ou deux racines positives. Il existe
o > 0 tel que, pour tout € € (0,¢¢), le systeme (1.7) avec o = €5 admet au moins une solution (p, X ) avec
p>0.

La condition (1.56) a un gros avantage : elle est indépendente du choix de & ! C’est donc dans ce cas
qu’il est le plus aisé de mettre en place la méthode HNT :

Théoréme 1.5.8. [9, Théoréme 4.4] Soient (M, g) une variété compacte avec Yy (M) = 0 et T une fonction
telle que I'inégalité (1.56) soit satisfaite. Alors, il existe € = (M, g,T) tel que si

lollzz <e, o #£0,
il existe (au moins) une solution (yp, X)) aux équations de contrainte conforme (1.7).

11 serait intéressant de regarder comment se comporte 1’équation (1.55) sous un changement conforme
(g ~ wN ‘zg, o~ 1[1‘20, T = T), et, en particulier, de voir si ces changements préservent le nombre de
racines positives de 1’équation (1.55). Ce point n’est pas évident. En effet, Xy dépend de maniere non-
triviale de la métrique g dans une classe conforme donnée.

L’intérét de cette question est tester la covariance conforme des équations de contrainte conformes.
Remarquons en effet que les méthodes GN et HNT produisent des solutions dont le volume Vol(¢™~2g)
tend vers zéro avec le parametre \. Peut-on affirmer que ce sont les seules solutions de volume petit ? Plus
exactement,

Question 1.5.9. Est-ce que I’affirmation suivante est vraie :
Il existe Vp > 0 tel que si A > 0 est suffisamment petit, les seules solutions (, X ) du systeme (1.30)
satisfaisant Vol(™N"2g) < V; sont celles données par le théoréme 1.5.7.

Un exemple particulier dans lequel il serait simple numériquement d’étudier si le nombre de solutions
a I’équation (1.55) varie sous une transformation conforme serait de prendre une varété (M, g) plate com-
pacte (ces variétés sont également appelées variétés de Biberbach) de dimension 3 choisie de sorte que
g n’admette pas de champ de vecteur de Killing (conforme). Ces variétés admettent un tore plat comme
revétement fini, ce qui permet soit de les trianguler facilement (en utilisant une triangulation du tore inva-
riante sous les automorphismes de revétement), soit d’envisager des méthodes spectrales. Les transforma-
tions conformes peuvent alors étre encodées en utilisant les équations du “conformal thin sandwich” (voir

[ D.

D. Maxwell a déja donné un exemple montrant que la méthode conforme n’a pas de bonnes propriétés
de covariance conforme dans [ ], cependant, 1’exemple correspond a un cas tres dégénéré et est (a
mon sens) noyé dans ce gros article, ce qui fait qu’il n’a pas obtenu I’attention qu’il mérite.

1.6 Un résultat de non-existence

Nous présentons finalement le résultat de I’article [5] en collaboration avec M.Dahl et E. Humbert dans
lequel nous nous intéressons a la non-existence de solutions aux équations de contrainte conforme. L’idée
de cet article est considérer, non pas le systeme original (1.7) mais un systeme un peu différent :

_4(n-1)

-1
A +Scal p = —n—7-2<pN‘1 +lo+LX|2p N1,
n-2 n

(1.57)
AL X =ap™¢,

dans lequel a est un parametre réel et £ est un champ de vecteurs sur M. Le principal intérét de remplacer
dt par a€ dans le systeme (1.7) est de pouvoir imposer a £ de ne jamais s’annuler (ce qui suppose que la
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caractéristique d’Euler- Poincaré de la variété M est nulle) et donc permet d’estimer || ;v en fonction de
|LX| > par |

-5 Jerxdn = [ (gaux)=a [ ViR,

d’ou on tire 1
a (inf[¢[*) /J.\/Icde,ug < §||}LXHL2 ILE| 2

Cette estimée va dans le sens inverse du sens que nous avons utilisé jusqu’a présent (estimer supérieurement
ILX en fonction de ™). Le résultat principal de [5] est le suivant :

Théoreme 1.6.1. [5] Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, 3 < n < 5 de
caractéristique d’Euler-Poincaré nulle, avec Scal < 0, Scal # 0, T une fonction strictement positive sur M
et o un TT-tenseur. Alors il existe ag > 0 tel que, pour tout a > ay, le systeme (1.57) n’admet pas de solution.

La preuve de ce résultat n’est pas tres éclairante. Elle est basée sur une suite d’estimations pour ¢ et
X en fonction de a qui, mises bout-a-bout, donnent une contradiction des lors que a est assez grand. Des
cas de non-existence de solutions et de non unicité pour le systeme des équations de contrainte conformes
(1.7) sont donnés dans les deux articles de C. Nguyen [ , ] et rendent en grande partie caduc ce
résultat.
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2.1 Présentation des variétés asymptotiquement hyperboliques

2.1.1 DP’espace hyperbolique

Avant de nous embarquer dans la jungle des variétés asymptotiquement hyperboliques, prenons un peu de
temps pour rappeler quelques notions fondamentales sur 1’espaces hyperbolique. Ceci nous permettra, en
particulier, de fixer les notations que nous utiliserons par la suite. De maniere assez intrigante, il n’existe
pas de description canonique de cet espace (contrairement a I’espace euclidient ou a la sphere). Nous aurons
besoin par la suite des trois définitions suivantes.

Soit R™! I’espace de Minkowski, c’est & dire R"*! muni de la forme quadratique
n=—(dz®)? + (de*)? + - + (dz™)>.
Une premiére définition de I’espace hyperbolique est alors
H = {(2% 2", .. a™) e RV = (2°)? + (2')? + -+ (2™)* = -1, 2” > 0}

C’est donc une des deux composantes connexes de 1’hyperboloide a deux nappes munie de la métrique
induite. Ce modele permet de voir simplement que le groupe des isométries de 1’espace hyperbolique est
0O1(n, 1), le sous-groupe du groupe orthogonal de 7 préservant I’orientation en temps. Une variante lorent-
zienne de la formule de Gauss-Codazzi permet de voir que cet espace est a courbure (sectionnelle) constante
-1.

La deuxieéme définition se déduit de la premiére par une projection stéréographique. Soit po = (-1,0,...,0)
le “sommet” de la seconde nappe de I’hyperboloide. Définissons la projection

T:H" - R"”
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de la maniére suivante. Pour tout p € H", tragons la droite reliant po a p. Elle coupe 1’hyperplan {z° = 0}
(que nous identifions a2 R™) en le point 7 (p). Un calcul simple donne

1 n
x x
ﬂ(xo,xl,...,m"):( .. )

204177 2041

et w est un difféomorphisme entre H" et la boule unité B;(0) de R™. La métrique poussée en avant par 7
sur B1(0) est donnée par
1-|o?\

ou ¢ est la métrique euclidienne sur R™. C’est le modéle de la boule conforme de Poincaré.

Enfin la troisieme définition de 1’espace hyperbolique est obtenue en utilisant une transformation de
Mobius du modele de la boule : Soit f : B1(0) - R?, avec R = {(z1,...,2,) € R®, 21 > 0}, la fonction
définie par

1|z 2z
Horeson) = (= e
oll nous avons noté & = (x2,...,2,). On voit alors que f est un difféomorphisme et que I’image de

la métrique b du modele de la boule est donnée par f.b = I%(S. Ce modele est celui du demi-espace de
Poincaré. '

Nous noterons (H", b) I’espace hyperbolique ou plus exactement la classe d’isométrie des trois espaces
que nous venons d’introduire. Nous travaillerons principalement dans le modele de la boule conforme.

2.1.2 Définitions

Contrairement au (relatif) consensus qui semble reigner sur la définition des variétés asymptotiquement eu-
clidiennes, la terminologie autour des variétés asymptotiquement hyperboliques ne s’est pas stabilisée. La
raison en est, sans doute, qu’il existe de nombreuses définitions “tres inéquivalentes” de variété asympto-
tiquement hyperbolique suivant qu’elles incluent des infinis conformes différents de la sphere ronde ou non.

La terminologie que nous allons utiliser est celle des articles de J. Lee (voir par exemple [ , D.
Soit M une variété compacte a bord. On note dM le bord de M et M I’intérieur de M si bien que M est
une variété non-compacte deés lors que dM # @& (ce que nous supposerons par la suite).

On appelle fonction définissante pour OM toute fonction p : M — R de classe C*° (ou du moins
suffisamment réguliere pour I’application considérée) telle que

e p20sur Metp(0)=0M,
* 0 est une valeur réguliere pour p, autrement dit dp(p) # 0 pour tout p € M.

On dit qu’une métrique g sur M est C'P-conformément compacte, | > 2, 3 € [0,1), si la métrique
G = p?g s’étend en une métrique C*# sur M. Remarquons ici que nous imposons que (I’extension de) §
soit une métrique sur M, autrement dit qu’elle soit non-dégénérée sur tous les points de M.

Si 7 est un 2-plan de T,,M avec p € M et X,Y ¢ m deux vecteurs orthonormés pour g (X = p X,
Y = p~'Y orthonormés pour g), les courbures sectionnelles sec, (g) de 7 pour g et sec, (g) sont reliées par

secr(g) = p?secr(g) + p [Hessp(Y, X) + Hessp(Y, ?)] - |dp|§.

C’est une conséquence directe de la formule de transformation conforme de la courbure (voir par exemple
[ , Equation (1.1.3)] ou [ , Théoreme 1.159]). En particulier, cette formule montre qu’au voisi-
nage de 0M, on a

secr(g) = ~|dp[2+ O(p). (22)

Autrement dit, la courbure sectionnelle de g tend vers une constante lorsqu’on s’approche d’un point de 0 M .
Nous dirons donc qu’une métrique g est C-#-asymptotiquement hyperbolique si g est C*#-conformément
compacte et si la courbure sectionnelle de ¢ tend vers —1 lorsqu’on s’approche de 0 M, c¢’est-a-dire si

|dp|% =1 surdM.

On montre que si g est C%-asymptotiquement hyperbolique, g est compléte et si r désigne la distance
un point donné (ou plus généralement a un compact K) de M, il existe une constante C' > 0O telle que

Clp<e™<Cp.
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L’ asymptotique (2.2) s’écrit donc, de manicre intrinseque
secr(g9) =-1+0(e™). (2.3)

Il est & noter que si p; et p2 sont deux fonctions définissantes pour 0, il existe une fonction f > 0 telle

que
p2=fp1.

Les deux métriques g, = pig et G, = pag sont donc conformés I’une a I'autre : g, = fg; En particulier,
les métriques induites sur dM le sont également. C’est I’'un des intéréts majeurs des variétés asymptoti-
quement hyperboliques : leur étude fournit de précieux renseignements sur la géométrie conforme de 0 M,
c’est I’idée de départ des travaux de C. Feffermann et R. Graham [ ] (et de tout leur développement).
Nous renvoyons a [ ] pour une introduction a ce vaste sujet.

Cependant, les métriques asymptotiquement hyperboliques apparaissent aussi dans d’autres contextes,
en particulier en relativité générale ol elles modélisent :

* des hypersurfaces de Cauchy asymptotiquement hyperboloidales dans des vairétés asymptotiquement
simples (autrement dit, des hypersurfaces de Cauchy pour lesquelles | K — g|, — 0 a I'infini),

* des hypersurfaces de Cauchy asymptotiquement maximales (|/|; — 0 a I’infini) dans des espaces-
temps asymptotiquement anti-de Sitter (voir la section 2.4 pour la définition de 1’espace d’anti-de
Sitter).

Il est a remarquer, dans ces deux cas, que I’infini conforme correspond & un infini spatial (ou une
partic de S* dans le cas d’une surface de Cauchy asymptotiquement hyperboloidale, voir [ ] pour la
définition de §*) et qu’il n’est donc pas accessible & un observateur dans 1’espace-temps. Ceci motive donc
I’introduction d’une définition intrinséque de variété asymptotiquement hyperbolique ne faisant intervenir
que (M, g). C’est I’objet de la section 2.2.

2.1.3 Espaces de fonctions

Afin de pouvoir énoncer les résultats précis concernant les solutions des équations aux dérivées partielles
elliptiques, nous devons définir des espaces de fonctions adaptés a la géométrie des variétés asymptotique-
ment hyperboliques. Les deux premieres classes d’espaces (de Sobolev et de Holder) sont décrits en détail
dans I’article de J. Lee [ , Chapitre 3]. Nous avons introduit la troisieme classe avec A. Sakovich dans
[15]. Cette classe est a mi-chemin entre les deux premieres dans le sens ou elle décrit des fonctions ayant
une régularité locale de type Sobolev, mais un contrdle global de type Holder.

Dans toute cette section, nous nous donnerons (M, g) une variété C'-%-asymptotiquement hyperbolique
avecleN,l>2et5€[0,1).

Définition 2.1.1. Soient k € N, k < I, p € [1,00) et 6 € R. Soit F un fibré géométrique sur M. On définit
I’espace Wf’p(M, E) comme I’ensemble des sections u € I'(E) telles que

k ) s 1/p
lulyrr =3 ([ [V uPo ™ dt) < co.
8 i=0 \I M

C’est un espace de Banach.

Cette premiere famille d’espaces, bien qu’importante et simple a définir n’est cependant pas adaptée
pour contrdler la décroissance des fonctions. Par exemple, une section u € I/Vé]C P(M,E) se comporte,
moralement, a I’infini, en o( p®*™/?) (pourvu, du moins, que kp > n (pour que Wf’p(M, E)c L (M, E)).
Cette estimation est cependant fausse (voir par exemple [ , Section 2.2]). Pour palier a cette difficulté,
on introduit deux autres classes d’espaces.

Avant cela, nous devons introduire des cartes locales particulieres sur M appelées cartes de Mobius dans
[ , Chapitre 2]. Choisissons tout d’abord un nombre fini de cartes (€2, ®), avec ® = (p, 01, ---, 6™ 1),
sur M de sorte que leurs domaines de définition 2 recouvrent 0A/. Complétons cet atlas en ajoutant un
nombre fini de cartes dont les domaines de définition sont précompacts dans M (i.e. n’intersectent pas
0M). Soit B, la boule hyperbolique centrée en (1,0,--+,0) et de rayon r dans le modele du demi-espace
de H™. Si pg € M est dans I'image réciproque d’une des cartes (€2, P) que nous avons choisies, py =
! (po,05-++,057"), nous définissons une carte de Mobius ®; : ®,! (B,.) - B, sur un voisinage de po
par

) (p):(p(p) el(p)_eé en_l(p)_eg_l).
re po Po o Po

Nous pouvons maintenant introduire les deux derniéres classes d’espaces.
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Définition 2.1.2. » Espaces de Sobolev locaux a poids : Soient k € N, 0 < k < I, p e [1,00) et € R.
L’espace de Sobolev local a poids X (’; P(M, E) est I’ensemble des sections u € I'(M, E) telles que
we WP (M, E) et telles que la norme

loc

(@07

Jull xr0 = sup p™(po)
s poeM Wk.p
est finie.

* Espaces de Holder a poids : Soient k € N, k > 0, et a € [0,1) tels que k + o < I+ 3, et € R. L’espace
de Holder a poids C’?’a(]\/l , E) est ’ensemble des sections u € I'(M, E) telles que u € C’IIZ: et telles que

la norme
-5 I
o = d
ez = sup 7o) |((25,)7) ]
est finie.
Les propriétés des espaces de Sobolev et de Holder a poids sont décrites dans [ , Chapitre 2]. Les

espaces de Sobolev locaux a poids ont été introduits dans [ 15, Section 2]. Ils sont bien adaptés a 1’étude des
équations elliptiques non-linéaires sur les variétés asymptotiquement hyperboliques car ils permettent un
contrdle asymptotique de la solution mais ne requierent pas d’estimée a priori C%“. Le théoréme suivant
est sans doute 1’un des plus importants dans I’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques sur une
variété asymptotiquement hyperbolique :

Théoreme 2.1.3. , Théoréme C] et [ 15, Théoréme A.1] Soit (M, g) une variété C'-P -asymptotiquement
hyperbolique de dimensionn > 2, avec l > 2, et 0 < 8 < 1. Soit E — M un fibré géometrique sur M. Sup-
posons que P: C° (M, E) - C® (M, E) est un opérateur différentiel elliptique formellement autoadjoint
d’ordre m, 0 < m <l et qu’il existe un compact K c M et une constante positive C' telle que

lulz2 < C | Pullrz pour tout uwe C° (M~ K, E). 2.4
Soit R le rayon indicial' de P.
e Sil<p<ooetm<k<lalorsextension naturelle
P:WP(M,E) - Wy ™ (M, E)
est Fredholm si et seulement si |0 + ”le -1 <R.
e SikeNetace(0,1)satisfont m < k + o <+ 8 alors Iextension naturelle
P:C¥*(M,E) - Cy™*(M, E)
est Fredholm si et seulement si |0 — "1 < R.
e Sil<p<ooetm<k<lalors Uextension naturelle

k, k-m,
P:XFP(M,E) > X} (M, E)

est Fredholm si et seulement si |0 — "% < R.

Pour chacune des extensions de P que nous venons d’introduire, si elle est de Fredholm, son indice est nul
et son noyau est égal au noyau L? de P.

2.2 Existence de compactification conforme

Nous allons voir ici que la notion de variété asymptotiquement hyperbolique s’éloigne finalement assez peu
de la notion (définie en 2.2.4) de variété dont la courbure sectionnelle tend vers —1 a I’infini dés lors qu’une
hypothese supplémentaire (interdisant les comportements de type cusp) est imposée :

Définition 2.2.1. Soit (M, g) une variété complete non compacte. Une partie compacte K de M est appelée
partie essentielle si

1. le bord 0K de K est lisse,

ILe rayon indicial s’ obtient par un calcul décrit dans [ ]
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2. secg <Osur M \ K,

3. K est totalement convexe, ¢’est-a-dire si pour toute géodésique v : [a,b] - M telle que y(a),v(b) €
K,ona~([a,b]) c K.

Cette notion a été introduite dans [ ]. Le résultat suivant [ , Lemme 2.5.11] donne un critére
pratique pour I’existence d’une partie essentielle :

Proposition 2.2.2. Soir (M, g) une variété compléte non compacte. Alors (M, g) admet une partie es-
sentielle si et seulement s’il existe une partie compacte K de M et une application f : M — R telles
que

1. secy <0 sur M \ K,
2. f est propre (I'image réciproque de tout compact de R est un compact),
3. Hessf20sur M\ K.

Ce critere s’ applique notamment si (M, g) est une varété asymptotiquement hyperbolique, au sens défini
dans la section 2.1.2, en prenant f = 1/p, ce qui montre que les variétés asymptotiquement hyperboliques
admettent des parties essentielles. De méme si (M, g) est de Cartan-Hadamard (i.e. simplement connexe
et a courbure sectionnelle négative, voir [ 1), le critere s’applique avec f = dg4(po, )2 avec pg € M
quelconque.

L’existence d’une partie essentielle K permet un controle strict sur la géométrie a 1’extérieur de K :

Proposition 2.2.3. | ] Soit (M, g) une variété compléte non compacte admettant une partie essentielle
K. Notons 3 = OM le bord de K et N. X le fibré normal sortant a X. Alors I’application exponentielle

exp: N, X - M~ K
est un difféomorphisme.
Nous pouvons maintenant introduire le principal objet de cette section :

Définition 2.2.4. Soient (M, g) une variété compléte non compacte et a > 0. On dit que (M, g) est asymp-
totiquement localement hyperbolique (ALH) d’ordre a0 si

1. (M, g) admet une partie essentielle K,
2. [secg +1| = O(e™ "), avec r = dg (-, K).
Une réponse affirmative a la question suivante permettrait de justifier pleinement la terminologie :

Question. Obtient-on une définition équivalente si I’existence d’une partie essentielle est remplacée par
une minoration sur le rayon d’injectivité ?

Maintenant que nous avons défini une classe qui possede de bonnes propriétés, nous devons définir ce
qui va jouer le role de 0 M dans la définition d’une variété asymptotiquement hyperbolique :

Définition 2.2.5. [ 1 Soit (M, g) une variété complete non compacte. On appelle bord a I’infini, I’en-
semble des rayons géodésiques 7 : [0, 00) — M non bornés quotienté par la relation d’équivalence

1 ~ Y2 ssi dg (71 (t),v2(¢)) est bornée sur [0, o).

Cette définition de bord a I’infini est tout a fait adaptée au cadre que nous venons de définir, c’est
le contenu de la proposition suivante. De plus, si (M, g) est C*-asymptotiquement hyperbolique, il est
relativement aisé de voir que M (oo) s’identifie a 0 M.

Proposition 2.2.6. [ ] Si (M, g) est asymptotiquement localement hyperbolique et K une partie
essentielle de M, I’application exponentielle définit une bijection naturelle entre ¥ = 0K et M (o) en
associant a tout point p de X la classe d’équivalence du rayon géodésique normal sortant a X en p.

Les propositions 2.2.3 et 2.2.6 permettent de construire une variété compacte 4 bord M de la maniére

suivante. Définissons la fonction
p = e o),

La proposition 2.2.3 montre que 1’application exponentielle définit un difféomorphisme

MK =% x[0,00)
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ol la composante radiale (dans [0, c0)) est la distance r = d,(K,-) a K. En utilisant la fonction p au
lieu de r, on obtient un difféomorphisme M ~ K ~ ©x (0,1] qu’on peut prolonger en une bijection
(M N K) UM(o0) ~ X x [0,1] ot un point p € M (o0) est identifié au point (p,0) € X x [0,1] avec
p 'unique point de 3 dont le rayon émanant est dans la classe d’équivalence p (Proposition 2.2.6). Ceci
définit une structure de variété a bord sur

M = M u M (o0).
Posons maintenant g := p?g. Deux questions se posent alors :
1. Quelle est la régularié de g ?
2. Dans quelle mesure la structure de variété ainsi définie dépend du choix de la partie essentielle ?

Ce sont ces deux questions que nous avons étudiées dans les articles [1, 10]. Le résultat principal de [ 1]
est le suivant :

Théoréme 2.2.7. [/] Soit (M, g) une variété asymprotiquement localement hyperbolique d’ordre a > 0.
Alors, si, de plus,
[VgRlg =0(e™"), (AH1)

ona

e Si0<a<1, M est munie d’une structure de C*%-variété independante de K, et q s’étend en une
métrique C* sur M.

e Sia =1 M est munie d’une structure de C'“*-variété independante de K, et g s’étend en une
métrique C*° sur M, pour tout b € (0,1).

e Sia>1, M est munie d’une structure de C*'-variété independante de K, et g s’étend en une
métrique C' sur M.

Supposons de plus que
ViR = O(e™"), (AH2)

ona

e Sil<a<2, M est munie d’une structure de C*% ‘-yariété independante de K, et G s’étend en une
métrigue C12~1 sur M.

e Sia =2 M est munie d’une structure de C*"-variété independante de K, et G s’étend en une
métrique C1° sur M, pour tout b € (0,1).

e Sia > 2 M est munie d’une structure de C*'-variété independante de K, et g s’étend en une
métrique C11 sur M.

La preuve de ce résultat repose principalement sur 1’étude du comportement asymptotique des solutions
du systeme de Riccati suivant pour la métrique g et la seconde forme fondamentale des lignes de niveau de
r= dg (K ) )

: C oY _
80506 + SQ,YS B - _Raoﬁ(),

509a6 = ngryS’yﬁ

ou nous avons utilisé I’indice 0 pour désigner la coordonnée “radiale” r et les lettre grecques pour désigner
les coordonnées de Fermi sur les lignes de niveau X, de la fonction d,(K,-). Ces coordonnées sont ob-
tenues en choisissant une carte locale sur X et en étendant les coordonnées z# ainsi définies en imposant
g(dr,dz*) = 0. Ce type de systéme de coordonnées est souvent trés utile pour faire des calculs asympto-
tiques. Nous renvoyons le lecteur a [ ] pour plus d’information.

Il est cependant connu que les résultats de régularité optimaux de la métrique (sous des hypotheses sur
le tenseur de Ricci en particulier) sont obtenus non pas dans des coordonnées géodésiques, comme nous
venons de le faire, mais dans des systémes de coordonnées harmoniques (voir par exemple [ ]) etqu'un
controle W*=2P sur le tenseur de Ricci implique un contrdle W*? sur la métrique (modulo un contrdle sur
le rayon d’injectivité). L’ objet de I’article [ 1 0] est de construire ces systemes de coordonnées.

Nous devons donc modifier notre fonction p ainsi que notre définition des coordonnées tangentielles.
La construction de la fonction p est relativement aisée :
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Lemme 2.2.8. [/0, Lemme 2.7] Soient (M,g) une variété asymptotiquement localement hyperbolique
d’ordre a > 0 et K c M une partie essentielle. Soit b < a, 0 < b < 2. Il existe une unique fonction t sur M
telle que

At = nt,
t=e" + O(e(l_b)r),
avecr=dgy(K,-).

Nous pouvons maintenant poser p := 1/t. Pour les coordonnées tangentielles, la construction est plus
délicate :

Lemme 2.2.9. [/0, Proposition 4.1] Sous les hypothéses du lemme précédent, pour tout Dy € M (oo), il
existe un voisinage D ¢ M de Pet des fonctions (y',. .. ,y" 1) sur D telles que, pour touti € {1,... ,n-1},

Ay' =0,
(dt,dy") = O(p"),
et telles que (p,y',...,y"" 1) forment un systeme de coordonnées sur D.

Ceci nous permet, dans une large mesure de donner un résultat analogue au théoreme 2.2.7 sans les
hypotheses (AH1) et (AH2) sur les dérivées covariantes de la courbure :

Théoréme 2.2.10. [/0, Théoréme 1.1] Soit (M, g) une variété asymptotiquement localement hyperbolique
d’ordre a > 0. En utilisant les systéemes de coordonnées construits précédemment, on a que

1. Si0<a <1, il existe un atlas sur M pour lequel la métrique G est de classe C.
2. Sil<a<2, il existe un atlas sur M pour lequel la métrique g est de classe CY* pour tout j1 < a — 1.

La preuve de ce résultat (ainsi que du lemme 2.2.9) est assez technique. Nous renvoyons donc le lecteur
curieux a I’article originel [10]. Signalons que le cas a > 2 est traité dans 'article [ ] : si’on impose
de plus I’hypothese (AH1), il existe un atlas sur M pour lequel la métrique g est C>%~2 (en supposant
2<a<3d).

Question. Les résultats que nous présentons ici s’inscrivent naturellement dans le cadre de la géométrie
conforme. Peut-on remplacer I’hypothese de décroissance de la courbure sectionnelle par une hypothese sur
le tenseur de Weyl (ou le tenseur de Cotton en dimension 3) ?

2.3 Rigidité des variétés asymptotiquement hyperboliques a Ricci mi-
noré

Nous allons maintenant nous intéresser a des résultats de rigidité des variétés asymptotiquement hyperbo-
liques sous des hypotheses sur le tenseur de Ricci. Des résultats analogues pour la courbure scalaire seront
prouvés dans la prochaine section. Historiquement, le premier résultat de rigidité de I’espace hyperbolique
pour la courbure de Ricci est celui de Y. Shi et G. Tian [ ]. Le résultat le plus général est celui de S.
Dutta et M. Javaheri [ ] (voir aussi [ ] pour plus de détails sur certaines preuves) :

Théoréme 2.3.1. Soit (M, g) une variété C>-asymptotiquement hyperbolique de dimension n > 3. Alors,
Si

1. L’infini conforme de (M, g) est la sphére ronde,
2. Ricz-(n-1)g
3. Scal +n(n-1) = o(p?),

(M, g) est isométrique a I’espace hyperbolique.

Dans I’article [12] en collaboration avec D. Ji et Y. Shi, nous avons démontré un résultat dans le méme
esprit (voir les corollaires 2.3.3 et 2.3.4) :

Théoréme 2.3.2. [/2, Théoréme 1.2] Soit (M, g) une variété compléte non-compacte de dimension n > 1.
Supposons que

1. (M, g) admet une partie essentielle K,
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2. (M, g) est Einstein : Ricy = —(n-1)g,
3. la courbure de Weyl W de g satisfait f [WPdp? < oo, avec p € [1, g]z
M

Alors secg+1=0(e™""), avec r = dg(K,").
Avant de commenter les hypotheses de ce théoréme, donnons-en deux applications :

Corollaire 2.3.3. Sous les hypothéses du théoréeme 2.3.2, si (M, g) est simplement connexe a ’infini, alors
(M, g) est isométrique a I’espace hyperbolique.

Corollaire 2.3.4. Soit (M, g, V') une variété statique de dimension n > 6, ¢’est-a-dire telle que la métrique
v = =V2dt? + g soit solution des équations d’Einstein

. Scal”
Ric),, - v = Agu
avec A = —@. Supposons que (M, g) contienne une partie essentielle K, que V est une application

propre et que

/ VIR + K dpf < oo,
M

ott on a noté K le “tenseur de courbure constante +1” : Kijr1 = Gikgji — Girgjk- Alors (M x R,~) est
isométrique a l’espace d’anti-de Sitter, ¢’est-a-dire que g est la métrique hyperbolique et V est une fonction
lapse (voir la définition 2.4.19).

La preuve des deux corollaires consiste a vérifier (pour 2.3.4) que les hypotheses du théoréme 2.3.2 sont
satisfaites puis 2 utiliser les théorémes de la section précédente pour voir que (M, g) est conformément
compacte et finalement appliquer ensuite le résultat idoine de rigidité ([ , Théoréme 5.1] pour le
corollaire 2.3.3 et [ ] pour 2.3.4.

La preuve du théoréme 2.3.2 est basée sur des estimées L2-asymptotique de type Poincaré sur le tenseur
de Weyl pour prouver que W € W22 puis sur I’utilisation d’un principe du maximum pour [W/|. En effet,
le tenseur de Weyl d’une variété d’Einstein satisfait 1’équation

AW jpr = ~2(n - D)Wy — 2041, (2.5)
avec

Qabcd = Babcd - Bbacd + Bacbd - Bbcad7

Baped = Wlajbwicjm
un terme quadratique en W (voir par exemple [ 1], cette équation dérive du calcul du laplacien du tenseur
de Riemann, voir [ ]). C’est Iutilisation du principe du maximum pour |W| qui conduit a un résultat
non optimal (on comparera par exemple la méthode de [ ] basée sur cette idée et celle de [ ] basée

sur la construction d’une paramétrix) et fait que ce résultat, qui devrait &tre vrai en toute dimension n > 5
n’est démontré que pour n > 7.

2.4 Masse des variétés asymptotiquement hyperboliques

Dans toute cette section, nous allons adopter une notion plus restrictive de variété asymptotiquement hyper-
bolique et ne regarder que le cas ou I’infini conforme est la sphere ronde. Cette définition est plus proche
de la définition d’une variété asymptotiquement euclidienne. Les notations que nous utilisons ici sont celles
introduites dans la section 2.1.1. Dans toute cette partie, nous ne considérerons que le modele de la boule
conforme de I’espace hyperbolique.

Définition 2.4.1. Soit (M, g) une variété complete non compacte. On dit que (M, g) est fortement asymp-
totiquement hyperbolique d’ordre k € N* s’il existe une partie compacte K c M et un difféomorphisme

i MK — By(0)~ By. (0),
c€(0,1), tel que g = p*>p.g s’étend en une métrique lisse sur B;(0) ~ B;_.(0) avec
g=0+0(p").
Le difféomorphisme ¢ est appelé carte asymptotique.

L objectif de cette section est de généraliser la notion de masse usuelle d’une variété fortement asymp-
totiquement hyperbolique telle qu’elle est définie dans [ , ] (voir également [ ]). Nous
reviendrons plus longuement sur cette masse dans la section 2.4.3 car c’est elle qui est la plus intéressante
des points de vue géométrique et physique.

2Remarquons ici que le résultat dans le cas p = % n’apparait pas dans 1’article car postérieur, la preuve n’est pas encore publiée.
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2.4.1 Isométries asymptotiques

Nous allons définir des masses pour les variétés fortement asymptotiquement hyperboliques et étudier
quelques propriétés de la masse usuelle. L'une des propriétés fondamentales de la masse est qu’elle se
transforme bien sous les changements de carte a I’infini ¢. C’est la propriété de covariance que nous allons
décrire.

Nous allons uniquement nous intéresser ici a la géométrie asymptotique des variétés fortement asymp-
totiquement hyperboliques. Pour cela, nous n’allons plus considérer de variétés, mais plutdt regarder les
métriques au travers des cartes a I’infini. Introduisons quelques définitions :

Définition 2.4.2. On appelle voisinage de I’infini toute partie V' c H" telle que H™ \ V' est un compact de
H". On note N, 1’ensemble des voisinages de 1’infini.

Définition 2.4.3. Soit £ € N*. On définit I’ensemble
Gy ={(U,g), U € N, g métrique sur U telle que g := p°g € C™°(U U S1(0)) avec [g - 3|5 = O(p*)}.
Gg est muni de la relation d’équivalence suivante :
(U1, 1) ~ (Us, g2) si et seulement s’il existe Uz € N, Us ¢ Uy N Us tel que g; = g sur Us.

On note Gy, = Gg | ~ I’ensemble des classes d’équivalence. Les éléments de Gy sont appelés germes de
métriques asymptotiquement hyperboliques.

Il est a noter que cette définition est un abus par rapport a la définition usuelle des germes (voir par
exemple [ ]). Nous allons maintenant définir une notion qui correspond au changement de carte asymp-
totique dans la définition 2.4.1 :

Définition 2.4.4. * On appelle difféomorphisme asymptotique toute paire (U, ), avec U € N, et ¢ dif-
féomorphisme de U sur son image, modulo la relation d’équivalence

(U1, 1) ~ (Us, p2) si et seulement s’il existe Us € Noo, Uz c Uy N Uy, tel que @1 = @ sur Us.

* Soit g € G. On définit
I*(g) = { difféomorphisme asymptotique tel que @, g € Gr}.
Les éléments de I* (g) sont appelés isométries asymptotiques de g.

¢ Nous définissons finalement

IF* = { difféomorphisme asymptotique tel que () — |5 = O(p*1)}.

Les éléments de I(’)‘chl sont appelés difféomorphismes asymptotiques a l’identité.

Le premier théoréme que nous énongons ici est une réécriture de résultats antérieurs de P. Chrusciel et
G. Nagy [ ] puis de P. Chrusciel et M. Herzlich [ ] (voir également [ D:

Théoréme 2.4.5. [3, Théoreme 2.11]

* L’ensemble I*(g) ne dépend pas du choix de g € G, et il est muni d’une structure de groupe pour la
composition.

o L’ensemble I¥™* est un sous-groupe distingué de I*(g).

e On a une suite exacte courte scindée
1 — 15 =5 15(g) > 0y(n 1) — 1.

La preuve de ce résultat est basée sur la preuve du théoreme 2.2.7. L’idée étant de montrer qu’un
élément ¢ de 1¥(g) s’étend de maniere réguliere a la sphere S;(0) ot il définit une isométrie conforme, i.e.
un élément de O4(n, 1). C’est cette isométrie qui donne ().

Un point crucial de la preuve du théoréme 2.4.5 est contenu dans la proposition 2.4.7 suivante. Définis-
sons avant une classe d’éléments de GGy, qui vont jouer un rdle important par la suite :
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Définition 2.4.6. Soit g € G. On dit que g est transverse si g satisfait
gijx’ = bijal,

autrement dit si g(°V|z|,-) = b(°V|z|?,-) avec °V le gradient pour la métrique euclidienne. On note G
I’ensemble des éléments transverses de G.

Cette condition est similaire au choix d’une fonction définissante géodésique qui apparait naturellement
dans I’étude des variétés asymptotiquement hyperboliques (voir par exemple [ ]). L’intérét de cette

classe de métriques est qu’elle est transverse a I’action de I(’f” :

Ik+1

Proposition 2.4.7. [3, Proposition 2.7] Etant donné g € Gy, il existe un unique ¢ € Iy tel que .g soit

transverse. @ est appelé difféomorphisme de redressement de g.

La preuve de cette proposition requiert I’ utilisation de techniques analogues a celles utilisées pour mon-
trer I’existence d’une fonction définissante géodésique (voir par exemple [ ]) et présente donc le pro-
bleme de perte de régularité que nous avons mentionné dans la section 2.2. C’est pour cela que nous avons
dd nous limiter aux variétés C'*°-conformément compactes.

Une conséquence de la proposition 2.4.7 est la suivante :

Proposition 2.4.8. [3, Proposition 2.12] L’action de 1*(g) sur Gy, induit une action de Oy(n,1) sur G¥.
Remarquons deux points importants ici :
1. L’action de O4(n, 1) sur G} n’est pas affine.

2. Il n’existe pas de topologie naturelle sur G ni sur G, ¢’est un fait général pour les limites inductives
(voir par exemple [ D.

Pour remédier a ces problemes, nous devons ne pas nous concentrer sur les germes de métriques asympto-
tiquement hyperboliques mais sur les jets :

Définition 2.4.9. Etant donné [ > k, on définit sur Gf la relation d’équivalence ~; suivante :

g1 ~1 92 < [g1 ~Gals = O(p" ).
On note le = G% / ~1 ’ensemble des classes d’équivalence.

L’ ensemble le est a comprendre comme 1’ensemble des [ + 1 — k premiers termes non triviaux dans le
développement asymptotique des métriques asymptotiquement hyperboliques :

9=p"(0+gm)P" + gesry 0"+ + gayp' + O (1))

Puisque nous ne regardons que les €léments de Ty, les tenseurs g(;) sont des 2-tenseurs symétriques sur
S1(0) et s’identifie donc au produit cartésien de | + 1 — k fois Sym,(.51(0)), d’ot la proposition suivante :

Proposition 2.4.10. [3, Théoreme 2.18] L’ensemble le est muni d’une structure d’espace de Fréchet et
d’une action naturelle de Oy(n, 1) (projetée de celle de la proposition 2.4.8). Cette action est continue (au
sens de la topologie forte d’opérateur’ et linéaire tant que | < 2k.

Nous verrons par la suite que, dans les masses que nous allons définir, seul le premier terme non trivial
dans le développement asymptotique de g € G, importe. Nous 1’appelerons le tenseur de mass aspect par
extension de la défintion classiquee (voir [ ]). Nous le noterons systématiquement m.

Proposition 2.4.11. [3, Proposition 2.16] Soient g € Gy un germe de métrique asymptotiquement hyper-
bolique et § = p.g la métrique transversalisée (voir la proposition 2.4.7), alors si m est le premier terme
non-trivial dans le développement asymptotique de g,

g=p2(6+p"'m+0(p")),

le premier terme non trivial de G dans son développement asymptotique est m avec

zoxb
~ a a
Mij = Mij — MigT T; — Ma;x"T; + mabT[(k - Dz + 0]
3yoir [ s ] : si F est un espace de Fréchet, I’espace L£(F') n’est en général pas muni d’une structure d’espace de

Fréchet.
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2.4.2 Covariants de type masse

Nous avons maintenant un cadre pour définir les covariants de type masse :

Définition 2.4.12. Soit V' une représentation de dimension finie du groupe O;(n,1). Un covariant de
type masse pour I’ensemble des métriques fortement asymptotiquement hyperboliques d’ordre k est une
application ® : G, — V telle que :

1. ®(b) =0.
2. Pour tout g € G et tout ¥ € I¥(g),ona
O(V-g) =m(T)-2(g).
Autrement dit ® entrelace I’action de ¥ (g) sur Gy, et celle de O4(n, 1) sur V.

3. Tl existe [ > k telle que ® se factorise via 77,

Gy ——2—— Vv
=

i P

ol IT}, est la “projection” de Gy, sur T}F.

4. L application affine ¢ est continue et entrelace I’action de O;(n, 1).

Classification

Avant d’énoncer le résultat principal de 1’article [3], nous devons introduire deux notations :
Définition 2.4.13. [3] Pour tout p € N*,

1. Notons H,, I’ensemble des polyndmes homogenes de degré p et harmoniques sur R™1!:

Hy = {PER[XO,XI,...,X"],Phomogéne de degré p, DP:O}.

2. Notons ensuite W, I’ensemble des tenseurs de Weyl polynomiaux de degré p sur R™1!, autrement dit
I’ensemble des 4-tenseurs W,,,,,g dont les coefficients sont des polyndmes homogenes de degré p sur
R™1 et satisfaisant les identitées suivantes :

Wypap = —Wyvas (antisymétrie du premier bloc),
Wiwga = ~Wyvag (antisymétrie du second bloc),
Wasuww = Wivas  (symétrie par I’échange des deux blocs),
Wiwas + Waapy + Wygva =0 (premiere identité de Bianchi),
OaWyvgy + 08Wopmya + 0y Wihvas =0 (seconde identité de Bianchi).

Chacune des représentations H,, et W, est réelle et irréductible pour I’action de O;(n, 1). Cependant,
lorsque n = 3, les représentations WV, se décomposent en deux représentations irréductibles pour I’action de
SO;(n, 1), c’est la généralisation du fait, bien connu, que I’ensemble des tenseurs de Weyl se décompose
en deux représentations (complexes) irréductibles de SO(3,1) par I’action de 1’étoile de Hodge (voir par
exemple [ D.

L’espace H( n’est constitué que des fonctions constantes, alors que H; contient les fonctions coordon-
nées sur R™1! (la condition OP = 0 étant trivialement satisfaite si P est un polyndme de degré 1). Nous
pouvons maintenant énoncer le résultat principal de [3] :

Théoreme 2.4.14. [3, Théoremes 4.2, 4.4 et 4.5, Proposition 5.1] Si ® : G, — V est un covariant de type
masse (au sens de la définition 2.4.12) pour k € N*, alors ® ne dépend que du tenseur de mass aspect (i.e.
se factorise via T,f ) et appartient a 'une des deux familles ci-dessous (a un coefficient de proportionalité

pres) :
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¢ MASSES CONFORMES : k2n—-1,V =Hp_p.1 et
c . k *
Qp Ty > Hiopnr
est donné par

Z(g)(P):/Sl(o)tr”(m)P(l,ml,...,x")du"

on o est la métrique ronde sur S1(0) et 2, ..., x" sont les fonctions coordonnées sur R™ restreintes
a S1(0).

e MASSESDEWEYL :k2n+1, V=W, 1et
W .k *
Oy Ty = Wina
est donné par

o (W)= [ W (e e ), di”

o e, = (1,2',...,2™) est le vecteur de genre lumiére sortant a S1(0) et W est évalué au point
(1,2t,...,2™).

Nous ne donnerons pas d’éléments sur la preuve de ce résultat qui utilise une bonne dose d’algebre, nous
nous contenterons de quelques remarques. Les dimensions des représentations H,, et YW, sont données par

diIan:(ern_Q)M 1”+1(p+”)(p+1)(p+n+2)(2p+n+3)

, dimW, = -
p p+3

n-1 2n-1 p+n

et croissent donc polynomialement en p et n. Il est également possible de calculer la signature de la forme
quadratique invariante sur chacune de ces représentations :

-2, o -(207)
p+1)(p+n+2)(p+n p+1)(p+n+2)(p+n)’

(n-1)(p+n) \p+3 (n-1)(p+n) \p+3

ceci montre que ces représentations ont une structure beaucoup plus compliquée que celle de R™!.

n+(Wp):%(n2+(n+1)p+3)( ),n_(Wp):%(np+4n+p)(

Covariants et invariants

Il serait intéressant d’avoir plus d’information concernant ces représentations, en particulier de pouvoir
calculer explicitement 1’anneau des invariants de ces représentations :

Définition 2.4.15. Soit V' une représentation de O;(n,1). On appelle anneau des invariants de V' le sous
anneau Inv(V') de C[V'] formé par les polyndmes invariants sous ’action de O;(n, 1) i.e.

Inv(V) = {PeC[V]|V¥(h,v) e O4(n,1) xV, P(h™"-v) = P(v)}.

On appelle série de Hilbert de Inv(V') la série

Hy(t) =Y. dit"
k=0

avec dy, = dim (Inv(V) nC,[V]) la dimension de I’ensemble des polyndmes invariants homogenes de
degré k.

L’intérét de ’anneau des invariants serait de pouvoir passer de covariants (sous I’action de O4(n, 1)) a
de vrais invariants et donc éliminer totalement la dépendence vis-a-vis de la carte a I’infini.

Des méthodes générales existent pour trouver Inv(V') (basées sur des méthodes de bases de Grobner,
voir par exemple [ ]) mais sont inopérantes pour les représentations qui nous intéressent car leur di-
mension est trop importante. Le calcul de la série de Hilbert (qui se ramene a calculer le coefficient constant
dans le développement de Laurent d’une fraction rationnelle en [ variables, | = ["T“J étant le rang de
O4(n, 1), voir [ ]) s’avere déja étre un exercice difficile de calcul formel méme pour n = 3. Signalons

cependant 3 cas particuliers :

1. Hg est une représentation de dimension 1, donc triviale.
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>

tro trs trpe1

FIGURE 2.1 — Représentation graphique des invariants de la proposition 2.4.16.

FIGURE 2.2 — Représentation de la forme quadratique invariante.

2. H, s’identifie a I’espace de Minkowski (c’est son dual), I’anneau des invariants est engendré par la forme
quadratique (duale) de Minkowski.

3. H5 correspond a I’ensemble des formes quadratiques (de trace nulle) sur R™!. L’ensemble des formes
quadratiques définies positives forme une partie Zariski-dense de H et il existe, pour chacune de ces
formes quadratiques, un représentant de leur orbite qui est diagonal. On démontre alors le résultat sui-
vant :

Proposition 2.4.16. L’anneau des invariants de Ho est C[tra, ..., tr,.1] o try, : Ho — C est défini par
try(P) = tr £(P)*
ou £(P) est I'application linéaire définie par

n(z, ((P)(y)) =p(z,y) Ya,yeR™

avec p la forme bilinéaire symétrique associée a P.

La proposition 2.4.16 suggere la généralisation suivante. Restreignons-nous aux représentations H,,.
Les éléments de H, peuvent étre vus comme des p-tenseurs symétriques de trace nulle. Nous pouvons
engendrer des invariants de #,, considérant les contractions totales d’un certain nombre g de copies d’un
élément de H,. Nous pouvons coder une telle contraction par un multigraphe régulier a ¢ sommets et de
valence p *. Par exemple, les invariants de la proposition 2.4.16 sont donnés par les graphes de la figure 2.1.
La forme quadratique invariante est représentée par la figure 2.2.

L’énumération des graphes réguliers est un probleme résolu algorithmiquement de maniere satisfaisante
(voir par exemple [ 1). Nous pouvons définir I’algébre abélienne libre G, sur les multigraphes p-
réguliers connexes. Nous venons de voir qu’il existe une application

U, : G, —> Inv(H,).

Question. 1. Est-ce que I’application ¥, est surjective ? Si elle I’est, peut-on décrire son noyau (autrement
dit, généraliser, au moins dans des cas simples, les formules de Newton voir par exemple [ n?

2. Est-ce qu’une description similaire existe pour les représentations WV, ?

Définition dans un cadre plus général

Le point de vue que nous avons adopté jusqu’a présent sur les variétés fortement asymptotiquement hyper-
boliques imitait la définition de X. Wang [ ]. 11 existe une autre maniere de définir la masse d’une
variété asymptotiquement hyperbolique qui est I’analogue de la définition usuelle de la masse d’une variété
asymptotiquement euclidienne (voir par exemple [ ]). Elle a été donnée par P. Chrusciel et M. Herzlich
dans [ ]. Le cadre général que nous présentons ici est di a B. Michel [ ].

4c’est ici qu’intervient la restriction a H,p, les indices des éléments de H,, sont permutés par I’action du groupe symétrique et sont
donc indiscernables.
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Définition 2.4.17. Soit M = I'(Symj (T'M)) I’ensemble des métriques riemanniennes sur une variété M.
On appelle opérateur de courbure sur M tout opérateur

C:M->T(FE)
ou E est un fibré naturel sur M tel que

1. (LOCALITE) Il existe r > 0 tel que C se factorise en une application C réguliere préservant la base entre
le fibré des r-jets de métriques et le fibré F/

C:J"(M,Symy(TM)) - E

C=ColJ,avec J,: M - J"(M,Sym3(TM)) I’application qui, 2 une métrique, associe son 7-jet en
chaque point de M. (on consultera par exemple [ ] pour une introduction aux jets).

2. (COVARIANCE) Si ¢ : M — M est un difféomorphisme, on a, pour tout g € M,
©+C(g) = C(p+9)-

3. (NORMALISATION) C(b) = 0.

Cette définition inclut bien évidemment les opérateurs de courbure classiques (tenseur de courbure de
Riemann, de Ricci...) pour peu que ceux-ci soient renormalisés pour satisfaire C(b) = 0. Pour la propriété
de covariance, on pourra éventuellement se limiter au cas des difféomorphismes isotopes a I’identité pour
inclure, par exemple, le tenseur de Cotton-York.

Placons-nous maintenant sur un voisinage de ’infini, par exemple V = B;(0) ~ B;_.(0). Soit DC;
le linéarisé de C en b € M. Notons DCZ son adjoint L2-formel, c’est-a-dire tel que pour toute section
h € T'(Sym,(V)) et toute section a support compact v € I'.(E), on a

[ DG @) ki = [ (v, DCy(0))odt

autrement dit
(v, DCy(h))y = div, U(v, h) + (DCJ (v), h)s (2.6)

pour un certain champ de vecteur U(v, ) dépendant de maniere bilinéaire en v et h. Notons L¢ = ker DC; ,
remarquons que le groupe O;(n, 1) agit de maniere naturelle sur cet espace par push forward. Siv € L, la
formule (2.6) devient

(v, DCy(h))p = divy, U(v, h) 2.7

Choisissons maintenant h = e := g — b pour g une certaine métrique (asymptotiquement hyperbolique dans
un sens a préciser par la suite). On a

{v,C(9))o = (v, DCy(e))s + (v, Q(€))p = divy U(v, €) + (v, Q(e))s (2.8)

avec Q(e) = C(g) - DCp(e) un certain objet dépendant de maniére au moins quadratique en e et ses
dérivées. En supposant que (v,C(g))s, (v, Q(e))p € L, on peut définir alors une charge totale’ :

me(v.g) = lim [ b(U(v,e),v)an’

ol S, est la sphere de rayon r dans B;(0) (centrée en un point quelconque) et v son vecteur unitaire
normal sortant pour la métrique hyperbolique b. Supposons que, pour tout g € G, les charges totales sont
bien définies pour tout v € L¢. On a alors le résultat suivant ([3, Lemme 6.3]) : pour tout g € G, et tout
pel®(g),

me (v, +9) = me(m(p) v, g).

En particulier, si on choisit V une sous-représentation de O4(n, 1) de dimension finie dans L¢, I’application
® : Gy — V* définie par g — me(+,g) est un des covariants de type masse que nous avons classifiés
précédemment.

L’intérét principal de cette nouvelle définition de charge totale est qu’elle requiert des hypotheses beau-
coup plus faibles sur la métrique g que 1’appartenance a un Gy, :

Sremarquons que g n’est défini a priori qu’en dehors d’un compact de H™, I’hypothése faite ici caractérise donc le comportement

asymptotique de ces deux fonctions.
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Définition 2.4.18. On dit que (M, g) est W; "P_fortement asymptotiquement hyperbolique s’il existe un
compact K c M et un difféomorphisme ¢ : M ~ K — B1(0) \ B1_.(0) tel qu’il existe C' > 0 tel que

C < p.g<Cb

et tel que

k
by () Pl ps g
\Y * -b d < o0.
/;1(0)\31_5(0) [zZO| (SD g )|b p L

Plus généralement, pour tous les espaces de fonctions sur 1’espace hyperbolique tels que nous les avons
définis dans la section 2.1.3, il est possible de définir une notion de variété fortement asymptotiquement hy-
perbolique de la maniére suivante (nous prenons ici 1’exemple des espaces de Holder) : On dit que (M, g)
est une variété Cg’o‘—fortement asymptotiquement hyperbolique s’il existe un compact K c M et un difféo-
morphisme ¢ : M N\ K — B1(0) \ B;_.(0) tel qu’il existe C' > 0 tel que

C'b < p.g<COb

et tel que, si x est une fonction de troncature, avec x = 0 sur By_y./3(0) et x = 1 sur B1(0) \ By_.3(0), et
si e = x(p+g —b) est étendu par zéro sur B;_.(0), on a

ee C?’Q(H”, Sym, (H™)).

Nous pouvons donc obtenir une nouvelle définition du covariant de type masse associé a une repré-
sentation V' de Oy(n,1) pour peu qu’il existe un opérateur de courbure C tel que V' c L¢. Or, on connait
la décomposition isotypique de chacun des espaces de sections des fibrés naturels sur H' car ce sont des
représentations induites [3, Propositions 6.6 et 6.9]. La proposition 6.12 de [3] montre alors qu’il suffit de
prendre une combinaison linéaire judiscieuse de 2 opérateurs de courbure scalaires (par exemple Scal et
AScal pour les masses conformes) pour pouvoir donner une définition de type charge totale de tous les
opérateurs de type masse que nous avons construits. Nous renvoyons le lecteur a [3, Section 6] pour plus de
détails.

Dans la prochaine section, nous allons détailler cette construction dans le cas particulier de la masse
standard. Ce cas est, sans doute le plus simple. Pour les autres représentations et pour les opérateurs de
courbure que nous construisons, les espaces L¢ sont de dimension infinie.

Question. * Comment se singularise la représentation V' dans I’espace L¢ ? Dans [3, Remarque 6.15], nous
montrons qu’il est possible, pour la représentation Hy d’utiliser le formalisme de Palatini de la relativité
générale (voir par exemple [ , Appendice E]) pour singulariser V. Est-il possible d’étendre cette
construction en utilisant des formalismes de Palatini d’ordre supérieur (par exemple pour des théories
de la gravité modifiée comme les théories de Lovelock [ 1) ? Une autre maniere de voir les choses,
plus systématique, serait de voir ¥V comme un groupe de cohomologie d’une certaine suite de Bernstein-
Gelfand-Gelfand sur S7(0) (voir par exemple [ ], on peut également envisager des structures plus
compliquées tels des bicomplexes) étendu a H"™.

Par exemple, la représentation standard R™! de O;(n,1) peut étre vue comme ker(IL) n ker(d) c
A1(S1(0)) avec L I’opérateur de Killing conforme défini en (1.3) et d : A*(S1(0)) - A%(S1(0)) la
différentielle extérieure.

* Peut-on construire des familles canoniques de métriques associées a chacun des invariants de type masse
que nous avons construits, de maniere analogue aux métriques d’anti-de Sitter—Schwarzchild naturelle-
ment associées a la masse classique ? L’idée serait de comprendre la structure de L3 (H", Sym,(TM))
comme représentation de O;(n, 1) (Cet espace de 2-tenseurs symétriques est 2 comprendre ici comme
les variations infinitésimales de métriques au voisinage de la métrique hyperbolique) pour comprendre “a
quoi se couple chacun des covariants de masse”. On peut alors penser (trés naivement) que la représen-
tation W (non-semisimple mais indécomposable car elle possede la représentation de dimension finie V'
comme quotient) a laquelle se couple le covariant de type masse peut étre décrite comme une convolution
d’un certain espace de fonctions avec une certaine fonction GG. Dans le cas de la masse standard, un tel G
correspondrait a un espace de Kottler de masse infinitésimale.

2.4.3 La masse de Wang—Chrusciel-Herzlich

Concentrons-nous maintenant sur la masse conforme avec k = n, autrement dit ® : G,, — R™!. Cest
cette masse qui présente le plus d’intérét en relativité générale car elle encode “I’énergie du champ de
gravité” ainsi que le centre de masse de la métrique (voir par exemple [ ]). Un panorama détaillé sur
la masse est donné dans [ ]. Dans toute cette section, nous ne considérerons que des variétés fortement
asymptotiquement hyperboliques au sens de la définition 2.4.18. Pour définir la masse, nous aurons besoin

de I’espace des fonctions dites lapses :
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Définition 2.4.19. Soit
N ={V:H" > R,HessV = Vb}

I’ensemble des fonctions lapses sur 1’espace hyperbolique. Cet espace est de dimension n + 1 et engendré
par Vioy, V1), - - -, V(n) avec, dans le modele de la boule

1+ |z 22! 22"

V(O):l—i|x|2’ (1):1_7|x|2,---7v(n)=m-

Ces fonctions s’identifient, via la projection stéréographique, aux restrictions des fonctions coordonnées sur
R™1! a I’hyperboloide.

Définition 2.4.20. Soient (M, g) une variété Wll/’g -fortement asymptotiquement hyperbolique et ¢ : M ~

K — B;_.(0) une carte a I’infini. Supposons de plus que la courbure scalaire de ¢ satisfait

fM VioylScal +n(n —1)|du? < oo

(ol nous identifions V(o) & V) o ¢ et I’étendons & M de maniére arbitraire). Notons e = . g —b. La masse
de (M, g) pour la carte  est I’application linéaire H : N - R donnée par

Hy (V)= liH% ]S © (V(divbe —dtr’e) + (tr* e)dV - e(V'V,")) (vr) dp”
r— (0

avec v, le vecteur unitaire normal sortant 2 .5,.(0) pour la métrique b.

Dans le cas particulier ot g € G (définition 2.4.6), on a les formules suivantes qui lient la définition de
[ ] et celle de [ ]:

H7 (Vo) = (4 DB (X = (1) [ ()

HY(Vigy =(n+ D@ (g)(XY) = (n+1) [3 ( )xi tr7(m)dp®  Vie{l,...,n}.
1(0
Le premier résultat concernant la masse est le théoreme de la masse positive :

Théoreme 2.4.21. [ , ] Soit (M, g) une variété W(;1 ’Z-fortement asymptotiquement hyperbo-
lique avec 6 = 1/2. On suppose de plus que M est spin et que

Scal > -n(n-1), [M VioylScal +n(n - D)|dpb < oo.

Alors le vecteur de masse est de genre temps et orienté vers le futur :

HE (Vi) > \‘ i(Hf(wi>>>2

sauf si (M, g) est isométrique a H" auquel cas H7 (Vioy) = HY (V1)) == HZ (V()) =0.

L’hypothese M spin peut étre remplacée par dim M < 8, voir [ , ].

Nous allons maintenant nous intéresser aux variétés asymptotiquement hyperboliques qui sont conformes
a la métrique hyperbolique en dehors d’un compact K avec Scal = -n(n — 1) sur M \ K. Ces métriques
possedent un comportement asymptotique bien contr6lé. Elles sont de plus denses dans le sens suivant :

Proposition 2.4.22. [7, Proposition B.1] Soit (M, g) une variété C>“-asymptotiquement hyperbolique
avec « € (0,1) er 7 > 0. Supposons de plus que Scal? € L*(M,R) et Scal’ > —n(n - 1). Alors, si
¢ : M~K - B1(0) N\ B1_:(0) est une carte a Iinfini, pour tout § > 0, il existe R € (1 —¢€,1) et une
métrique Ar sur M tels que

* Ar-gl, <e;

* 0. \g est conforme a b en dehors de Br(0), i.e. p. g = UN"2b avec U — 1 a infini ;

« Scal*® > —n(n—1) et Scal®* = —n(n — 1) sur By (0) ~ B(0).

Supposons de plus que T > %5 et [, (Scal? +n(n—1))V(oy du? < co. On peut imposer alors en plus que
[H2" (Viay) = HE(Viay)| < €

pour tout i =0,...,n.
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Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, introduisons une derniere notation. On dit qu’une
carte a I’infini est équilibrée si
HP (Vi) =--=HZ(V,)=0.
Il est facile de voir, en utilisant la covariance de la masse sous les changements de carte a I’infini, que c’est
une condition sur ¢ uniquement et qu’une telle carte existe toujours. La masse est alors donnée par

1

m = mﬂw(vo). (2.9)

Nous allons maintenant prouver un analogue asymptotiquement hyperbolique d’un résultat de D. Lee
[ ] que nous avons démontré dans un travail en collaboration avec M. Dahl et A. Sakovich [7]. Défi-
nissons tout d’abord une classe particuliere de variétés asymptotiquement hyperboliques :

Définition 2.4.23. Pour tout Ry € (0, 1), désignons par A(Ry) la classe des 4-uplets (M, g, ¢, U) tels que

* (M, g) est une variété riemannienne compléte qui est asymptotiquement hyperbolique pour le difféo-
morphisme ¢ : M ~ K - H" \ Bg,(0);

e Scal? > -n(n-1), et Scal’ = —n(n—-1) sur M ~ K ;
* U est une fonction positive sur H" \ Bg, (0) telle que U — 1 a I'infini et p, g = UV 2b;
* La carte a I’infini ¢ est équilibrée ;

* Le théoreme de la masse positive est satisfait pour toutes les métriques asymptotiquement hyperbo-
liques sur M.

Le résultat que nous allons décrire donne une forme de stabilité pour le théoreme de la masse positive :
Théoréme 2.4.24. Soit Ry € (Ro, 1) et € > 0. Il existe une constante 6 > 0 telle que
|U-1]<ee™
sur H" \ Bg, (0) pour tout (M, g, p,U) € A(Ry) dés lors que m9 < 0.

La preuve du théoréme 2.4.24 procede en plusieurs étapes. Le schéma est le méme que dans [ et
s’inspire de la preuve du cas d’égalité de la masse positive de [ ]. Cependant chacune des étapes s’avere
plus compliquée et technique dans le cas asymptotiquement hyperbolique que dans le cas asymptotiquement
euclidien.

La premigre est de se ramener au cas des métriques a courbure scalaire constante Scal? = —n(n - 1).
Pour cela, nous montrons que le facteur conforme qui transforme la métrique g en une métrique a courbure
scalaire constante® peut étre uniformément contr6lé sur By (0) \ Bpg, (0) par la différence des masses des
deux métriques (ou plus exactement par la composante H,(V|)) des vecteurs de masse) :

Proposition 2.4.25. [7, Proposition 3.6] Etant donnée (M, g, p,U) € A, il existe une unique fonction
positive w sur M telle que § = wN~2g est fortement asymptotiquement hyperbolique & courbure scalaire
constante Scal? = -n(n—1). La métrique § a une masse m? < m?. De plus, pour tout p > n/2 il existe une
constante C > 0 indépendente de (M, g, p,U) telle que

sup |U—(7| < C’(mg —m’-‘j)l/p7
H"\Bpg,

avec U = Uw.

Cette réduction s’avere intéressante pour obtenir des estimées dans la seconde partie de la preuve.
Introduisons maintenant la classe réduite A (R ) des 4-uplets (M, g, ¢, U) € A avec g a courbure scalaire
constante Scal? = —n(n - 1). 1l suffit maintenat de montrer le théoréme 2.4.24 pour les élements de Ag =
Ao (Ro).

L’idée de base est d’appliquer le théoreme de la masse positive & une certaine famille a un parametre
de métriques. Pour cela, nous modifions g sur un anneau en une famille de métriques g5 de (voir I’équation
(2.11)) puis nous opérons une transformation conforme a g5 pour la ramener en une métrique a courbure
scalaire constante Scal > —n(n — 1) a laquelle nous pourrons alors appliquer le théoréme de la masse
positive.

Donnons-nous cing constantes R(, R}, Ry, R}, R} telles que

Ro<R{<R{ <Ry <Ry<Ry<1,

la construction repose sur les deux lemmes suivants :

SPour I’existence de ce facteur conforme, nous renvoyons le lecteur a la section 2.5.1.
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Lemme 2.4.26. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout (M, g, p,U) dans la classe A, on a

1

—<U<C

C
sur B1(0) N Bry (0). De plus, la fonction U — 1 est contrélée en norme C** sur ce méme ensemble
indépendamment de (M, g, p,U) pour tout k € N, a € (0,1).

Lemme 2.4.27. [7, Lemme 3.7] Soit (M, g, ,U) € A. Il existe une unique fonction V9 sur M solution de
I’équation
AV =nV (2.10)

telle que V9 ~ V(o). De plus, V9 — V() est contrélé en norme Cs’_oi sur B1(0) ~ Bpy indépendamment de
(M,g,p,U) pour tout k €N, a € (0,1).

Posons maintenant .y
.. g Hess" VY
T:=Ric - ——,

Va

avec Ric’ = Ric? + (n—1)g la partie sans trace du tenseur de Ricci de g et Hess'V = Hess? V - V g la partie
sans trace de la hessienne de V. Il s’avere que le tenseur V97 est le gradient de la fonctionnelle masse en
(M, g) dans la classe Ag(RY).

Choississons ensuite une fonction  telle que

0 sur Bry(0),
x=41 sur BRfl(O) \Ber(O),
0 sur Bl(O) N\ BR’l’7
et définissons la métrique
gs =g+ sxT (2.11)

avec s dans un certain voisinage de 0.
Nous allons maintenant transformer conformément les métriques g5 pour avoir des métriques a courbure
scalaire constante :

Lemme 2.4.28. [/, Lemme 3.8] Il existe so > O tel que, pour tout s € [—sg, so] et tout (M, g,p,U) € A,
ona
- S s < 2
29 9: g
et
|Scal’s + n(n-1)<n-1.

De plus, pour tout s € [—sq, so] il existe une unique fonction positive ps sur M telle que la métrique
. N-2
)\S =Py Js

soit a courbure scalaire constante —n(n — 1). La fonction o satisfait

(n 1 )1/(N2) n+1\/(N-2)
— SPs < ( ) .

n n

Les fonctions s, s € [—s0, S0, sont contrdlées en norme C’f;’_al sur B1(0) N Bg, (0) indépendamment de
(M, g,p,U) pour tout k €N, a € (0,1).

Pour V' = V{q, posons H(s) = H, ;‘S (V') la composante temporelle de la fonctionnelle de masse, ce
1
2(n-1)wn-1
H(0). Par la suite, nous allons noter les dérivées par

qui donne une borne supérieure 2 la masse : m™ <

1
2(n-1)wp-1

H(s). Puisque les coordonnées a I’infini
sont équilibrées pour g , on am9 = m*° =
rapport a s avec un point.

Lemme 2.4.29. [7, Lemme 3.9] L'application s ~ H(s) est une fonction de classe C?. De plus, il existe
une constante A indépendente de (M, g, p,U) € Ay telle que

|H(s)| < A.

Dans le lemme suivant, nous montrons que H (0) est relié & la norme L? de Ric™ - %Hesng sur un

£

anneau, et peut donc s’interpréter comme une mesure de la “non-staticité” de la métrique g sur cet anneau :
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Lemme 2.4.30. [/, Lemme 3.10] Soit (M, g,p,U) € Ag. Alors, avec les notations précédentes, on a

. ossV 9
Ricg B HessV
V9

2
H(0)=foVg ’ dp?.

Ce résultat marque une différence fondamentale avec le cas asymptotiquement euclidien. En effet, dans
ce cas, la fonction V' qui apparait’ est la fonction constante 1. La variation de la masse est alors simplement
proportionnelle au carré de la norme L? du tenseur de Ricci de g.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 2.4.24. Supposons tout d’abord que g est a courbure
scalaire constante. En appliquant la formule de Taylor & H(s) sur I'intervalle, (—sg, So), on a

H(s) = H(0) + sEI(0) + fos(s _OH(b)dt
< H(0) +sEH(0) + A fos(s —tydt
<H(0) +sH(0) + §52.

En supposans que le théoreme de la masse positive a lieu pour toutes les métriques asymptotiquement
hyperboliques sur M, ona H(s) > 2(n - 1)w,_1m>: > 0 pour s € (-5, S). Par conséquent,

: A
0< H(0)+sH(0) + 532.

2s2 e et .
Supposons que H(0) < %, nous pouvons écrire I’inégalité précédente avec s = — 2Héo). On obtient

alors

H(0) < \/2AH(0) = \/4A(n — 1)w,_1m9. (2.12)

Soit € > 0 arbitraire. Montrons par 1’absurde qu’il existe § > 0 tel que, pour tout (M, g,p,U) € Ag avec
une masse m9 <, on a
sup U-1|<e.
B1(0)\Br, (0)

Dans le cas contraire, il existerait une suite (Mp, g, ¥k, Ux) d’éléments de Ay tels que my, = m9 tend
vers 0 alors que |Uy, — 1| 2 . On peut alors construire, en regardant la limite d’une sous-suite, des fonctions
Uoo et Voo sur Bl(O) AN BR6 (O)

La métrique go. := UY ~2b est 4 courbure scalaire constante et V,, est solution de I’équation A=V, =
nVs. Toutes deux satisfont les estimées des lemmes 2.4.26 et 2.4.27. De plus,

sup  |Us —1]2€. (2.13)
H»\ B, (0)

La métrique g, a une masse nulle par la continuité de la masse en fonctionde U — 1 € X?’p (M,R).
Le lemme 2.4.30 combiné avec I’estimée (2.12) et appliqué a (M, gk, ¢k, Uy ) donne I’inégalité

f ngk
M

pour tout k. En passant a la limite, on trouve alors

2
dp* € \/4A(n - Dwp_1myg

9k

o g ~HessV 9k
Ric’ - —
VIr

o 2
> ge HessV9>
f VI [Ric?™ - 2SSV T = o,
B1(0) By (0) V9 g
- g HessV9> . o o . .
Donc Ric™ ™ = Ve sur Br: (0) ~ B Rg(O). Puisque U et V> sont des fonctions analytiques, cette

égalité a lieu sur tout B1(0) \ B R, (0). La proposition A.4 de [7] permet de montrer que go, coincide (sur
son domaine de définition) avec une métrique d’anti-de Sitter-Schwarzchild (voir la définition (2.15) dans
la section suivante). Comme elle a une masse nulle, on en déduit que g., est la métrique hyperbolique donc
que Us = 1, ce qui est en contradiction avec (2.13).

7ou plus exactement qui n’apparait pas...
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2.4.4 L’inégalité de Penrose

Une des principales conjectures concernant la masse d’une variété asymptotiquement hyperbolique est la
suivante :

Conjecture (Conjecture de Penrose asymptotiquement hyperbolique). Soit (M, g) une variété a bord com-
plete de dimension n et fortement asymptotiquement hyperbolique Supposons que le bord (intérieur) ¥ de
M est une surface minimale et qu’aucune surface minimale compacte séparante S ne contienne X (i.e. que
>’ ne soit pas incluse dans la composante bornée de M ~\ S). Alors la masse m de g satisfait I’inégalité

suivante L B
1 3\ 3\t
W(u) +(||) | o1
2 Wn-1 Wn-1

avec wy-1 le volume de la sphere unité SPL et || 1a (n-1)-aire de X. L’égalité a lieu si et seulement si
I’extérieur de X est isométrique a un espace d’anti-de Sitter-Schwarzchild).

Les espaces de Kottler (ou d’anti-de Sitter-Schwarzchild) sont des solutions statiques a symétrie sphé-
rique des équations d’Einstein avec une constante cosmologique A négative normalisée a —@ (voir
[ , Chapitre 6] pour la définition d’une métrique statique). En dimension n, ces métriques sont para-
métrées par leur masse m :

2m dp?
YAdS-Schw = — (1 +p° - pn=2 ) dt* + ﬁ +p’o, (2.15)

pn2
avec o la métrique ronde sur la sphére S, Une étude des sections spatiales de ces métriques est donnée
dans 1’appendice de 1’article [7].

L’inégalité de Penrose asymptotiquement euclidienne a été établie par G. Huisken et T. Ilmanen dans
[ ] en dimension 3 avec une surface Y connexe, puis, consécutivement, par H. Bray dans [ ] dans
le cas général d’une surface minimale ¥ non nécessairement connexe et en dimension 3 < n < 7.

Les deux preuves sont basées sur des flots : celle de Huisken-Ilmanen sur le flot de la courbure moyenne
inverse, c¢’est donc la surface 3 qui évolue, alors que la preuve de Bray utilise un flot conforme ad hoc que
nous détaillerons par la suite.

L’inégalité (2.14) est notoirement difficile 2 démontrer. A. Neves a montré dans [ ] que le flot de
la courbure moyenne inverse ne permet pas de conclure. Avant de tenter d’adapter la méthode de Bray,
mentionnons un cas particulier.

L’espace H" x R muni de la métrique b + V(%)dt2 est isométrique 2 H™*!. Si  est un ouvert de H" et

f: Q — R est une fonction réguliere, on peut alors voir le graphe de f comme une hypersurface dans H"*!
et considérer la métrique induite. Il se trouve que si €2 est ’extérieur d’un compact, il existe une formule
simple donnant la masse du graphe de f en fonction de données géométriques locales. Ce résultat est une
adaptation au cas hyperbolique d’un article de M. Lam [ ] que j’ai obtenu en collaboration avec M.
Dahl et A. Sakovich [6].

Remarquons, avant toute chose, que les métriques de Kottler, étant a symétrie sphérique, peuvent s’ex-
primer trés simplement comme une métrique induite sur un graphe (voir [6, Section 2.3]).

Proposition 2.4.31. [6, Lemme 2.3 et Proposition 4.1] Soit K un compact de H" a bord régulier. Supposons
que f:H" \ K - R satisfait

Lot + s 1) VG i < o,

alors la masse du graphe de f (muni de la métrique induite par b + V(%)dt2 ) est bien définie et

2 | 7012
H, (V) = f Vioy[Scal + n(n - 1)] Qs+ / HVi) Vioyldf| n
Hr K /1+V(20)|df|2 oK 1+ Vg, ldf[?

avec H la courbure moyenne de 0K pour la métrique b et © ’application qui projette un point du graphe

(z, f(x)) sur x.

En particulier, si  est constante sur chacune des composantes connexes de 0K, avec |df| — oo au
voisinage de 0K, 0K est une surface minimale compacte du graphe de f. Si, de plus la courbure scalaire
du graphe est minorée par —n(n—1), on a

H(V, >f VirH dyi®.
«(Vioy) e VO H du
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Nous voyons donc que nous aurons une estimation de la masse H,(V()) dés que nous avons I’inégalité
de type Alexandroff-Fenchel :

n=2 n
oK\ OK|\"!
Vot > ey () ()7, 216
oK Wn-1 Wn-1
Cette inégalité a été démontrée par L. de Lima et F. Girao dans [ ] dans le cas ou (2 est convexe.
Ces mémes auteurs ont, par ailleurs, démontré des résultats similaires a la proposition 2.4.31 dans [ 1.

Nous obtenons donc

(2.17)

Wn-1 Wn-1

Hy(Vioy) 2 (n = Dwy1 l(IaKI)“ + (W(')M

L article [6] montre alors que 1’égalité a lieu dans (2.17) uniquement lorsque le graphe est celui d’une mé-
trique de Kottler centrée en 0 € B1(0). La preuve suit celle de L. H. Huang et D. Wu dans [ , 1.

Avant de revenir a I’'inégalité de Penrose, il est intéressant de comprendre géométriquement I’intégrale
qui apparait a gauche dans (2.16). Nous allons voir comment le faire apparaitre dans une formule de Steiner
(voir par exemple [ 1). Rappelons, pour cela, que 1’espace d’anti-de Sitter peut étre vu comme R x H"
muni de la métrique

gAdS = —V(Zo)dtQ +b.

Soit v la normale sortante & 0K, alors le vecteur e, = 0; + V(O)z/ est un vecteur de genre lumiere (isotrope)
pour gags et I'intégrale du membre de gauche de 1’inégalité (2.16) est la variation de 1’aire de 0K dans la
direction e,.

De maniere plus rigoureuse, considérons J* ({0} x K') (resp. I* ({0} x K')) I’ensemble des points (¢, )
de I’espace d’anti-de Sitter, ¢ > 0 pour lesquels il existe une courbe causale (resp. de genre temps) reliant
(t,z) 2 un point de {0} x K. Définisons

E*({0} x K) = J*({0} x K) ~ I ({0} x K)

" horizmos futur de {0} x K. Nous renvoyons le lecteur a [ , ] pour des définitions plus précises
de ces différents ensembles. Soit, pour tout g > 0, 0Ky, = E*({0} x K) n{t = to}. Posons u(K,t) =
H" 1 (0Ky, ). u est une fonction réguliere de ¢ pour ¢ > 0 petit. Et on a

d
b _
/OK ViyHap" = - pu(t. K)lrmo. (2.18)

La fonction p peut étre calculée explicitement. Cependant, contrairement a la formule de Steiner, il n’est
pas évident de voir ce qui pourrait jouer le role d’intégrale de quermass :

Lo S6

Question. Existe-t-il une famille de quantités “naturelles” définies en termes de la géométrie extrinseque
de 0K a laquelle appartiennent I’aire de 0K et I’intégrale (2.18) et pour lesquelles il serait possible de
prouver des inégalités de type Alexandroff-Fenchel ?

Revenons maintenant a 1’inégalité de Penrose générale. Le flot de Bray est un flot conforme défini a
partir d’une métrique asymptotiquement euclidienne gy de la maniere suivante. Notons g; la métrique au
temps ¢ > 0, X, la surface minimale compacte la plus extérieure de g, et M, I’extérieur de ;. L’évolution

de g; est alors donnée par
d

=g = v
dtgt t9t

avec vy la fonction harmonique (pour g;) telle que v¢]s;, =0etvy —> 1 a Iinfini.®

Une maniere naive de voir ce flot est de dire qu’il s’agit d’un flot conforme de métriques (i.e. n’importe
quelles deux métriques g;, et g, sont conformes ’'une a I’autre) défini de telle sorte que la surface X,
engloutit petit a petit toute la variété M alors que la métrique g, reste asymptotiquement euclidienne. Il
s’opere alors une sorte de “simplification” de la variété (M, g;). Plus précisément, Bray démontre que

1. Le flot préserve la condition Scal(g;) > 0,
2. L aire de X; est constante au cours du temps,

3. La masse de (M, g;) décroit sous le flot,

8Nous omettons ici volontairement de mentionner que ce flot peut présenter des sauts pour ne pas alourdir I’exposé.
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4. Les métriques de Schwarzchild sont des solitons pour ce flot (i.e. % gt = Lx g, pour un certain champ
de vecteurs X),

5. Apres redimensionnement, les métriques g, convergent vers la métrique de Schwarzchild dont 1’aire
de I’horizon est égale 2 |X;|.

L’inégalité de Penrose asymptotiquement euclidienne (2.14) ainsi que la rigidité dans le cas d’égalité dé-
coulent alors de ces quatre points. Il n’est pas évident de voir comment cette preuve peut s’adapter au cas
asymptotiquement hyperbolique. Le quatrieme point va nous servir de guide. Les métriques de Kottler g ,
sont conformes a un anneau dans R”. Nous voulons qu’elles soient des solitons pour notre flot conforme.
Si nous posons

d
—gr=-V 2.19
dtgf g, ( )

nous avons —V g m = Lx gri,m pour un certain champ de vecteurs X. Autrement dit, X est un champ de
vecteurs de Killing conforme pour la métrique de Kottler, donc un champ de vecteurs de Killing conforme
pour la métrique euclidienne. Le choix le plus simple est alors de prendre X = 70, = 2°0;, le champ de
vecteurs engendrant les dilatations dans R", qui donne Lx gk ,m = -V gx,m avec V la fonction lapse de
I’espace de Kottler.
Ceci suggere que 1’analogue asymptotiquement hyperbolique du flot de Bray doit étre 1’équation (2.19)

avec V la solution de I’équation

A%V =nV,

V=0 surdy,

V ~cosh(r) alinfini.

Cependant, pour les métriques de Kottler, I’anneau correspondant a 1’extérieur de 1’horizon est dilaté ex-
ponentiellement en ¢ dans R™. Les métriques g; ne doivent donc plus étre des métriques sur M, mais
sur un espace plus grand : Si ¢ est une carte a I’infini donnée pour (M, g) nous pouvons définir sur
M = M u (R™~ B;(0)) une structure de variété en étendant la carte

w: M~ K - B1(0)\ B1_.(0)

en une carte
P:M~NKu(R"~B1(0)) >R"~ B;_.(0)

par
o(x) size MNK,

S0(96)_{ x sizeR™ N\ B1(0).

L’idée du nouveau flot est alors d’imposer 4 1’infini conforme de (M, g;) d’étre situé en = e’ ol r désigne
la coordonnée radiale sur R"~! \ B;(0). Sans cette procédure, les métriques g; seraient instantanément
incompletes.

Le flot ainsi défini présente les propriétés 1, 2 et 4 du flot de Bray. La propriété 3 est la plus difficile a
démontrer. Bray la démontre en utilisant 1’astuce de Bunting—ul-Alam [ ] qui repose fortement sur le
fait qu’on consideére une variété asymptotiquement euclidienne. La propriété 5 est une conséquence de la
propriété 3.

Dans notre cas, il est possible de calculer la variation de la masse (plus précisément de H ! (Vo). Des
résultats standards sur les EDPs sur les variétés asymptotiquement hyperboliques (voir [ , 1))
montrent que V' admet une expansion asymptotique de la forme

V = cosh(r) + v_1e” "7 4™ 4+ O (e (T,

avec v_1 et vg deux fonctions lisses sur 'infini conforme S (0). v_; s’identifie (2 une constante pres) a
la trace du mass-aspect de (M, g) et vy est le premier terme formellement indéterminé dans 1’expansion

asymptotique. On a alors

d

S HE (V) = - f dy°.
dt gt( 0) sl(o)vo H

11 faut donc montrer que

f vodp® 20
S1(0)

avec égalité si et seulement si g est une métrique de Kottler. Nous n’avons réussi a démontrer cette inégalité
(péniblement) que dans le cas ou g est a symétrie sphérique.
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2.5 Les équations de contrainte sur une variété asymptotiquement
hyperbolique

2.5.1 Courbure scalaire prescrite

Intéressons-nous tout d’abord a I’équation de courbure scalaire prescrite :

4(n-1 —
- LQ)A@ +Scal ¢ —Scal V1 =0 (2.20)
n—
avec Scal la courbure scalaire de g et Scal la courbure scalaire (prescrite) d’une métrique § = ¢~ 2g a
déterminer. Rappelons ici que N = 2n/(n — 2) avec n la dimension de la variété M.

Cette équation peut étre vue comme un cas particulier de 1’équation de Lichnerowicz (1.11),
4(n-1) n-1, n, A2
—-———Ayp+Scal p = —— —_—

n-—2 g caly n T ¢N+1

avec A = 0, au moins dans le cas Scal < 0 qui est le cas qui nous intéressera par la suite.

Considérons tout d’abord une variété (M, g) asymptotiquement hyperbolique sans bord interne. Re-
marquons tout d’abord que si nous souhaitons que ¢ reste asymptotiquement hyperbolique, nous devons
imposer la condition Scal - —-n(n - 1), voire un comportement asymptotique plus contraignant pour Scal :
si  est C2-asymptotiquement hyperbolique, on a |Scal + n(n - 1)| = O(p). Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 2.5.1. [5] Soient § € (0,n), p > n et Scal une fonction telle que Scal + n(n—1) € Xg’p(]\/[7 R),
Scal < 0 p.p.. Il existe une solution @ >0, pe L®(M,R) al’équation de prescription de courbure scalaire

(2.20) si et seulement si Yg(Z) > 0 avec Z = Scal ' (0) I’ensemble des zéros de Scal et Y,(Z) I'invariant
de Yamabe relatif défini en (1.10).

Ce résultat est une adaptation au cas asymptotiquement hyperboliques de résultats d’A. Rauzy [ ]
etde J. Dilts et D. Maxwell [DM]. La preuve simplifie et donne un éclairage différent sur certains points de
ces articles et corrige certains détails.

Disons quelques mots sur la preuve. Le fait que 1’existence d’une solution a (2.20) implique que
Yy(Z) > 0 est similaire a I’argument donné dans la preuve du théoréme 1.2.3 sur les solutions de I’équation
de Lichnerowicz.

Dans I’autre sens, 1’idée est, comme dans [ s ], de chercher les points critiques de la fonction-
nelle

Iy(u)= | [4(:__21)|du|§ +Scal, ((u+1)*-1) - %s’é’aﬂ ((u+1)N =1) [dp? (2.21)

définie sur W12(M,R) puis de poser ¢ = 1 + u. Remarquons qu’il est nécessaire de “normaliser” cette
fonctionnelle en mettant (u + 1)% — 1 (resp. (u + 1) - 1) dans la fonctionnelle pour prendre en compte le
fait que Scal, Scal — —-n(n - 1) a infini. Ce point est absent dans les cas compacts et asymptotiquement
euclidiens.

Cette fonctionnelle est bien définie si Scal € L™ (M,R) (ce que nous allons supposer dans un premier
temps) et si Scal - Scaly € L?(M,R). Cependant nous voulons introduire des décroissances potentiellement
plus faibles pour Scal - Scal qu’une décroissance L2. Une premiere étape est donc nécessaire :

Proposition 2.5.2. Soit x : R, — [0, 1] une fonction C* telle que x = 1 sur [0,1] et x = 0 sur [2, 00).
Sous les hypothéses du théoréeme 2.5.1, il existe py > 0 et une fonction @ telle que oy — 1 € X(?’p(M, R)
tels que g résout I’équation de courbure scalaire prescrite

_4(n-1)

Scalg, = X(ﬁ) Scal + (1 —X(ﬁ)) Scal
Po Po

A + Scal pg — Scalg, gpév_l =0

avec

la courbure scalaire de la métrque go = <pév 2.

Cette proposition est une conséquence du théoréme des fonctions implicites et du théoreme 2.1.3. En
effet, lorsque pg — 0, on a Scaly, — Scal dans X(?,’p(M,R) pour tout 6’ € (0, 4).

Par construction de la métrique go, Scal — Scalg, € L?(M,R) est a support compact. Remarquons
cependant que cette premiere opération nous a fait sortir Iégerement du cadre des variétés asymptotiquement
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hyperboliques car p?go n’est pas nécessairement conformément compacte avec une régularité au moins C2.
Nous omettrons cette complication technique.

L’idée est alors de considérer maintenant la fonctionnelle (2.21) non pas pour la métrique g mais pour
la métrique go. L’argument est ensuite classique. On démontre que I, est séquentiellement continue pour
la topologie faible sur W12(M,R) (rappelons que la topologie faible n’est métrisable que sur les parties
bornées de W12(M,R)), puis qu’elle est coercive (ce passage est relativement délicat). Un argument de
compacité classique permet de conclure a I’existence d’un minimiseur u; > —1 de I, .

La métrique ¢, = (1 +u1)V"2g; a pour courbure scalaire Scal donc ¢ = ¢o(1 + uq) résout (2.20). La
régularité de ¢ provient alors d’une estimée elliptique standard basée sur le théoreme 2.1.3.

Nous devons finalement lever I’hypothese Scal € L™ (M,R). L’idée est de considérer, pour tout entier
k > n(n - 1), la fonction Scal, = max{Scal, -k} € L*(M,R). On obtient ainsi une suite de fonctions
décroissant vers Scal. Les solutions @y, des équations de courbure scalaire prescrite a Scal, forment une
suite de fonctions positives décroissant vers une fonction ¢, solution de (2.20). La principale difficulté
vient ici du fait qu’il faut montrer que o, # 0. Ceci s’obtient en montrant que les ¢y sont minorées par une
fonction 1) solution de (2.20) dans un voisinage C,, = p~1(0, po) avec po > 0 avec v» — 1 a l'infini et 1) = 0
sur le bord p~t(po).

2.5.2 L’équation de Lichnerowicz

Regardons maintenant 1’équation de Lichnerowicz (1.11) sur une variété asymptotiquement hyperbolique.
La principale raison pour laquelle nous nous sommes intéressés a 1I’équation de prescription de la courbure
scalaire est le résultat d’A. Sakovich suivant :

Théoreme 2.5.3. [ , Théoréme 7.1] Soit (M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique. Alors
I’équation de Lichnerowicz (1.11) admet une solution  telle que @ — 1 a 'infini si et seulement si I’équa-
tion correspondante avec A = 0 (autrement dit I’équation de prescription de la coubure scalaire (2.20) avec
Scal = —%7’2) admet une solution.

Combiné avec le théoreme 2.5.1, nous obtenons alors le résultat suivant qui décrit completement les cas
d’existence de solutions a I’équation de Lichnerowicz :

Théoréme 2.5.4. [5] Soient (M, g) une variété C*-P-asymptotiquement hyperbolique, T et A deux fonctions

sur M telles que T —n, A € C’(I;/;(M, R) avec k entier et « € (0,1), k+ a <1+ S et d € (0,n). Supposons
Scal + n(n—-1) € C(’;’O‘(M, R). Alors, si Yy(Z) > 0 avec Z = 771(0), I'équation de Lichnerowicz (1.11)

admet une unique solution  telle que ¢ — 1 € C’?’Q(M, R).

2.5.3 Les équations de contrainte conforme

Le résultat suivant est 1’application du théoréme 2.1.3 pour I’opérateur Ar. Soit (M, g) une variété asymp-
totiquement hyperbolique, on a :

Théoreme 2.5.5. [ , Théoréme 6.8] Soit (M, g) une variété C'P-asymptotiquement hyperbolique
avec | + 8 > 2. L’opérateur Ay, est un isomorphisme entre les espaces suivants :

n-1 n-1

p 2

. Wf’p(M7TM) _>W(;f—zvp(M7T*M)ysikxeN’2§]{;§l,p€ (1,00), 6 € Ravec |6 +
n+1
2

s

« CYN(M,TM) - O >*(M, T*M), sik e N, k> 2 ae (0,1), k+a<l+f §eR avec
‘ n-1 n+1
06— —| <

2 2

s

n-1 n+1

o XPP(M,TM) - X;2P(M,T*M), sik eN,2< k<l pe(1,00), 5 € Ravec 5_T <5

Nous allons maintenant voir comment adapter la méthode de I’équation limite introduite dans la section
1.4. Ce travail [15] est en collaboration avec A. Sakovich. Remarquons tout d’abord que la méthode HNT
(voir section 1.5) ne s’adapte pas au cas asymptotiquement hyperbolique. En effet, elle consiste a construire
des solutions (¢, X) aux équations de contrainte conforme (1.7) avec o proche de zéro (en norme L*° par
exemple), ce qui est incompatible avec la condition ¢ — 1 a I’infini. La méthode de 1’équation limite, par
contre, s’applique :
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Théoréme 2.5.6. [/5, Théoréme 2.8] Soit (M, g) une variété CYB-asymptotiquement hyperbolique d cour-

o 2
bure scalaire constante —n(n - 1) avecl € N, [ > 2 et 8 € [0,1). Soit o € Xé’p(M7 Sym (M)) un TT-
tenseur, avec p € (n,00), et 6 € (0,n). Supposons de plus que T : M — R est une fonction positive telle que
T-1¢€ Xg’p(M, R). Si I’équation limite

—1 d
AvY =2/ Ly|, <
n T

n’admet pas de solution Y € WY2(M, T M) non nulle pour tout \ € (0, 1], alors I’ensemble des solutions
(0, X) e X2P(M,R)x Xg’p(M, T M) des équations de contrainte conforme (1.7) est non vide et compact.

Si (¢, X) est une solution, on a que  satisfait ¢ — 1 € X?’p(M, R) et X € X(?’p(M, TM).

De plus,

. Siop e XyP(M, SyomQ(M)) et T—n € Xy VP(M,R) pour un certain k € {1,...,1}, alors
Iimporte quelle solution (¢, X) € X2P(M,R) x Xg’p(M, TM) est dans (1 +X§’p(M, R)) x
X(?’p(M, TM), et 'ensemble {(p-1,X)} c X(];"p(M,R) x Xg’p(M, T M) est compact.

. 2
* Sioge Cg_l’a(M, Sym (M))ett-ne Cg_l’a(M,R) pourk > letae (0,1) tels que k+a <1+,

alors n’importe quelle solution (¢,1) € X2P(M,R) x X?’p(M, T M) est dans (1 + CS’Q(M, R)) x
C’(I;’a(M, TM), et ’ensemble {(p - 1,¢)} c C’(;C")‘(M7 R) x C’(I;’O‘(M, TM) est compact.

Remarque 2.5.7. 1. L'hypotheése de courbure scalaire constante permet uniquement d’obtenir la décrois-
sance optimale des solutions a 'infini. Elle peut étre affaiblie en Scal + n(n - 1) € C§_2’a(M ,R).

2. La compacité de I’ensemble des solutions a lieu des lors que 1’équation limite (1.35) n’a pas de solution
non nulle pour A = 1.

3. Les conditions de non-existence de solution a 1’équation limite sont similaires a celles donnés dans la
proposition 1.4.2.
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Résumé

Ce manuscrit présente les travaux de recherche que j’ai conduits depuis ma soutenance de these. Ces travaux
s’inscrivent dans le cadre de la relativité générale et, plus particulierement dans 1’étude des données initiales
pour le probleme de Cauchy. Deux axes se dessinent alors : celui de la construction de ces données et celui
de I’analyse de leurs propriétés géométriques. Cette dichotomie se refléte dans la structure du manuscrit qui
est naturellement divisé en deux chapitres.

Le premier chapitre concerne la construction de données initiales. De maniere tres naive, il s’agit d’un
instantané a un “temps initial” de I’'univers qu’on souhaite décrire contenant toute 1’information sur les dif-
férents champs (gravitationnel, électromagnétique, de matiere(s)...) ainsi que de leur “vitesse”. Une bonne
partie de la difficulté de ce probleme vient du fait qu’il existe des relations, appelées équations de contrainte,
que doivent satisfaire ces champs.

Ce chapitre étudie donc la construction de solutions aux équations de contrainte dans le cadre tres
particulier ou seul le champ de gravitation est présent. Cette restriction est la plupart du temps cosmétique
car elle permet de simplifier les équations tout en gardant les difficultés conceptuelles du probleme. La
méthode utilisée ici est appelée méthode conforme. Elle s’est avérée tres utile pour classifier une classe
particuliere de données initiales (dites a courbure moyenne constante) dans les années 90, mais jusqu’en
2009, peu de choses étaient connues hors de ce cadre, c’est-a-dire pour des données initiales a courbure
moyenne non constante.

Le premier chapitre propose donc un panorama sur les résultats que j’ai obtenus dans la construc-
tion de telles données. Essentiellement deux approches existent pour résoudre les équations de la méthode
conforme.

La premiere que j’ai introduite en collaboration avec M. Dahl et E. Humbert utilise un théoreme de
point fixe de type Leray-Schauder et étudie ce qu’il se passe lorsqu’il y a perte de compacité des solutions
a famille a un parametre d’équations considérée. Ceci conduit a une équation dite limite associée au profil
d’explosion. La non-existence de solution a cette équation assure donc 1’hypotheése de compacité dans
le théoreme de Leray-Schauder, ce qui garantit 1’existence d’au moins une solution aux équations de la
méthode conforme.

La seconde approche consiste a court-circuiter la difficulté a obtenir une estimée a priori et forcer les
solutions a étre “petites”. C’est I’approche de M. Holst, G. Nagy et G. Tsogtgerel (HNT) raffinée ensuite par
D. Maxwell. Avec A. Ngo, nous avons montré comment cette méthode peut se reformuler en un argument
de perturbation au prix d’un résultat Iégérement plus faible, mais néanmoins constructif. Ce nouveau point
de vue permet de tester plus simplement de potentielles extentions de I’approche HNT, ce qui nous a per-
mis, avec C. Nguyen, de montrer qu’elle est plus robuste que ce qui était initialement espéré et s’ applique
notamment dans des cas inaccessibles a la méthode de 1’équation limite.

L’introduction d’une constante cosmologique ou, plus généralement, d’un champ scalaire, modifie en
profondeur les équations de la méthode conforme. Ceci peut conduire, par exemple, a la non-unicité des
solutions de 1’'une d’entre elles, I’équation de Lichnerowicz. Nous avons étudié ce probleme avec P. Chrus-
ciel dans un cas tres symétrique pour lequel 1’équation de Lichnerowicz se réduit a 1’étude d’une équation
différentielle. Il est alors possible d’utiliser des techniques issues de la théorie des bifurcations pour obtenir
une caractérisation complete des solutions en fonction des différents parametres.

Le second chapitre est consacré a un type particulier de données initiales (dites asymptotiquement hy-
perboliques) qui apparaissent dans 1’étude de systemes isolés ou dans les modeles d’univers a constante
cosmologique négative. Nous considérons ici essentiellement des données symétriques en temps, c’est-
a-dire des variétés riemanniennes (avec une seconde forme fondamentale nulle ou proportionnelles a la
métrique).

La premiere question a laquelle nous nous intéressons est d’établir un lien entre la définition usuelle des
variétés asymptotiquement hyperboliques (existence d’une compactification conforme réguliere) et celle,
plus naturelle d’un point de vue géométrique, de variété dont la courbure ressemble asymptotiquement a
celle de I’espace hyperbolique (variété asymptotiquement localement hyperbolique). Sous une certaine hy-



pothese, nous montrons que les variétés asymptotiquement localement hyperboliques admettent une com-
pactification conforme dont nous précisons la régularité.

Nous nous intéressons ensuite a des questions de rigidité : lorsque qu’on impose trop de contraintes sur
une classe d’espaces, seul subsiste I’espace modele, I’espace hyperbolique dans notre cas. En collaboration
avec D. Ji et Y. Shi, nous avons montré qu’'une hypothese sur la courbure de Ricci (variété d’Einstein)
combinée a une hypothese dintégrabilité du tenseur de Weyl conduit a un tel phénomene de rigidité.

Un autre phénomene de rigidité a lieu sous des hypotheses fortes a 1’infini des variétés asymptoti-
quement hyperboliques combinées a des hypotheses sur la courbure scalaire. Ceci conduit a la notion de
masse d’une variété asymptotiquement hyperbolique. Dans des travaux en collaboration avec M. Dahl et
A. Sakovich, nous avons montré que la masse controle, du moins dans une certaine classe de variétés
asymptotiquement hyperboliques et dans un voisinage de I’infini, I’écart entre la métrique et la métrique
hyperbolique.

Une inégalité dite de Penrose et encore conjecturelle stipule que la masse est minorée par une certaine
fonction dépendant de I’aire de 1’ensemble des trous noirs présents dans 1’univers. Dans un second travail
en collaboration avec M. Dahl et A. Sakovich, nous montrons que cette inégalité est vraie dans un cadre
tres particulier (celui des graphes) et donnons quelques pistes pour une étude dans le cas général.

Contrairement a son analogue asymptotiquement euclidienne, la masse d’une variété asymptotiquement
hyperbolique est un vecteur dans 1’espace de Minkowski qui possede des propriétés de covariance sous les
changements de carte a I’infini. Dans un article avec M. Dahl et J. Cortier nous avons montré qu’il existe
une infinité d’autres objets possédant des propriétés similaires (de covariance notamment) a la masse. Le
statut de ces objets est encore inconnu et ouvre de nombreusese perspectives de recherche.

De nombreuses questions jalonnent le manuscrit. Celles-ci sont des pistes de recherche future en tant
que projets personnels, en collaboration ou en tant que proposition de sujet de these.
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