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Titre : Transport de Chaleur dans les Nano
Couches Minces Excitées par une Source Laser
d’Intensité Modulée.

Résumé :
Ce travail, divisé en deux parties principales, porte sur l’étude du transport de cha-

leur dans les nanocouches excitées par une source laser d’intensité modulée. Dans la
première partie, nous exploitons la solution analytique de l’équation de transport de
Boltzmann appliquée aux phonons pour décrire les variations de la température et du
flux de chaleur dans les films minces diélectriques excités par un laser d’intensité modu-
lée. Cette dernière solution nous permet de modéliser le comportement de la résistance
thermique d’interface (RTI) entre deux couches diélectriques en fonction de la nature
du régime du transport des phonons et de la fréquence de modulation. Dans le régime
stationnaire, nous montrons que cette résistance d’interface présente un caractère non-
intrinsèque et asymétrique par rapport aux propriétés des deux couches. En plus, elle
devient très importante quand le régime du transport des phonons est balistique. Nos
résultats sont en bon accord avec le modèle DMM dans le régime balistique, tandis que
l’écart entre les deux modèles ne dépasse pas 16% dans le régime diffusif. Cependant,
en régime dynamique, la RTI atteint son maximum à une fréquence caractéristique dans
la limite diffusive. L’expression de cette fréquence caractéristique pourrait servir à dé-
terminer le libre parcours moyen et le temps de relaxation des phonons dominants de
la couche d’épaisseur finie en comparant les données expérimentales aux résultats théo-
riques. Dans la seconde partie, nous proposons trois différentes méthodes pour extraire
simultanément la diffusivité et la conductivité thermiques d’une couche finie en se ba-
sant sur l’équation de la chaleur de Fourier. L’idée est d’utiliser l’expression exacte du
profil de température à la face avant lorsque celle-ci est excitée par un flux thermique
modulé, tandis que la face arrière peut être maintenue à trois différentes conditions :
température modulée, flux thermique modulé où température constante. Nous détermi-
nons les expressions des fréquences de modulation auxquelles le profil de température
atteint ses premiers maximum et minimum. La combinaison de ces fréquences caracté-
ristiques avec le rapport entre les premiers maximum et minimum de la température,
conduisant ainsi à la détermination de la diffusivité et de la conductivité thermiques.

Mots-clés : Nanocouches diélectriques, Equation de transport de Boltzmann, Résis-
tance thermique d’interface, Régimes balistique et diffusif, Diffusivité et conductivité
thermiques.
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Title : Heat Transport in Nanolayers Excited
by a Laser Beam of Modulated Intensity.

Abstract :
This work, separated into two main parts, deals with the study of heat transport in

nanolayers excited by a laser beam with modulated intensity. In the first part, we ex-
ploit the analytical solution of the phonon Boltzmann transport equation to describe the
variations of temperature and heat flux in thin dielectric films excited by a laser beam
of modulated intensity. This last solution allows us to model the behavior of the inter-
face thermal resistance (ITR) between two dielectric layers according to the nature of
the phonon transport regime and the modulation frequency. In the steady state regime,
we show that this interface resistance has a non-intrinsic and asymmetric character with
regard to the two layers properties. In addition, it becomes very important when the
phonon transport regime is ballistic. Our results are in good agreement with the diffuse
mismatch model in the ballistic regime, while they differ by about 16% in the diffusive
regime. However, in the dynamical regime, we mainly show that in the diffusive regime,
the ITR reaches a maximum at a characteristic modulation frequency. The expression of
this characteristic frequency can thus be used to determine the dominant phonons mean
free path and relaxation time through the comparison of our theoretical model with ex-
perimental data. In the second part, we propose three different ways to extract simulta-
neously the thermal diffusivity and conductivity of a finite layer based on the Fourier
heat equation. The idea is to use the accurate expression of the temperature profile when
the front surface of the thin layer is excited by a periodic heat flux, while the rear surface
is maintained at one of three different types of boundary conditions : modulated per-
iodic heat flux, modulated temperature, or constant temperature. We determine the ex-
pressions of the modulation frequencies at which the front surface temperature reaches
its first maximum and first minimum. The combination of these characteristic frequen-
cies with the ratio between the first maximum and the first minimum of the temperature,
thus leads to the determination of the diffusivity and thermal conductivity.

Keywords : Dielectric nanolayers, Boltzmann transport equation, Interface thermal re-
sistance, Ballistic-diffusive regime, Thermal diffusivity and thermal conductivity.
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Introduction générale

Au cours des deux décennies écoulées, le domaine des micro et nanotechnologies

a connu un essor formidable, grâce notamment au développement de nouvelles

techniques de fabrication et de synthèse (MBE, LPE, MOCVD). Ces techniques nous

permettent, aujourd’hui, d’élaborer des objets dont les dimensions caractéristiques sont

inférieures au millimètre, allant jusqu’à quelques dizaines de nanomètres. On peut

citer, par exemple, les films minces, les nanofils, les multicouches ou les super-réseaux.

Ces systèmes nanostructurés sont largement utilisés dans différents domaines d’ap-

plications, et plus particulièrement en électronique. Avec la réduction de la taille des

dispositifs en microélectronique, la gestion de la dissipation thermique est devenue une

nécessité. Cette dissipation est la principale cause de défaillance dans les dispositifs

électroniques. Les problèmes liés à la dissipation de chaleur constituent un véritable

défi devant la miniaturisation des composants électroniques. Le développement des

dispositifs de plus en plus performants exige une compréhension plus approfondie de

la thermique.

Les propriétés thermiques des matériaux nanostructurés changent énormément

par rapport aux matériaux massifs. A titre d’exemple, un nanofilm de Si peut avoir

une conductivité thermique cent fois plus faible que celle du Si massif dans une large

gamme de température [200-500 K] [Vol99] et le nanotube de carbone a une conductivité

thermique beaucoup plus élevée que celle du diamant [Min05]. La théorie classique

décrivant le mécanisme du transfert de chaleur dans les matériaux massifs est connue

depuis plusieurs décennies [Kit96 ; Ash12]. Depuis, des travaux ont été menés sur l’effet

du couplage électron-phonon [Maj04], ainsi que sur les processus de diffusion aux

interfaces semi-conducteur/semi-conducteur et métal/semi-conducteur. Ce sont des

sujets de recherche encore ouverts. La réduction de la conductivité thermique dans les

matériaux diélectriques et semi-conducteurs a fait aussi l’objet de nombreux travaux de
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recherche pour atteindre des valeurs plus adéquates pour des applications thermoélec-

triques [Maj93 ; Che98 ; Che05a]. Cette réduction de la conductivité thermique est due

essentiellement à la présence de la résistance thermique d’interface (RTI) et des surfaces.

Cette résistance thermique joue le rôle d’une barrière thermique qui s’oppose à la

propagation du courant thermique. Cette barrière thermique est difficile à contrôler et à

estimer en raison de plusieurs paramètres l’influençant comme la qualité de l’interface,

température, régime du transport, etc [Xia17]. Dans la littérature, on retrouve deux

principaux modèles théoriques qui permettent de modéliser cette résistance d’inter-

face. Le premier, dit le modèle de la désadaptation acoustique (AMM) considère les

phonons comme des ondes acoustiques subissant des réflexions spéculaires au niveau

de l’interface. Le second, dit le modèle de la désadaptation diffuse (DMM), considère

que les phonons incidents subissent des réflexions diffuses [Swa89]. Ces deux modèles

considèrent que la RTI est une propriété intrinsèque à l’interface. Ceci est en désaccord

souvent avec les résultats expérimentaux et les résultats de simulation [Kak17].

Le travail de recherche réalisé dans le cadre de cette thèse vise à étudier l’influence du

régime de transport de phonons ainsi que la fréquence de modulation du champ de

température (flux de chaleur) sur la RTI au niveau de la jonction entre deux matériaux

diélectriques en se basant sur la solution analytique de l’équation de transport de

Boltzmann (ETB) obtenue dans le cadre de l’approximation du temps de relaxation et

du spectre gris. Le manuscrit comporte quatre chapitres :

Le premier chapitre de cette thèse est consacré au rappel des outils de base de la

physique des phonons. Ces outils sont indispensables dans la compréhension du trans-

port de chaleur dans les matériaux massifs diélectriques et semi-conducteurs et dans les

structures à basses dimensionnalités telles que les films minces, les multicouches et les

super-réseaux. Après avoir introduit certaines propriétés thermiques et notamment la

chaleur spécifique et la conductivité thermique, nous introduisons les limites des lois

macroscopiques décrivant les transferts thermiques aux petites échelles. Nous discutons

aussi les différents mécanismes susceptibles d’expliquer le comportement thermique de

ces nanostructures, et la réduction de leur conductivité thermique en comparaison avec

celle du milieu massif. Les principaux paramètres influençant cette propriété thermique

sont revus, en particulier la RTI. Un rappel sur les deux principaux modèles AMM et
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DMM ainsi que les techniques expérimentales estimant cette résistance d’interface est

aussi présenté. A la fin de ce chapitre, nous présentons l’ETB qui décrit le transfert

thermique dans les matériaux nanostructurés ainsi que ses méthodes de résolution.

Le second chapitre est consacré à l’étude de la RTI entre nanocouches diélectriques.

La première partie sera consacrée à la la résolution de l’ETB en régime stationnaire dans

le cadre de l’approximation du temps de relaxation et du spectre gris. Cette résolution

permet de décrire les variations de la température et du flux de chaleur dans les couches

diélectriques. Nous étudions ensuite le comportement de la RTI en fonction de la nature

du régime du transport des phonons. Cette résistance d’interface devient de plus en

plus importante lorsque le transport des phonons dans la couche d’épaisseur finie est

purement balistique. Enfin, nous calculons la conductivité thermique effective d’une

structure multicouches en prenant en compte la RTI au niveau de l’interface entre deux

couches adjacentes.

Dans le troisième chapitre, nous présentons dans une première partie la solution

analytique de l’ETB en régime dynamique dans le cadre de l’approximation du temps

de relaxation et du spectre gris. Dans la deuxième partie, nous discutons l’effet de la

nature du régime du transport des phonons dans la couche d’épaisseur finie, ainsi que

la fréquence de modulation sur la RTI. Dans la dernière partie du chapitre, nous propo-

sons une méthode pour la détermination des propriétés physiques intrinsèques de la

couche d’épaisseur finie, particulièrement, le LPM et le temps de relaxation des phonons.

Le quatrième chapitre concerne la détermination des propriétés thermiques d’une

couche d’épaisseur finie en se basant sur la résolution de l’équation de la chaleur de

Fourier. Nous résolvons cette équation, où les deux faces peuvent être soumises moyen-

nant un laser d’intensité modulée, à trois conditions aux bords différentes. L’analyse du

profil de température obtenu en face avant permet d’extraire simultanément la diffusi-

vité et la conductivité thermiques de la couche d’épaisseur finie.

Enfin, une conclusion générale de la thèse, ainsi que des perspectives de ce travail sont

présentées.
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Rappel sur la physique des phonons
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1.1 Introduction

D’un point de vue thermodynamique, le transport de chaleur dans un matériau

se produit comme une conséquence de l’existence d’un écart de températures. Selon

le deuxième principe, ce transport s’effectue spontanément dans le sens opposé du

gradient de température. Les phénomènes de transport de chaleur sont très confrontés

dans la vie courante et jouent un rôle crucial dans presque tout type d’applications.

Dépendant de la nature du solide, différents types de porteurs de chaleur peuvent

se manifester comme les électrons, les photons, les phonons, etc. Ces porteurs per-

mettent de transporter la chaleur d’un endroit à l’autre. Dans les métaux, les électrons

transportent aussi bien la charge électrique que la chaleur. Par contre, dans le cas des

semi-conducteurs (type de matériau qui sera mis en exergue dans ce travail), ce sont les

vibrations du réseau cristallin (phonons) qui constituent les porteurs dominants de la

chaleur. Dans ce chapitre, nous présentons les bases théoriques du transport de phonons

dans les milieux massifs puis dans les milieux nanostructurés.

Nous commençons d’abord ce chapitre par un rappel des notions de base des pho-

nons. Ainsi, nous étudions les vibrations atomiques d’un réseau linéaire monoatomique

puis diatomique dans le cadre de l’approximation harmonique afin d’introduire la no-

tion de courbe de dispersion.

La seconde partie est consacrée au transport de chaleur dans les milieux massifs cris-

tallins. A cet égard, la notion de quantification des modes normaux appelés "phonons"

est introduite afin de mieux comprendre les mécanismes de diffusion responsables du

transport de chaleur, ainsi que la détermination des propriétés thermiques des solides.

Ensuite, la conductivité thermique est définie à partir de la théorie cinétique des gaz ap-

pliquée aux phonons.

Dans la troisième partie, nous abordons le transport de chaleur dans les milieux nano-

structurés cristallins. Puis, nous discutons la limite de validité des lois classiques décri-

vant les phénomènes du transfert thermique .

Dans la quatrième partie, nous présentons une revue générale de la résistance thermique

d’interface entre deux matériaux solides cristallins, en mettant l’accent sur les différents
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il vient :

ω(k) = 2

√

C
m

∣

∣

∣sin
(

1
2

ka
)

∣

∣

∣. (1.5)

L’équation (1.5) représente la relation de dispersion des phonons pour une chaîne 1D

dans le cadre de l’approximation harmonique entre premiers voisins. Un raisonnement

analogue peut se faire en tenant compte simplement des autres voisins. Dans ce cas,

l’équation (1.5) devient :

ω2(k) =
4
m ∑

s>0
Cssin2

(

1
2

ksa
)

. (1.6)

ω est linéaire en k, lorsque le vecteur d’onde k s’approche du centre de la première zone

de Brillouin (PZB) qui représente l’intervalle k ∈ [−π/a ,+π/a].

ω = a

√

C
m
|k|. (1.7)

Cette équation décrit le comportement d’une onde élastique qui se propage au sein d’un

milieu continu. La vitesse de phase vph et la vitesse de groupe vg sont données par :

vph =
2
k

√

C
m

sin
(

ka
2

)

. (1.8a)

vg =

√

Ca2

m
cos

(

ka
2

)

. (1.8b)

Lorsque k est petit devant π/a, ω devient linéaire en k comme on peut le voir sur la

Figure 1.5, la vitesse de phase vph et la vitesse de groupe vg sont égales. Au bord de la PZB

k = π/a, la vitesse de groupe s’annule, l’onde ne se propage plus (onde stationnaire).

La vitesse du son vs est définie comme la vitesse de groupe vg quand k → 0, ce qui donne

vs =

√

Ca2

m
. (1.9)

L’équation (1.9) décrit la vitesse de propagation du son dans un matériau solide cris-

tallin. C’est pourquoi les modes de grandes longueurs d’onde sont appelés les modes

acoustiques.





1.2. Vibrations du réseau cristallin et Phonons 13

Nous cherchons des solutions sous forme d’onde planes :

Us = Uei(ska−ωt). (1.11a)

Vs = Vei(ska−ωt). (1.11b)

En substituant les expressions (1.11a) et (1.11b) dans les équations du mouvement (1.10a)

et (1.10b), on obtient :

−ω2MU = CV
(

1 + e−ika
)

− 2CU. (1.12a)

−ω2mV = CU
(

1 + eika
)

− 2CV. (1.12b)

Ce système d’équations n’admet une solution non triviale que si le déterminant est nul,

soit :

mMω4 − 2C (m + M)ω2 + 2C2 (1 − cos (ka)) = 0. (1.13)

Les deux solutions de (1.13) sont données par :

ω2 =
C (m + M)±

√

C2 (m + M)2 − 2mMC2 (1 − cos (ka))

mM
. (1.14)

On remarque que pour une chaîne linéaire diatomique, il y a l’apparition de deux

branches distinctes écartées par une bande interdite en fréquence [Figure 1.7]. La branche

inférieure, dite acoustique, a la même forme que celle calculée pour une chaîne mono-

atomique. ω varie linéairement avec k pour des k petits, et la dérivée de ω par rap-

port à k s’annule aux bords de la PZB. La branche supérieure atteint sa valeur maxi-

male ω =
√

2C (m + M) /mM en k = 0, puis décroît quand k augmente, jusqu’à

ω =
√

2C/m en k = π/a. Cette branche est dite optique parce qu’elle peut interagir

avec un champ électrique d’une onde électromagnétique, ce qui est le cas pour les cris-

taux ioniques [Ash12]. Le nombre de branches va dépendre du nombre d’atomes dans

la maille primitive. Si la maille contient N atomes, alors, il y aura 3 branches acoustiques

et 3(N − 1) branches optiques.
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thermiques des solides cristallins, et plus particulièrement la chaleur spécifique et la

conductivité thermique. Nous discutons le comportement de ces deux propriétés ther-

miques en fonction de la température.

1.3.1 Chaleur spécifique d’un cristal classique : La loi de Dulong et Petit

La chaleur spécifique, dite aussi la chaleur massique, est la capacité d’un matériau à

stocker l’énergie sous forme de chaleur, pour une massé donnée, lorsque sa température

augmente. Cette propriété thermique est mesurable à pression constante, ou à volume

constant. Pour le cas des solides, il n’y a pas de différence significative entre les deux

cas [Kit96 ; Ash12]. Ici, nous nous intéressons à la chaleur spécifique à volume constant

qui est définie par

Cv =

(

∂u
∂T

)

v
, (1.17)

où u désigne la densité d’énergie interne associée aux vibrations du réseau, Cv est la cha-

leur spécifique à volume constant associée aux phonons et T est la température absolue.

La densité d’énergie d’un cristal classique est donnée par [Kit96] :

u = ueq + 3nkBT, (1.18)

où kB est la constante de Boltzmann et n = N/V est le nombre d’atomes (ions) par unité

de volume.

On remarque que u = ueq quand T = 0, ce qui correspond à l’énergie statique. Pour

des températures non nulles, le terme 3nkBT représente simplement une correction par

rapport à l’énergie statique. La chaleur spécifique se déduit de (1.18) :

Cv = 3nkB. (1.19)

Cette relation est connue sous le nom de la loi de Dulong et Petit. Elle montre que la

chaleur spécifique est indépendante de la température. La Figure 1.10 montre le com-

portement de la chaleur spécifique molaire à pression constante mesurée du Potassium,

de l’étain et du cuivre. A haute température (typiquement T est de l’ordre de 300 K),

les valeurs de la chaleur spécifique molaire mesurées sont très proches de la valeur de

Dulong et Petit. Lorsque la température diminue, la chaleur spécifique molaire décroît
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FIGURE 1.10 – Comportement de la chaleur spécifique molaire à pression constante en fonc-
tion de la température pour trois matériaux différents, K, Sn et Cu. La ligne en trait discontinu

correspond à la loi classique de Dulong et Petit. Tiré de la référence [Kit96].

et tend vers zéro pour des températures nulles. Même pour des températures très éle-

vées, il est clair que la chaleur spécifique n’est pas constante. Cela peut s’expliquer par

le fait qu’aux hautes températures, les effets anharmoniques dans le potentiel interato-

mique deviennent très importants. Le comportement de la chaleur spécifique lorsque la

température s’approche de zéro ne s’explique que dans le cadre de la théorie quantique

appliquée aux vibrations du réseau.

1.3.2 Chaleur spécifique dans le cadre de la théorie quantique

La chaleur spécifique est calculée à partir de la dérivée de l’énergie interne par rap-

port à la température (1.17). Le calcul de l’énergie interne est donné par la statistique de

Bose-Einstein en considérant 3N oscillateurs indépendants :

u = ueq + ∑
k,j





1
2

h̄ωj(k) +
h̄ωj(k)

exp
(

h̄ωj(k)
kBT

)

− 1



 . (1.20)

où j le vecteur polarisation et k le vecteur d’onde. Le second terme de (1.20) est associé

à l’énergie de point zéro. Ce terme peut être négligé pour calculer la chaleur spécifique,

car il ne dépend pas de la température. Le troisième terme de (1.20) dépend de la tem-

pérature. Il tend vers zéro quand T → 0. Contrairement à la théorie classique, la chaleur
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spécifique n’est plus constante, mais dépend de la température :

Cv = ∑
k,j

∂

∂T
h̄ωj(k)

exp
(

h̄ωj(k)
kBT

)

− 1
. (1.21)

Pour un cristal de grande taille, les écarts d’énergie entre les oscillateurs sont très denses.

Par conséquent, on peut remplacer la somme par une intégrale sur la PZB, en exprimant

(1.21) sous la forme :

Cv =
∂

∂T ∑
j

∫

PZB

dk

(2π)3

h̄ωj(k)

exp
(

h̄ωj(k)
kBT

)

− 1
, (1.22)

Afin de simplifier l’expression (1.22), nous admettons les hypothèses suivantes :

− La loi de dispersion ωj(k) sera remplacée par une relation linéaire ω(k) = vsk (ap-

proximation de Debye), où vs est la vitesse du son.

− Aux très basses températures, les branches optiques ne sont pas excitées et seules les

branches acoustiques seront en mesure de contribuer à l’énergie interne.

− La limite infinie est une conséquence du fait que la température est très basse. La

relation (1.23) s’obtient en opérant le changement de variable xD = h̄ω/kBT, la borne

supérieure de l’intégrale devient alors θD/T où θD est la température de Debye du maté-

riau (θD = 640K pour le silicium [Kit96]). Donc si T → 0, la borne supérieure de l’intégral

tend vers l’infini.

− On suppose que la vitesse des phonons est indépendante de la polarisation, on mul-

tiple donc (1.22) par un facteur 3. Par conséquent, (1.22) se simplifie à :

Cv =
∂

∂T
(kBT)4

(h̄vs)
3

3
2π2

∫ ∞

0

x3dx
ex − 1

. (1.23)

il vient,

Cv =
2π2

5
k4

BT3

h̄3v3
s

. (1.24)

Ce résultat est en très bon accord avec les mesures expérimentales. Dans le cadre du

modèle de Debye, la chaleur spécifique est donnée à toute température par :

Cv =
3

2π2
k4

BT3

h̄3v3
s

∫ θD/T

0

x4exdx

(ex − 1)2 , (1.25)
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où encore

Cv = 9nkB

(

T
θD

)3 ∫ θD/T

0

x4ex

(ex − 1)2 dx. (1.26)

Aux basses températures, la chaleur spécifique augmente avec la température suivant

une loi en T3. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter les livres de référence en

physique des solides [Ash12 ; Kit96].

Aux hautes températures (T ≫ θ), la chaleur spécifique tend vers la valeur classique de

Dulong et Petit (Cv = 3nkB).

1.3.3 Conductivité thermique des milieux massifs

Selon la composition du matériau solide cristallin, la conduction de chaleur résulte

de la compétition entre différents mécanismes, et plusieurs processus interviennent pour

limiter la contribution de chaque mécanisme. A l’échelle microscopique, les porteurs de

chaleur sont les électrons et les phonons. Les premiers prédominent dans les métaux,

alors que les seconds dans les semi-conducteurs et les isolants. Dans le cadre de ce tra-

vail de thèse, nous nous intéressons au transport de chaleur dans les semi-conducteurs

dans lesquels les phonons sont les porteurs majoritaires. La conductivité thermique est

limitée par le taux de diffusion des phonons [Zim60]. Il existe deux types de processus

de diffusion des phonons : les processus intrinsèques et les processus extrinsèques. Les

premiers sont dûs aux effets anharmoniques des forces inter-atomiques, tandis que les

seconds sont dûs aux imperfections du cristal (défauts, dislocation, impureté, lacune...)

ou encore les effets de surfaces. Les processus intrinsèques sont très importants et cor-

respondent à des transitions qui peuvent faire intervenir 3 ou 4 phonons [Zim60]. On

distingue deux types de processus : Les processus Normaux (dits processus N) et les

processus Umklapp (dits processus U). On se limite ici au cas des processus à 3 pho-

nons. Le processus N peut donner naissance à un phonon de vecteur d’onde
−→
k1 à partir

de la combinaison de deux phonons de vecteur d’onde
−→
k2 et

−→
k3 , mais aussi en décompo-

sant un phonon de vecteur
−→
k1 en deux phonons de vecteur

−→
k2 et

−→
k3 , comme schématisé à

la Figure 1.11 (a). Ce processus entraîne une conservation d’énergie et de vecteur d’onde

après l’interaction. Par contre, dans le processus Umklapp seule l’énergie est conservée

après interaction, la quantité de mouvement n’est pas conservée [Kit96] [Figure 1.11 (b)].

Le Libre Parcours Moyen (LPM) des phonons correspond à la distance parcourue par
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partir de la théorie cinétique des gaz appliquée aux phonons à une température don-

née :

κ =
1
3

CVvl =
1
3

CVv2τ, (1.28)

où CV est la chaleur spécifique, v est la vitesse moyenne de groupe des phonons, l est le

LPM et τ est le temps moyen entre deux collisions, appelé aussi durée de vie ou temps

de relaxation du phonon [Kit96].

La démonstration de ce résultat est reportée dans l’annexe A.

La validité de l’équation (1.28) trouve plus de justification à basses températures.

Dans cette gamme de température, la dispersion du spectre des phonons peut être né-

gligée. Stoner et Maris [Sto93b] ont suggéré une amélioration du modèle cinétique en

prenant en compte l’effet de dispersion qui se manifeste aux hautes températures. En

tenant compte des effets liés à la polarisation et à la température, la relation (1.29) donne

la formule générale de la conductivité thermique [Zim60] :

κ =
h̄

8π3 ∑
j

∫

ωj(k)v
2
j (k)τj(k)

(

∂ f
(

ωj (k)
)

∂T

)

dk3, (1.29)

où vj(k) est la vitesse de groupe du phonon de polarisation j et de vecteur d’onde k,

ωj(k) est sa fréquence, τj(k) est sa durée de vie et f
(

ωj (k)
)

est la fonction de distribu-

tion des phonons.

La mesure de la conductivité thermique en fonction de la température permet d’identi-

fier le mécanisme de diffusion dominant, comme l’illustre la Figure 1.12. D’après cette

figure, nous constatons qu’il y a trois différents régimes du mécanisme de diffusion do-

minant selon la température dans le matériau. La dépendance du mécanisme de diffu-

sion des phonons dominants en température peut s’expliquer par la densité spectrale

des phonons et par la loi du déplacement de Wien du rayonnement du corps noir appli-

quée aux phonons [CLT98]. D’après cette loi, la longueur d’onde des phonons dominants

diminue quand la température augmente et peut s’exprimer par la formule [CLT98] :

λDom(T) = a
θD

T
, (1.30)

où a est le paramètre de maille du réseau cristallin. Aux basses températures, la longueur
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relaxation individuel. En tenant compte des différents mécanismes tout en supposant

qu’ils sont indépendants les uns des autres, on peut définir un temps de relaxation total

à l’aide de la règle de Matthiessen [Dam04] :

τ (ω, s, T)−1 = τF,s(ω)−1 + τI(ω)−1 + τN (ω, s, T)−1 + τU (ω, s, T)−1 , (1.31)

où τF,s(ω), τI(ω), τN (ω, s, T) et τU (ω, s, T) sont respectivement les temps de relaxation

associés aux collisions avec les bords, avec les impuretés, avec les processus Normaux

et avec les processus Umklapp. Il est important de noter que la chaleur spécifique CV

est constante à des températures très élevées (typiquement supérieures à θD). En effet,

en hautes températures, la conductivité thermique est influencée seulement par le temps

de relaxation τ [Hol63].

1.4 Réduction de la conductivité thermique

1.4.1 Les couches minces

La compréhension des propriétés thermiques des solides cristallins à basse dimen-

sionnalité préoccupe plusieurs équipes de recherches depuis des décennies. La question

qui se pose est : que se passe t-il dans les milieux nanostructurés ? Nous avons vu dans la

section précédente que lorsque les dimensions du système sont beaucoup plus grandes

que le LPM des phonons (L ≫ l), la loi de Fourier est valide pour décrire la conduction

thermique. L’énergie thermique est véhiculée de la région chaude vers la région froide

via les phonons (dans le cas des semi-conducteurs). Durant ce processus de conduction,

les phonons subissent beaucoup de collisions, notamment entre eux, ce régime est dit

diffusif [Figure 1.13 (a)]. Par contre dans le cas où le LPM est très supérieur à la dimen-

sion caractéristique du système (L ≪ l), les collisions entre les phonons sont très rares

et les collisions avec les bords deviennent plus dominantes. Les phonons transportent

la chaleurs par des sauts balistiques de la zone chaude à la zone froide. Dans ce cas, on

ne peut parler de conduction et la loi de Fourier n’est, par conséquent, plus applicable,

comme le montre la Figure 1.13 (b). Dans cette situation, la densité du flux de chaleur
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TABLEAU 1.1 – Valeurs du LPM des phonons à température ambiante [Che98].

Semi-conducteur Modèle l (nm)
Si Debye 40.9

Dispersion 260.4
Ge Debye 27.5

Dispersion 198.6
GaAs Debye 20.8

Dispersion 145.3
AlAs Debye 37.7

Dispersion 236.4

FIGURE 1.14 – La variation de la conductivité thermique des films (a) et nanofils (b) de Si
en fonction de leur dimension caractéristique (épaisseur des films et diamètre des fils). La
conductivité thermique est normalisée par celle de Si massif (κbulk=130 W/m.K). Tiré de la

référence [Ma12].

conductivité thermique. Dans les systèmes de petite taille, seule la diffusion des phonons

par les bords est en mesure de limiter le transport thermique, amenant à une conductivité

thermique très faible [Cah02], notamment dans le régime balistique. Cela peut s’expli-

quer par le fait que dans le régime balistique, les phonons subissent très peu d’interac-

tions afin de traverser directement de la zone chaude vers la zone froide [Figure 1.13 (b)].

En plus de l’effet de taille, différents mécanismes de diffusion des phonons (impureté,

dislocation, imperfection) peuvent intervenir pour influencer de manière remarquable la

conductivité thermique. La compréhension précise et quantitative de l’impact de tel ou

tel mécanisme sur la conductivité thermique est une tache difficile [Cah03].
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1.4.2 Les multi-couches et les super-réseaux semi-conducteurs

Un super-réseau est un empilement périodique formé par la répétition de deux ma-

tériaux différents constituant une série de bicouches. On peut aussi avoir des super-

réseaux avec le même matériau, mais deux dopages différents. Ces bicouches sont carac-

térisées par une période qui peut aller de quelques nanomètres à quelques micromètres

[Yu05]. Les technologies de fabrication (MBE, LPE,MOCVD) permettent de bien contrô-

ler ce type de structure qui a des propriétés thermiques totalement différentes de celles

des milieux massifs. Ces systèmes nanostructurés ont été largement utilisés dans diffé-

rents domaines d’applications, notamment en microélectronique, photonique, télécom-

munications et thermoélectricité [Cah14 ; Cah02].

La recherche d’amélioration de la performance des modules thermoélectriques exige des

matériaux de faible conductivité thermique. Dans les matériaux massifs, la plus faible

conductivité thermique est celle des alliages, où la diffusion des phonons par les dé-

fauts devient dominante. Le transport de chaleur dans des matériaux de basse dimen-

sionnalité permet de dominer cette barrière de l’alliage pour atteindre des valeurs de

conductivité thermique encore plus basses et plus adéquates pour les applications micro-

électroniques. La performance thermoélectrique est quantifiée via le facteur de mérite

ZT = S2σT/κ, où S est le coefficient de Seebeck et σ est la conductivité électrique.

Plus ZT est grand, plus la performance thermoélectrique est meilleure. Actuellement,

les super-réseaux à base de semi-conducteurs permettent d’avoir des valeurs élevées du

facteur de mérite ZT. Par exemple, un facteur de mérite de 2.4 a été mesuré à tempéra-

ture ambiante pour des super-réseaux de type p Bi2Te3/Sb2Te3 [Ven01] [Figure 1.15]. Ce

résultat est deux fois et demi plus grand que celui du Bi2Te3 massif. Cette augmentation

du facteur de mérite pour les super-réseaux est due essentiellement à la réduction de la

conductivité thermique. L’étude de la réduction de la conductivité thermique dans dif-

férents types de super-réseaux a fait l’objet de plusieurs travaux de recherche. [Ven00 ;

Yao87 ; Hux02b ; Lee97b ; BT99]. De grandes avancées on été réalisées dans la compréhen-

sion et l’explication de l’origine liée à cette réduction, néanmoins, beaucoup de travail

reste à faire afin de tout comprendre de façon claire et pércise.

Dans ces structures, on parle d’une conductivité thermique effective en tenant compte

des effets d’interfaces, de l’aspect ondulatoire des phonons et du repliement du spectre
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et transmis pour des angles inférieurs. Par conséquent, seule une portion de phonons

incidents est transmise, conduisant à une barrière thermique. Cette barrière est appelée

résistance de Kapitza pour une interface fluide-solide [Kap41].

En 1959, Little [Lit59] a généralisé le modèle AMM pour des interfaces solide-solide en

prenant en compte la présence des ondes transverses dans les deux milieux solides. Ce

modèle suppose implicitement que le processus de diffusion acoustique ne se produit

pas à l’interface. En 1987, Swartz et al. [Swa87] ont mesuré la RTI entre des films métal-

liques et des substrats diélectriques pour des températures comprises entre 0.6 et 200 K.

Les valeurs de la RTI calculées à partir du modèle AMM sont en bon accord avec les

résultats expérimentaux pour des températures inférieures à 30 K et pour des interfaces

planes. Dans le cas où les interfaces sont rugueuses, les phonons sont dispersés d’une

façon diffuse à l’interface. Swartz et Pohl [Swa89] ont proposé un modèle de dispersion

par diffusion (DMM) afin d’étudier l’influence de la rugosité d’interface sur la RTI.

Ces deux modèles font figures de références jusqu’à aujourd’hui. Dans les deux mo-

dèles, le flux thermique transmis à travers l’interface s’exprime sous la même forme. La

différence majeure entre ces deux modèles est que dans le AMM, la direction de propa-

gation du phonon incident est contrôlée par des lois similaires à celles de Snell-Descartes

pour les ondes électromagnétiques en optique géométrique tandis que dans le DMM, le

phonon incident perd la mémoire de ses caractéristiques initiales (polarisation, mode,

vecteur d’onde, fréquence et direction de propagation) au niveau de l’interface. Cela si-

gnifie que la probabilité de transmission à travers l’interface s’écrit différemment dans

les deux modèles.

1.5.1 Prédiction théorique de la RTI

Modéle AMM

Lorsqu’un phonon entre en choc avec l’interface, il peut être transmis ou réfléchi

de façon spéculaire ou diffuse selon la qualité de l’interface (lisse ou rugueuse). D’un

point de vue statistique, une partie de l’énergie des phonons est transmise d’un milieu à

l’autre ; le coefficient de transmission du phonon est noté t1→2 . En général ; ce coefficient

de transmission dépend de la température, du mode du phonon j, de son vecteur d’onde

k ainsi que de sa fréquence ω. Le calcul de t1→2 à travers une interface n’est pas toujours
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où θ1 est l’angle d’incidence par rapport à la normale à l’interface et θ2 l’angle de trans-

mission. Comme dans le cas des ondes électromagnétiques, un angle critique peut exis-

ter en fonction du rapport des vitesses de propagation θc = sin−1(vl2/vl1), conduisant à

une réflexion totale. Si on suppose que les phonons dans chaque milieu sont à l’équilibre

thermodynamique, le flux thermique incident du milieu 1 vers le milieu 2 peut s’expri-

mer sous la forme [Swa89] :

Q1→2 =
1

4π

∫ ωm

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0
h̄ωvl1 f1(ω, T1)t12D(ω)cosθ1sinθ1dθ1dφ1dω. (1.36)

Si le milieu est isotope, on a :

Q1→2 =
1
4

ΓAMM
12

v2
l1

∫ ωm

0
h̄ωv3

l1 f1(ω, T1)D(ω)dω, (1.37)

où

ΓAMM
12 =

1
π

∫ 2π

0

∫ π/2

0
t12cosθ1sinθ1dθ1dφ = 2

∫ π/2

0
t12cosθ1sinθ1dθ1, (1.38)

soit
ΓAMM

21

v2
l2

= 2
∫ θc

0

t21

v2
l2

cosθ2sinθ2dθ2 =
ΓAMM

12

v2
l1

. (1.39)

Selon le modèle de Debye, la densité d’états est donnée par la relation :

1
4π

vl h̄ω f (ω, T)D(ω) =
h̄ω3

8π3v2
l (e

h̄ω/kBT − 1)
. (1.40)

Par conséquent, le flux thermique net qui traverse l’interface est donné par :

Qx = Q1→2 − Q2→1 =
1
4

ΓAMM
12

v2
l1

∫ ωm

0
h̄ω
[

v3
l1 f1(ω, T1)− v3

l2 f2(ω, T2)
]

D(ω)dω. (1.41)

il vient :

Qx =
ΓAMM

12

v2
l1

k4
B

8π2h̄3

(

T4
1

∫ xm1

0

x3dx
ex − 1

− T4
2

∫ xm2

0

x3dx
ex − 1

)

, (1.42)

où xmi = h̄ω/kBTi. A basse température, on obtient

Qx =
ΓAMM

12

v2
l1

π2k4
B

120h̄3 (T
4
1 − T4

2 ). (1.43)
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Après avoir remplacé v−2
l1 par ∑j v−2

j1 = v−2
l1 + 2v−2

t1 , en tenant compte d’un mode longi-

tudinal et 2 modes transversaux, soit :

Qx =
π2k4

B

120h̄3 (T
4
1 − T4

2 )Γ
AMM
12 ∑

j
v−2

j1 . (1.44)

A l’équilibre thermique T1 = T2 et en supposant que T1 − T2 → 0, la RTI est définie par

la formule :

RAMM =
T1 − T2

Qx
=

30h̄3T−3

π2k4
BΓAMM

12 ∑j v−2
j1

. (1.45)

Modéle DMM

Ce modèle suppose que tous les phonons qui entrent en interaction avec l’interface

perdent la mémoire de leurs caractéristiques initiales (fréquence, mode, vecteur d’onde),

ce qui est le cas pour les interfaces rugueuses. La probabilité de transmission est

indépendante de l’angle d’incidence et les lois de Snell-Descartes ne sont plus valides.

Par application du principe de la balance détaillée (detailled balance principle [Swa89]),

les probabilités de transmission Γ12 et Γ21 sont données par :

ΓDMM
12 + ΓDMM

21 = 1. (1.46)

A partir de l’équation (1.39) et en prenant en compte les trois modes de polarisation, on

a :

ΓDMM
12 ∑

j
v−2

j1 = ΓDMM
21 ∑

j
v−2

j2 . (1.47)

La solution des équations (1.46) et (1.47) donne :

ΓDMM
12 =

∑j v−2
j2

∑j v−2
j1 + ∑j v−2

j2

. (1.48)

Donc, le flux de chaleur net qui traverse l’interface est donné par :

Qx =
k4

B

8π2h̄3

(

T4
1

∫ xm1

0

x3dx
ex − 1

− T4
2

∫ xm2

0

x3dx
ex − 1

)

ΓDMM
12 ∑

j
v−2

j1 . (1.49)
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Dans la limite où la différence T1 − T2 → 0, l’équation (1.49) prend la forme suivante :

RDMM =
T1 − T2

Qx
=

60h̄3T−3

π2k4
BΓDMM

12 ∑j v−2
j1

. (1.50)

Il est important de noter que l’équation (1.50) est valide uniquement pour des petites

variations de température (∆T = T1 − T2 → 0) et le coefficient de transmission devient

indépendant de la fréquence. A l’inverse, lorsque les variations de température sont très

importantes, la dépendance fréquentielle doit être prise en compte et l’équation (1.50) ne

peut pas s’appliquer. Les deux modèles AMM et DMM prédisent une résistance d’inter-

face qui suit une loi en T−3 ((1.45) et (1.50)). Le choix du meilleur modèle est basé sur le

rapport λDom/Λ entre la longueur d’onde dominante du phonon λDom et le paramètre

de la rugosité Λ d’interface [Phe98]. Lorsque λDom ≫ Λ, le modèle AMM est appliqué

pour calculer la probabilité de transmission. Au contraire, dans le cas où λDom ≪ Λ,

le choix se porte sur le modèle DMM. La longueur d’onde dominante du phonon est

donnée par l’équation (1.30).

1.5.2 Les limites des modèles AMM et DMM

Les deux modèles AMM et DMM ont été largement utilisés pour modéliser la RTI à

très basse température. Dans ce régime de température, les phonons de faible fréquence

sont fortement présents. On peut donc supposer que la relation de dispersion des pho-

nons est presque linéaire (approximation de Debye). Swartz [Swa89] a calculé la RTI de

nombreuses interfaces en se basant sur les deux théories AMM et DMM dans le cadre

de l’approximation de Debye. Il a trouvé que pour les interfaces hélium/solide, les deux

théories donnent des valeurs différentes de RTI. Le modèle AMM donne une limite supé-

rieure, tandis que le DMM donne une limite inférieure [Figure 1.18]. Pour les interfaces

solide/solide, les valeurs de la RTI obtenues en utilisant l’AMM sont en bon accord avec

ceux du DMM et le pourcentage d’erreur entre eux ne dépasse pas 30% [Figure 1.19].

Généralement, les résultats des deux modèles ne sont pas éloignés des valeurs ex-

périmentales [Swa89]. Ces deux modèles supposent que le transport de chaleur est

dû principalement aux phonons, qui est valable seulement pour les interfaces di-

électrique/diélectrique. Par contre dans le cas où les interfaces sont de type mé-

tal/diélectrique, le couplage électron-phonon [Sto93a ; Maj04 ; Lye06] doit être pris en
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compte pour expliquer les résultats expérimentaux. En plus de l’effet du couplage

électron-phonon, la nature du régime de transport (diffusif ou balistique) doit être prise

en considération. Les deux modèles AMM et DMM considèrent que la RTI est une pro-

priété intrinsèque à l’interface. Cela est en désaccord souvent avec les résultats obtenus

par dynamique moléculaire [Yan15] qui montrent que la RTI n’est plus une propriété in-

trinsèque à l’interface, mais dépend à la fois du couplage électron-phonon et de la taille

(régime du transport). Gang Chen [Che98] a amélioré les deux modèles AMM et DMM à

partir de l’ETB en prenant en compte l’impact du régime de transport des phonons dans

les super-réseaux. L’AMM et le DMM constituent deux théories assez simplistes qui ne

rendent pas compte de toute la physique au niveau de l’interface et par conséquent,

ne prennent pas en considération les différents facteurs pouvant intervenir dans la RTI

(rugosité, température, régime de transport des phonon, couplage électron-phonon). La

RTI représente en effet un réel défi scientifique encore non complètement résolu. Dans

FIGURE 1.18 – Mesures de la RTI entre le
cuivre et l’hélium-4 superfluide multipliée

par T3. Tiré de la référence [Swa89].

FIGURE 1.19 – Résistance thermique d’in-
terface entre Rh :Fe et Al2O3 multipliée par
T3. Les points correspondent aux mesures
expérimentales. La courbe continue est ob-
tenue par le modèle AMM et la courbe en
pointillé est obtenue par le modèle DMM.

Tiré de la référence [Swa89].

le cadre de cette thèse, nous développons une approche pour le calcul indirect de la RTI

en régime stationnaire et dynamique en se basant sur la solution analytique de l’ETB,

puis nous étudions l’effet du régime de transport des phonons ainsi que la fréquence de
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modulation sur la RTI. Pour plus de détails, le lecteur est invité à consulter les chapitres

2 et 3 de ce présent travail.

1.5.3 Techniques photothermiques

Malgré les progrès rapides effectués dans le domaine de caractérisation et de simula-

tion des transferts thermiques aux petites échelles, les valeurs théoriques de la conduc-

tivité thermique et de la RTI dans différentes configurations présentent des écarts par

rapport aux résultats expérimentaux. Comme nous l’avons mentionné dans la section

1.5, plusieurs paramètres interviennent pour limiter le transfert thermique à l’interface

et qui ne sont pas encore complètement expliqués.

Ainsi, pour une interface métal/diélectrique les couplages électron-phonon, phonon-

phonon ainsi que l’impact de l’état des surfaces (aspérité, rugosité, interdiffusion) sont

très importants, mais l’intégration de l’ensemble de ces paramètres dans les modéli-

sations est difficile. Il est nécessaire de prendre en considération le couplage électron-

phonon ainsi que l’estimation de leur état de surface afin d’étudier la résistance interfa-

ciale. Il existe plusieurs techniques expérimentales pour la caractérisation des interfaces.

La technique la plus utilisée est la thermoréflectance résolue en temps [Cah03 ; Cah02 ;

Sto93a ; Sch08], mais d’autres méthodes sont aussi adaptées comme la radiométrie pho-

tothermique infrarouge [Dje08 ; Fis98 ; Bod05], la spectroscopie photoacoustique [Hu08 ;

Wan01], la thermoréflectance résolue en fréquence [Zhu10 ; Xu07] ou encore la technique

3ω [Cah87 ; Koh09]. Dans ce manuscrit, on s’intéresse à quatre techniques de caractéri-

sation à savoir la méthode 3ω, la thermoréflectance résolue en temps, la radiométrie

photothermique et la spectroscopie photoacoustique.

Technique 3ω

En 1990, Cahill [Cah90] a introduit la méthode 3ω pour mesurer la conductivité ther-

mique des films minces diélectriques [Lee97a ; Cah94]. Cette technique a été utilisée éga-

lement pour déterminer la conductivité thermique des super-réseaux Sin/Gem [Lee97b ;

BT00 ; Cha03] ainsi que les super-réseaux Si/SiGe [Hux02b ; Hux02a]. Cette technique re-

pose sur l’utilisation d’une couche fine métallique (platine ou argent) afin d’exciter et de

mesurer la variation de température à la surface de l’échantillon. Cette couche métallique

sert à soumettre l’échantillon à une excitation thermique et de détecter les variations de
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utilisé pour mesurer la puissance optique moyenne de la source laser. Le principal avan-

tage de cette technique par rapport aux autres méthodes étant de générer le signal pho-

toacoustique lorsque le laser interagit avec les molécules de gaz. En absence de gaz, le

phénomène d’absorption ne peut pas avoir lieu, et donc pas de génération d’onde de

pression détectée par le microphone. Pour plus de détails sur cette technique de caracté-

risation, le lecteur est invité à consulter les travaux de thèse de J. Rouxel [Rou15].

1.6 Equation de transport de Boltzmann

Les lois macroscopiques décrivant le transfert de chaleur ne peuvent pas s’appliquer

aux petites échelles d’espace et de temps [Maz01]. Dans de tels cas, la loi convention-

nelle de Fourier devient difficilement justifiable puisque la relation de proportionnalité

entre la densité du flux de chaleur et le gradient de température devient non valide.

Le transport d’énergie thermique se réalise à travers des paquets d’ondes phononiques

et la modélisation du transfert de chaleur à l’échelle microscopique revient à modéliser

des paquets d’onde de phonons en déplacement [PG10]. Les effets ondulatoires peuvent

être négligés dans le cas où la longueur d’onde dominante des phonons est inférieure

ou du même ordre que le paramètre de maille du solide cristallin. Cette hypothèse est

supposée généralement vérifiée puisqu’elle constitue l’hypothèse de base justifiant de

pouvoir traiter les phonons comme des quasi-particules [Ash12 ; Zim60]. La description

du transport de chaleur peut être réalisée à partir de l’ETB [Che98]. Cette équation a été

utilisée pour la première fois pour traiter le comportement d’un gaz de particules diluées

[Che05a]. Toutefois, de nombreuses études ont montré que l’ETB est valide pour diffé-

rent types de particules tel que les électrons, les ions, les phonons, etc. Même à l’échelle

microscopique l’ETB continue d’être valide. Cette équation généralise les lois macrosco-

piques décrivant les phénomènes de transport comme la loi d’Ohm, la loi de Fourier

et la loi de Fick. Dans la limite macroscopique, l’ETB reproduit ces lois macroscopiques

[Maj93].

L’ETB fait intervenir la fonction de distribution f (r, p, t) (nombre de particules par unité

de volume) hors équilibre. Avec r est la position, p est la quantité de mouvement du por-

teur d’énergie (p = mv, où m est la masse et v est la vitesse de la particule à l’instant t). La

fonction de distribution f (r, p, t) dépend de sept variables : trois pour la position, trois
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pour la quantité de mouvement, et un pour le temps. l’ETB décrit l’évolution temporelle

de f (r, p, t) d’un ensemble de particules initialement dans un état hors équilibre et qui

tendent vers un état d’équilibre. La forme générale de l’ETB est donnée par l’expression :

∂ fω,p(t, r)
∂t

+ vg · ∇r fω,p(t, r) + F · ∇j fω,p(t, r) =
(

∂ fω,p(t, r)
∂t

)

collisions
, (1.51)

Avec :

−∂ fω,p(t, r)/∂t représente la variation temporelle de la fonction de distribution fω,p(t, r).

−vg · ∇r fω,p(t, r) est un terme dit advectif qui décrit le transport des particules dans le

système.

−F · ∇j fω,p(t, r) représente la force exercée sur les particules résultant d’une excitation

extérieure. Ce terme est nul lorsqu’il s’agit de phonons.

− Le terme de droite de l’équation (1.51) est appelé terme de collision qui décrit

tous les mécanismes pouvant influencer et modifier la fonction de distribution. Pour

les phonons, ce terme prend en compte tous les mécanismes de diffusion/collision,

comme les défauts, les impuretés, les interfaces, le couplage électron-phonon, et tous

les autres processus de collisions impliquant un phonon, en particulier les collisions

phonon−phonon. Ce dernier type de collision domine les autres processus dans le cas

des semi-conducteurs d’une manière générale à température ambiante [Che05b]. Le

terme de collision est généralement difficile à exprimer. La résolution exacte de l’ETB

n’existe pas, et représente un grand défi mathématique encore non résolu [Des10].

1.6.1 Résolution de l’ETB pour les phonons

La difficulté majeure dans la résolution de l’ETB provient du fait que le terme de

collision n’est pas linéaire [Ash12]. La solution analytique de l’ETB reste très approxi-

mative et majoritairement implicite pour certains cas particuliers. Ainsi, de nombreuses

méthodes numériques ont été développées tout au long des années pour trouver les so-

lutions adaptées au transfert de phonons et pour extraire, après un traitement spécifique,

des informations sur les propriétés thermiques des matériaux.
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1.6.2 Méthodes de résolution

Le modèle cinétique a été défini dans la section 1.3.3. Ce modèle, qui est assez précis

dans le cas de milieux massifs, sert à identifier le temps collisionnel effectif des por-

teurs d’énergie. Ce temps collisionnel dépend des collisions considérées dans la struc-

ture (interaction phonon-phonon, phonon-défauts etc). Ce modèle date depuis les an-

nées 50 avec les travaux de Klemens [Kle58] Herring [Her54], Callaway [Cal59] et Hol-

land [Hol64 ; Hol63]. A partir des travaux menées par Asen-Palmer et al. [AP97], Morelli

[Mor02], Terris [Ter09b], Chantrenne [Cha05], Maldovan [Mal11] ainsi que par Ezzahri

et Joulain [Ezz12], le modèle cinétique a été amélioré. Ces modèles sont semi-analytiques

et sont très difficiles à appliquer sur des configurations complexes. Avec le développe-

ment des outils informatiques, l’ETB a été résolue numériquement pour les phonons

[Lac05 ; Jac88 ; Pér14]. Dans le cadre de l’approximation du temps de relaxation, l’ETB se

réduit en une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles. Dans la littérature,

il existe deux approches pour la résolution de l’ETB, l’une déterministe, l’autre statis-

tique. Dans la première approche, l’ETB peut s’écrire sous une forme équivalente à celle

de l’équation du transfert radiatif (ETR). Le passage de l’ETB à l’ETR est basé sur le

changement de variable qui permet de passer de la résolution de la fonction de distri-

bution à l’intensité des phonons. En transfert radiatif, l’ETR a été résolue en utilisant les

techniques classiques telles que la méthode des ordonnées discrètes (MOD) ou la mé-

thode des volumes finies (MVF). En 1993, Majumdar [Maj93] a résolu l’ETR à l’aide de

la MOD en supposant un milieu gris. En 2009, Teris [Ter09b] a utilisé également cette

méthode afin d’étudier l’effet de dispersion sur la conductivité thermique. La seconde

approche repose sur l’utilisation d’un grand nombre aléatoire des porteurs d’énergie

pour évaluer le comportement d’un ensemble statistique, elle est dite de Monte Carlo.

Peterson [Pet94] fut le premier à résoudre l’ETB dans le cadre de l’approximation de De-

bye en utilisant la méthode de Monte Carlo. En 2001, Mazumder et Majumdar [Maz01]

ont étudié les effets des relations de dispersion complètes ainsi que les polarisations sur

le transport des phonons dans un film de silicium. Lacroix [Lac05] et Chen [Che05b]

ont pris en compte des temps de collision. En 2011, Wang [Won11] a développé une ap-

proche permettant de calculer la température et le flux de chaleur dans des structures

de silicium avec génération de chaleur interne. La méthode Monte Carlo est donc très
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utile pour décrire le transport de chaleur dans différentes géométries telles que nanofils

[Lac05], nanofilms [Won11] ou encore les couplages électron-phonon dans le silicium

massif [Mus03]. D’autres techniques, comme la dynamique moléculaire [Ter09a] ou les

méthodes ab-initio [Cha13 ; Esf11 ; Ter09a] permettent aussi d’étudier le transport des

phonons dans les systèmes nanostructurés. Ces approches numériques modélisent avec

une bonne précision le transport thermique, mais exigent cependant un temps de calcul

relativement long. Comme mentionné au début de cette section, l’ETB possède une so-

lution analytique dans un nombre de cas limité. Plus récemment, Ordonez-Miranda et

al [OM15] ont obtenu une solution analytique explicite de l’ETB dans le cadre de l’ap-

proximation du temps de relaxation et du spectre gris à l’aide de la MOD. Cette solution

reproduit les résultats numériques avec une excellente précision (99.9%). Pour plus de

détails, le lecteur est invité à consulter la publication d’Ordonez-Miranda et al. [OM15].

Cette solution analytique est au cœur du présent travail.

1.6.3 Approximation du temps de relaxation

Une des approximations les plus utilisées pour résoudre l’ETB est de se mettre dans

le cadre de l’approximation du temps de relaxation [Car61]. Cette approximation sert

à exprimer le membre de droite de (1.51) comme une petite variation de la fonction de

distribution par rapport à son état d’équilibre pendant un temps moyen qui correspond

au temps de relaxation effectif du système [Ash12]. Le terme de collision s’écrit dans ce

cas sous la forme :

(

∂ fω,p(t, r)
∂t

)

collisions
=

f 0
ω,p(T)− fω,p(t, r)

τ(ω, T)
, (1.52)

où f 0
ω,p(T) représente la fonction de distribution à l’équilibre local et τ(ω, T) est le temps

de relaxation avec lequel le système retourne à son état d’équilibre.

L’ETB appliquée aux phonons prend la forme :

∂ fω,p(t, r)
∂t

+ vg · ∇r fω,p(t, r) =
f 0
ω,p(T)− fω,p(t, r)

τ(ω, T)
, (1.53)

Généralement, le temps de relaxation des phonons dépend de la fréquence et de la tem-

pérature. Afin de surmonter les difficultés mathématiques tout en préservant le contenu
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physique du problème, nous supposons que le temps de relaxation est constant, cette

hypothèse est appelée approximation du milieu gris. Le chapitre suivant présente la so-

lution analytique de l’ETB en régime stationnaire dans le cadre de l’approximation du

temps de relaxation et du milieu gris afin de décrire la RTI entre deux couches diélec-

triques.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre de l’état de l’art, nous avons commencé par un rappel des outils de

base de la physique des phonons qui permet de définir quelques concepts et de fournir

le vocabulaire nécessaire à la compréhension du transport de chaleur dans les matériaux

solides cristallins. Nous avons ensuite décrit le comportement du transfert thermique

dans les milieux massifs, et en particulier dans les matériaux de basse dimensionnalité

comme les films minces, les multicouches, et les super-réseaux. Nous avons discuté éga-

lement les différents mécanismes susceptibles d’expliquer le comportement thermique

de ces nanostructures, et la réduction de leur conductivité thermique en comparaison

avec celle du milieu massif. Les principaux paramètres influençant cette propriété ther-

mique ont été revus, en mettant particulièrement l’accent sur la RTI. Cette grandeur s’est

avérée comme l’un des effets les plus importants affectant la conductivité thermique des

systèmes nanostructurés. Nous avons introduit les deux principaux modèles AMM et

DMM estimant la RTI. Nous avons discuté les limites de validité de chacun de ces deux

modèles. Nous avons fait un bref rappel sur les techniques expérimentales permettant

de mesurer les propriétés thermiques des matériaux, comme la conductivité thermique,

la RTI et la diffusivité thermique. Nous avons enfin présenté l’ETB décrivant le transfert

thermique dans les matériaux nanostructurés ainsi que ses méthodes de résolution.



45

Chapitre 2
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2.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le transport de chaleur à l’interface

suscite un grand intérêt au sein de la communauté scientifique[Che97 ; Cah03 ; Cah14 ;

Tar16], et que de nombreuses études ont été menées afin de mieux comprendre la RTI.

Cette grandeur est difficile à estimer et à contrôler en raison de plusieurs paramètres

l’influençant (rugosité, pression, température, régime de transport, fréquence de mo-

dulation...) [Lit59 ; Swa87 ; Swa89 ; Che98 ; Xia18]. Nous nous intéressons ici à l’effet du

régime de transport sur la RTI et sur la conductivité thermique en faisant appel à l’ETB

appliquée aux phonons. Notre approche théorique sera basée sur la résolution analy-

tique de l’ETB en régime stationnaire monodimensionnel. Nous présentons tout d’abord

la solution analytique explicite de l’ETB pour le profil de température et pour le flux

thermique dans un système multicouches, obtenue dans le cadre de l’approximation du

temps de relaxation et du spectre gris. Nous discutons ensuite les valeurs asymptotiques

de la RTI dans les limites balistique et diffusive. Enfin, nous calculons la conductivité

thermique effective d’un système multicouches en prenant en compte la RTI au niveau

de l’interface entre deux couches adjacentes.

2.2 Solution analytique de l’ETB dans l’approximation du

temps de relaxation

Ce chapitre reprend en partie l’article [Ala18a] pour l’aspect concernant la RTI en

régime stationnaire. On considère un système diélectrique constitué de deux couches, où

la couche d’épaisseur finie est réchauffée à la surface en z = 0 à l’aide d’un faisceau laser

d’intensité modulée, comme illustré sur la Figure 2.1. Cette configuration représente l’un

des systèmes les plus simples utilisés lors d’une expérience photothermique. La surface

z = 0 est soumise à une excitation thermique de type :

q(z = 0, t) = q0(1 + cos (ωt)) = q0Re(1 + ejωt), (2.1)

où ω est la fréquence angulaire modulée, 2q0 est l’intensité moyenne du laser, t est le

temps et Re(ξ) est la partie réelle de ξ. Lorsque la taille caractéristique du système est

beaucoup plus grande que le LPM des phonons(L > l), la loi de Fourier et l’équation de
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est définie comme la densité du flux de chaleur par unité d’angle solide [Maj93 ; Che98] :

I0 =
1

4π

∫ νmax

0
hνv f0D(ν)dν, (2.3)

où h est la constante de Planck, ν est la fréquence du phonon, v est la vitesse de groupe

du phonon, f0 est la distribution d’équilibre de Bose-Einstein et D est la densité d’états

par unité de volume. L’intensité du phonon I est reliée à la fonction de distribution f via

la relation (2.3) en faisant le changement I0 → I et f0 → f . D’après le modèle de Debye,

on peut facilement montrer que l’intensité I0 est donnée par la formule [Che05a] :

I0 =
15σT4

π5

∫ ΘD/T

0

x3

ex − 1
dx, (2.4)

où σ = π5k4
B/
(

5h3v2), kB est la constante de Boltzmann, T est la température absolue et

ΘD désigne la température de Debye.

A basse température (T ≪ ΘD), l’expression (2.4) devient :

I0 =
σ

π
T4. (2.5)

Cette expression a la même forme que celle de Stefan-Boltzmann pour le rayonnement

électromagnétique.

A température suffisamment haute T ≫ ΘD, l’équation (2.4) se simplifie à :

I0 =
15σΘ4

D

3π5 T =
ρcv
4π

T, (2.6)

où ρ est la densité massique et c est la capacité calorifique à haute température. A partir

des relations (2.5) et (2.6), on voit bien que l’intensité à l’équilibre I0 est reliée au pro-

fil de température à haute température ou à basse température. Le calcul de l’intensité

d’équilibre I0 permet ainsi de déterminer directement le profil de température T. Comme

mentionné ci-dessus, l’intensité I0 est définie comme la densité du flux de chaleur par

unité d’angle solide suivant une direction de propagation donnée même lorsque le sys-

tème est hors équilibre thermodynamique local [Maj93]. Alors, le profil de température

est bien défini non seulement dans le régime diffusif, mais aussi dans le régime balis-

tique. Dans ce dernier régime, les phonons ne sont pas à l’équilibre thermodynamique
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local. Ce nouveau concept de température sera utilisé par la suite. Une fois que l’ETB

monodimensionnelle a été résolue pour l’intensité I ((2.2)), la densité du flux de chaleur

q est donnée par [OM11] :

q(z, t) = 2π
∫ +1

−1
µI(z, t, µ)dµ. (2.7)

D’après (2.1), la solution I de l’équation (2.2) peut s’écrire sous la forme suivante :

I(z, t, µ) = Is(z, µ) + Re[J(z, µ)ejωt], (2.8)

où Is et J sont les composantes stationnaire et modulée de I, respectivement. La compo-

sante stationnaire est due au premier terme de (2.1), tandis que la composante modulée

est due au second terme de (2.1). Sachant que l’ETB (2.2) est une équation aux dérivées

partielles linéaire, (2.8) exige que l’intensité à l’équilibre soit écrite sous la même forme

que celle de I :

I0(z, t) = I0s(z) + Re[J0(z)ejωt]. (2.9)

D’après les équations (2.6) et (2.9), le profil de température est alors T(z, t) = T(z) +

Re
[

ψ(z)ejωt
]

, avec T(z) et ψ(z) sont les composantes stationnaire et modulée de la tem-

pérature, respectivement.

En substituant les équations (2.8) et (2.9) dans (2.2), on obtient :

Is + µ
∂Is

∂x
= I0s, (2.10a)

χJ + µ
∂J
∂x

= J0, (2.10b)

où χ = 1 + jωτ et x = z/l est la position adimensionnelle. A température ambiante,

les valeurs typiques du temps de relaxation sont τi < 10−10 s pour un grand nombre de

matériaux solides diélectriques [Che05a] d’une part ; d’autre part, les fréquences de mo-

dulation utilisées dans la pratique sont ω < 109 rad/s [Cah14], ce qui conduit à ωτi ≪ 1.

Les profils de température et de la densité de flux de chaleur seront bien calculés en uti-

lisant cette dernière condition. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons seulement au

transport thermique en régime stationnaire en résolvant (2.10a). La solution analytique

de (2.10b) fait l’objet du chapitre 3.





52 Chapitre 2. Effet du régime du transport des phonons sur la résistance thermique d’interface

comme suit [Maj93] :

2I0 =
∫ 1

−1
Idµ. (2.13)

Pour les composantes stationnaires des intensités I0 et I, (2.13) s’écrit sous la forme :

2I0s(x) =
∫ 1

0

[

I+s (x, µ) + I−s (x,−µ)
]

dµ. (2.14)

En substituant (2.12a)−(2.12d) dans (2.14), on obtient :

I0s1(x) =
1
2

(

A+
1

π
E2(x) +

A−
1

π
E2(λ − x) +

∫ λ

0
I0s1(x′)E1|x − x′|dx′

)

, (2.15a)

I0s2(x) =
1
2

(

A+
2

π
E2(x) +

∫ ∞

0
I0s2(x′)E1|x − x′|dx′

)

, (2.15b)

où En(x) est la fonction exponentielle intégrale d’ordre n définie par [Che98] :

En(t) =
∫ 1

0
µn−2e−t/µdµ . (2.16)

En tenant compte des équations (2.7) et (2.8), la densité de flux de chaleur en régime

stationnaire est donnée par la formule suivante :

q(x, t) = 2π
∫ 1

0

(

I+s (x, µ)− I−s (x,−µ)
)

µdµ. (2.17)

L’incorporation des équations (2.12a)−(2.12d) dans (2.17) donne la densité de flux de

chaleur dans chaque couche de la Figure 2.1, on obtient :

q1(x, t) = 2
(

A+
1 E3(x)− A−

1 E3(λ − x)− π
d

dx

∫ λ

0
I0s1(x′)E3|x − x′|dx′

)

, (2.18a)

q2(x, t) = 2
(

A+
2 E3(x)− π

d
dx

∫ ∞

0
I0s2(x′)E3|x − x′|dx′

)

. (2.18b)

Comme mentionné ci-dessus, les constantes A±
n (A−

2 = 0) sont calculées en imposant

la condition de conservation d’énergie à l’interface. A partir de l’équation (2.7) et de la

Figure 2.2, on peut facilement montrer que :

∫ 1

0
I−s1(λ,−µ)µdµ = R12

∫ 1

0
I+s1(λ, µ)µdµ + T21

∫ 1

0
I−s2(0,−µ)µdµ, (2.19a)

∫ 1

0
I+s2(0, µ)µdµ = R21

∫ 1

0
I−s2(0,−µ)µdµ + T12

∫ 1

0
I+s1(λ, µ)µdµ, (2.19b)



2.2. Solution analytique de l’ETB dans l’approximation du temps de relaxation 53

où Rij et Tij sont les coefficients de réflexion et de transmission des phonons venant de

la i-ème couche vers la j-ème couche, respectivement. Pour les interfaces rugueuses, ce

qui est le cas dans la plupart des cas pratiques [Lit59 ; Swa89], les phonons perdent la

mémoire de leur provenance (direction de propagation, polarisation...) et ces deux coef-

ficients deviennent indépendants de la direction de propagation, et peuvent être estimés

par [Che98] :

T12 = R21 = 1 − T21 =
ρ2c2v2

ρ2c2v2 + ρ1c1v1
. (2.20)

En appliquant le principe de conservation de l’énergie à la surface éclairée z = 0, on

écrit :

2π
∫ 1

0
I+s1(0, µ)µdµ = 2π

∫ 1

0
I−s1(0,−µ)µdµ + q0. (2.21)

Cette expression est un cas particulier de (2.17). La combinaison des équa-

tions (2.12a)−(2.12d), (2.19a)−(2.19b) avec (2.21), permet d’avoir :



































A+
2

T12
=

A−
1

R12
,

A+
2

2T12
= A+

1 E3(λ) +
∫ λ

0
π I0s1(x)E2 (λ − x) dx +

∫ ∞

0
π I0s2(x)E2(x)dx,

A+
1 = q0 + 2A−

1 E3(λ) + 2
∫ λ

0
π I0s1(x)E2 (x) dx.

(2.22a)

(2.22b)

(2.22c)

D’après les équations (2.22a)−(2.22c), (2.15a)−(2.15b) et (2.18a)−(2.18b), on obtient

via (2.4), les profils de température et de la densité de flux de chaleur monodimen-

sionnel dans les deux couches de la Figure 2.1. Afin de faciliter l’écriture des rela-

tions (2.15a)−(2.15b) et (2.18a)−(2.18b), on peut les normaliser comme suit :



















































2U1(x) = E2(x) +
∫ λ

0
U1(x′)E1(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

2U2(x) = E2(x) +
∫ ∞

0
U2(x′)E1(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

Qs1

2
= E3(x)− d

dx

∫ λ

0
U1(x′)E3(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

Qs2

2
= E3(x)− d

dx

∫ ∞

0
U2(x′)E3(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

(2.23a)

(2.23b)

(2.23c)

(2.23d)
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où β et γ sont deux paramètres que l’on peut déterminer en évaluant les équa-

tions (2.23a)− (2.23c) en x = 0 puis en comparant avec les équations (2.25a) et (2.25b).

Les résultats finaux sont :

β(λ) =
ξ(1/3 + E4(λ)) + C2(1/2 − E3(λ))

C2(1 − E2(λ)) + ξ(1/2 + E3(λ))
, (2.26a)

γ(λ) =
(1 − E2(λ))(1/3 + E4(λ))− (1/4 − E2

3(λ))

C2(1 − E2(λ)) + ξ(1/2 + E3(λ))
, (2.26b)

où :

ξ = C1 + 2(p(λ)− p(0)),

Cn =
∫ λ

0 (p(x)− p(λ − x))En(x)dx

et p(x) = A + BE2(x) + CE3(x) avec A = 0.71047, B = -0.25082 et C = 0.23526.

A partir des équations (2.24a), (2.24b) et (2.25b), (2.25a) et (2.25c) peuvent se mettre sous

la forme :

A+
1 − π I0s1(x) =

3q0

4
[x + β(λ) + γ(λ) (p (x)− p (λ − x))] , (2.27a)

A+
2 − π I0s2(x) =

3q0

4
(x + p (x)) . (2.27b)

Compte tenu du fait que l’intensité des phonons à l’équilibre est reliée à la température,

nous avons A+
1 = ρ1c1v1T0/4 avec T0 est la température imposée en surface z = 0.

L’expression de A+
2 peut être facilement calculée à partir de (2.22a) et (2.25b), on obtient :

A+
2 =

T12

R12

(

A+
1 − 3q0

4
(λ + 2β(λ))

)

. (2.28)

Par conséquent, les équations (2.25a) et (2.25c) peuvent être réécrites en fonction de la

température :

T0 − T1(x) =
3q0

ρ1c1v1
[x + β(λ) + γ(λ)(p(x)− p(λ − x))] , (2.29a)

T0 − T2(x) =
3q0

ρ1c1v1
[δ12(x + p(x)) + λ + 2β(λ)] , (2.29b)

où δ12 = ρ1c1v1/ρ2c2v2 = R12/T12 (voir (2.20)).

Nous allons maintenant discuter la validité et la précision des équations (2.25a)− (2.25c)

pour la température et pour la densité de flux de chaleur. Il est important de noter que
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utilisant la loi limite de Casimir Tballistic = [(T4
0 + T4

1 )/2]1/4 [Maj93]. La Figure 2.6 (b)

montre le pourcentage d’erreur E(%) entre l’approximation du premier ordre et celle du

second ordre en fonction de la position normalisée z = l. Il est clair que les deux approxi-

mations sont presque indifférenciables et la déviation entre elles ne dépasse pas 0.14%.

En outre, cette déviation est pratiquement nulle dans le cas du régime diffusif, contrai-

rement au régime intermédiaire (L = l), qui présente un maximum de 0, 13% autour

de z = 0, 9l. On peut également constater que la déviation est égale à zéro à z = 0, 5l

quelle que soit l’épaisseur de la couche. Ceci était attendu, car les deux approximations

sont égales au centre de la couche (x = λ/2). En effet, on peut montrer directement que

U(1)
1 (x = λ/2) = U(2)

1 (x = λ/2) = 1/2.

2.2.2 Densité du flux de chaleur en régime stationnaire

On continue de discuter la validité de la solution donnée par (2.25a), mais cette fois-ci

pour la densité du flux de chaleur. Nous avons remplacé U1(x′) dans l’équation (2.23c)

par U(1)
1 (x′)(U(2)

1 (x′)), ce qui permet de calculer la densité de flux du chaleur en uti-

lisant l’approximation du premier ordre (second ordre) pour la température en régime

stationnaire. La Figure 2.7 montre le comportement de la densité de flux de chaleur nor-

malisé Qs1 en fonction de l’épaisseur normalisée λ. Pour une couche très mince λ ≪ 1,

le flux normalisé se réduit à l’unité, ce qui coïncide avec l’équation (2.23c)(En évaluant

cette équation en x = 0). Lorsque l’épaisseur de la couche diminue, tous les processus

de diffusion des phonons disparaissent et le régime du transport devient complètement

balistique. Dans ce régime, la densité de flux de chaleur peut être calculée par la loi de

Stefan-Boltzmann qballistic = σ(T4
0 − T4

1 ). Dans le régime purement balistique, la loi de

Fourier ne peut s’appliquer et les résultats obtenus pour le flux (2.23c) sont en bon ac-

cord avec ceux reportés par Swartz et Pohl [Swa89].

A partir de la Figure 2.7, on peut constater que les deux approximations donnent ri-

goureusement les mêmes résultats pour le flux normalisé. Le pourcentage d’erreur entre

les deux approximations pour le flux est quasiment nul. Par conséquent, il est suffisant

d’utiliser l’approximation du premier ordre de la température pour étudier le transport

de chaleur à l’interface entre une couche finie et un substrat, notamment la RTI. Ce point

sera traité et analysé dans la section qui suit.
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le profil de température en régime stationnaire dans une couche d’épaisseur finie et dans

un substrat est donnée par les équations (2.36) et (2.37), respectivement.

T0 − T1(x) =
3q0

ρ1c1v1
(x +

2
3
), (2.36)

T0 − T2(x) =
3q0

ρ1c1v1
(δ12x + λ +

2
3
+

ρ1c1v1R
3

). (2.37)

Il est très intéressant de constater les similarités entre le système des équations [(2.29a) et

(2.35)] et celui des [(2.36) et (2.37)] calculé par Jean Kaiser et al. [Kai17]. Pour une couche

très mince (λ ≪ 1), p(λ) ≈ p(x) → 1/
√

3, β(λ) → 2/3, et on peut montrer facile-

ment que l’équation (2.35) prend la forme de (2.37). Il est intéressant de rappeler que

Jean Kaiser et al. ont utilisé le modèle DMM pour estimer la valeur de la RTI. Le profil

TABLEAU 2.1 – Propriétés thermiques des cristaux semi-conducteurs à température ambiante.
Les données proviennent de la référence [Dat].

Matériau ρ v* c κ0 l**

(kg/m3) (m/s) (J/kg.K) (W/m.K) (nm)
Si 2329 2169 700 130 110
Ge 5323 1302 310 58 81

GaAs 5320 1237 330 55 76
InAs 5680 982 250 27 58
GaN 6150 1840 490 130 70
GaP 4140 1522 430 110 122
InP 4810 1152 310 68 119
InSb 5770 856 200 18 55

* 1/v = 1/vl + 2/vt.
** κ0 = ρcvl/3.

de température est représenté sur les Figures 2.10 (a) et 2.10 (b), pour trois épaisseurs

normalisées λ = L/l1 différentes. La Figure 2.10 (a) montre la variation du profil de tem-

pérature normalisé en fonction de la position normalisée x = z/l1. Les calculs ont été

effectués pour un film de Si d’épaisseur L1(Si) = 0.1l1, l1 et 10l1 déposé sur un substrat

de Ge. La résistance d’interface a été calculée en exploitant l’expression (2.33). Comme

on peut le voir et conformément à ce qui a été discuté avant, les sauts de température

augmentent lorsque l’épaisseur de la couche diminue. Ces sauts de températures de-

viennent très remarquables lorsque le transport de phonons dans la couche d’épaisseur

finie est balistique. Les valeurs de la RTI pour différentes épaisseurs de Si sont respec-

tivement, R = 1.33625, R = 1.30060 et R = 1.29607 m2.K/GW pour L1(Si) = 0.1l1, l1 et
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où λi = Li/li (i = 1, 2).

En substituant (2.38a)−(2.38f) dans (2.14), on trouve :

I0s1(x) =
1
2

(

A+
1

π
E2(x) +

A−
1

π
E2(λ1 − x) +

∫ λ1

0
I0s1(x′)E1|x − x′|dx′

)

, (2.39a)

I0s2(x) =
1
2

(

A+
2

π
E2(x) +

A−
2

π
E2(λ2 − x) +

∫ λ2

0
I0s2(x′)E1|x − x′|dx′

)

, (2.39b)

I0s3(x) =
1
2

(

A+
3

π
E2(x) +

∫ ∞

0
I0s3(x′)E1|x − x′|dx′

)

. (2.39c)

En incluant les équations (2.38a)−(2.38f) dans l’équation (2.17) on obtient la densité de

flux de chaleur dans chaque couche de la Figure 2.11 :

q1(x, t) = 2
(

A+
1 E3(x)− A−

1 E3(λ1 − x)− π
d

dx

∫ λ1

0
I0s1(x′)E3|x − x′|dx′

)

, (2.40a)

q2(x, t) = 2
(

A+
2 E3(x)− A−

2 E3(λ2 − x)− π
d

dx

∫ λ2

0
I0s2(x′)E3|x − x′|dx′

)

, (2.40b)

q3(x, t) = 2
(

A+
3 E3(x)− π

d
dx

∫ ∞

0
I0s3(x′)E3|x − x′|dx′

)

. (2.40c)

En appliquant les conditions aux limites aux interfaces z = L1 et z = L2, on a alors :

∫ 1

0
I−s1(λ1,−µ)µdµ = R12

∫ 1

0
I+s1(λ1, µ)µdµ + T21

∫ 1

0
I−s2(0,−µ)µdµ, (2.41a)

∫ 1

0
I+s2(0, µ)µdµ = R21

∫ 1

0
I−s2(0,−µ)µdµ + T12

∫ 1

0
I+s1(λ1, µ)µdµ, (2.41b)

∫ 1

0
I−s2(λ2,−µ)µdµ = R23

∫ 1

0
I+s2(λ2, µ)µdµ + T32

∫ 1

0
I−s3(0,−µ)µdµ, (2.41c)

∫ 1

0
I+s3(0, µ)µdµ = R32

∫ 1

0
I−s3(0,−µ)µdµ + T23

∫ 1

0
I+s2(λ2, µ)µdµ. (2.41d)

Le principe de conservation d’énergie en z = 0 nous permet d’écrire :

2π
∫ 1

0
I+s1(0, µ)µdµ = 2π

∫ 1

0
I−s1(0,−µ)µdµ + q0. (2.42)
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La combinaison des équations (2.38a)−(2.38f), (2.41a)−(2.41d) avec (2.42), nous conduit

à :

A+
2

2T12
= A+

1 E3 (λ1) + A+
2 E3 (λ2) +

∫ λ1

0
π I0s1 (x) E2 (λ1 − x) dx +

∫ λ2

0
π I0s2 (x) E2 (x) dx,

(2.43a)

A+
2

T12
=

A−
1

R12
, (2.43b)

A+
1 = q0 + 2A−

1 E3(λ1) + 2
∫ λ1

0
π I0s1(x)E2 (x) dx. (2.43c)

A+
3

2T23
= A+

2 E3 (λ2) +
∫ λ2

0
π I0s2 (x) E2 (λ2 − x) dx +

R32

T23

∫ ∞

0
π I0s3 (x) E2 (x) dx, (2.43d)

A−
2

R23
=

A+
3

T23
. (2.43e)

Par conséquent, les profils de température et de la densité de flux de chaleur normalisés

dans les trois couches de la Figure 2.11 sont donnés par :
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















































































2U1(x) = E2(x) +
∫ λ1

0
U1(x′)E1(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

2U2(x) = E2(x) +
∫ λ2

0
U2(x′)E1(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

2U3(x) = E2(x) +
∫ ∞

0
U3(x′)E1(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

Qs1

2
= E3(x)− d

dx

∫ λ1

0
U1(x′)E3(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

Qs2

2
= E3(x)− d

dx

∫ λ2

0
U2(x′)E3(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

Qs3

2
= E3(x)− d

dx

∫ ∞

0
U3(x′)E3(

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′,

(2.44a)

(2.44b)

(2.44c)

(2.44d)

(2.44e)

(2.44f)

où Un(x) et Qsn(x) sont donnés par les relations (2.24a) et (2.24b), respectivement. On se

limite à l’approximation d’ordre 1, les solutions analytiques des équations (2.44a)-(2.44f)
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peuvent se mettre sous la forme :

U(1)
1 (x) = 1 − α(λ1)[x + β(λ1) + γ(λ1)(p(x)− p(λ1 − x))] , (2.45a)

α(λ1) =
3
4

Qs1 =
1

λ1 + 2β(λ1)
, (2.45b)

U(1)
2 (x) = 1 − α(λ2)[x + β(λ2) + γ(λ2)(p(x)− p(λ2 − x))] , (2.45c)

α(λ2) =
3
4

Qs2 =
1

λ2 + 2β(λ2)
, (2.45d)

U(1)
3 (x) = 1 − 3

4
Qs3(x + p(x)) . (2.45e)

Comme précédemment, les équations (2.45a), (2.45c) et (2.45e) peuvent s’exprimer sous

la forme :

A+
1 − π I0s1(x) =

3q0

4
[x + β(λ1) + γ(λ1) (p (x)− p (λ1 − x))] , (2.46a)

A+
2 − π I0s2(x) =

3q0

4
[x + β(λ2) + γ(λ2) (p (x)− p (λ2 − x))] , (2.46b)

A+
3 − π I0s3(x) =

3q0

4
(x + p (x)) . (2.46c)

Puisque l’intensité des phonons à l’équilibre est reliée à la température, la condition

T(z = 0) = T0 donne A+
1 = ρ1c1v1T0/4. En tenant compte des équations (2.43a)−(2.43e),

on aboutit finalement à :

A−
1 = A+

1 − 3q0

4
(λ1 + 2β(λ1)) , (2.47a)

A+
2 =

T12

R12

(

A+
1 − 3q0

4
(λ1 + 2β(λ1))

)

, (2.47b)

A+
3 =

T23

R23

[

T12

R12

(

A+
1 − 3q0

4
(λ1 + 2β(λ1))

)

− 3q0

4
(λ2 + 2β(λ2))

]

. (2.47c)

Donc, les équations (2.45a), (2.45c) et (2.45e) peuvent s’exprimer en fonction de la tem-

pérature comme suit :

T0 − T1 (x) =
3q0

ρ1c1v1
[x + β (λ1) + γ (λ1) (p (x)− p (λ1 − x))] , (2.48a)

T0 − T2(x) =
3q0

ρ1c1v1
[δ12 (x + β (λ2) + γ (λ2) (p (x)− p (λ2 − x))) + λ1 + 2β (λ1)] ,

(2.48b)

T0 − T3(x) =
3q0

ρ1c1v1
[δ13 (x + p (x)) + δ12 (λ2 + 2β (λ2)) + λ1 + 2β (λ1)] , (2.48c)
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(2.49a) montre que la RTI entre deux couches ne dépend pas seulement de leurs pro-

priétés thermiques, mais aussi de leurs épaisseurs. Il est donc intéressant de noter que

l’équation (2.49a) devient symétrique vis-à-vis des propriétés thermiques ρ1c1v1 et ρ2c2v2

lorsque λ1 → ∞ et λ2 → ∞ [Figures 2.12 (a) et (b)].

La Figure 2.12 (a) montre la variation de la RTI entre deux couche de Si et de Ge d’épais-

seur finie en fonction de l’épaisseur normalisée de la couche de Si, pour trois épaisseurs

différentes de la couche de Ge. Pour une épaisseur donnée d’une couche de Ge, la RTI

diminue lorsque l’épaisseur de la couche de Si augmente. La diminution de la RTI est

due principalement à la diminution des sauts de température dans le régime diffusif (Fi-

gure 2.10 (b) ). Dans la limite diffusive, L1(Si) = 10l1 et L2(Ge) = 10l2, la RTI atteint sa

valeur minimale R = 1.29607 m2.K/GW [Figures 2.12 (a) et (b)]. Cela peut s’expliquer

par le fait que dans le régime diffusif, les sauts de température sont très faibles au ni-

veau de l’interface (Figure 2.10), conduisant ainsi à une baisse continue de la résistance

interfaciale. Lorsque λ1 → ∞ et λ2 → ∞, l’équation (2.49a) se ramène à la forme sim-

plifiée R =
√

3(1/ρ1c1v1 + 1/ρ2c2v2) et devient ainsi symétrique. La relation (2.49a) est

en bon accord avec le modèle DMM [Che98] et atteint sa valeur maximale dans la limite

balistique, lorsque λ1 → 0 et λ2 → 0.

Après avoir calculé la résistance d’interface entre deux couches d’épaisseur finie, nous

allons calculer la conductivité thermique effective d’un système multicouches en tenant

compte de la RTI relative à chaque interface.

2.4 Conductivité thermique effective

Il y a eu beaucoup de travaux expérimentaux et théoriques qui ont étudié l’effet de

la taille sur la conductivité thermique [Maj93 ; Che93 ; Xu14 ; Alv07 ; Don15]. En effet,

lorsque le LPM des phonons est du même ordre de grandeur ou supérieur à la dimen-

sion caractéristique du système, l’effet de la diffusion des phonons par les interfaces

devient très important, conduisant ainsi à une réduction de la conductivité thermique.

Chen [Che98 ; Che05a] s’est intéressé au transport de chaleur dans la direction perpen-

diculaire au plan des super-réseaux de GaAs/AlAs et de Si/Ge. Son modèle repose sur

la résolution numérique de l’ETB dans le cadre de l’approximation du temps de relaxa-

tion. Il a montré que la diffusion des phonons par les interfaces réduit d’une manière
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significative la conductivité thermique effective (CTE) des super-réseaux. Un algorithme

similaire a été appliqué pour traiter le transport de chaleur dans des nanocomposites en

2D à base de Si/Ge [Yan04], dans des nanofils [Dam04], et dans des matériaux polycris-

tallins [Yan10]. Dans ces nanosystèmes, la réduction de la CTE a été observée. Comme

on l’a mentionné au début de ce chapitre, en introduisant la notion d’intensité pour les

phonons, Majumdar a reformulé l’ETB sous une forme analogue à l’équation du trans-

fert radiatif [Maj93]. Un modèle théorique simple a été proposé pour le calcul de la CTE

d’un film de diamant. Dans ce modèle, le LPM des phonons est supposé indépendant de

la fréquence (Approximation du milieu gris). Dans une étude plus approfondie, McGau-

ghey et al. [McG11] a pris en compte la dépendance de la vitesse de groupe en fonction

de la fréquence ainsi que le LPM des phonons afin d’obtenir une expression analytique

plus générale pour la CTE. Dans cette section nous comparons nos résultats obtenus

pour la CTE d’un système multicouches avec ceux de Majumdar, en commençant par le

cas simple qui est illustré sur la Figure 2.11.

2.4.1 Deux couches déposées sur un substrat

Lorsque les deux parois d’une couche sont soumises à une différence de température

∆T = T0 − T1 qui est assez faible (Figure 2.5), et à partir de l’équation (2.25b), on peut

facilement montrer que la densité du flux de chaleur à travers cette couche est donnée

par la formule :

qs1 =
κ0

1 + 2β (λ) /λ

(

T0 − T1

L

)

. (2.50)

Il est intéressant de remarquer que l’équation (2.50) a la même forme que celle obtenue

en utilisant la loi de Fourier mais avec une CTE, donnée par :

κi =
κ0

1 + 2β (λ) /λ
, (2.51)

où κ0 étant la conductivité thermique du matériau massif. Pour λ = L/l ≪ 1,

β(λ) → 2/3, l’équation (2.51) se simplifie à l’expression trouvée par Majumdar [Maj93]

(Figure 2.13). D’après la théorie cinétique des gaz (κ0 = ρcvl/3) et selon l’équation (2.50),
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En remplaçant (2.49a) et (2.51) dans (2.54), la CTE associée à deux couches en série peut

s’écrire sous la forme :

L1 + L2

κ
=

L1

κ01

(

1 +
2β(λ1) + f (λ1)

λ1

)

+
L2

κ02

(

1 +
2β(λ2) + f (λ2)

λ2

)

. (2.55)

Dans la littérature, le modèle de Majumdar [Maj93] a été largement utilisé pour le calcul

de la CTE d’une couche diélectrique d’épaisseur finie. En combinant ce modèle avec le

modèle DMM, on trouve :

L1 + L2

κ
=

L1

κ01

(

1 +
2

λ1

)

+
L2

κ02

(

1 +
2

λ2

)

. (2.56)

Dans un régime purement diffusif (λi → ∞), les expressions (2.55) et (2.56) se réduisent

à (L1 + L2)/κ = L1/κ01 + L2/κ02, qui décrit le résultat classique de la CTE associé à deux

couches épaisses en série. Dans ce cas, l’effet de la RTI devient négligeable par rapport

à R1 et R2. Par ailleurs, dans une couche extrêmement mince, le transport des phonons

est balistique, et la RTI domine la conductivité thermique. Ce résultat est en accord avec

les travaux de G. Chen dans la limite balistique [Che98]. Dans cette situation λi → 0,

β(λi) ≈ f (λi) = 2/3 et (2.55) se réduit à (2.56). Ces résultats reproduisent ceux de Ma-

jumdar et le pourcentage d’erreur est inférieure à 1% dans le régime intermédiaire. La

Figure 2.14 (a) représente la variation de la CTE d’une bicouche Si/Ge déposée sur un

substrat en fonction de l’épaisseur normalisée L1/l1 de la couche de Si pour différentes

valeurs de l’épaisseur de la couche Ge. Cette figure montre que la conductivité ther-

mique augmente avec l’épaisseur de la couche de Si. Ceci était attendu, car la conduc-

tivité thermique de Si massif et beaucoup plus grande par rapport à celle de Ge massif

(κ(Si) = 2.24 κ(Ge)). Pour un film de Si très épais (L1 = 103l1), la CTE devient indépen-

dante de l’épaisseur de la couche de Ge et atteint la conductivité thermique de Si massif

soit κ = κ(Si) (λ1 → ∞). En effet, lorsque L1 ≫ L2, les variations de température dans

la couche de Si deviennent très importantes par rapport à celles dans la couche de Ge,

et donc la CTE d’une bicouche Si/Ge est dominée par la conductivité thermique de Si

massif.

De même, la Figure 2.14 (b) montre le comportement de κ de la configuration étudiée à

la Figure 2.14 (a) en fonction de l’épaisseur normalisée L2/l2 de la couche de Ge, pour





2.4. Conductivité thermique effective 75

trois épaisseurs de Si différentes. Dans le cas L = 10l1, on voit bien que plus l’épais-

seur de la couche de Ge augmente, plus la conductivité thermique décroit de manière

significative. Cette tendance se renverse pour les régimes intermédiaire et balistique.

Dans ces derniers régimes, la conductivité thermique κ croît lorsque L2 augmente. De la

même manière que précédemment, lorsque L2 ≫ L1, κ tend vers la conductivité ther-

mique de Ge massif et la CTE d’une bicouche Si/Ge est dominée par celle de Ge massif.

Le changement de la monotonie de κ observé sur la Figure 2.14 (b) indique l’existence

d’une épaisseur critique L1 = Lc, de sorte que, pour L1 < Lc(L1 > Lc), κ augmente

(décroît) en fonction de L2. A partir de l’équation (2.55) et le résultat reporté dans la Fi-

gure 2.14 (a), il est possible de déterminer l’épaisseur critique Lc en utilisant deux condi-

tions différentes ; la première étant la différentiation (∂κ/∂L2)L1=Lc = 0 et la deuxième

est κ(λ2 = 0) = κ(λ2 → ∞). Compte tenu de la complexité de la formule (2.55), l’utilisa-

tion de la différentiation peut s’avérer fastidieuse et on peut tirer profit de l’équivalence

entre les deux conditions. En effet, la deuxième condition donne :

κ02

κ01

(

1 +
2β(λc) + f (λc)

λc

)

= 1 − 2l2
l1λc

, (2.57)

où λc = Lc/l1.

Nous avons énoncé qu’il n’existait qu’un très léger écart (environ 1%) entre le modèle

de Majumdar (2.56) et le présent modèle (2.55) estimant la CTE. Donc, il est évident de

pouvoir utiliser (2.56) pour déterminer l’épaisseur critique dans le cadre de l’approxima-

tion du milieu gris. Comme les deux conditions que l’on vient de citer sont équivalentes

pour déterminer λc, on peut combiner l’une ou l’autre avec le résultat issu du modèle de

Majumdar. Dans ce cas, il est plus facile d’exploiter la différentiation de l’équation (2.56).

En faisant ainsi, on obtient :

λc =
2(1/κ0i + lj/(liκ0j))

(1/κ0j − 1/κ0i)
, (2.58)

où λc = Li/li. L’équation (2.58) est valide seulement pour κ0i > κ0j. Lorsque Li <

Lc(Li > Lc), la CTE est inférieure (supérieure) à κ0j. L’existence d’une épaisseur cri-

tique λc permet d’identifier deux différents régimes de la CTE. En effet, la solution

numérique de (2.57) permet d’obtenir cette épaisseur critique pour différents cristaux
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2.5 Conclusion

Nous avons présenté la solution analytique explicite de l’ETB dans le cadre de l’ap-

proximation du temps de relaxation et du spectre gris obtenue pour le profil de tempé-

rature stationnaire monodimensionnel dans une couche déposée sur un substrat. Nous

avons montré que cette solution peut s’exprimer en fonction de la RTI sous une forme

similaire à celle que l’on obtiendrait avec la loi de Fourier. Nous avons montré égale-

ment que la RTI présente un caractère non intrinsèque et asymétrique en fonction de la

nature du régime du transport des phonons dans la couche d’épaisseur finie. Les valeurs

asymptotiques de cette résistance d’interface dans le régime balistique sont supérieures

à celles dans le régime diffusif, alors que dans le régime intermédiaire, elles dépendent

fortement du rapport λ = L/l entre l’épaisseur de la couche L et le LPM, l, des phonons.

Nos résultats sont en bon accord avec les prédictions du DMM dans le régime balistique,

tandis que l’écart entre les deux modèles ne dépasse pas 16% dans la limite diffusive.

En effet, notre modèle théorique (2.33) représente une généralisation du DMM en tenant

compte de l’effet du régime de transport sur la RTI. En revanche, nous avons montré que

la CTE d’un système multicouches augmente avec l’épaisseur jusqu’à atteindre sa valeur

de saturation. La CTE d’une bicouche/substrat représente une bonne approximation de

celle obtenue pour N couches/substrat dans la plupart des situations pratiques. Nos

résultats peuvent être utiles pour décrire le transport thermique dans les nanocouches

diélectriques, notamment le transport à l’interface, du moment que l’approximation du

milieu gris est valide. Dans le chapitre suivant, nous allons étudier l’influence du régime

de transport et de la fréquence de modulation sur la RTI en résolvant (2.10b).





81

Chapitre 3
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lytique de (2.10b) est donnée par :



























































J+1 (x, µ) =
C+

1
π

e−χ1x/µ +
1
µ

∫ x

0
J01(x′)e−χ1(x′−x)/µdx′,

J−1 (x, µ) =
C−

1
π

e−χ1(λ−x)/µ − 1
µ

∫ λ

x
J01(x′)e−χ1(x′−x)/µdx′,

J+2 (x, µ) =
C+

2
π

e−χ2x/µ +
1
µ

∫ x

0
J02(x′)e−χ2(x′−x)/µdx′,

J−2 (x, µ) = − 1
µ

∫ ∞

x
J02(x′)e−χ2(x′−x)/µdx′,

(3.1a)

(3.1b)

(3.1c)

(3.1d)

où λ = L/l1 et l’intensité Ji se décompose en deux termes : l’un Ji(x, µ) = J+i (x, µ) pour

0 < µ < 1 et l’autre Ji(x, µ) = J−i (x, µ) pour −1 < µ < 0. Les composantes modulées

de la température J0i(x) et de la densité de flux de chaleur qti(x, t) sont données par les

formules [Maj93] :

J0i(x) =
1
2

∫ 1

0

[

J+i (x, µ) + J−i (x,−µ)
]

dµ, (3.2a)

qti(x) =
∫

φ=4π
Jcosθdφ = 2π

∫ 1

0

[

J+i (x, µ)− J−i (x,−µ)
]

µdµ, (3.2b)

où dφ = 2π sin θdθ est l’angle solide dans une direction de propagation donnée.

En insérant les équations (3.1a)− (3.1d) dans (3.2a)− (3.2b), on obtient :

2J01(x) =
C+

1
π

E2(χ1x) +
C−

1
π

E2 (χ1 (λ − x)) +
∫ λ

0
J01(x′)E1(χ1

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′, (3.3a)

2J02(x) =
C+

2
π

E2(χ2x) +
∫ ∞

0
J02(x′)E1(χ2

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′, (3.3b)

qt1(x)
2

= C+
1 E3(χ1x)− C−

1 E3 (χ1 (λ − x))− π

χ1

d
dx

∫ λ

0
J01(x′)E3(χ1

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′, (3.3c)

qt2(x)
2

= C+
2 E3(χ2x)− π

χ2

d
dx

∫ ∞

0
J02(x′)E3(χ2

∣

∣x − x′
∣

∣)dx′, (3.3d)

Comme dans le cas stationnaire, les paramètres C±
1 et C+

2 sont calculés en appliquant le

principe de conservation de l’énergie au niveau des surfaces z = 0 et z = L. D’après



3.2. Solution analytique de l’ETB en régime fréquentiel 85

l’équation (2.7) et la Figure 2.2, on peut facilement montrer que :



































2π
∫ 1

0
J+1 (0, µ)µdµ = 2π

∫ 1

0
J−1 (0,−µ)µdµ + q0,

∫ 1

0
J−1 (λ,−µ)µdµ = R12

∫ 1

0
J+1 (λ, µ)µdµ + T21

∫ 1

0
J−2 (0,−µ)µdµ,

∫ 1

0
J+2 (0, µ)µdµ = R21

∫ 1

0
J−2 (0,−µ)µdµ + T12

∫ 1

0
J+1 (λ, µ)µdµ,

(3.4a)

(3.4b)

(3.4c)

où les coefficients Rij et Tij sont calculés à partir de l’équation (2.20). La combinaison des

équations (3.1a)− (3.1d) avec (3.4a)− (3.4c) conduit à :



































C+
1 = q0 + 2C−

1 E3(χ1λ) + 2
∫ λ

0
π J01(x)E2 (χ1x) dx,

C+
2

T12
=

C−
1

R12
,

C+
2

2T12
= C+

1 E3(χ1λ) +
∫ λ

0
π J01(x)E2 (χ1 (λ − x)) dx +

∫ ∞

0
π J02(x)E2(χ2x)dx.

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)

Les équations (3.3a)− (3.3d) déterminent complètement les profils de température J0n(x)

et de densité de flux de chaleur monodimensionnel qtn(x) dans la couche n(n = 1; 2),

mais il est impossible de les résoudre directement. Comme on l’a mentionné dans le cha-

pitre 2, ce système d’équations a été approximativement résolu par Ordonez-Miranda et

al. [OM15] en se basant sur la MOD. Pour plus de détails sur la méthode de résolution,

le lecteur est invité à consulter le travail d’Ordonez-Miranda et al. [OM15]. En effet, on

montre que la solution analytique du système d’équations (3.3a)− (3.3d) peut être écrite

sous la forme :



























































J01(x) =
3q0

4πη1

[

Aeη1x + Be−η1x + C (M(x)− M(λ − x))
]

,

J02(x) =
3q0

4πη2
a+2
(

e−η2x − η2M(x)
)

,

qt1(x) = q0
[

−Aeη1x + Be−η1x + Cη1 (M1(x) + M1(λ − x))
]

,

qt2(x) = q0a+2
(

e−η2x − η2
2 M1(x)

)

,

(3.6a)

(3.6b)

(3.6c)

(3.6d)

(3.6e)

où a±i = (4ηi/3q0)C±
i , ηi =

√

3jωτi, A0 = −3.97433 et B0 = 9.17085. Les fonctions M(x)

et M1(x) décrivent les effets balistiques et deviennent nuls lorsque z ≫ l (Figure 3.2). En





3.2. Solution analytique de l’ETB en régime fréquentiel 87

dans le système d’équations (3.5a)−(3.5c), on peut alors écrire :

(

S+ + E3(λ)
)

a+1 + Ωa−1 = 0, (3.10a)

(V+ − 1
2
)a+1 + (V− + E3(λ))a−1 = −2η1

3
, (3.10b)

où a+2 =
√

τ2/τ1a−1 /δ12, δ12 = ρ1c1v1/ρ2c2v2 et

Ω = S− − 1
δ12

(

1
2T12

+
η2

3
+

ln(1 + η2)− η2

η2
2

)

, (3.11a)

V± = α+
2 a± + α−

2 b± + β2c±, (3.11b)

S± = α−
2 eη1λa± + α+

2 e−η1λb± − β2c±, (3.11c)

et les paramètres a±, b± et c± sont calculés directement à partir du système d’équa-

tions (3.8), de sorte que, A = a+a+1 + a−a−1 , B = b+a+1 + b−a−1 et C = c+a+1 + c−a−1 .

Par conséquent, l’incorporation des expressions (3.10a)−(3.10b) et (3.11a)−(3.11c) dans

le système d’équations (3.6a) et (3.6b) détermine entièrement le profil de température

modulé (ψn(x) = 4π J0n(x)/(ρncnvn)) ainsi que la densité de flux de chaleur dans les

deux couches du système présenté sur la Figure 3.1.

3.2.1 Effet de la fréquence de modulation sur le profil de température

Sur la Figure 3.3, on présente la partie réelle de la température modulée à la surface

éclairée (z = 0) d’un film de Si, avec deux épaisseurs différentes, déposé sur un substrat

de Ge. Les courbes en pointillés ont été obtenues à partir de l’équation de la chaleur en

combinaison avec le modèle DMM qui a été utilisé pour estimer la RTI. La procédure de

calcul est reportée dans l’annexe C. Le choix s’est porté sur le modèle DMM parce que

celui-ci est plus adapté aux interfaces rugueuses à température élevée [Alv10], ce que

l’on suppose être le cas pour le présent travail.

Comme on peut le voir, les résultats obtenus en utilisant la solution de l’ETB sont en

très bon accord avec la loi de Fourier dans la limite diffusive (L = 100l1), et en particu-

lier lorsque ωτ1 → 0. Cela confirme les résultats reportés dans le chapitre 2. Comme nous

l’avons indiqué auparavant, les valeurs typiques du temps de relaxation des phonons à

la température ambiante sont τi < 10−10 s pour la plupart des matériaux diélectriques,

ce qui justifie la validité de la loi de Fourier quand f = ω/2π ≪ 1GHz. D’autre part, on
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Il est bien connu qu’en régime stationnaire, la RTI est définie comme la mesure des sauts

de température qui se produisent à l’interface entre deux matériaux différents. Ces sauts

de températures atteignent des valeurs élevées quand le transport des phonons dans la

couche d’épaisseur finie est balistique [Ala18a]. L’étude de la résistance thermique dans

les deux régimes stationnaire et dynamique a été déjà abordée par Regner et al. [Reg14]

pour les configurations plane et sphérique. Ce modèle repose sur les expressions analy-

tiques de la température modulée et de la densité de flux de chaleur obtenues à partir

de l’ETB, en ignorant la RTI. La question légitime que l’on peut se poser, est toutefois :

comment la fréquence de modulation peut affecter les sauts de température ainsi que la

RTI ?

Pour voir l’influence de la fréquence de modulation sur les sauts de température, nous

avons présenté la variation de la température normalisée en z = L− et z = L+ en fonc-

tion de la fréquence de modulation, comme illustré dans les Figures 3.4 (a) et 3.4 (b). Les

calculs ont été effectués pour un film de Si d’épaisseur L1(Si) = l1 et 100l1 déposé sur un

substrat de Ge. Comme on peut le voir, la loi de Fourier devient erronée pour décrire

le transport de chaleur à l’interface même dans le cas du régime diffusif (L = 100l1).

Ce résultat est dû à la décroissance rapide de la température calculée à l’aide de la loi

de Fourier. Il est important de noter que la fréquence de modulation affecte de manière

considérable les sauts de température à l’interface, comme indiqué à la Figure 3.4 (c).

Dans le chapitre 2, nous avons montré que les sauts de températures augmentent en

diminuant l’épaisseur de la couche, ce qui est également le cas pour la conduction ther-

mique en régime dynamique. Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier l’effet de

la fréquence de modulation sur le flux thermique qui traverse l’interface.

3.2.2 Effet de la fréquence de modulation sur la densité du flux de chaleur

Les Figures 3.5 (a) et 3.5 (b) montrent le comportement de la densité du flux de cha-

leur normalisé qt/q0 à l’interface entre une couche d’épaisseur finie et un substrat de

matériaux diélectriques en fonction de la fréquence de modulation pour L = 100l1 et

L = l1, respectivement. Les calculs ont été effectués pour quatre interfaces différentes

entre matériaux diélectriques différents. A basses fréquences, les résultats de l’ETB se

coïncident avec ceux obtenus en appliquant la loi de Fourier, indépendamment des pro-

priétés thermiques des interfaces. Ceci est cohérent avec les résultats trouvés dans le
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paragraphe 3.2.1. Dans le cas où l’épaisseur de la couche finie est largement supérieure

au LPM des phonons, on peut remarquer que la fonction Re(qt)/q0 change de monoto-

nie en fonction de la fréquence de modulation, comme illustré sur la Figure 3.5 (a). Cela

indique l’existence d’une fréquence caractéristique f1 = fc, de sorte que pour f1 < fc

( f1 > fc), Re(qt)/q0 décroît (augmente) en fonction de ωτ1.

D’après l’équation (3.6c), la densité de flux de chaleur modulé dans la couche d’épaisseur

finie s’écrit sous une forme similaire à celle que l’obtiendrait pour les ondes thermiques

(Aeη1x : onde incidente, Be−η1x : onde réfléchie). Ces ondes peuvent être réfléchies et

transmises à l’interface (x = λ). Dans le cas où le régime du transport des phonons est

purement diffusif (L ≫ l1), l’interférence destructive de ces ondes thermiques conduit à

minimiser le flux thermique [Gle10]. Ceci est dû à la présence des collisions entre pho-

nons, ce qui justifie la dépendance en fréquence du flux thermique. La fréquence caracté-

ristique fc à laquelle le flux atteint sa valeur minimale est peu dépendante des propriétés

thermiques des couches et son expression sera déterminée dans la section 3.3.

Tout récemment, Vales et al. [VP12] ont montré qu’il existe une fréquence caracté-

ristique à laquelle l’amplitude (phase) du signal thermique atteint son maximum (mini-

mum). Cette fréquence caractéristique est indépendante des propriétés thermiques d’un

système à deux couches. Ce résultat confirme ce qu’on voit sur la Figure 3.5 (a). Les va-

leurs de cette fréquence caractéristique ont été comparées avec les résultats expérimen-

taux afin d’extraire les propriétés thermiques des matériaux [VP12 ; Lim06]. A basses

fréquences (ωτ1 → 0), le flux thermique normalisé tend vers l’unité et devient indépen-

dant de la fréquence de modulation. Ceci est en bon accord avec les résultats en régime

stationnaire.

La Figure 3.5 (b) montre le comportement de qt/q0 pour les quatre cas étudiés dans la

Figure 3.5 (a) où l’épaisseur de la couche est de même ordre de grandeur que le LPM des

phonons. On observe que la densité de flux de chaleur calculée à partir de la loi de Fou-

rier est différente de celle de l’ETB. Dans le régime intermédiaire (L = l1), la variation

du flux thermique en fonction de la fréquence de modulation est quasiment très faible.

Par contre, dans le cas diffusif (L ≫ l1), la densité de flux de chaleur change de manière

significative avec la fréquence (Figure 3.5 (a)). Comme on peut le voir, la fréquence carac-

téristique f1 = fc disparaît lorsque l’épaisseur de la couche devient comparable au LPM

des phonons. Cela est attendu, car lorsque L ∼ l1, les interactions phonon-phonon, sont
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peu présentes, et l’aspect d’onde thermique dans la densité de flux de chaleur devient

négligeable. Après avoir étudié l’effet de la fréquence de modulation et la nature du ré-

gime du transport des phonons sur les profils de température et de la densité de flux de

chaleur, nous allons voir dans ce qui suit comment ces paramètres peuvent influencer la

RTI.

3.3 Expression analytique de la RTI en régime dynamique

Comme nous l’avons montré dans le chapitre 2, l’intensité des phonons à l’équi-

libre I0i est proportionnelle au profil de température par la relation Ti (4π I0i(x, t) =

ρiciviTi(x, t)). D’après l’équation (2.9), nous avons Ti(x, t) = Tidc(x) + Re
[

ψi(x)ejωt
]

, où

Tidc(x) et ψi(x) sont les composantes stationnaire et modulée de la température, respec-

tivement. Dans le chapitre 2, nous avons établi l’expression analytique de Tidc(x), alors

que ψi(x) = 4π J0i/(ρicivi) est donné par les formules (3.6a) et (3.6b). Lorsqu’un flux

de chaleur traverse une interface entre deux matériaux différents, une discontinuité de

température apparaît (Figure 3.4 (c)), conduisant à une RTI effective :

Reff =
T1(x = λ, t)− T2(x = 0, t)

q(λ, t)
, (3.12)

où q(λ, t) = q0 + Re
[

qt(λ)ejωt
]

désigne la densité de flux thermique total.

Par application du principe de la conservation de l’énergie à l’interface, on peut écrire :

qt(λ) = qt1(x = λ) = qt2(x = 0). (3.13)

Par souci de clarté, on peut réécrire la relation (3.12) sous la forme :

Reff = Rdc
1

1 + q∗
+ Rac

q∗

1 + q∗
, (3.14)

où q∗ = Re
[

(qt(λ)/q0)ejωt
]

.

L’expression analytique de la RTI en régime stationnaire (Rdc) est déjà présentée dans le

chapitre 2, tandis que son expression en régime dynamique est donnée par la formule

suivante :

Rac =
Re
[

(ψ1(x = λ)− ψ2(x = 0)) ejωt
]

Re
[

qt(λ)ejωt
] . (3.15)
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Dans la suite du présent chapitre, nous nous intéresserons seulement à la composante

modulée de la RTI (Rac). En effet, en substituant les relations (3.6a), (3.6b) et (3.6d) dans

(3.15), on obtient :

Rac =
3

ρ1c1v1Re
[

a+2
(

1 − η2
2 M1(0)

)] × Re

[

Aeη1λ + Be−η1λ + C (M(λ)− M(0))
η1

− a+2 δ12

η2
(1 − η2M(0))

].

(3.16)

Lorsque l’épaisseur de la couche est beaucoup plus grande que le LPM des phonons

(λ ≫ 1), les expressions des paramètres A, B et C se simplifient à 0, a+1 et −η1a+1 , respec-

tivement. En substituant ces nouvelles expressions et on se plaçant en régime station-

naire (ωτ1 → 0), l’équation (3.16) se réduit à :

Rac = 3
(

1
ρ1c1v1

+
1

ρ2c2v2

)

M(0), (3.17)

où M(0) = 0.611 (Figure 3.2). En comparant la relation (3.17) avec la composante sta-

tionnaire de la RTI en régime diffusif, on peut écrire :

Rac(λ → ∞)− Rdc(λ → ∞)

Rdc(λ → ∞)
× 100 =

√
3M(0)− 1 ≈ 6%. (3.18)

Ce pourcentage d’erreur est raisonnable car (2.10b) se réduit à (2.10a) pour des fré-

quences de modulation ωτi ≪ 1. On peut aussi remarquer que le pourcentage d’erreur

entre (3.17) et les prédictions du modèle DMM ne dépasse pas 10%. D’autre part, en

régime balistique (λ ≪ 1) et lorsque ωτ1 → 0, (3.16) devient

Rac =
2

ρ1c1v1
+

3M(0)
ρ2c2v2

. (3.19)

Il est important de noter que l’expression (3.19) est non-symétrique vis-à-vis des proprié-

tés thermiques ρ1c1v1 et ρ2c2v2 (2 6= 3M(0)). Par conséquent, Rac devient indépendante

de l’épaisseur de la couche et de la fréquence de modulation dans les deux limites dif-

fusive et balistique. Cependant, dans le régime intermédiaire, Rac dépend à la fois de

l’épaisseur de la couche et de la fréquence de modulation. La relation (3.16) est obte-

nue à partir de la solution analytique explicite de l’ETB ((3.6a), (3.6b) et (3.6d)), tandis
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D’autre part, pour une couche semi-infinie (λ → ∞), la solution de la loi de Fourier

obtenue pour la température modulée en z = 0 est donnée par l’expression :

ψ1(x = 0) =
3q0

ρ1c1v1η1
. (3.22)

En utilisant le modèle DMM pour le calcul de la RTI, on peut réécrire (3.22) sous la

forme :

ψ1(x = 0) =
3q0

η1

(

RDMM

2
− 1

ρ2c2v2

)

. (3.23)

On voit clairement les similarités entre (3.21) et (3.23). Ceci est cohérent avec les résultats

obtenus dans la section 3.2.1 pour la limite diffusive (Figure 3.3). D’après les Figures 3.6

et 3.7, on voit qu’il y a une dépendance linéaire entre l’épaisseur de la couche normalisée

et la fréquence de modulation (ligne noire), où Rac atteint son maximum. Compte tenu

du fait que l’équation (3.16) a une forme complexe, il n’est pas facile d’obtenir l’expres-

sion de cette dépendance de manière analytique. Pour cela, nous avons réalisé un fit de

ce maximum afin de trouver la relation entre l’épaisseur normalisée de la couche et la

fréquence de modulation, on montre que l’on obtient la relation suivante :

Log10(L/l1) = aLog10(ωτ1) + b, (3.24)

où a ≃ − 1
2 et b ≃ 1

4 .

Après les simplifications, (3.24) devient

fc ≃
√

10
2π

(

l1
L

)2

f1, (3.25)

où f1 = 1/τ1 est la fréquence de collision des phonons.

L’amplitude et la phase de la température modulée en face avant (z = 0) peuvent être

mesurées à l’aide des techniques photothermiques et théoriquement sont donnés par

l’expression (3.21). Le comportement dynamique des phonons à travers une interface

peut être déterminé en comparant les résultats théoriques avec les données expérimen-

tales. La détermination expérimentale de Rac ainsi que la fréquence de modulation à

laquelle cette grandeur atteint son maximum permettrait de calculer à la fois le temps de

relaxation et le LPM dominant des phonons (l1 = v1τ1) dans la couche d’épaisseur L, en
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exploitant (3.21) et (3.25).

Au contraire, dans le régime quasi-balistique pour lequel l’épaisseur de la couche est

comparable au LPM des phonons [Figure 3.8 (c)], Rac prend des valeurs constantes et

devient presque indépendante de la fréquence de modulation. Cela est en bon accord

avec les résultats trouvés pour le flux thermique [Figure 3.5 (b)]. Comme on peut le voir,

la commutation entre les couches affecte considérablement le comportement asympto-

tique de Rac, et surtout à basses fréquences (ωτ1 → 0).

3.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif d’étudier le transport de chaleur dans un système à

deux couches, où la surface située en z = 0 a été excitée par un faisceau laser d’inten-

sité modulée en exploitant la solution analytique de l’ETB en régime dynamique. Nous

avons obtenu une expression analytique générale de la RTI en fonction de la fréquence

de modulation qui tient compte de la nature du régime du transport de phonons dans

la couche d’épaisseur finie. Comme dans le cas, stationnaire, la RTI affiche un caractère

non intrinsèque et asymétrique par rapport aux propriétés thermophysiques des deux

couches. Dans le cas purement balistique, nous avons montré que pour des fréquences

de modulation très faibles, nos résultats sont en bon accord avec ceux trouvés en appli-

quant le modèle DMM, tandis que le pourcentage d’erreur entre les deux modèles ne

dépasse pas 10% dans la limite diffusive. En outre, nous avons aussi montré que cette

résistance d’interface atteint son maximum (flux à l’interface est minimum) à une fré-

quence caractéristique fc = (
√

10/2π)(l1/L)2 f1 dans le régime diffusif, où l1 et L sont

respectivement le LPM des phonons et l’épaisseur de la couche finie. Enfin, nous avons

proposé une méthode pour extraire les propriétés physiques intrinsèques de la couche

d’épaisseur finie, comme le LPM et le temps de relaxation des phonons.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons à la détermination de la diffusivité et

de la conductivité thermiques d’une couche d’épaisseur finie via une nouvelle méthode

en se basant sur la résolution de l’équation de la chaleur de Fourier.
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4.1 Introduction

Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, les techniques photothermiques

résolues en temps et en fréquence sont les techniques les plus utilisées pour mesurer les

propriétés thermiques des matériaux en comparant les résultats théoriques aux mesures

expérimentales. Ces méthodes spectroscopiques consistent à détecter et à analyser le si-

gnal thermique sur la face avant ou sur la face arrière d’un échantillon lorsque celui-ci est

soumis à une excitation modulée. Deux principales méthodes photothermiques pour la

visualisation du signal thermique sont : la spectroscopie photoacoustique et la radiomé-

trie photothermique infrarouge. A partir des travaux menées par Rosencwaing et Gersho

[Ros76] concernant les ondes thermiques, plusieurs travaux ont été réalisés pour analy-

ser l’amplitude et la phase du signal thermique dans différentes configurations [Man00 ;

Sal11 ; BL03]. En général, l’analyse du signal thermique pourrait se voir compliquée si

on considère l’existence d’une fonction de transfert décrivant les instruments électro-

niques [BL03]. Dans la plupart des applications, il est très utile de normaliser le signal

mesuré afin de supprimer cette fonction de transfert. Les propriétés thermiques sont

ensuite obtenues en ajustant les données expérimentales aux résultats théoriques. La

principale application des expériences photothermiques est liée à la détermination de la

diffusivité thermique des matériaux [Rou83 ; Per87 ; BL96 ; BL01 ; PJ86]. Balderas-Lopeza

et Mandelis [BL03] ont mesuré la diffusivité thermique des films métalliques en utilisant

deux méthodes photothermiques : la radiométrie et la spectroscopie photoacoustique.

Depriester et al.[Dep05] ont proposé une méthode pour la détermination simultanée de

la diffusivité et de l’effusivité thermiques des matériaux en se basant sur la technique

de radiométrie. Ceci est réalisé en utilisant le rapport entre les signaux photothermiques

obtenus avec et sans substrat. Ils ont montré l’existence de deux fréquences caractéris-

tiques auxquelles l’amplitude normalisée atteint son maximum et la phase normalisée

passe par zéro. L’exploitation des valeurs de ces deux fréquences caractéristiques a per-

mis d’avoir accès à la diffusivité thermique du carbone vitreux et de la céramique à base

de titanate-zirconate ; les deux matériaux investis dans cette étude. D’autre part, à partir

de l’analyse des signaux obtenus pour l’amplitude et pour la phase, Vales-Pinzon et al.

[VP12] ont déterminé les propriétés thermiques du carbone vitreux en utilisant quatre

fréquences caractéristiques dans un système à deux couches. Dans ce dernier travail,
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méthode à double excitation

les auteurs ont montré que ces quatre fréquences caractéristiques étaient indépendantes

des propriétés thermiques des couches. Les valeurs correspondantes à ces fréquences ca-

ractéristiques permettent d’extraire la diffusivité et l’effusivité thermiques de la couche

éclairée. Même si leurs résultats sont en bon accord avec les mesures reportées dans la

littérature, [BL03 ; Dep05 ; VP12] leur approche est limitée seulement au système à deux

couches. Par conséquent, la détermination simultanée de la diffusivité et de l’effusivité

thermiques (conductivité thermique) d’une couche d’épaisseur finie est très souhaitable.

En outre, dans le cas des conditions aux limites périodiques, la propagation des ondes

thermiques se manifeste bien dans les films minces. D’immenses efforts ont été consentis

pour étudier la propagation de ces ondes thermiques en utilisant soit les modèles analy-

tiques, soit les méthodes numériques [Tor05 ; OM10a ; Lam11 ; Zha13 ; Lam10 ; Fon14]. A

cet égard, Torii et Yang.[Tor05] ont étudié numériquement l’effet d’une double excitation

thermique sur la propagation des ondes thermiques dans un film métallique mince.

Dans ce chapitre, nous résolvons l’équation de la chaleur de Fourier pour une couche

mince, où une des faces, ou les deux faces peuvent être excitées à l’aide d’un laser

d’intensité modulée. L’objectif principal de ce chapitre est de résoudre analytiquement

l’équation de la chaleur pour le profil de température afin d’extraire la diffusivité et la

conductivité thermiques d’une couche d’épaisseur finie. Notre approche est appliquée

à une couche d’épaisseur finie, où la face avant est irradiée par un flux thermique mo-

dulé, tandis que la face arrière peut être sujette à trois conditions aux bords différentes :

(a) température modulée, (b) flux thermique modulé et (c) température constante. Nous

distinguons en effet, trois différents cas :

• Cas 1 : la face avant de l’échantillon est soumise à un flux de chaleur modulé, tandis

que la face arrière est sous excitation par une température modulée.

• Cas 2 : les faces avant et arrière sont excitées par un flux de chaleur modulé.

• Cas 3 : la face avant est excitée par un double flux de chaleur modulé et la face arrière

est maintenue à une température constante.
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température, Q le flux de chaleur et Ω la fréquence, on a :

x = z/L, τ = t/(L2/α), θ = T/T0, Q = q/(kT0/L), Ω = ω/(α/L2). (4.2)

L’équation précédente devient :

∂θ(x, τ)

∂τ
− ∂2θ(x, τ)

∂x2 = 0. (4.3)

4.2.2 Condition initiale et conditions aux bords

Pour résoudre l’équation (4.3), il faut se donner d’une part, la condition initiale, et

d’autre part, les conditions aux bords. On se place dans le Cas 1, on a alors :

∂θ(0, τ)

∂x
= f1(τ) = −Q1

2
[1 + cos(Ω1τ)], (4.4a)

θ(x, 0) = 1. (4.4b)

où q1 = Fη (1 − r) q0, avec F étant un paramètre déterminé par les propriétés optiques,

thermiques et géométriques du milieu d’épaisseur finie [OM09], η l’efficacité de conver-

sion de la lumière absorbée en chaleur, r le coefficient de réflexion de la surface z = 0 et

q0 [Wm−2] l’intensité du faisceau laser [Gal03 ; Sal98 ; Alm96]. La face avant (z = 0) est

excitée par un flux de chaleur modulé, ce qui est souvent le cas pour une surface opaque

lorsque celle-ci est uniformément irradiée par un laser d’intensité modulée [OM10b].

Au niveau de l’autre face, nous avons :

θ(1, τ) = f2(τ) = 1 + mcos(Ω2τ), (4.5)

où m est une constante positive. L’excitation de type (4.5) est satisfaite quand la surface

en z = L est en contact avec un module Peltier produisant des variations périodiques

de température [Alm96 ; OM10a]. Dans la pratique, les oscillations de température au

niveau d’une surface peuvent être réglées à l’aide d’une cellule à effet Peltier [Bod06],

qui opèrent habituellement avec une résolution meilleure que 0,1 K et des fréquences de

modulation de 0,1 à 100 Hz [CA18].
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Le problème physique ci-dessus est décrit par l’équation de la chaleur avec des condi-

tions aux bords non homogènes. Pour déterminer la variation du champ de température

en tout point du milieu d’épaisseur finie, nous faisons appel à un théorème mathéma-

tique appelé : théorème de structure (solution structure theorem en anglais). Il est né-

cessaire de rappeler que ce théorème est applicable seulement dans le cas des problèmes

de conduction thermique avec des conditions aux bords homogènes [Lam13 ; Lam11 ;

Wan07]. En effet, pour appliquer ce théorème, le problème avec des conditions aux bords

homogènes doit nécessairement être déterminé.

4.2.3 Conditions homogènes auxiliaires

Comme déjà mentionné ci-dessus, le problème mathématique est régi par des condi-

tions aux limites non homogènes, qui doit être converti en un problème homogène afin

d’utiliser le théorème de structure. On suppose que θ peut se mettre sous la forme sui-

vante :

θ(x, τ) = v(x, τ) + w(x, τ). (4.6)

En exploitant cette transformation, le problème original peut s’exprimer sous une forme

identique à celle d’un problème homogène avec la fonction v(x, τ), et une fonction auxi-

liaire, w(x, τ). Il est important de noter que l’expression de w(x, τ) dépend des condi-

tions aux bords. Pour plus de détails, le lecteur est invité à consulter le livre de L. Wang

[Wan07].

A partir des relations (4.4a) et (4.5), l’expression de la fonction w(x, τ) s’écrit alors sous

la forme :

w(x, τ) = f1(τ) (x − 1) + f2(τ). (4.7)

En remplaçant (4.6) dans (4.3), (4.4a), (4.4b) et (4.5), on obtient :











































∂v(x, τ)

∂τ
− ∂2v(x, τ)

∂x2 = H(x, τ),

∂v(0, τ)

∂x
= 0,

v(1, τ) = 0,

v(x, 0) = f (x),

(4.8a)

(4.8b)

(4.8c)

(4.8d)
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où

H(x, τ) =
∂2w(x, τ)

∂x2 − ∂w(x, τ)

∂τ
= −Q1

2
Ω1sin(Ω1τ)(x − 1) + mΩ2sin(Ω2τ), (4.9)

et

f (x) = θ(x, 0)− w(x, 0) = Q1(x − 1)− m. (4.10)

Il est utile de remarquer que, après la procédure de transformation, la fonction H(x, τ)

(4.8a) joue un rôle analogue à celui d’une source de chaleur interne.

4.2.4 Solution complète d’un problème non homogène

Le système d’équations (4.8a)− (4.8d) est homogène, et la solution peut être calcu-

lée à partir du théorème de structure. D’après le principe de superposition, on peut

écrire (4.8a)− (4.8d) sous forme de deux problèmes relatifs à v1(x, τ) et v2(x, τ), res-

pectivement, avec v(x, τ) = v1(x, τ) + v2(x, τ).

• Sous-problème 1 : équation homogène et conditions aux bords homogènes.











































∂v1(x, τ)

∂τ
− ∂2v1(x, τ)

∂x2 = 0,

∂v1(0, τ)

∂x
= 0,

v1(1, τ) = 0,

v1(x, 0) = f (x).

(4.11a)

(4.11b)

(4.11c)

(4.11d)

• Sous-problème 2 : équation non homogène et conditions aux bords homogènes.











































∂v2(x, τ)

∂τ
− ∂2v2(x, τ)

∂x2 = H(x, τ),

∂v2(0, τ)

∂x
= 0,

v2(1, τ) = 0,

v2(x, 0) = 0.

(4.12a)

(4.12b)

(4.12c)

(4.12d)
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Il est intéressant de commencer par effectuer une séparation de (4.11a) en une partie

spatiale et une partie temporelle. On cherche donc une solution de (4.11a) de la forme :

v1(x, τ) =
+∞

∑
n=0

vn(τ) [cos(λnx) + sin(λnx)] . (4.13)

En appliquant la première condition aux bords (4.11b), (4.13) se simplifie pour devenir :

v1(x, τ) =
+∞

∑
n=0

vn(τ)cos(λnx). (4.14)

La deuxième condition aux bords (4.11c) impose cos(λn) = 0, c’est-à-dire

λn = (n + 1/2)π, n = 0, 1... (4.15)

En insérant (4.14) dans (4.11a), on trouve

dvn(τ)

dτ
+ λ2

nvn(τ) = 0. (4.16)

La solution de (4.16) est directement donnée par :

vn(τ) = ane−λ2
nτ. (4.17)

Par conséquent, (4.14) peut se mettre sous la forme :

v1(x, τ) =
+∞

∑
n=0

ane−λ2
nτcos(λnx). (4.18)

Les coefficients an de cette série sont donnés par :

an = 2
∫ 1

0
f (x)cos(λnx)dx. (4.19)

En remplaçant (4.10) dans (4.19), on obtient :

an = − 2Q1

(1/2 + n)2 π2
− 2m(−1)n

(1/2 + n)π
. (4.20)
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La solution du sous-problème 2 (v2(x, τ)) peut être calculée en utilisant le théorème de

structure, on a :

v2(x, τ) =
∫ τ

0

∫ 1

0
G
(

x, ξ, τ − τ′)H(ξ, τ′)dξdτ′, (4.21)

où G (x, ξ, τ − τ′) est la fonction de Green définie par [Wan07] :

G
(

x, ξ, τ − τ′) =
+∞

∑
n=0

2e−λ2
n(τ−τ′)cos (λnξ) cos (λnx) . (4.22)

En combinant les relations (4.9), (4.21) et (4.22), v2(x, τ) devient :

v2(x, τ) =
+∞

∑
n=0

[Anψn,1(τ) + Bnψn,2(τ)] cos(λnx), (4.23)

où






























































An =
Q1

(1/2 + n)2 π2
(

1 + χ2
n,1

) ,

Bn =
2m (−1)n

(1/2 + n)π
(

1 + χ2
n,2

) ,

ψn,j(τ) = e−λ2
nτ − cos

(

Ωjτ
)

+ χn,jsin
(

Ωjτ
)

(j = 1, 2),

χn,j =
λ2

n

Ωj
.

(4.24a)

(4.24b)

(4.24c)

(4.24d)

La distribution de température dans la couche d’épaisseur finie est donc donnée par la

somme des équations (4.7), (4.18) et (4.23) :

θ(x, τ) = w(x, τ) + v1(x, τ) + v2(x, τ). (4.25)

Pour n’importe quelle source d’excitation, la distribution de température en tout point

de l’espace peut se mettre sous la forme [OM09] :

θ(x, τ) = 1 + θdc(x) + θac(x, τ), (4.26)

où l’unité correspond à la température ambiante, θdc(x) et θac(x, τ) sont respectivement

les contributions stationnaire et modulée de la température. Ces deux derniers termes

sont associés au premier et au second terme de la source d’excitation, respectivement.

La comparaison de (4.25) avec (4.26) permet de déterminer les expressions de θdc(x)
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et de θac(x, τ). L’équation (4.26) satisfait toutes les conditions aux limites imposées et

vérifie en effet l’équation de la chaleur. Elle décrit correctement le profil de tempéra-

ture non stationnaire, comme établi par le théorème fondamental des équations diffé-

rentielles [Spi67]. De plus, dans la limite Ω2 = 0 et m = 0, l’équation (4.25) se réduit aux

résultats rapportés par Rodney et Diana [Hec18]. Comme nous l’avons mentionné dans

l’introduction, la majorité des travaux ont porté sur la détermination de la diffusivité

et de l’effusivité thermiques pour une couche éclairée dans un système à deux couches

[BL03 ; VP12 ; OM10a]. Par conséquent, il est très utile d’extraire simultanément ces deux

propriétés thermiques pour une monocouche d’épaisseur finie, où les deux faces sont

soumises à des excitations périodiques.

4.2.5 Détermination des propriétés thermiques

Dans ce paragraphe, nous exploitons l’expression analytique du profil de tempéra-

ture (4.25) pour déterminer la diffusivité et la conductivité thermiques d’une couche

d’épaisseur finie. Soit θ(x, τ) un signal périodique de période Γ2 (Γ2 = 2π/Ω2). On note

θ(x) sa valeur moyenne. Par définition :

θ(x) =
1
Γ2

∫ Γ2

0
θ(x, τ)dτ. (4.27)

Bien que la plupart des techniques photothermiques utilisent des amplificateurs inté-

grés pour mesurer l’amplitude et la phase du profil de température moyenné sur de

nombreuses périodes de chauffage [BL03 ; Dep05], les variations temporelles de la tem-

pérature physique et sa valeur moyenne θ peuvent également être visualisée et enregis-

trée via un oscilloscope, pour différentes fréquences de modulation, comme c’est le cas

pour la technique de thermoréflectance résolue en temps [Dil11].

Après avoir remplacé (4.25) dans (4.27), on obtient :

θ(x) = 1 − Q1

2

[

1 +
Ω2

2πΩ1
sin
(

2πΩ1

Ω2

)]

(x − 1) +
Ω2

2π

+∞

∑
n=0

{

an + An + Bn

λ2
n

+
2An

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

·
[

λ2
n

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

− cos
(

πΩ1

Ω2

)]

}

cos (λnx) .

(4.28)
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De même, le flux de chaleur moyen sur Γ2 à la face éclairée (z = 0) est donné par la

formule :

Q(x = 0) =
Q1

2

[

1 +
Ω2

2πΩ1
sin
(

2πΩ1

Ω2

)]

. (4.29)

On peut remarquer que les équations (4.28) et (4.29) peuvent être écrites sous la forme

d’une somme de deux contributions, l’une stationnaire, l’autre modulée. Si Ω1 =

sΩ2(s = 1, 2, 3, ...), les termes modulés sont nuls, car la valeur moyenne d’un cosinus

est nulle. Dans ce cas, les ondes thermiques ne peuvent transporter l’énergie [Sal06]. Par

contre, dans le cas Ω1 6= sΩ2, la valeur moyenne est différente de zéro et les ondes ther-

miques contribuent au transfert d’énergie entre les bords de l’échantillon. L’expression

du profil de température comme donnée par l’équation (4.28) dépend bien de la diffu-

sivité thermique α et de la conductivité thermique κ du matériau. Par conséquent, cette

expression peut être exploitée pour déterminer ces deux propriétés thermiques. La dé-

termination de α a fait l’objet de plusieurs travaux [VP12 ; Dep05] en utilisant une seule

source d’excitation modulée appliquée à la surface z = 0. Dans ce présent chapitre, la

diffusivité et la conductivité thermiques seront obtenues en se basant sur l’expression de

la température moyenne sur une période Γ2 (4.28). Ceci est réalisé à partir de l’analyse

graphique décrivant le comportement de la température moyenne en z = 0 en fonction

de la fréquence de modulation.

Sur les Figures 4.2 (a)− 4.2 (c), nous avons reporté la variation du profil de tempéra-

ture moyen normalisé θ ainsi que le flux thermique moyen normalisé Q à la face éclairée

z = 0 en fonction de la fréquence normalisée Ω1, pour trois valeurs de Ω2. On peut

remarquer que la température moyenne présente de fortes oscillations, surtout dans le

cas Ω2 = 0.1. L’amplitude de ces oscillations diminue en augmentant la fréquence de

modulation Ω1. Cela peut s’expliquer par la fait que la profondeur de pénétration di-

minue lorsque Ω1 augmente (µ1 =
√

2α/ω1). Ces résultats confirment ceux de Torii et

Yang [Tor05] et Ordonez-Miranda et al. [OM09]. Dans le régime intermédiaire, la distri-

bution de température moyenne présente des oscillations dans le temps et les valeurs

de ses premiers maximum et minimum diminuent lorsque Ω2 augmente [Figures 4.2

(a)− 4.2 (c)]. A basses fréquences (Ω1 ≪ 1), le comportement de la température et du

flux prennent des valeurs constantes et deviennent indépendants de la fréquence de mo-

dulation, ce qui confirme les résultats de l’état stationnaire. La différence entre le premier
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maximum et le premier minimum de la température est respectivement 3.43 K, 3.1 K et

1.71 K pour Ω2 = 0.1, Ω2 = 1 et Ω2 = 4. Cette différence est mesurable à condition

que (T1,max − T1,min) ≥ 1 K. Compte tenu du fait que (4.28) a une forme complexe, il

n’est pas facile d’obtenir une expression exacte des fréquences auxquelles la tempéra-

ture atteint ses premiers maximum et minimum. En revanche, la solution numérique

de (4.28) permet de trouver ces fréquences en fonction de Ω2, comme l’illustre la Fi-

gure 4.3. Sur cette Figure, on présente la variation des fréquences auxquelles la tem-

pérature moyenne atteint ses premiers maximum et minimum en fonction de Ω2. On

note ces fréquences Ω1,max et Ω1,min, respectivement. Ces fréquences augmentent linéai-

rement avec Ω2, comme nous l’avons montré sur les Figures 4.2 (a)− 4.2 (c). Par ailleurs,

la dépendance entre Ω1 et Ω2, où la température moyenne normalisée atteint ses pre-

miers maximum et minimum peut être obtenue en utilisant la méthode d’ajustement.

Pour des valeurs faibles de Ω2 (0.001 < Ω2 < 1), Ω1,max et Ω1,min sont proportionnels à

Ω2 [Figure 4.3 (a)]. Dans ce cas, la méthode proposée pour la détermination de α sera in-

utile. Cependant, à hautes fréquences (Ω2 > 1), Ω1,max et Ω1,min varie de manière affine

par rapport à Ω2 [Figure 4.3 (b)]. Alors, on peut écrire :

Ω1,min = 0.82691Ω2 − 0.06831, θ = θ1,min, (4.30a)

Ω1,max = 1.35763Ω2 − 0.05611, θ = θ1,max, (4.30b)

où Ωj = L2ωj/α. Il est important de rappeler et de préciser que ces équations ont été

calculées relativement aux composantes modulées du flux thermique et de la tempéra-

ture imposés sur les deux faces avant et arrière, respectivement, comme donné par les

équations (4.4a) et (4.5). En plus, elles sont valides seulement pour des fréquences de

modulation Ω2 supérieures à 1. Lorsque Ω2 = 0, la condition aux bords imposée sur la

surface z = L change et donc la solution de l’équation de la chaleur (expression (4.25))

se simplifie à celle obtenue par Rodney et Diana [Hec18]. Les équations (4.30a) et (4.30b)

sont indépendantes des valeurs particulières de m et Q1. La variation de ces paramètres

conduit à modifier l’amplitude des température θ1,max et θ1,min, mais pas les fréquences

de modulation de leurs maximum et minimum.
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les expériences requises plusieurs fois pour mesurer les valeurs représentatives de ces

deux fréquences ainsi que leurs incertitudes.

D’après (4.28), la température moyenne sur une période Γ2 à la face éclairée z = 0

peut être réécrite sous la forme suivante :

θ(x = 0) = 1 + Q1F1(Ω1, Ω2) + F2(Ω2), (4.32)

où

F1(Ω1, Ω2) =
1
2

[

1 +
Ω2

2πΩ1
sin
(

2πΩ1

Ω2

)]

+
Ω2

2π

+∞

∑
n=0

{

a′n + A′
n

λ2
n

+
2A′

n

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

.
[

λ2
n

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

− cos
(

πΩ1

Ω2

)]

}

, (4.33)

et

F2(Ω2) =
Ω2

2π

+∞

∑
n=0

1
λ2

n

[

Bn −
2m(−1)n

(1/2 + n)π

]

, (4.34a)

a′n = − 2

(1/2 + n)2 π2
et A′

n = An/Q1. (4.34b)

Vu que le signal photothermique mesuré est proportionnel à la distribution de la tempé-

rature moyenne donnée définie par (4.32), il est très pratique de normaliser le maximum

du signal mesuré par son minimum, on obtient alors :

θ1,max

θ1,min
=

1 + Q1F1 (Ω1,max, Ω2) + F2 (Ω2)

1 + Q1F1 (Ω1,min, Ω2) + F2 (Ω2)
, (4.35)

où Ω1,min et Ω1,max sont reliés à Ω2 par (4.30a) et (4.30b), respectivement. Après avoir

simplifié (4.35), il vient

κ =
q1.L
T0

F1 (Ω1,max, Ω2)−
(

θ1,max/θ1,min
)

F1 (Ω1,min, Ω2)
((

θ1,max/θ1,min
)

− 1
)

(1 + F2 (Ω2))
. (4.36)

A partir de cette expression, on voit bien que κ dépend du rapport
(

θ1,max/θ1,min
)

et

du flux de chaleur absorbé q1, qui peut être considéré comme presque constant et in-

dépendant de la fréquence de modulation, comme cela se fait habituellement pour des
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D’après la loi de Fourier de conduction de chaleur, on peut écrire :

∂θ(0, τ)

∂x
= f1(τ) = −Q1

2
[1 + cos(Ω1τ)], (4.37a)

∂θ(1, τ)

∂x
= f2(τ) = +

Q2

2
[1 + cos(Ω2τ)]. (4.37b)

θ(x, 0) = 1. (4.37c)

4.3.2 Solution complète d’un problème non homogène

A partir des équations (4.37a) et (4.37b), la fonction auxiliaire prend la forme suivante

[Wan07] :

w(x, τ) = x f1(τ) + [ f2(τ)− f1(τ)] x2/2. (4.38)

En insérant cette relation dans (4.3), (4.37a), (4.37b) et (4.37c), on obtient :















































∂v(x, τ)

∂τ
− ∂2v(x, τ)

∂x2 = H(x, τ),

∂v(0, τ)

∂x
= 0,

∂v(1, τ)

∂x
= 0,

v(x, 0) = f (x),

(4.39a)

(4.39b)

(4.39c)

(4.39d)

où

H(x, τ) =
∂2w(x, τ)

∂x2 − ∂w(x, τ)

∂τ
= f2(τ)− f1(τ)−

Q1

2
Ω1sin (Ω1τ) +

(Q2Ω2sin (Ω2τ) + Q1Ω1sin (Ω1τ))
x2

4
,

(4.40)

et

f (x) = θ(x, 0)− w(x, 0) = 1 + Q1x −
(

Q1 + Q2

2

)

x2. (4.41)

On procède exactement de la même manière que pour le Cas 1, on peut

écrire (4.39a)− (4.39d) sous forme de deux problèmes relatifs à v1(x, τ) et v2(x, τ), res-

pectivement.



120Chapitre 4. Détermination des propriétés thermiques d’une couche d’épaisseur finie par une

méthode à double excitation

• Sous-problème 1 : équation homogène et conditions aux bords homogènes.















































∂v1(x, τ)

∂τ
− ∂2v1(x, τ)

∂x2 = 0,

∂v1(0, τ)

∂x
= 0,

∂v1(1, τ)

∂x
= 0,

v1(x, 0) = f (x).

(4.42a)

(4.42b)

(4.42c)

(4.42d)

• Sous-problème 2 : équation non homogène et conditions aux bords homogènes.















































∂v2(x, τ)

∂τ
− ∂2v2(x, τ)

∂x2 = H(x, τ),

∂v2(0, τ)

∂x
= 0,

∂v2(1, τ)

∂x
= 0,

v2(x, 0) = 0.

(4.43a)

(4.43b)

(4.43c)

(4.43d)

En utilisant la méthode de séparation des variables avec des conditions aux bords, on

montre que la solution des équations (4.42a)− (4.42d) est ainsi donnée par :

v1(x, τ) =
a0

2
+

+∞

∑
n=1

ane−n2π2τcos(nπx), (4.44a)

an = 2
∫ 1

0
f (x)cos(nπx)dx. (4.44b)

En remplaçant (4.41) dans (4.44b), il vient

a0

2
= 1 − Q2 − 2Q1

6
, (4.45a)

an =
−2
(

Q1 + (−1)n Q2
)

n2π2 . (4.45b)

En appliquant le théorème de structure, la solution du sous-problème 2 (v2(x, τ)) est

ainsi donnée par l’expression :

v2(x, τ) =
∫ τ

0

∫ 1

0
G
(

x, ξ, τ − τ′)H(ξ, τ′)dξdτ′, (4.46)
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Dans ce cas, la fonction de Green est définie comme suit [Wan07] :

G
(

x, ξ, τ − τ′) = 1 +
+∞

∑
n=1

2e−n2π2(τ−τ′)cos (nπξ) cos (nπx) . (4.47)

Compte tenu des équations (4.40), (4.46) et (4.47), v2(x, τ) devient :

v2(x, τ) = H0(τ) +
+∞

∑
n=1

[Anψn,1(τ) + Bnψn,2(τ)] cos(λnx), (4.48)

où

H0 (τ) =
Q1

2

(

τ +
sin (Ω1τ)

Ω1

)

+
Q2

2

(

τ +
sin (Ω2τ)

Ω2

)

− Q1

6
(1 − cos (Ω1τ))

+
Q2

12
(1 − cos (Ω2τ)) ,

(4.49a)

An =
Q1

n2π2
(

1 + χ2
n,1

) , (4.49b)

Bn =
Q2 (−1)n

n2π2
(

1 + χ2
n,2

) , (4.49c)

ψn,j(τ) = e−λ2
nτ − cos

(

Ωjτ
)

+ χn,jsin
(

Ωjτ
)

(j = 1, 2), (4.49d)

χn,j =
n2π2

Ωj
. (4.49e)

La solution complète des équations (4.39a)− (4.39d) est ainsi donnée par :

θ(x, τ) = w(x, τ) + v1(x, τ) + v2(x, τ). (4.50)

Cette expression représente la température adimensionnelle en tout point x le long de la

couche d’épaisseur finie dans le cadre des conditions aux limites du Cas 2. On procède

exactement de la même manière que pour le Cas 1, la température moyenne en z = 0

sur une période Γ2 sera calculée afin d’extraire à la fois la diffusivité et la conductivité

thermiques d’une couche d’épaisseur finie.
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4.3.3 Détermination des propriétés thermiques

Après avoir inséré (4.50) dans (4.27), la température moyenne en z = 0 sur une pé-

riode Γ2 est donnée par :

θ(x = 0) = 1 +
Q1

2

{

1
3
+

π

Ω2
+

Ω2

πΩ1
sin
(

πΩ1

Ω2

) [

1
3

cos
(

πΩ1

Ω2

)

+
1

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)]}

+
Q2

2

(

π

Ω2
− 1

6

)

+
Ω2

2π

+∞

∑
n=1

{

an + An + Bn

n2π2

(

1 − exp
(

−2n2π3

Ω2

))

+
2An

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

) [

n2π2

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

− cos
(

πΩ1

Ω2

)]

}

.

(4.51)

De la même manière que pour le Cas 1, les Figures 4.6 (a)− 4.6 (c) montrent la variation

de la température moyenne normalisée θ ainsi que le flux thermique moyen normalisé

Q à la surface z = 0 en fonction de la fréquence normalisée Ω1, pour trois valeurs de

Ω2. Le comportement de la température est quasiment le même que précédemment.

Comme, on peut le voir, les amplitudes des oscillations sont très faibles par rapport à

celles du Cas 1 et deviennent nulles à des fréquences élevées. Ces résultats sont en très

bon accord avec les travaux de Torii et Yang [Tor05]. Le choix de l’intensité du laser

(q1 = q2 = 2.105 Wm−2) se justifie par le fait que la température de l’échantillon aug-

mente plus rapidement à des intensités élevées, contrairement au Cas 1. Cela peut affec-

ter en partie les propriétés thermiques de l’échantillon. D’ailleurs, nous avons trouvé que

l’écart entre le premier maximum et le premier minimum de la température est respec-

tivement 1.5 K, 0.19 K et 0.1 K pour Ω2 = 0.1, Ω2 = 1 et Ω2 = 4. Cet écart est faible par

rapport à celui obtenu dans le Cas 1. Compte tenu du fait que l’expression (4.51) a une

forme complexe et longue, il n’est pas simple de trouver une expression exacte des fré-

quences auxquelles la température atteint ses premiers maximum et minimum. La solu-

tion numérique de (4.51) permet de calculer ces fréquences en fonction de Ω2, comme le

montre la Figure 4.7. Sur cette Figure, on présente l’évolution des fréquences auxquelles

la température moyenne atteint ses premiers maximum et minimum en fonction de Ω2.

On note ces fréquences Ω1,max et Ω1,min, respectivement. Ces fréquences augmentent li-

néairement avec Ω2, comme nous l’avons montré sur les Figures 4.6 (a)− 4.6 (c). En se

basant sur la Figure 4.7 (b), on voit bien qu’il y a une dépendance linéaire entre Ω1 et Ω2,
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4.4.1 Condition initiale et conditions aux bords

Dans ce cas, la condition initiale et les conditions aux bords peuvent se mettre sous

la forme :

∂θ(0, τ)

∂x
= f1(τ) = −Q1

2
[1 + cos(Ω1τ)]− Q2

2
[1 + cos(Ω2τ)], (4.56a)

θ(1, τ) = 1, (4.56b)

θ(x, 0) = 1. (4.56c)

4.4.2 Solution complète d’un problème non homogène

En tenant compte des formules (4.56a) et (4.56b), la fonction auxiliaire est ainsi don-

née par [Wan07] :

w(x, τ) = f1(τ) (x − 1) + f2(τ). (4.57)

En remplaçant cette relation dans (4.3), (4.56a), (4.56b) et (4.56c), on obtient :











































∂v(x, τ)

∂τ
− ∂2v(x, τ)

∂x2 = H(x, τ),

∂v(0, τ)

∂x
= 0,

v(1, τ) = 0,

v(x, 0) = f (x),

(4.58a)

(4.58b)

(4.58c)

(4.58d)

où

H(x, τ) = −1
2
[Q1Ω1sin (Ω1τ) + Q2Ω2sin (Ω2τ)] (x − 1) , (4.59)

et

f (x) = (Q1 + Q2)(x − 1). (4.60)

Comme précédemment, le système des équations (4.58a)− (4.58d) peut se mettre sous

forme de deux problèmes relatifs à v1(x, τ) et v2(x, τ), respectivement.
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• Sous-problème 1 : équation homogène et conditions aux bords homogènes.











































∂v1(x, τ)

∂τ
− ∂2v1(x, τ)

∂x2 = 0,

∂v1(0, τ)

∂x
= 0,

v1(1, τ) = 0,

v1(x, 0) = f (x).

(4.61a)

(4.61b)

(4.61c)

(4.61d)

• Sous-problème 2 : équation non homogène et conditions aux bords homogènes.











































∂v2(x, τ)

∂τ
− ∂2v2(x, τ)

∂x2 = H(x, τ),

∂v2(0, τ)

∂x
= 0,

v2(1, τ) = 0,

v2(x, 0) = 0.

(4.62a)

(4.62b)

(4.62c)

(4.62d)

La solution des équations (4.61a)− (4.61d) est donnée par :



































v1(x, τ) =
+∞

∑
n=0

ane−λ2
nτcos(λnx),

an = 2
∫ 1

0
f (x)cos(λnx)dx.

λn = (1/2 + n)π.

(4.63a)

(4.63b)

(4.63c)

En insérant (4.60) dans (4.63b), on obtient :

an =
−2(Q1 + Q2)

(1/2 + n)2 π2
. (4.64)

En appliquant le théorème de structure, on obtient la solution du sous-problème 2

(v2(x, τ)) dont l’expression est donnée par :

v2(x, τ) =
∫ τ

0

∫ 1

0
G
(

x, ξ, τ − τ′)H(ξ, τ′)dξdτ′, (4.65)

où

G
(

x, ξ, τ − τ′) =
+∞

∑
n=0

2e−λ2
n(τ−τ′)cos (λnξ) cos (λnx) . (4.66)
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D’après les équations (4.59), (4.65) et (4.66), on obtient :

v2(x, τ) =
+∞

∑
n=0

[Anψn,1(τ) + Bnψn,2(τ)] cos(λnx), (4.67)

où






























































An =
Q1

(1/2 + n)2 π2
(

1 + χ2
n,1

) ,

Bn =
Q2

(1/2 + n)2 π2
(

1 + χ2
n,2

) ,

ψn,j(τ) = e−λ2
nτ − cos

(

Ωjτ
)

+ χn,jsin
(

Ωjτ
)

(j = 1, 2),

χn,j =
λ2

n

Ωj
.

(4.68a)

(4.68b)

(4.68c)

(4.68d)

La solution générale des équations (4.58a)− (4.58d) est donc donnée par la somme

des (4.57), (4.63a) et (4.67), soit

θ(x, τ) = w(x, τ) + v1(x, τ) + v2(x, τ). (4.69)

Dans la suite, c’est plutôt la température moyenne en surface (z = 0) sur une période Γ2

qui nous intéresse pour la détermination des propriétés thermiques.

4.4.3 Détermination des propriétés thermiques

Après avoir remplacé (4.69) dans (4.27), la température moyenne en z = 0 sur une

période Γ2 est donnée par :

θ(x = 0) = 1 +
Q1

2

[

1 +
Ω2

2πΩ1
sin
(

2πΩ1

Ω2

)]

+
Q2

2
+

Ω2

2π

+∞

∑
n=0

{

an + An + Bn

λ2
n

+
2An

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

) [

λ2
n

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

− cos
(

πΩ1

Ω2

)]

}

.

(4.70)

De la même manière, le flux de chaleur moyen sur Γ2 à la face éclairée (z = 0) est ainsi

donné par :

Q(x = 0) =
Q1

2

[

1 +
Ω2

2πΩ1
sin
(

2πΩ1

Ω2

)]

+
Q2

2
. (4.71)

Il est important de noter que les expressions (4.70) et (4.28) prises en x = 0, similaires,

idem pour les équations (4.71) et (4.29), elles sont égales à une constante près.
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La Figure 4.10 montre la variation de la température moyenne normalisée θ ainsi que

le flux thermique moyen normalisé Q à la face éclairée (z = 0) en fonction de la fré-

quence normalisée Ω1, pour trois valeurs de Ω2. Il faut noter que dans tous ces calculs,

nous avons pris q1 = q2 = 2.106 Wm−2. La tendance générale est la même, l’amplitude

des oscillations diminue en augmentant la fréquence de modulation Ω1. Comme nous

l’avons montré dans le Cas 1, il y a une dépendance linéaire entre Ω1 et Ω2, où la tem-

pérature moyenne normalisée atteint ses premiers maximum et minimum. Pour Ω2 ≥ 1,

on trouve :

Ω1,min = 0.82691Ω2 − 0.06831, θ = θ1,min, (4.72a)

Ω1,max = 1.35763Ω2 − 0.05611, θ = θ1,max, (4.72b)

En combinant les équations (4.72a) et (4.72b), on extrait facilement l’expression de la

diffusivité thermique de la couche d’épaisseur L telle que :

α ≈ πL2 (35.6874 f1,max − 58.5921 f1,min) , (4.73)

Cette expression est identique à celle trouvée dans le Cas 1. Ce résultat était attendu,

car les expressions (4.70) et (4.28) sont similaires. De la même manière qu’auparavant, la

conductivité thermique κ de la couche diélectrique est obtenue à partir de (4.70) :

κ =
q1.L
T0

F (Ω1,max, Ω2)−
(

θ1,max/θ1,min
)

F (Ω1,min, Ω2)
((

θ1,max/θ1,min
)

− 1
) , (4.74)

où Ω1,min et Ω1,max sont reliés à Ω2 par (4.72a) et (4.72a).

F(Ω1, Ω2) = 1 +
Ω2

4πΩ1
sin
(

2πΩ1

Ω2

)

+
Ω2

2π

+∞

∑
n=0

{

a′n + A′
n + B′

n

λ2
n

+
2A′

n

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

) [

λ2
n

Ω1
sin
(

πΩ1

Ω2

)

− cos
(

πΩ1

Ω2

)]

}

,

(4.75)

et a′n = an/Q1, A′
n = An/Q1 et B′

n = Bn/Q1.

Sur la Figure 4.11, est représentée le comportement de la conductivité thermique κ en

fonction du rapport
(

θ1,max/θ1,min
)

pour trois valeurs différentes de Ω2. Comme il est at-

tendu, pour chaque fréquence, κ décroît lorsque
(

θ1,max/θ1,min
)

augmente. Avec ce type
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la détermination de la conductivité thermique de cette couche. Une fois que ces deux

propriétés thermiques sont connues, on peut extraire la troisième propriété thermique

intrinsèque à la couche, à savoir la chaleur spécifique par unité de volume. Ce travail

pourrait ainsi servir de base pour la détermination de ces trois propriétés thermiques

d’une couche d’épaisseur finie en comparant les résultats théoriques et les mesures ex-

périmentales.
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Conclusion et Perspectives

L’étude présentée dans ce mémoire de thèse porte sur la modélisation des transferts

thermiques dans des nano couches diélectriques minces par la résolution de l’équation

de transport de Boltzmann (ETB) appliquée aux phonons dans les régimes stationnaire

et fréquentiel. Ce travail s’inscrit dans le cadre du développement des nanomatériaux

en vue d’une utilisation plus rationnelle de l’énergie. De ce fait, il apporte des éléments

complémentaires à la compréhension de la thermique aux petites échelles et en parti-

culier le transfert thermique à l’interface. En effet, comme cela a été abordé dans ce mé-

moire, les lois classiques de la thermique ne s’appliquent plus aux petites échelles, où des

phénomènes thermiques étonnants se produisent. Ainsi, depuis les premiers travaux de

Majumdar [Maj93] et de Goodson [Fli92], le transfert thermique dans les matériaux na-

nostructurés (films minces, nanofils, multicouches ou super-réseaux ) a occupé une place

importante dans la recherche en physique. Ces objets nanostructurés ont été intensive-

ment étudiées et plusieurs applications ont vu le jour en microélectronique comme ; le

stockage de l’information et la téléphonie. En conséquence, le transport thermique dans

les dispositifs électroniques est fortement affecté. On rencontre généralement des pro-

blèmes liés à la dissipation thermique dans les micros et nanobjets, ce qui baisse leur ef-

ficacité et leur fiabilité. Il est donc important de mieux comprendre le transfert de chaleur

dans les systèmes micro et nanométriques, particulièrement le transport à l’interface.

La résolution de l’ETB en régimes stationnaire et dynamique s’est effectuée dans le

cadre de l’approximation du temps de relaxation et du spectre gris. Cette résolution

nous a permis dans un premier temps, d’étudier l’influence du régime du transport des

phonons ainsi que la fréquence de modulation sur la résistance thermique d’interface

(RTI). Ensuite nous nous sommes intéressés à la détermination des propriétés ther-

miques d’une couche d’épaisseur finie par la résolution de l’équation de la chaleur de

Fourier.
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Dans la première partie, nous nous sommes concentrés sur le comportement de la

RTI en fonction de la nature du régime du transport des phonons. Comme nous l’avons

vu dans le premier chapitre, les phonons (vibrations du réseau cristallin) sont les por-

teurs dominants de la chaleur dans un matériau diéletrique ou semi-conducteur. L’ETB

permet de décrire leurs déplacements et leurs interactions quelle que soit la nature

du régime du transport. A l’aide de la méthode des ordonnées discrètes, nous avons

résolu l’ETB en régimes stationnaire et fréquentiel, ce qui nous a permis de décrire les

variations de la température et du flux de chaleur dans les couches minces diélectriques

excitées avec une source laser d’intensité modulée. En se basant sur cette résolution,

nous avons étudié l’influence du régime du transport des phonons sur la RTI (Chapitre

2). Il s’est avéré que cette résistance d’interface présente un caractère non intrinsèque

et asymétrique en fonction de la nature du régime du transport des phonons dans la

couche d’épaisseur finie. Nous avons montré que les valeurs de la RTI dans le régime

balistique sont supérieures à celles dans le régime diffusif, alors que dans le régime

intermédiaire, elles dépendent fortement du rapport λ = L/l entre l’épaisseur de la

couche L et le LPM, l, des phonons. Cet effet est à l’origine des sauts de température qui

deviennent importants à l’interface lorsque la taille du système est de même ordre ou

plus petite que le LPM des phonons. Nos résultats sont en bon accord avec le modèle

DMM dans le régime balistique, tandis que le pourcentage d’erreur entre les deux

modèles est inférieur à 16% dans la limite diffusive. En effet, notre modèle théorique

[Equation (2.33)] représente une généralisation du modéle DMM en tenant compte de

l’effet du régime de transport des phonons sur la RTI. La deuxième tranche de cette

partie est consacrée à l’étude de l’effet de la fréquence de modulation en combinaison

avec le régime du transport des phonons sur la RTI (Chapitre 3). Nous avons obtenu

une expression analytique de la RTI en fonction de la fréquence de modulation que

ce soit dans le régime diffusif ou balistique. En outre, nous avons observé que dans le

régime diffusif, la RTI passe par un maximum dont l’amplitude dépend des propriétés

thermiques des couches constituant l’interface. La fréquence caractéristique à laquelle

la RTI atteint son maximum est indépendante des propriétés thermiques des couches.

A partir de l’expression de cette fréquence caractéristique, nous sommes capables

d’extraire les propriétés physiques intrinsèques de la couche d’épaisseur finie, comme

le LPM et le temps de relaxation des phonons.
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Dans la deuxième partie, nous avons suggéré une méthode pour déterminer simul-

tanément la diffusivité et la conductivité thermiques d’une couche d’épaisseur finie à

partir de la résolution de l’équation de la chaleur de Fourier pour trois conditions aux

bords différentes (Chapitre 4). L’idée est ici, d’utiliser l’expression exacte du profil de

température à la face située en z = 0 lorsque celle-ci est excitée avec un flux thermique

modulé, tandis que la la face opposée (z = L) peut être maintenue à trois conditions

différentes : (a) température modulée, (b) flux thermique modulé et (c) température

constante. Nous avons déterminé les expressions des fréquences de modulation aux-

quelles le profil de température atteint ses premiers extréma (maximum et minimum).

Nous avons montré également que ces fréquences caractéristiques permettent d’obtenir

la diffusivité thermique de la couche d’épaisseur finie. De plus, la combinaison des

fréquences caractéristiques avec le rapport entre le premier maximum et le premier mi-

nimum de la température, conduisant à la détermination de la conductivité thermique.

En effet, la détermination simultanée de la diffusivité et de la conductivité thermiques

d’une couche ne nécessite que la mesure de deux fréquences caractéristiques et les

valeurs correspondantes du signal de température au niveau de sa surface éclairée. Cela

représente l’un des avantages de la méthode proposée par rapport à d’autres méthodes

photothermiques, telle que la thermoréflectance, qui nécessite d’enregistrer l’amplitude

et la phase du champ de température sur un large intervalle de fréquence de modulation

afin de mesurer les mêmes propriétés [Sch08].

Plusieurs perspectives d’extension de ce travail peuvent être envisagées.

• Concernant la résolution analytique de l’ETB dans le régime dynamique où deux

couches d’épaisseur finie sont mises en contact, il sera intéressant de calculer les profils

de température et du flux de chaleur dans chaque couche en fonction de leurs épais-

seurs et de la fréquence de modulation, comme ce qu’a dèjà été fait pour le cas station-

naire. Avec cette résolution, nous serons en mesure d’étudier l’influence de l’épaisseur

de chaque couche ainsi que la fréquence de modulation sur la RTI.

• Possibilité de résoudre l’ETB à l’aide de la méthode des ordonnées discrètes dans le

cas bidimensionnel (2D) en considérant un milieu gris. Cette résolution nous permettra

de décrire les variations de la température et du flux de chaleur suivant les directions
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parallèle et perpendiculaire. Par la suite, nous étudions les effets de la longueur et de la

largeur de la configuration 2D sur la conductivité thermique effective.

• Comme nous l’avons vu dans cette thèse, l’étude du comportement de la RTI en fonc-

tion de la nature du régime du transport des phonons est basée sur la résolution ana-

lytique de l’ETB en supposant un milieu gris pour lequel le temps de relaxation est

constant. Cette approximation est surtout valide à basse température, là où la dispersion

du spectre des phonons est négligeable. Aux hautes températures, l’effet de dispersion

doit être pris en compte dans la modélisation. En effet, il serait utile de résoudre l’ETB

en tenant compte de la dépendance spéctrale. Cela permettrait de généraliser l’approche

du spectre gris.

• Possibilité de résoudre l’ETB pour les nanomatériaux métalliques et diélectriques avec

des géométries cylindriques. Ainsi, nous pourrions déterminer les propriétés physiques

intrinsèques des nanofils comme le LPM et le temps de relaxation des phonons.
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158 Annexe A. Calcul de la conductivité thermique à partir du modèle cinétique

q =< vzE (z0 − lcosθ) >θ

=
∫

4π
vzE (z0 − lcosθ)

dΩ

4π
=

1
4π

∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
vcosθsinθE (z0 − lcosθ) dθ

(A.2)

où vz = vcosθ la composante de la vitesse de groupe suivant l’axe z et E l’énergie d’un

phonon. De plus, en utilisant un développement limité d’ordre 1, on a :

E (z0 − lcosθ) = E (z0)− lcosθ
∂E
∂z

= E (z0)− lcosθ
∂T
∂z

∂E
∂T

, (A.3)

soit :

q =
1
2

CVvl
∂T
∂z

∫ π

0
cos2θsinθdθ = −

(

1
3

CVvl
)

∂T
∂z

. (A.4)

D’après les équations (A.1) et (A.4), on en déduit l’expression finale de la conductivité

thermique :

κ =
1
3

CVvl =
1
3

CVv2τ. (A.5)
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En absence d’une source interne et en se plaçant dans le régime stationnaire, on a :

∂2T
∂z2 = 0. (B.4)

La solution de (B.4) est donnée par :

T(z) = Az + B. (B.5)

Or, la température en z = 0 est T0, ce qui conduit à B = T0.

D’après la relation (B.3), on peut écrire :

q0 = −κ1
dT
dz

= −κ1A ⇒ A = − q0

κ1
, (B.6)

Nous rappelons que la conductivité thermique est obtenue en appliquant le théorie ci-

nétique κ1 = 1
3 ρ1c1v1l1 (voir l’annexe A).

Donc, la solution de (B.1) appliquée à la couche d’épaisseur finie [Figure B.1] peut se

mettre sous la forme :

T0 − T1(x) =
3q0

ρ1c1v1
x avec x = z/l1. (B.7)

En procédant de la même façon que dans le cas d’une couche d’épaisseur finie, on trouve

directement pour le substrat :

T2(z) = Cz + D. (B.8)

Sachant que le flux de chaleur en régime stationnaire est toujours constant quelle que

soit la position z :

− κ1

(

∂T1

∂z

)

∀z
= −κ2

(

∂T2

∂z

)

∀z
= q0. (B.9)

il vient :

C = − q0

κ2
. (B.10)

Si le contact entre les deux couches n’est pas parfait, ce qui est le cas en pratique, le

profil de température est discontinu au niveau de l’interface. Cela exige qu’il existe une
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résistance thermique d’interface, donc on peut écrire :

q0R = T1(z = L)− T2(z = 0), (B.11)

où R peut être estimé par le modèle DMM [Che98] :

R = 2
(

1
ρ1c1v1

+
1

ρ2c2v2

)

. (B.12)

Selon les relations (B.7), (B.8) et (B.11), la constante D est donnée par l’expression :

D = T0 −
3q0λ

ρ1c1v1
− q0R avec λ = L/l1. (B.13)

Par conséquent, le profil de température dans le substrat peut s’écrire en fonction de la

résistance d’interface :

T0 − T2(x) =
3q0

ρ1c1v1

(

δ12x + λ +
ρ1c1v1R

3

)

, (B.14)

où δ12 = ρ1c1v1/(ρ2c2v2).
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où Tdc et ψ sont respectivement les composantes stationnaire et modulée de la tempéra-

ture.

En insérant (C.2) dans (C.1), on obtient :

∂Tdc(z)
dz2 = 0, (C.3a)

∂2ψ(z)
dz2 − jω

α
ψ(z) = 0. (C.3b)

La solution des équations (C.3a) et (C.3b) est donnée par (C.4a) et (C.5a), respectivement.

Tndc(z) = An (z − dn) + Bn (C.4a)

ψn(z) = Cne−̺n(z−dn) + Dne̺n(z−dn), (C.4b)

où ̺n = (1 + i) /µn avec µn =
√

αn/π f est la longueur de diffusion thermique, d1 = 0

et d2 = L. Les constantes An, Bn, Cn et Dn sont déterminées à partir des conditions aux

bords. Dans cette annexe, on s’intéresse seulement à la partie modulée de la température

(ψ(z)). La condition à l’infini ψ2 (z → ∞) → 0 exige que D2 = 0. Les conditions aux

bords nous permettent d’écrire :

ψ1 (L, t)− ψ2 (L, t) = −Rκ2

(

∂ψ2

∂z

)

z=L
, (C.5a)

−κ1

(

∂ψ1

∂z

)

z=0
= q0, (C.5b)

−κ1

(

∂ψ1

∂z

)

z=L
= −κ2

(

∂ψ2

∂z

)

z=L
, (C.5c)

où R est la RTI entre les deux couches de la Figure C.1 et son expression est donnée par

(B.12). Après avoir résolu le système d’équation C.5a−C.5c, on obtient :

C1 =
q0

κ1̺1

(1 − ε21 + Rκ2̺2) e−̺1L

(1 + ε21 + Rκ2̺2) e̺1L − (1 − ε21 + Rκ2̺2) e̺1L , (C.6a)

D1 = C1 +
q0

κ1̺1
, (C.6b)

où ε21 = κ2̺2
κ1̺1

=
√

τ2/τ1
δ12

et Rκ2̺2 = 2
3 (1 + δ12)

√
τ2/τ1η1.

Compte tenu des expressions C.6a−C.6b, la température modulée en surface (z = 0) est
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donnée par l’expression suivante :

ψ1 (z = 0) =
q0

κ1̺1

(1 + ε21 + Rκ2̺2) e̺1L + (1 − ε21 + Rκ2̺2) e−̺1L

(1 + ε21 + Rκ2̺2) e̺1L − (1 − ε21 + Rκ2̺2) e−̺1L . (C.7)
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