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Résumé

Dans le cadre de la théorie de 1’élasticité linéaire, la modélisation et la simulation
numérique du comportement mécanique des matériaux hétérogénes a microstructure
aléatoire complexe soulévent de nombreux défis scientifiques a différentes échelles.
Bien qu’a I’échelle macroscopique, ces matériaux soient souvent modélisés comme des
milieux homogenes et déterministes, ils sont non seulement hétérogénes et aléatoires
a I’échelle microscopique, mais ils ne peuvent généralement pas non plus étre expli-
citement décrits par les propriétés morphologiques et mécaniques locales de leurs
constituants. Par conséquent, une échelle mésoscopique est introduite entre 1’échelle
macroscopique et 1’échelle mésoscopique, pour laquelle les propriétés mécaniques
d’un tel milieu élastique linéaire aléatoire sont décrites par un modéle stochastique
prior non-gaussien paramétré par un nombre faible ou modéré d’hyperparamétres
inconnus. Afin d’identifier ces hyperparamétres, une méthodologie innovante a été
récemment proposée en résolvant un probléme statistique inverse multi-échelle en uti-
lisant uniquement des données expérimentales partielles et limitées aux deux échelles
macroscopique et mésoscopique. Celui-ci a été formulé comme un probléme d’op-
timisation multi-objectif qui consiste & minimiser une fonction-cotit multi-objectif
(& valeurs vectorielles) définie par trois indicateurs numériques correspondant &
des fonctions-cotit mono-objectif (& valeurs scalaires) permettant de quantifier et
minimiser des distances entre les données expérimentales multi-échelles mesurées
simultanément aux deux échelles macroscopique et mésoscopique sur un seul échan-
tillon soumis & un essai statique, et les solutions des modéles numériques déterministe
et stochastique utilisés pour simuler la configuration expérimentale multi-échelle sous
incertitudes. Ce travail de recherche vise a contribuer a ’amélioration de la méthodo-
logie d’identification inverse statistique multi-échelle en terme de cotit de calcul, de
précision et de robustesse en introduisant (i) une fonction-cotit mono-objectif (indica-
teur numérique) supplémentaire a 1’échelle mésoscopique quantifiant la distance entre
la (les) longueur(s) de corrélation spatiale des champs expérimentaux mesurés et
celle(s) des champs numeériques calculés, afin que chaque hyperparamétre du modéle
stochastique prior ait sa propre fonction-cotit mono-objectif dédiée, permettant ainsi
d’éviter d’avoir recours a l’algorithme d’optimisation globale (algorithme génétique)
utilisé précédemment et de le remplacer par un algorithme plus performant en terme
d’efficacité numérique, tel qu'un algorithme itératif de point fixe, pour résoudre le
probléme d’optimisation multi-objectif avec un cotit de calcul plus faible, et (ii) une
représentation stochastique ad hoc des hyperparamétres impliqués dans le modéle
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stochastique prior du champ d’élasticité aléatoire a I’échelle mésoscopique en les
modélisant comme des variables aléatoires, pour lesquelles les distributions de proba-
bilité peuvent étre construites en utilisant le principe du maximum d’entropie sous
un ensemble de contraintes définies par les informations objectives et disponibles, et
dont les hyperparameétres peuvent étre déterminés a ’aide de la méthode d’estimation
du maximum de vraisemblance avec les données disponibles, afin d’améliorer a la
fois la robustesse et la précision de la méthode d’identification inverse du modéle
stochastique prior. En paralléle, nous proposons également de résoudre le probléme
d’optimisation multi-objectif en utilisant I’apprentissage automatique (ou « machine
learning » en anglais) par des réseaux de neurones artificiels. Finalement, la métho-
dologie améliorée est tout d’abord validée sur un matériau virtuel fictif dans le cadre
de D’élasticité linéaire en 2D contraintes planes et en 3D (avec des données simulées
multi-échelles obtenues par des calculs numériques), puis illustrée sur un matériau
biologique hétérogene réel (os cortical de beeuf) dans le cadre de 'élasticité linéaire
en 2D contraintes planes (avec des données expérimentales multi-échelles obtenues
par un essai mécanique suivi par corrélation d’images numériques).

Mots clés : Méthode inverse statistique, Identification expérimentale multi-
échelle, Tenseur d’élasticité, Champ d’élasticité aléatoire, Matériaux hétérogénes,
Microstructure aléatoire complexe hiérarchique, Méthode de simulation numérique de
Monte Carlo, Modélisation stochastique, Principe du maximum d’entropie, Méthode
d’estimation du maximum de vraisemblance, Apprentissage automatique, Réseau de
neurones artificiels



Abstract

Within the framework of linear elasticity theory, the numerical modeling and
simulation of the mechanical behavior of heterogeneous materials with complex
random microstructure give rise to many scientific challenges at different scales.
Despite that at macroscale such materials are usually modeled as homogeneous and
deterministic elastic media, they are not only heterogeneous and random at microscale,
but they often also cannot be properly described by the local morphological and
mechanical properties of their constituents. Consequently, a mesoscale is introduced
between macroscale and microscale, for which the mechanical properties of such a
random linear elastic medium are represented by a prior non-Gaussian stochastic
model parameterized by a small or moderate number of unknown hyperparameters.
In order to identify these hyperparameters, an innovative methodology has been
recently proposed by solving a multiscale statistical inverse problem using only
partial and limited experimental data at both macroscale and mesoscale. It has been
formulated as a multi-objective optimization problem which consists in minimizing a
(vector-valued) multi-objective cost function defined by three numerical indicators
corresponding to (scalar-valued) single-objective cost functions for quantifying and
minimizing distances between multiscale experimental data measured simultaneously
at both macroscale and mesoscale on a single specimen subjected to a static test, and
the numerical solutions of deterministic and stochastic computational models used for
simulating the multiscale experimental test configuration under uncertainties. This
research work aims at contributing to the improvement of the multiscale statistical
inverse identification method in terms of computational efficiency, accuracy and
robustness by introducing (i) an additional mesoscopic numerical indicator allowing
the distance between the spatial correlation length(s) of the measured experimental
fields and the one(s) of the computed numerical fields to be quantified at mesoscale,
so that each hyperparameter of the prior stochastic model has its own dedicated
single-objective cost-function, thus allowing the time-consuming global optimization
algorithm (genetic algorithm) to be avoided and replaced with a more efficient
algorithm, such as the fixed-point iterative algorithm, for solving the underlying
multi-objective optimization problem with a lower computational cost, and (ii) an ad
hoc stochastic representation of the hyperparameters involved in the prior stochastic
model of the random elasticity field at mesoscale by modeling them as random
variables, for which the probability distributions can be constructed by using the
maximum entropy principle under a set of constraints defined by the available and
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objective information, and whose hyperparameters can be determined using the
maximum likelihood estimation method with the available data, in order to enhance
both the robustness and accuracy of the statistical inverse identification method
of the prior stochastic model. Meanwhile, we propose as well to solve the multi-
objective optimization problem by using machine learning based on artificial neural
networks. Finally, the improved methodology is first validated on a fictitious virtual
material within the framework of 2D plane stress and 3D linear elasticity theory
(using multiscale simulated data obtained through numerical computations) and then
illustrated on a real heterogenous biological material (beef cortical bone) within the
framework of 2D plane stress linear elasticity (using multiscale experimental data
obtained through mechanical testing monitored by digital image correlation).

Keywords : Statistical inverse method, Multiscale experimental identification,
Elasticity tensor, Random elasticity field, Heterogeneous materials, Hierarchical
complex random microstructure, Monte Carlo (MC) numerical simulation method,
Stochastic modeling, Maximum Entropy (MaxEnt) principle, Maximum Likelihood
Estimation (MLE) method, Machine learning, Artificial Neural Network (ANN)
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Notations et abréviations

Notations générales

Variable déterministe : une variable déterministe scalaire est notée par une lettre
minuscule, comme e.g. x.

Vecteur déterministe : un vecteur déterministe est noté par une lettre minuscule
en gras, comme e.g. & = (T1,...,Tq).

Matrice déterministe : une matrice déterministe est notée par une lettre majuscule
entre crochet, comme e.g. [A].

Variable aléatoire : une variable aléatoire a valeur scalaire est notée par une lettre
majuscule, comme e.g. X.

Vecteur aléatoire : un vecteur aléatoire (ou variable aléatoire a valeurs vectorielles)
est noté par une lettre majuscule en gras, comme e.g. X = (Xy,..., Xy).

Matrice aléatoire : une matrice aléatoire (ou variable aléatoire & valeurs matri-
cielles) est notée par une lettre majuscule en gras entre crochets, comme e.g. [A].

x = (1,...,7q) : vecteur dans RY.

||| : norme euclidienne usuelle sur R? telle que ||z||? = (x, z) = Zi:l r2 pour un
vecteur = (T4 )1<acq de R%

(-,-) : produit scalaire euclidien usuel sur R¢ tel que (x,y) = Zi:1 Tl pour deux
vecteurs € = (Zo)1<a<d € Y = (Ya)1<a<a de RE

[A]T : opérateur transposée (ou opérateur de transposition) pour une matrice réelle

[A] € M, ,,,(R).

tr([A]) : opérateur trace tel que tr([A]) = > . ,[A]; pour une matrice réelle [A] €
M,,(R) (avec des composantes [A];;).
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det([A]) : opérateur déterminant pour une matrice réelle [A] € M, (R).

I[A]||  : norme de Frobenius (ou de Hilbert-Schmidt) telle que ||[A]||% = tr([A]T[A]) =
> 1<ij<nlAl7; pour une matrice réelle [A] € M, (R) (avec des composantes [Al;;)

d;; : symbole de Kronecker tel que d;; =1sii=jet d;; =0sii# j.
[1,,] : matrice identité (ou matrice unité) dans M, (R) telle que [1,,],. = J;;.

v

I : tenseur identité (ou tenseur unité) symétrique d’ordre quatre tel que {I};ju =
(0irdj1 + 6udix) /2.

1o () : fonction indicatrice de I'ensemble €2 telle que 1g(x) = 1sixz € Qet 1g(x) =0
six & Q.

i : nombre imaginaire pur vérifiant i = —1.

Z : conjugué d’un nombre complexe z = a + ib tel que Z = a — ib, o a et b sont des
nombres réels.

]?: transformée de Fourier d'une fonction f intégrable (ou de carré intégrable) définie
de R dans C.

® : produit tensoriel usuel.

: : produit tensoriel doublement contracté (ou de contraction double) usuel.

V : opérateur gradient d’un champ a valeur vectorielles par rapport a .

div : opérateur divergence d'un champ de tenseur d’ordre deux par rapport .
[ : espérance mathématique.

M, ,»(R) : ensemble des matrices réelles de taille (nxm).

M, (R) : ensemble des matrices carrées réelles de taille (nxn).

M?(R) : ensemble des matrices carrée réelles symétriques de taille (nxn).

M (R) : ensemble des matrices carrée réelles symétriques définies positives de taille
(nxmn).

R : ensemble des nombres réels.
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R* : ensemble R \ {0} des nombres réels non nuls.

R* : ensemble [0, +oo[ des nombres réels nul ou positifs.

R? : espace vectoriel euclidien de dimension d.

@ : ensemble vide.

Notations spécifiques

Qmacro .

domaine macroscopique.

omacro - frontiére de (QMacro,

[y« partie de 9Q2™2“™ ot sont appliquées les conditions aux limites de Neumann.

macro .
FD .

partie de 9Q2™2*° ou sont appliquées les conditions aux limites de Dirichlet.

|Qmacro| - mesure de volume de ™20,

macro
n

Cmacro

[C™acre] : représentation matricielle de

[ macro

2D

Smacro

: vecteur normal unitaire sortant de 0

Qmacro

: tenseur d’élasticité a I’échelle macroscopique.

Omacro

] : représentation matricielle de C™2°™ en 2D.

tenseur de souplesse & ’échelle macroscopique.

[Smacro] : représentation matricielle de S™<™.

macro

1555

| : représentation matricielle de S™2°*® en 2D.

a : paramétre inconnu a 1’échelle macroscopique.

macro
a

Amacro
fmacro

macro
UG

macro
u

macro
exp

5

: valeur optimale de a.

: ensemble admissible de a.

: champ de force surfacique uniformément réparti sur I'}*.

: champ de déplacement expérimental & 1’échelle macroscopique.
: champ de déplacement a ’échelle macroscopique.

: champ des déformations expérimentales (linéarisé) a 1’échelle macroscopique.
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g™ : champ des déformations (linéarisé) a I’échelle macroscopique.

macro

o : champ des contraintes de Cauchy a 1’échelle macroscopique.

Qmeso - gous-domaine mésoscopique.
o0Q™mes© . frontiére de Qmes°,

|Q2™e°] : mesure de volume de 2™°.

meso

n : vecteur normal unitaire sortant de Q™es°,

C™° : champ de tenseur d’élasticité aléatoire a 1’échelle mésoscopique.

[C™°] : représentation matricielle de C™°.

[C35™°] : représentation matricielle de C™*° en 2D.

S0 champ de tenseur de souplesse aléatoire a 1’échelle mésoscopique.

[S™ese] : représentation matricielle de S™°.

[S35%°] : représentation matricielle de S$™° en 2D.

b : hyperparamétre inconnu a 1’échelle mésoscopique.

b™e° . valeur optimale de b identifiée avec une seule mesure expérimentale.

b°P' : valeur optimale de b identifiée avec plusieurs mesures expérimentales.

Bmeso - ensemble admissible de b.

mese : ensemble admissible réduit de b.

meso

U’exp

: champ de déplacement expérimental a 1’échelle mésoscopique.

U™° : champ de déplacement aléatoire a 1’échelle mésoscopique.

meso
exp

€ : champ des déformations expérimentales (linéarisé) a I’échelle mésoscopique.
EM%° : champ des déformations (linéarisé) aléatoire a I’échelle mésoscopique.

3mese - champ des contraintes de Cauchy aléatoire a 1’échelle mésoscopique.

QVER . domaine d’un volume élémentaire représentatif.

OOVER - frontiere de QVER,

|QVER| : mesure de volume de QVER,
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n : vecteur normal unitaire sortant de 9QVER,

C : champ de tenseur d’élasticité aléatoire dans QVER & I’échelle mésoscopique.

QVER 3 Déchelle mésoscopique.

S : champ de tenseur de souplesse aléatoire dans
C*% : tenseur d’élasticité aléatoire effectif dans QVER a I’échelle macroscopique.
[Ceﬁ] : représentation matricielle de C*f.

Seff : tenseur de souplesse aléatoire effectif dans QVER & 1’échelle macroscopique.
U : champ de déplacement aléatoire dans QVFR & I’échelle mésoscopique.

€ : champ des déformations (linéarisé) aléatoire dans QVER 3 I’échelle mésoscopique.
(VER

E°T . tenseur des déformations (linéarisé) aléatoire effectif dans a I'échelle

macroscopique.

QVER

Y : champ des contraintes de Cauchy aléatoire dans a 1’échelle mésoscopique.

X . tenseur des contraintes de Cauchy aléatoire effectif dans QVER & D’échelle
macroscopique.

A : champ de tenseur de localisation des déformations aléatoire dans QVER & I’échelle
mésoscopique.

B : champ de tenseur de concentration des contraintes aléatoire dans QVER & 1'échelle
mésoscopique.

Abréviations

p-s. : presque slirement.

VER : volume élémentaire représentatif.

CCD : « Charge-Coupled Device » en anglais.

CMOS : « Complementary Metal-Oxide-Semiconductor » en anglais.
DIC : « Digital Image Correlation » en anglais.

DVC : « Digital Volume Correlation » en anglais.

uCT : « micro-Computed Tomography » en anglais.

MRI : « Magnetic Resonance Imaging » en anglais.

OCT : « Optical Coherence Tomography » en anglais.
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LS : « Least Squares » en anglais.

MLE : « Maximum Likelihood Estimation » en anglais.
MaxEnt : « Maximum Entropy » en anglais.

KL : Karhunen-Loéve.

PC : « Polynomial Chaos » en anglais.

MC : Monte Carlo.

HDH : homogénéisation en déformations homogeénes.
HCH : homogénéisation en contraintes homogénes.
RandMat : « Random Matrices » en anglais.
RandField : « Random Fields » en anglais.

FP : « Fixed-Point » en anglais.

GA : « Genetic Algorithm » en anglais.

NN : « Neural Network » en anglais.

GPU : « Graphics Processing Unit » en anglais.



Introduction

1 Contexte et positionnement de la recherche

Dans le cadre de la théorie de I’élasticité linéaire, la modélisation et la simulation
numérique du comportement mécanique des matériaux hétérogénes a microstructure
aléatoire complexe (couvrant souvent plusieurs échelles) soulévent de nombreux
défis scientifiques. La modélisation de tels matériaux hétérogénes constitue un enjeu
scientifique avec de nombreuses applications, par exemple en ce qui concerne les
roches sédimentaires, les matériaux composites naturels (e.g. du bois) ou artificiels a
renforcement fibreux (e.g. des cermets a base de fibres céramiques incorporées dans
une matrice d’aluminium), les matériaux a base de ciment (e.g. certains bétons ou
des mortiers constitués d’'une pate de ciment avec des particules de sable incrustées),
certains milieux poreux (e.g. des plaques de platre), certains tissus biologiques
vivants (e.g. des os corticaux ou des membranes biologiques), entre autres [Torquato
2002]. Bien qu’a I’échelle macroscopique ces matériaux soient souvent considérés et
modélisés comme des milieux élastiques homogénes et déterministes dans la plupart
des applications pratiques, ils sont non seulement hétérogenes et aléatoires a 1’échelle
microscopique, mais ils ne peuvent généralement pas non plus étre explicitement ou
correctement décrits par les propriétés morphologiques et mécaniques locales de leurs
constituants, et facilement reconstruits dans un cadre de modélisation numérique en
présence d’interfaces multiples.

Ainsi, la modélisation et I'identification des propriétés élastiques pour ce type de
matériaux a des échelles méso- ou microscopiques ont fait I’objet de nombreux travaux
de recherche ces derniéres décennies. Désormais, avec les récents développements
réalisés autour de la construction de modéles stochastiques pour décrire des champs
de tenseurs d’élasticité aléatoires et de 'identification inverse expérimentale & I’aide
de techniques d’imagerie de champs, une des approches les plus prometteuses consiste
a introduire un modéle stochastique ad hoc (non-gaussien) représentant les propriétés
élastiques apparentes (hétérogénes et aléatoires) de la microstructure considérée a
une échelle mésoscopique donnée. Notons que cette échelle mésoscopique correspond
généralement a 1’échelle de la longueur de corrélation spatiale de la microstructure,
et que pour des matériaux a structure hiérarchique tels que 1’os cortical ou le ten-
don, différentes échelles mésoscopiques peuvent étre définies. Une telle modélisation
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stochastique de milieux élastiques hétérogeénes aléatoires a 1’échelle mésoscopique
peut ensuite étre utilisée pour caractériser les propriétés mécaniques macroscopiques
(effectives) dans le cadre de 'homogénéisation numérique stochastique sur un volume
élémentaire représentatif (VER) qui doit étre, lorsqu'il existe, suffisamment grand par
rapport a I’échelle microscopique (i.e. I’échelle fine a laquelle les hétérogénéités sont
définies) et suffisamment petite par rapport a I’échelle macroscopique (i.e. I’échelle
grossiere a laquelle les simulations numériques ou les essais expérimentaux sur des
structures en ingénierie mécanique sont généralement effectués). Dans ce cadre proba-
biliste, une question majeure concerne l'identification inverse statistique d’un modéle
stochastique prior paramétré par un nombre faible ou modéré d’hyperparameétres en
utilisant uniquement des données expérimentales partielles et limitées.

D’une part, les méthodes inverses d’identification expérimentale des propriétés
élastiques de matériaux homogénes ou hétérogénes a ’échelle macroscopique et/ou
mésoscopique ont été le sujet de nombreux travaux de recherche au cours des
trois derniéres décennies. Les premiéres méthodes relatives a la caractérisation
expérimentale et a la description des morphologies de microstructures aléatoires
en utilisant des techniques d’analyse d’images ont été introduites et développées
a la fin des années 1980 [Jeulin 1987, Jeulin 1989, Jeulin 2000, Jeulin 2001a, Jeulin
2001b,Jeulin 2012] pour la modélisation et la simulation numérique de microstructures
aléatoires constituées de matériaux hétérogenes. Depuis le début des années 1990,
les avancées technologiques significatives dans le domaine des instruments de mesure
optique, comme 'apparition des caméras numériques équipées de capteurs CCD
(« Charge-Coupled Device » en anglais) ou CMOS (« Complementary Metal-Oxide-
Semiconductor » en anglais) et d’objectifs de microscope, ont largement contribué a
I’émergence des techniques d’imagerie telles que la corrélation d’images numériques
(DIC pour « Digital Image Correlation » en anglais) bidimensionnelles (2D) ou
tridimensionnelles (3D). Les techniques DIC [Sutton et al. 1983,Sutton et al. 1986,Pan
et al. 2009,Sutton et al. 2009,Hild et Roux 2012] sont maintenant couramment utilisées
en mécanique des solides et en science des matériaux pour 'obtention de mesures
expérimentales de champs de déplacement élastique sur des échantillons soumis a un
chargement externe [Kahn-Jetter et al. 1994, Vendroux et Knauss 1998a, Vendroux
et Knauss 1998b, Hild et al. 2002, Roux et al. 2002, Besnard et al. 2006, Hild et
Roux 2006, Roux et Hild 2008, Réthoré et al. 2008, Bornert et al. 2009, Bornert
et al. 2010] afin d’identifier les propriétés mécaniques de matériaux hétérogénes a
microstructure complexe [Constantinescu 1995, Baxter et Graham 2000, Chevalier et al.
2001, Geymonat et al. 2002, Geymonat et Pagano 2003, Graham et al. 2003, Bonnet et
Constantinescu 2005, Hild et Roux 2006, Avril et Pierron 2007, Avril et al. 2008a, Avril
et al. 2008b] pour différentes classes de symétrie matérielle. Les récentes évolutions
des systémes d’acquisition de données et des logiciels de traitement d’images 3D
obtenues par exemple par microtomographie a rayons X (uCT pour « micro-Computed
Tomography » en anglais) [Flannery et al. 1987, Kak et Slaney 1988, Baruchel et al.
2000, Stock 2008, Desrues et al. 2010, Maire et Withers 2014], résonance magnétique
nucléaire (MRI pour « Magnetic Resonance Imaging » en anglais) [van den Elsen
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et al. 1993, Maintz et Viergever 1998, Liang et Lauterbur 2000, Hill et al. 2001],
tomographie par cohérence optique (OCT pour « Optical Coherence Tomography »
en anglais) [Beaurepaire et al. 1998, Schmitt 1999, Fercher 2010, Gambichler et al.
2011, Popescu et al. 2011] ou toute autre technique non-invasive et non-destructive
pour la reconstruction d’images 3D en haute résolution, ont permis 'obtention
de mesures tridimensionnelles de champs de déplacement par corrélation d’images
numériques volumiques (DVC pour « Digital Volume Correlation » en anglais) [Bay
et al. 1999, Verhulp et al. 2004, Bay 2008, Roux et al. 2008, Réthoré et al. 2008, Rannou
et al. 2010, Hild et Roux 2012, Madi et al. 2013, Roberts et al. 2014, Fedele et al.
2014, Hild et al. 2016, Bouterf et al. 2017, Buljac et al. 2018|. De telles mesures de
champs 3D complets offrent la possibilité d’identifier des modéles stochastiques de
champs d’élasticité aléatoires 3D a valeurs tensorielles (dont la classe de symétrie
matérielle est potentiellement incertaine) a différentes échelles pour la caractérisation
mécanique de microstructures réelles 3D constituées de matériaux hétérogenes.

D’autre part, au milieu des années 2000, de nombreux travaux de recherche
ont été menés sur l'identification inverse statistique de modéles stochastiques du
champ d’élasticité aléatoire a valeurs tensorielles en petite ou grande dimension
stochastique a ’échelle macroscopique et/ou mésoscopique pour des microstructures
complexes modélisées par des milieux élastiques linéaires hétérogeénes aléatoires
isotropes ou anisotropes |Desceliers et al. 2006, Ghanem et Doostan 2006, Desceliers
et al. 2007, Youssef M. Marzouk and Habib N. Najm and Larry A. Rahn 2007, Arnst
et al. 2008, Das et al. 2006, Das et al. 2009, Desceliers et al. 2009, Guilleminot et al.
2009, Ma et Zabaras 2009, Marzouk et Najm 2009, Arnst et al. 2010, Das et al.
2010, Ta et al. 2010, Soize 2010, Soize 2011]. Les méthodologies proposées pour
résoudre le probléme inverse statistique lié a 'identification d’un champ aléatoire
non-gaussien a valeurs tensorielles (tel que le champ d’élasticité apparent d’une
microstructure élastique hétérogéne anisotrope a 1’échelle mésoscopique) a 'aide de
données expérimentales (souvent partielles et limitées) reposent principalement sur
(i) les formulations mathématiques de 1’analyse fonctionnelle pour les problémes aux
limites (stochastiques), (ii) les outils statistiques issus de la théorie des probabilités,
de la théorie de I'information, des statistiques mathématiques et de 'optimisation
stochastique, tels que la méthode des moindres carrés (LS pour « Least Squares » en
anglais) [Lawson et Hanson 1995,Soize 2017], la méthode d’estimation du maximum de
vraisemblance (MLE pour « Maximum Likelihood Estimation » en anglais) [Serfling
1980, Papoulis et Pillai 2002,Spall 2005,Soize 2017], le principe du maximum d’entropie
(MaxEnt pour « Maximum Entropy » en anglais) [Jaynes 1957a, Jaynes 1957,
Sobezyk et Trebicki 1990, Kapur et Kesavan 1992, Jumarie 2000, Jaynes 2003, Cover et
Thomas 2006, Soize 2017|, les statistiques non-paramétriques [Serfling 1980, Bowman
et Azzalini 1997|, les méthodes d’inférence bayésienne |Beck et Katafygiotis 1998,
Bernardo et Smith 2001, Congdon 2007, Carlin et Louis 2009, Stuart 2010, Tan et al.
2010, Soize 2017|, les problémes inverses statistiques et les algorithmes d’optimisation
stochastiques associés [Collins et al. 1974, Walter et Pronzato 1997, Spall 2005, Kaipio
et Somersalo 2005, Tarantola 2005, Isakov 2006], (iii) des techniques avancées de
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représentation fonctionnelle et des méthodes probabilistes, comme la décomposition de
Karhunen-Loéve (KL) [Karhunen 1946, Loéve 1977, Loéve 1978] pour la construction
de modéles stochastiques d’ordre réduit, et le développement par chaos polynomial
(PC pour « Polynomial Chaos » en anglais) [Ghanem et Spanos 1991, Ghanem
1999, Xiu et Karniadakis 2002, Soize et Ghanem 2004, Wan et Karniadakis 2006] pour
une représentation stochastique en grande dimension adaptée a des champs aléatoires
du second ordre non-gaussiens, (iv) les méthodes spectrales [Ghanem et Spanos
1991, Xiu et Hesthaven 2005, Babuska et al. 2007, Nouy 2008, Le Maitre et Knio
2010] et les approches basées sur I’échantillonnage [Caflisch 1998, Schuéller et Spanos
2001, Rubinstein et Kroese 2016 pour résoudre les problémes aux limites stochastiques,
et (v) les méthodes d’homogénéisation numérique stochastique [Sanchez-Palencia
1980, Sanchez-Palencia et Zaoui 1985, Francfort et Murat 1986, Suquet 1987, Huet 1990,
Sab 1992, Nemat-Nasser et Hori 1993, Jikov et al. 1994,Suquet 1997, Andrews et Wright
1998, Forest et Sab 1998, Pradel, F. et Sab, K. 1998, Forest et al. 2000, Bornert et al.
2001, Jeulin 2001a,Jeulin 2001b, Torquato 2002, Zaoui 2002, Kanit et al. 2003, Bourgeat
et Piatnitski 2004, Sab et Nedjar 2005, Ostoja-Starzewski 2006, Ostoja-Starzewski
2007, Soize 2008, Xu et Chen 2009, Tootkaboni et Graham-Brady 2010, Guilleminot
et al. 2011, Jeulin 2012] pour relier I’échelle méso- ou microscopique et ’échelle
macroscopique. La combinaison de ces méthodes probabilistes et statistiques avancées
a conduit aux premiers travaux fondamentaux sur I'identification inverse statistique de
champs aléatoires non-gaussiens a valeurs scalaires ou tensorielles en petite ou grande
dimension & partir de données expérimentales partielles et limitées. Ces travaux ont
été principalement dédiés a l'identification inverse statistique des hyperparamétres
de modeéles stochastiques prior en petite dimension stochastique, tels que un champ
moyen (correspondant a la fonction moyenne du champ aléatoire), un paramétre (ou
champ) de dispersion (quantifiant le niveau de fluctuations statistiques du champ
aléatoire), une (des) longueur(s) de corrélation spatiale (liée(s) a la structure de
corrélation spatiale du champ aléatoire) ou encore les coefficients déterministes d’une
décomposition chaos du champ aléatoire |Desceliers et al. 2006, Ghanem et Doostan
2006, Desceliers et al. 2007, Arnst et al. 2008, Das et al. 2006, Das et al. 2009, Desceliers
et al. 2009, Guilleminot et al. 2009, Ma et Zabaras 2009, Marzouk et Najm 2009, Arnst
et al. 2010, Das et al. 2010, Ta et al. 2010, Cottereau et al. 2011, Desceliers et al.
2012, Clouteau et al. 2013]. A ce jour, les travaux les plus récents et les plus avancés
portent sur I'identification inverse de modéles stochastiques posterior, qui sont des
représentations stochastiques en grande dimension (qui peuvent, dans certains cas,
étre construit comme des développements KL et/ou PC a ceefficients aléatoires [Soize
et Ghanem 2009], ou directement par 'inférence bayésienne) de modéles stochastiques
prior de champs aléatoires a valeurs scalaires ou tensorielles non-gaussiens [Oliveira
et al. 1997, Wang et Zabaras 2004a, Wang et Zabaras 2004b, Desceliers et al. 2006,
Ghanem et Doostan 2006, Desceliers et al. 2007, Youssef M. Marzouk and Habib N.
Najm and Larry A. Rahn 2007,Das et al. 2006,Soize et Ghanem 2009, Guilleminot et al.
2009, Das et al. 2009, Ma et Zabaras 2009, Marzouk et Najm 2009, Soize 2010, Arnst
et al. 2010, Das et al. 2010, Soize 2011, Soize 2012, Perrin et al. 2012, Perrin et al.
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2013, Clouteau et al. 2013, Nouy et Soize 2014] .

Dans la continuité de ces travaux, une méthodologie innovante a été récemment
proposée pour l'identification inverse statistique multi-échelle d’'un modéle stochas-
tique prior du champ d’élasticité apparent aléatoire [Nguyen et al. 2015]. Celle-ci a
été formulée dans le cadre de la théorie de 1’élasticité linéaire 3D sous les hypothéses
suivantes : (i) a I’échelle macroscopique, le tenseur d’élasticité effectif est déterministe
(i.e. séparation des échelles) et homogéne (i.e. constant dans l’espace); (ii) a une
échelle mésoscopique donnée, le champ d’élasticité aléatoire & valeurs tensorielles est
la restriction a un sous-domaine mésoscopique d’'un champ aléatoire statistiquement
homogéne (ou spatialement stationnaire) ! indexées sur RY, ce qui permet de rester
cohérent avec I’hypothese d’existence d'un VER dans le cadre de I’homogénéisation
stochastique [Soize 2008, Soize 2017].

L’objectif principal de cette nouvelle méthodologie consiste donc a identifier le mo-
dele stochastique prior introduit dans [Soize 2006| et utilisé pour modéliser le champ
de tenseur d’élasticité apparent (hétérogene et aléatoire) a I’échelle mésoscopique, a
partir de mesures expérimentales partielles et limitées. Ce modéle stochastique prior
est construit en utilisant le principe du MaxEnt [Jaynes 1957a, Jaynes 1957b, Sobezyk
et Trebicki 1990, Kapur et Kesavan 1992, Jumarie 2000, Jaynes 2003, Cover et Thomas
2006, Soize 2017| dans le cadre de la théorie de I'information [Shannon 1948, Shannon
2001, Balian 1968]. On obtient alors un champ aléatoire non-gaussien (potentiellement
non-homogeéne), continu en moyenne d’ordre deux, a valeurs dans l’ensemble des
matrices carrées réelles symétriques définies positives. Une représentation algébrique
explicite ad hoc a par ailleurs été établie dans [Soize 2006]. Ce modéle stochastique
prior de champ d’élasticité aléatoire a été utilisé, notamment, pour les problémes
aux limites elliptiques stochastiques tels que les problémes d’élasticité linéaire en
statique [Soize 2006, Soize 2008, Soize 2017]. Il est classiquement paramétré par un
nombre faible ou modéré d’hyperparamétres a valeurs scalaires, vectorielles et/ou
tensorielles, a savoir le champ d’élasticité moyen a valeurs tensorielles, un champ
de coefficient de dispersion a valeurs scalaires (ou un ceefficient de dispersion si
celui-ci est indépendant de la position spatiale) controlant le niveau des fluctuations
statistiques du champ d’¢élasticité aléatoire (autour de sa fonction moyenne) et des
longueurs de corrélation spatiale (a valeurs scalaires).

Le probléeme de 'identification inverse statistique de ce modéle stochastique prior
est formulé comme un probléme d’optimisation multi-objectif dont les paramétres
optimaux sont les valeurs identifiées des hyperparameétres du modéle stochastique.

1. Un champ aléatoire indexé sur R? (d = 1,2,3 étant la dimension spatiale) est dit statisti-
quement homogene (ou spatialement stationnaire) si son systéme de lois marginales est invariant
par translation, i.e. invariant pour la translation des coordonnées spatiales dans R¢ [Torquato
2002, Soize 2017]. Par ailleurs, un champ aléatoire indexé sur R? est dit statistiquement isotrope
si son systéme de lois marginales est invariant par rotation, i.e. invariant pour la rotation des
coordonnées spatiales dans R? [Torquato 2002].
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Cependant, dans le cadre cette méthodologie, il est établi que la fonction moyenne
(ou valeur moyenne le cas échéant) du champ d’élasticité aléatoire ne peut pas
étre directement identifiée & 'aide des seules mesures expérimentales de champs
cinématiques disponibles a 1’échelle mésoscopique. Il faudrait aussi connaitre les
valeurs expérimentales des contraintes associées aux champs cinématiques observés
expérimentalement & 1’échelle mésoscopique, ces valeurs n’étant pas disponibles.
Inversement, les autres hyperparameétres ne peuvent pas étre identifiés en utilisant
seulement des mesures expérimentales de champs disponibles & 1’échelle macrosco-
pique. Par conséquent, une telle procédure d’identification inverse statistique nécessite
des mesures expérimentales multi-échelles de champs qui doivent étre effectuées si-
multanément aux échelles macroscopique et mésoscopique, étant donné qu’un seul
échantillon soumis a un chargement externe donné a l’échelle macroscopique est
expérimentalement testé. Une méthode d’homogénéisation stochastique est alors
utilisée pour propager les incertitudes a 1’échelle mésoscopique vers 1’échelle ma-
croscopique sous 'hypotheése classique de séparation des échelles, de sorte qu'un
sous-domaine mésoscopique suffisamment grand puisse étre défini dans le domaine
macroscopique de I'échantillon et considéré comme un VER. Notons cependant qu’il
n’est pas nécessaire pour ce VER d’avoir la méme taille que le(s) sous-domaine(s)
mésoscopique(s) sur le(s)quel(s) les mesures expérimentales sont effectuées. Ainsi, le
probléme inverse statistique multi-échelle est formulé comme un probléme d’optimisa-
tion multi-objectif qui consiste & minimiser une fonction-cotit multi-objectif (& valeurs
vectorielles) définie par trois indicateurs numériques correspondant a des fonctions-
colit mono-objectif (& valeurs scalaires) [Nguyen et al. 2015], & savoir (i) un indicateur
numérique a ’échelle macroscopique permettant de quantifier la distance (définie par
rapport & une métrique donnée) entre les champs expérimentaux mesurés a I’échelle
macroscopique et les champs numériques simulés a la méme échelle, (ii) un indicateur
numeérique a 1’échelle mésoscopique permettant de quantifier la distance entre les
fluctuations statistiques des champs expérimentaux mesurés a 1’échelle mésoscopique
et celles des champs numériques simulés a la méme échelle, et (iii) un indicateur
numérique macroscopique-mésoscopique (multi-échelle) permettant de quantifier la
distance entre le tenseur d’élasticité a I’échelle macroscopique et le tenseur d’élasticité
effectif (aléatoire) construit par homogénéisation numérique stochastique du champ
d’élasticité apparent aléatoire dans un VER a 1’échelle mésoscopique.

2 Problématique et objectifs de la recherche

La méthode d’identification expérimentale multi-échelle des propriétés méca-
niques, initialement proposée et validée par simulation numérique sur un matériau
virtuel fictif dans [Nguyen et al. 2015], a été appliquée avec succeés a la caractérisation
expérimentale des propriétés élastiques d'un tissu biologique (de I'os cortical de beeuf)
dans le cadre de I’élasticité linéaire 2D en contraintes planes a partir de mesures
optiques multi-échelles de champs de déplacement (obtenues par une méthode DIC
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2D) réalisées simultanément aux échelles macroscopique et mésoscopique sur un
seul échantillon d’os cortical de beeuf (qui est un tissu biologique vivant avec une
microstructure hiérarchique complexe et aléatoire) soumis & un chargement externe
statique (compression uni-axiale verticale) a 1’échelle macroscopique [Nguyen et al.
2016]. Néanmoins, la méthode proposée présente certains inconvénients qui limitent
son utilisation. Premiérement, il est & noter que les fonctions-cotit (indicateurs numé-
riques) introduites pour le probléme d’optimisation multi-objectif ne sont pas dédiées
a un hyperparameétre particulier du modéle stochastique prior du champ aléatoire
a identifier. Par conséquent, la seule approche envisagée pour la résolution du pro-
bléme d’optimisation multi-objectif a consisté a utiliser un algorithme d’optimisation
globale (algorithme génétique) qui appartient a la classe des algorithmes de recherche
aléatoire, génétiques et évolutifs [Cunha et Polak 1967,Censor 1977, Yu 1985, Dauer et
Stadler 1986, Goldberg 1989, Deb 2001, Marler et Arora 2004, Konak et al. 2006, Coello
Coello 2006, Coello et al. 2007, Deb 2014] pour explorer aléatoirement ’ensemble
admissible des hyperparamétres. Malgré un paramétrage adapté (taille de population
a chaque nouvelle génération, génération aléatoire de la population initiale, technique
de sélection pour la reproduction incluant les opérateurs de croisement et de mutation,
nombre d’élites, fraction de croisement, taux de mutation, critéres d’arrét, etc.) de
'algorithme génétique utilisé dans [Nguyen et al. 2015] et I'utilisation du traitement
et du calcul en paralléle sur plusieurs dizaines de processeurs, le colit numérique de
la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif est élevé. Ceci s’explique en
raison de la grande dimension stochastique du champ d’élasticité aléatoire a valeurs
tensorielles. Deuxiémement, lors de la validation et de la mise en application de
la méthode d’identification multi-échelle proposée dans [Nguyen et al. 2015], il a
été constaté que, pour différents sous-domaines mésoscopiques au sein d’un méme
domaine macroscopique, I'optimisation de la fonction-cotit multi-objectif condui-
sait a des valeurs optimales des hyperparamétres différentes d’un sous-domaine a
un autre. En effet, les mesures expérimentales e champs sur chaque sous-domaine
mésoscopique peuvent étre modélisés comme des champs aléatoires différents (pas
nécessairement statistiquement indépendants), et par conséquent la fonction-cott
multi-objectif sur chaque sous-domaine mésoscopique est une fonction déterministe
de ces champs aléatoires. Cela explique que les statistiques (lois de probabilité) de
la fonction-cotit multi-objectif sont différentes d’un sous-domaine mésoscopique a
un autre. Dans [Nguyen et al. 2015|, la fonction-cotit multi-objectif a été remplacée
(naivement) par la moyenne des fonctions-cotit multi-objectif calculées sur chacun
des sous-domaines mésoscopiques.

L’objectif de cette thése est d’améliorer la méthodologie initialement proposée
dans [Nguyen et al. 2015] en se plagant toujours dans le cadre de 'élasticité linéaire.
Les améliorations envisagées peuvent étre recensées autour de deux points majeurs.
Tout d’abord, on introduira une fonction-cotit mono-objectif (indicateur numérique)
supplémentaire a 1’échelle mésoscopique permettant de quantifier la distance entre la
(les) longueur(s) de corrélation spatiale des champs expérimentaux mesurés et celle(s)
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des champs numériques calculés, afin que chaque hyperparamétre du modéle stochas-
tique prior ait sa propre fonction-cotit dédiée, permettant ainsi d’envisager d’autres
stratégies pour la résolution du probléme d’optimisation que le recours a l’algorithme
génétique utilisé dans [Nguyen et al. 2015]. Dans ce travail de thése, on cherchera
donc a le remplacer par un algorithme plus efficace en terme de cotit de calcul, tel
qu’'un algorithme itératif de type point fixe, pour résoudre le probléme d’optimisation
multi-objectif sous-jacent. Par ailleurs, nous pourrons construire une base de données
numeériques associée a ’ensemble de ces indicateurs numériques qui permettra d’en-
trainer un réseau de neurones artificiels pour I'identification des hyperparameétres du
modele stochastique prior du champ aléatoire de tenseur d’élasticité apparent. Un tel
réseau de neurones artificiels n’est a entrainer qu'une seule fois indépendamment des
mesures expérimentales alors qu’avec la stratégie d’optimisation utilisant 1’algorithme
itératif de point fixe ou ’algorithme génétique, les calculs doivent étre réalisés a
nouveau pour chaque nouvelle mesure expérimentale. On espére ainsi diminuer le cotit
de calcul pour l'identification. Un second axe d’amélioration consiste, dans le cas ol
des mesures expérimentales de champs sont disponibles sur plusieurs sous-domaines
mésoscopiques, & ne pas remplacer « naivement » la fonction-cott multi-objectif
par sa moyenne empirique sur l’ensemble des sous-domaines mésoscopiques, mais
a considérer un probléme d’optimisation multi-objectif sur chaque sous-domaine
mésoscopique. Ainsi, chaque sous-domaine mésoscopique permet de calculer une
solution possible des valeurs des hyperparameétres. Chacune de ces valeurs est modé-
liste comme une réalisation d’'un vecteur aléatoire d’hyperparamétres dont le modéle
probabiliste prior est construit par le principe du MaxEnt, puis identifié par la
méthode MLE avec les réalisations ainsi calculées. On espére ainsi améliorer a la
fois la robustesse et la précision de la méthode d’identification inverse statistique du
modeéle stochastique prior.

3 Organisation du mémoire

Le mémoire est divisé en quatre chapitres, organisés de la maniére suivante.

— Le premier chapitre dresse un bref rappel sur la construction et le paramé-
trage du modele stochastique prior du champ d’élasticité apparent a 1’échelle
mésoscopique pour une microstructure complexe aléatoire, ainsi que le cadre
théorique lié¢ & I’homogénéisation numérique stochastique sur un VER et deux
méthodes d’homogénéisation numériques utilisées dans ce travail pour calculer
le tenseur d’élasticité effectif (aléatoire) et/ou le tenseur de souplesse effectif
(aléatoire) a I’échelle macroscopique.

— Le deuziéme chapitre est consacré a la formulation du probléme inverse sta-
tistique multi-échelle et aux stratégies de résolution associées. Les hypothéses
retenues et la stratégie avec les améliorations proposées pour 'identification
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inverse statistique multi-échelle du modéle stochastique prior du champ d’élas-
ticité aléatoire sont tout d’abord présentées. La construction des différents
indicateurs numériques macroscopique, mésoscopiques et multi-échelle est en-
suite détaillée. Le probléme inverse statistique multi-échelle est alors formulé
comme (i) un probléme d’optimisation mono-objectif pour I'identification des
parametres intervenant dans le modeéle déterministe du tenseur d’élasticité
effectif (homogéne et déterministe) a I’échelle macroscopique, et (ii) un pro-
bléme d’optimisation multi-objectif pour I'identification des hyperparamétres
intervenant dans le modéle stochastique prior du champ de tenseur d’élasticité
aléatoire a 1’échelle mésoscopique. L’algorithme itératif de point fixe ainsi que
I’entrainement d’un réseau de neurones artificiels introduits dans ce travail
pour la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif (a la place de
'algorithme génétique utilisé dans [Nguyen et al. 2015]) sont également décrits.
Enfin, dans le cas ot des mesures expérimentales sont disponibles sur plusieurs
sous-domaines mésoscopiques, une modélisation probabiliste ad hoc des hy-
perparamétres du modéle stochastique prior est introduite afin d’améliorer la
robustesse et la précision de la méthode d’identification inverse statistique.

— Le troisiéme chapitre fait 'articulation entre la méthode d’identification pré-
sentée au deuxiéme chapitre et une application expérimentale présentée au
quatriéme chapitre. Une validation numérique de la méthode d’identification
statistique multi-échelle est proposée sur des matériaux virtuels fictifs dans
le cadre de '¢lasticité linéaire en 2D contraintes planes et en 3D (en accord
avec les hypothéses retenues) avec des données expérimentales multi-échelles
simulées numériquement. Les différents algorithmes d’optimisation utilisés pour
la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif, & savoir I'algorithme
génétique, 'algorithme itératif de point fixe et I’entrainement d’un réseau de
neurones artificiels sont comparés en terme de précision et de cotit de calcul.

— Enfin, le quatrieme et dernier chapitre est dédié & la mise en application de
la méthode d’identification proposée sur un matériau biologique hétérogéne
réel dans le cadre de I'élasticité linéaire en 2D contraintes planes avec des
mesures expérimentales multi-échelles de champs 2D obtenues a partir d’un
seul essai statique de compression uni-axiale réalisé sur un échantillon d’os
cortical de fémur de boeeuf et suivi par corrélation d’images numériques 2D
aux deux échelles macroscopique et mésoscopique. Le protocole expérimental
ainsi que le traitement d’images numériques sont briévement exposés. Les
résultats numériques de la méthode d’identification multi-échelle proposée sont
finalement comparés a des valeurs représentatives trouvées dans la littérature
pour ce type de matériaux biologiques.

Le mémoire se termine par des conclusions et des perspectives suivies des références
bibliographiques utilisées dans ce travail.
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1 Modélisation stochastique du champ d’élasticité
aléatoire

Dans cette premiére partie du chapitre 1, nous rappelons briévement les princi-
paux points autour de la construction du modéle stochastique prior utilisé a 1’échelle
meésoscopique afin de modéliser les fluctuations statistiques du champ de tenseur
d’élasticité apparent d’une microstructure élastique anisotrope hétérogéne. Ce modéle
stochastique prior doit satisfaire, par construction, certaines propriétés algébriques
et statistiques [Soize 2006, Soize 2008|, notamment des propriétés de symétrie, d’ellip-
ticité (donc de définie positivité), d’inversibilité en moyenne d’ordre deux, induisant
une dépendance statistique entre les composantes du champ de tenseur d’élasti-
cité aléatoire, et potentiellement ’existence d’une borne inférieure définie positive
presque stiirement. En outre, il est paramétré par un petit nombre d’hyperparamétres,
ce qui rend plus facile la résolution du probléme inverse statistique. Par la suite,
un modéle stochastique posterior (paramétré par un nombre d’hyperparamétres
beaucoup plus grand) peut étre construit a partir du modéle stochastique prior
et des données disponibles en utilisant une méthode d’inférence bayésienne [Soize
2010, Soize 2011, Soize 2012, Perrin et al. 2012, Perrin et al. 2013, Nouy et Soize 2014]
afin d’améliorer et d’enrichir la description des propriétés élastiques mésoscopiques
et de mieux représenter les mesures expérimentales.

1.1 Représentation matricielle et modéle stochastique prior
du champ d’élasticité aléatoire

Dans le cadre de la théorie de 1’élasticité linéaire, le milieu élastique aléatoire est
modélisé par un champ de tenseur d’élasticité aléatoire d’ordre quatre C™*° indexé
sur un domaine mésoscopique ouvert borné Q™° C R4 (d = 1,2, 3 étant la dimension
de l'espace) qui satisfait presque stirement (p.s.) les propriétés classiques de symétrie
majeure et mineure, c¢’est-a-dire pour 1 < 7,7, k,1 < d et pour tout & € Qme°,

{C7°(@)}iju = {C™ (@) }uaiy = {C7° (@)} i = {C™° @)}y (1.1)

De plus, le champ de tenseur d’élasticité aléatoire C™° est défini positif, ¢’est-a-dire
pour tout tenseur d’ordre deux réel non-nul symétrique ¢ = ((;j)1<ij<d, On a la
propriété suivante pour tout x € Qme°,

C:C™°(x): ¢ = Z {C™ () }ijiCijCr > 0, (1.2)

1<,5,k,1<d

ou le symbole deux-points : désigne le produit tensoriel doublement contracté (ou
de contraction double) classique. Ainsi, C™*° peut étre décrit par sa représentation
matricielle [C™°], qui est un champ aléatoire indexé sur Q™ et a valeurs dans
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I'ensemble MF'(R) (avec n = d(d + 1)/2 en élasticité linéaire) des matrices réelles
symétriques définies positives de taille (nxn). Cette représentation peut étre écrite
en utilisant par exemple une notation de Kelvin-Mandel [Rychlewski 1984, Mehrabadi
et Cowin 1990, Bona et al. 2007] ou de Voigt-Mandel [Voigt 1910].

Contrairement & un modéle stochastique paramétrique qui consisterait & modéliser
les fluctuations statistiques d’un ou plusieurs parameétre(s) intervenant dans le modéle
numérique et & modéliser les fluctuations statistiques du champ aléatoire de tenseur
d’élasticité dans une classe de symétrie a prior:, la modélisation stochastique non-
paramétrique permet de prendre en compte les fluctuations statistiques du champ
d’élasticité aléatoire non décrites par la classe de symétrie, ce qui est typiquement
le cas de la modélisation des propriétés mécaniques d’une microstructure complexe
aléatoire a 1’échelle mésoscopique. Dans ce travail de thése, nous nous limitons a une
modélisation prior a travers la construction de la fonction de densité de probabilité
du champ d’¢lasticité aléatoire a valeurs matricielles [C™°] indexé sur un domaine
ouvert borné me° c R? De plus, comme les données expérimentales dont nous
disposons sont partielles et limitées, on adopte une représentation paramétrique du
champ d’élasticité aléatoire [C™*°(b)| qui dépend d’'un hyperparamétre & valeurs
vectorielles b appartenant a un ensemble admissible B™*°. 1l convient de noter que,
méme si on disposait d’un grand nombre de réalisations expérimentales de [C™°]
(ce qui est trés rarement le cas en pratique), il ne serait pas possible de construire
directement le modele stochastique de [C™*°] a 1'aide des méthodes statistiques
non-paramétriques [Serfling 1980, Bowman et Azzalini 1997|, car les propriétés
mathématiques et statistiques requises (telles que les propriétés de symétrie, de définie
positivité, de variance finie, d’inversibilité en moyenne d’ordre deux, d’existence d’une
borne inférieure ou supérieure déterministe ou aléatoire, les conditions d’ellipticité et
la structure de corrélation spatiale, par exemple) ne seraient pas satisfaites.

La construction du modeéle stochastique prior du champ d’élasticité aléatoire a
valeurs matricielles [C™°] s’appuie sur le principe du maximum d’entropie (MaxEnt)
[Jaynes 1957a, Jaynes 1957b, Jaynes 2003, Soize 2017] combiné aux théories des
matrices aléatoires (RandMat pour « Random Matrices » en anglais) et des champs
aléatoires (RandField pour « Random Fields » en anglais) [Soize 2005,Soize 2006, Soize
2016al. Le principe du MaxEnt est une procédure d’optimisation issue de la théorie de
I'information [Shannon 1948, Shannon 2001, Balian 1968| qui conduit a la construction
explicite d’une représentation paramétrique de distributions de probabilité sous un
ensemble de contraintes (algébriquement indépendantes) définies par les informations
disponibles [Sobezyk et Trebicki 1990, Kapur et Kesavan 1992, Jumarie 2000, Cover et
Thomas 2006]. Seules les informations nécessaires et pertinentes doivent étre prises
en compte afin que les problémes de simulation directe et d’identification inverse
statistique soient mathématiquement bien posés et physiquement cohérents. Ainsi,
en exploitant et en intégrant toutes les informations utiles et disponibles comme
un ensemble de contraintes, le principe du MaxEnt consiste & maximiser 1’entropie
de Shannon et permet de construire explicitement une représentation algébrique ad
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hoc de la fonction de densité de probabilité pjcmeso() (+; @) de la matrice d’élasticité
aléatoire [C™*°(x)] en tout point & € Q™°.

Dans le présent travail de recherche, les informations disponibles pour la construc-
tion du modéle stochastique prior du champ d’élasticité apparent aléatoire & valeurs
matricielles [C™°] sont les suivantes :

1. sa valeur moyenne statistique [C™*°] (champ d’élasticité moyen) est supposée
non seulement connue mais aussi appartenir & une certaine classe de symétrie
MH™(R) C M} : pour tout & € Q™me°,

[C7(@)] = E{[C™*(2)]} € M™(R), (1.3)

ou E désigne 'espérance mathématique;

2. [C™°] est considéré comme la restriction & un sous-domaine mésoscopique
ouvert borné Q™*° d’un champ aléatoire statistiquement homogéne (ou spatia-
lement stationnaire) indexé sur R? : pour tout & € Q™ et tout Ax € Qmee,

p[cmeso (m)] ([Cmeso] , w) - p[c’meso(m+Am)] ([Cmeso] , xr + Aw), (14)

ce qui implique que pjcmeso(g)) est indépendant des coordonnées spatiales x et
donc que la fonction moyenne statistique [C™**°] € MEY™(RR) est indépendante
de . Dans la suite, nous utiliserons la méme notation [C™*°] pour désigner le
champ aléatoire indexé sur R? et sa restriction a Q™° pour alléger et simplifier
les notations ;

3. [C™°] est un champ aléatoire du second ordre : pour tout & € Q™*°,
E{[[[C™(@)]]F} < +oo, (1.5)

afin de pouvoir mener des analyses statistiques d’ordre deux, ou || - || est la
norme de Frobenius (ou de Hilbert-Schmidt) telle que ||[A]]|% = tr([A]T[A]) =
21@,]'@[14]?3" dans laquelle tr désigne 'opérateur trace pour une matrice
réelle [A] € M,,(R) (avec des composantes [A];;), ot M, (R) est 'ensemble des
matrices réelles de taille (nxn), et I'exposant T désigne I'opérateur transposée

(ou opérateur de transposition) ;

4. son inverse [C™*°]~! est également un champ aléatoire du second ordre : pour
tout & € QM
E{[C™= ()] [[F} < +oo, (1.6)

afin d’obtenir une solution aléatoire du second ordre du probléme aux limites
elliptique stochastique sous-jacent. Dans la construction du modéle stochastique
prior par le principe du MaxEnt, cette propriété est imposée en prenant en
compte la contrainte plus forte suivante (voir [Soize 2000, Soize 2001]) : pour
tout & € Q™*° E{log(det([C™*°(x)]))} = vc avec |ve| < +00 un paramétre
donné, ou det désigne 'opérateur déterminant.

1. D’aprés les observations physiques, on postule généralement que la classe de symétrie du
champ d’élasticité moyen du matériau & I’échelle mésoscopique est la méme que celle du tenseur
(ou champ de tenseur) d’élasticité a I’échelle macroscopique.
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L’existence des moments d’ordre deux de [C™*°(x)] et de son inverse [C™*°(x)]| ™1,
avec la propriété de définie positivité de [C™°(x)], assure I'existence et 'unicité d’une
solution aléatoire du second ordre au probléme aux limites elliptique stochastique
sous-jacent.

Par ailleurs, il convient de noter que d’autres ensembles (ou classes) de modéles
stochastiques prior et des générateurs aléatoires associés pour des matrices (ou
champs) d’élasticité aléatoires non-gaussiennes présentant des fluctuations statistiques
dans une classe de symétrie donnée (différente de la classe de symétrie purement
anisotrope initialement considérée dans [Soize 2000, Soize 2001, Soize 2005] pour le
cas des matrices aléatoires et dans [Soize 2006, Soize 2008, Soize 2012| pour le cas
des champs aléatoires) ont été proposés dans [Ta et al. 2010, Guilleminot et Soize
2011, Guilleminot et Soize 2012a, Guilleminot et Soize 2012b, Guilleminot et Soize
2012c, Guilleminot et Soize 2013b| (voir |Guilleminot et Soize 2012a, Guilleminot
et Soize 2012b, Guilleminot et Soize 2012c| pour le cas des matrices aléatoires
et [Ta et al. 2010, Guilleminot et Soize 2011, Guilleminot et Soize 2013b] pour le cas
des champs aléatoires). Certains ensembles considérent également des contraintes
de borne inférieure ou supérieure [Das et Ghanem 2009, Guilleminot et al. 2011,
Guilleminot et Soize 2012b, Soize 2016a| (voir [Das et Ghanem 2009] et [Guilleminot
et al. 2011| pour des contraintes de bornes déterministes dans le cas des matrices
aléatoires et des champs aléatoires, respectivement, ainsi que |Guilleminot et Soize
2012b, Soize 2016a| pour des contraintes de bornes stochastiques dans le cas des
matrices aléatoires). En outre, d’autres modéles stochastiques prior et des générateurs
aléatoires associés pour des matrices (ou tenseurs) d’élasticité aléatoires présentant
p.s. certaines propriétés de symétrie matérielle ont été développés dans |Guilleminot
et Soize 2013a|. Enfin, des modéles stochastiques prior plus avancés pour des matrices
(ou champs) d’élasticité aléatoires présentant des fluctuations statistiques dominantes
dans une classe de symétrie donnée (de sorte que la matrice d’élasticité aléatoire soit,
en moyenne, proche de cette classe de symétrie) avec des fluctuations statistiques
(plus ou moins) anisotropes autour de cette classe de symétrie (chacun des niveaux
de fluctuations statistiques étant contrélé indépendamment 1'un de Pautre) ont
été proposés récemment dans |Guilleminot et Soize 2012c¢, Guilleminot et Soize
2013b, Soize 2016b] (voir [Guilleminot et Soize 2012c| pour le cas des matrices
aléatoires, et |Guilleminot et Soize 2013b, Soize 2016b, Soize 2017| pour le cas des
champs aléatoires). Ces modéles stochastiques prior permettent de prendre en
compte des contraintes non seulement sur le niveau des fluctuations statistiques de
la matrice (ou champ) d’élasticité aléatoire dans une classe de symétrie (élastique
linéaire) arbitraire donnée, mais aussi potentiellement sur le niveau des fluctuations
statistiques anisotropes de la matrice (ou champ) d’élasticité aléatoire autour de la
classe de symétrie considérée.
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1.2 Représentation algébrique prior et propriétés fondamen-
tales du champ d’élasticité aléatoire

Pour tout & € Q™*°, la matrice d’élasticité aléatoire [C™*°(x)| est p.s. symétrique
définie positive, non-gaussienne, du second ordre, dont la valeur moyenne statistique
E{[C™*°(x)]|} est donnée par la matrice réelle symétrique définie positive [C™*°]
(indépendante de @ et appartenant a une classe de symétrie matérielle donnée
MSY™(R)) et dont Pinverse [C™*°(x)]~! est une matrice aléatoire du second ordre,
c’est-a-dire

[C™(x)] € M (R) as.,  E{[C™*(x)]} = [C"™*°] € M™(R) € M (R),
E{[[C™=(@)]l[}} < +oo, E{[[[C™*(2)] |7} < +oo.

Par construction, pour tout € Q™*°, la matrice d’élasticité aléatoire [C™*°]
peut étre décomposée en la représentation algébrique suivante

[Cme(@)] = [L]"[G ()] [L], (1.7)

ou la matrice déterministe [L] est une matrice réelle triangulaire supérieure inversible
(& ceefficients diagonaux strictement positifs, i.e. [L] € M(R)) correspondant &
la factorisation de Cholesky de la matrice d’élasticité moyenne symétrique définie

positive E{[C™*°(x)]|} = [C™*°] telle que
[Cme=] = [L]"[L]. (1.8)

Pour tout & € Q™*°, [G(x)] est une matrice aléatoire réelle p.s. symétrique définie
positive, non-gaussienne, normalisée, du second ordre, dont la valeur moyenne sta-
tistique E{[G(x)]} est la matrice identité (ou matrice unité) [I,] de taille (nxn) et
I'inverse [G(x)]™! est une matrice aléatoire du second ordre :

[G(z)] € M (R) ps., E{[G(z)]} = [L.],
E{[G(z)]|[} < +oo, Eflog(det([G(z)])} = ve.

avec |vg| < 400 un paramétre donné et ou la condition E{log(det(|G(x)]))} = va
sert & assurer 'inversibilité de la matrice aléatoire [G(x)] et I'intégrabilité au second
ordre de son inverse [G(x)]™'. On montre alors, dans [Soize 2006], que la fonction de
densité de probabilité pig(s) de la matrice aléatoire [G(x)] par rapport a la mesure
d°G = 2nn=1/4 [i<icj<n dGij sur Pensemble M?(R) € M, (R) des matrices réelles
symétriques de taille (nxn) (avec dG;; la mesure de Lebesgue sur R, voir [Soize
2000, Soize 2001, Soize 2016a]) de la matrice aléatoire [G(x)] est définie de MF (R)
dans R* par

Pic@)([G)) = Ly @) ([G])ea det([G])” exp(—atr([G])), (1.9)
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olt 1+ est la fonction indicatrice de I'ensemble M (R) telle que 1yt ([G]) =1
si [G] € Mi(R) et 1+ ([G]) = 0 si [G] € M7 (R), et cg est la constante de
normalisation donnée par
2 —n(n—1)/4 6«
o= ) @ (1.10)
L=y T(es)

dans laquelle, pour tout z > 0, I'(z) = [[*°t*"le " dt, et a; = (n+1)/(20%)+(1—1i)/2,
a=(n+1)/(26%), B =a(l = 6%) = (n+ 1)(1 - 0%)/(26°) = (n+ 1)(1/6* = 1)/2, et
ou ¢ est le ceeflicient de dispersion controlant le niveau des fluctuations statistiques
du champ aléatoire [G] autour de sa valeur moyenne [I,] et défini par

_ (BUIG@) - L] _ (L .\
5‘( A ) ‘(nE{|HG<w>H!F} 1) , (1.11)

Le ceefficient de dispersion 4 est indépendant de x, strictement positif (par définition)
et borné supérieurement tel que

n+1

0 <90 <dgup, avec Ogyp = 5
n

<1, (1.12)

afin d’assurer l'intégrabilité du second ordre de la matrice aléatoire [G(x)]™! (i.e.

E{||[G(zx)]7'||2} < +00). Le paramétre de dispersion § est souvent considéré comme
un des hyperparamétres dans le paramétrage du modéle stochastique prior (voir
section 1.4). Par ailleurs, dans [Soize 2006], une représentation algébrique de la
matrice aléatoire [G(x)] est donnée. En effet, puisque [G(x)] est p.s. symétrique
définie positive, alors sa factorisation de Cholesky s’écrit

(G ()] = [L(z)]" [L(=)], (1.13)

ou [L(x)] est une matrice aléatoire réelle triangulaire supérieure a valeurs dans
M7 (R). On montre alors que les n(n + 1)/2 composantes {[L(x)];;}1<i<j<n sont des
variables aléatoires a valeurs réelles, statistiquement indépendantes, du second ordre,
telles que pour tout & € Q2™ et tout 1 <7 < 7 < n,

JoWiy(x)  sii<
L@l = {a\/Qgi(a:) si i = j,

ou o =d0/y/n+ 1 est un paramétre déterministe qui est directement lié au coefficient
de dispersion ¢ contrélant le niveau des fluctuations statistiques du champ aléatoire
a valeurs matricielles [G] (autour de sa valeur moyenne [I,,]). Les n(n + 1)/2 champs
aléatoires {W;;}1<icj<n sont a valeurs réelles, gaussiens normalisés, indépendants
statistiquement, statistiquement homogénes (ou spatialement stationnaires), du
second ordre, continus en moyenne d’ordre deux, tels que pour tout & € Qm°
on ait E{W;;(x)} = 0 et E{W;;(x)*} = 1, et dont la définition et la construction
sont données dans la section 1.3. Une telle famille de n(n + 1)/2 champs aléatoires

(1.14)
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gaussiens {W;; }1<icj<n peut étre vue comme les germes stochastiques des champs
aléatoires non-gaussiens [C™*°] et [G], puisque les structures de corrélation spatiale
de [C™°] et [G] sont induites par la structure de corrélation spatiale de {W;; 1<i<j<n,
qui est typiquement caractérisée par un vecteur de d longueurs de corrélation spatiale
£ = ({1,...,0) (voir section 1.3). De plus, dans (1.14), les n variables aléatoires
{Gi(x) }1<i<n sont définies comme des transformations non-linéaires déterministes
Gi(x) = G(Wyi(x); a;) des variables aléatoires gaussiennes {W;;(€)}1<i<n, avec w —
G(w; a;) définie de R dans 0, +oo[ par

G(w;oy) = FL ' (Fy(w)) Yw €R, (1.15)

g

ot oy = 1/(20%) + (1 —14)/2 = (n+1)/(26%) + (1 —4)/2 et Fyy: w — Fy(w) est
la fonction de répartition d’une variable aléatoire & valeurs réelles W gaussienne
normalisée, définie de R dans |0, 1] par

w
1
Fy(w) = / ——eP?dt Yw e R, (1.16)
oo V2T
et Fi.': p— F'(p) est la fonction réciproque (ou inverse), définie de ]0,1[ dans
10, +o0[, de la fonction de répartition Fr_: v — Fr_(7) d’'une variable aléatoire a
valeurs positives I',, suivant une loi Gamma de parameétre « > 0, définie de ]0, +o0o|
dans ]0, 1] par
71
3 = [ ——t*"etdt Vy>0. 1.17
0= [ e . (117)
Finalement, le champ aléatoire a valeurs matricielles [C™*°] est défini comme
une transformation non-linéaire déterministe G définie de R™™+1)/2 dans Mt (R) par

[C"(2)] = G(W(x)), avec W(x) = (Wij(®))i1<icj<n- (1.18)

1.3 Définition et construction des germes stochastiques gaus-
siens

La famille de champs aléatoires gaussiens {W;;}1<icj<n Peut étre vue comme
n(n + 1)/2 copies indépendantes d’un unique champ aléatoire a valeurs réelles W
gaussien normalisé, statistiquement homogéne (ou spatialement stationnaire), du
second ordre, continu en moyenne d’ordre deux. Le champ aléatoire gaussien W est
alors complétement défini et de maniére unique par sa fonction d’autocorrélation
normalisée Ry de RY dans R, telle que pour tout n = (ny,...,nq4) € RY,

Rw(0) =1, Rw(n) =E{W(x+n)W(x);. (1.19)
La fonction d’autocorrélation Ry, est généralement caractérisée par d longueurs
de corrélation spatiale /1, ..., ¢; et nous introduisons le vecteur des longueurs de
corrélation spatiale £ = ({1, ...,4y) telles que, pour « = 1,...,d,

+o00
za:/ R (0, 0,70 0, - 0)] e, (1.20)
0
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et qui sont généralement introduites comme des hyperparameétres dans le paramétrage
du modéle stochastique prior (voir section 1.4). Bien que toute fonction d’autocorréla-
tion Ry vérifiant (1.19) puisse étre a priori choisie (voir [Guilleminot et Soize 2013b|
pour une discussion), elle est généralement supposée étre une fonction continue et
bornée sur R?, de sorte que le champ aléatoire W soit continu en moyenne d’ordre
deux. Dans ce travail de recherche, nous considérons la fonction d’autocorrélation
Ry suivante, initialement introduite dans [Soize 2006] puis réutilisée entre autres
dans [Soize 2008, Guilleminot et Soize 2013b, Soize 2017, Soize 2018], qui est définie
par

Hp (i La) = p(m; 1) X ... p(1a; La), (1.21)

ou 1 — p(n; £) est la fonction définie de R dans R™ par

1 sin =0,
p(n;£) TN (1.22)

sinc (—> sin # 0,

20
avec sinc: x — sinc(z) la fonction sinus cardinal définie par
_ sin(z) .
sinc(z) = Ve e R* =R\ {0}. (1.23)
x

La fonction de densité spectrale de puissance Sy, du champ aléatoire W est une
fonction intégrable définie de R? dans R* telle que pour tout n = (11, ...,74) € RY,

Ruv () = / ek, m)) S () (1.24)

ol i désigne le nombre imaginaire pur vérifiant i> = —1, et (-, -) est le produit scalaire
euclidien usuel sur R? tel que (z,y) = Zi:l ToYe pour deux vecteurs & = (24)1<a<d
et Y = (Ya)1<aca de R%. Si Ry est une fonction intégrable (ou de carré intégrable)
sur RY, alors Sy peut étre définie pour tout k = (ky,. .., k) € R? par

Sivlk) = g7 [ exp(ifk.m) R ) d, (1.25)

Pour la fonction d’autocorrélation normalisée particuliére n — Ry (n; £) définie par
(1.21) et (1.22) et paramétrée par £ = ({1, ...,44), la fonction de densité spectrale de
puissance k — Sy (k; £) est une fonction triangulaire multidimensionnelle continue
définie de RY dans R par

d
=[] s(kai la) = s(ka; 1) x ... x 5(ka; La), (1.26)

a=1
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avec

14 14 T
—(1—|k= ikl < —,
s(k; 0) = £tri <k:£> =7 ( ‘ W’) st Ikl 4 (1.27)

T T .
0 sinon.

ou tri: 7 > tri(7) est la fonction triangulaire (également appelée fonction triangle ou
fonction chapeau) a support compact normalisé [—1, 1] définie de R dans [0, 1] par

tri(7) = max(1l — |7|,0) = L1 q(7) (1 = |7]), (1.28)

de sorte que la fonction unidimensionnelle k +— s(k;/¢) ait un support compact
supp(s) C R défini par

supp(s) = [-n /¢, /{]. (1.29)
La taille du support supp(s) est donc inversement proportionnelle & ¢. Le champ
aléatoire gaussien W est alors entiérement défini par ses d longueurs de corrélation
spatiale ¢y, ..., ¢4 qui sont directement liées au support supp(Sy/) C R¢ défini par

supp(Sw) = [-7 /by, 7/l ¥ .. . x[—7 /by, 7/lq]. (1.30)

Dans le cadre de la méthode de simulation numérique de Monte Carlo (MC) [Kalos
et Whitlock 1986, Fishman 1996, Caflisch 1998, Schuéller et Spanos 2001, Schueller
2009, Rubinstein et Kroese 2016, les réalisations statistiquement indépendantes de
[C™°] peuvent étre générées en utilisant (1.18) et un générateur de réalisations
aléatoires de {W;;}1<i<j<n. En pratique, la discrétisation spatiale des champs aléa-
toires {Wi;}1<i<j<n sera directement liée a la discrétisation spatiale du probléme
aux limites elliptique stochastique (posé sur un domaine arbitraire ouvert borné
Qmeso © R? et caractérisé par un opérateur différentiel elliptique stochastique) par la
méthode des éléments finis. Dans ce travail de recherche, les valeurs des champs aléa-
toires {W; }1<icj<n sont calculées sur les P points d’intégration de Gauss z?,. .., x”
du maillage éléments finis du domaine mésoscopique 2™*° C R?. Un apercu des
méthodes numériques permettant la représentation algébrique et la simulation numé-
rique (génération de réalisations) de champs aléatoires gaussiens et statistiquement
homogenes, a valeurs réelles ou vectorielles peut étre trouvée dans [Soize 2006, Soize
2008|. Dans la section 2 du chapitre 3, on rappellera briévement la méthode de
représentation spectrale (également appelée méthode de Shinozuka), ainsi qu'une
extension développée dans le cadre de ce travail de thése, dont 'objectif commun
est de construire explicitement des réalisations indépendantes d’un vecteur aléatoire
gaussien centré V = (W(zx!),..., W(zx")).

1.4 Hyperparamétres du modéle stochastique prior du
champ d’élasticité aléatoire

Le modéle stochastique prior présenté en sections 1.2 et 1.3 fait intervenir (par
construction) seulement un petit nombre d’hyperparamétres constitués de trois
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composantes caractérisant les informations probabilistes (ou statistiques) complétes
du champ d’élasticité aléatoire [C™*°] & 'échelle mésoscopique, qui sont :

1. un parameétre de dispersion positif borné § (supposé indépendant de x dans
ce travail) défini par (1.11) et satisfaisant (1.12), qui controle le niveau des
fluctuations statistiques présentées par le champ aléatoire [C™°] autour de sa
valeur moyenne statistique [C™*°];

2. un vecteur de d longueurs de corrélation spatiale positives £ = (¢1,...,{q)
défini par (1.20), caractérisant la structure de corrélation spatiale des germes
stochastiques (gaussiens) du champ aléatoire (non-gaussien) [C™°];

3. la représentation vectorielle ¢ regroupant les composantes algébriquement
indépendantes de la matrice déterministe réelle symétrique définie positive
[C™°] (supposée indépendante de x et appartenant a une classe de symétrie
matérielle donnée MY™(RR)) correspondant & la valeur moyenne statistique du
champ aléatoire [C™].

Le vecteur des hyperparamétres (ou hyperparamétre a valeurs vectorielles) b = (4, £, ¢)
du modéle stochastique prior de [C™*°(b)] est donc constitué du paramétre de
dispersion ¢, du vecteur des d longueurs de corrélation spatiale £ = (¢1,...,44)
et de la représentation vectorielle ¢ de [C™*°] € M»™(R). L’ensemble admissible
B pour b = (4, £, ¢) est alors défini par B = |0, dgup[x]0, +00[* x R avec
Neym < n(n + 1)/2 la dimension de la classe de symétrie M¥™ pour [C™*°].

2 Meéthodes d’homogénéisation numérique stochas-
tique en élasticité linéaire

La deuxiéme partie de ce chapitre de rappels concerne les différentes méthodes
d’homogénéisation numérique stochastique en élastostatique linéaire développées a
partir des méthodes d’homogénéisation numérique déterministe, qui constituent au-
jourd’hui des outils numériques trés efficaces pour déterminer les propriétés élastiques
effectives (spatialement homogenes) équivalentes d’une microstructure hétérogene
aléatoire. Ces techniques d’homogénéisation sont basées sur I’hypothése qu’il existe
une séparation des échelles entre le domaine macroscopique, ou les propriétés du
matériau sont considérées comme homogéenes et déterministes, et des sous-domaines
méso- ou microscopiques, ou les propriétés du matériau varient dans l’espace selon
la position des différentes phases constitutives de la microstructure et sont donc
hétérogenes. L’objectif de I'homogénéisation numérique est ainsi de relier les échelles
grossiére (macroscopique) et fine (méso- ou microscopique) par l'introduction d’un
volume élémentaire représentatif (VER), dans lequel les champs locaux méso- ou
microscopiques sont décrits et regroupés pour ensuite étre « homogénéisés » a ’échelle
du domaine macroscopique par le calcul des propriétés effectives équivalentes [Bornert
et al. 2001]. De plus, de nombreux travaux de recherche ont soulevé la difficulté de
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définir précisément la taille du VER dans le cas d’une microstructure aléatoire [Sab
1992, Nemat-Nasser et Hori 1993, Sab et Nedjar 2005, Soize 2008, Guilleminot et al.
2009|. En effet, la convergence des propriétés élastiques apparentes obtenues pour
différentes conditions aux limites et pour différentes réalisations d’une microstructure
aléatoire vers les propriétés effectives ne peut étre atteinte en théorie que lorsque la
taille du VER tend vers U'infini (i.e. lorsque le VER tend vers R?). En pratique, il
convient de se donner un critére de convergence sur une quantité d’intérét appropriée,
telle que les fluctuations statistiques du tenseur d’élasticité effectif (homogénéisé) a
’échelle macroscopique [Soize 2008] par exemple, pour définir la taille du VER qui
doit étre « suffisamment grande » par rapport a la taille des hétérogénéités de la
microstructure (typiquement dix fois les longueurs de corrélation spatiale du champ
d’élasticité aléatoire) et « suffisamment petite » par rapport a la taille de la structure.

2.1 Définition des tenseurs d’élasticité et de souplesse effec-
tifs

On considére un domaine ouvert borné QVER dans R? (avec d = 3) a Iéchelle
mésoscopique, qui constitue un milieu élastique linéaire anisotrope hétérogéne aléa-
toire et qui sera par la suite considéré comme un VER, avec une frontiére 90QVER
suffisamment réguliére (e.g. de Lipschitz). On note U le champ de déplacement aléa-
toire a valeurs dans R?, indexé sur QVER et £ le champ de tenseur des déformations
linéarisé aléatoire défini pour tout & € QVER par

E(xz)=e(U(z)) = %(V Ux) + (VU(=))"), (1.31)

ol € désigne l'opérateur linéaire déterministe qui transforme le champ de déplacement
en le champ des déformations correspondant et V désigne I'opérateur gradient d’un
champ a valeur vectorielles par rapport a . Le champ de tenseur des contraintes
de Cauchy aléatoire est noté X. Il est relié a € par la loi de comportement locale
suivante : pour tout & € QVER,

X(x)=C(z): E(x), (1.32)
ou de maniére équivalente,
E(x)=8(x): X(x), (1.33)

o C (resp. S) est le champ de tenseur d’élasticité aléatoire (champ de tenseur
de souplesse aléatoire) caractérisant les propriétés mécaniques de la microstructure
aléatoire constituant le domaine QVER. Par définition, C est un champ de tenseur
aléatoire d’ordre quatre p.s. symétrique défini positif qui vérifie les propriétés clas-
siques de symétrie majeure et mineure. Par ailleurs, les tenseurs des déformations
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et des contraintes effectifs (homogénéisés) aléatoires EM ot X respectivement, se
déduisent de € et X par moyennage spatial sur le VER QVER :

1
eff
EY = m vER 8(:1:) da:, (134&)
1
eff

dans lesquels |QVER| est la mesure de volume de QVER. Notons que X°% et gt
sont des champs de tenseur aléatoires qui sont reliés par la loi de comportement
homogénéisée suivante :

et — et . geff. (1.35)

ou de maniére équivalente,

gt = geft, ypeff, (1.36)

ott C°f (resp. S°T) est le tenseur d’élasticité (resp. de souplesse) aléatoire effectif
qui est un tenseur aléatoire d’ordre quatre p.s. symétrique défini positif calculé
par résolution d’un probléme aux limites elliptique stochastique dit « probléme de
localisation ». Cette localisation a pour objectif de déterminer des champs locaux
a partir de données macroscopiques. Classiquement, on distingue deux types de
formulations du probléme de localisation en fonction des conditions aux limites
imposées sur la frontiere 9QVER : (i) localisation avec des conditions aux limites
de Dirichlet (correspondant a une homogénéisation en déformations homogénes ou
HDH), et (ii) localisation avec des conditions aux limites de Neumann (correspondant
a une Homogénéisation en contraintes homogénes ou HCH). Ces deux approches
d’homogénéisation vérifient la condition dite de Hill (également connue sous le nom
de condition de macro-homogénéité de Hill, ou condition de Hill-Mandel) qui énonce
I'équivalence énergétique suivante [Hill 1963, Nemat-Nasser et Hori 1993, Guilleminot

et al. 2011] :
1

W E(CU) : g(iB) dx = Eeﬁ : 8eﬁ. (137)

QVER

Les deux méthodes HDH et HCH sont équivalentes pour les problémes aux limites
formulés dans le cadre de 1'élasticité linéaire 3D lorsque |Q2VER| tend vers +oo. En
revanche, la méthode HDH (resp. HCH) ne peut pas étre mise en ceuvre dans le cadre
de Délasticité linéaire 2D sous I'hypothése des contraintes planes (resp. déformations
planes).

Par la suite, ces deux méthodes d’homogénéisation numeérique (stochastique)
HDH et HCH permettant de calculer le tenseur d’élasticité effectif (aléatoire) C°
et le tenseur de souplesse effectif (aléatoire) S°T sont briévement rappelées. Des
informations complémentaires sur les méthodes d’homogénéisation basées sur le
concept de VER avec différents types de conditions aux limites (Dirichlet, Neumann
ou périodique) peuvent étre trouvées dans [Nemat-Nasser et Hori 1993, Bornert et al.
2001, Zaoui 2002, Bourgeat et Piatnitski 2004| et les références qui y figurent.
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2.2 Meéthode d’homogénéisation en déformations homogénes

Dans le cadre de la théorie de 1’élasticité linéaire et de la théorie de 'homogénéisa-
tion locale stochastique, la méthode d’homogénéisation stochastique en déformations
homogeénes (HDH) consiste & introduire un ensemble de n = d(d+1)/2 problémes aux
limites elliptiques stochastiques définis sur le domaine QVER (dont la microstructure
est aléatoire) avec des conditions aux limites de Dirichlet U () = £ - & pour tout
x € O0VER. On cherche alors U et X qui sont solutions du probléme aux limites
elliptique stochastique suivant :

—div(X) =0 dans QVER, (1.38a)
Y =C:& dans QVER (1.38b)
U=¢&T.x sur 00VER, (1.38c¢)

ou div désigne 'opérateur divergence d’un champ de tenseur d’ordre deux par rapport
. En utilisant le théoréme de la divergence (aussi connu sous le nom de théoréme
de Green-Ostrogradski) et les conditions aux limites de Dirichlet (1.38¢c) sur 9QVER,
on peut facilement montrer que la solution U vérifie alors (1.34a). La décomposition
du tenseur aléatoire £ sur la base canonique des tenseurs symétriques du second
ordre s’écrit

g = (g, pM, (1.38d)

ot la (4, j)-¢éme composante {p*'};; de p* correspond a la (i, j, k, [)-¢éme composante
{I}ijm du tenseur identité (ou tenseur unité) symétrique d’ordre quatre I :

1
{pkl}z’j = {I}z’jkl = 5(5ik5ﬂ + 5i16jk>7 (1.38e)

avec d;; le symbole de Kronecker tel que 0;; = 1 sii = j et §;; = 0si¢ # j.
Pour 1 € k < 1 < d, on note U* le champ de déplacement aléatoire solution
du probléme aux limites stochastique (1.38) avec les conditions aux limites de
Dirichlet U*(x) = p* - 2 pour tout & € IQVFR et on note EM = g(UM) le
champ des déformations aléatoire associé. Comme la solution U du probléme aux
limites stochastique (1.38) dépend linéairement de & on montre que le champ des
déformations aléatoire £ associé & U peut s’écrire comme : pour tout & € QVER,

E(x) = e(U(z)) = e(U" () {E}y = EM (x) {Eu. (1.39)
On a alors : pour tout € QVER,
E(x) = A(x) : £ (1.40)

ou A est le champ de localisation des déformations aléatoire associé au probléme
aux limites stochastique (1.38) qui est un champ de tenseur aléatoire d’ordre quatre
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dont la (i, j, k,[)-éme composante correspond a la (i, j)-éme composante du champ
de tenseur des déformations aléatoire £, tel que pour tout & € QVER,

{A(x)}ijr = {E"(2)}i), (1.41)

et qui satisfait les propriétés classiques de symétrie majeure et mineure {A(x)}ijm =
{A(@) }rij = {A(2) }jiw = {A(x) }ijie pour 1 < 4,7, k, 1 < d et pour tout & € QVER
(en raison de la symétrie des tenseurs d’ordre deux &(x) et £°).

En utilisant la relation de localisation des déformations définie par (1.40), la

loi de comportement locale (1.32) peut alors étre réécrite sous la forme : pour tout
x € QVER
)

Y(x)=C(x): E(x) = C(x) : A(zx) : £ (1.42)

En prenant la moyenne volumique spatiale dans QVER et en utilisant la pro-
priété (1.34b), on obtient

1
T = C(z): A(x)dx | : . 1.43
(e [, Cl@): Ale) iz (143
Le tenseur d’élasticité effectif (homogénéis¢) aléatoire C°T défini par (1.35) peut
alors étre écrit comme

1

Ceff = mV—ERl vER C(.’B) . A(CC) dx. (144)
On note que, par construction, C°f est un tenseur aléatoire d’ordre quatre, mais si
le champ de tenseur aléatoire d’ordre quatre C' : A était ergodique pour sa moyenne,
alors C°% convergerait en loi vers un tenseur déterministe quand [QVER| — +o00, c’est-
a-dire les fluctuations statistiques de C*ff tendraient vers zéro, ce qui en accord avec
I’hypotheése de séparation des échelles. Cette hypothése a été vérifiée numériquement
dans [Soize 2008] pour le modeéle stochastique prior considéré dans ce travail. On
peut ensuite en déduire le tenseur de souplesse effectif (homogénéisé) aléatoire S°f
en inversant (1.44) :

ST = (Ccm) ™. (1.45)

Finalement, la méthode d’homogénéisation en déformations homogeénes (HDH)
consiste a (i) calculer le champ de localisation des déformations aléatoire A défini par
(1.41) en résolvant les n = d(d 4 1)/2 problémes aux limites stochastiques dont les
solutions sont {UM}<r<1<q, puis (ii) calculer le tenseur d’élasticité effectif aléatoire
C° défini par (1.44) et, si nécessaire, le tenseur de souplesse effectif aléatoire S
défini par (1.45).

2.3 Meéthode d’homogénéisation en contraintes homogénes

Dans le cadre de la théorie de 'élasticité linéaire et de la théorie de I'homogénéi-
sation locale stochastique, la méthode d’homogénéisation stochastique en contraintes
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homogénes (HCH) consiste a introduire un ensemble de n = d(d+1)/2 problémes aux
limites elliptiques stochastiques définis sur le domaine QVER (dont la microstructure
est aléatoire) avec des conditions aux limites de Neumann X (z) - n(x) = X n(x)
pour tout & € ONVER. On cherche alors U et X qui sont solutions du probléme aux
limites elliptique stochastique suivant :

—div(X) =0 dans QVER, (1.46a)
E=S:Y dans Q'ER, (1.46b)
Y -n=X%"n surgQ"ER (1.46¢)

En utilisant le théoréme de la divergence (aussi connu sous le nom de théoréme de
Green-Ostrogradski) et les conditions aux limites homogénes de Neumann (1.46¢)
sur ONVER on peut facilement montrer que la solution X vérifie alors (1.34b). La
décomposition du tenseur aléatoire X°f sur la base canonique des tenseurs symétriques
du second ordre s’écrit

Z = {Z M p", (1.46d)

ott la (4, j)-¢éme composante {p*'};; de p*' correspond a la (i, j, k, [)-¢éme composante
{I'}ijm du tenseur identité (ou tenseur unité) symétrique d’ordre quatre I, qui est
définie par (1.38¢). Pour 1 < k < I < d, on note X* le champ des contraintes
de Cauchy aléatoire solution du probléme aux limites stochastique (1.46) avec les
conditions aux limites de Neumann X*(z) - n(z) = p* - n(x) pour tout = €
OOVER Comme la solution X du probléme aux limites stochastique (1.46) dépend
linéairement de X%, on montre que le champ des contraintes aléatoire X peut s’écrire
comme : pour tout & € QVER

(x) = Z" (@) {Zn, (1.47)
On a alors : pour tout € QVER,
Y(x) = B(z) : X, (1.48)

ol B est le champ de concentration des contraintes aléatoire associé au probléme
aux limites stochastique (1.46) qui est un champ de tenseur aléatoire d’ordre quatre
dont la (i, j, k,[)-éme composante correspond & la (i, j)-éme composante du champ
de tenseur des contraintes aléatoire X*, tel que pour tout € QVER,

{B(@)}iju = {Z" ()}, (1.49)

et qui satisfait les propriétés classiques de symétrie majeure et mineure { B(«)};ji =
{B(x)}rij = {B(x)}jirt = {B(x) }ijie pour 1 < i, j,k,1 < d et pour tout & € QVER
(en raison de la symétrie des tenseurs d’ordre deux X(x) et Xeff).

En utilisant la relation de concentration des contraintes définie par (1.48), la
loi de comportement locale (1.33) peut alors étre réécrite sous la forme : pour tout
x € QVER

E(x)=S(x): X(x)=8S(x): B(x): X (1.50)
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En prenant la moyenne volumique spatiale dans QVER

priété (1.34a), on obtient

et en utilisant la pro-

€: 1 €:

Le tenseur de souplesse effectif (homogénéisé) aléatoire ST défini par (1.36) peut
alors étre écrit comme
1

Seﬁ = m ovER S(w) : B(iﬂ) dx. (152)

On note que, par construction, S est un tenseur aléatoire d’ordre quatre, mais si le
champ de tenseur aléatoire d’ordre quatre S : B était ergodique pour sa moyenne,
alors S°% convergerait en loi vers un tenseur déterministe quand |QVER| — +oo, c'est-
a-dire les fluctuations statistiques de S°f tendraient vers zéro, ce qui en accord avec
I’hypotheése de séparation des échelles. Cette hypothése a été vérifiée numériquement
dans [Soize 2008] pour le modeéle stochastique prior considéré dans ce travail. On
peut ensuite en déduire le tenseur d’élasticité effectif (homogénéisé) aléatoire C° en

inversant (1.52) :
1

Ceff — ( Seff)_ )

Finalement, la méthode d’homogénéisation en contraintes homogénes (HCH)

consiste a (i) calculer le champ de concentration des contraintes aléatoire B défini

par (1.49) en résolvant les n = d(d+1)/2 problémes aux limites stochastiques dont les

solutions sont { X%}, pci<q, puis (ii) calculer le tenseur de souplesse effectif aléatoire

Seft défini par (1.52) et, si nécessaire, le tenseur d’élasticité effectif aléatoire C°f
défini par (1.53).

(1.53)

3 Bilan

Dans ce premier chapitre de rappels, nous avons présenté un modéle stochastique
prior et deux méthodes d’homogénéisation numérique stochastique qui ont été
développés et mis en place pour la description et I’homogénéisation du champ
d’élasticité (ou de souplesse) aléatoire d'un domaine a I’échelle mésoscopique constitué
d’un matériau hétérogéne & microstructure aléatoire complexe. Etant donné que ce
type de matériau ne peut pas étre décrit en termes de phases constitutives avec
des propriétés bien définies, un modéle stochastique prior non-paramétrique ad hoc
vérifiant les propriétés algébriques et statistiques fondamentales du champ d’élasticité
aléatoire a été introduit. Les propriétés mathématiques et physiques requises pour
que le probléme inverse statistique soit bien posé ont été démontrées dans [Soize
2006|. La représentation algébrique et la construction mathématique de ce modéle
stochastique prior ont été présentées. Des détails supplémentaires concernant la
distribution de probabilité des matrices aléatoires intervenant dans la construction,
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leurs propriétés fondamentales algébriques et statistiques ainsi que la construction
explicite de D'application déterministe non-linéaire définissant la transformation
des germes stochastiques gaussiens en le champ d’élasticité aléatoire non-gaussien
peuvent étre trouvés dans [Soize 2006, Soize 2008, Soize 2017|. Par ailleurs, ce modéle
stochastique prior a été récemment utilisé avec succés pour modéliser et identifier les
propriétés élastiques apparentes de l'os cortical a 1’échelle mésoscopique [Desceliers
et al. 2012, Naili et al. 2015, Nguyen et al. 2015, Soize 2018|. En outre, un tel modéle
stochastique prior du champ d’élasticité aléatoire non-gaussien offre également la
possibilité d’obtenir le tenseur d’élasticité (ou de souplesse) effectif aléatoire, dans le
cadre de la séparation des échelles et de I’homogénéisation numérique stochastique,
a I’échelle macroscopique pour un VER donné.
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1 Introduction

Dans la section 1 du chapitre 1, un modele stochastique prior a été présenté pour
la représentation stochastique non-paramétrique du champ de tenseur d’élasticité
aléatoire d’ordre quatre {C™*°(b) ; b € B™*°} décrivant les propriétés mécaniques
(élastiques) d’'un domaine & 1’échelle mésoscopique Q™ C R occupé par une
microstructure complexe anisotrope hétérogéne et aléatoire, afin de surmonter les
difficultés liées a la modélisation et la simulation numérique pour la caractérisation
d’un tel milieu élastique hétérogene aléatoire. Les deux principaux avantages d’un
tel modeéle stochastique prior sont : (i) il est paramétré par un nombre optimal
d’hyperparameétres b = (9, £, ¢), a savoir le paramétre de dispersion ¢, le vecteur
des d longueurs de corrélation spatiale £ = ({4, ...,¢;), ainsi que la représentation
vectorielle ¢ regroupant les composantes algébriquement indépendantes du tenseur
d’élasticité moyen C™° et (ii) il posséde les propriétés mathématiques et statistiques
fondamentales requises par le champ d’élasticité aléatoire pour la construction des
opérateurs aux dérivées partielles elliptiques stochastiques intervenant dans les
problémes aux limites elliptiques stochastiques (tels que le probléme d’élasticité
linéaire statique avec un champ de tenseur d’élasticité aléatoire considéré dans ce
travail) [Soize 2006, Soize 2008, Soize 2017|. L’identification inverse statistique des
hyperparamétres de ce modéle stochastique prior avec de I'information expérimentale
est faite en cherchant la solution optimale b°?* d’un probléme d’optimisation d’une
fonction-cotit multi-objectif par rapport au vecteur des hyperparameétres b du modéle
stochastique prior.

Les deux plus grandes difficultés pour résoudre un tel probléme inverse statistique
multi-échelle sont : (i) toutes les composantes du vecteur des hyperparameétres b ne
peuvent pas étre identifiées par résolution du probléme inverse statistique formulé &
partir du probléme aux limites elliptique stochastique (probléme d’élasticité linéaire
statique stochastique) défini sur un sous-domaine 2™%° a I’échelle mésoscopique
avec les mesures expérimentales de champs disponibles & cette échelle, et (ii) un seul
échantillon est testé expérimentalement et soumis a un chargement externe statique
imposé a 1’échelle macroscopique, ce qui implique que les mesures expérimentales
de champs sont non seulement partielles et limitées, mais aussi qu’elles doivent étre
effectuées simultanément sur 'unique échantillon aux deux échelles macroscopique
et mésoscopique. Face a la complexité du probléme inverse statistique considéré,
une premiére tentative de réponse a été apportée par les travaux de recherche pré-
cédemment menés dans |[Nguyen et al. 2015| et a conduit a ’élaboration d’une
méthodologie d’identification multi-échelle (& deux échelles) innovante a partir de
mesures expérimentales obtenues aux deux échelles (macroscopique et mésoscopique)
en introduisant, d’une part un probléme aux limites elliptique déterministe modé-
lisant la configuration expérimentale de ’échantillon a ’échelle macroscopique, et
d’autre part un probléme aux limites elliptique stochastique modélisant la configura-
tion expérimentale d’un sous-domaine a I’échelle mésoscopique, et en utilisant une
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méthode d’homogénéisation numérique stochastique pour transférer les informations
statistiques de l’échelle mésoscopique a 1’échelle macroscopique sous 1’hypothése
classique de séparation des échelles. Le probléme inverse statistique multi-échelle est
alors formulé comme un probléme d’optimisation multi-objectif qui vise & minimiser
une fonction-coiit multi-objectif (& valeurs vectorielles) constituée de plusieurs indi-
cateurs numériques qui sont des fonctions-cott mono-objectif (a valeurs scalaires)
sensibles a la variation des hyperparameétres a identifier. Ces indicateurs numériques
permettent de quantifier et minimiser la distance (définie par rapport & une mé-
trique donnée) entre des quantités d’intérét provenant des mesures expérimentales
multi-échelles de champs aux échelles macroscopique et mésoscopique d’une part, et
leurs homologues obtenus par des simulations numériques du modéle déterministe a
I’échelle macroscopique et du modéle stochastique a 1’échelle mésoscopique d’autre
part. Cette procédure d’identification multi-échelle a été appliquée avec succes a
I'identification expérimentale des propriétés élastiques d’un tissu biologique (de 1’os
cortical de boeuf) dans le cadre de I’élasticité linéaire en 2D contraintes planes a
partir de mesures optiques multi-échelles de champs de déplacement réalisées si-
multanément aux échelles macroscopique et mésoscopique sur un seul échantillon
soumis & un chargement externe statique (compression uni-axiale verticale) a 1’échelle
macroscopique [Nguyen et al. 2016].

Dans ce travail de recherche, on propose une amélioration de la formulation du
probléme d’optimisation multi-objectif multi-échelle & travers I'introduction d’une
fonction-cotit mono-objectif (indicateur numérique) supplémentaire a 1’échelle méso-
scopique permettant de quantifier la distance (par rapport & une métrique donnée)
entre la (les) longueur(s) de corrélation spatiale des champs cinématiques mesurés
expérimentalement et celles des champs correspondant simulés numériquement. Cette
reformulation du probléme d’optimisation multi-objectif a pour objectif de munir
chaque hyperparameétre du modeéle stochastique prior de sa propre fonction-cott dé-
diée, afin d’éviter I’emploi d’un algorithme d’optimisation globale (tel que I’algorithme
génétique utilisé dans [Nguyen et al. 2015]) qui peut s’avérer trés coliteux en terme
de temps de calcul, et d’utiliser & la place un algorithme plus efficace numériquement,
tel qu'un algorithme itératif de point fixe, pour accélérer la résolution du probléme
d’optimisation multi-objectif sous-jacent. Par ailleurs, nous construirons une base de
données associée a ’ensemble de ces indicateurs numériques qui permettra d’entrainer
un réseau de neurones artificiels pour l'identification des hyperparamétres b. Un tel
réseau de neurones artificiels n’est a entrainer qu'une seule fois indépendamment des
mesures expérimentales alors qu’avec la stratégie d’optimisation utilisant 1’algorithme
itératif de point fixe ou ’algorithme génétique, les calculs doivent étre réalisés a
nouveau pour chaque nouvelle mesure expérimentale.

Par ailleurs, si des mesures expérimentales des champs cinématiques étaient
disponibles sur plusieurs sous-domaines mésoscopiques, il n’est pas évident que
I'information expérimentale contenue dans chacune de ces mesures expérimentales
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soit identique. Numériquement, il a été vérifié que ce n’était pas le cas. Par consé-
quent, si 'identification multi-échelle des hyperparamétres n’était menée qu’avec
une seule mesure expérimentale donnée, nous obtiendrions trés probablement une
valeur identifiée b°P* du vecteur des hyperparamétres différente de celle obtenue si
I'identification était menée avec une autre mesure expérimentale. Ainsi, la valeur
optimale identifiée b°P' du vecteur des hyperparamétres n’est pas robuste par rapport
a la mesure expérimentale. C’est la raison pour laquelle dans [Nguyen et al. 2015],
plusieurs mesures expérimentales ont été utilisées & partir de différents sous-domaines
mésoscopiques pour améliorer la robustesse de 'identification de b°P* en moyennant
les valeurs identifiées b1"**°, ..., b®™° des hyperparamétres obtenues avec () mesures
expérimentales. Dans ce présent travail, une autre stratégie sera développée et consis-
tera a construire un modeéle probabiliste prior du vecteur b des hyperparamétres en
utilisant le principe du MaxEnt et I'information disponible. Ainsi, on introduit un vec-
teur aléatoire B = (D, L, C) dont b**°, ..., bj*° sont supposés étre () réalisations
statistiquement indépendantes.

2 Hypothéses retenues et stratégie proposée pour
I’'identification inverse statistique multi-échelle

Dans cette partie, nous rappelons tout d’abord les hypothéses retenues dans
[Nguyen et al. 2015] pour la résolution du probléme inverse statistique multi-échelle,
qui restent valables dans ce travail de recherche. Nous présentons ensuite un apergu
de la stratégie de résolution qui est toujours basée sur la méthodologie précédemment
établie dans [Nguyen et al. 2015], en mettant I’accent sur les améliorations proposées
dans ce travail de recherche permettant d’accroitre I'efficacité numérique (en terme
de coiit de calcul), la précision et la robustesse de la procédure d’identification.

2.1 Hypothéses retenues

Dans le cadre de la théorie de I’élasticité linéaire, de la théorie des probabilités et de
I’homogénéisation numérique stochastique en micro-mécanique et en mécanique multi-
échelle des matériaux hétérogenes, nous faisons les hypothéses suivantes (relatives a
la séparation d’échelles et aux propriétés de stationnarité et d’ergodicité) concernant
la résolution du probléme inverse statistique multi-échelle :

— il existe une séparation des échelles macroscopique et mésoscopique, de sorte
qu’on peut définir un sous-domaine mésoscopique dont la taille est suffisamment
grande par rapport a la taille des hétérogénéités de la microstructure (longueur
caractéristique de ’échelle microscopique) et suffisamment petite par rapport
a la taille du domaine macroscopique (longueur caractéristique de 1’échelle
macroscopique) pour étre considéré comme un VER sur lequel une procédure
d’homogénéisation numérique peut étre appliquée ;
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— le champ de tenseur d’élasticité apparent aléatoire a 1’échelle mésoscopique est
la restriction & un ou plusieurs sous-domaine(s) mésoscopique(s) d’'un champ
aléatoire statistiquement homogéne (ou spatialement stationnaire) indexé sur
R?, de sorte que la valeur moyenne statistique du champ d’¢lasticité aléatoire
a I’échelle mésoscopique peut étre considérée comme homogéne (i.e. constante
dans l'espace) et par conséquent indépendante des coordonnées spatiales ;

— le champ de tenseur d’élasticité apparent aléatoire a 1’échelle mésoscopique
est ergodique en moyenne d’ordre deux (i.e. pour la convergence en moyenne
d’ordre deux, bien que tout autre mode de convergence puisse étre consi-
déré |Guilleminot et al. 2011]) pour sa moyenne, de sorte que le tenseur
d’élasticité homogénéisé a I’échelle macroscopique calculé par homogénéisation
stochastique du champ d’élasticité apparent aléatoire dans un sous-domaine
meésoscopique correspondant & un VER peut étre considéré comme effectif
(presque déterministe), dans la mesure ot (i) sa valeur moyenne spatiale atteint
une convergence asymptotique (avec un niveau de probabilité trés élevé) pour
une taille de sous-domaine mésoscopique suffisamment grande (par rapport a
la taille des hétérogénéités définissant 1’échelle microscopique), et par consé-
quent (ii) son niveau de fluctuations statistiques (autour de sa valeur moyenne
statistique) a ’échelle macroscopique peut étre considéré comme (presque)
négligeable, conduisant ainsi a un tenseur d’élasticité homogénéisé (presque)
déterministe a I’échelle macroscopique.

L’hypothése de séparation d’échelles entre I’échelle macroscopique et 1’échelle
meésoscopique (requise pour U'existence d'un VER) semble étre raisonnable. De plus,
remarquons que, si une telle hypothése de séparation d’échelles n’était pas satisfaite,
alors le probléme inverse statistique multi-échelle considéré serait un probléme mal
posé si une seule mesure expérimentale de champs a ’échelle macroscopique était
disponible, car dans ce cas le tenseur d’élasticité macroscopique (ou le tenseur
de souplesse macroscopique) doit étre modélisé par un tenseur aléatoire et une
seule mesure expérimentale est insuffisante pour extraire une information statistique
permettant l'identification des hyperparamétres du modéle stochastique du tenseur
d’élasticité macroscopique (ou du tenseur de souplesse macroscopique).

2.2 Probléme inverse statistique multi-échelle et difficultés
associées

A T’échelle macroscopique, le domaine Q™" C R? occupé par 1’échantillon est
considéré comme un milieu élastique linéaire homogéne déterministe pour lequel
les propriétés mécaniques effectives sont représentées par un modéle déterministe
du tenseur d’élasticité d’ordre quatre C™**°(a) indépendant de la position spatiale
x et paramétré par un vecteur a appartenant & un ensemble admissible A™ma<re,
Le parameétre a valeurs vectorielles a est constitué des ceefficients algébriquement
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indépendants du tenseur d’élasticité a I’échelle macroscopique C™?“"°(a) appartenant
a une classe de symétrie donnée induite par des symétries matérielles élastiques
linéaires. Par exemple, dans le cas particulier d’'un matériau isotrope (resp. isotrope
transverse), le vecteur @ n’implique que 2 (resp. 5) composantes algébriquement
indépendantes, a savoir le module d”Young et le ccefficient de Poisson (resp. le module
d’Young longitudinal, le ccefficient de Poisson longitudinal et le module de cisaille-
ment longitudinal suivant ’axe de symétrie de rotation, ainsi que le module d”Young
transverse et le ccefficient de Poisson transverse dans le plan d’isotropie), tandis
que dans le cas général d'un matériau purement anisotrope, le parameétre a valeurs
vectorielles @ implique au total 21 composantes algébriquement indépendantes dans
le cadre de la théorie de '¢lasticité linéaire 3D. Le parameétre a valeurs vectorielles
a contient alors autant de composantes que la dimension de la classe de symétrie
considérée (plus le niveau de symeétries est élevé, moins le nombre de composantes
algébriquement indépendantes est grand), a savoir 2 en isotrope, 3 en cubique, 5 en
isotrope transverse, 7 (ou 6 avec un paramétrage réduit) en trigonal (ou rhombo-
édrique) et en tétragonal (ou quadratique), 9 en orthotrope, 13 en monoclinique et
21 en triclinique (ou purement anisotrope) |Guilleminot et Soize 2013a, Soize 2017].

A T’échelle microscopique, rappelons que nous nous intéressons a des matériaux
(ou milieux) hétérogénes anisotropes pour lesquels la microstructure complexe aléa-
toire ne peut pas étre décrite correctement et caractérisée numériquement a partir
des propriétés morphologiques et mécaniques de ses micro-constituants. Une solution
potentielle alternative consiste a changer 1'échelle d’observation et de modélisation en
considérant une échelle intermédiaire (mésoscopique) entre 1’échelle macroscopique
et ’échelle microscopique. Une telle modélisation a I’échelle mésoscopique permet de
décrire les propriétés élastiques hétérogeénes par un champ aléatoire continu avec des
fluctuations spatiales et statistiques relativement faibles par rapport a celles d’'une
description a I’échelle microscopique. A ’échelle mésoscopique, la microstructure com-
plexe est alors vue comme un milieu élastique linéaire hétérogéne aléatoire pour lequel
les propriétés mécaniques apparentes sont représentées par un modéle stochastique
prior du champ de tenseur d’élasticité aléatoire d’ordre quatre C™*°(b), introduit
dans [Soize 2006] et rappelé dans la section 1 du chapitre 1, qui dépend de la position
spatiale x et qui est paramétré par un petit nombre d’hyperparamétres regroupés
dans un vecteur b appartenant a un ensemble admissible B™*°. L’hyperparameétre &
valeurs vectorielles b est constitué de trois composantes caractérisant les informations
probabilistes (ou statistiques) complétes du champ d’élasticité aléatoire C™*°(b), a
savoir (i) un parameétre de dispersion § positif, borné et supposé indépendant de la
position spatiale @, controlant le niveau des fluctuations statistique de C™*°(b), (ii)
un vecteur de d longueurs de corrélation spatiale positives £ = (¢1,...,{;) caracté-
risant la structure de corrélation spatiale de C™*°(b) dans chacune des directions,
et (iii) le vecteur ¢ regroupant les composantes algébriquement indépendantes de la
valeur moyenne statistique C™%° de C™*°(b), qui est homogéne (i.e. constante dans
'espace) et donc indépendante de @ en raison de la stationnarité du champ aléatoire
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Cmeso(b) .

Le modéle déterministe de C™*™(a) a ’échelle macroscopique et le modéle
stochastique prior de C™*°(b) a ’échelle mésoscopique sont a priori inconnus et
doivent étre identifiés en déterminant la valeur optimale a™*"° du paramétre &
valeurs vectorielles @ € A™*" et celle b™*° de 'hyperparameétre a valeurs vecto-
rielles b € B™*° 4 partir des mesures expérimentales (par exemple, des mesures de
champs de déplacement) disponibles aux deux échelles macroscopique et mésosco-
pique. Alors que le paramétre a peut étre complétement identifié en résolvant un
probléme inverse déterministe mono-échelle (a I’échelle macroscopique) en utilisant
seulement les mesures expérimentales de champs disponibles & 1’échelle macrosco-
pique, 'hyperparamétre b ne peut pas étre identifié en résolvant un probléme inverse
statistique mono-échelle (& I’échelle mésoscopique) en utilisant seulement les mesures
expérimentales de champs disponibles a I’échelle mésoscopique. Plus précisément,
I'identification du paramétre de dispersion 0 et du vecteur des longueurs de cor-
rélation spatiale £ nécessite uniquement des mesures expérimentales de champs a
I’échelle mésoscopique, tandis que 'identification de ¢ requiert des mesures expéri-
mentales de champs supplémentaires a ’échelle macroscopique. En effet, une étape
clé pour 'identification de la valeur moyenne C™*° (ou sa représentation vectorielle
¢) du champ aléatoire C™*°(b) est le transfert des informations probabilistes (ou
statistiques) complétes (moyenne et fluctuations statistiques) du champ aléatoire
C™°(b) a I’échelle mésoscopique vers 1’échelle macroscopique afin de lier les échelles
mésoscopique et macroscopique. Un choix naturel pour un tel transfert d’informations
(de I’échelle mésoscopique a ’échelle macroscopique) consiste a effectuer un change-
ment d’échelles par homogénéisation numérique stochastique dans un sous-domaine
mésoscopique supposé suffisamment grand pour étre (presque) considéré comme un
VER de la microstructure, en calculant le tenseur d’élasticité effectif Cf(b) qui est
spatialement homogéne et, en raison de l'ergodicité du champ aléatoire C™*°(b) : A
pour la moyenne (ot A est le champ de localisation des déformations aléatoire défini
dans la section 2 du chapitre 1), le tenseur d’élasticité effectif C°(b) peut étre
considéré comme (presque) déterministe et égal au tenseur d’élasticité macroscopique
C™aer°(@). Ainsi, contrairement au paramétre a, ’hyperparamétre b nécessite des
mesures expérimentales multi-échelles de champs (a I’échelle macroscopique et a
'échelle mésoscopique) pour étre complétement identifié, conduisant & un probléme
inverse statistique multi-échelle difficile a résoudre. Etant donné que par hypothése
un seul échantillon est testé expérimentalement sous un chargement externe statique
donné a I’échelle macroscopique, les mesures expérimentales de champs doivent
étre réalisées simultanément aux échelles macroscopique et mésoscopique sur le seul
échantillon testé.
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2.3 Stratégie proposée

De part les difficultés majeures mentionnées ci-dessus et induites par la com-
plexité du probléme inverse statistique multi-échelle, une premiére méthodologie
compléte concernant une telle identification multi-échelle a été récemment proposée
dans [Nguyen et al. 2015], dans laquelle une stratégie d’identification inverse statis-
tique multi-échelle est introduite et développée pour une microstructure élastique a
fluctuations statistiques anisotropes et spatialement hétérogénes dans le cadre de la
théorie de I’élasticité linéaire 3D. La stratégie proposée permet Iidentification (i) de
la valeur optimale a™* du paramétre a (dans I’ensemble admissible A4™2°) et (ii)
de la valeur optimale b™*° de I'hyperparamétre b (dans I’ensemble admissible 5™°),
en utilisant les mesures expérimentales de champs de déplacement (ou des champs de
déformations associées) aux échelles macroscopique et mésoscopique. La méthodologie
d’identification expérimentale multi-échelle consiste a introduire et construire diffé-
rents indicateurs numériques permettant de formuler le probléme inverse statistique
multi-échelle comme un probléme d’optimisation multi-objectif. Dans ce travail de
recherche, nous introduisons quatre indicateurs numériques sensibles a la variation
des hyperparameétres a identifier, qui sont :

1. un indicateur numérique a ’échelle macroscopique J™*"°(a), dédié a 'identifi-
cation du paramétre a, qui quantifie la distance entre le champ des déformations
(linéarisé) expérimental g™ (associé au champ de déplacement expérimental
uge) mesuré avec une résolution macroscopique sur le domaine macrosco-
pique Q™2 et le champ des déformations (linéarisé) €™*"°(a) (associé au
champ de déplacement u™**°(a)) calculé a ’aide d’un probléme aux limites
déterministe avec la méme résolution macroscopique et des conditions aux
limites de Dirichlet et de Neumann modélisant la configuration expérimen-
tale a 1’échelle macroscopique, dans lequel intervient le tenseur d’élasticité
déterministe inconnu C™*"°(a) qui doit étre identifié ;

2. un indicateur numérique mésoscopique J3"*°(b), dédié a 'identification de

I’hyperparameétre 0, qui quantifie la distance entre un pseudo-ceefficient de
dispersion d¢,, représentant le niveau des fluctuations spatiales du champ des
déformations (linéarisé) expérimental e,%° (associé au champ de déplacement
expérimental ugj(fo) mesuré avec une résolution mésoscopique sur un sous-
domaine mésoscopique 2™° C QM2 et un pseudo-ceefficient de dispersion
aléatoire D€ (b) représentant le niveau des fluctuations statistiques du champ des
déformations (linéarisé) aléatoire £™°(b) (associé au champ de déplacement
aléatoire U™°(b)) calculé a I’aide d’un probléme aux limites stochastique avec
la méme résolution mésoscopique et des conditions aux limites de Dirichlet
modélisant la configuration expérimentale a I’échelle mésoscopique, dans lequel
intervient le champ de tenseur d’élasticité aléatoire C™*°(b) avec un niveau

de fluctuations statistiques inconnu ¢ qui doit étre identifié;

3. un autre indicateur numérique mésoscopique J,;**°(b), dédié a I'identification
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de 'hyperparamétre £ = ({1, ...,{4), qui quantifie la distance entre les pseudo-
longueurs de corrélation spatiale (g, 4, ..., (5, ; du champ des déformations

(linéaris¢) expérimental e5° dans chacune des d directions spatiales, mesuré

avec une résolution mésoscopique sur un sous-domaine mésoscopique 2™° C
Qmacro et les pseudo-longueurs de corrélation spatiale L€(b), ..., L5(b) des
fluctuations statistiques du champ des déformations (linéarisé) aléatoire £™°(b)
dans chacune des d directions spatiales, calculé a partir du méme probléme aux
limites stochastique que J*°(b), dans lequel intervient le champ de tenseur
d’élasticité aléatoire C™°(b) avec une structure de corrélation spatiale induite
et caractérisée par un vecteur de longueurs de corrélation spatiale inconnues
£=(l,...,4;) qui doit étre identifié;

4. un indicateur numérique macroscopique-mésoscopique (multi-échelle)
Jmilti(q b), dédié a Didentification de I’hyperparamétre ¢, qui quantifie
la distance entre le tenseur d’élasticité homogéne déterministe a 1’échelle
macroscopique C™3™°(q), et le tenseur d’élasticité effectif (aléatoire) C°T(b)
résultant d’une homogénéisation numérique stochastique dans un VER a
I’échelle mésoscopique du champ de tenseur d’élasticité aléatoire C™*°(b),
dont la valeur moyenne statistique C™®° (ou de maniére équivalente, sa
représentation vectorielle ¢) est inconnue et doit étre identifiée.

Le probléme inverse statistique multi-échelle consiste alors a identifier les va-
leurs optimales a™*™ et b™*° du paramétre a dans A™*° et de ’hyperpara-
métre b dans B™°, respectivement, en résolvant un probléme d’optimisation
multi-objectif qui consiste & minimiser la fonction-cotit multi-objectif J (a,b) =
(Tmaere (@), T (b), T (b), T™ " (a, b)) constituée des quatre indicateurs nu-
mériques qui sont des fonctions-cotit mono-objectif. Toutefois, il est possible de
réduire le cotit de calcul engendré par la résolution du probléme d’optimisation multi-
objectif en décomposant celui-ci en (i) un probléme d’optimisation mono-objectif
qui consiste & minimiser J™*°(a) pour 'identification du paramétre optimal @™
en utilisant uniquement les mesures expérimentales de champs a ’échelle macro-
scopique, et (ii) un probléme d’optimisation multi-objectif qui consiste & minimiser
T (@™ b) = (e (b), I (b), T™ (@™, b)) en utilisant les mesures
expérimentales de champs a 1’échelle mésoscopique et en exploitant le paramétre
optimal @™ identifi¢ précédemment a I'étape (i).

2.4 Améliorations de la méthode d’identification inverse sta-
tistique multi-échelle

meso

Il est & noter que dans [Nguyen et al. 2015|, I'indicateur J,°°°(b) n’avait pas
été introduit. La formulation améliorée proposée dans ce travail de recherche est
plus avancée que celle initialement proposée dans [Nguyen et al. 2015] dans la
mesure ol elle met en jeu un indicateur numérique mésoscopique supplémentaire,
a savoir J,"*°(b), afin que le parameétre a et les trois composantes 0, £ et ¢ de
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I’hyperparamétre b aient chacun leur propre indicateur numérique dédié. Ainsi, le
nombre de fonctions-cotit mono-objectif étant identique au nombre de paramétres
a optimiser, il est possible de remplacer ’algorithme d’optimisation globale utilisé
dans [Nguyen et al. 2015], qui appartient a la classe des algorithmes de recherche
aléatoire, génétiques et évolutifs [Cunha et Polak 1967,Censor 1977, Yu 1985, Dauer et
Stadler 1986, Goldberg 1989, Deb 2001, Marler et Arora 2004, Konak et al. 2006, Coello
Coello 2006, Coello et al. 2007, Deb 2014], par un algorithme d’optimisation plus
efficace numériquement, tel que 'algorithme itératif de point fixe considéré dans ce
travail. En effet, méme en utilisant les outils de traitement et de calcul paralléle, le
cotlit de calcul engendré par I'algorithme d’optimisation globale reste élevé en raison de
la grande dimension stochastique du champ de tenseur d’élasticité aléatoire C™°(b),
et le probléme d’optimisation multi-objectif pourrait méme s’avérer impossible a
résoudre numériquement (avec les ressources informatiques actuellement disponibles)
en trés grande dimension stochastique pour des modéles numériques (non-)linéaires
a grande échelle de microstructures aléatoires tridimensionnelles. Par ailleurs, nous
envisageons aussi d’explorer la possibilité d’utiliser I’apprentissage automatique a
partir d'une base de données générée par le modéle stochastique prior pour entrainer
un réseau de neurones artificiels et pour résoudre le probléme inverse statistique.
Comme expliqué dans 'introduction et le chapitre 1, il est intéressant de vérifier si
une telle approche par 'apprentissage automatique permet ou pas un gain sur le
cotit de calcul. Enfin, il est & noter que nous allons utiliser un indicateur numérique
mésoscopique J°(b) différent de celui introduit dans [Nguyen et al. 2015] sans en
dégrader les performances en terme de précision.

En outre, comme expliqué dans le dernier paragraphe de la section 1, nous
construirons le modele probabiliste prior du vecteur aléatoire B des hyperparamétres
du modeéle stochastique prior de C™*°. La valeur identifiée b°P' sera obtenue en
utilisant la méthode MLE [Serfling 1980, Papoulis et Pillai 2002, Spall 2005, Soize 2017]
avec des réalisations statistiquement indépendantes by, ..., b**® de B obtenues
pour différentes mesures expérimentales a I’échelle mésoscopique, et non pas en
moyennant les valeurs b, ... bp®°, comme ce qui a été fait dans [Nguyen et al.
2015].

Dans la suite, la dépendance spatiale (en x) des champs déterministes ou aléa-
toires a valeurs scalaires, vectorielles ou tensorielles sera souvent omise par soucis de
lisibilité et pour simplifier les notations. Etant donné que la méthodologie d’identifi-
cation présentée est développée dans le cadre de la théorie de I’élasticité linéaire, la
terminologie « champ des déformations » est adoptée pour faire référence au « champ
des déformations linéarisé » par soucis de concision.

3 Configuration expérimentale multi-échelle

Dans cette section, nous rappelons briévement la configuration expérimentale
multi-échelle d’un essai statique de compression uni-axiale observé a deux échelles
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macroscopique et mésoscopique, congue spécifiquement pour I'acquisition des données
expérimentales multi-échelles nécessaires a I’égard de I'information expérimentale
nécessaire pour la résolution du probléme inverse statistique présenté dans ce chapitre.
Soulignons que les difficultés relatives a I'acquisition des mesures expérimentales
sont induites non seulement par la nature complexe de la microstructure élastique
anisotrope hétérogéne mais aussi par la nécessité d’obtenir des mesures multi-échelles
de champs cinématiques a deux échelles différentes (macroscopique et mésoscopique)
pour un seul échantillon testé (sous des conditions de chargement statique données)
par corrélation d’images numériques (DIC) multi-échelle réalisée simultanément aux
échelles macroscopique et mésoscopique. Pour surmonter ces difficultés, un protocole
expérimental spécifique (incluant la préparation de ’échantillon, le développement
d’un banc de mesure, le systéme d’acquisition d’images numériques et la méthode
DIC) a été mis en place dans [Nguyen et al. 2016] pour I'acquisition de mesures
optiques multi-échelles de champs de déplacement (obtenues par une méthode DIC
2D) réalisées simultanément aux échelles macroscopique et mésoscopique sur un seul
échantillon d’os cortical de beeuf soumis & un essai statique de compression uni-axiale
verticale.

Le seul échantillon disponible occupe un domaine ouvert borné Q™2 — R? avec
une frontiére Q™2 suffisamment réguliére (e.g. de Lipschitz). La frontiére 9QQmacre
de QM2 est constituée de deux parties disjointes et complémentaires Iy (ou
sont appliquées les conditions aux limites de Neumann) et I'5*"™ (o sont appli-
quées les conditions aux limites de Dirichlet) telles que 9Q™acre = ["aero U IR et
ryacro N Igacre = () avee [T'H2e°| # 0, on [T52™| désigne la mesure de surface de
["52r°. Un champ de force surfacique déterministe uniformément réparti f™*“° est
appliqué sur I'y*"; tandis que des conditions de Dirichlet homogénes (nulles) sont
appliquées sur I'j**°, de sorte que les déplacements soient bloqués dans toutes les
directions et ainsi qu’il n’y ait pas de mouvement de corps rigide durant 1’essai. Soit
™% un sous-domaine mésoscopique ouvert borné de 2™*° avec une frontiére 9€2™°
suffisamment réguliére (e.g. de Lipschitz). On suppose que le domaine macroscopique
Qmacro gecupé par I'unique échantillon peut contenir plusieurs (au moins un) sous-
domaines mésoscopiques sans recouvrement entre eux {7 }1<,<q (avec Q > 1). Au
cours de l'essai mécanique, le champ de déplacement expérimental ugi™ a 'échelle
macroscopique et le champ de déplacement expérimental ug 5 a I'échelle mésosco-
pique peuvent étre mesurés simultanément sur le domaine macroscopique 2™ et sur
les @ différents sous-domaines mésoscopiques 7', . .., QH*® contenus dans (2™,
respectivement, en utilisant soit deux caméras numériques optiques réglées chacune a
une résolution spatiale pré-définie adaptée a son échelle d’observation (macroscopique
ou mésoscopique) pour 'acquisition simultanée des mesures optiques (images) de
champs de déplacement aux deux échelles macroscopique et mésoscopique, soit une
seule caméra numérique optique réglée a la résolution mésoscopique (nécessitant un
post-traitement des images acquises a ’échelle mésoscopique pour reconstruire les
images a ’échelle macroscopique), puis en appliquant une méthode de corrélation
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d’images numériques (DIC) d’une part a ’échelle macroscopique et d’autre part a
'échelle mésoscopique. Dans [Nguyen et al. 2016], une seule caméra a été utilisée et
placée devant la machine d’essai au cours du test de compression pour ’acquisition
du champ de déplacement u2%*° mesuré a 1’échelle mésoscopique sur ’ensemble du

exp
domaine macroscopique ™. Les champs de déformations expérimentaux egi™ et
Eenp ASSOCIés Tespectivement au champ de déplacement expérimental ug 5" mesuré
dans Q™4 & I'échelle macroscopique et a celui ug,5® mesuré dans Q%% QF%° 4

’échelle mésoscopique peuvent étre déduits des mesures brutes de champs (de dépla-
cement) correspondantes par post-traitement via des techniques d’interpolation. La
figure 2.1 donne un apercu graphique de la configuration expérimentale multi-échelle
de I’échantillon & I’échelle macroscopique et & 1’échelle mésoscopique.

fmacro
Tmacro
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FIGURE 2.1 — Configuration expérimentale multi-échelle : champ de déplacement
u?*° mesuré a I’échelle macroscopique dans le domaine Q™2 et champ de dépla-

exp
mesuré a I’échelle mésoscopique dans un sous-domaine Q™M C (Qmacro

cement we°

exp

Dans la suite, un probléme aux limites elliptique déterministe a 1’échelle macro-
scopique et un probléme aux limites elliptique stochastique & 1’échelle mésoscopique
sont introduits pour modéliser ’échantillon dans sa configuration expérimentale (géo-
meétrie, propriétés du matériau et conditions aux limites) a I’échelle macroscopique
et a I’échelle mésoscopique, respectivement. De plus, le tenseur d’élasticité effectif
(aléatoire) est calculé a partir d'un VER en utilisant une des méthodes d’homogénéi-
sation numérique stochastique présentées en section 2 du chapitre 1 pour transférer
les informations probabilistes (ou statistiques) complétes (moyenne et fluctuations
statistiques) du champ d’élasticité aléatoire a ’échelle mésoscopique vers 1’échelle
macroscopique.
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4 Construction des indicateurs numériques macro-
scopique, mésoscopiques et multi-échelle

4.1 Construction de 'indicateur numérique macroscopique

A Téchelle macroscopique, le probléme aux limites elliptique déterministe modé-
lisant la configuration expérimentale décrite en section 3 sur le domaine Q2™*° de
I’échantillon dans le cadre de la théorie de 1’élasticité linéaire consiste a trouver le
champ de déplacement déterministe u™**° et le champ des contraintes de Cauchy
associé o™ gatisfaisant les équations d’équilibre locales, la loi de comportement
locale et les conditions aux limites de Neumann et de Dirichlet :

—div(e™°) =0 dans Q™) (2.1a)
oA = OMATO(q) 1 €M dans QM (2.1b)
™macTo | pmacro _ pmacto sur [maere (2.1¢)
T sur [T, (2.1d)

ol N™2° est le vecteur normal unitaire sortant de la surface 02™2° du domaine
()Macro et gmacro agt le champ des déformations associé au champ de déplacement
u™?"° § ’échelle macroscopique et défini par

macro

€ =e(u

macro ) _

(V qrmacro + (V umacro)T) ] (216)

DO | —

Comme le matériau est supposé étre homogéne et déterministe a I’échelle macro-
scopique, le tenseur d’élasticité d’ordre quatre inconnu C™#"° (@) intervenant dans
la loi de comportement (2.1b) est indépendant de la position spatiale x et paramé-
tré par un parameétre a appartenant a un ensemble admissible A™* (qui dépend
de la classe de symétrie du matériau considéré a ’échelle macroscopique) tel que
{C™maro(a) ; a € A™°}. La figure 2.2a montre une représentation graphique du
probléme aux limites déterministe a 1’échelle macroscopique en 2D.

Dans le contexte de l'identification inverse, la valeur optimale identifiée a
peut étre déterminée en exploitant la sensibilité du champ des déformations €
par rapport a a et en utilisant le champ des déformations expérimental eg 7" a
travers l'introduction d’'un indicateur numérique macroscopique J™*°(a) défini
pour tout vecteur a € A™?"° par

macro

macro

1

T7(a) = e [ e (e — e @) e (22
macro
ou |2™2er°| désigne la mesure de volume du domaine (™.
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(a) Probléme aux limites déterministe

caractérisé par le tenseur d’élasticité dé-

terministe C™2°"(a) a I’échelle macrosco-

pique : champ de déplacement détermi-

niste u™*°(a) calculé a ’échelle macro-
scopique dans {2™Macre

(b) Probléme aux limites stochastique ca-

ractérisé par un champ de tenseur d’élas-

ticité aléatoire C™°(b) a ’échelle mé-

soscopique : champ de déplacement aléa-

toire U™*°(b) calculé a I’échelle mésosco-
pique dans Q™es©

FIGURE 2.2 — Problémes aux limites (a) a 'échelle macroscopique et (b) a I’échelle
mésoscopique

4.2 Construction des indicateurs numériques mésoscopiques

A Téchelle mésoscopique, le probléme aux limites elliptique stochastique modéli-
sant la configuration expérimentale décrite en section 3 d’un sous-domaine donné
Qmeso  Qmacre dans le cadre de la théorie de I'élasticité linéaire consiste a trouver le
champ de déplacement aléatoire U™*° et le champ des contraintes de Cauchy aléatoire
associé XY™ gatisfaisant les équations d’équilibre locales, la loi de comportement
locale et les conditions aux limites de Dirichlet :

o diV(Zmeso) — 0 dans QmeSO, (23&)
ymeso _ Cmeso(b) . gmeso dans Qmesoj (23b)
[mese — qmeso sur aneso’ (23(3)

exp

ou £M%° est le champ des déformations aléatoire associé au champ de déplacement
aléatoire U™ a ’échelle mésoscopique et défini par

1
Emeso _ 6:(ljmeso) — 5 (V U™ese (V Umeso)T) ] (23d)
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Notons que les conditions aux limites non-homogeénes (2.3¢) sont imposées sur
toute la frontiére Q™ de 2™°, qui correspond a la restriction sur 9Q™*° du champ
de déplacement expérimental ug°. Par ailleurs, C™*°(b) est le champ de tenseur
d’élasticité aléatoire prior introduit dans la section 1 du chapitre 1, et dont b € B™°
est le vecteur des hyperparamétres. Il est a noter que le champ de déplacement
aléatoire U™*°(b) et le champ des déformations aléatoire associé £™°(b) ne sont a
priori pas statistiquement homogénes (ou spatialement stationnaires). La figure 2.2b
montre une représentation graphique du probléme aux limites stochastique a 1’échelle
mésoscopique en 2D.

Dans le contexte de I'identification inverse statistique, les valeurs optimales iden-
tifices 9™ et €M = ({0, ... (7*°) peuvent étre déterminées en exploitant la
sensibilité de certaines quantités d’intérét du probléme aux limites elliptique sto-
chastique (2.3) par rapport a § et £ = (¢1,...,4,), respectivement, et en utilisant
leurs homologues issus des mesures expérimentales de champs cinématiques, a tra-
vers l'introduction de deux indicateurs numériques J3"*°(b) et J;**°(b) a I’échelle
mésoscopique.

4.2.1 Construction de l'indicateur numérique mésoscopique associé au
paramétre de dispersion

Un premier indicateur numérique mésoscopique J3***°(b) est introduit pour
identifier le paramétre de dispersion ¢ controlant le niveau des fluctuations statistiques
du champ de tenseur d’élasticité aléatoire C™*°(b) a 1’échelle mésoscopique. 11 est
défini pour tout vecteur b € B™° par

- <E{D5< )} - 5) 04

Odep
ott D€(b) est un pseudo-ceefficient de dispersion aléatoire caractérisant le niveau des
fluctuations spatiales du champ des déformations aléatoire £7°°(b) autour de sa
moyenne volumique spatiale £"“°(b), et J,, est le pseudo-ceefficient de dispersion

(déterministe) correspondant pour le champ des déformations expérimental e
autour de sa moyenne volumique spatiale g

meso
exp

qui sont respectivement définis par

—exp )
VE(b) JVE
Dg(b> = meso t 6:}( = - p (2'5>
IE™(b)|| r P lemsells

ot V€(b) est une pseudo-variance aléatoire du champ des déformations aléatoire
EM°(b) et V5, est la pseudo-variance aléatoire correspondante pour le champ des
déformations expérimental eg;5° a I'échelle mésoscopique, qui sont respectivement

définies par

1

Vg(b) - |Qmeso| Q

I€™=° (2; b) — £ (b)|[ dv, (2.6a)
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1
Ve = ——— llemsse(x) — emeS°||2F dx, (2.6b)

exp |Qmeso| (meso exp =exp

ou |Q2™e°| désigne la mesure de volume de Q™° £M(b) et €2°° sont respectivement

Sexp
définies par
1
E"(b) = oy | " (@b, (2.7a)
meso 1 meso
£ = e | e da. (2.7h)

En appliquant le théoréme de Green a (2.7a) et (2.7b), on obtient

1 1
émeso<b) — _(Umeso(w; b) ® nmeso(w) + nmeso(w) ® Umeso(w; b)) da:,
12050 [, s 2 .
2.8a
meso 1 1 meso meso meso meso
Eop = 5 (W™ (z) @ n"0(x) + N0 (x) @ u(x)) de,
p |Qmeso‘ Hmeso 2 ( )
2.8b

ol le symbole ® désigne le produit tensoriel classique et n™*° est le vecteur normal

unitaire sortant de la surface 9€2™*° du sous-domaine 2™*°. Ensuite, en utilisant
les conditions aux limites de Dirichlet (2.3¢) sur 9Q™*° on peut facilement montrer
que £7°(b) = g5 pour tout b € BN,

L’indicateur numérique mésoscopique J3"**°(b) défini par (2.4) permet de quan-
tifier la distance relative entre la valeur moyenne statistique du pseudo-ceefficient
de dispersion aléatoire D€ (b) du champ des déformations aléatoire du second ordre
EM°(b) et le pseudo-ceefficient de dispersion correspondant Jg,, du champ des défor-
mations expérimental €25, Il est & noter qu'un indicateur numérique mésoscopique
semblable a celui-ci avait été introduit dans [Nguyen et al. 2015|, mais avec des
expressions différentes de celles (2.4) et (2.6) pour les définitions de J™*°(b) et

VE(b), respectivement.

4.2.2 Construction de l'indicateur numérique mésoscopique associé aux
longueurs de corrélation spatiale

Un second indicateur numérique J,°°°(b) est introduit et associé a l'identification
du vecteur des longueurs de corrélation spatiale £ = (¢1,...,¢4). Supposons que
(2me° soit un domaine parallélépipédique (e.g. un carré) si d = 2 ou bien un domaine
hexaédrique (e.g. un cube) si d = 3, de taille B, dans la direction «, et que le maillage
éléments finis de 2™° soit structuré et régulier, constitué d’éléments quadrangles & 4
noeuds (si d = 2) ou d’éléments hexaédres a 8 neeuds (si d = 3). Un tel maillage défini
naturellement des rangées de lignes ou de colonnes d’éléments dans les directions
spatiales x1, ..., x4 tous traversés en leur centre par des lignes définissant ainsi un
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ensemble de n. rangées de lignes Egl), e ,Lﬁ”c) dans la direction 1, un ensemble de
n. rangées de lignes Egl), e ,Eg"C) dans la direction x5 et un ensemble de n, rangées

de lignes £(1) LénC) dans la direction x3 (voir la figure 2.3 pour d = 2 et la

figure 2.4 pour d = 3). Soit un champ scalaire quelconque y défini sur R? et a valeurs

dans R. On note alors y%c), . ,yd) les restrictions de y sur les lignes E e ,E;C),

respectivement, avec ¢ = 1,...,n.. Soient ﬂ ), e ,g/fd ?) les transformées de Fourier de

gl —y Yoo Lyt —y Y, Tespectivement, o, pour tout a=1,...,d, on a introduit la

fonction Yy comme étant la moyenne de vy, ), ceey ya . Soient Sl, ..., 94 les fonctions
définies de R dans R+ telles que pour tout k € R,

11 ¢ c
Si(k) = 5-— S50 7). (2.92)
¢ =1
11 T
Salk) = 5~ >0 7). (2.9b)
¢ =1

ou les approximations suivantes des transformées de Fourier sont utilisées

B
7100 = [ (1) - 5,@) exp(-ike) e (2:100)
0
~0) R
W = [ (@) - (o)) exp(-iho) de (2.10b)
0
La procédure décrite ci-dessus nous permet donc d’introduire des applications déter-
ministes Si, ..., Sy qui, & tout champ scalaire y défini sur R? et a valeurs dans R, lui
associe les fonctions Sy, ..., Sy définies de R dans R* telles que celles définies dans

(2.9a) et (2.9b). On notera, pour tout k € R,

Si(y;k) = Si(k), ..., Sa(y; k) = Sa(k). (2.11)
On introduit les processus stochastiques T Tyoo- JA} indexés sur R et & valeurs dans R™
comme étant des transformations non-linéaires du champ des déformations aléatoire

EMY et tels que, en omettant provisoirement d’indiquer la dépendance implicite de
EM° avec b, pour tout k € R,

1/2 1/2
w-( £ srw) - 5 sieer)”

1<p<q<d 1<p<g<d
(2.12a)
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A~

De méme, on introduit les fonctions déterministes Toxp 1, - - - ,fexpd définies sur R et
a valeurs dans R* telles que pour tout & € R,

1/2 1/2
TeXp,l(k) = ( Z Sl<€$$%q§ k)Q) Yo TeXP,d<k) = ( Z Sd(erer;ii%q; k)2> .

1<p<q<d 1<p<q<d
(2.12b)

Soient T4, ..., T, Lq et TeXp 1, s Lexpa les transformées de Fourier inverses des processus
stochastiques Tl, .. T u et des fonctions déterministes T exp,1s - - - Texp,d7 respective-
ment. On introdult alors les variables aléatoires L%, ..., L% a valeurs dans RY,
correspondant a des pseudo-longueurs de corrélation spatiale aléatoires des fluctua-
tions statistiques du champ des déformations aléatoire £, ainsi que les scalaires
positifs /¢ le correspondant a des pseudo-longueurs de corrélation spatiale

exp,1y 7 Vexp,d?
du champ des déformations expérimental e, respectivement définis par
£ 1 e £ 1 i
LY = / Ty(n)dn,..., L; = / Ty(n)dn, 2.13a
1 Tl (0) 0 1(77> n d Td(O) 0 d(n) n ( )
et
1 oo 1 oo
o ——/ Tox dn, ..., . :—/ Tox dn .
e T OF e

(2.13b)

On introduit alors 'indicateur numérique mésoscopique J,°°°(b) défini pour tout

vecteur b € B™*° par
d £
meso E{L ( )} EGX (0%
T (b) =) ( - pe ) (2.14)

exp,x

a=1

L’indicateur numérique mésoscopique J3"**°(b) défini par (2.14) permet de quan-
tifier la distance relative entre la valeur moyenne statistique des pseudo-longueurs
de corrélation spatiale aléatoires L% (b),...,L5(b) du champ des déformations
aléatoire £"°(b) et les pseudo-longueurs de corrélation spatiale correspondantes

loxp1s -+ s Loxp.q du champ des déformations expérimental eg°.

4.3 Construction de l'indicateur numérique macroscopique-
mésoscopique (multi-échelle) associé & ’homogénéisation
numérique stochastique

Un indicateur numérique macroscopique-mésoscopique (multi-échelle) 7™ (a, b)
est introduit pour identifier le tenseur d’élasticité moyen C™° ou de maniére

équivalente, sa représentation vectorielle ¢. Il est défini pour tout vecteur a € A™a°
et tout vecteur b € B™*° par

(2.15)

IE{C"(b)} — Cm*““(@)llp)2

jmulti 7b — (
(a.) [Cmeeo(a)]r
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FIGURE 2.3 — Exemples de rangées de lignes (a) Egl), cﬁ”, £§3) (en bleu, pour a =1
dans la direction x7) et (b) Eél), EéQ), Eé?’) (en rouge, pour o = 2 dans la direction
r3) pour un sous-domaine carré Q™ C R?

ot C°T(b) est le tenseur d’élasticité effectif (aléatoire) obtenu par une des méthodes
d’homogénéisation numérique stochastique présentées dans la section 2 du chapitre 1
en considérant un sous-domaine mésoscopique ouvert borné QVER correspondant a un
VER et mécaniquement décrit par le champ de tenseur d’élasticité aléatoire C™*°(b)
a I’échelle mésoscopique. En théorie, sous I’hypothése de séparation des échelles,
le tenseur d’élasticité effectif C°T(b) devrait étre considéré comme déterministe.
Néanmoins, comme la microstructure est aléatoire et le VER est défini dans un cadre
probabiliste, C°f(b) est en fait un tenseur aléatoire dont le niveau des fluctuations
statistiques reste faible pour un sous-domaine mésoscopique QVFR suffisamment
grand, mais n’est pas rigoureusement nul (sauf dans le cas limite o la taille du
domaine QVER tend vers linfini, i.e. lorsque le domaine QVER tend vers R?) [Soize
2008, Guilleminot et al. 2011, Soize 2017]. C’est la raison pour laquelle on considére la
valeur moyenne statistique E{C®¥(b)} dans la définition (2.15) de J™(a, b) en lieu
et place du tenseur d’élasticité effectif C*(b) lui-méme, qui est aléatoire bien que
quasi-déterministe pour une taille de sous-domaine mésoscopique QVER suffisamment
grande.
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FIGURE 2.4 — Exemples de rangées de lignes (a) ﬁgl), 252), ﬁf”) (en bleu, pour a = 1
dans la direction z1), (b) Eél), £, [,53) (en rouge, pour @ = 2 dans la direction x7)

et (c) Eél), EgQ), ng’) (en vert, pour o = 3 dans la direction x3) pour un sous-domaine
cubique Q™me° C R3
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5 Probléme d’optimisation multi-objectif associé au
probléme inverse statistique multi-échelle

5.1 Formulation du probléme d’optimisation multi-objectif

L’identification inverse statistique multi-échelle du parameétre a et de I’hyperpara-
meétre b peut étre réalisée simultanément en formulant le probléme inverse statistique
multi-échelle comme un probléme d’optimisation multi-objectif, tel que

(@™ b"*°) =  argmin  J(a,b), (2.16a)

aeAmacroJ)eBmeso

ou J(a,b) est la fonction-coiit multi-objectif constituée des quatre indicateurs
numeériques définis en section 4 et définie pour tout vecteur a € A™ et tout
vecteur b € B™*° par

T (@.b) = (T (a), T(b), Ty"(b), T™" (a b)) . (2.16b)

En accord avec la stratégie proposée pour résoudre le probléme d’optimisation (voir
section 2.3), Iidentification inverse statistique du paramétre a et de ’hyperparamétre
b sera menée de maniére séquentielle, en décomposant le probléme d’optimisation
multi-objectif (2.16) en deux sous-problémes d’optimisation résolus I'un aprés autre :

1. un probléme inverse & 1’échelle macroscopique formulé comme un probléme
d’optimisation mono-objectif qui consiste & minimiser I'indicateur numérique
macroscopique J™2°"(a) par rapport au paramétre a dans son espace admis-
sible A™2*° afin d’identifier la valeur optimale @™ :

a™*"® = argmin J"*°(a). (2.17)

aGAmaCro

2. un probléme inverse statistique a 1’échelle mésoscopique formulé comme un
probléme d’optimisation multi-objectif qui consiste & minimiser simultané-
ment les deux indicateurs numériques mésoscopiques J**°(b) et J;"*°(b)
ainsi que l'indicateur numérique mésoscopique-macroscopique (multi-échelle)
Jmulti(g@macre b (en utilisant le paramétre optimal @™ précédemment cal-
culé) par rapport a ’hyperparameétre b = (4, £, ¢) dans son ensemble admissible

B™e° afin d’identifier la valeur optimale b™° :

b = arg min J"*°(b), (2.18a)

bEBmeso

o J"°(b) est la fonction-cotit multi-objectif définie pour tout vecteur b €
BmeSO par

jmeso(b) — (‘.Zsmeso(b)7 Emeso<b)7 jmulti(amacro7 b)) ] (218b)
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5.2 Résolution du probléme d’optimisation multi-objectif

Le probléme aux limites déterministe (2.1) défini a I’échelle macroscopique sur
le domaine Q™2 et le probléme aux limites stochastique (2.3) défini a I’échelle
mésoscopique sur un sous-domaine 2™M° C QM3 gont tous deux discrétisés en
utilisant la méthode des éléments finis classique (formulée en déplacement) |Ciarlet
1978, Hughes 1987, Zienkiewicz et Taylor 2000, Zienkiewicz et al. 2005|. Les espérances
mathématiques intervenant dans les trois indicateurs numériques J3"**°(b), J,;"**°(b)
et Jmulti(gmacre p) sur les quantités d’intérét issues de la résolution du probléme
aux limites stochastique (2.3) et de I'homogénéisation numérique stochastique sont
évaluées par la méthode de simulation numérique de Monte Carlo (MC) [Kalos
et Whitlock 1986, Fishman 1996, Caflisch 1998, Schuéller et Spanos 2001, Schueller
2009, Rubinstein et Kroese 2016] avec N, réalisations statistiquement indépendantes
{Cmeso (M <y, du champ d’élasticité aléatoire C™*° indexé sur 2™°. Rappelons
que la méthode numérique de MC est I'une des méthodes basées sur les techniques
d’échantillonnage parmi les plus efficaces et les plus populaires dans la mesure ot
elle est (i) non-intrusive (vis-a-vis des codes de calcul déterministes disponibles
dans les progiciels, ou paquets logiciels, commerciaux), (ii) bien adaptée au calcul
paralléle intensif (tirant ainsi parti des architectures de calcul paralléle modernes sans
nécessiter de développement logiciel), (iii) dont la convergence peut étre controlée
par le nombre de réalisations N, avec une erreur d’approximation qui peut étre
estimée a la volée (durant les calculs), et (iv) dont la vitesse de convergence, bien
que relativement lente (en 1/4/Nj), est indépendante de la dimension stochastique
du probléme (permettant ainsi la résolution numeérique de problémes stochastiques
en grande dimension) [Soize 2017].

Pour le calcul de la valeur optimale a™**° du paramétre a € A™**°, le probléme
d’optimisation mono-objectif (2.17) est résolu en utilisant ’algorithme du simplex de
Nelder-Mead [Spendley et al. 1962, Nelder et Mead 1965, Walters et al. 1991, Lagarias
et al. 1998, McKinnon 1998, Walters 1999, Kolda et al. 2003, Press et al. 2007|. 11
s’agit d’'une méthode numérique heuristique de recherche directe pour résoudre
les problémes d’optimisation mono-objectif multidimensionnels non-contraints pour
lesquels les dérivées de la fonction objectif peuvent ne pas étre connues.

Pour le calcul de la valeur optimale b™*° de ’hyperparamétre b € B™*° le
probléme d’optimisation stochastique multi-objectif (2.18) n’est pas trivial dans la
mesure ot il n’admet pas une solution optimale globale unique mais a par nature
un ensemble (fini ou infini) de solutions optimales, appelés optima de Pareto. En
effet, ces solutions optimales résultent d’'un compromis entre les trois composantes
Jmeso(b), Jmeo(b) et Jmulti(@maero b) de la fonction-cotit multi-objectif (& valeurs
vectorielles) J™°(b) qui sont en compétition et a priori en conflit. En s’appuyant
sur le concept de non-infériorité [Zadeh 1963] (également appelé non-domination,
efficacité de Pareto ou optimalité de Pareto [Cunha et Polak 1967, Censor 1977, Yu
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1985, Dauer et Stadler 1986, Deb 2001, Marler et Arora 2004, Konak et al. 2006, Coello
Coello 2006, Coello et al. 2007, Deb 2014, Deb et al. 2017|) pour la caractérisation
des différentes composantes (& valeurs scalaires) de la fonction-cotit multi-objectif (a
valeurs vectorielles), une solution non-inférieure (également appelée non-dominée,
efficace de Pareto ou optimale de Pareto) est telle qu'une amélioration pour n’importe
quelle composante (fonction mono-objectif) nécessite une dégradation d’au moins
une des autres composantes (i.e. une amélioration ne peut étre obtenue dans aucune
composante sans détériorer au moins une des autres composantes), tandis qu'une
solution inférieure est telle qu'une amélioration peut étre obtenue dans toutes les
composantes sans porter préjudice a une des composantes . L’ensemble de toutes
les solutions non-inférieures dans ’espace d’admissible des paramétres est appelé
I’ensemble optimal de Pareto, et ’ensemble des valeurs correspondantes de la fonction-
colt multi-objectif dans son ensemble admissible multidimensionnel est appelé le
front optimal de Pareto (ou la frontiére d’efficacité de Pareto, voir figure 2.5 pour
une illustration sur une fonction-coit bi-objectif J: p — J(p) = (J1(p), J2(p)))-
En général, un probléme d’optimisation multi-objectif peut admettre une infinité de
solutions non-inférieures (ou optimales de Pareto). Pour la plupart des problémes
d’optimisation multi-objectif, le cardinal de I’ensemble optimal de Pareto (i.e. le
nombre de solutions optimales de Pareto) est trés grand (voire infini) et augmente
généralement avec le nombre de composantes (ou fonctions-cotit mono-objectif a
valeurs scalaires) de la fonction-coiit multi-objectif & valeurs vectorielles du probléme
d’optimisation multi-objectif considéré [Konak et al. 2006]. Les méthodes de résolution
et les algorithmes associés pour les problémes d’optimisation multi-objectif permettent
soit de générer et sélectionner des solutions non-inférieures (ou optimales de Pareto)
dans I’ensemble optimal de Pareto (ou dans un sous-ensemble représentatif de cet
ensemble), soit de transformer la fonction-coiit multi-objectif a valeurs vectorielles
(impliqué dans le probléme d’optimisation multi-objectif) en une fonction-cotit mono-
objectif a valeurs scalaires ad hoc en combinant et pondérant mathématiquement
les composantes de la fonction-coiit multi-objectif (& valeurs vectorielles) de sorte
que le probléme d’optimisation multi-objectif soit reformulé et résolu comme un
probléme d’optimisation mono-objectif avec une fonction-cotit mono-objectif & valeurs
scalaires. Le lecteur intéressé peut se référer a [Deb 2001, Marler et Arora 2004, Konak
et al. 2006, Coello Coello 2006, Coello et al. 2007, Deb 2014, Deb et al. 2017| pour
plus de détails sur les méthodes d’optimisation multi-objectif (ou optimisation
vectorielle) non-linéaire incluant les principes fondamentaux, des conditions sur
la (quasi-)non-infériorité (ou (quasi-)optimalité de Pareto) ainsi qu'une liste non-
exhaustive d’algorithmes d’optimisation traditionnels et évolutifs. Dans [Nguyen et al.
2015|, le probléme d’optimisation multi-objectif considéré a été résolu avec succes

1. Certaines méthodes d’optimisation multi-objectif ne fournissent que des solutions faiblement
non-inférieures (également appelées solutions faiblement optimales de Pareto), qui sont telles
qu’une amélioration ne peut étre obtenue dans toutes les composantes (fonctions mono-objectif)
simultanément. Toutes les solutions optimales de Pareto sont faiblement optimales, mais la réciproque
n’est pas vraie.
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FIGURE 2.5 — Ensemble des solutions non-inférieures (ou optimales de Pareto) et

faiblement non-inférieures situées sur le front optimal de Pareto d’une fonction-cortit

bi-objectif J(p) = (J1(p), J2(p)), avec la solution utopique située en dehors de
I’ensemble admissible

en utilisant I'algorithme génétique [Deb 2001, Deb 2014| qui permet de construire
et trouver un ensemble fini de solutions optimales de Pareto qui soit suffisamment
représentatif de 1’ensemble optimal de Pareto (complet) avec des solutions aussi
nombreuses et diverses que possible en vue d’une sélection future [Konak et al.
2006, Deb et al. 2017|. La meilleure solution optimale (i.e. celle qui réalise le meilleur
compromis) est sélectionnée parmi toutes les solutions optimales de Pareto potentielles
comme celle qui minimise la distance a une solution utopique. Une telle solution
utopique est généralement construite comme la solution idéale constituée des solutions
optimales individuelles de chacune des composantes en conflit (qui sont des fonctions-
colit mono-objectif & valeurs scalaires) de la fonction-cotit multi-objectif & valeurs
vectorielles et qui correspond & 'origine du front de Pareto. Notons que cette solution
idéale est une solution optimale de Pareto si et seulement si les solutions optimales de
toutes les fonctions-cotit mono-objectif sont identiques, et elle correspond a l'origine
de 'espace multidimensionnel de la fonction-cotit multi-objectif si et seulement si
toutes ses composantes (qui sont des fonctions-cotit mono-objectif) atteignent zéro.
L’algorithme génétique qui a été initialement choisi dans [Nguyen et al. 2015| permet
une exploration aléatoire dans I’ensemble admissible B™*° en utilisant seulement des
évaluations de la fonction-cotit multi-objectif, évitant ainsi de calculer son gradient ou
sa hessienne. En outre, étant une approche heuristique stochastique évolutive basée
sur une population, ’algorithme génétique est particulierement bien adapté pour
traiter et résoudre des problémes d’optimisation multi-objectif sous contraintes ou non,
dans lesquels la fonction-cotit mono- ou multi-objectif multidimensionnelle peut étre
non-convexe, discontinue, non-différentiable, stochastique ou méme fortement non-
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linéaire. L’algorithme génétique modifie de maniére répétée une population de vecteurs
solutions (appelés individus ou membres ou parfois génomes). L’algorithme génétique
commence par créer un ensemble initial de vecteurs solutions (appelé population
initiale) généralement généré de maniére aléatoire, mais qui peut également étre
spécifié pour accélérer la convergence vers le vecteur solution optimal global. A chaque
itération, I’algorithme génétique sélectionne au hasard un groupe d’individus (appelés
parents) dans la population actuelle et utilise les entrées/composantes de ces vecteurs
(appelés génes) pour produire une nouvelle population d’individus (appelés enfants)
qui constituent la prochaine génération. Chaque population successive correspond
a une nouvelle génération. Au fil des générations, la population « évolue » vers un
vecteur solution optimal correspondant au meilleur individu dans la population finale.
Pour créer la génération suivante & partir de la population actuelle, I'algorithme
génétique effectue des calculs stochastiques basés sur des générateurs de nombres
(pseudo-)aléatoires et utilise trois principaux types de régles a chaque itération,
a savoir (i) des régles de sélection pour sélectionner les parents qui contribuent
a la population pour la génération suivante et les enfants d’élite (correspondant
aux individus de la population actuelle avec les meilleures valeurs de la fonction
objectif) qui sont automatiquement transmis a la génération suivante, (ii) des régles
de croisement pour combiner des couples de parents dans la population actuelle pour
former des enfants croisés pour la génération suivante, et (iii) des régles de mutation
pour appliquer de petites modifications aléatoires aux génes des parents afin de former
des enfants mutés pour la génération suivante. Le croisement permet a I’algorithme
génétique d’extraire les meilleurs génes de différents individus et de les recombiner
pour créer des enfants potentiellement supérieurs (avec de meilleures valeurs de la
fonction objectif), tandis que la mutation confére de la diversité génétique a une
population (de sorte que la distance moyenne entre les individus dans une population
soit élevée) et permet & l'algorithme génétique de rechercher dans une région de
I’espace plus large et ainsi favoriser la génération d’individus avec de meilleures
valeurs de la fonction objectif.

Dans le présent travail, un indicateur numérique (fonction-cotit mono-objectif
a valeurs scalaires) a été construit spécifiquement pour chacune des composantes
de 'hyperparamétre a valeurs vectorielles b = (4, £, ¢), permettant ainsi 1'utilisation
d’un algorithme d’optimisation multi-objectif plus simple et plus efficace, a savoir un
algorithme itératif de point fixe. A partir de valeurs initiales convenablement choisies
(afin d’accélérer la convergence de 'algorithme et trouver une solution optimale
globale), I'algorithme itératif de point fixe consiste a résoudre successivement (de
maniére séquentielle) une série de problémes d’optimisation mono-objectif en prenant
tour a tour chacune des composantes de la fonction-cott multi-objectif (& valeurs
vectorielles) comme fonction-cotit mono-objectif (a valeurs scalaires) a minimiser. Cet
algorithme itératif de point fixe est présenté dans l'algorithme 1. En ce qui concerne
le critére de convergence, le processus itératif est arrété lorsque la norme du résidu
entre deux itérations devient inférieure a une certaine tolérance spécifiée en amont par
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'utilisateur pour chacun des trois problémes d’optimisation mono-objectif (2.19a),
(2.19b) et (2.19c¢). Des résultats numériques ont montré que I’algorithme itératif de
point fixe peut atteindre la méme précision que 'algorithme génétique en terme de
convergence mais avec un cott de calcul plus faible (voir les exemples numériques
de validation et d’application aux chapitres 3 et 4). L’inconvénient principal d’un
tel algorithme d’optimisation numérique réside dans le choix des valeurs initiales
utilisées pour démarrer 1’algorithme, ce qui peut étre critique pour la localisation de la
région de convergence globale finale. En effet, si les valeurs initiales choisies sont trop
éloignées de la solution optimale globale du probléme d’optimisation, la convergence
peut étre atteinte avec un cotit de calcul beaucoup plus élevé et pour certaines
solutions optimales locales. Néanmoins, pour le probléme d’optimisation multi-objectif
considéré dans ce travail et résultant d’un probléme inverse statistique multi-échelle,
il est possible de donner une estimation raisonnable (suffisamment proche de la
solution optimale globale) de la valeur initiale pour chacune des composantes de
I'hyperparamétre b = (4, £, ¢) a partir de considérations physiques.

Enfin, on propose de résoudre le probléme d’identification inverse statistique
multi-échelle en utilisant ’apprentissage automatique a travers ’entrainement et
I'utilisation d’un réseau de neurones artificiels [Haykin 1994, Hagan et al. 1996, De-
muth et al. 2014|. Les réseaux de neurones sont particuliérement bien adaptés pour
résoudre les problémes d’approximation de fonctions et de régression non-linéaire.
Dans les problémes d’approximation de fonctions multidimensionnelles, un réseau
de neurones est entrainé sur un ensemble d’entrées et un ensemble correspondant
de cibles (définissant les sorties désirées du réseau de neurones) afin d’apprendre
une relation entrée-sortie non-linéaire. Dans notre probléme d’identification inverse
statistique multi-échelle, les entrées du réseau correspondent & des quantités d’intérét
de sortie du modéle numérique stochastique et les sorties du réseau correspondent aux
hyperparameétres d’entrée du modele numérique stochastique. Le probléme inverse
statistique multi-échelle est alors formulé comme un probléme d’approximation de
fonctions et résolu en utilisant un réseau de neurones artificiels avec des entrées
et des sorties aléatoires. Un réseau de neurones est alors congu pour apprendre la
relation non-linéaire (transformation stochastique) entre les hyperparamétres d’entrée
et certaines quantités d’intérét de sortie du modéle numérique stochastique durant
une phase d’apprentissage préliminaire « hors ligne » (« offline learning phase » en
anglais) potentiellement cotiteuse numériquement. Le (meilleur) réseau de neurones
entrainé peut alors étre utilisé pour identifier la valeur optimale b™*° du vecteur des
hyperparameétres b a partir d’'un vecteur de quantités d’intérét issues des mesures
expérimentales durant une phase de calcul « en ligne » (« online computing phase » en
anglais) peu cotiteuse numériquement. La stratégie proposée consiste a (i) construire
une base de données simulées numériquement en utilisant le modéle numeérique
stochastique a I’échelle mésoscopique pour collecter un ensemble de vecteurs d’hyper-
paramétres d’entrée (uniformément distribués dans un ensemble admissible donné

mese) et un ensemble de vecteurs de quantités d’intérét (suffisamment sensibles a
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Algorithme 1 Algorithme itératif de point fixe pour la résolution du probléme
d’optimisation multi-objectif (2.18)

Entrées: Valeur initiale b° = (6%, £, ¢”) de 'hyperparameétre b, avec 6° € ]0, dgup|,
20 = (£9)1<acq €10, 400[* et € € R™™ avec ngyy, la dimension de la classe de
symétrie

Sorties: Valeur optimale b™° = (g™mes© gmese ¢mes0) de ['hyperparamétre b

1: Démarrer avec la valeur initiale b° = (9, £°, ¢°)

2: Mettre 7 <1

3: tant que critére de convergence non-vérifié faire

4:  Calculer £ = ({!)1<a<aq en résolvant le probléme d’optimisation mono-objectif

£ = argmin J,;"=°(6" 1, £, ¢, (2.19a)
£€]0,+o00[*

5. Calculer ¢° en résolvant le probléme d’optimisation mono-objectif

§' = argmin J"°(5, €', '), (2.19Db)
0€]0,0sup|

6:  Calculer ¢’ en résolvant le probléme d’optimisation mono-objectif

¢ = arg min J™% (@™ 5 £, ¢), (2.19¢)
ce Nsym

7. Mettre a jour la valeur courante b* = (§%, £°, ')
8  Mettre ¢ <— 141
9: fin tant que

meso meso meso
Grmeso, gmeso  gmeso)

10: retourner la valeur optimale b™*° = ( = b’ obtenue a la

derniére itération %

la variation des hyperparamétres a identifier) de sortie du modéle numérique sto-
chastique (processus d’acquisition des données), (ii) entrainer un réseau de neurones
artificiels afin de construire une représentation algébrique ad hoc de la transformation
non-linéaire stochastique entre le vecteur aléatoire B des hyperparameétres d’entrée
et un vecteur aléatoire Q de quantités d’intérét de sortie du modéle numeérique
stochastique (processus d’entrainement /apprentissage et processus de validation),
(iii) évaluer les performances du réseau de neurones entrainé en terme d’erreur qua-
dratique moyenne et d’analyse de régression linéaire sur un ensemble de données de
test (processus de test), et (iv) utiliser le (meilleur) réseau de neurones entrainé pour
'identification inverse statistique de la valeur optimale b™e° = (§mese gmeso gmeso)
du vecteur des hyperparameétres b = (0, £, ¢) sur un sous-domaine mésoscopique en
utilisant la mesure expérimentale associée en entrée du réseau de neurones (processus
d’identification). Cette procédure d’identification peut étre menée directement sans
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faire appel au modeéle numérique stochastique (durant la phase de calcul « en ligne » ),
ce dernier étant utilisé uniquement pour construire la base de données nécessaire
a l'apprentissage du réseau de neurones (durant la phase d’apprentissage « hors
ligne »). En conséquence, cette méthode d’identification par réseau de neurones est
peu coliteuse numériquement, facile & implémenter et & utiliser.

Le modéle numérique stochastique a 1’échelle mésoscopique est utilisé pour générer
une (grande) base de données numériques (indépendamment des mesures expéri-
mentales) a partir de laquelle un réseau de neurones artificiels sera entrainé pour
apprendre la transformation non-linéaire stochastique N du vecteur aléatoire Q des
quantités d’intérét en le vecteur aléatoire B des hyperparamétres, telle que

B =N(Q). (2.20)

Le vecteur aléatoire @Q des quantités d’intérét du modéle numérique stochastique est
défini par Q = (DE, L%, Leﬂ), ot D¢ est le pseudo-ceefficient de dispersion aléatoire
DFf défini par (2.5) et intervenant dans I'indicateur numérique mésoscopique J:2¢°(b),
Lt = (Lf Y ) est le vecteur des pseudo-longueurs de corrélation spatiale définies
par (2.13a) et intervenant dans I'indicateur numérique mésoscopique J;**°(b), et L°%
est le vecteur aléatoire regroupant les n(n + 1)/2 composantes de la matrice aléatoire
[Lef] correspondant & la factorisation de Cholesky de la représentation matricielle
[C*T] du tenseur d’élasticité effectif aléatoire C°T intervenant dans l'indicateur
numérique macroscopique-mésoscopique (multi-échelle) J™WH(g™macre p).

La base de données numériques requise contient un ensemble de vecteurs d’entrée
et de vecteurs cibles (sorties désirées du réseau), ot les vecteurs d’entrée sont des
réalisations statistiquement indépendantes du vecteur aléatoire Q des quantités
d’intérét (correspondant a des sorties du modéle numérique stochastique), et les
vecteurs cibles sont des réalisations statistiquement indépendantes du vecteur aléa-
toire B des hyperparamétres (correspondant & des entrées du modéle numérique
stochastique). Une telle base de données a été simulée numériquement et construite
en résolvant le probléme aux limites stochastique (2.3) défini a 1’échelle mésoscopique
sur un ou plusieurs sous-domaines mésoscopiques pour différentes valeurs du vecteur
aléatoire B des hyperparameétres tirées aléatoirement dans un ensemble admissible
réduit convenablement choisi B2 C B™*°. Pour chaque réalisation b = (4, £, c)
de B = (D, L,C), une réalisation du champ aléatoire gaussien W est générée en
utilisant la représentation spectrale modifiée présentée dans la section 2 du cha-
pitre 3, et la réalisation correspondante du champ d’élasticité aléatoire [C™°(b)] est
calculée en utilisant la représentation algébrique prior présentée dans la section 1.2
du chapitre 1. Enfin, pour cette réalisation du champ d’élasticité aléatoire, une
réalisation de chacune des composantes D¢, L€ et L% du vecteur aléatoire Q des
quantités d’intérét est calculée en résolvant le probléme aux limites stochastique (2.3)
défini a I’échelle mésoscopique et une des méthodes d’homogénéisation numérique
stochastique présentées dans la section 2 du chapitre 1.

Cette base de données associée a I’ensemble des indicateurs numériques est ensuite
utilisée pour entrainer un réseau de neurones artificiels. Un réseau de neurones a une
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structure organisée en plusieurs couches de nceuds (ou neurones) connectés entre eux.
L’architecture d’un réseau de neurones multi-couches (« multilayer neural network »
en anglais) combine ainsi plusieurs couches de traitement non-linéaires, ces derniéres
contenant et étant interconnectées via des nceuds (ou neurones) fonctionnant en
paralléle. Un réseau est constitué d’une couche initiale (appelée couche d’entrée)
suivie de plusieurs couches intermédiaires (appelées couches cachées) et se termine
par une couche finale (appelée couche de sortie) produisant la sortie du réseau. Les
connections entre les neurones sont appelées les poids. La complexité d’un réseau
de neurones augmente avec le nombre de couches cachées et le nombre de neurones
cachés. Les réseaux de neurones traditionnels, dits peu profonds (« shallow neural
networks » en anglais), contiennent généralement une a trois couches cachées avec
plusieurs dizaines de neurones cachés dans chaque couche cachée (nécessitant une
base de données de petite dimension pour 'entrainement du réseau), tandis que les
réseaux de neurones dits profonds (« deep neural networks » en anglais) peuvent
avoir des dizaines voire des centaines de couches cachées avec plusieurs dizaines ou
centaines de neurones cachés dans chaque couche cachée (nécessitant une base de
données de grande dimension pour I'entrainement du réseau). Chacune des couches
cachées et la couche de sortie est paramétrée par des poids et des biais qui constituent
les paramétres ajustables du réseau de neurones. Les valeurs des poids et des biais
sont ajustées durant la phase d’entrainement (ou d’apprentissage) du réseau afin
d’optimiser les performances du réseau & travers 'optimisation d’une fonction de
performance (typiquement l'erreur quadratique moyenne normalisée entre les cibles et
les sorties du réseau) . Le processus d’apprentissage automatique pour la conception
d’un réseau de neurones multi-couches comprend les étapes principales suivantes :

1. Collecte/Acquisition des données;
2. Chargement et pré-traitement de la base de données;

3. Définition de I'architecture, de la configuration et de ’algorithme d’apprentis-
sage du réseau de neurones, et partitionnement de I’ensemble des données en
un sous-ensemble de données d’entrainement, de validation et de test;

4. Initialisation des paramétres ajustables (poids et biais) du réseau de neurones;

N

5. Entrainement (ou apprentissage) du réseau de neurones a partir du sous-
ensemble des données d’entrainement pour optimiser les poids et les biais selon
la fonction de performance (erreur moyenne quadratique normalisée) ;

6. Validation (ou post-entrainement) du réseau de neurones a partir du sous-
ensemble des données de validation pour stopper l'algorithme d’apprentissage
au cours de I’entrainement du réseau ;

7. Utilisation du réseau de neurones entrainé pour évaluer ses performances a
partir du sous-ensemble des données de test ;

8. Processus itératif pour trouver le meilleur réseau de neurones entrainé.
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5.3 Modéle probabiliste des hyperparamétres aléatoires

En suivant la stratégie présentée dans la section 2.3 et en utilisant les méthodes et
les algorithmes associés décrits dans la section 5.2 pour le probléme inverse statistique
multi-échelle, la résolution du probléme d’optimisation mono-objectif (2.17) conduit
au paramétre optimal (déterministe) @™ du modeéle déterministe du tenseur
d’élasticite C™2"°(a) a I’échelle macroscopique, puis la résolution du probléme
d’optimisation multi-objectif (2.18) sur un sous-domaine mésoscopique 2™*° donné
conduit & 'hyperparamétre optimal (déterministe) b™*° du modéle stochastique
prior du champ de tenseur d’élasticité C™*°(b) a 'échelle mésoscopique. Néanmoins,
lorsque la méthode d’identification inverse statistique est appliquée sur plusieurs
(différents) sous-domaines mésoscopiques (sans recouvrement entre eux) au sein du
méme domaine macroscopique, les résultats numériques obtenus montrent une légére
variation dans la valeur optimale b™° identifiée d'un sous-domaine mésoscopique & un
autre, bien que la convergence statistique des espérances mathématiques intervenant
dans les trois indicateurs numériques J°(b), J *°(b) et J™UH (@™ b) soit
maitrisée. L’explication en a été donnée dans le dernier paragraphe de la section 1.
Comme déja évoqué, nous construisons ci-aprés le modéle probabiliste du vecteur
aléatoire B = (D, L,C) dont by"*°,... b5™°® sont supposés étre @ réalisations
statistiquement indépendantes obtenues en résolvant le probléme d’optimisation
multi-objectif (2.18) en utilisant @) informations expérimentales (pour @ différents
sous-domaines mésoscopiques). Le modéle probabiliste de B est construit a ’aide du
principe du MaxEnt, ce qui permet de déterminer la fonction de densité de probabilité
pg: b — pp(b) du vecteur aléatoire B. En supposant que les trois composantes
D, L et C de B soient statistiquement indépendantes, la fonction de densité de
probabilité pg peut étre simplement définie comme le produit des fonctions de

densité de probabilité pp, pr, et pc de D, L et C, respectivement, et on a, pour tout
b= (5,2, c) € B0,

pB(b) = pp(d) xpL(£) xpc(c). (2.21)

Pour le paramétre de dispersion aléatoire D, outre la condition de normalisation
usuelle qui doit étre satisfaite par sa fonction de densité de probabilité pp, la propriété
fondamentale qu’il convient de prendre en compte comme information disponible
dans la construction du modeéle probabiliste de D est la suivante : le support de pp est
connu et donné par supp(pp) = 0, dsupl, avec dgup = 1/(n+1)/(n +5) = /7/11 =
0.7977 < 1 (avec n = 6 en élasticité linéaire), i.e. D est une variable aléatoire a
valeurs positives p.s. bornée supérieurement par dg,,. Par la suite, en considérant
cette information disponible comme la seule contrainte a satisfaire, le principe du
MaxEnt conduit & une loi uniforme sur |0, dgyp| :

pp(0) = !

110,65,1(0), (2.22)

(5sup
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ott 1jg,,,[ est la fonction indicatrice de l'intervalle |0, dgyp[ telle que 1y045,,.((0) = 1 si
o€ ]O , 5sup[ et 1]0,55‘“)[(5) =0sid Q ]0 , (5sup[.

Pour le vecteur aléatoire des longueurs de corrélation spatiale L = (L1, ..., Ly),
les d composantes aléatoires (& valeurs positives) Ly, ..., Lq sont modélisées comme
des variables aléatoires statistiquement indépendantes, et par conséquent la fonction
de densité de probabilité py, de L correspond au produit des fonctions de densité
de probabilité pr,, ..., pr, des longueurs de corrélation spatiale aléatoires Ly, ..., Lg.
On a alors, pour tout £ = (£y,...,0;) € R?,

pr(€) = pr,(01)x. .. xpr,(Lq). (2.23)

Outre la condition de normalisation usuelle qui doit étre satisfaite par les fonctions
de densité de probabilité pyr,,, ..., pr,, les propriétés fondamentales qu’il convient de
prendre en compte comme informations disponibles sont les suivantes : (i) les supports
depr,,...,pL, sont connus et donnés par supp(pr,) = --- = supp(pr,) = 0, +oo], (ii)
les valeurs moyennes E{L;}, ..., E{Ly} sont connues et données par les estimations
statistiques %Zqul 0T % Zqul 45 respectivement, et (iii) E{log(L)} =
vy,...,E{log(Lq)} = v, avec |v],. .., vyl < 400 des parameétres donnés (voir [Soize
2000, Soize 2001]), ce qui implique que L; ™, ..., Ly sont des variables aléatoires
du second ordre (i.e. E{L;"?} < +o0,...,E{Ls %} < +00), et donc la probabilité
qu’elles prennent des valeurs proches de zéro est quasi-nulle, ce qui interdit un champ
aléatoire de propriétés élastiques dégénéré en un bruit. Le principe du MaxEnt im-
plique alors que Ly, ..., Ly sont des variables aléatoires statistiquement indépendantes
de loi Gamma avec des paramétres positifs (a1, b1), . . ., (a4, ba), respectivement. On in-
troduit les vecteurs des hyperparamétres s; = (a1, b1),...,8q4 = (aq,ba) €10, —i—oo[2.

Pour la modélisation probabiliste du vecteur aléatoire C, on considére un modéle
probabiliste ad hoc pour les tenseurs d’élasticité aléatoire qui présente p.s. certaines
propriétés de symétrie matérielle. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [Guilleminot
et Soize 2013a| pour une construction détaillée de ce modéle probabiliste et une
caractérisation rigoureuse de la dépendance statistique entre les composantes algé-
briquement indépendantes des tenseurs d’élasticité aléatoires ayant p.s. certaines
propriétés de symétrie matérielle parmi les six classes de symétrie élastique linéaire
les plus élevées (allant de l'isotropie jusqu’a l'orthotropie). Nous présentons ici le
modeéle probabiliste d'une matrice d’élasticité aléatoire qui appartient p.s. a la classe
de symétrie isotrope Mi*°(R) (correspondant aux exemples numériques présentés aux
chapitres 3 et 4). Tout d’abord, en utilisant les représentations algébriques usuelles
de Walpole établies dans [Walpole 1984] pour les tenseurs d’élasticité possédant des
propriétés de symétrie matérielle, on montre que la matrice d’élasticité aléatoire [C],
qui appartient p.s. a la classe de symétrie isotrope M5°(R) de dimension ngy, = 2,
peut étre décomposée sous la forme |Guilleminot et Soize 2013a]

[C] = 3C,[E1] + 2C,[Eo], (2.24)
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ot les deux composantes C'; = K et 'y, = M du vecteur aléatoire C sont des variables
aléatoires a valeurs positives, correspondant respectivement au module d’élasticité
isostatique aléatoire et au module de cisaillement aléatoire de la matrice d’élasticité
aléatoire [C] & valeurs dans la classe de symétrie isotrope MI°(R). {[E}], [F>]} est
la représentation matricielle de la base tensorielle classique de Walpole {Fy, F»}
des tenseurs d’élasticité isotrope d’ordre quatre, ot F; et Ey sont les deux tenseurs
symétriques d’ordre quatre définis par {E1 }ijm = (0:50k)/3 et {Ea}iju = {I }iji —
{E1}ijki, respectivement, avec I le tenseur identité (ou tenseur unité) symétrique
d’ordre quatre tel que {I};ju = (didj + 6i0;1)/2, avec 6;; le symbole de Kronecker
tel que 0;; = 1sii=jet d;; =0sii# j. Outre la condition de normalisation usuelle
qui doit étre satisfaite par la fonction de densité de probabilité pc, les propriétés
fondamentales qu’il convient de prendre en compte sont les suivantes : (i) la valeur
moyenne E{C'} est connue et donnée par l'estimation statistique % Zqul c°, et (ii)
E{log(det([C]))} = vc avec |ve| < 400 un parameétre donné (voir [Soize 2000, Soize
2001]), ce qui implique que [C] et son inverse [C]~! sont des matrices aléatoires du
second ordre (i.e. E{||[C]||%} < +oo et E{||[C]7!]|%} < +00) et par conséquent on
assure, avec la propriété de définie positivité de [C], que le probléme aux limites
elliptique stochastique sous-jacent admet une solution aléatoire du second-ordre
unique. Le principe du MaxEnt implique que C'; et C, sont deux variables aléatoires
statistiquement indépendantes qui suivent toutes les deux une loi Gamma avec les
paramétres positifs (1 — A, 1/A;) et (1 —5X,1/\y), respectivement, ou A € |—oo,1/5],
A1 > 0 et Ag > 0. La fonction de densité de probabilité pc du vecteur aléatoire
C = (C,,C,) correspond au produit des fonctions de densité de probabilité po, et
pc, des variables aléatoires C; and C,. On a alors, pour tout ¢ = (c1, ;) € RT xR*,

pe(€) = pe, (1) Xpe, (), (2.25)

ot les fonctions de densité de probabilité marginales pc : ¢1 — pe, (c1) et pe,: ca —
pc,(c2) de C) et Oy sont respectivement définies de R* dans R* par

pe, (c1) = g+ (c1)kier M exp (=Aier) (2.26a)
pe,(c2) = g+ (co)kaco ™™ exp (—Aaca) (2.26Db)

dans lesquelles k; = A" /T(1 — ) et ky = X' 7" /T(1 — 5)) sont les constantes
de normalisation. On introduit le vecteur des hyperparamétres s = (A, Ay, \y) €
]—00,1/5[x]0, +oo[*.

Finalement, le modéle probabiliste de B = (D, L, C) fait intervenir le vecteur
des hyperparameétres inconnu s = (81,...,84,8) = (a1,b1,...,aq,bq, A\, A1, A2) appar-
tenant a ensemble admissible S = (]0, +00[*)?x]—00,1/5[x]0, +oc[* et contenant
tous les hyperparamétres des différents modéles probabilistes construits explicitement
ci-dessus qui doivent étre identifiés. La valeur optimale s°?' de s est déterminée en
utilisant la méthode MLE avec les données disponibles qui sont les () réalisations
statistiquement indépendantes by"*°, ... b5™° du vecteur aléatoire B résultant de
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la procédure d’identification inverse statistique appliquée sur les () différents sous-
domaines mésoscopiques (2", ... Q7®° sans recouvrement entre eux. La méthode
MLE consiste alors a calculer la valeur optimale s°P* de s qui maximise la fonction
de log-vraisemblance en résolvant le probléme d’optimisation suivant

s = argmax L(s; b"™°, ..., bp™), (2.27a)
seS
oit 8 = L(bY'°, ..., b5™°; s) est la fonction de log-vraisemblance pour les @ réalisa-
tions indépendantes b7, ... b** de B qui est définie pour tout s € S par
Q
L(s:b7°°, ..., b5™) = log(ps(b); s)). (2.27b)
q=1

La précision de la valeur optimale identifice s°P' est d’autant plus élevée que le
nombre () de sous-domaines mésoscopiques est grand mais au détriment d’un cofit
de calcul plus élevé.

Enfin, la valeur optimale b°* de ’hyperparamétre b € B™*° est calculée en
résolvant le probléme d’optimisation suivant

b°P" = arg max pg(b; s°). (2.28)
beBmeso

La valeur optimale b°P* de b correspond a la valeur la plus probable prise par le
vecteur aléatoire B suivant la loi de probabilité identifiée et représentée par sa
fonction de densité de probabilité pg(-; s°P") paramétrée par s°Pt.

6 Bilan

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons présenté les hypothéses retenues dans
le cadre de la théorie de I’élasticité linéaire, la stratégie d’identification statistique
multi-échelle avec les améliorations proposées dans ce travail, incluant la construction
des différents indicateurs numériques pour la reformulation du probléme inverse
statistique multi-échelle en un probléme d’optimisation multi-objectif et les méthodes
numériques pour la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif. La méthode
d’identification statistique multi-échelle permet d’identifier le modéle déterministe
du tenseur d’élasticité a I’échelle macroscopique et le modéle stochastique prior du
champ de tenseur d’élasticité aléatoire a 1’échelle mésoscopique pour un matériau
constitué par une microstructure hétérogeéne aléatoire pour laquelle il existe une
séparation d’échelles entre les échelles macroscopique et mésoscopique. Ce probléme
inverse statistique multi-échelle est formulé comme un probléme d’optimisation multi-
objectif multi-échelle puis décomposé en un probléme d’optimisation mono-objectif
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pour identifier les parameétres du modeéle déterministe a 1’échelle macroscopique, et
un probléme d’optimisation multi-objectif pour identifier les hyperparamétres du
modele stochastique prior a 1’échelle mésoscopique. Les améliorations apportées par
rapport a la méthodologie initialement introduite dans [Nguyen et al. 2015| portent
sur (i) 'introduction d’un indicateur numérique mésoscopique supplémentaire dans
la formulation du probléme d’optimisation multi-objectif permettant 'emploi d’un
algorithme d’optimisation plus efficace numériquement que 'algorithme génétique
utilisé dans [Nguyen et al. 2015], & savoir un algorithme itératif de point fixe,
afin de réduire le cott de calcul de la méthode d’identification statistique multi-
échelle considérée, et (ii) l'introduction d’une modélisation probabiliste ad hoc des
hyperparamétres du modéle stochastique prior afin d’améliorer la robustesse de la
méthode d’identification inverse statistique lorsque cette derniére est appliquée sur
plusieurs sous-domaines mésoscopiques contenus dans le domaine macroscopique de
I’échantillon.
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Validation numérique de la méthode d’identification multi-échelle sur des
70 matériaux virtuels fictifs en élasticité linéaire 2D et 3D

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une validation numérique de la méthodolo-
gie d’identification multi-échelle améliorée développée au chapitre 2 dans le cadre
de I'élasticité linéaire en 2D sous ’hypothése des contraintes planes et en 3D sur
des matériaux virtuels fictifs pour lesquels les propriétés mécaniques macrosco-
piques et mésoscopiques sont connues. Les champs cinématiques « expérimentaux »
multi-échelles requis sont obtenus par des simulations numériques en utilisant une
réalisation aléatoire du champ d’élasticité aléatoire (voir section 1 du chapitre 1)
non pas restreint de R? a un sous-domaine mésoscopique Q™*° mais restreint au
domaine macroscopique entier (2™ de 1’échantillon pour une valeur expérimen-
tale donnée by,7° de 'hyperparameétre b € B™*°. La solution d’un probléme aux
limites déterministe sur ce domaine macroscopique 2™ est alors calculée pour
une réalisation d’un champ d’élasticité hétérogeéne aléatoire dont les longueurs de
corrélation spatiale correspondent aux tailles caractéristiques des hétérogénéités a
I’échelle microscopique. Ce probléme aux limites déterministe est résolu par une
méthode numérique classique (méthode des éléments finis) dont le cotit numérique
est élevé et potentiellement prohibitif en 3D (i.e. pour d = 3), ce que permet d’éviter
les méthodes d’homogénéisation numérique, mais nous en avons besoin pour simuler
complétement la base de données « expérimentales » multi-échelles. Les champs
cinématiques « expérimentaux » requis a I’échelle mésoscopique sont alors calculés
comme la (les) restriction(s) des champs cinématiques solutions de ce probléme aux
limites sur un ou plusieurs sous-domaine(s) mésoscopique(s) 7%, ... QF=° (avec
@ > 1). La valeur « expérimentale » agi™ du paramétre a € A™* est calculée en
utilisant une des méthodes d’homogénéisation numérique stochastique présentées
dans la section 2 du chapitre 1 en prenant comme VER le domaine macroscopique
entier Q™2 Enfin, les données « expérimentales » requises a ’échelle macroscopique
sont calculées comme la solution d’'un probléme aux limites déterministe sur le
domaine macroscopique Q2™**°. Nous précisons tout d’abord les caractéristiques de la
configuration expérimentale, nous spécifions ensuite les modéles numériques détermi-
niste et stochastique utilisés, et nous présentons enfin des études de convergence et de
sensibilité avant d’exposer les résultats de la méthode d’identification multi-échelle.

Avant d’entreprendre les exemples de validation numeérique, nous allons tout
d’abord présenter une modification de la méthode de représentation spectrale (ou
méthode d’approximation de Shinozuka) utilisée dans ce travail de recherche pour
la génération des germes stochastiques gaussiens dans la construction du modéle
stochastique prior de C™*°(b) (voir section 1.3 du chapitre 1). Les améliorations
présentées ici permettront de gommer la quasi-périodicité du champ stochastique
gaussien que ’on observe numériquement pour un pas d’échantillonnage spectral trop
élevé mais que I'on souhaite limiter car le cotit numérique de la représentation spectrale
classique (3.1) devient trés vite prohibitif lorsqu’elle est utilisée conjointement avec la
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méthode de simulation numérique de MC et, que les longueurs de corrélation spatiale
ly,...,¢4 du champ stochastique gaussien W sont trés petites devant la taille du
(des) sous-domaine(s) mésoscopique(s) considéré(s).

2 Introduction d’une méthode de Shinozuka modi-
fiée pour la représentation de champs aléatoires
gaussiens

La représentation algébrique du tenseur aléatoire d’élasticité apparent a ’échelle
mésoscopique, pour lequel nous utilisons un modéle stochastique prior, introduit
un certain nombre de champs gaussiens normalisés, que nous appelons « germes
stochastiques gaussiens ». Dans le cadre de la méthode de simulation numérique
de MC, il est nécessaire de construire des réalisations statistiquement indépendants
des « germes stochastiques gaussiens », et pour cela, nous utilisons la représentation
spectrale introduite dans [Shinozuka 1971, Shinozuka et Wen 1972, Shinozuka et
Jan 1972|, puis détaillée dans |[Poirion et Soize 1989, Poirion et Soize 1995]. Cette
représentation permet une utilisation directe de la méthode de simulation numérique
de MC puisqu’elle nous donne une expression entre les « germes stochastiques
gaussiens » et un ensemble de variables aléatoires statistiquement indépendantes.
Une forme améliorée de cette représentation spectrale de champs aléatoires gaussiens
est donnée dans |[Poirion et Soize 1989, Poirion et Soize 1995| sous la forme suivante

W’Y(a:‘) = \/2X2—7T>< . ’de Z Z \/ /{:Bl,gl S(kgd;fd)

pf1=1 Ba=1
X Zglmgd Ccos (@51.“5(1 + ]Cgll’l + 4 k?gdxd) , (31)

ou la fonction s est définie par (1.27) dans la section 1.3 du chapitre 1, avec
Zﬁlmﬁd = _log(wﬁl--ﬂd)v ol {gpﬂuﬂd? W/Blmﬁd}lgﬁl,--wﬁdg'y est un ensemble de va-
riables aléatoires a valeurs positives statistiquement indépendantes telles que @, 3,
soit de loi uniforme sur [0,27] et ¥, 3, soit de loi uniforme sur [0,1]. Pour une
telle représentation, il a été prouvé que, pour tout v > 1, W7 est un champ aléa-
toire gaussien, centré, stationnaire en moyenne d’ordre deux et dont la fonction
d’autocorrélation Ry~ s’écrit

Ry (x — ') = E{W" () W7 (x') }

1 27
= _—X—X-- (kgy; 1) X (kg t
2" 6 wdzl 621 i) (ki )
X COS (kﬁl(‘rl - xl) et kﬂd(xd - xii)) ’ (32)

telle que Ry~ (x—a') — Ry (x—x') lorsque v — 400 au sens des fonctions intégrables
sur R?. On en retient que, pour cette représentation spectrale, le champ aléatoire W7



Validation numérique de la méthode d’identification multi-échelle sur des
72 matériaux virtuels fictifs en élasticité linéaire 2D et 3D

converge en loi vers le « germe stochastique gaussien » W introduit dans la section 1.3
du chapitre 1, que cette représentation contient 7¢ termes, que pour tout v > 1,
W7 est p.s. un champ aléatoire gaussien centré, et que sa fonction d’autocorrélation
converge vers celle de W quand v — +00. Des difficultés numériques apparaissent
lorsque le domaine sur lequel est simulé W7 est grand devant les longueurs de
corrélation spatiale /1, ..., 4. Dans ce cas, nous observons une périodicité des valeurs
simulées numériquement du champ aléatoire W7. La figure 3.1 (& gauche) montre
un exemple de simulation numérique de W7 pour d = 2, v = 10, ¢; = {5 = 20 pm
sur un sous-domaine mésoscopique Q2™ =]0,1073[x]0, 1073 en [m]. On observe
bien la périodicité de la simulation numérique du champ aléatoire 7. Notre objectif
est de proposer une représentation spectrale alternative des « germes stochastiques
gaussiens » qui puisse gommer cette périodicité pour de faibles valeurs du nombre
de termes. La représentation spectrale modifiée que nous proposons pour une telle
accélération de convergence est présentée ci-dessous,

,
W7 (x) :\/%XQE—TX'“XQE—:;\/S (Klﬂ§€1)X~~'XS<K5§£d>

x ZP cos (¢6+KIB$1+---+K5$d>, (3.3)

ou la fonction s est définie par (1.27) dans la section 1.3 du chapitre 1, et dans laquelle
nous avons introduit v variables aléatoires statistiquement indépendantes K, ..., K7

a valeurs dans R? qui s’écrivent K” = (Kf,...,Kg) pour tout g = 1,...,v et

ol Klﬁ g K 5 sont d variables aléatoires statistiquement indépendantes de lois
uniformes sur [—7 /0, 7/l1], ..., [=7/lq,7/lg], respectivement ; &' ... &7 sont v
variables aléatoires a valeurs positives statistiquement indépendantes et de lois uni-
formes sur [0, 27]; et enfin Z', ... Z7 sont v variables aléatoires & valeurs positives
statistiquement indépendantes qui s’écrivent Z? = /—log(¥F), ot W', ... ¥ sont
~ variables aléatoires a valeurs positives statistiquement indépendantes et de lois
uniformes sur [0, 1]. Pour cette représentation spectrale modifiée, on peut mon-
trer que, pour tout v > 1, W7 est un champ aléatoire centré et dont la fonction
d’autocorrélation est telle que

Ry~ (x — ') = E{W(x) W(z')} = Ry (x — x). (3.4)

Pour tout & € RY, soit la variable aléatoire Y# définie par

2 2
yB :\/QX—WX-'-XE—W s(Kf;€1>x---xs<K5;€d>
d

b
x 78 cos (@5 F KB Kgxd) . (3.5)
Il est trivial que les variables aléatoires Y'!, ..., Y7 sont centrées et statistiquement

indépendantes et de méme loi de probabilité. Ainsi, d’aprés le théoréme de la limite
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centrale, la suite de variables aléatoires {1/,/7> ), Y#}.~1 converge en loi quand
v — 400 vers une variable aléatoire de loi gaussienne. Ceci permet de montrer que
la représentation spectrale modifiée de W7 converge en loi vers un champ aléatoire
gaussien quand 7 — +o00. On en retient que, pour cette représentation spectrale
modifiée, le champ aléatoire W7 converge en loi vers un champ gaussien, que cette
représentation contient v termes, que pour tout v > 1, le champ aléatoire W7
est centré et sa fonction d’autocorrélation est égale a celle de W. La figure 3.1 (a
droite) montre un exemple de simulation numérique de W7 pour d = 2, v = 100,
¢; = ly = 20 pm sur un sous-domaine mésoscopique 2m*° = ]0,1073[x]0, 1073
en [m|. Contrairement a la représentation spectrale initiale (3.2) (sur la figure a
gauche), on observe aucune périodicité dans la représentation spectrale modifiée (3.3)
(sur la figure a droite) pour le méme nombre de termes dans la représentation
spectrale (72 = 10> = 100 a gauche et v = 100 & droite). Cette accélération de
convergence se paye au prix que W? n’est plus un champ gaussien quelque soit
la valeur de 7. Cependant, contrairement a la représentation spectrale initiale, la
fonction d’autocorrélation de W7 est égale a celle de W pour toute valeur de . La
périodicité est gommeée pour de petites valeurs v > v, avec 7y un entier dépendant
du rapport entre la taille du domaine mésoscopique et les longueurs de corrélation
spatiale, grace aux nombres d’ondes aléatoires K7 qui font que les harmoniques des
termes de la représentation spectrale sont de période non commensurable. L’étude de
la convergence statistique de 'estimateur de la fonction d’autocorrélation Ry~ est
présentée sur les figures 3.2 et 3.3, avec une valeur de v = 10, pour un nombre N, = 10
(figures 3.2a et 3.3a), N, = 100 (figures 3.2b et 3.3b), Ny, = 1000 (figures 3.2c et 3.3¢c)
et Ny, = 10000 (figures 3.2d et 3.3d), de réalisations statistiquement indépendantes de
W7. Dans le tableau 3.1, les erreurs relatives au sens des fonctions de carré intégrables
des estimateurs statistiques de n — Ry~ (n) avec n = (1,0) et n — Ry~ (n) avec
1n = (0,7n) sont reportées en fonction de N;. On observe, pour les deux estimateurs
statistiques, un taux de décroissance de l'erreur relative en 1/+4/Ny, ce qui correspond
au taux de convergence normal pour la méthode de simulation numérique de MC.

TABLEAU 3.1 — Erreurs relatives pour différentes valeurs de N, pour les estimateurs
statistiques des fonctions d’autocorrélation n — Ry~ (m) avec n = (n,0) et n —

Ry (n) avec n = (0,n)

Ny 10 | 100 | 1000 | 10000
Erreur relative suivant z; [%]| | 285 | 101 | 33 13
Erreur relative suivant x5 (%] | 215 | 116 | 38 18
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FI1GURE 3.1 — Comparaison d’une réalisation de W7 simulé numériquement & partir
de I'approximation spectrale initiale (3.2) (a gauche) avec v = 10 (correspondant &
7?2 = 100 termes) et de 'approximation spectrale modifiée (3.3) (a droite) avec v = 100
(correspondant & v = 100 termes également) sur un sous-domaine mésoscopique

Qmeso

3 Validation numérique sur un essai virtuel de
compression en élasticité linéaire 2D contraintes
planes

Pour ce premier exemple de validation numérique en élasticité linéaire 2D sous
I’hypothése des contraintes planes, on considére un domaine macroscopique carré
ouvert borné Q™ C R? défini dans un repére cartésien fixe (O, 21, x2) de 'espace
physique euclidien bidimensionnel R?, tel que Q™2™ =]0,1072[x]0, 107 en [m] (de
dimensions 1x1 cm?) (voir figure 2.1). On introduit également un ensemble de @ = 16
sous-domaines mésoscopiques carrés 2"%°, ... ,Qgeso sans recouvrement entre eux
contenus dans Q™% et de dimensions 1x 1 mm? (voir figure 2.1). D’une part, des
conditions aux limites de Neumann non-homogénes sont appliquées sur la frontiére
supérieure Iy = {z, € [0,107%], 2, = 107%} C 9™ en [m], qui est soumise a
un champ de force linéique déterministe donné f™2" uniformément réparti, dirigé
suivant la direction (verticale descendante) —xq avec une intensité de 5 kN telle que
|| F2er|| = 500 kN /m, tandis que des conditions aux limites de Neumann homogénes
(nulles) (i.e. des conditions de bord libre d’effort) f™*° = 0 sont imposées sur les
frontieres gauche et droite I'y4™ = {1 € {0,107%}, 25 € [0,107%]} C 9™ en [m)].
D’autre part, des conditions aux limites de Dirichlet homogénes (nulles) u™*™ = 0
sont appliquées sur la frontiére inférieure I'52"° = {z; € [0, 1072, 2, = 0} C Qmacre
en [m|, qui est par conséquent bloquée en déplacement (ou encastrée).
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FIGURE 3.2 — Evolutions de la fonction d’autocorrélation Ry~ (7, 0) en fonction de

n (en bleu), au centre d’'un sous-domaine mésoscopique 2™%° du champ aléatoire

W7 simulé numériquement a partir de 'approximation spectrale modifiée (3.3) avec

~v = 10 pour différentes valeurs de Ny, et de la fonction d’autocorrélation exacte p
(en rouge) définie par (1.22)

3.1 Paramétrage des modéles macroscopique et mésosco-
pique

A Déchelle macroscopique, le matériau est supposé étre déterministe, homogéne
(i.e. constant dans 'espace, et donc indépendant de ), & comportement élastique
linéaire isotrope. Pour la modélisation et I'identification dans le cadre de 1’élasticité
linéaire 2D, la représentation matricielle [S™*"] du tenseur de souplesse effectif
déterministe d’ordre quatre S™*™ et celle [C™*] € M®°(R) du tenseur d’élasticité
effectif déterministe d’ordre quatre C™*° avec n = d(d + 1)/2 = 6 en élasticité
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FIGURE 3.3 — Evolutions de la fonction d’autocorrélation Ry~ (0,7) en fonction de

n (en bleu), au centre d’'un sous-domaine mésoscopique 2™%° du champ aléatoire

W7 simulé numériquement a partir de I'approximation spectrale modifiée (3.3) avec

~v = 10 pour différentes valeurs de Ny, et de la fonction d’autocorrélation exacte p
(en rouge) définie par (1.22)

linéaire 3D (pour d = 3), sont introduites en utilisant une notation non-classique de
Voigt-Mandel [Nguyen et al. 2015], telles que

[Smacro] elis el — {Smacro}ijkh

macro macro (3 . 6)
© ][e]ij[e]kl ={C Figkis

ot DN W
=~ Ot O

1
avec [e] = |3
6

ou de maniére équivalente, [S™*°],, = {Sma°} i et [C™2°),, = {C™* ™}k
pour 1 < I,J < 6, ou l'indice I (resp. J) correspond aux indices ij (resp. kl)
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conformément aux régles de correspondance (non-classiques)! : 1 < 11, 2 <+ 22,
3 < 12 0u 21,4 < 33,5 < 23 ou 32, 6 +> 13 ou 31. Une telle représentation
matricielle (avec une numérotation non-usuelle) est particuliérement bien adaptée
a la modélisation en élasticité linéaire 2D, dans la mesure ou la matrice [CH]
d’élasticité (3x3) correspond au premier bloc (3x3) en haut a gauche de la matrice
[C™acre] d’élasticité macroscopique (6 X 6) sous 'hypothése des déformations planes,
tandis que la matrice [S52°] de souplesse (3x3) correspond au premier bloc (3% 3)
en haut a gauche de la matrice [S™*™] de souplesse macroscopique (6 x6) sous
I’hypothése des contraintes planes. Dans le cadre de la théorie de ’élasticité linéaire

3D, la matrice de souplesse effective [S™*™| et la matrice d’élasticité effective

correspondante [C™°] = [§macr]~1 ¢ ME°(R) peuvent alors étre écrites comme
r 1 v v 7
EF 0 -z 0 0
_Z - 0o = 0 0
E FE o(1 E
o o X ; ) 0 0
[Smacro] _ y ” . 1 0 0 (37&)
E E E
2(1+v)
0 0 0 0 I3 0
2(1+v)
I 0 0 0 0 0 7
et
[1—-v v 0 v 0 0
v 1-v 0 v 0 0
1-2
0 0 - 0 0
(O] = = i 0 0
(1+v)(1-2v) | ¥ v Y ’
0 0 0 0 0
1—-2
0 0 0 0 0 Y
) (3.7b)

dans lesquelles F et v sont respectivement le module d’Young et le coefficient de
Poisson du matériau élastique isotrope a 1’échelle macroscopique. En 2D sous ’hypo-

theése des contraintes planes, la matrice de souplesse effective [S55°°] et la matrice

1. Contrairement a la représentation matricielle non-classique (3.6), la représentation matricielle
classique de Voigt-Mandel est définie par la matrice de correspondance

1 6 5
e]=16 2 4],
[5 4 3]

ou de maniére équivalente, par les régles de correspondance classiques entre I'indice I (resp. J) et
les indices ij (resp. kl) : 1 <> 11,2422, 34> 33,4 <> 23 ou 32, 5 <> 13 ou 31, 6 <> 12 ou 21.
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d’élasticité effective correspondante [Chacr] = [Smacro]=1 ¢ M°(R) peuvent étre
écrites comme

1 v [ 3k + 3k —2u
— - 0 i
9k 18k
[ macro] _ EI/ IE 0 o _3’{ E 2H 3K ‘I‘ﬁ (3 8 )
®» T |\"E E - 18k Irep ’ o8
2(1+4v) 1
0 0 0 0 —
E i ]
et
G 4u(3k +p) 23k — 2p)
Ypr b 3k + 4p 3k + 4p
[Cmacro] — 5 5 0 = | 2u(3k —2u)  4Ap(3k + p) ’
1—v2 1—v
0 0 E 3k +4p 3k +4p
! 2(1 +v) | 0 0 [

(3.8b)
dans lesquelles k = F/(3(1 —2v)) et u = E/(2(1+v)) sont respectivement le module
d’élasticité isostatique et le module de cisaillement du matériau élastique isotrope a
I'échelle macroscopique. Rappelons que [S55°°] peut étre obtenue directement par
extraction du premier bloc (3x3) en haut a gauche de la matrice [S™2°™] de souplesse
macroscopique (6x6) en raison de la notation de Voigt-Mandel non-classique considé-
rée, tandis que [C55°"] peut étre obtenue indirectement par inversion de [SH5<°] et
ne correspond & aucun bloc (3x3) de la matrice [C™2"] d’élasticité macroscopique
(6x6) (ni avec la numérotation de Voigt-Mandel classique ni avec la numérotation non-
classique considérée ici). Les deux matrices [SH°(a)] et [CH2°(a)] dépendent d'un
paramétre & valeurs vectorielles @ = (k, 1) impliquant seulement deux constantes
élastiques algébriquement indépendantes pour un matériau élastique isotrope, a
savoir le module d’¢élasticité isostatique x et le module de cisaillement p a 1’échelle
macroscopique, correspondant a un module d”Young macroscopique F = 9kpu/(3k+ )
et & un ceefficient de Poisson macroscopique v = (3x — 2u)/(2(3k + ). En par-

macro (Rmacro macro) avec

ticulier, nous avons choisi la valeur expérimentale agi™ = (kgp™, Hexp

Kewp = 13.901 GPa et pg ™ = 3.685 GPa, correspondant a Eg5"® = 10.158 GPa

ex exp exp

et voate = 0.3782.

exp

A T’échelle mésoscopique, le matériau est supposé étre aléatoire, hétérogéne, a
comportement élastique linéaire anisotrope, avec un modéle moyen isotrope (simi-
laire & celui du modéle déterministe a 1’échelle macroscopique) et des fluctuations
statistiques anisotropes. Rappelons que le champ de tenseur d’élasticité aléatoire
d’ordre quatre C™*° et le champ de souplesse aléatoire correspondant S™° sont
représentés par le champ d’élasticité aléatoire [C™°] & valeurs dans M (R) et le
champ de souplesse aléatoire correspondant [S™°] & valeurs dans M (R) en utilisant
la notation de Voigt-Mandel non-classique introduite précédemment. Dans le cadre
de la théorie de I'élasticité linéaire 3D, la matrice de souplesse moyenne [S™] et la
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matrice d’élasticité moyenne correspondante [C™*°] = [S™*°]~! € ME°(R) peuvent
alors étre écrites comme
- 1 Z Z -
E — 1E 0 _E 0 0
v v
= — = 0
L £ 0 L ’
2(1
0 0 % 0 0 0
[ﬁmeso] — v v E 1 0 0 s (39&)
E E E 1w
2(1+v
0 0 0 0 — 0
N (1+v)
201 +v
0 0 0 0 0 —
L E
et
[1—-v v 0 v 0 0 |
v 1l-v 0 v 0 0
o 0 =% 0 0
[ meso] o E 2
SRR T N R S
0 0 0 0 5 — 0
1—-2v
0 0 0 0 0
) (3.9b)

dans lesquelles £ et v sont respectivement le module d’Young moyen et le ceefficient
de Poisson moyen a 1’échelle mésoscopique. En 2D sous ’hypothése des contraintes
planes, la matrice de souplesse moyenne [S55°] et la matrice d’élasticité moyenne

[C55%°] = [Sh5*]~! € ME°(R) peuvent étre écrites comme
-1 v 1 [ 3K+ [ _35_2H 1
E B T
v 1 K — 2/ K+
meso] _ | _ — _ 0 — | = — — O 1
19557 E E 1850 Ot , (3.10a)
2(1+v) - - 1
0 0 7 0 0 -
L E=4 . B E_
et
[ E . Lv . 0 | [ Ap(Br+p)  2u(3k —2p) ]
151/2 1—EZ 3k + 4 3k + 4p
C3 =10 72 0 | =|2Ce-20) 4Bstp .
O_ O_ E 3+ 4p 3k +4p
i 20+v)] L 0 0 [
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dans lesquelles k = E/(3(1 — 2v)) et u = E/(2(1 + v)) sont le module d’élasticité
isostatique moyen et le module de cisaillement moyen & I’échelle mésoscopique. Rap-
pelons que [S55*°] peut étre obtenue directement par extraction du premier bloc (3x3)
en haut a gauche de la matrice [S™*°] de souplesse moyenne mésoscopique (6x6) en

meso]

raison de la notation non-classique de Voigt-Mandel considérée, tandis que [C55
peut étre obtenue indirectement par inversion de [S55*°] et ne correspond a aucun
bloc (3x3) de la matrice [C™*°] d’¢lasticité moyenne mésoscopique (6x6) (ni avec la
numérotation classique de Voigt-Mandel ni avec la numérotation non-classique consi-
dérée ici). De maniére similaire aux matrices de souplesse [S55°(a)| et d’élasticité

(O3 (a)] a Iéchelle macroscopique qui dépendent d’'un paramétre a valeurs vecto-

rielles @ = (k, 1), les matrices de souplesse moyenne [S55*°(c)] et d’élasticité moyenne

[C55°°(e)] a I’échelle mésoscopique dépendent d’un hyperparamétre a valeurs vecto-
rielles ¢ = (k, 1) impliquant seulement deux constantes élastiques algébriquement
indépendantes pour un matériau élastique isotrope, a savoir le module d’élasticité
isostatique moyen k et le module de cisaillement moyen p a 1’échelle mésoscopique,
correspondant a un module d’Young moyen mésoscopique E = 9xu /(3K + 1) et & un
ceefficient de Poisson moyen mésoscopique v = (3x — 21)/(2(3k + p)).

Dans ce travail, nous avons choisi le paramétrage ¢ = (k, 1) (et non ¢ = (E,v)),
car il est compatible avec la modélisation probabiliste des hyperparameétres en
présence de plusieurs mesures expérimentales (voir section 5.3 du chapitre 2). Le

modele stochastique prior du champ d’élasticité aléatoire [CH5*] (resp. du champ de

souplesse aléatoire [S55*°]) a valeurs matricielles est alors classiquement paramétré
par 'hyperparamétre a valeurs vectorielles b = (4, ¢, ¢) impliquant seulement (i) un

paramétre de dispersion d controlant le niveau des fluctuations statistiques de [C5™]

(resp. de [S55]) autour de sa valeur moyenne [C55*°] (resp. [S55°°]), (ii) une longueur
de corrélation spatiale ¢ caractérisant la structure de corrélation spatiale du germe
stochastique (gaussien) W du champ aléatoire (non-gaussien) [C35%°] (resp. [S55™]),
qui est supposée étre la méme dans chaque direction spatiale (i.e. £ = {1 = {5) pour
rester cohérent avec le modéle effectif isotrope a 1’échelle macroscopique et avoir un
paramétrage minimal du modéle stochastique prior, et (iii) un hyperparamétre a
valeurs vectorielles ¢ = (k, H) regroupant le module d’élasticité isostatique moyen

k et le module de cisaillement moyen p a 1’échelle mésoscopique. En particulier,

nous avons choisi la valeur expérimentale b = (05, Lo, Ko, H::;SO)’ avec
Oep = 0.40, £35° = 125 pm, kg 5° = 13.75 GPaet HZI;SO = 3.587 GPa, correspondant
a Eo? =9.900 GPa et v2%° = 0.380.

=exp =exp

En outre, en pratique on dispose généralement d’informations expérimentales
permettant de restreindre la zone d’exploration de I’hyperparamétre b et de re-
chercher sa valeur optimale dans un sous-ensemble beaucoup plus petit et plus
pertinent que tout ’ensemble admissible B™°. Cette étape préliminaire est né-
cessaire pour que le probléme d’optimisation multi-objectif puisse étre résolu avec
un colit numérique raisonnable sans dégrader la précision des résultats de 'iden-
tification. De ce fait, on considére dans la suite un ensemble admissible réduit
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Brese C B™° pour I’hyperparamétre a valeurs vectorielles b = (6,4, k, ) tel que
§ €[0.25,0.50], £ € [20,250] ym, x € [8.5,17] GPa et p € [2.15,4.50] GPa, a la
place de I'ensemble admissible complet B =10, §qup[%]0, +00[x]0, +-00[* avec
Ssup = V/(n+1)/(n+5) =+/7/11 = 0.7977 < 1 (avec n = 6 en élasticité linéaire).
Cet ensemble admissible réduit BIy™° est ensuite discrétisé en ny = 10 points équidis-
tants dans chaque dimension sur lesquels nous évaluerons et comparerons les valeurs
des trois indicateurs numériques J°(b), J °(b) et J™ult(gmacro p) définis dans

la section 4 du chapitre 2.

La méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation spatiale et la
résolution numérique des problémes aux limites elliptiques déterministe et stochas-
tique définis respectivement par (2.1) sur le domaine macroscopique Q™2 et (2.3)
sur chacun des ) = 16 sous-domaines mésoscopiques Q7'*°, ..., Qg®°. Comme le
domaine macroscopique 2™ et les sous-domaines mésoscopiques 27", . .. ,Qg‘eso
sont des domaines carrés (donc de taille identique dans chacune des deux directions
spatiales), on considére pour chacun d’entre eux une discrétisation spatiale avec un
maillage régulier constitué par des éléments quadrangulaires (ou quadrangles) a 4
nceuds. Le solveur stochastique utilisé pour la résolution du probléme aux limites
stochastique (2.3) est basé sur la méthode de simulation numérique de MC.

3.2 Etudes de convergence

3.2.1 Convergence de I’approximation spectrale du germe stochastique
gaussien en fonction de ’ordre d’approximation

Dans cette section, nous étudions la convergence vis-a-vis de 'ordre v du champ
aléatoire W7 simulé numériquement & partir de ’approximation spectrale modi-
fiee (3.3) sur un sous-domaine mésoscopique 2™*°. Dans la section 1.3, nous avons
vu que l'ordre d’approximation ~ est proportionnel au rapport entre la taille du
domaine et la longueur de corrélation spatiale, c’est-a-dire pour un domaine de
taille donnée, plus la longueur de corrélation spatiale ¢ est petite, plus l'ordre
d’approximation 7 doit étre élevé pour éviter la présence de périodicité dans la
simulation numérique du champ aléatoire. De ce fait, en conservant le méme ordre
d’approximation v pour toutes les longueurs de corrélation spatiale comprises dans
I'intervalle [20,250] pm, I’étude de convergence est effectuée pour la plus petite
valeur de longueur de corrélation spatiale, soit £ = 20 pum. On considére un sous-
domaine mésoscopique Q™*° =10,107*[x]0,107?[ en |m| discrétisé en utilisant un
maillage éléments finis de 100x 100 = 10 000 éléments quadrangles de taille uniforme
hmes© = 10 pym = 1075 m.

La figure 3.4 montre des réalisations du champ aléatoire W7 simulé numériquement
a partir de 'approximation spectrale modifiée (3.3) sur le sous-domaine mésoscopique
Q™ pour différentes valeurs de 'ordre v € {10,100,1000}. Il est a noter que
méme si les champs semblent étre périodiques pour v = 10 (voir figure 3.4a),
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numériquement les valeurs sont différentes et I’écart relatif n’est pas de 'ordre du
zéro machine, ce qui serait le cas pour la représentation spectrale initiale (3.2) avec
un ordre d’approximation équivalent (voir section 1.3). Nous parlons alors de la quasi-
périodicité, qui est également a éviter afin de rester cohérent avec la vraie distribution
spatiale des propriétés mécaniques d'un matériau avec une microstructure aléatoire.
Ainsi, on peut conclure des résultats présentés sur ces figures, qu’il convient de prendre
un ordre d’approximation v > 100 pour avoir une bonne représentation spectrale
W7 du champ aléatoire gaussien normalisé W avec une longueur de corrélation
spatiale £ = 20 pum dans un sous-domaine mésoscopique 2™ =]0,1073[x]0, 1073
en |m|. Dans la suite, nous retenons la valeur 7 = 100 pour la génération des
germes stochastiques (gaussiens) du champ d’élasticité aléatoire (non-gaussien) sur
I'ensemble des @ = 16 sous-domaines mésoscopiques (7", ..., Q5.

3 -3
1x10 ." i 1x10

0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x |m] «1073 z1 [m| «1073

(a) y=10 (b) v =100

(c) v = 1000

FIGURE 3.4 — Réalisations du champ aléatoire W7 simulé numériquement a partir
de l'approximation spectrale modifiée (3.3) sur un sous-domaine mésoscopique Q™°
pour différents ordres ~y

Afin d’obtenir le champ de déplacement « expérimental » simulé numériquement
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sur le domaine macroscopique 2™2*° avec une résolution mésoscopique, il est néces-
saire d’effectuer la méme étude de convergence sur 'ordre v du champ aléatoire W7
simulé numériquement & partir de "approximation spectrale modifiée (3.3) sur le
domaine macroscopique Q™™ =10,1072[x]0,107[ en |m| discrétisé en utilisant un
maillage éléments finis de 1000x 1000 = 1000000 éléments quadrangles de taille
uniforme ~A™*° = 10 pum = 10~° m (identique & celle du maillage utilisé pour la
discrétisation d’un sous-domaine mésoscopique 2™*°).

La figure 3.5 montre des réalisations du champ aléatoire W7 simulé numériquement
a partir de 'approximation spectrale modifiée (3.3) sur le domaine macroscopique
Qmacre pour différentes valeurs de 'ordre v € {50,500, 5000}. Une fois de plus, il est &
noter que méme si les champs semblent étre périodiques pour v = 50 (voir figure 3.5a),
numériquement les valeurs sont différentes et I’écart relatif n’est pas de 'ordre du
zéro machine, ce qui serait le cas pour la représentation spectrale initiale (3.2) avec
un ordre d’approximation équivalent (voir section 1.3). Ainsi, on peut conclure des
résultats présentés sur ces figures, qu’il convient de prendre un ordre d’approximation
~v = 500 pour avoir une bonne représentation spectrale W7 du champ aléatoire
gaussien normalisé W avec une longueur de corrélation spatiale £ = 20 ym dans
le domaine macroscopique Q™™ =10,107?[x]0,107?[ en |[m]. Dans la suite, nous
retenons la valeur v = 500 pour la génération des germes stochastiques (gaussiens)
du champ d’élasticité aléatoire (non-gaussien) sur le domaine macroscopique ™2,

3.2.2 Convergence en maillage pour la réponse déterministe

Dans cette section, nous étudions la convergence du maillage éléments finis
utilisé pour la discrétisation spatiale et la résolution numérique du probléme aux
limites elliptique déterministe défini par (2.1) sur le domaine macroscopique ™2,
Rappelons que la méthode des éléments finis fournit une approximation de la solution
exacte d'un probléme aux limites gouverné par une équation aux dérivées partielles,
et controler la convergence de la solution approchée et I’erreur commise est primordial
pour trouver un bon compromis entre précision et cotit de calcul. Rappelons également
que comme le domaine Q™ est un carré de taille identique dans les deux directions,
on considére une discrétisation spatiale avec un maillage régulier constitué par des
éléments quadrangles & 4 nceuds. On note n. le nombre d’éléments du maillage,
[K] la matrice de rigidité déterministe construite a partir de la matrice d’élasticité
déterministe [C33°(a)], u le vecteur solution résultant de la discrétisation spatiale
du champ de déplacement déterministe ©™™ sur (™. La convergence de la
réponse déterministe vis-a-vis du nombre d’éléments n. du maillage éléments finis
peut étre examinée & I'aide de la fonction convi®® définissant 1'énergie de déformation
totale du systéme dans ™2™ en fonction du nombre d’éléments n., telle que

det

conv®®: n, > convi®(

ne) = %u(ne)T[K(ne)]u(ne). (3.11)
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FI1IGURE 3.5 — Réalisations du champ aléatoire W7 simulé numériquement a partir
de Papproximation spectrale modifiée (3.3) sur le domaine macroscopique Q™ace
pour différents ordres ~y

La figure 3.6 montre que la convergence du maillage du modéle éléments finis pour
la réponse déterministe macroscopique est atteinte pour n, > 500. Dans la suite, on
prend un nombre d’éléments n, = 625, c’est-a-dire un maillage régulier de 25x25 = 625
éléments quadrangles de taille uniforme A™3° = (0.4 mm = 4x 10~* m.

3.2.3 Convergence en maillage pour la réponse stochastique

Dans cette section, nous étudions la convergence du maillage éléments finis utilisé
pour la discrétisation spatiale et la résolution numérique du probléme aux limites
elliptique stochastique défini par (2.3) sur chacun des @) = 16 sous-domaines méso-
scopiques ("¢, ..., Q5% contenus dans (2™*“"® avec un maillage régulier constitué
par des éléments quadrangles a 4 nceuds. Pour ce faire, on propose d’étudier la
convergence de la matrice de souplesse effective aléatoire [SSE(b)] homogénéisée avec
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FIGURE 3.6 — Evolution de la fonction conv®*(n,) en fonction du nombre d’éléments
n., montrant la convergence en maillage pour la réponse déterministe macroscopique

la méthode d’homogénéisation numérique stochastique en contraintes homogénes
(présentée a la section 2.3 du chapitre 1) sur un domaine QVER décrit par le champ
de souplesse aléatoire [SHe°] indexé sur QVER en élasticité 2D sous I'hypothése des
contraintes planes avec la matrice de souplesse moyenne [S5;5°]. I convient tout
d’abord de s’assurer de la convergence statistique de la matrice de souplesse effective
aléatoire [SSE(b)] en utilisant par exemple la méthode de simulation numérique de
MC, de sorte que les fluctuations statistiques de [SSE (b)] autour de sa valeur moyenne
statistique puissent étre considérées comme négligeables. On peut ensuite étudier
la convergence de la valeur moyenne statistique de [SSE(b)] en fonction de la taille
du domaine QVER. Comme la structure du champ continu aléatoire [S5s*°(b)] est
controlée spatialement par sa longueur de corrélation spatiale ¢ et discrétisée aux
points d’intégration, la convergence de la réponse dépend directement du nombre
ng de points d’intégration de Gauss-Legendre par longueur de corrélation spatiale
dans chaque direction. Par conséquent, on introduit la fonction conv®*® suivante pour
I’étude de la convergence en maillage pour la réponse stochastique

1/2
conv*®: (ng, Ny) — conv™(ng, N ( ZII Ssb (na; 6 )]IIF) /S50l F

(3.12)
ot {[SSE (ng; 0,)] }1<r<n. est un ensemble de N, réalisations statistiquement indépen-
dantes du champ aléatoire a valeurs matricielles [S55%°(b)]. On choisit de se placer
dans la configuration la plus défavorable pour les valeurs des (hyper)paramétres qui
controlent les fluctuations statistiques et la discrétisation spatiale pour que cette
étude de convergence statistique soit valable pour toutes les autres valeurs dans
I’ensemble admissible réduit, c’est-a-dire le paramétre de dispersion le plus élevé

9 = 0.5, la longueur de corrélation spatiale la plus petite £ = 20 ym (correspondant
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a la variation spatiale la plus rapide) et un maillage grossier avec un nombre de
points d’intégration par longueur de corrélation spatiale ng = 0.5. Par ailleurs, on
considére un domaine carré¢ QVER =10, BVER[x]0, BYER| suffisamment grand, de
taille BVER = 20 x ¢ = 400 pm = 4x10~* m, afin de limiter le niveau des fluctua-
tions statistiques entre les différentes réalisations { S (ng; 0,) }1<r<n, dans le but
d’accélérer la vitesse de convergence statistique.

La figure 3.7 montre ’évolution de la fonction N, — conv®*°(ng = 0.5, N,) pour
N, variant de 1 & 103. On constate que la convergence statistique pour la réponse
stochastique mésoscopique est atteinte pour un nombre de réalisations statistiquement
indépendantes N, > 500.

0.92

0.92
0.91
0.91
0.9
0.9

conv®®(ng = 0.5, Ny)

0.89

089 | Lo | Lol | Ll
10° 101 102 103

N

FIGURE 3.7 — Evolution de la fonction conv®®(ng = 0.5, Ny) en fonction du nombre
N, de réalisations statistiquement indépendantes, montrant la convergence statistique
pour la réponse stochastique mésoscopique

Ensuite, en conservant la valeur N, = 500 avec § = 0.5, £ = 20 um et BVER =
4x107* m, la figure 3.8 montre I'évolution de la fonction ng — convs®(ng, N, = 500)
pour ng variant de 0.5 & 10. On constate que la convergence en maillage du modéle
éléments finis pour la réponse stochastique mésoscopique est atteinte pour ng > 4, i.e.
au moins quatre points d’intégration de Gauss-Legendre par longueur de corrélation
spatiale, ce qui revient & prendre deux éléments quadrangles (avec deux points
d’intégration par direction dans chaque élément) par longueur de corrélation spatiale,
soit une taille d’élément h™*° > (/(ng/2) = (20 pm)/2 = 10 pm = 107° m. Dans
la suite, on considére donc un maillage régulier de 100 x 100 = 10000 éléments
quadrangles de taille uniforme h™®° = 10 ym = 10~° m pour chacun des Q = 16
différents sous-domaines mésoscopiques 27", ... QEee.

Il convient de noter que, bien que la finesse du maillage convergé en terme de
réponse stochastique sur un sous-domaine mésoscopique donné 2™ soit fonction de
la longueur de corrélation spatiale ¢ du champ aléatoire [S35%°(b)] considéré, dans
le contexte de l'identification inverse expérimentale statistique on doit conserver le
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méme maillage pour toutes les longueurs de corrélation spatiale, car en réalité ce
dernier est imposé par les mesures expérimentales de champs.

v
0.96
0.95
0.94
0.93
0.92
0.91
0.9
0.89 1

conv®®(ng, ns = 500)

FIGURE 3.8 — Evolution de la fonction convs*(ng, Ny = 500) en fonction du
nombre ng de points d’intégration par longueur de corrélation spatiale, montrant la
convergence en maillage pour la réponse stochastique mésoscopique

3.2.4 Convergence vis-a-vis de la taille du VER

Dans la section précédente 3.2.3, nous avons considéré un domaine carré QVER =
10, BYER[x]0 , BVER[ avec une taille BYER suffisamment grande pour pouvoir procéder
a I’homogénéisation numérique stochastique. Dans cette section, nous étudions
la convergence vis-a-vis de la taille BYFR du domaine QVER non seulement pour
valider les résultats obtenus précédemment mais aussi pour la construction de
I'indicateur numérique macroscopique-mésoscopique (multi-échelle) J™multi(gmacro p)
(voir section 4.3 du chapitre 2). Pour ce faire, on considére une nouvelle fois la
fonction de convergence convs®® définie par (3.12), mais qui prend cette fois BVER
comme argument avec Ny = 500, 6 = 0.5, £ =20 pym et ng =4 :

N 1/2
1 S
conv™®: BYER i conv™'*(BYER) = (ﬁ > NISsB(BYER; 90]”?) /1183571
S r=1

(3.13)

La figure 3.7 montre I'évolution de la fonction BVER s convs®( BVER) pour BVER
variant de 2x107° & 8 x 10* m. On constate que la convergence est atteinte pour
une taille de VER BVFR > 4x107* m = 0.4 mm, ce qui permet de valider la taille
BVER = 20 x ¢ choisie dans la section précédente 3.2.3. Pour la construction de
I'indicateur numérique macroscopique-mésoscopique (multi-échelle) J™ut(gmace b)),
on prendra une taille de VER BYFR = 20 x ¢ qui est fonction de la longueur
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de corrélation spatiale ¢ des germes stochastiques du champ aléatoire a valeurs

meso

matricielles [S35%°(b)] considéré.
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FIGURE 3.9 — Evolution de la fonction conv®*(BVER) en fonction de la taille BYVER
du VER QVER montrant la convergence vis-a-vis de la taille du VER

3.2.5 Convergence statistique des indicateurs numériques

Dans cette section, nous étudions la convergence statistique des espérances ma-
thématiques intervenant dans les indicateurs numériques mésoscopiques J"*°(b)
et Jp"°(b), respectivement définis par (2.4) et (2.14), ainsi que dans I'indicateur
numérique multi-échelle J™W4 (g™ b)), défini par (2.15), par la méthode de si-
mulation numérique de MC en introduisant les estimateurs statistiques suivants :

jmeso = ( ZDE b; 9 eXp> /(5e€xp) ’ (314&)

N 2
meso 1 - >4
Ti (b) Z ( N, 2 L) ) [ ()’ (3.14b)
2
Amulti macro 1 ok eff macro macro macro macro 2
T @m0 ) = || Y CM(b;0,) — O (@) |/ [|Cm (@)
S r=1 F

(3.14c)

On se place dans la configuration le plus défavorable pour cette étude de conver-
gence statistique des indicateurs numériques, c’est-a-dire en prenant § = 0.5,
¢ =20 pm, Kk = kg5 = 13.75 GPa, p = Hg(e;o = 3.587 GPa, et a™*"° =

exp



Validation numérique sur un essai virtuel de compression en élasticité linéaire
2D contraintes planes 89

afy™ = (KRGS, pga©) = (13.901,3.685) en [GPal, en utilisant le maillage ré-
gulier de 100 x 100 = 10000 éléments retenu lors de 1'étude de convergence
en maillage pour la réponse stochastique (voir section 3.2.3) pour chacun des
@ = 16 sous-domaines mésoscopiques 27, ... QE®=° et en prenant une taille
BVER = 20x/¢ = 400 pym = 4x10~* m pour le domaine QVER discrétisé en utilisant un
maillage de 40 x40 = 1600 éléments quadrangles (avec ng = 4 points d’intégration
par longueur de corrélation spatiale). Les figures 3.10, 3.11 et 3.12 montrent que
les convergences statistiques des trois indicateurs numériques J*°(b), J,"*°(b)
et Jmulti(@macre p) définis respectivement par (2.4) (2.14) et (2.15), et évalués a
partir des estimateurs statistiques j(smeso(b), Aemeso(b) et Jmulti(gmacro b definis
respectivement par (3.14a), (3.14b) et (3.14c), sont atteintes sur I’ensemble des 16
sous-domaines mésoscopiques pour un nombre Ny > 500 de réalisations statistique-
ment indépendantes (obtenues par simulation numérique de MC). Par la suite, nous

retenons la valeur N, = 500.

0.25 IEEEE T T 171711 T T 177

0.2 i

N /&“& S :
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0.05 ~._4,w-

j§meso (b)

>
0 L] L] L]
10° 10" 102 103
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FIGURE 3.10 — Convergence statistique de J/*°(b) sur QP ... QN avec
0 =0.5,0=20 pm, k = kg3° = 13.75 GPa et p = E;ﬁ:‘j = 3.587 GPa

3.3 Analyse de sensibilité des indicateurs numériques

Dans cette section, nous présentons une analyse de la sensibilité de I'indicateur
numérique mésoscopique J"°(b) défini par (2.4) par rapport au paramétre de
dispersion d, de l'indicateur numérique mésoscopique J,"*°(b) défini par (2.14)
par rapport a la longueur de corrélation spatiale ¢, et de I'indicateur numérique
multi-échelle J™H(g™ma p) défini par (2.15) par rapport au vecteur ¢ = (k, i)
regroupant le module d’élasticité isostatique moyen mésoscopique £ et le module
de cisaillement moyen mésoscopique . En faisant varier tour a tour les valeurs de

chacun des hyperparamétres dans l'ensemble admissible réduit B2y = [0.25,0.50] x



Validation numérique de la méthode d’identification multi-échelle sur des

90 matériaux virtuels fictifs en élasticité linéaire 2D et 3D
T TTTTTT[ T T TTTTTT[ T T T 1 1 117
0.7 - T
= 06
8‘/ o
Q
g
0.5 |-
04 4
| Ll | Lo | | N
100 10! 102 103
Ny
FIGURE 3.11 — Convergence statistique de J,°°°(b) sur QP ... QU avec
0 =0.5,0=20 pm, k = rkg® =13.75 GPa et p = ngo = 3.587 GPa
x10~4

jmulti (almau:ro7 b)

0 L] L] L]
10° 10t 102 103
Ny

FIGURE 3.12 — Convergence statistique de 7™ (@™ ) sur QVER avec xmacro =
jmacro — 13,901 GPa, pmaere — ymacre — 3 685 (Pa, § = 0.5, £ = 20 pm, k = KIS0 =
13.75 GPa et = H;‘:’;O = 3.587 GPa

[20,250] pmx[8.5,17] GPax[2.15,4.50] GPa et en fixant les autres hyperparameétres,
on peut montrer que chaque indicateur numérique est une fonction suffisamment
sensible & la variation d’un hyperparamétre & identifier avec 'existence d’une valeur
optimale globale, et que le probléme d’optimisation multi-objectif est bien posé.
On rappelle que les mesures « expérimentales » utilisées, c’est-a-dire le champ des
déformations aléatoire £"°(b) a I’échelle mésoscopique et la matrice d’élasticité
déterministe C™a"°(a™2"°) & ’échelle macroscopique, ont été simulées en prenant
les valeurs expérimentales 072¢%° = (.40, £2° = 125 pym, 2° = 13.75 GPa, Hg‘(fo =

exp exp exp

3.587 GPa, k22 = 13.901 GPa et pu22° = 3.685 GPa. Le nombre de simulations

exp exp
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numériques réalisées pour 'estimation statistique des espérances mathématiques des
trois indicateurs numériques est fixé & N, = 500.

La figure 3.13 montre la sensibilité de l'indicateur numérique mésoscopique
J5"*°(b) par rapport au paramétre de dispersion 0 avec £ = (55° = 125 pm,
k= Kot = 13.75 GPa et p = Hi;so = 3.587 GPa pour chacun des ) = 16 sous-
domaines mésoscopiques Q7" ... Qg®°. On constate que la fonction J5"°(b) est
suffisamment sensible a la variation de J, et la convexité de ces 16 courbes avec
des valeurs minimales autour de la valeur expérimentale 657 = 0.40 assure que le
probléme d’optimisation mono-objectif (2.19b) formulé avec J**°(b) soit bien posé
et que les valeurs optimales identifiées correspondent & des valeurs approchées de la
valeur choisie pour construire la base de données « expérimentales » simulées. On
constate aussi que les optima calculés par minimisation de cet indicateur numérique
sont différents pour chacune des mesures expérimentales utilisées. Cela justifie ainsi
la stratégie adoptée de modéliser I’hyperparameétre § par une variable aléatoire D,
et de modéliser les valeurs identifiées pour chaque mesure expérimentale comme les

= 16 réalisations statistiquement indépendantes 67", ..., 63%° de D.
q p 1 »0Q

0.14

0.12

0.1 N

(b)

)
|

0.08 [

meso
1

0.06

T

0.04

0.02

T

]

FIGURE 3.13 — Analyse de la sensibilité de Jy**°(b) par rapport & § sur
Qpese L QNS avee £ = ng;o = 125 pm, Kk = Kgg” = 13.75 GPa et p = Eg‘:;fo =
3.587 GPa

La figure 3.14 montre la sensibilité de l'indicateur numérique mésoscopique
T (b) par rapport a la longueur de corrélation spatiale ¢ avec § = 05° = 0.40,

exp
K= Koy’ = 13.75 GPa et p = H::;O = 3.587 GPa pour chacun des @ = 16 sous-
domaines mésoscopiques Q7'°, ... QF=°. On constate que la fonction J;"*°(b) est

suffisamment sensible a la variation de ¢, et la convexité de ces 16 courbes avec des
valeurs minimales autour de la valeur expérimentale (37 = 125 pm assure que le

probléme d’optimisation mono-objectif (2.19a) formulé avec J,°°*°(b) soit bien posé
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et que les valeurs optimales identifiées correspondent & des valeurs approchées de la
valeur choisie pour construire la base de données « expérimentales » simulées. On
constate aussi que les optima calculés par minimisation de cet indicateur numérique
sont différents pour chacune des mesures expérimentales utilisées. Cela justifie ainsi
la stratégie adoptée de modéliser I’hyperparameétre ¢ par une variable aléatoire L,
et de modéliser les valeurs identifiées pour chaque mesure expérimentale comme les
@ = 16 réalisations statistiquement indépendantes (1", ..., (5% de L.

(b)

meso
£

FIGURE 3.14 — Analyse de la sensibilité de J,"*°(b) par rapport a ¢ sur
Qe Qe avee § = 005° = 040, 5 = KI5° = 13.75 GPa et p = p"* =

exp ZYexp

3.587 GPa

Les figures 3.15 et 3.16 montrent la sensibilité de l'indicateur numérique
macroscopique-mésoscopique (multi-échelle) J™(@™a™ b) par rapport au mo-
dule d’élasticité isostatique moyen mésoscopique £ et au module de cisaillement

moyen meésoscopique p, respectivement, avec x™*° = ggIr? = 13.901 GPa,
praere = pugsre = 3.685 GPa, 0 = g0 = 0.40 et £ = (55° = 125 pm. On

constate que la fonction J™u (gmace p) est suffisamment sensible & la variation de &
et , et la convexité de ces deux courbes avec des valeurs minimales autour des valeurs

meso __

expérimentales kg ° = 13.75 GPa et ﬂeso = 3.587 GPa, respectivement, assure

que le probléme d’optimisation mono-objectif (2.19¢) formulé avec J™UH(gmaco p)
soit bien posé et que les valeurs optimales identifiées correspondent a des valeurs
approchées des valeurs choisies pour construire la base de données « expérimentales »
simulées.
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FIGURE 3.15 — Analyse de la sensibilité de J™ (g™ b) par rapport & x avec

6 — 5111650 — 0 40 g — gmeso —
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FIGURE 3.16 — Analyse de la sensibilité de J™u (g™ b) par rapport & i avec
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exp

exp
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3.4 Résolution du probléme d’optimisation mono-objectif a
I’échelle macroscopique

On rappelle que le probléme inverse statistique multi-échelle pour l'identification
expérimentale de la valeur optimale a™*"™ du paramétre a dans son ensemble admis-
sible A™a° et de la valeur optimale globale b°P* du paramétre b dans son ensemble
admissible réduit B;*° a été formulé en deux problémes d’optimisation qui doivent
étre résolus successivement (voir section 5.1 du chapitre 2). Dans cette section, nous
présentons les résultats du premier probléme d’optimisation mono-objectif (2.17) a
I’échelle macroscopique qui consiste & minimiser I'indicateur numérique macrosco-
pique J™°"°(a) construit dans le domaine macroscopique Q™ afin d’identifier la
valeur optimale a™*° de a a 1’échelle macroscopique. Le domaine macroscopique
Qmacre — 10 1072[x]0,1072[ en [m] est discrétisé avec un maillage de 25 x 25 = 625
éléments quadrangles de taille uniforme 2™ = (0.4 mm = 4x 10~* m. Le probléme
d’optimisation mono-objectif (2.17) a I’échelle macroscopique a été résolu en utilisant
I’algorithme du simplex de Nelder-Mead.

Les résultats obtenus sont répertoriés dans le tableau 3.2 et montrent que I'erreur
relative entre la valeur optimale identifice @™ = (13.901, 3.685) en |GPa| et la
valeur expérimentale de référence agy™ = (14.328,3.670) en [GPa] utilisée pour
construire la base de données « expérimentales » simulées reste faible (inférieure a
3% et 0.5% pour K™ et ™" respectivement), ce qui permet de valider dans le
cadre de I'élasticité linéaire en 2D contraintes planes la méthodologie d’identification
proposée pour la résolution du probléme d’optimisation mono-objectif (2.17) a
I’échelle macroscopique.

macro

TABLEAU 3.2 — Comparaison entre la valeur optimale identifiée a et la valeur

expérimentale de référence agg™

k |GPa| | pu [GPal

a™meere 13.901 3.685
Aexp 14.328 3.670

Erreur relative [%]| | 2.980 | 0.4009

3.5 Résolution du probléme d’optimisation multi-objectif a
I’échelle mésoscopique

Dans cette section, nous présentons les résultats du second probléme d’optimi-
sation multi-objectif (2.18) & I’échelle mésoscopique qui consiste & minimiser simul-
tanément les trois indicateurs numériques J°(b), J°(b) et J™Wb (g™ p)
construits dans chacun des 16 sous-domaines mésoscopiques "¢, ... QI en
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utilisant le paramétre optimal a™**° = (13.901, 3.685) en |GPa| précédemment
identifié a 1’échelle macroscopique en section 3.4 afin de pouvoir ensuite identi-
fier la valeur optimale globale b°"' de b a D’échelle mésoscopique. On rappelle
que chacun des 16 sous-domaines mésoscopiques 27" ... Q™ est discrétisé
avec un maillage de 100 x 100 = 10000 éléments quadrangles de taille uniforme
hmese = (/(ng/2) = (20 pm)/2 = 10 ym = 107° m (avec ng = 4 points d’inté-
gration par longueur de corrélation spatiale). Comme déja expliqué dans la sec-
tion 3.2.4, la taille BYVER du VER QVER dépend de la longueur de corrélation spatiale
¢ des germes stochastiques du champ aléatoire [S55%°(b)] et est choisie telle que
BVER = 20 %/ = 20x20 pm = 400 pm = 4x10~* m. Le probléme d’optimisation
multi-objectif (2.18) a été résolu avec l'algorithme itératif de point fixe d’une part,
avec l'algorithme génétique d’autre part et enfin avec I'apprentissage automatique
d’un réseau de neurones artificiels a des fins de comparaison. Afin d’analyser 'effica-
cité numérique de ces trois approches, au lieu d’évaluer le temps de calcul qui dépend
fortement de la machine de calcul utilisée, on choisit dans ce travail de comparer le
nombre d’évaluations de la solution aléatoire du probléme aux limites stochastique a
’échelle mésoscopique (i.e. le nombre d’appels au modéle numérique déterministe a
I’échelle mésoscopique) requis par chaque algorithme pour atteindre la convergence
voulue. Il est & noter qu’en ce qui concerne les approches par I’algorithme itératif de
point fixe et par I'algorithme génétique, la solution du probléme d’optimisation multi-
objectif (2.18) est recherchée sur une grille multidimensionnelle de ny Xny Xny xny
points dans l’ensemble admissible réduit B2° C R*. La résolution de cette grille
pourrait étre affinée mais cela augmenterait le cott de calcul. Une telle grille de
recherche n’est pas utilisée pour 'approche par réseau de neurones artificiels. On
s’attend alors & ce que I'approche par réseau de neurones artificiels soit plus précise
que les deux autres approches.

Le tableau 3.3 présente les résultats obtenus en utilisant 1’algorithme itératif de
point fixe pour I'’ensemble des 16 sous-domaines mésoscopiques 2°° ... QI &
savoir ’ensemble des 16 valeurs identifiées by, ..., bj§*° et des 16 nombres d’itéra-
tions nq, ..., n1g nécessaires pour atteindre la convergence souhaitée, avec un critére
de convergence sur la norme du résidu entre deux itérations qui doit étre inférieure
a une tolérance fixée a 1079, ainsi que la valeur optimale globale b°Pt calculée par
la méthode MLE. On constate des variations plus importantes entre les valeurs
identifiées £77° ... 01 et 07%°, ..., 015" d’un sous-domaine & un autre, ce qui
reflete le fait que les deux indicateurs numériques mésoscopiques associés J"*°(b) et
Jp*°(b) dépendent directement des mesures expérimentales de champs sur chaque
sous-domaine mésoscopique. En revanche, la variabilité beaucoup plus faible entre
les valeurs identifiées "%, ... KJE™ et BP0 HIIT‘GQSO d’un sous-domaine a un
autre peut s’expliquer par le fait que l'indicateur numérique multi-échelle associé
Jmulti(gmacro ) ne dépend pas directement des mesures expérimentales de champs
sur chaque sous-domaine mésoscopique mais est plutot conditionné par les valeurs
070 0TSO et 077, L oL, 01° identifiées sur chaque sous-domaine mésoscopique.
Ainsi, les erreurs relatives calculées sur ces deux hyperparamétres sont essentielle-
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ment dues a la qualité de la discrétisation de I’ensemble admissible réduit BIy™

L’étude de la convergence statistique réalisée dans la section 3.2.5 nous permet
de fixer le nombre de réalisations indépendantes pour 'estimation statistique des
espérances mathématiques dans les indicateurs numériques J3"*°(b), J,"*°(b) et
Jmulti(g@macre ) 3 une valeur Ny = 500. Le nombre d’évaluations du modéle nu-
mérique stochastique requis par l'algorithme itératif de point fixe est donné par
ntl = 3ny N, Z;il ng, ot Uexposant ' fait référence a « Fixed-Point » en anglais
et ny est le nombre d’évaluations d’un indicateur numérique pour la recherche du
minimum vis-a-vis de 'hyperparameétre qui lui est associé. La figure 3.17 montre
les fonctions de densité de probabilité pp, pr, px et par définies dans la section 5.3
du chapitre 2, associées respectivement aux variables aléatoires D, L, K et M. On
obtient finalement la valeur optimale globale b°P* = (0.391,135.328, 12.273,3.717) en
(—, [um], [GPal, [GPal]) avec des erreurs relatives inférieures a 3%, 9%, 11% et 4%
pour §°Pt, (OPt kOPY et 1 %Pt respectivement, par rapport a la valeur expérimentale
de référence b5° = (0.40,125,13.75,3.587) en (—, [um], [GPa), [GPa)]) utilisée pour
construire la base de données « expérimentales » simulées, ce qui permet de valider
dans le cadre de I'¢lasticité linéaire en 2D contraintes planes la méthodologie d’identi-
fication proposée pour la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif (2.18)
a ’échelle mésoscopique.

La figure 3.18 montre I’évolution des valeurs optimales globales §°Pt, (°Pt kPt ef
p°Pt estimées par maximum de vraisemblance (méthode MLE) en fonction du nombre
Q de sous-domaines mésoscopiques considéré, ¢’est-a-dire du nombre de réalisations
indépendantes b**°, ... b3*° du vecteur aléatoire B = (D, L, K, M). Bien que le
nombre ) de sous-domaines considéré reste faible (inférieur ou égal & 16), on observe
que chacune des valeurs optimales globales tend & converger vers une valeur objective
quand le nombre () de sous-domaines mésoscopiques augmente, ce qui démontre
que le traitement (par la méthode MLE) proposé dans ce travail permet d’avoir une
identification robuste de I'hyperparamétre b = (4,4, &, j1).

En terme d’efficacité de calcul, on peut voir dans le tableau 3.3 que les nombres

d’itérations nq,...,n1g nécessaires pour atteindre la convergence souhaitée sont
relativement faibles (inférieurs ou égaux a 4) sur chacun des 16 sous-domaines méso-
scopiques Q"¢ ... Q°) conduisant & un nombre d’appels au modéle numérique

déterministe a I’échelle mésoscopique de 855 000. Le tableau 3.4 regroupe les valeurs
optimales globales b°P* et les erreurs relatives correspondantes (par rapport a la valeur
expérimentale de référence b)) obtenues pour différentes valeurs N, € {5, 50,500}
du nombre de réalisations indépendantes générées pour 'estimation statistique des
espérances mathématiques dans les différents indicateurs numériques. On constate
qu'une forte diminution de la valeur de Ny permet un gain considérable en temps
de calcul tout en conservant des résultats d’identification des valeurs optimales
globales similaires, ce qui peut étre expliqué par 'utilisation de la méthode MLE
qui rend la résolution du probléme d’identification statistique inverse plus robuste
vis-a-vis de la convergence des estimateurs statistiques utilisés dans les indicateurs

numeériques du probléme d’optimisation multi-objectif (2.18). Néanmoins, il a été
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TABLEAU 3.3 — Algorithme itératif de point fixe : comparaison entre la valeur

optimale globale b°"* obtenue a partir des 16 valeurs identifiées b, ..., bl
pour chacun des 16 sous-domaines mésoscopiques Q"¢ ... QU° et la valeur
expérimentale de référence by °

J ¢ |pm] | & [GPa] | pu [GPal | ng,
byese 0.306 | 147.778 | 13.222 3.717 3
byese 0.500 | 224.444 | 11.333 3.717 4
bsese 0.417 | 122.222 | 12.278 3.717 3
by 0.417 | 122.222 | 12.278 3.717 3
byese 0.444 | 147.778 | 12.278 3.717 3
by 0.417 | 122.222 | 12.278 3.717 4
brese 0.361 | 147.778 | 12.278 3.717 4
by 0.361 | 147.778 | 12.278 3.717 4
bge° 0.444 | 147.778 | 12.278 3.717 3
by 0.333 | 147.778 | 12.278 3.717 4
by 0.333 | 122.222 | 12.278 3.717 4
by 0.389 | 96.667 | 12.278 3.717 3
by 0.389 | 147.778 | 12.278 3.717 4
by 0.389 | 122.222 | 12.278 3.717 3
bise 0.389 | 147.778 | 12.278 3.717 4
b= 0.361 | 122.222 | 12.278 3.717 4
bept 0.391 | 135.328 | 12.273 3.717 -
b’ 0.400 | 125.000 | 13.750 3.587 -
Erreur relative |%| | 2.344 | 8.262 10.740 3.611 -
nfP 855 000

observé que l'algorithme itératif de point fixe pouvait ne pas converger, mais osciller
entre plusieurs valeurs, si la valeur de N; est trop faible. Cela dépend bien entendu
des réalisations aléatoires utilisées dans les générateurs de nombres pseudo-aléatoires
des langages de calcul (fonctions rand et randn dans Matlab). Nous ’avons observé
pour le cas N; = 5 et une solution possible consiste a utiliser un autre état numérique
des générateurs de nombres pseudo-aléatoires.

Le tableau 3.5 présente les résultats obtenus en utilisant ’algorithme génétique
pour l’ensemble des 16 sous-domaines mésoscopiques 27", ... QJ°, a savoir l'en-
semble des 16 valeurs identifiées by, ... bi§*° et des 16 nombres de générations
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FIGURE 3.17 — Algorithme itératif de point fixe : fonctions de densité de probabilité
Pp, PrL, Px €t py des variables aléatoires D, L, K et M, respectivement

de population nq,...,njg nécessaires pour atteindre la convergence souhaitée, ainsi
que la valeur optimale globale b°P* calculée par la méthode MLE. Une population
initiale de n; = 40 individus est considérée pour démarrer l'algorithme génétique.
La figure 3.19 montre un exemple de différentes coupes du front de Pareto pour
le premier sous-domaine mésoscopique 27"*°. La solution optimale retenue corres-
pond au point marqué d’un cercle vert sur les différentes coupes du front de Pareto,
car conformément aux explications données en section 5.2 du chapitre 2, elle est
choisie parmi I’ensemble des solutions non-inférieures générées et sélectionnées dans
I'ensemble optimal de Pareto (représentées par des étoiles rouge sur la figure 3.19)
comme celle qui minimise la distance a l'origine du front de Pareto dans I’espace
multidimensionnel (de dimension 3) de la fonction-coiit multi-objectif J™°(b). Pour
des raisons de limitation en terme de cotit de calcul, le nombre N, de réalisations
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FIGURE 3.18 — Algorithme itératif de point fixe : évolutions des valeurs optimales
globales identifices 0°P', £°P', K°P* et pu°P' en fonction du nombre @ de sous-domaines
mésoscopiques considéré

indépendantes utilisées pour I'estimation statistique des espérances mathématiques
dans les indicateurs numériques J°(b), J"°(b) et J™H (@™ b) est réduit
a Ng = 50. Bien que la convergence statistique des trois indicateurs numériques
ne soit pas atteinte d’aprés ’étude de convergence présentée dans la section 3.2.5,
les résultats du tableau 3.4 montrent que, grace a la modélisation probabiliste des
hyperparameétres et & ’estimation du maximum de vraisemblance, les résultats
de la méthode d’identification statistique inverse n’étaient pas sensiblement affec-
tés par une diminution de la valeur de N, et étaient donc robustes vis-a-vis des
fluctuations statistiques des différents indicateurs numeériques. Le nombre d’éva-
luations du modéle numérique stochastique requis par l’algorithme génétique est
donné par n&Y = 3n; N, 236:1 ng, ot Uexposant 4 fait référence a « Genetic Al-
gorithm » en anglais. La figure 3.20 montre les fonctions de densité de probabilité
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TABLEAU 3.4 — Algorithme itératif de point fixe : comparaison entre la valeur
optimale globale b°P* et la valeur expérimentale de référence by pour différentes
valeurs du nombre N, de réalisations indépendantes générées pour l’estimation

statistique des espérances mathématiques dans les différents indicateurs numériques

5 | £lpm] [ 5 (GPal | [GPal | _nkk
boxp 0.400 | 125.000 | 13.750 3.587 -
b°Pt (N, = 500) 0.391 | 135.328 | 12.273 3.717 | 855000
Erreur relative [%] | 2.344 | 8.262 | 10.740 | 3.611 -
b°Pt (Ng = 50) 0.387 | 134.859 | 12.217 3.717 87000
Erreur relative [%] | 3.212 | 7.887 | 11.153 | 3.611 -
b°Pt (Ng =5) 0.396 | 140.220 | 12.335 3.717 9000

Erreur relative [%] | 1.042 | 12.176 | 10.293 | 3.611 -

Pp, PL, Pk €t py des variables aléatoires D, L, K et M, respectivement. On en
déduit finalement la valeur optimale globale b°?* = (0.372,128.401, 11.656, 3.306) en
(—, [um], [GPal, [GPal) avec des erreurs relatives inférieures a 8%, 3%, 16% et 8%
pour §°Pt (OPY | kOPt ot °Pt respectivement, par rapport a la valeur expérimentale
de référence b5 = (0.40,125,13.75,3.587) en (—, [um], [GPa],[GPa)), ce qui est
acceptable et similaire aux erreurs obtenues par ’algorithme itératif de point fixe. On
constate tout de méme une fluctuation des valeurs £}"**°, ... KJE™° et BP0
identifiées sur chacun des 16 sous-domaines mésoscopiques 2°°, ... Q°, ce qui
n’était pas le cas pour l'algorithme itératif de point fixe. Cela est sous-jacent a la
résolution numérique du front de Pareto obtenu, lequel dépend du nombre ny de
valeurs dans chaque dimension de ’hypercube de recherche de la solution. En terme
d’efficacité de calcul, on peut voir que le nombre nG2 = 19176000 d’évaluations
du modéle numérique stochastique requis par I'algorithme génétique (qui résulte du
nombre d’individus n; = 40 dans la population initiale et des nombres de générations
de population ny, ..., ni) est beaucoup plus élevé que celui nft = 87000 requis par

'algorithme itératif de point fixe avec Ny = 50 (voir tableau 3.4).

Pour 'approche par réseaux de neurones, une (grande) base de données nu-
mériques a été construite en faisant appel au modéle numérique stochastique. La
base de données est construite en tirant uniformément des valeurs du vecteur des
hyperparamétres b = (4, ¢, k, ;1) dans 'ensemble admissible réduit By C B™*° tel
que d € [0.25,0.65], £ € [20,250] um, £ € [8.5,17] GPa et u € [2.15,5.00] GPa. Cet
ensemble admissible réduit By*® est choisi suffisamment grand de sorte que le(s)
réseau(x) de neurone(s) entrainé(s) puisse(nt) étre utilisé(s) pour 'identification de
la valeur optimale b™*° de b sur chacun des sous-domaines mésoscopiques considérés
dans I'exemple de validation 2D présenté dans ce chapitre et sur le sous-domaine
mésoscopique considéré dans l'exemple d’application 2D du chapitre 4.
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FIGURE 3.19 — Différents coupes du front de Pareto avec I’ensemble des solutions
non-inférieures représentées par des étoiles rouges x et la meilleure solution optimale
entourée dun cercle vert O pour le sous-domaine mésoscopique 27"

La base de données totale contient un ensemble de 100000 vec-
teurs d’entrée de dimension 9, correspondant a des réalisations
des 9 quantités d’intérét aléatoires D¢, L¢ = (L% L§) et LT =
(log([L°)11), [L°M]19, [LM]13, log([LM]s), [L°]a3, log([Le]33)), et de 100 000 vecteurs
cibles de dimension 4, correspondant aux sorties désirées du réseau qui sont les
4 hyperparameétres o, ¢, k et p du modéle stochastique prior, pour chacun des
16 sous-domaines mésoscopiques Qpese L Q1E°, soit au total un ensemble de
100000 16 = 1600 000 vecteurs d’entrée et vecteurs cibles. Afin d’étudier I'influence
du nombre de vecteurs dans la base de données, on a considéré différentes bases de
données avec 160, 400, 800, 1200, 1600, 4 000, 8000, 12000, 16 000, 40 000, 80 000,
120000, 160 000, 400 000 et 800000 vecteurs pour les sous-ensembles de données
d’entrainement et de validation (dont 85% pour 'entrainement et 15% pour la
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TABLEAU 3.5 — Algorithme génétique : comparaison entre la valeur optimale globale

b°P* obtenue a partir des 16 valeurs identifiées b**°, ... b pour chacun des 16
sous-domaines mésoscopiques Q7°, ... Q1F=°, et la valeur expérimentale de référence
boxn”

J ¢ |pum] | & |GPa] | u [GPa] | ng
byese 0.361 | 122.222 | 16.056 2411 | 193
byese 0.333 | 147.778 | 9.444 2.933 | 202
byese 0.417 | 198.889 | 13.222 3.194 | 189
byese 0.333 | 147.778 | 13.222 3.456 | 197
bprese 0.444 | 147.778 | 11.333 4.239 | 207
bgee 0.417 | 173.333 | 12.278 2.933 | 201
biese 0.278 | 147.778 | 10.389 3.717 | 192
byese 0.278 | 147.778 | 12.278 3.194 | 199
byese 0.389 | 96.667 | 14.167 3.978 | 210
by 0.333 | 96.667 | 11.333 2.933 | 205
by 0.278 | 96.667 | 15.111 2.933 | 203
biyse 0.417 | 122.222 | 12.278 4.239 | 198
biyse 0.472 | 122.222 | 14.167 3.456 | 194
by 0.389 | 96.667 | 12.278 2.672 | 208
biese 0.361 | 122.222 | 14.167 3.456 | 190
b= 0.444 | 173.333 | 9.444 3.978 | 208
bert 0.372 | 128.401 | 11.656 3.306 -
boxn’ 0.400 | 125.000 | 13.750 3.587 -
Erreur relative [%| | 7.118 | 2.721 | 15.228 | 7.844 -
nGh 19176 000

validation), et on a gardé 1000 vecteurs pour le sous-ensemble de données de test
afin de tester les performances du réseau de neurones.

Le réseau de neurones multi-couches peu profond est constitué d’une couche
d’entrée avec 9 neurones, d'une couche de sortie avec 4 neurones, et d’'une (ou
deux) couche(s) intermédiaire(s) cachée(s) avec des neurones cachés. Différentes
configurations ont été testées pour les réseaux a 2 couches (i.e. & 1 couche cachée et 1
couche de sortie) et a 3 couches (i.e. & 2 couches cachées et 1 couche de sortie). Pour
le réseau a 2 couches, on a fait varier le nombre de neurones cachés dans la couche
cachée de 10 a 100 par pas de 5, soit au total 19 configurations différentes. Pour le
réseau a 3 couches, on a fait varier le nombre de neurones cachés dans la premiére
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FIGURE 3.20 — Algorithme génétique : fonctions de densité de probabilité pp, py,
pk et py des variables aléatoires D, L, K et M, respectivement

(resp. seconde) couche cachée de 10 & 80 (resp. de 10 & 60) par pas de 10, soit au
total 48 configurations différentes. Tous les calculs ont été effectués en utilisant la
Neural Network Toolbox™ [Beale et al. 1992] de MATLAB (qui fait désormais partie
de la Deep Learning Toolbox™). Comme I'entrainement des réseaux de neurones peut
nécessiter des ressources de calcul importantes (selon le matériel informatique, les
options d’entrainement et la configuration du réseau) en raison de la grande taille
de la base de données, nous avons effectué les calculs sur un processeur graphique
(GPU pour « Graphics Processing Unit » en anglais) pour accélérer I'entrainement
et 'utilisation des réseaux de neurones en tirant parti de ’architecture massivement

paralléle des GPUs.

Les performances des réseaux de neurones artificiels sont évaluées, d’une part en
calculant 'erreur quadratique moyenne normalisée entre les sorties du réseau et les
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cibles correspondantes, et d’autre part en effectuant une analyse de régression linéaire.
Cette derniére permet de déterminer le ccefficient de corrélation R entre les sorties
et les cibles tel que R = 1 (resp. R proche de 1) indique une relation sortie-cible
parfaitement (resp. presque) linéaire, correspondant & une corrélation parfaite (resp.
trés bonne) entre les sorties et les cibles, tandis que R = 0 (resp. R proche de 0)
indique une relation sortie-cible aléatoire (resp. presque aléatoire), correspondant &
aucune corrélation (resp. a une corrélation trés faible) entre les sorties et les cibles.

Le meilleur réseau de neurones artificiels obtenu en utilisant un algorithme
rétrograde de gradient conjugué mis a ’échelle (« scaled conjugate gradient backpro-
pagation algorithm » en anglais) comme algorithme d’apprentissage a été sélectionné
comme celui qui présente la meilleure performance (i.e. 'erreur quadratique moyenne
la plus faible) sur ’ensemble des données de test. Le meilleur réseau a 2 couches
contient 30 neurones dans la couche intermédiaire cachée pour un total de 424
paramétres (poids et biais), tandis que le meilleur réseau & 3 couches contient 80
neurones dans la premiére couche cachée et 10 neurones dans la seconde couche
cachée pour un total de 1654 paramétres (poids et biais). La figure 3.21 montre une
représentation graphique des meilleurs réseaux de neurones entrainés a 2 couches et
a 3 couches.

Hidden Output
Input _ o Output
& @©I% =2
30 4
(a) 2 couches
Hidden 1 Hidden 2 Output
Input - | - Output
T Eel @ @y
9 @ ' @ @ ' 4

80 10 4
(b) 3 couches

FIGURE 3.21 — Représentation du meilleur réseau de neurones (a) a 2 couches,

avec 1 couche intermédiaire cachée contenant 30 neurones cachés et 1 couche de

sortie contenant 4 neurones, et (b) a 3 couches, avec 2 couches intermédiaires cachées

contenant chacune 80 et 10 neurones cachés, respectivement, et 1 couche de sortie
contenant 4 neurones

La figure 3.22 montre les évolutions de la fonction de performance (erreur qua-
dratique moyenne normalisée) en fonction du nombre d’itérations pour évaluer les
performances du meilleur réseau entrainé a 2 couches et & 3 couches, respectivement.
L’erreur quadratique moyenne normalisée est tracée en échelle logarithmique. L’en-
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trainement du réseau est arrété lorsque la fonction de performance de validation
(erreur quadratique moyenne sur le sous-ensemble des données de validation) croit
pendant 6 itérations. La fonction de performance de validation atteint un minimum
a 'itération 607 (resp. 1651) pour le meilleur réseau a 2 couches (resp. 3 couches) et
I’entrainement s’est poursuivi durant 6 itérations supplémentaires avant d’étre stoppé.
Les erreurs quadratiques moyennes normalisées décroissent rapidement durant les
premiéres itérations puis convergent lentement (jusqu’a arrét de validation) pour
chacun des sous-ensembles de données d’entrainement, de validation et de test. Les
courbes de performance (erreurs quadratiques moyennes normalisées en fonction du
nombre d’itérations) sont similaires pour les sous-ensembles de données de validation
et de test, ce qui indique qu’il n’y pas de surajustement significatif. L’erreur quadra-
tique moyenne normalisée obtenue a I'itération finale 607 (resp. 1651), correspondant
a l'itération a laquelle on obtient la meilleure performance de validation pour le
réseau a 2 couches (resp. 3 couches), est relativement faible et similaire pour chacun
des sous-ensembles de données d’entrainement, de validation et de test. La meilleure
performance du réseau (erreur quadratique moyenne calculée sur l’ensemble des
données) est égale a 1.611% (resp. 1.551%), et les performances d’entrainement,
de validation et de test (erreurs quadratiques moyennes normalisées sur les sous-
ensembles des données d’entrainement, de validation et de test, respectivement) sont
égales & 1.610%, 1.617% et 1.614% (resp. 1.547%, 1.574% et 1.568%) pour le meilleur
réseau de neurones a 2 couches (resp. 3 couches).

Les courbes de régression linéaire entre les sorties du réseau et les cibles correspon-
dantes sont tracées pour ’ensemble des données ainsi que pour les sous-ensembles de
données d’entrainement, de validation et de test sur la figure 3.23 pour le meilleur ré-
seau & 2 couches et sur la figure 3.24 pour le meilleur réseau a 3 couches. Les vecteurs
de sortie du réseau entrainé ont été calculés pour tous les vecteurs d’entrée de la base
de données compléte, puis les vecteurs de sortie et les vecteurs cibles correspondant
appartenant & chacun des sous-ensembles de données d’entrainement, de validation
et de test ont été extraits, et enfin les sorties du réseau ont été tracées en fonction
des cibles pour les sous-ensembles de données d’entrainement, de validation et de test
ainsi que pour la base de données compléte. La meilleure correspondance linéaire
entre les sorties du réseau et les cibles correspondantes, bien que non parfaite, est
relativement bonne pour I’ensemble des données et pour chacun des sous-ensembles
de données avec des coefficients de régression R de l'ordre de 0.94 (resp. 0.95) pour 0,
0.95 (resp. 0.96) pour ¢, 0.69 (resp. 0.70) pour k& et 0.98 (resp. 0.98) pour u pour le
meilleur réseau a 2 couches (resp. 3 couches). On observe une dispersion des valeurs
relativement faible pour p, un peu plus élevée pour § et £, et trés élevée pour k, ce
qui refléte le fait que la transformation non-linéaire entre le vecteur aléatoire B des
hyperparamétres et le vecteur aléatoire @ des quantités d’intérét est stochastique.

Les tableaux 3.6 et 3.7 présentent les résultats obtenus en utilisant les meilleurs
réseaux de neurones a 2 couches et 3 couches, respectivement, pour ’ensemble des
16 sous-domaines mésoscopiques 27°%°, ... Q*° & savoir l’ensemble des 16 valeurs
identifiées b, ... bl*° ainsi que la valeur optimale globale b°P" calculée par la
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(a) 2 couches (b) 3 couches

FIGURE 3.22 — Réseaux de neurones a (a) 2 couches et (b) 3 couches : évolutions de

la fonction de performance (erreur quadratique moyenne normalisée) en fonction du

nombre d’itérations pour les données d’entrainement (courbes bleues), de validation

(courbes vertes) et de test (courbes rouges). La meilleure performance de validation

(indiquée par des lignes en tirets verts) est de 0.1983% (resp. 0.1531%) a l'itération
607 (resp. 1651) pour le meilleur réseau a 2 couches (resp. 3 couches).

méthode MLE. A Tlinstar de ’algorithme itératif de point fixe et de ’algorithme
génétique, on constate des variations plus importantes entre les valeurs identifiées
070 L 0TS et 00, L 0T d'un sous-domaine & un autre. En revanche, les
valeurs identifiées K7'*°, ... K™ et Hrlneso, cee H‘fgeso présentent des variabilités beau-
coup plus faibles d’un sous-domaine & un autre. Le nombre d’évaluations du modéle
numérique stochastique requis pour construire la base de données utilisée pour en-
trainer et valider chacun des réseaux de neurones est noté niY ou I'exposant N
fait référence & « Neural Network » en anglais. La figure 3.25 montre les fonctions
de densité de probabilité pp, pr, px et py des variables aléatoires D, L, K et M,
respectivement, pour les meilleurs réseaux de neurones a 2 couches et a 3 couches. On
en déduit finalement la valeur optimale globale b°P* = (0.398,138.779, 13.734, 3.590)
(resp. b°P* = (0.394,121.104,14.013,3.616)) en (—, [um], [GPa], [GPa]) avec des er-
reurs relatives inférieures a 0.6%, 12%, 0.2% et 0.1% (resp. 1.6%, 3.2%, 2.0% et 0.8%)
pour 0°Pt, (Pt kOPt et 1Pt respectivement, par rapport a la valeur expérimentale de
référence b = (0.40, 125, 13.75,3.587) en (—, [um], [GPa], [GPa]). L’approche par
réseau de neurones artificiels est donc beaucoup plus précise que les approches par
I’algorithme itératif de point fixe et par I'algorithme génétique pour I'identification
des valeurs optimales §°Pt, k°Pt et E"pt du paramétre de dispersion optimal J, du

module d’élasticité isostatique moyen mésoscopique £ et du module de cisaillement
moyen mésoscopique , respectivement. En revanche, les erreurs numériques sont du
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méme ordre de grandeur pour les différentes approches par 'algorithme itératif de
point fixe, par I'algorithme génétique et par réseau de neurones artificiels pour I'iden-
tification de la valeur optimale £°P* de la longueur de corrélation spatiale £. En terme
d’efficacité de calcul, on peut voir que le nombre ny = 400000 (resp. nXY = 800 000)
d’évaluations du modéle numérique stochastique utilisé pour construire la base de
données d’entrainement et de validation du meilleur réseau de neurones a 2 couches
(resp. 3 couches) reste élevé. Une étude de convergence de l'erreur quadratique
moyenne normalisée sur le sous-ensemble de données de test a été menée en fonction
du nombre de données dans les sous-ensembles d’entrainement et de validation pour
les 19 configurations du réseau a 2 couches (voir figure 3.26a), et pour les 48 configu-
rations du réseau a 3 couches (voir figure 3.26b). On constate qu’il suffit de prendre
un nombre de données nNY = 100000 (resp. niY = 10000) dans la base de données
d’entrainement et de validation pour atteindre la convergence pour chacune des 19
configurations testées du réseau a 2 couches (resp. des 48 configurations testées du
réseau & 3 couches). Il est ainsi possible d’entrainer un réseau de neurones a 2 ou 3
couches avec seulement 10 neurones dans la (les) couche(s) cachée(s) a partir d’une
base de données construite en faisant un nombre d’évaluations du modéle numérique
stochastique bien moins élevé que ceux requis par ’algorithme itératif de point fixe
et par l'algorithme génétique, ce qui permet un gain de calcul considérable.

4 Validation numérique sur un essai virtuel de com-
pression en élasticité linéaire 3D

On considére dans cette section un second exemple de validation numérique en
élasticité linéaire 3D. Pour des raisons de limitation en terme de capacité maximale
de stockage en mémoire dans cet exemple de validation 3D, on considére ) =
3 échantillons cubiques occupant les 3 domains macroscopiques ouverts bornés
Qprecte L Qgaere, deéfinis dans un repére cartésien fixe (O, 1, 79, 73) de I'espace
physique euclidien tridimensionnel R?, tels que Q*° =]0,2x107%[x]0,2x107%[x
]0,2x107%[ en |m| (de dimensions 2x2x2 mm?®) pour tout ¢ € {1,2,3}. Chaque
domaine macroscopique (27" contient un sous-domaine mésoscopique carré {2
de dimensions 0.5 x 0.5 x 0.5 mm? (voir figure 3.27). D’une part, des conditions
aux limites de Neumann non-homogeénes sont appliquées sur la surface supérieure
e = {a1 €[0,2x107%], 25 € [0,2x107%], 23 = 2x107°} C 9Q™*™ en [m], qui
est soumise a un champ de force surfacique déterministe donné F™**° uniformément
réparti, dirigé suivant la direction (verticale descendante) —x3 avec une intensité de
2 kN telle que || f™*°|| = 5x 10° kN/m?, tandis que des conditions aux limites de
Neumann homogeénes (nulles) (i.e. des conditions de bord libre d’effort) f™a° =0
sont imposées sur les quatre surfaces latérales. D’autre part, des conditions limites
de Dirichlet homogénes (nulles) 4™ = 0 sont appliquées sur la surface inférieure
[macre — L € [0,2x 1073, 25 € [0,2x1073], 23 = 0} C O™ en |m|, qui est par
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TABLEAU 3.6 — Réseau de neurones artificiels & 2 couches : comparaison entre la

valeur optimale globale b°P* obtenue a partir des 16 valeurs identifiées b, ... bi=°
pour chacun des 16 sous-domaines mésoscopiques Q"¢ ... QU° et la valeur

meso

expérimentale de référence b

0 | £[pm] | & [GPa] | pu [GPal
prmeso 0.388 | 167.823 | 13.608 | 3.608
bimeso 0.440 | 180.691 | 13.498 | 3.615
bimeso 0.410 | 143.766 | 13.641 | 3.592
beso 0.448 | 136.484 | 13.669 | 3.581
bimese 0.375 | 138.015 | 13.713 | 3.594
bmese 0.407 | 167.214 | 13.539 | 3.610
pimeso 0.353 | 136.552 | 13.931 | 3.588
pmeso 0.374 | 123818 | 13.876 | 3.578
biese 0.415 | 125.237 | 13.867 | 3.576
pracso 0.419 | 120.863 | 13.758 | 3.574
preso 0.423 | 136.943 | 13.615 | 3.589
breso 0.394 | 171.300 | 13.636 | 3.608
brgso 0.430 | 155.397 | 13.596 | 3.596
prcso 0.375 | 110.753 | 13.851 | 3.575
breso 0.337 | 118.182 | 14.048 | 3.578
brsso 0.374 | 132.947 | 13.925 | 3.585
bovt 0.398 | 138.779 | 13.734 | 3.590
brese 0.400 | 125.000 | 13.750 | 3.587
Erreur relative [%] | 0.5709 | 11.0231 | 0.1137 | 0.0929
N 400 000

conséquent bloquée en déplacement (ou encastrée).

4.1 Paramétrage des modéles macroscopique et mésosco-
pique

A Déchelle macroscopique, le matériau est supposé étre déterministe, homogéne
(i.e. constant dans 'espace, et donc indépendant de ), & comportement élastique
linéaire isotrope. Par la suite, on utilise la notation classique de Voigt-Mandel
(voir section 3.1) pour la représentation matricielle [C™3™] € M*°(R) du tenseur
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TABLEAU 3.7 — Réseau de neurones artificiels & 3 couches : comparaison entre la

valeur optimale globale b°P* obtenue a partir des 16 valeurs identifiées b, ... bi=°
pour chacun des 16 sous-domaines mésoscopiques Q"¢ ... QU° et la valeur

meso

expérimentale de référence b

0 | £[pm] | & [GPa] | pu [GPal
prmeso 0.386 | 156.689 | 13.935 | 3.625
pineso 0.433 | 174.693 | 13.796 | 3.619
bimeso 0.405 | 126.920 | 13.969 | 3.617
beso 0.436 | 121.019 | 13.985 | 3.604
bimese 0.373 | 116.559 | 14.007 | 3.624
bmese 0.403 | 156.286 | 13.865 | 3.620
pimeso 0.354 | 112.946 | 14.161 | 3.620
pmeso 0.374 | 106.941 | 14.116 | 3.617
bimese 0.409 | 106.572 | 14.107 | 3.601
breso 0.412 | 105.594 | 14.031 | 3.609
preso 0.415 | 118.762 | 13.939 | 3.613
breso 0.390 | 159.032 | 13.966 | 3.626
breso 0.422 | 141.946 | 13.934 | 3.615
prcso 0.373 | 93.2582 | 14.060 | 3.619
breso 0.341 | 100.327 | 14.195 | 3.615
brsso 0.374 | 108.562 | 14.153 | 3.612
bovt 0.394 | 121.104 | 14.013 | 3.616
brese 0.400 | 125.000 | 13.750 | 3.587
Erreur relative [%] | 1.5677 | 3.1169 | 1.9144 | 0.8099
N 800 000

d’élasticité déterministe d’ordre quatre C™*™ avec n = d(d + 1)/2 = 6 en élasticité
linéaire 3D (pour d = 3), telle que

[ 4 20 20 T
K+ — K—— k——
3 3 3
21 4 21
K= kd+— K== 00 0
T TR
(O™ = | -2 -2 00 0 (3.15)
FT RT3 T
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 0 0 pu
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Nous avons choisi ici le paramétrage a = (k, 1) pour le modéle déterministe de
[C™acro(@)] pour les raisons évoquées précédemment dans la section 3.1, impliquant
seulement les deux constantes élastiques algébriquement indépendantes pour un
matériau élastique isotrope, a savoir le module d’élasticité isostatique macroscopique
k et le module de cisaillement macroscopique u, correspondant a un module d’Young
macroscopique E = 9kpu/(3k + u) et a un ceefficient de Poisson macroscopique
v = (3xk —2u)/(2(3k + w)). En particulier, nous avons choisi la valeur expérimen-
tale @lacro = (gmacro macro) gyec k1A = 138.783 GPa et puhare = 64.355 GPa,

exp exp 7ltexp exp exp

correspondant a E22° = 167.218 GPa et v22"° = (0.2992.

exp exp

A T’échelle mésoscopique, le matériau est supposé étre aléatoire, hétérogéne, a
comportement élastique linéaire anisotrope, avec un modéle moyen isotrope (simi-
laire & celui du modéle déterministe a 1’échelle macroscopique) et des fluctuations
statistiques anisotropes. Le champ de tenseur d’élasticité aléatoire d’ordre quatre
C™° est, représenté par le champ d’élasticité aléatoire [C™°] A valeurs dans M (R)
en utilisant la notation classique de Voigt-Mandel. Dans le cadre de la théorie de
I'élasticité linéaire 3D, la matrice d’élasticité moyenne [C™°] € M°(R) peut alors
étre écrite comme

[ 4 2 2
P T RO
3 3 3
21 4n 20
k—— Kt— kK—— 0 0 0
S dn dn
(€7 = |, & _ZE = : (3.16)
K 3 K 3 ﬁ+3 0 0 O
0 0 0 u 00
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 00 p

qui dépend d’un hyperparameétre a valeurs vectorielles ¢ = (&, pt) impliquant seulement
les deux constantes élastiques algébriquement indépendantes pour un matériau
élastique isotrope, a savoir le module d’élasticité isostatique moyen x et le module de
cisaillement moyen p a 1’échelle mésoscopique, correspondant & un module d’Young
moyen E = 9k /(3k+p) et a un coefficient de Poisson moyen v = (35—2p)/(2(36-+4)).
Le modele stochastique prior du champ de matrice d’élasticité aléatoire [Cmeso]_est
alors classiquement paramétré par I'hyperparamétre a valeurs vectorielles b = (4, ¢, ¢)
impliquant seulement (i) un paramétre de dispersion 0 controlant le niveau des
fluctuations statistiques de [C™*°] autour de sa valeur moyenne [C™*°], (ii) une
longueur de corrélation spatiale ¢ caractérisant la structure de corrélation spatiale
du germe stochastique (gaussien) W du champ aléatoire (non-gaussien) [C™*°], qui
est supposée étre la méme dans chaque direction spatiale (i.e. £ = ¢; = {5 = {3) pour
rester cohérent avec le modele effectif isotrope & I’échelle macroscopique et avoir un
paramétrage minimal du modeéle stochastique prior, et (iii) un hyperparamétre a
valeurs vectorielles ¢ = (k, ) regroupant le module d’élasticité isostatique moyen
k et le module de cisaillement moyen i & Péchelle mésoscopique. En particulier,
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meso

icd A1 J— meso meso meso meso
nous avons choisi la valeur expérimentale s = (0550, (e, KO oo ), avec

0meso = (.32, £1e° = 80 um, ks = 145 GPa et E:SO = 67.3 GPa, correspondant a

exp exp exp

Eoo° =174.85 GPa et v55° = 0.2990 GPa.

—exp —exp

Comme déja mentionné dans la section 3.1, on peut restreindre I’ensemble admis-
sible complet B = |0, §gup[X]0 , +00[x]0, +00[* (avec dgyp = +/7/11 = 0.7977 < 1)
de I'hyperparamétre a valeurs vectorielles b = (9,4, s, 1) & un ensemble admissible
réduit BIyse C B™*° tel que § € [0.20,0.45], ¢ € [50,120] pm, x € [87.5,200] GPa
et € [40.5,95.0] GPa. Cet ensemble admissible réduit B2 est ensuite discrétisé
en ny = 10 points équidistants dans chaque dimension sur lesquels nous évaluerons
et comparerons les valeurs des trois indicateurs numériques J"*°(b), J,"*°(b) et
Jmulti(gmacro b définis dans la section 4 du chapitre 2.

La méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation spatiale et la réso-
lution numérique des problémes aux limites elliptiques déterministe et stochastique
définis respectivement par (2.1) sur chacun des Q = 3 domaines macroscopiques

Qpaere Q32 et (2.3) sur chacun des @ = 3 sous-domaines mésoscopiques
Qpese, ., Q0. Comme les domaines macroscopiques Q"¢ ... QF% et les sous-
domaines mésoscopiques Q7*°, ... Qg% sont des domaines cubiques (donc de taille

identique dans chacune des trois directions spatiales), on considére pour chacun
d’entre eux une discrétisation spatiale avec un maillage régulier constitué par des
éléments hexaédriques (ou hexaédres) a 8 noeuds. Le solveur stochastique utilisé pour
la résolution du probléme aux limites stochastique (2.3) est basé sur la méthode de
simulation numérique de MC.

4.2 Etude de convergence de l’approximation spectrale du
germe stochastique gaussien en fonction de I’ordre d’ap-
proximation

Comme pour 'exemple de validation 2D, nous étudions la convergence vis-a-vis
de l'ordre v du champ aléatoire W7 simulé numériquement & partir de I'approxima-
tion spectrale modifiée (3.3) sur un sous-domaine mésoscopique Q™*°. L’étude de
convergence est, une fois de plus, effectuée pour la plus petite valeur de longueur de
corrélation spatiale, soit £ = 50 pm. On considére un sous-domaine mésoscopique
Qmese =10,5x1074[x]0,5x 1074[x]0,5x 107*[ en [m] discrétisé en utilisant un
maillage éléments finis de 20 x 20 x 20 = 8 000 éléments hexaédres de taille uniforme
hmese = (/(ng/2) = (50 pm)/2 = 25 ym = 2.5x107° m (avec ng = 4 points d’intégra-
tion de Gauss-Legendre par longueur de corrélation spatiale). Les figures 3.28, 3.29 et
3.30 montrent des réalisations du champ aléatoire W7 simulé numériquement a partir
de I'approximation spectrale modifiée (3.3) sur le sous-domaine mésoscopique 2™
pour différentes valeurs de l'ordre v € {5,50,500} dans des plans de coupe (z1,x2),
(x1,23) et (z2,x3), respectivement. Une fois de plus, on observe une quasi-périodicité
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pour v = 5 (voir figures 3.28a, 3.29a et 3.30a), et on peut conclure qu’il convient de
prendre un ordre v > 50 pour avoir une bonne représentation spectrale W7 du champ
aléatoire gaussien normalisé W avec une longueur de corrélation spatiale £ = 50 pym
dans un sous-domaine mésoscopique Q2™ =0, 5x1074[x]0,5x1074[x]0,5x107*] en
[m|. Dans la suite, nous retenons la valeur v = 50 pour la génération des germes sto-
chastiques (gaussiens) du champ d’élasticité aléatoire (non-gaussien) sur I’ensemble
des @ = 3 sous-domaines mésoscopiques (7", ..., Q5%

Afin d’obtenir le champ de déplacement « expérimental » simulé numériquement
sur le domaine macroscopique 2™ avec une résolution mésoscopique, il est né-
cessaire d’effectuer la méme étude de convergence sur 1'ordre v du champ aléatoire
W7 simulé numériquement & partir de 'approximation spectrale modifiée (3.3) sur
le domaine macroscopique 2™ =]0,2x1073[x]0,2x1073[x]0,2x 1073 en |[m]
discrétisé en utilisant un maillage éléments finis de 80 x 80 x 80 = 512000 éléments
hexaedres de taille uniforme A™*° = 25 ym = 2.5x 107° m (identique a celle du
maillage utilisé pour la discrétisation d’un sous-domaine mésoscopique 2™°). Les
figures 3.31, 3.32 et 3.33 montrent des réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de 'approximation spectrale modifiée (3.3) sur le domaine
macroscopique Q™2 pour différentes valeurs de l'ordre v € {25,250,2500} dans
des plans de coupe (z1,z3), (21,%3) et (x2,x3), respectivement. Une fois de plus,
nous observons une quasi-périodicité pour v = 25 (voir figures 3.31a, 3.32a et 3.33a),
et on peut conclure qu’il convient de prendre un ordre v > 250 pour avoir une
bonne représentation spectrale W7 du champ aléatoire gaussien normalis¢ W avec
une longueur de corrélation spatiale £ = 50 ym dans le domaine macroscopique
Qmacre = 10 2x 1073[x]0,2x1073[x]0,2x 1073[ en [m|. Dans la suite, nous re-
tenons la valeur v = 250 pour la génération des germes stochastiques (gaussiens)
du champ d’élasticité aléatoire (non-gaussien) sur ’ensemble des () = 3 domaines
macroscopiques Q' L QEacre,

4.3 Résolution du probléme d’optimisation mono-objectif a
I’échelle macroscopique

On rappelle que le probléme inverse statistique multi-échelle pour I'identification
expérimentale de la valeur optimale a™?"° du paramétre a dans son ensemble admis-
sible A™2¢° et de la valeur optimale globale b°P* du parameétre b dans son ensemble
admissible réduit BIy*° a été formulé en deux problémes d’optimisation qui doivent
étre résolus successivement (voir section 5.1 du chapitre 2). Dans cette section, nous
présentons les résultats du premier probléme d’optimisation mono-objectif (2.17) a
I’échelle macroscopique qui consiste & minimiser I'indicateur numérique macroscopique
Jmare(a) construit dans chacun des 3 domaines macroscopiques Q2" Qpacro (ymacro
afin d’identifier la valeur optimale a™***° de a & I’échelle macroscopique. Pour cet
exemple de validation 3D, on considére un maillage éléments finis qui a la méme
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finesse que celui utilisé pour 'exemple de validation 2D a I’échelle macroscopique,
c’est-a-dire un maillage régulier de 25 x 25 x 25 = 15625 éléments hexaédres de
taille uniforme A™a° = 80 um = 8 x 10~® m. Le probléme d’optimisation mono-
objectif (2.17) a ’échelle macroscopique a été résolu en utilisant I’algorithme du
simplex de Nelder-Mead.

Les résultats obtenus sont répertoriés dans le tableau 3.8 et montrent que I'erreur
relative entre la valeur optimale identifice @™ = (138.783, 64.355) en |GPa| et la
valeur expérimentale de référence ags™ = (138.758,64.377) en |GPal utilisée pour
construire la base de données « expérimentales » simulées reste trés faible (inférieure
a 0.02% et 0.04% pour pour K™ et ™3 respectivement), ce qui permet de
valider dans le cadre de I’élasticité linéaire en 3D la méthodologie d’identification
proposée pour la résolution du probléme d’optimisation mono-objectif (2.17) a
I’échelle macroscopique.

macro

TABLEAU 3.8 — Comparaison entre la valeur optimale identifiée a et la valeur

expérimentale de référence agi™

k |GPa| | u |GPa]

a™meere 138.783 | 64.355
Ao 138.758 | 64.377

Erreur relative [%] | 0.018 0.034

4.4 Résolution du probléme d’optimisation multi-objectif a
I’échelle mésoscopique

Dans cette section, nous présentons les résultats du second probléme d’optimi-
sation multi-objectif (2.18) a ’échelle mésoscopique qui consiste & minimiser simul-
tanément les trois indicateurs numériques J°(b), J"*°(b) et J™WH (g™ b)
construits dans chacun des 3 sous-domaines mésoscopiques 27%°, Q5 Q15 en
utilisant le paramétre optimal a™*° = (138.783,64.355) en |GPa| précédemment
identifié a I’échelle macroscopique en section 4.3 afin de pouvoir ensuite identifier
la valeur optimale globale b°P* de b a 1’échelle mésoscopique. Pour cet exemple
de validation 3D, on considére un maillage éléments finis qui a la méme finesse
que celui utilisé pour 'exemple de validation 2D a I’échelle mésoscopique et dont
la taille de maille est fonction de la plus petite longueur de corrélation spatiale,
c’est-a-dire un maillage régulier de 20 x 20 x 20 = 8 000 éléments hexaéedres de taille
uniforme h™*° = (/(ng/2) = (50 pm)/2 = 25 um = 2.5x107° m (avec ng = 4
points d’intégration par longueur de corrélation spatiale) pour chacun des 3 sous-
domaines mésoscopiques 27%¢, Q3¢ Q5° Comme pour 'exemple de validation
2D, la taille BYFR du VER QVFR est définie en fonction de la longueur de corré-
lation spatiale ¢ des germes stochastiques du champ aléatoire [C™*°(b)], telle que



Validation numérique de la méthode d’identification multi-échelle sur des
114 matériaux virtuels fictifs en élasticité linéaire 2D et 3D

BVER = 20x /¢ = 20x50 pm = 1 mm = 10~® m. En revanche, contrairement &

I'exemple de validation 2D, le probléme d’optimisation multi-objectif (2.18) a été
résolu uniquement avec l'algorithme itératif de point fixe en utilisant le méme critére
de convergence sur la norme du résidu entre deux itérations qui doit étre inférieure a
une tolérance fixée a 1079 et en recherchant la solution du probléme d’optimisation
multi-objectif (2.18) sur une grille multidimensionnelle de ny X ny Xny Xny points
dans I'ensemble admissible réduit Bmes° C RY. L’algorithme génétique n’a pas été
utilisé car le colit numérique était bien trop élevé avec les ressources de calcul dis-
ponibles. Le nombre de réalisations indépendantes pour ’estimation statistique des
espérances mathématiques dans les indicateurs numériques J3"*°(b), J,"*°(b) et

Jmult(gmacre b egt, fixé 4 la valeur N, = 500. Le nombre d’évaluations du modéle
numerique stochastique requis par l'algorithme itératif de point fixe est donné par

Niy = 31y Ny Zq 1 Mg

Le tableau 3.9 présente les résultats obtenus (en utilisant 1'algorithme itératif de
point fixe) pour I'ensemble des 3 sous-domaines mésoscopiques Q3e5°, QRese QQese 3
savoir l’ensemble des 3 valeurs identifiées b**°, b3*°, b5**° et des 3 nombres d’itéra-
tions n1, ng, N3 nécessaires pour atteindre la convergence souhaitée (avec une tolérance
fixée a 107?), ainsi que la valeur optimale globale b°P' calculée par la méthode MLE.
Comme pour 'exemple de validation 2D, on observe des variations plus impor-
tantes entre les valeurs de (15, £5°5° (5250 et §1"°%°, §57°, 95"° d'un sous-domaine
a un autre, ce qui refléte & nouveau le fait que les deux indicateurs numériques
mésoscopiques associés J°(b) et J,"°(b) dépendent directement des mesures
expérimentales de champs sur chaque sous-domaine mésoscopique. Les valeurs iden-
tifiees K10, K5, K5 et B0, g0, pg e étant quasi-identiques pour chacun des
3 sous-domaines mésoscopiques 275 Qmeso, (25'°_on identifie directement les va-
leurs optimales globales x°P' et ,u‘)pt sans avoir recours a la méthode MLE pour
les variables aléatoires K et M. La figure 3.34 montre les fonctions de densité de
probabilité pp et py définies dans la section 5.3 du chapitre 2, associées aux variables
aléatoires D et L, respectivement. On obtient finalement la valeur optimale globale
b°P* = (0.330,91.236, 150.000, 64.722) en (—, [pum], [GPa], [GPa]) avec des erreurs
relatives inférieures a 4% pour §°Pt, (Pt k°PY et 1,°Pt par rapport & la valeur expéri-
mentale de référence b>® = (0.327 80, 145, 67.3) en (—, [um], [GPa), [GPa)) utilisée

exp
pour construire la base de données « expérimentales » simulées, ce qui permet de
valider dans le cadre de 'élasticité linéaire en 3D la méthodologie d’identification pro-
posée pour la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif (2.18) a I’échelle

mésoscopique.

meso

Enfin, en terme d’efficacité de calcul, on peut voir dans le tableau 3.9 que les
nombres d’itérations nq, no, ng nécessaires pour atteindre la convergence souhaitée
sont relativement faibles (inférieurs ou égaux a 4) sur chacun des 3 sous-domaines
mésoscopiques 277°, Q5 QR conduisant & un nombre d’appels au modéle nu-
mérique déterministe a 1’échelle mésoscopique de 150 000.
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TABLEAU 3.9 — Algorithme itératif de point fixe : comparaison entre la valeur
optimale globale b°P* obtenue a partir des 3 valeurs identifiées b}**°, by, pese
pour chacun des 3 sous-domaines mésoscopiques §277°, Q5 QR et la valeur

expérimentale de référence by °
6 | £ |pm] | £ [GPa] | u |GPal | n,
byese 0.311 | 65.556 | 150.000 | 64.722 | 3
byese 0.367 | 88.889 | 150.000 | 64.722 | 4
bgese 0.311 | 81.111 | 150.000 | 64.722 | 3
bert 0.330 | 77.271 | 150.000 | 64.722 | -
bl 0.320 | 80.000 | 145.000 | 67.300 | -
Erreur relative [%]| | 3.009 | 3.411 | 3.448 3.831 | -
nfr 150 000

5 Bilan

Dans ce troisiéme chapitre, nous avons tout d’abord proposé une modification de la
méthode d’approximation de Shinozuka pour la génération des germes stochastiques
gaussiens dans la construction du modéle stochastique prior du champ d’élasticité
aléatoire non-gaussien. Les améliorations présentées permettent d'une part de gommer
la quasi-périodicité des germes stochastiques (champs aléatoires) gaussiens dans la
représentation spectrale classique de Shinozuka lorsque les longueurs de corrélation
spatiale du champ stochastique gaussien sont trés petites devant la taille du (des) sous-
domaine(s) mésoscopique(s) considéré(s), et d’autre part de réduire considérablement
le colit numérique tout en gardant la méme précision. Par la suite, nous avons
présenté deux exemples de validation numérique, dans le cadre de 1’élasticité linéaire
en 2D sous I'’hypothése des contraintes planes et en 3D sur des matériaux virtuels
fictifs, de la méthodologie d’identification multi-échelle des champs aléatoires de
propriétés élastiques présentée au chapitre 2. Afin de s’assurer que les problémes
d’optimisation mono- ou multi-objectif sont bien posés et correctement résolus, des
études de convergence et des analyses de sensibilité des indicateurs numériques du
probléme d’optimisation multi-objectif vis-a-vis des hyperparamétres a identifier ont
été menées au préalable. Les résultats d’identification des paramétres du modéle
déterministe a I’échelle macroscopique et des hyperparamétres du modéle stochastique
prior a 1’échelle mésoscopique pour ces deux exemples de validation en élasticité
linéaire 2D contraintes planes et 3D, pour lesquels les valeurs expérimentales de
référence sont connues a priori, viennent confirmer 'efficacité, la précision et la
robustesse de la méthodologie d’identification améliorée, ce qui nous permet de
I'appliquer par la suite au chapitre 4 & un matériau biologique réel (de 1'os cortical de
fémur de beeuf) avec de vraies mesures expérimentales de champs. Enfin, 1’algorithme
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itératif de point fixe et 'utilisation d’un réseau de neurones artificiels introduits dans
ce travail pour la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif permettent
un gain considérable en terme de cotit de calcul par rapport a ’algorithme génétique
utilisé dans [Nguyen et al. 2015].
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FIGURE 3.23 — Réseau de neurones a 2 couches : courbes de régression linéaire entre
les sorties du réseau et les cibles correspondantes pour chacun des hyperparameétres
9, ¢, k et p, pour les ensembles de données d’entrainement (en haut a gauche), de
validation (en haut a droite), de test (en bas a gauche) et complet (en bas a droite).
Dans chaque graphe, les sorties du réseau et les cibles sont représentés par des cercles,
la correspondance parfaite (sorties exactement égales aux cibles) est représentée par
une ligne en pointillé, et la meilleure correspondance linéaire (régression linéaire
entre sorties et cibles) est représentée par une ligne continue pour les ensembles de
données d’entrainement (ligne bleue), de validation (ligne verte), de test (ligne rouge)
et complet (ligne grise). Le coefficient de régression R est donné en haut de chaque
graphe
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FIGURE 3.24 — Réseau de neurones a 3 couches : courbes de régression linéaire entre
les sorties du réseau et les cibles correspondantes pour chacun des hyperparameétres
9, ¢, k et p, pour les ensembles de données d’entrainement (en haut a gauche), de
validation (en haut a droite), de test (en bas a gauche) et complet (en bas a droite).
Dans chaque graphe, les sorties du réseau et les cibles sont représentés par des cercles,
la correspondance parfaite (sorties exactement égales aux cibles) est représentée par
une ligne en pointillé, et la meilleure correspondance linéaire (régression linéaire
entre sorties et cibles) est représentée par une ligne continue pour les ensembles de
données d’entrainement (ligne bleue), de validation (ligne verte), de test (ligne rouge)
et complet (ligne grise). Le coefficient de régression R est donné en haut de chaque
graphe
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FIGURE 3.25 — Réseaux de neurones artificiels a 2 couches (courbes bleues en trait
plein) et a 3 couches (courbes rouges en pointill¢) : fonctions de densité de probabilité
DD, PrL, Pr €t py des variables aléatoires D, L, K et M, respectivement
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(b) 3 couches, avec un nombre de neurones cachés variant de 10 & 80 dans la premiére

couche cachée et de 10 & 60 pour la seconde couche cachée

FIGURE 3.26 — Réseaux de neurones artificiels a (a) 2 couches et (b) 3 couches : évo-
lutions de I'erreur quadratique moyenne normalisée sur le sous-ensemble de données
de test en fonction du nombre de données dans les sous-ensembles d’entrainement et
de validation pour ’ensemble des 19 configurations du réseau a 2 couches et des 48

configurations du réseau a 3 couches
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FI1GURE 3.27 — Illustration de I’échantillon occupant le domaine macroscopique
cubique Q™**° (en vert) qui contient un sous-domaine mésoscopique cubique Q™°
(en rouge) pour la validation numérique en élasticité linéaire 3D
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FIGURE 3.28 — Plan de coupe (1, x2) : réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de approximation spectrale modifiée (3.3) sur un sous-
domaine mésoscopique 2™° pour différents ordres
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FIGURE 3.29 — Plan de coupe (1, x3) : réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de approximation spectrale modifiée (3.3) sur un sous-
domaine mésoscopique 2™° pour différents ordres
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F1GURE 3.30 — Plan de coupe (9, x3) : réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de approximation spectrale modifiée (3.3) sur un sous-
domaine mésoscopique 2™° pour différents ordres
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(c) v = 2500

F1GURE 3.31 — Plan de coupe (1, x2) : réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de approximation spectrale modifiée (3.3) sur le domaine
macroscopique 2™ pour différents ordres
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(c) v = 2500

FI1GURE 3.32 — Plan de coupe (1, x3) : réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de approximation spectrale modifiée (3.3) sur le domaine
macroscopique 2™ pour différents ordres
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F1GURE 3.33 — Plan de coupe (9, x3) : réalisations du champ aléatoire W7 simulé
numériquement a partir de approximation spectrale modifiée (3.3) sur le domaine
macroscopique 2™ pour différents ordres
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FIGURE 3.34 — Algorithme itératif de point fixe : fonctions de densité de probabilité
pp et pr des variables aléatoires D et L, respectivement
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1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous présentons une application numérique de la
méthodologie d’identification multi-échelle développée au chapitre 2 dans le cadre
de la théorie de I’élasticité linéaire en 2D sous I'hypothése des contraintes planes en
utilisant une base de données expérimentales réelles constituée de mesures optiques
multi-échelles 2D de champs de déplacement obtenues par une méthode de corrélation
d’images numériques (DIC) 2D sur un seul échantillon constitué par un matériau
biologique réel, a savoir de 1’os cortical provenant d’un fémur de beeuf. La configuration
expérimentale multi-échelle correspond a celle décrite dans la section 3 du chapitre 2
et déja considérée dans les exemples de validation numérique 2D et 3D présentés
dans les sections 3 et 4 du chapitre 3. On rappelle qu’afin de surmonter les difficultés
lices a I'acquisition des mesures optiques expérimentales multi-échelles de champs
qui sont principalement dues a la nature complexe de la microstructure (hétérogeéne,
anisotrope et aléatoire) et a la nécessité d’obtenir simultanément des mesures de
champs a deux échelles différentes (macroscopique et mésoscopique), un protocole
expérimental spécifique (comprenant la préparation de I’échantillon, le développement
d’un banc de mesure, le systéme d’acquisition d’images numériques et la méthode
DIC) a été mis en place dans [Nguyen et al. 2016]. Nous rappelons ici briévement
quelques points importants concernant la configuration expérimentale multi-échelle.

L’unique échantillon testé a 1’échelle macroscopique est préparé a partir d’os
cortical bovin pour avoir une forme cubique de dimensions 1x1x1 cm?. Méme si un
tel tissu biologique est souvent considéré et modélisé comme un milieu homogéne et
déterministe avec un comportement linéaire élastique isotrope transverse a 1’échelle
macroscopique (= 10 mm), sa microstructure a ’échelle mésoscopique (de 500 pm &
10 mm) contient des ostéons disposés de maniére aléatoire avec des cavités de résorp-
tion (lacunes), qui sont les principaux types d’inclusions/hétérogénéités, immergées
dans une matrice constituée de lamelles interstitielles circonférentielles entourant les
canaux de Havers. Par conséquent, il s’agit d’'un matériau composite (hétérogene)
anisotrope avec une structure hiérarchique complexe, qui peut étre considéré et
modélisé comme un milieu linéaire élastique aléatoire a 1’échelle mésoscopique, et est
donc parfaitement adapté a I'application expérimentale de la méthodologie d’identifi-
cation multi-échelle développée dans ce travail de recherche. L'unique échantillon
est encastré sur sa face inférieure et chargé sous compression uni-axiale verticale sur
sa face supérieure avec une force résultante maximale de 9 kN afin de préserver un
comportement linéaire du matériau élastique.

Les mesures expérimentales multi-échelles ont été réalisées au cours de travaux
précédents dans [Nguyen et al. 2016] et déja utilisées dans [Nguyen et al. 2015]
pour l'identification des propriétés élastiques apparentes de 1’os cortical a 1’échelle
mésoscopique. Ces mesures de champs cinématiques ont été effectuées simultanément
aux échelles macroscopique et mésoscopique sur une face 2D Q™ = ]0,1072[x
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]0,1072[ € R? en [m] (de dimensions 1x1 ¢cm?) de I’échantillon 3D cubique qui est
perpendiculaire & ’axe principal de symétrie de rotation noté x3 (correspondant
a la direction longitudinale moyenne des canaux de Havers des ostéons de 1’os
cortical) et correspond & un plan d’isotropie noté (x1,z2). On rappelle qu'une
seule caméra équipée d'un seul objectif numérique optique de microscope avec
des capteurs d’imagerie CCD est installée devant la machine d’essai et réglée a la
résolution mésoscopique. En parcourant horizontalement et verticalement tout le
domaine macroscopique carré 2™ (correspondant a la face éclairé de I’échantillon
cubique), elle effectue 'acquisition de 90 images optiques au cours de I’essai mécanique
sur des sous-domaines mésoscopiques carrés de dimensions 1 x1 mm? avec une
grille de discrétisation réguliére de 100 x 100 = 10000 points (soit 99 x99 = 9801
éléments quadrangles), conduisant & une résolution spatiale mésoscopique h™*°
10.10 pm =~ 1.010x 10~® m. Cependant, seule I'image numéro 42, qui correspond &
un sous-domaine mésoscopique 2™°° situé proche du centre de la face observée de
I'échantillon cubique (afin de limiter les effets de bord), est choisie pour constituer
la base de données expérimentales a I’échelle mésoscopique. En effet, a partir des
images prises avant et aprés application du chargement et a 1’aide de la méthode
DIC, on peut reconstruire le champ de déplacement expérimental ug ° a I'échelle
mésoscopique et en déduire le champ des déformations linéarisé associé eg° a
I’échelle mésoscopique sur le sous-domaine mésoscopique 2™°°. Par ailleurs, en
utilisant un logiciel de traitement d’images, on peut regrouper les 90 images obtenues
a D’échelle mésoscopique afin de reconstruire l'image correspondante a 1’échelle
macroscopique sur toute la face observée (correspondant au domaine macroscopique)
Qmacro ayvec une grille de discrétisation réguliere de 10 x 10 = 100 points (soit
9x9 = 81 éléments quadrangles), conduisant & une résolution spatiale macroscopique
h™acro ~ 1.111 mm =~ 1.111 x 1072 m. On obtient alors le champ de déplacement
expérimental ug ™ et le champ des déformations linéarisé associé g3 a I'échelle
macroscopique sur le domaine macroscopique 2™, De plus, afin de réduire les bruits
de mesure (induits par la technique de mouchetis, I’éclairage de la face 2D observée, le
systéme d’acquisition d’images optiques, etc.), un filtre spatial gaussien classiquement
utilisé dans le traitement d’images numériques a été appliqué pour lisser les champs
de déplacement expérimentaux ufhs™ = (uha’’; Uy’ ) et UGS = (UGS, Ugms)
mesurés respectivement & 1’échelle macroscopique et & 1’échelle mésoscopique. Les
figures 4.1 et 4.2 représentent les deux composantes du champ de déplacement
expérimental macroscopique ug ™ sur le domaine macroscopique Q™ et celles
du champ de déplacement expérimental mésoscopique ug ™ sur le sous-domaine
mésoscopique 2™M°  respectivement, avant et aprés application du filtre spatial

gaussien.

Conformément a la configuration expérimentale et aux mesures multi-échelles
réalisées, les modéles numériques déterministe et stochastique utilisés aux échelles
macroscopique et mésoscopique sont les mémes que ceux utilisés pour I’exemple de
validation numérique en 2D présenté a la section 3 dans le cadre de I’élasticité linéaire
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FIGURE 4.1 — Composantes ugxi® (en haut) et u® (en bas) du champ de
déplacement expérimental macroscopique ug " sur le domaine macroscopique (2™

avant (a gauche) et aprés (a droite) application du filtre spatial gaussien

2D en contraintes planes dans le plan d’isotropie (x1,xs). A 'échelle macroscopique,
les propriétés mécaniques (élastiques) du matériau sont représentées par la matrice
d’élasticité isotrope homogene déterministe [C55°°(a)] qui dépend du paramétre a va-
leurs vectorielles a = (kr, pr) avec deux composantes algébriquement indépendantes
a identifier, correspondant au module d’élasticité isostatique transverse macrosco-
pique k7 et au module de cisaillement transverse macroscopique pr dans le plan
d’isotropie (x1,2z2). A I'échelle mésoscopique, les propriétés mécaniques (élastiques)
du matériau sont représentées par le modele stochastique prior du champ de souplesse
aléatoire a valeurs matricielles [S55%°(b)] (resp. du champ d’élasticité aléatoire a

meso

valeurs matricielles [C35*°(b)]), qui présente des fluctuations statistiques anisotropes

autour de la matrice de souplesse moyenne [S55°°] (resp. de la matrice d’élasticité

moyenne [C55°°(¢)]) appartenant a la méme classe de symétrie (isotrope) que le mo-

déle déterministe a 1’échelle macroscopique. On rappelle que le modéle stochastique
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FIGURE 4.2 — Composantes ug5q (en haut) et ugs9 (en bas) du champ de dépla-

cement expérimental mésoscopique ugy* sur le sous-domaine mésoscopique 27°°

avant (a gauche) et aprés (a droite) application du filtre spatial gaussien

prior de [S55%(b)] (resp. de [CHS5*(b)]) est alors paramétré par I'hyperparamétre
a valeurs vectorielles b = (9,4, kr, HT) avec quatre composantes algébriquement
indépendantes a identifier, correspondant au parameétre de dispersion ¢ contrélant
le niveau des fluctuations statistiques de [S35%°(b)] (resp. de [C35*°(b)]) autour de
sa valeur moyenne [S55%] (resp. [C55°]), & la longueur de corrélation spatiale ¢
caractérisant la structure de corrélation spatiale du germe stochastique (gaussien)
W du champ aléatoire (non-gaussien) [S55*°(b)] (resp. [C35%°(b)]) et supposée étre
identique dans chaque direction spatiale (i.e. £ = ¢; = {5) pour rester cohérent avec le
modéle effectif isotrope a 1’échelle macroscopique, au module d’élasticité isostatique
transverse moyen k, et au module de cisaillement transverse moyen Koy A I’échelle

mésoscopique.

L’hyperparameétre b = (4, £, &, p1) est recherché dans un ensemble admissible réduit
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By C B construit a partir des informations existantes dans la littérature tel
que 0 € [0.30,0.65], £ € [50,100] pum, x € [9.5,11] GPa et u € [3.5,5.0] GPa, a la
place de I'ensemble admissible complet B =10, §qup[%]0, +00[x]0, +-00[* avec
Ssup = V/(n+1)/(n+5) =+/7/11 = 0.7977 < 1 (avec n = 6 en élasticité linéaire).
Comme pour I'exemple de validation 2D, cet ensemble admissible réduit By est
discrétisé en ny = 10 points équidistants dans chaque dimension sur lesquels nous
évaluerons et comparerons les valeurs des trois indicateurs numériques J;"**°(b),
Je0(b) et Jmuti(@macro ) définis dans la section 4 du chapitre 2.

La méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation spatiale et la
résolution numérique des problémes aux limites elliptiques déterministe et stochas-
tique définis respectivement par (2.1) sur le domaine macroscopique Q™2 et (2.3)
sur le sous-domaine mésoscopique 2™°. Comme le domaine macroscopique {22
et le sous-domaine mésoscopique 2™*° sont des domaines carrés (donc de taille
identique dans chacune des deux directions spatiales), on considére pour les deux
une discrétisation spatiale avec un maillage régulier constitué par des éléments qua-
drangles & 4 nocuds pour rester cohérent avec les grilles de discrétisation utilisées
pour I'acquisition des données expérimentales. Le solveur stochastique utilisé pour
la résolution du probléme aux limites stochastique (2.3) est basé sur la méthode de
simulation numérique de MC.

2 Etude de la convergence de approximation spec-
trale du germe stochastique gaussien en fonction
de 'ordre d’approximation

Comme pour les exemples de validation, une étude de convergence vis-a-vis de
I'ordre v du champ aléatoire W7 simulé numériquement a partir de I’approximation
spectrale modifiée (3.3) sur le sous-domaine mésoscopique 2™°° avec la plus petite
valeur de longueur de corrélation spatiale dans I’espace admissible réduit, c’est-a-
dire ¢ = 50 um dans ce cas d’application 2D. On rappelle que le sous-domaine
mésoscopique considéré Q™ =10,1073[x]0,1073[ en [m] est discrétisé en utilisant
un maillage éléments finis de 99x99 = 9801 éléments quadrangles de taille uniforme
h™e° ~ 10.10 ym =~ 1.010 x 107> m. Les figures 4.3a, 4.3b et 4.3c montre des
réalisations du champ aléatoire W7 simulé numériquement & partir de ’approximation
spectrale modifiée (3.3) sur le sous-domaine mésoscopique 2™° pour différentes
valeurs de 'ordre y € {5,50,500}. Ainsi, on peut conclure a partir de ces résultats
qu’il convient de prendre un ordre d’approximation v > 50 pour avoir une bonne
représentation spectrale W7 du champ aléatoire gaussien normalisé W avec une
longueur de corrélation spatiale £ = 50 ym dans un sous-domaine mésoscopique
Qmese =10,1073[x]0, 1073[ en |m]. Dans la suite, nous retenons la valeur v = 50 pour
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la génération des germes stochastiques (gaussiens) du champ d’élasticité aléatoire
(non-gaussien) sur le sous-domaines mésoscopiques 2™,

73 [m]

FIGURE 4.3 — Os cortical : réalisations du champ aléatoire W7 simulé numéri-
quement a partir de Papproximation spectrale modifiée (3.3) sur le sous-domaine
mésoscopique 2™*° pour différents ordres ~

3 Résolution du probléme d’optimisation mono-
objectif & 1’échelle macroscopique

Dans cette section, nous présentons les résultats du premier probléme d’opti-
misation mono-objectif (2.17) a I’échelle macroscopique qui consiste & minimiser
'indicateur numérique macroscopique J™*°"°(a) construit dans le domaine macrosco-
pique Q™2 afin d’identifier la valeur optimale a™?** de a & 1’échelle macroscopique.
On rappelle que le domaine macroscopique ™27 =1]0,107%[x]0,107%[ en [m] est
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discrétisé avec un maillage régulier de 9 x9 = 81 éléments quadrangles de taille
uniforme ~A™2*° = 1.111 mm = 1.111x 1073 m. Le probléme d’optimisation mono-
objectif (2.17) a I’échelle macroscopique a été résolu en utilisant I’algorithme du
simplex de Nelder-Mead.

Le tableau 4.1 donne la valeur optimale identifice a™*** = (11.335,4.781) en
|GPal, correspondant a un module d’élasticité isostatique transverse macroscopique
kip2re = 11.335 GPa et & un module de cisaillement transverse macroscopique
wrrre = 4,781 GPa, ou de maniére équivalente, & un module d”Young transverse
macroscopique B = 12.575 GPa et & un module de cisaillement macroscopique
v = (.3151, qui sont cohérentes et réalistes avec les valeurs existantes que nous
pouvons trouver dans la littérature pour ce type de matériau biologique.

TABLEAU 4.1 — Valeur optimale identifiée @™ du paramétre a = (K, jir)

kr |GPal| | ur |GPal
a™ " | 11.335 4.781

4 Reésolution du probléme d’optimisation multi-
objectif a I’échelle mésoscopique

Dans cette section, nous présentons les résultats du second probléme d’optimi-
sation multi-objectif (2.18) a I’échelle mésoscopique qui consiste & minimiser simul-
tanément les trois indicateurs numeériques Jm*°(b), J*°(b) et J™t(gmacro p)
construits dans le sous-domaine mésoscopique 2™° en utilisant le paramétre optimal
a™° = (11.335,4.781) en |GPa| précédemment identifié a I’échelle macroscopique
en section 3 afin de pouvoir identifier la valeur optimale globale b°P* de b a ’échelle mé-
soscopique. On rappelle que le sous-domaine mésoscopique Q™*° =10, 1073[x]0, 1073
en |m| est discrétisé avec un maillage régulier de 99x99 = 9801 éléments quadrangles
de taille uniforme ~A™° = 10.10 ym = 1.010 x 10~° m. Comme déja expliqué dans la
section 3.2.4, la taille BVER du VER QVER est définie en fonction de la longueur de
corrélation spatiale ¢ des germes stochastiques du champ aléatoire [S™°(b)], telle
que BVER = 20x /. Le probléme d’optimisation multi-objectif (2.18) a été résolu avec
I'algorithme itératif de point fixe (avec un critére de convergence sur la norme du
résidu entre deux itérations qui doit étre inférieure & une tolérance fixée a 107?) d’une
part, et avec 'apprentissage automatique d’un réseau de neurones artificiels d’autre
part, a des fins de comparaison. Une étude de convergence statistique a permis de
fixer le nombre de réalisations indépendantes pour I’évaluation des espérances ma-
thématiques dans les indicateurs numériques J3°°(b), J32°°(b) et J™H (@™ b)
a la valeur N, = 500. Le nombre d’évaluations du modéle numérique stochastique

requis par Palgorithme de point fixe est donné par nft = 3ny N, n'? ou n't est
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le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre la convergence souhaitée pour le
sous-domaine mésoscopique 2™° considéré.

Le tableau 4.2 donne la valeur optimale identifiée b™° =
(0.533,61.111,10.500,4.667) en (—,[um],[GPal,[GPa]) obtenue en utilisant
I’algorithme itératif de point fixe, correspondant & un paramétre de dispersion
0™ = (0.533, a une longueur de corrélation spatiale /™*° = 61.111 pm, a un
module d’élasticité isostatique transverse moyen mésoscopique k7% = 10.500 GPa
et & un module de cisaillement transverse moyen mésoscopique pp ™ = 4.667 GPa,
ou de maniére équivalente, & un module d’Young transverse moyen mésosco-
pique E7%° = 12.194 GPa et & un module de cisaillement moyen mésoscopique
ves° = (0.3064. Le nombre d’itérations n* nécessaire pour atteindre la convergence
souhaitée avec ’algorithme itératif de point fixe sur le sous-domaine mésoscopique
Qmeso est nFP = 5. conduisant 4 un nombre d’évaluations du modéle numérique
stochastique égal a nfl = 7500. Les résultats d’identification obtenus & 1’échelle
mésoscopique sont également en accord avec les informations fournies dans la
littérature pour ce type de matériau biologique. En effet, d’un point de vue physique,
la longueur de corrélation spatiale optimale identifiée ¢™*° = 61.111 pum est du
méme ordre de grandeur que la distance moyenne entre deux lamelles adjacentes
d’un ostéon dans l’os cortical bovin (fémur de beeuf). Par ailleurs, une telle valeur
de longueur de corrélation spatiale nous permet également de valider I’hypothese de
séparation des échelles macroscopique et mésoscopique.

TABLEAU 4.2 — Algorithme itératif de point fixe : valeur optimale identifiée b™°%°
de 'hyperparamétre b = (0, ¢, K, HT) pour le sous-domaine mésoscopique 2™

6 | £ pm] | 5p [GPa] | p, [GPal ntrP
bmes° 1 0.533 | 61.111 | 10.500 4.667 5
nE? 7500

Le tableau 4.3 donne la valeur optimale identifiée b™*° =
(0.605,60.618,11.155,4.607) (resp. b™=° = (0.601,62.815,10.910,4.607)) en
(—, [um], [GPal, [GPa]) obtenue en utilisant le meilleur réseau de neurones entrainé
a 2 couches (resp. a 3 couches), correspondant & un paramétre de dispersion
gmese = 0.605 (resp. 0™*° = 0.601), & une longueur de corrélation spatiale
mese = 60.618 pm (resp. £M*° = 62.815 pm), & un module d’élasticité isostatique
transverse moyen mésoscopique k1% = 11.155 GPa (resp. k7%° = 10.910 GPa) et a
un module de cisaillement transverse moyen mésoscopique W0 = 4.607 GPa (resp.
e = 4.590 GPa), ou de maniére équivalente, & un module d’Young transverse
moyen mésoscopique E7*®° = 12.149 GPa (resp. E7*° = 12.076 GPa) et & un
module de cisaillement moyen mésoscopique v7%° = 0.3185 (resp. v = 0.3155).
Les résultats obtenus a 1’échelle mésoscopique en utilisant chacun des deux réseaux
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de neurones sont trés proches de ceux obtenus en utilisant ’algorithme itératif de
type point fixe, ce qui permet de valider ’approche par réseau de neurones pour
I'identification expérimentale multi-échelle de la valeur optimale b™*° de b.

TABLEAU 4.3 — Réseaux de neurones a 2 et 3 couches : valeur optimale identifiée
b™° de 'hyperparamétre b = (0, ¢, K, ET) pour le sous-domaine mésoscopique 2™

6 | C|pm] | £y [GPa] | p . [GPal
b™* (réseau a 2 couches) | 0.605 | 60.618 | 11.155 4.607
b™e° (réseau a 3 couches) | 0.601 | 62.815 | 10.910 4.590

5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté un exemple d’application numérique de
la méthodologie d’identification multi-échelle des champs aléatoires de propriétés
élastiques présentée au chapitre 2, a partir d’'une base de données expérimentales
réelles constituées de mesures multi-échelles de champs pour un matériau biologique
hétérogene réel (de l'os cortical de fémur de beeuf) dans le cadre de 1’élasticité linéaire
2D sous I’hypothése des contraintes planes. A ’échelle macroscopique, le matériau
est supposé appartenir a la classe de symétrie isotrope transverse et caractérisé dans
un plan d’isotropie (orthogonal a I’axe de symétrie de rotation), tandis qu’a 1’échelle
mésoscopique il présente des fluctuations statistiques anisotropes autour d’un modéle
moyen appartenant aussi a la classe de symétrie isotrope transverse et caractérisé
dans un plan d’isotropie (orthogonal & 'axe de symétrie de rotation). Les résultats
obtenus sont cohérents et réalistes par rapport aux données connues et publiées
dans la littérature et par rapport aux valeurs attendues pour les hyperparamétres
du modele stochastique prior (niveau des fluctuations statistiques et longueur de
corrélation spatiale).
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Conclusion

Dans ce travail de thése, nous avons revisité la méthodologie d’identification des
champs aléatoires de propriétés élastiques récemment proposée dans [Nguyen et al.
2015| dans le cadre d’élasticité linéaire 3D & travers la résolution d’un probléme
inverse statistique a partir d’'une base de données expérimentales multi-échelles
(macroscopique et mésoscopique) partielle et limitée obtenue avec uniquement un seul
échantillon constitué d’un matériau hétérogéne & microstructure aléatoire complexe
anisotrope pour lequel il existe une séparation des échelles macroscopique et méso-
scopique. En effet, le probléme statistique inverse multi-échelle a été formulé comme
un probléme d’optimisation multi-objectif qui peut étre décomposé en un premier
probléme d’optimisation mono-objectif défini & ’échelle macroscopique et un second
probléme d’optimisation multi-objectif défini a I’échelle mésoscopique, dans lesquels
nous construisons des fonctions-coit (indicateurs numériques) suffisamment sensibles
a la variation des parameétres et des hyperparamétres a identifier. Ces indicateurs
numériques permettent de quantifier et minimiser la distance entre des quantités
d’intéréts pertinentes issues d’une part des mesures expérimentales multi-échelles de
champs aux échelles macroscopique et mésoscopique, et d’autre part des résultats de
simulations numériques des modéles macroscopique et mésoscopique correspondant &
la configuration expérimentale.

Nous avons tout d’abord rappelé le modéle stochastique prior paramétré par un
nombre faible ou modéré d’hyperparamétres et utilisé pour la modélisation et la
simulation numérique du champ de tenseur d’élasticité (ou de souplesse) aléatoire
non-gaussien d’une microstructure élastique hétérogene aléatoire a 1’échelle méso-
scopique. Ce modéle stochastique prior satisfait, par construction, les propriétés
mathématiques et statistiques requises, notamment les propriétés de symétrie, d’el-
lipticité (donc de définie positivité) et d’inversibilité en moyenne d’ordre deux. Par
ailleurs, dans ce travail de recherche, nous avons introduit une version modifiée de
la représentation spectrale des germes stochastiques gaussiens pour la construction
du champ d’élasticité aléatoire non-gaussien, qui permet de gommer la périodicité
de 'approximation spectrale du champ stochastique avec un ordre moins élevé dans
le cas ou les longueurs de corrélation spatiale sont trés petites devant la taille du
domaine considéré. De plus, nous avons vu qu’en combinant cette modélisation sto-
chastique du champ de tenseur d’élasticité (ou de souplesse) a I’échelle mésoscopique
avec une méthode d’homogénéisation numérique stochastique, nous obtenons un
outil puissant qui nous permet de donner une définition probabiliste de la notion
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de VER pour un matériau a microstructure complexe aléatoire et donc d’établir le
lien entre la caractérisation des hétérogénéités aléatoires d’un tel matériau a ’échelle
meésoscopique et son comportement macroscopique, qui est supposé étre homogeéne
et déterministe, a travers le calcul du tenseur d’élasticité (ou de souplesse) effectif
homogénéisé.

Nous avons ensuite proposé deux améliorations principales de la méthodologie
d’identification statistique inverse multi-échelle du modéle stochastique prior. Pre-
miérement, 'introduction d’une fonction-coiit mono-objectif (indicateur numérique)
supplémentaire & I’échelle mésoscopique dédiée a l'identification de la (les) longueur(s)
de corrélation spatiale du modéle stochastique prior nous a permis d’avoir recours a
des méthodes et des algorithmes de résolution plus efficaces en terme de cofit de calcul
que lalgorithme d’optimisation globale (algorithme génétique) utilisé dans [Nguyen
et al. 2015], tel qu'un algorithme itératif de point fixe, pour résoudre le probléme
d’optimisation multi-objectif sous-jacent nouvellement formulé. En paralléle, nous
avons également entrainé un réseau de neurones artificiels a partir d’'une base de
données numériques associée a I’ensemble des indicateurs numériques afin de résoudre
ce probléme d’identification. Les résultats d’identification obtenus par 1’algorithme
itératif de point fixe et par 'approche par réseau de neurones artificiels sont tres
encourageants. Deuxiémement, une modélisation probabiliste ad hoc des hyper-
parameétres intervenant dans le modéle stochastique prior identifiés sur différents
sous-domaines mésoscopiques nous a permis d’améliorer & la fois la robustesse et la
précision de la méthode d’identification inverse du modéle stochastique prior.

Nous avons enfin validé cette méthodologie d’identification améliorée sur des
matériaux virtuels fictifs dans le cadre de I’élasticité linéaire en 2D contraintes planes
et en 3D avec des données expérimentales multi-échelles simulées numériquement,
avant de 'appliquer & matériau biologique hétérogéne réel dans le cadre de 1'élasticité
linéaire en 2D contraintes planes avec de vraies mesures expérimentales multi-échelles
de champs cinématiques 2D obtenues a partir d’un essai statique de compression
uni-axiale réalisé sur un seul échantillon constitué d’os cortical bovin et suivi par
corrélation d’images numériques 2D aux deux échelles macroscopique et mésoscopique.
Les résultats obtenus sont satisfaisants en terme de précision des paramétres identifiés
du modéle déterministe a ’échelle macroscopique et des hyperparameétres identifiés
du modéle stochastique prior a 1’échelle mésoscopique. En outre, ’algorithme itératif
de point fixe et I'utilisation d’un réseau de neurones artificiels introduits dans ce
travail pour la résolution du probléme d’optimisation multi-objectif permettent un
gain substantiel en terme de colt de calcul par rapport a l'algorithme génétique
utilisé dans [Nguyen et al. 2015].

Dans le prolongement de ce travail, plusieurs perspectives peuvent étre envisagées
sur différents aspects de la méthode d’identification inverse statistique :

— concernant le champ aléatoire gaussien généré par 'approximation spectrale
modifiée, il conviendrait de construire un modeéle probabiliste plus approprié
des variables aléatoires correspondant aux nombres d’onde en utilisant le
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principe du MaxEnt sous un ensemble de contraintes objectives définissant les
informations disponibles ;

— concernant la méthode de résolution, il serait intéressant de comparer la
performance d’un réseau de neurones artificiels entrainé a partir d’une base
de données expérimentales « transformées » (telle que celle considérée dans ce
travail et constituée d’un pseudo-ceefficient de dispersion et de pseudo-longueurs
de corrélation spatiale des champs cinématiques) d’une part, et d’un réseau de
neurones artificiels entrainé directement a partir des données expérimentales
« brutes » (i.e. les champs cinématiques expérimentaux) d’autre part ;

— concernant l'utilisation de la méthodologie proposée, il serait possible de I'ap-
pliquer & des mesures expérimentales de champs de déplacement multi-échelles
3D complets obtenues, par exemple, par microtomographie a rayons X et cor-
rélation d’images numériques volumiques, et également & d’autres types de
matériaux hétérogénes aléatoires ;

— concernant ’amélioration de la méthodologie proposée, une voie prometteuse
consisterait a identifier un modéle stochastique posterior du champ de tenseur
d’élasticité (ou de souplesse) aléatoire non-gaussien en grande dimension sto-
chastique a I’échelle mésoscopique pour une microstructure élastique linéaire
hétérogene anisotrope, en utilisant le modéle stochastique prior identifié.
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