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Résumé : Cette these porte sur la modélisation mathématique de la dynamique du cancer ;
elle se divise en deux projets de recherche.

Dans le premier projet, nous estimons les parametres de la limite déterministe d’un pro-
cessus stochastique modélisant la dynamique du mélanome (cancer de la peau) traité par
immunothérapie [6]. L’estimation est réalisée a 1'aide d’un modele statistique non-linéaire a
effets mixtes et I'algorithme SAEM, a partir des données réelles de taille tumorale mesurée
au cours du temps chez plusieurs patients. Avec ce modele mathématique qui ajuste bien
les données, nous évaluons la probabilité de rechute du mélanome (a 1’aide de l'algorithme
Importance Splitting [64]), et proposons une optimisation du protocole de traitement (doses
et instants du traitement).

Nous proposons dans le second projet, une méthode d’approximation de vraisemblance
basée sur une approximation de l'algorithme Belief Propagation [67] & I’aide de 'algorithme
Expectation-Propagation [62], pour une approximation diffusion du modele stochastique de
mélanome observée chez un seul individu avec du bruit gaussien. Cette approximation diffu-
sion (définie par une équation différentielle stochastique) n’ayant pas de solution analytique,
nous utilisons une méthode d’Euler pour approcher sa solution (apres avoir testé la méthode
d’Euler sur le processus de diffusion d’Ornstein Uhlenbeck). Par ailleurs, nous utilisons une
méthode d’approximation de moments pour faire face a la multidimensionnalité et la non-
linéarité de notre modele. A 'aide de la méthode d’approximation de vraisemblance, nous

abordons 'estimation de parametres dans des Modeles de Markov Cachés.

Mots clés— cancer, immunothérapie, modélisation stochastique, modele de Markov caché,
approximation diffusion, approximation de moment, Modele a Effets Mixtes, SAEM, Impor-

tance Splitting, optimisation de traitement, Expectation Propagation, Belief Propagation



Abstract: This thesis is about mathematical modeling of cancer dynamics ; it is divided
into two research projects.

In the first project, we estimate the parameters of the deterministic limit of a stochastic
process modeling the dynamics of melanoma (skin cancer) treated by immunotherapy [6].
The estimation is carried out with a nonlinear mixed-effect statistical model and the SAEM
algorithm, using real data of tumor size. With this mathematical model that fits the data well,
we evaluate the relapse probability of melanoma (using the Importance Splitting algorithm
[64]), and we optimize the treatment protocol (doses and injection times).

We propose in the second project, a likelihood approximation method based on an approx-
imation of the Belief Propagation algorithm [67] by the Expectation-Propagation algorithm
[62], for a diffusion approximation of the melanoma stochastic model, noisily observed in a
single individual. This diffusion approximation (defined by a stochastic differential equation)
having no analytical solution, we approximate its solution by using an Euler method (after
testing the Euler method on the Ornstein Uhlenbeck diffusion process). Moreover, a moment
approximation method is used to manage the multidimensionality and the non-linearity of
the melanoma mathematical model. With the likelihood approximation method, we tackle

the problem of parameter estimation in Hidden Markov Models.

Keywords— cancer, immunotherapy, stochastic modeling, Mixed Effects Models, SAEM,
Importance Splitting, treatment optimization, Expectation Propagation, Belief Propagation,

Hidden Markov Model, Diffusion Approximation, Moment Closure Approximation
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Avant-propos

Ce document est une synthese des travaux que j’ai effectués pendant ma these au Laboratoire
Jean Kuntzmann (LJK) en collaboration avec I'Institut Fourier (IF), tous les deux rattachés
a I'Université Grenoble Alpes, et regroupant des chercheurs de divers horizons, notamment
en Mathématiques Appliquées et en Informatique.

Ces travaux de these s’inscrivent dans la continuité des recherches effectuées a I’'Hopital
médical de Bonn (Allemagne) sur I’étude de la résistance du mélanome aux traitements par
immunothérapie. Ils ont été réalisés sous la co-direction du Professeur Adeline SAMSON du
LJK et du Docteur Loren COQUILLE de I'IF, au sein de I’équipe SVH (Statistique pour les
sciences du Vivant et de I'Homme) du Département DATA (Données et Aléatoire : Théorie
et Applications) du LJK.

Cette these a été financée par le gouvernement du Mali et le LabEx PERSYVAL-Lab. Une
partie des calculs informatiques a été faite grace aux serveurs gérés par le GRICAD (Grenoble
Alpes Recherche-Infrastructure de Calcul Intensif et de Données) et le Data Institute de
I’Université Grenoble Alpes.

Ces travaux ont été présentés lors de conférences internationales a l'interface des Mathé-
matiques Appliquées, la Statistique et la Biologie. Ils ont aussi fait ’objet d’articles scienti-

fiques présentés dans ce manuscrit.
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Résumé long

Le cancer est une maladie complexe, difficile a étudier biologiquement, notamment les essais
cliniques sont longs et cotiteux. La modélisation mathématique s’avere étre un formidable
outil pour émettre ou confirmer des hypotheses biologiques et ainsi faire avancer la recherche.
Dans larticle [6], des chercheurs de I'Université de Bonn ont proposé un modele stochastique
individu-centré de dynamique du mélanome (cancer de la peau) traité par une technique
d’immunothérapie! appelée transfert adoptif de cellules T, sur la base d’une expérience de
Landsberg et al. [55]. Il permet de modéliser les mécanismes de rechute du cancer due a
I’épuisement des cellules T initialement stimulées et activées par I'immunothérapie afin de
détruire les cellules cancéreuses [55]. Baar et al. ont fourni un ensemble de parametres pour
lesquels le systeme stochastique présente 1’épuisement des cellules T avec une probabilité
élevée. Cependant, ces parametres ont été calibrés numériquement mais n’ont jamais été

estimés a partir de données réelles, ce qui limite des études quantitatives.

Afin de parvenir a une estimation des parametres du modele stochastique de mélanome a
partir des données, il est nécessaire de faire un compromis entre la complexité de ce modele
et ce qui est raisonnable du point de vue des algorithmes d’estimation. En effet, au meilleur
de nos connaissances, il n’existe aucune méthode statistique pour estimer directement les
parametres de tels modeles stochastiques, notamment en raison de la grande dimension de
leur espace d’évenements. Ainsi dans cette these, nous acceptons dans un premier projet de
recherche, de simplifier le modele stochastique en considérant sa limite déterministe (donnée
par une équation différentielle ordinaire (EDO)). Cela nous permet d’estimer plus simplement
les parametres du modele de mélanome, a 'aide d’algorithmes d’estimation connus, a partir
des données biologiques longitudinales de Landsberg et al. [55]. Ces données proviennent du
suivi temporel de plusieurs sujets et incluent des mesures censurées a prendre en compte dans
'estimation. Dans un second projet, nous établissons une approximation stochastique (définie
par une équation différentielle stochastique (EDS)) du modele de mélanome, et proposons
une nouvelle méthodologie d’estimation adaptée a cette approximation stochastique, dans un
cadre plus simplifié (données d’un seul individu, sans mesures censurées) destiné a évoluer.
Ce manuscrit présente ces deux principaux projets qui composent la these. Il se divise en

six chapitres qui sont regroupés en une partie Introduction (Chapitre 1 a Chapitre 3)

1. traitement du cancer mobilisant la défense immunitaire de I’organisme
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précisant le contexte et les objectifs de la these tout en présentant les éléments de base des
deux projets de recherche, et une partie Travaux et Résultats (Chapitre 4 a Chapitre

6) plus focalisée sur les principaux résultats obtenus dans les deux projets.

Dans le premier chapitre, nous parlons du cancer et de son traitement de nos jours.
Nous y mettons un accent particulier sur le traitement du mélanome par immunothérapie
a l'aide des cellules T et présentons des enjeux mathématiques de la compréhension des
mécanismes de rechute du cancer pendant le traitement. Le second chapitre se focalise
sur la modélisation mathématique de la dynamique du mélanome sous immunothérapie par
transfert adoptif de cellules T. Nous y décrivons la construction du processus stochastique
individu-centré de dynamique du mélanome [6]. Ce processus modélise 1'évolution conjointe
des cellules de cancer et des cellules impliquées dans I'immunothérapie (notamment les cel-
lules T et des cytokines, des messagers chimiques). La limite en grande population de cellules
de ce modele stochastique est également présentée. Cette limite déterministe est une EDO re-
lativement simple et représente une alternative au modele stochastique individu-centré dont
la simple simulation de trajectoires peut nécessiter de tres longs temps de calcul et dont 1'es-
timation directe des parametres est impossible. Cependant, cette limite déterministe souffre
de 'absence d’aléa pour pouvoir modéliser directement certains évenements stochastiques
pouvant survenir durant 'immunothérapie (comme 1’épuisement des cellules T). Comme al-
ternative, nous établissons une approximation stochastique de diffusion (une EDS) pour le
processus stochastique individu-centré. Nous présentons également la méthode (connue) 2MA
(two-order Moment Approximation) [23, 54] pour I'approximation des moments du processus
de diffusion afin de pouvoir étudier plus facilement 1’évolution des trajectoires issues de ce
processus stochastique. Nos principales contributions dans le Chapitre 2 portent ainsi sur
I'introduction et I’étude de 'approximation diffusion du modele individu-centré introduit
dans Baar et al. [6].

Le troisieme chapitre présente les fondements des méthodes d’estimation de parametres
destinées aux approximations déterministe et stochastique de notre modele. Les données
longitudinales dont nous disposons sont censurées. Pour l'inférence dans 1’approximation
déterministe (EDO) a partir de ces données, nous définissons un modele de régression non
linéaire a effets mixtes permettant de diviser la variabilité globale des données en variabilité
inter-individuelle et variabilité résiduelle [72]. Pour I'estimation des parametres de ce modele
mixte, nous présentons l'algorithme SAEM qui est une version stochastique du tres répandu
algorithme EM (Expectation Maximization) [25, 52]. Nous mettons un accent particulier sur
une extension (connue) de cet algorithme SAEM intégrant une procédure de Monte Carlo par
chaine de Markov (MCMC) [37, 42, 52], prenant en compte des données censurées [84]. Ainsi,
dans cette partie du Chapitre 3, nous présentons des algorithmes d’estimation existants en

vue de leur application a un modele complexe confronté a des données biologiques réelles.

Pour I'estimation de parametres a partir de 'approximation stochastique de diffusion de
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notre modele de mélanome, nous présentons un algorithme de passage de message connu sous
le nom d’algorithme de propagation des convictions ou Belief Propagation (BP) [67, 105].
L’algorithme BP est adapté, plus généralement, aux modeles de Markov cachés ou Hidden
Markov Models (HMM). Nous le présentons comme un algorithme progressif-rétrogressif
(ou forward-backward) en définissant les traditionnels messages (ou distributions) forward et
backward [44, 67]. Ces messages, combinés, permettent de déduire les états cachés du HMM

a tout instant.

Le calcul des messages de BP (définis par des intégrales) peut étre problématique, i.e.,
impossible analytiquement et engendrant des problemes calculatoires et/ou nécessitant un
temps de calcul exorbitant avec la plupart des algorithmes classiques d’approximation d’in-
tégrale. Afin de contourner ces difficultés, nous présentons une version de 'algorithme Ex-
pectation Propagation (EP) [44, 62] (réputé pour offrir un bon compromis entre temps de
calcul et précision) afin d’obtenir une approximation des messages. Un algorithme EP permet
d’approcher une distribution cible n’ayant pas d’expression analytique par une distribution
d’approximation ayant une expression analytique (appartenant idéalement a la famille expo-
nentielle des distributions [90]) en minimisant itérativement la divergence de Kullback-Leibler
entre ces deux distributions. Il exploite une relation de correspondance, appelée moment mat-
ching, entre les moments de la distribution cible et ceux de la distribution d’approximation
9, 62]. Une fois que tous les messages de BP sont approchés, nous proposons une procédure
d’approximation de la vraisemblance (inspirée de Seeger et al. [90]) adaptée a notre algorithme
EP-BP (i.e., basé sur 'approximation de BP par EP). Ensuite, nous proposons d’estimer les
parametres du HMM en maximisant cette approximation de la vraisemblance. Enfin, nous
présentons une piste d’extension de 'algorithme EP-BP aux HMMs dont le processus caché
est défini par une EDS n’ayant pas de solution analytique (comme l’approximation diffusion
du modele de mélanome). Nous indiquons que le recours a une approximation d’Euler de la
solution de I’EDS constitue une alternative envisageable pour de tels modeles. Par ailleurs,
I’algorithme EP-BP nécessite les moments du processus stochastique caché. Cependant, ce
calcul des moments devient compliqué quand le processus caché est complexe (par exemple
"approximation diffusion de notre modele). Comme alternative, nous proposons d’approcher
ces moments a l'aide d'une méthode d’approximation par fermeture de moments (Chapitre

2) en nous inspirant de Cseke et al. [23].

Dans la partie Travaux et Résultats du manuscrit, nous présentons dans le quatrieme
chapitre, les principaux résultats de la confrontation de ’approximation déterministe du mo-
dele stochastique, aux données réelles. Nous commencons par une présentation du protocole
expérimental de Landsberg et al. [55] sur le traitement du mélanome chez la souris par im-
munothérapie a l'aide de cellules T. Nous présentons, juste apres, les données longitudinales
de taille tumorale qui découlent de cette expérience. Nous présentons ensuite le systeme

d’EDOs simplifié afin de I’adapter a ’estimation de parametres a partir des données réelles.



En effet, la limite déterministe originale du modele stochastique individu-centré [6] n’est pas
identifiable a partir des données de Landsberg et al. Nous faisons donc le choix de I'adapter a
I’estimation en regroupant certains parametres et en négligeant d’autres parametres qui sont
supposés avoir peu d’'impact sur les événements qui nous intéressent (comme la rechute) et
qui ne peuvent pas étre estimés a partir des données de Landsberg et al. (Chapitre 4). A
partir de ce systeme d’EDOs simplifié, nous définissons un modele statistique non-linéaire
a effets mixtes et procédons a 'estimation des parametres de ce modele mixte a 'aide de
lalgorithme SAEM. Apres une étape de sélection de modeles, nous obtenons, pour la pre-
miere fois, une estimation des parametres de notre modele de mélanome a partir des données
biologiques. Cette premiere étape permet de confirmer la validité du modele qui s’ajuste tres
bien aux données des sujets et qui confirme des hypotheses formulées par les biologistes sur

les mécanismes de rechute [1].

A Taide des parametres estimés, nous proposons d’évaluer la probabilité de rechute du
mélanome en calculant la probabilité d’épuisement des cellules T. Le principe de notre ap-
proche pour ce calcul consiste simplement a simuler un nombre suffisant de trajectoires de la
dynamique des cellules T actives a 'aide du modele stochastique individu-centré (utilisant
les parametres estimés a partir de sa limite déterministe), et a compter le nombre de fois ou
les cellules T actives s’épuisent avant un certain temps durant I'immunothérapie (événement
stochastique qui se réalise quand la trajectoire des cellules T actives atteint la valeur zero).
Cependant, ce calcul de probabilité de rechute, basé sur des simulations du modele stochas-
tique individu-centré, implique un algorithme de simulation ayant une grande complexité
en terme de cout de calcul [6]. En effet, chaque simulation d'une trajectoire des cellules
T actives peut nécessiter la simulation de centaines de millions d’événements stochastiques
élémentaires (se déroulant au niveau cellulaire) (Chapitre 2). Par ailleurs, I’épuisement des
cellules T actives peut étre un événement stochastique rare (en fonction des valeurs des para-
metres du modele). Le calcul de sa probabilité peut donc nécessiter un nombre trés important
(des milliers) de simulations de trajectoires (suffisamment longues) afin d’arriver a une éva-
luation précise de la probabilité de survenue de I’éveénement d’épuisement. Pour cette raison,
nous optons pour une méthode d’estimation spécifique aux événements rares (1’algorithme
Importance Splitting [19, 46, 64]) que nous adaptons au probleme d’épuisement des cellules
T. Par ailleurs, nous faisons des choix d’outils informatiques (langage de programmation ra-
pide et serveurs de calculs dédiés) permettant de faire des gains considérables en temps de
calcul. Grace a cette évaluation de la probabilité de ’épuisement des cellules T actives, nous
proposons une optimisation du protocole de traitement de Landsberg et al. [55] (basée sur

I'optimisation de la dose et de I'instant auquel le traitement est administré).

Le cinquiéme chapitre du manuscrit se focalise sur I'application de la nouvelle métho-
dologie d’estimation basée sur les algorithmes EP et BP a ’approximation diffusion de notre

modele stochastique de mélanome. Nous mettons en évidence la délicatesse d'un tel probleme
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d’estimation dans un probleme réel et complexe de modélisation mathématique. Nous com-
mencons par un modele de Markov caché simple ayant pour processus stochastique latent
(non observé) le processus auto-regressif d’ordre 1 (AR(1)) observé avec du bruit gaussien a
des instants discrets. Ce premier exemple, de part sa simplicité, permet de présenter I'ossa-
ture (déja connue) de I'algorithme EP-BP utilisé pour I'approximation de la vraisemblance.
Ensuite, nous considérons un modele ayant pour processus stochastique latent le processus
d’Ornstein Uhlenbeck observé avec du bruit gaussien a des instants discrets. Nous considé-
rons, dans un premier temps, la solution exacte de 'EDS sous-jacente pour I'approximation
de la vraisemblance a I’aide de l'algorithme EP-BP, et dans un second temps, sa solution
approchée par un schéma d’Euler-Maruyama [39, 49, 95], en supposant que les instants d’ob-
servation du processus stochastique de diffusion sont suffisamment rapprochés. Le processus
d’Ornstein Uhlenbeck nous permet ainsi d’évaluer I'impact de cette approximation d’Euler
sur la qualité des résultats fournis par l'algorithme EP-BP. Enfin, nous appliquons 'algo-
rithme EP-BP a I'approximation diffusion de notre modele de mélanome, également observé
avec du bruit gaussien a des instants discrets. Cette approximation stochastique étant dé-
finie par une EDS dont on ne sait pas calculer la solution analytique, nous considérons sa
solution approchée par un schéma d’Euler-Maruyama, qui nous permet d’appliquer notre
méthode d’approximation EP-BP. Les moments de ’approximation diffusion, requis par 'al-
gorithme EP-BP, sont fournis par la méthode d’approximation de moments 2MA (qui est
elle aussi combinée avec un schéma d’Euler di a I'impossibilité de résoudre analytiquement

les équations de moments fournies).

Pour chacun des HMMs (AR(1), Ornstein Uhlenbeck et EDS du mélanome), nous présen-
tons des résultats sur I’approximation EP-BP des moments de leurs marginales a posteriori,
i.e., les moments (moyenne et variance) des marginales du processus caché conditionnellement
aux données observées et aux parametres du modele. Ces moments sont calculés a partir des
approximations des messages de BP. De plus, pour les processus latents AR(1) et Ornstein
Uhlenbeck, nous procédons a l’estimation des parametres du modele en maximisant la vrai-
semblance approchée par EP-BP. Nous présentons ces résultats d’optimisation en comparant,
dans le cas de 'EDS d’Ornstein Uhlenbeck, les estimations obtenues avec la solution analy-
tique a celles obtenues avec 'approximation d’Euler de cette solution de 'EDS. A noter que
cette stratégie d’estimation, basée sur EP-BP, pour 'instant appliquée aux données simulées
d’un seul individu sans mesures censurées, est toujours en cours d’amélioration, notamment
afin d’arriver a une application numérique effective a '’EDS du mélanome, et a une extension

de la méthode aux données longitudinales.

Notre principale contribution dans ce second projet porte ainsi sur ’adaptation de 1’al-
gorithme EP-BP afin d’en faire une nouvelle méthode d’approximation de la vraisemblance
applicable aux modeles stochastiques de diffusion non linéaires multidimensionnels (comme

I'approximation diffusion de notre modele de mélanome). En effet, ce probleme d’approxi-
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mation souleve beaucoup de problemes calculatoires diis a la complexité du processus latent.
Par ailleurs, I'alternative consistant a utiliser ’algorithme d’approximation de moments 2MA,
modifie la procédure habituelle d’obtention des approximations des messages par 'algorithme
EP-BP standard. L’autre contribution importante dans cette partie concerne 1’évaluation de
I'impact de I'approximation d’Euler sur les résultats fournis par ’algorithme EP-BP.

Le dernier Chapitre de ce manuscrit est un chapitre de conclusion qui fait un point sur
I’ensemble des travaux qui ont été effectués dans le cadre de cette these. Nous y présentons
également les principales perspectives de la these sur le plan de I'estimation statistique mais

aussi sur celui de la modélisation mathématique.



Chapitre 1
Le cancer, une maladie complexe

Le cancer est une maladie ou plutot un groupe de maladies caractérisées par une multi-
plication et prolifération anarchique de cellules anormales dans l'organisme [41]. Il résulte
de dysfonctionnements au niveau de certaines cellules. L’évolution du cancer, si elle n’est
pas stoppée par un traitement adéquat, peut conduire a la mort. Dans ce chapitre, nous
présentons des généralités sur le cancer et plus particulierement, sur le cancer de la peau
(mélanome). Nous présentons également les principaux traitements du cancer en mettant un
accent particulier sur 'immunothérapie. L’objectif ici est de présenter ces notions sous ’angle
de la biologie ou de la médecine afin de mieux comprendre les modeles mathématiques et
I'inférence statistique qu’on aborde dans cette these. Nous invitons a la consultation de la

littérature spécialisée pour une présentation approfondie des notions évoquées.
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1.1 Généralités sur le cancer
1.1.1 Changements génétiques et division cellulaire incontrolée

Un organisme vivant est composé de plusieurs milliards de cellules de toutes sortes (peau,
sang, moelle osseuse, poumon, etc.) [60]. Aprés un certain temps de vie, une cellule se di-
vise en deux pour former de nouvelles cellules filles afin d’assurer le fonctionnement normal
de l'organisme. Les genes (constitués d’ADN) présents dans chaque cellule jouent un role
essentiel dans le processus de division cellulaire. En effet, ce sont eux qui indiquent a la
cellule comment se développer, fonctionner, se diviser et mourir. Lorsqu’un gene subit une
mutation génétique (une modification rare, accidentelle ou provoquée, de l'information gé-
nétique contenue dans la séquence d’ADN), les instructions qu’il donne a la cellule peuvent
empécher celle-ci d’agir correctement [41]. Ainsi, chaque fois qu'une cellule se divise, il y a
un risque qu’'une erreur (changement génétique indésirable) survienne quand la cellule fa-
brique des copies de son ADN pour ses cellules filles. Cependant, I'organisme possede des
mécanismes qui détectent ces erreurs et les réparent avant qu’elles ne soient transmises aux
nouvelles cellules. Mais il arrive que des cellules échappent a ces mécanismes de réparation.
A noter également qu’une séquence génétique mutée peut provenir d’un parent lors du pro-
cessus de reproduction. On parlera dans ce cas de mutation héréditaire. Dans tous ces cas, les
mutations génétiques peuvent avoir comme conséquence le développement de cellules moins
sensibles a la régulation normale de la division cellulaire. En effet, grace a I’accumulation de
mutations génétiques, les cellules acquierent la possibilité de produire leurs propres signaux
de croissance cellulaire. Les mécanismes de défense de 1'organisme, notamment le systeme
immunitaire, peut détecter et détruire ces cellules anormales. Mais la encore, il arrive que les
cellules anormales aient la possibilité de donner "un signal d’arrét” qui empéche les cellules
immunitaires de les détruire [58, 71]. Elles n’ont plus de barrieres pour se diviser de fagon

effrénée et anarchique (Figure 1.1).

1.1.2 Croissance tumorale

Les cellules anormales se développant de fagon incontrélée forment (dans certains cas) une
masse de cellules appelée tumeur. Cette tumeur peut étre maligne ou bénigne. Une tumeur
est maligne ou cancéreuse, quand elle se développe et se propage a d’autres parties du corps.
Une tumeur est bénigne quand elle se développe mais ne se propage pas [16]. Cette différence
entre tumeurs maligne et bénigne se fait au cours de la croissance tumorale. Au début, la
tumeur vit des ressources (nutriments et oxygene) présentes dans son voisinage a travers les
réseaux sanguins et lymphatiques qui ’entourent. A ce stade, la tumeur reste assez petite et
difficilement décelable. La division cellulaire nécessitant beaucoup de ressources, pendant leur
évolution, les cellules a la périphérie de la tumeur consomment presqu’a elles seules toutes
les ressources disponibles. Cela peut conduire a un arrét de la multiplication de ses cellules

internes. Si la tumeur continue a croitre, ses cellules internes finissent par se nécroser (mort
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Figure 1.1 Haut : des cellules normales (en rouge avec un noyau violet, uniformément circu-
laire et centré) se développent normalement par division cellulaire. La cellule mutée (ayant son
ADN endommagé) qui apparait (en jaune avec un noyau vert ovale et dentelé) apreés quelques
divisions cellulaires normales, meurt par apoptose. Bas : une cellule mutée échappe aux mé-
canismes de réparation de 'organisme et conduit a une prolifération anarchique de cellules
anormales [41]. (Source image : Arnade-Colwill, Liam. (21 Décembre 2016). Hallmarks of Cancer - Sus-
tained Proliferative Signaling (Propagation of Normal Cells vs. Cancer Cells) [image numérique]. Récupérée
sur https ://www.slideshare.net/LiamArnadeColwill /hallmarks-of-cancer-sustained-proliferative-signaling).

prématurée et non programmée de cellules). Ainsi, la difficulté d’acces aux ressources (pour
les cellules internes) limite la croissance de la tumeur. Cela conduit généralement a une tu-
meur bénigne. Cependant, il arrive que la tumeur contourne cette difficulté d’alimentation en
créant de nouveaux vaisseaux sanguins qui l'alimenteront directement. Ce processus, appelé
angiogenese, est une caractéristique des tumeurs malignes [53]. Les vaisseaux sanguins créés
par angiogenese, favorisent la croissance tumorale qui peut atteindre des proportions tres
importantes (des tumeurs peuvent atteindre la taille d'un organe). Ces vaisseaux sanguins
permettent également aux cellules cancéreuses de se déplacer vers d’autres parties saines
de l'organisme ou elles formeront de nouvelles tumeurs appelées métastases. Ce processus,
en se répétant incessamment, peut aboutir a la généralisation du cancer menacant ainsi le

fonctionnement de nombreux organes vitaux, voire la survie de 'organisme [41, 53, 60].

1.1.3 Focus sur les cancers de la peau, cas du mélanome

Le cancer étant une maladie causée par un dysfonctionnement des cellules, il peut se déve-
lopper presque n’importe ou dans I'organisme. On peut répartir les cancers en deux grandes
catégories : les cancers solides (formant une tumeur solide) qui peuvent se développer & par-
tir de n’importe quel tissu solide (peau, os, organes, etc.) et les cancers liquides (ou cancers

hématologiques) qui ne forment pas de tumeur solide et touchent les cellules du sang, de la
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Figure 1.2 Schématisation des karetinocytes (cellules & partir desquelles se forment des
carcinomes) et des melanocytes (cellules a partir desquelles se forment les mélanomes) dans
I'épiderme. (Source image : Blog. Le mécanisme de pigmentation de la peau [image numérique]. Récupé-
rée sur hitp ://tpe-peau-alimentation.e-monsite.com/pages/alimentation-et-pigmentation/1-2-le-mecanisme-
de-pigmentation-de-la-peau.html).

moelle osseuse et de la lymphe. Dans cette these, nous nous intéressons a un cancer formant

une tumeur solide : le mélanome, un cancer de la peau.

Les cancers de la peau sont généralement classés en deux catégories : les carcinomes et
les mélanomes. Les carcinomes sont des tumeurs se formant a partir des cellules d’'une mu-
queuse ou d'un épithélium (tissu de recouvrement non vascularisé) comme les kératinocytes
de I'épiderme (cellules produisant de la kératine qui donne a la peau sa dureté) (Figure 1.2).
Les mélanomes sont des tumeurs malignes qui se forment dans les mélanocytes, des cellules
se trouvant également dans 1’épiderme. Elles produisent la mélanine (un pigment biologique)
(Figure 1.2). Les carcinomes sont les cancers de la peau les plus fréquents mais les moins
dangereux (ils entrainent rarement un déces) par opposition aux mélanomes qui sont plus

rares mais beaucoup plus dangereux [61].

Le mélanome peut survenir a tout age et se manifeste généralement par l'apparition
d’une petite tache pigmentée sur une peau saine, ou souvent par la modification d'un grain
de beauté préexistant. Il représente le plus grave des cancers de la peau du fait de sa grande
capacité a générer des métastases. Aujourd’hui, on estime que tous les mélanomes sont malins
[70]. Le mélanome représente un probléme majeur de santé publique. Il est responsable de
quasiment ’ensemble des déces causés par I’ensemble des cancers de la peau, et ses taux
d’incidence et de mortalité sont en constante augmentation dans plusieurs pays, notamment

ou la majorité de la population a la peau blanche [35, 61, 99].

Concernant les causes des cancers de la peau, on pointe généralement du doigt ’exposition
aux rayons ultraviolets (provenant du soleil ou de sources artificielles) [35, 61]. Méme si le
cancer de la peau peut se former n’importe ou, les parties couramment exposées au soleil

sont les plus a risque (visage, cou, mains, bras, etc.). Pour le cas particulier du mélanome,
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on estime que les expositions intenses et de courte durée (provoquant des coups de soleil)

accentuent ce risque [61, 99].

De maniere générale, on considere qu'un certain nombre de comportements, d’habitudes
alimentaires ou d’expositions physiques peuvent agresser les cellules de 'organisme et fa-
voriser ainsi ’apparition d’un cancer. Ces principaux facteurs de risque sont, entre autres,
la consommation de tabac et/ou d’alcool, le surpoids ou l'obésité (généralement dis a une
alimentation déséquilibrée ou a un manque d’activité physique), ’exposition a certains virus
ou bactéries [41, 60]. L'un des moyens de prévention pour diminuer la probabilité de survenue

du cancer consiste donc a éviter ces facteurs de risques.

1.2 Traitement du cancer

De nos jours, le cancer peut généralement étre traité efficacement lorsqu’il est diagnostiqué
rapidement. Quand le médecin soupgonne un cancer, un diagnostic par imagerie médicale
(scanner, IRM, échographie, tomographie, etc.) et par ’analyse au microscope d’'un échan-
tillon de la tumeur provenant d’une biopsie (prélevement d'une partie de la tumeur, par
exemple par ponction & travers la peau) est réalisé. L’ensemble de ces tests permet de savoir
si les tissus sont vraiment cancéreux et, le cas échéant, de se faire une meilleure idée sur
I’évolution de la maladie [60, 61]. Le type du cancer et les résultats du diagnostic dicteront
le traitement a préconiser. A noter que quand le traitement est efficace, il peut conduire a
une rémission (qui est qualifiée de complete quand on ne trouve plus aucun signe de cancer)
[60]. Cette rémission peut durer si longtemps qu’on consideére que le patient est complete-
ment guéri. Mais il arrive qu’il y ait une rechute, i.e., que le cancer réapparaisse (due a la
résistance de certaines cellules cancéreuses au traitement) [55, 79]. La compréhension des
mécanismes de rechute, au coeur de cette these, est donc indispensable pour ’amélioration

ou le perfectionnement des traitements.

Nous présentons ci dessous les principaux traitements du cancer de nos jours.

1.2.1 Chirurgie

Le traitement par la chirurgie constitue I'une des premieres formes de traitement du cancer.
Il consiste a enlever une tumeur (en partie ou en entier) a travers une opération chirurgicale.
La possibilité d’enlever la tumeur en entier est généralement déterminée par sa localisation
et son avancée. Par précaution, on 6te généralement un peu de tissu sain au dela de la zone
affectée pour étre sir d’enlever toutes les cellules cancéreuses (quand cela est encore possible).
Si la maladie est beaucoup plus avancée, on peut toujours enlever une partie de la tumeur

afin de retarder son développement ou de réduire la douleur du patient [45, 60, 81].
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1.2.2 Chimiothérapie

La chimiothérapie consiste a donner des médicaments (pilules, injections, etc.) au patient
atteint d’un cancer afin de tuer les cellules cancéreuses. Elle peut durer plusieurs mois.
Les traitements par chimiothérapie utilisent des substances cytotoxiques (qui détruisent les
cellules) en ciblant les cellules qui se divisent trop rapidement. Cela implique qu’au dela
des cellules cancéreuses, d’autres cellules saines de 'organisme ayant cette caractéristique de
division rapide (comme les cellules de l'intestin, du sang ou encore de la pousse des cheveux)
sont également affectées par ce type de traitement. Cela conduit a une grande partie des
effets secondaires observés chez les patients traités par chimiothérapie.

Le ciblage des cellules a division rapide fait que la chimiothérapie sera beaucoup plus
efficace pour le traitement d’une bonne partie des cancers hématologiques (les leucémies ou
les lymphomes) dont les cellules cancéreuses font des divisions cellulaires en continu. Pour le
traitement des cancers a tumeur solide, la chimiothérapie sera beaucoup plus efficace contre
les jeunes tumeurs contrairement aux tumeurs plus avancées dont le centre (avec une division

cellulaire beaucoup moins rapide) est plus difficile a atteindre [3, 60].

1.2.3 Radiothérapie

La radiothérapie est une méthode de traitement du cancer au moyen de rayons X ou de
substances radioactives. On concentre ces rayons directement sur les tumeurs afin de détruire
les cellules cancéreuses tout en épargnant les tissus sains périphériques.

La radiothérapie est préconisée pour traiter localement des cancers. En plus de la loca-
lisation et du type de la tumeur, I'indication de la radiothérapie repose également sur la
sensibilité du patient aux rayonnements ionisants. C’est un traitement de courte durée qui
peut étre réalisé sans hospitalisation. Ces effets secondaires sont la plupart du temps relati-
vement moins nombreux que lors d'une chimiothérapie. La radiothérapie est souvent associée
a d’autres traitements comme la chirurgie et/ou la chimiothérapie afin de créer des thérapies

plus personnalisées [43, 60].

1.2.4 Immunothérapie

L’immunothérapie est un traitement plus récent qui utilise des substances pouvant stimuler
la défense immunitaire de l'organisme afin de d’augmenter son efficacité [58]. Le principe
de I'immunothérapie repose sur le blocage du signal d’arrét qui empéche les cellules immu-
nitaires de détruire les cellules cancéreuses. Les traitements par immunothérapie forment,
avec les thérapies ciblées (traitements visant a inhiber les voies moléculaires cruciales pour la
croissance et le maintien de la tumeur), ce qu’on appelle aujourd’hui la médecine de précision
dans le traitement du cancer [96]. Ils viennent compléter les traitements classiques.

Il existe plusieurs techniques d’immunothérapie. Certaines approches sont centrées sur

la vaccination et ont pour but de prévenir ou de traiter un cancer [12]. D’autres approches
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reposent sur I'inhibition des points de controle immunitaires (utilisés par les tumeurs pour se
protéger contre les attaques du systéeme immunitaire). Une autre stratégie repose sur I'utilisa-
tion des lymphocytes T ou cellules T (catégorie de globules blancs qui jouent un role dans la
réponse immunitaire) possédant des récepteurs d’antigéne chimérique (molécules synthétisées
qui permettent aux cellules immunitaires de reconnaitre et de cibler des protéines présentes
a la surface de cellules tumorales) [58, 71, 78, 79]. Par ailleurs, 'immunothérapie peut étre
locale (approche consistant & stimuler 'immunité locale a travers des irrigations locales a
'aide d’une solution immunothérapeutique) [82] ou générale (technique beaucoup plus fré-
quente consistant a faire des injections de produits immunothérapeutiques). Concernant le
mode et la durée du traitement, actuellement beaucoup de médicaments d’immunothérapie
(générale) sont administrés sous forme de perfusion toutes les 2, 3 voire 4 semaines selon
les cas. La durée totale du traitement varie selon les patients dont les délais de réponse a la
thérapie ne sont pas les mémes [58, 71].

Depuis 2012, en dépit d’effets secondaires pouvant étre graves (comme la baisse du nombre
des cellules sanguines qui peut entrainer des infections, une anémie ou des saignements), les
immunothérapies ont révolutionné le traitement du cancer [16, 47]. En effet, des résultats tres
encourageants ont été enregistrés, donnant de grands espoirs d’obtenir un bénéfice durable
rarement atteint avec les autres traitements [47]. Cependant, plusieurs études sont toujours
nécessaires pour mieux comprendre certains mécanismes [57] (comme la rechute ou la pro-
gression du cancer chez certains patients sous traitement) afin de fournir des traitements plus

efficaces aux patients, tout en réduisant les dommages a court et a long terme.

1.3 Immunothérapie du mélanome par transfert adoptif de cellules

(ACT)

Le transfert adoptif de cellules ou Adoptive Cell Transfer (ACT), est une technique d’'immu-
nothérapie qui traite le patient a ’aide de son propre systeme immunitaire en renforcant ce
dernier grace a un transfert de cellules possédant certaines fonctions immunitaires bénéfiques
au patient [55, 77, 98]. Ces traitements procedent généralement comme suit : dans un pre-
mier temps, on récupere des cellules immunitaires du patient, en particulier des lymphocytes
T cytotoxiques ayant un grand pouvoir de reconnaissance, de ciblage et de destruction de
cellules tumorales [77]. Ces cellules peuvent provenir du sang du patient ou souvent, d'un
prélevement par biopsie réalisé sur le site tumoral. Ensuite, les lymphocytes T sont manipulés
en laboratoire afin de les multiplier ou de les ré-éduquer pour qu’ils reconnaissent plus facile-
ment et plus spécifiquement les cellules tumorales. Enfin, les lymphocytes T multipliés et/ou
stimulés sont ré-injectés au patient. La ré-injection faite directement dans le site tumoral
permet souvent d’avoir de meilleurs résultats [82].

Les traitements ACT constituent une stratégie d’immunothérapie tres prometteuse dans

le traitement de plusieurs cancers. Par exemple, I'utilisation de lymphocytes T avec récepteurs
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d’antigene chimérique rencontre du succes dans le traitement de certains cancers hématolo-
giques comme le lymphome ou la leucémie [102]. Par ailleurs, la thérapie ACT a été testée
sur des tumeurs solides a des stades avancés comme le cancer du poumon, le cancer du sein,

ou encore le mélanome métastatique [2, 98].

Dans le cas du mélanome métastatique, le transfert adoptif conduit a des pourcentages de
régression tumorale et de rémission élevés [78]. Cependant, il a été observé que des rechutes
surviennent tres souvent [79]. Dans un travail publié en 2012 dans Nature, Landsberg et
co-auteurs ont réalisé un protocole expérimental original portant sur le traitement ACT du
mélanome chez des souris afin de mieux comprendre les mécanismes de ces rechutes [55]. Ce
protocole expérimental (qui rend bien compte des phases de régression tumorale, de rémis-
sion et de rechute) a été réalisé sur des souris (toutes porteuses de cellules cancéreuses du
mélanome) réparties en 3 groupes : les souris non traitées jouant le role de groupe controle
(qu’on notera groupe CTRL) et les souris traitées composées de deux sous-groupes : les souris
traitées une fois par thérapie ACT (formant le groupe noté ACT) et les souris traitées deux
fois par thérapie ACT (noté ACT+Re). L’approche thérapeutique ACT utilisée implique
'injection de lymphocytes T CD8+ (lymphocytes T cytotoxiques ayant & leur surface la pro-
téine CD8 servant de récepteur). Ces lymphocytes T reconnaissent un antigene spécifique aux
mélanocytes et sont capables de tuer, par apoptose (mort cellulaire programmée), des types
différenciés de cellules de mélanome qu’on appellera dans la suite, des cellules de mélanome
différenciées. Les auteurs de [55] ont constaté que la thérapie induit une inflammation et
que les cellules de mélanome réagissent a ce changement environnemental en modifiant leur
phénotype ('ensemble de leurs traits observables). Ces cellules de mélanome passent d’un
phénotype différencié a un phénotype dédifférencié en perdant les marqueurs spéciaux sur
leur surface cellulaire. Cela conduit a un tissu tumoral constitué de cellules de mélanome dif-
férenciées et dédifférenciées. A noter que le changement au niveau du phénotype des cellules
de mélanome est réversible (les cellules de mélanome dédifférenciées peuvent recouvrer leur
type initial) et ne nécessite pas de division cellulaire ni de mutation. Par ailleurs, les auteurs
de [55] ont montré que les cytokines (des messagers chimiques) pro-inflammatoires appelées
TNF-« (Tumor Necrosis Factor) libérées dans le corps lors de 'inflammation induite par la
thérapie ACT, renforcent le changement de type cellulaire. Comme les cellules T ne peuvent
pas tuer les cellules de mélanome dédifférenciées, on observe une croissance de la tumeur
conduisant a une rechute du cancer. Par ailleurs, il a été constaté qu’apres un certain temps,
les cellules T s’épuisent et ne fonctionnent plus efficacement (la quantité des cellules T actives
diminue au dela d'un certain seuil). Cela provoque une croissance des cellules différenciées (en
plus de celle des cellules dédifférenciées) conduisant la encore a une rechute. Ce probleme a
été abordé par les auteurs de [55] par une nouvelle stimulation et injection de cellules T chez
certaines souris (formant le groupe ACT+Re). Cela a conduit a un retard dans l'apparition

de la rechute chez ces souris.
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Les auteurs de [6], dont le travail a été motivé par [55], estiment que les influences d’autres
cellules immunitaires et cytokines de 'organisme, bien qu’elles existent, peuvent étre négligées
dans cette expérience particuliere d’ACT thérapie, afin de simplifier I’étude mathématique

des mécanismes de rechute considérés.
1.4 Enjeux mathématiques

En dépit de résultats encourageants enregistrés par I'immunothérapie [47, 57], il est toujours
indispensable, afin d’obtenir des traitements plus efficaces avec moins d’effets secondaires, de
mieux comprendre certains aspects de ces traitements prometteurs, notamment la rechute
observée chez des patients traités. Cependant, il est trés coliteux (en ressources et en temps)
de réaliser des expériences biologiques et des essais cliniques afin d’étudier ces mécanismes
de rechute. Comme alternative, la modélisation mathématique s’avere étre un formidable
outil pour émettre ou confirmer des hypotheses biologiques sur ces mécanismes. Dans le cas
particulier de 'immunothérapie du mélanome par transfert adoptif de cellules T, Baar et al.
[6] ont proposé un modele mathématique de dynamique adaptative qui permet de modéliser
le protocole expérimental de Landsberg et al. [55] afin d’étudier, d'un point de vue mathé-
matique, la rechute du mélanome sous la thérapie ACT chez la souris. Cette these s’inscrit
dans la continuité de ces travaux de modélisation mathématique de la dynamique du méla-
nome. L’'un de ses principaux objectifs est de contribuer a la compréhension des mécanismes
de rechute du mélanome sous la thérapie ACT, notamment grace a 'exploitation (a travers
'inférence statistique) des données biologiques provenant de 'expérience de Landsberg et al.
[55]. En effet, une fois qu’on valide le modele mathématique (dont les parametres sont estimés
a partir des données biologiques), on peut tester des hypotheses biologiques sur les méca-
nismes de rechute du mélanome. Par ailleurs, les sujets ne réagissant pas tous de la méme
fagon aux traitements (la thérapie pouvant réussir chez certains et échouer pour d’autres),
il est important que le traitement soit le plus personnalisé possible afin de bien prendre en
compte les parametres individuels des sujets. Le modele mathématique de mélanome, avec
les parametres appropriés, offre la possibilité de calibrer (optimiser) les parametres du trai-
tement (comme la dose et I'instant de restimulation) en vue de mieux prendre en compte les

parametres individuels.
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Chapitre 2

Modélisation Mathématique du
traitement du mélanome par

Immunothérapie

Les progres réalisés en immunothérapie du cancer pendant ces dernieres années semblent
conduire & une efficacité de plus en plus élevée des traitements [82, 102]. Cependant, certains
aspects de ces nouveaux traitements prometteurs restent a comprendre, notamment les échecs
des traitements, les rechutes et d’autres effets a long terme dont I’étude peut nécessiter des
essais cliniques longs et cotteux. Une alternative a ces essais cliniques consiste a étudier
les traitements via le développement de modeles mathématiques. Dans ce chapitre, nous
présentons le modele stochastique pour le traitement du mélanome par transfert adoptif de
cellules T proposé en 2015 par Baar et al. [6] sur la base de 'expérience de Landsberg et al.

[55).
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2.1 Modélisation mathématique du cancer

La modélisation mathématique permet de représenter le systeme biologique (avec ses méca-
nismes sous-jacents) composé du cancer et de son environnement dans le corps du patient.
L’analyse mathématique et /ou les simulations numériques de ces représentations permettent,
lorsque les représentations sont bonnes, d’émettre ou de confirmer des hypotheses sur les
mécanismes biologiques. Parmi les principaux modeles mathématiques proposés dans la lit-
térature pour ’étude du cancer, nous distinguons deux grandes catégories : les modeles
déterministes et les modeles stochastiques [83]. Certains modeles déterministes de cancer
proposent des équations différentielles ordinaires (EDO) ou des équations aux dérivées par-
tielles (EDP) pour modéliser la dynamique du cancer [8, 66, 93, 100]. Quant aux modeles
stochastiques, ils sont utilisés quand les évenements modélisés sont aléatoires. Parmi les mo-
deles stochastiques de cancer les plus répandus, nous avons les processus de branchement,
les processus de naissance et mort, et de fagon générale, les modeles individu-centrés dont
nous parlerons plus tard [6, 18, 20, 21]. Les processus stochastiques définis par des équa-
tions différentielles stochastiques (EDS) sont également courant dans les études du cancer
(5,6, 17, 74, 83]. Si les modeles stochastiques représentent plus fidelement les mécanismes bio-
logiques (tres souvent aléatoires), il est a noter qu’ils sont plus complexes & mettre en oeuvre
sur le plan algorithmique et nécessitent un temps de calcul plus important par rapport aux
modeles déterministes. Le choix du modele doit donc se faire sur la base de ces considérations
afin de trouver un bon compromis entre la faisabilité (ou simplicité) et la précision dans la

modélisation de la réalité.

Les modeles mathématiques (déterministes et stochastiques) qui modélisent les méca-
nismes régissant 1’évolution de populations d’entités biologiques, soumises a la sélection
naturelle, I’hérédité, et les mutations, sont qualifiés de modeles de dynamique adaptative
6, 18, 20, 21]. Ces modeles jouent un role essentiel dans la compréhension des phénomenes
évolutifs comme la dynamique du cancer. Les modeles dits individu-centrés (utilisant des
individus comme unité de base de la modélisation) sont un cas particulier de modeles de
dynamique adaptative [6, 20]. Ils modélisent un ensemble d’individus ou d’agents évoluant
suivant des regles dépendant de I'environnement. Bien que modélisés individuellement, la
simulation de I’ensemble de ces individus conduit a ’émergence d’une structure globale. Les
interactions entre les individus et leur environnement permet ainsi de décrire le comporte-
ment de la population globale. Dans cette these, nous considérons un modele stochastique
individu-centré, initialement proposé par Baar et al. [6] sur la base de I'expérience menée
dans [55], pour I'étude de la rechute du mélanome traité par immunothérapie. Ce modele

stochastique individu-centré est décrit dans la section ci-dessous.
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2.2 Modele stochastique individu-centré pour I'immunothérapie du
mélanome par transfert adoptif de cellules T

Le modele stochastique pour 1’'étude de la croissance tumorale du mélanome sous thérapie
ACT, est un processus Markovien de saut (Markov Jump Process ou MJP en anglais) a temps
continu et a états discrets de quatre dimensions [6] qu’on notera X. Il modélise conjointe-
ment 1’évolution, au cours du temps, des différentes populations biologiques considérées dans
I'expérience de Landsberg et al. [55] (Chapitre 1.3), & savoir la population des cellules de
mélanome différenciées qu’on notera M (t) a U'instant ¢ (représentant le nombre de cellules de
mélanome différenciées a l'instant t), la population des cellules de mélanome dédifférenciées
notée D(t) (nombre de cellules de mélanome dédifférenciées a t), la population des cellules
T cytotoxiques notée T'(t) (nombre de cellules T a t) et la population des cytokines TNF-a,

des messagers chimiques, notée A(t) (nombre de cytokines TNF-« a t)

X(t)=(M(t),D(t), T(t), A(t)) € N*. (2.1)

L’une des principales caractéristiques de ce processus stochastique individu-centré est la mo-
délisation de la reproduction (via la division cellulaire) et de la mort naturelle (par apoptose)
des cellules de cancer, des cellules T actives (stimulées) et des cytokines TNF-a. Ces modé-
lisations sont faites en utilisant des processus de naissance et de mort [48] décrits dans la
Section 2.2.2. Nous faisons le choix de modéliser la fatigue d’une cellule T (déblocage du si-
gnal d’arrét lancé par les cellules cancéreuses ou désactivation de la cellule T) comme la mort
d’une cellule T active. A noter que ce choix de modélisation est une simplification notable
du mécanisme de I'épuisement des cellules T qui est généralement considérée comme la der-
niére étape d’un processus complexe qui commence par une perte progressive des fonctions
effectrices des cellules T (telles que la production de cytokines et la capacité de dégranula-
tion, i.e., capacité a libérer des molécules pour tuer les cellules cancéreuses). Comme autre
caractéristique principale, le processus stochastique modélise des compétitions entre les cel-
lules cancéreuses pour l'acces aux ressources disponibles dans leur environnement a 'aide de
termes logistiques dans les processus de naissance et de mort (Section 2.2.3). Il modélise éga-
lement le changement de phénotype d’une cellule de mélanome différenciée vers une cellule de
mélanome dédifférenciée, et vice versa, a I'aide de termes relatifs a ces changements (Section
2.2.4). Enfin, il modélise la destruction des cellules de mélanome différenciées par les cellules
T actives en utilisant un systeme prédateur-proie (sections 2.2.5, 2.2.6) [11, 21]. Ces diffé-
rents processus stochastiques élémentaires, et leur emboitement pour constituer le modele
stochastique individu-centré d’immunothérapie du mélanome, sont décrits dans les sections
suivantes. Nous proposons des simulations de ces processus stochastiques pour mettre en
évidence certains aspects théoriques de ces modeles mathématiques (comme la convergence

du processus stochastique vers une limite déterministe). Nous présentons également dans ce
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chapitre, une approximation déterministe (définie par une EDO) et une approximation sto-
chastique de diffusion (définie par une EDS) du modele initial. Ces approximations servent
d’alternatives au modele individu-centré, notamment pour la simulation numérique et 1'infé-
rence statistique. Pour I'approximation diffusion, nous présentons la méthode d’approxima-
tion de moments 2MA [23, 54| afin de caractériser, par exemple, la trajectoire moyenne du

processus stochastique de diffusion ou I’écart moyen a cette trajectoire moyenne.

2.2.1 Modélisation du temps d’attente d’un événement stochastique

Les différents évenements (division cellulaire, mort cellulaire, changement de type de cellule
de mélanome, etc.) se produisent a des temps aléatoires suivant des lois exponentielles dont
les taux sont des parametres du modele [6]. L’hypothese selon laquelle les temps aléatoires
suivent des lois exponentielles, tres généralement retenue dans de tels modeles stochastiques
[6, 20], est une simplification de mécanismes biologiques assez complexes afin d’assurer des
propriétés mathématiques agréables. Avant d’aller plus loin, nous énoncons d’abord quelques
définitions et théoremes sur la modélisation de ces temps aléatoires [97].

Soit I'espace probabilisé (€2, F, P) ou I'ensemble € représente un univers discret inclus
dans N4, d € {1,2,3,4} (selon le nombre de populations de cellules qu'on regarde) et F C
P(Q2) (Iensemble des parties de €2) une tribu sur €.

Définition 2.2.1. Un processus ponctuel est un processus décrivant la distribution aléatoire

de points sur la droite réelle positive [97].

Une réalisation d’un tel processus peut étre représentée par une collection 0 < 77 < Ty <
...de nombres réels positifs, correspondant a la position des points sur R (on fixe Ty =
0). Une autre fagon de représenter le processus ponctuel consiste a considérer la séquence
ATy, AT,, ... des distances successives entre deux points. La relation entre ces variables et
les Ty, 171, T, ... est donnée par :

k

ATy =Ty — Ty, Ty =Y AT,

i=1
Définition 2.2.2. Soit AT, AT,, ... une séquence de variables aléatoires satisfaisant

P(AT, > 0) = 1 pour tout k > 1. Soit Ty = 0 et T,, = X", AT;. Enfin, soit W, =
sup{n >0, T,, < t}. Le processus {W, }+>0 est appelé processus de comptage.

Dans la suite, on supposera qu’un processus de comptage satisfait presque stirement 7,, — oo

quand n — oo. Les variables aléatoires (AT;) sont appelées temps d’attente du processus
{Witio.

Définition 2.2.3. Un Processus Ponctuel de Poisson (PPP) d’intensité A est un processus
de comptage dont les temps d’attente sont indépendants, identiquement distribués (iid) et qui

suivent une loi exponentielle de paramétre .
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Nous pouvons énoncer a présent deux théoremes importants sur les PPPs qui seront utilisés

tout au long de cette section.

Théoréme 2.2.1. La superposition de plusieurs PPPs indépendants donne un PPP [97] :
Soit A\, Ao > 0 et A = A\ + Ay, Soit (Wt(l))tzo et (Wt(2)>t20 deuxr PPPs indépendants d’in-
tensités A1 et Ag. Alors, le processus défini par Wy = Wt(l) + Wt(z) est un PPP d’intensité \.

Théoréme 2.2.2. Un PPP se décompose en des PPPs indépendants [97] :

Soit Wy un PPP d’intensité X. Colorions, de facon indépendante, en rouge et en bleu les points
générés par ce PPP, respectivement avec une probabilité p et 1 — p, pour p € [0,1]. Alors,
les ensembles des points bleus et rouges définissent deur PPPs indépendants, respectivement
d’intensités Ap et A(1 — p).

2.2.2 Processus de naissance et de mort pour 1’évolution d’une population

Représentons le nombre d’individus dans une population a 'instant ¢ € R, par un processus
{X(t)}. A ce stade, X(t) € N (une seule population de cellules).

Définition 2.2.4. Le processus {X(t)} est un processus de naissance et de mort s’il cor-
respond a un processus de Markov a temps continu a valeurs dans IN telles que les seules

transitions possibles a partir d’un état N soient les états N +1 ou N — 1 [48].

Nous décrivons ci-dessous, au niveau cellulaire, des processus stochastiques dont la superpo-

sition donnera, par definition, un processus de naissance et de mort.

Au niveau individuel : Symbolisons par un point bleu e une cellule cancéreuse. Nous
supposons que les seules évolutions ou transitions possibles pour cette cellule sont : une
division cellulaire (naissance) avec un taux b ou une mort avec un taux d. Ces transitions

sont schématisées de la facon suivante :

o — oo avec un taux b
o — 7 avec un taux d (f symbolise la mort cellulaire),

signifiant que le temps d’attente AT} avant la k-éme reproduction (respectivement la k-éme
mort) est modélisé par une loi exponentielle de parametre b (respectivement de parametre d).
Nous considérons que les temps d’attente AT, AT5, ... sont indépendants et identiquement
distribués. Ainsi, selon la Définition 2.2.3, le processus de comptage associé a la séquence
de variables aléatoires (AT} ) ew est un processus de comptage associé a un PPP d’intensité b

pour I’événement de reproduction (respectivement d’intensité d pour I’événement de mort).

Au niveau de la population : Considérons la variable aléatoire M (t) € IN représentant la

population a 'instant t. Les transitions possibles a partir de M (¢) sont données par :

M(t) — M(t) +1 avec un taux bM(t)
M(t) — M(t) —1 avec un taux dM(t)
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Figure 2.1 Simulation d’un processus de naissance et de mort représentant la taille d’une
population de cellules (le nombre de cellules) au cours du temps (jour) pour une taille initiale
My =1 et les taux b = 0.12 > d = 0.02.

Les taux sont multipliés par M (t) car nous avons pour chacun des deux types d’événement une
superposition de M (t) PPPs indépendants (un PPP de parametre bM (t) pour les événements
de naissance et un PPP de parametre dM (t) pour les événements de mort (Théoreme 2.2.1)).
Nous décrivons maintenant la simulation d’un tel processus et son approximation en grande

population.

Simulation d’un processus de naissance et de mort.

Si les événements de naissance et de mort sont indépendants, par le principe de superposi-
tion nous pouvons considérer simplement un PPP décrivant I’ensemble des événements de
naissance et de mort. Ensuite, indépendamment pour chaque évenement nous décrétons qu’il
s’agit d'une naissance avec probabilité b%d et d'un déces avec probabilité b%d (selon une loi
de Bernoulli). Ainsi, avec une population initiale My, si nous avons une naissance, le temps
d’attente pour le prochain événement est modélisé par exp((b+ d)(My+ 1)) et si nous avons
une mort, il est modélisé par exp((b+ d)(My — 1)) et ainsi de suite pour les prochains évé-
nements. L’évolution de ce processus est présentée dans la Figure 2.1 partant de la valeur

initiale My, = 1.
L’approximation en grande population du processus de naissance et de mort.

Soit K € IN* un entier fixé. A l'instant ¢, considérons la quantité Mg(t) = MT(t)

de la population de cellules redimensionnée par K). Les transitions possibles de Mg (t) sont

(la taille

données par :
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K

My (t) — 0L avec un taux dMg(t)K

{ Mg(t) — M+ avec un taux bMy (1)K
K

Les sauts du processus { Mg (t),t > 0} sont d’amplitude :I:% et les taux sont multipliés par
K.

Théoréme 2.2.3. [32] Soit M(0) = My et supposons que : limg 0o Mg (0) < ng, ot la
limite ng constitue une limite en loi et est supposée déterministe. Nous supposons également
que 0 < |d|, |b] < oo. Alors, sur tout intervalle de temps fini [0,tr|, la suite des processus

{Mk(t)} kew+ converge en loi :

lim (Mrc(t))icporr) = (0*(t))icpoir]

K—o0
avec n* solution de ny(t) = (b — d)np(t) avec condition initiale ny.

Ce théoreme est une loi des grands nombres. Lorsque K augmente, les fluctuations du modele
stochastique deviennent moins importantes et le modele converge vers le modele déterministe.

Pour simuler un tel processus redimensionné, il faut diviser M (t) par K et multiplier les
taux b et d par K. Par ailleurs, il est primordial de remettre a ’échelle la valeur initiale
Mk (0) telle que Mk (0) > 0 quand K — oo. Dans la Figure 2.2, nous représentons quatre
processus de naissance et de mort avec les mémes taux de naissance et de mortalité et des
valeurs différentes de K. Nous notons que nous nous rapprochons de la limite déterministe
du processus lorsque la valeur de K augmente.

Nous présentons ci-dessous, une version non linéaire du processus de naissance et de mort,
appelée processus de naissance et de mort logistique, permettant de modéliser la compétition
qui peut exister entre les individus de la population afin d’accéder aux ressources souvent

limitées dans 'environnement.

2.2.3 Processus de naissance et de mort logistique pour I’évolution d’une po-
pulation sous compétition

Le processus de naissance et de mort logistique est un processus de naissance et de mort
intégrant un terme de compétition [6, 20]. Lorsqu’il existe une ressource fixe pour tous les
individus de la population (par exemple, la population de cellules cancéreuses face a la
place limitée dans la souris), il existe généralement une compétition entre les individus pour
accéder a cette ressource qui leur permet de survivre [20]. Le role de cette compétition est de
réguler I’évolution de la population. Avec un processus de naissance et de mort logistique,

les transitions possibles sont données, pour une seule cellule, par :

{ e — oo avec un taux b

e — T avec un taux d+ cM(t)

Désormais, chaque individu peut avoir une mort "naturelle” ou une mort due a la compétition

avec tous les autres individus de la population. Au niveau de la population, a I'instant ¢, nous
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Figure 2.2 Simulation de processus de naissance et de mort redimensionnés par différentes
valeurs de K : K = 1 (ligne solide en noir), K = 10 (ligne en tirets en rouge ), K = 100
(ligne pointillée en bleu), K = 1000 (ligne pointillée et en tirets en cyan) and K = oo (ligne
en longs tirets en vert). Taille initiale : ng = My (0) = & =1, taux b = 0.12 > d = 0.02.

avons ces transitions possibles pour M (t) :

M(t) — M(t) +1 avec un taux bM (t)

M(t) — M) —1 avec un taux (d + cM(t))M(t)
L’approximation en grande population donne :

{ My (t) — MO+ avec un taux bMp (1)K

K
Mg (t) — % avec un taux (d 4+ cK Mg (t)) Mg (t) K

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.4. [32] Nous supposons que : limg oo Mg (0) < ng, ou la limite ng consti-
tue une limite en loi et est supposée déterministe. Nous supposons également que 0 <
lc|, |d|, |b] < oo. Alors, sur tout intervalle de temps fini [0,tr], la suite des processus { Mk (t)}

associée au taur de compétition cX = 7% converge en loi :

lim (Mre(t))icporr) = (0*(t))icpoir]

K—o0

avec n* solution de ny(t) = (b—d — enp(t))na(t) avee la condition initiale ng.

A noter que nous redimensionnons le taux de compétition ¢ (associé au terme quadratique)
en le divisant par K. Sans ce redimensionnement, le taux de mortalité sera si élevé que le

systeme déterministe tendra systématiquement vers 0.
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Figure 2.3 Simulation de processus de naissance et de mort logistiques redimensionnés par
différentes valeurs de K : K = 1 (ligne solide en noir), K = 10 (ligne en tirets en rouge
), K = 100 (ligne pointillée en bleu), K = 1000 (ligne pointillée et en tirets en cyan) and
K = oo (ligne en longs tirets en vert). Taille initiale : ng = Mg (0) = £ = 1, taux b = 0.12,

d=0.02, c=5.10"% = =% = 20 (point fixe non trivial).

Les solutions de I’équation ny = 0 sont ny, = 0 (triviale) et ny = %. Ces solutions
représentent les points fixes [6]. Pour le point fixe non trivial, nous notons que (pour des taux
de naissance et de mortalité b et d fixés), la valeur du point fixe est inversement proportion-
nelle a la valeur de c¢. Ainsi, pour les valeurs de ¢ telles que ¢ << (b — d), la valeur du point

K (b—d)

fixe est tres grande. Pour K fixé, le processus { Mg (t)} est attiré vers la valeur == qui est

d’ordre K et qui est interprétée comme la capacité de charge du milieu.

Pour simuler le processus de naissance et de mort logistique, nous considérons une loi
exponentielle de parametre (b-+d+cM )M pour générer aléatoirement un ensemble de points.
Ensuite, indépendamment pour chaque évenement nous décrétons qu’il s’agit d'une naissance
sraear et d’'un déces avec probabilité ;E (Théoreme 2.2.2). La Figure
2.3 illustre I’évolution de processus de naissance et de mort logistiques redimensionnés par

avec probabilité

différentes valeurs de K pour montrer la convergence du processus stochastique vers sa limite

déterministe (en partant de la valeur initiale My = 1).

Comme le montre la Figure 2.4, nous pouvons initialiser le processus de naissance et de mort
logistique avec une taille de population initiale My > 0 supérieure ou inférieure au point fixe
non trivial, la taille de la population se stabilisera toujours a ce point fixe. Nous disons que ce
point fixe est attractif, et il s’avere que son domaine d’attraction est la droite réelle positive

(sans compter le zéro).
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Figure 2.4 Processus de naissance et de mort logistique : convergence de la taille de la
population vers le point fixe non trivial % = 2000 partant de My = 1 (en noir) et My = 3800
(en cyan), pour b = 0.12, d = 0.02, ¢ = 0.00005.

Les processus stochastiques déja présentés permettent de modéliser la dynamique du

mélanome pendant sa phase de croissance (avant le début du traitement).

2.2.4 Modele stochastique du mélanome pour les individus non traités.

L’évolution des populations de cellules de mélanome chez les souris controles (groupe CTRL)
est modélisée par le processus stochastique bi-dimensionnel X (t) = (M(t), D(t)) € IN?, ou les
composantes M (t) (la taille de la population des cellules de mélanome différenciées) et D(t)
(la taille de la population des cellules de mélanome dédifférenciées) dépendent mutuellement
I'une de 'autre et sont modélisées chacune par la superposition de processus de naissance et
de mort logistiques, avec des termes supplémentaires pour prendre en compte les changements
de phénotype entre les deux types de cellule de mélanome.

Symbolisons par un point bleu e une cellule de mélanome différenciée et par un point rouge
e une cellule de mélanome dédifférenciée. Les transitions possibles du modele stochastique

individu-centré des souris controles sont données, au niveau cellulaire, par :

e — oo avec un taux by

o — avec un taux dy + ey M (t) + eprpD(2)
o — oo avec un taux bp

e — avec un taux dp + cppD(t) + cprr M (t)
e — o avec un taux spp

e — o avec un taux Spus
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ou bys et bp sont respectivement les taux de division des cellules de mélanome différenciées et
dédifférenciées, et dy; et dp, respectivement leur taux de mort ; pour les termes logistiques,
on a une compétition entre une cellule différenciée e et toutes les autres cellules différenciées
avec un taux ¢y M (t), une compétition entre une cellule différenciée o et toutes les cellules
dédifférenciées avec un taux cp pD(t), une compétition entre une cellule dédifférenciée e et
toutes les autres cellules dédifférenciées avec un taux cppD(t), et une compétition entre une
cellule dédifférenciée e et toutes les cellules différenciées avec un taux cpp M(t); le passage
d’une cellule de mélanome différenciée a une cellule de mélanome dédifférenciée se fait avec un
taux sp/p; et le passage d'une cellule de mélanome dédifférenciée a une cellule de mélanome
différenciée avec un taux spjs. Ainsi, toutes les cellules interagissent avec toutes les autres

indépendamment de la géométrie de la tumeur.

Au niveau de la population, les transitions du modele stochastique de dynamique du

mélanome chez les souris controles sont données a 'instant ¢ par :

M(t) — M(t) +1 avec un taux by, M (t)

M(t) — M(t) — 1 avec un taux (dy + ey M (t) + cppD(E)) M ()
D(t) — D(t) +1 avec un taux bpD(t)

D(t) — D(t) — 1 avec un taux (dp + cppD(t) + cpuM(t))D(t)
(M(t),D(t)) — (M(t)—1,D(t)+1) avec un taux sy pM (t)
(M(t),D(t)) — (M(t)+1,D(t)—1) avec un taux spprD(t)

Le théoreme ci-dessous donne la limite en grande population.

Théoréme 2.2.5. [32] Soient Mg (t) = % et Dk (t) = %. Supposons que

. d
lim (M (0), Dk(0)) = (nag, np,)
K—oco
ot la limite (ny,,np,) constitue une limite en loi et est supposée déterministe. Supposons

également que

0 < |emmls lemnl, lepmls leppls |smpls |spal, [darls |dpl, [barls |bp] < o0.

Alors, sur tout intervalle de temps fini [0,tp|, la suite des processus (Mg (t), Dk (t)) associée

CMM CMD CDM CDD
Sk = K == == K = —— converge en

Sy ey . K
aux taur de compétition c = c = —,C = c
MM K CMD K ‘oM K oD K

loi :
lim (Mg (t), D ()ieioerl = (W (), 05 () eeioner

K—o0

*

avec (n},(t),n(t)) solution du systéme déterministe :

{ nar(t) = (b — dayr — s (t) — enrpnp ())nar(t) — sapna(t) + spunp(t) (2.2)

nD(t) = (bD — dD — cDDnD(t) — CDM?”LM(t))TLD<t) + SMDnM(t) — SDMTLD(t),
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avec la condition initiale (ny,,mp,)-

Afin d’étendre le modele de dynamique de mélanome des souris controles aux souris
traitées par la thérapie ACT [55], nous modélisons la phase de traitement (incluant les cellules
T et les cytokines en plus des cellules cancéreuses) a 1’aide d'un modele proie-prédateur décrit

ci-dessous.

2.2.5 Equations de Lotka-Volterra pour la modélisation de la thérapie ACT

Les équations de prédation de Lotka-Volterra, également connues sous le nom d’équations
proie-prédateur [21, 23], sont des modeles mathématiques utilisés pour décrire 1’évolution
d’un systeme (biologique) dans lequel une population de proies (comme celle des cellules
de mélanome différenciées) interagit avec une population de prédateurs (comme celle des
cellules T cytotoxiques). Dans ces modeles, on suppose que : en 'absence de prédateurs, la
population des proies augmente de fagon exponentielle, et en I’absence de proies, la population
des prédateurs décroit de maniere exponentielle.

Afin de décrire les transitions d’'un systeéme proie-prédateur pour I'immunothérapie du
mélanome, symbolisons par un point vert e une cellule T cytotoxique et notons X(t) =
(M(t), T(t)) le processus stochastique bi-dimensionnel décrivant ’évolution conjointe des
populations des cellules de mélanome différenciées M (t) et des cellules T cytotoxiques T'(t).

Au niveau individuel, 'ensemble des transitions est donné par :

e — oo avec un taux by

e — T avec un taux dys + dga]T(t)
— avec un taux bL}V] + br M (t)
— avec un taux dr

ou by, et dys sont respectivement les taux de division et de mort naturelle des cellules de
mélanome différenciées ; d[]\E]T(t) le taux de mort, induite par la thérapie ACT, des cellules de
mélanome différenciées ; bg{V Vet dr, respectivement les taux de division et de mort naturelle
des cellules T; et bpM(t) le taux de division, induite par la thérapie ACT, des cellules

T. Les transitions possibles au niveau de la population sont données, a l'instant ¢, par :

M(t) — M(t)+1 avec un taux by M(t)

M) — M(@#)—1  avec un taux (dy + diT(£))M(¢)

T() — T@#)+1  avec un taux (b5 +brM(£)T(t)
(t) — T(t) -1

T(t (t avec un taux dr71(t)

La limite en grande population du processus stochastique proie-prédateur X (t) = (M (t), T'(t))

T
T
est solution du systeme déterministe donné par les équations

() = nu(t) (by — das — dinr(t)
() = np(t) 0 + brna(t) — dr)
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avec la condition initiale (n,,, 7).

En combinant un systéme proie-prédateur (qui modélise la thérapie ACT du mélanome)
avec des processus de naissance et de mort logistiques (modélisant la croissance tumorale),

nous obtenons le modele stochastique individu-centré de mélanome présenté ci-dessous.

2.2.6 Modele stochastique du mélanome pour les individus traités par ACT

L’évolution des cellules tumorales sous traitement ACT est modélisée par le processus sto-
chastique quadridimensionnel X (t) = (M(t), D(t),T(t), A(t)) € IN* dans lequel interagissent
les différentes populations de cellules impliquées dans la thérapie ACT (cellules cancéreuses,
cellules T et cytokines). Ce processus stochastique est constitué de processus de naissance et
de mort logistiques pour la modélisation de la croissance tumorale et de la compétition entre
cellules cancéreuses pour accéder aux ressources (nutriments, oxygene, etc.) dans la souris.
Ces processus de naissance et de mort sont combinés a un systeme proie-prédateur afin de
modéliser la thérapie ACT), i.e., I'interaction entre la population des cellules de mélanome dif-
férenciées M (t) et celle des cellules T cytotoxiques T'(t). La production de cytokines TN F,,
caractérisant I'inflammation causée par la thérapie ACT, est modélisée par deux transitions
supplémentaires proportionnelles au produit des populations de cellules T et de mélanome
différenciées. Leur mort est modélisée par un processus de mort. Le modele complet, décrit
ci dessous, a été introduit dans Baar et al. [6]. Afin de décrire ses transitions possibles, sym-
bolisons par un point noir e une cytokine TN F,, (leur population a l'instant ¢ étant notée
A(t)). Au niveau individuel et au niveau de la population, ces transitions possibles sont les

suivantes :

Croissance tumorale

Reproduction de cellules différenciées : ¢ — e e avec un taux by
(M(t),D(t), T(t), A(t)) — (M(t) + 1,D(t),T(t), A(t)), taux by M(t)

Mort de cellules différenciées : ¢ — 7 avec un taux dps + ey M () + earpD(t)
(M(t), D(t), T(t), A(t)) — (M(t) = 1,D(t),T(t), At)), taux (da +cmmM(t) +cnpD(t))M(t)

Reproduction de cellules dédifférenciées : @ — e e avec un taux bp
(M(1), D), T(t), A(t)) — (M(), D(t) + 1, T(t), A(1)), taux bpD(1)

Mort de cellules dédifférenciées : ¢ — T avec un taux dp + cppD(t) + cprpr M (t)
(M), D(t), T(#), A(t) — (M(2), D(t) — 1, T(£), A@®)), taux (dp +cppD() + epn M(H) D)

Changement de phénotype : @ — e avec un taux sj/p
(M(t),D(t), T(t),A(t)) — (M(t) — 1,D(t) + 1,T(t), A(t)), taux sprpM(t)

Changement de phénotype : ¢ — e avec un taux spas
(M(t)7 D(t)v T(t)a A(t)) - (M(t) +1, D(t) -1, T(t)7 A(t))a taux SDMD(t)
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Thérapie ACT
Reproduction de cellules T et production de cytokines : e — e avec un taux limde
(M (t), D(t), T(t), A(t)) = (M(t), D(t), T(t) + 1, A(t)+1), taux (5 bpM (t)T(t)

Mort de cellules différenciées et production de cytokines TNF, : e ¢ — e e avec un taux lf‘jf”dga]

(M(t), D(t),T(t), A(t)) — (M(t) — 1, D(¢), T(t), A(t)+1), taux 5ldlIA ()T (1)

Mort (épuisement) de cellules T (actives) : ¢ — {(F) avec un taux dp
(M(t),D(t),T(t), A(t)) = (M(t),D(t), T(t) — 1, A(t)), taux drT(t)

Changement de phénotype induit par la thérapic e ¢ — e e avec un taux s4
(M(£), D(t), T(2), A(t)) — (M(t) — 1, D(t) + 1, T(t), A®), taux saAt)M(1)

Mort de cytokines TNF, : ¢ — T avec un taux dg
(M (t),D(t), T(t), A(t)) — (M(t),D(t), T(t), A(t) — 1), taux dgA(t).

Le tableau 2.1 présente ’ensemble des parameétres (taux) du modele stochastique individu-
centré de mélanome.

La Figure 2.5 décrit la dynamique du modele stochastique individu-centré a l'aide de
parametres calibrés dans l'article de Baar et al. [6] (non estimés a partir de données réelles).
Elle met en évidence deux raisons de 'apparition d’une rechute pendant le traitement du
mélanome par ACT. On note qu’au début de la thérapie, la quantité de cellules différenciées
est la plus importante. Les cellules T commencent a se développer et commencent a tuer les
cellules différenciées. Cela conduit a la production des cytokines TNF-a qui accentuent le
passage des cellules différenciées vers les cellules dédifférenciées. Comme le montre la figure,
nous avons deux situations possibles. Dans le premier cas, les lymphocytes T survivent mais,
comme ils ne sont pas capables de tuer les cellules dédifférenciées, une rechute est observée
[6]. Dans le second cas, les cellules T s’éteignent (se fatiguent) et les cellules différenciées se
développent rapidement et conduisent a I’apparition d’une rechute (type de rechute traitée
par une nouvelle stimulation qui retarde la rechute). Ainsi, le modeéle stochastique individu-
centré, avec les parametres appropriés, peut simuler de fagon satisfaisante, des phénomenes de
grand intérét qui se produisent pendant I'immunothérapie, comme 1’épuisement des cellules
T conduisant a une rechute. Cependant, les simulations de ce modele stochastique nécessitent
des temps de calcul tres importants. De plus, du point de vue statistique, I’estimation directe
des parametres de ce modele stochastique individu-centré est problématique en raison de sa
fonction de vraisemblance qui est définie par une intégrale multiple sur un espace d’événe-
ments de grande dimension. A notre connaissance, il n’existe aucune méthode statistique
pour estimer les parametres de tels modeles. Comme alternative, nous considérons la limite

déterministe.
2.2.7 Approximation déterministe du modele stochastique d’ACT thérapie

Le modele stochastique individu-centré de mélanome converge, dans la limite des grandes

populations de cellules, vers la solution d’un systeme d’équations différentielles ordinaires
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Figure 2.5 Simulations de la dynamique du mélanome sous thérapie par transfert adop-
tif de cellules T (taille des populations de cellules divisée par 200) : cellules de mélanome
différenciées (en bleu), cellules de mélanome dédifférenciées (en rouge), cellules T (en cyan),
cytokines TN F,, (en noir). Scénario (a) : les cellules T survivent, cependant, une rechute peut
apparaitre en raison de la présence de cellules dédifférenciées non tuées par les cellules T';
Scénario (b) : les cellules T s’éteignent (s’épuisent), les cellules différenciées se développent
rapidement et entrainent une rechute (intensifiée par les cellules dédifférenciées). Ces figures
proviennent de [6] et utilisent les parametres (non estimés a partir de données) by = 3,
bp =3, br=8,dy=1,dp=1,dr=3,ds =15, carar = 0.3, di] = 28, [Fro? =, [kill = 1,
cup = 0, cppr = 0, cpp = 0.3, s4 = 4, syp = 0.1, spyy = 1 et les conditions initiales
(M(], D(), T(), Ao) - (2, 0, 005, 0)

Parametre Interprétation

by Taux de division des cellules de mélanome différenciées

dag Taux de mort des cellules de mélanome différenciées

bp Taux de division des cellules de mélanome dédifférenciées

dp Taux de mort des cellules de mélanome dédifférenciées

SMD Taux de switch de cellules différenciées vers cellules dédifférenciées

SDM Taux de switch de cellules dédifférenciées vers cellules différenciées

CMM Taux de compétition au sein des cellules différenciées

CMD Taux de compétition entre cellules différenciées et dédifférenciées

CDM Taux de compétition entre cellules dédifférenciées et différenciées

CDD Taux de compétition au sein des cellules dédifférenciées

br Taux de division des cellules T

dr Taux de mort (fatigue) des cellules T (actives)

d[ﬁ] Taux de mort des cellules différenciées induite par la thérapie ACT

sA Taux de switch de cellules différenciées vers cellules dédifférenciées
induite par les cytokines TN F,

da Taux de mort des cytokines TN F,,

[ Taux de reproduction des cytokines TN F,,

induite par la mort des cellules différenciées (due a la thérapie ACT)

limd Taux de reproduction des cytokines TN F,,
induite par la reproduction des cellules T

Table 2.1 Tableau récapitulant ’ensemble des parameétres du modele de mélanome.
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(EDO) déterministe [6] donné par le théoreme ci-dessous.

Théoréme 2.2.6. [32] Soient My (t) = M0 Dy(t) = PO T (t) = T0 et Ag(t) = 21,

Supposons que :

lim (Mg (0), Dg(0), T (0), A (0)) £ (niasy, npgs s o)

K—oo

ot la limite (np,, Np,, N1y, Na,) €St une limite en loi et est supposée déterministe. Supposons
également que :

T d i
0 < leararls learnls leparls leppls [sarpls [sparls ldarls [dpl, |dr ], [dal, [barls [bp ], (b7, (A5 ], (1724, 1154 4] < oo,

Alors, sur tout intervalle de temps fini [0,tr], la suite des processus (Mg (t), Dk (t), Tk (t), Ak (t))
D

associée au taur chyy = B oy = ML o, = DU S = Db [dE\:/F[]]K =L sl =24
bE = %T converge en loi :
: d
dim (M (8), Dre(8), Tre (1), Arc (D)) refone) = (g (8), 0 (8), 2 (8), 04 (F) e po 0]
avec (N, 5, nk, n%) solution du systeme déterministe :
ny = (bM —dy — CpMNA — CMDND — SMD — SATA — dE\?nT)nM + SpMNp
np = (bp — dp — cppnp — cpymNar — Spa)Np + SypNar + SaN AN (2.3)

np = (anM - dT)nT

. T d
N = —nads + (lﬁzzldg\/[] + b ) npymr
avec la condition initiale (npgy, Npy, N1y, A, )-

A noter que les taux des termes quadratiques sont redimensionnés afin de réguler les com-
portements du systeme comme pour le terme de compétition du processus de naissance et de
mort logistique.

Cette limite déterministe (EDO) du modele stochastique individu-centré se simule facile-
ment par une méthode numérique de résolution d’EDO [92], en un temps de calcul négligeable
par rapport au modele stochastique individu-centré. Elle permet de caractériser la dynamique
moyenne des populations de cellules impliquées dans la thérapie ACT (cellules cancéreuses,
cellules T et cytokines TNF,,). Par ailleurs, il existe des méthodes d’estimation et des al-
gorithmes efficaces pour faire de l'inférence statistique a partir de ce modele déterministe.
Ainsi, dans le Chapitre 4, nous estimons a 'aide de I'algorithme SAEM, a partir des données
biologiques de Landsberg et al. [55], les parametres d’'un modéle non linéaire a effets mixtes
défini a partir de cette EDO.

Cependant, afin d’étudier les mécanismes de rechute de I'immunothérapie du mélanome
chez la souris, notamment afin de simuler I’épuisement des cellules T et calculer la probabilité

de cet épuisement, nous sommes contraints de revenir au modele stochastique individu-centré
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(avec les parametres estimés a partir de sa limite déterministe) pour faire les simulations
stochastiques nécessaires a ces études (Chapitre 4). En effet, étant donné la nature aléatoire
de I'évenement d’épuisement des cellules T, il n’est pas possible de simuler directement cet
évenement d’épuisement a ’aide du modele déterministe dans lequel la taille de la population
des cellules T n’atteindra jamais exactement zéro du moment que sa valeur initiale n’est pas
nulle. De plus, la limite déterministe est une mauvaise approximation du processus lorsque les
tailles de populations sont petites. Comme alternative permettant de garder de 1’aléa dans la
modélisation de la dynamique du mélanome tout en maintenant le cotit de calcul raisonnable
par rapport au modele stochastique individu-centré, nous établissons dans cette these une

approximation stochastique de diffusion [38, 87, 95].

2.2.8 Approximation stochastique du modele d’ACT thérapie

Une approximation stochastique d’'un processus markovien de saut (MJP) peut s’obtenir
en approchant les moments de sa probabilité de transition [23, 38, 87, 95] comme nous le
présentons dans cette section.

Considérons la notation X; = (Xt[l],Xt[Q],XF’],Xt[ZH) € IN* pour représenter le proces-
sus stochastique individu-centré X (t) = (M(t), D(t),T(t), A(t)) afin de pouvoir faire plus
facilement référence a ses différentes coordonnées en utilisant 'indice [ € {1,2,3,4}. De
maniere similaire, nous représentons a l'instant ¢ 1’état du processus redimensionné par
Xk(t) = ( E] (t),XE] (1), XE] (t),X%} (t)" =% € Q*, ou la constante K € IN* représente la
capacité de charge du systéme [6, 95].

Il peut étre plus commode de représenter I’ensemble des transitions possibles, partant de
I’état N du processus stochastique a 'instant ¢, a ’aide d’une matrice de transition S appelée
matrice stoechiométrique et d’une fonction de taux g(V, ) dépendant de N et de I'ensemble
des parametres du modele noté 0 [23, 87, 95]. Les transitions du processus markovien de saut
(MJP) {X;}, partant de I'état N, s’écrivent

N—N+S,, re{l,...,R}, avecletaux de transition g.(N,6),
ou S, et g.(N,0) correspondent respectivement a la r-éme colonne de la matrice S et au r
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élément de la fonction de taux g(N,0) [23, 87, 95] données par :

by N
dys N1
ey NOI N
ey p NHINE

i T
ll;‘lldEw]N[l]N[B]
bp N2l

0 dp NI

, 9(N,0)=| cppNEINE

cpy NN
sy pNU

o O O =
(an)
o
(an)
o
o O = O
o |
—
o |
—
o |
—
|
—_
_ =0 O
o

spuNE

saA NN
ooty NI N ]
drNBI
daNH

(2.4)

N — kill (7] prod A
ou f = {bM,dM,CMM,CMD,ZAI adM7bDadD7cDDaCDM7SMD7SDM78A7bT7dTalA adA} d681gne

les parametres du modele et R, le nombre de parametres.

La probabilité de transition P(X; = N|Xo = Ny) = P(N,t|Ny) pour passer de I’état ini-
tial Ny (supposé connu) al’état N al'instant ¢, caractérise le processus { X, } a tout moment. I

vérifie 'équation (2.5) connue sous le nom d’équation maitresse (Master Equation) [4, 87, 95].

d R R

ZP(NHNo) = 3 g, (N = S, ) PN = S,,1|No) = 3 0. (N.O)P(N.#|No).  (9.5)

r=1 r=1

La distribution de probabilité P(N,t|Ny) elle-méme est caractérisée par ses moments. Nous
dérivons en Annexe (B.1) une équation d’évolution temporelle pour le moment IE][Xt[l] e Xt[m] | NoJ,
I,m € {1, 2, 3, 4}, en multipliant I’équation (2.5) par la statistique exhaustive ! Xt[l] . .Xt[m]

1. statistique contenant toute I'information (pouvant étre obtenue & partir d’un échantillon donné) sur les
parametres de la loi de probabilité de X;, voir Annexe B.2
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et en sommant sur toutes les tailles de population de cellules [88] pour obtenir :

R (%S)
o XN =" Y (X S (X S )90 (X, 0) P( X, tING)

R 0o
S0y XX % g,(X4,0)P(Xy, tIN)
r=1 x0  xml_
R R
=Y EBIX 4 Su) - (X Sr) % 90(Xe,0)] = ST ELXT X g (X4,0).
r=1 r=1

(2.6)

ol Sy, représente ’élément a la [-eme ligne et r-eme colonne de la matrice steechiométrique
S [88]. Etant donné que tous les moments sont conditionnels a Ny, nous simplifions les
notations et n’indiquons pas toujours explicitement cette conditionnalité. Aussi, les indices [
et m utilisés pour indiquer le type de cellule seront toujours supposés appartenir a I’ensemble
{1, 2, 3, 4}. Les moments de premier et de second ordre (requis dans la plupart des cas)

sont respectivement écrits comme suit :

d]E[Xt[”] & [0 - [I] S
a Z E[(X;" + Sir) % gr(Xt,0)] — Z E[X;" % g,(X¢,0)] = Z SirElgr(Xt, 0)] (2.7)
r=1 r=1 r=1
dELx X"

L -3 <Sm,,IE}[Xtm x gr(X0, 0)] + SeE[X™ x g.(X;,0)] + SlrSmrE[gr(Xt,G)]).
r=1
(2.8)

A partir de ces équations, la valeur moyenne et la matrice de covariance du processus redi-

mensionné { X (t)} sont respectivement données par

B B - BTG - G
K ¢ K?

(2.9)

A noter cependant qu’il est difficile, voire impossible, de résoudre directement les équa-
tions (2.5), ..., (2.8) en raison du grand nombre d’états N possibles [38, 95]. De plus, comme
souligné en Section 2.2.7, la simulation du processus {X;} qui permettrait d’estimer les mo-
ments de P(N,t|Ny) nécessite des temps de calcul trop longs comme expérimenté lors du
calcul de la probabilité d’épuisement des cellules T (Chapitre 4). Comme alternative, nous
approchons le modele stochastique individu-centré de mélanome par un processus stochas-
tique de diffusion (défini par une EDS). Une telle approximation stochastique nous permet
de simuler des évenements stochastiques (comme 1’épuisement des cellules T) en des temps

de calcul plus courts.
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2.2.8.1 Approrimation par un processus satisfaisant une équation différen-
tielle stochastique

Une approche couramment utilisée pour obtenir une approximation stochastique (continue)
d’un MJP consiste a approcher les variations dans la taille de ses populations par une équation
différentielle stochastique connue sous le nom d’équation de Langevin [38, 87, 95]. Nous

présentons ci-dessous, 1'obtention dune telle approximation.

Chacune des colonnes S, r € {1, ..., R}, de la matrice stoechiométrique (2.4 ) correspond
a un type d’évenement biologique précis de 'immunothérapie du mélanome par transfert de
cellules T. Par exemple, pour » = 1, I’évenement correspondant est la division cellulaire
(naissance) dans la population des cellules de mélanome différenciées, et r = 15 (la derniere
colonne de S), est associé a la mort de cytokines T'N F,,. Notons par H..(t) la variable aléatoire
indiquant le nombre d’occurrences de ’évenement biologique de la r — eme colonne de S
dans l'intervalle [0,¢], et par h, € IN, la valeur prise par H.,.(t) & I'instant ¢. Dans le méme
intervalle de temps, I’évenement biologique r contribue a une modification de l'ordre de
h,S;, dans Dévolution globale du nombre de cellules X", I € {1,2,3,4} [95]. En sommant
les contributions de tous les événements biologiques r € {1,..., R}, le nombre de cellules de

type [ a l'instant ¢ peut s’écrire

R
X=XV + S H (1) S (2.10)
r=1
L’incrément AXY = Xﬂ AL Xtm dans le nombre de cellules de type [ sur un court intervalle
de temps [t,t + At] s’écrit alors
AXW =SB AH,S,, (2.11)

ou AH, = H,.(t + At) — H,(t). La loi de probabilité de I'incrément A, est donnée par
38, 95] :

g-(N, 0)At si h, =1,
P(AH, =h,) =o(At)+ 3 1 —g.(N,0)At  sih, =0, (2.12)
0 si h,. > 1,

ou o(At) est une quantité qui tend plus rapidement vers 0 que At. Pour un tres petit At,
la distribution ci-dessus se rapproche de la distribution de Poisson avec une moyenne et une
variance égales a g,.(N, 0)At [95]. Si At est suffisamment petit pour que chaque taux g, (N, 6)
ne change pas ”sensiblement” au cours de l'intervalle, alors AH, est approximativement de

loi de Poisson de moyenne (pour I’évenement r) E[AH,| ~ ¢,(N, 0)At et de covariance (entre
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les évenements r et 1)

r N,e At 17r = /’
Cov(AH,, AH,.) ~ gr( ) S'l r=r
0 sir#£r.

Si At est suffisamment grand pour que chaque incrément E[AH,] ait une tres grande valeur,
g-(N,0)At >> 1, 'incrément poissonien A, peut étre approché par une variable aléatoire
normale avec la méme moyenne et la méme variance g,.(V,§)At pour chaque évenement 7.

Cette approximation gaussienne peut donc s’écrire comme :
AM, ~ g.(N,0)At + (g,(N,0)At)2 N, (2.13)

ou les {N, ~ N(0,1)}, r € {1,..., R}, sont des variables normales indépendantes [95]. En

insérant I’équation ci-dessus dans (2.11), nous obtenons

R R
AXU] ~ Z Slrgr(Na H)At + Z Slr (gr(Na H)At)a-/\/’r (214)
r=1 r=1
Enfin, en remplagant 1’état supposé connu N par X; dans I’équation ci-dessus, nous obtenons
une forme de ’équation de Langevin approchant le MJP de départ [38, 87, 95]. Cette équation

de Langevin peut s’écrire (a 1’aide de quantificateurs infinitésimaux) sous la forme

dZ, = a(Z,,0)d, + b(Z,,0)2dW, ,  Zy = Ny (2.15)

ou dW est un mouvement brownien multidimensionnel, Zt[l] € R, 1 € {1,2,3,4}, représente
la variable continue correspondant & X} € IN; les termes a(Zy, 0) et b(Z;,0) représentent
respectivement le vecteur de dérive et la matrice de diffusion (semi-définie positive). Ils sont

donnés par
a(Zta 6) - Sg(Zt7 9)

) (2.16)
b(Z:,0) = Sdiag(g(Z:,0))S"

ou diag(g(Z;,0)) est une matrice diagonale dont les valeurs propres sont données par le

vecteur fonction des taux g(Z;, 0) [23, 95]. Les éléments du vecteur a(Z;, ) € R?* s’écrivent

R
a)(Z,0) = Sirgr(Z,0), (2.17)

r=1

et ceux de la matrice 4 x 4 symétrique semi-définie positive b(Z;, #) sont donnés par

R
blm(Zta 9) - Z Slrsmrgr(Zta 9)a (218)

r=1
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conduisant a un b(Z;, 0) ayant la forme

b(Z ) bo(Z0) 0
bor(Z0,0) ba(Z0) 0

0 b3 (Z,0) bsy(Z,0)

0 0 bi3(Z1,0) baa(Z;,0)

b(Zt7 8) -

Il existe différentes décompositions pour la matrice b(Z;,6) en b(Z,0)2 (b(Z,,0)2)T pour
différents choix de b(Z;, 0)% conduisant a autant de représentations différentes de I’équation
(2.15). Une décomposition populaire [38, 87, 95] est donnée par la matrice b(Z;,8)2 avec des

éléments de la forme

bir(Z1,0)% = Sir\/9-(Z0,0), (2.19)

ou, b(Z, 9)% est une matrice 4 X R, ou 4 est la dimension de Z; et R, celle de 6.

En plus de permettre une simulation plus rapide, cette approximation diffusion repré-
sente une autre alternative au probleme d’inférence statistique dans le modele stochastique
individu-centré. Nous abordons le probleme d’estimation de parametres, a partir d’obser-
vations bruitées, de cette EDS dans les Chapitres 3.2 et 5, avec une méthode d’estimation
basée sur I’approximation des messages de ’algorithme BP a I’aide de ’algorithme EP. Cette
méthode exprime les messages de l'algorithme BP a l'aide des marginales Z;,t € [0,tr] du
processus stochastique continu {Z,;}. Elle nécessite donc d’avoir acces a la solution de 'EDS
du mélanome. Cependant, due a la non linéarité et a la grande dimension de cette EDS,
nous ne savons pas calculer analytiquement sa solution. Comme alternative, nous choisissons

d’approcher cette solution en ayant recours a une méthode d’Euler.

Approximation d’FEuler de la solution de ’EDS du mélanome

Nous choisissons d’approcher numériquement la solution de 'EDS (2.15) en utilisant le
schéma d’Euler-Maruyama [39, 49, 95] avec un pas de temps At, en considérant la décompo-
sition (2.19) :

R R
20 i = 2P =3 81,9.(Z, ) A+ S Sir 90 (Z1, 0) (Wi (t + AL) — Wi(1)), Zo = No
r=1 r=1

R R
LN S190(Ze, )AL+ Siun 9,0 (Z1, ) NV AL
r=1 r=1
(2.20)

ou N, suit la loi normale N'(0,1). L’équation (2.20) peut étre réécrite pour le processus
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stochastique redimensionné {z;} = {fg} (le pendant continu de Xk (t)) comme

1 & 1 &
xl[flj = xl[flj_l + ? Z Slrgr(thifp Q)Az + ? Z Slr gr<th¢71> 9)M Ai: xl[tlo}:() = w([)l]
r=1
(2.21)

r=1

ou A; =t —tiq, i=1,...,net xg] = Z([)l]/K est la valeur initiale de zl [95].

La méthode que nous proposons pour l'estimation de parametres dans 'EDS du méla-
nome nécessite plus précisément, pour I'approximation des messages de BP par I’algorithme
EP, les moments des marginales Z;, ou zy,, i € {0,...,n}, aux instants discrets ¢; € [0,tp].
Une méthode naive pour calculer ces moments consiste a simuler des trajectoires de 'ap-
proximation diffusion (a I'aide de sa solution approchée par Euler) et a déduire de ces simu-
lations une estimation de la trajectoire moyenne, de I’écart moyen a cette trajectoire, etc.
Cependant, bien que la simulation du processus stochastique de diffusion du mélanome cotite
relativement moins chére (en ressource et temps de calcul) comparé au modele stochastique
individu-centré, une bonne estimation de ses moments nécessite un nombre conséquent de
simulations (selon la loi des grands nombres). Une alternative a cette approche naive est
l'utilisation d’une méthode d’approximation de moments [23, 54]. Nous présentons dans les
deux prochaines sections une méthode (connue) qui permet d’obtenir une telle approximation

des moments des marginales du processus stochastique de diffusion du mélanome.

2.2.8.2 Approximation des moments du processus de diffusion

Notons P(Z;,t) la fonction de densité de probabilité du processus de Markov continu Z; (tou-
jours avec I’état initial Ny). P(Z;,t) vérifie 'équation aux dérivées partielles (2.22) appelée
équation de Fokker-Planck [38, 87, 95]

d=4 1 =4
OP(Zy,t) = [_ 3 321[”@[(2“ 0) + 5 > azgz]azim]blm(zt, 0)|P(Z,t). (2.22)
=1 ’ I,m=1 )

En effet, P(Z;,t) correspond a une approximation de ’équation maitresse (2.5) [23, 38, 87].
En considérant cette équation de Fokker-Planck, les approximations des moments du premier
et second ordres sont obtenues en multipliant 'EDP (2.22) respectivement par les statistiques
exhaustives Ztm et Ztm Ztm} et en passant a l'espérance [88]

1
OEIZ!) = B |a(Z,0)0,0(2")| + SE|bu(Z06)0,100,0(20)

_ ]E[al(Zt, (9)}

[2]
7 (2.23)
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OEZ 2"™) = E|a(Z0,0) x 0,51(2)2]"™)] + E|am(2:,0) x 050 (2 2]

1 l] »[m 1 m] [l
5B b (Z0,0) x 0,100,501 (2" 2™ | + S [bii(Z1.0) x 0,000,027 27|

zm
= B|Z"a(2,0)] + Blan(Z,0)2"| + B|by(21,0)]
(2.24)

Ces deux équations (2.23) et (2.24) en Z;, représentent respectivement une approximation
des équations des moments de premier ordre (2.7) et de second ordre (2.8) du processus
stochastique individu-centré {X;}. A cause de la non linéarité et la grande dimension de
a(Zy,0) et b(Zy,0), nous ne savons pas résoudre analytiquement ces équations de moments.
Afin de contourner cette difficulté, nous proposons d’approcher la solution de ces équations

en utilisant une méthode d’approximation par fermeture de moments [23, 54, 95].

Méthode d’approximation par fermeture de moment

Les méthodes d’approximation par fermeture de moment [23, 54| consistent a construire
un ensemble fermé d’équations différentielles (généralement en utilisant un développement
en série) pour les moments d’'intérét d'une distribution de probabilité donnée. Ensuite, ces
équations sont résolues analytiquement ou numériquement [54] pour déduire les moments. Ces
méthodes sont basées sur ’hypothese que la variable d’intérét (ici Z;) suit une distribution
connue qui est définie a travers certains moments.

La classe de méthodes d’approximation par fermeture de moment désignée par v-Moment
Approximation (vMA) procede en supposant que les moments centrés (cumulants) d’ordre
supérieur a v peuvent étre ignorés (mis a zéro). Ainsi, en mettant tous les cumulants au-dessus
de 'ordre v a zéro, on aboutit a des équations différentielles fermées pour les moments d’ordre
< v [23, 54]. Nous présentons ici la méthode d’approximation par fermeture de moment 2MA
qui correspond dans les faits a une approximation gaussienne [23].

Afin d’obtenir une approximation de la moyenne ]E[Zt[l]] avec la méthode 2MA, nous
procédons a un développement en série de Taylor de la fonction a;(Z;,0) en M; = E[Z;] en
ignorant les termes au-dela du degré 2

8@[
ozl

T azal

1
Zy — M) ——=
(2 — M) 02,07

ai(Z,0) = a;(IMy, 6) + (Zy — My) + 3

(Ze — My) + o((Z — M,)?)
(2.25)

olt o((Z; — IM;)?) est un terme négligeable devant (Z; — M;)2. Ensuite, nous évaluons en

Z; = M, toutes les dérivées partielles par rapport a Z; dans (2.25) pour obtenir

daml 1 92

- v,, MY =gzH = N 2.26
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ou ]My} représente ’approximation de la moyenne E[Zt[l]], A : B représente le produit de
Frobenius entre les matrices A et B (la somme des produits des éléments correspondants
entre les deux matrices) et V; représente 'approximation de la matrice de covariance. Les

éléments VE’”] de cette matrice de covariance sont calculés en utilisant 1'équation VU™ =

]E[Ztht[m}] - ]ME”JMLT”] (88, 95]. Alors,

dvglm]
dt

= E[(Z"™ — M™) x a/(Z,,0)] + B[(Z" = M) x a,n(Z,, 0)] + Ebym(Z:, 0)],

Ensuite, comme pour (2.26), nous procédons a un développement en série de Taylor des
fonctions a;(Z;, 0) x (xl[tm] — Ml[/m]), am(Zy,0) X (Ztm - ]1\/[,[5”) et by (2, 0) en la moyenne IM; =
E[Z,] (toujours en ignorant les termes au-dela du degré 2) et évaluons en Z; = M, toutes les

dérivées partielles par rapport a Z; dans le développement de Taylor pour obtenir

1 0%y,
202,02T

d\/ym] o 8&1

. [lm] _
i - 9ar Ve, V' = byn(No, 6)

(2.27)

ou ng} et Vy'] désignent respectivement la m-éme colonne et la [-eme ligne de V, [4, 95].

- da
vim w]aizﬁ b (M, ) +

En notant p, = E[x,] la valeur moyenne a I'instant ¢ du processus continu redimensionné

{z4}, et ¥; sa matrice de covariance, nous obtenons les équations de moment

0 al”

dug’ K 1 1 !
=)+ S S = By, (2.28)
dEf[;lm] 6@1 [.m)] (L] 6a[K} 1 (K] 1 82b [im)] (K]
D > m b 0 — : > =b 0).
dt ox] * 0xy + VEVE L™ (12, 0) + 2 8wt8xt ’ 0 im (%0, )

(2.29)

1
ott affN(z,,0) = (K, 0) et b (x,,0) = b (K 4, 0) [95].

1
VEVK

Dt a la non linéarité et a la grande dimension de a(p, 0) et b(u, 6), les solutions de ces
équations (2.28) et (2.29) ne sont pas calculables analytiquement. Comme alternative, nous

les approchons numériquement avec un schéma d’Euler pour obtenir respectivement

1 82 (K]

M0 _ -l Kl g
2% lul 1+( aj (l’[’l 1 )+28$tal’t

: ii—1>Ai; (230)

~ ~ dall aa 1 1 9%K ~
Z[lm} _ E[lm} ( l E[m] E[l] b[K] i 0 - lm D ])Al
1 OxT T -1 8xt K (i1, )+ 2 Oz, 0zt ! ’
(2.31)

o A =t —ti, i =10, i) ~ Blzj|z,_,] et 3" ~ Blafa|z, ] — 5™ (en

indiquant explicitement les conditionnalités due a la nature markovienne de {z;}) sont res-
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pectivement les approximations de la moyenne et la variance conditionnelles de la marginale
a:y] du processus stochastique redimensionné {z;} [95]. Les conditions initiales sont données

par i = i) et S5 = b (20,0). On note f; = (A", @7, A, A" et (S respec-

m
tivement la valeur moyenne approchée et la matrice de covariance approchée de x;,. Ces
approximations des moments des marginales du processus stochastique {z;} sont utilisées

dans la méthode d’approximation EP-BP comme décrits dans les Chapitres 3.2 et 5.
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Chapitre 3

Outils d’Inférence Statistique pour le
modele d’immunothérapie du

meélanome

L’estimation directe des parametres dans le modele stochastique individu-centré de mélanome
est irréalisable car son espace d’événements est de tres grande dimension. Nous proposons
d’estimer les parametres de son approximation déterministe qui est une EDO, en définissant
un modele statistique non linéaire a effets mixtes (composé de parametres fixes et de para-
metres aléatoires). Nous estimons les parametres de ce modele mixte a ’aide d’une extension
connue de l'algorithme SAEM (une version stochastique de l'algorithme EM), et de données
biologiques longitudinales (provenant du suivi temporel de plusieurs individus) incluant des
données censurées (Chapitre 4).

Nous proposons également une nouvelle méthodologie pour ’estimation des parametres de
I'approximation stochastique de diffusion (EDS) du modéle individu-centré. Nous définissons
pour cette EDS, un modele statistique standard (i.e., composé uniquement de parameétres
fixes). Nous estimons les parametres de ce modele statistique, a partir d’observations brui-
tées d’un seul individu et sans données censurées, et développons une nouvelle extension
d’un algorithme d’approximation de vraisemblance basée sur les algorithmes Belief Propaga-
tion (BP) et Expectation Propagation (EP) applicable a ce type de modeles stochastiques
(Chapitre 5).

Dans ce chapitre, nous présentons I’état de 'art de ces méthodes d’estimation.

Sommaire
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3.1 Estimation pour le modele déterministe du mélanome a partir
d’un modele mixte

3.1.1 Données longitudinales

Les données réelles dont nous disposons sont des données longitudinales de taille tumorale
provenant du suivi temporel des individus de I’étude de Landsberg et al [55]. Ainsi, nous
disposons pour chaque individu, des données supposées corrélées dans le temps et indépen-
dantes de celles des autres individus. La Figure 3.1 illustre la variation temporelle au sein
des données individuelles des sujets controles, et les différences qui existent entre ces sujets
dans l'expérience de la thérapie ACT du mélanome [6, 55].

L’analyse des données longitudinales nécessite des méthodes statistiques spécifiques. La
difficulté majeure dans cette analyse réside dans la prise en compte de la corrélation qui existe
entre les données temporelles d’'un méme individu. Les modeles a effets mixtes permettent
de tenir compte de cette corrélation [72]. Ils divisent la variabilité globale des données selon
différentes sources : une variabilité entre les individus (dite inter-individuelle), une variabilité
des parametres d’un méme individu au cours du temps (dite intra-individuelle) et une varia-
bilité dite résiduelle représentant 1’écart par rapport au modele mathématique utilisé. Cette

derniere variabilité est en général confondue avec la variabilité intra-individuelle [72, 84].

3.1.2 Modeéles a effets mixtes et modeéle déterministe du mélanome

Les sujets de I'expérience d'immunothérapie [55] sont répartis en groupes de sujets non traités
(groupe CTRL) et de sujets traités, eux mémes divisés en sujets traités une seule fois (groupe
ACT) et traités deux fois (groupe ACT+Re). Nous analysons ces trois groupes CTRL, ACT
et ACT+Re simultanément et les indexerons par G qui vaut respectivement 1, 2 et 3. Nous
fixons le groupe ACT (G = 2) comme groupe de référence.

Notons y; = (Yig1, - - -, Yign;) le vecteur des données observées du sujet i appartenant
au groupe G € {1,2,3}, ol y;g; représente la mesure bruitée du diametre de la tumeur de
Vindividu ¢ & l'instant ¢;;, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,n,;. Nous notons y = (y1,...,y,) le vecteur

de I'ensemble des mesures. Le modele statistique non-linéaire a effets mixtes du modele
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Diameter

Time

Figure 3.1 Evolution du diametre de la tumeur (mm) au cours du temps (jour) pour cing
souris controles (une couleur par souris).

déterministe du mélanome s’écrit

vigi = [f(Gg,tij) + €igj,
cig = (€ig1,. .- €ign;) ~iia N(0,0°I,,), (3.1)
logCig = log(uOT) +nig © Ti, 1= po + g, Nig ~iia N'(0,€2),
ou (;g représente le vecteur (log-normal) des parametres individuels; €, = (€ig1, .- -, €ign;)

le vecteur des erreurs résiduelles de 'individu 7, supposées iid; o2 la variance résiduelle;
I,,, matrice identité n; x n;; 7; le vecteur des effets aléatoires supposés également iid et
indépendants de ¢;; € la matrice de covariance des effets aléatoires; pu = g + pg le vecteur
des effets fixes (composé d’un effet commun p et de leffet ug de 'appartenance au groupe
G); 7; un vecteur binaire permettant de distinguer les sujets traités des sujets non traités;
® désigne une multiplication élément par élément; et f((;,t) = (n4, (G, t) + n”b(@,t))% est
la fonction non-linéaire quantifiant, a une constante multiplicative pres, le diametre de la
tumeur (composée de cellules de mélanome différenciées et dédifférenciées), avec (n},,ny,)
solution du systeme d’EDOs du mélanome. Le vecteur de l’ensemble des parametres du
modele statistique est noté 6 = (u,Q,0?) € O, ot © C RP. Le modele a effets mixtes se
compose ainsi d’une partie aléatoire, définie par des parametres individuels propres a chacun
des sujets et traduisant la variabilité liée a chaque individu ("effet aléatoire”) et d’une partie
fixe définie par des parametres de population identiques pour chaque individu (“effet fixe”).

On s’intéresse a 'estimation du parametre 6.

Nous notons L(y; 0) = log p(y; #) la fonction de log-vraisemblance de la réponse y. Cette
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fonction s’écrit .

L(y;0) = L(yi;0) = élog </ (Wi, G 9)%) (3.2)

=1

ou p(yi, G;; 0) est la vraisemblance des données completes (y;, (;) de I'individu ¢ donnée par
P(yi i3 0) = Hp(yij|Q;9)P(Ci; 0). (3.3)
j=1

En général, p(y;, (;;0) a une expression analytique. Par contre, les effets aléatoires (; n’étant
pas observés et la fonction de régression f(-) non-linéaire, I'intégrale dans la vraisemblance
des données observées (3.2) n’a pas d’expression analytique [85]. L’estimation de 6 n’est alors

pas directe.

Estimation des parametres des modeles a effets mixtes

L’estimation des parametres du modele a effets mixtes est complexe notamment du a la
présence des variables latentes non observables (;. En effet, si les parametres individuels
¢ = (C1,...,¢,) étaient observés, nous pourrions estimer le parametre 6 par exemple en
maximisant directement la distribution jointe p(y, (;6) par rapport a 6. Cependant, comme
les (; sont des parametres latents non-observés dans les modeles a effets mixtes, ces calculs
directs ne sont pas possibles.

Plusieurs méthodes ont été développées pour estimer les parametres des modeles non
linéaires mixtes [56, 85]. Parmi les plus classiques, nous pouvons citer des méthodes d’es-
timation basées sur la linéarisation du modele, comme dans les algorithmes itératifs First
Order (FO) et First Order Conditional Estimate (FOCE) [10, 59] implémentés dans le lo-
giciel NONMEM et dans la fonction nlme du logiciel R [75, 91]. Cependant, ces méthodes
approximatives souffrent de ’absence de preuves de consistance et de convergence vers un
maximum de vraisemblance [85]. Comme alternative, des méthodes d’intégration numérique
basées notamment sur des méthodes de quadrature de Gauss de la vraisemblance ont été
proposées. Elles consistent a remplacer le calcul de l'intégrale dans la vraisemblance (3.2)
par une somme pondérée prise en un certain nombre de points du domaine d’intégration
[73] (par exemple, dans les procédures GLIMMIX et NLMIXED du logiciel SAS [103]). Ce-
pendant, ces méthodes nécessitent un nombre suffisamment grand de points de quadrature
impliquant une convergence souvent lente. Une autre approche considérée dans des problemes
d’intégration numérique est I’échantillonnage préférentiel (importance sampling), qui est une
méthode d’intégration stochastique. Cependant, afin d’obtenir une stabilité numérique sa-
tisfaisante, cette méthode peut nécessiter des calculs intensifs. Elle est donc numériquement
moins efficace que de nombreuses autres méthodes paramétriques [36].

L’outil le plus couramment utilisé pour estimer les parametres de modeles comportant

des variables latentes est 1'algorithme Expectation Maximization (EM) [26]. La grande po-
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pularité de cet algorithme itératif est principalement due a sa monotonie (I’accroissement
de la vraisemblance a chaque itération) [25, 26]. En raison de la non-linéarité du modele
non-linéaire a effets mixtes, des versions stochastiques de ’algorithme EM ont été proposées
[29, 52, 84, 85]. Ces versions stochastiques utilisent pour la plupart des méthodes d’approxi-
mation héritées de la statistique bayesienne, notamment des méthodes de Monte Carlo par
chaine de Markov (MCMC) dont le principe sera détaillé plus loin. Ci dessous, nous faisons
une revue de ces versions stochastiques d’EM, notamment celles qu’on utilise dans cette these
pour l'estimation des parametres du modele de dynamique du mélanome dans le Chapitre 4.

Juste avant, nous rappelons I’algorithme EM duquel sont héritées ces versions stochastiques.

3.1.3 Algorithme EM

L’algorithme EM (Expectation Maximization), proposé par Dempster et al [26] s’appuie
sur la log-vraisemblance L(y, ;0) = logp(y, (;0) des données completes (considérée connue

analytiquement) qui s’écrit

L(y,¢0) = Zlogpczlyz, )+ > logp(yi; 6). (3.4)

=1

L(y;0)

Ainsi, la log-vraisemblance L(y; ) des données observées y peut se réécrire
L(y;0) = L(y,(:0) — Zlogp Gily; 0). (3.5)

A litération k, en considérant I’espérance de (3.5) prise sur ¢ conditionnellement aux données

observées y et la valeur courante ¢, du parametre 6, nous aboutissons a
0) = [ £y G:OP(Cly: 0)dC ~ /ZMwmm“m@m@mc (3.6)

A partir de (3.6), nous notons Q(0|6x) l'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance

L(y,(;0) des données completes par rapport a y et 0y
QO16) = [ £(y,¢:0)p(Clys 61)dC = BIL(y, C:0)ly, 64 (37)

Une propriété importante de l’algorithme EM nous assure que tout accroissement de @)

engendre un accroissement de la vraisemblance des données observées p(y; ).

Proposition 1. Pour tout (0,0;) € ©2, si Q(0]0x) > Q(0k|0r), alors logp(y; 0) > log p(y; O)

ot p(y;-) est la vraisemblance des données observées y.
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Preuve : considérons la différence A(#, 0;) = log p(y; 0) —log p(y; 0x) > 0 pour laquelle nous
recherchons une borne inférieure 6 +— §(0|0;) (calculable analytiquement contrairement &
A(0,6)) et vérifiant les conditions : A(6,0;) = 0(0|0k) et 5(0x|0x) > 0.

En appliquant la formule p(y; 0) = [ p(y|¢; 0)p({;0)d(, en considérant 'intégration de la
densité conditionnelle des données non-observées a 1 ([ p(C|y; 0x)d( = 1) et en utilisant une

inégalité de Jensen appliquée a la fonction log, nous aboutissons a l'inégalité :

A(0,0r) = logp(y;0) —logp(y; Ok)
p(y,¢;0)

> [p(Cly; Bdclon 205 = Q616 — QA = 6016 (38)

Nous obtenons donc A(6,6;) > 6(0|6;) et 8(6x|0x) = 0 (car log ZLS%)) — 0). En notant

p(Cy30k)
Or+1 = argmax,0(0|0x), on a que la valeur 6y, est plus vraisemblable que 6, parce que
log p(y; Or11) — log p(y; ) = A(Okr1;0k) > 0(Ok11160k) = 6(0k|0k) > 0 [86]. O

Ainsi, une alternative a la maximisation directe de p(y,-) (probleme tres difficile), est
de procéder plutot par des maximisations successives de () (problemes plus simples) nous
garantissant de faire croitre la vraisemblance a chaque fois et de converger, idéalement, vers
un maximum local de p(y, -). L’algorithme itératif EM repose sur ce principe. Partant d’'une
valeur initiale 0y, I'algorithme EM passe du parametre 0, au parametre 6,1 a l'itération k

avec les deux étapes suivantes :

e Etape E : calcul de 'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance complete

Qr(010x) = Ellog p(y, ¢; 0)|y, O]

e Etape M : maximisation de Q(0|0)) en 6

Or+1 = arg max Qk(eyek)
0co

La convergence de la suite (L(y;0x)) vers un point stationnaire de la vraisemblance des
données observées a été démontrée par plusieurs auteurs [25, 26]. Nous présentons ci-dessous
le théoreme de convergence proposé par Delyon et al. [25] pour des modeles dont la vrai-
semblance complete L(y, (;0) appartient a la famille exponentielle des distributions (Annexe

B.2). Les hypotheses pour ce résultat de convergence sont :

(M1) L’espace des parametres © est un ouvert de RP. La vraisemblance des données

completes L(y, (;0) appartient a la famille des modeles exponentiels

L(y,¢;0) = —2(0) + (6(y, (), £(0))),

20



ou ®(-) et £(+) sont des fonctions de 6, les ¢(y, () sont des statistiques exhaustives du modele
des données completes, prenant leur valeur dans un sous-ensemble ouvert S C R™ et (-,-) est
le produit scalaire sur R™. Pour tout 6 € ©, /](b(y, Q)|p(Cly; 0)d¢ < oo.

(M2) Soit la fonction L : S x O — R définie par L(s; 0) = —®(0)+ (s, £()). Les fonctions

O (-) et £(-) sont deux fois continiment différentiables sur ©.

(M3) La fonction 5 : © — S définie par / o(y, Q)p(Cly; 0)dC est continiment différen-
tiable sur ©.

(M4) La fonction [ : © — R de log-vraisemblance des données observées, définie par
1(0) = 10g/p(y7c;9)dé

est continiment différentiable et 0y /p(y,(’; 0)d(¢ = /ébp(y,C; 0)dc.

(M5) 1l existe une fonction § : S — © (continiiment différentiable sur S) telle que
V0 €O, Vs eS8, L(s,0(s)) > L(s, 0).

Théoréme 3.1.7. [25] Soit ©4 l'ensemble des points stationnaires de la fonction de log-
vraisemblance des données observées logp(y;0) : ©, = {0 € O; Jylogp(y;0) = 0}. Sous
les hypothéses (M1)-(M5), et en supposant que pour tout 0 € O, l'adhérence de O est
un sous-ensemble compact de ©, pour tout point initial 8y = 0, la suite (logp(y;Ok>1)) est
croissante et limy_, o d(Or, ©5(0)) = 0.

En fonction de la valeur initiale 6y, la suite (ékzl) fournie par I’algorithme EM converge donc
vers un point stationnaire de log p(y; ), mais pas nécessairement vers l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance ou méme vers un maximum local. Par ailleurs, la quantité Q(0|6y) n’a
pas toujours une expression analytique rendant sa maximisation directe délicate. Aussi, la
convergence de ’algorithme peut étre relativement lente. Comme alternative, plusieurs ver-
sions stochastiques de I’algorithme EM, basées sur la simulation des données non-observées,
ont été proposées pour faire face aux problemes de calcul de Q(0|6)) et améliorer la vitesse
de convergence de l'algorithme.

L’algorithme MCEM (Monte Carlo EM), proposé par [101], est 'une des versions stochas-
tiques de l'algorithme EM dans laquelle, a l'itération k, l'intégrale Q(6|6x) de 1'étape E est
approchée par une méthode de Monte Carlo basée sur la simulation d’'un grand nombre Ny
de variables aléatoires (¢**));,<y, sous la loi a posteriori p(C|y; 6). La fonction Q(6|6y)

est ainsi approchée par la moyenne empirique

1 Mz
Q0161) = — > logp(y,¢*™;0). (3.9)
NT u=1

A noter cependant que la convergence de 'algorithme requiert une suite (N7 (k))x croissante
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avec l'itération k rendant l'exécution de I'algorithme tres lente [34]. Par ailleurs, la simulation
des variables (¢**)) sous la loi a posteriori p(C|y; i) reste particulierement délicate quand
la fonction de régression f(-) est non-linéaire (modeles non-linéaires a effets mixtes). Une
alternative a la fois au probleme de convergence et au probleme de calcul, notamment dans

les modeles non-linéaires a effets mixtes, est 'algorithme SAEM.

3.1.4 Algorithme SAEM pour modeles non-linéaires mixtes

3.1.4.1 SAEM

L’algorithme SAEM (Stochastic Approximation Expectation Maximization) est une version
stochastique de lalgorithme EM, proposée par Delyon et al. [25] et Kuhn et Lavielle [52].
L’algorithme SAEM consiste a remplacer ’étape E de ’algorithme EM par une procédure de
simulation stochastique suivie d’'une procédure d’approximation stochastique.
Etant donnée une valeur initiale 6y du parametre 6, I'itération k£ de I’algorithme SAEM
met a jour la valeur #;_; en 6 avec les étapes suivantes :
e Etape de Simulation : pour i = 1,...,n, générer ;*® & partir de la distribution

conditionnelle

p(Gilyi; O-1) (3.10)

e Etape d’Approximation Stochastique : mettre a jour Qx(6) suivant ’équation

Qr(0) = Qi—1(0) + v (log p(y, (¥;0) — Qr_1(0)) (3.11)

ou () est une suite décroissante de pas positifs.

e Etape de Maximisation : mettre a jour 6;_; suivant ’équation

0, = argmax Q(0) (3.12)

fco
L’implémentation de I'algorithme SAEM est simplifiée lorsque la vraisemblance des don-
nées completes p(y, (;0) appartient a la famille exponentielle (hypothese (M1)). La conver-
gence de l'algorithme a été démontrée par Delyon et al. [25] en utilisant les hypotheses
(M1)-(M5) et des hypotheses supplémentaires sur la simulation des données non-observées

et la suite ().

Théoréme 3.1.8. [25] Sous les hypothéses (M1)-(M5), plus des hypothéses supplémen-
taires de continuité et de différentiabilité sur la vraisemblance et la statistique exhaustive du
modéle des données completes p(y,(;0), et des hypothéses supplémentaires sur la simula-
tion des données non-observées, avec () une suite décroissante de nombres positifs tels que
Y € [0,1] pour tout k, 52, v =00 et S50, 7i < 0o, sila suite de statistiques exhaus-

tives (Si)k>0 prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de S, la suite (0x)r>0 générée
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par l'algorithme SAEM converge vers un point stationnaire de la vraisemblance des données

observées p(y;-).

L’algorithme SAEM nécessite donc la simulation d’une seule réalisation des données non-
observées ( a chaque itération. Cela lui permet de beaucoup réduire le temps de calcul
comparé aux algorithmes MCEM. L’implémentation de cet algorithme nécessite donc de sa-
voir simuler des réalisations de variables aléatoires suivant la loi a posteriori p(C|y;-). Cela
n’est pas toujours possible, notamment pour les modeles non-linéaires mixtes. Kuhn et La-
vielle [52] ont proposé de combiner 1'algorithme SAEM avec une méthode de Monte Carlo

par chaines de Markov comme alternative a ce probleme.

3.1.4.2 SAEM-MCMC : SAEM combiné avec une procédure MCMC

L’algorithme SAEM-MCMC est une extension de 'algorithme SAEM qui combine ce der-
nier avec une méthode MCMC (Markov Chain Monte Carlo) utilisée a I’étape de simulation
de l'algorithme SAEM [52]. Avant d’aller plus loin dans la présentation de cet algorithme
SAEM, d’abord nous rappelons brievement le principe des méthodes de simulation de va-

riables aléatoires avec les principaux algorithmes MCMC.

Méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC)

Les méthodes de simulation de variables aléatoires ou méthodes d’échantillonnage produisent
des échantillons d'une variable aléatoire x suivant une loi cible 7(z) : = ~ ().
Les méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov sont des méthodes de Monte-Carlo

basées sur la production de chaines de Markov ayant pour loi stationnaire la distribution

7(-).

Chaines de Markov. Une chaine de Markov est un processus stochastique a espace d’états

discret possédant la propriété de Markov
p(x®|zg, ..., 2@V) = p(zW]2D).

Elle est caractérisée par une distribution initiale p(xy) et un noyau de transition I(x, ) =
p(z® = z|x=Y = z) [15, 56].

Les deux algorithmes MCMC les plus répandus sont 1’algorithme de Metropolis-Hastings
et 1’échantillonneur de Gibbs. Cependant des versions hybrides combinant ces deux algo-

rithmes ou leurs généralisations existent également [56, 76].

Algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings se base sur une loi ¢(x, ) = ¢(Z|x) (appelée loi instru-

mentale ou loi candidate) choisie a partir de la densité cible 7(-). A l'itération u, un candidat
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T est généré par la loi ¢(z(*=Y, ) & partir de la valeur ("~ de la chaine obtenue & I'itération

u — 1. On choisit ensuite (") = & avec la probabilité

1) sy s n(z) q(z""V|z)
?(x( ),x) = mm(l, (2D q(i.|x(u—l))>

et (W = 2= ayec la probabilité 1 — 9(x(*~Y F) [56, 76]. La probabilité de transition de

I’algorithme de Metropolis-Hastings est donc donnée par

La probabilité d’acceptation ?(a:(“_l), 7) ne dépend que du rapport des distributions - (&)

i
2=y -
Cela permet de s’affranchir du calcul de la constante de normalisation souvent difficile [E’)6, 76)].
En théorie, la loi instrumentale ¢(, -) peut étre quelconque dés que son support coincide
avec celui de m(-). Dans ce sens, 'algorithme de Metropolis-Hastings est la plus générale
des méthodes MCMC. Cependant, dans la pratique ¢(-,-) doit étre choisie avec soin afin
d’assurer efficacité de I’algorithme. Tout d’abord, ¢(-,-) doit étre une bonne approximation
de 7(:). De plus, on peut choisir une loi ¢(-,-) ayant des propriétés particulieres. Ainsi,
quand ¢(z,z) = q(&) (algorithme de Metropolis-Hastings indépendant), cela peut accélérer
la convergence de l'algorithme lorsque ¢(-,-) est proche de 7(-). Quand q(z,%) = ¢(Z,z)
(algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire), cela permet d’avoir des propriétés
importantes pour la chaine de Markov générée notamment quand () appartient a la famille

exponentielle [84, 85].

Echantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs est principalement dédié a la simulation de variables aléatoires

multidimensionnelles de dimension d. Il utilise les lois instrumentales conditionnelles
Gu(x)2™ v # 1) = 7(zW]2™ v £ ), u,v € {1,...,d}.

Etant donné z*~1 = (z*k=10  2(k=1d) Ja valeur obtenue & l'itération k — 1 de 'algo-
rithme, on génere la nouvelle valeur *) = (z®1 . 2(*d) 3 Pitération k apres d étapes de

simulation a I’aide des lois instrumentales ¢, :

Lo a®D ~ gy (a2 p=ld)),
9. pUuE2end=11) g (D) pleusl) plk=lutl)  (k-1d))
3. 2D~ gu(-|a®D) o pRAm)),

On note que tous les échantillons simulés par I’échantillonneur de Gibbs sont acceptés (taux
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d’acceptation de 1). Sa probabilité de transition est
d
I(z,7) = H qu(:}i(“)ﬁ(l), o gD et Lz @),
u=1

La convergence de cet algorithme et I'ergodicité de la chaine simulée sont assurées sous cer-
taines conditions présentées dans [76, 94]. Dans la pratique, il est nécessaire de connaitre ana-
lytiquement ou au moins de savoir simuler chacune des densités conditionnelles ¢, pour implé-
menter l'algorithme d’échantillonnage de Gibbs. Cela constitue I'une des principales limites
de cet algorithme. Cependant, il est possible d’avoir recours a ’algorithme de Metropolis-
Hastings pour pallier cette difficulté [37, 76, 85].

Algorithme SAEM-MCMC

Dans I'algorithme SAEM-MCMC, seule I’étape de simulation de variables aléatoires est mo-
difiée par rapport a 'algorithme SAEM précédemment présenté. Ainsi, a l'itération k, sous
les précédentes hypotheses d’appartenance a la famille exponentielle, les étapes suivantes sont
réalisées :

e Etape de Simulation : simulation de ¢*) & Iaide d’un algorithme de Metropolis-

Hastings de densité stationnaire p(C|y, 0x) (avec une probabilité de transition Ily, )

e Etape d’Approximation Stochastique : approximation stochastique des statistiques

exhaustives du modele
skt = sk + (d(y, () — 1)

ou () est une suite décroissante de pas positifs vérifiant (SAEM1).

e Maximisation de la vraisemblance complete

Ors1 = arg max {—®(0) + (se.11,£(0))}
€
Kuhn et Lavielle [52] ont montré pour cet algorithme SAEM-MCMC un résultat de
convergence correspondant & une extension du Théoreme 3.1.8 de Delyon et al [25] en considé-

rant, notamment des hypotheses supplémentaires sur les chaines de Markov dans ’algorithme
MCMC.

Théoréme 3.1.9. [51] Sous les hypothéses (M1)-(M5) et des hypothéses de continuité
et de différentiabilité sur la vraisemblance et la statistique exhaustive du modéle des don-
nées compleétes p(y, (;0), avec (1) une suite décroissante de nombres positifs tels que v €
0, 1] pour tout k, 32, v =00 et Y32,77 < 0o, et avec des hypothéses supplémentaires,
notamment sur l’ergodicité des chaines de Markov de [’algorithme MCMC, si la suite de
statistiques exhaustives (Si)k>0 prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de S, alors

avec probabilité 1, la suite (0)k>0 générée par lalgorithme SAEM-MCMC converge vers un
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mazimum (local) de la vraisemblance des données observées p(y;-).

La suite (fy>1) fournie par I'algorithme SAEM-MCMC, converge donc (sous les hypotheses
précédentes) vers un maximum de log p(y; 0) qui n’est pas nécessairement le maximum global.

L’algorithme SAEM-MCMC possédant de bonnes propriétés théoriques et numériques lui
permettant de prendre en compte les modeles a effets mixtes les plus complexes, nous nous

en servons dans cette these pour estimer les parametres de notre modele déterministe.

3.1.4.3 Extensions de SAEM

L’approximation déterministe du modele stochastique individu-centré de mélanome est défi-
nie par un systeme d’équations différentielles ordinaires, et les données longitudinales dont
nous disposons comportent des données censurées. Nous utilisons une version de 1’algorithme

SAEM-MCMC adaptée a ce contexte afin d’estimer les parametres du modele de cancer.

Prise en compte des données censurées

Du fait de contraintes expérimentales, I’observation disponible n’est pas la variable y;; mais

la variable y2%

7" donnée par :

Yij si Yij 6]3 mim, 10 mm[
gt — 1.99 mm si y;; € [0 mm, 1.99 mm]| (3.13)

3 mm si y;; € [2 mm, 3 mm]

10 mm si y;; > 10 mm

Nous devons donc réécrire la vraisemblance du modele en tenant compte de la présence
de ces données censurées.
Tout d’abord, considérons le cas de la censure a gauche (yf]bs =1,99 mm siy; € [0 mm ,1,99mm |)
et notons LOQ = 1.99 mm la limite de quantification de cette censure. Introduisons la va-

riable binaire d’indicatrice de censure
0ij = Ly,;>10q

Ainsi, la variable yl‘-’]l?s s’écrit pour cette censure a gauche

y‘?bs _ Yij si (57;]' =1
“ LOQ si 51’]’ =0

Nous introduisons les variables censurées y;i"* = y;; pour tout (i,7) tel que 6;; = 0. On

note y{"* le vecteur des données censurées de l'individu ¢. Si 'individu n’a pas de données

censurées, y°"° = @& (convention). On note §; = (0;;)1<i<n, 'ensemble des variables d’indica-
’ J)1<j<n;

ij
trice de censure de l'individu ¢ et § = (dy,...,d,) 'ensembles des variables d’indicatrice de
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tous les individus. La vraisemblance du modele est alors définie par
obs 5 0 H/L obs 5“ycens’<-i, )dczdycens (314)

olt L(yf%, s, yéems, ¢;,0) est la vraisemblance compléte, ys™* et (; étant les données non-

observées. On note que ces deux variables ne sont pas indépendantes mais que les variables

cens

ye"* sont indépendantes entre elles conditionnellement aux variables ¢; [84].

Nous supposons que conditionnellement aux parametres individuels (;, les données cen-

cens

surées non-observées y"* et les données observées 3% telles que 0;j = 1, sont indépendantes

[84]. TI en résulte que la vraisemblance compleéte est égale a

(yfbs 0i, yi "%, iy 0) = H p(y ObSK@v 0) H p(y; |G, 0)p(Gi, 0) (3.15)

(4,9)18i5=1 (4,9)16i5=0

ot les distributions p(y?|¢;, 0) et p(ys*|(;, 0) sont normales [84].

Nous procédons de facon similaire avec les deux autres cas de censure. Pour le cas yObs =
3 mm, nous considérons la variable d’indicatrice de censure d;; = 1, c2 mm,3 mm] €t pour le
cas yfjbs = 10 mm, nous considérons d;; = 1,.,<10-

Sous I’hypothese que la vraisemblance complete L(y2, &;, y¢ms, (i, ) satisfait (M1), Sam-
son et al. [84] ont proposé I'algorithme SAEM-MCMC suivant :
Etant donnée une condition initiale 6, I'itération k de cet algorithme SAEM-MCMC met a
jour 6y en 05,1 avec les étapes habituelles, seule I’étape de simulation est changée en :

e Etape de Simulation : on génere (y°**) (;(*)) & travers la simulation d'une chaine

de Markov ayant pour distribution stationnaire p(y“"*, (;|y,6x) en utilisant I'algo-
rithme de Gibbs :

1. Simulation de ;¥ & TI'aide d’un algorithme de Metropolis-Hastings (classique)

ayant pour loi stationnaire p(¢;|y°®, yms*=1 0,)

2. Simulation, pour tout i = 1,...,n, tout j = 1,...,n; tel que §;; = 0, de yf]ens(k) avec

la loi normale tronquée p(y Ce”5|y obs (8 6,) d’espérance f(G\Ft;;), de variance

o2 et tronquée a droite par la valeur LOQ (dans le cas de la censure a gauche).

Samson et al. [84] indiquent que les hypotheses de convergence de cet algorithme SAEM-
MCMC (notamment celles relatives a la chaine de Markov générée a 'étape de simulation

par l'algorithme de Gibbs) restent identiques aux hypotheses déja présentées.

SAEM-MCMC pour Equations Différentielles Ordinaires

La fonction non-linéaire de régression f((;,t) quantifiant le diametre de la tumeur du méla-
nome est solution du systeme d’équations différentielles ordinaires modélisant la dynamique
du mélanome. Etant donné que ce systeme n’a pas de solution analytique, I'évaluation de la

fonction de régression f se fait par une méthode d’intégration numérique a chaque fois que
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Ialgorithme SAEM-MCMC le nécessite, a savoir a chaque itération de I'algorithme MCMC
dans I'étape de simulation de chaque itération de I’algorithme SAEM [29].

En notant f;, 'approximation de la solution de 'EDO, ou h représente le pas de temps
maximal dans le schéma numérique de résolution de 'EDO, I'approximation de f par f,
conduit & une pseudo-vraisemblance Ly, (y; #). Ainsi, dans I’étape de simulation de 'algorithme
SAEM-MCMC, la procédure MCMC a pour loi stationnaire cible la loi approchée py,((ly; 0).
Samson et al. [29] ont étudié lerreur induite par cette approximations et montrent, avec
des hypotheses de régularité sur 'EDO, que la distance entre la vraie loi conditionnelle
p(Gly; 0) et la loi approchée pn((ily; ) et celle entre la vraie vraisemblance L(y;0) et la
pseudo-vraisemblance Ly (y;6) décroissent avec le pas h. Partant de la, elles montrent que la
suite (0x)r>1 d’estimateurs fournie par l'algorithme SAEM-MCMC sur le modele approché
converge vers 6, maximisant la pseudo-vraisemblance Ly (y;0), et que lerreur quadratique
moyenne entre , et 0, maximisant la vraie vraisemblance L(y; 0), est toujours majorée [84].

L’algorithme SAEM-MCMC permet ainsi d’estimer les parametres de modeles non-linéaires
mixtes dans des systemes complexes ou les autres méthodes d’estimation présentes rapide-
ment des limites. Dans la pratique, cet algorithme SAEM-MCMC requiert une bonne implé-
mentation afin de fournir un bon compromis entre la stabilité des méthodes numériques, la
précision et le temps de calcul. Par ailleurs, I'estimation des parametres d'un modele mixte
complexe (beaucoup de parametres, modele de régression défini par une EDO sans solution
analytique, etc.) a partir de données réelles peut soulever beaucoup d’autres difficultés dans
la pratique. Cela inclut : des problemes d’initialisation des parametres, la sélection de mo-
deles, le temps de calcul, I’évaluation de la qualité des estimations (notamment le calcul de la
matrice d'information de Fisher (FIM)) et leur validation (a partir de 'analyse de la conver-
gence de l'algorithme, des distributions des parametres aléatoires, de la confrontation des
observations avec les prédictions du modele, etc.), .. .. Le travail d’estimation des parametres
du modele de mélanome présenté dans le Chapitre 4 permet de rendre compte de certaines
de ces difficultés.

3.1.4.4 Implémentation de l’algorithme SAEM-MCMC dans Monolix

Monolix ou MOdeles NOn LInéaires a effets miXtes est I'un des logiciels de référence implé-
mentant 'algorithme SAEM [63]. C’est une plate-forme principalement dédiée aux modeles
basés sur le développement de médicaments, notamment les modeles pharmacocinétiques
et pharmacodynamiques (PK/PD). Monolix integre plusieurs algorithmes performants sur
I'algorithme SAEM (incluant ceux qu’on a présentés) et propose beaucoup d’options. Il est
d’une grande facilité d’utilisation grace a son interface graphique assez élaborée.

Nous utilisons cette implémentation de 'algorithme SAEM-MCMC dans Monolix pour
estimer les parametres de notre modele de dynamique du mélanome a partir de données

réelles comportant des mesures censurées (Chapitre 4).
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3.1.5 Contributions de la thése

A Taide de I'extension de I'algorithme SAEM dédiée aux équations différentielles ordinaires

et aux données censurées [29, 84] présentée précédemment, nous estimons dans le Chapitre 4,
a partir des données biologiques réelles de taille tumorale, les parametres du modele non li-
néaire a effets mixtes défini par ’approximation déterministe (EDO) du modele stochastique
individu-centré de mélanome, apres un travail préliminaire visant a rendre le modele iden-
tifiable. Dans ce travail, nous faisons le choix d’une part, de regrouper certains parametres
qui, individuellement, ne peuvent pas étre estimés correctement (comme les taux de division
et de mort des cellules cancéreuses). D’autre part, nous décidons de négliger des parametres
(comme les parametres de compétition) qui sont supposés avoir peu d’impact au moment ot
les évenements qui nous intéressent, comme la rechute, ont lieu. Ces parametres ne peuvent
pas étre estimés a partir des données de Landsberg et al. [55].

Avec le modele mixte défini a partir de la version simplifiée de 'EDO du mélanome, nous
procédons a lestimation des parametres et a la sélection de modeles (a travers des tests
de ratios de vraisemblances réalisés par ’algorithme SAEM). Nous obtenons une estimation
des parametres du modele de mélanome qui s’ajuste bien aux données biologiques (des bons
fits). Nous jugeons cette estimation de bonne qualité au vu des éléments de validation fournis
par l'algorithme SAEM (erreurs standards, convergence de 1'algorithme, confrontation des
prédictions du modele aux observations, etc.) et au vu des difficultés numériques qu’implique
cette analyse statistique.

Cette étape d’estimation de parametres nous permet ainsi de confirmer des hypotheses
biologiques [1] sur la dynamique du mélanome traité par immunothérapie et en particulier,
sur les mécanismes de rechute. Ces parametres estimés nous permettent d’évaluer (a partir de
simulations numériques réalisées avec le modele stochastique individu-centré) la probabilité
d’épuisement des cellules T pendant I'immunothérapie, conduisant a une rechute du méla-
nome. Sur la base de cette évaluation de la probabilité de rechute et I’étude de la dynamique
des cellules T dans le modele déterministe, nous proposons une optimisation du protocole de
traitement (doses et moment de 'administration du traitement) pour différentes valeurs de

parametres du modele prises dans leur intervalle d’estimation.
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3.2 Estimation pour le modele stochastique du mélanome pour un
seul individu

3.2.1 Modele d’observation

Dans cette partie, nous considérons le probleme d’estimation, a partir d’observations bruitées
y, de la dynamique tumorale pour un seul individu d'un processus stochastique markovien

latent = = {x; : R, } décrit par une équation différentielle stochastique de la forme
dy = ag(x)dt + by(w,)2dW, (3.16)

ou {z; : t € R;} est un processus de Markov de dimension d, ag(x;) la dérive (de dimension
d), bg(x;) la matrice de diffusion (de dimension d x d), W; le processus de Wiener de dimension

d et 0 € RP le vecteur des parametres du processus {x;}. Nous supposons qu’'une fonction

H(+) du processus {z;} peut étre observée avec du bruit a des instants discrets ¢;,7 = 1,...,n.
On note ces observations y = y1., = (Y1, - - -, Yn) o1t 'observation y; est donnée par
yi = H(z;) + €, € ~N(0,¢%), (3.17)

olt €; représente U'erreur résiduelle, ¢2 la variance résiduelle, H(x;) une fonction du processus
{z,} observée a 'instant discret ¢;, 7 = 1,...,n. Afin de simplifier les notations, on consideére
que la variance ¢? est incluse dans € qui représentera désormais 1’ensemble des parameétres
du modele statistique et © = xy., = (x1,...,2,) le vecteur des variables z;.

La vraisemblance du modele s’écrit sous la forme
pw6) = [ p(.yloydz = [ plyle.Opald)de = [T {plo Op(aifoi 1,0z} (3.15)
Puis, 'estimateur du maximum de vraisemblance est défini par
0 = arg max p(y|0) (3.19)

Comme discuté dans la Section 3.1, la vraisemblance p(y|6) n’a généralement pas d’expres-
sion analytique a cause de la variable latente x (processus stochastique de grande dimension d
pouvant étre non-linéaire). Ainsi, les méthodes d’intégration numérique comme la quadrature
de Gauss [73], approximation de Laplace [22] ou encore des méthodes de calcul par échan-
tillonnage préférentiel [36], présentent généralement des limites théoriques et/ou numériques
considérables [85].

Dans ce contexte, on envisage généralement 1'utilisation de méthodes d’intégration basées
sur des algorithmes de Monte Carlo par Chaine de Markov (MCMC) [37, 42, 76, 85, 94]
qui s’appliquent (relativement) facilement & beaucoup de problemes de calcul complexes

(Section 3.1). Des méthodes basées sur des algorithmes de filtrage de type forward-backward
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[30, 67, 105] (Section 3.2.2) peuvent étre combinés a des algorithmes MCMC afin d’approcher
des intégrales rencontrés dans des problemes d’approximation pour processus de Markov
cachés (HMM). Cependant, I'implémentation d’algorithmes MCMC pour approcher p(y|6)
peut s’avérer délicat, notamment & cause de la grande taille du processus latent {z;} qui
peut conduire a une explosion du temps de calcul. Comme alternative, nous choisissons dans
cette these d’approcher la vraisemblance p(y|f) en développant une méthodologie qui utilise
un algorithme de passage de message connu sous le nom d’algorithme de propagation des
convictions ou Belief Propagation (BP), présenté comme un algorithme progressif-rétrogressif
(forward-backward) [44, 67, 105]. Nous approchons les messages de cet algorithme BP, qui
ne sont pas calculables analytiquement pour I'EDS du mélanome di a sa grande dimension
et sa non linéarité, a 'aide de I'algorithme Expectation Propagation [23, 44, 62, 90].
Nous présentons d’abord l’algorithme BP puis EP.

3.2.2 Belief Propagation pour des modeles de Markov Cachés

Soit {x;} un processus stochastique markovien. Supposons que la distribution jointe p(z, y|6)
de x = (z1,...,7,) et de ses observations y = (yi,...,¥y,) aux instants discrets ti,...,%,,

peuvent se factoriser sous la forme
p(z,y|0) = H%(%—l,l‘i,yu@), (3.20)
i=1
ou les fonctions (souvent appelées potentiels) 1;(x;—1, z;, y;, 0) sont définies par

wi(ivzel, Tiy Yi, 9) = P(%’z’; yifﬂﬁz‘fl, 9) = p(yz‘\l’u 9)29(5151\%717 9) (3-21)

et avec la convention 1 (zo, 21,y1,0) = ¥1(21,y1,0), i.e., p(z1|2o,0) = p(x1|0) = p(x1). Les
Figures 3.2 et 3.3 représentent respectivement la dynamique du HMM (ou réseau bayésien) et
la définition des potentiels 1;(z;—1, z;, yi, 0) [44]. Ensuite en utilisant (3.20), la vraisemblance

p(y|f) est écrite comme

p(y|9) = /H %’(%-1, Ty Yis Q)dxl ...dzy,
- n (3.22)
= /p(y1|x1, 0)p(x1) Hp(yi|xi, Np(zi|xi_1,0)dxy . .. dx,.

1=2

Les messages forward et backward [7, 44, 67, 105] sont définis respectivement, pour i =

1,...,n, par les fonctions de probabilité

ai<Ii>y1:i7‘9) :p($i>y1:z’|9) (3 23)

51‘(351‘, Yi+1:n, ‘9) = p(yiJrl:n’xia 9)
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P(x1) X1 Plxalx1) (%2) P(xalx2) (x3) P(x4|x3)

P(yi|x1) P(yz2(x2) P(ys|xs) P(yalxa)

Figure 3.2 Représentation graphique d’un réseau bayésien dynamique [44].

! . ) ) ) FERN o) \
X )5 {x X2 W £ x %3 % (% Xa
[ Go——(D) D) D) |
| | | | 1 | I |
| | | | | | I 1
| [ | | | | | |
| [ | [ | | I 1
\_ - JJ \ l N | [ 1
i (x1) = tha(x1,%2) = (X2, X3) = a(x3,X4) =
P(y1[%1)P(x1) P(ya[x2) P(x2[x1) P(ys|x3) P(xz[x2) P(ya|xa) P(x4]x3)

Figure 3.3 Définition des potentiels (v;(z;—1,x;) = ¥i(xi—1, x4, yi, 0)) [44].

ol Xy = (T4, Tix1, Tivas - -+ Tir) €6 Yiir = (Yis Vi1, Yito, - - -, Yir)- La quantité oy (z;, y1.4,0) est
le message allant du noeud de la fonction locale v; au noeud de la variable x;, et la quantité
Bi(Zi, Yir1m, 0), le message retournant du noeud de la fonction locale ;41 au noeud de la
variable x; (Figure 3.4) [50].

@1

x1 [a'%] x2 a3 3 (8%
B x il (x Il Oxs Il x)
s B B2 B2 Bz ~—" Ba &

1 4

U1 ) U3 V4

Figure 3.4 Factorisation de la vraisemblance complete (3.20) [44].

A T'aide des messages forward et backward, nous définissons pour tout ¢ = 1,...,n, les

probabilités jointes

P(xi; y|«9) = p(l‘z‘, y1:i|‘9)p(yi+1:n|$i7 Y1:i, 9) = p(xz', y1;¢|9)p(yi+1:n|$z’7 9)

(3.24)
= OCz'(xz‘, Y14, ‘9)@‘(1&', Yi+1:n, 9)

et
P(!Ei—h Ti, y|«9) = P(xi—l, yl:i—1|9)p($i, yz‘|$i—1, H)P(yz‘+1:n|$i, 9)

(3.25)
= Oéi—l(ﬂﬁz‘—hyu—h 9)%‘(%—1,%‘, Yi, 9)5i($i, Yi+1n, 9)-

Ensuite, en utilisant la probabilité jointe (3.24) et la propriété markovienne de {z;}, le

message forward peut récursivement se calculer, partant de «y(x1,60) = p(y1]z1), pour tout
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1=2,...,n, par

Oéi(ﬂci,ylzi,e) = /p(17i717$i7y1:i|9)d$€i71 = /p(ﬁifhyhifﬂe)p(%i,yi|I17179)deze1

(3.26)
= /ai71<xi717y1:i717G)wi(xiflyxiayiye)dxifl-

Similairement, le message backward peut récursivement se calculer partant de (3, (z,,0) = 1,

pour tout 1 =mn,...,2:
Bic1(Tio1,Yim, 0) = /p<xi7yi:n|xi71;9)d~ri = /%(371717%)@(37171/”1%Q)d%’ (3.27)
L’équation (3.26) peut se récrire, pour i = 2,...,n

dr;_y

1
(T, Y14, 6) = /%‘—1(%‘—1,ym—l,9)1/%(%—17%,%,‘9)51‘($z‘,yz'+1:n,Q)B(m i1 0)

—a/
= P(xz‘—17$my|9)d$i—1
Bi (l’i, Yi+1:n,s 9)

(3.28)

Similairement, (3.27) se réécrit, pour i = n,...,2

B 0) = [ ilrir, )i ) 1 [ )d

i—1\Ti—1, Yin, V) = i\Ti—1, T;) Pi\Ti,s Yit1:m, T; = Ti—1, g, T
1 LY 1 Yit+1 1 (T, Yra1, 0) p 1 Y

(3.29)

On note que les fonctions o;(x;, y1.4,0) et Bi(zi, Yiv1m,0), i = 1,...,n, peuvent étre calculées

parallelement. A noter également que les probabilités jointes p(z;_1,x;, y|f) découlent de
I'équation (3.25) une fois que tous les o;(z4, Y14, 0), Bi(xi, Yivr1.m, ) sont calculés [44].
Calcul de la vraisemblance p(y|0) avec la méthode BP exacte

La vraisemblance p(y|@) peut se calculer (dans la direction forward) comme

p(ylo) = /an(fcm Yun, O)dizy (3.30)

en calculant les messages forward o, (z,, y1.n,0) & Paide de 1’équation récursive (3.26). Dans

la direction backward, p(y|f) peut se calculer comme

p(ylf) = /61(x1,ygm,Q)p(yllxl,ﬁ)p(m)d% (3.31)

en calculant les messages backward [i(z1,y2.,,0) en utilisant 1’équation récursive corres-

pondante (3.27). On peut aussi calculer p(y|f) a l'aide, a la fois, des messages forward et
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backward :

p(yld) = /Oli(ffi,ym, 0)Bi(i; Yiv1:n, 0)dws, fori e {1,...,n} (3.32)

Obstacle au calcul exact de la vraisemblance avec la méthode BP

Une fois que tous les messages «;(x;, y1.4,0) et/ou B;(24, Yit1.n,0) sont calculés, la vraisem-
blance p(y|f) peut étre déduite a partir de I'une des équations (3.30)-(3.32). Cependant, il
peut encore exister un obstacle au calcul exact. En effet, les intégrales dans les équations
des messages (3.28) et (3.29) (ou (3.26) et (3.27)) sont généralement incalculables pour les
mémes raisons que l'intégrale (3.22), a savoir : non-linéarité, grande dimension de x, etc. Afin
de contourner ce probleme, on utilise I'algorithme Expectation Propagation (EP) [44] pour
approcher les messages forward et backward, pour ensuite approcher la vraisemblance p(y|6)

a ’aide de ces messages approchés.

3.2.3 Algorithme d’approximation Expectation Propagation (EP)
3.2.3.1 Principe général d’EP

Nous présentons ici le principe général de ’algorithme d’approximation Expectation Propa-
gation [62]. Nous notons p(x) la distribution d’intérét, ou = est une variable quelconque dans
cette section n’ayant pas de lien avec la solution de (3.16). Dans la suite de ce chapitre (a
partir de la Section 3.2.3.2 ), nous utiliserons 'algorithme EP pour I'approximation de la
distribution cible p(x|y, 6), pour z solution de (3.16).

Nous supposons que p(x) se factorise sous la forme
p(r) =[] ¢i(@). (3.33)

L’objectif d’EP est d’approcher p(z) par une distribution d’approximation factorisable g(z)

appartenant a une classe de distributions possédant une expression analytique
q(z) =[] i), (3.34)
en minimisant itérativement la divergence de Kullback-Leibler
KL{p()llg(x)] = [ p(x)log gggczx, (3.35)

jusqu’a la convergence [9, 23, 44, 62, 69, 80, 90].
Notre choix de la méthode EP est principalement motivé par sa réputation a offrir un bon
compromis entre précision et cott de calcul [9, 13, 62, 80]. Minka [62] montre sur un probléme

de calcul de vraisemblance dans un modele de mélange gaussien, une meilleure performance
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d’EP par rapport a d’autres algorithmes d’inférence approximative comme la méthode de
Laplace ou la méthode variational Bayes. A noter que cette derniere se distingue d’EP no-
tamment par le fait qu’elle minimise plutot la divergence de Kullback-Leibler KL(q||p) (dans
laquelle l'ordre des distributions p et ¢ est inversé par rapport a la méthode EP). Bishop [13]
et Barthelmé et Chopin [9] discutent plus en détails les différences entre ces deux divergences.

Quand la distribution d’approximation ¢ appartient a la famille exponentielle, chaque
itération de I'algorithme EP est réalisable [62, 89, 90, 104]. En effet, en écrivant la distribution

g sous la forme exponentielle
o(@) = a(2.6) = exp {(a) ~ (O}, 0(€) =log [exp{¢To(w)}dz  (3.30)

ou ¢ est le parametre naturel ou parametre canonique associé a la statistique exhaustive ¢(x)
et () le logarithme de la fonction de partition ; la divergence de Kullback-Leibler KL(p||q)

peut s’écrire sous la forme

KLip(@)la(w)) = — [ pla)log {gg}dx = 0(¢) ~ "By l0(w)] + [ pl@)loglp(@)}dz. (337

Partant de cette équation (3.37), on minimise la divergence KL[p(x)||q(z)] par rapport au

parametre naturel £ de la distribution d’approximation ¢, en faisant le calcul :

OKL[p(z)|lq(x)] _ 0o 29(5) _ E,[¢(2)]. (3.38)

o€ P

Par ailleurs, de simples calculs conduisent a 1’équation

2% — Byl (3.30)

23
Ainsi, la divergence KL[p(x)||¢(x)] est minimisée en prenant les moments de la statistique

exhaustive ¢(z) sous la distribution ¢ égaux aux moments de ¢(x) sous la distribution p

Eql¢(2)] = Ep[o(x)]. (3.40)

Cette relation, appelée correspondance des moments (moment-matching) entre p et ¢, est
systématiquement exploitée dans les méthodes EP [9, 24, 62, 90].

Tres généralement, on présente les méthodes EP comme un algorithme qui calcule itérati-
vement une approximation t;(z) de chaque terme 1;(x) de la factorisation (3.33) de p(z), et
qui combine ensuite ces approximations &l(x) pour obtenir une approximation finale ¢(x) [62].
Elles utilisent ainsi une propriété importante de la famille exponentielle : quand les termes
;(z) appartiennent & la famille exponentielle, leur produit ¢(z) est un membre non norma-

lisé de cette méme famille exponentielle [90]. Sous cet angle, la correspondance des moments
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peut étre réalisée, pour chaque terme 1;(x), entre une distribution hybride h(z) (souvent
appelée distribution pseudo-a-posteriori [9]) et la distribution ¢(z) : KL(h(z)||¢(z)). Le choix
de cette distribution h est dicté par la factorisation choisie pour p et ¢. En effet, on prend
q(x)

généralement h(z) comme le produit d’un terme t;(x) et de la distribution q_; () o )

(appelée distribution de cavité [9]) ot le terme () est I'approximation de 1;(x) [90] :

h(x) o< ¥i(x)q_g,(x). (3.41)

Sous I'hypothese que la distribution d’approximation ¢(z) appartient a la famille expo-
nentielle, Minka montre dans [62] que I'algorithme EP a toujours un ou plusieurs points fixes
qui assurent l'existence de points stationnaires. Il y discute plus en détails les stratégies a
adopter pour assurer et/ou améliorer la convergence de 1’algorithme EP, notamment, la com-
binaison d’EP avec un algorithme de descente de gradient, la nécessité d’initialiser ¢(z) pas
trop loin d’un point fixe ou encore la reconsidération du choix de g(x) dans la famille expo-
nentielle pour résoudre certains problemes de convergence. En effet, la stabilité numérique,
les propriétés de convergence et la précision des approximations d’EP dépendent toutes de
la précision de la correspondance des moments [90].

Nous présentons maintenant la combinaison de BP et EP.

3.2.3.2 Approximation de Belief Propagation par Expectation Propagation

Considérons pour distribution cible de la méthode EP, la distribution conditionnelle p(z|y, 0)

du processus latent {z;} solution de (3.16), qui se factorise comme :

p(zly,0) = W X i:ﬁl?/)i(ﬁi—l,%,yu@), (3.42)

ou les observations y; sont fixées et le parametre 6 supposé connu, i.e., p(z|y,f) est une
fonction de z. Nous choisissons la distribution d’approximation ¢(z) = q(x,y, ) (de p(x|y, 0))

factorisée sous la forme .
q(z)= 1 @i, y,0). (3.43)
i=1

Cette factorisation de ¢(x) implique, d’une part, une forme factorisée pour 1’approximation
Vi(wi1, 2i) = i1, 24,9, 0) du potentiel vy (w; 1, zi,y:,0)

Gi(@im1, 21) = Bic1 (Tim1, Yins 0) (24, Y14, 0), (3.44)
et d’autre part, une forme factorisée pour chaque terme ¢;(x;) = ¢;(z;,y,0) :

qi(:) o &, Y, 0) Bi (i, Yi1ms 0), (3.45)
ou &;(x;) = ay(x,y1.4,0) et Bz(xz) = Bi(xi,yiﬂm,@), pour i = 1,...,n, sont des distribu-
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tions (non normalisées) approchant respectivement les messages forward et backward exacts
a;(xi, Y14, 0) et Bi(xi, Yiv1m, 0) dans (3.23) [44, 62]. L’approximation ¢;(x;) est désignée comme
I'état de conviction du noeud z; et approche la marginale p(z;|y, 0) < p(z;,y|0),i=1,...,n
(voir 'équation (3.24)) [44].

Nous considérons dans la suite que la distribution d’approximation ¢ appartient a la

famille exponentielle (3.36). Ainsi, les termes ¢;(z;) peuvent s’écrire sous la forme :
qi(x;) = exp {(@z + BZ)T¢Z('I’L> — ®y(&; + Bz)}, (3.46)

ou &; et Bl sont respectivement les parametres canoniques des approximations &;(z;) et
Bz(xz) s di(x;) et Di(&; + Bl) sont respectivement les statistiques exhaustives et le logarithme
de la fonction de partition, i = 1,...,n. Ainsi, quand ¢(x) est prise comme une distribution
gaussienne par exemple, on peut prendre ¢;(x;) = (x;, —2?/2)T comme statistiques exhaus-
tives (voir Annexe B.2 pour plus de détails sur la forme exponentielle de la loi gaussienne et

d’autres calculs associés).

A chaque itération de I’algorithme EP, 'approximation est ajustée en cherchant

¢""(x) = argmin KL(h(:L’) H q(az)) (3.47)

q(z)
ou
a_y,(@)

exp {&?_1@1(%1) + BZT@(%)}

h(z) o hi(wioy, 2,4, 0) T a(x;)

j<i—1

H q;(x;) (3.48)

J>t

= Vi(wi1, 74,95, 0)q_j,(2)

avec h(r) la distribution hybride (3.41) et q_j (z), la distribution de cavité [9, 44]. q(z)
appartenant a la famille exponentielle, la solution de ’équation (3.47) est donnée par corres-

pondance des moments entre ¢(x) et h(x) (3.40) :

Eqlo(2)] = En[o(x)] = M(E™Y), (3.49)

ou M(&"V) désigne la représentation sous forme de moment du parametre canonique "%
de ¢"V(x) [89, 104]. Par exemple, dans le cas gaussien, la correspondance des moments entre
q et h s’écrit

E, 7] = Ep[z] et Ez"z] = Eyfz" ). (3.50)

Le passage de la représentation sous forme de moment a la représentation sous forme cano-
nique (et vice versa) est fréquemment réalisé dans EP. Nous décrivons ces transformations

pour la distribution gaussienne uni- et multidimensionnelle dans I’Annexe B.2.
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Dans la pratique, I'algorithme EP-BP calcule itérativement ’approximation zﬁi(xi_l, x;)
de chaque terme ;(z;_1, x;, y;, 8) de la distribution cible d’EP jusqu’a la convergence [44, 62].
Ces approximations sont ensuite combinées pour obtenir une approximation globale de la
distribution cible. 1/~Ji(x7;_1, x;) ne dépendant que de z;_; et z;, seulement les termes ¢;_1(z;_1)
et ¢;(x;) de 'approximation globale g(x) sont affectés par la mise a jour de 1@(:10,-_1, x;). Ainsi,

le calcul de la distribution de cavité

t5@ o I1 (o) [ {amon@n) + hoe) | o). @

j<i—1 j>i

correspondant au retrait de ¢;(x;_1, ;) = Bi1(xi_1)d;(x;) de Iactuelle approximation ¢(x),

donne comme terme restant concerné par la mise a jour EP :

&i1(xi-1)Bi(zi) = exp {@—1@—1(%‘—1) + Bz(bz(xz)} (3.52)
Cela donne la distribution hybride (ne dépendant également que de x;_; et x;) :

hi(i1, 26, Y, 0) = G (21 i(ioy, T4, yi, 0) B (), (3.53)

qui est une estimation de la distribution jointe p(x;_1, z;,y|0) (3.25). La distribution d’ap-

proximation correspondante est donnée par :

Q{ifl,i}(xi—la -’Bz) = di—l(xi—l)ﬁi—l(xi—l)di(xi)ﬁi(xi)- (3-54)
La correspondance des moments entre h;(x;—1, &, ¥, 0) et g1, (21, ;) s'écrit

Eq{i_l,i} [SO{i—1,z'} (%’—1, xz)] = Eh[@{i—u} (%—1, xz)L (3-55)

olt Ygi—1,} (-1, x;) est une statistique exhaustive de (z;_1, ;). Les nouvelles approximations

new new

@V (zi_1) et ¢V (z;) conduisant & la nouvelle approximation ¥"*"(x;_1,z;), sont obtenues
en projetant h;(x;_1,x;,y;,0) sur la distribution choisie dans la famille exponentielle comme

décrit dans I’algorithme EP-BP ci-dessous :
IHPUt : ¢1(x07 L1, Y1, 9)7 s 7¢n<xn—17 Tns Yn, 0)

Initialisation : &; = Aiitia1 (parametre canonique de p(yi|z1,0)), Bl =0, et & = Bz =0

pourt=2,...,n;
() = exp { @+ 370 @) — @@+ B} et gl@)= [ ala)

Répéter jusqu’a la convergence

— Choix : choisir un terme @Efk) (xi—1,7;) a mettre a jour a l'itération k (passage de
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@k) (901'71, SUZ) — @kﬂ)(%q? %))

— Calcul de la distribution de cavité : (3.52)
68 (1) B ) = exp {60} 6r(ai) + (BPY 0n(a) |
— Inclusion :

hi(2i1, @i, i, 0) o< exp{&li g1y (Tio1, 1)}, (3.56)

ou §yi—1,4 est le parametre canonique associé aux statistiques exhaustives o153 (i1, ;).

T
¢ (i) o /hz‘(%—l,xuyz’,@)d% o exp{&" T o(i1)} (3.57)
T
" () o /hz‘(%—l,xi,yi;@)d%—1 oc exp{&" T ¢y(,)} (3.58)
ou 51-(?{1) et §§k+1) sont respectivement les parametres canoniques de qfﬁrl)(xi_l) et
(+1)

— Mise a jour :

k+1 k+1
A1), WV @in)  wen, a (@)
i1 (1) o< ) Q; (4) = )
CYi—l(fEi—l) Z(:L'Z) (3'59)

77E(kﬂrl)(zi_l?%) _ Bzgﬁirl)(xi_l)d(k+l)(xi)

) 7

En notant que les intégrales dans (3.57) et (3.58) correspondent a des approximations des
intégrales dans les équations des messages (3.28) et (3.29), les mises a jour des approximations
Bici(wi1) et g (x;) (Yi(xi_1, 7)) sont déduites dans (3.59) en considérant I'équation (3.45).
La projection dans (3.56) et le calcul des intégrales dans (3.57) et (3.58) sont détaillés pour

différents processus stochastiques de Markov cachés dans le Chapitre 5.

3.2.4 Contributions de la thése

3.2.4.1 Approximation de la vraisemblance avec les messages calculés par EP

Nous approchons la vraisemblance du HMM, a partir des approximations des messages de
'algorithme BP fournies par EP [44], en nous inspirant de la procédure d’approximation de la
vraisemblance de Seeger [90] pour 'algorithme EP classique [62, 90]. Cette procédure néces-
site d’expliciter les constantes de normalisation a chaque itération de 'algorithme EP. Ainsi,
wi(Ti—1, i, y;,0) est approché par C’i(q:i,l,:z:i,y,G)Qﬁi(:ci,l,xi), ou C; = Ci(xi_1,mi,y,0) est
une constante de normalisation. Nous notons Z,= Z;(y, 0) la constante de normalisation de

la distribution hybride h;(x;_1, x;, y;, 0) = &Eﬁ)l(mi_l)wi(xi_l, i, Vi, Q)B-(k) (x;). Elle est donnée

7
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a la fin de l'itération k par :
Zi(kﬂ) = /hi(xiflaxiayiae)dxifldxi = /eXp{fgq,i}SO{z’—l,z’}(%A,xi)}dxifld% = eXP((I)(f{z‘—l,z‘}))-

Nous définissons également Z;*+1) = Z,:+1(y 6) la constante de normalisation de

q%’fﬁ%(mz 1xi) = &) (@i 1)w(k+1)(xl 1,x1) 3k )(xz) donnée par :

21“““) = /dgﬁ)l(wz‘—1)1%k+l)($i—1,9Ei)5~i(k)($i)d$i—1d9€i

o (0@l A1)+ ol 4 ) - (w16 + 0(3) )

Ensuite, similairement & la correspondance des moments (3.55), nous égalisons les constantes
de normalisation de h;(z;—1,x;,y;,6) et de C’;Hl)&gﬁ)l(xi_l)zzi(kﬂ)(xi_l,xi)gi(k) (x;) (corres-
pondant aux moments d’ordre zero de h;(x;—1, %, y;,0) et g1 (xi—1, ;) respectivement

[9]) comme dans Seeger [90] pour l'algorithme EP classique :

2z, (41 — Ci(k“)gl.(kﬂ)_ (3.60)

Ainsi, a partir de (3.60), nous calculons :

log CY = ® (g1 ) — ®(ar, + BETY) — @@ + ) + o(a)) + o(B).
(3.61)

Une fois que tous les messages et toutes les constantes de normalisation C; sont cal-
culés (apres toutes les itérations de l'algorithme EP), nous proposons d’approcher la log-
vraisemblance log p(y|6) par L(#) obtenue en remplacant les (w1, ;, yi,6) par leur ap-
proximation Cyt);(x;_1, =3, 1, §) dans Péquation (3.22) (comme dans Seeger [90]) :

=2
= log/ H C;exp { Af_@(xi,l) + &f(bl(xl)} dz; ...dx, (3.62)
=2

=S log Ci + 3. (& + ) — O(a).
=2 =2

3.2.4.2 FEstimation du paramétre 0 a partir de la vraisemblance approchée

Comme décrit dans (3.19), le parametre 6 peut étre estimé en maximisant la vraisemblance
E(G). A noter que L dépend de 0 & travers les parameétres &; et 31 des messages qui sont

actualisés a travers h;(x;_1, x;, y;, 0). Ainsi, optimisation de la vraisemblance est réalisée en
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calculant analytiquement [90] ou numériquement le gradient de L par rapport & 6

0= arggnaxL(Q). (3.63)

3.2.4.3 Extension de l’algorithme EP-BP aux HMMs non linéaires multidi-
mensionnels définis par une EDS

Comme indiqué plus haut, la correspondance des moments dans l’algorithme EP-BP né-
cessite les moments des marginales du terme p(x|0), plus précisément, les moments de la
distribution hybride h;(x;_1,x;, y;,0) = 071(@1 (i) i(i1, i, v, Q)Bi(k) (x;), a l'itération k de
I'algorithme, avec v;(x;_1, x;, y;, 0) = p(yi|zi, 0)p(x;|x;—1,0). Quand le processus stochastique
caché markovien est défini par I'EDS (3.16) et que cette derniére n’a pas de solution ana-
lytique (comme 'EDS du mélanome au Chapitre 2), il est toujours possible d’approcher la
solution de 'EDS a l'aide d’un algorithme d’Euler-Maruyama [39, 49, 87, 95] (en supposant
les instants d’observation discrets suffisamment proches les uns des autres). Cette alternative,
en plus de permettre la simulation de trajectoires stochastiques du processus latent, permet
I'écriture de la loi p(z;|x;_1,6) dans I'expression du potentiel v;(x;_1, z;, y;, 0). Cependant, le
recours a une telle alternative nécessite au préalable d’évaluer I'impact de 'approximation
d’Euler sur la qualité des résultats d’EP. Cela peut se faire en comparant les approximations
EP dans un modele ou 'EDS définissant le processus latent possede une solution analytique.
Nous proposons dans le Chapitre 5 une évaluation de I'impact d’une telle approximation
d’Euler sur le processus d’Ornstein Uhlenbeck.

(k)

Par ailleurs, la mise & jour des états de convictions ¢; 4 (x;_1), q(k)

)

(x;) et par la suite,
des messages Bl(f)l (i 1), dgk) (x;), dépendent, a l'itération k de 'algorithme EP-BP, de la
projection de la distribution hybride h;(x;_1,x;, y;, 0) sur la distribution choisie dans la fa-
mille exponentielle. p(y;|x;,0) étant supposée gaussienne de moyenne H(x;) et de variance
¢2, ces calculs sont relativement simples quand le processus stochastique caché est simple,
i.e., quand les moments du terme p(z;|x;_1, 6) sont immédiatement disponibles ou disposent
d’expressions analytiques facilement calculables. Cela est notamment le cas pour le processus
auto-régressif d’ordre 1 (AR(1)) utilisé en exemple dans le Chapitre 5 pour illustrer 'implé-
mentation de 'algorithme EP-BP. Cependant, en raison de la non linéarité, de la grande
dimension et des interactions d’ordre élevé entre les composantes du processus stochastique
de diffusion pour notre modele de mélanome, les équations de moment des marginales de
p(z|f) ne sont pas fermées, i.e., les moments d’ordre v € IN dépendent des moments d’ordre
supérieur a v [23, 54]. Comme alternative, nous choisissons dans cette these d’approcher ces
moments a 'aide d’'une méthode d’approximation par fermeture de moments : I'algorithme
2MA présenté dans le Chapitre 2. Cette stratégie s’appuie notamment sur Cseke et al. [23]

qui utilisent la méthode 2MA pour approcher les moments des marginales du processus latent
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de leur algorithme EP. Le calcul des moments par I'algorithme 2MA affecte les calculs des
étapes de projection et de mise a jour des messages de l'algorithme EP-BP. Ces calculs se
font différemment de ceux effectués pour des processus latents plus simples comme les pro-
cessus AR(1) et d’Ornstein Uhlenbeck. Nous présentons ces différences lors de I'application

de 'algorithme EP-BP a I'approximation diffusion du modele de mélanome dans le Chapitre

d.
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Chapitre 4

Parameter estimation and treatment
optimization in a stochastic model for

immunotherapy of cancer

Abstract. Adoptive Cell Transfer therapy of cancer is currently in full development and
mathematical modeling is playing a critical role in this area. We study a stochastic model
developed by Baar et al., 2015 for modeling immunotherapy against melanoma skin cancer.

In the first part, we estimate the parameters of the deterministic limit of the model based
on biological data of tumor growth in mice. A Nonlinear Mixed Effects Model is estimated
by the Stochastic Approximation Expectation Maximization algorithm. With the estimated
parameters, we head back to the stochastic model and calculate the probability that the
T cells all get exhausted during the treatment. We show that for some relevant parameter
values, an early relapse is due to stochastic fluctuations (complete T cells exhaustion) with
a non negligible probability.

In the second part, focusing on the relapse related to the T cell exhaustion, we propose
to optimize the treatment plan (treatment doses and restimulation times) by minimizing the

T cell exhaustion probability in the parameter estimation ranges.

Keywords— Immunotherapy, T cell exhaustion, Stochastic modeling, Mixed Effects Mod-

els, Treatment Optimization
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Ce chapitre est issu d’un article de recherche, actuellement en révision dans Journal of The-
oretical Biology (JTB).
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4.1 Introduction

Cancer is a group of more than 100 different diseases causing a large number of deaths a
year worldwide [33]. Tt begins when cells start to grow uncontrollably due to genetic changes
which impair their normal evolution. It can develop almost anywhere in the body. Cancer is a
complex disease, difficult to study biologically (expensive and time consuming to experiment
with animals and humans). In this context, mathematical modeling can be an excellent tool
for emitting or confirming biological assumptions with less expensive experiments.

When it is diagnosed quickly, cancer can be treated by chemotherapy, surgery, radiother-
apy or by immunotherapy [3, 43, 58, 81]. Immunotherapy is a recent treatment that activates
the immune system to kill cancer cells. In this paper we are interested by the Adoptive Cell
Transfer (ACT) therapy to treat melanoma in mice with cytotoxic T cells, as experimented

by Landsberg et al., 2012. This immunotherapeutic approach involves the stimulation of T
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Figure 4.1 Main cell interactions in ACT Therapy: The killing of a differentiated melanoma cell
by a T cell produces more T cells and cytokines T'N F, (first line); the switch between differentiated
and dedifferentiated melanoma cells is reversible (second line); a T cell cannot kill a dedifferentiated
melanoma cell (third line) [6, 55].

cells which recognize one specific type of melanoma tumor cells (differentiated melanoma
cells) through special markers on their surface. The stimulated T cells are then able to kill
these differentiated melanoma cells. The authors of [55] showed that during the inflam-
mation induced by the therapy, pro-inflammatory cytokines called TN F,, (Tumor Necrosis
Factor) which are released in the body enhance a cell-type switch: the markers on the dif-
ferentiated cancer cells disappear. They become dedifferentiated, and cannot get killed by
T cells anymore. The resulting tumor tissue consists of both differentiated and dedifferenti-
ated melanoma cells. Note that the switch is reversible (i.e, the melanoma cells can recover
their initial type) and it does not require cell division or mutation. Figure 4.1 illustrates
the described interactions between cells during the treatment: the production of more T cells
(plus the production of cytokines TN F,) when a T cell kills a differentiated melanoma cell;
the cell-type switch between differentiated and dedifferentiated melanoma cells; and the fact

that a T cell cannot kill a dedifferentiated melanoma cell.

In immunotherapy (as in other treatments against cancer) the relapse is one of the main
problems to manage. The authors of [6, 55] describe two kinds of relapse in the ACT therapy.
First, T cells only recognize the differentiated cancer cells through special markers and not
the dedifferentiated cancer cells that do not possess these markers on their surface. Thus, T
cells are not capable of killing these dedifferentiated cells, which growth implies a relapse as
shown on Figure 4.2. Second, T cells can become exhausted (their quantity falls down below
a certain threshold) and they no longer kill differentiated cancer cells thus causing a relapse.
This problem was addressed in [55] by T cells restimulation, which only lead to a delay in

the occurrence of the relapse.

In these recent years, a lot of potentials have been seen in immunotherapy treatments,
including the possibility of higher effectiveness [82] with lower side effects. However, it should
be noted that, the long-term effects of these promising new treatments still need to be un-
derstood, studied in clinical trials. An alternative to long clinical trials which are costly is

to study long term effects (treatment failure and relapse) through the development of math-
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Figure 4.2 Relapse with dedifferentiated melanoma cells (in red) not killed by T cells [55]. The
ACT therapy induces an inflammation and the melanoma cells react to this environmental change
by switching their type (special markers on the differentiated melanoma cell surface disappear). The
T cells are not capable of killing switched differentiated melanoma cells, and a relapse is observed:
the tumor grows again. The switch thus allows tumors to be resistant to the therapy.

ematical models. Numerous mathematical models have been proposed for the cancer study:
deterministic models mainly based on partial differential equations or ordinary differential
equations [8, 66, 93, 100], stochastic models like individual-based models or diffusion models
[6, 17, 68] and often a combination of both [5, 74].

The purpose of the present paper is to study the relapse and failure of skin cancer im-
munotherapy in mice using mathematical models and real biological data. First, we estimate
the parameters of the mathematical model developed by Baal et al. [6] which is adapted
to the problem. Then, with the estimated parameters, we study the treatment relapse and
failure focusing on T cell exhaustion and propose to optimize the treatment plan.

The stochastic individual-based model recently proposed by [6] aims to describe the ACT
therapy presented in the article [55]. Its main features are: modeling the reproduction and the
death of cancer cells and active T cells with birth and death processes [48] (the stimulation
of T cells is modeled as birth of active T cells and their exhaustion as death of active T cells);
modeling the switch between the two types of melanoma cancer cells; taking into account
the interactions between cancer cells and T cells in a predator-prey framework [11, 21]. The
different events (reproduction, death and switch events) occur at exponential random times
in the model calibrated by rate parameters. The large population limit (large number of cells)
of the stochastic model is a deterministic differential system [6].

The authors of [6] have provided a set of biologically relevant parameters for which the
stochastic system exhibits exhaustion of the T cells with high probability. However, these
parameters have been calibrated numerically [6] but not estimated from real data. Our first
objective is thus to estimate these parameters from the biological data given in [55]. The
direct estimation of parameters in the stochastic model is problematic due to its likelihood
function defined as a multiple integral over a high dimension event space. To the best of
our knowledge, there exists no statistical method to estimate the parameters of such models.
As an approximation, we consider the likelihood of the deterministic differential system. We

therefore estimate the parameters of the model through its deterministic limit using experi-
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mental data of tumor growth in mice provided by [55]. The database is composed of tumor
size measurements along time in three groups of mice: a control group showing the tumor
growth in absence of treatment, a group treated with ACT therapy and a group treated with
ACT therapy and restimulation, i.e. reinjection of T cells. This last group allows to study the
effect of the restimulation on the relapse. We analyze these longitudinal data simultaneously
with a Nonlinear Mixed Effects Model (NLMEM) [72] that takes into account the variability
between the mice (population and individual parameters are estimated). Indeed, longitu-
dinal data are very common in cancer studies. Mixed effects models [72] are well adapted
to such data and are often involved in parameter estimation in cancer models [14, 27, 45].
The Stochastic Approximation Expectation Maximization (SAEM) algorithm [25] is used to
estimate the parameters of the NLMEM.

Once the parameters have been estimated, T cell exhaustion is studied by heading back to
the stochastic model. Indeed, complete exhaustion is a purely stochastic phenomenon which
is not modeled by the deterministic system. As T cell exhaustion can be a rare event, we
estimate it using a splitting Monte Carlo method adapted to rare event probability estimation
[46, 64]. We observe that, in the range of parameters estimated from real data, the exhaustion
probability can be non negligible, which confirms a conjecture in [6].

As this kind of relapse can be delayed by restimulation of T cells, our second objective is
to optimize the ACT protocol in this sense. We propose a treatment optimization plan based
on the computation of optimal treatment doses and restimulation times by minimizing the
T cell exhaustion probability at different stages of the disease evolution.

The paper is organized as follows. In Section 2 we present the experimental data used
for parameter estimation. In Section 3, the stochastic model and its deterministic limit are
described. In Section 4, we first present the statistical tools involved in the parameter esti-
mation of the deterministic system, as well as the estimated parameter values. Second, we
describe the T cell exhaustion probability estimation procedure and estimate the exhaus-
tion probability as a function of the T cells death rate. In Section 5, we perform the ACT

treatment optimization and present the related results.

4.2 Experimental data on Adoptive Cell Transfer therapy

We first describe the experimental setup of [55], from which we use the data. Initially, a small
quantity My of melanoma cells (around 10?) is placed inside each mouse of the experiment.
Thus, the initial size of the tumor is very small. Mice are then split into 3 groups: untreated
mice playing the role of a control group (denoted CTRL) and treated mice composed of
two subgroups: mice treated once with ACT therapy (denoted ACT) and mice treated twice
with ACT therapy (denoted ACT+Re). After 70 days (at time t, = 70), mice of ACT and
ACT+Re groups receive a dose drq of a T cell stimulant activating 2000 T cells and conferring

them the ability to kill differentiated melanoma cells. Mice in ACT+Re group receive an
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additional dose dge of the T-cell stimulant at restimulation time tg, = 160 activating again
2000 T cells.

During the experiment, the tumor development is measured by palpation when the tumor
is small and digital photography when the tumor is larger. The tumor size is measured weekly
using a vernier caliper and recorded as mean diameter [55]. Longitudinal data for 19 mice are
composed of 5 mice of CTRL group (with an average number of 10 observations per mouse);
7 mice of ACT group (with an average number of 26 observations); and 7 mice of ACT+Re
group (with an average number of 33 observations).

The measure of tumor size, if it is smaller than 2 mm, is very inaccurate due to the
difficulties of palpation. Thus, these values are left censored. For tumor size between 2 mm
and 3 mm, the inaccuracy is still important on the measures, about 1 mm. These values
are interval censored in [2, 3]. Mice with tumor size exceeding 10 mm or showing signs of
illness are killed. Thus measurements exceeding 10 mm are considered as right censored. The
other tumor sizes between 3 mm and 10 mm are considered as measured correctly with a
measurement accuracy around 0.5 mm.

Figure 4.3 represents the evolution of the tumor diameter along time for all the mice. The
three censorships are illustrated by aligned horizontal points. Excluding the observations at
to = 0, mice in CTRL group are not concerned by left-censorship. Observe that the three
groups of mice are distinguished by the rapidity in the evolution of their tumor size: tumor
size of CTRL group (in blue) reaches quickly 10 mm around the 100th day, tumor size of
ACT group (in red) reaches 10 mm between the 240 and 300 days and finally tumor size of
ACT+Re group (in green) reaches 10 mm beyond the 300th day. Treatment and retreatment
times are indicated by (black) vertical dotted lines. We distinguish two phases in the ACT
therapy (for treated mice): the growth phase (before ¢, = 70) and the treatment phase (after
t, = 70). Note that the mice in CTRL group have only the tumor growth phase.

4.3 Modeling tumor growth under treatment

4.3.1 A stochastic model with four cell types

The stochastic model proposed in [6] for tumor growth under ACT therapy consists in a

four-dimensional continuous time Markov process
X(t) = (M(t),D(t), T(t), At)) € N*

with M (t) the population of differentiated melanoma cells, D(t) the population of dediffer-
entiated melanoma cells, T'(¢) the population of active T cells, and A(t) the population of
cytokines T'N F,, at time t.

The growth phase of the disease (t < 70) is characterized by the reproduction and death

of melanoma cancer cells plus the natural switch between these two cancer cell populations.
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Figure 4.3 Tumor diameter (mm) along time (days) in the groups CTRL (dashed line in blue),
ACT (solid line in red), ACT+Re (dotted line in green). The three types of censorship are indicated
by the horizontal lines at diameter = 1.99 mm, 3 mm and 10 mm. The treatment at the 70th day
and the re-treatement at the 160th day (for ACT+Re mice) are indicated by the vertical dotted
lines.

At this stage, there are no active T cells nor cytokines TNF, (T'(t), A(t)) = (0,0). The
evolution of M (t) and D(t) is modeled by birth and death processes [48] including additional
terms modeling the switches between the two cancer cell populations. Initial conditions are
(M(0), D(0)) = (Mp,0). The control mice are uniquely modeled by this dynamics.

At time ¢t = 70 (beginning of treatment), a dose dg of T cell stimulant is injected in the
system activating 2000 T cells (7°(70) = 2000). Then, all cell populations and cytokines (M (t),
D(t), T(t), A(t)) evolve starting with initial conditions (M (70), D(70), 2000, 0). The system
models the evolution of differentiated melanoma cells M (t) (preys) in the presence of active
T cells T'(t) (predators) as a predator-prey framework. An additional natural exhaustion of
active T cells is modeled by a simple death process. A deterministic production of cytokines
A(t) occurs at each T cell reproduction event while the death of cytokines is modeled by
a death process. An additional switch from differentiated to dedifferentiated melanoma cell
due to the presence of cytokines is also modeled. The ACT group is modeled by the growth
phase and this first treatment phase.

At time t = 160, an additional dose dg, of T-cell stimulant is injected for mice in ACT+Re
group activating again 2000 T cells. New initial conditions are (M (160), D(160), 7'(160) +
2000, A(160)).

Figure 4.4 summarizes the dynamics of the process during the treatment phase (see
Section 2.2 of [6] for more details).

All the events in the stochastic model (birth, death and switch) occur after exponential
waiting times regulated by rate parameters. The parameters by, and bp [Figure 4.4] rep-

resent thus birth rates of differentiated (respectively dedifferentiated) melanoma cells and
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Figure 4.4 Dynamics of the stochastic process: natural and therapy induced birth/death of cells,
T cell exhaustion, switches between the two types of melanoma cells and rates associated to these
events. M for differentiated melanoma cells; D for dedifferentiated melanoma cells; T' for T cells;
A for cytokines T'NF,,. 1 symbolizes the death of cancer cells and cytokines; E symbolizes the
exhaustion of T cells. The orientation of the arrow indicates the sense of the evolution of the
population (an arrow with the initial and end points on the same population indicates a reproduction
in this population). The values above the arrows represent the rates [6].

correspond to the inverse of the average waiting time before observing the birth of a new
differentiated (respectively dedifferentiated) melanoma cell. Similarly, dy; and dp correspond
to natural death rates of differentiated (respectively dedifferentiated) melanoma cells while
syp and spys represent respectively the switching rates from differentiated melanoma cells
to dedifferentiated one and the converse. Parameters by and dr are respectively the birth and
exhaustion rates of active T cells. To a certain extent, by can be seen as an effective parame-
ter corresponding to by = b% — d% with b9 and d> respectively the therapy induced birth and
exhaustion rates of active T cells. Indeed, differentiated melanoma cells secrete a substance
that exhausts active T cells with a rate d% in addition to their natural exhaustion rate dr.
The therapy induced death of differentiated melanoma cells is regulated by rate parameter
dg\? while d4 corresponds to the natural death rate of cytokines TN F,,. The product I5°% x by
represents the production rate of cytokines induced by the therapy and s, is associated to
the additional switching from differentiated to dedifferentiated melanoma cells induced by

cytokines.

We estimate the above described parameters as well as the initial quantity M, of differ-

entiated melanoma cells which value is not fixed from one mouse to another.
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4.3.2 Deterministic limit of the stochastic model

The stochastic model converges in the limit of large population of cells to the solution of

the following deterministic differential system:

. (7]
nmv = (bM - dM)IlM — SypNM + SpuND — SANANN — dM nrny

np = (bp — dp)np + syphm — SpyND + SANANM

. (4.1)
nt = —drnt + brnyny
na = —dana + 5°%mnyng

with initial condition (nag,np,, N1y, Ma,). A precise statement of this fact is given in [6].
Quantity nx(t) € R (with X = M, D, T or A) represents the quantity of X at time ¢ and
nx represents the variation of this quantity along time. Note that we work in this paper on
a simplified version of the initial model [6]. Some competition terms were removed as they
cannot be estimated from the data. Indeed, mice are killed before the tumor size (number
of cancer cells) reaches the (non trivial) fixed point regulated by the competition terms. To
avoid the problem of identifiability, new parameters are introduced: ry; = by, — dp; and
rp = bp — dp. To ease the notations, we set dyy = dp = 0 (ry; = by and rp = bp), keeping
in mind that only the difference between birth and death rates of melanoma cells can be
estimated from the data.

The different phases of the therapy are similar to the ones of the stochastic model. Dur-
ing the growth phase (¢ < 70), only populations of cancer cells ny/(t) and np(t) evolve
(nr(t),na(t)) = (0,0). All parameters associated with the treatment are then equal to zero.
At time ¢t = 70, the quantity of active T cells is set as ny(70) = dr. The four populations
of cells (ny(t), np(t), nr(t), na(t)) evolve. The model (4.1) corresponds to the dynamics of
the ACT group. For ACT+Re group, an additional quantity of active T cells is added in the
system at time tge = 160 (nr(160) = np(t) + dre)-

4.4 Estimation of the division-, death- and switch-rates based on
the experimental data

4.4.1 Mixed Effects Model for tumor growth under treatment

The parameters are estimated by analyzing the three groups simultaneously. We use a
Nonlinear Mixed Effects regression Model (NLMEM) to take into account the inter-mice
variability [72]. Parameter estimation with NLMEMs is difficult since the likelihood function
does not have an explicit form. When the regression function of the NLMEM is the stochastic
model, the high dimension of the event space prevents to compute the likelihood. Thus, we
choose to perform the parameter estimation based on the maximization of the likelihood
function of the deterministic model (4.1).

Let us define y; = (¥, ..., Yin,) Where y;; is the (noisy) measurement of the tumor
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diameter value for mouse 7 at time ¢;;, ¢ =1,...,N, j=1,...,n;, and set y = (y1,...,yn).

The NLMEM is defined by:

Yij = [(Gitiy) + €ij, (4.2)
G = poTexp{n; © 7},

where ® denotes component-wise multiplication and

= (rar, "Dy SMDs SDM, MMy s bT,dT,dM .S, da, lpmd) is a vector of fixed effects;

, L, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, O ) when i is a control individual;
, L1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 ) when ¢ is a treated individual;
€ily- -5 €m;) ~ N(0,0%I,.) represents the residual error

M = (Trars Moy Wensns Mepnss Mhagy » Mo T 1 s Mg Mg M) ~ N(0,2)

n; is a vector of random effects independent of €; ; (; represents the vector of individual

regression parameters;

ol

f(Girt) = (nar(Gist) + np(Gist))

is describing the tumor diameter (up to some constant), with ny, and np being solution
of the nonlinear system (4.1); o is the residual variance; I,,, the identity matrix of size n;;
) the variance matrix of the random effects quantifying variability between mice. We note
0 = (11,9, 0%) the parameters to be estimated.

A biological constraint states that the natural switch rate from a dedifferentiated melanoma
cell to a differentiated melanoma cell (spy) is greater than the rate in the other direction
(smp) [55]. This constraint is taken into account by estimating spy;, such that spy =

SDM, + sy p with Spm, > 0.

4.4.2 Parameter estimation using SAEM algorithm

The SAEM-MCMC algorithm which combines the Stochastic Approximation Expectation
Maximization algorithm [25] with a Markov chain Monte Carlo procedure adapted to censored
data [51, 84], implemented under the software MONOLIX [63], is used to estimate the model
parameters.

We first proceed to model selection through likelihood ratio tests. We start with the model
having random effects on all parameters. Likelihood ratio tests lead to the model given by

{77rM =+ 0, nTD #+0 771A #0 17  # 0, ndT # 0 ndA #0 77nM # 0}. The tests results are pro-

vided in Appendix A in Tables A.1 -A.5. Then, effect of the categorical covariate group de-
noted by G is tested on the fixed effects p € {rys, 7p, spp, Spum,, gy, br, drs dM .S, d pmd}
ACT group is taken as reference group, G = {ACT, ACT+Re, CTRL}. Tests results (Ta-

ble A.6) showed that none of the parameters is function of the covariate group G, i.e., the
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w estimation (r.s.e (%))

Q estimation (r.s.e (%))

. 0.09 (4) 0.10 (34)
D 0.05 (10) 0.35 (20)
SDM, < 0.01 (—) 0 (—)
ny,  0.08 (28) 0.58 (29)
br < 0.01 (16) 0(-)

dy 0.02 (34) 1.07 (27)
d 1.33 (55) 1.03 (48)
sa 77T (37) 0 ()

d 0.03 (-) 0.09 (181)
et 0.19 (93) 3.23 (25)
o 0.44 (6)

Table 4.1 Estimated parameters for the final model: estimated population means given by
the column of p, and estimated inter-mice standard deviations given by the column of €; r.s.e
= % x 100 (in brackets). The standard deviation is 0 for parameters without random
effect, and (-) means that the standard error is not estimated (the parameter is fixed).

model captures the differences between groups well enough without the help of an additional
covariate. Thus, we take as final model the one after likelihood ratio tests. We estimate the
Fisher Information Matrix (F.I.M.) and the associated standard errors for this model. In
order to simplify the estimation of the F.ILLM (very difficult numerically here), we fix the
mean of population parameters d4 and spys, to their estimated values. Table 4.1 contains
the estimates and the associated standard errors of the final model, Figure 4.5 (and Figures
A1, A.2 in Appendix) show its individual fits and Figures A.3, A.4, A.5 in Appendix are

used for evaluating the model performance.

4.4.3 The three mice groups are well fitted with the model

Data are well fitted, growth and treatment phases are well enough captured despite the
presence of censored data (Figures 4.5, A.1, A.2). Indeed, the tumor growth phase is well fitted
for CTRL mice as well as for treated mice (before the beginning of therapy). Treatment effect
in tumor size dynamics from the 70th day is also well highlighted in both ACT and ACT+Re
groups. Furthermore, the restimulation effect is well marked in the tumor size dynamics for
ACT+Re mice. Another positive point of the model is that no additional covariate was needed
to distinguish the mice groups. Note that due to numerical difficulties, the calculation of the
effect of covariate G on parameters dg\? and sp;p could not be completed. We decided to keep
the current model since, with fewer parameters, it leads to satisfactory results.

Overall, the standard errors are satisfactory as well as the other validation elements in the

Appendix like Figure A.3 (observations versus predictions), Figure A.5 (SAEM convergence)
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(a) CTRL group (b) ACT group

N
At
s

(c) ACT+Re group (d) ACT+Re group

Figure 4.5 Individual fits for some mice from the different groups. The blue + marks
represent no censored observations, the red asterisk symbols the censored observations, the
green line the fitted tumor size dynamics

or Figure A.4 (Visual Predictions Check (VPC)).

4.4.4 Biological relevance of the switching rate parameter

From a biological point of view, an important fact is that the switching rate from differ-
entiated melanoma cells to dedifferentiated ones s, is expected to be higher than the killing
rate of differentiated cells by T cells dg\? [1]. This is corroborated by the estimated param-
eters (sq4 > dﬁ, see Tables 4.1). Note that the calibration of model parameters in [6] led
to dg\? much greater than s4. Thus, by confirming this relation expected by biologists, the

parameters estimated in this paper lead us in a more realistic model.

4.5 Relapse due to T cell exhaustion

T cell exhaustion is a cause of relapse due which was highlighted in [6]. It is defined by
the stochastic event {T'(t) < S, t < tp} where S is the exhaustion threshold and ¢t < ¢t a
condition for exhaustion to occur in a finite time. The complete T cell exhaustion (S = 0) is a
phenomenon which can only occur in the stochastic system: when the T cell population is low
enough, the stochastic fluctuations can drive it to extinction, whereas the T cell population
can never vanish in the deterministic limiting system. This follows from the analyticity of
the solutions to (4.1), given that 7°(70) > 0.
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4.5.1 Very small T cell exhaustion probability for population parameters

We want to estimate the exhaustion probability p = P(T'(t) < S, t < tp). Let u =
17@)<s. Using the intuitive Monte Carlo method, T cell exhaustion probability is estimated
by p = Z]kV:Tl ug/Np with Np the total number of simulations. However, depending on the
values of the model parameters, the exhaustion threshold S may be difficult to reach leading
sometimes to very small probabilities. Monte Carlo method thus requires a large number Np
of simulations when the probability p is very small. This method is therefore not suitable
for estimating the probability of T cell exhaustion because the variance will diverge when
the probability tends to zero for a reasonable value of Np [64]. To reduce the variance for
very small probabilities estimation, an alternative is the Importance Splitting (IS) algorithm
designed for rare event probability estimation [19, 46, 64]. Indeed, IS gradually calculates
the probability of reaching the threshold S (the rare event) through the calculation of the
probability of reaching intermediate thresholds easier to reach than S. Thus, the probability
P(T(t) < S, t <tp) is calculated according to the splitting principle by

P(T(t) < S, t <tlp) = ﬁ Pk (4.3)
k=1

with p; = P(T; < S1,t <tp) and pp = P(T; < Sk | Ts < Sk—1, s <t <tp)fork=2,...,m.
The Sy (k < m) are the intermediate thresholds and S,, = S the exhaustion threshold.

The IS algorithm consists at each iteration £ in the simulation of Np trajectories of
the process T; and the estimation (by Monte Carlo) of the intermediate probability ps by
considering the number Ng, of trajectories which reach the intermediate threshold S} before
time tp: P = ]]\%’“ To pass from iteration k to iteration k + 1, Np trajectories are sampled
from the Ng, trajectories having reached the threshold Sj, (by allowing replacement in the
sampling) and run the Ny new trajectories in order to reach the next threshold Sy ;. In our
setting, we consider that there is T cell exhaustion at time ¢ when the quantity of T cells
at t reaches S5 = 0. Then, we define four other intermediate thresholds S; = 7 x 10~ (or
0.35% of the initial quantity of active T cells), Sy =5 x 107° (0.25% of T'(70)), S3 = 3x 107
(0.15% of T(70)), and Sy =2 x 107 (0.1% of T(70)). We set Nz to 1000.

First of all, the T cell exhaustion probability estimated by the IS algorithm is "zero”
(very close to absolute zero) for both individual and population parameters in both ACT
and ACT+Re groups. Figure 4.6 shows the dynamics of cancer cells, T cells, and cytokines
for population parameters in the ACT group. For these sets of parameter values, T cells thus
survive and continue to kill differentiated cells (whose number does not explode). However,
the therapy enhanced the production of dedifferentiated melanoma cells (not killed by T cells)
leading to a large increase in their number. Furthermore, since the tumor is formed by the
sum of differentiated and dedifferentiated melanoma cells, we observe a regrowth in tumor

size (relapse). Thus, we highlight the existence of sets of biological parameters (estimated
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Figure 4.6 Number of cells (rescaled by K = 10°) along time (days) using population parameters
of ACT mice. Topleft: differentiated melanoma cell (in blue), Topright: dedifferentiated melanoma
cell (in red), Bottomleft: T cell (in green) and Bottomright: cytokine T'N F, (in black). Maximum
number of stochastic events (natural or therapy induced birth, death, switches): 300 millions. Be-
ginning of the treatment is indicated by a vertical orange line at the 70th day. Scenario: T cell
survive.

from biological data) for which a relapse due to the dedifferentiated melanoma cells occurred.

4.5.2 Evolution of T cell exhaustion probability with respect to therapy param-
eters

Some of the estimated parameters have a random effect. We study the T cell exhaustion
by naturally taking into account their distribution. We start with the death rate of T cells
dr which is one of the parameters which is the most relevant for the therapy. We thus
estimate the T cell exhaustion probability as a function of dr in its estimation range (dp €
dy? exp{n}.}, o, ~ N(0,w3,.)) when the other parameters are fixed to their estimated
population values (still in ACT group). The T cell exhaustion probability increases with dr,
and even reaches non negligible values (Figure 4.7). Furthermore, when the T cell exhaustion
occurred, we observe an explosion of the number of differentiated melanoma cells (for a
relatively small dedifferentiated cell population) leading to a relapse. This corroborates the
hypothesis in [6] which asserts that there exist biological parameters for which the probability
of disease relapse due to T cell exhaustion is non negligible.

Note that the computation of T cell exhaustion probability (for one given set of parameter
values) requires Ny = 1000 simulations of the stochastic model for each of the m = 5
thresholds of IS algorithm. Furthermore, each trajectory (among the four composing one

simulation) can contain up to 100 millions of stochastic events. This stochastic approach is
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Figure 4.7 Evolution of T cell exhaustion probability (solid line in brown) and deterministic
global minimum of T cells (dashed line in green) according to the death rate of T cells (dr) in the
ACT group (the other parameters are fixed to their estimated population mean). For each value
of dr, the T cell exhaustion probability is computed 5 times and the mean is represented with an
error bar (corresponding to mean + standard deviation). The solid vertical lines in red indicate
respectively (from left to right) the quantiles of order 5%, 50%, 95%; the dashed vertical lines in
orange represent the quartiles and the dotted vertical lines in purple represent respectively the
quantiles of order 1%, 50%, 99%.
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Figure 4.8 Number of cells (rescaled by K = 10°) along time (days) using population parameters
of ACT mice and dr = quantile of order 99% of dr,. Topleft: differentiated melanoma cell (in blue),
Topright: dedifferentiated melanoma cell (in red), Bottomleft: T cell (in green) and Bottomright:
cytokine T'N Fy, (in black). Maximum number of stochastic events (natural or therapy induced birth,
death, switches): 300 millions. The beginning of the treatment is indicated by a vertical orange line
at the 70th day. Scenario: T cell exhaustion.
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Figure 4.9 Evolution of the deterministic global minimum of T cells (solid line in green) according

to the parameters having a random effect in Table 4.1 (in ACT group). For each subfigure, the other

parameters are fixed to their estimated population values. Top-left: dg\?, Top-right: lirOd, Middle-left:

d 4, Middle-right: r,s, Bottom-left: rp, Bottom-right: njyy,. The solid vertical lines in red indicates
respectively (from left to right) the quantiles of order 5%, 50%, 95% and the dashed vertical lines
in orange represents the quartiles.

therefore very expensive in computing time. For example, the average time to calculate the
exhaustion probability for dy = 0.1964 (quantile of order 99%) is approximately 100 hours
(using 3 cores, with 7GB of memory per core). However, this stochastic approach allows
us to highlight a link between the probability of T cell exhaustion and the depth of the
corresponding T cell deterministic minimum (Figure 4.7). Indeed, we note that the lower the
deterministic minimum the greater the probability of T cell exhaustion. We thus exploit this
relation to cheaper study the effect of the other parameters having a random effect on the T
cell exhaustion phenomenon. Thus, Figure 4.9 shows the evolution of the depth of the T cell
deterministic minimum according to these parameters.

Figures 4.7 and 4.9 allow us to get a first idea of how the evolution of the deterministic
minimum (indirectly the probability of T cell exhaustion) is affected by a parameter with
random effect (the others parameters being fixed to their population mean). We observe that
the minimum becomes deeper and deeper when the parameters like dr, dﬂ\? and limd, which
are strongly related to therapy, evolve. On the other hand, the minimum seems to increase
when disease parameters like 75, rp and njyy increase. We observe similar dynamics with
d 4. Given these observations, we can expect that the joint variation of these parameters will

lead us to interesting therapeutic scenarios.
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4.6 Treatment optimization to minimize the probability of relapse
due to T cell exhaustion

4.6.1 Criteria to optimize treatment doses and restimulation times

The kind of relapse we can act on without changing the medical setup is the relapse due
to T cell exhaustion. We thus want to minimize the probability of T cell exhaustion, i.e. to
keep the minimum of T cell trajectory as high as possible in order to avoid the stochastic
fluctuations cross the exhaustion threshold S = 0. Treatment parameters to be optimized
are the treatment dose drq, the retreatment time tg., and dose dg.. Optimization is done with
the deterministic model by exploiting the link between the exhaustion probability and the
depth of the T cell deterministic minimum (Figure 4.7). Cost function (to be maximized) is
defined by

g =min{np(t),t <tp} (4.4)

with np(t) solution of deterministic system (4.1) and ¢z a fixed finite time. Note that g
depends on all the model parameters through nr(t). In the following, we will optimize the

therapy by maximizing g over different subsets of treatment parameters.

To take into account random effects in the optimization, we consider some specific quan-
tiles of their distribution. To reduce the size of the problem, we focus on the T-cell related
parameters dr (natural death rate of T cells), dg\? (therapy induced death rate of the dif-
ferentiated melanoma cells) and l%md (which, multiplied by br, leads to the therapy induced
production rate of the cytokines). We then set the value of the natural death rate d4 of cy-
tokines to its population value since it is less related to T cells compared to the three previous
treatment parameters and seems to have less effect on the minimum (Figure 4.9). We also
set the value of the disease parameters r); and rp to their population mean assuming that
these are disease-specific parameters that are less under our control. However, we consider
different quantiles of the distribution of n,,, a disease-related parameter. Indeed, n )y, allows
to characterize the stage of the disease and is therefore a relevant variable to present our
results. In summary, we set r,;, rp and d4 to their population values and consider specific

prod
) lA

quantiles for dr, dg\? and npy,.

We consider two optimization procedures: the first is performed on ACT group and leads
in the optimal treatment dose d?ot*. Here we consider the dependence of function g on the

treatment dose dyg (¢ = g(dro)). The treatment is optimized by the following criteria:

db'™ = argmax g(dq). (4.5)

d706 [dminydmax]

The second optimization procedure is performed on ACT+Re group (for g = g(dro, dRe, tre))

and provides the optimal treatment dose d?ot**, the optimal retreatment dose d?{;t and the
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Quantiles

ds do5 950 75 g5
dr < 0.01]0.01]0.02]0.03]0.09

d 1024 066 | 1.33] 266 | 7.24
e <0.01 | 0.02] 019 1.71 | 39.37
na, | 0.03 | 0.05|0.08|0.12 | 0.21

Table 4.2 Quantile values for parameters having random effects considered in treatment optimiza-
tion. q, represents the quantile of order a%.

optimal retreatment time 5"

[ dopt** dopt opt]

Re s b = argmax ¢(dro,dRe, tRe), (4.6)

(d707dReatRe) €D

where D = [duin, dmay) X [d5,, d2e ] x [the Re ],

min’ “'max min’ “max

4.6.2 Computation of the optimal values

4.6.2.1 Methodology

We take into account in optimization procedure the distribution of random effects T]Z ~
N(0,w,), for p € {dr, d! ], 1% iy}, by considering respectively the quartiles and the
quantiles of order 5%, 50%, 95% of p; = pP°Pexp{n}}. These quantile values are given in
Table 4.2. The other parameters are set at their population mean.

Furthermore, we consider the following initial values: ty = 0 representing the initial time;
ny, € {quantiles of ny, } indicating different initial values of differentiated melanoma cells
(or different stages of the disease); Dy = 0 the initial quantity of dedifferentiated melanoma
cells; Ag = 0 the initial quantity of TN F,; d%%! = (.02 the initial stimulation dose, diiitial =
0.02 the initial restimulation dose and #i1il = 160 the initial restimulation time.

Treatment dose optimization interval [duyin, dmax] 18 set at [0.005,0.04] for both ACT
and ACT+Re groups and retreatment dose optimization interval [dX¢  d%° ] at [0,0.04] for
ACT+Re group (such that d?' = 0 when d‘;gt** is enough to avoid T cell exhaustion to occur
before time ¢ < tr). Indeed, from an experimental point of view, the initial dose d™%2! = (.02
is well chosen for good tumor control [1]. This leads us to set duin, dmax, s, and d2¢. no
too far from d™%a! Similar considerations lead us to set the retreatment time optimization
interval as [tR¢ tR¢ ] = [130,190]. Time tp is set as tp = 300 in ACT group and as ¢tz = 400
in ACT+Re group (based on experimental data of Figure 4.3).

Optimal values are computed from the plots of g as a function of treatment parameters

for a fixed set {dE\?, dr, 5% ny,} of parameter values (Figure 4.10).

l prod

4.6.2.2 Optimal treatment values using quartiles of dg\?, dp, Uy, nag

We consider the 3* = 81 sets of parameter values corresponding to the three quartiles
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for each of the four parameters d , dr, limd, and nyg,. Among these sets of parameter
values, none actually presents an increased risk of T cell exhaustion. Indeed, the smaller
deterministic minimum observed among these 81 sets is around 1.4 x 1073 in both ACT
and ACT+Re groups. This value of the deterministic minimum corresponds to a T cell
exhaustion probability of zero by referring to Figure 4.7. However, optimizing the treatment
to keep the T cell minimum as high as possible is still beneficial since it allows to further
delay the possible relapse due to T cell exhaustion. Table 4.3 presents in its column ACT
the optimization results for criterion (4.5) (for seven sets of parameter values among the 81),

and in column ACT+Re the corresponding optimal parameter values for criterion (4.6).

dyy, dr, 157, ny, par. ACT gty ACT+Re  gitrire

dbt0.04  4.00x 1072 0.04 4.00 x 1072
Q25, d25, d25, da2s dOpt - 0.00

t°pt - 130

d"pt 0.012 6.76 x 1073 0.04 1.0 x 1072
Q255 755 9505 Y25 dOpt - 0.012

topt - 130

dopt 0.033 2.87x 1072 0.04 3.35 x 1072
755 o255 U255 d2s dopt - 0.019

t"pt - 130

d"Pt 0.026 2.60 x 1072 0.033 2.78 x 1072
d755 9505 925+ 975 dOpt - 0.019

toPt - 130

dOPt 0.04 7.61x1073 0.04 1.62 x 102
475, d50, 75, da2s dOpt - 0.033

t°pt - 130

d"pt 0.026 1.70 x 10°2 0.026 1.70 x 102
A7s5 755 Y25, 50 dOpt - 0.00

topt - 130

dopt 0.04 1.59x 1073 0.033 4.57 x 1073
d755 d755 d755 925 dOpt - 0.04

t"pt - 130

7]

in both ACT and ACT+Re groups. Column g¢3% corresponds to g(dggt*) and g% ‘Re O

(dOPt** df{:, tOPt) We consider six discrete values with a regular discretization for each treatment
parameter: drg, dre € {0.005,0.012,0.019,0.026,0.033,0.040}, tre € {130,142,154,166,178,190}

(with an additional value of 0 for dge to take into account the cases where dgre = 0).

Table 4.3 Summary table of optimization results using quartiles of dl , dr, limd and ny,

4.6.2.3 Optimal treatment values using quantiles of order 5%, 50%, 95% of
d[T] dT; lzrod,nMO

Using the quantiles of order 5%, 50%, 95% of d[T ,dp, I5°Y and nyy,, we identify among the

[ ] lPFOd

81 sets of parameter values 9 combinations of dr, d;,, and nyy, leading to an increased
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Figure 4.10 T cell minimum according to treatment parameters using quantiles q,(p), a €
{5,50,95}, p € {dE\E},dT,lzmd,nMo}. Values of {dE\:’/}],dT,limd} are given in captions of sub-
figures. In ACT group (Figures 4.10a, 4.10b): solid curve in cyan (qs(nas)), dashed curve in
purple (qgsg(nag,)), dotted curve in yellow (qgs(maz,)). Vertical lines indicate the optimal doses
d?gt* for the corresponding npz,. In ACT+Re group (Figures 4.10c, 4.10d): one curve for one
discrete retreatment time tgre € {(130,solid in black), (142,dashed in red), (154, dotted in green),
(166, dotdashed in blue), (178, longdashed in cyan), (190, twodashed in purple)}. Vertical lines indi-
cate the optimal d%f;t for the corresponding values of tg.. Here, Figures 4.10c and 4.10d are for the
optimal d%t** (d70 € {0.005,0.012,0.019,0.026,0.033,0.040}) Figures 4.10a and 4.10c present an
exhaustion risk, Figures 4.10b and 4.10d are without exhaustion risk (for a risk threshold at Sp).

risk of T cell exhaustion (the same sets of parameters for both ACT and ACT+Re mice).
For that purpose, we set the threshold of T cell exhaustion risk at S; = 7 x 1075, i.e., the
first intermediate threshold of our IS algorithm. Sy represents a value beyond which we can
start to worry that stochastic fluctuations lead to the T cell exhaustion.

Figures 4.10a and 4.10b show optimal treatment parameters corresponding to two sets
of parameter values for optimization criterion (4.5) (Figure 4.10a presents a risk of T cell
exhaustion, Figure 4.10b is without an exhaustion risk). Figures 4.10c and 4.10d show the
optimization results for the same two sets of parameters for criterion (4.6). Table 4.4 presents
the optimization results for the nine sets of parameter values presenting an increased risk
of exhaustion. The column ACT corresponds to optimization criterion (4.5) and column
ACT+Re to criterion (4.6).

Note that parameter values leading to an increased risk of T cell exhaustion mainly

prod
lA

correspond to high values of parameters dr and as shown for their quantile of order
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dA[l\?a dT> lzmda Ny, Ppar. ACT gXpCtT XlétlTal ACT+Re gZpCtT—&—Re giAnétiTa—lf—Re

dP'0.04 829x1077 6.77x 1077 0.019 1.92x107° 4.45x 1076
5, dos55 o5, U5 d(f){%t - 0.04

- 142

dPt 004 1.36x105 1.10x10°5 0.033 349 x10° 4.73x 1076
45, g5, o5, Us0 d(f{it - 0.04

tPr - 142

doPt0.04 233x105 1.86x 1075 0.04 4.66 x 1075 5.22 x 1076
5, dos» doss dos A - 0.012

et - 142

bt 004 7.99x1077 6.61x 1077 0.019 1.87x107° 4.44 x 1076
950> 995, Y955 95 d%it - 0.04

e - 142

dP' 0.04 1.33x10% 1.08x10°5 0.033 3.40x10° 4.72x 1076
ds05 Y95, 95+ Aso d(f){pet - 0.04

- 142

dPt0.04 229x105 1.83x10°5 0.04 4.66 x 107° 5.20 x 1076
505 Y955 dg55 dos d(f{it - 0.019

tPr - 142

doPt0.04 6.56x 1077 578 x 1077 0.019 1.64 x 107° 4.38 x 1076
dgs» doss Gos» Us 't - 0.04

tet - 142

bt 004 1.16x10°5 9.84x1077 0.033 299 x 10° 4.65 x 1076
95, 95, Y955 ds0 di’%? - 0.04

et - 142

dPt0.04 2.09x105 1.72x10°5 0.04 463 x107° 5.13x 1076
dos5 995, Y955 dos d(f{%t - 0.019

- 142

Table 4.4 Summary table of optimization results using quantiles q,(p), @ € {5,50,95}, p €
{dg\? ,dr, erOd, nar, } in both ACT and ACT+Re groups (for parameters leading to g™l < ;). Col-
to g(dinitial)
(dinitiad7 dinitial’ t%létial)

t initi .
umn g?,ng corresponds to g(d(;g *), column gx%ti?l while column QZ%T 4 Re Corresponds to

g(dap™ , dP* t9P") and gifiial o to g . We consider six discrete values with a reg-
ular discretization for each treatment parameter: drg, dre € {0.005,0.012,0.019,0.026,0.033,0.040},
tre € {130,142,154,166,178,190} (with an additional value of 0 for dgre to take into account the

cases where dre = 0).

95% in Figure 4.10. The risk of T cell exhaustion persists for values of dy and (57°¢

smaller
than their quantile of order 95% (for the same threshold ). For example, for the quantile of
order 90% of dy and (5°¢ (and d\), the value of g(difi®*!) is equal to 3.45 x 1075, 4.20 x 10~

and 5.74 x 107° respectively for ny, equal to its quantiles of order 20%, 50% and 90%.
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4.6.3 Discussion on optimized doses and restimulation times

4.6.3.1 Higher treatment doses and earlier restimulation times are not always
optimal parameters

With both the quartiles and the quantiles of order 5%, 50%, 95% of dg\?, dr, 54 and
na,, we observe different therapeutic scenarios. First of all, we note that for most of the sets
of parameter values, the optimal doses are the maximal ones: d9, d’f{it = dpax (see Figure
4.10a or Figures A.6, A.7, A.9 in Appendix) and the optimal retreatment time is the minimal

opt __ JRe
one tg, = liin

(See 3" values in Table 4.3). Thus, we can expect that higher treatment
dose values would further delay the T cell exhaustion or that an earlier restimulation would
reduce the risk of an early exhaustion. However, the treatment parameters are optimized
over optimization intervals which take into account biological considerations as explained in
Section 4.6.2.1. It may thus be experimentally non trivial to go beyond those intervals.

Observe that, for most rate parameters (like in Figure A.17 in Appendix), the larger
dose, the deeper the T cell global minimum, therefore the higher the probability of T cell
exhaustion.

We also observe for some parameter values (Figure A.9 or sixth lines in Table 4.3) that
the optimal restimulation dose is zero: dy. = 0. In this cases, the treatment dose dro is
sufficient to keep the minimum high enough.

Finally, for an important number of sets of parameter values (like in Figures 4.10b and
4.10c or in Figures A.8, A.13, A.14, A.15 in Appendix) we find optimal parameters well
). In

these cases our results provide treatment doses and restimulation times which differ from the

opt jopt

located inside the optimization interval (dpim < dop, dipy < diax, 155, < thr < the

already tested experimental ones and which lead to a more efficient therapy.

4.6.3.2 Treatment optimization is more efficient on ACT+Re mice

Optimization benefits can be evaluated by calculating the probability of T cell exhaustion
using the IS algorithm. As the function g (denoting the value of the deterministic minimum
of the T cell population) is related to the exhaustion probability, we compare the values of g
before and after optimization.

Let Impycrire = (rerine — gl 2 ) /930 re denote the improvement in ACT+Re
group after treatment optimization and Imp o = (9% — giitial) /¢S the improvement in
ACT group (for the parameters used to compute Imp g, ). For all the optimized treatment
parameters, the two improvements are positive (Impycrigre = 0, Impycr > 0). Moreover,
the difference Imp ycp, e —Impy o is always positive with a mean value equal to 65.7+4.8%
for the nine sets of rate parameters presenting an increased risk of T cell exhaustion (Table
4.4). Thus, the best improvements are noted in ACT+Re mice compared to ACT mice. This
remark makes sense since ACT+Re mice have benefited from restimulation, which boosts

the effects of optimization.
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Note however that the treatment optimization only minimizes the risk of T cell exhaustion
for these nine sets of parameter values. Indeed, the risk does not vanish completely (for the
threshold S7) as it can be seen in Table 4.4 (¢°P* is still smaller than S;). Considering
wider optimization intervals could improve the results provided that the new limits remain

biologically reasonable.

4.6.3.3 The larger n,, the faster the tumor growth even for higher treatment
doses

It has been biologically observed [1] that when the tumor size exceeds a certain threshold
at the beginning of the treatment (¢ = 70), the tumor control is less efficient even if more
T cells are stimulated. Figure A.16 (in Appendix) representing the tumor size dynamics for
different values of myy, supports this observation: the larger n,,, the larger tumor size at

= 70, the faster the tumor growth (even for d;g = d‘;gt* = dyax)- Large treatment doses drg
do not slow down much the evolution of the tumor size for large initial value of differentiated

melanoma cells.
4.7 Conclusion

In cancer treatment, resistance to therapy is a major problem. Understanding the mecha-
nism of this resistance is then crucial. The parameter estimation for the mathematical model
of [6] for melanoma cancer immunotherapy using biological data from [55] was essential
in achieving this goal. Indeed, the estimated parameters lead to an accurate model which
is necessary for further quantitative studies. We use these parameters to simulate realistic
stochastic phenomena arising in the therapy and to highlight the existence of sets of bio-
logical parameters leading to each of the types of relapses identified by the authors of [6].
Moreover, we were able to quantitatively estimate the probability of relapse due to the T cell
exhaustion which allows to evaluate the quality of the treatment.

In addition, we confirmed two important conjectures from the authors of [55]. First,

the experimental data [55] suggest that the switch rate s, induced by cytokines should be
higher than the rate dg\? at which T cells kill differentiated melanoma cells. Our estimated
parameters support this conjecture, while calibrated parameters in [6] led to s4 < dg\?. We
thus provide a more realistic version of the model.
Second, biological observations [1] show that when the tumor size exceeds a certain threshold
at the beginning of the treatment (¢ = 70), the tumor control is less efficient even if more T
cells are stimulated. We indeed highlight the low effect of high treatment doses d7y when the
tumor size reaches a certain level at the beginning of the treatment.

With the estimated parameters, we optimize the treatment protocol using the determin-
istic system due to the high computational cost in the stochastic setting. We perform the
optimization by plotting the value of the minimum of the T cell population as a function

of treatment parameters (by considering some reasonable discretization of the parameter
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space). By linking the value of the minimum to the exhaustion probability of T cells, we
provide optimal treatment doses and (re)stimulation time(s) which minimize the probability
of relapse due to T cell exhaustion.

An alternative to the use of deterministic system would be the use of a diffusion approx-
imation of the stochastic model. Thus, a stochastic aspect would be included in the problem
while remaining reasonable in computational costs. An interesting statistical challenge, which
is a work in progress, is the parameter estimation in this stochastic diffusion approximation.
The difficulties are mainly due to the predator-prey part and high dimension.

In this paper, we focused on the relapse due to T cell exhaustion. However, the second
source of relapse due to dedifferentiated melanoma cells must also be resolved. There are
prospects to handle this problem also with modifications of the treatment protocol. One so-
lution may be to introduce another type of T cell that can kill the dedifferentiated melanoma
(see [6] for a theoretical study for a model for such a treatment protocol). Another solution is
to find a way to control the switching rate s4 of differentiated melanoma to dedifferentiated
melanoma cells [40]. Indeed, if s4 is well controlled in the therapy (and if the number of
dedifferentiated cells is finally zero or low enough to cause a relapse), then the problem of
complete healing of mice will come down to the control of T-cell exhaustion. Thus, our work

is a useful tool for new protocols of tumor treatment.
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Chapitre 5

Belief Propagation and Expectation
Propagation for likelihood
approximation in Hidden Markov
Models : Application to stochastic
diffusion model for melanoma

immunotherapy

Abstract. The likelihood calculation can be challenging when working with particular latent
stochastic models because of nonlinearity, high dimension, and high computational cost. The
Belief Propagation algorithm, through its so-called forward and backward messages, [67] can
be used to factorize and calculate the likelihood of Hidden Markov Models with noisy ob-
servations in a single individual, but requires explicit calculus of the joint distribution. This
is not available for the four-dimensional and nonlinear diffusion approximation (stochastic
differential equation) of the stochastic individual-based model of melanoma immunotherapy
[6, 28], observed with gaussian noise at discrete time points. We propose in this chapter
to approximate these messages in Belief Propagation by the Expectation-Propagation algo-
rithm [62] through an algorithm referred as Expectation-Propagation for Belief Propagation
approximation (EP-BP). Since the melanoma’s stochastic differential equation has no analyt-
ical solution, we approximate its solution by using an Euler method in our EP-BP algorithm
(after testing the Euler method on the Ornstein Uhlenbeck diffusion process). Moreover,
we use a moment approximation method to manage the multidimensionality and the non-
linearity of the melanoma’s diffusion process whose moments are required by the EP-BP
algorithm. With the approximated likelihood provided by EP-BP, we tackle the problem of
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parameter estimation in Hidden Markov Models.

Keywords— Expectation Propagation, Belief Propagation, Likelihood maximization, Mo-
ment Approximation, Moment closure, Parameter estimation, Stochastic modeling, Diffusion

Approximation, Markov Jump Process, Immunotherapy, Melanoma, Cancer.

Ce chapitre est issu d’un travail en cours.
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5.1 Introduction

The stochastic model for melanoma immunotherapy is a four-dimensional Markov Jump
Process (MJP) that models the evolution of cancer cell populations under an immunotherapy
treatment (Adoptive Cell Transfer therapy) using cytotoxic T cells [6, 28, 55]. This stochastic

model, with appropriate parameters, can simulate realistically biological phenomena of great
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interest that occur during the immunotherapy (for example, the T cell exhaustion leading to
relapse) [28]. However, simulations using this stochastic model requires too large computing
times [28]. Moreover, on statistical point of view, the direct estimation of parameters in this
stochastic model, from noisy observations of a single individual, is problematic due to its
likelihood function defined as a multiple integral over a high dimension event space. To the
best of our knowledge, there exists no statistical method to estimate the parameters of such
models. As an alternative, we consider the diffusion approximation of this stochastic model

defined by a stochastic differential equation of the form:
dxy = ag(x,)dt + b@(xt)%dwtv (5.1)

where {z; : t € R;} is a d-dimensional Markov process, ag(x;) and by(z;) are respectively
the drift (d-dimensional vector) and (d x d-matrix) diffusion functions, W; the d-dimensional
standard Wiener process and 6 a vector of parameters of the process {z;}. Moreover, we
assume that a function of the process {x;} can be (noisily) observed at discrete times t;,

i =1,...,n. These observations denoted by ¥y = v1., = (1, .., ¥y») are given by
Yi = H(‘rl) T, €~ N<07 §2>7 (52)

where ¢; represents the residual error; ¢? the residual variance; H(z;) a function of the process
{z;} observed at discrete time ¢;, i = 1,...,n. To simplify the notation, we include ¢ in the
set of parameters of the model, denoted by #, and we denote the vector of the variables z;,
i=1,...,n, by x = x1.,, = (x1,...,2,). The final objective is to compute an estimation 6 of
f by maximizing the likelihood.

The model above can be viewed as a Hidden Markov Model, the unobserved discrete

process x being markovian. The likelihood function p(y|6) is thus simply written as
p(10) = [ ple.yl0)dz = [ p(yle, O)p(z|0)dz. (5.3)

and the model parameter 6 is estimated by maximizing this likelihood in # as

0 = 9).
arggnaXp(yl ) (5.4)

However, the integral in (5.3) is generally intractable (no analytical solution) due to
the nonlinear dynamics in the latent process {x;} and/or its high dimension. Numerical in-
tegration methods such as Gauss quadrature method [73], Laplace approximation [22] or
integration methods based on importance sampling [36] generally present considerable the-
oretical and/or numerical limitations [85]. Another way to tackle the integration problem
in (5.3) consists in combining the MCMC based integration procedure [37, 42, 76, 85, 94]
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with filtering methodologies [30, 67, 105]. However, the MCMC algorithms (for high dimen-
sional latent stochastic processes) generally require extensive amount of computation time
to provide small errors. As an alternative, we choose to calculate the likelihood p(y|6) by
using the Belief Propagation (BP) algorithm which is a message passing method [67, 105].
Indeed, BP can be used to factorize and calculate the joint distribution p(z,y|d) (the inte-
grand in (5.3)) through the so-called forward and backward messages (defined by integrals)
which are calculated analytically and recursively [67]. The likelihood calculation is then pro-
vided by a simpler integration of these (calculated) messages. However, the BP messages,
defined by nonlinear and high dimensional integrals in complex HMMSs (like the latent SDE
of melanoma) are intractable. As an alternative, we choose to approximate these messages by
the Expectation Propagation (EP) algorithm having as targeted distribution the conditional
density p(zly, 0) [9, 44, 62, 90].

The EP algorithm, originally described by Thomas Minka [62], is an approximate inference
method which consists in approximating a factorizable intractable distribution like p(x|y, 0)
by a factorizable approximate distribution ¢(z) belonging to a tractable class of distribution,
by minimizing iteratively the Kullback-Leibler divergence K L(p||q) until convergence [9,
23, 44, 62, 69, 80, 90]. For an approximate distribution ¢ chosen in the exponential family of
distributions [104], each iteration of EP is computationally feasible. Moreover, the divergence
K L(pl||q) is minimized in this case by taking the moments of g to be equal to those of p. This

relation, called moment-matching, is systematically exploited in EP methods [9, 62, 90].

Our choice of the EP algorithm to approximate the Belief Propagation (EP-BP), inspired
by Heskes et al. [44], is mainly motivated by the reputation of EP to offer a good compromise
between accuracy and computational cost as supported by Minka [62]. He compared EP to
other approximation methods like the Laplace method, the importance sampling, the Gibbs
sampling or the variational Bayes method. Note that EP is usually compared to variational
Bayes methods in which the order of p and ¢ in Kullback-Leibler divergence is reversed (i.e.,
K L(q||p) for variational Bayes instead of K L(p||q) as in EP). The authors of [9] summarize
the main differences between the two classes of methods and the authors of [13] provide
further discussion about the merits of each divergence. Furthermore, the computation (inte-
gration) of the likelihood, using the BP messages approximated by EP, is tractable and exact

due to the nice properties of the approximate distribution chosen in the exponential family.

This work is also partially inspired by a recent development of an EP method by Cseke et
al. [23]. They extend the EP algorithm for the computation of the likelihood p(y|f) in latent
Markov Jump Processes approximated by the solution of a stochastic differential equation,
observed with noise. Their EP method, developed in a bayesian context, is mainly focused on
the intractability of the term p(y|x,0) (in (5.3)) that they approximate with a distribution
in the exponential family. Indeed, they assume that the (moments of the) term p(z|f) can be

approximated by a moment approximation algorithm like the 2MA method [23]. However, our
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EP-BP algorithm, that we develop for Maximum Likelihood Estimation, consists in directly
approximating the integrand p(x, y|0) = p(y|x, #)p(x|0) with a distribution in the exponential
family [44, 62].

When the hidden Markov process is defined by the SDE (5.1) with an intractable an-
alytical solution (as the SDE of the melanoma ), we propose to approximate the forward
and backward messages of BP by resorting to an Euler-Maruyama algorithm [39, 49, 87, 95].
We first present this new algorithm. Then, as an evaluation of the impact of such an Eu-
ler discretization, we compare the EP-BP approximation results obtained by considering the

analytical solution and the Euler discretization of the SDE of the Ornstein Uhlenbeck process.

For complex stochastic latent processes with nonlinear and high dimension dynamics (like
the SDE of the melanoma), we address the intractability of the term p(z|f) in our EP-BP

algorithm by resorting to a moment approximation method like in [23].

Once all the forward and backward messages are approximated, an approximation to the
likelihood p(y|@) as well as that to the conditional distributions p(z;|y, ) can be deduced.
Moreover, an estimation of the parameter # can be computed by maximizing the approxi-

mated likelihood with respect to 6.

The quantities of interest in this chapter are then the likelihood p(y|@), the joint distri-
bution p(z,y|f) and the conditional distribution p(z|y, #). The EP-BP algorithm provides an
approximation of all these quantities (when we have p(z,y|6), we have the other two). We
propose an evaluation of these approximations. Ideally, an optimization algorithm, connected
to the approximated likelihood function, provides a maximum likelihood estimation g of 6.
This is the case in simple HMMs (like the one-dimensional AR(1) process or the Ornstein
Uhlenbeck diffusion process), but not for the melanoma diffusion process. One could also de-
velop maximization algorithms based on the approximation of the joint distribution p(z, y|0),

but beyond the scope of this chapter (see perspectives of the thesis).
This chapter is organized as follows. We first present the EP-BP algorithm in the Second

section. Then, we apply, this algorithm to different latent stochastic processes observed at
discrete times with gaussian noise. First, we consider, in the third Section, the one dimen-
sional AR(1) latent process. Through this toy example, we provide calculation details allowing
to build the EP-BP algorithm from scratch. Furthermore, we present some approximation
results about the moments (mean and variance) of the conditional distributions p(x;|y, ).
We also present some statistics on the estimated parameter 8 given by maximizing the EP
approximation to the likelihood p(y|@). Then, we consider as latent processes, in the fourth
Section, both the analytical solution and the Euler approximation to the SDE of Ornstein
Uhlenbeck in order to assess the impact of the Euler discretization on the EP approximation
results. We compare both the moments of their conditional distributions p(x;|y, #), and their
estimated parameter 0. Finally, we consider, in the fifth Section, the SDE of the melanoma

as latent process. After presenting this SDE, we apply the EP-BP algorithm to this latent
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diffusion process by providing further details on some key steps of the approximation algo-
rithm. Then, we present the approximation results about the moments of the conditional
distributions p(z;|y, ). In the last section, we conclude by discussing the EP-BP approxi-
mation method and results in general, and we present some perspectives for this project,
including the short term perspective about the parameter estimation from the approximated
likelihood of the SDE of the melanoma .

5.2 EP-BP algorithm for likelihood approximation in HMMs

The main point to calculate p(y|@) using (5.3) is to calculate the integrand p(z,y|f). That
is the purpose of EP-BP. The key in EP-BP is to write the joint distribution p(x,y|0) of
the markovian process © = (z1,...,x,) and its observation y = (y1,...,y,) as a product of

distributions .

p(z,y10) = [T vi(zi1, 21,9, 0) (5.5)

i=1

where the functions or potentials 1;(x;_1, x;, y;, 0) are defined by
Vi(zio1, 2, Y, 0) = p(xi, yilwioa, 0) = p(yilzi, 0)p(xilzii, 0) (5.6)

and with the convention ¢1(zo, z1,y1,0) = ¥1(21,91,0), ie., p(x1]xo,0) = p(21]0) = p(z1)
[44]. Then, using (5.5), the likelihood p(y|#) is written as

p(yld) = /H@Z’z‘(%—hmi,%,@)dm ...dx,
i=1

= [l 0)p(en) [ plwlas, O)p(wilzi 1, O)de ... dan.

1=2

We present below, the factorization of the joint distribution (5.5) by the Belief propagation
(BP) method, and its approximation by the Expectation Propagation algorithm.

5.2.1 Belief propagation (BP): Forward and Backward messages

The BP’s forward and backward messages [7, 67] are respectively defined, for i = 1,...,n,

by the probability functions
(i, Y1:4,0) = (i, y1:4]0)
Bi(@s, Yir1ims 0) = D(Yig1:n|7i, 0)
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where ;. = (@i, Tiy1, Tivo, - -, Ty) and Yy = (Y, Yit1, Yiv2, - - - Yir). Using these messages,

we define for all ¢ = 1,...,n, the joint probabilities

p(xiu y|9) = P(%‘, y1:¢|9)p(yz‘+1:n|$z‘7 Yt 0) = P(xz‘, y1zz‘|0)p(yi+1:n|$i7 9)

(5.9)
= Oli(ii, Y14y 9)51‘(901‘7 Yi+1n, 9)

and
p(«xi—la T, y|9) = p(l’z‘—h yl;z‘—ﬂ@)p(%’, yz‘|$z‘—1, e)p(yz‘+1;n|l‘z‘, 9)

(5.10)
= Oéi—l(%'—l, Y1:i—1, 9)%’(%’—17 Ti, Yi, 9)51(1’2', Yi+1:m, ‘9)'

By considering the joint probability (5.9) and the Markovian property of x, the forward

messages can be recursively computed, from ay(z1,0) = p(yi|xy), for all i = 2,...,n, as
(22, 01:.6) Ll 0)d
Qi\Tiy Y14, = Ti-1, T4, Ti—
B B i i 0) PRI (5.11)

Similarly, the backward messages can be recursively computed, from 5, (x,,0) = 1, for i =

n,...,2 as
1

i— i—1 i:n79 = / i—15 Li, 0 dxl
Jot 1(75 1LY ) ai_l(xi_hylzi_h‘g) p(m 1 y|> (5_12)

Note that the functions o;(x;,y1.4,6), Bi(Ti, Yiv1:m,0), © = 1,...,n, can be computed in
parallel. Note also that the joint probabilities p(z;_1,z;,y|6) follow from (5.10) after all
i (i, y1:4,0), Bi(Ti, Yiv1m,0) have been calculated [44].

Barrier to exact inference
After all the messages (24, Y14, 0), Bi(Z4, Yir1.n, 0) have been calculated, the likelihood p(y|6)

can be calculated, in forward direction, as

p(yl0) = /O‘n(a:myl:nae)da:m (5.13)

by computing the forward message o, (zn,y1.n,0) by using the recursive equation (5.11). In

the backward direction, p(y|@) can be computed as

p16) = [ Bier.yan, O)p(ualer, Op(ar ), (5.14)

by computing the backward message [1(z1,y2.,0) by using the recursive equation (5.12).

p(y|f) can also be calculated by combining forward and backward messages:
p(yle) - /Oéi(xi, Y1, 6)/82(Iz7 Yit1:n, g)d])“ fori € {1) s 7n}' (515)
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However, there may still exist a barrier to exact inference. Indeed, the integrals in the message
equations (5.11) and (5.12) are generally intractable due to non linear integrals and high
dimension of z. The alternative considered here is to use the Expectation Propagation (EP)
algorithm [44, 62, 67] to approximate the forward and backward messages in the exponential
family. Since we are in the exponential family, the integration in the likelihood computation,

from these approximated messages, is exact.

5.2.2 Approximation of Belief Propagation using Expectation Propagation

We first consider as targeted distribution p to be approximated, the posterior distribution of
x given by the factorization:
p(@.y0) 1
p(zly,0) = o< | [ vilzior, i, u5,0), (5.16)
p(y]6) 1;[1
where the observations y; are fixed and the parameter 6 is supposed known. To derive an EP
algorithm approximating the Belief Propagation forward and backward messages, we choose

an approximate distribution ¢ which is fully factorized as

Q(:U>:H%(xz) (5.17)

i=1
Since the distribution ¢(z) is used to approximate p(zx|y, §) proportional to the product of the
potentials ¥;(z;_1, x;, y;, 0), it implies a factorized form for the approximations 1@-(:@-,1, x;) =

121(902‘—1, 3,9y, 0) to the functions ¥;(w;_1, 2, yi, 0):

Di@ir, ) = Bima(ic1, Yim, 0)i (24, Y14, 0), (5.18)
and, equivalently, it also implies a factorized form for each of the terms ¢;(x;):
qi(ws) o< &3, Y, Q)Bi(%‘, Yit1m, 0), (5.19)

where &;(z;) = &;(zi,y1.4,0) and 5’2(3:2) = Bi(:ci,yi+1:n,9), for i = 1,...,n, are (unnormal-
ized) distributions approximating respectively the exact forward and backward messages
a;(xi,y14,0) and B (24, Yir1m, 0) in (5.8) [44, 62]. The approximation ¢;(x;) is referred as the
belief state of node x; and approximates the marginal p(z;|y, 0) o p(z;,y|0), i =1,...,n (see
equation(5.9)) [44].

We consider in the following that the approximate distribution ¢ belongs to the exponen-

tial family and that it can be written in the exponential form

o@) = q(a,€) = exp {"0la) — ()}, @(¢) = log [ exp {To@) pdr, (520
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where ¢ represents the natural or canonical parameter, ¢(x) the sufficient statistics and ®(§)
the log-partition function [9, 89, 104]. Then, we take the ¢;(x;) to have the exponential form
given by:

qi(x;) = exp {(54@ + Bi) i) — Bild; + Bl)}, (5.21)

where &; and j; represent respectively the canonical parameters of a;(z;) and 5;(x;); ¢;(x:)
and ®;(&; + BZ) are respectively the corresponding sufficient statistics and log-partition func-
tion, i = 1,...,n. For example, when ¢(x) is taken to be a Gaussian distribution, we can
take ¢;(z;) = (w;, —2?/2)T as sufficient statistics (see Appendix B.2 for more details about

exponential form of Gaussian distribution).

(Description of )EP-BP algorithm:

The EP-BP algorithm proceeds as follows:

Input: ¢ (xg, z1,y1,0), ..., Vu(Tp_1, Tn, Yn, 0)

Initialization: &; = a1 (natural parameter of p(y;|zy,0)), B =0 and & = B = 0 for
i=2,...,n; q(z;) = exp {(@z + BZ)T¢z(xz> — ®;(q; + Bz)} and q(z)=TI7L, ¢i(z:)

Repeat until convergence

— Choice: choose one 1/~Jz(k) (x;_1,7;) to update at iteration k of the EP algorithm. Only
Qz@1 (z;—1) and qi(k) (x;) are affected by the current EP-BP update.

— Deletion: compute the cavity distribution

exp {6} 011 (i) + (B0} 611

I14"

J>t

¢, @) o I ¢7(x))
J<i—1

The remaining term concerned by the current EP-BP update, in qgﬁ (x), is given by

& (2B () = exp {{@55)1}%1‘—1(%—1) + {Bi(k)}%z‘(mi)}

— Inclusion: FOI' h (-rz 1,331,%,9) = az(k)l(xz 1)¢1($1 1,51%1%79) Nz(k)(ajz)ﬂ (
k

of p(xi-1, 25, y10)), and giora(wio, @) = 617 (i) B (wim)ad” () B
ceed to the following moment matching:

n estimation

Q

(;), we pro-

Ko, [eqi—1i(@io1, 25)] = Eplpgi—1iy (@1, 24)), (5.22)

requiring the computation of the moments of the sufficient statistics go{i_l,i}(xi_l, x;).
We calculated these moments, for the hybrid distribution h;(z;_1, z;, y;, ), by project-
ing h;(x;_1,x;,y;,0) onto the chosen exponential family as:

hi<xifl> Tiy Yi, 9) 8 eXp{fiT—l,iSD{ifl,i}($ifla xz)}> (5-23)
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where §_;; represents the canonical parameters associated with o1 (2—1, ;).
Then, we determine the new belief states qi(ﬁrl) (x;—1) and qfkﬂ)(xi), through the

following projections,

T
Qz(EJlrl)(xifl) 0.8 /hi(%fl,l‘z’;yme)d% X eXP{@(ﬁrl) ¢($i71)} (5.24)

T
0"V (@i) o [ hilwir,wi,p, 0)dmiy o< exp{e T 6w} (5.25)

where fl(ﬁrl)

and ¢+)

7

(5.25) are further detailed through the application of the algorithm to different HMMs.

and @(HI) represent respectively the canonical parameters of qf{l)(:ci,l)

(x;). The projection in (5.23) and the calculation of integrals in (5.24) and

— Update: The message approximations Bz@l(mz_l) and &Z(k)(xi), and therefore, the

potential approximation @Zl(k) (x;_1,x;), are updated (by considering (5.19)) as :

) (k+1) ' (k‘+1) )
B gy oc BT ey o G ()
Qi—1(i1) Bi(x:) (5.26)

O i, ) = BT ()l (),
since the integrals (5.24) and (5.25) correspond to approximations of the integrals in
the message equations (5.11) and (5.12).

Output: The EP-BP output after its final iteration I are
(K)

— The approximated messages &; ' (x;) and B (x;) (through their canonical parameters

aM™ BN =1, n.
The EP-BP output are used to calculate analytically : the approximated potential functions
o™ (x;_1, ;) given by B (xi,l)o?g’c)(xi); an approximation of the joint distribution p(z, y|0)
given by the product of the 1%’@ (x;_1,x;); the approximated moments of the conditional dis-
tributions p(x;|y, 8) provided by the canonical parameters of qz(’C) (x;) @§’C) (xl)ﬁz(lc)(xz), and
an approximation of the likelihood p(y|f) (explained below) which requires the computation

of the normalization constants of 1;(x;_1, z;, y;, 0) in the factorization (5.16).

Likelihood approximation

We propose a new method for likelihood calculation using the EP-BP approximated mes-
sages, by adapting the likelihood calculation method proposed by Seeger [90] for standard
EP algorithm. This approach consists in making explicit the normalizations in the above
EP-BP algorithm. Thus, t;(z;_y1, ;, y;,6) is approximated by C;(zi_1,x;,y, 0)i(zi1, ;).

where C; = C;(x;_1, x;,y, ) represent a normalization constant. We note zk = ZZ»(k) (y,0) the

normalization constant of the function hi(z;_1, 2, y;, 0) = &' (i) i (i1, 21, v, 0) B (2)
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given by:

= /hi<xi717xiayia6)dxifldxi = /eXP{{fi(ﬁ)l,i}TSO{z’—m}(75@'717xi)}dﬂfifldwi = eXP((I)(fi(ﬁ)u))-

We also define 2,1 = Z,+1)(y #), the normalization constant of

o ,
gir oy @iy @) = A% ()9 (250, 2) B (a:) given by:

Then similarly to moments in (5.22), we require the normalization constant of h; (xl 1, T, Yiy 0)

to be equal to the normalization constant of C*"Va*) (xi,l)@i(k“ (i1, xz)ﬁ ( ;) [90]:
2,61 = oD Z (b 1), (5.27)

Then, we compute, from (5.27), an update for Ci(k) [90]:

log GV = @(¢f))) — (@ + A1) —a@ + 5Y) + @@l + o(5).

(5.28)

Finally, the approximation L(f) to the log-likelihood log p(y|6) is obtained by replacing
wi(xi_1, i, ¥, 0) by its approximation Ci(lc)zﬁ,f’c) (z;_1, ;) in equation (5.7) [90]:

= log/ 11 CZ(K)@/ZZ(K)(a:i_l, x;) dxy ... dx,
=2

—tog [ TLC exp {30 0(ai0) + (T} 0w | dov-odin (5.9
=2

=Y log M + 3" @@ + M) — d(ay).
1=2 =2

Parameter estimation

The parameter # is estimated by maximizing E(G) with respect to 6, since L depends on 6

through the message parameters ¢&; and Bl (which are updated through h;(x;_1, z;,v;,0)).

0 = arggnaxL(é’). (5.30)

The optimization is done by calculating analytically [90] or numerically the gradient of L
w.r.t. 0.

In the following, we use the EP-BP algorithm for likelihood approximation in, respectively,
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the AR(1) latent process, the Ornstein Uhlenbeck latent process and the melanoma diffusion
approximation latent process. The simple AR(1) process is used to present the building
of the EP-BP algorithm from scratch, while the Ornstein Uhlenbeck process (that we can
solve the SDE both numerically and analytically) is used to assess the impact of the Euler
discretization on the EP-BP approximations. The function h;(x;_1, x;, y;, #) and the integrals
(5.24) and (5.25) are described in detail through these applications.

5.3 EP-BP algorithm built from scratch for the simple AR(1) latent
process

Let us start with the simple one dimensional AR(1) process (d = 1)

T1 = Tinitial, Ti = hTi1+0b;, 1=2,....n (5.31)

where 6 is a real parameter and b; ~ N(0,0?), i =2,...,n. The process (5.31) is noisily
observed and the observations y = (y1,...,¥y,) are given by

Y; = I + €, €; ~~ N(O, §2), (532)

where ¢€; represents the residual error and ¢? the residual variance. We note 6 = (61, 0,<) the
set of the model parameters. Figure 5.1 shows the simulation of one trajectory of the latent
process {z;} and the associated observations y.

We present below, the approximation of the likelihood p(y|6) by the EP-BP algorithm,

and the maximization of this approximated likelihood in order to get an estimation of 6.

5.3.1 Key steps of EP-BP algorithm through likelihood approximation in AR (1)
latent model

The approximate distribution ¢(x) is chosen as the normal distribution. Thus, the 1; can be
written
Vi(wi-1, i, Y, 0) = p(yil@i, 9)1?(%‘\2%—17 0) 2 (5.33)
= N(yi; H(z:), )N (w45 012i-1,07), i =2,...,n
The approximate forward and backward messages are taken to be univariate unnormalized

Gaussian written in canonical form as

1
a1(x1) = Qinigiar (1) and  ay(x;) = exp{—i@/\xf + ézyi:vi} for i=2,...,n,
(5.34)

1. A ~
ﬁz(xl) = GXp{ - iﬁAzx? + Bmxz} for i = 17 RN 1 and ﬁn('rn) =1

where &; = (A, an,)7, Bi = (Bu,, Ba,)T represent respectively the canonical parameters of
&;(x;) and f3;(z;) and are initialized to 0, ¢(z;) = (z;, —2/2) is the sufficient statistics. Thus,
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Figure 5.1 Simulation of AR(1) process for §; = 0.6, 0 = 1, n = 500, 27 = 40 (solid line in
blue) and the corresponding noisy observations y for ¢ = 2 (dashed line in red).

¢i(x;) and ¢(x) are initialized as

qi(x;) o dz(%)éz(%) = exp{ — ;Azl‘f + Vixz}7 q(x) = f[l%(l‘z) (5.35)

We note (v, ;)" = (ay, + Bu,, @, + Ba,)7 the canonical parameter of g;(z;). Let k be
the iteration index in EP-BP algorithm. We focus below on the computation of the new

parameters (v (k+1) Ak+1) and (v;~ kH) AkJrl )T frOHl( A(k) and( Vi_ 17A ) .

Projection: h;(z;_1,x;,vy;,0) in exponential form

Let us denote by & = (&), & k)) and A (Bﬁk),ﬁl(xk))T respectively the canonical
parameters of the current approximations of the i-th forward and backward messages (for

i=1,...,n). hj(zr;_1,z;,vy;,0) is written in exponential form as:
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hi(l‘i_l,l‘z‘,yi,e) = Q;— 1(Iz 1)77/11(1'1 15 Tiy Yis )B( )
(

1
= exp {07,(,’:)1%1 2065@ . 12 1} iy Liy S )N(%;elmz‘fl,UZ) exXp {5(k)$z - *5 % 2}

1,2

1 exp{ - 5} 1 i2 :

= exp{ (k) (Tic1 — AX? 19512_1} X 25 exp{ Yy yzm}
2 (27) < ¢

exp{ — 1(91“21)2} 1 22 0 1
P S PN B TS RN (T )
(27) o 2 o? 2
N Ly wm [ 00° denend;
oc exp § Ti—1(4y,” ) — 5@-71(0@\%1 + ﬁ) (depending on z;_1)
% .(B(k)Jr%)_} 2(A(k)+l+i) (depend; )
exp 2l + 5) = 5ni (A + 5t 5 epending on x;
01 :
X exp {xilxi2} (covariance term )
o

1
= exp{ - 5(%‘717 i) Ai-1,y (w1, 2i)" 4 (i1, fl?i)l/g;_17i}}
(5.36)

where the canonical parameters (vg_14y, Af_1,43)" are given by

R St A
V614 = | ] M1 = Lo (k) , Zi=exp (I)(V{i—l,i]w {i—l,i})
Bz(f) + % 552 —|— —|—
(5.37)
|A{z 12}|
(I)(V{ifl,i}aA{ifl,i}) = ) log< o >+2 Vi IZ}A{’L 1iyV{i-1.4}

Updates

The new g;(z;) is calculated by integrating h;(x;_1, z;, y;, 0) out ;_1:
qi(xi) ox /hz‘(xi—bxz’,yiﬁ)d%q
= exp {xl (ﬁAl(,f) + gy;> - ;xz ( ") 4 )} (5.38)
X /exp {%‘—1 (541(/]21 + 9:;) ; i 1<A(k) + 912> }d%—y

By noting that the integral in (5.38) is a Gaussian integral of the form [ eletbri—azy Yz,
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for a = %(ézs\k{l ) b=al) + %% c=0, we obtain
0 Z; 1 N 0 2
fom ot 422 32
0.6k 1 52 (5.39)
OCeXp{()MiJF( 2 )""52}
o2dy  + 0% 2\o%(c%a,  +063)

by applying the formula

b2
/exp {c + b — axf_l}d:cil = UE exp { + c}. (5.40)
a 4a

[50, 65]. The new belief state ¢;(x;) is given by

A (k) 2

LY 04y ) 1 2<A(,€) 1 1 6? )}
Ti) X €XP 4 T; —l—— — = [ e T

qi(;) p{ (5 2 (k) S+ 02 2 Pa; 2 0 g2y (kl)_ L 6)

1
— exp {Vi(k-i-l)xi 22\ k+1)}

2 ’L
(5.41)
where the canonical parameters Vi(kﬂ) and AEkH) are given by
A 11 02 . Ui 014
AP = ﬂ,(xk) +5+=- : and v = B ¢ = ¢ e
Z I I R T 020 g
(5.42)
Thus, the canonical parameters of the new forward message dgkﬂ)(:vi) are given by

Then, similarly to ¢;(x;), we calculate ¢;_1(z;_1) by integrating h;(z;_1,x;, y;,0) out x; and
find

1
¢i—1(x;) exp{ — 53% lA(kH) + u(kf)xil} (5.44)
where
A Z 5 0, 207 4 D _ 4®) 01y B
B U R 1 (3 2 oy HVimr T G T ) 2 4 2
0% 02(s%2026, + 0% +¢2?) S?o?fy, + 0%+
(5.45)
The canonical parameters of the new backward message Bi(ﬁl)(:vi,l) are given by
5 A(k+1 k+1) (k1 A A (K

At final iteration IC, the messages and potential functions are respectively approximated as
(K (K N (K Ak 5 T (K
0%( )(l’z) = eXP{_%OZS\i)%Z + az(,lf)xi}, 52'( )<x2> = exp{—%ﬁﬁi)x? + 5%)%}7 %( )(xiflaxi) =
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Figure 5.2 EP-BP approximation to the marginal moments of the latent AR(1) process
for &y = 40, 0; = 0.6, 0 = 1, ¢ = 2 and n = 500. True {x;}: solid line in blue; EP-
BP approximated mean: dashed line in cyan; EP-BP approximated 95%-confidence interval:
dotted line in purple.

A (mi,l)d(’o (x;), for i1=2,... n.

)

Posterior marginal moments

Using transformations from canonical to moment form, the EP-BP approximation to the

mean and variance of the conditional distributions p(z;|y, 8) are given by

NN (o
variance; = ——

Figure 5.2 shows the EP-BP approximation to the moments of marginals p(x;|y, ) using the

noisy observations plotted in Figure 5.1.

5.3.2 Evaluation by simulations using the EP-BP approximations (AR(1) pro-
cess)

Beyond the approximation of the likelihood p(y|x) and the conditional distributions p(x;|y, 6),
we perform, for this AR(1) model, the parameter estimation, and we evaluate the algorithm
on the estimates .

For n = 500, we compute the optimal parameter value g for 100 different pairs (z,y)

and initial values ginitial = (ginitial yinitial | cinitial) “hy maximizing each time the approximated
log-likelihood function provided by the approximated messages. Figure 5.3 shows density
estimation about these estimations. The optimization is performed by using Software R

function optim [75].

Comments: From Figure 5.2, we find that the approximations to the mean and variance of

114



— «©
< S
2 © = -
g i 3 .
g8 9 8 ]
e ] <
< T T T T T T e T T T T
2 4 6 8 10 12 -3 -2 1 0 1
sigma theta_1
2
s Y
= o
[
o i \
o ]
o T T T T

00 05 1.0 15 20

varsigma

Figure 5.3 Density estimation on parameter estimation for AR(1) process (5.31). On x-axis:
100 parameter estimations using 100 pairs (z,y), with ;1 = 40 and n = 500. The vertical
lines in red represent the true values of parameters: 8; = 0.6, 0 = 1 and ¢ = 2; and the black
curve, an estimation of the density of the estimated parameters.

the conditional distributions p(z;|y, 0) are good enough for this simple AR(1) latent model.
About parameter estimation, we note for each of the three parameters 6;, o and ¢ that the
estimated values are distributed differently around the actuel value of the parameter, which
is indicated in red in Figure 5.3. Looking closer, we note, for the parameters 6, and o, that
the actual parameter value is close to the mode of the estimated distribution, although some
estimates are quite far from this true value. These bad estimates are mainly due to the
optimization algorithm that sometimes converges to local maxima. Note that the parameter
initial values during this optimization phase are randomly sampled around the true value
of the parameters (using normal distributions p™% ~ A (pref, (1%prer)?) with 01,6 = 0.6,
Ot = 1 and ¢ = 2) for each of the pairs (z,y). The convergence problems seem more
accentuated for the parameter ¢ for which the mode of the estimated distribution is almost
outside its non-negative support, therefore very far from its true value. In those cases, this
parameter is not well estimated at all (although we take, for the AR(1) process, an initial
value different from its stationary distribution in order to reduce identifiability problems).
Thus, a good initialization of the latent model’s parameters during the optimization phase

and the analysis of the problem of identifiability are essential in order to get good estimates.
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5.4 Ornstein Uhlenbeck latent model to assess the impact of the
Euler approximation on the EP-BP approximation results

When the latent process {z;} is defined by a SDE (as in (5.1)) which does not have an
analytical solution, we are quickly tempted to approach the solution of this SDE with an
Euler-Maruyama algorithm [39, 49, 87, 95]. This alternative makes it possible to simulate
stochastic trajectories of the latent process {x; }, and especially to write the law of p(z;|x;_1, 0)
(in the expression of the potential ;(z;_1,x;,y;,0)) needed in the approximation of BP
messages by EP (Section 5.2). However, the use of such an alternative impacts the quality
of approximations provided by the EP-BP algorithm. Thus, we propose in this section to
evaluate the impact of the Euler approximation. For this, we consider a hidden Markov
model whose latent process possesses a tractable analytical solution: the Ornstein Uhlenbeck
process.

Let us consider the one-dimensional Ornstein Uhlenbeck process {z;} (stationary Gauss-

Markov process) defined through its Stochastic Differential Equation
Ti—0 = Tinitial, ATy = /\(,u - !Et)dt + odW,, (5-48)

where \, 1 and o are deterministic parameters and W; the one-dimensional standard Wiener
process. We consider observations given by v; = z; + ¢, € ~ N(0,¢%), with z; = z(t;),
i =1,...,n. In the following, we note 6 = (A, i, 0,<). Figure 5.4 shows a simulation of the
latent process {x;} and the associated observations y.

In the following, we first calculate analytically the exact solution of the Ornstein Uhlen-
beck SDE (5.48) and apply the EP-BP method by considering this analytical solution. Then,
we approximate the solution of this SDE (5.48) by using an Euler scheme and apply the EP-
BP algorithm by considering this approximated solution. Finally, we evaluate the impact of
the Euler’s approximation on the EP-BP results by comparing these EP-BP approximations
obtained by using the analytical and the approximated solutions of the SDE (5.48). Such
results can be used to better appreciate EP-BP approximations in complex models where
the latent process {z;} does not possesses analytical solution (as the melanoma diffusion

approximation (5.5.1)).

5.4.1 EP-BP algorithm using the exact solution of the Ornstein Uhlenbeck SDE

The exact solution to the Ornstein Uhlenbeck stochastic differential equation (5.48) is written

(for the transition x;, to x;,,,) as

i+l)

t;
Ltipr = xtiei/\Ai + M(l - ei)\Ai) + /t o ge)‘(S*tiﬂ)dWS_ (549)
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Ornstein Uhlenbeck (OU)

time

Figure 5.4 Simulation of one trajectory of the Ornstein Uhlenbeck process {z;} (5.48) for
r1=-5A=1pu=120=03,¢=0.5 n=>500,A; =102 Exact solution {z;} (solid
line in blue) and corresponding observations y (dashed line in red).

Thus, the (conditional) expectation of x;,,, is given by

Bl o] = e 20070 4 (1 — e M tnmt) (5.50)

and its variance is calculated by using It isometry

2

g _ )
V[$ti+1|$ti] = 2)\(1 —¢€ 2>\Al>> (551)

(see equations (B.13), ..., (B.17) in Appendix B.3.1). By considering the exact solution of

the Ornstein Uhlenbeck process, we write the potential function as

2

A, 2 O _ )
Yil@ion, 2i 40 0) = N (i3 i, <2)N<rci; p(L=e?) aige B oo (1= e ) )
(5.52)

Calculation of h;(x;_1, z;,y;,0)

After calculations (see equation (B.18) in Appendix B.3.1), h;(x;_1, z;,y;, 0) is written as

1
hi(zi—1, T, Y3, 0) exp{ - 5(171'—1, i) A1,y (T, Ii)T + (w1, -Ti)’/?i_l,i}} (5.53)
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where the canonical parameters (v, A{,-_LZ-})T are given by

& . u(l—e’AiA)e’AV‘ N e—24;2 1 P AYR
Vi—1 %(176_2@-,\) AN,y + %(173—2’\%) 2 %(176_2%)\)
Wity = | p(1-e=a) Bk Afic1ay = 1 e B 4 1 4
Byi * %(1—672&%) + % 2 %(1_67%”) A %(1_67%%)
(5.54)
Updates
We deduce the new belief states given by
k 1 k
qi(x;) < exp {yz( gy — 5%3]\5 H)} (5.55)

where the canonical parameters ui(kﬂ) and AEkH) are given by

A
V~(k+1) _ B(k) n M (1 e ) i
g Vi % (1 —e—28:) ¢?
(02(1 —exp{—2A;A})dy, , — 2Au(1l — exp{—A;\}) exp{—Ai)\}) 2X exp{—A;\}

T 1~ o 28N (02(1 — exp{—2A N} )an, . + exp{—2AN2N)

ABFD g 1

i

+ J—
A 3 YN 2
S (1 —e28) ¢

A2 exp{—2A;\}

—4
02(1 — exp{—2A;A})(02(1 — exp{—2A;A})ayp,_, + exp{—2A;A}2))’

(5.56)

and 1
gi—1(Ti—1) o< exp {Vi(ﬁ—fl)xi—l - 297?_1/\@(5?1)} (5.57)

ﬂm‘ —



where the canonical parameters u(kJ{l and A (kt 1) are given by

A -2
G " (12 e ) e
TR e

(k+1) A
Vi _q =«

(02(1 — exp{—2A;2})s2B,, + 2 (1 — exp{—2A;A})s2 + 02(1 — exp{—2A;A})y:)2X exp{ —A; \}
02(1 — exp{—2A;7})(c202(1 — exp{—2A;A}) Ba, + 262X + 02(1 — exp{—2A;A}))

—2A;A

AR _ g €
i—1 A1 % (1 o 6_2>‘Ai)
Z\2 exp{—2A;)}
o2(1 — exp{—2A;2})(c202(1 — exp{—2A;A})fa, + 262X + 02(1 — exp{—2A;A}))
(5.58)

At final iteration K, the messages and potential functions are respectively approximated as
9(w) = exp(~3alls? + a0r . AV (@) = exp{—40a2 + 500, ) KO (wir.m) =

Bz ) ew), for i 2oy, where (A48, 010)" = 04 AP — (B0, A0
(B A 1, Az 1)T =N, AE’C%) ( l(,’f 11), A(’f 11)) These message approximations are used to

calculate the likelihood, and the moments of the conditional distributions p(x;|y, ). Figure
5.5 shows the EP-BP approximation to marginal moments for the exact solution of the latent

Ornstein Uhlenbeck process.

5.4.2 EP-BP algorithm using the Euler solution of the Ornstein Uhlenbeck SDE

The Ornstein Uhlenbeck process can be approximated using the Euler-Maruyama scheme
[49] as

Tt=0 = Tinitial, Ti = Ti—1 T )\(M - $¢—1)Ai + 04/ AiN, 1=2,...,n (5-59)
where A; = t; —t;_; is the time step and A is normally distributed with mean 0 and variance

1. This Euler discretization of the Ornstein Uhlenbeck process leads to the potential function

written as

%’(%’-1, Tiy Yi, 9) = N(Qz’; i, €2>N<95z‘§ Ti—1 + )\(M - l’i—l)Az‘a ‘72Ai> (5.60)

Calculation of h;(z;_1,x;,y;,0)

After calculations (see equation (B.19) in Appendix B.3.1), h;(x;_1, z;,y;, 0) is written as

1
hi(zi1, w3, Y3, 0) exp{ - 5(371'71,%)1\{1‘—1,2‘}(%71, xi)T + (w1, x@-)vgu}} (5.61)

119



— x OU-Exact
- - Obs OU-Exac
N x ep-Exact
-=-- xep-Euler
o -
e o
<
=
<
o o _|
= |
'_
< ]
|

time

Figure 5.5 EP-BP approximation to the marginal moments of the latent Ornstein Uhlenbeck
process for x; = =5, A =1, u =12, 0 = 0.3, ¢ = 0.5, n = 500, A; = 1072, Latent process
{z}: solid line in blue; noisy observations y: dashed line in red; EP-BP marginal approxi-
mated mean using the exact solution of the SDE: dotted line in cyan; EP-BP approximated
mean using the Euler discretization of the SDE: dot-dashed line in purple.

where the canonical parameters (I/{Z-,LZ-}, A{i,u})T are given by

A AAG(1-AA; R ZAA)2 ZAA,
Qu;_y — %Ai) A Qp,_y T+ (102)\§;) %(1022%.1)
Vii—14) = R » AMi-1i = _AA, A ’ 2
B+ 4y 1280 B st i) 06
Updates
The new belief states are given by
ket 1 kt1
qi(;) o< exp {Vz( g, — 59512/\5 " )} (5.63)
where the canonical parameters l/i(kﬂ) and AEkH) are given by
SEHD 500 pADL i (0% Aidu,_, — pAA(L = AN))(1 = AN
t Vi O'QAZ' §2 O'2Ai(O'2A7;CA¥Ai71 + (1 — Az/\)2>
(5.64)

N 1 1 (1—AN)?2
ARHD _ a1 _ i
v BAi + §2 + O'2Ai UzAi(U2Ai@Ai_1 + (1 — Az)\)2)’
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p Exact (w,) Euler (w,)

N 1.087 (0.1025) 1.100 (0.1283)
4 1.287 (0.1004) 1.301 (0.1235)
o 0.306 (0.1103) 0.330 (0.1001)
¢ 0.334 (0.2131) 0.285 (0.2288)

Table 5.1 Parameter estimation in Ornstein Uhlenbeck latent model using EP-BP algorithm for
both exact solution and Euler approximation to the Ornstein Uhlenbeck SDE. Mean and standard
deviation w, (in brackets) for parameter p € {\, 1, 0,¢} computed for 100 pairs (x,y), z1 = —5.
n = 500, and initial values p™" ~ N(pyer, (1%prer)?) With Aot = 1, firet = 1.2, 0ver = 0.3 and
Gref = 0.5.

and 1
Gi—1(Ti-1) o< exp {Vi(ﬁrl)xi—l - 2$?1AEEJ{1)} (5.65)
where the canonical parameters v (k Y and Aﬁﬁ” are given by
LD _ s PAAI(L = AA) n (2020, + MDA + o2 Aigi) (1 — AN
i—1 Vi—1 O'QAi O'ZAZ' ((20’2Ai/3Ai + O'2Al' + §2) ( )
5.66
AGHD a0 (1-2A)* (1= AN)?
i-1 Ai-1 a2 agAi(§202Ai,@Ai +02A; +¢2?)

At final iteration K, the messages and potential functions are respectively approximated as
NZ(IC)(%‘) = exp{— 04A )w + 04(K)$z}> @'UC)C@) = exp{— 25 ’C)ifQ + 5“ 951}, &i(’C)(xiflaxi) =
B ()@ (@), for i =2,....n, where (&, a3)" = (" AT = (B, BT,
(AIC A’f)l) _( () A(’Ci)T ( (K—1) A(K— 1))T

&

Qy, Y ay 7). These message approximations are used to

1/, 17 'L 1

calculate the likelihood, and the moments of the conditional distributions p(z;|y, 6). Figure
5.5 shows (compares) the EP-BP approximation to the latent Ornstein Uhlenbeck marginals
p(z;|y, @) by using both the exact solution and the Euler discretization of its SDE.

5.4.3 Evaluation by simulations using the EP-BP approximations (Ornstein Uh-
lenbeck’s SDE)

As done for the AR(1) model, in addition to the likelihood approximation for both the
exact and Euler approximated solutions of the Ornstein Uhlenbeck’s SDE, we perform the
parameter estimation and evaluate the algorithm on the estimates 6. Thus, for both the exact
solution and the Euler approximation of the SDE, we compute, for n = 500, the optimal
parameter value 0 for 100 pairs (z,y) and initial values @initial — (\initial initial ;initial Cinitial)
Figure 5.6 shows the density estimation about theses estimations, and Table 5.1 presents

(compares) the mean and the standard deviation of the estimated parameters.

Comments: With this example using the Ornstein Uhlenbeck process, we are in a better

context to evaluate the quality of the EP-BP approximations since the dynamics of the latent
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Figure 5.6 Density estimation on parameter estimation for Ornstein Uhlenbeck process:
Exact solution (solid line in black) and Euler approximation (dashed line in gray). On x-axis:
100 parameter estimations using 100 pairs (x,y), with 23 = —5 and n = 500. The vertical
lines in red represent the true values of parameters: A =1, y = 1.2, 0 = 0.3 and ¢ = 0.5.

process is less trivial than with the AR(1) process. The initial value of the latent process
is still taken to be far from the stationary distribution (for the same reasons as for AR (1)
process). First of all, from Figure 5.5, we note that the EP-BP algorithm, using both the
Euler’s discretization and the exact solution of the SDE of Ornstein Uhlenbeck, leads to good
approximations to the mean and variance of the conditional distributions p(x;|y, €) (in less
than 10 iterations of the algorithm). The two EP-BP approximations overlap. Furthermore,
the two solutions (exact and Euler) of the SDE lead to roughly the same results in parameter
estimation as shown in Table 5.1 and Figure 5.6. Similarly to the AR(1) process, the estimated
values are distributed differently around the actual parameter values which are indicated in
red in the Figure. We note for the parameters o, A and p that the distribution is concentrated
in the neighborhood of the true value. However, we still find some estimates quite far from
these true values. This fact is still much more accentuated for the parameter ¢ which is still
not well estimated. The ideas mentioned in order to improve the estimations in the case of

the AR(1) process apply for this Ornstein Uhlenbeck process.
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5.5 EP-BP approximations in melanoma latent diffusion process
5.5.1 The diffusion approximation of the melanoma Markov Jump Process

The diffusion approximation of the melanoma Markov Jump Process is given by the SDE

dZ, = a(Zy,0)d; + b(Z;,0)2dW, ,  Zy = Ny (5.67)

where dWW is a four-dimensional brownian motion, Ztm € R represents the continuous variable
corresponding to Xtm € IN (Chapitre 2) [38, 95]. The elements of the vector a(Z;,0) € R* are

written as

al<Zt7 (9) = Z Slrgr<Zt> 6)7 (568)

r=1

leading to

a\(Z,0) = ruZi — sapZ + spu 20 — sazN 2 — il Z2P z),
CLQ(Zt,9> =TD Zt[ } —f- SMDZt[ ] — SDMZt[ ] —|— SAZt[4]Zt[1];
a3(Z,0) = —dp ZP + bron 2P, au(Z,,0) = —duz + Y%z 2P,

and, the elements of the 4 x 4 symmetric positive semi-definite matrix b(Z;, §) are written as

R
blm<Zt7 9) = Z SlrSmrg'r(Zta ‘9)7 (569)

r=1

leading to a b(Z;,#) having the form

bi(Z,0) bia(Z,0) 0 0

(2, 6) = bo1(Z0,0) b(Z0,0) 0O 0
0 b33(Z,0) b3u(Z,0)
0 0 bu3(Z,0) biu(Z,0)

where

b (Z,0) = (rmu 20+ saZ 210+ spu 2 + spp 2l + di) 20 27,

b22 Zt79

(Z,,0) =

bio(Z0,0) = b (Z1,0) = (=542 2" — spu 2" — supZi"),
(Z,0) = (rpZ2 + 542728 + spni 2P + syp 2, b33(2,60) = (bp 2 2P + drp 2,
(Z:,0) =

bsa(Ze,0) = (bas(Z1, 0) = brlaZ" Z%)), bas(Zy,0) = (b3 2 2% + dpzY),

where ry; = by — dyy is the difference between the birth rate by, and death rate dj; of
differentiated melanoma cells (Figure 4.4) and rp = bp —dp, the difference between the birth

rate bp and death rate dp of differentiated melanoma cells in order to avoid identifiability
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Figure 5.7 Simulation of the SDE (5.71) showing cell population sizes (rescaled by K = 10°) along time
(days): differentiated cells topleft (in blue), dedifferentiated cells topright (in red), T cells bottomleft (in
green) and TNF, bottomright (black). Simulation shows the T cell survival for parameter § taken from

Table 4.1 (population parameter values). Initial conditions: z5) = 0.0816, 21} = 0, 2§ = 0 (2 = 0.02),
2 = 0.t €0, 300], A; = 0.01.

problems during statistical inference (chapter 4).

The Euler’s discretization of the SDE of the melanoma

The Euler’s approximation of the SDE (5.67) over a short time of length At, is given by

Z0 7L Zslrgr Z:,0) At+zslrm BN, VAL Zy= Ny (5.70)

where NV, has the normal distribution N'(0, 1). It is written for the continuous rescaled process
{2} = % (the continuous pendant to { X (t)}) as

[l] mz] 1 +Zslrgr ti—1> A + = ZSlr gr ti—1> N 1: xz[flo] 0 _m([)l] (571)

where A; = t; —t;1, i =1,...,n and :E[[Jl] = Z[[)l]/K is the initial value of =¥ [95]. Figure
5.7 shows a simulation of the continuous rescaled process {z;} by using parameter 6 values
provided by the authors of [28]. These parameters are estimated from the deterministic limit
(when K — 400) of the rescaled process {Xg(t)} by using biological longitudinal data of
tumor growth in mice provided in Landsberg et al.,2012 [55].
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Figure 5.8 True simulated tumor size (2! 4+ z) (solid line in yellow) and noisy obser-
vations given by (xm + x?}) + €, € ~ N(0,¢ = 1) (dashed line in red). Initial value

i

zo = (24;7,0,0,0)". Simulation of {z,} using 0 taken from Table 4.1 (population param-
eter values). Initial conditions: x([)u = 0.0816, l'([)Q] =0, xég} =0 (:U[% = 0.02 ), xgl] =0,

t € [70,tp = 300], A; = 0.1, n = 2301.

5.5.2 EP-BP algorithm for likelihood approximation in SDE of the melanoma

For this last application, we consider as latent process the rescaled diffusion approximation
{z;} defined in Section 5.5.1 for the melanoma immunotherapy. Using the noisy observations
of this latent process, we approximate the likelihood p(y|€) and the marginal moments of the
posterior p(z|y, 0) for a fixed 6 by using the EP-BP method.

We consider here that the noisy observations y = (y1, ..., y,) in equation (5.2) are given
by the tumor size measurement H(x;,) = (x,g] + azg]) noisily observed at discrete times t;,

t=1,...,n. In the following, we note z; = xy,.

Calculation of h;(x;—1,x;,y;, 0)

From (5.2), we note that the likelihood part p(y;|z;,8) of the potential ¥;(z;_1,x;,y;,6) =
p(yi|wi, 0)p(zi|zi_1,0) is given by a gaussian of mean H(z;) and variance ¢2. We suppose
that the prior part p(x;|z;_1,0) also belongs to the exponential family and thus, can be
expressed through moments and sufficient statistics. Without loss of generality, let us consider
that it belongs to the Gaussian distribution like the likelihood part and let us note its
mean vector and covariance matrix respectively as mg, = my(x;_1,0) = E[z;|x; 1] and X, =
Yp(xi-1,0) = Cov(z;|r;—1). Furthermore, we take respectively the approximate forward and
backward messages to be 4-variate unnormalized Gaussian written in canonical form as
L r

1 ~ N A
ai(x;) = exp{ — ixiT&Axi + o?fxl} and  fi(x;) = exp{ — 5 B, i + ﬂfxl} (5.72)

where &,, is a four-dimensional vector and &j,, a 4 x4 positive semi-definite matrix. They rep-
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resent the canonical parameter of &;(z;) (noted in vector form as &; = (4,,, &,)"). Similarly
B = (ﬁyi, BAZ.)T represents the canonical parameter of f;(x;).

The transformation from moment to exponential form is written for h;(z;_1, x;, y;, 0) as

hii 1, x4, vi,0) o< &1 (xi—1)Vi(zi1, x4, Y3, 0)Bi(2)

1H($i)2
1 exp{—*ia } 1y;? H(z;)
_ P/ LN . 2 < I T G
= exp {ozyi_lxl,1 2x1_1a/\171xl,1} X @ < exp{ 52 Yi 2 }

exp{ — % maTEb_lma}

(2m) "% /[det(Sy)]

I _ 5 1 ps
exp{ — ,x,sz Yoi + %sz 1ma} X exp {ﬁZ;IL’Z — ix’fﬁ/\lxz}

2 (3
(5.73)

where det(3,) represents the determinant of 3.

If we consider p(x;|z;_1,0) as a normal distribution having mean mg(x;_1,0) = z;_1 +

a(xy,_,,0)A; and covariance matrix 3y(z;_1,0) = b(z;_1,0)A; (as we did previously with
the Euler approximation of the Ornstein Uhlenbeck SDE), we end up, after calculus, on
hi(zi—1,z;,y;,0) given in equation (B.20) (Appendix B.3.2). However, unlike to how we pro-
ceed with AR(1) and Ornstein Uhlenbeck processes, we note from (B.20) that it is not possible
(due to the high dimension and the nonlinear diffusion term of the melanoma latent process
{z+}) to directly express h;(x;_1,x;, y;,0) as a Gaussian distribution in the exponential form
in terms of canonical parameters and sufficient statistics of the form (aty,], xy,}:pg?])T, with
l,me {1, 2, 3, 4} and ir,im € {i — 1, i}. Indeed, h;(z;_1,x;,y;,0) in (B.20), especially its terms
associated with N (x;;m,, Xp), involves polynomials and rational functions in 8 variables
(xgl_]l, x[?_]l, x?_}l, x?_} EI], x?], x?], xm) of degree strictly higher than 2. Furthermore, the in-

7 1 Y %
k+1) (xl)

tegration of h;(x;_1,x;,vy;,0) out x; and z;_; to get respectively q&J{l)(mi_l) and qz(

becomes much more problematic. Indeed, the integrals of the form
/exp{—Q(wm, 2Ny dald (5.74)

are referred as Gaussian integrals when the function () is a second degree polynomial. In this
case, they are computed by doing straightforward calculus as with the one-dimensional AR(1)
and Ornstein Uhlenbeck processes in the previous sections [50, 65]. But, when it comes about
forms () with cubic or higher degree, the previous method does not work anymore and it is
necessary to resort to theories on integral discriminants about forms () in several variables
(containing some rational functions in our case) with polynomials of degree v > 2. Similar
problems are considered as terra incognita by the authors of [65]. An alternative to this situa-
tion is the approximation of the moments of the diffusion process {z;} = {(:c,@, o 2l¥ :c,[;q)}

by using a moment closure techniques [54].

Since we are using the Gaussian distribution as approximate distribution, we consider
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our approximated moments obtained by using the 2MA method in chapter 2. We then cal-
culate h;(z;_1, %, y;, 0) by replacing the previous distribution N (x; ma, 3) by N (243 fis, %),
where the mean fi; and the covariance matrice 3, are provided by the 2MA method. Thus,
hi(x;_1,x;,y;,0) is computed as

hi(@ic1, i, i, 0) o< @it (2im1)i(im1, 4, yi, 0) Bi(wi), i=1:n
1

~ exp {dfi_l:pi_l - iazgﬂ_ld/\iilxi_l}/\/‘(g/i; H(z;), §2>N X fl;, f]z> X exp {Ble 2 %i ] Ba, xz}
1 eXp{ - EH(?)Q} 12 H(x;)
= exp {@gflxi—l — 51‘?_1@/\1._11'1'_1} X (23‘_) ; exp{ — 5% + Y ng }

Xexp{— RO }
(2m) Y2, /|det(5))]

X exp {xiT,]L (@w_1) - }xiT,1 (&Aiil)aﬁi_l} (depending on z;_1)
X exp {xZT (Byl +{Z} g+ %V}) - %wZT (ﬁAAZ +{Zi 1+ ch)xz} (depending on ;)

1
= GXP{ - 5(%71,%)/\{1‘—1#‘} (zi-1, 9Cz‘)T + (zi-1, xi)”ﬂfl,i}} = hi(®i—1, 2, yi, 0)

(5.75)
where (z;_1,2;) = (xl[l_]l, E]l, 2[3}1,x[ﬂl,m[l],xl[zl,xl[?’],x?])T, V. and M, are given by
1
1100
e VI EEE L (5.76)
0 00 0 0
0 0 0 0 0

The canonical parameters vy;_; ;) and Ay are respectively a vector of R® and a positive
semi-definite matrix of R® x R2.

Computation of update for the forward and backward message approximations

We compute the new belief state g;(x;) needed in the forward message update by integrating
hi(zi_1,%;,y;,0) out x;_1 using Gaussian integral formula:
qi(w;) o /hi(xi—la$i>yia9)dxi—l
Yi 1 M.
ZeXp{ (ﬁuﬂr{ﬁ} i + V> 5 (ﬁA +{Z) 7+ ) } (5.77)

2
o ) o o
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Note that the part to integrate out x;—; in (5.77) does not depend on x;. Thus, ¢;(z;) is

)

directly given (in its canonical form) by

qi(xi)ocexp{ <By + {8 s + V)—lx <

] (5.78)
_ exp{ (k1)) ZZA (k+1) }
2
where the canonical parameters I/Z-(]H_l) and AE’“*” are given by
A§k+1) _ B/(Xk) (k+1) _ B(k) 4 {i'}_lﬂ' 1 %‘V (5.79)
i i v; i i c c
We deduce the canonical parameters of the new forward message &ng)(xi) given by
(@5 af )T = AT = (B BT (5.80)

Similarly to ¢;(x;), we compute the new belief state ¢;_1(x;_1) needed in the backward message

update by integrating h;(z;_1,x;, y;, 0) out z; and find

1
Gi—1(xi_1) x exp{ - §x’ A l/l-(ﬁrl)xi_l} (5.81)

where
Agi’l) = 645\]? and V-(kal) =a® (5.82)

The canonical parameters of the new backward message Bi(?fl)(xi_l) are given by

(BUD, BIEINT = (D AETYT — (6l )=, (5.83)

Vi1 Vi—1?

implying that there is no smoothing (backward pass) after filtering (forward pass) with

forward messages [30, 44].

Using transformations from canonical to moment form, the EP-BP approximation to the

mean and variance of the marginals p(z;|y, 0) are given by

1
variance!™ = — mean{™ = (5.84)

By using these approximated messages, an approximation to the likelihood p(y|f) is de-

duced by considering the approximation procedure described in Section 3.2.4.1.
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5.5.3 Evaluation by simulations using the EP-BP approximations (Melanoma’s
SDE)

Unlike the two previous simpler HMMs (AR(1) and Ornstein Uhlenbeck), we only present the
approximation of the likelihood and moments of the conditional distributions p(z;|y, ) (Fig-
ure 5.9) for this HMM of melanoma. The likelihood maximization in parameter estimation
does not work for now as commented below.

Comments: The approximations of the moments (mean and variance) of the conditional
distributions p(x;|y, ) (Figure 5.9) are computed on treatment phase (¢ € [70,tr = 300]),
for A; = 0.1 (n = 2301). The latent process {z;} is simulated using 6 taken from Table
4.1 (population parameter values) with initial conditions: x%l] = 0.0816, :c([)m = 0, x%g] = 0,
23 = 0.02, 21 = 0. Its marginal (p(x;|z;_1,0)) moments are provided by the 2MA algorithm
presented in Chapter 2. The noisy observations y are given by (xgu—i—:v?])—l—ei, e ~N(0,¢ =1),
i=1,...,n (Figure 5.8).
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Figure 5.9 EP-BP approximation to the mean and variance of the conditional distributions
p(xily, 0) (during treatment phase). Differentiated cells (topleft): EP-BP approximated mean (solid
line in sky blue), 95% Confidence Interval (CI) for EP-BP mean (dashed line in sky blue), simulated
stochastic process 2!l (dotted line in darkblue); Dedifferentiated cells (topright): EP-BP mean (solid
line in deep pink), 95% CI (dashed line in deep pink), simulated process z[? (dotted line in darkred);
T cells (bottomleft): EP-BP mean (solid line in aquamarine), 95% CI (dashed line in aquamarine),
simulated process z[3 (dotted line in darkgreen); and TNF, (bottomright): EP-BP mean (solid
line in bisque), 95% CI (dashed line in bisque), simulated process z!¥ (dotted line in chocolate).
fio = (z}4r,0,0,0)7, ﬁ[% = d7o (ACT therapy using d7o = 0.02); (igm}) = (bym(70)), [,m €
{1, 2, 3, 4}. Simulation of {z;} using # taken from Table 4.1 (population parameter values).
Initial conditions: z( = 0.0816, zf’ = 0, 25" = 0 (wfy = 0.02 ), 25’ = 0. ¢ € [70,£p = 300],
A; = 0.1, n = 2301.
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We note that the approximated moments of the conditional distributions p(x;|y, 8) (given
by the messages approximated by EP-BP) follow the general trends of the cell populations
involved in ACT therapy, and highlight a symmetric approximation distribution (gaussian)
with a large variance, mainly for the T cells and cytokines T'N F,, (which dynamics start with
the treatment at ¢ = 70). About estimation, we are facing numerical problems that hinder
the parameter estimation (in progress). As with the two previous HMMs, this estimation
is also based on the maximization (through a gradient descent algorithm) of the EP-BP
approximated log-likelihood of this melanoma model. We further discuss these problems and

the possible solutions in the next section.

5.6 Discussion and Perspectives

In summary, we propose in this Chapter 5 a methodology, based on the Expectation Propaga-
tion and the Belief Propagation algorithms, for approximating, from noisy observations of a
single individual, the likelihood p(y|€) of different Hidden Markov Models. We especially focus
on the diffusion model of melanoma, defined by a nonlinear and high dimensional stochastic
differential equation. We provide for such HMMs, an alternative to the intractability of the
moments of the latent process, that consists in approximating these moments by the 2MA
method. Furthermore, for the AR(1) and the Ornstein Uhlenbeck latent models, we propose
an estimation of the parameters of the model. This estimation method is a hybrid approach in
which the approximation of the likelihood p(y|@) is computed by the EP-BP algorithm, then
an estimation of the parameter 6 is computed by maximizing the approximated likelihood
through a gradient descent algorithm (maximum likelihood estimation). The application of

this estimation strategy to the SDE of the melanoma is a job in process.

AR(1) process

In order to better specify the key steps of the EP-BP algorithm, we first apply it to a
simple latent model having as stochastic latent process the one-dimensional auto-regressive
AR(1) process. This first application allows us to appreciate the (satisfactory) quality of
the approximations of the moments of the conditional distributions p(z;|y, ) after only a
few iterations of the EP algorithm (about 5). Note that these conditional distributions are
proportional to the product of the forward and backward messages which approximations
serve to approximate the likelihood p(y|f).

Furthermore, from 100 datasets made from 100 different realizations of the hidden process,
we estimate the parameter 6 = (61,0,<) of the AR(1) latent model. Overall, the modes of
the estimates are close to the true values of the parameters, except for ¢, the variance of
noisy observations, due to an identifiability problem. Without much focus on this point, we
consider that the initialization of the latent AR(1) process far from its stationary density, can

positively impact the identification of this parameter ¢, and lead to an overall improvement in
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the estimation results. These points can be further elaborated in the short term perspectives
of the thesis.

Ornstein Uhlenbeck process

Since the melanoma stochastic differential equation has no analytical solution (Section 5.5.1),
we consider as an alternative its approximated solution with an Euler-Maruyama scheme. In
order to evaluate the impact of such an Euler approximation on the EP-BP approximation
results, we decide to first test this alternative on the Ornstein Uhlenbeck process defined
by a SDE with known analytical solution. Thus, we compare the results provided by EP-
BP method in two HMMs having as latent stochastic processes, respectively the analytical
solution and the Euler approximated solution of the SDE of the Ornstein Uhlenbeck process.

We find that the approximations of the moments of the conditional distributions p(z;|y, 0),
from the analytical solution and the Euler approximated solution of the SDE, overlap. We
made a similar observation for parameter estimation: the estimates on 100 datasets with
the exact solution are very similar to those provided by the Euler approximated solution.
However, we note that similarly to the latent AR(1) process, the variance of noisy observations
¢ is still not well estimated for any of the analytical or Euler approximated solution of the
SDE. The possible reasons and solutions to these problems remain mainly the same as those
mentioned above for the AR(1) process. Further exploration of these points is therefore also

part of the short term perspectives of the thesis.

Melanoma Stochastic Differential equation

In the case of the latent melanoma SDE, we focus on the treatment phase (¢ € [70,tr = 300])
where all the cell populations evolve. The approximations of the moments of the conditional
distributions p(z;|y, @) are given by the approximated messages provided by EP-BP as for
the two previous HMMs. These moments (mean and variance) follow the general trends of
the cell populations involved in ACT therapy, and highlight the use of the gaussian density
as the EP approximate distribution with a large variance for the T cells and cytokines
TNF, which dynamics start with the beginning of the immunotherapy treatment at ¢t =
70. The parameter estimation, based on the maximization of the approximated likelihood
(given by approximated messages), is hampered by numerical problems occurring in the
gradient descent algorithm used for the optimization. First of all, we note in the message
approximation by EP-BP the use of the 2MA algorithm for moment approximation, beyond
the calculations performed for the AR(1) and the Ornstein Uhlenbeck processes. It should be
noted that these additional calculations increase the complexity of the estimation algorithm
(EP-BP + maximum likelihood estimation) and accentuate the numerical problems hindering
the correct execution of the algorithm.

The main numerical problem encountered in the parameter estimation in the SDE of the

melanoma is the impossibility of the optimization algorithm to progress during the likelihood
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maximization. Indeed, after a few iterations of the gradient descent algorithm (starting from
the values of the population parameters provided in Table 4.1, § € R'?), we encounter a
matrix singularity problem. This problem leads, in the EP-BP algorithm, to the calculation
phase of the canonical parameters of the hybrid distribution h;(x;_1, z;, y;, ). These canonical
parameters require the moments of the marginals p(x;|z;_1,0) that we approximate by the
2MA algorithm (Chapter 2). The matrix inversions performed at this step (to pass from the
moment form of the approximate distribution to the corresponding canonical form) lead,
after iterations of the optimization algorithm, to the aforementioned numerical problems.
This happens when the matrix to be inverted contains values of very different sizes. In order

to solve these problems, we first focus on the moment approximation algorithm 2MA.

Choice of the normal distribution as approximation distribution.

We note that the choice to approach the moment of marginals p(x;|z;_1,0) in ¢;(z;_1, x;, yi, 0)
by a Gaussian distribution through the 2MA algorithm, results in backward message’s pa-
rameters 3; = 0 (equation (5.83)). This leads to the numerical convergence of the EP-BP
algorithm in one iteration during the likelihood approximation, meaning that the EP-BP has
no smoothing pass after the filtering pass performed by the non-zero approximated forward
messages (@; > 0) [44]. Indeed, the 2MA method implicitly keeps in the forward messages
all the information that should be contained in the backward messages (through the mo-
ment approximation equations (2.30) and (2.31)). That is highlighted by the integration
of hi(z;_1,x;,y;,0) to deduce the new belief states ¢;_1(z;_1) and ¢;(x;). Unlike the AR(1)
and Ornstein Uhlenbeck processes, we no longer find in h;(x;_1,x;,y;,0) terms in z;_qx;
that would have led (after a non-trivial integration) to @; > and B; > 0. Indeed, the 2MA
method implicitly includes these terms (in z;_jz;) in the forward messages. Thus, we focus
on the motivation of the choice of the 2MA algorithm (a gaussian approximation method)
for the moment approximation in the EP-BP algorithm since this method clearly changes
the moment-matching step.

As already explained in Section 5.5.2, given the large dimension and the nonlinearity of the
drift and diffusion terms of SDE of the melanoma , the moments of the marginals p(z;|z;_1, 0)
have no closed equations which can be solved analytically. It was therefore impossible for us
to project/express h;(x;_1,x;, y;, 0) in terms of canonical parameters and sufficient statistics
of a given distribution in the exponential family as we did for the Ornstein Uhlenbeck and
AR(1) processes. We therefore decide to use a moment approximation method. Since the
conditional observations p(y;|x;, ) is already gaussian, we opt for a normal distribution in
order to approximate the full potentials ¥;(z;_1, z;, yi,0) = p(yi|x;, 0)p(zi|z;_1,0). However,
we note that in the modeling of melanoma immunotherapy, the values xy] of the rescaled
process {xz;}, for all « > 0 and [ € {1, 2, 3, 4} are positive (xy} > 0). It is therefore
not natural to choose the normal distribution as the approximation distribution since the

normal distribution also covers negative values. Another distribution (from the exponential
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family) defined on a positive support should therefore be considered. In our case, the log-
normal distribution appears to be a good candidate compared to other distributions in the
exponential family with a positive support. For example, the Gamma distribution can be
used in the modeling of the dynamics of cell population, but it is generally discarded in
the multidimensional analyzes since it poorly models the interactions between components.
However, the choice of the log-normal distribution as approximation distribution for the
marginals p(z;|z;_1,6) in the EP-BP algorithm leads to an unknown conditional distribution
p(y|z,0) which does not belong at all to the exponential family. Indeed, the conditional law
of y is given in this case by a sum of log-normal distributions. For this reason, we decide
to keep the Gaussian distribution as the approximation distribution and look at it on the
positive part of its support.

We have considered other solutions in order to improve the approximation of the marginal
moments of p(z;|x;_1,0) and thus, to improve the approximated likelihood used in the gradi-

U

)

[ € {1,2,3,4}, the other terms 2™ m # 1 at their mean ™ (provided by the 2MA method).

7

ent descent algorithm. Thus, we have considered the alternative of setting, for each term x

However, some straightforward calculations make it possible to show that beyond the large
dimensionality problem treated in some way by this approach, the problem of nonlinearity
of the diffusion term of SDE of the melanoma remains the other main obstacle. Another
possibility was to consider a more accessible covariance term (in terms of calculation in the
EP algorithm) than the current nonlinear term, for example, constant diffusion coefficients.
However, even if this simplified framework may eventually lead to a better understanding of
the numerical problems currently encountered, a constant diffusion term is poorly suited for
modeling biological systems as complex as the dynamics of melanoma under immunotherapy.

In addition to the previous points, the improvement of the initialization of the EP-BP
estimation algorithm (initialization of § € R'? in the gradient descent algorithm) must be fur-
ther explored in order to fix the current numerical problems in this ongoing project. Indeed,
similar problems (matrix singularity) had been encountered when estimating the parameters
of the melanoma’s ODE with the SAEM algorithm Chapter 4. These problems were mainly
solved by working on the parameter initialization. Furthermore, another interesting perspec-
tive for estimating parameters could be to develop maximization algorithms based on the
approximation of the joint distribution p(z, y|@) rather than directly on that of the likelihood
p(y|@), in the spirit of the EM algorithm which maximizes an auxiliary quantity ensuring the

growth of the likelihood at each iteration.

Continuous solution of an SDE estimated from discrete time observations.

Beyond the resolution of the numerical problems, another perspective for this second project
of the thesis may be the extension of the EP-BP method in order to better adapt it to
the continuous latent process {z;:} defined by a SDE. Indeed, we currently assume that the

discrete time observations of the latent process {z;} "are sufficiently close to each other”.
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However, it is very difficult at the moment to have in the experience of the melanoma’s ACT
therapy, discrete observations at a frequency above a given threshold (currently two days).
As an alternative, it may still be possible to consider, in future works, additional artificial
discrete times in order to better satisfy the hypothesis of closeness, and to adapt the inference
method accordingly. Furthermore, it can still be methodologically interesting to extend our
EP-BP method by assuming observations on continuous time intervals (in addition to the
discrete time observations) and consequently, by defining a negative log-likelihood function

for these observations as in Cseke et al. [23].

General view on our EP-BP algorithm for likelihood approximation in complex
Hidden Markov Models

Through the calculations done for, respectively the AR(1), the Ornstein Uhlenbeck and the
melanoma diffusion latent models, we are able to note that the implementation of the EP-BP
algorithm may require long theoretical calculations which are specific to each problem. For
complex HMMs with high dimensional and nonlinear latent processes, our EP-BP algorithm
requires a moment approximation method which increases the complexity of our algorithm.
Thus, although the EP algorithm is reputed to be a powerful algorithm which provides a
good compromise between speed and accuracy, it can be interesting for such complex HMMs
to compare our EP-BP algorithm to MCMC integration-based algorithms reputed to be
expensive in computing time. Indeed, as already reported for other EP algorithms, the long
time required for the different calculations of our EP-BP algorithm, plus its relatively short
execution time, may be longer than the relatively short time needed to build, for the same
problem, a MCMC-based algorithm, plus the relatively long execution time of this MCMC

algorithm to provide small errors.
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Chapitre 6

Conclusion Générale

6.1 Conclusion

La résistance au traitement est un probleme majeur dans I'immunothérapie du cancer (et dans
les autres formes de traitement de ces maladies). Une bonne compréhension des mécanismes
de cette résistance est alors cruciale pour I'amélioration des soins contre ce fléau. L’estimation
des parametres du modele stochastique d’'immunothérapie du mélanome introduit par Baar
et al. [6], a partir des données biologiques réelles de Landsberg et al. [55] s’inscrit dans cet
objectif. En effet, les parametres estimés a partir des données réelles de taille tumorale dans
le Chapitre 4 conduisent a un modele mathématique de dynamique du mélanome qui nous
permet d’envisager d’autres études quantitatives plus poussées. Il est ainsi possible de simuler
des phénomenes stochastiques réalistes survenant au cours du traitement du mélanome par
transfert adoptif de cellules (comme I’épuisement des cellules T), et de mettre en évidence
I'existence d’ensembles de parametres biologiques conduisant a chacun des types de rechutes
identifiés par les auteurs de [6]. Nous avons également estimé quantitativement la probabilité
de rechute du cancer due a I’épuisement des cellules T, ce qui est un moyen d’évaluer la
qualité du traitement. De plus, les parametres estimés a partir de données biologiques nous
ont permis de confirmer des conjectures importantes (présentées dans le Chapitre 4) formulées
par les biologistes. Premierement, la conjecture de Landsberg et al. [55] portant sur la relation
de supériorité du taux de switch s, induit par les cytokines par rapport au taux dﬁ de mort
(due a la thérapie ACT) des cellules de mélanome différenciées; deuxiémement, celle de
Rogava [1] sur le faible bénéfice de 'augmentation de la dose de traitement lorsque la taille
de la tumeur dépasse un certain seuil au début du traitement. Toujours avec les parametres
estimés dans le Chapitre 4, nous avons proposé un plan d’optimisation du protocole de
traitement ACT. Cela nous a permis de fournir des doses de traitement optimales et un
temps de retraitement minimisant la probabilité de rechute due a I’épuisement des cellules T
(pour différentes combinaisons de valeurs des quantiles des parametres estimés).

Le temps de calcul trop élevé requis par le modele stochastique individu-centré et les

limites de son approximation déterministe dans la modélisation d’évenements aléatoires im-
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portants de 'immunothérapie du mélanome ont motivé 1’établissement d’une approximation
stochastique de diffusion pour ce modele. Cette approximation diffusion a motivé le dévelop-
pement d'une méthodologie d’estimation de parametres pour des modeles de Markov cachés
dans le Chapitre 5. Nous avons ainsi proposé, pour les processus markoviens observés avec
du bruit gaussien, une méthode basée sur I'approximation de la vraisemblance du modele
a l'aide d'une variante de ’algorithme Expectation Propagation approchant un algorithme
Belief Propagation (servant a factoriser la vraisemblance). La maximisation de cette approxi-
mation de la vraisemblance a ’aide d’un algorithme de descente de gradient nous fournit un
estimateur par maximum de vraisemblance. L’application de cette méthodologie a ’exemple
simple du processus AR(1) latent a permis de décrire plus facilement les étapes clés de la
méthode proposée dans un cadre pratique. L’application sur le processus d’Ornstein Uhlen-
beck a permis de comparer et de valider I’approximation d’Euler de la solution de ’'EDS du
processus latent comme alternative a la solution analytique de 'EDS qui n’est pas toujours
accessible (comme dans le cas de 'approximation diffusion du modeéle de mélanome). Ainsi,
la combinaison que nous avons faite de la méthode EP-BP (inspirée de Heskes et al. [44]) avec
un algorithme d’approximation de moment (comme dans Cseke et al. [23]), une procédure
d’approximation de la vraisemblance (basée sur Seeger [90]) et un algorithme de descente de
gradient, a constitué une nouvelle méthodologie pour aborder le probleme d’estimation des
parametres de modeles de Markov cachés complexes. En outre, cette these donne lieu a des
discussions et différentes perspectives pour chacun des deux principaux projets composant

la these.
6.2 Perspectives

Apres I'estimation des parametres dans la limite déterministe du modele de mélanome, et
I'optimisation du traitement a partir de ce modele, des perspectives ont été évoquées pour
la suite de la these a la fin du Chapitre 4.

Perspectives concernant le modele mathématique et ’estimation dans ’approxi-
mation déterministe (Chapitre 4)

L’une des principales perspectives évoquées porte sur la prise en compte des rechutes dues aux
cellules de mélanome dédifférenciées (non tuées par les cellules T). Cela passe principalement
par des modifications du protocole expérimental/médical donnant lieu a des modifications
correspondantes dans le modele mathématique. Il s’agit notamment de I'introduction d’un
autre type de cellules T pouvant cibler et détruire les cellules de mélanome dédifférenciées.
Ou encore, du controle (la minimisation), a travers le protocole médical, des changements de
phénotype des cellules de mélanome (différenciées vers dédifférenciées) dis a l'inflammation
causée par la thérapie ACT. Cela permettrait de réduire au maximum (voire annuler) le
taux s, dans le modele mathématique de mélanome correspondant. En effet, si le taux sy est

bien controlé dans la thérapie (conduisant a un nombre de cellules dédifférenciées finalement
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égal a zéro ou suffisamment bas), alors le probleme de la guérison compléte dans la thérapie
ACT se résumera au controle de I’épuisement des cellules T comme nous le faisons dans
cette these. Ainsi, notre travail de controle de I'épuisement des cellules T représente un
outil potentiellement utile dans la modélisation mathématique de nouveaux protocoles de

traitement du cancer par ACT thérapie.

Perspectives sur I’estimation dans I’approximation stochastique (Chapitre 5)

Une autre importante perspective évoquée a la fin du Chapitre 4 portait sur la recherche d’une
alternative (au modele déterministe) pour la simulation directe d’événements stochastiques
en un temps de calcul beaucoup plus raisonnable que pour un modele individu centré. Cette
perspective a conduit a l’algorithme d’estimation pour des modeles de Markov cachés, basé
sur les algorithmes Expectation Propagation et Belief Propagation. Ce second projet, bien
avancé et qui a encore des points a améliorer, ouvre beaucoup de perpectives a explorer et
des points a approfondir au dela de cette these.

Le premier point a explorer est sans doute d’arriver a une application numérique effective
de l'algorithme d’estimation EP-BP dans le cas du modele stochastique de diffusion du
mélanome (multidimensionnel avec des termes de dérive et de diffusion non linéaires). En
effet, nous rencontrons des problemes numériques (singularité matricielle) dans la phase de
la maximisation de la vraisemblance approchée par 'algorithme EP-BP. Cela constitue un
obstacle a I'obtention d'une estimation des parametres du modele. Les pistes envisagées pour
résoudre ces problemes consistent principalement a améliorer 'initialisation de I'algorithme
d’optimisation, au dela des réflexions menées sur le choix de la distribution d’approximation
dans EP-BP. En effet, des problemes numériques similaires (singularité matricielle) avaient
été rencontrés lors de 'estimation des parametres de I’approximation déterministe du modele
de mélanome avec ’algorithme SAEM implémenté dans le logiciel MONOLIX. Ces problemes
avaient été principalement résolus en travaillant sur I'initialisation des parametres du modele.
Une autre perspective intéressante pour l'estimation des parametres pourrait consister a
développer des algorithmes de maximisation basés sur ’approximation de la distribution
jointe p(x,y|d) (plutdt que directement sur celle de la vraisemblance p(y|#)), dans le méme
état d’esprit que l'algorithme EM qui maximise une quantité auxiliaire assurant la croissance
de la vraisemblance a chaque itération.

Une autre perspective importante pour ce second projet porte sur ’extension des calculs
de la méthode EP et de I'estimation des parametres aux modeles stochastiques latents défi-
nis par équation différentielle stochastique avec des parametres aléatoires. Cela permettrait
d’estimer les parametres de 'approximation diffusion du modele de mélanome, notamment
a partir des données longitudinales de taille tumorale de Landsberg et al. [55], et éventuelle-
ment, de comparer ces estimations aux parametres estimés dans I’approximation déterministe
du modele de mélanome a partir des mémes données longitudinales. On note ainsi qu’une

fois les parametres estimés dans 'approximation diffusion du modele de mélanome a I’aide
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de l'algorithme EP, ils peuvent mener aux mémes analyses quantitatives que celles réalisées
avec les parametres estimés a partir de 'approximation déterministe du modele de méla-
nome. Ils auront cependant le mérite de provenir d’une approximation stochastique (incluant
un aspect aléatoire). De plus, les simulations de I’épuisement des cellules T et 'optimisation
des parametres du modele peuvent directement se faire depuis ’approximation diffusion en
offrant un cotuit de calcul plus supportable que le modele stochastique individu-centré. La
comparaison des trois approches est une perspective intéressante.

Comme déja évoqué dans les Chapitres 3 et 5, nous supposons dans cette these que les
processus latents définis par équation différentielle stochastique sont observés a des instants
discrets. Bien que cette hypothese soit plus réaliste dans la plupart des systemes physiques
comparée a ’hypothese d’observations sur intervalles de temps continus, ces observations a
des instants discrets doivent étre suffisamment rapprochés dans le temps pour que les calculs
effectués soient précis. Au dela de 'alternative consistant a considérer des instants d’obser-
vation artificiels supplémentaires (voir fin du Chapitre 5), une perspective intéressante sur
le plan méthodologique peut consister a étendre notre méthode d’approximation pour EDS
latents, aux observations sur intervalles de temps continus. Cela nécessiterait, notamment de
définir une fonction de log-vraisemblance négative pour ces observations comme dans Cseke
et al. [23].

A la fin du Chapitre 5, nous indiquons que, malgré sa réputation d’étre rapide et pré-
cis, le développement méthodologique et algorithmique d’un algorithme EP peut demander
beaucoup de temps en plus du temps de calcul requis par 'algorithme (qui peut étre non
négligeable en fonction de la complexité du probleme traité). Ainsi, il peut étre intéressant
de comparer ces temps a l'ensemble du temps de développement et de calcul requis par un
algorithme MCMC (pouvant fournir une tres bonne précision moyennant un coup de calcul
plus élevé). Une telle comparaison sur I'approximation diffusion du modele de mélanome
constitue une autre perspective pour la these.

Ainsi, cette these ouvre différentes pistes de recherche que nous estimons intéressantes et

exploitables dans le cadre d’autres projets de recherche.
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Annexe A

Parameter estimation using SAEM in

melanoma ODE

Note that the code used to simulate the stochastic dynamics has been written in C++ and

ran under the software R [75] through the package Repp [31].

urs Hy H,y Decision
AIC = 983.21 AIC = 1115.28

Ns, -2LL = 939.21 -2LL = 1069.28 H, (p-value > 0.5)

7

BIC = 1003.99  BIC =1137.00

Table A.1 Likelihood ratio test (significance level at 0.05). Hy : n,, = 0, Hy : 1, # 0,
Wlth T]Pi € {T]TJWZ. 9 T]TDZ- 9 ,r]bT,L- ) nlA,L- ) ndgg;] ) ndT,L- ) ndAi ) nSAi ) nS]\,{Di ) nSD]\jpi 5 nn}”()i } LL Stands fOl“ model
log-Likelihood.
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np;  Ho Hy Decision

AIC = 982.61 AIC = 983.21
by, -2LL = 940.61 (14.10) -2LL = 939.21 (11.56) H, (p-value = 0.1186)
BIC = 1002.44 BIC = 1003.99

Table A.2 Likelihood ratio test (significance level at 0.05). Hy : {ns, = 0,7, = 0}, H; :
{/’75.47; = 07 Ure 7£ O}, with Np; c {T]TMi P 777’1)1. ) ani 3 77lAZ. ) ndga;] ) T}dTi ; ndAi ) T}SMDi ) 775DMPZ, P nnMOi } (1n

brackets, the number of constraints imposed by the hyplothesis). LL stands for model log-
Likelihood.

p; Hy Hy Decision
-2LL = 935.56 -2LL = 940.61 H, (p-value > 0.5)

nsD}\/Ipi

Table A.3 Likelihood ratio test (significance level at 0.05). Ho : {ms, =
0, ani = 07 Moy = 0}7 Hy {775,41. = 07 ani = 07 U 7& 0}7 with Np;, €
{Mra, s M, » Mgy M) N> N, Msarp, s Mspany, » Mg, }. LL stands for model log-Likelihood.

A

un Hy Hy Decision
-2LL =893.89 -2LL = 935.56 H, (p-value > 0.5)

Nsmp,

Table A.4 Likelihood ratio test (significance level at 0.05). Ho : {ns, = 0,m, =
Oansm\@i = 0,m,, = 0}, Hy : {nSAi = Oaani = O’TISDl\lpi = 0,1y, # 0}, with Npi €
{ear, s e, s M, s My s Ny s Nda, > Nsrp, » g, - LI stands for model log-Likelihood.

T T T M, T 7 7 o

i

MNp; Hy H, Decision
n,7) -2LL = 933.99 2LL = 893.89 H; (p—Value < 10_4)
M,

%

My -2LL =1005.75 -2LL = 893.89 H; (p-value < 1074

i

Nd 4 -2LL = ImpEstLl  -2LL = 893.89

iy, ~-2LL =1026.50 -2LL = 893.89
My, -2LL =1047.92  -2LL = 893.89
m,  -2LL =1086.27 -2LL = 803.89

My, -2LL = 92552 -2LL = 893.89

1 (p-value < 1074

1 (p-value < 1074

1 (p-value < 107%

Hy (
Hy (
Hy (
Hy (

1 (p-value < 1074

Table A.5 Likelihood ratio test (significance level at 0.05). Ho : {ns, = 0,1, = 0,75, =

07775MD2~ = 0,n,, = 0}, H : {USA,. = O’ani = O’nle\/Ipi = 077731\/1Di = 0,n,, # 0}, with
Noi € Mrag s Mrp s Ma s Myt)s N, » N, T, }. LL stands for model log-Likelihood, and ImpEstL
[3 [3 7 M. 7 3 [3

= Impossible to Estimate the log-Likelihood.
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p H, H; p-value
M -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 1265.34 (2.31) 1

D -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 1058.13 (3.63) 1
syp -2LL = 893.89 (2.25) -2LL =

spy, -2LL =893.89 (2.25) -2LL =917.19 (3.27) 1
ny, -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 1274.16 (0.86) 1

br -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 929.62 (3.21) 1

dp -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 967.47 (1.07) 1

dE?} -2LL = 893.89 (2.25) -2LL =ImpEstL

SA -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 1011.75 (1.91) 1

da -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 1161.16 (4.31) 1
lfflmd -2LL = 893.89 (2.25) -2LL = 893.53 (1.88)  0.836

Table A.6 Test between fixed effects p € {rM,rD,sMD,sDMp,nMO,bT,dT,dE\?,SA,dA,lzmd} and
categorical covariate G = { ACT*, ACT+Re, CTRL}. Hy : p is not function of covariate G, H; :
p is function of covariate G (in brackets, the number of constraints imposed by the hypothesis). LL
stands for model log-Likelihood, and ImpEstL. = Impossible to Estimate the log-Likelihood.

15
15
1 * 10
° 10 Vs
e + e
A+ +7 A +
5 * b 5 +
5 A + s + s
0 50 100 0 20 40 60 80 100 0 50 100 0 20 40 60 80 100
5 6 7 8
15
2
20
20
10
4
£ 1 15 s
4
s 10 *
A 10 *
5 W ar ruf*" * s Wﬁ
i 5 et 5 o
p—
t 0= + 0
0 50 100 0 100 200 300 0 50 100 150 200 250 100 200 300
9 10 11 12
15 15 15
k 10 f 10 / 10 *
i # &
_H f +
’ ‘ ° A & s F 5 it o
—— P — P— Sevesd”
# bbbkt * b K

0 50 100 150 200 250

00—t
0 50 100 150 200 250

0 50 100 150 200 250

0 —t
0 50 100 150 200 250
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Top-figures : dr = qq5(dr;) ; Middle-figures : dr = qs¢(dr;) ; Bottom-figures : dr = qy5(dr;). Left-
figures : 54 = q25(l%ri°d); Middle-figures : (5% = q50(l%°d); Right-figures : (5% = q75(l5‘1;°d). In
each sub-figure : nas, = dgs(nas, ) (solid curve in cyan) ; nag, = dso(nas,,) (dashed curve in purple) ;
na, = drs(nag,) (dotted curve in yellow). The vertical solid, dashed and dotted lines indicate the

. t .
optimal dose do * for a given npy,.
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Figure A.7 T cell minimum according to treatment dose d7g in ACT group for dE\E] = Qx50 (dga)

Top-figures : dr = qq5(dr,) ; Middle-figures : dr = q5¢(dr;,) ; Bottom-figures : dr = qy5(dr;). Left-
figures : lzmd = q25(lzz0d); Middle-figures : lzmd = q50(liz0d); Right-figures : lzmd = q75(liiod).ln
each sub-figure : nag, = qgs(nag, ) (solid curve in cyan) ; nar, = dsg(nag, ) (dashed curve in purple) ;
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q25(d%) s dr = qos(dry); limd = q25(liri°d) ; nMy = das(nag,). From top to bottom and
from left to right : d7p = 0.005, 0.012, 0.019, 0.026, 0.033, 0.040. In each subfigure : one
curve for one value of tge € {(130,solid in black), (142,dashed in red), (154, dotted in green),
(166, dotdashed in blue), (178, longdashed in cyan), (190, twodashed in purple)}. Vertical lines indi-
cate d(j%it for the corresponding ¢ g.. Values of drg, dg. and t g, maximizing g among the six subfigures
constitute the optimal treatment parameters. Here : d?gt** = 0.04,dp> = 0,12 = 130.
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Figure A.10 T cell minimum according to treatment parameters in ACTRE group for dE\Z] =

%5(%\2) D dr = agldn); I = Q75(ZXOd) ; nMy = dgs(nag,). From top to bottom and
from left to right : d7g = 0.005, 0.012, 0.019, 0.026, 0.033, 0.040. In each subfigure : one
curve for one value of tre € {(130,solid in black), (142,dashed in red), (154, dotted in green),
(166, dotdashed in blue), (178, longdashed in cyan), (190, twodashed in purple)}. Vertical lines indi-
cate d%)et for the corresponding t p.. Values of d7g, dg. and t g, maximizing g among the six subfigures

constitute the optimal treatment parameters. Here : d?gt** = 0.04, d?g = 0.033, tOR%t = 130.
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Figure A.11 T cell minimum according to treatment dose d7o in ACT group for di = q5(dg\§1).
Top-figures : dr = q5(dr,); Middle-figures : dr = q5o(dr;) ; Bottom-figures : dr = qqgs(dr;). Left-
figures : [57° = q5(l320d); Middle-figures : [57° = q50(l§fi°d); Right-figures : 154 = q95(l5£0d).1n
each sub-figure : naz, = qs(na,,) (solid curve in cyan) ; nag, = dso(nag,, ) (dashed curve in purple);
na, = dgs(nar,) (dotted curve in yellow). The vertical solid, dashed and dotted lines indicate the

. t .
optimal dose d?g * for a given npy,.
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Figure A.12 T cell minimum according to treatment dose d7o in ACT group for dg\? = x50 (d%)
Top-figures : dr = q5(dr,); Middle-figures : dr = q5q(dr;) ; Bottom-figures : dr = qqgs(dr;). Left-
figures : [57° = q5(lzri°d); Middle-figures : [57° = q50(l%°d); Right-figures : (54 = q95(l%_°d).ln
each sub-figure : na, = qs(nas,,) (solid curve in cyan) ; nag, = dso(nag,, ) (dashed curve in purple) ;
na, = dgs (N, ) (dotted curve in yellow). The vertical solid, dashed and dotted lines indicate the

. t .
optimal dose do * for a given npy,.
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Figure A.13 T cell minimum according to treatment dose drg in ACT group for d = dos (dga)

Top-figures : dr = qs5(dr,); Middle-figures : dr = q5o(dr;) ; Bottom-figures : dr = qqg5(dr;). Left-
figures : lzmd = q5(lzri°d); Middle-figures : limd = q50(l%°d); Right-figures : limd = q95(15120d).1n
each sub-figure : nar, = qs5(na,, ) (solid curve in cyan); nas, = dso(nas,) (dashed curve in purple) ;
na, = dgs(nar,) (dotted curve in yellow). The vertical solid, dashed and dotted lines indicate the

. t .
optimal dose d?g * for a given nyy,.
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Figure A.14 T cell minimum according to treatment parameters in ACTRE group for
dy) = a5(di)); dr = agsdr); 0 = ags(15°")5 nas, = as(nar, ). From top to bottom
and from left to right : d7g = 0.005, 0.012, 0.019, 0.026, 0.033, 0.040. In each subfigure :
one curve for one value of tge € {(130,solid in black), (142, dashed in red), (154, dotted in green),
(166, dotdashed in blue), (178, longdashed in cyan), (190, twodashed in purple)}. Vertical lines indi-
cate d%it for the corresponding tge. d7g, dgre and tg. maximizing g among the six subfigures consti-

tute the optimal treatment parameters. Here : d%’t** = 0.019, dp>" = 0.04, 172" = 142.
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Figure A.15 T cell minimum according to treatment parameters in ACTRE group for dg\? =

as(dy)s dr = ags(dr); Y = ags(5°Y); mar, = dgs(nag,). From top to bottom and
from left to right : d7g = 0.005, 0.012, 0.019, 0.026, 0.033, 0.040. In each subfigure : one
curve for one value of tge € {(130,solid in black), (142,dashed in red), (154, dotted in green),
(166, dotdashed in blue), (178, longdashed in cyan), (190, twodashed in purple)}. Vertical lines indi-
cate d%pet for the corresponding tg.. d7g, dgre and tg. maximizing g among the six subfigures consti-
tute the optimal treatment parameters. Here : d?gt** = 0.04, d;f;t = 0.012, tORI;t = 142.
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Figure A.16 Tumor size along time using quantiles q,(p;), o« € {5,50,95}, p €

{dg\j/;}ly dTia lizod’nMOi}' d70 = dmaXa dT = QQS(dTi)a lfé)lmd = q95(lzriOd)‘ TOp : dE\E] = q5(dg\§]z) ; Middle :

dg\:;] = Qs (dg\?z) ; Bottom : dg\? = Qo5 (dﬂ) For each subfigure, we observe from the slowest dynamic

(the lowest) to the fastest (the highest) the tumor size dynamic for na, = qs(nas,) in solid line
(black), nasy = dso(na, ) in dashed line (red), nag, = dgs(nag, ) in dotted line (green). The vertical
line (orange) at ¢t = 70 indicates the beginning of treatment.
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Figure A.17 T cell (solid line in green) and differentiated melanoma cell (dotted line in blue)
along time for different doses in ACT group. dga] = q50(dg\7/g), dr = qgs(dr,), 150 = q50(liri0d),
nap, = dso(nag, ). Vertical line at ¢ = 70 (in gray) indicates the beginning of therapy, the vertical
line at ¢ > 70 (1Zn red) indicates the value of g(dro).
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Annexe B

Expectation Propagation for Hidden
Markov Models

B.1 The stochastic Markov Jump Process for melanoma immuno-
therapy

B.1.1 Time evolution equation for the moments from Master Equation

The time evolution equation for the moment is given from the Master Equation by [88] :

ST 0tP(Xe tINg) x X[ x [

OHE[]
[e'S) R R
= Z Xt[l] le][ZgT(Xt_S’me/)P(Xt _S.Tat) _ZgT(Xtve/)P(XtaﬁlNO)}
Xf[l],»---,Xt[m]:O r=1 r=1
R o

=3 > X" g (X~ 8.,0)P(Xe — S, t)

S 03 x X X g (X, 0)P(Xe, tNo)

&
(after a change of variable for the term ZX  xlml_g Xtm .. .Xt[m} X gr(Xe — S, 0)P(Xt — S, t))
R e’}
atEX L xMING =3 N (xS (X S ) (X, 0)P( X, i No)
r=1xll xlml_g
R 0o :
>0 > XXM g (X0, 0 P(Xy, 1| Np)
r=1x[  x[m_g
R
otE[X)" XM ING) = SR 4 S0 (X 4 S ) X (X, 0 ZE x XM g (X, 00)]
r=1

(B.1)

165



B.2 Moment and Exponential forms for Gaussian distribution

Any distribution P(z) that can be expressed under a special form (referred as exponential
or natural or canonical form) is considered to belong to the exponential family [89, 90, 104].

One popular version of this special form is given by :
Pla.6) = exp{€70(a) ~ 2O}, ©(6) =log [exp{o(a)fda  (B2)

where £ represents the natural or canonical parameter, ¢(x) the sufficient statistics and ®(¢)
the log-partition function. The exponential family includes many of the most common distri-
butions like Gaussian distribution, Exponential distribution, Binomial distribution, Poisson
distribution, log-normal distribution, Gamma distribution, etc. We present below the trans-
formation from moment form to exponential form for a d-dimensional Gaussian distribution

N (x; u, ) with mean p and covariance matrix X written in moment form as

— 1 1 Ty -1
N(m;MaE)ZWWGXP{—Q(Sﬁ—M) b (5U—H)}- (B.3)

We note M = (u, 2)” the moment parameter. We rewrite (B.3) as

1 1 1
Nz, ¥) = m exp { — §$T2_1$ + oty — QMTZ_IM}
T
o (B.4)
P —§,uZ a I pea Ty—1
= (271-)d/2 5 exp{ — §x Y+ X ,u}.
Then, by setting A = 37! and v = X7y, we rewrite (B.4) as
L ora-
exp{ ——v'A 1/} 1
Ne(z;v, A) = : )d/g el exp{ - §xTAx + xTV} (B.5)
2m A~

The equation (B.5) corresponds to an exponential form of the Gaussian distribution (B.3)
9, 89, 104]. Indeed, its representation in terms of canonical parameters &, sufficient statistics

¢(r) and log-partition function ®(£) as in (B.2) is given by
Nilw:) = exp {7 6(a) - 2O}, @) =log [exp{To(a)}da (B

where

E=w, N =, 2N, éx) = <a:, —;xT:c>T (B.7)
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Moreover, from the equations (B.5) and (B.6), we deduce a simple expression of the

log-partition function ®(§) as

1
exp{ — 2VTA11/}

exp{—®({)} =

(2n) " JIAT| ;
L 7 -1, |
& —0(¢) = log {exr(;{ﬂ)d/gu |j\\_1| } } (B.8)

A
(2m)

1
+-vTA .

1 1
&0 = log/exp{ - ixTAx + :L‘TV}diL‘ =3 log‘ 5

Then, we define the normalizer Z () as
2(9) =exp {2(6)} (B.9)

Furthermore, for an univariate (d = 1) gaussian distribution N(z;; 15, 0?), the moment

and canonical forms are respectively given by

)2
N (25 i, 02) = L exp{ — ;w} (B.10)

2mo; o;

vV Az 1 Vi2 1
Ne(zis v, \y) = mexp{ - 2Ai} exp{ - §$?Ai + 961%} (B.11)
where (v;, A;) = (=, —). The log-partition function is given by
o2’ o}
®(( Ay)) = — log (%)UA (B.12)
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B.3 Calculation details in EP algorithm

B.3.1 Ornstein Uhlenbeck process

B.3.1.1 Ezact solution for the Ornstein Uhlenbeck Stochastic Differential
Equation

Here we solve the Ornstein Uhlenbeck SDE (5.48). Let us consider f(¢,x;) = ze. Then, let
us apply the It6’s lemma to f(¢,z¢) :

df (t, 2;) = A dt + eMdx,

= AzeMdt + eM( Ny — ;) dt + odW;)

B.13
= e Mdt + )\/Le)‘tdt — Az e tdt + oertdw, ( )

= ApeMdt + oeMdW,

Now, let us integrate df (¢, x;) between time ¢; and t; 41 =t; + A; :

ti t; ti
/ Ndf(s,x,) = / T ueds + / T aeaw,
t; t; ti
tit1
= f(ti-‘rl? $ti+1) - f(t“ ’:Cti) = M(e/\tiJrl - e)\ti) + /t UeASdWS (B14)

tit1
S fltipr,an,,) = [t x) + p(e — M) + / o™ dW,
t;

Then, we deduce z, , by using (B.14) :

xtzqu = e_/\ti+1f(ti+17 xtprl)
tit1
= g Mi+l (f(ti, xy,) + p(eMirt — M) + / " ae’\SdWs)
t;

tit1
— —Ati_t,_l ) )\ti >\ti+1 _ )\ti / )\SdW )
e (xtle + p(e M) + . oC s (B.15)

7

lit1
= $t.6_>‘(ti+l_ti) + pu(l — e_)\(tiﬂ—ti)) +/ * UeA(s—tiﬂ)dWS

— z ’L+1 5 t7,+1
=2y, + (1 )+ dWy

Thus, the (conditional) expectation of x,,, is given by :

Bz, |21,] = 2,e7 20070 4 (1 — e7Almmt) (B.16)

7

and its variance is calculated by using Ito isometry :
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V[Iti+1|xti] = E[(Itﬂ-l - E[Iti+1‘xti]) <$ti+1 - E[xti+1 ’xtz])]

E|:/ti+1 UGA(sftiH)dWs /ti+1 JeA(stiH)dWS]
ti t;

— 0_26_2)\ti+1E |: /ti+1 eQAdeS] — 0_26—2)\ti+1E |: |:1€2)\8:| tH—l:l

) 5, (B.17)
— i0,2672)\t1‘+1 <€2)\t¢+1 _ 62)\ti> _ 12 (1 _ 62)\(t1‘+1ti)>
2\ 2
2

o
-~ (1— 2)\Ai>
2\ ( ‘

B.3.1.2 Calculation of hi(x;_1,z;,y;,0) using the exact solution of the Ornstein
Uhlenbeck SDE

hi(xi1, i, ¥, 0) = N (yi; 24, CQ)N(%‘;/J (1 - 67’\&) +aire M 3/2\ (1 - 672’\&) )

1 2 1 2
X exp {a,,iila:i_l — 504/\2.71:51-71} X exp {6,,le - EIBAHU@'}

y 9 %(1—@*2)‘%) { 1 xZZ N 1) (1 e >\Ai> 4 xi—le_/\A’
expy — = - T — :
(@) /55 (1 - e 22) 285 (1-e 23 5 (1— e 28)

X exp {0414—1561'—1 - %aAi_lxzz—l} X eXp {ﬁulxz - %5[\1.%'12}

P VAV R VAW,
x exp{(al,F1 _ % (2NS (16_ 6_2)/\1) ) T — %(aAi—l +
2

e—2MA;

% (1= e=28) )1’?71}

I (1 — e_/\Ai) i

iy 1 1 1 )
2 (1—e2) + §2>xl B Q(ﬁAi tat 2 (1 _ezxAi))wi}

X exp { (51/1 +

e M

(1 _ 6_2/\Ai) }

X eXp {l’i—lxz’ P
2X

1
= eXp{ - 5(%—17332‘)[\@'—1,1'(332‘—1, zi) "+ (xi—laxi)l/gll,i} = h®P(xi—1, i, i, 0)

(B.18)
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B.3.1.3 Calculation of hi(z,_1,%;,y;,0) using the FEuler discretization of the
Ornstein Uhlenbeck SDE

hi(i1, 4, Yi,0) = Gi1(zio1, i1, Oi(ziot, T4, vi,0)Bi(xis yiv 10, 0), i =2:n
= N (yi; 4, §2)N($z‘§ i1+ AMp — xi—1) Ay, UQA@')

1 2 1 2
X exp {aw_lxi_l — Qa,\iilxi_l} X exp {mei — iﬁ,\ixi}

:e}{p{_;g}ex { 1y;? xz}

@) s T THe
x exp {ay, @it~ %am,le,l} x exp { B, — %mix?}
con{ (e E2 4 B3 i)
<exp {520

1
= eXp{ - 5(1‘1‘—1, i) Ni—1i(zio1, m)" + (i1, $¢)V£1,i} = hP (@1, i, yi, 0)
(B.19)
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B.3.2 Cancer diffusion process

(1] [2]

1
zp
hi (J»’z 1,%4,Yi,0) o< eXp{alez 1 o +O‘V3w[3] +0‘V4x7[;éﬂ1 -t (O‘All £1]1 + ap,, T [ ] 1 Foag, T [ ] 1 oan T [ ] )

2
212

2

[4]
Tiq 1 2 3 4
- 12 (0‘/\14411 + aA24m£J1 + O‘A34x£7]1 + a/\44$£7]1)}

-1 (1] (2] [3] [4] Ti1 (1] [ ] [3] [ ]
(O‘Anxi—l+O‘A22xi—1+a1\32xi—1+a1\42xi—1) - 7L2 (O‘Als i1 T ATy T Qg3 Ti_ T QAT 1)

1
X exp { -3 log{|h$(b11b22b33bas — b11b22b3abas — b1abo1bzsbas + b12b21b34b43)\}}

1 . bagh; (U«lhi + wgl_]l) —bi2h; (a2h¢ + :E?_]l)
X - h; :
exp{Q (al Z+w“1) bi1baoh? — biobo1h?2

1 bi1h; <a2hz‘ +x£2_]1) — ba1h; (a1h +LE[ ] )
+- (azhier[-le) 5 5
2 ¢ b11b22hy — bi2b21h;

bash; <a3hi +x£3£1) — b3ah; (a4h +x[4] )

L (3] )
it h; i
+2 (a3 trio b3gbaah? — bzabyzh?
1 " bszh; (a4hi + xE‘ﬂl) — bash; (aahi + wig_]l)
- h; |
3 (“4 ”1—1) basbash? — basbah? }
0 al! 18] 4
xexp{fal!) + Byl + Bugal? + fugal? = T (el + sl + Bagy ol + ol )
212! 1 23 i
- ; (/BA12 +6A22 i +ﬁ/\s2 i +,3 A2 T; )_ ; (ﬁl\ls i +6A23 i +ﬁ/\ss i +,3 A43T; )
L4

51\14 +5Az4 i +BA34 i +5 Aaa £4])}

2
2iaf! + o)t — (ol 44)”
X exp { 2§2 }
{ b12hi$£2] - bzzhﬂgl] +2 <b22hi (alhi + mﬁlﬂl) —ba1h; (a2hi + x?,]l))

[1]
2 (1311b22hl2 - 512b21h?)

X exp - T,

lehixgl] - bllhix?] +2 (bllhi (a2h¢ + :E?_]l) —bi2h; (alhi + :L“El_]l))

[2]
+x;
2 (bllbgghg - b12b21h12)
" b34hm£4] — b44hix£3] +2 (b44hi (a3hi + 50@1) — bazh; (a4hi + xyﬂl))
+x; 2 2
2 (b33644hi - b34b43hi)
ul b43hm£3] — b33hi$£4] +2 (b33hi <a4hi + f‘?gl) — bssh; (a3hi + z£3_]1>)
+x; 2 2
2 (b33b44hi - b34b43hi)

(B.20)
where a; = a;(Z¢,0) and by, = by (Z4,0), I,m € {1,2,3,4},

a1(Ze,0) = raa ZY — saip 2N + spa 2P — sazM 20 — alll ZB8 Z11)
a2(Zy,0) =7rp Ztm + SMDZtm - SDMZtm + SAZ?] Ztm7

a3(Z,0) = —dp ZP 4 bran 2P, aa(24,0) = —dazl + 0% pan, 21,
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b11(Z1,0) = (rae 2 + 5420 28 4 spar 2P 4 spp 2 + a2 2P,

b12(Z¢t,0) = b21(Z¢,0) = (—SAZF]Z,?] - SDMZF] - SMDZt[l])7
ba2(Z,0) = (TDZt[Q] + SAZP]ZtM] + SDMZ,EQ] + SMDZE]): b33(Z,0) = (bTZt[l]Zt[g] + dTZt[3])»

bsa(Zt,0) = (bas(Z,0) = briaZV 21, baa(Z4,0) = (briZ 2N 2P + axz[Y),
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MODELISATION STOCHASTIQUE ET ESTIMATION DE LA CROISSANCE
TUMORALE

Résumé : Cette thése porte sur la modélisation mathématique de la dynamique du cancer ; elle se
divise en deux projets de recherche. Dans le premier projet, nous estimons les parametres de la limite
déterministe d’un processus stochastique modélisant la dynamique du mélanome (cancer de la peau)
traité par immunothérapie [6]. L’estimation est réalisée a I’aide d’un modele statistique non-linéaire
a effets mixtes et I'algorithme SAEM, a partir des données réelles de taille tumorale mesurée au
cours du temps chez plusieurs patients. Avec ce modele mathématique qui ajuste bien les données,
nous évaluons la probabilité de rechute du mélanome (a l'aide de 1’algorithme Importance Splitting
[64]), et proposons une optimisation du protocole de traitement (doses et instants du traitement).
Nous proposons dans le second projet, une méthode d’approximation de vraisemblance basée sur
une approximation de l'algorithme Belief Propagation [67] a 'aide de l’algorithme Expectation-
Propagation [62], pour une approximation diffusion du modele stochastique de mélanome observée
chez un seul individu avec du bruit gaussien. Cette approximation diffusion (définie par une équation
différentielle stochastique) n’ayant pas de solution analytique, nous utilisons une méthode d’Euler
pour approcher sa solution (apres avoir testé la méthode d’Euler sur le processus de diffusion
d’Ornstein Uhlenbeck). Par ailleurs, nous utilisons une méthode d’approximation de moments pour
faire face & la multidimensionnalité et la non-linéarité de notre modele. A 'aide de la méthode
d’approximation de vraisemblance, nous abordons I’estimation de parametres dans des Modeles de
Markov Cachés.

Mots clés— cancer, immunothérapie, modélisation stochastique, modele de Markov caché, ap-
proximation diffusion, approximation de moment, Modele a Effets Mixtes, SAEM, Importance

Splitting, optimisation de traitement, Expectation Propagation, Belief Propagation

STOCHASTIC MODELING AND ESTIMATION OF TUMOR GROTH

Abstract: This thesis is about mathematical modeling of cancer dynamics ; it is divided into two
research projects. In the first project, we estimate the parameters of the deterministic limit of a
stochastic process modeling the dynamics of melanoma (skin cancer) treated by immunotherapy
[6]. The estimation is carried out with a nonlinear mixed-effect statistical model and the SAEM
algorithm, using real data of tumor size. With this mathematical model that fits the data well, we
evaluate the relapse probability of melanoma (using the Importance Splitting algorithm [64]), and
we optimize the treatment protocol (doses and injection times). We propose in the second project,
a likelihood approximation method based on an approximation of the Belief Propagation algorithm
[67] by the Expectation-Propagation algorithm [62], for a diffusion approximation of the melanoma
stochastic model, noisily observed in a single individual. This diffusion approximation (defined by a
stochastic differential equation) having no analytical solution, we approximate its solution by using
an Euler method (after testing the Euler method on the Ornstein Uhlenbeck diffusion process).
Moreover, a moment approximation method is used to manage the multidimensionality and the
non-linearity of the melanoma mathematical model. With the likelihood approximation method, we
tackle the problem of parameter estimation in Hidden Markov Models.

Keywords— cancer, immunotherapy, stochastic modeling, Mixed Effects Models, SAEM, Im-
portance Splitting, treatment optimization, Expectation Propagation, Belief Propagation, Hidden

Markov Model, Diffusion Approximation, Moment Closure Approximation
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