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Chapitre 1

La segmentation de tumeurs cutanées
dans des images échographiques 3D
UHF

1.1 La problématique

On estime qu’il apparaît entre 80 000 et 100 000 nouveaux cas de cancer de la peau chaque
année en France. Parmi ces nouveaux cas, 90% sont des carcinomes et 10% sont des mélanomes.
Ces données placent le cancer de la peau en 6ième position chez la femme et en 8ième position chez
l’homme. Les traitements, qu’ils soient chirurgicaux ou médicamenteux, nécessitent d’imager cor-
rectement les tumeurs afin d’estimer au mieux leur volume grâce à des algorithmes rapides de seg-
mentation. Parmi les modalités d’acquisition, l’échographie présente de nombreux avantages : elle
est non invasive, et peut donc être renouvelée très souvent, elle est peu coûteuse et facile à mettre
en oeuvre. Les ultrasons hautes fréquences (UHF) permettent par ailleurs d’imager à des profon-
deurs supérieures à 3 mm, alors que les autres modalités non invasives, telles que la tomographie
par cohérence optique ou la microscopie confocale à réflectance, sont limitées à des profondeurs
de 500µm, ce qui s’avère insuffisant pour détecter la partie basse des lésions profondes. Le revers
de la médaille est que l’imagerie par ultrasons fournit des images avec deux défauts majeurs. Le
premier est un bruit typique de ce mode d’acquisition, le speckle ou bruit d’interférence, qui est
lié à la densité des impuretés dans le milieu de propagation. Du point de vue du praticien, ce bruit
peut être source d’informations et il n’est pas forcément souhaitable d’essayer de le retirer. Le
second défaut est le très faible contraste qui rend difficile la détection de contours. Typiquement,
une coupe 2D d’une image échographique 3D ultrasons hautes fréquences d’une tumeur cutanée
ressemble à l’image de la figure 1.1. On constate sur cette image qu’il n’existe pas de démarcation
claire entre la tumeur et les tissus sains. L’objectif de ce travail est de proposer des algorithmes
répondant à deux contraintes : estimer au mieux le volume de la tumeur considérée, en accord avec
les évaluations proposées par les dermatologues, et maîtriser les temps de calculs qui doivent se
rapprocher du temps réel pour les applications concrètes. Notre contribution s’inscrit donc dans la
lignée de travaux tels que [2], [3], [4], [5], consacrés à ce problème qui suscite encore à l’heure
actuelle de nombreux développements.

Parmi les contributions les plus significatives sur le sujet, mentionnons les approches type
“graph cut" [6], celles utilisant des champs aléatoires markoviens [4] et les méthodes dites “level
sets" [7], [5]. Ces dernières sont particulièrement bien adaptées pour prendre en compte la va-
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FIGURE 1.1 – Image échographique ultrasons hautes fréquences d’une tumeur cutanée

riabilité des formes de lésions et pour éliminer les structures dues aux motifs du speckle. Elles
fournissent également des algorithmes plus rapides que les méthodes “graph cut" [6] ou utilisant
des champs aléatoires markoviens [4]. Dans la suite, nous comparons essentiellement nos résultats
à ceux de [5] obtenus avec l’algorithme ADLL. L’algorithme ADLL découle d’une formulation
variationnelle dont le terme de régularisation est précisément donné par l’équation des level sets.
Le terme d’attache aux données est quant à lui une log-vraisemblance mesurant la dissimilarité
des distributions d’intensité à l’intérieur et à l’extérieur de la tumeur à segmenter, ce qui est cou-
rant dans le traitement des images ultrasonores [8], [9], [4], [10]. Il est important de préciser ici
qu’une des caractéristiques des images ultrasons hautes fréquences de la peau qui complique leur
traitement et leur analyse est le fait que la région entourant une tumeur cutanée est composée
de plusieurs tissus de natures différentes qui créent une hétérogénéité dans le milieu [5], [11]. Il
s’avère par conséquent que les approches classiques d’estimation paramétrique par des distribu-
tions de type Rayleigh, Rice, Nakagami, K [12] ou Fisher-Tippett [13], sont inopérantes. La figure
1.2 donne une illustration de ce phénomène. Les estimations utilisées sont donc nécessairement
non paramétriques et se font via des estimateurs de Parzen [14]. Le principal défaut de l’algorithme
ADLL ne réside pas dans ce terme d’attache aux données, terme que nous utiliserons également.
Il s’avère que la dynamique sous-jacente à l’équation des level sets est trop conservative, ce qui
a pour conséquence d’obtenir un volume segmenté trop petit par rapport au volume segmenté à
la main par les dermatologues, c’est-à-dire par rapport à la vérité terrain des praticiens. Ce point
est crucial pour les applications cliniques. Il est en effet essentiel que lors d’une intervention chi-
rurgicale, l’ensemble de la tumeur soit retiré afin d’éviter toute propagation post-opératoire. Une
estimation au plus juste du volume d’une tumeur est également nécessaire pour rendre compte des
variations lors d’un suivi de croissance. C’est avant tout sur ce point spécifique que porte notre tra-
vail : proposer de nouveaux algorithmes efficients qui pallient le problème de la sous-segmentation
du volume tumoral.

1.2 Les approches proposées

Nous proposons une formulation variationnelle alternative dont le terme de régularisation est
donné par l’énergie de Cahn-Hilliard [15], [16]. Le flot de gradient L2 de cette énergie, l’équation
de réaction diffusion d’Allen-Cahn, est bien connu pour être un modèle pertinent de transitions de
phase dans diverses applications physiques ou chimiques [17], [18]. L’énergie de Cahn-Hilliard
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(a)

(b) (c) (d)

FIGURE 1.2 – (a) Image tridimensionnelle du derme avec une lésion tumorale, avec des coupes verticales. (b – d)
Distribution P (E) de l’enveloppe E dans différents tissus entourant une tumeur. (b) Dans les tissus sous-cutanés.
La ligne en pointillé représente l’ajustement à une distribution de Rayleigh. (c) Derme. La ligne pointillée repré-
sente l’ajustement à une distribution de Rayleigh, illustrant de grands écarts par rapport à la loi de Rayleigh.
(d) Mélange des deux régions. La distribution est bimodale et ne peut pas être adaptée aux distributions para-
métriques proposées en échographie [1].

fait intervenir un “petit paramètre", que nous noterons ε dans la suite, qui donne la taille de
l’interface dite diffuse qui évolue au cours du temps. Quand ε tend vers 0, l’énergie de Cahn-
Hilliard converge, au sens de la Γ-convergence, vers l’aire de la surface du contour délimitant les
deux phases, et ce à un facteur multiplicatif près [19], [20]. En un certain sens, l’interface diffuse
correspond à un contour “flou". Malgré sa popularité et son efficacité en dynamique des fluides
multiphasiques, l’équation d’Allen-Cahn reste encore peu utilisée dans les applications visant le
traitement d’images. Des exemples d’algorithmes de segmentation basés sur cette équation sont
proposés dans [21], [22] et [23]. Dans les deux premières références, l’énergie de Cahn-Hilliard
avec un double puits, respectivement un puits multiple, de potentiel est couplée à la fonctionnelle
de Mumford-shah pour traiter des images 2D très simples. Nous verrons plus loin que la fonction-
nelle de Mumford-Shah n’est pas du tout adaptée à notre type d’images. Par ailleurs, l’algorithme
proposé dans [22] semble difficile à mettre en oeuvre du point de vue numérique. Le problème
abordé dans [23] est différent du nôtre puisqu’il s’agit de segmenter des vaisseaux sanguins dans
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des images 2D. Les auteurs considèrent des estimations paramétriques pour guider leur modèle,
estimations paramétriques dont on a vu qu’elles n’étaient pas adaptées aux images ultrasons hautes
fréquences de peau. On trouvera par ailleurs dans [24] des exemples de modèles d’inpainting basés
sur l’énergie de Cahn-Hilliard et dans [25] un modèle de détection d’objets de codimension deux
dans des images utilisant également l’énergie de Cahn-Hilliard (avec des puits en -1 et 1) et un
terme d’attache aux données en norme L2 (donc supposant des distributions gaussiennes).

Nous décrivons dans le chapitre 2 le nouveau modèle, Log-Likelihood Cahn-Hilliard (LLCH),
correspondant à cette approche. Nous proposons un algorithme multigrille qui a pour avantage
de ne faire intervenir que des solutions exactes et qui ne nécessite donc pas de discrétisation en
espace, d’où un gain de stabilité numérique. L’algorithme est simple à mettre en oeuvre avec des
simulations facilement reproductibles et un coût en temps de calcul faible. Nous montrons que
la flexibilité introduite par l’interface diffuse permet d’améliorer significativement les résultats en
terme de volume segmenté. Nous montrons également que ce nouvel algorithme est très robuste
aux changements d’initialisation, d’un contour initial à l’intérieur de la tumeur à un contour initial
entourant globalement la tumeur, voir le chapitre 3.

La deuxième partie de ce manuscrit est plus exploratoire et concerne directement la façon dont
on peut implémenter efficacement des algorithmes de segmentation à partir de modèles à l’échelle
mésoscopique. Il s’avère en effet que la démarche qui consiste à créer un modèle continu à par-
tir de données discrètes pour ensuite le re-discrétiser à des fins d’implémentation peut paraître
quelque peu artificielle... Les méthodes lattice Boltzmann (LBM) [26], permettent d’implémenter
très efficacement la plupart des dynamiques continues, notamment en mécanique des fluides [27].
Les schémas afférents, qui ont l’avantage d’être très facilement parallélisables, sont basés sur des
discrétisations en temps et en vitesse de l’équation de Boltzmann. La cohérence des discrétisations
et la stabilité des schémas reposent sur la conservation de plusieurs moments qui, s’ils sont signi-
ficatifs dans les problèmes physiques, ne semblent pas avoir de réelle interprétation en traitement
d’images. Se pose alors la question de savoir dans quelle mesure on peut configurer des schémas
LBM qui soient à la fois pertinents pour la segmentation et stables numériquement. Bien sûr une
telle question ne peut être abordée dans toute sa généralité... Dans le chapitre 4, nous abordons ce
problème à partir du modèle LLCH décrit dans le chapitre 2. La dynamique du modèle LLCH est
loin d’être une dynamique classique de fluides, en particulier à cause du terme d’attache aux don-
nées qui ne correspond à aucune loi de conservation ou physique. La question se reformule alors
simplement : existe-t-il une implémentation LBM efficace du modèle LLCH? Parmi les rares ten-
tatives d’implémentation LBM pour le traitement d’images, on peut citer [28], [29] et [30] pour
les algorithmes de level sets et [31] et [32] pour le débruitage et la détection de contours.

Nous étudions dans le chapitre 4 plusieurs types de schémas pour l’implémentation par LBM
du modèle LLCH. Nous montrons que, contrairement aux exemples existant pour le traitement
d’images, les schémas Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) [33], [34], [35], à simple temps de relaxa-
tion ne permettent pas d’obtenir de bons résultats de stabilité compte tenu de la nature du terme
d’attache aux données. Nous avons donc recours à des schémas à temps de relaxation multiples
(MRT) que nous testons sur deux réseaux bien choisis, les réseaux D3Q7 et D3Q19 [36], [37].
Nous montrons en particulier comment choisir les paramètres de relaxation de sorte à obtenir des
schémas exacts à l’ordre quatre, sans diffusion numérique, dont la stabilité est établie numérique-
ment à l’aide d’une analyse de Von Neumann. Ces schémas sont de bons exemples des possibilités
qu’offre la méthode MRT pour gagner en précision et en stabilité, et ce même dans un contexte
non physique. Les résultats des tests présentés dans le chapitre 5 montrent que les implémentations
MRT LBM donnent de meilleurs résultats que l’algorithme ADLL qui nous sert de référence.
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1.3 Les résultats de la mise en application

Le modèle LLCH et ses diverses implémentations, à l’aide de solutions exactes et via des
schémas LBM, ont été testés et comparés à des méthodes de références. Pour ce faire, nous avons
utilisé deux types d’images 3D. Les premières sont des images synthétiques qui ont essentiel-
lement permis de valider les schémas proposés, notamment en ce qui concerne la stabilité. Les
secondes proviennent d’un jeu de données acquises à la Melanoma Skin Cancer Clinic, Hamilton
Hill, Australie. Elles sont de taille 300 × 299 × 832 voxels, le dernier chiffre correspondant à la
profondeur. La résolution latérale est de 50 µm et la résolution en profondeur de 25 µm. Elles
ont été choisies pour être représentatives de la diversité des cas cliniques. Chacune de ces douze
images a été segmentée manuellement par un dermatologue de la façon suivante. 150 contours ont
été tracés suivant des plans x − z et 150 suivant des plans y − z (z est l’axe vertical). Ensuite,
deux volumes 3D correspondant à ces deux jeux de contours ont été obtenus par interpolation.
Pour les tests de comparaisons avec les autres méthodes, nous avons choisi un des deux volumes
pour chaque image, donné par conséquent par 150 contours 2D de vérité terrain. Par ailleurs, en
utilisant les deux volumes, on peut évaluer la variabilité intra-observateur de la segmentation.

Rappelons que notre préoccupation première est de pallier le défaut de sous-segmentation
propre aux algorithmes de type level sets. Pour évaluer la qualité d’une segmentation par rapport à
la vérité terrain ou par rapport à la variabilité intra-observateur, nous utilisons quatre indicateurs,
voir 3.1.1. La sensibilité S indique dans quelle mesure le volume segmenté recouvre l’ensemble
du volume de référence. La précision P indique dans quelle mesure le volume segmenté fait réel-
lement partie du volume de référence. L’indice de Dice D est la moyenne harmonique de S et de
P . C’est un indicateur de la précision du volume segmenté par rapport au volume de référence. La
distance mean average distance (MAD) permet de déterminer la distance moyenne du bord du vo-
lume segmenté au bord du volume de référence. Une segmentation idéale correspond à S = P = 1
et MAD = 0. Au vu de ce qui précède, nous portons une attention particulière aux indicateurs S,
D et MAD.

Nous détaillons dans le chapitre 3, respectivement le chapitre 5, les résultats de nos expérimen-
tations pour la méthode LLCH avec implémentation par solutions exactes, respectivement avec
implémentation par schémas MRT LBM. Signalons simplement ici que l’implémentation avec so-
lutions exactes augmente de manière significative, de 12%, la sensibilité par rapport à l’algorithme
ADLL de référence, lorsque que le volume d’initialisation est à l’intérieur de la tumeur et de 59%
lorsque le volume d’initialisation recouvre entièrement la tumeur. L’implémentation MRT LBM
augmente quant à elle l’indice de Dice de 10% et la sensibilité de 25%. Ces résultats montrent
bien que la méthode LLCH avec ses deux implémentations est une bonne alternative pour pallier
le problème de la sous-estimation du volume.

Terminons par quelques commentaires d’ordre un peu plus technique. Pour les algorithmes
LLCH avec implémentation par solutions exactes et ADLL, les pas de temps peuvent être choisis
grands lors des itérations. Le volume segmenté change donc rapidement au cours de ces itéra-
tions. Le critère d’arrêt que l’on choisit alors pour les différentes méthodes est défini à partir du
changement de volume entre deux étapes consécutives : si la variation de volume est inférieur à
0.001%, l’algorithme s’arrête, voir le chapitre 3. Il en va tout autrement pour l’implémentation de
la méthode LLCH par schémas MRT LBM. Pour des raisons de stabilité, les pas de temps doivent
être choisis petits, et le volume segmenté varie peu, notamment lors des premières itérations. On
choisit alors comme critère d’arrêt pour les différentes méthodes une condition sur le changement
d’énergie des fonctions de champ de phase : si la variation d’énergie est inférieure à 0.1%, l’algo-
rithme s’arrête, voir le chapitre 5. Il est également à noter que le seul algorithme qui donne de bons
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résultats concernant le changement d’initialisation, d’un contour initial à l’intérieur de la tumeur
à un contour initial entourant globalement la tumeur, est la méthode LLCH avec implémentation
par solutions exactes.

1.4 Plan du manuscrit

Le chapitre 2 est consacré à la description de la méthode LLCH ainsi qu’à son implémentation
par solutions exactes. Nous décrivons précisément les deux termes, d’attache aux données et de
régularisation, intervenant dans la formulation variationnelle. L’équation du flot de gradient est une
équation de diffusion non linéaire dont on calcule, après un splitting de Lie, les solutions exactes.
Une version multigrille est proposée afin de réduire les temps de calcul.

Dans le chapitre 3, nous commençons par préciser le protocole suivi pour les expérimenta-
tions. Ensuite nous effectuons des premiers tests sur des images synthétiques qui montrent le bien
fondé de l’approche multigrille et la pertinence de considérer une interface diffuse. Pour finir,
nous comparons, sur des images synthétiques et sur les images du jeu de données cliniques avec
vérité terrain, la méthode LLCH avec deux méthodes de référence de la littérature, la méthode
Mumford-Shah Cahn-Hilliard [21] et la méthode et la méthode ADLL [5].

Le chapitre 4 commence par des rappels sur les schémas lattice Boltzmann à simple temps de
relaxation et à multiples temps de relaxation. Nous détaillons ensuite les implémentations MRT
multigrille de la méthode LLCH avec les réseaux D3Q7 et D3Q19. Nous montrons comment obte-
nir des schémas exacts à l’ordre 4 en choisissant de façon adéquate les paramètres dits quartiques,
de relaxation. La stabilité de ces schémas est validée numériquement par une analyse de type Von
Neumann. Finalement, nous montrons que les schémas à simple temps de relaxation, ou schémas
BGK, contrairement aux schémas MRT, sont très instables et ne peuvent en aucun cas être utilisés
dans notre contexte

Les premiers tests du chapitre 5, effectués sur des tumeurs synthétiques, permettent de valider
les schémas MRT LBM multigrille décrits dans le chapitre 4. Des tests de comparaisons sont
ensuite menés sur les images du jeu de données cliniques.

Enfin, après une conclusion, nous exposons dans le chapitre 6 quelques perspectives de notre
travail.

1.5 Publications issues de la thèse

L’ensemble de ces travaux a fait l’objet de deux publications et d’une communication :
— Multi-grid phase field skin tumor segmentation in 3D ultrasound images. K. L. Nguyen, P.

Delachartre and M. Berthier, IEEE Transactions on Image Processing, 28, 8, 3678-3687,
Aug. 2019.

— Multiple relaxation time lattice Boltzmann models for multi-grid phase-field segmentation
of tumors in 3D ultrasound images. K. L. Nguyen, M. M. Tekitek, P. Delachartre and M.
Berthier, à paraître dans SIAM Journal on Imaging Science.

— Phase field segmentation of high frequency 3D ultrasound images using log-likelihood K.
L. Nguyen, B. Sciolla, P. Delachartre and M. Berthier, in XXVI colloque GRETSI, 2017.
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Par ailleurs, les différents tests que nous avons réalisés (avec les algorithmes ADLL, MSCH,
LLCH-exact, LLCH-BE, LLCH-BGK D3Q7, LLCH-BGK D3Q19, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-
MRT D3Q19) ont impliqué environ 4000 lignes de code.



Chapitre 2

La méthode LLCH et son
implémentation par solutions exactes

L’objectif de ce chapitre est de décrire le nouveau modèle Log-Likelihood Cahn-Hilliard
(LLCH) que nous proposons pour remédier au problème de sous-segmentation du volume tumoral.
Dans un premier temps, nous précisons les deux termes, d’attache aux données et de régularisa-
tion, de l’énergie considérée dans la formulation variationnelle. Le flot de gradient associé est
une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire dont la résolution se ramène, grâce à un
splitting de Lie et modulo une transformée de Fourier, à la résolution de trois équations différen-
tielles ordinaires (EDO). Pour des raisons pratiques liées aux contraintes de temps de calcul, nous
considérons une approche multigrille.

Les points importants à retenir pour ce chapitre sont les suivants.
— Le terme d’attache aux données que nous considérons est celui introduit dans [5] pour

le modèle ADLL. C’est un rapport de log-vraisemblance basé sur des estimations non
paramétriques calculées avec des estimateurs de Parzen.

— Le terme de régularisation utilisé est issu d’un modèle de transitions de phase à interface
diffuse qui découle de la minimisation de l’énergie de Cahn Hilliard.

— Grâce au splitting de Lie, le flot de gradient est résolu de façon exacte, ce qui permet
d’éviter les discrétisations en espace et assure une stabilité inconditionnelle.

— L’approche multigrille conduit à une implémentation très efficace en terme de temps de
calcul.

2.1 La formulation variationnelle

Nous considérons une formulation variationnelle classique dont l’énergie est donnée par :

E(u) = EDA(u) + αEreg(u), (2.1)

où u = u(x, t) désigne une fonction spatio-temporelle, x désignant le vecteur des coordonnées
spatiales des images 3D et t le temps. Le terme EDA est le terme d’attache aux données, ou de
fidélité, et Ereg est le terme de régularisation. Le paramètre α contrôle la régularité du contour.
Dans ce travail, EDA est choisi de manière à maximiser la distance log-vraisemblance entre les
distributions d’intensité à l’intérieur et à l’extérieur de la tumeur. Le terme de régularisation peut
être considéré comme l’aire de la surface du contour.
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2.1.1 Le terme de régularisation

Les résultats sur la Γ−convergence (voir par exemple [19] et [20]) permettent d’obtenir le
terme de régularisation

∫
Γ ds comme la limite, lorsque ε tend vers 0, de l’énergie de Cahn-Hilliard :

ECHε =
∫

Ω

(
ε
|∇u|2

2 + 1
ε
W (u)

)
dx, (2.2)

à une constante cW multiplicative près, avec :

cW =
∫ 1

0
W (s)ds. (2.3)

Le flot de gradient de l’énergie de Cahn-Hilliard (2.2) dans L2, c’est-à-dire l’équation de réaction-
diffusion d’Allen-Cahn [16], s’écrit comme suit :

∂u

∂t
= ε∆u− 1

ε
W ′(u), (2.4)

où W est un potentiel à double puits, équilibré et bistable, et W’ est la dérivée de W par rapport à u.
Un choix classique pour ce potentiel est le polynômeW (u) = u2(1−u)2/2, dont les deux minima
globaux, 0 et 1, correspondent aux équilibres des deux phases. Le symbole ∆ désigne l’opérateur
Lapacien. Au cous du processus de séparation de phases, la fonction de champ de phases u évolue
pour prendre les deux valeurs distinctes, 0 et 1, dans chacune des phases. Une interface diffuse de
taille ε est créée dans laquelle la fonction u varie de façon régulière entre 0 et 1. Ce processus peut
être décrit plus précisément de la façon suivante, voir [38]. On vérifie que le profil q associé au
potentiel W , c’est-à-dire la solution du problème de minimisation :

min
{∫ +∞

−∞

(
γ′(s)|2

2 +W (γ(s))
)
ds, γ ∈ H1

Loc(R), γ(−∞) = 1, γ(+∞) = 0, γ(0) = 1/2
}
,

(2.5)
est donné par :

q(s) = 1
2 −

1
2 tanh

(
s

2

)
. (2.6)

Notons d = d(x,Γt) la fonction distance signée à l’interface Γt. Nous renvoyons à [39] (chapitre
I.2) pour des précisions concernant la régularité de d. Signalons simplement ici que la fonction d
étant 1-lipschitzienne, elle est presque partout différentiable (par le théorème de Rademacher). Si
x n’est pas un point de Γt et est tel que la distance (usuelle) de x à Γt est atteinte en un seul point
xΓt de Γt, alors d est effectivement différentiable en x et le gradient :

∇d(x, t) = xΓt − x
d(x, t) (2.7)

est bien défini et vérifie l’équation eikonale :

‖∇d(x, t)‖ = 1. (2.8)

En toute généralité, l’équation eikonale précédente est mal posée, au sens où elle ne possède pas
une unique solution faible. Cependant, en sélectionnant la solution de viscosité [40], on obtient une
définition satisfaisante pour la mise en oeuvre algorithmique. Compte tenu de l’équation eikonale,
la fonction

uε(x, t) = q

(
d(x,Γt)

ε

)
(2.9)
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satisfait :

∆uε −
1
ε2
W ′(uε) = 1

ε
q′
(
d(x,Γt)

ε

)
∆d, (2.10)

car q′′(s) = W ′(q(s)) pour tout s de R. Comme

(uε)t = 1
ε
q′
(
d(x,Γt)

ε

)
dt, (2.11)

on en déduit que l’équation d’Allen-Cahn :

(uε)t = ∆uε −
1
ε2
W ′(uε) (2.12)

est une conséquence du fait que d satisfait le flot de courbure moyenne donné par dt = ∆d.
La fonction uε(x, t) peut être vue comme une fonction indicatrice lissée dont les variations sont
localisées sur un voisinage de taille ε, l’interface diffuse, de l’interface Γt. Pour la suite, notons :

ΩA = {x : u(x, t) > 1/2, t ≥ 0}, (2.13)

ΩB = {x : u(x, t) < 1/2, t ≥ 0}, (2.14)

et
Γt = {x : u(x, t) = 1/2, t ≥ 0}. (2.15)

Il est important de souligner, que compte tenu de ce qui précède, la fonction u est une bonne
approximation de la fonction indicatrice de ΩA, et la fonction 1− u une bonne approximation de
l’indicatrice de ΩB lorsque ε est petit. Nous utiliserons plus tard les approximations suivantes :

|ΩA| =
∫

Ω
u2dx+O(ε2), (2.16)

et
|ΩB| =

∫
Ω

(u− 1)2dx+O(ε2), (2.17)

avec Ω = ΩA ∪ ΩB .

2.1.2 Le terme d’attache aux données

Nous allons maintenant considérer que l’image à segmenter est divisée en deux régions. La
première, noté ΩA, est la région d’intérêt correspondant par exemple à la phase 1 et la seconde, ΩB ,
est l’arrière-plan correspondant à l’autre phase 0. On suppose que les distributions d’intensité dans
ΩA et ΩB sont différentes. Suivant [5], l’hypothèse de vraisemblance H1 : "les distributions des
intensités I(x) dans les deux régions ΩA et ΩB sont des variables aléatoires i.i.d. avec différentes
distributions PA et PB" est comparée à l’hypothèse nulle H0 : "toutes les intensités dans ΩA et
ΩB sont des variables aléatoires i.i.d. d’une seule distribution PΩA∪ΩB". Le terme d’attache aux
données de l’énergie (2.2) correspond au rapport de log-vraisemblance des deux hypothèses, cet
dernier étant donné par :

LL = log
(

Πx∈ΩAPA(I(x))Πx∈ΩAPA(I(x))
Πx∈ΩA∪ΩBPx∈ΩA∪ΩB

)
, (2.18)
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ou encore :
LL =

∑
x∈ΩA

logPA(I(x)) +
∑
x∈ΩB

logPB(I(x)) + c, (2.19)

où c est une constante qui n’entre pas en considération dans le processus de minimisation. Dans la
suite, les distributions PA et PB sont estimées à l’aide d’estimations non paramétriques notées P̂A
et P̂B . Plus précisément :

P̂A(I) =

∫
Ω
u2Kσ(I(x)− I)dx∫

Ω
u2dx

, (2.20)

P̂B(I) =

∫
Ω

(u− 1)2Kσ(I(x)− I)dx∫
Ω

(u− 1)2dx
, (2.21)

sont des estimations de Parzen [41], [14] impliquant la fonction de champ de phase u et Kσ, un
noyau gaussien d’écart-type σ.

D’après le théorème d’équipartition asymptotique [42], nous pouvons remplacer le terme :

(1/|ΩA|
∑
x∈ΩA

logPA(I(x))), (2.22)

par l’entropie : ∑
I

PA(I) logPA(I), (2.23)

et de même pour PB , P̂A et P̂B . Un calcul simple montre que :∑
I

P̂A(I) log P̂A(I) = (1/|ΩA|)
∑
x∈ΩA

log P̂A(I(x)) (2.24)

= DivKL(P̂A||PA) +
∑
I

PA(I) logPA(I), (2.25)

où DivKL désigne la divergence de Kullback-Leibler. Par conséquent, nous pouvons considérer
que le rapport de log-vraisemblance LL impliqué dans le terme d’attache aux données peut être
écrit comme suit :

LL = SA + SB (2.26)

avec
SA = |ΩA|

∑
I

P̂A(I) log P̂A(I), SB = |ΩB|
∑
I

P̂B(I) log P̂B(I) (2.27)

où |ΩA| =
∫

ΩA
dx et |ΩB| =

∫
ΩB

dx.

Dans la suite nous supposerons que σ est petit de sorte que

Kσ(I(x)− I)dx ' δ(I(x)− I)dx (2.28)

où δ désigne la distribution de Dirac.
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2.1.3 Le flot de gradient

Nous reprenons ici le calcul de [5] pour déterminer le flot de gradient minimisant l’énergie que
nous considérons.

Proposition 2.1.1 Sous les hypothèses suivantes :

P̂A(I) =

∫
Ω
u2δ(I(x)− I)dx∫

Ω
u2dx

, P̂B(I) =

∫
Ω

(u− 1)2δ(I(x)− I)dx∫
Ω

(u− 1)2dx
, (2.29)

|ΩA| =
∫

Ω
u2dx, |ΩB| =

∫
Ω

(u− 1)2dx, (2.30)

le flot de gradient de l’énergie

Eε(u) = −LL(u) + µ

cW
ECHε , (2.31)

est donné par :

∂u

∂t
= 2u log P̂A(I(x)) + 2(u− 1) log P̂B(I(x)) + µ

cW

(
ε∆u− 1

ε
W ′(u)

)
. (2.32)

Preuve. Il suffit de calculer la dérivée fonctionnelle δSA/δu avec SA donné par la formule (2.27).
Nous avons :

δSA
δu

= δ|ΩA|
δu

∑
I

P̂A(I) log P̂A(I) + |ΩA|
∑
I

δP̂A(I)
δu

log P̂A(I) + |ΩA|
∑
I

δP̂A(I)
δu

(2.33)

Comme |ΩA| =
∫
ΩA dx =

∫
Ω u

2dx, et Kλ(I(x) − I) = δ(I(x) − I), où δ est la distribution de
Dirac, alors :

|ΩA|P̂A(I) =
∫
u2δ(I(x)− I)dx, (2.34)

δ|ΩA|
δu

P̂A(I) + |ΩA|
δP̂A(I)
δu

= 2uδ(I(x)− I), (2.35)

et

|ΩA|
δP̂A(I)
δu

= 2u
(
δ(I(x)− I)− P̂A(I)

)
(2.36)

Par conséquent, nous obtenons :

δSA
δu

= 2u
∑
I

P̂A(I) log P̂A(I)+ (2.37)

∑
I

2u
(
δ(I(x)− I)− P̂A(I)

)
log P̂A(I) +

∑
I

2u
(
δ(I(x)− I)− P̂A(I)

)
, (2.38)

et :

δSA
δu

= 2u
∑
I

δ(I(x)− I) log P̂A(I) + 2u
∑
I

δ(I(x)− I)− 2u
∑
I

P̂A(I). (2.39)
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Nous avons par ailleurs :∑
I

δ(I(x)− I) log P̂A(I) ' δ ∗ log P̂A(I(x)) = log P̂A(I(x)), (2.40)

et : ∑
I

δ(I(x)− I) ' δ ∗ 1 = 1,
∑
I

P̂A(I) = 1. (2.41)

Cela signifie que :
δSA
δu

= −2u log P̂A(I(x)). (2.42)

Nous obtenons de la même manière :

δSB
δu

= −2(u− 1) log P̂B(I(x)), (2.43)

ce qui termine la preuve.

Puisque notre problème de minimisation n’est pas convexe, le flot de gradient converge vers
un minimum local qui dépend de l’initialisation. Le flot (2.32) peut s’écrire sous la forme d’une
équation de diffusion non linéaire :

∂u

∂t
= ∇ · (K∇u) + F, (2.44)

dont le coefficient de diffusion K est donné par :

K = εµ

cW
, (2.45)

et le terme source F par :

F = 2u log P̂A(I(x)) + 2(u− 1) log P̂B(I(x))− µ

cW

1
ε
W ′(u). (2.46)

2.2 L’implémentation multigrille

Comme nous l’avons déjà signalé dans l’introduction, les images 3D du jeu de données cli-
niques que nous avons à traiter sont de très grande taille : 300× 299× 832 voxels. Pour les appli-
cations médicales, les temps de calcul doivent être aussi proches que possible du temps réel. Pour
prendre en compte cette double contrainte, nous proposons une approche multigrille. L’image est
décomposée en cellules de taille a dont les coordonnées sont notées x̄. Nous notons Ωx̄ = {x ∈ x̄},
P̂x̄ l’estimateur de Parzen de la distribution d’intensité dans le volume Ωx̄ et ū = u(x̄, t).

2.2.1 Le flot de gradient multigrille

Le flot multigrille s’obtient directement à partir de l’équation (2.32). Plus précisément, on a la
proposition suivante.

Proposition 2.2.1 Sous les hypothèses suivantes (théorème d’équipartition asymptotique) :∑
x∈x̄

log P̂A(I(x)) =
∑
I

|Ωx̄|Px̄(I) log P̂A(I), (2.47)



14

∑
x∈x̄

log P̂B(I(x)) =
∑
I

|Ωx̄|Px̄(I) log P̂B(I), (2.48)

l’équation du flot de gradient multigrille est donnée par :

∂ū

∂t
/|Ωx̄| = (2.49)

2ū
∑
I

P̂x̄(I) log P̂A(I) + 2(ū− 1)
∑
I

P̂x̄(I) log P̂B(I) + µ

cW

(
ε

a2 ∆̄ū− 1
ε
W ′(ū)

)
, (2.50)

où ∆̄ est l’opérateur Laplacien à l’échelle a.

Preuve. En écrivant (δEε/δū)(ū) = |Ωx̄|(δEε/δu)(ū), on obtient :

∂ū

∂t
= |Ωx̄|

(
δSA
δu

(ū) + δSB
δu

(ū) + µ

cW

(
ε∆ū− 1

ε
W ′(ū)

))
. (2.51)

On a par ailleurs :

|Ωx̄|
δSA
δu

(ū) = 2ū
(∑
x∈x̄

log P̂A(I(x))
)
, (2.52)

et de même pour SB . En utilisant :∑
x∈x̄

log P̂A(I(x)) =
∑
I

|Ωx̄|Px̄(I) log P̂A(I), (2.53)

on en déduit :
δSA
δu

(ū) = 2ū
∑
I

P̂x̄(I) log P̂A(I), (2.54)

et :
δSB
δu

(ū) = 2(ū− 1)
∑
I

P̂x̄(I) log P̂B(I), (2.55)

ce qui termine la preuve.

De même que précédemment, on obtient une équation de diffusion non linéaire dont le terme
source est :

F = |Ωx̄|
(

2ū
∑
I

P̂x̄(I) log P̂A(I) + 2(ū− 1)
∑
I

P̂x̄(I) log P̂B(I)− µ

cW

1
ε
W ′(ū)

)
, (2.56)

et le coefficient de diffusion est :

K = |Ωx̄|εµ
a2cW

. (2.57)

La dynamique de ce flot fait décroître l’énergie vers un minimum local qui dépend de l’initialisa-
tion. Dans le même temps l’énergie L2 de la solution peut augmenter si la condition initiale est
située à l’intérieur de la tumeur. La figure 2.1 illustrent ces commentaires pour l’image synthé-
tique représentée sur la figure 3.5a. Pour cet exemple, le minimum local est atteint après environ 7
itérations.
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(a) (b)

FIGURE 2.1 – (a) Énergie Eε en fonction du temps, (b) Énergie L2 de la solution en fonction du temps (initialisa-
tion à l’intérieur de la tumeur).

2.2.2 La résolution exacte par splitting de Lie

L’équation 2.50 se compose de trois termes différents : le terme linéaire de diffusion, le terme
non linéaire de réaction associé à la dérivée du potentiel à double puits et le terme d’attache aux
données de la log-vraisemblance. Ainsi, on peut réécrire le problème considéré sous la forme :

∂ū

∂t
= HAū−HB +Dū+ C(ū)

ū(x, 0) = ū0(x)
(2.58)

en introduisant les notations suivantes.
— Les termes :

HA = 2|Ωx̄|
∑
I

Px̄(I) log
(
P̂A(I)(P̂B(I)

)
(2.59)

et
HB = 2|Ωx̄|

∑
I

Px̄(I) log P̂B(I) (2.60)

sont associés à l’attache aux données.
— D est l’opérateur de diffusion :

D = |Ωx̄|εµ
a2cW

∆̄. (2.61)

— C désigne le terme de réaction :

C(ū) = −|Ωx̄|µ
εcW

W ′(ū). (2.62)

Compte tenu de la forme de ce problème, nous pouvons utiliser la méthode du splitting de Lie [43]
pour le résoudre. Cette méthode a été développée dans les années 70 et 80, voir par exemple [44],
[45] et [46] pour plus d’informations. On considère alors le flot :

L(t)ū0 = eDtR(t)S(t)ū0 (2.63)

où S(t) est le flot de l’équation d’attache aux données :

∂ū

∂t
= HAū−HB, (2.64)



16

R(t) est le flot de l’équation de réaction :

∂ū

∂t
= C(ū), (2.65)

et eDt le flot de l’équation de diffusion :

∂ū

∂t
= Dū. (2.66)

En utilisant la transformée de Fourier, cette dernière équation (2.66) se transforme en une équation
différentielle ordinaire (EDO). Finalement, grâce au splitting de Lie, le problème initial (2.58) se
ramène à la résolution de trois EDO. Après discrétisation en temps, l’erreur due au splitting est
donnée par :

ū(tn+1)− eDδtR(δt)S(δt)ū(tn) = δtρn, (2.67)

où ρn est de la forme
ρn = Λū(tn) +O(δt2). (2.68)

Dans cette dernière équation, Λ est un coefficient calculé à partir des commutateurs des opérateurs
HAū − HB , Dū et C(ū). Comme dans notre cas ces commutateurs ne sont pas nuls, l’erreur
est d’ordre 1 en δt. Cependant, un des avantages majeurs de notre modèle est que les trois EDO
résultant du splitting peuvent être résolues de façon exacte, ce qui évite la propagation d’erreurs
commises lors de la résolution de chacune de ces équations.

Solutions exactes de l’équation d’attache aux données

En supposant que :
TA(x̄) = 2

∑
I

P̂x̄(I) log(P̂A(I)P̂B(I)), (2.69)

et
TB(x̄) = 2

∑
I

P̂x̄(I) log(P̂B(I)), (2.70)

sont constants dans un intervalle de temps discret [tn, tn+1], la première EDO peut s’écrire :

∂ū

∂t
= ū(x̄, t)HA(x̄)−HB(x̄), (2.71)

où HA = |Ωx̄|TA et HB = |Ωx̄|TB . Les solutions sont données par :

ū(x̄, t) =
(
ū0(x̄)− TB(x̄)

TA(x̄)

)
eHA(x̄)t + TB(x̄)

TA(x̄) , (2.72)

avec ū0(x̄) = ū(x̄, 0). En écrivant tn+1 = tn + δt, cela conduit à l’équation discrétisée en temps :

Un+1(x̄) =
(
Un(x̄)− TB(x̄)

TA(x̄)

)
eHA(x̄)δt + TB(x̄)

TA(x̄) , (2.73)

où Un(x̄) ≈ ū(x̄, tn).
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Solutions exactes de l’équation de réaction

En utilisant W ′(ū) = ū(1− ū)(1− 2ū), ū ∈ [0, 1], nous avons :

∂ū

∂t
= −|Ωx̄|µ

εcW
(ū(1− ū)(1− 2ū)). (2.74)

Cette équation a trois solutions stationnaires données par ū(x̄, t) = 0, 1/2, 1. Des calculs simples
montrent que les autres solutions de (2.74) sont données par :

ū(x̄, t) = 1/2 si ū0(x̄) = 1/2

ū(x̄, t) =
√

1 + 4c(t, ε, ū0) + 1
2
√

1 + 4c(t, ε, ū0)
si ū0(x̄) > 1/2

ū(x̄, t) = 1−
√

1 + 4c(t, ε, ū0) + 1
2
√

1 + 4c(t, ε, ū0)
si ū0(x̄) < 1/2

(2.75)

où :

c(t, ε, ū0(x̄)) = ū0(x̄)(1− ū0(x̄))
(1− 2ū0(x̄))2 exp

(
−µ|Ωx̄|t

εcW

)
. (2.76)

Comme précédemment, on note tn+1 = tn + nδt et Un(x̄) ≈ ū(x̄, tn). Soit

g+
C =

√
1 + 4C + 1
2
√

1 + 4C
, (2.77)

et

g−C = 1−
√

1 + 4C + 1
2
√

1 + 4C
, (2.78)

avec

C = Un(1− Un)/(1− 2Un)2 exp
(
−µ|Ωx̄|δt

εcW

)
. (2.79)

La formulation itérative obtenue à partir de (2.75) est donnée par :

Un+1 = 1
2X{U

n=1/2} + g+
CX{Un>1/2} + g−CX{Un<1/2}, (2.80)

où XS est la fonction indicatrice de l’ensemble S.

Solutions exactes de l’équation de diffusion

L’équation 2.66 est résolue avec des conditions périodiques et la fonction ū est décomposée
en série de Fourier :

ū =
∑
k̄∈Z3

̂̄u(k̄, t) exp(2iπk̄ · x̄), (2.81)

où ̂̄u(k̄, .) désigne les coefficients de Fourier qui sont déterminés d’après la formule suivante :

̂̄u(k̄, t) =
∫
ū(x̄, t) exp(−2iπk̄ · x̄)dx̄. (2.82)
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Notons ūN les approximations linéaires de ū obtenues en ne conservant que les N3 premiers
coefficients de Fourier de ū :

ūN (x̄, t) =
N/2−1∑

kx̄1 ,kx̄2 ,kx̄3=−N/2

̂̄u(k̄, t) exp(2iπk̄ · x̄). (2.83)

Le calcul des ̂̄u(k̄, .) est effectué en pratique à l’aide de la transformée de Fourier discrète de la
fonction échantillonnée ūN . Le calcul de l’opérateur de diffusion se fait de manière exacte en
multipliant chacun de ces coefficients par exp(−4π2|Ωx̄| εµcW ). On a donc :

e∆tūN =
N/2−1∑

kx̄1 ,kx̄2 ,kx̄3=−N/2
exp(−4π2|Ωx̄|

εµ

cW
)̂̄u(k̄, t)(t) exp(2iπk̄ · x̄). (2.84)

L’équation 2.66 dans le domaine de Fourier est l’EDO :

∂ ̂̄u
∂t

= −4π2|Ωx̄|
εµ

cW

∣∣∣∣∣ k̄a
∣∣∣∣∣
2 ̂̄u, (2.85)

avec k̄ = (kx̄1 , kx̄2 , kx̄3) la variable de Fourier, ̂̄u = ̂̄u(k̄, t) et :

|k̄/a|2 = (kx̄1/a)2 + (kx̄2/a)2 + (kx̄3/a)2. (2.86)

Les solutions sont données par :

̂̄u(k̄, t) = ̂̄u(k̄, 0) exp

−4π2|Ωx̄|
εµ

cW

∣∣∣∣∣ k̄a
∣∣∣∣∣
2

t

 , (2.87)

et conduisent à l’équation itérative :

Un+1 = IFFT (G(k̄)FFT (Un)), (2.88)

où, comme ci-dessus, tn+1 = tn + nδt, Un(x̄) ≈ ū(x̄, tn), et :

G(k̄) = exp

−4π2|Ωx̄|
εµ

cW

∣∣∣∣∣ k̄a
∣∣∣∣∣
2

δt

 . (2.89)

Dans (2.88), FFT (resp. IFFT) désigne la transformée de Fourier rapide (resp. la transformée de
Fourier rapide inverse).

2.2.3 L’algorithme LLCH-exact

Le nouvel algorithme que nous proposons, par résolution exacte à partir du splitting de Lie du
flot de gradient multigrille du modèle LLCH, est décrit dans l’Algorithme 1.

Algorithme 1 : segmentation LLCH-exact

1. Input : Un=0, δt, ε, α and I

2. For : n = 1, ..., until convergence do
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3. Flot du terme d’attache aux données, (2.73) :

Un ←
(
Un − TB

TA

)
exp (2|Ωx̄|TAδt) + TB

TA

4. Flot du terme de réaction, (2.80) :

Un ← 1
2X{U

n=1/2} + g+
CX{Un>1/2} + g−CX{Un<1/2}

5. Flot du terme de diffusion, (2.88) :

Un+1 = IFFT (G(k)FFT (Un))

6. End for
7. Output : Un+1

L’initialisation U0 ≈ ū(x̄, 0) est choisie comme la fonction indicatrice du volume d’initiali-
sation. Il est important de souligner que cet algorithme n’utilise pas de discrétisation en espace
pour la résolution des trois EDO qu’il met en oeuvre. En particulier, l’utilisation de la transfor-
mée de Fourier évite d’avoir à discrétiser spatialement l’opérateur laplacien par des éléments finis.
L’algorithme est donc inconditionnellement stable.

2.3 Conclusion

Nous avons proposé un nouveau modèle pour la segmentation de tumeurs cutanées dans des
images 3D UHF à partir d’une formulation variationnelle dont le terme de régularisation est donné
par l’énergie de Cahn-Hilliard. Nous avons décrit le flot de gradient multigrille associé au problème
de minimisation ainsi qu’une implémentation par solutions exactes utilisant un splitting de Lie. Le
schéma est inconditionnellement stable et très facilement programmable. Dans le chapitre suivant,
l’algorithme LLCH-exact est évalué quant à ses performances en termes de temps de calcul et de
précision de segmentation. Des tests comparatifs avec des méthodes de référence de l’état de l’art
sont réalisés à partir des images du jeu de données cliniques.



Chapitre 3

L’algorithme LLCH-exact : évaluation
et tests comparatifs

Ce chapitre est consacré à l’étude des performances de l’algorithme LLCH-exact décrit dans
le chapitre précédent. Dans un premier temps, nous précisons le protocole expérimental ainsi que
les indicateurs de performance utilisés. Des premiers tests sont ensuite proposés pour illustrer les
avantages de l’approche multigrille et la pertinence de considérer une interface diffuse. Ensuite,
nous comparons les résultats obtenus avec l’algorithme LLCH-exact à ceux obtenus avec deux
algorithmes de référence de l’état de l’art, les algorithmes ADLL[5], et MSCH [21], en utilisant
des images de synthèse. Les algorithmes ADLL et LLCH partagent le même terme d’attache aux
données alors que les algorithmes MSCH et LLCH partagent le même terme de régularisation.
Nous décrivons ensuite les résultats obtenus à partir des images du jeu de données cliniques pour
lesquelles nous disposons d’une vérité terrain fournie par des dermatologues.

Les points importants à retenir pour ce chapitre sont les suivants.
— L’approche multigrille permet d’améliorer de façon très significative les temps de calcul

sans affecter les résultats de la segmentation.
— La taille de l’interface diffuse est un facteur important qui permet de contrôler la géométrie

de la segmentation.
— Les tests comparatifs montrent que l’agorithme LLCH-exact est une bonne solution pour

traiter le problème de la sous-segmentation du volume tumoral et qu’il est, de plus, le seul
algorithme robuste aux changements d’initialisation d’un contour initial à l’intérieur de la
tumeur à un contour initial entourant globalement la tumeur.

3.1 L’évaluation de l’algorithme LLCH-exact

Nous commençons par donner quelques précisions sur le processus global de segmentation et
sur les indicateurs de performance utilisés.

3.1.1 Le protocole expérimental et les indicateurs de performance

Le processus de segmentation prend comme donnée en entrée l’enveloppe log-compressée du
signal radiofréquence fournie par les systèmes d’acquisition à ultrasons. À gauche de la figure
3.1, se trouve une image 3D UHF d’une tumeur de la peau visible sous la forme d’une zone
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hypoéchogène et inhomogène dans le derme. À droite, se trouve le résultat de la segmentation, le
volume tumoral est en bleu. L’axe z indique la profondeur de la peau et les coordonnées (x, y)
décrivent les plans parallèles à la surface de l’épiderme. La zone noire au-dessus de l’épiderme est
le gel appliqué sur la peau lors l’acquisition.

Le processus se déroule comme suit :
— Un volume d’initialisation est sélectionné par l’utilisateur ; il s’agit du volume jaune.
— L’algorithme LLCH-exact fournit une segmentation à une échelle grossière.
— Le contour obtenu est interpolé à l’échelle (résolution) d’origine et lissé.

FIGURE 3.1 – Le processus de segmentation

Dans ce chapitre et dans les suivants, nous utilisons quatre indicateurs de performance [47], [48].
Ils ont été choisis parce qu’ils permettent de rendre compte des résultats au vu de notre but initial
qui est, rappelons-le, de proposer un algorithme permettant de pallier le problème de la sous-
segmentation du volume tumoral. Ces indicateurs supposent qu’un volume de référence R soit
disponible. Rappelons que dans les expériences que nous proposons, pour chacune des images 3D
du jeu de données cliniques, 150 contours de référence ont été dessinés par un dermatologue dans
les plans (x, z) (z étant l’axe vertical) pour interpoler un premier volume de référence R1, et 150
contours ont été dessinés dans les plans (y, z) pour interpoler un second volume de référence R2.

Les quatre indicateurs de performance sont les suivants, R étant le volume de référence et Ω
le volume segmenté.

— La sensibilité S, définie par :

S(Ω, R) = |Ω ∩R|/|R|, (3.1)

indique dans quelle mesure le volume segmenté recouvre l’ensemble du volume de réfé-
rence.

— La précision P , définie par :

P (Ω, R) = |Ω ∩R|/|Ω|, (3.2)

indique dans quelle mesure le volume segmenté fait réellement partie du volume de réfé-
rence.

— L’indice de Dice D, la moyenne harmonique de S et de D :

D(Ω, R) = 2|Ω ∩R|/(|Ω|+ |R|), (3.3)
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est un indicateur de la qualité de la segmentation prenant en compte le volume de référence.
— La distance mean average distance (MAD) permet de déterminer la distance moyenne du

bord du volume segmenté au bord du volume de référence. Elle est définie de la façon
suivante, en notant N(∂Ω) et N(∂R) le nombre de voxels sur la frontière ∂Ω du volume
segmenté et sur la frontière du volume de référence ∂R :

MAD(Ω, R) =
∑
x∈∂Ω

d(x|R)
2N(∂Ω) +

∑
x∈∂R

d(x|Ω)
2N(∂R) . (3.4)

Dans cette définition, d(x|R) = minx′∈∂R ‖x′ − x‖, est la distance du point x au bord
∂R, et de même en remplaçant R par Ω. La distance MAD est mesurée en µm (1 pixel =
50µm).

Une segmentation idéale correspond à S = P = 1 et MAD = 0. Compte tenu de notre problé-
matique, nous portons une attention particulière aux indicateurs S, D et MAD.

3.1.2 Influence de la taille de la grille

Nous utilisons ici les 12 images du jeu de données cliniques. Elles sont de taille 300× 299×
832, soit environ 75 millions voxels. La plus grande région d’intérêt est de taille 232× 180× 226,
soit environ 9 millions de voxels. Nous considérons 50 valeurs d’échantillonnage de I entre 0
et max(Ix). La zone de gel (zone noire au-dessus de l’épiderme, voir la figure 3.1) est retirée
avant segmentation. L’algorithme s’arrête lorsque le changement de volume entre deux étapes
consécutives est inférieur à 0,001 % du volume segmenté. Ceci s’applique à tous les tests et à
toutes les méthodes décrites ci-après. Les paramètres sont choisis comme suit : pour une échelle
fixe a, µ ∈ [0.02, 2.4], δt ∈ [0.1, 1] et ε ∈ [1/N , 4/N ] où N = max(Nx, Ny, Nz) (Nx, Ny, Nz

correspondent à la dimension de l’image en x, y et z). Ces paramètres sont ajustés de manière
adaptative afin de maximiser l’indice Dice.

(a) (b)

FIGURE 3.2 – Résultats de la segmentation avec l’algorithme LLCH-exact (images du jeu de données cliniques)
pour différentes tailles a de grille : (a) Temps de segmentation. (b) Indice de Dice D(Ω, R)

La figure 3.2 montre les évolutions du temps de calcul moyen et de l’indice de Dice moyen
par rapport à la taille a de la grille. Le temps moyen décroît rapidement à mesure que a augmente
et devient acceptable pour a = 4. Un facteur d’accélération de 90 est obtenu par rapport à la
grille fine de taille a = 1. L’indice de Dice moyen reste presque inchangé. Il varie entre 0.852
et 0.863. Cela signifie que la taille de la grille n’affecte pas de manière significative le résultat
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de la segmentation. La figure 3.3 montre la différence entre les contours obtenus pour des grilles
d’échelle a = 1 et a = 4.

FIGURE 3.3 – Résultats de la segmentation avec l’algorithme LLCH-exact (images du jeu de données cliniques)
pour différentes tailles a de grille : section 2D avec une grille de taille a = 4. Le contour rose est obtenu à l’échelle
la plus fine a = 1 ; le contour jaune correspond à l’échelle a = 4.

Ces premiers tests montrent bien l’intérêt de considérer une approche multigrille qui permet
de diviser par 90 le temps de calcul sans affecter les résultats. Un bon de choix de taille de grille
est a = 4.

3.1.3 Influence de la taille de l’interface diffuse

Nous l’avons déjà mentionné, une des caractéristiques importantes de l’algorithme LLCH-
exact proposé est qu’il produit une interface diffuse, ou couche de transition, d’épaisseur d’ordre ε.
Cette interface diffuse peut être vue comme une "fuzzification" du contour net à détecter. L’objectif
ici est d’illustrer le rôle important que le paramètre ε joue dans l’amélioration de la sensibilité.
Nous fixons µ = 0.2, δt = 0.1 et faisons varier ε de 0, 009 à 0, 038. Comme le montre la figure
3.4, l’indice de Dice et la sensibilité S augmentent lorsque ε augmente.

Il faut néanmoins prendre en considération les deux faits suivants :
— Si ε est choisi trop petit, l’interface libre ne se déplace pas car la couche de transition n’est

pas suffisamment significative.
— Si ε est choisi trop grand, la segmentation perd en précision.

3.2 Tests comparatifs avec des méthodes de référence

Nous commençons par décrire les deux méthodes de référence de l’état de l’art utilisées pour
les comparaisons.

3.2.1 Les méthodes ADLL et MSCH

La première des deux méthodes est la méthode adaptive log-likelihood level-set (ADLL) in-
troduite dans [5]. La formulation variationnelle utilise le terme d’attache aux données que nous
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FIGURE 3.4 – Résultats de la segmentation avec l’algorithme LLCH-exact (images du jeu de données cliniques) :
influence de l’épaisseur de l’interface diffuse illustrée sur une section 2D (cf tumeur 3.6k). (a,b,c) : Indice de
Dice et sensibilité pour trois valeurs croissantes de ε. (d,e,f) : Plus la couche de transition se développe, meilleurs
sont l’indice de Dice et la sensibilité. Le contour jaune correspond au volume segmenté et le rouge au volume de
référence tracé par un dermatologue.

avons repris, alors que le terme de régularisation est une dynamique de level sets. Plus précisé-
ment l’énergie est donnée par :

EADLL(φ) = −LL(δ(φ)) + µADLL

∫
δ(φ(x)|∇φ(x)|dx, (3.5)

où φ désigne une fonction de level sets. À partir du flot de gradient correspondant, les auteurs
considère l’EDP :

∂φ

∂t
= βδ(φ(x)) log

(
P̂A(I(x))
P̂B(I(x))

)
+ µADLLδ(φ(x))∇.

( ∇φ
|∇φ|

)
, (3.6)

dans laquelle β est un paramètre qui est ajusté de façon adaptative à chaque itération en fonction
d’un paramètre de seuil T et du terme d’attache aux données. Les estimations P̂A(I)etP̂B(I) sont
données par :

P̂A(I) =

∫
H(φ(x))Kλ(I(x− I))dx∫

H(φ(x))dx
, P̂B(I) =

∫
[1−H(φ(x))]Kλ(I(x− I))dx∫

[1−H(φ(x))]dx
. (3.7)

La seconde méthode est la méthode Mumford-shah Cahn-Hilliard (MSCH) [21] qui utilise
comme terme d’attache aux données la fonctionelle de Mumford-Shah et comme régularisation
l’énergie de Cahn-Hilliard. La formulation variationnelle est donnée par :

EMSCH(u) = 1
2

[∫
u2(I − c1)2dx+

∫
(u− 1)2(I − c2)2dx

]
+ µMSCH

cW
ECHε (u), (3.8)



Chapitre 3. L’algorithme LLCH-exact : évaluation et tests comparatifs 25

où c1 (resp. c2) représente l’intensité moyenne des pixels appartenant à la région d’intérêt ΩA

(resp. la région de fond ΩB). Le flot de gradient est donné par l’EDP :

∂u

∂t
= u(I − c1)2 + (u− 1)(I − c2)2 + µMSCH

cW

(
ε∆u− 1

ε
W ′(u)

)
. (3.9)

Afin de comparer équitablement les méthodes LLCH et MSCH, nous proposons, outre l’implé-
mentation de l’algorithme 1, une autre implémentation utilisant un schéma "Backward Euler" pour
le calcul du terme d’attache aux données. En pratique, il consiste à remplacer l’équation (2.73) par
Un ← (Un − δtTB)/(Un − δtTA). Dans la suite, nous nous référons à cette implémentation
alternative en la nommant méthode LLCH-BE.

Puisque le choix du paramètre de régularisation µ dépend de la méthode utilisée, nous écrivons
µ = µLLCH−exact (resp. µ = µLLCH−BE , µMSCH , µADLL) lorsqu’il s’agit de la méthode LLCH-
exact (resp. LLCH-BE, MSCH , ADLL).

3.2.2 Comparaisons à l’aide d’images de synthèse

Nous avons créé deux images synthétiques de taille 140 × 156 × 288 et 216 × 252 × 168
avec des densités différentes pour le derme, l’épiderme et la tumeur. Ces images sont bruitées avec
un bruit de Rayleigh. L’une des tumeurs est connexe, l’autre est composée de deux composantes
connexes. Les paramètres pour les différents algorithmes sont choisis comme suit.

— LLCH-exact : µLLCH−exact ∈ [0.03, 0.7], ε ∈ [1/N , 2/N ], δt ∈ [0.1, 1].
— LLCH-BE : µLLCH−BE ∈ [0.025, 0.3], ε ∈ [1/N , 2/N ], δt ∈ [0.1, 1].
— ADLL : µADLL ∈ [0.04, 2], δt ∈ [0.5, 10], T ∈ [2, 20].
— MSCH : µMSCH = γ/max(N )2 où γ ∈ [0.6, 10], ε ∈ [1/N , 2/N ], δt ∈ [40, 50].

Tous ces paramètres sont ajustés de manière adaptative afin de maximiser l’indice de Dice D. La
taille de la grille est fixée, avec a = 4, pour toutes les méthodes. Il est à noter que le pas de temps
δt doit être choisi assez petit pour les méthodes LLCH-exact et LLCH-BE, alors qu’il doit être
choisi grand pour les méthodes ADLL et MSCH. La figure 3.5 montre les contours obtenus en
considérant une section 2D du volume segmenté. Le contour rouge est un contour de référence.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 3.5 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE avec les algorithmes ADLL et
MSCH à l’aide d’images synthétiques. Section 2D du volume segmenté. LLCH-exact : trait continu jaune,
LLCH-BE : tirets roses, MSCH : tirets cyan et ADLL : trait continu vert. Le rectangle bleu est la section du
volume d’initialisation, à l’intérieur de la tumeur, (a), (b), et couvrant toute la tumeur (c), (d). Le contour rouge
est un contour de référence.

Nous ne considérons ici que le seul indice de Dice. Les valeurs pour chaque algorithme sont
données dans le tableau 3.1.

Lorsque le volume d’initialisation se trouve à l’intérieur de la tumeur, figures 3.5a et 3.5b, les
quatre algorithmes donnent des résultats très satisfaisants, les algorithmes LLCH-exact et LLCH-
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Tableau 3.1 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE avec les algorithmes ADLL et
MSCH à l’aide d’images synthétiques. Indice de Dice pour les algorithmes LLCH-exact, LLCH-BE, ADLL et
MSCH.

Méthode
Figure 3.5

(a) (b) (c) (d)

LLCH-exact/BE 0.872/ 0.876 0.934/0.942 0.872/ 0.864 0.922/0.932
ADLL 0.826 0.898 0.405 0.773
MSCH 0.847 0.933 3× 10−5 0.027

BE étant un peu plus performants. Notamment, ils permettent tous de bien segmenter les deux
composantes connexes dans le cas de la figure 3.5a. Il en va tout autrement si l’on change le
volume d’initialisation en le choisissant couvrant entièrement la tumeur, figures 3.5c et 3.5d. Pré-
cisons que lors de ce changement d’initialisation tous les paramètres restent inchangés. Alors que
les résultats obtenus grâce aux algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE ne sont que très peu modi-
fiés, ceux produits par les algorithmes ADLL et MSCH deviennent pratiquement inutilisables. En
particulier, l’algorithme ADLL ne détecte qu’une seule des composantes connexes dans le cas de
la figure 3.5c et l’indice de Dice correspondant à la figure 3.5d est très significativement inférieur
à l’indice de Dice des algorithmes LLCH. On voit là une première illustration du défaut principal
de l’algorithme ADLL mentionné dans l’introduction, à savoir sa tendance à sous-segmenter le
volume tumoral. Quant à l’algorithme MSCH, il échoue complètement à détecter les tumeurs.

Ces premières expériences montrent clairement que l’approche proposée présente des avan-
tages majeurs par rapport aux deux méthodes de référence. Dans tous les cas étudiés, les algo-
rithmes LLCH donnent les meilleurs résultats, et ces résultats sont très bons, et ce sont les seuls à
être robustes à un changement d’initialisation, à paramètres fixes, d’un volume initial à l’intérieur
de la tumeur à un volume intial couvrant la tumeur.

3.2.3 Comparaisons à l’aide des images du jeu de données cliniques

Nous proposons maintenant des expériences utilisant les 12 images du jeu de données cliniques
pour lesquelles on dispose de la vérité terrain fournie par un dermatologue. Comme précédemment,
nous discutons de l’influence de l’initialisation. Les paramètres sont choisis comme suit.

- LLCH-exact : µLLCH−exact ∈ [0.09, 1], δt ∈ [0.1, 1] et ε ∈ [1/N , 5/N ].

- LLCH-BE : µLLCH−BE ∈ [0.05, 2.5], δt ∈ [0.1, 1] et ε ∈ [1/N , 5/N ].

- AdLL : µAdLL ∈ [0.03, 0.8], δt ∈ [2, 10] et T ∈ [2, 10].

- MSCH : µMSCH = γ/max(N)2, γ ∈ [1.5, 100], δt ∈ [10, 20] et ε ∈ [1/N , 10/N ].

Ici aussi, tous les paramètres sont ajustés de manière adaptative afin de maximiser l’indice de
Dice pour chaque tumeur. La taille de la grille est fixée, avec a = 4, pour toutes les méthodes.
Tous les calculs sont effectués sous Matlab par une seule machine dotée du processeur Core i7
6500U, 2,5 GHz et 16 GB de RAM.
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Initialisation à l’intérieur de la tumeur

La figure 3.6 montre les résultats de la segmentation avec l’algorithme LLCH-exact pour une
initialisation à l’intérieur de la tumeur.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

FIGURE 3.6 – Résultats de la segmentation avec l’algorithme LLCH-exact pour les 12 tumeurs du jeu de données
cliniques (initialisation à l’intérieur de la tumeur).(a) Tumeur 1. (b) Tumeur 2. (c) Tumeur 3. (d) Tumeur 4. (e)
Tumeur 5. (f) Tumeur 6. (g) Tumeur 7. (h) Tumeur 8. (i) Tumeur 9. (j) Tumeur 10. (k) Tumeur 11. (l) Tumeur 12.

Le Tableau 3.2 résume tous les résultats des comparaisons en termes d’indice de Dice, MAD,
de sensibilité S et de précision P. Rappelons que la sensibilité S est élevée si le volume segmenté
couvre une grande partie de la tumeur et que la précision P est élevée si le volume segmenté fait
réellement partie de la tumeur.

Comme dans le cas des deux images synthétiques de tumeur, les quatre algorithmes étudiés
donnent des résultats très satisfaisants en termes d’indice de Dice, les algorithmes LLCH-exact et
LLCH-BE étant légèrement plus performants et l’algorithme MSCH un peu en retrait.

La méthode MSCH n’est pas vraiment adaptée à la segmentation des images cliniques présen-
tant un contraste très faible et des formes complexes. En particulier, un examen plus approfondi
de la segmentation de la tumeur 2 montre que l’algorithme MSCH ne parvient pas à détecter la
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Tableau 3.2 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE avec les algorithmes ADLL et
MSCH à l’aide des images du jeu de données cliniques : initialisation du volume à l’intérieur de la tumeur.
Moyennes et écarts type (±) de l’indice de Dice D, de la sensibilité S, de la précision P et de la distance MAD.

Indicateur
Méthode

LLCH-exact LLCH-BE AdLL MSCH Intra-ob

Dice 0.862 ± 0.053 0.861 ± 0.049 0.826 ± 0.061 0.769 ± 0.247 0.864 ± 0.051

S 0.853 ± 0.049 0.838 ± 0.073 0.763 ± 0.081 0.778 ± 0.248 0.855 ± 0.070

P 0.874 ± 0.073 0.891 ± 0.069 0.910 ± 0.086 0.776 ± 0.258 0.879 ± 0.068

MAD (µm) 191 ± 68 194 ± 72 231 ± 79 320 ± 222 177 ± 60

Temps (s) 41.0 57.0 14.7 13.4 300

plus petite des deux composantes de la tumeur. On peut également vérifier qu’il ne détecte pas la
totalité de la tumeur 10, la région segmentée correspondant à l’épiderme.

Comme on pouvait le soupco̧nner, la sensibilité de l’algorithme ADLL est faible comparée à
celle de l’algorithme LLCH-exact avec une différence significative de 12%. Etant donné que les
méthodes ADLL et LLCH-exact partagent le même terme d’attache aux données, cette différence
est due uniquement au choix du terme de régularisation, et plus précisément à la flexibilité in-
troduite par l’interface diffuse. Sans surprise, l’algorithme ADLL a la meilleure précision. Mais
il convient de noter que l’algorithme LLCH-exact a également une bonne précision. En ce qui
concerne la distance MAD, la différence entre les algorithems LLCH-exact et ADLL est très si-
gnificative, d’environ 21%. L’algorithme MSCH est également mauvais sur ce critère.

En conclusion, l’algorithme ADLL a la meilleure précision, mais il est moins performant en
termes de sensibilité et de distance MAD. Ces résultats traduisent le fait que les volumes segmentés
par cet algorithme sont trop petits et que leurs bords sont trop loin des bords de référence. Les
algorithmes LLCH n’ont pas ce défaut, ce qui confirme que notre approche est pertinente pour
traiter le problème de la sous-segmentation du volume tumoral.

Par rapport à l’intra-observabilité, notre méthode donne un indice de Dice, une sensibilité
et une précision similaires avec un temps d’exécution beaucoup plus court. Cependant, les algo-
rithmes LLCH donnent une distance MAD légèrement supérieure. Cela signifie qu’ils sont toujours
moins précis que la segmentation manuelle par des experts. Les boites à moustache de la figure
3.7 et les diagrammes de compromis de la figure 3.8 permettent de visualiser plus précisément
les principales différences entre les algorithmes. Pour une segmentation précise, la sensibilité et la
précision doivent être aussi proches que possible de 1. Rappelons que l’indice Dice D est donné
par D = 2/(1/S + 1/P ). Les courbes de niveau de l’indice de Dice sont dessinées en gris.

Nous proposons à la figure 3.9 des exemples de segmentation illustrant la différence de com-
portement entre les algorithmes LLCH-exact et ADLL.

Initialisation couvrant la tumeur

Nous proposons maintenant des expériences pour tester la robustesse face aux changements
d’initialisation, du volume initial à l’intérieur de la tumeur au volume initial recouvrant la tumeur.
L’objectif est de confirmer les résultats déjà décrits dans le cas des images de tumeurs synthétiques.

Comme indiqué dans le tableau 3.3. Les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE ont un indice
de Dice et une distance MAD assez similaires à celles obtenues pour l’initialisation à l’intérieur
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 3.7 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE avec l’algorithmes ADLL à l’aide
des images du jeu de données cliniques : initialisation du volume à l’intérieur de la tumeur. Boites à moustache
pour l’indice de Dice D, la sensibilité S, la précision P et la distance MAD.

de la tumeur, avec une légère différence inférieure à 5%. Comme auparavant, l’algorithme LLCH-
exact donne les meilleurs résultats.

Les algorithmes ADLL et MSCH échouent dans presque tous les cas et donnent un indice de
Dice moyen et une distance MAD moyenne très médiocres. Comme le montre la figure 3.10, dans
le cas de la tumeur 6, le volume segmenté pour l’algorithme ADLL est inutilisable alors que le
résultat est toujours très bon avec l’algorithme LLCH-exact.

Tableau 3.3 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE avec les algorithmes ADLL et
MSCH à l’aide des images du jeu de données cliniques : initialisation du volume couvrant la tumeur. Moyennes
et écarts type (±) de l’indice de Dice D, de la sensibilité S, de la précision P et de la distance MAD

Indicateur
Méthode

LLCH-exact LLCH-BE AdLL MSCH

Dice 0.860 ± 0.052 0.849 ± 0.065 0.540 ± 0.266 0.594 ± 0.316

MAD (µm) 196 ± 73 207 ± 74 854.8 ± 499.1 762.2 ± 682.1

Temps (s) 57.8 72.4 78.1 23.4
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(a) (b) (c)

(d) (e)

FIGURE 3.8 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE avec les algorithmes ADLL et
MSCH à l’aide des images du jeu de données cliniques : initialisation du volume à l’intérieur de la tumeur.
Sensibilité S versus précision P . Pour une segmentation précise, la sensibilité et la précision doivent être aussi
proches que possible de 1. L’indice de Dice D est donné par D = 2/(1/S + 1/P ) (courbes de niveau en gris). (a)
LLCH-exact avec le meilleur compromis sensibilité / précision. (b) LLCH-BE avec des résultats comparables à
LLCH-exact. (c) ADLL avec faible sensibilité. (d) MSCH : dans certains cas, la sensibilité et / ou la précision est
trop faible. (e) Variabilité intra-observateur.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 3.9 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et ADLL : initialisation à l’intérieur de la tumeur.
Coupes de 4 segmentations : contours LLCH-exact en jaune, contours ADLL en vert, contours de référence en
rouge.

3.3 Conclusion

Les expériences décrites dans ce chapitre montrent bien l’intérêt de remplacer le terme de
régularisation

∫
δ(φ(x)|∇φ(x)|dx par le terme de régularisation

(
ε∆u− 1

εW
′(u)

)
/cW . Cepen-

dant, nous avons vu avec l’exemple de l’algorithme MSCH que pour obtenir de bons résultats,
ce dernier terme devait être couplé avec un terme d’attache aux données capable de prendre en
compte la spécificité des images UHF. Ce que ne fait pas la fonctionnelle de Mumford-Shah.
À l’issue des tests comparatifs réalisés sur des images synthétiques et sur les images du jeu de
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(a) (b) (c)

FIGURE 3.10 – Comparaisons entre les algorithmes LLCH-exact et ADLL : initialisation couvrant la tumeur.
Coupe de la segmentations de la tumeur 6, voir figure 3.6 (f). (a) Tranche du volume initial. (b) Tranche du
volume segmenté, LLCH-exact. (c) Tranche du volume segmenté, ADLL.

données cliniques, il apparaît clairement que les algorithmes LLCH-exact et LLCH-BE se com-
portent beaucoup mieux que ce soit vis-à-vis du problème de la sous-segmentation ou vis-à-vis
des changements d’initialisation. Par ailleurs ces algorithmes sont simples à implémenter avec des
simulations facilement reproductibles. Par ailleurs, l’approche multigrille permet d’accéder à des
temps de calcul raisonnables pour leur mise en application concrète.



Chapitre 4

La méthode LLCH et les modèles lattice
Boltzmann

Dans ce chapitre, nous étudions la possibilité d’implémenter efficacement la méthode LLCH
multigrille à l’aide de schémas relevant des méthodes lattice Boltzmann (LBM). Nous commen-
çons par exposer nos motivations. Ensuite, après quelques rappels généraux, nous considérons
plusieurs implémentations avec des schémas Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) et à temps de relaxa-
tion multiples (MRT) utilisant les réseaux D3Q7 et D3Q19. Nous nous intéressons en particulier à
l’exactitude et à la stabilité de ces schémas.

Les points importants à retenir pour ce chapitre sont les suivants.
— La dynamique sous-jacente à la méthode LLCH n’est pas de nature physique, ne relevant

pas d’équations de conservation, et son implémentation par des schémas LBM n’est par
conséquent pas directe et est sujette à des problèmes de stabilité.

— Compte tenu des spécificités du terme d’attache aux données, les schémas BGK, à simple
temps de relaxation, ne permettent pas d’assurer une stabilité suffisante.

— Il est nécessaire d’avoir recours à des schémas MRT, à temps de relaxation multiples qui
permettent par l’introduction de paramètres additionnels de gagner en stabilité.

— L’ajustement des paramètres dits quartiques permet d’obtenir des schémas exacts à l’ordre
4 et numériquement stables.

4.1 Les schémas LBM

Nous commençons par quelques précisions concernant notre démarche.

4.1.1 Les schémas LBM et le traitement d’images

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, cette partie de notre travail est plus ex-
ploratoire et concerne directement la possibilité d’implémenter efficacement des algorithmes de
segmentation à l’échelle mésoscopique. Notre motivation première est le constat qu’il peut pa-
raître assez artificiel de créer un modèle continu à partir de données discrètes pour ensuite le re-
discrétiser à des fins d’implémentation. La question sous-jacente est la suivante : peut-on calibrer
des schémas LBM qui, au-delà des lois de contraintes physiques qui sont généralement utilisées
pour les construire, puissent intégrer les informations pertinentes pour la segmentation? Le mo-
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dèle LLCH est loin d’être une dynamique classique du type dynamique des fluides. Le terme de
log-vraisemblance, i.e. le terme d’attache aux données, influence très fortement la dynamique de
l’équation d’Allen-Cahn. Il fait intervenir des estimations non paramétriques de distributions non
clairement identifiées qui sont difficiles à justifier par des arguments physiques ou chimiques par
exemple.

Il existe très peu de contributions à l’heure actuelle concernant cette problématique. On peut
citer [29] et [30] pour des implémentations de dynamiques level sets ou encore [31] et [32] pour du
débruitage et de la détection de contours. Dans tous les cas, les schémas utilisés sont des schémas
très simples de type BGK qui se révèlent plus ou moins pertinents en fonction de la complexité
des images. Il est clair que la segmentation de tumeurs dans des images 3D UHF d’environ 75
millions de voxels par des schémas LBM présente des difficultés qui n’ont fait l’objet d’aucune
investigation.

Compte tenu de leurs performances pour reproduire des écoulements ou des transferts de cha-
leurs [49], [27] [50], [51], et de la facilité avec laquelle on peut les paralléliser, les schémas LBM
sont devenus des outils numériques puissants aux applications multiples permettant des simula-
tions en temps réel. Il est donc naturel d’essayer de construire de tels schémas pour notre problème
qui implique des données particulièrement volumineuses.

Concrètement, il s’agit d’étudier la possibilité d’implémenter par un schéma LBM une équa-
tion de diffusion non linéaire, l’équation du flot (2.32), du type :

∂u

∂t
= ∇ · (K∇u) + F, (4.1)

dont le coefficient de diffusion K est donné par :

K = εµ

cW
, (4.2)

et le terme source F par :

F = 2u log P̂A(I(x)) + 2(u− 1) log P̂B(I(x))− µ

cW

1
ε
W ′(u). (4.3)

Encore une fois, la principale difficulté provient de ce terme source.

4.1.2 Les schémas BGK et MRT

Le lecteur peut consulter par exemple [26] pour une introduction et les définitions de base utili-
sées ci-dessous. Les schémas LBM sont obtenus à partir d’une discrétisation spéciale de l’équation
de Boltzmann. Plus précisément, on considère la masse u(x, v, t)dxdv de particules dont les po-
sitions sont comprises entre x et x + dx et les vitesses entre v et v + dv (il s’agit d’un volume
élémentaire dans l’espace des phases). On suppose qu’une force ϕ est appliquée sur le système
pendant un temps dt. La position change : x devient x+ vdt ; la vitesse change v devient v+ϕdt.
On distingue deux cas.

— S’il n’y a pas de collision, alors la masse de particules est conservée :

(u(x+ vdt, v + Fϕdt, t+ dt)− u(x, v, t)) dxdv = 0. (4.4)
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— S’il y a des collisions, alors ce n’est plus le cas et il faut introduire une correction :

(u(x+ vdt, v + ϕdt, t+ dt)− u(x, v, t)) dxdv = Q(u)dxdvdt, (4.5)

en notant Q(u) l’opérateur de collision.
De la seconde équation on tire :

du

dt
= v · ∇xu+ ϕ

m
· ∇vu+ ∂u

∂t
= Q(u), (4.6)

qui est précisément l’équation de Boltzmann.

La distribution u dépend de l’espace, du temps et de la vitesse : u = u(x, v, t). L’espace des
vitesses v est discrétisé en introduisant un ensemble fini de n+ 1 directions ei qui sont pondérées
par des poids ti [26], ainsi que les distributions associées ui = ui(x, t) = u(x, ei, t). Dans la suite,
nous notons : u = [u0, u1, . . . , un]T . On a évidemment :

u(x, t) =
n∑
i=0

ui(x, t) (4.7)

De même, nous notons : F = [F0, F1, . . . , Fn]T où Fi = tiF , ti étant le poids du réseau associé
à la direction ei et F le terme source que nous serons amenés à considérer, 4.3. En discrétisant
l’équation de Boltzmann (avec ϕ = 0) et en tenant compte de ce terme source on obtient :

ui(x+ τci, t+ τ) = ui(x, t) + τFi +Qi, (4.8)

pour i = 0, 1, . . . , n. Dans cette équation, ci = cei où c = δx/τ est la vitesse du réseau, δx
et τ étant les pas d’espace du réseau et de temps. Le terme Qi provient de la discrétisation de
l’opérateur de collision Q.

Dans la suite, nous utiliserons deux réseaux 3D particuliers. Le premier est le réseau D3Q7
dont les 7 directions de vitesse et les poids sont donnés par (voir la figure 4.1a) :

ei =
{

(0, 0, 0) i = 0
(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1) i = 1, 2, . . . , 6 (4.9)

ti =
{

1/4 i = 0
1/8 i = 1, 2, . . . , 6 (4.10)

Le second est le réseau D3Q19 dont les 19 directions de vitesse et les poids sont donnés par (voir
la figure 4.1b) :

ei =


(0, 0, 0) i = 0
(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1) i = 1, 2, . . . , 6
(±1,±1, 0), (±1, 0,±, 0), (0,±1,±1) i = 7, 8, . . . , 18

(4.11)

ti =


1/3 i = 0
1/18 i = 1, 2, . . . , 6
1/36 i = 7, 8, . . . , 18

(4.12)

On distingue deux grandes classes de schémas LBM, les schémas BGK et MRT, en fonction
de la façon dont on choisit de faire opérer les collisions. Dans le cas BGK, appelé aussi à simple
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(a) (b)

FIGURE 4.1 – Deux réseaux LBM en dimension 3 : (a) Le réseau D3Q7. (b) Le réseau D3Q19.

temps de relaxation (SRT), l’opérateur de collision est donné par :

Qi = ω(ueqi − ui), (4.13)

où ω réprésente le paramètre de relaxation et :

ueq = [ueq0 , u
eq
1 , . . . , u

eq
n ]T , (4.14)

est le vecteur de la distribution d’équilibre, typiquement la distribution de Maxwell. Pour notre
problème qui ne fait pas intervenir de vitesse macroscopique, on a [26] :

ueqi (x, t) = tiu(x, t). (4.15)

On obtient finalement comme équation :

ui(x+ τci, t+ τ) = (1− ω)ui(x, t) + ωueqi (x, t) + τFi, (4.16)

pour i = 0, 1, ..., n. Pour une équation de diffusion telle que la nôtre (4.1) :

∂u

∂t
= ∇ · (K∇u) + F, (4.17)

le coefficient de diffusion est relié au paramètre de relaxation ω par :

K = ∆x2

4τ

( 1
ω
− 1

2

)
, (4.18)

pour le réseau D3Q7 et par :

K = ∆x2

3τ

( 1
ω
− 1

2

)
, (4.19)

pour le réseau D3Q19. L’expression de K dépend de la vitesse du son cs du réseau. Pour le réseau
D3Q7, cs = c/2, alors que pour le réseau D3Q19, cs = c/

√
3.

Puisque la somme des poids est toujours égale à 1, l’équation (4.15) exprime la conservation
du moment d’ordre 0 entre u et ueq. Les moments jouent un rôle essentiel dans le calibrage des
réseaux LBM. Ce sont en particulier les lois de conservation de ces moments qui permettent de
trouver les bons poids associés à chaque configuration de réseau. L’idée sous-jacente aux schémas
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MRT est d’effectuer la collision des particules dans l’espace des moments de manière à pouvoir
introduire des paramètres de relaxation supplémentaires qui peuvent être ajustés pour gagner en
précision et en stabilité [36].

Notons M la matrice de la transformation linéaire de l’espace vectoriel des vecteurs de distri-
butions dans l’espace vectoriel des vecteurs formés des n+ 1 premiers moments des distributions.
Nous donnerons un peu plus loin la forme explicite de la matrice M pour les réseaux D3Q7 et
D3Q19. Notons également m = Mu, meq = Mueq et Fmo = MF. Afin d’expliquer en quoi l’ap-
proche MRT généralise l’approche BGK, reprenons le terme de collision du modèle BGK sous
forme vectorielle :

(1− ω)u(x, t) + ωueq(x, t) = u(x, t) + ω(ueq(x, t)− u(x, t)). (4.20)

Soit M−1 la matrice inverse de M. Le terme de collision s’écrit :

M−1m(x, t) + M−1ωId(meq −m), (4.21)

où Id désigne la matrice identité. Ce qui signifie que dans l’espace des moments, l’opérateur de
collision est donné par la matrice scalaire ωId. Ainsi tous les moments sont traités de la même
façon avec un seul paramètre de relaxation ω. L’approche MRT consiste à remplacer la matrice
scalaire ωId par une matrice diagonale S et par suite permet d’introduire n + 1 paramètres qui
peuvent influer de façon différente sur les moments. La collision est alors donnée par :

m̃ = (Id− S)m(x, t) + Smeq(x, t), (4.22)

voir la figure 4.2. Après la collision, la propagation est exécutée dans l’espace initial des distribu-

FIGURE 4.2 – Illustration de la collision dans l’espace des moments pour les schémas MRT.

tions. On a donc :
ui(x+ τci, t+ τ) = ũi(x, t), (4.23)

avec ũ = M−1m̃. Dans cet espace l’opérateur de collision s’écrit :

Q(u) = M−1SM(ueq − u). (4.24)
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Les simulations que nous proposons dans la suite sont réalisées avec les réseaux D3Q7 et
D3Q19. Le choix de ces réseaux peut être justifié comme suit. Le réseau D3Q27, le plus précis,
nécessite beaucoup plus de calculs qui finalement n’influent que très peu sur les résultats de la
segmentation. Quant au réseau D3Q15, il est connu pour introduire des oscillations numériques
dues au problème de parité [37].

4.2 L’implémentation de la méthode LLCH par des schémas LBM
MRT

Rappelons que l’équation 2.50du flot de gradient multigrille est donnée par :

∂ū

∂t
/|Ωx̄| = (4.25)

2ū
∑
I

P̂x̄(I) log P̂A(I) + 2(ū− 1)
∑
I

P̂x̄(I) log P̂B(I) + µ

cW

(
ε

a2 ∆̄ū− 1
ε
W ′(ū)

)
. (4.26)

où ∆̄ est l’opérateur Laplacien à l’échelle a. Il s’agit d’une équation de diffusion non linéaire de
terme source :

F = |Ωx̄|
(

2ū
∑
I

P̂x̄(I) log P̂A(I) + 2(ū− 1)
∑
I

P̂x̄(I) log P̂B(I)− µ

cW

1
ε
W ′(ū)

)
, (4.27)

et dont le coefficient de diffusion est donné par :

K = |Ωx̄|εµ
a2cW

. (4.28)

À partir de maintenant, nous adoptons les notations suivantes : ∆x = δx, ∆t = |Ωx̄|τ et λ =
∆x/∆t.

4.2.1 Les schémas MRT D3Q7 et D3Q19

Nous proposons deux implémentations LBM MRT de l’équation 2.50, l’une utilisant le réseau
D3Q7, l’autre le réseau D3Q19. Pour cela, nous commençons par préciser comment définir la
matrice M en lien avec les moments considérés. Nous renvoyons à [37] pour plus d’informations.

Soit m = [m0,m1, . . . ,mn]T , pour calculer les moments mi, on construit par Gram-Schmidt
une base duale orthogonale à partir de polynômes en les vecteurs colonnes suivants (en utilisant la
notation ket de Dirac) :

|ex〉 = [e0,x, e1,x, . . . , en,x]T , (4.29)

|ey〉 = [e0,y, e1,y, . . . , en,y]T , (4.30)

|ez〉 = [e0,z, e1,z, . . . , en,z]T . (4.31)
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Pour le réseau D3Q7, cette base duale est donnée par (en utilisant la notation bra de Dirac)
[51] :

〈1| = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1], m0 = 〈1|u〉 = u, (4.32)

λ〈ex| = [0, λ,−λ, 0, 0, 0, 0], m1 = λ〈ex|u〉, (4.33)

λ〈ey| = [0, 0, 0, λ,−λ, 0, 0], m2 = λ〈ey|u〉, (4.34)

λ〈ez| = [0, 0, 0, 0, 0, λ,−λ], m3 = λ〈ez|u〉, (4.35)

7〈e2
x + e2

y + e2
z| − 6〈1| = [−6, 1, 1, 1, 1, 1, 1], m4 = 7〈e2

x + e2
y + e2

z|u〉 − 6〈1|u〉, (4.36)

3〈e2
x| − 〈e2

x + e2
y + e2

z| = [0, 2, 2,−1,−1,−1,−1], m5 = 〈2e2
x − (e2

y + e2
z)|u〉, (4.37)

〈e2
y − e2

z| = [0, 0, 0, 1, 1,−1,−1], , m6 = 〈e2
y − e2

z|u〉. (4.38)

où λ est un paramètre non nul que l’on choisit généralement égal à 1. On obtient par conséquent
pour matrice M la matrice :

M =



1 1 1 1 1 1 1
0 λ −λ 0 0 0 0
0 0 0 λ −λ 0 0
0 0 0 0 0 λ −λ
−6 1 1 1 1 1 1
0 2 2 −1 −1 −1 −1
0 0 0 1 1 −1 −1


. (4.39)

Bien que les moments mi, pour i = 0, 1, . . . , 7, puissent être interprétés par des quantités phy-
siques quant le contexte s’y prête, comme en mécanique des fluides ou en transfert de chaleur,
nous avons déjà signalé dans l’introduction que leur signification pour notre problème n’est pas
forcément très pertinente. C’est pourquoi nous ne nous attardons pas sur ce point. Les moments
d’équilibre que l’on choisit pour nos applications sont donnés par le vecteur :

meq = (u, 0, 0, 0, αu, 0, 0)T , (4.40)

où α est un paramètre libre. Ce choix est cohérent avec le fait qu’il est raisonnable de considérer
qu’il n’y a pas de vitesse macroscopique de convection dans notre cas. La matrice de relaxation
que nous considérons est la matrice diagonale :

S = diag(0, s1, s1, s1, s2, s3, s3), (4.41)

où s1, s2 et s3 sont trois paramètres de relaxation. Enfin, le vecteur Fmo est le vecteur :

Fmo = (F, 0, 0, 0, αF, 0, 0)T . (4.42)

On procède de la même façon pour le réseau D3Q19. Nous renvoyons une nouvelle fois à [37].
Dans ce cas, la matrice M est donnée par (4.46). Les moments d’équilibre que l’on choisit sont
donnés par le vecteur :

meq = (u, αu, βu, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T , (4.43)

où α et β sont des paramètres libres. La matrice de relaxation que nous considérons est la matrice
diagonale :

S = diag(0, s1, s2, s2, s2, s2, s2, s2, s2, s1, s2, s1, s2, s1, s1, s1, s2, s2, s2)T , (4.44)
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où s1 et s2 sont deux paramètres de relaxation. Le vecteur Fmo est le vecteur :

Fmo = (F, αF, βF, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T . (4.45)
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(4.46)

L’algorithme LLCH-MRT que l’on propose est décrit dans l’Algorithme 2 où nous avons retiré
les barres pour simplifier les notations. Il est à noter que la prise en compte du terme source se fait
via le Strang splitting [43], voir la section 4.2.3 pour des commentaires. La boucle principale de
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l’algorithme s’arrête lorsque la distance dans L2 entre deux itérations successives est inférieure à
0.1% (évaluation du moment). Enfin, la région d’intérêt segmentée est l’ensemble où u ≥ 1/2.

Algorithme 2 : segmentation LLCH-MRT

Initialiser u
Calculer le terme source F
Calculer le vecteur de terme source F
Calculer M, M−1, S et Fmo

Tant que Tol > 10−3 faire

Transformer en espace des moments : m(k) = Mu(k)

Ajouter le terme source (Strang splitting) : m(k) ←m(k) + ∆tF(k)
mo/2

Evaluer les moments

Faire la collision (moment de relaxation) : m(k) ← (Id− S)m(k) + Smeq(k)

Ajouter le terme source (Strang splitting) : m(k) ←m(k) + ∆tF(k)
mo/2

Transformer en l’espace initiale : u(k) = M−1m(k)

Calculer des conditions aux bords : conditions d’anti-bounce-back

Faire la propagation : u(k+1)
i (x+ ciτ, t+ τ)← u

(k+1)
i (x, t)

Mettre à jour la distribution : u =
q∑
i=0

ui

Mettre à jour le terme source F

Mettre à jour le vecteur de terme source Fmo

Fin
Retourner u

4.2.2 Consistance et stabilité de l’algorithme MRT

Nous expliquons dans cette section comment choisir les différents paramètres des schémas
MRT décrits ci-dessus pour gagner en précision et en stabilité. Il s’agit d’une étape cruciale qui
peut prêter à confusion lorsqu’on compare les stratégies de mise en œuvre des modèles LBM.
Par exemple, dans [52], les auteurs ne réussissent pas à trouver les paramètres pertinents pour les
schémas MRT. Comme montré dans la suite, et en ce qui concerne notre application, les schémas
MRT fonctionnent beaucoup mieux que les schémas BGK lorsque les paramètres sont correcte-
ment réglés.

Consistance

Nous reprenons l’approche de [53] dans laquelle les auteurs expliquent comment ajuster les
paramètres de relaxation dits quartiques afin d’obtenir des schémas exacts à l’ordre 4 pour le
modèle thermique et les modes de relaxation diffusifs du problème de Stokes. Rappelons que les
paramètres du schéma MRT D3Q7 sont α, s1, s2 et s3 et ceux du schéma MRT D3Q19 sont α, β,
s1 et s2. Là encore, nous retirons les barres pour simplifier les notations.
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Proposition 4.2.1 Il existe des paramètres de relaxation pour lesquels les schémas de diffusion
MRT D3Q7 et D3Q19 sont exacts à l’ordre 4, c’est-à-dire tels que :

∂u

∂t
−∇.(K∇u) = O(∆t4) , (4.47)

et donc sans diffusion numérique.

Preuve. Nous renvoyons à [53] pour plus de détails et ne donnons que les principaux arguments
de la preuve. Rappelons que λ désigne le rapport ∆x/∆t. En utilisant les développements de
Taylor, on peut montrer que :

∂u

∂t
−∇.(K∇u) +A∆t2 +B∆t3 = O(∆t4), (4.48)

avec :

K = λ2

21∆t(6 + α)
( 1
s1
− 1

2

)
, (4.49)

pour le schéma D3Q7 et :

K = λ2

57∆t(30 + α)
( 1
s1
− 1

2

)
, (4.50)

pour le schéma D3Q19. En choisissant les paramètres quartiques suivants pour le schéma D3Q7 :

s2 =

6 + α

1− α

( 1
s1
− 1

2

)
+ 3α+ 4

12(α− 1)
(

1
s1
− 1

2

)
−1

, (4.51)

s3 =

 1
6
(

1
s1
− 1

2

) + 1
2

−1

, (4.52)

on obtient A = B = 0 dans (4.48). De la même manière [54], en choisissant les paramètres
quartiques suivants pour le schéma D3Q19 :

s1 = 1
1√
3 + 1

2
, s2 = 2

1√
3 + 1

, (4.53)

on obtient aussi A = B = 0 dans (4.48), ce qui termine la preuve.

Dans les expériences décrites ci-dessous, nous choisissons les paramètres de la façon suivante.
— Pour le réseau D3Q7 :

s1 = 2/(1/(
√

3 + 1)), (4.54)

s2 =

6 + α

1− α

( 1
s1
− 1

2

)
+ 3α+ 4

12(α− 1)
(

1
s1
− 1

2

)
−1

, (4.55)

s3 =

 1
6
(

1
s1
− 1

2

) + 1
2

−1

. (4.56)

Le paramètre α est fixé par le coefficient de diffusion suivant (4.49).
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— Pour le réseau D3Q19 :

s1 = 1
1√
3 + 1

2
, (4.57)

s2 = 2
1√
3 + 1

, (4.58)

β = 0. (4.59)

Le paramètre α est fixé par le coefficient de diffusion suivant (4.50).

Stabilité

Nous proposons maintenant des expériences numériques afin de démontrer la stabilité des
schémas D3Q7 et D3Q19, les paramètres étant fixés comme ci-dessus. Ces expériences sont ba-
sées sur l’analyse classique de Von Neumann dans l’espace de Fourier (voir [55]). On cherche les
solutions sous la forme d’ondes planes fj = φje

i(ωt−k.x), j = 0, 1, . . . , 6, avec un vecteur d’onde
k = (kx, ky, kz), une densité uniforme u et éventuellement une vitesse uniforme de convection
du fluide V = (Vx, Vy, Vz). On suppose que les conditions aux limites sont des conditions pério-
diques. Considérons, pour le réseau D3Q7 :

f = f0 + δf , (4.60)

où f0 = (f0, . . . , f7) représente l’état d’équilibre uniforme spécifié par la densité uniforme et
stable u et la vitesse vectorielle V = (Vx, Vy, Vz), et δf est une petite perturbation. Dans notre
contexte, il n’y a pas de convection du fluide et nous pouvons donc choisir Vx = Vy = Vz = 0.
L’insertion de l’équation (4.60) dans l’équation de Boltzamn discrète (4.8) avec l’opérateur de
collision (4.24) conduit à :

f(x, t+ ∆t) = Gf(x, t), (4.61)

où G est la matrice d’amplification. Soit p = eikx , q = eiky et r = eikz , les facteurs de phase. La
matrice d’amplification G du schéma pour le réseau D3Q7 peut être écrite comme le produit :

G = PM−1ΨM , (4.62)

où :

Ψ =



1 0 0 0 0 0 0
0 s1 0 0 0 0 0
0 0 s1 0 0 0 0
0 0 0 s1 0 0 0
0 0 0 0 s2 0 0
0 0 0 0 0 s3 0
0 0 0 0 0 0 s3


, (4.63)

P =



1 0 0 0 0 0 0
0 p 0 0 0 0 0
0 0 1/p 0 0 0 0
0 0 0 q 0 0 0
0 0 0 0 1/q 0 0
0 0 0 0 0 r 0
0 0 0 0 0 0 1/r


, (4.64)
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et M est la matrice de relaxation (4.39). La stabilité du schéma repose sur l’équation (4.61), et se
présente donc comme un problème de valeurs propres qui nécessite par conséquent la détermina-
tion des valeurs propres de la matrice d’amplification G. Ces dernières sont obtenues en résolvant
numériquement l’équation de dispersion suivante [55] :

Q(z) = det(G− zId) = 0, (4.65)

où z = ei∆t est le facteur de temps. En effet pour un vecteur d’onde k donné, c’est-à-dire pour
p, q et r donnés, on calcule les valeurs propres z(k) qui sont les solutions de (4.65). On fait alors
varier le vecteur d’onde k et on étudie le comportement des valeurs propres zj(k). En faisant
varier le module du vecteur d’onde k entre 0 et π (pour des raisons de périodicité), on calcule
numériquement les valeurs propres de la matrice G, les racines zj du polynôme Q, pour un jeu de
paramètres donné.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.3 – Valeurs propres logarithmiques Re(ln(zj)) en fonction du vecteur d’onde k pour le schéma de
D3Q7. (a) Angle azimutal θ = 0 et un angle polaire φ = 0 ; (b) θ = 0, φ = π/6 ; (c) θ = 0, φ = π/3 ; (d) θ = π/6,
φ = π/6.

Le schéma devient instable lorsque l’une des valeurs propres de G est supérieure à 1 ou de
manière équivalente lorsque l’une des solutions zj , j = 0, 1, . . . , 6, de l’équation de dispersion
(4.65) satisfait Re(ln(zj)) ≥ 0 [56]. Pour calculer les valeurs propres de la matrice G, on a
utilisé les bibliothèques numériques standard d’algèbre linéaire comme LAPACK. Les simulations
illustrées à la figure 4.3 pour la segmentation de la tumeur 5.7f montrent que le schéma D3Q7 est
effectivement stable. Une étude similaire peut être menée pour le réseau D3Q19. Les résultats sont
présentés à la figure 4.4.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.4 – Valeurs propres logarithmiques Re(ln(zj)) en fonction du vecteur d’onde k pour le schéma de
D3Q19. (a) Angle azimutal θ = 0 et un angle polaire φ = 0 ; (b) θ = 0, φ = π/6 ; (c) θ = 0, φ = π/3 ; (d)
θ = π/6, φ = π/6.

Il est très important de souligner ici que ces résultats de stabilité sont dus au choix des para-
mètres décrits précédemment.

4.2.3 Stabilité BGK versus stabilité MRT

Dans toute cette partie l’implémentation BGK, ou à simple temps de relaxation (SRT), que
nous utilisons est tirée de [31]. Nous comparons, en terme de stabilité, les schémas BGK et les
schémas MRT, l’objectif étant de montrer tout l’intérêt qu’il y a à introduire des paramètres de
relaxation supplémentaires pour renforcer la stabilité. Pour chaque schéma, nous calculons l’erreur
relative :

Err = ‖u
n+1 − un‖2
‖un‖2

, (4.66)

où un = u(tn = nδt). Cette erreur relative doit diminuer au cours du temps si le schéma est
numériquement stable.

Nous avons eu l’occasion de le souligner, le problème principal pour la stabilité provient du
terme source. Dans l’algorithme 2, nous avons choisi d’intégrer ce terme source via un Strang
splitting [43]. Nous revenons maintenant sur ce point.
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Le Strang splitting traite le terme source de la façon suivante :

m(k) ←m(k) + ∆tF(k)
mo/2 (4.67)

m(k) ← (Id− Ŝ)m(k) + Ŝmeq(k) (4.68)

m(k) ←m(k) + ∆tF(k)
mo/2. (4.69)

Alternativement, on peut considérer une intégration directe :

m(k) ← (Id− Ŝ)m(k) + Ŝmeq(k) + ∆tF(k)
mo. (4.70)

Ceci est également valable pour l’algorithme BGK. Pour évaluer l’importance du choix de la prise
en compte du terme source, nous effectuons des tests à partir de deux images. Pour l’image de
synthèse, les paramètres sont fixés comme suit : K = 0.3 × 10−3, µ = 0.01, ∆t = 0.04 et
∆t = 0.0574. L’échelle est de a = 4. Pour l’image du jeu de données cliniques, les paramètres
sont fixés comme suit : K = 0.5 × 10−3, µ = 0.079, ∆t = 0.015 et ∆t = 0.0276. L’échelle
est également de a = 4. La figure 4.5 montre les résultats que l’on obtient en comparant des
implémentations BGK et MRT à partir du réseau D3Q7.

On tire les conclusions suivantes.
— Pour le schéma BGK : l’utilisation du Strang splitting permet de meilleures performances

en terme de convergence pour des petits pas de temps a, e. Cependant, en augmentant le pas
de temps, on perd en stabilité c, g. L’utilisation de l’intégration directe assure une certaine
stabilité, même si la convergence n’est pas rapide. On choisira donc cette seconde solution.

— Pour le schéma MRT : les résultats montrent qu’il est préférable d’utiliser le Strang split-
ting.

Ces premiers tests justifient le choix fait du Strang splitting dans l’algorithme 2, d’une part, et
d’autre part montrent déjà les problèmes de stabilité du schéma BGK. Les tests qui sont décrits
ci-dessous confirment ce dernier point.

Pour la première comparaison, nous utilisons une image synthétique. Les paramètres sont dé-
finis comme suit : K = 0.3 × 10−3, µ = 0.01, ∆t = 0.04 et ∆t = 0.05. L’échelle est de a = 4.
Les résultats des simulations sont illustrés à la figure 4.6. Dans le cas D3Q7, nous pouvons voir
que le schéma BGK est beaucoup plus sensible à l’augmentation du pas de temps et devient clai-
rement instable pour ∆ = 0.05, alors que le schéma MRT se comporte de la même façon. Le cas
D3Q19 confirme cette observation et montre que l’instabilité du schéma BGK n’est pas causée par
le choix du réseau. Nous arrivons à la même conclusion en utilisant l’image 5.7d du jeu de données
cliniques. Les paramètres sont définis comme suit : K = 0.5 × 10−3, µ = 0.079, ∆t = 0.015 et
∆t = 0.025. L’échelle est de a = 4. Les résultats des simulations sont illustrés à la figure 4.7.

En conclusion, il apparaît très clairement que l’approche MRT est une bonne stratégie pour
obtenir des performances pertinentes et conduit à des schémas se comportant beaucoup mieux que
les schémas BGK.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

FIGURE 4.5 – Prise en compte du terme source, directe ou par strong splitting : comparaisons entre BGK et
MRT pour le réseau D3Q7.
Shéma BGK et image de synthèse : (a) ∆t = 0.04, (c) ∆t = 0.0574.
Schéma BGK et image clinique : (e) ∆t = 0.015, (g) ∆t = 0.0276.
Ligne bleue : strong splitting. Ligne pointillée bleue : intégration directe.
Schéma MRT et image synthétique :(b) ∆t = 0.04, (d), ∆t = 0.0574.
Schéma MRT et image clinique : (f) ∆t = 0.015, h), ∆t = 0.0276.
Ligne rouge : strong splitting. Ligne pointillée rouge : intégration directe.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIGURE 4.6 – Comparaison de stabilité entre BGK (SRT) et MRT : image synthétique.
Réseau D3Q7 : (a) pas de temps ∆t = 0.04, (b) pas de temps ∆t = 0.05.
Réseau D3Q19 : (c) pas de temps ∆t = 0.04, (d) pas de temps ∆t = 0.05.
Coupe de la segmentation par l’algorithme LLCH-MRT : (e) ∆t = 0.04, (f) ∆t = 0.05. Le contour de réfé-
rence est en rouge.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.7 – Comparaison de stabilité entre BGK (SRT) et MRT : image clinique 5.7d.
Réseau D3Q7 : (a) pas de temps ∆t = 0.015, (b) pas de temps ∆t = 0.025.
Réseau D3Q19 : (c) pas de temps ∆t = 0.015, (d) pas de temps ∆t = 0.035.

4.3 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment implémenter la méthode LLCH à l’aide de
schémas lattice Boltzmann à temps de relaxation multiples. Comme nous l’avons vérifié à l’aide
de tests sur des images synthétiques et sur notre jeu de données cliniques, une telle implémentation
est nécessaire puisque les schémas à simple temps de relaxation ne sont pas suffisamment stables
pour prendre en charge le terme source de notre équation de diffusion non linéaire. Grâce à un
bon choix des paramètres de relaxation supplémentaires que fournit l’approche MRT, nous avons
obtenu des schémas exacts à l’ordre 4, sans diffusion numérique, dont la stabilité a été vérifiée
par une analyse de Von Neumann. Dans le chapitre suivant, nous évaluons les performances de
cette nouvelle approche et comparons notamment cette dernière à l’implémentation par solutions
exactes du chapitre 2.



Chapitre 5

L’algorithme LLCH-MRT : évaluation
et tests comparatifs

Nous proposons dans ce chapitre des tests permettant d’évaluer les performances des deux
algorithmes LLCH-MRT, D3Q7 et D3Q19, décrits dans le chapitre précédent. Nous commençons
par quelques tests sur des images de synthèse pour étudier le comportement de ces algorithmes
en fonction du changement de la taille de la grille. Puis nous réalisons des tests comparatifs entre
les algorithmes ADLL, LLCH-exact, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT D3Q19, en utilisant les
images du jeu de données cliniques. Nous terminons, dans la conclusion, par une discussion sur
les temps de calcul.

Les points importants à retenir pour ce chapitre sont les suivants.
— L’approche multigrille permet d’améliorer de façon très significative les temps de calcul et

les résultats de la segmentation.
— Les algorithmes LLCH-exact et LLCH-MRT fournissent des résultats sensiblement équi-

valents en terme de segmentation.
— Une implémentation C++ parallélisée de l’algorithme LLCH-MRT D3Q7 permet d’obtenir

un temps de calcul semblable à celui de l’algorithme LLCH-exact.
— L’algorithme LLCH-exact est le seul robuste aux changements d’initialisation d’un volume

initial à l’intérieur de la tumeur à un volume initial à l’extérieur de la tumeur.
— L’obstruction à une implémentation complètement parallélisée des algorithmes LLCH-

MRT est le calcul de la log-vraisemblance du terme d’attache aux données.

5.1 Évaluation sur des images de synthèse

Nous proposons ici quelques tests afin d’évaluer les performances de l’algorithme LLCH-
MRT en fonction du choix de la taille de la grille. Les tests sont réalisés avec le réseau D3Q7. Des
résultats similaires sont obtenus avec le réseau D3Q19.

5.1.1 Paramétrisation du profil de potentiel

En pratique, il peut être utile d’ajuster le profil du potentiel à double puits pour améliorer les
résultats de segmentation. Rappelons que le flot de gradient multigrille est donné par l’équation
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2.50 :

∂ū

∂t
/|Ωx̄| = (5.1)

2ū
∑
I

P̂x̄(I) log P̂A(I) + 2(ū− 1)
∑
I

P̂x̄(I) log P̂B(I) + µ

cW

(
ε

a2 ∆̄ū− 1
ε
W ′(ū)

)
, (5.2)

où :

cW =
∫ 1

0
W (s)ds. (5.3)

On introduit le potentiel à paramètre défini par :

Wθ(u) = θW (u). (5.4)

On a alors, en posant ε′ = ε/θ :

K = µε

a2cWθ

= µε

a2θcW
= µε′

a2cW
, (5.5)

et :
µ

εcWθ

W ′θ(u) = µ

εθcW
θW ′(u) = µ

ε′θcW
W ′(u). (5.6)

Ceci signifie, en reprenant la notation d’origine en ε, que l’équation du flot multigrille fait inter-
venir maintenant trois paramètres : µ, ε et θ. Le paramètre additionnel θ n’intervient qu’au niveau
du terme de réaction. Le choix de K et de µ détermine ε et les paramètres du schéma MRT (voir la
fin de la sous-section "Consistance" dans 4.2.2). En bref, les paramètres impliqués dans les tests
sont :

— le paramètre de régularisation µ ;
— le coefficient de diffusion K ;
— le paramètre de profil du potentiel à double puits θ ;
— le pas de temps ∆t ;
— l’échelle de la grille a.

5.1.2 Influence de la taille de la grille

Nous considérons dans un premier temps l’image synthétique simple de la figure 5.1. Elle est
de taille 256 × 256 × 256 voxels, soit environ 17 millions de voxels. Le bruit est donné par une
distribution de Rayleigh.

La segmentation est effectuée aux échelles a = 1, 2, 3, 4, 5. Le pas de temps est fixé à ∆t =
0.002 pour assurer la stabilité à l’échelle initiale a = 1. Nous choisissons K = 0.4 × 10−3,
µ = 0.02 et θ = 10/a2. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.1. Nous pouvons voir
que l’indice de Dice diminue légèrement lorsque l’échelle augmente. En revanche, la sensibilité
augmente. Cela s’explique par le fait que la dynamique du flot est moins conservative aux échelles
supérieures et par le grand nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la convergence à l’échelle
initiale [57]. Les temps de calcul d’une mise en oeuvre simple (non parallèle) montrent que la
grande taille de l’image ne permet pas de segmentation raisonnable à l’échelle 1 ou 2. En travaillant
à l’échelle 3, on obtient un facteur d’accélération d’environ 2000. Le pas de temps peut être choisi
beaucoup plus grand que 0.002 pour cette taille de grille.
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a D S P MAD (pixels) Temps (s)
1 0.950 0.906 0.999 1.283 33447
2 0.978 0.976 0.980 0.663 1271
3 0.957 0.987 0.929 1.206 173
4 0.931 0.986 0.882 1.893 152
5 0.917 0.986 0.857 2.260 84

Tableau 5.1 – Évaluation de l’algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique simple : influence de
la taille de la grille. Le pas de temps est fixé à ∆t = 0.002.

(a) (b) (c)

(d) (e)

FIGURE 5.1 – Évaluation de l’algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique simple : influence de
la taille de la grille. Le pas de temps est fixé à ∆t = 0.002. (a) a = 1, (b) a = 2, (c) a = 3, (d) a = 4, (e) d = 5. Contour
de référence en rouge.

Dans un second temps, nous considérons une image synthétique d’une tumeur mesurant 322×
142×172 voxels altérée par un bruit de distribution de Rayleigh, voir la figure 5.2. Les paramètres
sont donnés parK = 0.2×10−3, µ = 0.001, θ = 10/a2 et ∆t = 0.002. Les résultats sont présentés
dans le tableau 5.2. Ces résultats confirment les observations faites dans le cas précédent.

a D S P MAD (pixels) Temps (s)
1 0.595 0.423 1.000 7.020 6095
2 0.623 0.452 1.000 6.614 816
3 0.635 0.465 0.998 6.534 179
4 0.679 0.516 0.995 5.807 79

Tableau 5.2 – Évaluation de l’algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique d’une tumeur : in-
fluence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé à ∆t = 0.002.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 5.2 – Évaluation de l’algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique d’une tumeur : in-
fluence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé à ∆t = 0.002. (a) a = 1, (b) a = 2, (c) a = 3, (d) a = 4, (e) d
= 5. Contour de référence en rouge.

On constate cependant que les résultats obtenus avec ce pas de temps ne sont pas à la hauteur
de ce qui est demandé. Pour améliorer ces résultats, nous augmentons le pas de temps en le fixant
à ∆t = 0.03. Ceci n’est possible qu’aux échelles a = 3 et a = 4 ; en effet le schéma perd sa
stabilité aux échelles a = 1 et a = 2 pour un tel pas de temps. L’augmentation du pas de temps
rend la dynamique du flot moins conservative ce qui permet d’obtenir de bien meilleurs indices de
Dice avec des temps de calcul beaucoup plus courts, voir le tableau 5.3. Par exemple, dans le cas
a = 4, l’indice de Dice est amélioré de 31% et la distance MAD de 63%. Le temps de calcul est
diminué de 73%. Les résultats de la segmentation correspondante sont présentés dans la figure 5.3.

a D S P MAD (pixels) Temps (s)
3 0.902 0.854 0.956 1.844 56
4 0.887 0.868 0.908 2.146 21

Tableau 5.3 – Évaluation de l’algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique d’une tumeur : in-
fluence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé à ∆t = 0.03. Échelles a = 3 et a = 4.

Ces premières expériences montrent une nouvelle fois les avantages de l’approche multigrille :
elle rend l’algorithme plus stable, réduit considérablement le temps de calcul et améliore les résul-
tats de la segmentation.
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(a) (b)

FIGURE 5.3 – Évaluation de l’algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique d’une tumeur : in-
fluence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé à ∆t = 0.03. (a) a = 3 et (b) a = 4. Contour de
référence en rouge.

5.2 Tests comparatifs sur les images du jeu de données cliniques

Nous effectuons des tests comparatifs entre les quatre algorithmes ADLL, LLCH-exact, LLCH-
MRT D3Q7 et LLCH-MRT D3Q19. Pour ces tests, nous utilisons les images du jeu de données
cliniques pour lesquelles on dispose d’une vérité terrain fournie par un dermatologue. Dans tout ce
qui suit l’échelle est a = 4. Pour des raisons de stabilité, les pas de temps pour l’implémentation de
l’algorithme LLCH-MRT doivent être choisis petits, et le volume segmenté varie peu, notamment
lors des premières itérations. On choisit par conséquent comme critère d’arrêt pour les différents
algorithmes une condition sur le changement d’énergie des fonctions de champ de phase : si la
variation d’énergie est inférieure à 0.1%, l’algorithme s’arrête. Les paramètres sont ajustés de ma-
nière adaptative afin de maximiser l’indice de Dice pour chaque tumeur. Ils sont choisis comme
suit.

— ADLL : µADLL ∈ [0.001, 0.01], ∆t ∈ [0.8, 2], T ∈ [2, 10].
— LLCH-exact : µLLCH−exact ∈ [0.09, 1], ∆t ∈ [0.1, 1] et ε ∈ []1/N , 5/N ], voir le chapitre

3.
— MRT-D3Q7 : K ∈ [0.27× 10−3, 1× 10−3], µD3Q7 ∈ [0.0132, 0.113], ∆t ∈ [0.01, 0.025]

et θ ∈ [0.01, 3].
— MRT-D3Q19 : K ∈ [0.3 × 10−3, 2 × 10−3], µD3Q19 ∈ [0.01, 0.16], ∆t ∈ [0.01, 0.04] et

θ ∈ [0.0056, 1.5].
Les indicateurs de performance relatifs aux différents algorithmes sont reportés dans le tableau
5.4. Les schémas MRT sont implémentés de façon simple sans parallélisation.

Méthode D S P MAD Temps
ADLL 0.739 ± 0.065 0.611 ± 0.080 0.947 ± 0.069 363 ± 145 26

MRT D3Q7 0.857 ± 0.045 0.854 ± 0.073 0.869 ± 0.08 201 ± 70 201
MRT D3Q19 0.856 ± 0.048 0.848 ± 0.064 0.872 ± 0.09 204 ± 65 400
LLCH-exact 0.861 ± 0.050 0.855 ± 0.058 0.866 ± 0.078 189 ± 70 41

Intra-obs 0.864 ± 0.051 0.855 ± 0.070 0.879 ± 0.068 177 ± 60 300

Tableau 5.4 – Comparaisons entre les algorithmes ADLL, LLCH-exact, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT
D3Q19. Images du jeu de données cliniques. Les temps de calcul sont en secondes.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

FIGURE 5.4 – Comparaisons entre les algorithmes ADLL, LLCH-exact, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT
D3Q19. Images du jeu de données cliniques. Sensibilité S en fonction de la précision P. (a) LLCH-exact, (b)
LLCH-MRT D3Q7, (c) LLCH-MRT D3Q19, (d) ADLL, (e) Variabilité intra-observateur.

Deux représentations plus compactes de ces résultats sont données par les figures 5.4 et 5.5.
Comme nous venons de le préciser, le critère d’arrêt est différent du critère géométrique utilisé
dans la section 3.1.2. Rappelons que dans cette dernière, l’algorithme s’arrête lorsque le change-
ment de volume entre deux étapes consécutives est inférieur à 0, 001% du volume segmenté.

En ce qui concerne la comparaison entre l’algorithme ADLL et les trois implémentations
LLCH, on aboutit aux mêmes conclusions qu’au chapitre 3. L’algorithme ADLL donne la meilleure
précision P mais avec une sensibilité S inférieure d’environ 25% et un indice de Dice infé-
rieur d’environ 14%. La distance MAD est très significativement plus élevée, d’environ 42%. On
constate également que l’algorithme ADLL est sensible au changement de critère d’arrêt : l’indice
de Dice diminue de 0.826 à 0.739 et la sensibilité de 0.763 à 0.611. Ceci est du à la réduction du pas
de temps, de ∆t ∈ [2, 10] à ∆t ∈ [0.8, 2], nécessaire pour assurer la consistance du schéma. Des
sections 2D de segmentations pour 5 tumeurs sont reproduites dans la figure 5.6 qui permettent de
visualiser les performances en terme de sensibilité S.

Nous nous intéressons finalement à la comparaison entre elles des trois implémentations LLCH.
Les indices de Dice, les sensibilités S et les précisions P sont sensiblement équivalentes. L’algo-
rithme LLCH-exact donne une meilleure distance MAD, inférieure d’environ 6%. Cet algorithme
donne également les meilleurs temps de calcul puisqu’il utilise des solutions exactes qui rendent
le schéma inconditionnellement stable. La première ligne de la figure 5.6 montre que le bord de la
tumeur segmentée par l’algorithme LLCH-exact se rapproche plus du bord de référence qu’il ne
le fait avec les algorithmes LLCH-MRT.

On constate également que les algorithmes LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT D3Q19 donnent
les mêmes résultats mais avec des temps de calcul très différents. On préférera donc la version
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 5.5 – Comparaisons entre les algorithmes ADLL, LLCH-exact, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT
D3Q19. Images du jeu de données cliniques. Diagrammes à moustache.

utilisant le réseau D3Q7. Une implémentation C++ en parallèle de l’algorithme LLCH-MRT D3Q7
permet de diviser par 8 le temps de calcul, ce qui donne un temps de calcul comparable à celui de
l’algorithme LLCH-exact.

Les algorithmes LLCH donnent des indices de Dice, des sensibilités S et des précisions P
proches de ceux de l’intra-observateur. La distance MAD reste cependant encore un peu trop éle-
vée, d’environ 13%.

Dans ces tests, nous n’avons considéré que des initialisations à l’intérieur de la tumeur. Comme
mentionné dans l’introduction, on peut vérifier que l’algorithme LLCH-exact est le seul robuste
aux changements d’initialisation. Aucun des deux schémas LLCH-MRT ne se révèlent suffisam-
ment stables lorsque le volume d’initialisation couvre entièrement la tumeur.

Les résultats de la segmentation des 12 tumeurs du jeu de données cliniques utilisant l’algo-
rithme LLCH-MRT D3Q7 sont représentés dans la figure 5.7.
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FIGURE 5.6 – Comparaisons entre les algorithmes ADLL, LLCH-exact, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT
D3Q19. Images du jeu de données cliniques
Première colonne ADLL. Deuxième colonne LLCH-exact. Troisième colonne LLCH-MRT D3Q7. Dernière co-
lonne LLCH-MRT D3Q19.
Première ligne, tumeur 5.7h. Deuxième ligne, tumeur 5.7g. Troisième ligne, tumeur 5.7d. Quatrième ligne, tu-
meur 5.7b.
Contour de référence en rouge.

5.3 Conclusion

Au terme des tests réalisés, il apparaît que l’algorithme LLCH-exact de la première partie de
notre travail reste le plus efficace. On peut donc se demander quel est l’intérêt de développer des
approches utilisant les réseaux lattice Boltzmann.

Nous l’avons souligné à plusieurs reprises, les instabilités numériques proviennent du terme
source F qui contient en particulier les informations du terme d’attache aux données. En l’absence
de tels termes source, les schémas LBM MRT sont très stables. Par ailleurs, les temps de calcul
obtenus pour les algorithmes LLCH-MRT restent longs. Ceci provient du fait que les estimations
statistiques pour le calcul de log-vraisemblance sont globales, prenant en compte toutes les in-
tensités de voxels dans la région d’intérêt ainsi que dans la région de fond. Cette étape empêche
une implémentation parallèle complète, ce qui est un des avantages majeurs des méthodes lattice
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Boltzmann. Nous reviendrons sur ce point dans les perspectives du chapitre suivant en évoquant
quelques pistes pour résoudre ce problème.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

FIGURE 5.7 – Résultats de la segmentation par l’algorithme LLCH-MRT D3Q7. Images du jeu de données
cliniques.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Résumé des travaux présentés

Nous nous sommes intéressés dans ce travail au problème de la segmentation en 3D de tumeurs
cutanées dans des images ultrasons hautes fréquences. Le traitement de telles images est difficile
compte tenu de leur taille, du peu de contraste qu’elles présentent et du bruit caractéristique de
ce type d’acquisition, le speckle. Notre objectif principal était de pallier le défaut des algorithmes
existants basés sur des approches level sets qui sous-segmentent les volumes tumoraux, les dyna-
miques sous-jacentes étant trop conservatives. Tous nos tests ont été effectués en utilisant soit des
images de synthèse pour valider les algorithmes, soit des images d’un jeu de données cliniques
pour les comparaisons. Pour ces dernières images, nous disposions d’une vérité terrain fournie par
un dermatologue.

Nous avons considéré une nouvelle formulation variationnelle en reprenant le terme d’attache
aux données de [5]. Ce terme est un rapport de log-vraisemblance qui mesure la dissimilarité entre
la distribution d’intensité pour les voxels à l’intérieur de la tumeur et la distribution d’intensité
pour les voxels à l’extérieur de la tumeur. La nature particulière des images de peau ultrasons
hautes fréquences impose d’avoir recours à des estimations non paramétriques et à des estimateurs
de Parzen.

Pour remédier au défaut des algorithmes utilisant les level sets, nous avons proposé de rempla-
cer le terme de régularisation de [5] par l’équation de réaction diffusion d’Allen-Cahn. Cette EDP,
qui est le flot de gradient L2 de l’énergie de Cahn-Hilliard, fait partie des modèles de transitions
de phase dits à interface diffuse. La dynamique de ce flot est gérée par un terme de diffusion et
un terme de réaction associé à un potentiel à double puits. Un paramètre, ε permet de contrôler
la taille de l’interface diffuse qui peut, dans notre contexte, être vue comme une version floue du
contour net à détecter.

L’équation du flot de gradient associé à cette formulation variationnelle a été résolue de façon
exacte à l’aide d’un splitting de Lie. Pour garantir des temps de calcul raisonnables pour les ap-
plications, nous avons opté pour une approche multigrille. L’algorithme résultant est l’algorithme
LLCH-exact.

Les premiers tests ont permis de valider cette approche en montrant clairement les avantages de
l’approche multigrille et la pertinence d’introduire une interface diffuse. Ensuite, nous avons com-
paré l’algorithme LLCH-exact à deux algorithmes de référence de l’état de l’art, les algorithmes
MSCH et ADLL. Les algorithmes LLCH-exact et MSCH ont le même terme de régularisation,
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l’équation d’Allen-Cahn, alors que les algorithmes LLCH-exact et ADLL ont le même terme d’at-
tache aux données. Les tests réalisés sur l’ensemble des images du jeu de données cliniques, avec
vérité terrain, ont permis de vérifier que l’algorithme LLCH-exact se comporte beaucoup mieux
que les algorithmes MSCH et ADLL et est une bonne alternative pour pallier le problème de la
sous-segmentation du volume tumoral. De plus, l’algorithme LLCH-exact est robuste au change-
ments d’initialisation d’un volume initial à l’intérieur de la tumeur à un volume initial couvrant la
tumeur.

La seconde partie de notre travail, plus prospective, a consisté à étudier la possibilité d’implé-
menter efficacement la méthode LLCH par des réseaux lattice Boltzmann. Une telle implémenta-
tion n’est pas évidente a priori puisque la dynamique du modèle LLCH n’est pas une dynamique
classique de fluides ou de transfert thermique. En effet le terme d’attache aux données, de nature
purement statistique, est très difficile à interpréter par des lois de conservation.

Le flot de gradient multigrille à implémenter est une équation non linéaire avec un terme source
très problématique pour la stabilité. Nous avons montré que les schémas BGK, ou à simple temps
de relaxation, ne sont pas aptes à gérer les instabilités créées par le rapport de log-vraisemblance.
Par contre l’approche MRT, à multiples temps de relaxation, se révèle être très efficace dès l’instant
où l’on ajuste les différents paramètres de relaxation de façon adéquate. On obtient alors des
schémas exacts à l’ordre 4 dont la stabilité numérique est établie via une analyse de Von Neumann.
Ceci conduit aux algorithmes LLCH-MRT utilisant les réseaux D3Q7 et D3Q19.

Après une étude de l’influence de la taille de la grille sur les performances des algorithmes
LLCH-MRT, nous avons procédé à des comparaisons avec les algorithmes ADLL et LLCH-exact,
ce dernier faisant l’objet de la première partie de notre travail. Les tests réalisés sur les images
du jeu de données cliniques ont confirmé que l’approche LLCH, avec ces trois implémentations
(LLCH-exact, LLCH-MRT D3Q7 et LLCH-MRT D3Q19), donnait de bien meilleurs résultats en
terme de qualité de segmentation que l’algorithme ADLL. Les performances des trois implémen-
tations LLCH sont sensiblement les mêmes, excepté pour les temps de calcul. Néanmoins une
implémentation en parallèle de l’algorithme LLCH-MRT D3Q7 permet d’avoir des résultats très
comparables à ceux obtenus grâce à l’algorithme LLCH-exact.

Comme nous l’avons mentionné à la fin du chapitre précédent, les estimations statistiques pour
le calcul de la log-vraisemblance, qui prennent en compte toutes les intensités de voxels dans la
région d’intérêt ainsi que dans la région de fond, sont une obstruction majeure à une parallélisation
complète des schémas LLCH-MRT et ne permettent donc pas d’exploiter tout le potentiel des
méthodes lattice Boltzmann. Dans le paragraphe qui suit, nous proposons quelques pistes pour
traiter ce problème.

6.2 Perspectives

Le terme d’attache aux données de l’algorithme ADLL est donné par 3.6 :

δ(φ(x)) log
(
P̂A(I(x))
P̂B(I(x))

)
(6.1)

L’utilisation de la distribution de Dirac δ permet de concentrer la dynamique d’évolution sur un
voisinage très petit du niveau 0. Ceci est un avantage lorsqu’une partie de la région de fond (non
tumorale) de l’image présente les mêmes caractéristiques statistiques que la tumeur, c’est-à-dire
correspond à la même estimation P̂A. L’algorithme ne tient pas compte de cette région sans intérêt
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pour la segmentation. C’est également un inconvénient puisque la dynamique d’évolution ainsi
contrainte conduit à une sous-segmentation du volume tumoral. A contrario, le terme d’attache
aux données de l’algorithme LLCH :

2u log P̂A(I(x)) + 2(u− 1) log P̂B(I(x)) (6.2)

ne concentre pas la dynamique d’évolution sur un voisinage de l’interface diffuse. C’est un avan-
tage pour augmenter la taille du volume segmenté et obtenir de meilleurs résultats en terme de
sensibilité. Mais si, comme évoqué ci-dessus, une partie de la région de fond (non tumorale) de
l’image présente les mêmes caractéristiques statistiques que la tumeur, alors l’ajustement du pa-
ramètre de régularisation µ et du pas de temps δt devient primordial pour ne pas impliquer cette
région dans la segmentation. Ce problème est directement lié à (2.18) et à l’hypothèse faite que la
tumeur est caractérisée par la distribution estimée P̂A. Ce constat pose une première fois la ques-
tion de savoir s’il est possible de piloter la dynamique du terme de régularisation, l’équation de
réaction diffusion d’Allen-Cahn, par un terme d’attache aux données qui soit de nature plus locale.

Nous avons expliqué plus haut en quoi le terme d’attache aux données posait problème pour
l’implémentation de la méthode LLCH par des schémas lattice Boltzmann : tout d’abord parce
qu’il apparaît dans le terme source de l’équation de diffusion non linéaire que l’on considère,
créant ainsi des instabilités ; ensuite parce qu’il empêche une parallélisation complète des algo-
rithmes LLCH-MRT. Ici encore se pose la question de savoir s’il est possible d’intégrer les in-
formations du terme d’attache aux données localement en les incorporant directement dans les
données d’équibilibre des schémas. Ceci aurait pour avantage de retirer le terme d’attache aux
données du terme source, ce dernier ne contenant plus que le terme de réaction lié au double puits
de potentiel. On obtiendrait alors des schémas beaucoup plus stables.

Nous présentons dans ce qui suit deux stratégies pour attaquer ce problème de localisation.

6.2.1 Modèles avec vitesses de convection

L’idée consiste à reprendre le modèle de convection-diffusion :

∂u

∂t
+ v · ∇u = K∆u+G, (6.3)

dans lequel le terme source G ne contient que le terme de réaction du double puits de potentiel et
v est une vitesse de convection calculée localement en fonction des caractéristiques de l’image à
l’instar de ce qui se fait pour les méthodes volume of fluids (VOF).

En reprenant les notations adoptées dans le chapitre 4, la vitesse de convection v s’écrit [58] :

v =
∑
i=0n

λgiei, (6.4)

où les ei sont les vitesses discrétisées du réseau. Le paramètre λ est un paramètre libre de contrôle
de la vitesse et les gi des poids calculés localement en fonction des intensités des voxels. On peut,
par exemple, adopter la stratégie suivante pour calibrer ces poids. Supposons que le volume d’
initialisation est à l’intérieur de la tumeur. Pour chaque voxel xj appartenant à la région d’intérêt
ΩA, on considère les voxels voisins xij = xj + aciτ , a ∈ N. On calcule ensuite la moyenne, ou la
médiane, des intensités des voxels xij appartenant à la région ΩA et des voxels xij appartenant à la
région de fond ΩB , voir la figure 6.1 À partir d’un critère de similarité sur les deux moyennes, ou
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deux médianes, on pose gj = 0 ou gj = 1. Il s’avère qu’une stratégie aussi simple ne fonctionne
pas très bien pour des images aussi complexes, aussi bruitées, que les nôtres.

FIGURE 6.1 – Modèle local pour la vitesse de convection.

Un détermination locale pertinente de la vitesse de convection permettrait d’avoir une implé-
mentation complètement parallèle et très simple des schémas lattice Boltzmann. La vitesse de
convection est intégrée aux données, moments, d’équilibre :

meq = (u, vxu, vyu, vzu, βu, 0, 0)T . (6.5)

De plus, en reprenant l’approche proposée dans [59], on se ramène à un schéma du type :

ui(x+ τci, t+ τ) = ui(x, t) + (1− q)[ui(x+ τci, t)− ui(x, t)] +Qi, (6.6)

où Qi désigne l’opérateur de collision. Dans ce schéma, le terme source, i.e. le terme de réaction
du potentiel à double puits, est intégré dans le terme (1− q)[ui(x+ τci, t)− ui(x, t)].

Pour l’instant, le problème de la détermination, ou du calcul, de la vitesse de convection v pour
les images que nous considérons reste ouvert.

6.2.2 Modèles de Shan et Chen

Dans le même ordre d’idées, on peut envisager de reprendre le schéma introduit dans [60], voir
aussi [61], [62], [63]. Les auteurs considèrent une vitesse d’équilibre

veq = v + τFSC , (6.7)

où v est la vitesse mracoscopique et FSC est un pseudo-potentiel définissant les interactions entre
les particules, voir la figure 6.2.
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FIGURE 6.2 – Interactions locales du modèle de Shan et Chen.

Le schéma obtenu, dans la version BGK, s’écrit :

ui(x+ ciτ, t+ τ) = ui(x, t)− ω [ui(x, t)− ueqi (veq)]
= ui(x, t)− ω [ui(x, t)− ueqi (v)]
+ ω [ueqi (veq)− ueqi (v)] .

(6.8)

où le terme :
[ueqi (veq)− ueqi (v)] (6.9)

est l’équivalent du terme source Fi de l’équation de Boltzmann discrétisée 4.8.

Pour nos applications, la vitesse macroscopique v est nulle. Le pseudo-potentiel FSC s’écrit :

FSC(x, t) = −Gψ(x, t)
∑
j

wjψ(x+ acjτ, t)ej , (6.10)

où a ∈ N, G est un paramètre à valeur négative qui contrôle les interactions entre les particules, ψ
représente la densité effective et ωj sont des poids.

On peut chercher ψ sous la forme :

ψ(x, t) = ρ0

(
1− e

−ρ
ρ0

)
(6.11)

où ρ0 est une constante et ρ = ρ(I(x)) est une fonction décroissante de l’intensité I(x) tendant
vers l’infini en zéro. Supposons à nouveau que le volume d’initialisation est choisi à l’intérieur de
la tumeur. Chaque voxel x dans la région d’intérêt ΩA a une faible intensité, I(x) est proche de 0.
Par suite ψ(x) est proche de ρ0. Pour chaque voxel x+ aciτ appartenant à la région du fond ΩB ,
si I(x+ aciτ) est faible, alors ψ(x+ aciτ) est également ρ0 . On en déduit que, comme le produit
ψ(x, t)ψ(x + aciτ) est grand, la force d’attraction dans la direction ei avec le voxel x + aciτ est
grande. En revanche, si I(x+ aciτ) est grand (proche de 255), la valeur de ψ(x+ aciτ) est petite
ainsi que la force d’attraction dans la direction ei.

À l’heure actuelle, nous n’avons pas encore réussi à trouver la bonne façon de calibrer le
pseudo-potentiel FSC à cause, une nouvelle fois, du très faible contraste et du bruit des images
UHF.
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6.2.3 À propos de l’utilisation d’algorithmes d’apprentissage profond

Bien évidemment le problème de la segmentation 3D de tumeurs peut être abordé par les mé-
thodes d’apprentissage profond (Deep Learning) et notamment au moyen de convolutional neu-
ral networks (CNN). Cependant, il reste difficile à l’heure actuelle d’avoir accès à des bases de
données expertisées suffisamment volumineuses pour permettre l’apprentissage. Rappelons pour
mémoire que la vérité terrain utilisée dans notre travail, pour 12 tumeurs seulement, a nécessité
qu’un expert dermatologue trace 300 × 12 = 3600 contours dans des coupes 2D. Par ailleurs,
les approches variationnelles présentent certains avantages comme le contrôle de la qualité de la
segmentation via les paramètres ou la réduction des artefacts visuels.

Le Deep Learning peut également se révéler très pertinent pour déterminer des temps de re-
laxation optimaux pour les schémas MRT décrits dans notre travail. Nous avons vu à quel point le
choix de ces paramètres est crucial pour assurer l’exactitude et la stabilité des schémas. Une des
perspectives de notre travail est d’apprendre ces paramètres à partir d’une base de simulations.
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MODÈLES DE CHAMP DE PHASE ET MODÈLES LATTICE BOLTZMANN POUR LA
SEGMENTATION 3D DE TUMEURS EN IMAGERIE ULTRASONS HAUTES

FRÉQUENCES

Nous nous intéressons dans cette thèse au problème de la segmentation 3D de tumeurs de la peau
dans des images ultrasons hautes fréquences. Nous nous concentrons essentiellement sur deux
questions : comment estimer au mieux le volume des tumeurs (en accord avec les références
produites par des dermatologues) et comment produire des algorithmes dont les temps de cal-
cul se rapprochent du temps réel ? Dans un premier temps, nous décrivons un nouvel modèle,
log-likelihood Cahn-Hilliard (LLCH), basé une sur formulation variationnelle couplant un terme
d’attache aux données calculé à partir d’estimations non paramétriques et un terme de régularisa-
tion issu d’une dynamique de transitions de phase (équation de réaction diffusion d’Allen Cahn).
Ce modèle est testé avec une première implémentation multigrille par solutions exactes calculées
grâce à un splitting de Lie. Dans un second temps, nous nous intéressons à la possibilité d’implé-
menter le modèle LLCH par des méthodes lattice Boltzmann (LBM). La dynamique sous-jacente
n’étant pas de nature physique, cette implémentation n’est pas directe et est sujette à des problèmes
d’instabilité. Nous montrons que, compte tenu des spécificités du terme d’attache aux données, les
schémas BGK, à simple temps de relaxation, ne permettent pas d’assurer une stabilité suffisante.
Nous avons alors recours à des schémas MRT, à temps de relaxation multiples, qui permettent par
l’introduction de paramètres additionnels de gagner en stabilité. L’ajustement des paramètres dits
quartiques permet d’obtenir des schémas exacts à l’ordre 4 et numériquement stables. Les tests
réalisés sur une base de données cliniques avec une vérité terrain fournie par des dermatologues
montrent que les résultats obtenus grâce aux deux implémentations proposées sont bien meilleurs
que ceux obtenus par les méthodes level sets et que notre modèle est une bonne alternative pour
pallier le problème de la sous-estimation du volume tumoral. Les temps de calcul, pour des images
3D d’environ 70 millions de voxels, sont très courts et tout-à-fait adaptés pour une utilisation pra-
tique en milieu médical.

PHASE-FIELD MODELS AND LATTICE BOLTZMANN MODELS FOR 3D TUMOR
SEGMENTATION IN HIGH FREQUENCY ULTRASOUND IMAGES

In this thesis, we are interested in the problem of 3D segmentation of skin tumors in high fre-
quency ultrasound images. We focus mainly on two questions : how best to estimate the volume of
tumors (in accordance with references produced by dermatologists) and how to produce algorithms
whose computation times are close to real time? First, we describe a new model, log-likelihood
Cahn-Hilliard (LLCH), based on a variational formulation coupling a data attachment term com-
puted from non-parametric estimates and a regularization term derived from a phase transition
dynamic (Allen Cahn reaction diffusion equation). This model is tested with a first multigrid im-
plementation using exact solutions calculated with a Lie splitting. Secondly, we are interested in
the possibility of implementing the LLCH model using lattice Boltzmann methods (LBM). The
underlying dynamic is not physical in nature, so this implementation is not direct and is subject to
instability problems. We show that, due to the specificities of the data attachment term, the BGK
schemes, with simple relaxation time, do not ensure sufficient stability. We then use MRT schemes,
with multiple relaxation times, which allow us to gain stability by introducing additional parame-
ters. The adjustment of the so-called quartic parameters makes it possible to obtain fourth-order
exact schemes that are numerically stable. Tests performed on a clinical database with ground truth
provided by dermatologists show that the results obtained with the two proposed implementations
are much better than those obtained with level sets methods and that our model is a good alter-
native to overcome the problem of underestimation of tumor volume. The computation times, for
3D images of about 70 million voxels, are very short and well adapted for practical use in medical
environments.
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