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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’analyser et de développer des outils numériques adaptatifs effi-

caces pour les problèmes d’écoulements souterrains et à surface libre, en proposant une nouvelle

méthode d’adaptation basée sur les estimateurs d’erreur a posteriori.

Dans la première partie, nous appréhendons le cadre mathématique en présentant une analyse

détaillée sur l’existence et l’unicité ainsi que la convergence d’erreur dans les différentes normes

pour les équations d’écoulement et de transport en milieux poreux.

La deuxième partie est dédiée à une nouvelle stratégie d’adaptation de maillage qui consiste

à coupler deux stratégies d’adaptation, à savoir la méthode Adapt et la stratégie Newest Ver-

tex bisection (NVB). La première consiste à diviser un triangle en quatre-sous triangles, et la

deuxième, consiste à le diviser en joignant le somment opposé à l’arête la plus longue par son

milieu. La conformité de notre méthode émane de cette dernière méthode.

La troisième partie est consacrée à la démarche empruntée pour valider notre nouvelle straté-

gie. Celle-ci s’appuie sur le schéma volumes finis "vertex centered", en considérant l’équation

elliptique de second ordre à cœfficients discontinus afin de prendre en compte les hétérogénéités

du milieu. Des tests numériques viendront corroborer l’efficacité de notre méthode, ainsi que

la convergence de l’erreur exacte et de l’estimateur, dont le rapport définit l’indice d’efficacité

qui est proche de 1.

Dans la quatrième partie, nous avons essayé d’optimiser cette stratégie d’adaptation, en conce-

vant une stratégie multi-niveaux pour aboutir enfin à une nouvelle méthode numérique volumes

finis-semi lagrangienne. Son principe est de résoudre le problème par une phase volume finis

(phase correcteur) précédée d’une phase lagrangienne utilisant la méthode des caractéristiques

(phase prédicteur). La phase volumes finis utilise comme flux numérique aux interfaces le vrai

flux physique évalué en un état approché aux interfaces, obtenu dans la phase prédicteur par la

méthode des caractéristiques. Elle fait également appel à des processus d’interpolation devant

être judicieusement choisis.

Mots clés : Milieux poreux ; méthode des volumes finis "vertex centered" ; adaptation de maillage ;

Adapt ; Newest Vertex bisection ; semi lagrangienne ; estimateur d’erreur a posteriori.



Abstract

The main objective of this thesis is to analyze and develop effective adaptive numerical tools

for the problems of underground and free-surface flow by suggesting a new adaptation method

based on a posteriori error estimators.

The first part sets the mathematical framework by providing a detailed analysis of the existence,

the uniqueness, and the error convergence in different norms for flow equations and transport

in porous media.

The second part has been dedicated to a new strategy of mesh adaptation which consists of

coupling two strategies ; namely (i) the method Adapt, in which a triangle is divided into

four-sub-triangles ; and (ii) the strategy Newest Vertex bisection (NVB), in which a triangle is

divided by joining the middle of the longest edge to the opposite vertex. The conformity of our

method emanates from the latter.

The objective of the third part is to validate our new strategy. The finite volume scheme

"vertex centered" has been then used in consideration of the second-order elliptic equation

with discontinuous coefficients to take into account the heterogeneities. The effectiveness of the

method is proven and confirmed by numerical tests, as well as the convergence of the exact

error and the estimator ; the ratio of which, when close to 1, defines the efficiency index.

In the fourth part, the adaptation strategy has been optimized by designing a multi-level

strategy which led to a new numerical method denominated finite volume-semi lagrangian.

Its principle is to solve problems by a finite volume phase (corrector phase) preceded by a

Lagrangian phase using the characteristics method (predictor phase). The former phase uses a

numerical flow at the interfaces. The true physical flow is evaluated in an approximated state at

these interfaces. It is obtained during the predictor phase by the characteristics method which

is also based on judiciously chosen interpolation processes.

Keywords : Porous media ; finite volume "vertex centered" method ; mesh adaptation ; Adapt ;

Newest Vertex bisection ; Semi Lagrangian ; a posteriori error estimates.
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Introduction

1 Contexte général

La préservation de la nappe phréatique et le développement durable sont devenus indéniable-

ment un des enjeux majeurs des sociétés modernes. L’étude des écoulements et du transport

en milieu poreux et à surface libre est un sujet d’actualité, car il s’intéresse à la partie souter-

raine du cycle de l’eau, ressource vitale se faisant de plus en plus rare et subissant la pollution

liée aux activités humaines. Prenons comme exemple le problème de modélisation du trans-

port des déchets autour d’un site de stockage souterrain ou en surface. Inéluctablement, le

stockage commencera à fuir, ces déchets seront dissous dans l’eau puis transportés par celle-

ci. Par exemple, le tremblement de terre et le tsunami de mars 2011 dans l’est du Japon ont

gravement endommagé trois réacteurs de la centrale nucléaire de Fukushima, entraînant une

importante libération de radiations dans l’environnement. L’écoulement des eaux souterraines

à travers ces réacteurs paralysés continue d’être l’une des principales causes de contamination

et du transport associé de radionucléides dans l’océan Pacifique. En 2002, le pétrolier Prestige a

coulé au large des côtes espagnoles. C’est la plus grande catastrophe écologique d’Europe depuis

des décennies. Environ 125 tonnes de pétrole ont été déversées, polluant les fonds marins et le

littoral, en particulier le long du territoire de la Galice, où les dommages environnementaux

ont été les plus graves. La zone touchée est une région écologique importante, supportant des

récifs coralliens et de nombreuses espèces de requins et d’oiseaux, ainsi que l’industrie de la

pêche. La forte pollution côtière a obligé le gouvernement de la région à suspendre la pêche

hauturière pendant six mois. Innombrables sont les autres exemples qui illustrent l’importance

de la compréhension et la maîtrise des phénomènes d’écoulements de l’eau et du transport en

milieu poreux.
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échelle, elles sont générées par les changements de couches géologiques. Cela correspond à des

mutations portant sur les caractéristiques hydrogéologiques des roches formant ces couches, ce

qui est à l’origine de variations de perméabilités ou de cœfficients de diffusion-dispersion de

plusieurs ordres de grandeur. Ces hétérogénéités s’expriment par des discontinuités dans les

cœfficients des équations au passage d’une couche géologique à l’autre. Néanmoins pour cer-

taines quantités physiques, les débits en eau, la pression et les flux de contaminants restent

continus. Par ailleurs, les maillages étant non structurés, les méthodes des éléments finis et

des différences finis ne conservent pas les propriétés de convergence, de conservation de masse

ou encore la stabilité. Une autre contrainte est la durée de la simulation qui reste incontesta-

blement la préoccupation majeure des industriels. Généralement, elle est longue du fait de la

relative lenteur des écoulements souterrains. Prenons le cas des déchets nucléaires, la durée de

cette simulation est particulièrement longue, de l’ordre du million d’années, car on considère

des déchets radioactifs à vie longue. Aussi, la gestion des incertitudes et les études de sûreté,

qu’elles soient faites par des méthodes stochastiques ou déterministes, réclament un très grand

nombre de simulations numériques. Soulignons que les questions soulevées ici s’appliquent en

ingénierie pétrolière, que ce soit dans la simulation de la genèse des bassins sédimentaires ou

dans la simulation de réservoirs pétroliers.

3 Le milieu poreux

Les roches et les sols poreux sont formés d’une partie solide et d’une autre partie vide représentée

par les pores. Ces derniers peuvent avoir différentes formes, occuper plus ou moins d’espace, et

être plus ou moins connectés. On appelle milieu poreux l’ensemble composé par le solide et les

pores. L’eau qui y est contenue peut être de deux types:

1. eau liée ou adsorbée: couche extrêmement fine d’eau entourant les surfaces minérales

auxquelles elle est attachée par les forces d’attraction moléculaire ;

2. eau libre ou encore eau gravitaire: elle se trouve en dehors du champ d’attraction des

particules solides. Elle circule librement dans la macroporosité du sol. Cette eau libre

est susceptible de se déplacer sous l’effet des forces gravitationnelles ou des gradients de

pression.
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gradient de pression, le tenseur de perméabilité K est diagonal:

K =







Kh 0 0
0 Kh 0
0 0 Kv





 ,

où Kh est le coefficient de perméabilité horizontale, et Kv le cœfficient de perméabilité verticale.

Le milieu poreux est dit homogène lorsque φ et K sont constantes. Dans le cas contraire, il est

dit hétérogène. Dans cette étude, le milieu poreux considéré est hétérogène et saturé en eau.

4 Les équations d’écoulement

4.1 Loi de Darcy

En 1856, Henry Darcy a proposé pour la première fois une loi portant son nom qui traduit ma-

thématiquement l’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux. Elle reste toujours d’actualité

et elle est encore largement utilisée dans des domaines aussi divers que l’hydrologie, le génie

chimique ou encore l’exploitation des gisements d’hydrocarbures... Cette loi est applicable à

un milieu poreux homogène et isotrope parcouru par un écoulement lent. Dans son expérience,

Henry Darcy a modélisé l’écoulement de l’eau à travers un cylindre rempli de sable, d’axe

vertical, sous la forme suivante:

Q =
KS∆h

e
,

où Q est le débit, S l’aire de la section droite, e la hauteur du cylindre rempli de sable et ∆h

la différence de charge hydraulique entre les extrémités inférieure et supérieure du cylindre. Il

s’agit donc d’une loi linéaire, exprimant la proportionnalité entre le débit par unité de section

Q/S d’une part et le quotient de la différence de charge par la hauteur ∆h/e d’autre part.

Des lois exprimant la proportionnalité entre un flux et le déséquilibre dont il est à l’origine,

existaient bien avant la loi de Darcy. Parmi elles, citons celle de Fourier (1807) pour la conduc-

tion de la chaleur, la loi d’Ohm (1827) pour la conduction de l’électricité, la loi de Poiseuille

(1844) pour l’écoulement laminaire d’un fluide dans un tube cylindrique, et enfin la loi de Fick

(1855) pour la diffusion.
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Les différentes quantités utilisées sont définies à l’échelle macroscopique, échelle à laquelle se

fait l’étude de l’écoulement. La vitesse de Darcy précédemment détaillée, n’est autre que la

vitesse macroscopique d’un fluide dans un milieu poreux. L’équation de continuité dans un

milieu poreux s’écrit comme suit:

∂(ρφ)
∂t

+∇ · (ρ−→q ) + ρJ = 0,

où J désigne le terme d’apport externe (an−1). La masse volumique ρ est alors liée à la pression

par une relation de la forme:

ρ = ρ0exp(λ(p− p0)),

où λ est la compressibilité du fluide. C’est ainsi qu’on peut former, à partir de cette relation, de

l’équation de Darcy et de l’équation de continuité, une équation aux dérivées partielles n’ayant

désormais plus qu’une seule fonction inconnue, représentée par la pression. Dans un milieu

homogène, et lorsqu’on néglige les termes non linéaires, cette équation s’écrit ainsi:

∆p− 2ρ0λ
−→∇p · −→g =

1
κ

∂p

∂t
,

où le cœfficient κ (parfois appelé cœfficient de diffusivité) a pour expression:

κ =
K

µλφ
.

C’est une équation similaire à celle régissant la diffusion ou la propagation de la chaleur (elle

est calculée sur l’équation de la chaleur lorsque les effets de la pesanteur sont négligeables). Son

utilisation était largement répandue, tant en hydrologie que dans l’exploitation des gisements

d’hydrocarbures, jusqu’aux années soixante. Elle est parfaitement adaptée à la description de

l’écoulement d’un fluide légèrement compressible dans une couche poreuse homogène. Ainsi, la

loi de Darcy s’exprime en fonction de la charge hydraulique de la manière suivante:

−→q = −K∇h,

Il s’en déduit que, le mouvement de l’eau à travers les sols est principalement lié au gradient

de charge hydraulique.
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4.3 Équation de diffusivité

L’aptitude qu’a un milieu à stocker de l’eau (en m−1) définit son cœfficient d’emmagasinement

S. Ce dernier se définit comme le rapport du volume d’eau libérée (ou emmagasinée) par

unité de surface d’un aquifère pour une perte (ou un gain) de charge hydraulique donnée, sans

référence au temps. Le cœfficient d’emmagasinement (S) représente la quantité d’eau libérée

sous une variation unitaire de la charge hydraulique, c’est-à-dire sous l’effet d’une baisse du

niveau d’eau. Il existe une relation simple entre le cœfficient d’emmagasinement, la porosité

d’un milieu et la charge hydraulique: φ = Sh. En fusionnant l’équation de Darcy et l’équation

de continuité, et au moyen de la dernière égalité, l’équation de diffusivité s’écrit:

S
∂h

∂t
+∇ · (K∇h) + J = 0

Remarque 1 On démontre aisément que D un domaine d’intégration donné de l’équation de

diffusivité, muni de ses conditions initiales et aux limites qui doivent être celle de Dirichlet

sur au moins une partie de la frontière. On démontre mathématiquement, que si h vérifie ces

conditions aux limites et initiales, et que si h vérifie de plus l’équation de diffusivité, alors h est

en général l’unique solution du problème. Ceci se vérifie aussi bien en régime permanent qu’en

régime transitoire.

5 Équation de transport

Le transport de matière par un fluide en mouvement est régi par des phénomènes physico-

chimiques intriqués reposant sur les processus de convection, de diffusion, de dispersion et par

les interactions physico-chimiques avec le milieu. L’équation de transport est une combinai-

son des équations de diffusion et de convection (ou advection). Elle traduit le déplacement

d’une substance soluble dans l’eau, et soumise au déplacement dans l’aquifère. Tout d’abord,

commençons par un rappel portant sur le lexique lié au transport:

1. L’advection est le transport de matière par le mouvement (et donc la vitesse) du milieu

environnant. L’équation de la convection s’écrit:

φ
∂C

∂t
+∇ · (−→q C) = 0
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• C: concentration du soluté dans le fluide (kg.m−3)

• −→q : vitesse de Darcy du fluide (m.an−1)

• φ: porosité du milieu

• La diffusion est un phénomène de transport de particules sans mouvement macro-

scopique. Ce transport se produit dans un système initialement hors d’équilibre, des

régions riches en particules vers les régions qui en sont pauvres: la diffusion tend

à rendre homogènes leurs concentrations. Ce phénomène traduit le mouvement des

éléments à une échelle plus petite que celle de la particule. L’équation de la diffusion

ou première loi de Fick exprime le flux diffusif:

−→
Fdf = −D∇C,

où D est le tenseur de diffusion-dispersion de l’espèce soluble dans le fluide (m2.an−1).

L’équation de diffusion s’écrit:

φ
∂C

∂t
−∇ · (D∇C) = 0

• La convection de matière correspond à un mouvement en bloc de particules entraî-

nées par le milieu fluide. Ces particules ont une vitesse d’ensemble macroscopique.

Il en ressort ainsi que l’équation de convection correspond bien à la définition des

termes de "convection" et "advection" du moment où le déplacement du soluté se fait

en fonction de la vitesse de Darcy du fluide qui le contient.

L’équation de transport s’obtient en ajoutant le flux diffusif au flux convectif dans l’équation

de la convection:

φ
∂C

∂t
−∇ · (D∇C − C−→q ) = f,

où f est un paramètre traduisant la disparition ou l’arrivée de matière dans l’aquifère (kg.m−3.an−1).

6 Modèles mathématiques étudiés

Les problèmes elliptiques de second ordre à cœfficients discontinus se rencontrent notamment

dans la modélisation mathématique des écoulements dans les milieux poreux. Dans de nom-

breuses applications, les données décrivant les propriétés du milieu (conductivité, perméabi-

lité, porosité) impliquent des discontinuités manifestes ou des hétérogénéités excessives. Par
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conséquent, la résolution des équations elliptiques à cœfficients discontinus par les méthodes

numériques constitue un véritable challenge. En général, pour résoudre numériquement de telles

équations, nous optons couramment les méthodes d’éléments finis ou des volumes finis.

Pour cette classe de problèmes, la diffusion et le transport dans un milieu fermé bidimensionnel

Ω ∈ R
2 de frontière ∂Ω sont décrits par les deux systèmes d’équations suivantes:

−∇ · (κ(x)∇u(x)) = f(x), ∀x ∈ Ω, (1)

u(x) = g, ∀x ∈ ∂Ω, (2)

où f est le terme source et κ le cœfficient de diffusion supposé être constant par morceaux.

−∇ · (κ(x)∇u(x)) = f1, ∀x ∈ Ω, (3)
∂c

∂t
−∇ · (D∇c− ~V c) = f2, ∀x ∈ ∂Ω, (4)

(u, c) sont les inconnues des équations, qui représentent respectivement la charge hydraulique

et la concentration. f2 est le terme source et ~V = −κ∇u représente la vitesse de Darcy. D est

le tenseur de diffusion-dispersion. Le système est complété par les conditions aux limites et des

conditions initiales appropriées.

7 Méthode des volumes finis

Il est largement admis que la méthode des volumes finis est bien adaptée pour la discrétisation

des lois de conservation [56], qui sont des systèmes d’équations aux dérivées partielles dépen-

dant du temps et usuellement non linéaires. Ces lois peuvent générer des équations aux dérivées

partielles de natures différentes: elliptique, parabolique ou hyperbolique mais aussi divers sys-

tèmes d’équations différentielles couplées. En dimension d de l’espace, ces équations prennent

la forme générale suivante:

∂U(x, t)
∂t

+
d
∑

j=1

∂Fj(U(x, t))
∂xj

= 0, x ∈ D ⊂ R
d, t > 0 (5)

U(x, 0) = U0(x), (6)

où U : D× R
+ −→ Ω est un vecteur à valeurs dans R

p, Ω étant un ouvert borné de R
p.

Les fonctions Fj, j = 1, ..., d sont dites fonctions flux. Pour la méthode des volumes finis, il faut

11



tout d’abord diviser la triangulation en éléments polyédriques ou cellules. Ces dernières doivent

être non chevauchantes. D’une façon générale, on désigne sous le terme de maillage un domaine

ainsi divisé. Ses différents éléments constitutifs sont représentés par les sommets, les faces et les

cellules. Le principe de la méthode en une dimension de l’espace consiste à diviser le domaine

spatial en volumes de contrôle Ti = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
] centrés en xi = (xi− 1

2
+ xi+ 1

2
)/2 avec un pas

d’espace ∆x = xi+ 1

2
− xi− 1

2
. Un

i est la valeur de U sur la cellule ]xi− 1

2
, xi+ 1

2
[:

Un
i =

1
∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2
U(x, tn) dx.

On divise aussi l’intervalle de temps en sous-intervalles [tn, tn+1] avec tn = n∆t et ∆t le pas

de temps. Les cellules duales sont notées par Di+ 1

2
= [xi, xi+1]. Le schéma volumes finis sous

forme conservative s’écrit ainsi:

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(

φi+ 1

2
− φi− 1

2

)

,

où φi+ 1

2
est une approximation de la moyenne en temps de flux sur x = xi+ 1

2
:

φi− 1

2
≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn

F

(

U(xi− 1

2
, t)
)

dt

Figure 6 – Maillage 1D et notations associées

Une question souvent posée est la différence entre la méthode des volumes finis et celle des

éléments finis. La réponse se trouve, à vrai dire, dans les concepts des méthodes. Mais dans

certains cas, ces méthodes génèrent des schémas similaires. Globalement, on peut dire que la

méthode des éléments finis a pour base une formulation couplée faible avec une approxima-

tion convenable des espaces fonctionnels. La méthode des volumes finis, quant à elle, émane

d’une équation d’équilibre, plutôt que de l’équation à dérivée partielle elle-même, avec une

approximation consistante du flux sur le bord des volumes de contrôle. De plus, elle est ap-

plicable sur différentes géométries aussi bien pour les maillages structurés que non structurés.

C’est une méthode robuste qui conserve localement les flux numériques. Elle peut aussi être

assimilée à une méthode discontinue de Galerkin de plus bas ordre. Au-delà de la stabilité et
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de la précision classiques, la méthode des volumes finis offre plusieurs propriétés hautement

souhaitables, telles que la conservation de masse locale, le principe du maximum discret, etc.,

qualités essentielles pour capturer les profils des solutions de problèmes complexes. À cause des

cœfficients hétérogènes dans les équations considérées, les schémas des volumes finis standard à

quatre points n’est pas exploitable dans ce cas précis. Pour résoudre les équations de diffusion,

plusieurs types de méthodes de volumes finis ont également été étudiées dans la littérature,

telle que la méthode des volumes finis discrète [57, 58]. La méthode DDFV découle également

de la construction d’analogues discrets des opérateurs de divergence et de flux qui remplissent

la contrepartie discrète des identités du calcul vectoriel. Néanmoins, cette méthode nécessite

de résoudre l’équation de diffusion non seulement sur le maillage primal, mais également sur le

maillage dual.

7.1 Volumes de contrôle

Concernant la méthode des volumes finis, il faut effectuer une moyenne des variables d’intérêt

sur des volumes de contrôle définis par des cellules "cell-centered" ou "vertex centered" (voir

Figure 7 ).

i) Les volumes de contrôle "cell-centered" ne sont autres que les cellules du maillage. Le

stockage des moyennes des variables se fait aux centres des cellules. En s’aidant des

valeurs des variables dans les cellules voisines qui entourent la face, on est en mesure

d’estimer ses flux.

ii) C’est en joignant successivement les centres de gravité des mailles ou les centres des cercles

circonscrits à chaque maille, qu’on obtient les volumes de contrôle "vertex-centered". Pour

cette formulation, le stockage des valeurs des solutions se fait aux nœuds des mailles.

Figure 7 – Volumes de contrôle utilisés dans la méthode des volumes finis "cell-centered" (gauche) et
dans celle des volumes finis "vertex-centered" (droite).

Chaque méthode a ses propres atouts. Ainsi, la formulation "vertex-centered" offre l’avantage

d’avoir moins d’inconnues à évaluer. En revanche, et contrairement à la méthode "cell-centered",

les aires des volumes de contrôle y sont plus larges. Si le maillage est rectangulaire et uniforme,
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ces deux méthodes sont équivalentes. En effet, ce n’est que sur un domaine partitionné en tri-

angles que des différences substantielles entres ces deux approximations deviennent perceptibles.

L’approximation "vertex-centered" est plutôt efficace même dans le cas d’équations elliptiques et

paraboliques. Cela a été vérifié dans de nombreux travaux au cours des cinq dernières décennies.

La théorie unifiée de ces outils d’analyse discrète, initiée à la fin des années 80, a permis d’abor-

der l’analyse numérique de systèmes complexes. L’intérêt que nous portons pour les schémas

"vertex-centered" est principalement motivé par leur large utilisation dans les codes industriels.

En effet, le maillage dual (surtout en 3D) d’un maillage primal non structuré conduit à une

complexité rédhibitoire.

8 Estimateur d’erreur a posteriori

Les techniques adaptatives employant les estimateurs d’erreur se sont révélées être indispen-

sables dans un large panel d’applications. En effet, lors d’un calcul numérique, le maillage utilisé

occupe une place déterminante. Si celui-là est grossier, un temps de calcul court se fera au prix

de résultats approximatifs. Au contraire, un maillage très fin impliquera un temps de calcul ex-

trêmement long. Pour remédier à cet inconvénient, l’adaptation de maillage offre la possibilité

d’avoir un maillage fin électivement là où cela est nécessaire. Grâce à ce type d’estimateurs, il

est possible de mesurer la qualité de la solution calculée et d’avoir une information pour contrô-

ler l’algorithme d’adaptation de maillage. L’importance des estimations d’erreur a posteriori

pour contrôler un processus de raffinement de maillage automatique et auto-adaptatif a été bien

établie au cours des dernières décennies. De ce fait, afin de traiter les problèmes elliptiques de

second ordre à cœfficients discontinus qui traitent l’écoulement des fluides en milieux poreux, on

a usuellement recours à la méthode des volumes finis vertex centered basée sur ces estimateurs.

Cette méthode convient aux grilles non structurées et au raffinement adaptatif du maillage. Elle

a été appliquée avec succès aux équations de convection-diffusion-réaction. Elle consiste essen-

tiellement à chercher une solution approchée linéaire sur chaque triangle du maillage primal

et vérifiant la conservativité locale sur les cellules duales. Plusieurs paramètres conditionnent

le succès de l’implémentation de la méthode des volumes finis vertex centered basée sur les

estimateurs d’erreurs a posteriori. Ces derniers doivent obéir à des conditions bien précises.

En effet, leur robustesse est facteur de l’indépendance des constantes qui interviennent dans

la formulation des paramètres du problème. En outre, l’évaluation de l’estimateur nécessite la

définition d’un taux d’efficacité qui doit tendre vers 1. Deux autres conditions sont représentées:

i) d’une part par la localisation de l’estimateur ;

14



ii) et d’autre part par le raffinement du maillage là où la valeur des indicateurs locaux dépasse

un certain seuil, laquelle condition est remplie par le biais de raffinements adaptatifs du

maillage.

L’étude des estimations d’erreur a posteriori pour la méthode des volumes finis est plus récente

que pour celle des éléments finis. L’un des premiers auteurs à l’avoir adoptée est Angermann

[9]. Dans son travail, l’auteur s’est intéressé à l’étude des estimations d’erreur a posteriori pour

la discrétisation des équations de convection-diffusion stationnaires en dimension 2 par la mé-

thode des volumes finis sur des maillages de Voronoï. En ce qui concerne les schémas volumes

finis centrés par les sommets, on exploite généralement les liens avec le cas des éléments fi-

nis afin d’obtenir des estimations d’erreur a posteriori. En ce qui se rapporte à l’équation de

convection-réaction-diffusion, Lazarov et Tomov [37] avancent une estimation d’erreur a pos-

teriori par résidu en calculant l’erreur en norme H1. Dans le cadre des schémas volumes finis

centrés par mailles, divers techniques ont été décrites pour obtenir des estimations d’erreur a

posteriori. Plusieurs auteurs postulent qu’elles sont équivalentes aux méthodes des éléments

finis. En vue d’obtenir un indicateur d’erreur, Agouzal et Oudin [41] mettent à contribution

des relations entre les éléments finis mixtes de Raviart-Thomas de plus bas ordre, les éléments

finis non conformes de plus bas ordre et les méthodes des volumes finis centrées par maille sur

des maillages triangulaires. Omnes, Penel et Rosenbaum [12], quant à eux, se démarquent par

l’emploi de la méthode DDFV pour l’obtention d’estimations d’erreur a posteriori pour le pro-

blème de diffusion sur des maillages en deux dimensions très généraux. Une autre technique est

présentée par Vohralík [35] pour un problème de réaction-diffusion. Les estimations proposées

ont comme base une reconstruction H(div ; Ω )-conforme du flux diffusif. Elles sont garanties,

localement efficaces et robustes par rapport à la dominance de la réaction. Le principe est de

construire une solution post-traitée qui réponde à certaines exigences:

i) Tout d’abord, elle doit préserver avec exactitude les flux diffusifs discrets.

ii) Ensuite, sa valeur moyenne dans chaque maille doit être fixée par la solution constante

par morceaux fournie par le schéma volumes finis.

Ce post-traitement présente un double intérêt. D’une part, il permet d’obtenir une solution

approchée adaptée à la mesure d’erreur par la norme d’énergie. En effet, le gradient sur chaque

élément de la solution donnée par la méthode des volumes finis centrés par maille est nul, ce

qui rend la mesure d’erreur par la norme d’énergie dans ce cas inadéquate. D’autre part, le flux

diffusif relié à cette construction appartient à l’espace H(div ; Ω).

La même approche a été utilisée par Vohralík [53], pour aborder des problèmes de diffusion

avec des cœfficients de diffusion constants par morceaux sur les éléments du maillage mais

discontinus à travers les interfaces entre les éléments.
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Il existe deux catégories d’estimateurs d’erreur:

i) Les estimateurs d’erreur a priori, qui donnent une borne à la différence entre la solution

exacte ue et la solution approchée u dans une certaine norme:

‖ue − u‖ ≤ Chα‖ue‖∗

où ‖.‖ diffère en général de ‖.‖∗.

Sur le plan théorique, ces estimations confirment la convergence de la méthode numérique.

Par contre, sur le plan pratique, cette borne ne peut être utilisée du moment où elle fait

intervenir la solution exacte qui est inconnue.

ii) Les estimateurs d’erreur a posteriori fournissent une estimation de la norme de l’erreur

‖ue − u‖ ne faisant intervenir que la solution numérique, les données du problème et la

géométrie du maillage:

‖ue − u‖ ≤ η(T, D, u),

où T est le maillage et D désigne l’ensemble des données du problème.

La norme ‖.‖ dépend du problème considéré (cela peut être la norme L2 ou la norme énergie

ou autre). L’estimateur d’erreur a posteriori peut donc être calculé numériquement. Il est es-

sentiel de souligner qu’un estimateur d’erreur a posteriori doit être calculable localement en

l’occurrence sur chaque maille. De façon générale, on a:

η(T, D, u) =





∑

T ∈T

η2
T (T, D, u)





1

2

• ηT (T, D, u): estimateur d’erreur a posteriori défini sur la maille T.

• η(T, D, u): estimateur d’erreur a posteriori global.

L’estimateur d’erreur local permettra d’indiquer si un raffinement ou un déraffinement de la

maille est nécessaire selon certains critères. La démarche à suivre est détaillée ci-après:

1. Une équation est résolue numériquement.

2. Une estimation d’erreur a posteriori globale (sur l’ensemble du domaine de calcul) est par

la suite calculée.

3. Si cette dernière est supérieure à une tolérance préalablement établie par l’utilisateur

alors:

3.1. On procède à un raffinement du maillage, et ce en faisant appel aux estimations

d’erreur a posteriori locales définies sur chaque maille puis le calcul est relancé.
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maillages non structurés. Son principe provient de la famille de schémas proposés par (Ben-

khaldoun 2002) conçue pour une grande classe de problèmes de transport ne s’apprêtant pas

à un traitement par des solveurs de Riemann approchés dans le cadre des volumes finis. Le

concept consiste à résoudre le problème par une phase volume finis (phase correcteur) précédée

d’une phase lagrangienne utilisant la méthode des caractéristiques (phase prédicteur).

La phase volumes finis utilise comme flux numérique aux interfaces le vrai flux physique évalué

en un état approché aux interfaces, et obtenu dans la phase prédicteur par la méthode des ca-

ractéristiques, ainsi que des processus d’interpolation devant être soigneusement sélectionnés.

Enfin, le dernier chapitre sera dédié à l’étude de la convergence en utilisant un schéma implicite

volumes finis d’une équation parabolique semi-linéaire à retard.
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Chapitre I

Analyse du problème couplé Darcy-Transport

Le but de ce chapitre est de fournir un cadre mathématique complet du problème couplé Darcy-

Transport, par un rappel des Théorèmes d’existence, d’unicité et de régularité dans le cas des

problèmes linéaires.

1 Résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour

l’équation de Darcy

L’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux est obtenu en résolvant l’équation aux dérivées

partielles suivante sur un domaine Ω ⊂ R
2:

−∇ · (κ(x)∇p) = f(x), ∀x ∈ Ω (I.1)

où p représente la charge hydraulique, κ le tenseur de perméabilité et f le terme source.

U = κ∇p désigne la vitesse de Darcy.

1.1 Résultats d’existence et d’unicité pour l’équation (I.1)

Considérons l’équation elliptique suivante:

−div(κ(x)∇p(x)) = f, (I.2)

par souci de simplicité, nous considérons les conditions aux limites de Dirichlet:

p(x) = g(x), x ∈ ∂Ω (I.3)

∂Ω désigne la frontière de Ω. Nous supposons en outre que:

Hypothèse 1 1. Ω est un sous-ensemble polygonal ouvert de R
d, d = 2 ou 3.
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2. κ est une matrice symétrique, c’est-à-dire. κ = (κij)d
i,j=1 et κij = κji. Nous supposons que

κij ∈ L∞(Ω).

3. Il existe α > 0 tel que pour tout, ξ ∈ R
d, pour x ∈ Ω,

κξ · ξ =
d
∑

i,j=1

κi,j(x)ξiξj ≥ α|ξ|2, (I.4)

où |ξ| désigne la norme euclidienne dans R
d, i.e. |ξ|2 =

d
∑

i=1

ξ2
i .

Cette propriété signifie que l’opérateur L donné par L = −div(κ∇p) est uniformément

elliptique.

4. f ∈ L2(Ω).

5. g ∈ C(∂Ω) est tel qu’il existe g̃ ∈ H1(Ω) satisfaisant γ̃(g̃) = g (γ̃ désigne l’opérateur de

trace défini à partir de l’espace H1(Ω) vers l’espace H
1

2 (∂Ω)).

Remarque 2 La condition (I.4) signifie que la plus petite valeur propre de l’opérateur L est

supérieure ou égale à α.

Le Théorème suivant prouve l’existence et l’unicité d’une solution faible au problème (I.2)-(I.3):

Théorème 1 Sous les hypothèses 1-5, il existe une unique solution au problème (I.2)-(I.3) dans

le sens suivant: il existe p ∈ H1(Ω) telle que la fonction w = p− g̃ ∈ H1
0(Ω) satisfait l’équation

suivante, pour tout v ∈ H1
0(Ω)

∫

Ω
κ(x)∇w(x) · ∇v(x)dx = −

∫

Ω
κ(x)∇g̃(x) · ∇v(x)dx +

∫

Ω
f(x)v(x)dx. (I.5)

Pour prouver le Théorème 1, nous devons utiliser le Lemme de Lax-Milgram que nous rappelons

ici par souci d’exhaustivité.

Lemme 1 ( Lemme de Lax-Milgram)

Soit a(·, ·) une forme bilinéaire définie sur F× F, où F est un espace de Hilbert satisfaisant

l’hypothèse suivante:

1. Continuité. Il existe C1 > 0 tel que, pour tout u, v ∈ F

a(u, v) ≤ C1‖u‖‖v‖ (I.6)

2. Cœrcivité. Il existe α > 0 tel que, pour tout u ∈ F

a(u, u) ≥ α‖u‖2. (I.7)
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Soit ϕ une forme linéaire continue sur F, c’est-à-dire qu’il existe C2 > 0 tel que, pour tout

v ∈ F

ϕ(v) ≤ C2‖v‖. (I.8)

Alors, il existe u ∈ F unique tel que, pour tout ÷rmv ∈ F

a(u, v) = ϕ(v). (I.9)

Preuve du Théorème 1 (voir l’Annexe A).

2 Résultats de régularité

Il y a plusieurs résultats de régularité qui conduisent à la régularité p ∈ H2(Ω). Cette dernière

est principalement utilisée pour obtenir un ordre de convergence optimal. Nous citons certains

d’entre eux.

1. Premier résultat de régularité ([4], Théorème 3.2.1.2)

Théorème 2 (Premier résultat de régularité: Hypothèse de convexité)

Soit Ω un sous-ensemble ouvert borné convexe de R
d. On suppose que κij ∈ C1(Ω̄), f ∈ L2(Ω),

g ∈ H
3

2 (∂Ω) et que l’hypothèse I.4 est satisfaite. Alors, il existe une unique solution

w ∈ H2(Ω) pour I.5 et on obtient l’estimation a priori suivante:

‖w‖H2(Ω) ≤ C
(

‖f‖L2(Ω) + ‖g‖
H

3
2 (∂Ω)

)

. (I.10)

Donc la fonction p donnée par w + g̃, où g̃ ∈ H2(Ω) telle que γ(g̃) = g, satisfait

‖p‖H2(Ω) ≤ C
(

‖f‖L2(Ω) + ‖g‖
H

3
2 (∂Ω)

)

. (I.11)

2. Deuxième résultat de régularité ([2], Théorème 4)

Théorème 3 (Deuxième résultat de régularité: Conditions de bords régulières )

Soit un sous-ensemble ouvert borné de R
d tel que ∂Ω est de Classe C2. On suppose que

κij ∈ C1(Ω̄), f ∈ L2(Ω), g ∈ H
3

2 (∂Ω) et que l’hypothèse I.4 est satisfaite. Alors, il existe

une unique solution w ∈ H2(Ω) pour I.5, ce qui donne l’estimation a priori suivante:

‖w‖H2(Ω) ≤ C
(

‖f‖L2(Ω) + ‖g‖
H

3
2 (∂Ω)

)

. (I.12)
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Donc, la fonction p donnée par w + g̃, où g̃ ∈ H2(Ω) telle que γ(g̃) = g, satisfait

‖p‖H2(Ω) ≤ C
(

‖f‖L2(Ω) + ‖g‖
H

3
2 (∂Ω)

)

. (I.13)

Le Théorème technique suivant sera utile dans la sous-section 2.3 (Page 67) et l’Annexe A

(Page 150), (cf [12]).

Théorème 4 Soit ν une fonction continue sur Ω =
d
⋃

i=1

Ωi, telle que la restriction ν|Ωi
de ν à

Ωi appartient à H1(Ωi), pour tout i = 1, ..., d. Alors ν appartient à H1(Ω).

3 Résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour

le système couplé Darcy-Transport

Le but de cette étude est de fournir des résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour le

système à deux équations aux dérivées partielles couplé Darcy-Transport qui modélise l’écou-

lement et le transport dans les milieux poreux.

3.1 Description du modèle général

Nous nous intéressons au modèle à deux équations suivant:

−div(κ(x, H(x, t))∇H(x, t)) = f1(x, t, C), (I.14)
∂C
∂t

(x, t) + div(VC)(x, t)− div(ǫD(x, t)∇C(x, t)) = f2(x, t), (I.15)

V = −κ∇H. (I.16)

3.1.1 Cas linéaire

Supposons que:

• κ est constante. Posons κ ≡ 1.

• f1 dépend seulement de x.

• ǫ ≡ 1.

Le problème (I.14)-(I.16) revient à:

−∆H(x) = f1(x), x ∈ Ω, (I.17)
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∂C
∂t

(x, t) + div(VC)(x, t)− div(D(x, t)∇C(x, t)) = f2(x, t), x ∈ Ω et t ∈ (0, T),(I.18)

V = −∇H. (I.19)

Supposons qu’en plus de l’équation de Poisson (I.17), nous avons les conditions aux limites

homogènes de Dirichlet suivantes pour l’inconnue H:

H(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (I.20)

où ∂Ω est le bord de Ω. En plus de l’équation parabolique (I.18), nous supposons également

que nous avons les conditions aux limites de Dirichlet et des conditions initiales pour C.

C(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω et t ∈ (0, T), (I.21)

C(x, 0) = C0, x ∈ Ω. (I.22)

L’étude de l’existence et de l’unicité du problème (I.17)-(I.19) a été faite dans la section 2.1.

Une formulation faible pour le problème (I.17)-(I.20) (voir [1]) est donnée par:

Trouver H ∈ H1
0(Ω) tel que pour tout v ∈ H1

0(Ω), on a:

∫

Ω
∇H(x) · ∇v(x)dx =

∫

Ω
f1(x)v(x)x. (I.23)

3.2 Problème de convection-diffusion

3.2.1 Formulation faible pour le problème (I.18) avec (I.21) et (I.22)

La définition d’une formulation faible requiert les hypothèses suivantes:

Hypothèse 2 (Hypothèse sur les données)

Les hypothèses suivantes sur les données sont nécessaires:

1. f1 ∈ L2(Ω)

2. f2 ∈ L2(Ω× (0, T))

3. C0 ∈ L2(Ω)

4. L’hypothèse I.4 est satisfaite.

Le Théorème suivant donné dans [3] fournit un résultat d’existence et d’unicité pour le problème

(I.18) avec (I.21) et (I.22):
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Théorème 5 (Existence et unicité pour le problème (I.18) avec (I.21) et (I.22), cf. [3])

Soit Ω un sous-ensemble ouvert borné de R
d. En plus de l’hypothèse 2, nous supposons que

les éléments dij de la matrice D et les composantes Vi de V satisfont di,j, Vi ∈ L∞(Ω× (0, T)).

Il existe alors une unique solution au problème (I.18) avec (I.21) et (I.22) dans le sens suivant:

• C ∈ L2(0, T; H1
0(Ω)) et Ct ∈ L2(0, T; H−1(Ω))

• Pour tout v ∈ H1
0(Ω), pour tout t ∈ (0, T)

〈Ct(t), v〉H−1(Ω),H1
0
(Ω) −

∫

Ω
C(x, t)V(x) · ∇v(x)dx +

∫

Ω
D(x, t)∇C(x, t) · ∇v(x)dx =

∫

Ω
f2(x, t)v(x)dx,

(I.24)

où H−1(Ω) est le dual de H1
0(Ω) et 〈·, ·〉H−1(Ω),H1

0
(Ω) dénote l’injection de Sobolev de H−1(Ω)

dans H1
0(Ω).

• Condition initiale:

C(0) = C0. (I.25)

3.2.2 Résultats de régularité pour le problème (I.18) avec (I.21) et (I.22)

Il est intéressant de noter que l’équation (I.18) peut être écrite sous la forme de l’équation

parabolique traitée dans [2], à savoir [2, (1)-(2), Page 350]. Cela nous permettra d’appliquer les

résultats de régularité donnés dans [2]. En effet, (I.18) peut être écrit comme

Ct(x, t) +
d
∑

i=1

bi
∂C
∂xi

(x, t) + l(x, t)C(x, t)− div(D(x, t)∇C(x, t)) = f2(x, t), x = (x1, x2, . . . , xd)

(I.26)

bi = Vi et l = div(V). (I.27)

Nous citons ici quelques résultats de [2]. Il est à noter que l’hypothèse de régularité sur les

cœfficients de l’opérateur elliptique citée dans [2, Page 360] peut être obtenue en utilisant

[2, Théorème 4]. La comparaison des résultats de [2, Théorème 4] avec l’opérateur elliptique

L =
d
∑

i=1

bi
∂C
∂xi

+ l(x, t)− div(D∇C) de (I.26)-(I.27) donne D ∈ C(Ω̄) et V ∈W1,∞(Ω) lorsque D

et V ne dépendent pas de t.

Théorème 6 (Régularité pour la solution faible du problème (I.18)-(I.21)-(I.22), cf. [2])

Soit Ω un sous-ensemble ouvert borné de R
d. Supposons que C0 ∈ H1

0(Ω) et que f ∈ L2(0, T; L2(Ω)).

Outre l’hypothèse 2, nous supposons que les matrices D et V impliquées dans (I.24) ne dépendent

30



pas de t et qu’ils satisfont D ∈ C(Ω̄) et V ∈W1,∞(Ω)d.

Alors C ∈ L2(0, T; H2(Ω)) ∩ L∞(0, T; H1
0(Ω)) et Ct ∈ L2(0, T; L2(Ω)).

3.3 Problème couplé

3.3.1 Existence et unicité pour une solution faible pour le système (I.17)-(I.22)

Une formulation faible pour (I.17)-(I.22) peut être définie comme le couple (H, C) satisfaisant

(I.23), (I.24), et (I.25) à condition que Vi = − ∂H
∂xi
∈ L∞(Ω). Par exemple:

1. Dans le cas d’une dimension, i.e. d = 1. En utilisant le résultat de régularité du

Théorème 2, nous avons H ∈ H2(Ω) à condition que Ω soit un sous-ensemble ouvert borné

de R
d et que f1 ∈ L2(Ω). Donc ∇H ∈ H1(Ω)d. L’utilisation de l’injection de Sobolev de

H1(Ω) dans C(Ω̄) (voir [3, Théorème 1.3.4]) implique que ∇H ∈ C(Ω̄) ⊂ L∞(Ω).

2. Lorsque la dimension de l’espace d=2 ou 3. En utilisant le résultat de régularité du

Théorème 3 (quand m = 1), nous avons H ∈ H3(Ω) à condition que ∂Ω soit C3 et que

f1 ∈ H1(Ω). Donc ∇H ∈ H2(Ω)d. En utilisant l’injection de Sobolev de H2(Ω) dans C(Ω̄),

quand d ∈ {2, 3} (voir [3, Théorème 1.3.4]), on prouve que ∇H ∈ C(Ω̄) ⊂ L∞(Ω).

3.3.2 Résultat de régularité pour le système (I.17)-(I.22)

En utilisant le Théorème 6, et à condition que ses hypothèses soient satisfaites, nous avons

C ∈ L2(0, T; H2(Ω)) ∩ L∞(0, T; H1
0(Ω)) et Ct ∈ L2(0, T; L2(Ω)). La condition V ∈W1,∞(Ω)d si-

gnifie que Vi = − ∂H
∂xi
∈W1,∞(Ω). Pour obtenir cette régularité, il suffit que H vérifie H ∈W2,∞(Ω).

C’est le cas lorsque par exemple H ∈ H4(Ω). En fait, en utilisant l’injection de Sobolev de

H2(Ω) dans C(Ω̄), quand d ∈ {1, 2, 3} (voir [3, Théorème 1.3.4]), nous avons DαH ∈ C(Ω̄)

pour tout indice α = (α1, α2, . . . , αd) ∈ Nd tel que |α| = α1 + . . . αd ≤ 2. Cela implique que

H ∈ C2(Ω̄) ⊂W2,∞(Ω). La régularité H ∈ H4(Ω) peut être atteinte.
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Chapitre II

Processus d’adaptation de maillage

1 Introduction

On propose ici un nouveau processus adaptatif de raffinement/déraffinement du maillage basé

sur une technique de marquage des éléments de type estimateur d’erreur a posteriori qui combine

deux méthodes d’adaptation à savoir Adapt pour le découpage de triangles et Newest-vertex-

bisection (NVB) pour la phase de conformité. Cette combinaison s’avère particulièrement in-

téressante pour les architectures de traitement parallèle modernes. Dans le troisième chapitre

nous illustrerons numériquement l’efficacité de cette technique d’adaptation innovante par plu-

sieurs tests numériques pour différents problèmes en particulier ceux elliptiques du second ordre

à cœfficients discontinus. Dans ce chapitre, nous aborderons les différents types de méthodes

adaptatives qui se distinguent les unes des autres par la manière avec laquelle le maillage est

modifié. Le maillage utilisé, et notamment ses pas de discrétisation et le nombre de points qui le

subdivisent, est déterminant pour la précision des calculs, et ce au même titre que les schémas

numériques élaborés. Il peut ne pas être suffisamment fin pour détecter les zones à raffiner. Afin

de remédier à ce problème, deux solutions peuvent être envisagées:

— La première solution consiste à utiliser un grand nombre de points dans le but de dis-

crétiser le domaine de calcul. Mais on constate facilement que cette approche manque

d’efficacité tout particulièrement lorsque ce domaine est grand, du fait de la mémoire et

du temps CPU qu’elle nécessite.

— La deuxième solution est représentée par l’adaptation locale du maillage. En effet, les

zones ne nécessitant pas de raffinement sont résolues avec une distribution grossière de

points. Le raffinement local, quant à lui, sera réservé aux seules régions critiques de telle

sorte que les discontinuités et les forts gradients puissent être résolus avec un nombre

suffisant de points.

On peut se référer à l’article de Powell et al (cf [1]) pour une revue exhaustive des techniques de

raffinement de maillage adaptatif. De façon générale, l’adaptation du maillage pour la solution
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peut se faire de deux manières représentées par les approches r-raffinement et p-raffinement:

— Dans l’approche r-raffinement, on procède simplement à une redistribution des nœuds de

manière à avoir une bonne résolution au niveau des zones critiques, en étirant le maillage

vers une direction particulière. Dans cette méthode, on se trouve confronté à certaines

difficultés dont les plus importantes sont le croisement des lignes, la formation de cellules

arbitraires très petites, etc. Néanmoins, le grand atout du raffinement par étirement est

la possibilité d’interpoler simplement des variables de l’ancien maillage au nouveau une

fois que l’adaptation aura abouti à un maillage valide. Ceci peut être effectué, si besoin

est, de façon conservative.

— Dans l’approche p-raffinement, on ajuste localement le degré des fonctions de base afin

qu’il corresponde à la variation de la solution. Dans cet abord, les cellules sont localement

subdivisées ou fusionnées.

Selon leur façon de représenter la solution numérique du problème, ces méthodes adaptatives

peuvent être structurées ou non structurées:

— Quand elles sont structurées, elles appliquent une hiérarchie de niveaux de maillages em-

boîtés, où chaque niveau est subdivisé en plusieurs grilles rectangulaires simples. À ce

propos, M. Berger et J. Oliger (cf [2]) ont proposé un algorithme général de raffinement

adaptatif du maillage, employant des grilles cartésiennes pour les EDP hyperboliques.

Dans leur méthode, des sous-grilles rectangulaires sont placées dans les régions qui né-

cessitent une meilleure résolution. Ce procédé est réitéré d’une manière récursive: des

grilles de plus en plus fines sont générées au fur et à mesure, et ce, jusqu’à obtention de

la résolution requise. En faisant appel aux techniques des différences finies standard, une

approximation de la solution sur chaque sous-grille est obtenue.

— A l’opposé, les méthodes non structurées font appel à des représentations en graphe ou en

arbre pour stocker la solution. En ce qui concerne les problèmes instationnaires, les régions

critiques ne sont pas fixes au cours du temps. Les sous-grilles sont alors déplacées pour

suivre le champ d’écoulement. G. Manzini et A. Rosella (cf [3]) ont utilisé avec succès la

méthode AMR pour la simulation d’écoulements bidimensionnels dans un milieu poreux.

Cette méthode a été extrapolée à l’étude de chocs aérodynamiques par Berger et Colella

(cf [4]).

Grâce à leur structure flexible pour l’adaptation dynamique, les maillages non structurés trian-

gulaires se révèlent être particulièrement intéressants dans le domaine d’adaptation du maillage.

Disposant de structures de données appropriées, le maillage peut être localement enrichi en y

insérant des nœuds de façon élective dans les régions d’intérêt particulier. Il est également
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possible de procéder à un déraffinement local en retirant des points que l’on ne juge plus néces-

saires, en l’occurrence dans les zones où l’écoulement est uniforme. Le maillage global reste une

discrétisation conforme et admissible du domaine discret. Les maillages non structurés offrent

également plus de liberté pour les contraintes géométriques dans le système. Généralement, ils

sont plus faciles à mettre en œuvre, en particulier sur des domaines de géométrie complexe.

L’algorithme détaillé ci-après s’appuie sur une structure de données hiérarchique multi-niveaux.

Il s’agit d’une méthode dynamique de raffinement et de déraffinement du maillage, c’est-à-dire,

capable de suivre la solution physique du problème, et c’est le raffinement local du maillage

dans les régions d’intérêt qui en garantit la précision. Les déraffinements successifs aux endroits

où la structure n’est plus intéressante permettent, quant à eux, d’en garantir l’efficacité.

2 Procédure de raffinement et de déraffinement dyna-

mique de maillage

Dans cette section, nous nous intéressons au procédé de raffinement et de déraffinement dyna-

mique de maillage. Il vise à construire un maillage adaptatif qui suit dynamiquement au cours

du temps la solution physique du problème. Une présentation concise des principes de base

de l’algorithme sera donnée. Le point de départ est un maillage grossier couvrant le domaine

de calcul, à partir duquel la solution sera évaluée. De plus, les régions précédemment raffinées

peuvent se révéler ne plus être intéressantes, et doivent de ce fait être déraffinées, afin de suivre

le mouvement continuel de la solution du problème en question.

2.1 Critères de raffinement

C’est à partir d’une fonction dite critère qui va marquer les éléments, évaluée sur chaque élément

de la triangulation, que les décisions de raffinement sont généralement prises. Cette fonction

indique à chaque pas de temps les régions où une meilleure résolution est nécessaire. Il peut

s’agir du gradient ou de la différence d’une certaine variable physique. Généralement, un critère

est jugé bon s’il permet de générer un maillage optimal assez régulier. Ce critère doit tenir

compte du caractère non stationnaire du problème et doit aussi détecter les singularités. Il est

possible de faire appel à différentes familles de critères:

— Critère basé sur des erreurs de troncature

— Critère basé sur des erreurs d’approximation

— Critère basé sur des mesures de convergence

— Critère basé sur des principes variationnels
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— Critère basé sur des quantités physiques

2.2 Déraffinement

Le déraffinement est associé à un processus temps. Considérons une triangulation T
n−1
h à l’ins-

tant tn−1, Tn
h est la triangulation à l’instant tn créée en faisant appel au procédé d’adaptation.

Dans la phase de raffinement, si un triangle T est divisé dans Tn−1
h sans l’être dans Tn

h , toute sa

descendance est éliminée. Insistons sur le fait que l’ensemble du maillage n’est pas reconstruit

en ayant pour point de départ le maillage grossier. Tous les éléments de l’ancienne triangula-

tion qui restent valides sont maintenus pour la nouvelle triangulation. Il est à noter que toutes

les décisions prises ici pour le raffinement, dépendent du critère qui est évalué sur le maillage

grossier. Par conséquent, une réévaluation de la solution sur les éléments du maillage grossier

avant chaque nouvelle adaptation est nécessaire. Ceci est obtenu par interpolation conservative

à partir des solutions sur les triangles.

2.3 Qualité du maillage

Au cours de la génération et de l’adaptation d’une triangulation, le respect de certaines règles

de maillage s’impose afin d’assurer une régularité raisonnable sur ses éléments. Une approxi-

mation satisfaisante des équations paraboliques ou elliptiques exige un maillage de qualité.

Considérons une triangulation Th d’un domaine de R
2. Lors du raffinement du maillage, les

propriétés suivantes sont fortement requises:

(i) La conformité du maillage: ∀ (Ti, Tj) paires de triangles distincts, Ti ∩ Tj est soit réduit à

un point, soit à une arête commune soit à l’ensemble vide.

(ii) Dans n’importe quel triangle de la partition, l’angle intérieur minimal entre deux arêtes doit

être borné inférieurement, et l’angle maximal borné supérieurement. C’est de cette condition

que dépend la stabilité de la solution des algorithmes numériques des équations aux dérivées

partielles. Elle s’écrit comme suit:

∃ ρ, θ > 0 / ∀ Ti ∈ Th ; ρ ≤ hi

ρi

≤ θ,

où hi est la plus longue arête de Ti et ρi le rayon du cercle circonscrit à Ti.

(iii) A chaque déplacement d’un triangle à un autre voisin, la variation des surfaces doit se faire

de façon continue et régulière.

La régularité uniforme des triangulations garantit que ses angles restent loin de 0 et π. Ceci

revêt une importance capitale dans le contrôle de l’interpolation de l’erreur en norme H1.

Après avoir marqué un ensemble de triangles où un raffinement est requis, il faut définir les
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2.6.1 Stratégie de marquage dans NVB

Si une arête est marquée, alors la base des triangles la partageant doit aussi l’être. Ce principe

peut être résumé par le sous-algorithme suivant:

Marquer la base du triangle t1

t2 = voisin de t1 opposé au sommet de t1

Si la base de t2 n’est pas marquée alors

Marquer t2

Fin Si

Nous considérons la bissection de la plus longue arête comme une méthode apparentée de NVB

s’en démarquant par un schéma de numérotation différent. En d’autres termes, la base de

chaque triangle correspond à sa plus longue arête. Contrairement à la méthode NVB, méthode

la plus récente, ce type de numérotation est effectué au début de chaque boucle. Dans certains

cas, en l’occurrence à chaque fois où la plus longue arête est opposée au newest vertex, ces deux

méthodes se valent. Afin d’obtenir un raffinement à partir du maillage actuel, nous résolvons

d’abord l’équation aux dérivées partielles pour avoir la solution dans le maillage courant. L’er-

reur est estimée en utilisant la solution, qui servira dans le marquage de l’ensemble des triangles

à raffiner.

Grâce à ce procédé, on parvient à préserver les deux propriétés fondamentales des triangula-

tions, à savoir la régularité et la conformité. Récemment, nombreux sont les résultats en termes

de convergence et d’optimalité, obtenus pour les méthodes d’adaptation de maillage sur les

équations aux dérivées partielles elliptiques [7–9]. Cela prouve l’importance du raffinement lo-

cal par opposition au raffinement uniforme des triangulations. Dans la plupart de ces travaux,

la NVB intervient au cours de l’étape "raffiner". Il a été démontré que le maillage obtenu avec

cette règle de division est conforme et uniformément régulier. De plus, le nombre d’éléments

rajoutés à chaque étape est connu, ce qui est d’une importance cruciale pour l’optimalité du

raffinement local. C’est à ce titre que notre discussion sera principalement axée autour de la

méthode newest vertex bisection.

Nous présenterons également une stratégie de bissection apparentée, à savoir la bissection par

la plus longue arête.
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2.7.2 Algorithme 1: Raffinement par Adapt

1 Pour Itr jusqu’à Ntr faire

Initialisation: Index← 0

t := c’est le triangle courant

2 While ( Index = 1) faire

3 Si ( Tadiv(t)<= 0) alors

Récupération de nv, ve1, ve2 et Bt

4 Si Bt est marquée alors

Index ← 0

Sinon 4 : Bt n’est pas marquée

Marker( Bt) ← vm

Récupération de ILeft et IRight de Bt

5 Si Bt n’est pas une arête de bord alors

6 Si (t = IRight ) alors

tneig ← ILeft

Sinon 6

tneig ← IRight

Fin 6

Tadiv(t) ← −1

Sinon 5 Bt est une arête de bord alors

Index ← 0

Node3(vm) ← 1

Fin 5

Fin 4

Sinon 3

Index ← 0

Fin 3

Fin While 2

Fin pour 1

Raffinement: Une fois le marquage terminé, on passe au raffinement qui consiste à diviser

les éléments en joignant le vertex au milieu de la plus longue arête. Ainsi, le nouveau point

milieu devient le newest pour les deux nouveaux triangles "Children".
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2.7.3 Algorithme 2 : Conformité par NVB

1 Pour t = 1 jusqu’à NBtot faire

2 Si le triangle t est marqué alors

Récupération de 3 sommets nk, k = 1...3

Récupération de Bt en face de n1

3 Si Bt est marquée alors

Construction de deux nouveaux triangles "Children"

Les sommets de t sont n1, n2 et Marker(Bt)

Les sommets du second triangle nt1 sont n1, Marker(Bt) et n3

Récupération des deux arêtes B2 et B3 opposées à n2 et n3

4 Si B2 est marquée alors

Construction de deux nouveaux triangles "Children"

Les sommets de nt1 sont n1, Marker(Bt), et Marker(B2)

Le second triangle nt2 est défini par Marker(B2), Marker(Bt) et n3

Fin 4

5 Si B3 est marquée alors

Construction de deux nouveaux triangles "Children":

t devient définie par n1, Marker(B3), et Marker(Bt)

Le second triangle nt3 est défini par Marker(B3), n2 et Marker(Bt)

Fin 5

Fin 3

Fin 2

Fin pour 1
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Chapitre III

Schéma Volumes Finis centré sur le sommet et

adaptation de maillages pour l’équation de

Darcy

1 Introduction

La méthode des volumes finis adaptative centrée sur les sommets est couramment utilisée pour

aborder des problèmes complexes découlant de plusieurs phénomènes physiques. Elle est satis-

faisante pour traiter les éventuelles discontinuités dans les résultats de calcul. Notre stratégie

de marquage des éléments à raffiner est basé sur une technique du type estimateur d’erreur

a posteriori. Ces estimateurs mesurent la qualité de la solution calculée et fournissent des in-

formations pour contrôler les algorithmes d’adaptation de maillage ([2]). Pour cette classe de

problèmes, nous considérons des équations elliptiques de second ordre à coefficients hétérogènes,

où la diffusion dans un milieu fermé bidimensionnel Ω ⊂ R
2 ayant ∂Ω comme bord, est décrite

par l’équation suivante:

−∇ · (K∇u(x)) = f(x), ∀ x ∈ Ω,

(III.1)
u(x) = g(x), ∀ x ∈ ∂Ω,

où f est le terme source, g est la condition aux limites de type Dirichlet et K est le coefficient de

diffusion constant par morceaux. On utilise deux triangulations, à savoir le maillage primal et

une nouvelle partition du domaine D qu’occupe le fluide de manière à ce que chaque sommet du

maillage primal soit inclus exclusivement dans un polygone de la nouvelle partition. Le terme

maillage dual désigne celui généré suite à ce second partitionnement et le terme cellules duales

ou encore volumes de contrôle, les polygones qui le subdivisent. Une partition du domaine Dh

est ainsi définie.
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Théorème 7 (Calcul de l’aire de la cellule duale pour un maillage de triangles)

L’aire de l’intersection Ci ∩ τ est exactement le tiers de l’aire de l’élément τ .

En effet, |iG1k| = 1
2‖
−→
iG1 ∧

−→
ik‖ = ‖−→iG1 ∧

−→
iM′‖, comme M ′ est le milieu de [ik], on aura alors:

|ijk| = 1
2
‖−→ij ∧ −→ik‖,

en coordonnées barycentriques on a:

G1 =
1
3

(i + j + k),

donc:
−→
iG1 =

1
3

(
−→
ij +
−→
ik) =

2
3

−−→
iM′′,

soit M” le milieu de [jk], on obtient:

A =
1
3
‖−−→iM” ∧ −→ik‖ =

1
3
‖
(1

2
(
−→
ij +
−→
ik)
)

∧ −→ik‖ =
1
6
‖−→ij ∧ −→ik‖,

d’où:

|iG1k| =
1
3
|ijk|; |iG1M′| = 1

2
|iG1k| =

1
6
|ijk|; |iG1M| =

1
2
|iG1j| =

1
6
|ijk|,

enfin:

|iM′G1M| = |iG1M|+ |iG1M′|+ |iG1M′| = 1
3
|ijk|.

3 Discrétisation volumes finis vertex centered de l’équa-

tion (III.22)

Cette partie a fait l’objet d’une publication dans les proceedings à l’occasion de la conférence

"Topical Problems of Fluid Mechanics 2017, Prague, Czech Republic".

On se donne sur Ω une triangulation primale Th dont les triangles sont notés Tk de sommets

Si, ≤ i ≤ 3 et B son barycentre. On note Dh le maillage dual. On nomme respectivement Σopp
1 ,

Σopp
2 et Σopp

3 les arêtes [S2S3], [S1S3] et [S1S2] de milieux respectifs M23,k, M13,k, M12,k et −→n opp
1 ,

−→n opp
2 et −→n opp

3 leurs normales unitaires sortantes. Soit −→n ij le vecteur normal unitaire sortant à

arête [BMij,k] tel que:

−→n ij⊥
−−−→
Mij,kB et −→n ij.

−−→
SiSj > 0, 1 ≤ i, j ≤ 3
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Avec Mπ
2

la matrice de rotation de π
2 .

or Mπ
2

(−−→
S1S2 +

−−→
S2S3 =

−−→
S1S3

)

= Mπ
2

−−→
S1S2 + Mπ

2

−−→
S2S3 = Mπ

2

−−→
S1S3,

alors,

−|Σopp
3 |−→n opp

3 − |Σopp
2 |−→n opp

2 = |Σopp
1 |−→n opp

1 (|Σopp
3 |−→n opp

3 + |Σopp
2 |−→n opp

2 ) = −|Σopp
1 |−→n opp

1 ,

finalement,

−
∑

Tk∩Dh 6=∅

∫

∂Dh∩Tk

Kk∇uk.−→n dσ = −
∑

Tk∩Dh 6=∅

1
2
Kk∇uk. (|Σopp

1 |−→n opp
1 ) ,

en utilisant le fait que u soit P1, on a:

∇u = − 1
2|Tk|

((u1 + u2)|Σopp
3 |−→n opp

3 + (u2 + u3)|Σopp
1 |−→n opp

1 + (u1 + u3)|Σopp
2 |−→n opp

2 )(III.12)

= − 1
2|Tk|

(|Σopp
1 |−→n opp

1 u1 + |Σopp
2 |−→n opp

2 u2 + |Σ12|−→n opp
3 u3) (III.13)

= − 1
2|Tk|

∑

k=1,3

|Σopp
k |−→n opp

k uk (III.14)

On obtient alors:

−
∑

Tk∈Dh

∫

∂Dh∩Tk

Kk∇u.−→n dσ = −
∑

Tk∈Dh

1
4|Tk|

Kk





∑

k=1,3

|Σopp
k |−→n opp

k uk



 .|Σopp
1 |−→n opp

1 (III.15)

Lemme 2 Soient K un triangle donné de sommets respectifs A(xA, yA), B(xB, yB) et C(xC , yC)

et une fonction f telle que f(x, y) = ax + by + c, on note fA l’image de A par f (respectivement

fB et fC), alors on a:

∫

K
f(x, y) dxdy =

1
3
|K|(fA + fB + fC). (III.16)

Pour la discrétisation du second membre de l’équation, on utilise la formule de quadrature

(III.16)

∫

Dh

f(x) dx =
∑

Tk∩Dh 6=∅

∫

Tk∩Dh

f(x) dx =
∑

Tk∩Dh 6=∅

(

∫

S1M12,kB
f(x) dx +

∫

S1BM13,k

f(x) dx

)

=
∑

Tk∩Dh 6=∅

(1
3
|S1M12,kB|(fS1

+ fM12,k
+ fB) +

1
3
|S1BM13,k|(fS1

+ fB + fM13,k
)
)
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Or, fM12,k
=

1
2

(fS1
+ fS2

) ; fM13,k
=

1
2

(fS1
+ fS3

) ; fB =
1
3

(fS1
+ fS2

+ fS3
)

et |S1M12,kB| = |S1BM13,k| =
1
6
|Tk|, alors:

∫

Dh

f(x)dx =
∑

Tk∩Dh 6=∅

1
6
|Tk|

(1
3

(2fS1
+ 2fB + fM12,k

+ fM13,k
)
)

=
∑

Tk∩Dh 6=∅

1
6
|Tk|

(11
9

fS1
+

13
18

fS2
+

13
18

fS3

)

Pour la construction de la matrice de rigidité et celle de masse, voir l’Annexe A.

4 Estimateur d’erreur a posteriori

4.1 Construction du flux th par la méthode directe

Si l’idée de construction de flux H(div, Ω)-conformes dans les estimations d’erreur remonte aux

années 40 ( citons le travail de Prager et Synge [6]), son application aux problèmes d’advection-

diffusion-réaction est plus récente (on peut citer le travail de Vohralík [2]). L’intérêt de cette

construction est qu’elle est réalisée localement. On rappelle que H(div, Ω) est l’espace engendré

par les fonctions à valeurs vectorielles dont la divergence faible est de carré intégrable

H(div, Ω) = {u ∈ L2(Ω);∇ · u ∈ L2(Ω)}.

Dans cette partie, en plus du maillage primal Th et de son maillage dual Dh, on définit le

maillage simplicial fin Sh obtenu à partir des deux maillages Th et Dh (voir figure III.5).

Figure III.5 – Les différents maillages Th, Dh et Sh

On rappelle aussi l’espace de Raviart-Thomas-Nédélec RTN0(Sh), il s’agit de l’espace fonctionnel

où les flux diffusif et convectif dans la méthode de volumes finis sont reconstruits. Pour tout
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T ∈ Th, on pose:

RTN0(T) := [P0(T)]d + xP0(T)

Dans le cas d = 2, en un point X=(x,y) de T, une fonction W ∈ RTN0(T) s’écrit sous la forme

suivante:

W(X) =





aT + dTx

bT + dTy





Soit uh la solution numérique approchée de u, solution de l’équation 3. L’idée de la construction

du flux est de chercher une approximation du flux physique −K∇uh /∈ H(div, Ω), qu’on nomme

th. Donc th ∈ RTN0(Sh) est définie par:

th · −→n σ = −{{K∇uh · −→n σ}}, où σ est une face de la triangulation Sh

On cherche le flux th dans l’espace RTN(Sh) qui est un sous-espace de dimensions finies de

H(div, Ω). La condition RTN(Sh) ⊂ H(div, Ω) implique la continuité de trace de la normale aux

faces intérieures, vh·−→n σ est constante pour toute face σ de Sh pour toute fonction vh ∈ RTN(Sh).

Les flux < vh · −→n σ, 1 >σ à travers les faces représentent les degrés de liberté de l’espace de

Raviart-Thomas RTN(Sh). En pratique, et pour les arêtes sur les bords de la maille duale Dh,

on calcule th telle que:

th · −→n σ = −K∇uh · −→n σ ∀σ ∈ ∂D,

pour les arêtes internes à Sh, sur chaque K ∈ Sh on a:

(∇ · th, 1)K = (f, 1)K, ∀K ∈ Sh

et pour une arête σ interne telle que σ = K1 ∩K2, on prend la moyenne telle que:

th · −→n σ = −ωK1,s(K∇uh|K1
)− ωK2,s(K∇uh|K2

) · −→n σ

Deux choix de ωK1,s et ωK2,s sont possibles:

• Choix 1: moyenne arithmétique: ωK1,s = ωK2,s =
1
2

• Choix 2: moyenne harmonique: ωK1,s =
KK2

KK1
+ KK2

, ωK2,s =
KK1

KK1
+ KK2

Pour calculer les flux sur les arêtes de chaque triangle appartenant à Sh, on résout un système

de trois équations qui détermine les trois inconnues aK, bK et dK.

L’erreur en norme d’énergie |||u− uh|||Ω est donnée par:
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ǫ1 = |||u− uh|||2Ω =
∫

Ω
(K

1

2∇u + K
− 1

2 th)2 =
∑

T∈Th

∫

T
(K

1

2∇u + K
− 1

2 th)2

On donne l’estimation d’erreur a posteriori suivante:

|||u− uh|||Ω 6







∑

D∈Dh

(ηR,D + ηDF,D)2







1

2

• Estimateur résiduel: ηDF,D := ‖K 1

2∇uh + K
−1

2 th‖D, ∀ D ∈ Dh

• Estimateur de flux: ηDF,D := mD,K‖f −∇ · th‖D, ∀ D ∈ Dh

mD,K =
CP,Dh2

D

cK,D
, si D ∈ Dint

h ,

mD,K =
CF,Dh2

D

cK,D
, si D ∈ Dext

h

avec CP,D la constante de l’inégalité de Poincaré et CF,D la constante de l’inégalité de

Friedrichs: CP,D est égale à
1
π2

si D est convexe. CF,D est généralement égale à 1.

• L’indice d’efficacité fη est défini comme le rapport entre l’estimateur d’erreur et la vraie

erreur en norme d’énergie:

fη =





∑

D∈Dh

(ηR,D + ηDF,D)2





1

2

|||u− uh|||Ω

5 Tests numériques

Dans cette section, nous testons notre stratégie adaptatif de raffinement du maillage basée sur

l’estimation d’erreur a posteriori sur trois problèmes. Aussi une comparaison avec la méthode de

raffinement NVB est faite. Dans tous les calculs rapportés ici, les systèmes linéaires d’équations

algébriques sont résolus en utilisant un solveur direct. Les deux premiers problèmes représentent

un régime dominé par la diffusion. Le troisième problème contient un tenseur de diffusion

fortement hétérogène. Dans les trois cas, la solution analytique est donnée.

59



Chapitre III. Schéma Volumes Finis centré sur le sommet et adaptation de
maillages pour l’équation de Darcy

5.1 Cas test 1: problème avec une solution présentant une couche

limite

Soit Ω = (−1, 1)2, on considère le problème elliptique sur Ω suivant:

−div(K∇u) = f dans Ω (III.17)

u = uex sur ∂Ω, (III.18)

f est le terme source, le cœfficient de diffusion K est égal à Id. Soit a = 0.02, la solution exacte

possède une couche interne de largeur a donnée par:

u(x, y) = 0.5
(

1− tanh
(0.5− x

a

))

Cette couche limite a la forme typique de ce que l’on obtient dans un cas à convection dominante

lorsque l’on se donne une condition de Dirichlet sur une frontière où l’écoulement est sortant.

Nous commençons les calculs à partir d’une grille structurée de Ω composée de 200 triangles.

Le raffinement adaptatif du maillage repose sur deux stratégies: la stratégie AdaptNVB et la

stratégie NVB, que nous comparerons dans cette section.

5.1.1 Raffinement adaptatif avec la stratégie AdaptNVB

Figure III.6 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Dans la figure III.6, sont dressées les courbes des solutions exacte et numérique ainsi que le

maillage adapté raffiné en utilisant la stratégie AdaptNB. De toute évidence, on observe que

l’adaptation du maillage est concentré autour de la singularité. La distribution de l’erreur, les

différentes courbes d’erreurs en norme L
2, estimée et en norme d’énergie en fonction du nombre

d’éléments sont tracées dans la figure III.7. Leur convergence est prouvée dans le tableau III.1,

où on constate que ces valeurs décroissent au cours du raffinement. De plus, notre stratégie
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Figure III.7 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

d’adaptation basée sur l’estimateur a reproduit très précisément la distribution de l’erreur.

L’indice d’efficacité tend vers 1.17 ce qui prouve l’efficacité de notre stratégie d’adaptation.

Tableau III.1 – Approche AdaptNVB pour un maillage régulier

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 440 18.346 10.9812 0.12258 1.6707 0.386816
2 816 7.9186 5.8718 0.25616 1.3486 0.504966
3 2088 3.8857 3.3801 0.076081 1.1496 0.683294
4 5448 1.9708 1.7731 0.016908 1.1115 1.255315
5 14088 1.0462 0.913 0.0035246 1.1459 3.917333
6 42944 0.5409 0.46387 0.00093686 1.1661 18.876214

5.1.2 Raffinement adaptatif avec la stratégie NVB

Figure III.8 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Dans cette section, l’adaptation du maillage est faite par la stratégie NVB. En comparant les

maillages raffinés dans les deux figures III.6 et III.8, on observe la prévention de propagation

des niveaux de raffinement en utilisant la stratégie AdaptNVB. On observe aussi des oscillations,
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Figure III.9 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

indésirables par les physiciens, sur les courbes d’erreurs exacte et estimée ainsi que sur la courbe

d’efficacité (voir figure III.9). Dans le tableau III.2, on remarque le gain en termes de nombre

d’itérations et d’éléments. En effet, la stratégie NVB nécessite 13 itérations et 74164 triangles

pour obtenir une erreur L2 de même ordre que celle de la stratégie adaptNVB où seulement 6

itérations avec 42944 triangles sont requises. Le gain est aussi remarquable en termes de temps

CPU.

Tableau III.2 – Approche AdaptNVB pour un maillage régulier

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 260 18.8964 10.9812 0.12258 1.7208 0.37
6 1650 4.1364 2.9966 0.04753 1.3804 1.13
8 3722 2.4544 1.5972 0.010764 1.5367 2.46
9 6614 1.1035 0.84966 0.00309 1.2988 3.70
10 10134 1.2914 0.75294 0.0028321 1.7151 7.33
11 20694 0.59499 0.43312 0.002001 1.3737 14.11
12 34770 0.66006 0.38062 0.0016671 1.7342 44.55
13 74164 0.29502 0.21861 0.00093483 1.3495 109.62

5.2 Cas test 2: modèle d’un régime dominé par diffusion pure à

solution régulière avec fort gradient localisé

On considère le problème elliptique suivant:

−div(K∇u) = f dans Ω = (−1, 1)2

u = uex sur ∂Ω
(III.19)

On donne la solution exacte suivante: u(x, y) = x(1− x)y(1− y). Ici, la perméabilité K = Id.

Ce problème est intéressant car il présente une singularité (présence d’un fort gradient).
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5.2.1 Raffinement adaptatif avec la stratégie AdaptNB

Figure III.10 – Maillage initial, raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.11 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, indice d’efficacité et erreur L2

Le maillage initial et celui adapté ainsi que les deux solutions exacte et numérique sont repré-

sentés dans la Figure (III.10). L’adaptation est faite dans le zone qui présente une singularité.

Comme dans le cas test 1, on considère que la perméabilité K = Id est constante. Le terme

source f est extrait de l’opérateur div.(∇u) tel que f = div.(∇u). On considère la condition de

Dirichlet u = uex|∂Ω et Γn = 0. L’erreur estimée, l’erreur exacte en norme d’énergie ainsi que

l’indice d’efficacité représentés dans la figure III.11, décroissent au cours du raffinement du

maillage. Leurs valeurs sont données dans le tableau III.3.

5.2.2 Raffinement adaptatif avec la stratégie NVB

Afin de comparer les deux stratégies d’adaptation AdaptNVB et NVB, nous commençons par

comparer les maillages raffinés (après 5 itérations) dans les deux cas donnés dans les figures

III.10 et III.12. Comme dans le premier problème, la propagation des niveaux de raffinement

en utilisant la stratégie AdaptNVB est garantie. Les oscillations apparaissent aussi pour ces

cas de fort gradient sur les différentes courbes d’erreur exacte et estimée ainsi sur la courbe
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Tableau III.3 – Approche AdaptNVB pour un maillage régulier

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU(s)
1 304 1.5751 0.67034 0.038341 2.3497 0.31
2 868 0.88283 0.41716 0.018918 2.1163 0.14
3 2550 0.43967 0.22486 0.0062776 1.9553 0.25
4 6570 0.25062 0.13791 0.0023745 1.8172 1.01
5 17186 0.1514 0.084833 0.0012775 1.7847 4.33
6 38894 0.092397 0.051895 0.00044914 1.7805 13.52
7 92962 0.062211 0.035132 0.000100615 1.7708 90.17

Figure III.12 – Maillage initial, raffiné, solution exacte, solution numérique

Figure III.13 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, indice d’efficacité et l’erreur L2

d’efficacité (voir figure III.13). Le tableau III.4 montre le gain en termes de nombre d’itérations

et de nombre d’éléments pour obtenir une erreur L2 de même ordre (10−4). La stratégie NVB a

exigé 10 itérations et 97586 triangles tandis que 7 itérations et 92962 triangles étaient suffisants

dans la stratégie AdaptNVB. Cette nouvelle stratégie a permis de réduire sensiblement le temps

CPU.
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α = 0.535
a1 = 0.44721360 b1 = 1
a2 = −0.74535599 b2 = 2.33333333
a3 = −0.94411759 b3 = 0.55555556
a4 = −2.40170264 b4 = −0.48148148

β = 0.127
a1 = 0.1 b1 = 1
a2 = −9.60396040 b2 = 2.96039604
a3 = −0.48035487 b3 = −0.88275659
a4 = 7.70156488 b4 = −6.45646175

5.3.1 Raffinement adaptatif avec la stratégie AdaptNVB: maillage irrégulier avec

α = 0.535

Figure III.14 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.15 – Distribution d’erreur, erreur L2, erreur d’énergie, estimateur, erreur d’énergie et indice
d’efficacité

Dans ce premier cas, K1 = K3 = 5, K2 = K4 = 1. Le maillage primal est irrégulier et contient

112 triangles, le raffinement adaptatif basé sur l’estimation d’erreur a posteriori est réalisé par la

stratégie AdaptNVB. En fait, dans ce cas, l’estimateur ηDF,D est dominé par l’estimateur résiduel

ηDF,D qui est nul pour chaque triangle T du maillage primal Th. La figure III.14 représente les

solutions exacte et approchée pour un maillage adaptatif irrégulier, le raffinement est fait par

la stratégie AdaptNB avec α = 0.535. Il est patent que ce problème admet une singularité au

centre du maillage, point de coordonnées (0,0). La singularité est beaucoup plus importante

66



III.5 Tests numériques

en ce point et par conséquent le maillage est raffiné autour de l’origine. Dans la figure III.15,

nous avons tracé l’erreur L2 entre les deux solutions ainsi que l’erreur estimée et l’erreur exacte

en norme d’énergie. Nous pouvons constater que la distribution prédite est excellente et que,

la singularité est bien reconnue. Leurs valeurs sont dressées dans le tableau III.6. On observe

la convergence des deux erreurs estimée et exacte, ainsi que l’indice d’efficacité qui exprime

simplement le nombre de fois où nous avons surestimé l’erreur réelle. Sa valeur tend vers 1.2

ce qui prouve l’exactitude de notre stratégie d’adaptation basée sur l’estimateur a posteriori

malgré que le problème soit à cœfficients discontinus.

Tableau III.5 – Approche AdaptNVB pour un maillage irrégulier avec α = 0.535

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 278 9.3847 1.997 0.0068 4.6994 0.80
5 1338 2.8132 0.94763 0.0050165 2.9686 3.54
9 7798 1.1302 0.61814 0.0023377 1.8283 10.40
11 16228 0.76108 0.46395 0.0020429 1.6404 22.956
13 31955 0.5131 0.39166 0.0019912 1.3101 48.840

5.3.2 Raffinement adaptatif avec la stratégie NVB: maillage irrégulier avec α =

0.535

Figure III.16 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Les maillages irréguliers adaptés dans les deux cas représentés dans les figures III.14 et III.16,

ainsi que la distribution d’erreur tracée, dans les figures III.15 et III.17 font ressortir la

concentration de l’adaptation autour de la singularité. De plus, les oscillations existent tant

dans les courbes d’erreur que dans les courbes d’efficacité. Par ailleurs, cette stratégie offre un

gain considérable en termes de temps CPU qui se trouve divisé par 3, tout en permettant de

diminuer de moitié le nombre d’itérations.
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Figure III.17 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

Tableau III.6 – Approche NVB pour un maillage irrégulier avec α = 0.535

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 184 9.3847 1.997 0.068127 4.6994 0.81
9 1482 2.732 0.89695 0.005722 3.0459 6.271749
13 3373 1.5555 0.65777 0.0028124 2.3649 11.067
16 6605 1.2175 0.57232 0.002328 2.1272 7.27
19 11292 0.80378 0.51472 0.0022044 1.5616 30.80
23 22755 0.52982 0.41618 0.002038 1.2731 78.04
26 39138 0.39433 0.35013 0.0019923 1.1262 184.76

5.3.3 Raffinement adaptatif avec la stratégie AdaptNVB: maillage régulier avec

α = 0.535

Figure III.18 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

De la même manière que précédemment, les deux solutions exacte et numérique pour un maillage

adaptatif régulier en utilisant la méthode AdaptNB pour α = 0.535 sont données dans la figure

III.18. Il va sans dire que dans que celui-ci est concentré dans les régions où la solution

présente des singularités. Les différentes courbes d’erreurs L2, estimée et en norme d’énergie

sont dressées dans la figure III.19. À l’instar du cas irrégulier, ces courbes décroissent au cours

68



III.5 Tests numériques

Figure III.19 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

du raffinement du maillage (voir tableau III.7). L’indice d’efficacité est proche 1.2, ce qui

confirme l’efficacité et la performance du schéma ainsi que de l’adaptation du maillage basée

sur l’estimateur d’erreur a posteriori.

Tableau III.7 – Approche AdaptNVB pour un maillage régulier avec α = 0.535

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 278 11.9146 2.3052 0.085094 5.1686 0.808
8 1534 1.5968 0.72792 0.0032645 2.1936 6.527
10 3470 1.0196 0.58969 0.0023314 1.729 11.247
11 6734 0.83792 0.51843 0.0022253 1.6163 15.738
13 10342 0.58581 0.46385 0.0020375 1.2629 35.968
14 13975 0.48118 0.39921 0.0020121 1.2053 61.511
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5.3.4 Raffinement adaptatif avec la stratégie NVB: maillage régulier avec α =

0.535

Figure III.20 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.21 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

Comme dans le cas du maillage irrégulier, le raffinement se fait autour de la singularité aussi

bien avec la stratégie AdaptNVB qu’avec NVB. En adoptant la nouvelle stratégie, on parvient

à éviter la propagation inutile du raffinement. Le gain en temps CPU, en nombre d’éléments

ainsi qu’en nombre d’itérations est substantiel (voir tableau III.8).

Tableau III.8 – Approche NVB pour un maillage régulier avec α = 0.535

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 252 9.0167 1.8893 0.047235 4.7724 0.78
7 1048 3.1105 0.95969 0.0064033 3.2412 4.74
12 2936 1.6326 0.69606 0.002852 2.3454 9.51
13 3568 1.3481 0.65532 0.0026014 2.0571 10.90
17 6900 0.85755 0.56767 0.0022017 1.5106 19.17
19 10639 0.68342 0.50016 0.0020713 1.3664 27.21
21 15490 0.54702 0.4519 0.0020364 1.2105 41.88
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5.3.5 Raffinement adaptatif avec la stratégie AdaptNVB: maillage irrégulier avec

α = 0.127

Figure III.22 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.23 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

La figure III.22 illustre les solutions exacte et approchée dans un maillage irrégulier raffiné

(adaptativement) pour α = 0.127. Elle fait ressortir la concentration du maillage là où des

singularités existent. L’erreur L2, l’erreur estimée ainsi que l’erreur d’énergie, résumées dans

la figure III.23, décroissent au cours du raffinement. Leurs valeurs sont détaillées dans le

tableau III.9. On remarque que cet indice tend vers 1.2 corroborant ainsi l’exactitude de notre

estimateur bien qu’il s’agisse d’un problème à cœfficients discontinus et que la solution exacte

présente une singularité au centre.

5.3.6 Raffinement adaptatif avec la stratégie NVB: maillage irrégulier avec α =

0.127

Comme pour α = 0.127, on voit bien sur les figures III.22 et III.24 que le raffinement est

concentré autour des singularités (moins propagé dans le cas AdaptNVB). De même pour la
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Tableau III.9 – Approche AdaptNVB pour un maillage irrégulier avec α = 0.127

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 278 84.7592 13.6799 0.27562 6.1959 0.840
8 1534 31.9668 8.4613 0.053372 3.778 5.889
17 3470 14.1878 6.1901 0.025388 2.292 16.698
26 6734 7.7657 5.0219 0.022617 1.5464 34.825
32 10342 5.4819 4.2196 0.019544 1.2992 57.184
36 13975 4.462 3.9079 0.019476 1.1418 80.758

Figure III.24 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.25 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

distribution de l’erreur (voir les figures III.23 et III.25), on remarque aussi des oscillations

dans les différentes courbes pour la stratégie NVB. En comparant les deux tableaux III.9 et

III.10, on constate que le nombre d’itérations est divisé par deux dans le cas AdaptNVB, ainsi

qu’un important gain en termes de temps CPU.
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Tableau III.10 – Approche NVB pour un maillage irrégulier avec α = 0.127

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 184 84.7592 13.6799 0.27562 6.1959 0.797049
13 1008 32.6131 8.767 0.064464 3.88 8.60
30 2528 20.844 6.0844 0.030421 3.4258 24.06
46 5088 11.3607 5.2588 0.026484 2.1603 47.188
63 0286 5.5692 4.4735 0.021254 1.2449 96.16
71 14039 4.398 4.1194 0.019985 1.0676 137.087

Figure III.26 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.27 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

5.3.7 Raffinement adaptatif avec la stratégie AdaptNVB: maillage régulier avec

α = 0.127

Les solutions exacte et approchée ainsi que le maillage adapté tracés dans la figure III.26 pour

un maillage régulier avec α = 0.127 montrent bien une singularité au centre du maillage. Comme

illustré dans la figure III.26, le maillage est concentré dans les régions où la solution présente

des singularités. Les erreurs L2, estimée, et en norme d’énergie ainsi que l’indice d’efficacité

convergent (voir la figure III.27 ). En particulier, on obtient une efficacité proche de 1. Leurs

valeurs sont données dans le tableau III.11.
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Tableau III.11 – Approche AdaptNVB pour un maillage régulier avec α = 0.127

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 220 101.6213 15.836 0.30586 6.4171 0.783
9 1500 30.2758 9.1035 0.050939 3.3258 6.580
19 3100 13.1727 6.9572 0.028746 1.8934 17.455
27 6096 7.593 5.3582 0.025346 1.4171 31.9522
33 9582 5.3155 4.5875 0.020044 1.1587 50.538
35 10938 4.7928 4.4213 0.019721 1.084 59.2712

5.3.8 Raffinement adaptatif avec la stratégie NVB: maillage régulier avec α =

0.127

Figure III.28 – Maillage initial, maillage raffiné, solution exacte et solution numérique

Figure III.29 – Distribution d’erreur, estimateur, erreur d’énergie, erreur L2 et indice d’efficacité

Finalement, pour le maillage régulier, en analysant les courbes III.26, III.27, III.28 et III.29,

on conclut que la nouvelle stratégie d’adaptation fournit un raffinement du maillage autour de

la singularité, ainsi qu’une distribution d’erreur sur l’ensemble du maillage. Dans le cas du

maillage régulier, des oscillants persistent dans le cas NVB. Les tableaux III.11 et III.12

confirment le gain offert par la stratégie AdaptNVB.
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Tableau III.12 – Approche NVB pour un maillage régulier avec α = 0.127

iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU (s)
1 244 85.7166 14.7666 0.23129 5.8048 0.44
11 1076 36.2305 10.3921 0.066046 3.4864 2.15
27 2526 17.3421 8.0183 0.028113 2.1628 9.64
45 5004 9.9997 6.3698 0.022294 1.5699 27.94
62 10655 7.9654 4.8771 0.020191 1.6332 68.24
70 16237 7.2943 4.6201 0.019755 1.5788 114.75

6 Raffinements multiniveaux

6.1 Présentation de la méthodologie

Pour les problèmes stationnaires, la stratégie adoptée jusqu’à présent consistait à effectuer

des boucles où la solution est recalculée à chaque itération. On reconstruit ensuite le flux et

on établit des estimateurs d’erreurs fournissant un critère de raffinement, puis on procède à

un raffinement de maillage. Cette stratégie s’avère coûteuse et induit des temps de calculs

prohibitifs. Nous avons donc opté pour une nouvelle stratégie plus économe tout en étant aussi

précise. On effectue une boucle principale de calcul de la solution, des estimateurs d’erreurs

et du critère de raffinement. Cette boucle est répétée NRef fois qui est le nombre maximal de

raffinements avec recalcul de la solution et des critères. Les triangles du maillage précédent de

la boucle principale étant marqués 1 ou 0 selon qu’ils sont à raffiner ou pas, une boucle de

1 à NLev, où NLev est le nombre maximal de raffinements multiniveaux à critère constant est

activée. À chacune des itérations de cette sous-boucle, un triangle marqué 1 est raffiné et ses 4

triangles "fils" sont marqués à raffiner.

Cette partie a fait l’objet d’une publication dans les proceedings de la conférence "Topical

Problems of Fluid Mechanics 2018, Prague, Czech Republic".

6.2 Algorithme

Paramètre Signification
Iadiv Tableau avec les valeurs 0 ou 1, 1 : le triangle doit être raffiné et 0 sinon

Marker Tableau qui indique si une arête doit être divisée ou non.
NRef Nombre maximal de raffinements avec recalcul de solution et de critère
Nadiv Tableau pour les arêtes : 0 si le milieu n’est pas encore créé, 1 si le nœud est déjà créé.
NLev Nombre maximal de raffinements multiniveaux à critère constant
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Algorithme

Pour t = 1 jusqu’à NRef .

Création de la structure de données du nouveau maillage.

Calcul de la solution numérique.

Calcul des estimateurs d’erreur a posteriori.

Calcul de l’erreur exacte.

Calcul du critère de raffinement fonction des estimateurs.

Marquage des éléments à raffiner.

Pour k = 1 jusqu’à NLev.

Raffinement du maillage avec la stratégie Adapt.

Conformité avec la stratégie NVB.

Marquage des nouveaux triangles créés comme étant à raffiner.

Fin Pour

Fin Pour

6.3 Résultats numériques

Nous résolvons le problème dit de diffusion bidimensionnelle (III.22), le coefficient de diffusion

hétérogène est K pour cette application.

−∇ · (K(x)∇u(x)) = f(x), ∀ x ∈ Ω,

(III.22)
u(x) = g(x), ∀ x ∈ ∂Ω,

où f est la force externe, g est la source limite. K(x) est le coefficient de diffusion constant

par morceaux. Ici, le domaine Ω = (−1, 1)2 est divisé en quatre sous-domaines Ωi (i = 1, ..., 4)

et le coefficient de diffusion K est constant dans chaque sous-domaine (K|Ωi
= Ki, i = 1, ..., 4).

Comme détaillé dans le cas test 3, les fonctions f et g sont choisies de telle sorte que la solution

exacte u en coordonnées polaires (r, θ) soit donnée par l’expression suivante:

u|Ωi
(r, θ) = rα

(

ai sin (αθ) + bi cos (αθ)
)

, i = 1, . . . , 4,

ici α = 0.127, ai et bi sont des constantes liées aux sous-domaines Ωi données dans le tableau

du cas test 3. Les valeurs de perméabilité sont K1 = K3 = 100 et K2 = K4 = 1.

Dans un premier temps, nous avons comparé l’approche de NVB à notre approche AdaptNVB

pour le raffinement de maillage. Cette comparaison est faite dans le cadre de la stratégie clas-
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sique à un seul raffinement par itération calculant la solution et l’erreur. À cette fin, nous

avons effectué plusieurs tests numériques pour différents problèmes, en particulier le cas d’un

tenseur de diffusion fortement hétérogène (cas test 3). Les figures des maillages finaux obtenus

en utilisant les deux approches à partir du même maillage initial montrent des caractéristiques

similaires et capturent bien la singularité autour de l’origine. Toutefois, la comparaison des

erreurs et les indices d’efficacité dans les figures précédentes, rélève des oscillations dans les ré-

sultats obtenus par l’approche NVB dont on s’affranchit par l’approche AdaptNVB. Comme on

s’y attendait, l’approche NVB nécessite environ deux fois le temps CPU requis pour l’approche

AdaptNVB. Ceci est cohérent avec le fait que pour diviser un triangle en quatre sous-triangles,

l’approche NVB utilise deux itérations par rapport à une seule dans notre approche AdaptNVB.

La réduction de l’estimateur et des erreurs ǫ1 et ǫ2 dans les tableaux précédemment dressés est

également plus rapide dans l’approche AdaptNVB.
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Figure III.30 – Maillage raffiné et distribution d’erreur, indice d’efficacité et erreur exacte et estimée
pour l’approche AdaptNVB.

Figure III.31 – Maillage raffiné, distribution d’erreur, indice d’efficacité et erreur exacte et estimée pour
l’approche multiniveaux.

Dans un second temps, nous avons comparé les résultats numériques obtenus par l’approche

AdaptNVB classique avec la nouvelle approche multiniveaux proposée utilisant trois niveaux
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pour AdaptNVB. Les figures (III.30) et (III.31) illustrent les résultats obtenus en terme de

maillages adaptés, d’erreurs et d’indices d’efficacité pour les deux méthodes. Encore une fois,

le raffinement est concentré au centre du domaine dans les deux méthodes ainsi que dans l’ap-

proche multiniveaux. Les profils d’erreurs de la figure (III.31) montrent une convergence plus

rapide de notre approche par rapport à la méthode conventionnelle AdaptNVB. Ces caracté-

ristiques peuvent être clairement vues dans le tableau (III.13) où les erreurs et le temps CPU

sont calculés pour plusieurs itérations en utilisant les deux approches. Il est évident que pour

une erreur fixe dans les deux méthodes, l’approche AdaptNVB nécessite plus d’itérations et de

temps de calcul que l’approche multiniveaux. Cela s’explique principalement par le fait que,

dans l’approche AdaptNVB, chaque raffinement est suivi de la résolution du problème de dif-

fusion et du calcul d’erreur sur le maillage raffiné, alors que l’approche multiniveaux fait appel

à la solution du problème uniquement après trois niveaux de raffinement.

Tableau III.13 – Comparaison entre l’approche AdaptNVB et l’approche multiniveaux

Approche AdaptNVB
iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU
1 240 103.3915 15.836 0.30586 6.5289 0.71
6 2256 42.0556 10.298 0.079115 4.0838 1.45
20 9903 10.617 5.2289 0.020684 2.0305 5.5
Total 60.691

Approche multiniveaux
iter DoFs η ǫ1 ǫ2 fη CPU
1 1046 103.3915 15.836 0.30586 6.5289 0.39
3 3054 37.5234 9.6343 0.065962 3.8948 1.5
10 10082 7.9307 5.5007 0.024378 1.4418 6.8
Total 35.13

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prouvé l’efficacité de la nouvelle technique d’adaptation de

maillage AdaptNVB à travers plusieurs tests numériques pour une solution volumes finis pour

des problèmes de diffusion. La discrétisation volumes finis centrée sur le sommet "vertex-

centered" est utilisée pour l’opérateur elliptique et des estimations d’erreur a posteriori dans

la norme d’énergie sont considérées pour l’adaptation de maillage. Dans une autre étape, on a

conçu extension multiniveaux de cette stratégie. Contrairement à l’approche AdaptNVB à un

seul niveau, dans laquelle l’équation de diffusion est résolue après chaque estimation d’erreur,

la méthode actuelle permet des adaptations multiples de maillage dans une seule estimation
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d’erreur. Cette nouvelle méthode multiniveaux ("nested") adaptative ne nécessite que le traite-

ment de la conformité du maillage pour des adaptations multiples qui sont traitées en utilisant

la nouvelle procédure de bissection. Notre méthode offre une réduction substancielle du coût

de calcul par rapport à d’autres méthodes.
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Chapitre IV

Schéma Volumes Finis-Semi Lagrangien et

adaptation du maillage pour le transport sur des

grilles triangulaires non structurées

1 Introduction

Nous proposons un nouveau schéma volumes finis pour résoudre les problèmes de convection-

diffusion sur des grilles triangulaires non structurées. Il s’agit de combiner la méthode modifiée

des caractéristiques (SLAG) avec une discrétisation en volumes finis centrée sur les sommets.

Cette méthode peut être interprétée comme une technique à pas fractionnaires (splitting) où la

partie de convection et celle de diffusion sont traitées séparément. Pour optimiser la précision du

schéma proposé, nous mettons également en œuvre une procédure d’adaptation du maillage uti-

lisant les estimations d’erreur a posteriori dans la norme d’énergie. Contrairement à l’approche

classique dans laquelle l’équation de diffusion est résolue après chaque estimation d’erreur, la

méthode actuelle permet de multiples adaptations de maillage pour une seule estimation d’er-

reur. Cette méthode de volumes finis adaptatifs imbriqués ("nested") ne nécessite que le traite-

ment de la conformité dans les maillages pour les adaptations multiples, en faisant appel à la

nouvelle procédure de bissection. Nous mettons à l’épreuve la performance de l’approche propo-

sée pour les équations linéaires d’advection-diffusion avec des solutions analytiques connues et

pour l’équation non linéaire visqueuse de Burgers. Nous proposons également un exemple réel,

à savoir la dispersion dans le détroit de Gibraltar, où le schéma adaptatif volumes finis pour le

transport s’est révélé être réalisable et satisfaisant. La méthode modifiée des caractéristiques

ou méthode semi-lagrangienne (SLAG) telle que connue dans la communauté météorologique

a des applications importantes dans divers domaines physiques et techniques tels que la pré-

vision météorologique, la circulation océanique, le réservoir pétrolier, etc. Dans ces domaines,

les phénomènes physiques peuvent être modélisés par des équations de transport-diffusion qui
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ont comme propriété des termes convectifs nettement plus importants que les termes diffusifs,

et ce particulièrement lorsque certains paramètres non dimensionnels atteignent des valeurs

élevées. Comme exemples de ces paramètres, nous mentionnons le nombre de Péclet pour les

équations de convection-diffusion et le nombre de Reynolds pour les équations de Navier-Stokes

incompressibles. Il est bien établi que pour les grandes valeurs de ces paramètres, les termes

convectifs sont sources de difficultés de calcul et d’oscillations non physiques. De plus, les fronts

raides, les discontinuités de choc et les couches limites sont parmi les difficultés que la plupart

des méthodes eulériennes ne parviennent pas à résoudre avec précision. Il est bien connu que

ces dernières utilisent des grilles fixes et intègrent une certaine pondération en amont dans leurs

formulations pour stabiliser les schémas. Ces méthodes eulériennes incluent celles de Petrov-

Galerkin, de Galerkin discontinues et bien d’autres telles que les méthodes de haute résolution

de la dynamique des fluides, en particulier celles de Godunov et les méthodes essentiellement

non-oscillantes. Leur principal inconvénient réside dans les conditions de stabilité qui imposent

une restriction sévère de la taille des pas de temps dans les simulations numériques. La mé-

thode semi-lagrangienne conventionnelle est précise et d’ordre 2 dans l’espace et dans le temps à

condition que les courbes caractéristiques soient exactement calculées. Cependant, pour les pro-

blèmes généraux de convection non linéaire, la précision du schéma numérique dépend de l’ordre

de la procédure d’interpolation utilisée pour calculer les points de départ et de la procédure

d’intégration temporelle. L’analyse de la convergence et de la stabilité de la méthode semi-

lagrangienne conventionnelle a fait l’objet de nombreux articles, entre autres, [1, 4]. L’objectif

principal de notre travail est le développement d’une méthode semi-lagrangienne hautement

précise pour résoudre numériquement les problèmes d’écoulement dominés par la convection.

L’idée centrale est de réécrire les équations gouvernantes en termes de coordonnées lagran-

giennes telles que définies par les trajectoires de particules (ou caractéristiques) associées au

problème considéré. Le traitement lagrangien réduit considérablement les erreurs de troncature

temporelle provenant des méthodes eulériennes ; voir par exemple [5, 6]. De plus, la méthode

semi-lagrangienne offre la possibilité d’utiliser des pas de temps supérieurs à ceux permis par

la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) dans les méthodes eulériennes pour

les écoulements dominés par la convection. Une classe de méthodes semi-lagrangienne a été

étudiée dans les références [2, 5] et [7, 9]. Entre autres, El-Amrani M, Seaid M dans [10] ont

analysé une méthode semi-lagrangienne pour les équations de Navier-Stokes incompressibles

dans le cadre des Éléments Finis. Dans cette référence, les solutions aux pieds des caracté-

ristiques sont approchées par interpolation à partir des fonctions de base par Éléments Finis.

Dans [3], une méthode semi-lagrangienne de premier ordre combinée à la méthode des Éléments

Finis a été analysée pour les équations de Navier-Stokes. Il a été démontré que la méthode est

inconditionnellement stable pourvu que les caractéristiques soient transportées par un champ

84



IV.2 Schéma volumes finis-semi lagrangien

sans divergence déduit de la vitesse d’écoulement. Le cas où les caractéristiques sont transpor-

tées par un champ de vitesse discret dont la divergence n’est pas nulle a été étudié dans [4].

L’analyse d’une méthode semi-lagrangienne avec l’utilisation de la discrétisation par différence

finie standard a été traitée dans [2] pour les équations de convection-diffusion. Dans toutes

ces références, la convergence et la stabilité de la méthode sont prouvées sous l’hypothèse que

tous les produits internes soient calculés avec exactitude. La présente étude constitue une étape

vers la mise en œuvre d’une interpolation TPS (Thin plate spline interpolation) pour la so-

lution semi-lagrangienne-volumes finis de problèmes d’écoulement dominés par la convection.

La reconstruction des flux numériques dans la plupart des schémas classiques de volumes finis

nécessite la résolution des problèmes de Riemann à l’interface des volumes de contrôle. Cette

étape peut exiger des calculs prohibitifs pour les lois de conservation en deux et trois dimensions

d’espace. En outre, ces méthodes ne peuvent pas être appliquées à des lois de conservation pour

lesquels des problèmes de Riemann ne sont pas résolubles comme ceux associés à des problèmes

non-hyperboliques.

Ce chapitre est structuré comme suit: Au début, nous décrivons le schéma transport volume

finis pour une équation de convection-diffusion. Cette partie comprend la discrétisation en vo-

lume finis, l’approximation des points de départ et la méthode semi-lagrangienne classique. La

procédure d’adaptation du maillage est la stratégie Adapt-Newest présentée précédemment. La

dernière section est consacrée aux résultats numériques et aux exemples.

2 Schéma volumes finis-semi lagrangien

Nous considérons le problème de convection-diffusion d’un soluté u en deux dimensions:

∂u
∂t

+ v(x, t) · ∇u−∇ · (K∇u) = f, (x, t) ∈ Ω× (0, T),
(IV.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

∇u = (∂u
∂x , ∂u

∂y)T est le vecteur gradient, Ω est un domaine borné de R
2 et (0, T) est un inter-

valle de temps. u(x, t) est la concentration de certaines espèces, v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t))T

le champ de vitesse de convection et u0(x) Une fonction initiale donnée. K est le coefficient

de diffusion. Nous supposons que des conditions limites appropriées sont données de telle sorte

que le problème soit bien défini et ait une solution unique.
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dXk(τ ; xk, tn+1)
dτ

= v
(

τ, Xk(τ ; xk, tn+1)
)

, τ ∈ [tn, tn+1] ,
(IV.3)

Xk(τ ; xk, tn+1) = xk .

Où k est un sommet du maillage primal. Xk(τ ; xk, tn+1) =
(

Xk(τ ; xk, tn+1), Yk(τ ; xk, tn+1)
)T

,

est le point de départ à l’instant τ d’une particule qui arrivera à xk à l’instant tn+1.

Les méthodes semi-lagrangiennes ne suivent pas les particules d’écoulement dans le temps,

comme le font les schémas lagrangiens, au lieu de cela, on détermine par recherche arrière la

position à l’instant tn des particules qui atteindront les points d’un maillage fixe à l’instant

tn+1. Les méthodes semi-lagrangiennes évitent les difficultés de distorsion de la grille que les

schémas Lagrangiens traditionnels occasionnent. Les solutions de (IV.3) peuvent être exprimées

sous la forme suivante :

χk(tn; xk, tn+1) = xk −
∫ tn+1

tn

v (τ, χk(τ ; xk, tn+1)) dτ. (IV.4)

L’algorithme consiste à calculer les points de départ χn
kj := χk(tn; xj, tn+1), j = 1, . . . , M ,

Puis nous écrivons la solution de (IV.4) sous la forme :

χn
kj = xj − αkj, (IV.5)

où le déplacement αkj est calculé par la procédure d’itérations successives :

α
(0)
kj =

∆t

2

[

3vn
k (xj)− vn−1

k (xj)
]

,

(IV.6)

α
(i+1)
kj =

∆t

2

[

3vn
k

(

xj −
1
2

α
(i)
kj

)

− vn−1
k

(

xj −
1
2

α
(i)
kj

)]

, i = 0, 1, . . . ,

où les valeurs de vitesse vn
k

(

xj − 1
2α

(i)
kj

)

et vn−1
k

(

xj − 1
2α

(i)
kj

)

sont calculées par interpolation sur

l’élément du maillage τj auquel appartient xj − 1
2α

(i)
kj .

Les itérations (IV.6) sont terminées lorsque les critères suivants :

∥

∥

∥α(i) − α(i−1)
∥

∥

∥

‖α(i−1)‖ < ǫ, (IV.7)
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sont vérifiés pour la norme euclidienne ||.|| et une tolérance donnée ǫ. Les points de départ

χk(tn, xk, tn+1) ne se trouveraient pas sur un point de grille. La solution aux pieds caractéris-

tiques un(χk(tn, xk, tn+1)) doit être obtenue par interpolation à partir des valeurs connues aux

points de la grille de l’élément où χk(tn, xk, tn+1) fait parti.

∀(x, t) ∈ Ω× [tn; tn+1], un+1(x) = un(χk(tn, xk, tn+1)) (IV.8)

∀j = 1, ..., M , où M est le nombre de points de maillage, les paires (χj(tn, xj, tn+1), τ ∗
j )), avec

τ ∗
j est le maillage où le pied de caractéristique χj(tn, xj, tn+1) est situé.

2.2 Étape Eulérienne fractionnaire

Pour formuler notre méthode, nous exigeons une discrétisation du domaine spatial Ω. Pour

effectuer cette étape, nous générons une partition quasi-uniforme Ωh =
Ne
⋃

j=1

τj ⊂ Ω de petits élé-

ments τj avec Ne le nombre d’éléments dans Ωh. Ensuite, nous divisons l’intervalle de temps en

N sous-intervalles [tn, tn+1] de longueur ∆t = tn+1 − tn pour n = 0, 1, . . . , N. Nous utilisons la

notation wn pour indiquer la valeur d’une fonction générique w au temps tn. La discrétisation

volumes finis du problème est la suivante:

∫

Dh

(

Du
Dt
−∇ · (K∇u)

)

dx =
∫

Dh

f dx

∫

Dh

Du
Dt

dx −
∫

Dh

∇ · (K∇u) dx =
∫

Dh

f dx

L’approximation du flux diffusif repose sur un schéma implicite:

−
∫

Dh

∇ · (K∇u) dx = −
∫

∂Dh

K∇u.−→n dσ = −
∑

T∈Dh

∫

∂Dh∩T
KTk
∇u.−→n dσ

Où KTk
est une approximation du tenseur de perméabilité sur le triangle Tk.

−
∑

T∈Dh

∫

∂Dh∩T
KTk
∇u.−→n dσ = −

∑

Tk∈Dh

KTk
∇u.

(∫

∂Dh∩Tk

−→n dσ
)
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3 Technique d’interpolation: Interpolation TPS "Thin

plate spline interpolation"

La solution numérique obtenue par la méthode SLAG développe des oscillations parasites qui

se détériorent souvent la précision de la solution, au point de la rendre parfois physiquement

inacceptable. C’est pour cette raison que la plupart des méthodes SLAG utilisent des pro-

cédures d’interpolation linéaire. En effet, nous devons mettre à jour la solution après avoir

calculé les pieds caractéristiques. Dans ce travail nous utilisons l’interpolation TPS qui consiste

à reconstruire une fonction à partir des valeurs discrètes obtenues après le calcul des pieds

caractéristiques.

Le nom "spline en plaque mince" fait référence à une analogie physique impliquant la flexion

d’une mince feuille de métal. Dans le cadre physique, la déviation est dans la direction z, or-

thogonale au plan. Pour appliquer cette idée au problème de transformation des coordonnées,

on interprète la levée de la plaque comme un déplacement des coordonnées x ou y dans le

plan. Ainsi, deux splines en plaques minces sont généralement nécessaires pour spécifier une

transformation de coordonnées en deux dimensions. L’interpolation TPS est l’analogue bidi-

mensionnel de l’interpolation spline cubique dans une dimension. C’est la solution fondamentale

de l’équation biharmonique, et a la forme:

U(r) = r2 ln(r)

En considérant un ensemble de points de données, une combinaison pondérée de TPS centrée

autour de chaque point exprime la fonction d’interpolation qui passe exactement par les points

tout en minimisant ce que l’on appelle "l’énergie de flexion". Cette dernière est défini ici comme

le problème d’interpolation suivant: pour une fonction g et des points Xi ∈ R
2, i = 1, ..., N,

trouver une fonction s telle que: s(Xi) = gi ∀i ∈ 1, ..., N, où s minimise l’intégrale I suivante:

I(s) =
∫ ∫

R2

(s2
xx + 2s2

xy + s2
yy)dxdy,

et X = (x, y), s(X) =
N
∑

i=1

λi||X− Xi||2 ln(||X− Xi||) + c0 + c1x + c2y.

‖.‖ désigne la norme euclidienne. De plus, les cœfficients λi, i = 1, ..., N vérifient la condition

suivante:
N
∑

i=1

λi =
N
∑

i=1

λixi =
N
∑

i=1

λiyi = 0
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Cela garantit que l’intégrale I soit finie. Finalement, on peut écrire la forme matricielle suivante:





φ Q

QT 0









λ

c



 =





g

0



 (IV.9)

Avec φ ∈ Mn×n(R) et φij = ||X− X2
i || ln(||X− Xi||), i, j = 1, ..., N. Q ∈ Mn×3(R) avec Pi = (1 xi yi),

λ = λi, g = gi i = 1, ...N et c = c0, c1, c2. Si la matrice du système n’est pas singulière, la

fonction g est unique.

4 Résultats numériques

Un nombre d’exemples numériques est sélectionné pour illustrer la précision de la nouvelle mé-

thode semi-lagrangienne-volumes finis que nous avons introduite dans les sections précédentes.

Ces exemples vont de l’advection linéaire, au problème non linéaire de Burgers visqueux.

Pour certains d’entre eux, la solution analytique est connue, si bien qu’on est en mesure d’éva-

luer la fonction d’erreur e au temps tn comme:

en
h = un

h − uexact(xk, tn), (IV.10)

où uexact(xk, tn) et un
h sont respectivement les solutions exactes et numériques, au point xh et à

tn. On définit la condition CFL associée aux équations (IV.2) et (IV.1) comme suit:

CFLx = max
x,y
|u|∆t

h
, CFLy = max

x,y
|v|∆t

h
, CFL =

√

CFL2
x + CFL2

y. (IV.11)

Il convient de souligner que, dans tous nos calculs, le système algébrique d’équations linéaires

résultant a été résolu en utilisant la méthode du gradient conjugué préconditionné avec une

tolérance fixée à 10−6h comme critère d’arrêt.

Nous désignons par adapt niveau 2 et adapt niveau 3 l’adaptation du maillage avec respective-

ment 2 et 3 niveaux de raffinement.

4.1 Gaussienne en rotation

Parmi les exemples traités dans ce travail, nous commençons par présenter celui de l’advection-

diffusion d’une gaussienne en rotation. Cet exemple a été largement utilisé pour tester la pré-

cision des méthodes semi-lagrangiennes. Les équations sont de la forme:
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∂u
∂t

+ v(x, t) · ∇u− ν∆u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T),
(IV.12)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

où ν est un coefficient de diffusion (viscosité), v = (−ωy, ωx)T et ω = 4.

Les conditions initiales sont déterminées à partir de la solution exacte suivante:

u(x, y, t) =
σ2

σ2 + 4νt
exp

(

−(x̄ − x0)2 + (ȳ− y0)2

σ2 + 4νt

)

,

où x̄ = x cos(4t) + y sin(4t), ȳ = −x sin(4t) + y cos(4t), x0 = 0.5, y0 = 0.75, σ2 = 0.002,

Ω = [0, 1]× [0, 1]. D’abord, on considère le cas test de l’advection pure correspondant à ν = 0.
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Figure IV.2 – Solution numérique après 1/4 de tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau
2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
sans diffusion.
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Figure IV.3 – Contours des résultats après 1/4 de tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt
niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10
(droite)), sans diffusion.
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Figure IV.4 – Solution numérique après 1/2 de tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau
2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
sans diffusion.
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Figure IV.5 – Contours des résultats après 1/2 de tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt
niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10
(droite)), sans diffusion.
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Figure IV.6 – Solution numérique après 3/4 de tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau
2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
sans diffusion.
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Figure IV.7 – Contours des résultats après 3/4 de tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt
niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10
(droite)), sans diffusion.
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Figure IV.8 – Solution numérique après 1 tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2 et
adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)), sans
diffusion.
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Figure IV.9 – Contours des résultats après 1 tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2
et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
sans diffusion.
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Figure IV.10 – Coupes transversales des résultats du problème d’advection à x = 0.5 après 1 tour en
utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement
avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)), sans diffusion.

Figure IV.11 – Maillage grossier et fin (colonne 1), maillage adapt niveau 2 et adapt niveau 3 avec
CFL = 3 (colonne 2), maillage adapt niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 5 (colonne 3), maillage adapt
niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 10 (colonne 3), sans diffusion.
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Tableau IV.1 – Normes d’erreur et temps de calcul pour la gaussienne en rotation, sans diffusion après
1 tour

Maillage #Éléments #Nœuds Max sol Min sol Erreur−L1 CPU(s) Min ∆t Mass

CFL = 3

Grossier fixe 1458 784 0.77406955 -1.0034e-04 2.4239e-04 2.35 0.07856742 0.9453
Fin fixe 5832 3025 0.89717094 -6.1000e-05 9.7988e-05 19.102 0.03928371 0.9829
Adapt niveau 2 3690 1840 0.95233828 -2.7066e-05 7.5750e-05 56.92 0.01964186 0.9911
Adapt niveau 3 9450 4796 0.97631132 -4.1456e-06 1.1350e-05 340.27 0.00982093 0.9929

CFL = 5

Grossier fixe 1458 784 83554675 -0.00313566 2.6195e-03 1.55 0.13094570 0.9707
Fin fixe 5832 3025 0.92661195 -1.3273e-05 7.9630e-05 12.53 0.06547285 0.9860
Adapt niveau 2 4864 2487 0.96667751 -1.1235e-05 4.9370e-05 65.46 0.03273643 0.9941
Adapt niveau 3 14600 7355 0.98304756 -3.534e-06 9.5600e-06 198 0.01636821 0.9951

CFL = 10

Grossier fixe 1458 784 0.90818992 -0.00336918 0.0015 0.96 0.19506394 0.9841
Fin fixe 5832 3025 0.97665905 -1.5930e-05 6.5880e-05 6.56 0.13094570 0.9910
Adapt niveau 2 4746 2428 0.98348328 -1.0156e-05 4.3330e-05 33.17 0.06547285 0.9962
Adapt niveau 3 12736 6423 0.99182878 -1.2156e-06 6.5200e-06 99 0.03273643 0.9991
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Figure IV.12 – Solution numérique après 3 tours en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2
et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
sans diffusion.
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Figure IV.13 – Contours des résultats après 3 tours en utilisant un maillage grossier, un maillage fin,
un maillage adapt niveau 2 et un maillage adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec
CFL = 5 (centre) et pour CFL = 10 (droite)), sans diffusion.
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Tableau IV.2 – Normes d’erreur et temps de calcul pour la gaussienne en rotation, sans diffusion après
3 tours

Maillage #Éléments #Nœuds Max sol Min sol Erreur−L1 CPU(s) Min ∆t Mass

CFL = 3

Grossier fixe 1458 784 0.64999329 -1.4594e-04 4.4244e-04 3.61 0.07856742 0.9384
Fin fixe 5832 3025 0.81424580 -5.1200e-04 5.3258e-05 29.03 0.03928371 0.9653
Adapt niveau 2 5363 2799 0.90666134 -9.3591e-05 4.6329e-05 111.92 0.01964186 0.9816
Adapt niveau 3 16130 8099 0.95297292 -7.7291e-06 7.4311e-06 663 0.00982093 0.9884

CFL = 5

Grossier fixe 1458 784 0.76165184 -1.8097e-04 4.3584e-04 2.40 0.13094570 0.9401
Fin fixe 5832 3025 0.87217095 -1.3431e-04 3.8287e-05 17.88 0.06547285 0.9794
Adapt niveau 2 6229 3162 0.93614177 -2.6845e-05 2.6527e-05 88.98 0.03273643 0.9855
Adapt niveau 3 15540 7884 0.96682313 -5.9119e-06 5.1400e-06 622.43 0.01636821 0.9905

CFL = 10

Grossier fixe 1458 784 0.87220128 -5.0851e-04 6.0138e-04 2.26 0.19506394 0.9520
Fin fixe 5832 3025 0.94269719 -1.0000e-04 7.9770e-05 11.76 0.13094570 0.9827
Adapt niveau 2 5068 2589 0.96730239 -2.0670e-05 3.5040e-05 49.40 0.06547285 0.9898
Adapt niveau 3 15132 7621 0.98368930 -3.1830e-04 3.8200e-06 370 0.03273643 0.9943

Figure IV.14 – Coupes transversales des résultats du problème d’advection à x = 0.5 après 3 tours en
utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement
avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)), sans diffusion.
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Figure IV.15 – Solution numérique après 1 tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2
et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
avec diffusion ν = 10−3.
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Figure IV.16 – Contours des résultats après 1 tour en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau
2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)),
avec diffusion ν = 10−3.
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Tableau IV.3 – Normes d’erreur et temps de calcul pour la gaussienne en rotation, après 1 tour avec
diffusion ν = 10−3

Maillage #Éléments #Nœuds Max sol Min sol Erreur−L1 CPU(s) Min∆t Mass

CFL = 3

Grossier fixe 1458 784 0.74465640 -0.00315637 2.7994e-04 2.68 0.07856742 0.8363
Fin fixe 5832 3025 0.85716920 -6.2000e-04 3.8954e-05 20.14 0.03928371 0.9343
Adapt niveau 3 5156 2633 0.90781647 -5.9423e-04 7.5750e-05 67.22 0.01964186 0.9761
Adapt niveau 3 15702 7906 0.93007130 -7.2220e-05 8.2556e-06 381.12 0.00982093 0.9917

CFL = 5

Grossier fixe 1458 784 0.80163900 -0.00125335 2.5794e-04 1.72 0.13094570 0.9292
Fin fixe 5832 3025 0.88647677 -2.9000e-04 3.0480e-05 19.50 0.06547285 0.9816
Adapt niveau 2 6024 3074 0.92228545 -2.3440e-04 2.3620e-05 62.59 0.03273643 0.9940
Adapt niveau 3 15332 7721 0.93704615 -5.7710e-05 7.0600e-06 210.74 0.01636821 0.9946

CFL = 10

Grossier fixe 1458 784 0.87025855 -6.4680e-04 6.0364e-04 1.52 0.19506394 0.9692
Fin fixe 5832 3025 0.92568242 -2.8710e-04 4.5550e-05 7.49 0.13094570 0.9816
Adapt niveau 2 4980 2545 0.93748104 -1.1456e-04 2.1720e-05 48.82 0.06547285 0.9918
Adapt niveau 3 15540 7825 0.94479130 -3.0416e-05 6.4600e-06 114.61 0.03273643 0.9936

Figure IV.17 – Coupes transversales des résultats du problème d’advection à x = 0.5 après 1 tour en
utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2 et adapt niveau 3 avec CFL = 3 (gauche) (respectivement
avec CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite)), avec diffusion ν = 10−3
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4.2 Example of viscous flow of Burgers

Cet exemple résout l’équation visqueuse de Burgers suivante qui évolue vers un état stable

hautement convectif.

∂u
∂t

+ λy(u− 1
2

)
∂u
∂x

+ λx(u− 1
2

)
∂u
∂y
−∆u = 0,

où λ est une constante contrôlant la taille du terme convectif non linéaire, voir par exemple

[20] pour plus de détails. Les conditions aux limites de Dirichlet sont données par la solution

exacte en régime permanent

u(x, y) =
1
2

(

1− th

(

λxy
2

))

.

Les dimensions du domaine et les conditions initiales utilisées dans nos calculs sont décrits à la

Figure IV.18.

u =
 1

u =
 0

u =
 0

-5

u =
 1

+5

0

-5 0 +5

Figure IV.18 – Dimensions du domaine et conditions initiales pour l’équation visqueuse de Burgers.
Nous fixons u = 0.5 sur les deux lignes centrales.

Nous avons utilisé la nouvelle méthode semi-lagrangienne-volumes finis pour calculer les solu-

tions en régime permanent pour trois valeurs différentes de λ, à savoir λ = 1, λ = 5 et λ = 10.

Pour ces solutions en régime permanent, le processus d’intégration temporelle est arrêté lorsque

l’inégalité
‖un+1 − un‖
‖un‖ ≤ ǫ, (IV.13)

est satisfaite. Ici, ‖·‖ désigne la norme L1 et ǫ est une tolérance donnée fixée à 10−6∆t dans nos

calculs. Il convient de noter que le nombre d’itérations pour atteindre cette tolérance dépend

des valeurs prises par λ, de sorte que, pour un nombre CFL fixe, davantage d’itérations sont

nécessaires pour des valeurs plus grandes de λ.
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Figure IV.19 – Solution numérique en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2 et adapt niveau
3 avec λ = 1 (gauche) (respectivement avec λ = 5 (centre) et λ = 10 (droite)).
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Figure IV.20 – Contours des résultats en utilisant un maillage grossier, fin, adapt niveau 2 et adapt
niveau 3 avec λ = 1(gauche) (respectivement avec λ = 5 (centre) et λ = 10 (droite)).
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Figure IV.21 – Coupes transversales des résultats du problème du Burgers avec λ = 1(gauche), λ = 5
(centre) et λ = 10 (droite).

Figure IV.22 – Maillage grossier, adapt niveau 2 avec λ = 1, adapt niveau 2 avec λ = 5 et adapt niveau
2 avec λ = 10 (colonne 1), maillage fin, adapt niveau 3 avec λ = 1, adapt niveau 3 avec λ = 5 et adapt
niveau 3 avec λ = 10 (colonne 2).
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Tableau IV.4 – Normes d’erreur et temps de calcul pour l’écoulement visqueux de Burgers

Maillage #Éléments #Nœuds Erreur−L1 CPU(s)

λ = 1

Grossier fixe 2222 1176 0.003119 3.17

Fin fixe 8160 4208 2.3500e-04 59.55

Adapt niveau 2 14859 7561 1.1550e-04 51.23

Adapt niveau 3 51171 25613 4.3200e-05 598.56

λ = 5

Grossier fixe 2222 1176 0.00124 2.81

Fin fixe 8160 4208 3.4900e-04 45.72

Adapt niveau 2 10183 5189 4.3620e-05 30.57

Adapt niveau 3 32271 16300 7.0600e-06 212.51

λ = 10

Grossier fixe 1458 784 7.7823e-04 4.87

Fin fixe 8160 4208 1.3168e-04 12.39

Adapt niveau 2 9298 4728 2.4514e-05 88.35

Adapt niveau 3 24588 12389 1.1383e-06 324.63

4.3 Exemple de flux de déformation

Notre deuxième exemple est le problème de flux de déformation. Ce type de test a largement

servi de prototype pour tester les performances des schémas d’advection et des méthodes semi-

lagrangiennes, voir par exemple [22, 23]. Ici, nous résolvons l’équation d’advection linéaire

(IV.12) dans le domaine spatial Ω = [−4, 4]× [−4, 4] équipé d’un champ d’écoulement fortement

déformé et de la condition initiale du champ scalaire:

u(x, y, 0) = −th
(y− y0

δ

)

, (IV.14)

avec δ la largeur de la zone avant. Le champ de vitesse est un vortex circulaire régulier dont la

vitesse tangentielle dépend de son rayon.

VT(r) = V0ch
2(r)th(r), (IV.15)
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où V0 est une valeur sélectionnée de sorte que la valeur maximale de VT ne dépasse jamais

l’unité. La solution analytique du problème considéré est définie par:

uexact(x, y, t) = −th
(y− y0

δ
cos (ωt)− x − x0

δ
sin (ωt)

)

, (IV.16)

avec (x0, y0) le centre du vortex et ω = VT

r sa vitesse angulaire. Dans nos simulations, le vortex

est centré à l’origine du domaine de calcul, V0 = 2.58, δ = 0.05 et les résultats numériques sont

présentés à l’instant t = 4. Notons que la valeur sélectionnée de δ dans les données initiales

correspond à un profil de tangente hyperbolique serré qui conduit à une solution non lisse car le

problème est intégré dans le temps (la solution est de plus en plus multi-scalée avec le temps).

Figure IV.23 – Maillage grossier fixe (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des résultats
(colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=3.

113



Chapitre IV. Schéma Volumes Finis-Semi Lagrangien et adaptation du maillage
pour le transport sur des grilles triangulaires non structurées

Figure IV.24 – Maillage fin fixe (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des résultats
(colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=3.

Figure IV.25 – Maillage Adapt niveau 2 (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des
résultats (colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=3.
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Figure IV.26 – Maillage Adapt niveau 3 (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des
résultats (colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=3.

Figure IV.27 – Maillage grossier fixe (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des résultats
(colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=5.
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Figure IV.28 – Maillage fin fixe (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des résultats
(colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=5.

Figure IV.29 – Maillage Adapt niveau 2 (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des
résultats (colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=5.
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Figure IV.30 – Maillage Adapt niveau 3 (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des
résultats (colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=5.

Figure IV.31 – Maillage grossier fixe (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des résultats
(colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=10.
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Figure IV.32 – Maillage fin fixe (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des résultats
(colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=10.

Figure IV.33 – Maillage Adapt niveau 2 (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des
résultats (colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=10.
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Figure IV.34 – Maillage Adapt niveau 3 (colonne 1), solution numérique (colonne 2) et contours des
résultats (colonne 3), à t = 1, t = 2 et t = 4 pour CFL=10.

Figure IV.35 – Coupes transversales des résultats du problème de flux de déformation à t = 4 avec
CFL = 3 (gauche), CFL = 5 (centre) et CFL = 10 (droite).
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Tableau IV.5 – Normes d’erreur et temps de calcul pour le problème d’écoulement de déformation à t
= 4 en utilisant différents maillages et différents nombres CFL.

Maillage #Éléments #Nœuds Min sol Max sol Mass Erreur−L1 Min ∆t CPU(s)

CF L = 3

Grossier fixe 1060 606 -0.99930582 0.99926051 0.9744 0.289833997 0.51913511 0.581268
Fin fixe 5918 3052 -0.99930551 0.999275335 0.9795 0.16522945 0.25197527 7.248906
Adapt niveau 2 8594 4427 -0.9993 0.999254 0.9885 0.00993261 0.12606157 46.7766
Adapt niveau 3 31615 16007 -0.9993 0.999253 0.9886 0.00528532 0.519135 522.1075

CF L = 5

Grossier fixe 1060 606 -0.9993062 0.99926641 0.9541 0.15953454 0.8652219 0.434512
Fin fixe 5918 3052 -0.9993 0.999277 0.9704 0.04645892 0.41995879 3.9320
Adapt niveau 2 8266 4263 -0.99930580 0.99925954 0.9822 0.00181305 0.8735897 24.2474
Adapt niveau 3 34328 17368 -0.99930554 0.999257 0.9938 0.00054131 0.865225 346.2429

CF L = 10

Grossier fixe 1060 606 -0.99930597 0.99927216 0.9899 0.11331128 1.73045038 0.3787
Fin fixe 5918 3052 -0.9993 0.99928066 0.9905 0.01504739 0.83991758 2.2415
Adapt niveau 2 7856 4052 -0.99930655 0.999270 0.9935 0.00153700 0.4206603 11.1053
Adapt niveau 3 30819 156000 -0.9993120 0.99926797 0.9999 0.00048626 0.209875 111.7180

4.4 Dispersion dans le détroit de Gibraltar

Le dernier problème traité dans ce chapitre concerne le cas pratique de la dispersion des pol-

luants dans les flux à canaux ouverts. Le détroit de Gibraltar (voir tracé de gauche sur la Figure

IV.36) est délimité au nord et au sud par les avant-pays continentaux ibériques et africains, à

l’ouest et à l’est respectivement par l’océan Atlantique et la mer Méditerranée. La circulation de

base dans le détroit de Gibraltar se compose d’une couche supérieure d’eau froide de surface et

d’un courant profond opposé d’eau chaude salée méditerranéenne [24, 25],[26]. Le système fait

environ 60 km de long entre sa section ouest Barbate-Tanger et sa section est Gibraltar-Sebta.

Sa largeur varie entre un minimum d’environ 14 km à la section Tarifa-Punta Cires et et un

maximum de 44 km à la section Barbate-Tanger. Le détroit est fortement utilisé par les trans-

ports maritimes et pétroliers, étant l’une des régions les plus polluées de façon chronique [27].

Notez que cet exemple n’est que schématique, car les conditions d’écoulement et les capacités

des sources de pollution dans le détroit correspondent partiellement à la situation réelle.

Cet exemple est inspiré de la marée noire du "Prestige", le plus grand désastre environnemental

de l’histoire de l’Espagne. Le pétrolier, qui a sombré en 2002 au large de la Galice, a pollué

les fonds marins et a contaminé plusieurs plages des côtes espagnoles et françaises. La zone

touchée est une région écologique très importante comprenant des récifs coralliens, des espèces

de poissons et d’oiseaux en voie d’extinction et une industrie de pêche vitale pour la région. Le

processus de nettoyage du littoral a nécessité plusieurs mois, des milliers de volontaires et des

millions d’euros.
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Figure IV.37 – Maillage adapté (gauche), solution numérique (centre) et flux du problème de dispersion
dans le détroit de Gibraltar (droite) à différents temps.
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5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons développé une nouvelle méthode numérique basée sur la combi-

naison de la méthode SLAG et volumes finis pour la résolution des équations de convection-

diffusion. Cette méthode tire profit des caractéristiques intéressantes offertes par chacune des

deux techniques pour un traitement numérique hautement précis des problèmes de convection-

diffusion. Le principal atout de la nouvelle méthode est le traitement du terme convectif par

la méthode semi lagrangienne, et de la partie diffusion par la méthode des volumes finis ré-

putée pour son caractère conservatif. Une série d’exemples numériques comprenant l’équation

visqueuse de Burgers a été considérée pour mettre à l’épreuve la précision de la méthode pro-

posée. Les résultats obtenus en utilisant la nouvelle méthode montrent une bonne résolution

de la solution et une dissipation numérique moindre par rapport à ceux obtenus en utilisant la

méthode semi-lagrangienne conventionnelle. L’apport de notre travail est d’avoir basé nos cal-

culs numériques sur des maillages non structurés pour résoudre des problèmes bidimensionnels

de convection-diffusion.
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Chapitre V

Résultats de convergence d’un schéma Volumes

Finis multi-dimensionnel pour une équation

parabolique semi-linéaire à retard

1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’extrapoler l’étude faite dans le premier chapitre à d’autres conditions

de transport d’un fluide dans un milieu poreux, en l’occurence en présence d’un retard. En effet,

au cours de son déplacement, le fluide est susceptible d’entraîner avec lui des éléments dissous.

Plusieurs phénomènes physiques tels que la convection et la dispersion, et chimiques tels que

la diffusion moléculaire, l’absorption et les précipitations, régissent le transport des polluants

dans les milieux poreux qui peut se voir retardé ou au contraire accéléré. Les équations à

retard sont utilisées dans un large spectre d’applications telles que l’écologie, la biologie et la

mécanique. Elles ont longtemps joué des rôles importants dans la littérature de la dynamique

de la population théorique, et continuent à servir de modèles utiles. En effet, dans de nombreux

phénomènes réels, les conditions initiales ou les conditions aux limites ne suffisent pas pour

prédire le comportement de la solution du problème considéré. Par conséquent, pour faire face à

de telles complexités, il est nécessaire d’avoir une connaissance du comportement antérieur de la

solution. Il y a une littérature abondante traitant de l’approximation d’équations différentielles

ordinaires à retard ("ordinary delay differential equations ODDEs"). Certains des travaux qui se

sont penchés sur l’approximation numérique des équations à dérivées partielles à retard ("Delay

Partial Differential Equations DPDEs") étaient exclusivement dédiés au cas unidimensionnel.

Les méthodes numériques qui sont effectuées avec des équations différentielles partielles (ou

ordinaires) ne suffisent pas pour traiter les équations différentielles à retard. En effet, la mise

en œuvre de schémas et certains résultats de précision et de stabilité souhaitables, connus pour

les équations différentielles partielles, peuvent être remis en question lorsque ces méthodes
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sont appliquées pour retarder les équations différentielles partielles, cf. [5, Pages 9-19]. De

plus, si les méthodes numériques pour les équations de retard sont bien développées dans le

cas des équations différentielles ordinaires, le sujet de l’analyse numérique pour les équations

différentielles à retard n’a pas suscité l’intérêt qu’il mérite, voir [5, 11]. Pour autant que nous

sachions, nous ne connaissons aucun travail antérieur ayant traité des méthodes des volumes

finis pour les équations aux différences partielles avec retard.

Dans cette contribution, nous construisons un schéma implicite linéarisé, dans lequel la discré-

tisation de l’espace est effectuée en utilisant une classe générale de maillages Volumes Finis non

conformes, de manière à approcher une équation parabolique semi linéaire avec un retard en

temps. Nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution discrète.

Ce chapitre a fait l’objet d’une publication dans les proceedings de la conférence "Ninth Inter-

national Conference on Numerical Methods and Applications NM&A’18".

2 Description du modèle

Nous considérons l’équation parabolique semi-linéaire à retard en temps suivante:

ut(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t, u(x, t), u(x, t− τ)), (x, t) ∈ Ω× (0, T), (V.1)

Où Ω est un sous-ensemble borné polygonal ouvert dans Rd, f est une fonction donnée, et T > 0

et τ > 0 sont donnés. La condition initiale est donnée par:

u(x, t) = u0(x, t), x ∈ Ω, −τ ≤ t ≤ 0, (V.2)

pour une fonction donnée u0 définie sur Ω. Les conditions aux limites homogènes de Dirichlet

sont données par:

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T). (V.3)

Dans notre analyse, l’hypothèse suivante sur la fonction f est nécessaire:

Hypothèse 3 (Hypothèse sur f) Nous supposons que la fonction f(x, t, s, r) est Lipschitz conti-

nue par rapport à (s, r) avec κ constante:

|f(x, t, s, r)− f(x, t, s′, r′)| ≤ κ (|s− s′|+ |r− r′|) , ∀(x, t, s, r), (x, t, s′, r′) ∈ Ω× R
3.
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Notez que l’hypothèse 3 est vérifiée quand par exemple f ∈ C1(Ω× R
3) et

sup
Ω×R3

∣

∣

∣

∣

∣

∂f
∂s

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∂f
∂r

∣

∣

∣

∣

∣

≤ κ.

Le cas 1D de l’équation (V.1) est considéré dans [11] où un schéma compact de différences

finies "multi splitting" est analysé. Une version différentielle ordinaire pour l’équation (V.1),

c’est-à-dire sans tenir compte du domaine spatial Ω, est considérée dans [10] où les méthodes

Galerkin discontinues sont appliquées. Nous établissons d’abord un schéma numérique linéaire

dans lequel la discrétisation de l’espace est effectuée en utilisant la méthode SUSHI [8], tandis

que le schéma en temps est Euler implicite. Nous fournissons ensuite une analyse de convergence

pour ce schéma. La méthode SUSHI développée dans [8] fait référence au "schéma utilisant des

interfaces de stabilisation et hybrides" et utilise des maillages non conformes dans lesquels les

volumes de contrôle ne peuvent être que polyédriques. En plus de cela, la formulation de SUSHI

implique un gradient discret cohérent et stable.

3 Discrétisation spatiale et temporelle

Définition 4 (Discrétisation spatiale, cf. [8]) Soit Ω un sous-ensemble polyédrique de R
d,

où d ∈ N\{0} et ∂Ω = Ω\Ω représente sa frontière. Une discrétisation de Ω, notée D, est définie

comme le triplet D = (M,E,P), où:

1. M est une famille finie de sous-ensembles disjoints ouverts non connectés de Ω (les "vo-

lumes de contrôle") tels que Ω = ∪K∈MK. Pour tout K ∈M, soit ∂K = K\K la frontière

de K. Soient m(K) > 0 la mesure de K et hK son diamètre.

2. E est une famille finie de sous-ensembles disjoints de Ω (les "faces" du maillage), de

sorte que, pour tout σ ∈ E, σ est un sous-ensemble ouvert non vide d’un hyperplan de

R
d, de dimension (d− 1). Pour tout K ∈M, il existe un sous-ensemble EK de E tel que

∂ K = ∪σ∈EK
σ.

Pour tout σ ∈ E, nous notons Mσ = {K, σ ∈ EK}. Nous supposons alors que, pour tout

σ ∈ E, Mσ a exactement un élément, puis σ ⊂ ∂ Ω (l’ensemble de ces interfaces, appe-

lées interfaces extérieures frontières, est noté Eext) où Mσ a exactement deux éléments

(l’ensemble de ces interfaces, appelées interfaces intérieures, est noté par Eint). Pour tout

σ ∈ E, nous notons xσ le barycentre de σ. Pour tout K ∈M et σ ∈ E, nous notons nK,σ

le vecteur normal unité à σ extérieur à K.

3. P est une famille de points de Ω indexés par M, notés P = ( xK)K∈M
, telle que pour tout

K ∈M, xK ∈ K et pour tout x ∈ K, la propriété [xK, x] ⊂ K est vérifiée. En notant par
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dK,σ la distance euclidienne entre xK et l’hyperplan incluant σ, on suppose que dK,σ > 0.

On note alors DK,σ le cône avec le sommet xK et la base σ.

La discrétisation temporelle est effectuée avec un pas de temps contraint k tel que τ
k ∈ N. On

pose alors k = τ
M , où M ∈ N\{0}. Notons par N la partie entière de T

k , c’est-à-dire N =
[

T
k

]

.

On notera tn = nk, pour n ∈ [[−M, N]]. Comme cas particuliers t−M = −τ , t0 = 0 et tN ≤ T. Un

des avantages de cette discrétisation temporelle est que le point t = 0 est un point de maillage

convenable puisque l’équation (V.1) est définie pour t ∈ (0, T) et que la condition initiale (V.2)

est définie pour t ∈ (−τ, 0). On note ∂1 la dérivée discrète de première fois donnée par

∂1vj+1 =
vj+1 − vj

k
. (V.4)

Dans ce chapitre, la lettre C représente une constante positive indépendante des paramètres

des discrétisations spatiales et temporelles.

Nous définissons l’espace discret xD,0 comme l’ensemble de v =
(

(vK)K∈M
, (vσ)σ∈E

)

, où vK, vσ ∈ R

et vσ = 0 pour tout σ ∈ Eext. Soit HM(Ω) ⊂ L2(Ω) l’espace des fonctions qui sont constantes

sur chaque volume de contrôle K du maillage M. Pour tout v ∈ xD, on note ΠMv ∈ HM(Ω) la

fonction définie par ΠMv(x) = vK, pour x ∈ K, pour tout K ∈M.

Pour analyser la convergence, il faut considérer la taille de la discrétisation D définie par

hD = sup {diam(K), K ∈M} et la régularité du maillage donnée par:

θD = max

(

max
σ∈Eint,K,L∈M

dK,σ

dL,σ

, max
K∈M,σ∈EK

hK

dK,σ

)

. (V.5)

Le schéma que nous voulons considérer est basé sur l’utilisation du gradient discret donné dans

[8]. Pour u ∈ xD, nous définissons, pour tout K ∈M:

∇Du(x) = ∇K u +

(
√

d
dK,σ

(uσ − uK −∇Ku · (xσ − xK))

)

nK,σ, ae x ∈ DK,σ, (V.6)

où ∇Ku =
1

m(K)

∑

σ∈EK

m(σ) (uσ − uK) nK,σ.

En utilisant le gradient discret ∇D, nous pouvons établir la forme bilinéaire suivante définie sur

xD × xD par:

〈u, v〉F =
∫

Ω
∇Du(x) · ∇Dv(x)dx, ∀(u, v) ∈ xD × xD. (V.7)
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retard

4 Formulation d’un nouveau schéma de Volumes Finis

pour une équation à retard

Nous définissons maintenant un schéma implicite Volumes Finis linéaires pour le problème

(V.1)-(V.3). Les inconnues de ce schéma sont l’ensemble {un
D

; n ∈ [[−M, N]]} qui devrait se

rapprocher de l’ensemble des inconnues

{u(tn); n ∈ [[−M, N]]}.

1. Approximation de la condition initiale (V.2). La discrétisation de la condition initiale

(V.2) peut être effectuée comme suit:

∀ n ∈ [[−M, 0]], 〈un
D

, v〉F = −
(

∆u0(tn), ΠMv
)

L2(Ω)
, ∀ v ∈ xD,0. (V.8)

2. Approximation de (V.1) et (V.3). Pour tout n ∈ [[0, N− 1]], trouver un
D
∈ xD,0 tel que,

pour tout v ∈ xD,0

(

∂1ΠMun+1
D

, ΠMv
)

L2(Ω)
+ 〈 un+1

D
, v〉F =

(

f(tn+1, ΠMun
D

, ΠMun+1−M
D

), ΠMv
)

L2(Ω)
, (V.9)

où f(tn+1, ΠMun
D

, ΠMun+1−M
D

) désigne la fonction

x 7→ f(x, tn+1, ΠMun
D

(x), ΠMun+1−M
D

).

5 Ordre de convergence du schéma (V.8)-(V.9)

Le principal résultat de cette partie est le théorème développé ci-après, qui traduit l’existence,

l’unicité et l’ordre de convergence du schéma de Volumes Finis(V.8) - (V.9).

Théorème 8 (Estimations d’erreur pour le schéma de Volumes Finis(V.8) - (V.9))

Soit Ω un sous-ensemble polyédrique ouvert de R
d, où d ∈ N {0} et ∂Ω = Ω\Ω sa frontière. Sup-

posons que la solution de (V.1) - (V.3) vérifie u ∈ C2([0, T];C2(Ω)). Soit k = τ
M , où M ∈ N {0}.

Notons par N la partie entière de T
k , c’est-à-dire que N =

[

T
k

]

. On notera tn = nk, pour n ∈ [[−M, N]].

Comme cas particuliers t−M = −τ et t0 = 0. Soit D = (M,E,P) une discrétisation au sens de

la définition 4. Supposons que θD (donné par V.5) vérifie θ ≥ θD. Soit ∇D le gradient discret

donné par (V.6) et notons 〈·, ·〉F la forme bilinéaire définie par (V.7).

Il existe alors une solution unique (un
D

)N
n=−M ∈ xM+N+1

D,0 pour le problème discret (V.8) - (V.9).

Si nous supposons en outre que l’hypothèse 3 est vérifiée, les estimations d’erreur suivantes sont
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conservées:

— L’estimation L∞(H1
0). Pour tout n ∈ [[−M, N]]

‖∇Dun
D
−∇u(tn)‖L2(Ω) ≤ C(k + hD)‖u‖

C2([0,T];C2(Ω)). (V.10)

— L’estimation W1,2(L2).





N
∑

n=−M+1

k
∥

∥

∥ut(tn)− ΠM∂1un
D

∥

∥

∥

2

L2(Ω)





1

2

≤ C(k + hD)‖u‖
C2([0,T];C2(Ω)). (V.11)

Pour la preuve du théorème 8 (voir l’Annexe A).

Lemme 3 (Estimation a priori du problème discret) Sous les mêmes hypothèses du théo-

rème 8, supposons qu’il existe (ηn)N
n=0 ∈ (xD,0)

N+1 tel que pour tout n ∈ [[0, N− 1]]

(

∂1ΠMηn+1
D

, ΠMv
)

L2(Ω)
+ 〈ηn+1

D
, v〉F =

(

S
n+1, ΠM v

)

L2(Ω)
, (V.12)

où S
n+1 ∈ L2(Ω), pour tout n ∈ [[0, N− 1]].

Ensuite, l’estimation suivante est valable pour tout J ∈ [[1, N]]

J−1
∑

n=0

k‖∂1ΠMηn+1
D
‖2

L2(Ω) + ‖∇DηJ
D
‖2

L2(Ω) ≤
J−1
∑

n=0

k
(

S
n+1

)2
+ ‖η0

D
‖2

L2(Ω). (V.13)

Idée de preuve (voir l’Annexe A).

Remarque 3 (Une possible extension ) Les résultats actuels peuvent être étendus à l’équation

parabolique générale semi-linéaire suivante avec des retards qui se produisent non seulement

dans la solution exacte mais aussi dans son gradient:

ut(x, t)−∆u(x, t) = f (x, t, u(x, t), u(x, t− τ),∇u(x, t),∇u(x, t− τ)).

6 Conclusion et perspectives

Nous avons considéré la convergence d’un schéma implicite de volumes finis, dans n’importe

quelle dimension spatiale, pour une simple équation parabolique à retard semi-linéaire. L’ordre

s’est avéré être un (à la fois dans le temps et dans l’espace). L’une des principales tâches sur

laquelle nous travaillerons est l’utilisation de la méthode Crank Nicolson afin d’améliorer l’ordre

dans le temps. Une autre voie intéressante à suivre est de considérer l’équation de diffusion
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V.6 Conclusion et perspectives

fractionnaire dans le temps semi-linéaire avec un retard, c’est-à-dire que la dérivée temporelle

ut dans (V.1) est remplacée par une dérivée fractionnaire ∂α
t u avec 0 < α < 1.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude et à l’analyse de l’écoulement et du

transport en milieux poreux avec une méthode des volumes finis "vertex centered" adaptative.

Pour ce faire, nous avons proposé une nouvelle stratégie d’adaptation AdaptNVB qui découpe

le maillage en utilisant la méthode Adapt du LAGA et traitant la conformité par la méthode

NVB. Cette nouvelle stratégie permet l’amélioration du raffinement dans la version du trai-

tement de la conformité dans la méthode Adapt, ainsi que les propagations remarquées en

utilisant la méthode NVB seule. Aussi, nous avons intégré l’estimateur d’erreur a posteriori

proposé par Vohralík, dans notre code, puis nous avons appliqué le calcul d’estimateur avec

les méthodes NVB et AdaptNVB sur différents problèmes à solution exacte déterminée. Ces

estimations, calculées dans la norme d’énergie, permettent le contrôle global de l’erreur par le

biais de bornes calculables et fournissent des indicateurs permettant le raffinement adaptatif

en espace et en temps. Nous avons proposé un algorithme adaptatif basé sur ces estimations

et présenté des essais numériques qui démontrent l’efficacité de notre stratégie adaptative. Les

cas tests ont montré l’absence de propagation de niveaux de raffinement en utilisant la nou-

velle stratégie AdaptNVB, les estimateurs approchent ainsi correctement la vraie erreur avec

des taux d’efficacité très satisfaisants. Nous avons également remarqué un comportement oscil-

lant pour les estimateurs obtenus avec la méthode NVB au cours des raffinement successifs, ce

qui n’est pas le cas avec la méthode AdaptNVB. Dans une autre étape et afin d’améliorer les

courbes de l’erreur exacte en norme de l’énergie et les courbes des erreurs estimées, nous avons

reconsidéré des méthodes de quadratures numériques intervenant dans les différentes intégrales

impliquant la solution exacte et le flux reconstruit th. Le choix de méthodes de quadratures ap-

propriées et de degré élevé a permis de retrouver de parfaites convergences en norme L2 pour la

solution dans le cas régulier sur maillage raffiné uniformément. De même les courbes de l’erreur

exacte en norme de l’énergie et les courbes de l’erreur estimée retrouvaient des comportement



cohérents induisant un facteur d’efficacité tendant bien vers une constante proche de 1. Cette

étude nous a permis d’analyser en profondeur les estimateurs mis en oeuvre pour les problèmes

linéaires homogènes et non homogènes, permettant parfaitement de localiser les zones à raffiner

et de diminuer les erreurs par raffinement successifs, y compris pour des problèmes à solution

singulière. Dans une autre étape, nous avons investi le champs des raffinements multi-niveaux

c’est une extension de la première partie. Nous avons aussi mené des comparaisons du point de

vue des temps de calcul et de la précision entre le raffinement classique à un niveau et le celui

multi-niveaux. Les résultats obtenues montrent un gain important en terme de temps CPU et

en nombre d’itérations. Ensuite on a couplé l’équation de diffusion et le transport de solutés,

nous avons considéré un problème de transport par convection et lui avons appliqué un schéma

innovant semi-lagrangien-Volumes finis (SLAG-VF). Il s’agit de la première fois que cette mé-

thode est mise en oeuvre dans le cadre de maillages non structurés. Le principe est de résoudre

le problème par une phase Volume Finis (phase correcteur) précédée par une phase lagrangienne

utilisant la méthode des caractéristiques (phase prédicteur). Plusieurs tests numériques ont été

réalisés qui montrent l’efficacité de ce schéma innovant qui est un schéma assez prometteur.

A l’issu du travail effectué dans cette thèse, une prochaine étape consistera à appliquer les

méthodes développés pour le problème d’écoulement en milieu poreux avec transport de soluté,

au même problème couplé en plus avec des équations d’écoulement de surface (type Saint-

Venant) et induisant des infiltrations d’eau dans le milieu poreux. On pourra considérer en

un premier temps un couplage Saint-Venant 1D - Darcy 2D, avant d’envisager un couplage

Saint-Venant 2D - Darcy 3D.



Annexe A

Preuve 1 (Preuve du théorème 1 )

Posons F = H1
0(Ω). L’espace F peut être muni de la norme ‖u‖2 =

∫

Ω
|∇u|2(x)dx (c’est une

norme sur H1
0(Ω) grâce à l’inégalité de Poincaré). Nous définissons a et ϕ respectivement par:

a(u, v) =
∫

Ω
κ(x)∇u(x) · ∇v(x)dx, (V.14)

et ϕ(v) = −
∫

Ω
κ(x)∇g̃(x) · ∇v(x)dx +

∫

Ω
f(x)v(x)dx. (V.15)

Nous vérifions maintenant que les hypothèses de (I.6) à (I.8) sont bien vérifiées, ce qui nous

permettra d’appliquer le Lemme 1.

1. Hypothèse (I.6): En combinant l’inégalité triangulaire avec celle de Cauchy Schwarz on

obtient:

|a(u, v)| ≤ |
∫

Ω
κ(x)∇u(x) · ∇v(x)dx| (V.16)

≤ d
max
i,j=1

∣

∣

∣κij

∣

∣

∣

∫

Ω

d
∑

i=1

∣

∣

∣

∂u
∂xi

(x)
∣

∣

∣

d
∑

i=1

∣

∣

∣

∂v
∂xi

(x)
∣

∣

∣dx (V.17)

≤ d
max
i,j=1
|κij|‖u‖‖v‖. (V.18)



2. Hypothèse (I.7): L’hypothèse (I.4) implique que

a(u, u) =
∫

Ω
κ(x)∇u(x) · ∇u(x)dx (V.19)

≥ α
∫

Ω
|∇u|2(x)dx

= α‖u‖2. (V.20)

3. Hypothèse (I.8): L’emploi des techniques utilisées pour prouver (V.18) avec l’inégalité de

Poincaré implique que

|ϕ(v)| =
∣

∣

∣−
∫

Ω
κ(x)∇g̃(x) · ∇v(x)dx +

∫

Ω
f(x)v(x)dx

∣

∣

∣ (V.21)

≤ d
max
i,j=1
|κij|‖g̃‖‖v‖+ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) (V.22)

≤ d
max
i,j=1
|κij|‖g̃‖‖v‖+ C3‖f‖L2(Ω)‖v‖ (V.23)

=
( d

max
i,j=1
|κij|‖g̃‖+ C3‖f‖L2(Ω)

)

‖v‖. (V.24)

Nous avons donc prouvé que a et ϕ, donnés respectivement par (V.14) et (V.15), satisfont les

hypothèses du Lemme 1. Il existe alors une solution unique w ∈ F = H1
0(Ω) telle que, pour tout

v ∈ H1
0(Ω)

a(w, v) = ϕ(v) (V.25)

Ceci est équivalent à, pour tout v ∈ H1
0(Ω)

∫

Ω
κ(x)∇w(x) · ∇v(x)dx = −

∫

Ω
κ(x)∇g̃(x) · ∇v(x)dx +

∫

Ω
f(x)v(x)dx. (V.26)

La solution p est alors donnée par w + g̃. Cela complète la preuve du Théorème 1.

7 Preuve de lemme 3

Pour dériver une estimation pour la solution ηn+1
D

de (V.12), nous prenons v = ∂1ηn+1
D

dans

(V.12), nous obtenons pour tout n ∈ [[0, N − 1]]

‖∂1ΠM ηn+1
D
‖2

L2(Ω) + 〈 ηn+1
D

, ∂1ηn+1
D
〉F =

(

S
n+1, ∂1ΠM ηn+1

D

)

L2(Ω)
. (V.27)



La règle suivante sera utile:

〈 ηn+1
D

, ∂1ηn+1
D
〉F =

1
2k
〈 ηn+1

D
− ηn

D
, ηn+1

D
− ηn

D
〉F +

1
2k

(

〈 ηn+1
D

, ηn+1
D
〉F − 〈 ηn

D
, ηn

D
〉F
)

.

Rassemblons maintenant (V.27) et (V.28), on aura

2k‖ ∂1ΠM ηn+1
D
‖2

L2(Ω) + 〈ηn+1
D

, ηn+1
D
〉F − 〈 ηn

D
, ηn

D
〉F ≤ 2k

(

S
n+1, ∂1ΠM ηn+1

D

)

L2(Ω)
.

Résumons l’inégalité précédente sur n ∈ [[0, J − 1]] où J ∈ [[1, N ]], ce qui donne

2
J−1
∑

n=0

k‖ ∂1ΠMηn+1
D
‖2

L2(Ω) + ‖∇DηJ
D
‖2

L2(Ω) ≤ 2
J−1
∑

n=0

k
(

S
n+1, ∂1ΠM ηn+1

D

)

L2(Ω)
+ ‖η0

D
‖2

L2(Ω).

L’utilisation de l’inégalité de Cauchy Schwarz avec l’inégalité de Young implique que

(

S
n+1, ∂1ΠMηn+1

D

)

L2(Ω)
≤ ‖Sn+1‖L2(Ω)‖∂1ΠMηn+1

D
‖L2(Ω)

≤
‖Sn+1‖2

L2(Ω)

2
+
‖∂1ΠMηn+1

D
‖2

L2(Ω)

2
. (V.28)

En utilisant cette inégalité, l’inégalité (V.28) donne l’estimation souhaitée (V.13).

8 Preuve du théorème 8

1. Existence et unicité pour le schéma (V.8)-(V.9). L’existence et l’unicité de (un
D

)n∈[[−M,0]]

pour (V.8) est simple (voir [2]). Pour prouver l’existence et l’unicité de la solution (un
D

)n∈[[1,N]]

pour le schéma linéaire (V.9) avec (V.8), nous définissons (comme d’habitude pour prouver

l’unicité des systèmes linéaires) f(tn+1, ΠMun
D

, ΠMun+1−M
D

) = 0 et un
D

= 0. Prendre v = un+1
D

dans

(V.9) donne ‖∇Dun+1
D
‖L2(Ω) = 0. Étant donné que un+1

D
∈ xD,0, alors un+1

D
= 0. Cela confirme

l’unicité de la solution un+1
D

pour (V.9) pour un
D

et un+1−M
D

. L’existence de un+1
D

suit l’uni-

cité, puisque (V.9) est un système linéaire de dimension finie par rapport aux inconnues

{
(

un+1
K , un+1

σ

)

; K ∈M, σ ∈ Eint}. On parvient ainsi à prouver successivement sur n, l’existence

et l’unicité de un
D

pour tout n ∈ [[0, N]].

2. Preuve des estimations (V.10)-(V.11). Pour prouver (V.10)-(V.11), on compare (V.8)-

(V.9) avec le schéma auxiliaire suivant:n ∈ [[[−M, N]], trouver ūn
D
∈ xD,0 tel que

〈ūn
D

, v〉F = (−∆u(tn), ΠM v)L2(Ω) , ∀v ∈ xD,0. (V.29)



2.1. Comparaison entre la solution (V.29) et la solution du problème (V.1)-(V.3). Les

résultats de convergence suivants sont valables, voir [1, 2]:

— Estimation d’erreur discrète L∞(L2). Pour tout n ∈ [[−M, N]]

‖u(tn)− ΠMūn
D
‖L2(Ω) ≤ ChD‖u‖C([0,T]; C2(Ω)). (V.30)

— Estimation d’erreur W1,∞(L2). Pour tout n ∈ [[−M + 1, N]]

‖ut(tn)− ∂1ΠMūn
D
‖L2(Ω) ≤ C(hD + k)‖u‖

C2([0,T]; C2(Ω)). (V.31)

— Estimation d’erreur dans l’approximation du gradient. Pour tout n ∈ [[−M, N]]

‖∇u(tn)−∇Dūn
D
‖( L2(Ω))d ≤ ChD‖ u‖

C([0,T]; C2(Ω)). (V.32)

2.2. Comparaison entre la solution de (V.8)-(V.9) et le schéma auxiliaire (V.29). On

définit l’erreur

ηn
D

= un
D
− ūn

D
∈ xD,0. (V.33)

Comparons (V.29) avec (V.8), étant donné que u(tn) = u0(tn) pour tout n ∈ [[−M, 0]] (sujet de

(V.2)), pour tout n ∈ [[−M, 0]] on a:

ηn
D

= 0. (V.34)

écrivons le schéma (V.29) à l’ordre n + 1 et en soustrayant le résultat de (V.9), nous obtenons

pour tout v ∈ xD,0

(

∂1ΠMun+1
D

, ΠM v
)

L2(Ω)
+ 〈ηn+1

D
, v〉F =

(

f(tn+1, ΠMun
D

, ΠMun+1−M
D

) + ∆u(tn+1), ΠM v
)

L2(Ω)
.

Soustrayons
(

∂1ΠMūn+1
D

, ΠM v
)

L2(Ω)
des deux côtés de l’équation précédente et remplaçons

∆u(x, tn+1) par ut(x, tn+1)− f(x, tn+1, u(x, tn+1), u(x, tn+1 − τ)) (qui provient de (V.1)), nous

obtenons, pour tout v ∈ xD,0

(

∂1ΠMηn+1
D

, ΠMv
)

L2(Ω)
+ 〈ηn+1

D
, v〉F =

(

S
n+1, ΠM v

)

L2(Ω)
, (V.35)

où

S
n+1(x) = T

1(x) + T
2(x), (V.36)

avec

T
1(x) = ut(x, tn+1)− ∂1ΠMūn+1

D
(V.37)



et (rappelons que −τ = t−M)

T
2(x) = f(x, tn+1, ΠMun

D
, ΠMun+1−M

D
)− f(x, tn+1, u(x, tn+1), u(x, tn+1 − τ))

= f(x, tn+1, ΠMun
D

(x), ΠMun+1−M
D

(x))− f(x, tn+1, u(x, tn+1), u(x, tn+1−M). (V.38)

En utilisant l’hypothèse (V.31), on obtient

‖T1‖L2(Ω) ≤ C(hD + k)‖u‖
C2([0,T]; C2(Ω)). (V.39)

Combinons l’hypothèse 3 avec (V.30), cela implique que

‖T2‖L2(Ω) ≤ C
(

‖ΠMun
D
− u(tn+1)‖L2(Ω) + ‖ΠMun+1−M

D
− u(tn+1−M)‖L2(Ω)

)

≤ C
(

‖ΠMηn
D
‖L2(Ω) + ‖ΠMηn+1−M

D
‖L2(Ω) + (hD + k)‖u‖

C1([0,T]; C1(Ω))

)

. (V.40)

Dès lors que (ηn)N
n=0 ∈ (xD,0)

N+1 est satisfaite (V.35), l’hypothèse (V.12) du lemme 3 l’est aussi.

Appliquons maintenant (V.13) du lemme 3. En utilisant (V.34) et (V.39)-(V.40), on obtient

pour tout J ∈ [[1, N]]

J−1
∑

n=0

k‖∂1ΠMηn+1
D
‖2

L2(Ω) + ‖∇DηJ
D
‖2

L2(Ω) ≤
J−1
∑

n=0

k
(

S
n+1

)2

≤
J−1
∑

n=0

k‖ΠMηn
D
‖2

L2(Ω) +
J−1
∑

n=0

k‖ΠMηn+1−M
D

‖2
L2(Ω) + C(hD + k)2‖u‖2

C2([0,T]; C2(Ω))

≤ 2
J−1
∑

n=0

k‖ΠMηn
D
‖2

L2(Ω) + C(hD + k)2‖u‖2
C2([0,T]; C2(Ω)).

En prenant en considération l’inégalité de Poincaré [2, Lemme 5.4, Page 1038],

J−1
∑

n=0

k‖∂1ΠMηn+1
D
‖2

L2(Ω) + ‖∇DηJ
D
‖2

L2(Ω) ≤ C
J−1
∑

n=0

k‖∇Dηn
D
‖2

L2(Ω) + C(hD + k)2‖u‖2
C2([0,T]; C2(Ω)).

Il en découle que

‖∇DηJ
D
‖2

L2(Ω) ≤ C
J−1
∑

n=0

k‖∇Dηn
D
‖2

L2(Ω) + C(hD + k)2‖u‖2
C2([0,T]; C2(Ω)) (V.41)

et
N
∑

n=0

k‖∂1ΠMηn
D
‖2

L2(Ω) ≤ C
N−1
∑

n=0

k‖∇Dηn
D
‖2

L2(Ω) + C(hD + k)2‖u‖2
C2([0,T]; C2(Ω)). (V.42)





Sur Ω̂1, on a: 0 < x = r cos(θ) < 1 et 0 < y = r sin(θ) < 1

∫ ∫

Ω̂1

ϕ2 dxdy =
∫ ∫

Ω̂1

r2α sin2(αθ) dxdy ≤
∫ 1

0

∫ π
2

0
r2α rdrdθ

=
∫ 1

0

∫ π
2

0
r(2α+1) drdθ

=
π

2

∫ 1

0
r(2α+1) dr ≤ ∞

Conclusion:
∫ ∫

Ω1

ϕ2 dxdy <∞. Il en découle que ϕ ∈ L2(Ω)

On a
∂ϕ

∂x
=

∂ϕ

∂r
∂r
∂x

+
∂ϕ

∂θ

∂θ

∂x


























∂ϕ

∂r
= αr(α−1) sin(αθ)

∂r
∂x

= cos(θ)

;



























∂ϕ

∂θ
= αrα cos(αθ)

∂θ

∂x
= −sin(θ)

r

Donc
∂ϕ

∂x
= αr(α−1) sin(θ(α− 1))

De même, on a
∂ϕ

∂y
=

∂ϕ

∂r
∂r
∂y

+
∂ϕ

∂θ

∂θ

∂y



























∂ϕ

∂r
= αr(α−1) sin(αθ)

∂r
∂y

= sin(θ)

;



























∂ϕ

∂θ
= αrα cos(αθ)

∂θ

∂y
=

cos(θ)
r

Donc
∂ϕ

∂y
= αr(α−1) cos(θ(α− 1)).

Finalement:

∫ ∫

Ω1

|∇ϕ|2dxdy =
∫ ∫

Ω1

(∂ϕ

∂x
+

∂ϕ

∂y

)2
dxdy

=
∫ ∫

Ω1

α2r2(α−1)
(

sin(θ(α− 1)) + cos(θ(α− 1))
)2

dxdy

= α2
∫ ∫

Ω1

r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

dxdy

= α2
∫ ∫

Ω̂1

r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

dxdy

+ α2
∫ ∫

Ω1\Ω̂1

r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

dxdy



Sur Ω1\Ω̂1, la fonction (r, θ) −→ r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

est bornée comme r > 1.

Donc, α2
∫ ∫

Ω1\Ω̂1

r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

dxdy ≤ 3α2

D’où, α2
∫ ∫

Ω1\Ω̂1

r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

dxdy <∞

Sur Ω̂1, on a: α2
∫ ∫

Ω1

r2(α−1)
(

1 + 2 sin(2(α− 1)θ)
)

dxdy ≤ 3α2
∫ ∫

Ω1

r2(α−1) dxdy

≤ 3α2
∫ 1

0

∫ π
2

0
r2(α−1) rdrdθ

= 3α2
∫ 1

0

∫ π
2

0
r(2α−1) drdθ

=
3
2

πα2
∫ 1

0
r(2α−1) dr

=
3
4

πα <∞

Donc,
∫ ∫

Ω1

|∇ϕ|2 dxdy <∞. Les constantes ai et bi sont calculées telles que la fonction H soit

continue sur Ω. De la même façon, on justifie que ϕ = rα sin(αθ) ∈ H1(Ωi), i = 1, ..., 4. Donc

d’après le théorème 4, on affirme que H ∈ H1(Ω).

10 Construction de matrice de rigidité et celle de masse

Dans le triangle Tk, on renomme localement S1, S2, et S3 ses sommets et on note (xk, yk) les

coordonnées de Sk. On considère sur Tk la fonction polynomiale de degré 1 p qui vaut p1 en S1,

p2 en S2, p3 en S3. Sur chaque triangle Tk, p s’écrit donc sous la forme: p(x, y) = ax + by + c

et on a: p1 = ax1 + by1 + c; p2 = ax2 + by2 + c et p3 = ax3 + by3 + c.

Ce système de trois équations à trois inconnues nous permet donc d’avoir une formule analytique

pour le gradient de p:

∂p
∂x

= a = −p1

γ
(y2 − y3) +

p2

γ
(y1 − y3)−

p3

γ
(y1 − y2) (V.45)

∂p
∂y

= b = p1
(γ + (x1 − x2)(y2 − y3))

γ(y1 − y2)
− p2

(γ + (y1 − y3)(x1 − x2))
γ(y1 − y2))

+ p3
(x1 − x2)

γ
(V.46)

Avec: γ = (x2 − x3)(y1 − y2)− (x1 − x2)(y2 − y3) (V.47)

y1 pouvant être égal à y2 (si S1 et S2 sont sur le bord d’un carré par exemple), on choisira alors

b = p1
(x1 − x2)

γ
+ p2

(γ − (y1 − y3)(x2 − x3))
γ(y2 − y3)

+ p3
(−γ + (y1 − y2)(x2 − x3))

γ(y2 − y3)
(V.48)



On pose alors: α1 = −y2 − y3

γ
; α2 =

y1 − y2

γ
; alpha3 = −(y1 − y2)

γ

β1 =
γ + (x1 − x2)(y2 − y3)

γ(y1 − y2)
; β2 =

γ + (x1 − x2)(y1 − y3)
γ(y1 − y2)

; β3 =
(x1 − x2)

γ
si y1 6= y2

β1 =
(x1 − x2)

γ
; β2 = γ−(x2−x3)(y1−y3)

γ(y2−y3) ; β3 =
−γ + (x2 − x3)(y1 − y2)

γ(y2 − y3)
Sinon

Ainsi,

∇p =





α1p1 + α2p2 + α3p3

β1p1 + β2p2 + β3p3



 (V.49)

Sur Tk, p étant P1, ∇p est constant, et Vk l’ensemble des triangles ayant Sk comme sommet.

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

∫

M12,kB
Kk∇p · −→n 12,kdσ −

∑

Tk∩Vk 6=∅

∫

M13,kB
Kk∇p · −→n 13,kdσ =

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

Kk





ak

bk



 · (−→n 12,k‖M12,kB‖+−→n 13,k‖M13,kB‖)

D’où en posant Lpq,k = ‖Mpq,kB‖ (longueur du segment) et −→n 12,k = Kk.(nx
12,k, ny

12,k)

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

∫

M12,kB
Kk∇p · −→n 12,kdσ −

∑

Tk∩Vk 6=∅

∫

M13,kB
Kk∇p · −→n 13,kdσ =

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

(α1,kp1,k + α2,kp2,k + α3,kp3,k)(nx
12,kL12,k + nx

13,kL13,k)

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

(β1,kp3,k + β2,kp2,k + β3,kp3,k)(nx
12,kL12,k + nx

13,kL13,k)

Voulant résoudre un système linéaire, on réécrit la dernière égalité sous la forme:

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

Kk





ak

p1,kbk



 · (−→n 12,k‖M12,kB‖+−→n 13,k‖M13,kB‖) =

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

p1,k

(

α1,k(nx
12,kL12,k + nx

13,kL13,k) + β1,k(ny
12,kL12,k + ny

13,kL13,k)
)

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

p2,k

(

α2,k(nx
12,kL12,k + nx

13,kL13,k) + β2,k(ny
12,kL12,k + ny

13,kL13,k)
)

−
∑

Tk∩Vk 6=∅

p3,k

(

α3,k(nx
12,kL12,k + nx

13,kL13,k) + β3,k(ny
12,kL12,k + ny

13,kL13,k)
)

La dernière égalité nous permet donc de construire la matrice du système: chaque ligne de la

matrice sera associée à un sommet Sk du maillage. A la k-ième ligne de la matrice, il y aura

donc une contribution de tous les sommets des triangles ayant Sk comme sommet.

10.1 Algorithme d’implémentation de la matrice de rigidité

Pour i = 0 à nombre de triangle Faire

Calcul des coordonnées de M12,k, M13,k et M23,k milieux respectifs de [S1S2], [S1S3] et [S2S3].





∫

Dh

p dv =
∑

Tk∩Dh 6=∅

(∫

Dh∩Tk

p dv
)

=
∑

Tk∩Dh 6=∅

(

∫

S1M12,kB
p dv +

∫

S1BM13,k

p dv

)

Au point M12,k on a: p(M12,k) = 1
2 (p1 + p2), au point B: p(B) = 1

3 (p1 + p2 + p3).

Ensuite, on applique la formule de quadrature (III.16). Alors, on obtient:
∫

S1M12,kB
p dv =

1
3
|S1M12,kB|

(11
6

p1 +
5
6

p2 +
1
3

p3

)

Or,
−−→
S1SM12,k

= 1
2

−−→
S1S2 ;

−−→
S1B = 2

3

−−→
S1SM23,k

, donc
−−→
S1SM23,k

=
−−→
S1S3 + 1

2

−−→
S3S2.

Ce qui implique: |S1M12,kB| = 1
2

∥

∥

∥

1
2

−−→
S1S2 ∧ 2

3(
−−→
S1S3 + 1

2

−−→
S3S2)

∥

∥

∥ = 1
12

∥

∥

∥

−−→
S1S2 ∧

−−→
S3S2

∥

∥

∥ = 1
6 |Tk|

Alors
∫

S1M12,kB
p dv =

1
18
|Tk|

(11
6

p1 +
5
6

p2 +
1
3

p3

)

De même pour l’autre intégrale on a:
∫

S1BM13,k

p dv =
1
3
|S1BM13,k|

(11
6

p1 +
5
6

p2 +
1
3

p3

)

Or,
−−−−−→
S1SM13,k

= 1
2

−−→
S1S3 donc on a:

|S1BM13,k| = 1
2

∥

∥

∥

1
2

−−→
S1S3 ∧ 2

3(
−−→
S1S3 + 1

2

−−→
S3S2)

∥

∥

∥ = 1
12

∥

∥

∥

−−→
S1S3 ∧

−−→
S3S2

∥

∥

∥ = 1
6 |Tk|

D’où
∫

S1BM13,k

p dv =
1
18
|Tk|

(11
6

p1 +
1
3

p2 +
5
6

p3

)

Finalement,

∫

S1M12,kB
p dv +

∫

S1BM13,k

p dv =
1
18
|Tk|

(11
6

p1 +
5
6

p2 +
1
3

p3

)

+
1
18
|Tk|

(11
6

p1 +
1
3

p2 +
5
6

p3

)

=
1
9
|Tk|

(11
3

p1 +
7
6

p2 +
7
6

p3

)

Ceci nous permet donc de construire la matrice de masse du système.
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