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Résumé

L’objectif de cette thèse est de proposer plusieurs modèles probabilistes
pour représenter l’activité calcique des neurones et comprendre son impli-
cation dans la sécrétion d’hormone GnRH. Ce travail s’appuie sur des expé-
riences réalisées à l’INRA Centre Val-de-Loire. Le Chapitre 1 propose une
modélisation continue, où nous étudions un processus markovien de type
shot-noise. Le Chapitre 2 étudie un modèle discret de type AR(1) basé sur
la discrétisation du modèle du Chapitre 1 et propose une première esti-
mation des paramètres. Le Chapitre 3 propose un autre modèle discret de
type AR(1) où les innovations sont la somme d’une variable de Bernouilli et
d’une variable gaussienne représentant un bruit, avec prise en compte d’une
tendance linéaire. Des estimations des paramètres sont proposées dans le
but d’une détection des sauts dans les trajectoires des neurones. Le Cha-
pitre 4 étudie une expérience biologique comportant 33 neurones. Avec la
modélisation du Chapitre 3, nous détectons des instants de synchronisation
(saut simultané d’une grande proportion des neurones de l’expérience) puis
à l’aide de simulations, nous testons la qualité de la méthode utilisée et la
comparons à une méthode expérimentale.

Mots-clés : processus shot-noise, processus de Markov, processus auto-
régressif, séries temporelles, détection de pics, estimation, activité neuro-
nale.

iii





Abstract

The aim of this thesis is to propose several models representing neu-
ronal calcic activity and unsderstand its applicatition in the secretion of
GnRH hormone. This work relies on experience realised in INRA Centre
Val de Loire. Chapter 1 proposes a continuous model, in which we examine
a Markov process of shot-noise type. Chapter 2 studies a discrete model
type AR(1), based on a discretization of the model from Chapter 1 and
proposes a first estimation of the parameters. Chapter 3 proposes another
dicrete model, type AR(1), in which the innovations are the sum of a Ber-
nouilli variable and a Gaussian variable representing a noise, and taking into
account a linear drift . Estimations of the parameters are given in order to
detect spikes in neuronal paths. Chapter 4 studies a biological experience
involving 33 neurons. With the modelisation of Chapter 3, we detect syn-
chronization instants (simultaneous spkike of a high proportion of neurons
of the experience) and then, using simulations, we test the quality of the
method that we used and we compare it to an experimental approach.

Key-words : Shot-noise process, Markov process, autoregressive pro-
cess, time series, peaks detection, estimation, neuronal activity.
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Introduction

L’objectif de cette thèse est de participer à la compréhension du mécanisme de sécré-

tion de la neurohormone Gonadotropin-Realeasing Hormone (GnRH), qui contrôle les

fonctions reproductives chez les mammifères. La sécrétion de GnRH par les neurones à

GnRH est pulsatile. Cette pulsatilité est aujourd’hui encore mal comprise. On observe

une hausse soudaine de la concentration dans le sang entre l’hypothalamus et l’hypo-

physe puis une décroissance liée à l’élimination de l’hormone. Il a été établi dans [16] que

l’évolution du taux de calcium dans les neurones à GnRH est lié à la sécrétion de GnRH.

En effet, les évènements calciques, c’est-à-dire les instants où un pourcentage élevé de

neurones admettent un pic dans leur concentration de calcium, se produisent juste avant

un pic dans la concentration en GnRH dans l’ensemble des neurones du réseau. Nous

proposons alors des modèles mathématiques pour étudier l’évolution de la concentration

de calcium dans les neurones à GnRH.

Les expériences biologiques ont été menées par l’équipe d’Anne Duittoz au centre INRA

Val-de-Loire de Nouzilly. Pour étudier l’activité calcique des neurones à GnRH, des prélè-

vements de ces neurones ont été réalisés sur les placodes olfactives d’embryons de souris.

En effet, c’est dans ces placodes que sont situés les neurones à GnRH avant leur migra-

tion vers l’hypothalamus durant la vie embryonnaire. De plus, il a été montré que ces

cultures de neurones se comportent de la même manière que les neurones à GnRH dans

un individu adulte vivant ([59]). La mesure de calcium intra-cellulaire est effectuée de

façon indirecte grâce à un indicateur de fluorescence. Dans les expériences utilisées dans

cette thèse, la fréquence d’acquisition sera d’une acquisition par seconde. La phototoxi-

cité induite par cette fluorescence implique généralement un temps d’acquisition de 700

secondes.

La problématique est de savoir déterminer correctement, neurone par neurone, les ins-

tants de pics de calcium intra-cellulaire, puis les instants de synchronisation, à partir

de plusieurs signaux obtenus expérimentalement sur un réseau de neurones. Cette dé-

termination dépend crucialement de paramètres que l’on souhaite déterminer autrement

qu’empiriquement. De plus, des causes expérimentales, comme des fluctuations au niveau

des pores des canaux calciques membranaires, peuvent rendre les signaux bruités et une

tendance déterministe liée à la baisse de l’intensité de fluorescence des neurones peut être

observée sur la quasi-totalité des neurones d’une expérience.

Pour appréhender la pulsatilité de la sécrétion de l’hormone GnRH, des modèles dé-
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6 INTRODUCTION

terministes ont été proposés comme ceux de F. Clément ([61], [29]) ; ils permettent de

modéliser le comportement macroscopique du réseau au travers de systèmes différentiels

non linéaires dont une des variables est la concentration de GnRH et utilisent géné-

ralement d’une part une variable de type potentiel électrique et d’autre part une non

linéarité cubique comme celle présente dans le système de FitzHugh–Nagumo qui permet

un comportement cyclique. Le calcium n’est pas présent comme variable de ces modèles.

D’autres références comme ([42]) au contraire explorent la dynamique calcique pour la

coupler avec celle du GNRH.

Une présentation des modèles pour l’activité électrique d’un neurone et plus généralement

d’un réseau de neurones est faite dans le livre [32]. L’activité électrique des neurones

consiste en des pulses de tensions électriques, appelés spikes, qui peuvent être transmis à

d’autres neurones à travers les terminaisons synaptiques. Si un neurone reçoit suffisament

de spikes d’autres neurones, il émet à son tour un spike. Ces spikes sont dûs à des courants

ioniques à travers des canaux situés sur la membrane du neurone, qui joue le rôle de

condensateur d’un circuit électrique. Le modèle de Hodkin et Huxley ([35]), proposé en

1952, constitue la base sur laquelle plusieurs autres modèles ont été formulés. Dans ce

type de modèles on utilise différents types de canaux ioniques (potassiques, sodiques,

etc) chacun d’eux ayant des caractéristiques différentes. Certains canaux sont voltage

dépendants et permettent une entrée importante de calcium dans la cellule. Dans le

contexte de la modélisation de la sécrétion du GnRH et utilisant le modèle de Hodkin-

Huxley , on peut citer l’article récent d’Anmar Khadra ([43]) et pour les modèles calciques

ceux de J. Sneyd ([14], [6], [58]) en particulier le livre dédié aux différents modèles pour

les dynamiques calciques où le lecteur trouvera un chapitre dédié aux neurones ([24]) et

bien d’autres modèles, le calcium jouant un rôle crucial en Physiologie (voir aussi ([40])

A l’opposé, les modèles Integrate and Fire ([12]) sont de type stochastique. Ils simpli-

fient le modèle de Hodkin-Huxley en représentant l’évolution de la tension par une seule

équation différentielle entre deux spikes, et en définissant les instants de spikes comme

des instants où la tension a dépassé un certain seuil.

Dans le cadre de la sécrétion de neuropeptides, comme l’ocytocine, plusieurs articles de

Gareth Leng et ses collaborateurs ([48], [45]) proposent de tels modèles où l’évolution du

calcium se fait par des processus déterministes par morceaux : clairance naturelle avec

décroissance exponentielle puis sauts de la concentration au passage d’un spike de nature

électrique.

Dans le cadre de cette thèse, nous ne retiendrons pas le rôle des potentiels électriques

pour expliquer les variations de la concentration en calcium mais la modélisation de

l’activité calcique des différents neurones de l’expérience sera de type stochastique avec

évolution déterministe, de type clairance naturelle, entre les instants de sauts supposés

aléatoires avec, suivant les modèles, la possible présence d’un bruit gaussien.

En effet, l’analyse de la distribution des intervalles entre deux instant de synchronisa-

tion montre une assez bonne adéquation avec une loi exponentielle ([31]) ce qui nous a

conduit à modéliser l’évolution de la concentration du calcium intracellulaire ([Ca2+]i)

par un processus shot-noise. C’est pourquoi le Chapitre 1 de la thèse sera consacré à une
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revue de quelques propriétés importantes. Le processus utilisé X est donc un processus

shot-noise engendré par un processus de Poisson homogène et admettant une fonction

exponentielle comme fonction réponse. Nous montrons que cette fonction exponentielle

donne au processus un caractère markovien. Nous donnons plusieurs propriétés du pro-

cessus X en énonçant et en démontrant des résultats connus à la fois sur les processus de

type shot-noise et sur les processus de Markov en temps continu. A l’aide de propriétés

de semi-groupe d’un processus de Markov, nous donnons l’expression du générateur infi-

nitésimal du processus X qui permet d’obtenir l’expression de la transformée de Laplace.

Nous donnons alors le comportement en temps long du processus X, qui converge en loi

vers une loi Gamma. Enfin, quelques illustrations de trajectoires obtenues avec différentes

valeurs des paramètres sont données.

Le Chapitre 2 propose un modèle de type AR(1) obtenu par discrétisation du modèle

continu proposé dans le Chapitre 1. Il a pour but d’adapter des résultats très connus

sur les processus AR(1) (voir [10] par exemple) au modèle shot-noise discrétisé repré-

sentant l’évolution de la concentration de calcium dans les neurones à GnRH. Nous

commençons dans une première partie de ce chapitre par donner des définitions et des

propriétés connues sur les modèles AR(1) et sur leurs solutions stationnaires, en parti-

culier pour l’estimation des paramètres d’auto-corrélation. Puis nous faisons le lien entre

notre modèle discrétisé a priori non stationnaire et les solutions stationnaires de l’équa-

tion d’auto-régression étudiées en première partie. Nous montrons pour cela que l’écart

entre notre processus et le processus stationnaire associé converge à vitesse exponen-

tielle vers 0. L’étude des innovations permet de donner, à l’aide de la transformée de

Laplace du modèle continu obtenue dans le Chapitre 1, l’expression de leurs moments

et ceux de notre processus auto-régressif. Nous proposons alors deux estimateurs pour

le paramètre d’auto-régression du processus, lié au taux de clairance du calcium intra-

cellulaire : l’auto-corrélation empirique classique ([10]), et l’estimateur défini dans [21]

pour des innovations positives. Enfin, nous déduisons de cette estimation l’estimation

des deux autres paramètres, liés à la hauteur des sauts et à la fréquence des sauts dans

l’activité calcique du neurone.

On notera que ces deux premiers chapitres ne tiennent pas compte des conditions expé-

rimentales, notamment d’un bruit et d’une tendance déterministe.

Le Chapitre 3, qui est un article en cours de publication, écrit en collaboration avec

Hermine Biermé, Christine Georgelin et Anne Duittoz, propose une modélisation d’une

trajectoire neuronale qui inclut un bruit gaussien ainsi qu’une tendance linéaire. Nous

nous ramenons encore à un modèle AR(1) dont les innovations représentent à la fois

les sauts de l’activité calcique générés par des variables suivant une loi de Bernouilli et

le bruit lié aux conditions expérimentales distribué selon une loi gaussienne. Nous nous

sommes restreints dans ce modèle à une hauteur de sauts constante et avons représenté

le processus de sauts par une suite de variables de loi de Bernouilli indiquant si un saut

dans l’activité calcique a eu lieu ou non. On remarque alors que les temps d’intersauts
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sont distribués selon une loi géométrique, l’analogue discret de la loi exponentielle repré-

sentant les temps d’intersauts du modèle continu du Chapitre 1. Nous proposons alors

une estimation globale de certains des paramètres. Cette estimation permet celle des

innovations du modèle. La méthode de détection des instants de sauts repose sur une

comparaison de ces innovations à un simple bruit gaussien. Plus précisément, en fixant

une probabilité maximale de fausses détections tolérée, nous calculons un seuil minimal à

partir duquel les innovations sont associées à un instant de saut. Ce seuil dépend à la fois

des paramètres obtenus par l’estimation globale et par des paramètres estimés par un al-

gorithme EM dont on trouvera des propriétés dans ([51], [63], ou [49]). Cette méthode de

détection est alors comparée avec la méthode de détection reposant sur le même principe

de comparaison des innovations à un bruit gaussien mais qui est basée sur une estimation

des paramètres en deux temps. Cette estimation en deux temps consiste d’abord à estimer

la tendance linéaire puis le coefficient de régression de la série détendancialisée. Enfin, il

est à noter que l’algorithme EM utilisé pour l’estimation de paramètres peut également

servir à séparer les innovations en deux groupes, en les associant ou non à des instants

de sauts (clustering). Cela engendre donc deux méthodes de détection supplémentaires,

une pour l’estimation globale et l’autre pour l’estimation en deux temps. L’efficacité des

méthodes de détection est illustrée par des courbes ROC, définies notamment dans [47].

Nous verrons que les deux premières méthodes de détection obtiennent de meilleures

courbes ROC que les méthodes de détection par clustering.

Le Chapitre 4 a pour objectif de comparer la méthode de détection introduite dans le

Chapitre 3 à une méthode locale de détection, qui consiste à comparer la valeur du signal

en chaque instant avec les valeurs de quelques instants précédents. Nous utilisons une

expérience biologique constituée de 33 neurones. Nous commençons par présenter la mé-

thode de détection expérimentale puis nous expliquons brièvement comment nous avons

préparé les données biologiques pour leur appliquer l’une ou l’autre des deux méthodes

de détection. Nous utilisons des trajectoires simulées pour chaque neurone à l’aide du

modèle proposé dans le Chapitre 3 pour calculer les taux d’erreurs de chaque méthode

et quantifier leur efficacité sur des données simulées à partir des estimations des don-

nées réelles avec des courbes ROC. Ces simulations servent également à comparer le

modèle biologique d’évolution du calcium au modèle stochastique proposé, notamment

par l’observation des temps d’intersauts. Nous proposons ensuite d’introduire la notion

de synchronisation d’une partie des neurones de l’expérience, et tentons d’observer des

conséquences de ces instants de synchronisation sur les signaux, suivant qu’ils sont ou

non impliqués dans l’évènement de synchronisation



Chapitre 1

Modélisation continue

1.1 Motivation

Nous allons ici définir un premier modèle pour illustrer les pics dans l’évolution de la

concentration de calcium dans les neurones. Cette concentration évolue de la manière

suivante : une alternance entre une décroissance lente de la concentration jusqu’à un

certain instant puis une augmentation instantanée (pic de calcium). On supposera que

les instants d’arrivée de ces pics sont les points d’un processus de Poisson. Les temps

d’inter-sauts seront donc modélisés par une loi exponentielle, ce qui est cohérent avec l’ex-

périence biologique ([31]). L’évolution théorique de la concentration de calcium suit alors

un processus shot-noise. Les modèles de type shot-noise introduits par [55] permettent

d’illustrer de nombreux phénomènes naturels, notamment en électronique (spectrogra-

phie gamma ([36],[37]) et en biologie dans la dynamique des protéines ([26] ) ou pour

modéliser l’activité des neurones ([33], [38]). Ils consistent en des réalisations indépen-

dantes de ’shot-effects’, se produisant à des instants aléatoires. Un processus shot-noise

s’écrit sous la forme

X(t) =

+∞∑

i=1

Eig(t− Ti),

où les variables Ti forment un processus de points, indépendant des variables i.i.d. Ei,

impulses. La fonction g est appelée fonction noyau ou réponse du processus. Des ré-

sulats fondamentaux sur l’analyse statistique des processus shot-noise furent donnés

par [55]. L’article [17] donne des conditions sur la fonction noyau g pour que la série
∑+∞

i=1 Eig(t− Ti) converge. L’article [25] étudie des modélisations shot-noise engendrées

par un processus de Poisson homogène sur R, ou également par un processus de Polya,

ou par un processus homogène de Yule-Ferry, et où les impulses sont des variables i.i.d.

générales. Il en donne notamment la fonction caractéristique et l’expression des moments

ainsi que les taux de dépassement d’un seuil par le bas. Enfin, l’article [56] étudie de

telles séries où la fonction noyau est défini sur un espace de Banach général.

La décroissance lente de la concentration du calcium après un pic sera modélisée avec

une fonction exponentielle, ce qui donnera à ce processus un caractère markovien. Ce

processus appartiendra notamment à la classe des processus de Markov déterministes

9
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par morceaux (PDMP), introduits dans [19].

1.2 Modélisation d’un processus de sauts

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, Nt un processus de Poisson homogène d’intensité

ν > 0 sur (Ω,A,P) : les temps de saut (Ti)i∈N vérifient que les temps inter-sauts Ti+1−Ti
suivent une loi exponentielle E(ν) d’espérance 1

ν . Les processus de Poisson homogènes

sur R sont un cas très particulier des processus de Poisson avec mesure aléatoire (PRM

en anglais) sur un espace plus général. Nous utiliserons la théorie de ces PRM dans

le Chapitre 2, mais ici les propriétés basiques que l’on trouve par exemple dans [17]

suffisent. On suppose T0 = 0. Soit (Ei)i∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes

entre elles et indépendantes des instants (Ti)i∈N, identiquement distribuées selon une loi

exponentielle d’espérance 1
λ > 0. Pour γ > 0, on définit le processus X = (Xt)t≥0 par :

Xt =




e−γ(t−Ti)XTi

si Ti ≤ t < Ti+1

e−γ(Ti+1−Ti)XTi + Ei+1 si t = Ti+1

(1.2.1)

On notera φ = e−γ ∈]0, 1[ dans la suite.

Le but de cette section est de déterminer la transformée de Laplace de ce processus, ce

qui nous sera utile dans l’estimation de paramètres du modèle discrétisé.

Remarque 1.2.1. Le processus X peut également s’écrire :

Xt =

∞∑

i=1

Eie
−γ(t−Ti)1{Ti≤t} +X0e

−γt =

Nt∑

i=1

Eie
−γ(t−Ti) +X0e

−γt

Cette dernière expression correspond à la définition d’un modèle shot-noise engendré

par le processus de Poisson (Ti)i∈N, d’impulses Ei, correspondant aux pics de calcium,

tandis que la fonction causale t 7→ e−γt
1t>0, fonction réponse du shot-noise, illustre la

décroissance lente de la concentration de calcium dans le neurone après un pic et donne

un caractère markovien au processus.

La valeur du processus X à l’instant t+ s s’expime comme somme d’une fonction de sa

valeur en l’instant s et d’un accroissement Us,t+s. En effet, grâce à l’écriture du processus

X de la remarque précédente, on peut écrire pour tous s, t ≥ 0 :

Xt+s = e−γtXs + Us,t+s (1.2.2)

avec Us,t+s =

Nt+s∑

i=Ns+1

Eie
−γ(t+s−Ti) (1.2.3)

Lors de la discrétisation du modèle que nous verrons dans le Chapitre 2, nous utili-

serons un modèle autorégressif d’ordre 1 (AR(1)) obtenu en discrétisant cette dernière
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Définition 1.3.1. Pour une fonction f de classe C∞ bornée sur R
+, et pour 0 ≤ s ≤ t

deux nombres réels, on définit sur R
+ l’application Ps,tf par :

∀x ∈ R
+, Ps,tf(x) = E(f(Xt)|Xs = x).

La famille (Ps,t)s,t∈R+ est appelée la fonction de transition du processus (Xt)t∈R+ .

Pour une définition plus générale et plus formelle des fonctions de transition, on peut se

reporter à [54].

Proposition 1.3.1. Le processus X est un processus de Markov :

∀ f ∈ C∞ bornée, ∀ 0 ≤ s ≤ t, E (f(Xt)|Fs) = Ps,tf(Xs)

avec Fs := σ (Xu, u ≤ s) la filtration naturelle du processus. De plus, le processus est

homogène :

∀ s, t ≥ 0, E (f(Xt)|Fs) = P0,t−sf(Xs) := Pt−sf(Xs).

On dit alors que (Pt)t≥0 est le semi-groupe du processus (Xt)t∈R+ .

Démonstration. Soit s, t ≥ 0, avec s ≤ t. Il faut montrer que Us,t+s est indépendant de

Fs la tribu engendrée par Xu, pour u ≤ s pour avoir la propriété de Markov et montrer

que Us,t+s a même loi que U0,t pour avoir l’homogénéité. Pour l’indépendance de Us,t+s

avec Fs, il suffit de montrer que pour tout évènement A ∈ Fs et fonction f borélienne

bornée, les variables aléatoires f(Us,t+s) et 1A vérifient l’égalité suivante :

E (f(Us,t+s)1A) = E (f(Us,t+s))E(1A) = E (f(U0,t))P(A)

par hypothèse d’homogénéité. Soit donc A un évènement de Fs et f une fonction boré-

lienne bornée. On calcule E (f(Us,t+s)1A) en conditionnant par le nombre de sauts aux

instants s et t+ s :

E (f(Us,t+s)1A)

=
∑

0≤n≤m<+∞
E
[
f (Us,t+s)

∣∣Nt+s = m,Ns = n,A
]
P (Nt+s = m,Ns = n,A)

=
∑

0≤n≤m<+∞
E

[
f

(
m∑

i=n+1

Eie
−γ(t+s−Ti)

)
∣∣Nt+s = m,Ns = n,A

]
P (Nt = m− n)P (Ns = n,A)

par stationnarité et indépendance des accroissements du processus de Poisson. De plus,

les Ei ont même loi et les Ti pour i compris entre n + 1 et m conditionnellement à

Nt+s = m et Ns = n, ont la même loi qu’un échantillon réordonné de m − n variables

indépendantes U(i) de loi uniforme sur [s; t+ s]. On a alors :

E (f(Us,t+s1A)) =
∑

0≤n≤m<+∞
E

[
f

(
m−n∑

i=1

Eie
−γ(t+s−U(i))

)]
P (Nt = m− n)P (Ns = n,A)
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Pour se ramener à la variables U0,t, on écrit U(i) ∼ Ũ(i) + s où Ũ(i) ∼ U[0;t] et on a alors :

E (f(Us,t+s1A))

=
∑

0≤n≤m<+∞
E

[
f

(
m−n∑

i=1

Eie
−γ(t−Ũ(i))

)]
P (Nt = m− n)P (Ns = n,A)

=
∑

0≤n≤m<+∞
E

[
f

(
m−n∑

i=1

Eie
−γ(t−Ti)

)
∣∣Nt = m− n

]
P (Nt = m− n)P (Ns = n,A)

car les Ti pour i compris entre 1 et m−n conditionnellement à Nt = m−n (et à N0 = 0)

ont même loi que les Ũ(i). Donc :

E (f(Us,t+s1A)) =
∑

n≥0

E

[
f

(
Nt∑

i=1

Eie
−γ(t−Ti)

)]
P (Ns = n,A)

= E (f (U0,t))P(A)

ce qui permet de conclure sur le caractère markovien du processus s’il est homogène.

L’homogénéité est obtenue en prenant A = Ω :

E (f(Us,t+s)) = E (f (U0,t)) .

Pour déterminer la transformée de Laplace de (Xt)t∈R+ , nous allons utiliser son généra-

teur infinitésimal, en tant que processus de Markov. Soit f une fonction C∞, bornée. Le

générateur infinitésimal de X est défini par :

∀x ∈ R
+, Lf(x) = lim

t→0

(
1

t
Ptf(x)− f(x)

)
(1.3.1)

où (Pt)t≥0 est le semi-groupe associé au processus (Xt)t≥0. On rappelle les propriétés de

semi-groupe, qui seront utilisées dans la suite, avant de donner l’expression du générateur

infinitésimal :

Proposition 1.3.2. Le semi-groupe (Pt)t≥0 vérifie les propriétés suivantes :

1. P0 = Id

2. Pour toute fonction f de classe C∞ bornée, f ≥ 0 ⇒ Ptf ≥ 0

3. Pour tous réels positifs s et t, Pt+sf = (Ps ◦ Pt)f

4. Pour tout réel positif, PtLf = LPtf où L est le générateur infinitésimal de X défini

dans l’équation (1.3.1).

Démonstration. La première propriété est évidente, la deuxième aussi car elle vient des

propriétés de l’intégrale. Pour la troisième propriété, on utilise la propriété de Markov
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puis l’homogénéité du processus

Pt+sf(x) = E (f(Xt+s)|X0 = x)

= E [E (f(Xt+s)|X0 = x) |X0 = x,Xs]

= E [E (f(Xt+s)|X0 = x,Xs) |X0 = x]

= E [E (f(Xt+s)|Xs) |X0 = x]

= E [Ptf(Xs)|X0 = x]

= (Ps ◦ Pt)f(x)

La dernière propriété s’obtient avec une inversion limite intégrale : le fait que f soit

bornée permet d’utiliser le théorème de convergence dominée.

Proposition 1.3.3. Pour tout nombre réel positif x, le générateur infinitésimal du pro-

cessus X est donné par :

Lf(x) = ν

∫ +∞

0

(f(x+ y)− f(x))λe−λydy − γxf ′(x)

Démonstration. Soit f une fonction de classe C∞, bornée. On va calculer Ptf(x) =

E (f(Xt)|X0 = x) en conditionnant par la valeur deNt. On rappelle que pour tout t ∈ R
+,

Nt est le nombre de sauts que le processus X aura eu avant l’instant t. Les valeurs

importantes de Nt seront Nt = 0, c’est-à-dire avant le premier saut du processus, où

l’évolution est purement déterministe, et Nt = 1. Nous verrons que quand Nt ≥ 2, les

termes apparaissant dans E (f(Xt)|X0 = x) deviennent négligeables.

E (f(Xt)|X0 = x) = E (f(Xt)1Nt=0|X0 = x)︸ ︷︷ ︸
(1)

+E (f(Xt)1Nt=1|X0 = x)︸ ︷︷ ︸
(2)

+E (f(Xt)1Nt≥2|X0 = x)︸ ︷︷ ︸
(3)

Nous allons donner le comportement de chacun de ces trois termes quand t tend vers 0.

Pour le terme (1), il n’y pas encore de sauts donc la croissance est déterministe :

(1) = E
(
f(e−γtx)1Nt=0|X0 = x

)

= f(e−γtx)P(Nt = 0)

= f(e−γtx)e−νt

= (f(x)− γtxf ′(x) + o(t))(1− νt+ o(t))

= f(x)− νt

∫ +∞

0

f(x)λe−λydy − γtf ′(x)x+ o(t).

Pour le terme (2), Nt = 1 équivaut à T1 ≤ t < T2 , et dans ce cas, Xt = e−γ(t−T1)XT1 .
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Or, comme T0 = 0

XT1 = e−γT1X0 + E1.

De plus T1 = T1 − T0 suit une loi exponentielle de paramètre ν et comme la variable

T2 − T1 suit aussi de loi exponentielle de paramètre ν, on a alors :

(2) = E
(
f(Xt)1Nt=1|X0 = x

)

= E

(
f
(
e−γ(t−T1)(e−γT1X0 + E1)

)
10≤t−T1<T2−T1

|X0 = x
)

=

∫ t

0

∫ +∞

t−s1

∫ +∞

0

f
(
e−γ(t−s1)(e−γs1x+ y)

)
λe−λyνe−νs2νe−νs1dyds2ds1

=

∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2

∫ +∞

0

f
(
(x+ yeγs1)e−γt

)
λe−λydyds2ds1

On pose pour t ∈ R
+ et 0 ≤ s1 ≤ t la fonction g définie par :

g(s1, t) = f
(
(x+ yeγs1)e−γt

)

et on en effectue un développement limité en (0, 0) :

g(s1, t) = g(0, 0) +Dg(0, 0).(s1, t) + o(s1, t)

= f(x+ y) + s1
∂

∂s1
g(0, 0) + t

∂

∂t
g(0, 0) + o(s1, t)

= f(x+ y) + γs1yf
′(x+ y)− γtf ′(x+ y) + o(s1, t)

On intègre alors les trois premiers termes de ce développement limité entre 0 et +∞ dans

l’expression de (2).

Le premier terme ne dépend ni de s1 ni de s2 :

∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2

∫ +∞

0

f(x+ y)λe−λydyds2ds1

=

∫ +∞

0

f(x+ y)λe−λydy ×
∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2ds2ds1

= νte−νt

∫ +∞

0

f(x+ y)λe−λydy

Le deuxième terme ne dépend que de y et de s1 :

∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2

∫ +∞

0

γs1f
′(x+ y)λe−λydyds2ds1

= γ

∫ +∞

0

f ′(x+ y)λe−λydy ×
∫ t

0

s1νe
−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2ds2ds1

= γ

∫ +∞

0

f ′(x+ y)λe−λydy ×
∫ t

0

s1νe
−νs1ds1

= γνe−νt t
2

2

∫ +∞

0

f ′(x+ y)λe−λydy
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Le troisième terme lui aussi ne dépend ni de s1 ni de s2 :

∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2

∫ +∞

0

γtf ′(x+ y)λe−λydyds2ds1

= γνe−νtt2
∫ +∞

0

f ′(x+ y)λe−λydy

Pour le terme o(s1, t) du développement limité précédent, pout tout ǫ > 0, il existe δ > 0

tel que

||(t, s1)|| ≤ δ ⇒ |o(t, s1)| ≤ ǫ||(t, s1)||,

où ||.|| désigne la norme euclidienne sur R
2. On a alors, pour |t| ≤ δ

2 :

∣∣∣∣
∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2

∫ +∞

0

o(t, s1)λe
−λydyds2ds1

∣∣∣∣

≤
∫ t

0

νe−νs1

∫ +∞

t−s1

νe−νs2

∫ +∞

0

ǫ||(t, s1)||λe−λydyds2ds1

≤
∫ t

0

νe−νs1ǫ||(t, s1)||e−ν(t−s1)ds1

≤
∫ t

0

νe−νtǫ
√
t2 + s21ds1

≤ Ctet2ǫ

ce qui montre que

(2) = νte−νt

∫ +∞

0

f(x+ y)λe−λydy + γνe−νt t
2

2

∫ +∞

0

f ′(x+ y)λe−λydy + o(t2)

Comme γνe−νt t2

2

∫ +∞
0

f ′(x+ y)λe−λydy = O(t2), on a finalement :

(2) = νte−νt

∫ +∞

0

f(x+ y)λe−λydy +O(t2)

Enfin, pour le terme (3), la probabilité que le nombre de sauts soit supérieur à 2 est

négligeable :

|(3)| = |E (f(Xt)1Nt≥2|X0 = x)| ≤ ||f ||∞P(Nt ≥ 2)

et la probabilité P(Nt ≥ 2) = 1− e−νt − νte−νt, donc quand t→ 0, (3) = O(t2).

On en déduit alors, en regroupant les termes (1), (2) et (3) :

E
(
f(Xt)|X0 = x

)
= f(x) + νt

∫ +∞

0

(
f(x+ y)− f(x)

)
λe−λydy + γtxf ′(x) +O(t2)

Comme Lf(x) = limt→0
1
t

(
E
(
f(Xt)|X0 = x

)
− f(x)

)
, on trouve bien :

Lf(x) = ν

∫ +∞

0

(f(x+ y)− f(x))λe−λydy − γxf ′(x)
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En fait, la condition C∞ de la fonction n’est pas nécessaire pour obtenir l’expression du

générateur infinitésimal. Il suffit que la fonction f soit de classe de classe C1 et vérifie

une propriété de domination.

Proposition 1.3.4. Soit f une fonction de classe C1 sur R
+ vérifiant pour tout x ∈

R
+, |f(x)| < Ceδx, avec C ∈ R

+ et δ ∈]0;λ[. On peut définir Ptf(x) et le générateur

infinitésimal Lf qui vaut alors pour tout x ∈ R
+ :

Lf(x) = ν

∫ +∞

0

(f(x+ y)− f(x))λe−λydy − γxf ′(x)

Démonstration. Le terme de droite de l’expression est bien défini. En effet, pour tout

x ∈ R
+, la fonction y 7→ f(x+ y)λe−λy appartient bien à L1(R+) car

∫ +∞

0

|f(x+ y)λe−λy|dy ≤
∫ +∞

0

|Ceδ(x+y)λe−λy|dy < +∞

et δ < λ. De plus, ∀x ∈ R
+, Ptf(x) est bien défini, c’est-à-dire que E (|f(Xt)||X0 = x)

est intégrable. En effet, Xt peut s’écrire :

Xt =

Nt∑

i=1

Eie
−γ(t−Ti) +X0e

−γt

et donc pour tout x ∈ R
+, en conditionnant par la valeur de Nt :

E (|f(Xt)||X0 = x) ≤ E
(
CeδXt |X0 = x

)

≤ E

[
Cexp

(
δ

Nt∑

i=1

Eie
−γ(t−Ti) + δX0e

−γt

)
|X0 = x

]

≤ E

[
Cexp

(
δ

Nt∑

i=1

Ei + δxe−γt

)]

≤ eδxe
−γt ∑

k≥0

E

[
Cexp

(
δ

Nt∑

i=1

Ei

)
|Nt = k

]
P(Nt = k)

≤ Ceδxe−γt
∑

k≥0

[
E
(
eδE1

)]k
e−νt (νt)

k

k!

puisque les variables (Ei)i∈N∗ sont i.i.d. La somme obtenue à droite est finie si la trans-

formée de Laplace de E1 appliquée en δ est finie, ce qui est vrai car δ < λ. On a alors

|Ptf(x)| < +∞ et donc Lf(x) est bien défini. On obtient son expression de la même

façon que dans la démonstration de la Proposition 1.3.3.
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1.4 Transformée de Laplace

Dans [39] ou dans [18], on trouve une expression de la transfomée de Laplace d’un pro-

cessus shot-noise, obtenue en utilsant la théorie des martingales. Dans notre cas, les

paramètres du modèle ν, γ et ν ne dépendent pas du temps, on a donc une formule

plus simple, obtenue grâce à l’expression du générateur infinitésimal de X donné dans

la Proposition 1.3.4. Nous donnerons également l’expression des deux premiers moments

de (Xt)t∈R+ et nous en donnerons le comportement asymptotique.

Théorème 1.4.1. La transformée de Laplace de Xt s’exprime par :

∀ t ∈ R
+, ∀ s < λ, L(t, s) := E

(
esXt

)
= E

(
ese

−γtX0

)(λ− se−γt

λ− s

) ν
γ

.

Avant de démontrer le théorème, on montre le résultat suivant, qui énonce le fait que la

fonction L est solution d’une équation aux dérivées partielles :

Lemme 1.4.1. Soit L(t, s) = E(esXt) la transformée de Laplace de Xt, définie pour tous

t ≥ 0 et s < λ. L est solution de l’équation :

∂

∂t
L(t, s) = −γs ∂

∂s
L(t, s) + ν

s

λ− s
L(t, s).

Démonstration. On conditionne par la valeur initiale X0 de manière à faire apparaître

le générateur infinitésimal de (Xt)t∈R+ :

L(t, s) = E
(
esXt

)

=

∫
E
(
esXt |X0 = x

)
dPX0

(x)

=

∫
Ptf(x)dPX0

(x),

où f(x) = esx vérifie bien la condition de domination de la Proposition 1.3.4. Si on peut

dériver sous l’intégrale, on a ∂
∂tL(t, s) =

∫
∂
∂tPtf(x)dPX0

(x). Or, ∂
∂tPtf(x) = LPtf(x) =

PtLf(x) d’après les propriétés de semi-groupe (Proposition 1.3.2), il faut donc calculer

Lf(x) :

Lf(x) = −γxsesx + ν

∫ +∞

0

(
es(x+y) − esx

)
λe−λydy

= −γxsesx + νesx
(∫ +∞

0

λe(s−λ)ydy −
∫ +∞

0

λe−λydy

)

= −γxsesx + νesx
(

λ

λ− s
− 1

)

= −γxsesx + νf(x)

(
s

λ− s

)
.

Donc pour tout x ∈ R
+, PtLf(x) = −γsPtg(x)+ν

(
s

λ−s

)
Ptf(x), où g(x) = xesx , par
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linéarité de l’opérateur Pt. On a alors :

∂

∂t
L(t, s) = −γs

∫
E
(
Xte

sXt |X0 = x
)
dPX0

(x) + ν

(
s

λ− s

)∫
E
(
esXt |X0 = x

)
dPX0

(x)

= −γsE
(
Xte

sXt
)
+ ν

(
s

λ− s

)
E
(
esXt

)

= −γs ∂
∂s

L(t, s) + ν

(
s

λ− s

)
L(t, s).

La dérivation sous l’intégrale est justifiée par la majoration suivante :

∣∣∣∣
∂

∂t
Ptf(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−γsPtg(x) + ν

(
s

λ− s
Ptf(x)

)∣∣∣∣ ≤ |−γsPtg(x)|+ ν

(
s

λ− s

)
|Ptf(x)| .

Or, |Ptg(x)| < +∞ car g vérifie la condition de domination énoncée dans la Proposition

1.3.4. En effet, comme s < λ, il existe ǫ > 0 tel que ǫ+ s < λ. On prend donc C = 1 et

δ = ǫ+ s < λ et on a bien |g(x)| < eǫxesx.

Démonstration du Théorème 1.4.1. On cherche à écrire pour tout t ∈ R
+, la transformée

de Laplace L de Xt sous la forme :

∀ s < λ, L(t, s) = eG(t,s)Ψ(s). (1.4.1)

On a donc d’apès le Lemme 1.4.1 :

ν
s

λ− s
L(t, s) =

∂

∂t
G(t, s)L(t, s) + γs

(
∂

∂s
G(t, s)L(t, s) + Ψ′(s)eG(t,s)

)

=

(
∂

∂t
G(t, s) + γs

∂

∂s
G(t, s)

)
L(t, s) + γsΨ′(s)eG(t,s)

Comme L(t, s) > 0, on a équivalence entre l’équation de transport suivante :

∂

∂t
G(t, s) + γs

∂

∂s
G(t, s) = 0 (1.4.2)

et l’équation :

γsΨ′(s)eG(t,s) = ν
s

λ− s
L(t, s) (1.4.3)

Comme L(t, s) = eG(t,s)Ψ(s), l’équation (1.4.3) se réécrit sous la forme :

Ψ′(s)
Ψ(s)

=
ν

γ

1

λ− s
. (1.4.4)

Donc, en choisissant

Ψ(s) =

(
1

λ− s

) ν
γ

, (1.4.5)

on obtient une expression de Ψ qui satisfait l’équation (1.4.4). DoncG(t, s) = ln (L(t, s)/Ψ(s))

satisfait l’équation (1.4.2).

On affirme que cela implique que G(t, s) = G(0, se−γt). En effet, on considère le système
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différentiel : {
y′(t) = γy(t)

y(0) = s

de solution y(t) = seγt. Montrons que t 7→ G(t, y(t)) est constante :

d

dt
G(t, y(t)) =

∂

∂t
G(t, y(t)) + y′(t)

∂

∂s
G(t, y(t))

=
∂

∂t
G(t, y(t)) + γy(t)

∂

∂s
G(t, y(t))

= 0 car G est solution de (1.4.2).

On a donc G(t, y(t)) = G(0, y(0)). Or, y(t) = seγt, d’où, pour tous t ∈ R
+ et s < λ :

G(t, seγt) = G(0, s)

ou encore G(t, s′) = G(0, s′e−γt) grâce au changement de variables s′ = seγt. Donc

L(t, s) = eG(0,se−γt)Ψ(s). Il faut donc déterminer eG(0,se−γt). On a, d’après (1.4.1) pour

t = 0 :

eG(0,s)Ψ(s) = L(0, s) = E
(
esX0

)
.

Donc

eG(0,se−γt) =
E

(
ese

−γtX0

)

Ψ(se−γt)
.

Finalement, on obtient :

L(t, s) = eG(0,se−γt)Ψ(s)

=
E

(
ese

−γtX0

)

Ψ(se−γt)
Ψ(s)

= E

(
ese

−γtX0

)(λ− se−γt

λ− s

) ν
γ

d’après l’expression de Ψ donnée dans l’équation (1.4.5).

Grâce à la transformée de Laplace du processus (Xt)t∈R+ , on peut obtenir, pour tout réel

positif t, les moments de Xt conditionnellement à la valeur initiale X0. Cependant, on

peut les obtenir simplement avec l’expression du générateur obtenu dans la Proposition

1.3.4.

On déduit de la Proposition 1.3.4 l’espérance du processus (Xt)t∈R+ .

Corollaire 1.4.1. Pour tout t ∈ R
+ et x ∈ R

+,

E(Xt|X0 = x) =
ν

λγ
+

(
x− ν

λγ

)
e−γt

Démonstration. Il s’agit de déterminer pour tout x ∈ R
+ la fonction u définie sur R

+

par

u(t) = PtId(x), (1.4.6)
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où Id désigne la fonction identité sur R. Grâce à la définition du générateur infinitésimal

et au point 3. de la Proposition 1.3.2, on l’égalité :

∂

∂t
Ptf(x) = LPtf(x)

et grâce au point 4. de la Proposition 1.3.2 on sait que :

LPtf(x) = PtLf(x).

On prend f = Id et on calcule LId(x) à l’aide de l’expression obtenue dans la Proposition

1.3.4.

LId(x) = −γx+ ν

∫ +∞

0

λye−λydy

= −γx+
ν

λ
.

Donc, PtLId(x) = −γPtId(x) +
ν
λ , par linéarité de l’opérateur Pt, c’est-à-dire u′(t) =

−γu(t) + ν
λ et u(0) = x. Finalement,

u(t) = E(Xt|X0 = x) =

(
x− ν

λγ

)
e−γt +

ν

λγ
.

On en déduit également le moment d’ordre 2 de (Xt)t∈R+ .

Corollaire 1.4.2.

E(X2
t |X0 = x) =

ν

λ2γ

(
1 +

ν

γ

)(
1− e−2γt

)
+

2ν

γλ

(
x− ν

λγ

)
te−γt + x2e−2γt

Démonstration. On raisonne de la même manière que pour déterminer l’espérance de

(Xt)t∈R+ . On cherche à déterminer la fonction v définie pour tout x ∈ R
+ par :

v(t) = Ptf(x),

où f(x) = x2. On calcule Lg(x) avec l’expression obtenue dans la Proposition 1.3.4.

Lf(x) = −2γx2 + ν

∫ +∞

0

y2λe−λydy + 2νx

∫ +∞

0

yλe−λydy

= −2γx2 +
2ν

λ2
+

2xν

λ
.

Donc PfLf(x) = −2γPtf(x) +
2ν
λ2 + 2ν

λ PtId(x). Or,

PtId(x) = E(Xt|X0 = x),

donc d’après le Corollaire 1.4.1 et la relation u′(t) = LPtf(x) = PtLf(x), la fonction v
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est solution de l’équation différentielle suivante :

v′(t) = −2γv(t) +
2ν

λ2
+

2ν

λ

(
ν

λγ
+

(
x− ν

λγ

)
e−γt

)

= −2γv(t) +A+Be−γt

avec A = 2ν
λ2 +

2ν2

λ2γ et B = 2ν
λ

(
x− ν

λγ

)
. La solution de cette équation vérifiant v(0) = x2

est donnée par :

v(t) =
A

2γ

(
1− e−2γt

)
+
B

γ
e−γt + x2e−2γt

ce qui donne bien le résultat recherché.

L’expression de la transformée de Laplace permet également de connaître l’évolution de

la loi du processus (Xt)t∈R+ . Ici, on a une convergence vers une loi connue.

Corollaire 1.4.3. Lorsque t tend vers +∞, le processus (Xt)t∈R+ converge en loi vers

une loi gamma Γ
(

ν
γ , λ

)
.

Démonstration. On fait tendre t vers +∞ dans l’expression de la transformée de Laplace

L de Xt et on reconnait la transformée de Laplace d’une loi Gamma.

On définit la variable

Y0 =
−1∑

i=−∞
Eie

−γ
(
t+T

(2)
−i

)

où le processus T =
(
...,−T (2)

2 ,−T (2)
1 , T0, T1, T2, ...

)
obtenu avec le processus de Poisson

T (2) sur R
+ d’intensité λ indépendant du processus T , est un processsus de Poisson

homogène sur R d’intensité λ, et où les variables (Ei)i∈Z− sont des variables i.i.d. de loi

exponentielle de paramètre λ. On peut alors définir le processus Y = (Yt)t∈R+ par :

Yt =

+∞∑

i=0

Eie
−γ(t−Ti)1{Ti≤t} + e−γtY0

Le processus Y est également solution de l’équation (1.2.1). De plus, Y peut s’écrire pour

tout t ∈ R
+ :

Yt =

+∞∑

i=−∞
Eig

(
t− T i

)

où g(x) = e−γx
1{x≥0}. Comme le processus T est un processus de Poisson homogène sur

R, le processus Y est un processus shot-noise stationnaire ([25]) et suit donc d’après le

Corollaire 1.4.3 une loi Γ
(

ν
γ , λ

)
. On obtient ainsi que por tout t > 0 :

|Xt − Yt| ≤ e−γt|X0 − Y0|,

ce qui donne la convergence vers la loi stationnaire à vitesse exponentielle.
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Figure 1.4.1 – Trajectoire (Xt)0≤t≤100 obtenues avec un pas de temps égal à 1, X0 = 6,

γ = −ln(0.5), λ = 1, ν = 0.3, comparée à la moyenne et à l’écart-type d’une loi Γ( νγ , λ)

(lignes pointillées ).

Dans de nombreuses simulations de cette thèse nous choisirons de simuler la variable X0

selon une loi Γ( νγ , λ) afin d’avoir un signal stationnaire.

1.5 Effet d’un changement d’échelle

Dans la pratique, on pourra être amené à observé des signaux à la seconde, puis toutes

les dix secondes ou toutes les vingt secondes, donc introduire un sous-échantillonnage des

données. On donne donc les conséquences d’une étude du processus (Xrt)t∈R+ pour un

facteur d’échelle r > 0.

D’après la Remarque 1.2.1, on peut écrire pour tout t ≥ 0 :

Xrt =

Nrt∑

i=1

Eie
−γr(t−Ti

r ) +X0e
−γrt.

Donc, comme les réels Ti

r sont les points d’un processus de Poisson d’intensité νr et

Nrt =
∑

i 1Ti≤rt =
∑

i 1Ti/r≤t, on obtient un modèle shot-noise où les paramètres sont

donnés dans le tableau ci-dessous :

taux de clairance taux de sauts hauteur moyenne des sauts
processus (Xt)t∈R+ γ ν 1/λ
processus (Xrt)t∈R+ γr νr 1/λ

Table 1.5.1 – Paramètres du modèle shot-noise (Xt)t∈R+ et du modèle shot-noise
(Xrt)t∈R+ .

On illustre ce sous-échantillonage dans la Figure 1.5 en simulant une trajectoire de 500
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valeurs espacées d’un pas de temps égal à 1, puis en comparant avec la même trajectoire

observée toutes les 10 ou 20 valeurs :

Figure 1.5.1 – Trajectoire (Xt)0≤t≤500, γ = −ln(0.5), λ = 1, ν = 0.3, X0 tirée selon une

loi γ( νγ , λ) (en haut), comparée à la trajectoire (X10t)0≤t≤50 (en bas à gauche) et à la

trajectoire (X20t)0≤t≤25 (en bas à droite).

Le signal semble moins bruité et on observe moins de sauts quand le facteur d’échelle r

augmente, ce qui rend difficile la détection des sauts.



26 CHAPITRE 1. MODÉLISATION CONTINUE



Chapitre 2

Modèle discret

2.1 Motivation

L’expérience biologique consiste à mesurer, par des techniques de fluorescence, la concen-

tration du calcium dans les neurones à chacun de n instants, n ∈ N
∗. On va donc dis-

crétiser le modèle de la section précédente : soit ∆t un pas de temps. L’équation (1.2.2)

permet d’écrire pour tout entier naturel k ∈ {0, ..., n} :

X(k+1)∆t = e−γ∆tXk∆t + Uk∆t,(k+1)∆t

Dans les expériences que nous considèrerons, ∆t correspondra souvent à une seconde.

Par propriété de changement d’échelle, en supposant ∆t = 1 et quitte à changer les

paramètres, on réécrit l’équation précédente :

Xk+1 = φXk + Uk+1 (2.1.1)

où les accroissements Uk := Uk−1,k sont des de variables i.i.d. qui correspondent à la

quantité de calcium relarguée dans le neurone et φ = e−γ ∈]0, 1[, lié à la clairance du

neurone. Ce chapitre propose une estimation des différents paramètres. L’équation (2.1.1)

permet de définir un processus autorégréssif d’ordre 1 (AR(1)). Ce modèle simple trouve

de nombreuses applications en analyse de données, permettant d’inclure une corrélation

entre les erreurs ([2]). Dans notre cas particulier, les innovations sont positives et le

coefficient φ appartient à l’intervalle ]0, 1[. Nous donnerons dans une première partie

des propriétés générales de ces processus AR(1), puis dans une seconde partie, nous les

appliquerons à notre modèle pour une première estimation classique des paramètres.

Enfin, nous donnerons une autre estimation, utilisant les propriétés particulières qu’ont

les innovations (Uk)k≥1.

27
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2.2 Généralités sur les modèles AR(1)

Les définitions générales suivantes sont extraites de [10]. Nous commençons par introduire

la notion de stationnarité.

Définition 2.2.1. Une série temporelle (Wk)k∈Z
est stationnaire si pour tout j ∈ N

∗ et

t1, ..., tj , h ∈ Z. les vecteurs (Wt1+h, ...,Wtj+h) et (Wt1 , ...,Wtj ) ont même loi.

Pour définir les processus AR(1), nous avons besoin d’introduire la notion de fonction

d’auto-covariance.

Définition 2.2.2. Soit (Wk)k∈Z
une série temporelle, de variance finie pour tout k ∈ Z.

La fonction d’auto-covariance de (Wk)k∈Z
, γW (., .) est définie de Z× Z dans R

+ par :

∀r, s ∈ T, γW (j, k) := Cov (Wj ,Wk) = E (WjWk)− E(Wj)E(Wk).

La fonction d’auto-covariance mesure comment les valeurs d’une série temporelle à deux

instants distincts sont liées. La proposition suivante énonce deux propriétés d’un proces-

sus stationnaire, qui correspondent à la notion de stationnarité large qu’on trouve parfois

dans certains ouvrages.

Proposition 2.2.1. Une série temporelle (Wk)k∈Z
stationnaire et qui admet un moment

d’ordre 2 fini vérifie :

1. L’espérance est constante au cours du temps : pour tout k ∈ Z, E(Wk) = µ,

2. La fonction d’auto-covariance est stable par translation temporelle : pour tous

j, k, l ∈ Z, γW (j + l, k + l) = γW (j, k).

Définition 2.2.3. Soit (Wk)k∈Z
un processus stationnaire vérifiant la relation :

Wk+1 = m+ φWk + Zk+1, (2.2.1)

où m ∈ R, (Zk)k∈Z
est un bruit blanc, c’est-à-dire une suite de variables aléatoires i.i.d.

centrées, et φ ∈ R. On dit que le processsus (Wk)k∈Z
est autorégressif d’ordre 1 (AR(1)).

Remarque 2.2.1. Les processus AR(1) sont un cas particulier des processus autorégres-

sifs à moyonne mobile d’ordre (p, q) (ARMA(p, q)), où p et q sont deux entiers naturels.

Dans la suite, on considèrera un tel processus (Wk)k∈Z
dont les innovations (Zk)k∈Z

sont

i.i.d. de variance σ2.

On définit un opérateur B dit « opérateur de retard » ou « opérateur de shift » tel que

pour toute série temporelle (Wk)k∈Z, pour tous k, j ∈ Z :

(BjW )k =


(B ◦ · · · ◦B︸ ︷︷ ︸

j fois

)(W )




k

:=Wk−j .

On peut alors écrire la définition d’un processus AR(1) de manière plus condensée : pour

tout k ∈ Z,

Φ(B)Wk = m+ Zk,
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où Φ(B) = 1 − φB. En général, l’opérateur Φ(B) n’est pas inversible, à moins de se

restreindre aux processus stationnaires :

Proposition 2.2.2. Si |φ| < 1, il existe une unique solution stationnaire (Wk)k∈Z
de

l’équation (2.2.1) définie par :

Wk =
+∞∑

j=0

φjZk−j +
m

1− φ
(2.2.2)

Son espérance est donnée pour tout k ∈ N par :

E(Wk) =
m

1− φ

et sa fonction d’auto-covariance est donnée pour tous j, k ∈ N par :

γW (j, k) =
σ2

1− φ2
φ|j−k|.

Démonstration. On montre d’abord que le processus (Wk)k∈Z est bien défini, c’est-à-dire

que la suite W
(p)
k :=

∑p
j=0 φ

j(Zk−j +m) converge quand p tend vers +∞. Pour cela, on

montre qu’elle est de Cauchy. Soit p et q dans N
∗ :

∣∣∣
∣∣∣W (p+q)

k −W
(p)
k

∣∣∣
∣∣∣
L2

=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

p+q∑

j=p+1

φj (Zk−j +m)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
L2

≤
p+q∑

j=p+1

|φ|j ||Zk−j +m||L2

≤ ||Z1 +m||L2

|φ|p+1

1− |φ| .

Donc ∣∣∣
∣∣∣W (p+q)

k −W
(p)
k

∣∣∣
∣∣∣
L2

−→
p→+∞

0

et pour tout k ∈ Z :

W
(p)
k

L2

−→
p→+∞

Wk

donc la variable Wk est bien définie. On montre que le processus (Wk)k∈Z
est solution

de l’équation (2.2.1) :

φWk + Zk+1 =
+∞∑

j=0

φj+1 (Zk−j +m) + Zk+1

=
+∞∑

j=1

φj (Zk+1−j +m) + Zk+1

= Wk+1 − Zk+1 −m+ Zk+1

= Wk+1 −m.
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Donc (Wk)k∈Z
est bien solution de l’équation 2.2.1.

Le processus (Wk)k∈Z
est stationnaire car les variables (Zk)k∈Z

sont i.i.d. centrées de

variance σ2. De plus, ses deux premiers moments sont donnés par E(Wk) = m
1−φ et

V(Wk) =
∑+∞

j=0 φ
2jσ2 = σ2

1−φ2 < ∞. Pour la covariance on a pour deux entiers naturels

k ≤ j :

Cov(Wk,Wj) = Cov

(
+∞∑

i=0

φiZk−i,

+∞∑

l=0

φlZj−l

)

=
+∞∑

i=0

+∞∑

l=0

φiφl Cov (Zk−i, Zj−l)

=

+∞∑

i=0

φ2i+j−k
V(Zk−i)

=
σ2

1− φ2
φj−k

ce qui donne l’expression de la covariance du processus (Wk)k∈Z
. En particulier pour tous

j, k, l ∈ Z, γW (j + l, k + l) = γW (j, k).

Pour conclure il ne reste que l’unicité. Soit W k une solution stationnaire de l’équation

(2.2.1). En écrivant pour tout k ∈ N et j ≤ k :

W k = m+ φW k−1 + Zk

= m+mφ+ φ2W k−2 + φZk−1 + Zk

= . . .

= φj+1W k−j−1 +

j∑

i=0

φi(Zk−i +m)

on montre que pour tout k ∈ N, la suite
∑j

i=0 φ
jZk−i converge aussi vers W k en norme

L2 quand j tend vers +∞ :

E



(
W k −

j∑

i=0

φj(Zk−i +m)

)2

 = E

((
φj+1W k−j−1

)2)

= φ2j+2
E

((
W k−j−1

)2)
.

En utilisant le fait que |φ| < 1, que le processus (W k)k∈N est stationnaire, et donc que

E

((
W k−j−1

)2)
est fini et ne dépend pas de j, en faisant tendre j vers +∞, on conclut

que pour tout k ∈ N, W k =Wk d’où l’unicité de la solution stationnaire.

Cette expression permet de donner la fonction d’auto-corrélation de (Wn)n∈Z dont on

rappelle la définition.

Définition 2.2.4. Pour une série temporelle stationnaire (Wk)k∈Z
, on notera pour tout

h ∈ Z, γW (h) := γW (0, h) et on définit la fonction d’auto-corrélation ρW de (Wk)k∈Z



2.2. GÉNÉRALITÉS SUR LES MODÈLES AR(1) 31

pour tout h ∈ Z par :

ρW (h) =
γW (h)

γW (0)
.

Dans le cas des processus vérifiant l’équation (2.2.1), le corollaire suivant donne l’expres-

sion de la fonction d’auto-corrélation.

Corollaire 2.2.1. Pour tout entier relatif k, la fonction d’auto-corrélation est donnée

par :

ρW (k) =
Cov(Wk,W0)

V(W0)
= φ|k|.

Démonstration. On utilise l’expression de la fonction d’auto-covariance donnée par la

Proposition 2.2.2.

2.2.1 Estimation

Dans cette sous-section nous donnons des estimateurs des moments de la série station-

naire (Wk)k∈Z
définie dans la Proposition 2.2.2, à l’aide de la théorie ergodique que l’on

trouve notamment dans l’ouvrage de Paul Doukhan [22].

Proposition 2.2.3. On considère le processus stationnaire (Wk)k∈Z
de la Proposition

2.2.2. Si les innovations (Zk)k∈Z vérifient :

1. E (ln(|Z1|)+) < +∞
2. Z1 a une composante absolument continue non triviale,

alors le processus (Wk)k∈Z
est ergodique et on a pour toute fonction g de R dans R

vérifiant E (|g(W0)|) < +∞ la convergence suivante :

1

n

n∑

k=1

g(Wk) −→
n→+∞

E (g(W0)) p.s. et dans L1.

Démonstration. On note Fm
n , où n ≤ m sont deux nombres entiers, la tribu engendrée

par les variables Wj , n ≤ j ≤ m. Grâce au théorème de l’article [5], le processus est

fortement mélangeant c’est-à-dire que son coefficient de mélange fort αm défini pour tout

m ∈ N par :

αm = sup
{
P(E ∩ F )− P(E)P(F )

∣∣E ∈ Fn
0 , F ∈ F+∞

n+m, n ∈ Z
}
,

converge vers 0 quand m tend vers +∞. En particulier, d’après l’Exemple 9-1-3 de [22],

le processus (Wk)k∈Z
est ergodique. On peut donc appliquer le théorème ergodique et

d’après la Remarque 9-1-2 de [22], on a la convergence

1

n

n∑

k=1

g(Wk) −→
n→+∞

E (g(W0)) p.s. et dans L1.

On a également des résultats de normalité asymptique développés dans le cadre général

des séries temporelles, grâce au Théorème 7-2-1 de [10]. Avant d’énoncer ce résultat, on
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définit la moyenne empirique W du processus (Wk)k∈Z
par :

W =
1

n

n−1∑

k=0

Wk

et pour h ∈ N, on définit l’auto-corrélation ρ̂W (h) d’ordre h du processus (Wk)k∈Z
par :

ρ̂W (h) =

∑n−1
k=0

(
Wk −W

) (
Wk+h −W

)
∑n−1

k=0

(
Wk −W

)2 .

Théorème 2.2.1. Soit (Wk)k∈Z
un processus stationnaire de moyenne m s’écrivant :

Wk −m =
+∞∑

j=−∞
ψjZk−j

où les (Zk)k∈Z
sont centrés, i.i.d. de variance σ2, et où

∑+∞
j=−∞ |ψj | < +∞. On a alors :

√
n
(
W −m

) L−→
n→+∞

N


0, σ2

+∞∑

j=−∞
ψj




En supposant de plus que E
(
Z4
0

)
< +∞, on a :

√
n
(
t(ρ̂W (1), ..., ρ̂W (h))− t(ρW (1), ..., ρW (h))

) L−→
n→+∞

N (0, V )

où les coefficients de la matrice V sont, pour tous i, j ∈ {1, ..., h} :

vi,j =

+∞∑

k=−∞
[ρW (k + i)ρW (k + j) + ρW (k − i)ρW (k + j)

+ 2ρW (i)ρW (j)ρW (k)2 − 2ρW (i)ρW (k)ρW (k + j)− 2ρW (j)ρW (k)ρW (k + i)
]

2.3 Etude du processus (Xk)k∈{0,...,n}

Le but de cette partie est d’estimer les paramètres de notre modèle, défini par le pro-

cessus (Xk)k∈{0,...,n} (a priori non stationnaire) réalisant l’équation (2.1.1), où les in-

novations du processus sont les variables Uk = U(k−1)∆t,k∆t, définies dans le Chapitre

1. Nous étudierons la loi des innovations Uk et étudierons la convergence du processus

(Xk)k∈{0,...,n} vers un processus autorégressif d’ordre 1 stationnaire, quand n tend vers

l’infini. Ces propriétés permettront non seulement d’appliquer le Théorème 2.2.1 pour

estimer le coefficient d’autorégression φ, mais aussi de proposer un autre estimateur de

φ. De l’estimation du paramètre φ, nous pourrons déduire l’estimation des paramètres λ

et ν.
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2.3.1 Lien avec les processus autorégressifs d’ordre 1

Nous établissons ici le lien entre le processus shot-noise discrétisé (Xk)k∈{0,...,n} et un

processus autorégressif stationnaire. On rappelle que le processus (Uk)k∈{0,...,n} est une

suite de variables i.i.d. et que U1 est défini par U1 = U0,∆t et donc grâce à l’équation

(1.2.3), la variable U1 s’écrit :

U1 =

N∆t∑

i=1

Eie
−γ(∆t−Ti).

où ∆t est le pas de discrétisation et γ est le taux de clairance du neurone. On note

m = E(U1). L’équation (2.1.1) peut s’écrire pour tout k ∈ {0, ..., n}

Xk+1 = m+ φXk + (Uk+1 −m) (2.3.1)

Les innovations (Uk −m)k∈N∗ sont donc une suite de variables i.i.d. centrées.

On définit les variables Uk pour k ∈ Z comme des réalisations i.i.d. de la variable U1.

Proposition 2.3.1. Le processus (Yk)k∈N
défini par tout k ∈ N par :

Yk =
+∞∑

j=0

φjUk−j

est l’unique solution stationnaire de l’équation (2.1.1). De plus, l’écart entre le processsus

(Xk)k∈{0,...,n} et le processus (Yk)k∈{0,...,n} est donné pour tout k ∈ {0, ..., n} par :

Yk −Xk = φk(Y0 −X0).

Démonstration. Le fait que le processus (Yk)k∈N
soit l’unique solution stationnaire de

l’équation (2.1.1) vient de la Proposition 2.2.2, en prenant pour tout k ∈ N les variables

Zk = Uk −E(Uk) et m = E(Uk). De plus, on remarque qu’on peut écrire pour tout k ∈ N

et pour tout j ≤ k :

Xk = φkX0 +
k−1∑

j=0

φjUk−j .

Donc l’écart à la solution stationnaire (Yk)k∈N
vaut pour tout entier k ∈ {0, ..., n} :

Yk −Xk =

+∞∑

j=k

φjUk−j − φkX0

= φk
+∞∑

j=0

φjU−j − φkX0

= φk(Y0 −X0)
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2.3.2 Etude des innovations Uk

Pour pouvoir donner les moments du processus stationnaire (Yk)k∈N
défini dans la Pro-

position 2.3.1, nous étudions dans cette partie la loi des innovations (Uk)k∈{1,...,n}. On

rappelle que les variables Uk pour k ∈ {0, ..., n} sont i.i.d. et représentent la quantité

de calcium relarguée dans un neurone entre deux observations, réalisées aux instants

(k − 1)∆t et k∆t. On note PU leur loi commune. On donne ici certaines des propriétés

(moments, variations régulières) de la loi PU qui seront utiles dans la suite, notamment

pour l’estimation de φ.

Ces propriétés sont obtenues à partir de l’expression de sa transformée de Laplace, décrite

par la Proposition 2.3.2. D’après l’expression de U1, on est amené à faire la distinction

entre le cas où le processus continu (Xt)t∈R+ a eu un ou plusieurs sauts avant l’instant

∆t et le cas où il n’en a pas eu. On cherchera alors à exprimer la loi PU par :

dPU = e−νdδ0 + fU (x)dx, (2.3.2)

et donc on cherchera à déterminer la fonction fU . On commence par donner l’expres-

sion de la transformée de Laplace de U1, obtenue grâce à la transformée de Laplace du

processus continu (Xt)t∈R+ étudié dans le Chapitre 1.

Proposition 2.3.2. La transformée de Laplace LU de U1 est définie pour tout s < λ

par :

LU (s) = E
(
esU1

)
=

(
λ− sφ

λ− s

) ν
γ

Démonstration. En appliquant la décomposition U1 = X1 − φX0, si on conditionne par

la valeur initiale X0 du processus, pour tout s < λ on a :

LU (s) = E
(
esU1

)

=

∫
E

(
es(X1−φx)|X0 = x

)
dPX0

(x)

Par le Théorème 1.4.1, on a donc

LU (s) =

∫
esφx

(
λ− sφ

λ− s

) ν
λ

e−sφxdPX0(x),

ce qui donne bien l’expression recherchée.

On déduit de la transformée de Laplace de la variable U1 la fonction fU .

Corollaire 2.3.1. La fonction fU de l’expression (2.3.2) est définie pour tout x ∈ R

par :

fU (x) = e−ν
+∞∑

k=1

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k

λke−λx xk−1

(k − 1)!
1R+(x)
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où pour tout nombre réel a > 0 et tout entier naturel non nul k :

(
a

k

)
=
a(a− 1)...(a− k + 1)

k!

Démonstration. On utilise le fait que la transformée de Laplace d’une somme de fonctions

est la somme des transformées de Laplace et que la transformée de Laplace de la convolée

de fonctions est le produit des transformées de Laplace. Soit s < λ :

LU (s) =

(
λ− sφ

λ− s

) ν
γ

=

(
φ+

λ− λφ

λ− s

) ν
γ

= φ
ν
γ

(
1 +

λ

φ

1− φ

λ− s

) ν
γ

= e−ν

(
1 +

λ

φ

1− φ

λ− s

) ν
γ

car φ = e−γ . On peut appliquer la formule de Taylor si
∣∣∣λφ

1−φ
λ−s

∣∣∣ < 1, c’est-à-dire si

s < λ(2− 1/φ). On a alors :

LU (s) = e−ν
+∞∑

k=0

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k
λk

(λ− s)k
.

Or, λ/(λ − s) est la transformée de Laplace d’une loi exponentielle de paramètre λ de

densité λe−λ.
1R+ donc pour s < λ(2− 1/φ) :

LU (s) = e−ν
+∞∑

k=0

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k (
Lλe−λ.1

R+
(s)
)k

= e−ν
+∞∑

k=1

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k

L
(λe−λ.1

R+)
∗(k)(s) + e−ν

= L
e−ν

∑+∞

k=1 (
ν/γ
k )( 1−φ

φ )
k
(λe−λ.1

R+)
∗(k)(s) + e−ν

Grâce à l’expression (2.3.2), on a la relation LU = e−ν +LfU , où LfU est la transformée

de Laplace de la fonction fU . Donc, comme on a égalité de deux transformées de Laplace

sur un ouvert non vide :

fU (x) = e−ν
+∞∑

k=1

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k

(λe−λx
1R+(x))∗(k)

= e−ν
+∞∑

k=1

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k

λke−λx xk−1

(k − 1)!
1R+(x) (par récurrence sur k).
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On déduit également de la Proposition 2.3.2 les deux premiers moments de la variable

U1.

Corollaire 2.3.2. L’espérance et la variance de la variable U1 sont données par :

E(U1) =
ν

γλ
(1− φ) et V(U1) =

ν

γ

1− φ2

λ2

Démonstration. On peut le montrer en utilisant la transformée de Laplace de la Propo-

sition 2.3.2. Sur ]0;λ[, la transformée de Laplace L de U1 est dérivable et on a :

L′
U (s) = E

(
U1e

sU1
)

= LU (s)
ν

γ

λ− s

λ− sφ

−φ(λ− s) + λ− sφ

(λ− s)2

et donc pour s = 0 :

L′
U (0) = E(U1) =

ν

γλ
(1− φ).

On utilise les mêmes calculs pour la variance.

On en déduit immédiatement par récurrence sur k les deux premiers moments de la

variable Xk, ainsi que ceux du processus stationnaire (Yk)k∈N
.

Proposition 2.3.3. Pour tout entier naturel k ∈ {0, ..., n}, l’espérance et la variance de

la variable Xk sont données par :

E(Xk) = φkE(X0) +
ν

γλ
(1− φk) et V(Xk) = φ2kV(X0) +

ν

γλ2
(
1− φ2k

)
;

de plus, l’espérance et la variance du processus stationnaire (Yk)k∈N
de la Proposition

2.3.1 sont données par :

E(Yk) =
ν

γλ
et V(Yk) =

ν

γλ2
.

Remarque 2.3.1. Pour tout k ∈ {1, ..., n}, les variables Uk admettent un moment de

tout ordre car la transformée de Laplace de la variable U1 est de classe C∞ au voisinage

de 0. En particulier, pour k ∈ {0, ..., n−1}, les variables Yk admettent aussi des moments

de tout ordre. Il en est de même des variables Xk pour k ≥ 1 si la variable X0 admet des

moments de tout ordre.

Pour l’estimation des paramètres, on utilisera le fait que le processus (Yk)k∈N
de la

Proposition 2.3.1 est ergodique et que donc la Proposition 2.2.3 s’applique.

Proposition 2.3.4. Le processus stationnaire (Yk)k∈N
de la Proposition 2.3.1. est ergo-

dique et on a pour toute fonction g de R dans R vérifiant E (|g(Y0)|) < +∞ la convergence

suivante :
1

n

n∑

k=1

g(Yk) −→
n→+∞

E (g(Y0)) p.s. et dans L1.
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Démonstration. Les innovations (Uk)k∈{1,...,n} vérifient bien les deux hypothèses de la

Proposition 2.2.3 grâce à la Proposition 2.3.2 qui donne la transformée de Laplace des

innovations (Uk)k∈{1,...,n} et grâce à l’écriture (2.3.2) de la loi de U .

2.4 Première estimation de φ

Nous proposons ici une première estimation de φ, qui repose sur un résultat classique en

séries temporelles dans le cadre stationnaire ([10]).

Théorème 2.4.1. L’estimateur φ̂1 défini par

φ̂1 =

∑n−1
k=1(Xk −X)(Xk+1 −X)
∑n

k=1

(
Xk −X

)2 =
γ̂X(1)

γ̂X(0)

où X = 1
n

∑n
k=1Xk, est un estimateur fortement consistant de φ et on a de plus :

√
n(φ̂1 − φ)

L−→
n→+∞

N (0, 1− φ2)

Démonstration. Soit (Yk)k∈N
le processus vérifiant pour tout k ∈ N :

Yk − m

1− φ
=

+∞∑

j=0

φj (Uk−j −m)

où m = ν
γλ (1− φ) est l’espérance de la variable U1. On définit l’estimateur

φ̂1,Y :=

∑n−1
k=1(Yk − Y )(Yk+1 − Y )
∑n

k=1

(
Yk − Y

)2 .

D’après la Proposition 2.3.1 et la Proposition 2.3.4, le processus (Yk)k∈N
est station-

naire et ergodique. L’estimateur φ̂1,Y est donc fortement consistant et on peut également

appliquer le Théorème 2.2.1 pour montrer que

√
n(φ̂1,Y − φ)

L−→
n→+∞

N (0, 1− φ2).

On prend ici h = 1 et Zn = Un − m pour n ∈ Z. La variable Zn a bien un moment

d’ordre 4 car la transformée de Laplace L de U1, obtenue Proposition 2.3.2, est quatre

fois dérivable. De plus :
+∞∑

j=0

φj =
1

1− φ
< +∞.
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Les hypothèses sont alors vérifiées. On calcule v1,1, pour obtenir la variance :

v1,1 =
+∞∑

k=−∞

(
φ2|k+1| + φ|k+1|φ|k−1| + 2φ2φ2|k| − 4φφ|k|φ|k+1|

)

=

−1∑

k=−∞

(
φ−2(k+1) + φ−2k + 2φ−2(k−1) − 4φ−2k

)
+

+∞∑

k=1

(
φ2(k+1) + φ2k + 2φ2(k+1) − 4φ2(k+1)

)

=

+∞∑

k=1

(
φ2(k−1) + φ2k + 2φ2(k+1) − 4φ2k + φ2(k+1) + φ2k + 2φ2(k+1) − 4φ2(k+1)

)

=

+∞∑

k=1

(
φ2(k−1) − 2φ2k + φ2(k+1)

)

=

+∞∑

k=0

φ2k − 2

+∞∑

k=1

φ2k +

+∞∑

k=2

φ2k

= 1 + φ2 − 2φ2

= 1− φ2

ce qui permet de conclure sur la variance de l’estimateur φ̂1,Y .

On montre alors que
√
n
(
φ̂1 − φ̂1,Y

)
converge p.s. vers 0 quand n tend vers l’infini. En

effet, on a :

φ̂1 =
γ̂X(1)− γ̂Y (1)

γ̂X(0)
+ φ̂1,Y

(
1 +

γ̂Y (0)− γ̂X(0)

γ̂X(0)

)
.

On montre la convergence p.s. des suites
√
n (γ̂X(1)− γ̂Y (1)) et

√
n (γ̂X(0)− γ̂Y (0)) vers

0 pour avoir la normalité asymptotique de
√
n
(
φ̂1 − φ

)
et la consistance forte de l’esti-

mateur φ̂1.

γ̂X(1) = γ̂Y (1) +
∆0

n

n∑

k=1

(
−φk +

1

n
fn(φ)

)(
Yk+1 − Y

)

+
∆0

n

n∑

k=1

(
−φk+1 +

1

n
fn(φ)

)(
Yk − Y

)
+

∆2
0

n

n∑

k=1

(
−φk +

1

n
fn(φ)

)(
−φk+1 +

1

n
fk(φ)

)

= γ̂Y (1)−
∆0

n

n∑

k=1

φk
(
Yk+1 − Y

)

−∆0

n

n∑

k=1

φk+1
(
Yk − Y

)
+

∆2
0

n

n∑

k=1

(
−φk +

1

n
fn(φ)

)(
−φk+1 +

1

n
fk(φ)

)

= γ̂Y (1)− (a)− (b) + (c)

où ∆0 = Y0−X0 et fn(φ) =
φ−φn+1

1−φ . On montre que (a) =
+∞

o
(

1√
n

)
en utilisant l’inégalité
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de Hölder :

(a) =
∆0

n

n∑

k=1

φk+1(Yk − Y )

≤ ∆0

n

n∑

k=1

φk+1|Yk − Y |

≤ ∆0

n

(
n∑

k=1

φ
4
3 (k+1)

) 3
4
(

n∑

k=1

(Yk − Y )4

) 1
4

≤ ∆0

n
3
4

(
n∑

k=1

φ
4
3 (k+1)

) 3
4
(
1

n

n∑

k=1

(Yk − Y )4

) 1
4

Donc (a) =
+∞

o
(

1√
n

)
d’après la Proposition 2.3.4, appliqué au processus stationnaire

(Yk)0≤k≤n−1 avec la fonction g définie par g(x) = x4. De même, on a aussi (b) =
+∞

o
(

1√
n

)
.

De plus, (c) =
+∞

O
(
1
n

)
. On a donc

√
n (γ̂X(1)− γ̂Y (1))

p.s.−→
n→+∞

0.

On montre enfin la convergence presque sûre de γ̂X(0)− γ̂Y (0) vers 0

γ̂X(0) = γ̂Y (0) + 2
∆0

n

n∑

k=1

(
−φk +

1

n
fn(φ)

)(
Yk − Y

)
+

∆2
0

n

n∑

k=1

(
−φk +

1

n
fn(φ)

)2

= nγ̂Y (0)− 2∆0

n∑

k=1

φk
(
Yk − Y

)
+

∆2
0

n

n∑

k=1

(
−φk +

1

n
fn(φ)

)2

= γ̂Y (0)− (d) + (e)

Pour montrer que (d) =
+∞

o
(

1√
n

)
, on raisonne comme pour le terme (a) et on a immé-

diatement le fait que (e) =
+∞

o
(
1
n

)
. En particulier, γ̂X(0) est borné p.s. et on en déduit

donc que la suite
√
n
(
φ̂1 − φ̂1,Y

)
converge p.s. vers 0 quand n tend vers l’infini. En

particulier, on a la convergence :

φ̂1
p.s.−→

n→+∞
φ.

Pour la normalité asymptotique, on écrit :

√
n
(
φ̂1 − φ

)
=

√
n
(
φ̂1 − φ̂1,Y

)
+
√
n
(
φ̂1,Y − φ

)
.

Le premier terme de la somme converge p.s. vers 0 tandis que le second converge en loi.

Par le théorème de Slutsky, on conclut finalement que :

√
n(φ̂1 − φ)

L−→
n→+∞

N (0, 1− φ2).
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converge vers 1 quand n tend vers +∞. En notant

S0,n = {1 ≤ k ≤ n|Uk = 0} (2.5.2)

l’ensemble des instants où le processus n’admet pas de sauts, on a de plus que si la

différence φ̂2−φ est strictement positive, l’ensemble S0,n est vide, et donc les innovations

Uk du processus sont toutes strictement positives, pour k ∈ {1, ..., n}. Dans l’article [21],

Davis et McCormick ont obtenu un intervalle de confiance asymptotique sous l’hypothèse

d’innovations strictement positives et possédant des propriétés de variations régulières.

On introduit alors la variable aléatoire Ũ de même loi que la variable U1 sachant U1 > 0.

Nous expliquerons certains points de la preuve développée dans l’article [21], après avoir

donné des propriétés de la variable Ũ .

2.5.1 Loi de U1 sachant U1 > 0

On étudie ici le cas où les accroissements (Uk)k∈{1,...,n} sont non nuls, ce qui est d’autant

plus probable que le paramètre ν rerésentant le taux de sauts est grand. On note fŨ et FŨ

la densité et la fonction de répartition associées à la variable Ũ . On donne la transformée

de Laplace de Ũ , qui servira à montrer que la fonction FŨ est à variations régulières.

Proposition 2.5.1. La transformée de Laplace LŨ de Ũ est définie pour tout s < λ

par :

LŨ (s) =
1

1− e−ν

[(
λ− sφ

λ− s

) ν
γ

− e−ν

]

Démonstration. D’après l’égalité (2.3.2), pour tout s < λ, la transformée de Laplace LU

de U1 et celle LŨ de Ũ sont liées par l’égalité suivante :

LU (s) = e−ν + (1− e−ν)LŨ (s).

On peut alors déduire l’expression de LŨ à partir de celle de LU .

On donne ici la définition de fonctions à variations régulières, ainsi que le Théorème

2.5.1, qui nous permettra de déduire de l’expression de la transformée de Laplace LŨ une

propriété de variations régulières de la fonction de répartition FŨ de la variable Ũ .

Définition 2.5.1. Soit F une fonction mesurable de R
+ dans dans R

+ . On dit que F

est à variations régulières en c ∈ R d’indice ρ ∈ R (F ∈ RVρ(c)) si :

∀x > 0, lim
t→c

F (tx)

F (t)
= xρ.

Les fonctions à variations régulières sont donc des fonctions qui se comportent asymptoti-

quement comme des fonctions puissances. Ce théorème est une conséquence du théorème

de Karamata et se trouve dans [27] et dans[9].

Théorème 2.5.1. Soit F une fonction continue à droite et croissante sur R
+ telle que

∀s ∈ R
+,
∫ +∞
0

e−stdF (t) < +∞. Alors F est à variations régulières en 0 d’indice α si et
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seulement si la fonction s 7→
∫ +∞
0

e−stdF (t) est à variations régulières en +∞ d’indice

−α.

On peut montrer alors que la fonction de répatition FŨ est à variations régulières.

Corollaire 2.5.1. La fonction FŨ est à variations régulières en 0 d’indice 1 c’est-à-dire,

pour tout nombre positif x :
FŨ (tx)

FŨ (t)
−→
t→0

x.

Démonstration. Comme
∫ +∞
0

e−stdFŨ (t) =
∫ +∞
0

e−stfŨ (t)dt = LŨ (−s), d’après le Théo-

rème 2.5.1, il suffit de montrer que la fonction s 7→ LŨ (−s) est à variations régulières

d’indice −1 en +∞ pour prouver que FŨ est à variations régulières d’indice 1 en 0.

Pour tout s > −λ :

LŨ (−s) =
1

1− e−ν

[(
λ+ se−γ

λ+ s

) ν
γ

− e−ν

]

car φ = e−γ . On étudie alors le comportement de

[(
λ+se−γ

λ+s

) ν
γ − e−ν

]
quand s tend vers

+∞. Or, en prenant t = 1
s et en faisant tendre t vers 0, on obtient :

(
λ+ se−γ

λ+ s

) ν
γ

− e−ν =

(
λ+ 1

t e
−γ

λ+ 1
t

) ν
γ

− e−ν

=

(
λt+ e−γ

λt+ 1

) ν
γ

− e−ν

=
(e−γ(1 + λteγ))

ν
γ

(1 + λt)
ν
γ

− e−ν

=
e−ν(1 + ν

γλte
γ + o(t))

1 + ν
γλt+ o(t)

− e−ν

=
e−ν(1 + ν

γλte
γ + o(t))− e−ν

(
1 + ν

γλt+ o(t)
)

1 + ν
γλt+ o(t)

=
e−ν ν

γλt(e
γ − 1) + o(t)

1 + ν
γλt+ o(t)

=
e−ν ν

γλ(e
γ − 1) + o(1)

s+ ν
γλ+ o(1)

Donc, pour tout s > −λ et x ∈ R
+ :

LŨ (−sx)
LŨ (−s)

=
s+ ν

γλ+ o(1)

sx+ ν
γλ+ o(1)

−→
s→+∞

1

x
.

Donc s 7→ LŨ (−s) est à variations régulières d’indice −1 en +∞ donc FŨ est à variations

régulières d’indice 1 en 0.

On donne également la densité de la variable Ũ , qui sera utile dans le Théorème 2.5.2.
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Corollaire 2.5.2. La densité fŨ de Ũ est définie pour tout x ∈ R par :

fŨ (x) =
e−ν

1− e−ν

+∞∑

k=1

(
ν/γ

k

)(
1− φ

φ

)k

λke−λx xk−1

(k − 1)!
1R+(x).

En particulier la valeur de fŨ (0) est donnée par :

fŨ (0) =
λνe−ν (1− φ)

γφ (1− e−ν)
.

Démonstration. La densité fU de l’égalité (2.3.2) et la densité fŨ sont liées par l’égalité

fŨ (x) =
fU (x)

1− e−ν

pout tout x ∈ R. On déduit alors l’expression de fŨ du Corollaire 2.3.1

2.5.2 Estimateur φ̂2 de φ dans le cadre d’innovations strictement

positives

On considère l’équation d’auto-régression suivante, pour tout k ∈ N :

X̃k+1 = φX̃k + Ũk+1, (2.5.3)

où les variables Ũk sont i.i.d. de même loi que Ũ . Ce sont donc des variables aléatoires

positives p.s.

Théorème 2.5.2. On considère une solution stationnaire
(
Ỹk

)
k∈{1,...,n}

de l’équation

(2.5.3), d’espérance m = ν
γλ(1−e−ν) . L’estimateur φ̂2,Ỹ défini par :

φ̂2,Ỹ := min
1≤k≤n

Ỹk

Ỹk−1

est un estimateur fortement consistant de φ et de plus

n(φ̂2,Ỹ − φ)
L−→

n→+∞
E(cν,γ)

où cν,γ = ν2e−ν(1−φ)

γ2φ(1−e−ν)2
.

Démonstration. Cela découle découle du Corollaire 2.4. de l’article [21]. En effet, grâce au

Corollaire 2.5.1, les innovations
(
Ũk

)
k∈{1,...,n}

satisfont la condition (2.2) de [21], c’est-à

dire que leur fonction de répartition commune FŨ est à variations régulières d’indice α,

avec α = 1. De plus, puisque la fonction FŨ est de classe C1, la normalisation an donnée

dans la définition (2.6) par

an = F−
Ũ

(
1

n

)
= inf

(
u ∈ R/FŨ (u) ≥

1

n

)



44 CHAPITRE 2. MODÈLE DISCRET

vérifie lorsque n tend vers +∞ l’équivalence suivante :

a−1
n = nfŨ (0).

On a alors, pour tout x ∈ R
+∗ :

P

(
n(φ̂2,Ỹ − φ) > x

)
= P

(
n
cν,γ
m

(φ̂2,Ỹ − φ) >
cν,γ
m

x
)

= P

(
∀k ∈ {1, ..., n}, ncν,γ

m

(
Ỹk

Ỹk−1

− φ

)
>
cν,γ
m

x

)

= P

(
∀k ∈ {1, ..., n}, ncν,γ

m
.
Ũk

Ỹk−1

>
cν,γ
m

x

)

= P

(
ηn

([
0,
cν,γ
m

x
])

= 0
)

(2.5.4)

où on a introduit le processus ponctuel ηn défini par :

ηn =
n∑

k=1

δ
n

cν,γ
m .

Ũk
Ỹk−1

.

L’idée est alors de montrer que la suite (ηn)n∈N
converge vers un processus ponctuel

η qui est un processus de Poisson homogène d’intensité m. Ce résultat, donné dans le

Théorème 2.3. de [21], repose sur l’égalité

ηn = T̂ (ξn)

où le processus (ξn)n∈N est défini par :

ξn =

n∑

k=1

δnfŨ (0)Ũk,Ỹk−1
,

où la fonction T est définie de [0,+∞[×]0,+∞[ par T (u, x) = u
x et où l’application T̂

associe à chaque processus µn le processus T̂ (µn) = µn ◦ T−1. On remarque alors que

pour tout rectangle [c1, d1]× [c2, d2] de R
2, on a :

E (ξn ([c1, d1]× [c2, d2])) = E

(
n∑

k=1

δnfŨ (0)Ũk,Ỹk−1
([c1, d1]× [c2, d2])

)

=

n∑

k=1

P

(
nfŨ (0)Ũk ∈ [c1, d1], Ỹk−1 ∈ [c2, d2]

)

= nP
(
nfŨ (0)Ũ1 ∈ [c1, d1]

)
P

(
Ỹ0 ∈ [c2, d2]

)

par stationnarité du processus
(
Ũk+1, Ỹk

)
k∈{0,...,n−1}

et par indépendance des variables

Ũ1 et Ỹ0. Or :

P

(
nfŨ (0)Ũ1 ∈ [c1, d1]

)
= FŨ

(
d1

nfŨ (0)

)
− FŨ

(
c1

nfŨ (0)

)
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et par la formule de Taylor, on a le développement suivant pour x ∈ R qui tend vers 0 :

FŨ (x) = FŨ (0) + xfŨ (0) + o(x).

Donc

P

(
nfŨ (0)Ũ1 ∈ [c1, d1]

)
=
d1 − c1
n

+ o

(
1

n

)
.

Cela permet d’obtenir la convergence suivante quand n tend vers +∞ :

E (ξn ([c1, d1]× [c2, d2])) −→
n→+∞

E (ξ ([c1, d1]× [c2, d2]))

où le processus ξ est un processus ponctuel de Poisson marqué d’intensité dx × G(dy),

avec G la fonction de répartition de la variable Ỹ0. Autrement dit le processus ξ vérifie :

ξ
L
=

+∞∑

k=0

δ(Tk,Mk),

où la suite (Tk)k∈N
est la suite des temps de sauts d’un processus de Poisson homogène

d’intensité 1 et où la suite (Mk)k∈N
est une suite de variables aléatoires i.i.d. indépen-

dantes de la suite (Tk)k∈N
et de même loi que la variable Ỹ0. Les arguments pour en

déduire la convergence en loi du processus (ξn)n∈N vers le processus ξ reposent sur une

approximation q−dépendante de la suite
(
Ỹk

)
et sont expliqués dans [1] ou dans [20].

Les auteurs obtiennent par continuité que la suite (ηn)n∈N
=
(
T̂ (ξn)

)
n∈N

converge en

loi vers le processus η = T̂ (ξ) et pour tous réels a < b :

E (η([a, b])) =

+∞∑

k=0

P

(
Tk
Mk

∈ [a, b]

)

=

+∞∑

k=0

∫ +∞

0

P (Tk ∈ [ya, yb])G(dy)

=

∫ +∞

0

+∞∑

k=0

P (Tk ∈ [ya, yb])G(dy) (par le théorème de Fubini-Tonelli)

=

∫ +∞

0

y(b− a)G(dy)

car le processus
∑+∞

k=0 δTk
est un processus de Poisson homogène d’intensité 1. Donc

finalement :

E (η([a, b])) = (b− a)E
(
Ỹ0

)
= (b− a)m.

Le processus η est donc un processus de Poisson homogène d’intensité m. On obtient la

convergence suivante :

P

(
ηn

([
0,
cν,γ
m

x
])

= 0
)

−→
n→+∞

P

(
η
([

0,
cν,γ
m

x
])

= 0
)
= e−cν,γx.

D’après l’égalité 2.5.4, cela conclut la preuve.
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Le Théorème 2.5.2 est également vrai dans le cas où (X̃k)k∈{1,...,n} est une solution non

stationnaire de l’équation 2.5.3.

Corollaire 2.5.3. On considère la solution non stationnaire
(
X̃k

)
k∈{1,...,n}

de l’équation

(2.5.3) vérifiant X̃0 = 0. L’estimateur φ̂2,X défini par :

φ̂2,X := min
1≤k≤n

X̃k

X̃k−1

est un estimateur fortement consistant de φ et de plus n(φ̂2,X − φ) converge en loi vers

une loi exponentielle E(cν,γ), où m = ν
γλ(1−e−ν) et où cν,γ = ν2e−ν(1−φ)

γ2φ(1−e−ν)2
.

Démonstration. Pour montrer la distribution asymptotique de l’estimateur φ̂2,X , on uti-

lise l’égalité suivante qui lie les estimateurs φ̂2,X et φ̂2,Ỹ :

n
(
φ̂2,X − φ

)
= n

(
φ̂2,X − φ̂2,Ỹ

)
+ n

(
φ̂2,Ỹ − φ

)
.

Le Théorème 2.5.2 donne la convergence en loi suivante pour le second terme :

n
(
φ̂2,Ỹ − φ

) L−→
n→+∞

E(cν,γ).

Grâce au théorème de Slutsky, il suffit donc de montrer la convergence en probabilité

suivante pour le premier terme :

n
(
φ̂2,Ỹ − φ̂2,X

)
P−→

n→+∞
0

Pour tout n ∈ N, on note , kn < n une suite d’entiers que nous choisirons dans la suite.

On introduit alors pour tout n ∈ N, les variables VY,n et VX,n définies par :

VY,n := min
kn≤k≤n

Ỹk

Ỹk−1

; VX,n := min
kn≤k≤n

X̃k

X̃k−1

.

Les variables VY,n et VX,n permettent d’approcher respectivement φ̂2,Ỹ et φ̂2,X . On dé-

compose alors n
(
φ̂2,Ỹ − φ̂2,X

)
de la façon suivante :

n
(
φ̂2,Ỹ − φ̂2,X

)
= n

(
φ̂2,Ỹ − VY,n

)
+ n

(
VX,n − φ̂2,X

)
+ n (VY,n − VX,n)

On montre la convergence en probabilité de chacun de ces trois termes vers 0. Pour le

premier terme, on a l’égalité φ̂2,Ỹ = VY,n si et seulement si le minimum de Ỹk

Ỹk−1
est
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atteint pour k ≥ kn, sinon φ̂2,Ỹ ≤ VY,n, donc pour ǫ > 0 :

P

(
n
∣∣∣φ̂2,Ỹ − VY,n

∣∣∣ > ǫ
)
≤ P

(
n(VY,n − φ̂2,Ỹ ) > ǫ, φ̂2,Ỹ = min

1≤k≤kn

Ỹk

Ỹk−1

)

≤ P

(
n(VY,n − φ) > ǫ+ n

(
min

1≤k≤kn

Ỹk

Ỹk−1

− φ

))

≤ P

(
n(VY,n − φ) > ǫ+ n

(
min

1≤k≤kn

Ũk

Ỹk−1

))
(2.5.5)

car Ỹk

Ỹk−1
− φ = φỸk−1+Ũk

Ỹk−1
− φ = Ũk

Ỹk−1
. Or, n

(
min1≤k≤kn

Ũk

Ỹk−1

)
converge en probabilité

vers +∞. En effet, pour tout entier naturel N :

P

(
n

(
min

1≤k≤kn

Ũk

Ỹk−1

)
≤ N

)
≤ P

(
kn⋃

k=1

{
n
Ũk

Ỹk−1

≤ N

})

≤
kn∑

k=1

P

(
n
Ũk

Ỹk−1

≤ N

)

≤ knP

(
n
Ũ2

Ỹ1
≤ N

)
(par stationnarité de

(
Ũk

Ỹk−1

)

k∈N∗

)

≤ knP

(
Ũ2 ≤ N

n

)
P

(
Ũ2

Ỹ1
≤ N

n

)

P

(
Ũ2 ≤ N

n

) (2.5.6)

On utilise le Lemme 2.1. de [21], que nous énonçons ici :

Lemme 2.5.1. Soit Z1 et Z2 deux variables aléatoires positives et indépendantes de

fonctions de répartition respectives F et G. On suppose que F est à variations régulières

d’ordre 1 en +∞ et qu’il existe β > 1 tel que E

(
Zβ
2

)
< +∞. Alors, pour tout x ∈ R

+ :

P
(
Z1Z

−1
2 ≤ x

)

P (Z1 ≤ x)
−→
x→0

E (Z2) ,

Comme N
n converge vers 0 quand n tend vers +∞, on utilise ce résultat avec Z1 = Ũ2,

Z2 = Ỹ1 et x = N
n et on a alors :

P

(
Ũ2

Ỹ1
≤ N

n

)

P

(
Ũ2 ≤ N

n

) −→
n→+∞

m.

Avec le développement de Taylor de la fonction FŨ , on a quand n tend vers +∞ :

FŨ

(
N

n

)
= FŨ (0) +

N

n
fŨ (0) + o

(
1

n

)

et donc on a l’équivalence :

FŨ

(
N

n

)
∼
+∞

N

n
fŨ (0)



48 CHAPITRE 2. MODÈLE DISCRET

On obtient donc quand n tend vers l’infini :

knP

(
Ũ2 ≤ N

n

)
P

(
Ũ2

Y1
≤ N

n

)

P

(
Ũ2 ≤ N

n

) ∼
+∞

kn
n
NmfŨ (0) −→

n→+∞
0

en choisissant les entiers kn tels que kn = o(n). Donc en reprenant l’égalité (2.5.6), on a :

P

(
n

(
min

1≤k≤kn

Ũk

Ỹk−1

)
≤ N

)
−→

n→+∞
0

et n
(
min1≤k≤kn

Ũk

Ỹk−1

)
converge en probabilité vers +∞. Cela implique en particulier

que n(VY,n − φ) est borné en probabilité car la suite de variables aléatoires

n(φ̂2,Ỹ − φ) = min

{
n

(
min

1≤k≤kn

Ũk

Ỹk−1

− φ

)
, n(VY,n − φ)

}

converge en loi par le Théorème 2.5.2. On a donc montré que

P

(
n
∣∣∣φ̂2,Y − VY,n

∣∣∣ > ǫ
)

−→
n→+∞

0

et donc que :

n
(
φ̂2,Ỹ − VY,n

)
P−→

n→+∞
0.

Pour le deuxième terme n
(
VX,n − φ̂2,X

)
, on majore de la même façon que dans l’inégalité

2.5.5 :

P

(
n
∣∣∣φ̂2,X − VX,n

∣∣∣ > ǫ
)
≤ P

(
n(VX,n − φ̂2,X) > ǫ+ n

(
min

1≤k≤kn

Ũk

X̃k−1

))

puis on remarque que pour tout entier naturel k non nul, 1

X̃k−1
≥ 1

Ỹk−1
car on a supposé

que la variable X̃0 était nulle. La suite du raisonnement est donc la même que pour le

premier terme n
(
VY,n − φ̂2,Ỹ

)

Enfin pour le troisième terme, on montre que :

n (VY,n − VX,n)
P−→

n→+∞
0. (2.5.7)

En effet, pour tout n ∈ N, on majore n (VY,n − VX,n) de la façon suivante, en utilisant
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l’égalité Ỹk = X̃k + φkỸ0 de la Proposition 2.3.1 :

n (VX,n − VY,n) = n

((
min

kn≤k≤n

X̃k

X̃k−1

− φ

)
−
(

min
kn≤k≤n

Ỹk

Ỹk−1

− φ

))

= n

(
min

kn≤k≤n

Ũk

X̃k−1

− min
kn≤k≤n

Ũk

Ỹk−1

)

≤ n

(
max

kn≤k≤n

(
Ũk

(
1

X̃k−1

− 1

Ỹk−1

)))

≤ n

(
max

kn≤k≤n

(
Ũk

(
Ỹk−1 − X̃k−1

Ỹk−1X̃k−1

)))

≤ n

(
max

kn≤k≤n

(
Ũk
Ỹ0φ

k−1

Ũ2
k−1

))
.

Pour ǫ > 0, on majore alors la probabilité P (n (VX,n − VY,n) > ǫ) :

P (n (VX,n − VY,n) > ǫ) ≤ P

(
n

(
max

kn≤k≤n

(
Ũk
Ỹ0φ

k−1

Ũ2
k−1

))
> ǫ

)

≤ P

(
n⋃

k=kn

{
n

(
Ũk
Ỹ0φ

k−1

Ũ2
k−1

)
> ǫ

})

≤
n∑

k=kn

P

(
n

(
Ũk
Ỹ0φ

k−1

Ũ2
k−1

)
> ǫ

)

≤
n∑

k=kn

n1/4φ(k−1)/4
E

(
Ũ

1/4
0

)
E

(
Ỹ

1/4
0

)
E

(
Ũ

−1/2
0

)
ǫ−1/4

≤ csten1/4φkn/4

Comme φ = e−γ∆ avec γ > 0, on a φ ∈]0, 1[ et en choisissant par exemple kn = ⌊√n⌋
pour tout entier n (où ⌊.⌋ désigne la fonction partie entière), on a bien la convergence

(2.5.7). Donc la suite n
(
φ̂2,Ỹ − φ̂2,X

)
converge en probabilité vers 0 et par le théorème

de Slutsky, on a montré la convergence :

n
(
φ̂2,X − φ

) L−→
n→+∞

E(cν,γ).

On peut remarquer que dans le cas général où les innovations peuvent être nulles, et où

on considère l’estimateur

φ̂2,X = min
1≤k≤n

Xn,k

Xn,k−1
,

on a, grâce au Corollaire 2.5.3, l’équivalence suivante pour tout réel positif x :
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P

(
n
(
φ̂2 − φ

)
≤ x

)
= P

(
n
(
φ̂2 − φ

)
≤ x |S0,n 6= 0

)
P (S0,n 6= 0)

+P

(
n
(
φ̂2 − φ

)
≤ x |S0,n = 0

)
P (S0,n = 0)

= 1−
(
1− e−ν

)n
+
(
1− e−ν

)n
P

(
n
(
φ̂2,X̃ − φ

)
≤ x

)

∼
+∞

1−
(
1− e−ν

)n
+
(
1− e−ν

)n
e−cν,γx

où l’ensemble S0,n est donné par l‘’équation (2.5.2). Ainsi, si ν est grand par rapport au

nombre d’observations n, on s’attend à ce que la variable n
(
φ̂2,X − φ

)
ait une une loi

de la forme B(p) × E (cν,γ) avec p = (1− e−ν)
n
. Dans les illustrations ci-dessous, on a

pris ν = − ln
(
1− 0.8

1
n

)
de sorte que p = 0.8.

Figure 2.5.1 – Histogrammes de n(φ̂2 − φ) obtenus 500 simulations de trajectoires

(Xk)1≤k≤n=100 de paramètres λ = 1, νn = − ln
(
1− 0.81/n

)
, φ qui prend différentes

valeurs. La variable X0 est tirée selon une loi Γ
(

ν
− ln(φ) , λ

)
.

Pour comparer avec l’estimateur φ̂1 de φ, nous proposons les figures suivantes, qui illus-

trent aussi la convergence de ces estimateurs en fonction de n.
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Sur la Figure 2.5.2, on calcule donc la moyenne et l’écart-type sur 100 simulations sur les

portions de trajectoires {1, ..., n} de taille n. On rappelle que la définition de l’estimateur

φ̂2 impose que φ̂2 soit toujours supérieur à φ. On donne la valeur moyenne m et l’écart-

type σ obtenues pour quelques valeurs de n :

n = 100 n = 500 n = 1000 n = 5000

φ̂1 0.887± 0.0266 0.893± 0.0198 0.898± 0.0137 0.899± 0.00582

φ̂2 0.905± 0.00452 0.903± 0.00318 0.902± 0.00210 0.901± 0.00154

Table 2.5.1 – Valeurs moyennes et écarts-types σ des estimateurs φ̂1 et φ̂2 obtenus sur

100 simulations selon quatre valeurs de n.

On remarque donc que pour un paramètre ν augmentant avec le nombre d’observations

n, l’estimateur φ̂2 admet des écarts-types plus bas que ceux de φ̂1.

2.6 Estimation des paramètres λ et ν

Grâce à l’estimation de φ proposée dans le Théorème 2.4.1 ou dans le Corollaire 2.5.3,

nous pouvons proposer une estimation des paramètres λ et ν. On rappelle que le para-

mètre λ représente la hauteur moyenne des pics de calcium tandis que le paramètre ν

représente la fréquence de ces pics. On commence par donner un résultat de convergence

de moyenne et variance empiriques du processus (Xk)0≤k≤n−1, a priori non stationnaire.

Proposition 2.6.1. On a les convergences presques sûres et dans L1 suivantes :

1

n

n−1∑

k=0

Xk −−−−−→
n→+∞

ν

γλ
et

1

n

n−1∑

k=0

X2
k −−−−−→

n→+∞
ν

γλ2

(
1 +

ν

γ

)

Démonstration. On considère (Yk)0≤k≤n−1 le processus stationnaire défini par Yk =
∑+∞

j=0 φ
jUk−j , dont les deux premiers moments sont donnés dans la Proposition 2.3.3.

On sait donc que pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1 :

Xk = Yk − φk∆0,

où ∆0 = Y0 −X0, d’après la Proposition 2.3.1. Donc :

1

n

n−1∑

k=0

Xk =
1

n

n−1∑

k=0

Yk − ∆0 (1− φn)

n(1− φ)
.

D’après la Proposition 2.3.4, la somme 1
n

∑n−1
k=0 Yk converge quand n tend vers +∞ vers

E(Y0) =
ν
γλ p.s. et dans L1. Cela permet d’avoir la convergence de 1

n

∑n−1
k=0 Xk.

De même, la somme 1
n

∑n−1
k=0 X

2
k peut s’écrire :

1

n

n−1∑

k=0

X2
k =

1

n

n−1∑

k=0

Y 2
k − ∆2

0

(
1− φ2n

)

n (1− φ2)
+ 2

∆0

n

n−1∑

k=0

φkYk
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Toujours d’après la Proposition 2.3.4, la somme 1
n

∑n−1
k=0 Y

2
k converge quand n tend vers

+∞ vers E(Y 2
0 ) = ν

γλ2

(
1 + ν

γ

)
p.s. et dans L1. De plus, par l’inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a la majoration suivante :

1√
n

n−1∑

k=0

φkYk ≤
(
1− φ2n

1− φ2

) 1
2

(
1

n

n−1∑

k=0

Y 2
k

) 1
2

avec la convergence presque sûre de la suite 1
n

∑n−1
k=0 Y

2
k vers E

(
Y 2
0

)
. Donc le terme

2∆0

n

∑n−1
k=0 φ

kYk converge vers 0 p.s. et on obtient alors la convergence de 1
n

∑n−1
k=0 X

2
k .

On peut alors proposer des estimateurs de l’espérance et de la variance de l’innovation

U1. On considère pour cela un estimateur φ̂ de φ, qui peut être soit l’estimateur φ̂1 du

Théorème 2.4.1 soit l’estimateur φ̂2 du Corollaire 2.5.3 dans le cas où les innovations sont

strictement positives.

Proposition 2.6.2. L’estimateur suivant est un estimateur fortement consistant de

E(U1) :

ê1 =
1

n

n−1∑

k=0

(Xk+1 − φ̂Xk)
ps−→

n→+∞
E(U1)

et si φ̂ = φ̂1, la suite
√
n (ê1 − E(U1)) converge en loi vers une loi normale quand n tend

vers +∞. De même, l’estimateur :

ê2 =
1

n

n−1∑

k=0

(Xk+1 − φ̂Xk)
2 ps−→

n→+∞
E
(
U2
1

)
.

et si φ̂ = φ̂1, la suite
√
n (ê2 − V(U1)) converge en loi vers une loi normale quand n tend

vers +∞.

Démonstration. La convergence presque sûre de l’estimateur ê1 utilise le fait que l’esti-

mateur φ̂ converge presque sûrement vers φ d’après le Théorème 2.4.1 ou le Corollaire

2.5.3. On décompose l’estimateur ê1 de la façon suivante :

ê1 =
(
ê1 − U

)
+ U,

avec U = 1
n

∑n−1
k=0 Uk+1 = 1

n

∑n−1
k=0(Xk+1 − φXk). Comme pour tout k ∈ {0, ..., n − 2},

on a :

Xk+1 − φ̂Xk = Xk+1 − φXk +
(
φ− φ̂

)
Xk

= Uk+1 +
(
φ− φ̂

)
Xk,

on a alors :

ê1 =
φ− φ̂

n

n−1∑

k=0

Xk + U (2.6.1)
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On conclut en utilisant le Théorème 2.4.1 ou le Corollaire 2.5.3, la Proposition 2.6.1, et la

loi forte des grands nombres pour les variables (Uk)1≤k≤n indépendantes et identiquement

distribuées. Pour la convergence en loi de la suite
√
n (ê1 − E(U1)), on écrit l’estimateur

ê1 sous la forme :

ê1 = h
(
γ̂X(1), γ̂X(0), X, U

)
,

où h(x, y, z, u) = x
y × z + u + zφ. En admettant la normalité asymptotique des estima-

teurs γ̂X(1), γ̂X(0) et X et en utilisant la méthode delta ([60]), on peut conclure sur la

normalilté asymptotique de l’estimateur ê1. Le Chapitre 3 détaillera plus des résultats

de normalité asymptotique similaires.

La convergence presque sûre de ê2 et la convergence en loi de
√
n (ê2 − V(U1)) se montrent

avec des arguments analogues.

On en déduit une estimation de λ et ν :

Corollaire 2.6.1. Les estimateurs :

λ̂ =
ê1

ê2 − ê21
(1 + φ̂) et ν̂ = − ê1 λ̂ ln(φ̂)

1− φ̂

sont des estimateurs fortement consistants de λ et ν respectivement.



Chapitre 3

Détection de sauts pour l’activité

calcique de neurones

Nous présentons dans ce chapitre un article en cours de publication, écrit en collaboration

avec Hermine Biermé, Christine Georgelin et Anne Duittoz, qui propose une méthode de

détection d’instants calciques. Nous nous plaçons pour cela dans le cadre d’un modèle

AR(1) avec une tendance linéaire, dont les innovations représentent à la fois un bruit

gaussien lié à l’expérience biologique et les évènements calciques, c’est-à-dire des sauts

importants dans la concentration du calcium. Nous supposons ici que les instants de

sauts sont répartis de manière binomiale, au lieu d’une répartition selon un processus de

Poisson comme il a été fait dans les deux premiers chapitres, et que l’amplitude des sauts

est constante. La méthode de détection repose sur une estimation globale des paramètres,

puis sur une comparaison des innovations estimées à une loi gaussienne, de sorte que la

probabilité de détecter un faux instant de saut soit majorée par une valeur α fixée.

55
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Abstract

We present in this paper a global methodology for the spike detection in a biological

context of fluorescence recording of GnRh-neurons calcium activity. For this purpose we

first propose a simple stochastic model that could mimic experimental time series by

considering an autoregressive AR(1) process with a linear trend and specific innovations

involving spiking times. Estimators of parameters with asymptotic normality are esta-

blished and used to set up a statistical test on estimated innovations in order to detect

spikes. We compare several procedures and illustrate on biological data the performance

of our procedure.

Key words : Autoregressive process, time series, peaks detection, neuronal activity.

3.1 Introduction

The neurohomone gonadotropin-releasing hormone (GnRH) controls the reproductive

function in males and females mammals. GnRH controls the secretion of two pituitary

hormones : luteinizing hormone (LH) and follicle stimulating hormone (FSH) that control

the secretion of sexual hormones by gonads (estrogens, progesterone from ovary and

androgens from testis) and gametogenesis (follicle development and spermatogenesis).

GnRH is synthesized and secreted by a small number of neuroendocrine neurons, the

so-called GnRH neurons. Studies on large animals such as sheep, allowed serial blood

sampling from portal vessels in conscious animals and revealed that GnRH secretion was

pulsatile and that every LH pulse was preceded by a GnRH pulse (Levine et al. 1982

[46], Clarke et al. 1982 [15], Caraty and al. in 1982 [13]).

Understanding the mechanisms underlying this pulsatility of secretion is one key-clue

for the comprehension of infertility linked to hypothalamic dysfunctions. GnRH-neurons

are dispersed in the anterior hypothalamus and in situ and simultaneous measurement

of numerous neurons cannot be achieved. In vitro approaches have allowed to decipher

part of some electrophysiological mechanisms [50] ,[62], showing the existence of periodic

synchronization of electrical activity (see Moenter 2010 [50] for a review), intracellular

calcium activity correlated with secretion (Constantin et al. 2009 [16], see Wray 2010

[62] for a review). In the present paper, data was obtained from in vitro primary cultures

of GnRH neurons derived from mouse embryonic nasal placodes (see Constantin et al.

2009 [16] for biological methodology). In a previous study, Georgelin et al ([31]) sho-

wed the existence of a paracrine/ autocrine regulation by endogenous released GnRH

on intracellular calcium activity in the neuronal population. The application of a GnRH

antagonist blocking the paracrine/autocrine loop abolished high synchronization events

between GnRH neurons which can be defined by a great percentage of neurons simulta-

neously exhibiting a peak of intracellular calcium (calcium event at a time t). This peaks

have a duration of several seconds (3-8) and reflect a sustained increase in intracellular

calcium. One crucial step in analyzing data is to correctly detect calcium peaks.
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Fluctuations on ([Ca2+]i) are recorded as fluorescence signals captured at a given fre-

quency (here 1 acquisition per second). This fluorescence is directly proportional to the

amount of intracellular calcium. However, the intensity of fluorescence may present ba-

seline variations due to methodological causes (fading) or environmental causes (pH,

temperature...) but also to high frequency and low amplitude variation in intracellular

calcium due synaptic input from neurons in the network. It is then important to be able

to isolate the real signal from the noise. Fluorescence was quantified at each unit of time

as the mean fluorescence intensity Fk measured in each neuron (cell body) Nk identified

as a GnRH neuron. This leads to trajectories like the one showed in Figure 3.1.1.

Figure 3.1.1 – Neuronal trajectory from biological data : complete trajectory at left,
first 100 values at right.

The aim of this paper is to improve the detection of so-called calcium events. A [Ca2+]i

peak was detected at time t if the fluorescence value at t was greater or equal to the

average value of the 5 previous points plus cf times the standard deviation of five pre-

vious point. This coefficient cf is empirically fixed by the biologists to separate "true

calcium events" of so-called "noisy calcium events" regardless the observed neuron. Be-

cause the decision of being a calcium event is strongly linked to this coefficient cf and

will deeply influence the synchronization analysis, we want to have a robust method to

decide whether a peak is an event or not and that could take in account the variability

in the fluorescence response. Therefore we proposed a model for the calcium signal and

two tests to determine the pics and we will compare them in Section 4.

Inspired by continuous Integrate-And-Fire models (see [12] or [32]), we propose a discrete

stochastic model for single recording trajectories. Such a discretization procedure allows

us to identify the model with an autoregressive process of order 1 (AR(1)) with a linear

trend. Such a model can also be viewed as a linear trend with autoregressive errors and

we can use main results developed for time series [10] and especially AR(1) processes.

Spiking times are then described through the innovation process.

Several results were proposed to estimate the linear or autoregressive coefficients [52, 57].

We compare here the two main strategies : the first one based on a global contrast func-

tion and the second one (called two step estimation) based on a first estimation of the
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trend followed by the regression coefficient estimate on the detrended series in the spirit

of [53]. Then this allows us to get access to estimated innovations, corresponding to a

Gaussian mixture with two components with identical standard deviation. Therefore we

can use classical mixture estimation [49] and devoted package (fitgmdist in Matlab and

Mclust in R [28]) to estimate parameters and the two classes of times : those that are

spiking times and those that are not. Hence we propose several tests for spiking times and

compare their sensitivity/specificity on simulated trajectories and show their relevance

compared to the initial strategy.

The paper is organized as follows. In Section 2 we describe the parametric model and

explain the role of each parameters in link with our biological context. We set and study

estimators in Section 3. We obtain explicit asymptotic variance and compare two strate-

gies on some numerical simulations. Section 4 is devoted to our different test strategies,

whose efficiency is compared using ROC curves on simulated data. We conclude this

paper by several examples from biological experiments. Some numerical illustrations and

technical proofs are postponed to an Appendix section.

3.2 Model

3.2.1 Discrete model

In our biological context, the fluctuation of the calcium concentration is due on one hand

to natural clearance and on this other to sudden supplies released from the Reticulum.

But ionic channels near the membrane of neurons can provided puffs of calcium and one

has to consider also that indirect measurement can provide experimental noise. Moreover,

a lot of experiments exhibit a more or less linear trend (see Section 3.5) probably due to

the response fatigue of the fluorescence.

In a continuous setting, several models for spiking neurons like stochastic leaky integrate-

and-fire models [12] have been proposed. In their simplest form are solutions of the

diffusion equation (see [38]) :

dXt =
1

τ
(µ(t)−Xt)dt+ λdNt + σdWt,

where µ is a time inhomogeneous input, W a Brownian motion and N an homogeneous

Poisson process indepedent from W . Since our observed data are recording in a discrete

sampling with a constant step time and in order to take every phenomenon in account,

we consider a kind of discrete version obtained from an infill scheme for this model (see

Section 3.6.1 for more details). Hence we assume to observe the n ≥ 1 points of the

following autoregressive process with linear trend :

∀k ∈ {0, ..., n− 1}, Xn,k+1 = φXn,k + a+ bk/n+ λUk+1 + σεk+1 (3.2.1)

where

— φ ∈ [0, 1) is the coefficient of the autoregressive process, linked to the clearance of
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the calcium ;

— a ∈ R and b ∈ R correspond to the coefficients of the linear drift.

— (Uk)k∈{1,...,n} represents the jump times (instants of release from the Reticulum) :

it is a family of iid random variables with common distribution B(ν) for some

ν ∈ [0, 1), the jump rate ; the jump size is given by λ ∈ (0,+∞).

— (εk)k∈{1,...,n} represents the experimental noise or stochastic flux from the channels

at the membrane with ratio given by σ ∈ (0,+∞) : it is a family of iid random

variables with common distribution N (0, 1).

Let us remark that we have simplified the Poisson process giving spiking times by a

simple Bernoulli sequence. This approximation may be justify when the lapse time of

acquisition is very short. Actually, considering an homogeneous Poisson point process of

intensity µ > 0, the interspiking duration is given by iid exponential random variables

of parameter µ such that their entire upper part is given by iid geometrical random

variables of parameter ν = 1− e−µ.

We give an illustration of a typical realization of this sequence in Figure 3.2.1. In or-

der to understand the effect of the parameters in the the final trajectory we have also

plotted the purely jumps one (case without noise nor drift) and the drifted jumps ones

(only noise is removed). The initial value X0 has been chosen as the experimental one

observed in Figure 3.1.1. Let us emphasize that due to both regression coefficient and

noise contributions jumps are not necessarily local maxima of the sample paths.

Figure 3.2.1 – One simulation of a trajectory for ν = 0.15, λ = 10, φ = 0.5, n = 100,
X0 = 520. From left to right : only the jumps innovations (σ = a = b = 0), the same
jumps innovations with a drift (a = 1200, b = −30, σ = 0) the same jumps innovations
with a drift and a gaussian noise (a = 1200, b = −30, σ = 5) : the jumps times are
marked with a cross.

The introduction of a and b in the regression equation contributes to a linear trend of

the sequence. It will therefore be convenient to assume furthermore that

∀k ∈ {0, ..., n}, Xn,k = Yk + cn + dk/n (3.2.2)

with (Yk)k a stationary centered solution of the AR(1) equation

Yk+1 = φYk + Zk+1, (3.2.3)
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where (Zk)k corresponds to the centered innovation that we assume given by

Zk = λ (Uk − ν) + σεk,

in such a way that (Zk)k is an iid sequence of centered random variables with common

variance σ2
Z = λ2ν(1−ν)+σ2. It follows that the relation between a, b, cn and d is given

by

cn(1−φ)+d/n = a+λν, d(1−φ) = b iff cn = c− b

n(1− φ)2
, with c =

a+ λν

1− φ
and d =

b

1− φ
.

(3.2.4)

Actually, it follows that

Xn,k+1 = cn + d
k + 1

n
+ Yk+1

= cn + d
k + 1

n
+ φYk + Zk+1 by (3.2.3)

= φXn,k + (1− φ)cn + (1− φ)d
k

n
+ d

1

n
+ Zk+1 by (3.2.2)

= φXn,k + (a+ λν) + b
k

n
+ Zk+1,

so that we get (3.2.1). Moreover, denoting m = a+ λν we may simply rewrite (3.2.1) as

Xn,k+1 = φXn,k +m+ bk/n+ Zk+1. (3.2.5)

The unknown parameters are therefore given by (a, b, φ, λ, ν, σ) or equivalently by (c, d, φ, λ, ν, σ).

Our strategy will consist in first estimating the innovation process (Zk)k through the

estimation of (m, b, φ) and then working on the estimated innovations in order to complete

the estimation of the whole parameters and detect times of jumps simply defined as

Jn = {k ∈ {1, . . . , n} ; Uk = 1}.

3.3 Parameter Estimation

3.3.1 Preliminary useful results concerning AR(1) processes

In this section we first give some useful theoretical results when considering (Yk)k a sta-

tionary centered solution of the AR(1) equation (3.2.3) (see [10] for instance). Assuming

that (Zk)k is an iid sequence with E(Zk) = 0 and Var(Zk) = σ2
Z < +∞, one can represent

(Yk)k as a causal MA(∞) process :

Yk =

+∞∑

n=0

φnZk−n, (3.3.1)
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where the convergence of the series holds in L2(Ω). In particular, it follows that (Yk)k is

a stationary centered second order process with covariance function given by

ρY (k) = Cov(Yk, Y0) =
φ|k|

1− φ2
σ2
Z .

In order to compute asymptotic variances for the proposed estimators we will need the

following results, that we give under general assumptions on innovations since it may be

usefull for other settings.

Théorème 3.3.1. Let (Zk)k be a sequence of iid centered random variables with E(Z4+δ
0 ) <

+∞, for some δ > 0, and (Yk) its associated AR(1) process with autoregression coefficient

φ ∈ (−1, 1) given by (3.3.1). Then we have the following asymptotic normality

1√
n

(
n−1∑

k=0

Yk,

n−1∑

k=0

k

n
Yk,

n−1∑

k=0

(Y 2
k − ρY (0)),

n−1∑

k=0

YkZk+1

)
d−→

n→+∞
N (0,Σ1) .

with

Σ1 =
σ2
Z

(1− φ)2




1 1
2

E(Z3
0)

(1+φ)σ2
Z

0

1
2

1
3

E(Z3
0)

2(1+φ)σ2
Z

0

E(Z3
0)

(1+φ)σ2
Z

E(Z3
0)

2(1+φ)σ2
Z

(E(Z4
0 )−3σ4

Z)

(1+φ)2σ2
Z

+ 2σ2
Z

(1+φ2)
(1−φ)(1+φ)3

2σ2
Zφ

(1+φ)2

0 0
2σ2

Zφ
(1+φ)2

1−φ
1+φE(Z

2
0 )



.

Let us note that, since our innovations have moments of any order, our assumption on

E(Z4+δ
0 ) < +∞ is clearly satisfied. It allows us to use a Central Limit result of [8] for

mn-dependent random variables but it may be weakened with E(Z4
0 ) < +∞. Therefore,

we can state the following result under this weaker assumption.

Corollaire 3.3.1. Let (Zk)k be a sequence of iid centered rv with E(Z4
0 ) < +∞ and (Yk)

its associated AR(1) process with autoregression coefficient φ ∈ (−1, 1) given by (3.3.1).

Then we have the following convergence in L2 :

i) 1
n

n−1∑
k=0

Yk → 0 and 1
n

n−1∑
k=0

k
nYk → 0 ;

ii) 1
n

n−1∑
k=0

Y 2
k → ρY (0) =

1
1−φ2σ

2
Z ;

iii) 1
n

n−1∑
k=0

YkYk+1 → ρY (1) =
φ

1−φ2σ
2
Z with, denoting Y n = 1

n

n−1∑
k=0

Yk,

1√
n

(
n−1∑

k=0

[(
Yk − Y n

)2 − ρY (0)
]
,

n−1∑

k=0

[(
Yk − Yn

) (
Yk−1 − Y n

))
− ρY (1)

]
d−→

n→+∞
N (0,Σρ) ,

with

Σρ = ρY (0)
2


 (η − 3) + 2 1+φ2

1−φ2 φ
(
(η − 3) + 2 1+φ2

1−φ2

)

φ
(
(η − 3) + 2 1+φ2

1−φ2

)
(η − 3)φ2 + 2 1+φ2

1−φ2 − (1 + φ2)


 ,
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where η =
E(Z4

0 )

σ4
Z

. Hence, for φ̂n :=

n−1∑
k=0

(Yk−Yn)(Yk+1−Y n)
n−1∑
k=0

(Yk−Y n)
2

we have

√
n
(
φ̂n − φ

)
d−→

n→+∞
N
(
0, 1− φ2

)
.

Démonstration. In view of the proof of Theorem 3.3.1, as soon as E(Z4
0 ) < +∞, we

can obtain the convergence of
√
nΣn(Y ) to Σ1 where Σn(Y ) is the covariance matrix of(

1
n

n−1∑
k=0

Yk,
1
n

n−1∑
k=0

k
nYk,

1
n

n−1∑
k=0

(Y 2
k − ρY (0)),

1
n

n−1∑
k=0

YkZk+1

)
. Then, it implies the correspon-

ding L2 convergence. Moreover, using the AR(1) equation (3.2.3) we write

1

n

n−1∑

k=0

YkYk+1 = φ
1

n

n−1∑

k=0

Y 2
k +

1

n

n−1∑

k=0

YkZk+1
L2

−→
n→+∞

φρY (0) = ρY (1).

The following central limit theorem and φ-estimator are classical results (see [10] for

instance). Under the assumption that E(Z4+δ
0 ) < +∞, we can recover them thanks to

Theorem 3.3.1. Actually, since Y n = OP

(
1√
n

)
the asymptotic normality follows from

the fact that (
n−1∑

k=0

[
Y 2
k − ρY (0)

]
,

n−1∑

k=0

[YkYk−1 − ρY (1)]

)

is just a linear transformation of

(
n−1∑
k=0

[
Y 2
k − ρY (0)

]
,
n−1∑
k=0

YkZk−1

)
with corresponding

matrix given by A =

(
1 0

φ 1

)
and we find Σρ = AΣ3,4

tA, where Σ3,4 denotes the ex-

tracted matrix of Σ1 corresponding to lines and rows number 3 and 4, that corresponds

to the asymptotic covariance matrix obtained in Proposition 7.3.4. of [10]. Then using

delta-method for g(x, y) = y
x we may prove the asymptotic normality of φ̂n with asymp-

totic variance given by Dg(ρY (0), ρY (1))Σρ
tDg(ρY (0), ρY (1)) where Dg(ρY (0), ρY (1)) =

1
ρY (0)

(
−φ 1

)
.

Remark 3.3.1. Let us mention that these convergence may be strengthen using ergodic

properties of (Yk)k. Actually, according to [4], since the innovation Z0 has a non trivial

absolutely continuous component and E(log(Z0))
+) < +∞, the AR(1) process (Yk)k is

strong mixing and hence ergodic. Therefore, by the ergodic theorem (see Corollary 9.1.3

of [22] for instance), for any measurable function g : R → R such that E(g(Y0)
2) < +∞

we have
1

n

n−1∑

k=0

g(Yk) → E(g(Y0)), almost surely and in L2.

Let us also note that these results may be extended to non stationary solutions of the

AR(1) equation whatever the initial solution is.
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3.3.2 Estimation of the innovations (Zk)k∈{1,...,n}

Estimation of m = a+ λν, b and φ

In view of (3.2.5), we first derive an estimator for θ := (m, b, φ) = (a − λν, b, φ) as a

contrast based estimator. To this end let us consider the contrast function, defined for

θ̃ = (m̃, b̃, φ̃) ∈ R
3 as

Mn(θ̃) =

n−1∑

k=0

(
Xn,k+1 − φ̃Xn,k − m̃− b̃

k

n

)2

.

The minimizer of this quadratic functional is given by

θ̂(1)n := (tAn(X)An(X))−1 tAn(X)X = (m̂(1)
n , b̂(1)n , φ̂(1)n ) (3.3.2)

where An(X) =




1 0 Xn,0

...

1 n−1
n Xn,n−1


 is the random matrix of coefficients. Adapting

classical proofs for M-estimators (see [60] for instance), we prove the following results

(see Appendix).

Théorème 3.3.2. Let us assume that (Xn,k)0≤k≤n satisfies (3.2.5) for some θ = (m, b, φ),

following from (3.2.2), with (Zk) an iid sequence of centered random variables with

E(Z4
k) < +∞. Then,

θ̂(1)n := (tAn(X)An(X))−1 tAn(X)X
P−→

n→+∞
θ (3.3.3)

Moreover, √
n
(
θ̂n − θ

)
d−→

n→+∞
N (0,Σ2) ,

where, for σ2
Z := Var(Z0), the matrix Σ2 is given by

Σ2 =




m2 1+φ
1−φ + 4σ2

Z mb 1+φ
1−φ − 6σ2

Z −m(1 + φ)

mb 1+φ
1−φ − 6σ2

Z b2 1+φ
1−φ + 12σ2

Z −b(1 + φ)

−m(1 + φ) −b(1 + φ) 1− φ2


 .

or equivalently by

Σ2 =




c2
(
1− φ2

)
+ 4σ2

Z cd
(
1− φ2

)
− 6σ2

Z −c
(
1− φ2

)

cd
(
1− φ2

)
− 6σ2

Z d2
(
1− φ2

)
+ 12σ2

Z −d
(
1− φ2

)

−c
(
1− φ2

)
−d
(
1− φ2

)
1− φ2


 ,

with c = m
1−φ and d = b

1−φ .

Remark 3.3.2. Let us note that for m and b be fixed, asymptotic variances of (m̂
(1)
n )n

and (b̂
(1)
n )n are increasing as φ increases to 1, while it is the opposite for c and d be fixed

since in this case m = c(1− φ) and b = d(1− φ) become smaller with φ.

We check empirically this result for different values of φ in Figure 3.6.1, postponed to
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Section 3.6.4. As expected, in view of the asymptotic variance, the performances are

better for φ not too close from 1.

Estimation of the trend

Theorem 2 allows us to build an estimator of the parameters c = m
1−φ and d = b

1−φ linked

with the observed linear trend driven by cn = c− d
n(1−φ) and d by considering

ĉ(1)n =
m̂

(1)
n

1− φ̂
(1)
n

− b̂
(1)
n

n(1− φ̂
(1)
n )2

and d̂(1)n =
b̂n

1− φ̂n
.

Since cn → c, as n → +∞, we can deduce from Theorem 3.3.2 both consistency and

asymptotic normality :

Proposition 3.3.1. Under the assumptions of Theorem 3.3.2

√
n
(
(ĉ(1)n , d̂(1)n , φ̂(1)n )− (c, d, φ)

)
d−→

n→+∞
N (0,Σ3) ,

with

Σ3 =




4σ2
Z

(1−φ)2 − 6σ2
Z

(1−φ)2 0

− 6σ2
Z

(1−φ)2
12σ2

Z

(1−φ)2 0

0 0 1− φ2


 (3.3.4)

Démonstration. We consider the function from R
3 to R

3 defined ∀(x, y, z) ∈ R
3 by :

g (x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z
, z

)
,

such that

√
n
((
ĉ(1)n , d̂(1)n , φ̂(1)n

)
− (c, d, φ)

)
=

√
n
(
g(θ̂(1)n )− g(θ)

)
d−→

n→+∞
N
(
0, Dg(θ)Σ2

tDg(θ)
)
.

by Theorem 1 and the delta-method ([60]), with

Dg(θ) =
1

1− φ




1 0 c

0 1 d

0 0 1− φ


 ,

Remark 3.3.3. Note that the asymptotic covariance does not depend on c, d and that

we get an asymptotic independence between
(
ĉ
(1)
n , d̂

(1)
n

)
and φ̂

(1)
n in contrast with previous

results.

We illustrate this result in Figure 3.6.2 (see Section 3.6.4) and compare for several values

of φ and σ in Figure 3.3.1 below.

We can notice that, as expected, φ̂(1) does not depend of the noise σ of the signal, but

all the estimators ĉ
(1)
n , d̂

(1)
n , φ̂(1) depend of φ.
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Figure 3.3.1 – Comparison with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,
n = 100, X0 = cn. On the left : with respect to φ ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 0.95}, in red σ = 0.1,
in black σ = 0.3 and in blue σ = 0.5. On the right with respect to σ ∈ {0, 0.05, . . . , 0.5},
in red φ = 0.1, in black φ = 0.5 and in blue φ = 0.9

Now, a classical way to treat with trend consists in first estimating it and then removing

it. When doing so, we have a 2-step estimation procedure by first getting estimators ĉ
(2)
n

and d̂
(2)
n given by linear regression of (Xn,k)0≤k≤n and then computing the autoregression

coefficient φ̂
(2)
n by considering the autocorrelation function at lag 1 of the linear regression

residuals given by

Ŷn,k := Xn,k − ĉ(2)n − d̂(2)n k/n = Yk + (cn − ĉ(2)n ) + (d− d̂(2)n )k/n. (3.3.5)

More precisely, by (3.2.2) together with the fact that 1
n+1

∑n
k=0

k
n = 1

2 and 1
n+1

∑n
k=0

(
k
n − 1

2

)2
=

n+2
12n , we have for n > 1,

d̂(2)n =
12n

n+ 2
× 1

n+ 1

n∑

k=0

(
k

n
− 1

2
)
(
Xn,k −Xn

)

=
12n

n+ 2
× 1

n+ 1

n∑

k=0

(
k

n
− 1

2
)

(
Yk − Y n + d

(
k

n
− 1

2

))

where Xn = 1
n+1

∑n
k=0Xn,k and Y n = 1

n+1

∑n
k=0 Yk, while

ĉ(2)n = Xn − 1

2
d̂(2)n

= cn + Y n − 1

2
(d̂(2)n − d).

It follows that

φ̂(2)n =

n−1∑

k=0

(Ŷn,k+1 − Ŷ n)(Ŷn,k − Ŷ n)×
(

n∑

k=0

(Ŷn,k − Ŷ n)
2

)−1

,

where Ŷ n = 1
n+1

∑n
k=0 Ŷn,k.

In order to compare with our first estimators we can check that they have the same

asymptotic covariance matrix.

Proposition 3.3.2. Let us assume that (Xn,k)0≤k≤n satisfies (3.2.5) for some θ =

(m, b, φ), following from (3.2.2), with (Zk) an iid sequence of centered random variables
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with E(Z4δ

k ) < +∞ for some δ > 0. Then,

E

(
ĉ(2)n

)
= cn and E

(
d̂(2)n

)
= d.

Moreover, √
n
(
(ĉ(2)n , d̂(2)n , φ̂(2)n )− (c, d, φ)

)
d−→

n→+∞
N (0,Σ3) ,

with Σ3 given by (3.3.4) of Proposition 3.3.1.

Démonstration. We first remark that d̂
(2)
n − d = An · Sn+1(Y ), where

Sn(Y ) =
1

n

(
n−1∑

k=0

Yk,
n−1∑

k=0

k

n
Yk,

n−1∑

k=0

(Y 2
k − ρY (0)),

n−1∑

k=0

YkZk+1

)
,

have been introduced in Theorem 3.3.1 and An =
(
−6 n

n+2 , 12
n+1
n+2 , 0, 0

)
→ A = (−6, 12, 0, 0).

Therefore
√
n
(
d̂
(2)
n − d

)
d−→

n→+∞
N
(
0,

12σ2
Z

(1−φ)2

)
, since A · Σ1A =

12σ2
Z

(1−φ)2 (identifying vec-

tors with column matrices) and d̂
(2)
n − d = OP(1/

√
n). Then, one can remark that for

h ∈ {0, 1} we have

1

n

n−1∑

k=0

[
(Ŷn,k+h − Ŷ n)(Ŷn,k − Ŷ n)− ρ(h)

]
=

1

n+ 1

n∑

k=0

Yk+hYk − ρ(h) +OP(1/n),

with

√
n

(
ĉ(2)n , d̂(2)n ,

1

n+ 1

n∑

k=0

Y 2
k ,

1

n+ 1

n∑

k=0

Yk+1Yk − (cn, d, ρ(0), ρ(1))

)
=Mn

√
nSn+1(Y ),

for Mn =




1 + 3 n
n+2 −6n+1

n+2 0 0

−6 n
n+2 12n+1

n+2 0 0

0 0 1 0

0 0 φ 1




−→
n→+∞

M :=




4 −6 0 0

−6 12 0 0

0 0 1 0

0 0 φ 1




. Since

cn = c+O(1/n), according to Theorem 3.3.2 we obtain

√
n

((
ĉ(2)n , d̂(2)n ,

1

n

n−1∑

k=0

(Ŷn,k+1 − Ŷ n)(Ŷn,k − Ŷ n),
1

n

n−1∑

k=0

(Ŷn,k − Ŷ n)
2

)
− (c, d, ρ(0), ρ(1))

)
d−→

n→+∞
N (0,MΣ1

tM),

and the stated result follows by the delta-method.

We compare these two procedures in Figure 3.3.2. Its seems that even for n = 100 both

behave relatively similarly. We only remark that the global estimation seems less biased

for φ as φ is increasing than the 2-Step estimation but its standard deviation is a little

bit higher. Let us emphasize that we chose initial conditions in order to be close from

the chosen line and we saw that the global estimation was more robust with the choice of

initial condition. Let us also remark that as the variance for estimation of φ is decreasing

with respect 1−φ2, bias is increasing. Note also that the estimate of c is naturally biased

(asymptotically not biased) but the estimate for d seems not too biased.
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Figure 3.3.2 – Comparison with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,
n = 100, X0 = cn with respect to φ ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 0.95} on the left and to σ ∈
{0, 0.05, . . . , 0.5} on the right. Straight line for the global estimation and dashed line for
the 2-step estimation. On the left in red σ = 0.1, in black σ = 0.3 and in blue σ = 0.5.
On the right, in red φ = 0.1, in black φ = 0.5 and in blue φ = 0.9.

For comparison we plot the theoretical values of the standard deviation in Figure 3.3.3.

Figure 3.3.3 – Theoretical asymptotic standard deviation for ν = 0.3, λ = 1, n = 100,

with respect to φ ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 0.95} on the left and to σ ∈ {0, 0.05, . . . , 0.5} on the

right. On the left in red σ = 0.1, in black σ = 0.3 and in blue σ = 0.5. On the right, in

red φ = 0.1, in black φ = 0.5 and in blue φ = 0.9.

Estimation of the innovations

Theorem 3.3.2 and the 2-step estimation of Proposition 3.3.2 provide us two ways for the

estimations of innovations (Zk)k∈{1,...,n}. Namely, we can consider for all k ∈ {1, ..., n} :

Ẑ
(1)
k = Xn,k − φ̂(1)n Xn,k−1 − m̂(1)

n − b̂(1)n

k − 1

n
(3.3.6)
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or

Ẑ
(2)
k = Ŷn,k − φ̂(2)n Ŷn,k−1 with Ŷn,k given in (3.3.5). (3.3.7)

Note that, in view of previous results, for all fixed k we have

Ẑ
(i)
k

P−→
n→+∞

Zk.

Then, in the sequel, we will explicitly used our assumptions on the distribution of the

innovations in order to complete estimation of all the parameters.

3.3.3 Estimation of λ, ν and σ2

Let us recall that we assume that Zk = λ(Uk−ν)+σεk, for U ∼ B(ν) and εk ∼ N (0, σ2).

This implies that Zk is a mixture between two Gaussian. More precisely, the density of

Z0 is given by

fZ0(z;ψ) = (1− ν)γ−λν,σ2(z) + νγλ(1−ν),σ2(z), for z ∈ R

where ψ := (ν, λ, σ) and γm,ρ2 denotes the density of a normal variable of mean m and

of variance ρ2.

It is classical to use the EM-algorithm to estimate the mixture parameters. We impose

that the two components share the same variance and we consider the estimated inno-

vations for all k ∈ {1, ..., n}, Ẑ(i)
k , for i = 1 or 2. We can use the R function Mclust on

these estimated innovations [28] or the Matlab function fitgmdist, and we impose it two

components with the same variance : one for the peaks, the other one for the innovations

without peaks. This algorithm gives estimators of the model by iterations of two steps :

expectation of the completed log-likelihood of the estimated innovations and choice of

parameters which maximize this expectation. At each iteration, the log-likelihood of the

estimated innovations increases, which enables us to have a better estimation at a given

iteration than at the previous one. We can refer to [51] for more details. The algorithm

stops when the log-likelihood increases by increments smaller than a tolerance. It gives

us the parameters of the clustering :

— the estimated mean of each gaussian (µ̂1, µ̂2) : once sorted such that µ̂1 ≤ µ̂2 we

should have µ̂1 that estimates −λν and µ̂2 that estimates λ(1 − ν) so we can use

µ̂2 − µ̂1 as an estimator of λ ;

— the estimated proportion of each gaussian (p̂1, p̂2) : we keep p̂2 as an estimator of

ν ;

— the common estimated variance v̂ which estimates σ2.

Then we denote by ψ̂
(i)
n := (ν̂

(i)
n , λ̂

(i)
n , σ̂

(i)
n ) the corresponding estimators obtained by

using (Ẑ
(i)
k )1≤k≤n. The main problems of the EM-algorithms are that it not ensures to

have the estimator of maximum likelihood if there exist local maxima (importance of the

initialization) and that the convergence can be slow. We can refer to [49] to choose the

initialization and to [63] to study different types of convergence. Here we use five replicates

for each estimation and apply this algorithm with the previous estimated innovation so
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that we obtain two estimators ψ̂
(i)
n := (ν̂

(i)
n , λ̂

(i)
n , σ̂

(i)
n ) for i = 1, 2. We present bias as well

as empirical 95% confidence intervals in Figure 3.3.4, while a specific comparison between

global estimation and 2-step estimation for bias and standard deviation is presented in

Figure 3.3.4.

Figure 3.3.4 – Comparison with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,
n = 100, X0 = cn for EM estimators using estimated innovations from Theorem 3.3.2.
On the left : with repect to φ ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 0.95}, in red σ = 0.1, in black σ = 0.3
and in blue σ = 0.5. On the right with repect to σ ∈ {0, 0.05, . . . , 0.5}, in red φ = 0.1, in
black φ = 0.5 and in blue φ = 0.9

Figure 3.3.5 – Comparison with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,
n = 100, X0 = cn with respect to φ ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 0.95}. Straight line for the global
estimation and dashed line for the 2-Step estimation. On the left in red σ = 0.1, in black
σ = 0.3 and in blue σ = 0.5. On the right φ = 0.1, in black φ = 0.5 and in blue φ = 0.9.

Surprisingly, we notice that the estimators of ν, λ and σ seem not to depend on φ,

whatever the estimation of the innovations (global or 2-step) and both of them performs

rather similarly. We can also remark that here is a stronger bias for the λ estimation and

as expected standard deviations increase with respect to σ.

Let us finally remark that we are therefore able to estimate the whole set of parameters

since on can then set

â(1)n = m̂(1)
n − λ̂(1)n ν̂(1)n .
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3.4 Spike detection

Let us recall that the innovations of the process X are given by

∀k ∈ {1, ..., n}, Zk = λ (Uk − ν) + σǫk = Xk − φXk−1 − a− λν − b
k − 1

n
,

which can be estimated through Ẑ
(i)
k where i = 1 or 2. We have already remarked that Zk

is a mixture between two gaussians (see Section 3.3.3). As we want to detect the spikes,

we have to find the k ∈ {1, ..., n} such that Uk+1 = 1. Therefore we can define two tests.

• T : we consider for a threshold s ∈ R the probabilities :

PF := PF (s, ν, λ, σ) = P (Zk > s|Uk+1 = 0) = 1− Φ

(
s+ λν

σ

)
(3.4.1)

PT := PT (s, ν, λ, σ) = P (Zk > s|Uk+1 = 1) = 1− Φ

(
s− λ(1− ν)

σ

)
, (3.4.2)

where Φ is the cumulative distribution function of a standard normal variable. We consi-

der also for a tolerance α ∈ (0, 1) :

sα = min {s ∈ R|PF ≤ α} = σq1−α − λν,

where q1−α denotes the quantile of order 1−α of a standard Gaussian random variable.

The test T consists in considering the instant k as a peak if Ẑ
(i)
k+1 > sα. Then PF is the

false detection probability at each time k and PT is the true detection probability at each

time k.

• Tc : EM algorithm can provide us the a posteriori probabilities P (Uk = 0|Zk) which

are the probabilities, given Zk, that the instant k is not a peak. Then Tc consists in

considering the instant k as a peak if P (Uk = 0|Zk) < α, for a tolerance α. Let us quote

that the clustering by default is usually given by choosing α = 1
2 .

Then, for i ∈ {1, 2} we denote T (i) and T
(i)
c the tests T and Tc, used respectively with

the estimations (Ẑ
(i)
k )1≤k≤n.

In order to enlight performances of both tests we consider a trajectory of size n+1 with

n = 100. We note (Jk)1≤k≤n the sequence of {0, 1}-valued variables with true spiking

times given by 1 and, for a tolerance α on false detection, (T
(i)
k (α))1≤k≤n, respectively

(T
(i)
c,k(α))1≤k≤n, the sequence of {0, 1}-valued variables with detected spiking times given

by 1 using estimated innovations Ẑ
(i)
k and ψ̂

(i)
n = (ν̂

(i)
n , λ̂

(i)
n , σ̂

(i)
n ), described in the previous

section. Then we can compute

τ
(i)
T (α) := #{1 ≤ k ≤ n; Jk = 1, T

(i)
k (α) = 1}/#{1 ≤ k ≤ n; Jk = 1},

τ
(i)
F (α) := #{1 ≤ k ≤ n; Jk = 0, T

(i)
k (α) = 1}/#{1 ≤ k ≤ n; Jk = 0},

and similarly we write τ
(i)
c,T (α) and τ

(i)
c,F (α) when T (i) is replaced by T

(i)
c .

We present in Figure 3.6.5 several realizations obtained considering fixed a, b and with



3.4. SPIKE DETECTION 71

the same jumps. The different values of φ contribute to changes in the linear trend

and sample paths are very different. In Figure 3.6.4 several realizations are obtained

considering fixed c, d also with the same jumps. Hence the linear slope is now identical

for each realizations and the different values of φ only change a little the initial value.

Let us emphasize that we chose as initial conditions cn in order to have a point on the

line. This choice corresponds to an ideal case for the 2-step estimations and it performs

very similarly than the first global way of estimation. However we have remarked that

the global estimation is more robust to changes with respect to initial conditions. We

give computed true and false positive rate in Table 3.4.1 and Table 3.4.2 for a fixed

level chosen as α = 0.01. We put in bold the minor changes between the two methods

of estimation. Whatever the chosen test is, the performances are getting worser as σ is

increasing. However, tests T and Tc are not performing similarly for a fixed level. The

true and false positive rate for T are higher than for Tc. Despite we have chosen α = 0.01

we can obtain up to 0.1 for false positive rate of T , in the worst case σ = 0.5, while false

positive rate of Tc are of the good order.

φ = 0.1 φ = 0.5 φ = 0.9

σ τ
(1)
T τ

(1)
F τ

(1)
c,T τ

(1)
c,F τ

(1)
T τ

(1)
F τ

(1)
c,T τ

(1)
c,F τ

(1)
T τ

(1)
F τ

(1)
c,T τ

(1)
c,F

0.1 1 0.014 1 0 1 0.014 1 0 1 0 1 0
0.3 0.889 0.027 0.519 0 1 0.027 0.667 0 0.704 0 0.296 0
0.5 0.667 0.041 0.111 0.014 0.370 0 0 0 0.630 0.041 0.148 0

σ τ
(2)
T τ

(2)
F τ

(2)
c,T τ

(2)
c,F τ

(2)
T τ

(2)
F τ

(2)
c,T τ

(2)
c,F τ

(2)
T τ

(2)
F τ

(2)
c,T τ

(2)
c,F

0.1 1 0.014 1 0 1 0.014 1 0 1 0 1 0
0.3 0.889 0.027 0.556 0 1 0.027 0.667 0 0.778 0 0.333 0
0.5 0.667 0.041 0.111 0.014 0.370 0 0 0 0.630 0.041 0.148 0

Table 3.4.1 – Test over one simulation for ν = 0.3, λ = 1, a = 5, b = −5, d = b/(1− φ),
cn = (a+ λν)/(1− φ)− b/(n(1− φ)2), X0 = cn, n = 100, as shown in Figure 3.6.5 with
tolerance α = 0.01. The number of jumps is 27.

φ = 0.1 φ = 0.5 φ = 0.9

σ τ
(1)
T τ

(1)
F τ

(1)
c,T τ

(1)
c,F τ

(1)
T τ

(1)
F τ

(1)
c,T τ

(1)
c,F τ

(1)
T τ

(1)
F τ

(1)
c,T τ

(1)
c,F

0.1 1 0.013 1 0 1 0.013 1 0 1 0.013 1 0
0.3 0.840 0 0.640 0 0.920 0 0.440 0 0.760 0 0.600 0
0.5 0.320 0 0 0 0.480 0.105 0.280 0.013 0.760 0.118 0.600 0.053

σ τ
(2)
T τ

(2)
F τ

(2)
c,T τ

(2)
c,F τ

(2)
T τ

(2)
F τ

(2)
c,T τ

(2)
c,F τ

(2)
T τ

(2)
F τ

(2)
c,T τ

(2)
c,F

0.1 1 0.013 1 0 1 0.013 1 0 1 0.013 1 0
0.3 0.840 0 0.640 0 0.920 0 0.400 0 0.760 0 0.600 0
0.5 0.320 0 0 0 0.480 0.105 0.280 0.013 0.760 0.118 0.560 0.053

Table 3.4.2 – Test over one simulation for ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10, b = d(1−φ),
a = c(1− φ)− λν, X0 = cn, with cn = c− d/(n(1− φ)) and n = 100, as shown in Figure
3.6.4 with tolerance α = 0.01. The number of jumps is 25.

In order to confirm these first observations we estimate the true and false detection

probabilities by considering N = 1000 independent simulations of sample paths and
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computing the empirical mean of the sample

P̂
(i)
T (α) =

1

N

N∑

l=1

(
τ
(i)
T (α)

)(l)
and P̂

(i)
F (α) =

1

N

N∑

l=1

(
τ
(i)
F (α)

)(l)
, (3.4.3)

as well as

P̂
(i)
c,T (α) =

1

N

N∑

l=1

(
τ
(i)
c,T (α)

)(l)
and P̂

(i)
c,F (α) =

1

N

N∑

l=1

(
τ
(i)
c,F (α)

)(l)
. (3.4.4)

We first present numerical results when φ is varying in Figure 3.4.1 with also 95% confi-

dence intervals for α = 0.01 as previously. Surprisingly, despite the values of φ near 1

affect the quality of the first estimated values, it seems to have no consequence on the re-

sults of the different tests since their performances do not vary too much with φ, as it was

also the case for the second estimates using EM-algorithms. However the performances

are highly depending on the level of noise σ as we can see in Figure 3.4.2 where we have

plotted results according to σ varying between 0 and 0.5. As remarked previously, tests

are performing similarly choosing the first or the second method of innovations. However

as σ is increasing the level of T is higher than α but not exceeding 0.1. In contrast Tc

seems to have a lower false detection rate but it has also a lower true detection rate.

Figure 3.4.1 – Comparison with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,
n = 100, X0 = c with respect to φ ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 0.95}. Threshold given by α = 0.01.
In red σ = 0.1, in black σ = 0.3 and in blue σ = 0.5. First line : True positive rate
according to the different Tests. Second line : false positive rate

A usual way to compare tests is to use ROC curves (for Receiver Operating Characte-

ristic) that enable to measure a binary test’s sensitivity. We can refer to [47] for more

details. Since our tests depend on a level α ∈ (0, 1) we can compute empirical ROC

curves defined as the location of the pairs (P̂
(i)
F (α), P̂

(i)
T (α)) given by (3.4.3) for T or

(P̂
(i)
c,F (α), P̂

(i)
c,T (α)) given by (3.4.4) for Tc when α is varying between 0 and 1. Let us

quote that we can also compute the theoretical ROC curve associated to T and in this

case the pairs (PF , PT ) are related through the fact that the measure d′ defined in [34]
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CompErrTest1vs2TPvsigma.pngCompErrTest1vs2FPvsigma.png

Mean of TP Mean of FP Std of TP Std of FP

Figure 3.4.2 – Comparison with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,
n = 100, X0 = c with respect to σ ∈ {0, 0.05, . . . , 0.5}. Threshold given by α = 0.01. In
red φ = 0.1, in black φ = 0.3 and in blue φ = 0.5. Straigth line with dot for T (1), dashed

line with plus for T (2), dashed line with dot for T
(1)
c , dotted line with cross for T

(2)
c .

by

d′ = Φ−1(PT )− Φ−1(PF ),

where Φ is the cumulative distribution function of a standard normal variable, is constant.

With the expressions of PT and PF and the symmetry of Φ we obtain d′ = λ
σ , so each

theoretical curve can be associated to a value of the ratio λ
σ (and each point of a curve

is related to a tolerance α and a threshold sα). Note that d′ increases when PT increases

and when PF decreases, that is to say when the test is more sensitive and in our case

it corresponds to a decrease of σ when λ is constant. This is confirmed by Figure 3.4.3

where the area under curve is decreasing with respect to σ increasing in {0.1, 0.3, 0.5}.
The first ROC curve confirms that there is no significant difference between T (1) and T (2)

for this kind of simulations. We omit a similar result for T
(1)
c and T

(2)
c . The second ROC

curve shows that T (1) seems to be better than T
(1)
c and especially as σ is increasing for

a fixed φ = 0.5. It reveals that for a rate of false positive detection that we can tolerate,

we can find a threshold which provides a bigger rate of true positive detection with T (1)

than with T
(1)
c . This is also true for different values of φ since ROC curves completely

coincide with φ for both tests as shown in the two last figures.

Figure 3.4.3 – ROC curves obtained with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, c = 15,
d = −10, n = 100, X0 = cn. In red σ = 0.1, in black σ = 0.3 and in blue σ = 0.5. First :
φ = 0.5, solid line with cross for T (1), dashed line with dot for T (2). Second : φ = 0.5,

solid line with cross for T (1), dashed line with dot for T
(1)
c . Third and Fourth : T (1) (left)

and T
(1)
c (right) with several values of φ, solid line with cross for φ = 0.1, dotted line for

φ = 0.9, dashed with plus for φ = 0.5.
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3.5 Data analysis

A biological experience of Anne Duittoz, gives us 22 trajectories of neurons observed

during 575 seconds. For sake of conciseness we only present the two first ones (see Figure

3.5.1).

Figure 3.5.1 – Whole trajectory of Neuron 1 and Neuron 2.

In order to apply our spike detection methodology we restrict the time domain to

{150, . . . , 300}. We first obtain estimations of the parameters given in the following table.

The results are slightly different according to the first or second estimation but they re-

main of the same order.

Neuron φ̂(1) m̂(1) b̂(1) ĉ
(1)
n d̂(1) ν̂(1) λ̂(1) σ̂(1)

1 0.385 1010 −46.7 1650 −75.9 0.466 1.22 5.4

2 0.923 158 −10.3 2050 −133 0.157 1.47 3.55

φ̂(2) m̂(2) b̂(2) ĉ
(2)
n d̂(2) ν̂(2) λ̂(2) σ̂(2)

1 0.385 1020 −47.2 1650 −76.7 0.466 1.27 5.37

2 0.916 174 −12 2060 −143 0.137 1.58 3.61

In the whole experiment, we notice a high variability of the estimated parameters between

the different neurons, especially for φ, as it can be seen in table 3.5.1 where the mean

value of the estimators, their minimum and maximum obtained from all the neurons of

the experience are given.
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Figure 3.5.3 – Percentage of spiking neurons over the 22 neurons for each instant between

150 and 300 with T (1), in red for α = 0.05 and in black for α = 0.1

3.6 Appendix

3.6.1 From continuous time to discrete time

We assume to observe a process X over a time interval [0, T ], T ∈ R
+, satisfying

dXt =
1

τ
(µ(t)−Xt)dt+ λdNt + σdWt,

for a linear trend µ(t) = c + d
T t, c ∈ R

+, d ∈ R, τ, σ, λ ∈ (0,+∞), and W a Brownian

motion independent from N a Poisson process of parameter ν ∈ (0, 1]. It follows, writing

γ = 1/τ that

d
(
eγtXt

)
= γeγt

(
c+

d

T
t

)
dt+ σeγtdWt + λeγtdNt. (3.6.1)

Now, we assume to have (n + 1) observations uniformly distributed on [0, T ] : X0, XT
n
,

..., Xk T
n
, ..., XT . For k ∈ {0, ..., n}, we will note Xk for Xk T

n
. Moreover, we introduce

φ := e−γ T
n . By integrating (1) over [k T

n , (k + 1)Tn ], we have :

φ−(k+1)Xk+1 − φ−kXk = c
(
φ−(k+1) − φ−k

)
+
d

n

(
(k + 1)φ−(k+1) − kφ−k

)
− d

γT

(
φ−(k+1) − φ−k

)

+ σ

∫ (k+1)T
n

k T
n

eγtdWt + λ

∫ (k+1)T
n

k T
n

eγtdNt.
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Or equivalently :

Xk+1 = φXk + c (1− φ) + d
k

n
(1− φ) +

d

n
− d

γT
(1− φ)

+ σ

∫ (k+1)T
n

k T
n

eγ(t−(k+1)T
n )dWt + λ

N
(k+1) T

N∑

j=N
k T

n

eγ(sj−(k+1)T
n ),

where (sj)j are the points of the Poisson process N . Assuming n is large enough :

d

n
− d

γT
(1− φ) =

d

n
− d

γT

(
1− e−γ T

n

)

=
d

n
− d

γT

(
−γ T

n
+ o

(
1

n

))

= o

(
1

n

)
;

∫ (k+1)T
n

k T
n

eγ(t−(k+1)T
n )dWt =

T

n

(
W(k+1)T

n
−Wk T

n

)
+ o

(
1

n

)
,

with W(k+1)T
n
−Wk T

n
∼ N

(
0, Tn

)
and N(k+1)T

n
−Nk T

n
∼ P

(
ν T

n

)
. Then

P

(
N(k+1)T

n
−Nk T

n
= 1
)
= ν

T

n
+o

(
1

n

)
and P

(
N(k+1)T

n
−Nk T

n
= 0
)
= 1−ν T

n
+o

(
1

n

)
,

so we can consider the following approximation

Xk+1 = φXk + c (1− φ) + d
k

n
(1− φ) + σǫk+1 + λUk+1,

where for all k ∈ {0, ..., n}, ǫk ∼ N
(
0, Tn

)
, Uk ∼ B

(
ν T

n

)
are independant variables. In

this paper we have assumed that T
n = 1.

3.6.2 Proof of Theorem 3.3.1

By Cramer-Wold device, it is sufficient to prove that for all u, v, w and x in R :

1√
n

n∑

k=0

∆n,k → N (0, l) ,

where we denote ∆n,k = (u+ v + wYk + xZk+1)Yk − wρY (0) for all n ≥ 1 and k ∈
{0, ...n} and

l =
(
u v w x

)
Σ1

t
(
u v w x

)
.

As usual for proving asymptotic normality in time series we consider and (mn)-dependent

approximation of (Yk) defined through Y
(mn)
k =

∑mn

j=0 φ
jZk−j and denote ∆

(mn)
n,k =(

u+ v + wY
(mn)
k + xZk+1

)
Y

(mn)
k −wρY (mn)(0), where ρY (mn)(0) = Var(Y

(mn)
k ). Let us
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remark that we may write

∆n,k = ∆
(mn)
n,k +

(
u+ v

k

n
+ xZk+1

)
Rmn,k+wR

2
mn,k+2wY

(mn)
k Rmn,k+w (ρY (mn)(0)− ρY (0))

where Rmn,k =
∑+∞

j=mn+1 φ
jZk−j . We first notice that for all α ≤ 4 + δ

||Rmn,k||Lα ≤ ||Z0||Lα

|φ|mn+1

1− |φ| ,

which implies thatRmn,k → 0 in Lα. Let us also remark that since Y
(mn)
k =

∑mn

j=0 φ
jZk−j ,

we have also ||Y (mn)
k ||Lα ≤ 1

1−φ ||Z0||Lα , by the Minkowski inequality. Moreover,

|ρY (0)− ρY (mn)(0)| ≤ σ2
Z

|φ|2(mn+1)

1− φ2
.

Then we can find c > 0 such that ‖∆n,k −∆
(mn)
n,k ‖L2 ≤ c|φ|mn , so that

‖ 1√
n

n∑

k=0

(∆n,k −∆
(mn)
n,k )‖L2 ≤ √

n|φ|mn .

Choosing mn such that
√
n|φ|mn → 0, by Slutsky theorem, it is sufficient to prove that

1√
n

n∑

k=0

∆
(mn)
n,k

d−→
n→+∞

N (0, l) .

For that, since now (∆
(mn)
n,k ) is a sequence of mn-dependent random variables, it is enough

to check the four points of the theorem from [8] concerning central limit theorem for mn

dependent random variables. Namely, in our setting, choosing δ′ = δ
2 , it follows from

(i)
m

2+ 2
δ′

n

n
converges to 0

(ii)||∆(mn)
n,k ||L2+δ′ < +∞

(iii) for some C > 0, Var

(
j∑

k=i+1

∆
(mn)
n,k

)
≤ C(j − i)

(iv)
1

n
Var

(
n∑

k=0

∆
(mn)
n,k

)
converges to a non-zero limit l.

The first point (i) is simply obtained by choosing mn = nη for some η such as

η <
1

2
(
1 + 1

δ′

) ,

so we can take such a value for mn and remark that
√
n|φ|mn → 0. Then, for the

second point (ii), we first get ||Zk+1Y
(mn)
k ||L2+δ′ ≤ ||Zk+1||L4+δ ||Y (mn)

k ||L4+δ , by Cauchy-

Schwarz inequality. On the other hand, using again Cauchy-Schwarz inequality,
(
Y

(mn)
k

)2
≤
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1

1− |φ|

mn∑

j=0

|φ|jZ2
k−j so that

||Y (mn)
k

2
||L2+δ′ ≤ 1

(1− |φ|)2 ||Z
2
0 ||L2+δ′

≤ 1

(1− |φ|)2 ||Z0||2L4+δ

< +∞.

Hence, by triangular inequality,

||∆(mn)
n,k ||L2+δ′ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
u+ v

k

n
+ xZk+1

)
Y

(mn)
k + wY

(mn)
k

2
∣∣∣∣
∣∣∣∣
L2+δ′

≤ (|u|+ |v|)||Y (mn)
k ||L2+δ′ + |x|||Zk||L4+δ ||Y (mn)

k ||L4+δ + |w|||Y (mn)
k

2
||L2+δ′

< +∞,

that proves point (ii).

For the last two points and in order to get an explicite covariance matrix we need the

following intermediate results.

Lemme 3.6.1. Let (Zk)k be a sequence of iid centered rv with E(Z4
0 ) < +∞ and (Yk) its

associated AR(1) process with autoregression coefficient φ ∈ (−1, 1). Then, for all n ≥ 1

and k, l ∈ {0, ..., n− 1} we have

(1) Cov
(
Yk, Y

2
l

)
=

E
(
Z3
0

)

1− φ3
φ

1
2 (l−k)+ 3

2 |l−k|,

(2) Cov (Yk, YlZl+1) = 0,

(3) Cov (YkZk+1, YlZl+1) =
σ2
Z

1− φ2
E
(
Z2
0

)
1{k=l},

(4) Cov
(
Y 2
k , YlZl+1

)
= 2

σ4
Z

1− φ2
φ2(k−l)−1

1{k≥l+1},

(5) Cov
(
Y 2
k , Y

2
l

)
= Cov

(
Y 2
k , Y

2
l

)
=

σ4
Z

1− φ2

(
φ2|l−k|(E(Z4

0 )− 3σ4
Z)

σ4
Z(1 + φ2)

+
2φ2|l−k|

1− φ2

)
.

It follows that one can find a constant c > 0 such that

|Cov(∆n,k,∆n,k)| ≤ c|φ||k−l|.

Moreover, one can choose c > 0 such that we also have

|Cov(∆
(mn)
n,k ,∆

(mn)
n,k )| ≤ c|φ||k−l|.

Démonstration. We first consider k and l such that 0 ≤ k ≤ l ≤ n− 1 :



80CHAPITRE 3. DÉTECTION DE SAUTS POUR L’ACTIVITÉ CALCIQUE DE NEURONES

(1) Cov
(
Yk, Y

2
l

)
=

+∞∑

m,n,p=0

φm+n+p
E (Zk−mZl−nZl−p) .

Since the centered variables Zk are i.i.d., the terms of this sum are equal to zero except

if the indices k −m, l − n and l − p are equal then if p = n = l − k +m. So we have :

Cov
(
Yk, Y

2
l

)
=

+∞∑

m=0

φ3m+2(l−k)
E
(
Z3
k−l

)

=
E
(
Z3
0

)

1− φ3
φ2(l−k),

and we note that
∣∣Cov

(
Y mn

k , (Y mn

l )2
)∣∣ ≤ E(|Z0|3)

1−|φ|3 |φ|2(l−k).

(2) Since Zl+1 is independant of YkYl, we get Cov(Yk, YlZl+1) = 0 and similarly

Cov(Y mn

k , Y mn

l Zl+1) = 0.

(3) Since Zl+1 is independant of YkYlZk+1 if k < l, we have

Cov (YkZk+1, YlZl+1) = E (YkZk+1YlZl+1)1{k=l}

= E
(
Y 2
k Z

2
k+1

)
1{k=l}

= E
(
Y 2
k

)
E
(
Z2
k+1

)
1{k=l}

=
σ4
Z

1− φ2
1{k=l},

and similarly |Cov (Y mn

k Zk+1, Y
mn

l Zl+1) | ≤ σ4
Z

1−|φ|21{k=l}.

(4) Since Zl+1 is independant of Y 2
k Yl, we obtain Cov

(
Y 2
k , YlZl+1

)
= 0 = Cov

(
(Y mn

k )2, Y
(mn)
l Zl+1

)
.

(5) We have

Cov
(
Y 2
k , Y

2
l

)
=

+∞∑

m,n,p,q=0

φm+n+p+q
E (Zk−mZk−nZl−pZl−q)− ρY (0)

2.

The terms of this sum are equal to zero except if the indices k −m, k − n, l − p, l − q

are all equal or equal in twos, then we deduce that

Cov
(
Y 2
k , Y

2
l

)
=

σ4
Z

1− φ2

(
φ2(l−k)(E(Z4

0 )− 3σ4
Z)

σ4
Z(1 + φ2)

+
2φ2(l−k)

1− φ2

)
,

and similarly, one can find c > 0 such that |Cov
(
(Y mn

k )2, (Y mn

l )2
)
| ≤ c|φ|2(l−k).

Now if we have 0 ≤ l < k ≤ n− 1, we can check the equalities (3) and (5) using symetric

property. For the other ones :

(1)

Cov
(
Yk, Y

2
l

)
=

+∞∑

m,n,p=0

φm+n+p
E (Zk−mZl−nZl−p) .

The terms of this sum are equal to zero except if the indices k −m, l − n and l − p are
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equal then if p = n and m = n+ k − l.

Cov
(
Yk, Y

2
l

)
=

+∞∑

n=0

φ3n+k−l
E
(
Z3
k−l

)
=

E
(
Z3
0

)

1− φ3
φk−l,

while |Cov
(
Y mn

k , (Y mn

l )2
)
| ≤ E(|Z0|3)

1−|φ|3 |φ|k−l.

(2)

Cov (Yk, YlZl+1) =
+∞∑

m,n=0

φm+n
E (Zk−mZl−nZl+1)

= 0

since the centered variables Zk−m, Zl−n and Zl+1 cannot be all equal and we have the

same for Cov (Y mn

k , Y mn

l Zl+1).

(4) We can prove by induction that

Cov
(
Y 2
k , YlZl+1

)
= 2

σ4
Z

1− φ2
φ2(k−l)−1.

Actually, for k = l + 1

Cov
(
Y 2
l+1, YlZl+1

)
= Cov

(
(φYl + Zl+1)

2
, YlZl+1

)

= φ2Cov
(
Y 2
l , YlZl+1

)
+ Cov(Z2

l+1, YlZl+1) + 2φVar (YlZl+1)

= 0 + 0 + 2φVar(Yl)Var(Zl+1)

= 2
φ

1− φ2
σ4
Z

which proves the property for k = l+1. Now assuming that the result holds for k > l we

get

Cov
(
Y 2
k+1, YlZl+1

)
= Cov

(
(φYk + Zk+1)

2
, YlZl+1

)

= φ2Cov
(
Y 2
k , YlZl+1

)
+ Cov(Z2

k+1, YlZl+1) + 2φCov (YkZk+1, YlZl+1)

As k > l, the two last terms are equal to zero and

Cov
(
Y 2
k+1, YlZl+1

)
= φ2Cov

(
Y 2
k , YlZl+1

)

= 2
σ4
Z

1− φ2
φ2(k+1−l)−1,

which proves using induction that (4) holds for any k ≥ l + 1. Finally, let us quote that

expanding

Cov
(
(Y

(mn)
k )2, Y

(mn)
l Zl+1

)
=

mn∑

m,n,p,q=0

φm+n+p
E(Zk−mZk−nZl−pZl+1),
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we also obtain that for k > l,

∣∣∣Cov
(
(Y

(mn)
k )2, Y

(mn)
l Zl+1

)∣∣∣ ≤ 2
σ4
Z

1− |φ|2 |φ|
2(k−l)−1.

Hence, one can find a constant c > 0 such that

∣∣∣Cov
(
∆

(mn)
n,k ,∆

(mn)
n,l

)∣∣∣ ≤ c|φ||k−l| and |Cov (∆n,k,∆n,l)| ≤ c|φ||k−l|.

It follows that

Var

(
j∑

k=i+1

∆
(mn)
n,k

)
≤ c

j∑

k,l=i+1

|φ||k−l| ≤ c

1− |φ| (j − i),

that proves the point (iii).

For the last point (iv), since 1√
n

∑n
k=0

(
∆

(mn)
n,k −∆n,k

)
→ 0 in L2 when n → +∞, it is

enough to prove that 1
nVar (

∑n
k=0 ∆n,k) →

n→+∞
l. Hence, we compute

Var

(
n∑

k=0

∆n,k

)
= Var

(
n−1∑

k=0

(
u+ v

k

n
+ wYk + xZk+1

)
Yk

)

=

n−1∑

k,l=0

Cov

((
u+ v

k

n
+ wYk + xZk+1

)
Yk,

(
u+ v

l

n
+ wYl + xZl+1

)
Yl

)

=
1

n

n−1∑

k,l=0

(
u2n+ uv(k + l) + v2

kl

n

)
Cov(Yk, Yl) + (uwn+ vwk)Cov

(
Yk, Y

2
l

)
+ (uwn+ vwl)Cov

(
Y 2
k , Yl

)

+
1

n

n−1∑

k,l=0

(uxn+ vkx)Cov (Yk, YlZl+1) + (uxn+ vlx)Cov (YkZk+1, Yl) + nx2Cov (YkZk+1, YlZl+1)

+
1

n

n−1∑

k,l=0

xwnCov
(
Y 2
k , YlZl+1

)
+ xwnCov

(
YkZk+1, Y

2
l

)
+ nw2Cov

(
Y 2
k , Y

2
l

)
.

Now in order to get an explicit asymptotic variance we need the following computations.

Lemme 3.6.2. For |φ| < 1, we have the following behaviors when n tends to +∞ :

1.
n∑

i=0

n∑

j=0

φ|j−i| = n
1 + φ

1− φ
+ o(n) ;

2.
n∑

i=0

n∑

j=0

iφ|j−i| =
n2

2

1 + φ

1− φ
+ o(n2) ;

3.
n∑

i=0

n∑

j=0

ijφ|j−i| =
n3

3

1 + φ

1− φ
+ o(n3) ;
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4.
n∑

i=0

n∑

j=0

φ
1
2 (j−i)+ 3

2 |j−i| = n
1 + φ+ φ2

1− φ2
+ o(n) ;

5.
n∑

i=0

n∑

j=i+1

φ2(j−i)−1 = n
φ

1− φ2
+ o(n) ;

6.
n∑

i=0

n∑

j=0

iφ
1
2 (j−i)+ 3

2 |j−i| =
n2

2

1 + φ+ φ2

1− φ2
+ o(n2).

Then we obtain that 1
nVar

(
n−1∑
k=0

∆n,k

)
→

n→∞
l, where

l = u2
σ2
Z

1− φ2
1− φ

1 + φ
+ uv

σ2
Z

1− φ2
1 + φ

1− φ
+ v2

σ2
Z

1− φ2
1 + φ

3(1− φ)
+ 2uw

E
(
Z3
0

)

σ2
Z(1− φ3)

1 + φ+ φ2

1− φ2

+ vw
E
(
Z3
0

)

1− φ3
1 + φ+ φ2

2(1− φ2)
+ w2 σ4

Z

1− φ2
1 + φ2

1− φ2

(
E
(
Z4
0

)
− 3σ4

Z

σ4
Z(1 + φ2)

+
2

1− φ2

)

+ 4wx
σ4
Z

1− φ2
φ

1− φ2
+ x2

σ4
Z

1− φ2

=
σ2
Z

(1− φ)2

(
u2 + uv + 2uw

E(Z3
0 )

σ2
Z(1 + φ)

+
v2

3
+

E
(
Z3
0

)

σ2
Z(1 + φ)

vw

)

+
σ2
Z

(1− φ)2

(
w2

(
(E
(
Z4
0

)
− 3σ4

Z)

σ2
Z(1 + φ)2

+ 2
σ2
Z

(
1 + φ2

)

(1− φ)(1 + φ)3

)
+ 4wz

σ2
Zφ

(1 + φ)2
+ z2σ2

Z

1− φ

1 + φ

)

=
(
u v w x

)
Σ1

t
(
u v w x

)
6= 0.

3.6.3 Proof of Theorem 3.3.2

Let us write

Hn(X) = tAn(X)An(X) =




n
n−1∑
k=0

k
n

n−1∑
k=0

Xk

n−1∑
k=0

k
n

n−1∑
k=0

(
k
n

)2 n−1∑
k=0

k
nXk

n−1∑
k=0

Xk

n−1∑
k=0

k
nXk

n−1∑
k=0

X2
k



.

In view of (3.2.2), if (Xn,k) satisfies (3.2.5) for some θ = (m, b, φ) ∈ R
2×]− 1, 1[, we can

write Xn,k = cn + d k
n + Yk with Y a stationary centered solution of the AR(1) equation

(3.2.3), namely

Yk+1 = φYk + Zk+1,

and cn, d are given by (3.2.4) ie cn = c− b
n(1−φ)2 , d = b

1−φ and c = m
1−φ .
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Hence, according to Corollary 3.3.1,

1

n

n−1∑

k=0

Xn,k = cn + d
1

n

n−1∑

k=0

k

n
+

1

n

n−1∑

k=0

Yk
L2

−→
n→+∞

c+ d/2,

1

n

n−1∑

k=0

k

n
Xn,k = cn

1

n

n−1∑

k=0

k

n
+ d

1

n

n−1∑

k=0

(
k

n

)2

+
1

n

n−1∑

k=0

k

n
Yk

L2

−→
n→+∞

c/2 + d/3,

1

n

n−1∑

k=0

X2
n,k = c2n + 2cnd

1

n

n−1∑

k=0

k

n
+ d2

1

n

n−1∑

k=0

(
k

n
)2 +

1

n

n−1∑

k=0

Y 2
k ++2cn

1

n

n−1∑

k=0

Yk + 2d
1

n

n−1∑

k=0

k

n
Yk

L2

−→
n→+∞

c2 + d2/3 + cd+ ρY (0),

with ρY (0) = σ2
Z/(1− φ2) as the stationary solution of the AR(1) equation. Therefore

1

n
Hn(X)

L2

−→
n→+∞

H :=




1 1/2 c+ d/2

1/2 1/3 c/2 + d/3

c+ d/2 c/2 + d/3 c2 + d2/3 + cd+ ρY (0)


 .

Now let us consider for θ̃ = (m̃, b̃, φ̃) ∈ R
3, the contrast function

Mn(θ̃) =
t(Xn −An(X)θ̃)(Xn −An(X)θ) =

n−1∑

k=0

(
Xn,k+1 − φ̃Xn,k − m̃− b̃

k

n

)2

,

where Xn := (Xn,k+1)0≤k≤n−1. Let us write θ = (m, b, φ) the true parameter such that

Xn,k+1 − φXn,k −m− b
k

n
= Zk+1,

meaning that Xn−An(X)θ0 = Z for Z := (Zk+1)0≤k≤n−1. Then θ̂n = argminθ̃∈R3Mn(θ̃)

satisfies Jn(θ̂n) = 0 for Jn = ∇Mn. But Jn(θ̃) = −2tAn(X)(Xn −An(X)θ̃) and Jn(θ) =

Jn(θ)−Jn(θ̂n) = −2Hn(X)(θ− θ̂n). On the other hand, since Xn−An(X)θ = Z, we get

Jn(θ) = −2




n−1∑
k=0

Zk+1

n−1∑
k=0

k
nZk+1

n−1∑
k=0

Xn,kZk+1



.

We will prove that −1
2
√
n
Jn(θ)

d−→
n→+∞

N (0,Σ), with Σ = σ2
ZH. To this end we use again

the Cramer-Wold device (see Proposition 6.3.1 of [10] for instance) and consider for

u, v, w ∈ R
3

1√
n

n−1∑

k=0

(
u+ v

k

n
+ wXn,k

)
Zk+1 =

1√
n

n−1∑

k=0

(
(u+ cnw) + (v + dw)

k

n
+ wYk

)
Zk+1,

when (Xn,k) satisfies (3.2.2) for some fixed θ.

The convergence will follow from a Lindeberg condition for triangular array of martingales
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[11]. Actually, let us write ∆n,k+1 =
(
(u+ cnw) + (v + dw) kn + wYk

)
Zk+1 and Sn,l =

∑l
k=0 ∆n,k+1. We may consider the filtration Fn,l = σ(Zk, k ≤ l) = Fl. It follows that

E(∆n,k+1|Fn,k) = E(∆n,k+1|Fk) =
(
(u+ cnw) + (v + dw) kn + wYk

)
E(Zk+1) = 0 a.s.

since Zk+1 is centered and independent from Fk and (Sn,l) is a martingale triangular

array. Then let us write Sn

sn
:=

Sn,n−1

sn
, where s2n = Var(Sn,n−1). Hence according to

Theorem 2 of [11] or [30] if

1

s2n

n−1∑

k=1

E(∆2
n,k+1|Fk)

P−→
n→+∞

1, (3.6.2)

and
1

s2n

n−1∑

k=1

E(∆2
n,k+11|∆n,k+1|>εsn |Fk)

P−→
n→+∞

0, for all ε > 0, (3.6.3)

we have Sn

sn

d−→
n→+∞

N (0, 1).

So let us first compute the asymptotic variance. We write 〈S〉n =
∑n−1

k=1 E(∆
2
n,k+1|Fk)

and note that s2n = E(〈S〉n). In our setting, it is clear that

E(∆2
n,k+1|Fk) = σ2

Z

(
(u+ cnw) + (v + dw)

k

n
+ wYk

)2

.

By Corollary 3.3.1 we have 1
n

n−1∑
k=0

Yk → 0, 1
n

n−1∑
k=0

k
nYk → 0 and 1

n

n−1∑
k=0

Y 2
k → ρY (0) in L2 and

we may deduce that

1

n

n−1∑

k=0

E(∆2
n,k+1|Fk)

L2

−→
n→+∞

s2 := σ2
Z

(
(u+ cw)2 +

1

3
(v + dw)2 + w2ρY (0) + (u+ cw)(v + dw)

)
.

Hence,
s2n
n

−→
n→+∞

s2,

and (3.6.2) follows writting

1

s2n

n−1∑

k=0

E(∆2
n,k+1|Fk) =

n

s2n
× 1

n

n−1∑

k=0

E(∆2
n,k+1|Fk).

Note that we may deduce from these lines that the asymptotic covariance matrix is given

by

Σ = σ2
Z




1 1
2 c+ d

2
1
2

1
3

c
2 + d

3

c+ d
2

c
2 + d

3 c2 + d2

3 + ρY (0) + cd


 = σ2

ZH.

Now it remains to prove the Lindenberg condition (3.6.3). So let us fix N ∈ N
∗ large

enough such that for all n ≥ 2N we have sn > s2
√
N , choose C > 0 such that |∆n,k+1| ≤
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C(1 + |Yk|)|Zk+1| and remark that for n ≥ 2N , we have

1

n

n−1∑

k=0

E(∆2
n,k+11|∆n,k+1|>εsn |Fk) ≤ 1

n

n−1∑

k=0

E(∆2
n,k+11|∆n,k+1|>εs

√
N |Fk)

≤ C2

n

n−1∑

k=0

E((1 + |Yk|)2Z2
k+11|C(1+|Yk|)|Zk+1|>εs

√
N |Fk).

Hence, by stationarity, we get

E

(
1

n

n−1∑

k=0

E(∆2
n,k+11|∆n,k+1|>εsn |Fk)

)
= C2

E((1+|Y0|)2Z2
11|(1+|Y0|)|Z1|>εs

√
N/C) −→

N→+∞
0,

since E((1 + |Y0|)2Z2
1 ) < +∞, and allows to get (3.6.3). We have therefore Sn

sn

d−→
n→+∞

N (0, 1) and consequently, by Slutsky’s theorem, −1
2
√
n
Jn(θ) =

sn√
n

Sn

sn

d−→
n→+∞

N (0, s2). But

−1
2
√
n
Jn(θ) =

1
nHn(X)

√
n(θ − θ̂n), and we can write

√
n(θ − θ̂n) =

(
1

n
Hn(X)

)−1 −1

2
√
n
Jn(θ).

Again, by Slutsky’s theorem, we may deduce that

√
n(θ − θ̂n) −→ H−1N (0,Σ) = N

(
0, H−1ΣtH−1

)
= N

(
0, σ2

ZH
−1
)
.

Note that det(H) = ρY (0)
12 , so

Σ2 = σ2
ZH

−1 = (1− φ2)




c2 + 4ρY (0) cd− 6ρY (0) −c
cd− 6ρY (0) d2 + 12ρY (0) −d
−c −d 1


 ,

with c = m
1−φ , d = b

1−φ and ρY (0) =
1

1−φ2σ
2
Z .
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3.6.4 Numerical results

φ = 0.1 φ = 0.5 φ = 0.9

Figure 3.6.1 – Histogramms with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, σ = 0.2, a = 5,

b = −5, n = 1000. First row : (m̂
(1)
n −m). Second row : (̂b

(1)
n − b). Third row : (φ̂

(1)
n −φ).

The red lines correspond to the theoretical gaussian distribution with variance computed

according to Theorem 3.3.2.
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φ = 0.1 φ = 0.5 φ = 0.9

Figure 3.6.2 – Histogramms with 1000 simulations, ν = 0.3, λ = 1, σ = 0.2, c = 5,

d = −5, n = 1000. First row : (ĉ
(1)
n − c). Second row : (d̂

(1)
n −d). The red lines correspond

to the theoretical gaussian distribution.
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Figure 3.6.3 – Means and standard deviation of the estimators of φ, cn and d, according

Theorem 3.3.2 (first column) or linear regression (second colum), over 100 simulations

of (Xn,k)0≤k≤n, for n ∈ {100, 200, ..., 5000}. φ = 0.9, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10,

X0 = cn, with cn = c− d/(n(1− φ))
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φ = 0.1 φ = 0.5 φ = 0.9

Figure 3.6.4 – Test over one simulation, ν = 0.3, λ = 1, c = 15, d = −10, b = d(1− φ),

a = c(1−φ)−λν, X0 = cn, with cn = c−d/(n(1−φ)) and n = 100. In red star, the true

jumps, in blue cross detected jumps with T (1), in black plus T
(1)
c , in blue circle with T (2)

and in black circle with T
(2)
c with level α = 0.01. The red line, respectively green line, is

the estimated line with the first, respectively the second, estimators. The dot black line

corresponds to the straight line with parameters (cn, d). First line : σ = 0.1, second line :

σ = 0.3, third line : σ = 0.5.
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φ = 0.1 φ = 0.5 φ = 0.9

Figure 3.6.5 – Test over one simulation, ν = 0.3, λ = 1, a = 5, b = −5, d = b/(1 − φ),

cn = (a + λν)/(1 − φ) − b/(n(1 − φ)2), X0 = cn, n = 100. In red star, the true jumps,

in blue cross detected jumps with T (1), in black plus T
(1)
c , in blue circle with T (2) and

in black circle with T
(2)
c with level α = 0.01. The red line, respectively green line, is

the estimated line with the first, respectively the second, estimators. The dot black line

corresponds to the straight line with parameters (cn, d). First line : σ = 0.1, second line :

σ = 0.3, third line : σ = 0.5. The jumps are the same for all realizations.
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Chapitre 4

Analyse de données

L’objectif de ce chapitre est de proposer des outils pour utiliser la méthode de détection

présentée dans de Chapitre 3 sur un ensemble de trajectoires neuronales, afin de pouvoir

étudier la synchronisation de ces neurones. Nous présenterons les données puis nous

définirons ensuite la synchronisation entre les neurones et essaierons de comprendre ses

conséquences sur les signaux individuels. Nous testerons la validité de notre modèle de

détection sur des simulations obtenues à partir des données réelles et nous comparerons

avec une autre méthode, utilisée par les biologistes, que nous nommerons méthode locale.

4.1 Analyse des données biologiques

Nous illustrons ce chapitre avec une expérience réalisée sur N = 33 neurones sur une

durée de n = 2459 secondes.

On donne les trajectoires (Xn,k)k∈{0,...,n} de quatre de ces neurones dans la Figure 4.1.1.

93
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(Xn,k)k∈{0,...,n−1} sont i.i.d. et suivent une loi gaussienne de moyenne µ et d’écart-type

σ, pour tout instant k ∈ {0, ..., n}, et seuil s ∈ R, on a l’approximation suivante, pour

une taille nf grande :

P (Xn,k > µk + sσk) ≃ 1− FN (0,1)(s),

où la fonction FN (0,1) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. En

particulier, si nf était suffisamment grand, on aurait pour le choix s = 1.5 une probabilité

égale à 0.0668 de fausse détection et une probabilité de 0.0401 avec le choix s = 1.75.

Ces valeurs devraient correspondrent au seuil α de tolérance de faux-positifs défini dans

la Section ??.

4.1.2 Délais d’intersauts

Nous définissons ici les temps ou délais d’intersauts qu’il est intéressant d’étudier pour

voir si des phénomènes, non dûs au hasard et qui ne sont pas représentés dans le modèle

stochastique que nous proposons dans le Chapitre 3, peuvent être observés, en particulier

en lien avec des évènements de synchronisation.

On rappelle que le nombre d’observations est donné par n+1 et que N est le nombre de

neurones étudiés. Pour (t, j) ∈ {0, ..., n} × {1, ..., N}, on donne les instants de sauts de

chaque neurone en définisant les variables S
(j)
t par :

S
(j)
t :=

{
1 si l’instant t est un pic pour le neurone j

0 sinon

Avec la modélisation proposée dans le Chapitre 3, la variable S
(j)
t correspond aux va-

riables Ut et suivent donc une loi de Bernouilli de paramètre ν.

Les délais d’intersauts ∆(j) sont donc donnés pour chaque neurone j ∈ {1, ..., N} par :

∆(j) :=
{
t2 − t1

∣∣∣t2 > t1;S
(j)
t1 = 1;S

(j)
t2 = 1; ∀ t ∈ {t1 + 1, ..., t2 − 1}, S(j)

t = 0
}

Selon le modèle continu proposé dans le Chapitre 1, les délais d’intersauts ∆(j) =

{∆(j)
1 ,∆

(j)
2 , ...} sont indépendants et suivent une loi exponentielle. Dans le modèle que

nous proposons dans le Chapitre 3, ils sont indépendants et suivent une loi géométrique.

4.1.3 Synchronisation

Dans les chapitres précédents, nous avons considéré une seule trajectoire neuronale à la

fois, à l’aide de différents modèles. Cependant, il existe des interactions entre les neu-

rones, notamment des instants de sauts communs à une grande proportion de neurones,

ou « instants de synchronisation ». Il a été montré dans [16] que les instants de synchroni-

sation d’évènements calciques pour une proportion significative des neurones du réseau,

précèdent les instants de pulses de sécrétion de GnRH. Nous étudierons dans la Section

4.4 ces instants de synchronisation détectés sur les données biologiques.
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On définit, pour chaque instant d’observation t ∈ {0, ..., n}, le taux de neurones qui

admettent un saut en introduisant les variables τsauts = (τsauts,t)t∈{0,...,n} :

τsauts,t :=
1

N

N∑

j=1

S
(j)
t (4.1.3)

Pour une valeur q ∈ [0, 1], on définit les instants de synchronisation au seuil q comme les

instants où plus d’une proportion q de neurones admettent un pic. Dans l’article [23], les

auteurs utilisent le seuil q = 0.3. La liste des instants de synchronisation est donc donnée

par

T
(q)
S = {t ∈ {0, ..., n} |τsauts,t ≥ q } .

On remarque bien sûr que pour deux seuils q ≤ q′, on a l’inclusion T
(q′)
S ⊂ T

(q)
S .

4.2 Préparation des données avec les hypothèses du

modèle

4.2.1 Extraction d’une période d’étude

L’expérience étudiée, d’une durée plus conséquente que d’autres expériences, semble ex-

hiber des décrochages qui s’expliquent par une rupture du processus expérimental, qui

correspond sans doute à un recalage de l’expérimentateur car les neurones sont en fait

mobiles sur la placode expérimentale. En observant par exemple la trajectoire du neurone

16, dans la Figure 4.1.1, il est clair que le modèle proposé dans le Chapitre 3 n’est pas

adapté à la totalité de l’expérience. En effet, la tendance de la série temporelle n’est pas

linéaire.

Pour une sélection des plages où le modèle est adapté, de nombreuses méthodes de

segmentation sont proposées. L’article [41] en présente un certain nombre. Les auteurs

proposent d’approcher le signal par des segments soit par interpolation linéaire (on relie

simplement les extrémités), où l’erreur est mesurée en norme infinie, soit par régression

linéaire (on minimise les carrés des écarts à la droite), où l’erreur est mesurée en norme

quadratique. Trois manières de segmenter sont alors recensées :

— trouver la meilleure partition pour séparer le signal en K segments, avec K fixé ;

— rendre l’erreur maximale sur chaque segment inférieure à un certain seuil fixé ;

— rendre l’erreur combinée sur tous les segments inférieure à un seuil global.

Puis trois types d’algorithmes sont proposés :

— avec fenêtre glissante : un segment grandit jusqu’à ce que l’erreur d’approximation

sur ce segment atteigne une certaine borne fixée ;

— « top-down » : le signal est partitionné récursivement jusqu’à ce que l’erreur at-

teigne un certain seuil fixé ;

— « bottom-up » : l’idée inverse, c’est-à-dire qu’on part d’une approximation très fine

avec un très grand nombre de segments, puis on élargit les segments jusqu’à ce que

l’erreur atteigne un certain seuil fixé.
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avec j ∈ {1, ..., N}, soit en ramenant les données à leur valeur initiale, ce qui consiste à

diviser chaque valeur par la valeur initale de l’enregistrement. La normalisation par l’aire

sous la courbe est notamment utilisée dans [3]. Il est à noter que les données biologiques

exploitées dans ce chapitre ont déjà été normalisées, pour que la valeur initiale soit com-

mune à tous les neurones. Il est immédiat de vérifier avec la condition 4.1.1 et les formules

4.1.2 qu’une telle normalisation ne change pas les instants détectés par la méthode locale

(test T (L)). On se propose dans cette partie d’étudier en quoi cette normalisation des

signaux modifie la détection des sauts avec la méthode développée dans le Chapitre 3

(test T (1)). Pour cela, on introduit des propriétés de changement d’échelle sur une tra-

jectoire (Xn,k)k∈{0,...,n}. On s’intéresse à ce qui change dans la méthode développée dans

le Chapitre 3 si on considère le processus (Xn,k,τ )k∈{0,...,n} = (τXn,k)k∈{0,...,n} au lieu

du processus (Xn,k)k∈{0,...,n}. Le modèle s’écrit alors pour tout k ∈ {0, ..., n− 1} et pour

chaque neurone :

Xn,k+1,τ = φ(Xn,k,τ )+mτ + bτ
k

n
+λτ(Uk−ν)+στǫk = φ(Xn,k,τ )+mτ + bτ

k

n
+Zk+1,τ ,

où les variables Zk+1,τ sont définies par Zk+1,τ = τZk+1. Dans le cas de la normalisation

par l’aire sous la courbe, le paramètre τ est donc égal à 1
A(j) pour chaque neurone

j ∈ {1, ..., N} et dans le cas de la normalisation par la valeur initiale, il est égal à 1

Xj
0

.

Les paramètres du modèle sont donc donnés dans le tableau suivant :

(Xn,k)k∈{0,...,n} φ m b c d λ ν σ
(Xn,k,τ )k∈{0,...,n} φτ = φ mτ = mτ bτ = bτ cτ = cτ dτ = dτ λτ = λτ ντ = ν στ = στ

Table 4.2.1 – Paramètres du modèle avec ou sans changement d’échelle

De plus, on a la relation suivante entre les probabilités PF et PT définies dans les équa-

tions (3.4.1) et (3.4.2) d’une part, et les probabilités PF,τ et PT,τ associées au processus

(Xn,k, τ)k∈{0,...,n} d’autre part :

PF,τ := P(Zk,τ > s|Uk = 0) = 1− F

(
s+ λτν

στ

)
= PF (s/τ)

PT,τ := P(Zk,τ > s|Uk = 1) = 1− F

(
s− λτ(1− ν)

στ

)
= PT (s/τ).

La méthode de détection des sauts consiste à sélectionner, pour une valeur de α ∈]0, 1[
donnée, les instants k tels que Zk+1,τ > τsα où

sα := min{s ∈ R
+|PF (s) ≤ α}.

En théorie, on détecte donc les mêmes pics car Zk,τ = τZk, mais le test Zk,τ > τsα

se fait sur les estimations Ẑk+1,τ des innovations qui dépendent des paramètres estimés.

Grâce au Théorème 3.3.2, on a les convergences suivantes :

√
n(m̂τ,n −mτ ) → N

(
0,m2 1 + φ

1− φ
τ2 + 4σ2

Zτ
2

)
,
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√
n(̂bτ,n − bτ ) → N

(
0,mb

1 + φ

1− φ
τ2 − 6σ2

Zτ
2

)
,

√
n(φ̂τ,n − φτ ) → N

(
0, 1− φ2

)
.

Donc si la variance asymptotique de l’estimateur φ̂n reste la même avec le changement

d’échelle, chacune de celle des estimateurs m̂n et b̂n est multipliée par τ2, donc pour

τ < 1, la variance asymptotique est plus petite.

La figure suivante donne la répartition des estimateurs des paramètres φ, m et b pour les

33 neurones de l’expérience, avec ou sans normalisation.

Figure 4.2.2 – Histogrammes des estimateurs des trois paramètres φ, m et b obtenus

sur les 33 neurones et la fenêtre {0, ..., 700} de l’expérience avec le Théorème 3.3.2, sans

normalisation à gauche et par une normalisation par l’aire sous la courbe à droite.

Sur la Figure 4.2.2, on commence par noter que l’échelle utilisée en abscisses exagère

l’étalement des valeurs, surtout pour le paramètre m. De plus, il semble qu’effectivement

la normalisation n’a pas eu d’effet sur la distribution de φ selon les neurones, alors

qu’elle a modifié celle de m et celle de b. On remarque également une hétérogénéité des

valeurs de ces paramètres selon les neurones. On pourrait alors proposer un modèle où

les paramètres m, b et φ sont des variables aléatoires comme il a été fait dans [44] où un

modèle AR(1) avec coefficient d’auto-régression aléatoire est étudié.

On représente ci-dessous des exemples des trajectoires normalisées ou non par l’aire sous

la courbe.
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de compter les fausses détections neurone par neurone sur un jeu de 100 simulations et

de les comparer au nombre d’instants de sauts théoriques détectés.

4.3.1 Simulations

La méthode de détection du Chapitre 3 proposant de plus une modélisation des trajec-

toires, nous l’utilisons une première fois pour détecter les instants de sauts des neurones

avec le seuil intermédiaire α = 0.05 et pour estimer les paramètres. Grâce à ce premier

traitement nous simulons 100 trajectoires de chaque neurone et nous les analyserons avec

l’une ou l’autre des deux méthodes avec différents choix des paramètres s et α. Plus

précisément, nous simulons des trajectoires (Xn,k)k∈{0,...,n} vérifiant :

• Xn,0 = cn

• pour k ∈ {0, ..., n− 1}, Xn,k+1 = φXn,k +m+ b kn + λ(U
(α)

k+1 − ν) + σǫk+1,

où φ, m, b, cn =
(
m− d

n

)
/(1 − φ), λ, ν et σ sont estimés grâce au Théorème 3.3.2, où

la suite (ǫk)k∈{1,...,n} est une suite de variables i.i.d. de loi normale centrée réduite et où

pour tout k ∈ {1, ..., n}, U (α)

k = 1 si l’instant k est détecté comme un pic avec le seuil

de tolérance α et 0 sinon. On cherche alors à ré-appliquer notre méthode sur ces signaux

pour voir si elle permet de détecter correctement les pics. Idéalement, il faudrait un taux

de fausses détections égal à α. On trace par exemple la trajectoire simulée à partir de

l’étude réalisée sur le premier neurone de l’expérience :
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On remarque sur la Figure 4.3.2 que la trajectoire simulée du neurone 1 ressemble à la

trajectoire réelle, et donc que la modélisation des trajectoires par un signal AR(1) avec

une tendance linéaire semble correspondre aux données réelles. On remarque cependant

que la détection sur des simulations donne plusieurs faux instants de sauts. Sur la simu-

lation de la Figure 4.3.2, on trouve 87.3% d’instants détectés sans erreurs (sauts ou non

sauts) avec le test T (1) et α = 0.067 contre 81% pour le test T (L) avec s = 1.5. Avec les

choix plus restrictifs de α et s, on trouve 86.9% d’instants détectés sans erreurs avec le

test T (1) et α = 0.04 contre 79.7% pour le test T (L) avec s = 1.75. Plus précisément,

nous donnerons les taux de bonnes détections, ou « True Positive » (TP) et de fausses

détections ou « False Positive » (FP) moyens sur les 100 simulations de chaque neurone.

4.3.2 Comparaison et courbes ROC

Les paramètres λ, µ et σ entrant en jeu dans le nombre d’erreurs de détection, nous

commençons par donner la répartition de leurs valeurs, estimées sur les 33 neurones :

Figure 4.3.3 – Répartition des valeurs des paramètres λ, µ et σ estimées sur les 33

neurones de l’expérience, normalisés par l’aire sous la courbe.

La Figure 4.3.3 montre que si l’estimation du paramètre ν donne des valeurs comparables

pour l’ensemble des neurones, celle des paramètres λ et σ montre que les neurones ad-

mettent une variance résiduelle et des sauts d’amplitudes qui peuvent être plus variables

ce qui se confirme en regardant le rapport signal sur bruit λ/σ indiqué dans la Table

4.3.1 qui suit. Nous donnons les tableaux suivants qui donnent les taux moyens TP de

bonnes détections et FP de fausses détections et qui permettent donc de connaître la

qualité de la détection, en particulier si le taux FP est proche du seuil α. Pour chaque

neurone, on donne donc pour deux valeurs de α les taux d’erreurs de détection obtenus

sur 100 simulations, qu’on compare avec le rapport signal sur bruit λ
σ estimé.
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Neurone 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

nombre de sauts 161 134 233 84 113 150 108 138 132 150 150

TP test T (1) 0.670 0.560 0.673 0.477 0.527 0.584 0.526 0.562 0.582 0.592 0.617

FP test T (1) 0.095 0.142 0.078 0.194 0.169 0.119 0.170 0.141 0.137 0.118 0.117

TP test T (L) 0.385 0.328 0.303 0.326 0.350 0.336 0.356 0.325 0.353 0.330 0.331

FP test T (L) 0.076 0.082 0.040 0.153 0.136 0.082 0.147 0.097 0.110 0.087 0.087
λ
σ estimé 1.779 1.248 1.873 0.830 1.048 1.367 1.041 1.242 1.315 1.425 1.508

Neurone 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

nombre de sauts 148 100 80 99 120 110 94 94 106 6 0

TP test T (1) 0.594 0.531 0.541 0.574 0.583 0.524 0.551 0.506 0.690 0.270 ×
FP test T (1) 0.120 0.174 0.190 0.168 0.135 0.166 0.173 0.175 0.104 0.239 0.247

TP test T (L) 0.347 0.300 0.311 0.323 0.344 0.333 0.314 0.312 0.445 0.190 ×
FP test T (L) 0.089 0.103 0.116 0.108 0.110 0.112 0.101 0.132 0.109 0.189 0.177

λ
σ estimé 1.445 1.021 0.982 1.169 1.327 1.040 1.070 0.961 1.762 0.091 0.057

Neurone 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

nombre de sauts 67 19 16 131 161 117 129 193 248 76 111

TP test T (1) 0.327 0.314 0.231 0.610 0.609 0.556 0.597 0.639 0.601 0.493 0.526

FP test T (1) 0.231 0.235 0.241 0.135 0.105 0.149 0.116 0.089 0.088 0.200 0.171

TP test T (L) 0.193 0.159 0.209 0.357 0.334 0.365 0.327 0.348 0.268 0.318 0.328

FP test T (L) 0.143 0.129 0.211 0.106 0.075 0.119 0.064 0.060 0.049 0.141 0.124
λ
σ estimé 0.320 0.245 0.015 1.385 1.537 1.211 1.464 1.704 1.609 0.818 1.041

Table 4.3.1 – Nombre moyen de « True Positive » et de « False Positive » détectées

avec le test T (1) avec α = 0.067 et le test T (L) avec s = 1.5 pour les 100 simulations de

trajectoires. La première ligne donne le nombre de sauts théoriques, c’est-à-dire détectés

sur les trajectoires réelles.
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Neurone 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

nombre de sauts 161 134 233 84 113 150 108 138 132 150 150

TP test T (1) 0.583 0.472 0.580 0.392 0.439 0.486 0.438 0.468 0.487 0.497 0.528

FP test T (1) 0.062 0.098 0.048 0.143 0.119 0.081 0.120 0.095 0.095 0.078 0.077

TP test T (L) 0.318 0.266 0.241 0.271 0.295 0.276 0.299 0.264 0.297 0.269 0.272

FP test T (L) 0.057 0.060 0.028 0.119 0.104 0.061 0.113 0.073 0.083 0.065 0.065
λ
σ estimé 1.779 1.248 1.873 0.830 1.048 1.367 1.041 1.242 1.315 1.425 1.508

Neurone 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

nombre de sauts 148 100 80 99 120 110 94 94 106 6 0

TP test T (1) 0.500 0.443 0.459 0.488 0.491 0.434 0.457 0.416 0.604 0.197 ×
FP test T (1) 0.080 0.124 0.138 0.117 0.092 0.118 0.122 0.124 0.067 0.180 0.187

TP test T (L) 0.286 0.246 0.250 0.265 0.292 0.281 0.259 0.261 0.385 0.147 ×
FP test T (L) 0.066 0.079 0.090 0.082 0.083 0.085 0.076 0.102 0.081 0.150 0.142

λ
σ estimé 1.445 1.021 0.982 1.169 1.327 1.040 1.070 0.961 1.762 0.091 0.057

Neurone 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

nombre de sauts 67 19 16 131 161 117 129 193 248 76 111

TP test T (1) 0.258 0.239 0.180 0.517 0.515 0.467 0.504 0.545 0.508 0.409 0.442

FP test T (1) 0.174 0.176 0.182 0.092 0.068 0.102 0.076 0.057 0.056 0.146 0.120

TP test T (L) 0.157 0.129 0.168 0.304 0.274 0.312 0.267 0.286 0.215 0.265 0.275

FP test T (L) 0.112 0.101 0.167 0.078 0.055 0.090 0.048 0.043 0.034 0.108 0.095
λ
σ estimé 0.320 0.245 0.015 1.385 1.537 1.211 1.464 1.704 1.609 0.818 1.041

Table 4.3.2 – Nombre moyen de « True Positive » et de « False Positive » détectées

avec le test T (1) avec α = 0.04 et le test T (L) avec s = 1.75 pour les 100 simulations de

trajectoires.

Les Tables 4.3.1 et 4.3.2 illustrent bien la grande variabilité des comportements des

neurones. Pour le nombre de sauts notamment, certains neurones admettent plus de 200

sauts détectés, tandis que d’autres en admettent moins de 10. On voit de plus qu’un

grand nombre de fausses détections (FP) sur les simulations est associé à un rapport

signal sur bruit λ
σ estimé faible, comme pour le neurone 25. En effet, dans ce cas-là notre

méthode de détection est moins capable de distinguer les évènements calciques du bruit.

A l’inverse, un taux raisonnable de fausses détections est associé à un rapport signal

sur bruit largement supérieur à 1, comme pour le neurone 1. Les résultats du neurone

22 sont dûs à une rupture plus précoce dans le signal. Pour l’ensemble des neurones,

on remarque cependant que le rapport signal sur bruit reste faible, signifiant l’existence

d’un bruit prépondérant qui rend difficile la modélisation de leur activité calcique. En

comparant les taux moyens de bonnes et de fausses détection, on remarque que la méthode

développée dans le Chapitre 3 donne plus de vraies détections avec des choix de s et α

analogues. En revanche, elle donne souvent plus de fausses détections. Les courbes ROC

permettront de savoir, en fixant un taux moyen de fausses détection, quelle méthode
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obtient le taux moyen de bonnes détection le plus élevé.

Pour obtenir des courbes ROC, nous utilisons les mêmes simulations que précédemment

sur lesquelles nous détectons les instants de sauts avec le test T (1) ou le test T (L) pour

chaque valeur de α ∈ {0.01, 0.03, ..., 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1} ou de s ∈ {−2.99, ..., 2.99}. La

courbe ROC suivante, obtenue avec le neurone 1, montre que pour un même nombre de

bonnes détections, la méthode développée dans le Chapitre 3 détecte en moyenne moins de

faux positifs sur ce neurone et semble donc plus efficace que la méthode expérimentale.

Toutefois, la méthode expérimentale, plus simple à utiliser, obtient des taux d’erreurs

raisonnables, peu éloignés des taux obtenus avec notre méthode.

Figure 4.3.4 – Courbe ROC obtenue sur les 100 simulations de la trajectoire de neurone

1. En rouge, test T (1), en bleu, test T (L). Les cercles noirs correspondent à des valeurs

proches des valeurs habituelles α = 0.04 et α = 0.067 pour la courbe rouge, et s = 1.5 et

s = 1.75 pour la courbe bleue.

Sur la Figure 4.3.2, on notera que les points en haut à droite correspondent à des seuils α

grands (proche de 1) pour la courbe rouge, et à des valeurs de s petites, voire négatives

pour la courbe bleue. Nous retrouvons en particulier, par lecture des coordonnées des

cercles noirs, les valeurs de « True Positive » et de « False Positive » obtenus sur le

neurone 1 de la Table 4.3.1 et 4.3.2.

4.3.3 Délais d’intersauts

On s’intéresse au temps ∆(j) entre les sauts pour chaque neurone j ∈ {1, ..., N}, qu’on

comparera au délai moyen après un instant de synchronisation pour qu’un neurone ad-

mette un nouveau pic. On commence par représenter les temps d’intersauts des données

réelles à l’aide des histogrammes suivants, où les sauts sont détectés selon les choix

α = 0.05 et α = 0.1 du seuil de tolérance de faux positifs.
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4.4.1 Description des instants de synchronisation avec les deux

méthodes de détection

On utilise ici le test T (1) de détection de sauts défini dans la Section ??, qui dépend du

paramètre α de tolérance de faux-positifs. A l’aide de ce test appliqué sur tous les neurones

de l’expérience sur une fenêtre de temps, nous obtenons les valeurs τsauts,t définies par

l’équation (4.1.3), notées alors τ
(α)
sauts,t, pour t ∈ {0, ..., n}, représentées dans la Figure

4.4.1. Ici, nous avons choisi pour le seuil α, les deux valeurs α = 0.04 et α = 0.067.

Figure 4.4.1 – Taux (τ
(α)
sauts,t)t∈{0,...,700} de neurones admettant un pic sur la fenêtre

{1, ..., 700} pour α = 0.04 en rouge et α = 0.067 en noir, après normalisation par l’aire

sous la courbe.

Ce graphique confirme que plus le seuil α est grand, plus on détecte de pics, au risque

d’avoir plus de fausses détections. La valeur maximale du taux τ
(α=0.04)
sauts,t est atteinte pour

les instants t = 345 et t = 651 et vaut τ
(α=0.04)
sauts,t = 0.394. La valeur maximale du taux

τ
(α=0.067)
sauts,t est atteinte pour l’instant t = 329 et vaut τ

(α=0.067)
sauts,t = 0.485.

Le graphique suivant donne les valeurs du seuil α pour que chaque instant de la fenêtre

{0, ..., 700} soit considéré comme un instant de synchronisation au seuil q. Bien sûr, si un

instant est détecté comme un pic avec une certaine valeur de α, il l’est forcément aussi

pour une valeur de α supérieure, d’où ces lignes verticales :
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Figure 4.4.2 – Seuil pour qu’un instant soit considéré comme un instant de synchroni-

sation au seuil q = 0.5 en haut et q = 0.4 au milieu et q = 0.3 en bas, sur la fenêtre

{0, ..., 700}, α ∈ {0.01, 0.011, ..., 0.2}, après normalisation par l’aire sous la courbe. Les

lignes rouges représentent les choix α = 0.04 et α = 0.067 du seuil de tolérance.

Sur la figure 4.4.2, on voit que pour le choix de paramètre α = 0.04, il n’y a pas d’instant

de synchronisation détecté au seuil q = 0.5 ou au seuil q = 0.4 et qu’il y en a 21 au seuil

q = 0.3. Pour le choix α = 0.067, il n’y a pas d’instant détecté au seuil q = 0.5 et il y en

a cinq au seuil q = 0.4 (t ∈ {145, 165, 195, 329, 342}) et 85 au seuil q = 0.3.
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Nous comparons maintenant ces observations sur les instants de synchronisation détectés

avec le test T (1) du Chapitre 3 avec le test de détection local T (L). Nous représentons les

taux τsauts,t pour chaque instant t ∈ {0, ...700}.

Figure 4.4.3 – Taux (τsauts,t)t∈{0,...,700} de neurones admettant un pic sur la fenêtre

{1, ..., 700} pour s = 1.75 en rouge et s = 1.5 en noir.

On donne également une figure analogue à la figure 4.4.2 qui donne la valeur du paramètre

s pour qu’un instant soit détecté comme un instant de synchronisation avec le test T (L).
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Figure 4.4.4 – Valeur du paramètre s pour que chaque instant soit considéré comme un

instant de synchronisation au seuil q = 0.5 (en haut), q = 0.4 (au milieu) ou q = 0.3 (en

bas).

La figure précédente montre que le choix du paramètre s = 1.75 ne permet pas de

détecter d’instants de synchronisation pour 40% ou 50% de l’ensemble des neurones,

pour la restriction du temps à la plage {0, ..., 700}. Le choix s = 1.5 ne permet pas non

plus de détection d’instants de synchronisation au seuil q = 0.5 et en détecte trois pour le

seuil q = 0.4, pour les instants t ∈ {101, 102, 651}. On trouve donc des nombres similaires



116 CHAPITRE 4. ANALYSE DE DONNÉES

d’instants de synchronisation que pour la détection avec le test T (1) avec des seuils α

analogues au paramètre s. Cependant les instants détectés ne sont pas les mêmes. Cela

peut s’expliquer par les erreurs de détection des méthodes qui sont amplifiées dans l’étude

de synchronisation, car plusieurs neurones sont pris en considération.

4.4.2 Synchronisation et délais d’intersauts

Nous souhaitons maintenant voir si la synchronisation d’une partie du réseau neuronal

peut influencer le comportement des neurones impliqués ou non dans ces instants de

synchronisation, en particulier dans les délais d’intersauts. Comme on l’a observé dans

les figures précédentes, les choix du seuil α = 0.04 ou α = 0.067 ne permettent pas de

détecter d’instants de synchronisation à un seuil q satisfaisant. Nous choisissons dans

l’analyse qui suit d’utiliser le test T (1) avec le seuil α = 0.1, c’est-à-dire qu’on tolère 10%

de fausses détections par neurone. Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :
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Neurone 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

nombre de sauts 219 202 285 140 164 240 177 192 194 225 216

temps inter-sauts moyen 3.18 3.45 2.44 4.91 4.18 2.91 3.93 3.65 3.61 3.11 3.24

nombre de sauts synchronisés q = 0.4 11 14 10 6 11 18 13 7 12 8 11

nombre de sauts synchronisés q = 0.5 1 2 1 1 2 2 3 1 3 1 1

délai après synchronisation q = 0.4 2.09 3.00 2.55 6.41 3.91 2.05 2.95 2.45 4.32 3.09 2.09

délai après synchronisation concernée q = 0.4 2.00 3.14 2.10 7.33 4.91 2.00 2.46 2.00 5.83 4.00 2.09

délai après synchronisation q = 0.5 1.67 4.00 2.33 4.33 2.67 1.67 2.00 1.67 2.67 3.33 3.33

délai après synchronisation concernée q = 0.5 3.00 5.00 1.00 5.00 2.50 1.00 2.00 3.00 2.67 3.00 1.00

Neurone 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

nombre de sauts 214 172 147 154 195 171 147 153 160 22 2

temps inter-sauts moyen 3.21 4.04 4.78 4.50 3.55 4.07 4.55 4.59 4.29 30.62 91.00

nombre de sauts synchronisés q = 0.4 9 11 11 6 11 15 13 10 10 3 0

nombre de sauts synchronisés q = 0.5 2 3 1 2 0 2 3 1 2 1 0

délai après synchronisation q = 0.4 3.14 5.77 6.65 4.86 3.41 2.41 5.68 3.52 3.05 25.95 78.17

délai après synchronisation concernée q = 0.4 2.78 3.18 8.45 5.00 2.82 2.67 6.31 4.40 3.90 16.00 ×
délai après synchronisation q = 0.5 3.67 2.67 9.00 7.33 1.33 3.00 7.33 6.00 2.67 34.33 50.67

délai après synchronisation concernée q = 0.5 4.00 2.67 3.00 6.00 × 3.50 7.33 1.00 3.00 29.00 ×

Neurone 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

nombre de sauts 102 45 32 201 222 179 190 258 324 129 170

temps inter-sauts moyen 6.50 15.84 14.00 3.48 3.03 3.86 3.65 2.71 2.15 5.45 4.07

nombre de sauts synchronisés q = 0.4 5 4 0 12 13 14 14 13 20 9 12

nombre de sauts synchronisés q = 0.5 1 0 0 2 2 3 3 3 3 0 2

délai après synchronisation q = 0.4 12.55 22.36 9.58 2.50 2.91 3.14 2.95 2.14 1.35 2.09 2.64

délai après synchronisation concernée q = 0.4 6.80 19.25 × 3.00 2.46 3.43 2.50 1.92 1.40 2.11 2.83

délai après synchronisation q = 0.5 24.67 25.67 17.67 2.33 2.33 3.00 2.33 2.33 1.00 1.33 2.00

délai après synchronisation concernée q = 0.5 3.00 × × 1.50 2.50 3.00 2.33 2.33 1.00 × 2.50

Table 4.4.1 – Fenêtre {0, ..., 700}, α = 0.1, synchronisation au seuil q. Pour q = 0.4, on

compte 23 instants de synchronisation et pour q = 0.5, on en compte 3.

On notera que le choix d’augmenter α à α = 0.1 permet de détecter 23 instants de syn-

chronisation au seuil q = 0.4 et que les neurones sont impliqués en moyenne dans 10.2

instants de synchronisation au seuil q = 0.4. Dans la Table 4.4.1, on constate que les neu-

rones 14 et 24 voient leurs délais d’attente moyens pour avoir un saut augmenter après

un instant de synchronisation. Il semblerait donc qu’un évènement de synchronisation ra-

lentisse leurs activités. A l’inverse, le neurone 32 semble voir son activité accélérer. Une

hypothèse de spatialisation du réseau pourrait être donc étudiée. Il est à noter que les

deux dernières lignes de ces tableaux ne sont pas très représentatives, car on ne détecte

que trois instants de synchronisation au seuil q = 0.5. Il serait plus intéressant d’élargir
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sur 71% des simulations en utilisant le seuil α = 0.067. Pour le seuil q = 0.4 et le seuil

α = 0.067, il est détecté comme un instant de synchronisation sur 18% des simulations.

Dans les trois cas que nous venons de citer, c’est l’instant le plus fréquemment détecté

comme instant de synchronisation. Pour le seuil q = 0.4 et le seuil α = 0.04, il n’est détecté

comme instant de synchronisation que sur une seule simulation, contre 3 simulations pour

l’instant t = 201, qui n’est pourtant pas un instant de synchronisation théorique au seuil

q = 0.4.

On donne dans le tableau ci-dessous le nombre moyen d’instants de synchronisation

détectés sur chacune des 100 simulations :

q = 0.3 q = 0.4

α = 0.04 37.2 0.54

α = 0.067 147 7.7

Nombre d’instants théoriques 37 1

Table 4.4.2 – Nombre moyen d’instants de synchronisation sur les 100 simulations avec

différentes valeurs de q et de α, comparé au nombre d’instants de synchronisation théo-

riques.

Dans la Table 4.4.2, on rappelle que les instants de synchronisation théoriques sont com-

muns à toutes les simulations et ont été obtenus à partir des instants de sauts détectés

avec le test T (1) avec le seuil α = 0.05 sur les données réelles. On constate que plus

d’instants de synchronisation sont détectés sur des simulations avec α = 0.067 que sur

les données réelles. Cependant, ces instants de synchronisation changent d’une simula-

tion à l’autre, ce que confirme la Figure 4.4.5. Ces erreurs de détections d’instants de

synchronisation peuvent s’expliquer par la définition du seuil α de tolérance de faux po-

sitifs. En effet, pour qu’un instant soit considéré comme un instant de synchronisation, il

faut qu’un instant de saut ait été détecté pour un grand nombre de neurones du réseau,

avec une probabililté d’erreur de l’ordre de α pour chaque neurone. Cela illustre bien la

difficulté de choisir le seuil α. Un seuil trop grand détecte trop de faux positifs, et fausse

donc l’analyse des instants de synchronisation, tandis qu’un seuil trop bas ne permet

pas la détection d’un nombre d’instants de synchronisation suffisant pour une analyse

statistique.

4.5 Synthèse

Nous résumons ici les principaux résultats et les principales observations de ce chapitre.

L’étude a été réalisée sur les trajectoires de 33 neurones d’une expérience biologique, qui

ont été restreintes à la plage de temps {0, ..., 700} et normalisées par l’aire sous la courbe.

La modélisation et la méthode d’estimation et de détection proposées dans le Chapitre

3 montre en particulier une grande variabilité inter-neurones dans l’estimation des para-

mètres, résumée dans le tableau suivant :
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Moyenne Ecart-type Minimum Maximum

φ̂ 0.621 0.237 0.217 0.987

m̂ 5.50× 10−4 3.44× 10−4 1.97× 10−5 1.17× 10−3

b̂ −1.73× 10−5 2.84× 10−5 −9.93× 10−5 3.54× 10−5

λ̂ 5.46× 10−6 2.89× 10−6 9.00× 10−8 1.16× 10−5

ν̂ 0.486 0.079 0.236 0.703

σ̂ 5.38× 10−6 2.320× 10−6 2.460× 10−6 1.30× 10−5

Table 4.5.1 – Estimateurs obtenus sur les 33 neurones de l’expériences sur la plage de

temps {0, ..., 700}, normalisés par l’aire sous la courbe.

De plus, la méthode de détection a été comparé à une autre méthode, plus expérimentale.

Des différences de détection ont pu être observées sur chacun des neurones, et des simu-

lations ont permis de montrer que la méthode du Chapitre 3 obtient des taux d’erreurs

plus satisfaisants. En effet, on obtient en moyenne sur 100 simulations des 32 neurones

de l’expérience (en enlevant le neurone 22), un taux de bonnes détection de 0.539 avec

la méthode développée dans le Chapitre 3, contre 0.317 avec la méthode expérimentale,

et un taux de fausses détections de 0.153 avec la méthode du Chapitre 3, contre 0.109

pour la méthode expériementale. Les courbes ROC ont montré que pour un même taux

de bonnes détections, la méthode du Chapitre 3 détecte moins de fausses détections.

L’importance et la difficulté de choisir un seuil de détection pour l’une ou l’autre des

deux méthodes ont été expliquées, et les seuils α = 0.04 et α = 0.067 pour la méthode

du Chapitre 3, analogues respectifs des seuils s = 1.75 et s = 1.5 pour la méthode

expériementale ont été choisis.

Nous avons également soulevé la question des délais d’inter-sauts qui peuvent être parfois

supérieurs sur les données réelles que sur les simulations, laissant penser que le modèle

proposé n’est pas adapté aux données.

Enfin, une étude de phénomènes de synchronisation a été ébauchée. La méthode de

détection du Chapitre 3 associée aux seuils que nous utilisons montre qu’un saut détecté

peut être commun à un maximum de 39.4% des neurones pour le seuil α = 0.04 et 48.5%

pour le seuil α = 0.067. Une augmentation de ce seuil à α = 0.1 a permis d’étudier plus

d’instants de synchronisation concernant 40% ou 50% des neurones. Selon les neurones, les

délais d’inter-sauts ont pu être différemment influencés par un instant de synchronisation,

et une hypothèse de spatialisation du réseau peut alors être envisagée.



Chapitre 5

Annexe

On donne dans cette partie différents codes R qui nous ont servis dans cette thèse.

L’Algorithme 1 permet de simuler le processus shoit-noise du Chapitre 1. On simule K

valeurs successives du processus continu du Chapitre 1 à l’aide de l’algorithme suivant

programmé en langage R. Pour cela, on choisit un pas de discétisation ∆t, puis on simule

les instants de sauts Ti : il y en a en moyenne νK∆t donc on en simule un grand nombre

de plus, puis on sélectionne ceux inférieurs à K∆t. Enfin, on simule les accroissements

Us,t+s. On rappelle que la commande rexp(n,ν) simule n variables de loi exponentielle

d’espérance 1
ν .

Algorithme 1 Processus shot-noise programmé en langage R

#temps des sau t s
Ts=function (n , nu){

t=cumsum(rexp (n , nu ) )
return ( t )}

#processus shot−noi se
SN=function (x ,gamm, lambda , nu , de l ta ,K){

n=nu∗K∗de l t a
T0=c (0 ,Ts (n+1000 ,nu ) )
l=sum(T0<K∗de l t a )
T=T0 [ 1 : l ]
N=rep (0 ,K+1)
for ( i in 1 : (K+1)){
N[ i ]=sum(T<=(i −1)∗de l t a )−1}
E=rexp ( length (T) , lambda )
U=rep (0 ,K−1)
for ( i in 1 : (K−1)){

U[ i ]=sum(E [ (N[ i ]+1) :N[ i +1] ]∗exp(−gamm∗ ( i ∗de l ta−T[ (N[ i ]+1 ) : (N[ i +1 ] ) ] ) ) ) }
X=rep (0 ,K)
X[1 ]=x
for ( i in 2 :K){

X[ i ]=X[ i −1]∗exp(−gamm∗de l t a )+U[ i −1]}
return (X)}

L’Algorithme 2 permet l’estimation des paramètres avec le Théorème 3.3.2 dans le cadre

121
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du modèle proposé dans le Chapitre 3. La fonction solve permet de déterminer l’inverse

d’une matrice et la fonction aperm donne sa transposée.

Algorithme 2 Estimation des paramètres du modèle défini dans le Chapitre 3 par le
Théorème 3.3.2

#Estimat ion de parametres m=a+lambda nu , b e t phi par l e Theoreme 3 . 3 . 2

CBE <− function (S)
{

n = length (S) − 1
A = matrix ( rep (3 ∗ n ) , nrow = n , ncol = 3)
A[ , 1 ] = 1
A[ , 2 ] = ( 0 : ( n − 1) ) / n
A[ , 3 ] = S [ 1 : n ]
theta = solve (aperm(A) %∗% A) %∗% aperm(A) %∗% (S [ 2 : ( n + 1 ) ] )
return ( theta )

}

L’Algorithme 3 permet d’obtenir à partir de la méthodologie du Chapitre 3 l’estimation

des paramètres de chacune des trajectoires des neurones de l’expérience, nommée EXP

et sous forme de liste dans le code, ainsi que les sauts détectés. Les paramètres seront

donc donnés dans les matrices E1 (pour l’estimation globale) et E2 (pour l’estimation en

deux temps). Les matrices respectives SAUTS1, SAUTS2, SAUTS1c et SAUTS2c

sont des matrices de dimensions N × n, où N est le nombre de neurones et n le nombre

d’observations, dont l’élément à la position (i, j) vaut 1 si les tests respectifs T (1), T (2),

T
(1)
c , T

(2)
c , définis dans le Chapitre 3, ont détectés un sauts pour le i-ème neurone à

l’instant j, et 0 sinon. On notera que la première colonne ne contient que des 0, car la

première observation ne peut être associée à un saut. On utilise donc la fonction Mclust

du package Mclust [28].



123

Algorithme 3 Estimation des paramètres pour toutes les trajectoires d’une expérience

par le Théorème 3.3.2 ou par régression linéaire, puis détection des instants de sauts à

l’aide des tests T (i) et T
(i)
c définis dans le Chapitre 3.

#Estimat ion des parametres e t d e t e c t i on des sau t s grace au t e s t s T^( i ) e t T_c^( i )

#nombre de t r a j e c t o i r e s neurona les :

nn = 33

#matr ices contenant l e s parametres es t imes :

E1 = matrix (nrow = nn , ncol = 8)

E2 = E1

#choix de l a f e n e t r e de temps :

i 0 = 1

j0 = 700

n = j0 − i 0 + 1

#to l e r ance de faux p o s i t i f s :

alpha = 0.05

#matr ices contenant des 0 ou des 1 donnant l e s i n s t a n t s

#de sau t s de chaque neurone

SAUTS1 = matrix (nrow = nn , ncol = n)

SAUTS2 = SAUTS1

SAUTS1c = SAUTS1

SAUTS2c = SAUTS1

for ( i in 1 : nn ) {

#choix du neurone e t r e s t r i c t i o n sur l a f e n e t r e de temps :

S = EXP[ [ i + 1 ] ]

S1 = S [ temps ]

#norma l i sa t ion par l ’ a i r e sous l a courbe :

auc = sum( S1 )

S1 = S1 / auc

#vec t eur sur l e q u e l l e s p r o b a b i l i t e s d ’ e r r eur s de d e t e c t i on sont c a l c u l e e s :

vec = seq (0 , 100 , 0 . 01 )

vec = vec / auc

#es t imat ion avec l e Theoreme 3 . 3 . 1 .

e = CBE(S1 )

m1 = e [ 1 ]

b1 = e [ 2 ]

phi1 = e [ 3 ]

c1 = m1 / (1 − phi1 )

d1 = b1 / (1 − phi1 )
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#es t imat ion par r e g r e s s i on l i n e a i r e

T = 0 : ( n − 1)

c2 = lm( S1 ~ T ) [ [ 1 ] ] [ 1 ]

d2 = lm( S1 ~ T ) [ [ 1 ] ] [ 2 ] ∗ length ( S1 )

R = S1 − c2 − d2 / n ∗ ( 0 : ( n − 1) )

phi2 = ac f (R)$ac f [ [ 2 ] ]

m2 = c2 ∗ (1 − phi2 )

b2 = d2 ∗ (1 − phi2 )

#es t ima t i on s des innova t i ons :

# par Theoreme 3 . 3 . 1 . :

Z1 = S1 [ 2 : n ] − phi1 ∗ S1 [ 1 : ( n − 1 ) ] − m1 − b1 ∗ ( 0 : ( n − 2) ) / n

# par r e g r e s s i on l i n a i r e :

Z2 = S1 [ 2 : n ] − phi2 ∗ S1 [ 1 : ( n − 1 ) ] − m2 − b2 ∗ ( 0 : ( n − 2) ) / n

#u t i l i s a t i o n du package Mclust pour l ’ e s t ima t ion de lambda , nu e t sigma^2

# e t pour l a d e t e c t i on des sau t s avec l e s t e s t s T_c^( i )

model1 = Mclust (Z1 , G = 2)

P1 = model1$ c l a s s i f i c a t i o n

#( renvo ie 1 s i l ’ e lement appa r t i en t l a premiere gaussienne , 2 sinon )

U1 = model1$unce r ta in ty

#( renvo ie l a p r o b a b i l i t d ’ e r r eur s dans P1)

#s e l e c t i o n des i n s t a n t s dont l a p r o b a b i l i t e d ’ e r r eur s e s t

#i n f e r i e u r e a a lpha :

P1 [which(U1 > alpha ) ] = 1

Pics1c = c (0 , P1 − 1)

#( l a kieme coordonnee vaut 0 s i l e kieme i n s t an t n ’ e s t pas un saut )

#u t i l i s a t i o n de Mclust avec l e s innova t i ons es t imees

#par r e g r e s s i on l i n e a i r e :

model2 = Mclust (Z2 , G = 2)

P2 = model2$ c l a s s i f i c a t i o n

U2 = model2$unce r ta in ty

P2 [which(U2 > alpha ) ] = 1

Pics2c = c (0 , P2 − 1)
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#es t imat ion de nu , lambda e t sigma avec Mclust e t l e

#Theoreme 3 . 3 . 1 . (1) ou avec r e g r e s s i on l i n e a i r e ( 2 ) :

nu1 = model1$par$pro [ 2 ]

moy1 = min( model1$par$mean [ 1 ] , model1$par$mean [ 2 ] )

moy2 = max( model1$par$mean [ 1 ] , model1$par$mean [ 2 ] )

lambda1 = moy2 − moy1

sigma1 = sqrt ( model1$par$var iance$sigmasq [ 1 ] )

nu2 = model2$par$pro [ 2 ]

moy1rl = min( model2$par$mean [ 1 ] , model2$par$mean [ 2 ] )

moy2rl = max( model2$par$mean [ 1 ] , model2$par$mean [ 2 ] )

lambda2 = moy2rl − moy1rl

sigma2 = sqrt ( model2$par$var iance$sigmasq [ 1 ] )

#matr ices des parametres es t imes :

E1 [ i , ] = c ( phi1 , m1, b1 , c1 , d1 , nu1 , lambda1 , sigma1 )

E2 [ i , ] = c ( phi2 , m2, b2 , c2 , d2 , nu2 , lambda2 , sigma2 )

#proba de f au s s e d e t e c t i on avec l e Theoreme 3 . 3 . 1 ou

#avec r e g r e s s i on l i n e a i r e :

P0i1 = (1 − pnorm( ( vec + lambda1 ∗ nu1 ) / ( sigma1 ) ) )

P0i2 = (1 − pnorm( ( vec + lambda2 ∗ nu2 ) / ( sigma2 ) ) )

P1i1 = (1 − pnorm( ( vec − lambda1 ∗ (1 − nu2 ) ) / ( sigma2 ) ) )

P1i2 = (1 − pnorm( ( vec − lambda2 ∗ (1 − nu2 ) ) / ( sigma2 ) ) )

#s e u i l i d e a l pour une t o l e r anc e a lpha de faux p o s i t i f s :

c i 1 = vec [min(which( P0i1 < alpha ) ) ]

c i 2 = vec [min(which( P0i2 < alpha ) ) ]

#matrice des sau t s : l a kieme coordonnee vaut 1 s i l e kieme

#in s t an t e s t un saut e t 0 sinon :

Pics1 = c (0 , Z1 > c i 1 )

Pics2 = c (0 , Z2 > c i 2 )

SAUTS1 [ i , ] = ( Pics1 == 1) ∗ 1

SAUTS2 [ i , ] = ( Pics2 == 1) ∗ 1

SAUTS1c [ i , ] = ( Pics1c == 1) ∗ 1

SAUTS2c [ i , ] = ( Pics2c == 1) ∗ 1

}

#trace d ’ un t r a j e c t o i r e avec des sau t s d e t e c t e s :

plot . ts ( S1 )

points (which(SAUTS1 [ 3 3 , ] == 1) , S1 [which(SAUTS1 [ 3 3 , ] == 1 ) ] , col = ’ red ’ , pch =

3)
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L’Algorithme 4 permet d’obtenir les 100 simulations dont on se sert dans le Chapitre 4.

On rappelle que ces trajectoires sont obtenues à partir de l’estimation des paramètres

proposée dans le Chapitre 3 et avec le test T (1) de détection associé au seuil de tolérance

de faux positifs α = 0.05. Pour un neurone fixé, la valeur initiale de chacune de ces simu-

lations est la même pour obtenir des trajectoires stationnaires. Nous obtenons en sortie

de ce code une liste L de N éléments dont chaque élément est une matrice comprenant

en colonne les différentes trajectoires simulées obtenues pour un neurone.

Algorithme 4 Simulations de 100 trajectoires à partir de l’estimation du Chapitre 3 et

des sauts détectés avec le test T (1) associé au seuil α = 0.05

nsim = 100

L = l i s t ( )

for ( i in 1 : nn )

{

X1 = matrix (nrow = n , ncol = nsim )

phi = E1 [ i , 1 ]

m = E1 [ i , 2 ]

b = E1 [ i , 3 ]

lambda = E1 [ i , 7 ]

sigma = E1 [ i , 8 ]

nu = E1 [ i , 6 ]

for ( l in 1 : nsim )

{

X1 [ 1 , l ] = (m − d / n) / (1 − phi )

for ( k in 2 : n)

{

X1 [ k , l ] = phi ∗ X1 [ ( k − 1) , l ] + sigma ∗ rnorm(1 )

+ lambda ∗ (SAUTS1 [ i , k ] −nu) + m + b ∗ ( k − 1) / n

}

}

L [ [ i ] ] = X1

}

Enfin, l’Algorithme 5 permet de détecter les instants de sauts avec la méthode locale

(test T (L)) sur une trajectoire S.
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Algorithme 5 Détection des instants de sauts avec le test T (L) défini dans le Chapitre

4 sur une trajectoire S.

#nombre de neurones o b s e r v s

nn = 33

#s e u i l s s

s = 1 .5

#matrice des i n s a t n t s de sau t s d t e c t s :

SAUTSl = matrix (0 , nrow = nn , ncol = n)

for ( i in 1 : nn )

{

#nombre de po in t s avant l a va l eu r d ’ tude

pf = 5

#moyenne e t cart −type

c f = 1 : n

df = c f

for ( k in (pf + 1 ) : ( n ) )

{

c f [ k ] = mean(S [ ( k − pf ) : ( k − 1 ) ] )

df [ k ] = sqrt (var (S [ ( i − pf ) : ( k − 1 ) ] ) )

}

#ca l c u l de l a moyenne e t de l ’ e ca r t type sur chacune des f e n e t r e s

# de t a i l l e 2 p f+1

for ( k in 1 : pf )

{

c f [ k ] = c f [ pf + 1 ]

df [ k ] = df [ pf + 1 ]

}

#moyenne e t e ca r t type pour l e s v a l e u r s au bord

for ( k in 2 : ( n − 1) )

{

i f ( ( S [ k ] > c f [ k ] + s ∗ df [ k ] ) )

#cond i t i on pour avo i r un p ic

{

zz1 [ i , k ] = 1

}

}

}
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Conclusion

Dans cette dernière partie nous énonçons les contributions principales de cette thèse ainsi

que des perspectives possibles pour améliorer ce travail.

Le Chapitre 1 a permis une première modélisation de l’activité calcique d’un neurone avec

un processus continu de type shot-noise. Des propriétés connues qu’on trouve notamment

dans [25] comme l’expression de la transformée de Laplace du processus ont été énoncées.

Dans le but d’analyser des données expérimentales contenant des mesures de la fluo-

resence du calcium dans les neurones à intervalles d’une seconde, nous avons discrétisé

ce modèle dans le Chapitre 2, obtenant ainsi un processus AR(1) non stationnaire avec

innovations positives. A l’aide de propriétés obtenues dans le Chapitre 1, et des estima-

teurs du paramètre d’auto-régression de [10] et [21], nous avons pu obtenir une première

estimation des paramètres.

Ces deux premiers chapitres ont donc proposé des modélisations simples de l’activité

calcique des neurones, utilisant des processus très connus. Cependant, les traçés expéri-

mentaux ne satisfont pas les propriétés d’un shot-noise « pur », et admettent à la fois un

bruit et une tendance.

Le Chapitre 3 a donc proposé un modèle plus adapté aux données. Cela a permis, dans le

cas où les sauts dans l’amplitude du calcium sont supposés constants et où une tendance

linéaire est observée, une estimation globale des paramètres m, b et φ, qui représentent la

tendance linéaire ainsi que le taux de clairance du calcium intracellulaire des neurones.

Cette estimation semble être aussi performante que l’estimation en deux temps plus clas-

sique ([53]) donnée dans la Proposition 3.3.2 sur des données simulées où la condition

initiale est choisie de manière « idéale », c’est-à-dire où la trajectoire simulée admet im-

médiatement une tendance linéaire. L’estimation globale semble cependant plus robuste

à une perturbation de condition initiale, rendant la trajectoire moins linéaire en début

d’observation. Les autres paramètres ont pu être obtenus grâce à l’algorithme EM étudié

dans [49].

Une méthode de détection des sauts a pu alors être proposée et a été comparée à une

méthode de détection par clustering utilisant l’algoritme EM. La méthode que nous pro-

posons admet de meilleures courbes ROC, c’est-à-dire réalise sur des simulations moins

de fausses détections et plus de bonnes détections. Elle semble donc plus efficace.
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Le Chapitre 4 a testé la méthode de détection développée dans le Chapitre 3 sur une

expérience biologique de 33 neurones et on y a proposé quelques pistes d’études sur l’évo-

lution du calcium dans les neurones à GnRH.

Des difficultés devant l’hétérogénéité des données ont été rencontrées pour sélectionner

une fenêtre de temps d’étude sur laquelle les trajectoires sont en adéquation avec le

modèle que nous proposons dans le Chapitre 3. En effet, on observe des trajectoires très

différentes d’un neurone à l’autre d’une part, mais aussi des ruptures dans la trajectoire

d’un même neurone d’autre part.

La comparaison, à l’aide de simulations de trajectoires, avec une méthode expérimentale

utilisant une détection locale avec un seuil de détection déterminé empiriquement ([16]), a

montré que la méthode que nous utilisons obtient des taux de détection plus satisfaisants

que cette méthode expérimentale.

Une description des délais d’intersauts a été effectuée, pouvant suggérer que des phéno-

mènes biologiques non pris en compte dans notre modèle stochastique peuvent avoir lieu,

même si une étude plus précise de la loi de ces délais d’intersauts serait nécessaire. De

plus, une étude des instants de synchronisation du réseau neuronal et l’influence de tels

évènements sur les délais d’intersauts ont pu être abordées, suggérant une hétérogénéité

des comportements des différents neurones face à ces instants de synchronisation. Ce-

pendant, cette étude de la synchronisation est faussée, soit par le trop peu d’instants de

synchronisation détectés, soit par des erreurs dans la détection de ces instants, selon le

seuil choisi.

Des perspectives d’amélioration de notre méthode de détection peuvent alors être envi-

sagées.

Face à l’hétérogénéité inter-neurones, nous pouvons envisager un modèle AR(1) similaire

à celui proposé dans le Chapitre 3 mais avec des paramètres aléatoires, comme cela est

fait dans [44] pour le coefficient d’auto-régression, afin de mieux représenter le réseau

neuronal dans son ensemble.

Face au changement de comportement d’un même neurone au cours du temps, qui en

particulier n’admet pas une tendance linéaire, on pourrait précéder notre analyse d’une

détection des ruptures du signal. On pourrait également envisager une modélisation si-

milaire, mais avec les paramètres qui dépendent du temps ([7]). Il serait également in-

téressant de proposer une modélisation incluant une tendance linéaire par morceaux par

exemple.

De plus, l’hypothèse simplificatrice faite dans le Chapitre 3 selon laquelle l’amplitude

reste constante ne correspond pas aux données biologiques, il faudrait donc étudier le

cas où l’amplitude est distribuée par exemple selon une loi exponentielle, comme dans la

modélisation des deux premiers chapitres.
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Une autre perspective serait d’étudier l’influence de l’échantillonage pour pouvoir aug-

menter la durée de l’expérience et permettre ainsi d’avoir plus d’instants de synchroni-

sation pour pouvoir mieux analyser quelle influence cela a sur les délais d’intersauts.

Pour analyser de manière plus précise ces délais d’intersauts, nous pourrions utiliser des

tests d’adéquation afin de vérifier s’ils reflètent des phénomènes non expliqués par le

modèle, comme cela est fait dans l’article en cours [31]. De plus, nous pourrions analyser

les différences de modifications de ces délais après un instant de synchronisation.

Cela pourrait justifier enfin une étude spatiale du réseau, certains neurones pouvant être

plus ou moins éloignés de ceux qui se synchronisent. Ceci serait possible en analysant

directement les films biologiques correspondants aux expériences.
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