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Notations
Nous définissons ci-dessous les principales notations utilisées dans ce manuscrit :

e N : Ensemble des entiers naturels.

e R : Ensemble des nombres réels.

e R, ={zeR:z >0}

e C : Ensemble des complexes.

o 1,=(1,....)T ¢ R".

e [, : Matrice unité d’ordre n.

e A : Matrice d’adjacence.

e L : Matrice laplacienne.

e |- | : La valeur absolue dans R.

e ||| : La norme euclidienne dans R".
e tanh : Tangente hyperbolique.

e L7 : Ensemble des fonctions mesurables localement essentiellement bornées.

Totna=(x1,...,2,)7 €Ret a>0.

o |x]"=(|z1|*sign(x1),. .., |zn|*sign(zy,))
e Si P est une matrice symétrique d’ordre n x n, alors :

— A(P) : valeur propre de la matrice P

min (P) : plus petite valeur propre de la matrice P

A
— Amax(P) : plus grande valeur propre de la matrice P
e Soit (un),>q une suite bornée de réels et v, = sup {ug |k > n}, alors

limsupu, = lim v, =inf (v
n~>+o<l>:) " nStee f( n)nzo

Abréviations

e SMA : Systéme Multi Agent

e LIAS : Laboratoire d’Informatique et d’Automatique pour les Systémes

ISS : Input to State Stability

ROS : Robot Operating System

e EVS : Echantillonnage Variable Synchrone
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PREMIERE PARTIE

INTRODUCTION GENERALE



C

ONSENSUS, du latin cum, signifiant ensemble et sensus signifiant sens. Un Consensus est un accord
global permettant de prendre une décisioan.

La nature offre un grand nombre d’exemples de consensus, tel qu'un banc de poissons prenant la
forme d’un prédateur, le vol en V de certains oiseaux migrateurs ou plus proche de nous, un groupe
de personnes s’accordant sur une heure de rendez-vous. Les points communs & ces exemples sont que :

e le groupe s’accorde sur une décision (consensus),
e la décision commune est prise par un ensemble d’individus,
e les informations se propagent de proche en proche (pas de centralisation ni de diffusion générale),

e les individus ont tous la méme capacité de décision.

C’est a partir de ces observations qu’est né le concept de Systéme Multi-Agents (SMA). Un SMA
est composé d’agents capables d’interagir entre eux et/ou avec leur environnement pour aboutir & un
objectif commun. On parle de SMA homogéne lorsque tous les agents ont la méme dynamique. Les
applications des SMA sont nombreuses et variées et se retrouvent dans des disciplines aussi diverses
que la biologie, la physique, la robotique, ...

Historiquement, ’approche multi-agents a été utilisée pour décomposer un systéme complexe en
sous-systémes plus simples, les agents. Chaque sous-systéme est commandé dans une approche cen-
tralisée, pour laquelle il existe un agent particulier qui centralise les informations et controle tous les
agents. Cette approche supporte mal le changement d’échelle, c’est & dire I'ajout ou le retrait d’agent
dans le systéme et suppose également un lien de communication entre le superviseur et chaque agent.
De ce constat est né le concept de commande décentralisée, pour lequel il n’y a pas de superviseur mais
chaque agent dispose des informations de tous les autres agents. C’est une approche plus robuste vis a
vis des défaillances de communication que 'approche centralisée mais elle nécessite un réseau maillé.
Pour diminuer globalement la connectivité du réseau, 1’'idée est de ne faire communiquer entre eux que
les voisins proches : c¢’est ’approche distribuée, qui est par nature évolutive. Du fait de I'absence de
centralisation de I'information et donc de superviseur, ces SMA sont flexibles et évolutifs : I’ajout ou
le retrait d’agents au SMA ne modifient pas les commandes appliquées aux agents.

Cette thése s’intéresse a la commande des SMA avec une approche distribuée. Les agents se basent
sur les informations fournies par leurs voisins pour calculer leur commande de telle sorte qu’ils at-
teignent soit un consensus, soit un suivi de consensus dans le cas oil un des agents est leader et suit
une trajectoire de référence.

Les applications sont multiples. On peut citer entre autres :

e en robotique, le consensus permet & un groupe de robots mobiles de se regrouper et éventuellement
de se déplacer en formation,

e certains procédés disposent de mesures distribuées d’'une méme grandeur, obtenues & partir d’un
réseau de capteurs. Le consensus correspond au barycentre des mesures. Dans la méme idée,
un réseau d’observateurs atteint le consensus lorsque la grandeur reconstruite est identique sur
chaque agent,

e dans les micro-réseaux d’énergie, le consensus correspond a la meilleure allocation possible des
ressources disponibles en énergie.

Pour toutes ces applications, la qualité des informations échangées entre les agents est primordiale.
En ce sens, un SMA peut étre vu comme un réseau de communication dont les liens entre agents sont
modélisés par un graphe.

1. source google sites



La théorie des graphes joue un grand réle dans ’analyse des SMA. En particulier les propriétés de
convergence et la rapidité de diffusion de I'information dans le SMA sont directement liées aux valeurs
propres de la matrice laplacienne du graphe décrivant les liens entre les agents. Parmi les différentes
topologies de graphe pouvant décrire un SMA, on distingue :

e les topologies fixes, lorsque le réseau conserve la méme structure de connexion au fil du temps,
méme pour des agents mobiles,

e les topologies variables, lorsque les liens de communication entre les agents évoluent au cours du
temps,

e les topologies non orientées, lorsque les communications entre les agents sont bidirectionnelles,

e les topologies orientées, lorsqu’il existe des communications unidirectionnelles entre agents.

En automatique, les travaux de recherche sur les SMA ont essentiellement porté sur la synthése
de lois de commande permettant d’atteindre le consensus ou le suivi de consensus asymptotiquement
ou en temps fini, pour des graphes avec des topologies particuliéres (orientées, non orientées, fixes ou
variables), en prenant éventuellement en compte des communications entre agents dégradées, en sup-
posant le réseau synchrone ou asynchrone. A ces problémes s’ajoute celui de la mise en formation et du
maintien en formation dans le cas de la poursuite d’une trajectoire de référence. Plus récemment, des
travaux ont été publiés sur la commande de SMA hétérogénes, principalement pour des modélisations
d’agents par des simples et des doubles intégrateurs.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la synthése d’une loi de commande pour un
SMA décrit par un graphe a topologie non orientée, fixe et variable, avec pour objectif d’atteindre
asymptotiquement le suivi de consensus.

Dans la littérature, tous les travaux sur le suivi de consensus supposent une communication unidi-
rectionnelle entre le leader et les agents avec qui il est en communication. De son c6té, le leader suit
une trajectoire de référence qu’il est seul & connaitre. Rien n’indique au leader si le reste des agents le
suivent ou non.

Nous présentons dans ce mémoire la notion de leader perceptif. Le comportement du leader va
dépendre & la fois de la trajectoire de référence qu’il doit essayer de suivre et de la capacité des
suiveurs et donc du reste des agents a le suivre. Si ces derniers s’éloignent de lui, le leader modifiera
sa trajectoire pour rejoindre la flotte et se remettra ensuite & poursuivre sa trajectoire de référence.
Sa commande est le fruit d’un compromis entre I'impératif de suivre la trajectoire de référence et
la capacité des agents & s’aligner sur le mouvement du leader. L’idée sous-jacente est d’éviter aux
agents de saturer leur commande en essayant de suivre un objectif qu’ils ne peuvent pas physiquement
atteindre. Dans ce cadre, nous avons développé une premiére commande linéaire pour un graphe a
topologie fixe. Les états des agents et du leader convergent dans un ensemble centré sur 1’état de la
trajectoire de référence, ce que 'on appelle le suivi de consensus pratique. La taille de cet ensemble
dépend directement de 'amplitude de 'accélération de la trajectoire de référence. En particulier, pour
une accélération de référence nulle, le suivi de consensus est atteint.

Dans un deuxiéme temps, nous avons étendu ces résultats pour un SMA dont les liens de commu-
nication sont décrits par un graphe & topologie variable. Lorsque les liens de communication reliant
les agents varient dans le temps, la difficulté est de s’assurer que le graphe reste connexe. Si le graphe
n’est plus connexe, le SMA n’est plus commandable puisque qu’il devient disjoint. L’approche la plus
répandue pour assurer cette connexité est de supposer le graphe initial connexe puis de mettre en
place un mécanisme qui conserve les liens de voisinage initiaux. Dans ce cas, un agent peut acquérir
de nouveaux voisins mais ne peut pas perdre ses voisins initiaux. On a alors I’assurance que le graphe
reste connexe. Dans la littérature, ce mécanisme est connu sous le nom de maintien de connectivité.
Il est généralement mis en oeuvre en érigeant une barriére de potentiel infranchissable a la frontiére
du voisinage de sorte que deux agents voisins ne puissent pas se séparer. Les commandes de deux
agents voisins soumis & une force qui les écartent 1'un de ’autre vont croitre jusqu’a contre-balancer
cette force. Lorsqu’il s’agit d’une force extérieure non contrélée, les commandes peuvent augmenter



jusqu’a la saturation. Nous proposons de modifier ce mécanisme en jouant sur la forme d’une fonction
d’appartenance a un voisinage. Deux agents initialement voisins soumis & une force opposée a leur rap-
prochement peuvent perdre leur voisinage mais conserveront néanmoins un lien de communication qui
leur permet de générer une commande qui s’opposera a cette force. Nous avons également développé
un systéme d’anti-collision qui permet aux agents et au leader, en absence de suivi de trajectoire, de se
regrouper sans collisions et de se placer & une distance minimale les uns des autres, ce qui correspond a
une formation en treillis. Lorsque le leader perceptif suit une trajectoire de référence dont I'accélération
est non nulle, U'erreur entre une formation en treillis et la formation effectivement prise par les agents
et le leader converge dans un ensemble centré autour de l'origine. De plus, ’écart entre la trajectoire
de référence et le barycentre de la flotte converge également dans un ensemble centré sur ’origine.

Le dernier point que nous avons abordé dans ce mémoire concerne la stabilité du SMA lorsque
les liens de communication entre les agents sont dégradés. Nous nous sommes restreints & ’étude du
consensus pour une topologie fixe. Nous nous sommes placés dans le cas le plus défavorable ou tous
les liens ont les mémes pertes de communication. Cela revient & discrétiser la commande. Entre deux
instants de discrétisation, la commande est bloquée a sa valeur passée. Pour une commande linéaire,
il existe une valeur limite de la période de discrétisation appelée période de Schur pour laquelle le
systéme devient instable. Pour aller au-dela de cette valeur, il faut utiliser une commande non-linéaire.
Nous proposons d’appliquer une commande homogéne de la littérature pour résoudre le probléme du
consensus pratique. Sur ce travail, notre contribution a consisté a reformuler le probléme du consensus
pour se placer dans les hypothéses d’utilisation de cette commande.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre donne un état de l'art sur les
problémes de consensus pour les systémes multi-agents. Le chapitre deux présente la notion de leader
perceptif et la synthése de la commande permettant d’atteindre le suivi de consensus pratique en uti-
lisant les propriétés de stabilité entrée/état (Input to State Stability). Nous présentons également des
résultats expérimentaux obtenus avec une flotte de robots Pioneer 3-DX. Les essais ont été effectués a
I’Université de Nebraska-Lincoln lors d’un séjour de six mois dans I’équipe du Professeur Qing Hui. Le
chapitre trois étend les résultats du chapitre deux pour un graphe a topologie variable. Nous présen-
tons les mécanismes d’anti-collision et de maintien de connectivité et nous donnons une formulation
hamiltonienne (Port-Based Hamiltonian) basée sur les ports du SMA. Le chapitre quatre aborde le
probléme des communications dégradées dans un SMA, ce qui revient & discrétiser la commande. Nous
proposons une modélisation du SMA basée sur les liens et non plus sur les agents qui permet d’ap-
pliquer une commande homogéne de degré négatif. Nous montrons en simulation qu’en dépit d’une
période de discrétisation lente, les agents restent groupés dans un ensemble dont la taille dépend de
cette période.



DEUXIEME PARTIE

ETAT DE L’ART SUR LES SYSTEMES
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CHAPITRE 1

ETAT DE L’ART SUR LES SYSTEMES MULTI-AGENTS

Ce chapitre présente une vue globale des recherches menées sur les Systémes Multi-Agents (SMA)
avec un focus particulier sur le probléme du consensus et du suivi de trajectoire. Nous commencerons
par définir ce qu’est un SMA et les différences entre les commandes centralisées, décentralisées et
distribuées. Puis nous aborderons le consensus qui a été le premier probléme étudié dans le cadre des
commandes collaboratives et enfin son extension au suivi de trajectoire.

1.1 Deéfinition d’un systéme multi-agents

La notion de systéme multi-agents a été inspirée par I’étude des systémes biologiques, et en parti-
culier par le comportement de certaines familles d’insectes. Les premiers développements des SMA ont
vu le jour en informatique dans le domaine de l'intelligence artificielle distribuée et collective. A 1'ori-
gine, ces études ont porté sur I'analyse des différentes parties d’un systéme en tant que sous-systémes
autonomes, et plus particuliérement sur I'impact des interactions de ces sous-systémes sur le systéme
global. C’est dans ce contexte que le terme SMA est apparu pour caractériser les systémes biologiques
complexes dont les sous-parties sont en interaction. Les exemples classiques qui illustrent ces systémes
sont les vols en formation des oiseaux migrateurs et le déplacement des bancs de poissons .

(a) Vol en formation d’oiseaux (b) Banc de poissons

En 1995, Vicsek a été le premier & proposer un modéle de coordination pour un groupe d’agents
se déplacant dans le plan [90]. Dans ce modéle, chaque agent met a jour son état en utilisant les
informations fournies par ses voisins. Ce modéle est aujourd’hui considéré comme un cas spécial qui
explique les déplacements migratoires .

Depuis ces premiéres études, la modélisation des systémes complexes par les SMA s’est étendue bien
au-dela de la biologie puisqu’on les retrouve en physique , en mécanique 19|, en informatique [22]
et en robotique . C’est également un domaine d’étude pour les automaticiens avec le développement
d’une théorie du controéle propre a ces systémes ,.

Les applications sont multiples. On peut citer parmi les plus remarquables les constellations de
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satellites pour réaliser des interférométres spatiaux, les applications militaires avec les drones de re-
connaissance, les réseaux de capteurs, les robots collaboratifs .

(a) Groupe de robots (b) Constellation de satellites

A la base de chaque SMA, il y a un groupe d’agents. Chaque agent est autonome et peut interagir
avec ses voisins et son environnement. [L’ensemble des agents peut accomplir une tache complexe qui
ne pourrait étre réalisée par une seule entité.

Chaque agent regoit des informations sur I’état de ses proches voisins et agit de fagon collaborative
avec ses voisins pour contribuer & ’objectif commun. Lorsque cet objectif est atteint, on parle de
consensus.

Ce fonctionnement collaboratif peut permettre d’améliorer 'efficacité et les performances du sys-
téme et d’augmenter sa flexibilité. C’est pour ces raisons que les recherches menées sur les SMA se
sont beaucoup développées ces derniéres années ,,. Ces recherches portent sur la commande
collaborative pour le contréle de formation, le probléme du rendez-vous et le suivi de trajectoire.

1.2 Les systémes multi-agents entre ’approche centralisée, décentra-
lisée et distribuée

Historiquement, c’est 'approche centralisée qui a été utilisée en premier pour coordonner le fonc-
tionnement d’un ensemble d’agents sur les chaines de production. Dans cette approche, on suppose
qu’il existe un agent central qui communique avec ’ensemble des autres agents et qui les contréle. Les
autres agents ne communiquent pas entre eux. L’agent central doit disposer de I'état de chacun des
agents. Toute la puissance de calcul doit étre & la disposition de ’agent central. Il faut également un
systéme de communication efficace entre I'agent central et chaque agent. Il est clair que cette approche
devient complexe a mettre en oeuvre dés lors que le nombre d’agents devient important. De plus, il faut
assurer la fiabilité de 'agent central sur lequel repose tout le fonctionnement du systéme. La figure [1.3
représente le principe de la commande centralisée.

Pour pallier les défauts inhérents a cette approche centralisée, il a été proposé quelques années
plus tard le principe de la commande décentralisée ou hiérarchisée . Dans ce cas, chaque agent
dispose de la totalité des états des autres agents et calcule localement sa commande. Cette approche a
été appliquée avec succés pour le controle des systémes complexes. Elle nécessite néanmoins la diffusion
compléte des états de chaque agent & travers le réseau. De ce fait, elle souffre, comme la commande
centralisée, d’un défaut d’évolutivité : 'ajout ou le retrait d’un agent du réseau impacte directement
chaque agent.

L’évolution naturelle de ces approches est de pousser la décentralisation & son extréme en sup-
primant le réle d’agent central et en répartissant équitablement les décisions entre tous les agents.
L’ensemble du groupe d’agents fonctionne de fagon coopérative . Chaque agent ne regoit des
informations que de ses voisins & partir desquelles il calcule une commande locale .

C’est sur ce principe que fonctionnent les systémes multi-agents.
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FIGURE 1.4 — Systéme distribué

1.3 Graphes et systéme multi-agents

La modélisation des interactions entre les agents par la théorie des graphes a été proposée no-
tamment en 2003 par Vicsek puis par Bullo [8] en 2009. Nous rappelons dans cette section les
principales définitions utilisées pour cette modélisation.

Pour atteindre un objectif commun, les agents sont amenés & communiquer entre eux, la commu-
nication entre les agents est modélisée par un graphe G = (V, ), ou V est ’ensemble des sommets du
graphe qui représente les agents et £ est ’ensemble des arétes du graphe qui représente la commu-
nication entre les agents. Le graphe qui modélise la communication entre les agents peut changer de
nature selon le type de probléme traité. Il est non orienté lorsque la communication entre les agents
est bidirectionnelle, c’est-a-dire si les deux agents recoivent de I'information I'un de 'autre. Ce type
de graphe intervient par exemple dans le cadre de certains problémes de réseaux.

Le graphe peut aussi étre orienté lorsque la communication entre certains agents est a sens unique,
par exemple lorsqu’un agent ne fait qu’émettre des informations a ses voisins sans en recevoir en retour.
Ce type de graphe est utilisé par exemple pour résoudre les problémes de transport.

Définition 1. Un graphe orienté G = (V, &) est défini par l’ensemble des sommets V = {1,...,N}
et par l'ensemble des arétes € C V x V qui sont ordonnés. Une aréte (ij) € € d’un graphe orienté
G modélise la communication unidirectionnelle entre le sommet i el le sommet j, ce qui signifie que
l’agent i peut envoyer de l'information & 'agent j, et pas le contraire.

Définition 2. Un graphe non orienté G = (V,E) se définit de la méme maniére qu’un graphe orienté
en dehors du fait que les arétes ne sont pas orientées. Cela signifie que pour une aréte (ij) € &, les
sommets i et j obtiennent de linformation 'un de l’autre.
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Remarque 3. Un graphe non orienté est un cas particulier du graphe orienté.

Définition 4. L’union de graphes est un graphe, ot les ensembles des sommets et des arétes sont
l'union des sommets et des arétes des graphes de 'union.

Les agents i et j seront voisins si et seulement si (ij) € £. On notera N; = {j € V : (ij) € &}
I’ensemble des voisins de ’agent ¢. Par la suite, nous nous intéresserons uniquement aux graphes non
orientés, c’est-a-dire des graphes décrivant des systémes multi-agents dans lesquels la communications
entre agents est toujours bidirectionnelle.

Définition 5. Un chemin non orienté est une séquence d’arétes dans un graphe non orienté de la
forme (i1,142), (i2,13),. ..

Définition 6. Un graphe non orienté est dit connexe s’il existe un chemin entre toutes paires de
sommets distincts.

Définition 7. Un arbre non orienté est un graphe non orienté ot chaque paire de sommet est connectée
avec exactement un chemin non orienté.

Définition 8. Un arbre couvrant d’un graphe non orienté et connexe est un arbre qui connecte tous
les sommels

Définition 9. Un sous graphe (V*,E%) du graphe (V,E) est un graphe tel que V¥ CV et £E5 C €

Définition 10. Un arbre couvrant (V*,E%) d’un graphe non orienté (V,E) est un sous graphe de (V, )
tel que (V*,E°) est un arbre non orienté et V¥ =V

Définition 11. La matrice d’adjacence d’un graphe non orienté (V,€) est définie par A = [a;;] €
RVXN oy Qij = Qj; = 1 s1 (Z]) €€ et Q5 = 0 sz non.

Définition 12. La matrice laplacienne d’un graphe non orienté associée avec la matrice d’adjacence
N
o gm = Z Qg et &'j = —a4j St 7& ]
J=Ti#i

A est donnée par L = [{;;] € RV*N

Pour un graphe non orienté, les matrices £ et A sont symétriques.

Lemme 13. [58] Toutes les valeurs propres non nulles de la matrice laplacienne L sont réelles et
positives pour un graphe non orienté. Zéro est une valeur propre simple de L et le vecteur propre
associ€ est 1 si et seulement si le graphe non orienté est conneze.

Remarque 14. Pour un graphe non orienté, soit N\;i(L) la i™¢ valeur propre de la matrice L avec

AM(L) < X(L) < --- < N(L). Alors, M (L) = 0. Xo(L) représente la connectivité algébrique.

1.4 Le probléme du consensus sans leader

Le probléme de controle le plus étudié dans le cadre des systémes multi-agents est celui du consensus
du fait du grand nombre d’applications qu’il représente. Il est utilisé dans plusieurs disciplines et en
particulier en informatique, en théorie des automates et pour le calcul distribué [48]. C’est un théme
de recherche qui est toujours d’actualité malgré les nombreux travaux dont il a fait ’objet. Il intéresse
également les automaticiens en théorie du controle |11}26}39,69]. Le probléme du consensus peut étre
défini de la fagon suivante :

Définition 15. Soit x; € R™ [’état de l'agent i et x = ( Tly, ..y, TN ) € RN™ létat du systéme
multi-agents solution de

&= f(x)

pour une condition initiale x(0). Posons
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telle que y = x(x). On dira que les agents du SMA atteignent asymptotiquement le consensus si et
seulement si x; = x; pour tout 1,7 et

z;i(t) — x (z(0)) quand t — +o0
La fonction y(z) peut par exemple étre définie par :

L
X(@) = ¥ Eliﬁz
1=

x(x) ma:r(a:l, e, TN
x(z) =min (21, ..., an

~—

La premiére définition de la fonction y correspond & un consensus dans lequel les états de tous les
agents convergent vers le barycentre. Ce type de consensus est utilisé en robotique pour :

e Le probléme du rendez-vous [34}50,52,58}61,66,/69} 71, 72| qui consiste & assurer une coordination
entre les agents de fagon a ce que leurs états s’égalisent. Il est courant de prendre ’exemple d’un
groupe de personnes cherchant a fixer une heure de rendez-vous commune, chaque membre du
groupe ne communiquant qu’avec ses connaissances proches [15,42,69],

e Le probléme du suivi de leader |73] : les états des agents deviennent égaux a celui du leader,
I’état du leader suivant une certaine référence,

e Le probléme du suivi de formation [18,20,21,37,|45,55H57,/59,|60L|74L 75L 78} |84} /85| /88,,/90,91] qui

consiste a imposer un regroupement en formation des agents autour d’un leader.

La résolution du probléme de consensus dépend des hypothéses faites sur le type de graphe utilisé
pour modéliser les échanges entre les agents du SMA (graphe orienté, non orienté, a topologie fixe
ou variable), du modeéle dynamique utilisé pour représenter un agent |70| (simple intégrateur, double
intégrateur, modéle dynamique non-linéaire, ...), de la qualité de la communication entre les agents
(perturbations, retards, ...) et du type de convergence souhaitée (asymptotique, & temps fini [11}38,
93|, ...). Lorsque les agents communiquent toujours avec les mémes agents, le graphe garde la méme
structure au fil du temps. On parlera alors d’un graphe a topologie fixe. Dans le cas contraire, c’est a
dire lorsque les interlocuteurs des agents changent au cours du temps, on parle d’un graphe & topologie
variable, puisque les arétes du graphe évoluent et ne sont plus fixes |14}24]53,61,63,95].

Dans la suite de la thése, on considérera des systémes multi-agents constitués de N agents libellés
de 1 & N ou tous les agents ont le méme modéle. Les agents peuvent étre modélisés par une équation
différentielle & temps continu :

i = f(wi {2j, 5 € Ni}) (1.1)

ou par une équation aux différences :

Ti k1 = 9(@ik, {xjk, J € Ni}) (1.2)

avec x; (resp. z; ;) € R™.

Beaucoup de travaux sur le consensus ont considéré des agents modélisés par un simple intégrateur
ou un double intégrateur. Les sections suivantes présentent une synthése des études réalisées dans ce
cadre.
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1.4.1 Modélisation des agents par un simple intégrateur

Nous nous intéressons ici au probléme du consensus lorsque les agents peuvent étre modélisés par
un simple intégrateur. La dynamique du SMA est décrite par (1.3)) :

ol x; € R™ représente 1’état de 'agent 7 et u; € R™ sa commande.

Définition 16. Le consensus est atteint pour st, pour toutes valeurs initiales x;(0) et pour tout
i,j=1,...,N, on a ||z;(t) — z;(t)|| = 0 quand t — oo.

La solution au probléme du consensus pour un graphe orienté et non orienté dans le cas continu et
discret a été donnée dans [69]. Dans le cas continu, la commande est donnée par :

:L’Z(t) = — iaij(t)[xi(t) — Lrj(t)] 1= 1, ceny N (1.4)

ol a;; est la composante (i, ) de la matrice d’adjacence A € RY*Y associée au graphe G. Le méme
probléme a été traité dans [34] dans le cas discret ot la communication entre les agents est non orientée :

xi[k—i—l] = g: dw[k}.ﬁj[k] i1=1,...,N (1.5)

ot d;;[k] est la composante (4,5) de la matrice D € RY*N . Les éléments de D sont tels que d;;[k] > 0
pour tout i et d;;j[k] > 0 pour tout i # j si (ij) € &, d;j[k] = 0 sinon. D a comme propriété que la
somme des éléments de chacune de ses lignes est égale a 1.

En 2004, Olfati-Saber et Murray |61] ont étudié le probléme du consensus pour un SMA dans le
cas d’un graphe a topologie fixe et variable puis en prenant en compte le retard de communication
pour le cas du graphe non orienté & topologie fixe. Ils ont montré que le SMA sans retard de
communication atteint le consensus avec la commande suivante :

N
W= Y agle-a)  i=1.N 16
j=1

Ils ont ensuite résolu le consensus avec retard de communication pour des graphes non orientés
avec une topologie fixe en considérant la commande suivante :

N
wi(t) = =3 aijlai(t — 7ij) — 2t — 73j)] (L.7)
j=1

ou 7;; > 0 représente le retard de communication pour le lien (7, j) correspondant a 'aréte (ij) € £.
Ils ont montré qu’il suffisait d’avoir un retard fixe 7;; = 7, 7 > 0 et un graphe connexe pour que le
consensus soit assuré.

Les liens de communications entre les agents peuvent évoluer au cours du temps, en particulier
lorsque les agents sont mobiles. Le consensus dépend alors des propriétés du graphe & topologie variable.
Dans [67], Ren et Randal ont étudié le probléme du consensus pour un SMA avec un graphe orienté a
topologie variable. Ils ont réussi a relaxer les conditions sur le graphe en montrant que si I'union des
graphes au fil du temps contenait un arbre couvrant, alors le consensus du systéme (1.3]) était atteint
avec la commande suivante :

uz(t) = — iaij(t)aij(t)[xj(t) - 1‘Z(t)] 1= 1, . ,N

olt gj;(t) > 0 est un facteur de pondération variable dans le temps. L’ajout de pondérations variables
sur les liens entre agents ajoute une flexibilité supplémentaire & cette modélisation.
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En 2008, Xiao et Wang [95] ont étudié le cas d’une topologie variable due a des problémes de
communications entre agents. La solution proposée est de prendre une commande échantillonnée asyn-
chrone : chaque agent met & jour son état indépendamment des autres agents. Cette solution est inspirée
des travaux de [7,89] o les auteurs considérent le consensus asynchrone avec une application pour les
systémes de prise de décisions.

Ils ont supposé que la transmission d’information entre agents peut étre retardée avec des temps
de retard variables mais bornés. Ils ont montré que si I'union des graphes contient un arbre couvrant,
alors le consensus du systéme est assuré avec la commande :

m > it (@ity) —i(ty))  si N(t),1) # 2

j;’i (t) — jEN(t}”;,i) JEN(t;c )i)
0 sinon
oti chaque agent met & jour son état a des instant ¢, til, ceey t};, ..avecth =0 et Toin < t};H —t}; < Tmaz-

aj; modélise une pondération variable sur le lien de communication entre I’agent i et I’agent j. Ils ont
également traité le cas ou le retard de communication apparait dans la transmission de I'information,
en prenant le temps de retard de transmission Tll; Le protocole qui assure le consensus est :

L )@t - ) —wt) st N(#i) # o
Zi(t) = ¢ deni i JEN(t}7)

0 sinon

La méme année, Tian et Liu [86] ont étudié le probléme du consensus avec deux types de retard,
un retard de communication entre deux agents et un retard lié a la connexion qui représente la latence
propre a chaque agent, nommé retard de donnée. Ils ont étudié le cas du retard de donnée pour des
graphes orientés en prenant la commande suivante :

wi(k+1) = wi(k) + Y aij(zj(k — D) — xi(k — Dy))
JEN;
ou D; représente le retard de donnée. Ils ont ensuite étendu leurs travaux a des SMA en présence des
deux types de retard pour un graphe orienté en prenant ’algorithme suivant :

xi(k+1) =x(k) + Z aij(a:j(k — Tij — D;) — zi(k — Dy))
JEN;

Ces résultats peuvent étre étendus au cas continu.
Dans [46], le consensus avec un temps de retard variant a été obtenu en prenant la commande
suivante :

Ei(t) = Y ailaj(t — (1) — zi(t))

vj EN;

Dans [94], Jian et Yang ont résolu dans le cas discret le probléme du consensus avec des retards
aléatoires pris dans un ensemble fini d’entiers et pouvant étre modélisés par une chaine de Markov,
dans le cas ou le graphe est orienté et fixe et contient un arbre couvrant.

Dans le méme cadre d’étude, la robustesse du consensus avec retard et une topologie variable a été
étudié dans 53] ou il est montré que le consensus est atteint méme pour des retards importants mais
constants.

Tous les travaux cités précédemment se sont intéressés & des commandes amenant asymptotique-
ment le SMA vers un consensus. Pour certaines applications, il peut étre intéressant d’atteindre le
consensus en un temps fini.

Wang et Xiao [92] ont obtenu un consensus pour le systéme en temps fini pour un graphe
orienté et non orienté a topologie variable avec la commande suivante :
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wi= ) ag |z — il
JEN;
avec 0 < ay; < 1.

Dans [103|, une nouvelle classe de commandes non-linéaires est proposée afin de résoudre le consen-
sus en temps fini dans le cas d’un graphe non orienté. Dans [40], une commande adaptative est proposée.
Enfin, dans [76,[102|, des commandes basées sur 1'event trigger sont proposées : chaque agent décide
de lui-méme quand transmettre des informations & ses voisins.

Tous ces travaux sur le consensus pour un simple intégrateur montrent la richesse du sujet. Cepen-
dant, de nombreux systémes réels nécessitent un modéle plus complexe que celui du simple intégrateur.
En particulier, la modélisation des agents mobiles sort du cadre du simple intégrateur. C’est pourquoi,
rapidement, il a été nécessaire de faire évoluer le modéle de I'agent pour pouvoir prendre en compte la
position et la vitesse dans ’espace d’état.

1.4.2 Modélisation des agents par un double intégrateur

Ce paragraphe donne une vue d’ensemble des principaux résultats obtenus sur le consensus lorsque
les agents sont modélisés par un double intégrateur. La dynamique du SMA est donnée par :

G = pi 1=1,...,N
{I;z' = ulz (18)

ol q; € R™ représente la position, p; € R™ la vitesse et u; € R™ la commande de ’agent <.

Définition 17. Le systéme multi-agents atteint le consensus st, pour toutes conditions initiales
pi(0) et gi(0), on a ||gi(t) — q;(t)|| = 0 et ||pi(t) — p;(t)|| = 0 quand t — oo pour tousi,j=1,...,N.

Dans [69], Ren a proposé la commande suivante pour assurer le consensus du systéme ([2.1) pour
un graphe non orienté a topologie variable :

N
ui =y ag(®)[(gj — a) + (pj — pi)] (1.9)
j=1

ol a;; est la composante (i, j) de la matrice d’adjacence et 7 est un scalaire positif.

En 2009, Lin et Jia [43] ont étudié le probléme du consensus pour un SMA en temps discret avec
des temps de retard 7;; non uniformes et pour une topologie variable. L’algorithme du consensus utilisé
dans cet article est linéaire et discret, il est donné par :

ui(k) = —aopi(k) + a1 D aij(k)(qi(k —7i5) —qi(k) + a2 Y ai;(k)(p;(k —7i5) — pi(k))
JEN(K) JENI(R)

Ces premiéres études sur le consensus supposaient une transmission de I’état complet des agents a
leurs voisins. En pratique, certaines grandeurs telles que les vitesses peuvent étre difficilement mesu-
rables. Il est donc intéressant de développer des algorithmes de consensus lorsque seule une partie de
I’état est transmise, typiquement la position.

En 2008, Ren [65] a proposé la commande bornée suivante pour le systéme

N
u; = — Z a;j[tanh(g; — q;) + v tanh(p; — p;)]
7=1

et a abordé le cas ot les vitesses p; n’étaient pas mesurées. Dans 25|, les auteurs ont étudié le consensus
pour un graphe orienté a topologie variable avec une commande échantillonnée et en supposant que
seules les positions étaient accessibles.

A la suite de ces travaux, Lin et Jia [44] ont étudié le consensus lorsqu’il y a un retard aléatoire
et borné 7 dans les communications entre agents. Ils ont montré la convergence du consensus pour un
retard aléatoire borné en utilisant la commande suivante :



1.4 Le probléme du consensus sans leader 17

u;(t) = —kipi(t) + Z aij()[g;(t — 7) — ¢i(t — 7)]

JEN;(t)

Dans [100], le cas d’un consensus moyen avec du bruit, un retard aléatoire et borné 7 et des pertes
de données est traité pour un graphe non orienté.

Yu, Chen et Cao [98] ont montré que la commande suivante permettait d’atteindre le consensus
avec des retards de communication bornés et un graphe orienté :

N

N
u;i(t) = —« Z a;jqj(t — 1) — B Z aiip;(t — 7).
j=1

=1

Dans |24], Gao et Wang analysent le consensus pour un SMA avec une topologie variable et orien-
tée, en supposant que le graphe peut ne pas contenir d’arbre couvrant mais que 'union des graphes
construit un arbre couvrant et en considérant des données échantillonnées asynchrones. Ils proposent
la commande suivante :

wit) ==k Y ay(t)(@(t) —ai(t0) — ke D ag()(pi(th) — pi(t))

JEN;(t) JEN;(t%)

th <t<té+1, §>0,i=1,...,N outl =tg+ sh; et h; = l;h, avec l; € Z* et h > 0.

Dans [63], les auteurs proposent une solution au probléme du consensus pour un SMA sous une
topologie orientée et variable, avec et sans retard de communication. Le consensus est atteint pour des
retards faibles.

[13] aborde le cas d’'un SMA a topologie fixe et fortement bruité. La commande qui est proposée est
& gains variables. Il est montré que dans un environnement de communication bruyant, un consensus
moyen peut étre atteint si et seulement si la topologie de communication est un graphe équilibré et
fortement connexe.

En 2012, dans [47], un algorithme de consensus est proposé pour des SMA a temps continu avec
des données échantillonnées apériodiques en topologie variable. La méme année, les auteurs de [96]
ont proposé un consensus en temps discret pour une topologie fixe. L’article [62] propose un consensus
en temps discret avec des retards de communication non uniformes et variables pour une topologie
variable avec des données échantillonnées. Il est montré que, en faisant certaines hypothéses sur le
gain et la période d’échantillonnage, le consensus peut étre obtenu pour des retards de communication
variables mais bornés a condition que 'union des graphes contienne un arbre couvrant. L’algorithme
qui résout le probléme du consensus pour ce cas est :

wi(k) = —api(k) + Y aij(k)(g;(k = 7ij(k)) = ai(k))

JEN; (k)

Dans [40], les auteurs proposent deux types de protocoles de consensus dynamiques adaptatifs
distribués, congus pour garantir le consensus de maniére totalement distribuée pour des graphes de
communication connexe et non orientés.

L’article [14] traite le cas du consensus moyen avec une topologie variable et sous communication
bruitée avec des données échantillonnées. Les auteurs montrent que le consensus est atteint si le graphe
de communication est a chaque instant équilibré et couvrant.

Dans 99|, les auteurs étudient le consensus pour des données de positions et de vitesses échantillon-
nées. Un protocole de consensus linéaire distribué est proposé permettant d’atteindre le consensus en
choisissant de maniére appropriée la période d’échantillonnage déterminée par un polynéme d’ordre
trois. Le cas des graphes non orientés avec retards est ensuite discuté.
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Des études plus approfondies ont été réalisées dans [97], en recherchant les conditions ot le consensus
est atteint avec des temps de retard identiques notés 7. La commande résolvant le consensus optimal
est donnée par :

N
ui ==Y agl(a(t) — g;(t = 7)) +n(pi(t) — p;())].
j=1

Dans [83|, le probléme du consensus pour les SMA avec une communication orientée et des retards
de communication variables et non uniformes est étudié. Le cas d’agents & dynamiques non-linéaires
est présenté dans |32 en utilisant une approche a base d’observateurs. Enfin, le cas du n—intégrateur a
été abordé dans [87], o les auteurs ont étudié le probléme du consensus d’ordre élevé pour les systémes
multi-agents hétérogénes avec des délais de communication inconnus.

1.4.3 Conclusion

Le consensus a fait I'objet d’un nombre trés important de travaux et est & la base de tous les
développements sur le controle des SMA. On peut citer entre autres le suivi de trajectoire ou le
déplacement en formation qui sont des extensions du consensus.

1.5 Le suivi par consensus

Le probléme du suivi du leader, appelé aussi suivi de trajectoire ou suivi par consensus, est un sujet
de recherche trés actif, ot 'objectif est d’amener les états des agents sur ’état du leader.

Le leader est un agent particulier de la flotte qui a une dynamique indépendante des autres agents,
appelés suiveurs. Il est en lien avec au moins un agent de la flotte et lui transmet tout ou partie
de son état. Le leader envoie des informations & ses voisins mais ne recoit aucune information de la
part des autres agents. C’est pourquoi la plupart des graphes qui modélisent la communication d’un
SMA avec leader sont orientés. Dans le cas général, le leader suit une trajectoire de référence. L’objec-
tif principal de la commande distribuée est de faire converger I’état de chaque agent vers celui du leader.

Soit g ’état du leader dont la dynamique est donnée par :

i‘o — f(iEOa xT)

ou x, est ’état d’une trajectoire de référence. On considére un SMA constitué de N agents indicés de
i =14a N et d'un leader indicé 0. La dynamique de chaque agent ¢ est donnée par

i = f (@i, {wj, j € Ni}) + 7 (o, {i, i € No}) (1.10)

ot N est I’ensemble des voisins du leader. f7 est nul si 'agent ¢ n’est pas en lien avec le leader. La
définition la plus simple du suivi par consensus correspond & la convergence asymptotique des états
des agents vers celui du leader.

Définition 18. Le suivi par consensus est atteint pour st, pour toutes valeurs initiales x;(0) et
pour touti=1,...,N, on a ||x;(t) — zo(t)|| = 0 quand t — oc.

Un certain nombre de travaux sont basés sur cette définition du consensus. Dans [54], les auteurs
considérent un modéle linéaire pour les SMA avec une topologie variable et une dynamique simple
pour le leader donnée par :

To = Axg

Dans le cas du double intégrateur, qui est une modélisation trés fréquente, cela revient & considérer
une accélération du leader nulle. Les agents sont modélisés par
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T; = Ax; + Bu; i=1,...,N
.f():AJJO

Le protocole proposé pour résoudre le probléme du suivi par consensus du leader est donné par :

U; = k Z (xj — l’z) + kaio(t)(xo — .’L‘Z)
JEN;

Dans ce cas, la commande est linéaire. Lorsque le leader suit une trajectoire de référence quelconque,
c’est-a-dire lorsque

Tg = Azg + Bu,

oll u, est un terme variable, le probléme devient beaucoup plus compliqué. Une solution consiste
a implémenter un observateur de I’état du leader sur chaque agent [23}30]. Une autre solution est
d’utiliser une commande discontinue [40] :

N

N
U; = C’lKZaij(xi — J}j) + Cy sign(KZazj(mi — .%']))
=1 =0

En robotique, les agents sont couramment décrits par un double intégrateur, modélisant la dyna-
mique de leur position et de leur vitesse. Pour des raisons pratiques évidentes, les agents doivent se
regrouper autour du leader sans que leurs positions deviennent égales. De méme, il faut mettre en place
un mécanisme d’évitement de collision entre agents. C’est la notion de déplacement en essaim, pour
laquelle le graphe est a topologie variable. Olfati-Saber a proposé dans [57| une solution au probléme
du regroupement en essaim en supposant que tous les agents étaient en lien avec le leader. Reprenant
ces travaux, Cao et Ren [9] ont étendu ce résultat en relaxant la condition de connectivité du leader
avec tous les agents. Ils ont proposé une commande discontinue couplée & un observateur qui estime
pour chaque agent ’accélération du leader.

1.6 Contributions de la thése

Cet état de 'art met en évidence la diversité et la profusion des travaux des automaticiens sur le
consensus et le suivi de consensus. Cependant, les commandes présentées ne prennent pas toujours en
compte les possibles limitations physiques des agents. Qu’un agent représente une microgrid incluse
dans un cluster d’énergie ou un robot mobile parmi une flotte, il présente des limitations inhérentes a sa
fonction (capacité a échanger des flux d’énergie, accélération, ..). Dans le cas d’un suivi de consensus,
le leader suit une trajectoire de référence sans connaissance des possibilités et des états des agents.

L’idée maitresse des chapitres 2 et 3 est de résoudre le probléme du suivi par consensus d’'un SMA
pour lequel le leader est perceptif tient compte des états de ses suiveurs. La commande du leader
perceptif dépend pour une partie des états des suiveurs, et dépend pour ’autre partie de la trajectoire
de référence qu’il doit essayer de suivre. Nous avons montré dans les deux chapitres, pour le cas de la
topologie fixe dans le chapitre 2 et avec une topologie variable dans le chapitre 3, que le SMA résout
le probléme du suivi par consensus pratique.

Nous avons développé le concept du leader perceptif en utilisant une commande linéaire continue
dans le chapitre 2. La preuve de stabilité du systéme est obtenue en utilisant une fonction de Lyapunov
ISS (Input to State Stability). Nous avons ensuite étendu ce concept pour le regroupement en essaim
des agents de la flotte, en prenant en compte les possibles collisions entre agents.

Enfin, une étude du probléme du consensus avec une commande homogéne échantillonnée est pro-
posée dans le chapitre 4. Dans ce chapitre, nous avons démontré que le SMA résout le probléme du
consensus pratique méme si la période d’échantillonnage est grande.
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1.7

Conclusion

Nous avons présenté un état de ’art sur les deux principaux problémes portant sur les SMA, a
savoir le consensus et le suivi de consensus. Nous avons fait une tentative de classification des nombreux
résultats de la littérature basée sur :

O

O

le type de communications entre agents : bidirectionnelles (graphe non orienté) ou directionnelles
(graphe orienté) ;

la nature du voisinage : est-ce que les agents gardent toujours les mémes voisins (graphe a
topologie fixe) ou bien de nouveaux voisins rejoignent le voisinage en fonction de I’évolution du
systéme (graphe a topologie variable) ;

la nature des échanges entre voisins : périodique synchrone (tous les agents ont une méme horloge
synchronisée), périodique asynchrone (tous les agents ont la méme horloge mais désynchronisée) ;
apériodique synchrone (les agents ont des horloges différentes mais émettent et regoivent tous de
fagon synchrone), apériodique asynchrone (les agents ont des horloges différentes et émettent et
regoivent sans synchronisme) ;

le type de modéle dynamique utilisé pour représenter les agents : linéaire, non-linéaire, simple
intégrateur, double intégrateur, etc. ;

dans le cas du suivi par consensus, le leader peut avoir une vitesse fixe ou variable.



TROISIEME PARTIE

DEVELOPPEMENTS SUR LE CONSENSUS



22




CHAPITRE 2

SUIVI PAR CONSENSUS EN TOPOLOGIE FIXE

Ce chapitre présente les résultats obtenus sur la stabilité d’un systéme multi-agents pour le probléme
du suivi par consensus en topologie fixe et a été présenté dans la conférence |33|. L’étude est réalisée
dans le cas ot le graphe décrivant les communications entre agents est a topologie fixe et est non-dirigé.
Le leader suit une trajectoire de référence quelconque. La premiére partie du chapitre porte sur I’étude
de la stabilité du SMA avec un leader qui ne prend pas en compte 1’évolution des états des suiveurs.
La deuxiéme partie présente un leader dont la commande permet de prendre en compte 1’état des
suiveurs auxquels il est connecté. Dans les deux cas, nous proposons une commande linéaire continue
pour résoudre le probléme du suivi par consensus.
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2.1 Introduction

Le consensus décrit 'objectif atteint par un groupe d’agents échangeant des informations entre
voisins. Le suivi par consensus suppose que le SMA comporte un agent particulier appelé leader. Le
leader est le seul & disposer d’une information sur 'objectif & atteindre, souvent appelé trajectoire de
référence. 11 échange des informations avec au moins un agent du SMA.

L’étude de la stabilité du suivi par consensus a fait et fait encore ’objet de nombreuses recherches.
Toutes les études réalisées jusqu’a maintenant utilisent des lois de commandes discontinues ou non
linéaires [9,23,30,/40,|41}50% 54}, 79, 101]. L’originalité de ce travail est double :

e nous proposons une loi de commande linéaire inspirée de |69] pour assurer la stabilité dans un
ensemble, ce que nous appellerons par la suite le suivi de consensus pratique,

e le leader cherche a suivre une trajectoire de référence mais tient compte de ’état des agents avec
lesquels il est en communication. C’est le concept de leader perceptif.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. Nous présenterons tout d’abord la formulation ma-
thématique du suivi de consensus. Nous donnerons ensuite la preuve de stabilité pour ce probléme
dans le cas d'un leader non perceptif puis nous étendrons ce résultat au cas d’un leader perceptif. Nous
montrerons dans les deux cas que I'on obtient le suivi de consensus pratique, c’est a dire la convergence
des états des agents et du leader dans un ensemble centré sur I'objectif. Cette notion de consensus
pratique a déja été étudiée dans [16,/17].

Ces résultats théoriques seront illustrés par des simulations sous Matlab et par des expérimentations
sur des robots réels qui ont été conduites & I’Université de Nebraska-Lincoln.

2.2 Formulation du probléme

On considére un systéme multi-agents constitué de N 4+ 1 agents libellés 0,1, ..., N. L’agent libellé
0 est appelé le leader tandis que les autres agents, libellés de 1 & N, sont appelés les suiveurs. Les
communications entre les suiveurs sont modélisées par un graphe fixe non orienté G = (V, ). Le leader
cherche a diriger les suiveurs. Il est en communication avec au moins un suiveur. La matrice d’adjacence
des suiveurs est noté Ay et la matrice laplacienne correspondante est notée L

Hypothése 19. Le graphe G est fixe, non orienté et conneze.

Lemme 20 ([58|). Toutes les valeurs propres de la matrice laplacienne L sont réelles et positives pour
un graphe connexe non orienté. Zéro est une valeur propre simple de L et le vecteur propre a droite
associé est 1p.

La dynamique des agents est modélisée par un double intégrateur :

4% = pi .
. =0,...,N 2.1
{ TR i (2.1)
q; € R™ représente la position de 'agent 7, p; € R™ sa vitesse et u; sa loi de commande. m représente

la dimension de I'espace dans lequel évolue les agents.

Dans un premier temps, nous allons supposer que seul un sous-groupe de suiveurs peut accéder a
I’état du leader et que ce dernier ne recoit pas d’informations de ses voisins. Le graphe décrivant les
liens entre les agents et le leader est orienté au sens ou les suiveurs ne communiquent pas avec le leader,
et connexe.

Définition 21. Soit un ensemble de suiveurs dont les liens sont représentés par le graphe G = (V,€)
et un leader libellé 0. On définit la matrice D = Diag{aqo,...,ano}, ot ajp = 1 si l'agent i regoit des
informations du leader et a;o = 0 sinon.
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Hypothése 22. La matrice D admet au moins une composante non nulle.

L’hypothése est équivalente a dire que le leader posséde au moins un voisin. L’objectif principal
du leader est de suivre une certaine trajectoire pré-assignée (qref, pref) définie par

{ C.?ref = Pref (22)
DPref = Uref

Cette trajectoire de référence n’est connue que du leader. Il est courant dans la littérature de définir
Qref €t Pref comme I'état d’un leader virtuel.

Définition 23 (Suivi par consensus pratique). Le SMA est une solution du probléme du suivi

par consensus pratique s’il existe € > 0 tel que pour tout i € {0,...,N}
limsuplg;(t) — gt (D] S, et limsup [py(t) — pres(t)]| <&, (2.3)
t—+00 t——+o0

Remarque 24. Le cas ¢ = 0 correspond au probléme du suivi par consensus.

Notre objectif est de trouver une solution au probléme de suivi par consensus en considérant une
commande linéaire

N N
ui:_klzai]’(Qi_Qj)_k2zaij(pi_pj)’ izl,...,N (24)
7=0 7=0

ou k1 et kg sont des constantes strictement positives, a;; sont les composantes de la matrice d’adjacence
Ay et ajo sont les composantes de la diagonale de la matrice D.

Dans un premier temps, nous allons considérer un leader non perceptif dont la commande est
donnée par

] :uref*kl(q{)*%‘ef)*kQ(pO*pref)a (25)

puis nous nous intéresserons au cas du leader perceptif dont la commande est définie par

N N

up =uref — k1(qo — Gref) — k2(po — Pret) — k1 Z aio(qo — i) — k2 Z aio(po — pi) (2.6)
i=1 i=1

fo'r

foi

Cette commande se décompose en deux termes. Le premier, f,., permet au leader de suivre la
trajectoire de référence. Le deuxiéme terme, f,;, constitue la partie perceptive. Les états des voisins
du leader influent sur sa dynamique. Dans ce cas, le leader cherche un compromis entre la trajectoire
& suivre et le maintien du lien avec les suiveurs. Le leader a tendance & aller vers les agents pour les
rassembler puis les emmeénent & la suite du leader virtuel.

2.3 Reésultat principal

Nous allons montrer que les deux commandes (2.412.5) et (2.442.6) permettent de résoudre le
probléme du suivi de consensus pratique pour le SMA (2.1). Dans ce cas, les agents et le leader

convergent vers une boule centrée autour de la trajectoire de référence. Pour prouver la stabilité, nous
allons utiliser la notion de stabilité entrée/sortie (15S).
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2.3.1 Préliminaires

Soit un espace mesuré (X, A, u) et f une fonction sur X a valeurs réelles. Un réel a est un presque
magjorant de f si f(x) < a pour presque tout élément x de X, autrement dit I'ensemble {z|f(z) > a}
est négligeable, c’est & dire inclus dans un ensemble de mesure nulle. Si f admet des presque majorants,
on peut définir sa borne supérieure essentielle comme le plus petit d’entre eux. La fonction f est alors
essentiellement bornée. On note alors

1 flloe = esssup|f]

Considérons le systéme

= f(z,u) (2.7)

avec f : R" x R™ — R différentiable satisfaisant f(0,0) = 0. On suppose que u € LS, ot LS. désigne

loc?
I’ensemble des fonctions mesurables localement essentiellement bornées de Ry dans R™.

Définition 25. Une fonction continue o : Rt — R, est dite de classe K si

e « est strictement croissante.

Si de plus a(r) — oo quand 1 — 0o, « est dite de classe K.

Définition 26. Une fonction continue 3 : RT x RT — RT est dite de classe KL si :
e Pour tout s, r +— [(r,s) est de classe K ;

e Pour tout r, s+ [(r,s) est décroissante et tend vers 0 quand s — +00.

Définition 27. (80 On dit que le systeme (2.7) est 1SS s’il existe une fonction B de classe KL et une

fonction vy de classe K telles que, pour toute entrée u € Ly, et pour tout xg € R", on a

(@) < B(llzoll, £) + v(ess[f)g}p [u(s)[)),  VE=0, (2.8)
se|0,

pour toute solution t — x(t) de (2.7)) avec x(0) = x¢.
Définition 28. [4/9] Soit V : R™ — R une fonction continiment différentiable. On dit que V' est une

fonction de Lyapunov ISS du systeme (2.7) s’il existe des fonctions ay, ag, as de classe K telles que,
pour tout x € R"

ar(lel) < V(&) < as(lel), 29)
et pour tout uw € R™,
@) () < —as(lz]). (2.10)

Théoréme 29. [80] Le systeme ([2.7)) est dit ISS si et seulement s’il existe une fonction Lyapunov ISS.

Remarque 30. Démontrer que le systeme (2.7) est ISS implique que les solutions du systéme convergent
asymptotiquement vers une boule de rayon y(esssupscjo [[u(s)||) localement essentiellement bornée.
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2.3.2 Suivi par consensus avec un leader non perceptif

Nous allons traiter le probléme de suivi par consensus pratique pour un SMA dont les agents suivent
une dynamique de double intégrateur donnée par . La commande des agents est donnée par
avec un leader non perceptif. La commande du leader est donnée par .

Le leader essaie de suivre une trajectoire préassignée (qref, Pref) vérifiant . Nous allons montrer
que les suiveurs convergent vers I’état du leader et par conséquent vers la trajectoire de référence.

Remarque 31. En l'absence de perturbations, si qo(0) = quet(0) et po(0) = pree(0), alors pour tout
t >0 on aqo(t) = gret(t) et po(t) = pret(t).

Théoréme 32. Soit un SMA dont la dynamique est donnée par (2.1)), et utilisant la loi de commande
(2.4) avec un leader non-perceptif dont la commande est donnée par (2.5). On suppose que les hypo-

theses et sont vérifices. S’il existe umax > 0 tel que sup;>q |Uref(t)| < Umax, alors le SMA résout
le probleme de suivi par consensus pratique.

Démonstration. Soit e, € R™ et e, € R™ tels que eq, = ¢; — Grer €t €p; = Pi — prer- 11 s’ensuit que le
systéme d’erreur du SMA est décrit par

{ éqi :(ji_(jref =  Di — Pref i—=0 N

épi = pz - pref = U; — Uref
On définit les vecteurs d’erreurs e, € R" et e, € R”, n.=m(N + 1) par :

T
€q = ((QO - Qref)Ta (Q1 - Qref)Ta ceey (qN - Qref>T)

T
€p = ((pO - pref)Ta (pl - pref)Ta ceey (pN - pref)T)

En dérivant le vecteur d’erreur des positions et vitesses, nous obtenons :

T

€qg = ((qo - qu) s (ql - Qref)T7 ) (QN - Qref)T)

T
= ((pO - pref>T7 (pl - pref>T7 SRR (pN - pref)T)
et
€p = ((pO - pref)Ta (p1 — pref)Ta oo (PN — pref)T) .
= ((uo — urer)”, (u1 — uref) ™, ..., (un — trer)T)

Il s’ensuit que

[—k‘l (CIO - Qref) - k2 (pO - pref)]T

N N
[—k1 Y arj(qn — q;) — k2 X a1j(p1 — pj) — trer)”
, =0 =0
ep =
N N .
[—k1 ZoaNj(qN —qj) — k2 ZOaNj(PN — Pj) — Uret]
= _j=0 _ 1
—(QO - Qref)T _(pO - pref)T
N T N T OT
—[>° arj(ar — g5)] —[>° arj(p1 —pj)—] T
J=0 j=0 15,
= Kk : + ko . - : Uyef
N ' , N . . 1;{1
—[ZoaNj(QN —qj)] —[ZoaNj(pN — ;)]
j= i | = A

Posons b = (01,11 )T € R" et S = (L + D) ® I, ot L est la matrice laplacienne du graphe G
qui modélise les liens entre les suiveurs et D la matrice diagonale qui modélise les liens entre le leader
et ses suiveurs. Nous avons :
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=

alj —ai2 N e —Aai1N
j=0
—as1 Z az; —a23 cee —Aas2N
S = =
—anN1 —aN(N,l) Z aN;

Le systéme d’erreur obtenu est donné par :
. . I, OmX(Nm) —In, OmX(Nm) —
€p = kl |:CL®I ~S + k' ®I -8 buref

avec a = (ayg, ...,ang)" .
Soit la matrice blocs M € R™*™ définie par :

— —Im OmX(Nm)
a® I, )

Le systéme d’erreur peut se réécrire sous la forme :

€q = €p
{ ép = kiMey + koMey, — buyer (2.11)
avec b = (01,11 )T € R™. Posons e = (eI, el')T € R*". Alors le systéme (2.11)) est équivalent a :
é = Ae + Buyer (2.12)
0n, I
—_ _(nT T n
avec B = —(01,b7)T et A = [k‘lM k‘2M]

Montrons que toutes les parties réelles des valeurs propres de A sont strictement négatives. Soit x 4
le polyndme caractéristique de la matrice A. Nous avons :

xA(A) = det(Alg, — A)

A, -1,
—kiM AL, — koM

= det(\2I, — koAM — k1 M)

I,, O I 0 —I 0
2 mxXNm | m mxNm | m mxXNm
= det (A (on INm ) k2 <a X I, -8 > b1 <a X I, -8 > )

—det[

— det >\ Im + k;Z)\Im + kllm OmxNm
o —koda @ Iy, —k1a® Iy, NInm + kXS + k1S
= det ()‘2 + koA + kl)Im OmxNm
- —koha @ Iy, — k1a ® Ly, NInm + koS + k1S

= (A2 + ko + k1)™ det (\2Lyn + (k1 + k2))S).

Les valeurs propres de A sont donc des racines du polynéme A2 + ko) + k1 ou des racines de
m(A) = det ()\QImN + (k1 + kg)\)S). Dans la mesure oit A\? + ko)X + k1 est un polynome de degré 2 a
coefficients strictement positifs, on sait que c’est un polynéme de Hurwitz, c’est-a-dire que ses racines
sont & partie réelle strictement négative.

Il reste a étudier les racines de 7. On note que 7(—ky/ko) = (k—l)QmN donc —k1/kg n’est pas une
racine de m. On peut donc écrire :

)\2
— mN
m(A) = (k1 + k2)) det < k?1 35 I.N — «5)

)\2
— -1 mN mN _ .
(=)™ (k1 + k2X)™V xs < o sz>
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On en déduit que si A est une racine de m, alors il existe une valeur propre p de S telle que
W= —%, c’est-a-dire A2 + kopuA+ k1 = 0. Or, sous 'hypothése [19] et selon le lemme la matrice
Ly est symétrique positive et D est diagonale avec tous ses éléments positifs, par conséquent S est
une matrice symétrique définie positive, il s’ensuit que les valeurs propres de & sont positives. On en
déduit & nouveau que le polynome A? 4 kou) + k14 est un polynome de Hurwitz, ce qui nous permet
de conclure que A est Hurwitz.

Montrons maintenant que le systéme est ISS par rapport a lentrée upr. Soit P et @@, deux
matrices symétriques définies positives, telles que

PA+ ATP =—qQ.

On considére la fonction de Lyapunov candidate suivante :
V(e) = el Pe>0.
La dérivée temporelle de V' est donnée par :

V =¢é¢'Pe+ el Pé
= (de+ Buref)TPe + eTP(Ae + Bgef)
=el"ATPe+ e PAe + (BTPe + eTPB)uref.

Puis, e” PB et BT Pe étant des scalaires, on trouve :

V = —eT'Qe + 2¢ PBuy. (2.13)

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire e’ PB = eI P 3.P2B , on obtient :

¢"PB < \/eTP%P%e\/BTP%P%B < VeTPeVBTPB
En utilisant le fait que u,.s est bornée par t,,q,, nous obtenons :

e’ PBuyc; < Vel PeV BT PBupgg.

Il s’ensuit que

V < —veTQe + 2umax Vel PevV BT PB.
D’autre part, nous avons :
el Qe = eTP%P*%QP*%P%e,
ce qui donne, en considérant la matrice P_%QP_% et le vecteur P2e :
)\mm(PféQ.Pfé)eTPe <elQe < )\max(PféQPfé)eTPe.

Il s’ensuit que

—ef'Qe < —)\mm(P_%QP_% )eTPe

soit finalement :

V < Vel Pe (—C\/eTPe + 2Umax V BTPB) ,
avec ¢ = )\min(P_l/QQP_l/Q).

Ainsi la dérivée de la fonction Lyapunov est négative si la condition suivante est vérifiée :
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—cvVel Pe + 2upq. VBT PB < 0.

Fixons 0 < € < 1. Deux cas sont possibles :
e soit Vel Pe > 27“’“;“(”17 V_B;)TPB alors V' < —ceVeT Pe et on obtient que V(e(t)) < exp(—ect)V (e(0));

e 2
e soit V(e) < (2“’"'&”1#) .

En conclusion,

c(l—¢)

De plus, Amin(P)|le]|? < V(e) < Amax(P)|le]|?, ce qui donne donc

2
2 vBTPB
) < max } exp(—ect)V (0))7<umax>

2
2umaX\/BTPB>

Amin (P)le]]* < max ¢ Amaz (P) exp(—ect)||e(0)[|; ( c(1—¢)

Il s’ensuit que

2
Amaz (P 2UmaxV BT PB
lell? < max { 2marE) o cetye(oy)?s [ =2
Amin (P) e/ Amin(P)(1 =€)
2vBTPRB

En prenant v = nous obtenons :

c(1—€)y/ Amin (P) ’

)\max (P)

2 < N
el _maX{Amm(P)

expl(—ect) e(0) wum)?} |

soit encore :

Amax(P) ect .
lell < max{)\mm(P) (—*)H (0 )Ha’Yumax}

On en conclut que le systéme d’erreur (2.12)) est ISS par rapport a Uentrée uy et on obtient

limsup |le(?)|| < v umax, (2.14)
t—+o00
Les états des agents convergent vers une boule de rayon v umax autour de la trajectoire pré-assignée.
En d’autres termes, le SMA (2.1) sous les commandes ([2.4)-(2.5) résout le probléme du suivi par
consensus pratique. [l

2.3.3 Suivi par consensus avec un leader perceptif

Le suivi par consensus permet d’imposer, & travers un leader, une trajectoire et donc un objectif
prévisible aux agents, ce qui n’était pas possible dans le cas du consensus simple. L’objectif du leader
est de suivre la trajectoire préassignée. Le reste des agents suit le leader si le graphe des suiveurs est
connexe et si au moins un suiveur est relié au leader.

La condition pour que le graphe reste connexe est que la trajectoire préassignée soit compatible
avec la dynamique des agents. En pratique, les agents ont des limitations physiques qui se traduisent en
particulier par une vitesse bornée. Il est donc tout & fait possible que le leader, qui suit sa trajectoire
préassignée, s’éloigne de plus en plus du reste de la flotte et perde & terme la connectivité avec les
agents.

Partant de ce constat, il nous a semblé qu’en pratique, il était plus important de maintenir le
graphe connexe en lien avec le leader que d’assurer le suivi du leader sur la trajectoire préassignée.
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Pour cela, nous avons développé la notion de leader perceptif : le leader cherche toujours & suivre une
trajectoire préassignée mais tient compte de I’état des agents avec lesquels il est connecté. Il y a donc
un compromis qui s’établit entre le suivi de la trajectoire et le consensus de la flotte.

Nous allons montrer dans ce paragraphe la stabilité pratique du suivi par consensus avec un leader
perceptif.

Hypothése 33. Le chemin entre le leader et ses suiveurs est non orienté.

Théoréme 34. Soit un SMA dont la dynamique est donnée par avec la lot de commande ,
et un leader perceptif qui suit la loi de commande . On suppose que les hypothéses et
sont vérifiées. S’il existe umax > 0 tel que supysq |Uref ()| < Umax, alors le SMA résout le probléeme du
SuLL par consensus pratique. -

Démonstration. On considére le graphe G = (V, £) obtenu en ajoutant le leader au graphe des suiveurs.
Selon 'hypothése le graphe G vérifie ’hypothése On peut modéliser la trajectoire pré-assignée
par un leader virtuel que 'on ajoute a la flotte déja constituée (leader+suiveurs). Le leader virtuel
n’est relié qu’au leader.

Il s’ensuit que la matrice D associé au leader virtuel a exactement une seule entrée non nulle situé
dans la premiére ligne et la premiére colonne ; par conséquent 'hypotheése 22] est vérifié.

On suppose que le leader virtuel suit la dynamique définie par avec les conditions initiales
Gref (0) et pree(0). Cela signifie que la trajectoire du leader virtuel est celle de la trajectoire de référence.

Comme la commande du leader est identique a celles de ses voisins (?7?), on peut appliquer
le théoréme Il s’ensuit que le SMA résout le probléme du suivi par consensus pratique. OJ

Remarque 35. Dans la preuve du Théoréeme la dynamique du leader virtuel n’est connue que du
leader. L’utilisation du leader virtuel n’est qu’une technique pour montrer la stabilité pratique.

2.4 Simulations

Nous allons dans un premier temps valider ces résultats théoriques en simulation sous Matlab pour
m =2, k; = ko = 1. On considére un SMA constitué de N agents et un leader libellé 0 modélisés par
des doubles intégrateurs. Le graphe non orienté et fixe qui modélise les liens de connexion entre les
agents et le leader est donné figure 2:1]

0 leader

FIGURE 2.1 — Topologie du graphe
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2.4.1 Cas d’une référence fixe

On considére le cas particulier ol I'objectif & atteindre est un point fixe sur I'origine. La position
du leader est initialisée sur ce point. Les positions des agents sont tirées aléatoirement dans I’ensemble
[0; 100] x [0; 10].

Les résultats présentés sur les figures et ont été obtenus pour un leader perceptif. Le leader
est représenté en rouge.
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FIGURE 2.2 — a) Trajectoires des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre ; b) Positions
finales des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre

La figure[2.2|a) représente les trajectoires des agents et du leader dans le référentiel li¢ au barycentre.
Comme u,.; = 0, le consensus est sur l'origine. La figure b) montre la dispersion des agents et du
leader autour du barycentre. Comme u,.y = 0, les agents se regroupent avec une dispersion tres faible.
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FIGURE 2.3 — a) Evolution des vitesses suivant 1’axe x dans le référentiel 1ié au barycentre. En rouge,
vitesse du leader; b) Trajectoires des agents et du leader (en rouge) dans le plan

La ﬁgure a) montre les vitesses des agents qui s’annulent toutes asymptotiquement. Sur la figure
b), on peut voir que le leader, sous l'action de fy;, quitte le point de référence pour aller vers les
suiveurs (trajectoire en rouge). le groupe rejoint ensuite ’origine.

Dans un souci de comparaison, nous avons simulé le SMA dans les mémes conditions mais avec la
commande ([2.5)) qui correspond & un leader non perceptif. Les résultats sont donnés sur les figures
et
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FIGURE 2.4 — a) Trajectoires des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre ; b) Positions
finales des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre

FIGURE 2.5 — a) Evolution des vitesses suivant I’axe  dans le référentiel lié au barycentre ; b) Trajec-
toires des agents et du leader dans le plan

Le leader reste sur la position de référence a ’origine. Les agents mettent plus de temps & atteindre
le consensus. On voit en particulier sur la figure a) que les vitesses des agents oscillent fortement
avant de se stabiliser sur zéro.

2.4.2 Cas d’une référence variable

La trajectoire de référence est définie par

QTefz = Qr603(27rfxt) + ¢20
QTefy = stin(27rfyt) + qy0

avec qz0 = 5, qyo = 5, Qz =5, Qy = 10, f, = 0.005Hz, f, = 0.03Hz, ¢0 = 0, gyo = 27 f,Q,. C’est un
cycle représenté sur la figure 2.6

La position du leader est initialisée en dehors de la trajectoire de référence. Les positions des agents
sont tirées aléatoirement dans I'ensemble [0; 100] x [0; 10]. Les résultats présentés sur les figures et
2.8/ ont été obtenus pour un leader perceptif. Le leader est représenté en rouge.

Le leader se regroupe avec les autres agents (fig. a)), puis la flotte centrée autour du barycentre
essaie de se caler sur la trajectoire de référence (fig. b)) La vitesse du leader oscille l1égérement
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FIGURE 2.6 — Trajectoire de référence
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FIGURE 2.7 — a) Trajectoires des agents et du leader dans le référentiel 1ié¢ au barycentre ; b) Positions
finales des agents et du leader dans le référentiel 1ié au barycentre

autour de celle du barycentre, en fonction des variations de u,.s (fig. a)).

Toujours dans un souci de comparaison nous avons fait la méme expérience pour un leader non
perceptif. Les résultats sont donnés sur les figures[2.9)et[2.10] Le leader rejoint rapidement le trajectoire
de référence sans se préoccuper du reste de le flotte (fig. [2.10}b)). La flotte a du mal a se stabiliser
autour du barycentre (fig. 2.9a)).

Dans l'exemple suivant, nous avons considéré une trajectoire de référence avec une accélération
constante suivant x. La position du leader est initialisée sur la trajectoire de référence. Toutes les
vitesses initiales des agents et du leader sont nulles. Les positions initiales des agents sont tirées
aléatoirement dans ’ensemble [0; 100] x [0; 10]. L’objectif est de voir 'écart entre ’état du barycentre
et la référence. Nous avons considéré les quatre valeurs d’accélération {1,5,10,20} pour u,.y,. La figure
représente [|qe(t) — greg(t)||, I'écart de position entre le barycentre des agents et du leader et la
position de référence pour les différentes valeurs de ’accélération de référence.

Ce résultat met en évidence la convergence de I'erreur dans un ensemble centré sur 'origine dont la
taille dépend de u,cr. Plus u,.s est grand et plus I’ensemble de convergence est grand. On voit sur la
figure que les vitesses des agents et du leader convergent sur la vitesse de référence. Ces résultats
sont indépendant du type de leader considéré (perceptif ou non-perceptif). On a dans les deux cas un
suivi de consensus pratique.
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FIGURE 2.8 — a) Evolution des vitesses suivant 'axe = dans le référentiel lié au barycentre; b) Trajec-
toires des agents et du leader dans le plan
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FIGURE 2.9 — a) Trajectoires des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre ; b) Positions
finales des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre

Le leader perceptif permet de diminuer la distance entre les agents et le leader. Dans certaines
applications, la qualité de la communication dépend de la distance et il est alors intéressant de conserver
des distances relativement faibles entre les agents. Dans ce cas de figure, un leader perceptif sera plus
efficace.

2.5 Reésultats expérimentaux

2.5.1 Plate-forme robotique

Les résultats expérimentaux ont été obtenus lors d’un séjour de recherche de 6 mois & I’'Université de
Nebraska-Lincoln, dans I’équipe du Professeur Qing Hui. Les résultats théoriques qui ont été développés
dans ce chapitre ont été validés expérimentalement sur une flotte de robots Pioneer 3-DX en utilisant
le systéme d’exploitation ROS (Annexe B).

Le robot Pioneer 3-DX est utilisé pour la recherche et les applications impliquant la cartogra-
phie, la téléopération, la localisation, la surveillance, la reconnaissance et autres comportements. Il est
caractérisé par un ensemble de fonctionnalités présentées dans le tableau 2:1]
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FIGURE 2.10 — a) Evolution des vitesses suivant I’axe x dans le référentiel lié au barycentre; b) Tra-
jectoires des agents et du leader dans le plan

0 . . : .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

FIGURE 2.11 — Ecart de position entre le barycentre des agents et du leader et la position de référence
en fonction du temps

Caractéristiques Valeurs
Longueur 485 mm
Largeur 381 mm
Hauteur 217 mm
Poids 9 kg

Max. vitesse avant / arriére | 1.2 m/s

TABLE 2.1 — Caractéristique du Pioneer 3-DX

Le robot Pioneer 3-DX est assemblé avec des moteurs dotés d’un codeur incrémental de 500 points,
ce qui donne une résolution d’angle de 0.72°; de roues de 19 cm, d’un corps en aluminium robuste, de 8
capteurs a ultrasons orientés vers ’avant, de 8 capteurs sonars optionnels orientés vers 'arriére, de 1,
2 ou 3 batteries remplagables a chaud et d’un kit de développement logiciel complet. Il peut atteindre
une vitesse de 1,2 métre par seconde et supporter une charge utile pouvant atteindre 23 kg.
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FIGURE 2.12 — Ecart de vitesse entre le barycentre des agents et du leader et la vitesse de référence
suivant x

FIGURE 2.13 — le robot Pioneer 3-DX
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FIGURE 2.14 — Position des capteurs

La connexion entre le microprocesseur local et le robot pioneer est réalisée a ’aide d’un cable USB,
comme indiqué dans la Figure 2.15] Ce cable sert de support de connexion entre le microprocesseur
local et le robot mobile.

La transmission des données entre le robot et le microprocesseur est céablée, garantissant ainsi la
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fiabilité, puisque le retard de transmission et les pertes de données sont négligeables dans ce cas.
La récupération des informations présentes sur les robots et les connexions entre robots se font via

un réseau sans fil (Figure [2.15). L’ordinateur qui récupére ces informations peut également servir de
leader virtuel.

FIGURE 2.15 — Carte microprocesseur et carte de transmission sans fil

2.5.2 Modélisation

Nous avons jusqu’a présent supposé que les agents étaient modélisables par des doubles intégrateurs.
Dans le cas des robots pioneer, la dynamique de 'agent ¢ est donnée par

i, = v; cos(6;)
qu = v; sin(@i) i=1,---,N (2,15)
91' =W

avec (qu;,Qy;); 0i et (vi,w;) les positions du centre d’inertie, I’angle polaire et la vitesse linéaire et
angulaire du i-éme robot.
Les robots suivent une dynamique non holonomique telle que

i, sin6; — ¢;, cos0; =0 (2.16)

La contrainte (2.16)) associée au systéme fixe les limites des déplacements admissibles pour
le robot. Toutes les commandes que nous avons développé 'ont été pour un double intégrateur. L’idée
est de linéariser les dynamiques du robot pour conserver le formalisme du double intégrateur. Une
approche possible est de considérer un point positionné & ’avant du robot, comme expliqué sur la

Figure ([69]- chapitre 10).

(9n,,9H,)

1 r |

= (g, Q'c'_,,}f";

S

FIGURE 2.16 — Configuration non holonome d’un robot mobile

Soit le point H(qmw,,qm,) situé a une distance L du point d’inertie C'(qc,,qc,)- On a :
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[QHTZ} _ {QC%] s [cgs Hi] '
qH,, qc,, sin 6;

En dérivant par rapport au temps, on obtient

q'Hxi = (jcxi — Léi sin 01

= v; cos8; — Lw;sin0;

qHyi est calculé de la méme maniére. On obtient
qH,, | _ |cost; —Lsinb;| |v;
qm, | [sin6; Lcost; | |ws

~__|cost —Lsint; Vi| _ pe1 |9H,,
Posons R; = [sin 0. Lcost, } tel que [wi =R '

On a:
vi| | cosb; sin 6; q H,,
wi| %1 sin 0; % cos;| |qm,,

-2
qI_I’yZ uyi

Ce développement est résumé par le schéma

avec

{g,p) 7 € Ni} ]

-

FIGURE 2.17 — Linéarisation du robot non holonome
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2.5.3 Essais expérimentaux

On considére une plateforme de 4 robots mobiles Pioneer 3-DX. Les positions initiales des robots
sont choisies telles que g1, = —0.915m, ¢, = 0.915m; ¢z, = 2.205m, g2, = Om; g3, = 1.22m,
g3, = 1.22m; g4, = —0.62m, g4, = 2.44m. La position initiale de la flotte est visible sur la Fig. 2.1
Toutes les vitesses initiales sont nulles. De plus, on fixe gt = pret = (0,0).

Le leader virtuel a été programmé sur 'ordinateur et ne communique qu’avec le robot suiveur 1.

Les robots communiquent entre eux par wifi. L’algorithme est écrit en langage C++, le pas de
calcul est de 0.01s. La dynamique des robots est approximée par un double intégrateur. Le graphe qui
modélise la communication entre les robots est donné sur la figure La matrice laplacienne vaut

Elle est de rang 3, le graphe est donc connexe.
Les robots mobiles utilisés pour les expériences sont des robots & roues qui peuvent étre représentés

par un modéle de type monocycle. Le modéle exact de ce robot est toujours complexe, principalement
en raison de contraintes non holonomiques.

Cependant, comme il est mentionné auparavant, chaque agent peut étre approximé par un double
intégrateur.
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[
Robot 4

[}
T ® Robot 3
Robot 1

o ®
Robot 2

FIGURE 2.18 — Position initiale d’une flotte de 4 robots mobiles du type Pioneer 3-DX

FIGURE 2.19 — Toopologie de la communication des 4 robots et le leader virtuel libellé 0.

Il y a toujours des incertitudes et des perturbations dans les expériences. Généralement, il n’est
pas possible de modéliser toutes les dynamiques. Néanmoins, les lois de controle doivent fonctionner
méme en présence de ces dynamiques non modélisées.

Les résultats expérimentaux présentés dans ce chapitre montrent que notre algorithme fonctionne
correctement en temps réel malgré cette approximation sur le modéle.

Pour des raisons pratiques, on ne peut pas faire converger les suiveurs sur la position du leader.
Comme nous n’avons pas mis en place de mécanisme d’anti-collision, on spécifie dans la commande un
offset d;; sur les positions des robots :

N N
U0 =tyer — k1(q0 — Gret) — ka(po — Pret) — k1 Y _ aio(qo — ¢ — dog) — k2 Y _ aio(po — pi) (2.17)
i=1 i=1

'}?Ofr Vv
foi
et
N N
uiz—klzaij(qi—qj—dij)—kQZaij(pi—pj), i=1,...,N (2.18)
7=0 7=0

Pour cette application, 'offset est le méme pour tous les robots et fixé & Im. Le terme f,. dans
la commande du leader permet & ce dernier de suivre la trajectoire de référence. Le terme f,; traduit
la perception qu’a le leader de ses suiveurs. La Figure [2.20] représente la position de la flotte avec un
leader non perceptif (f,; = 0) en utilisant la commande (??7) aux temps t = 16s et t = 37s.

Les robots se calent sur la trajectoire pré-asisgnée au bout d’'un temps ¢t = 16s et atteignent le
consensus au bout de t = 37s. L’évolution des positions et des vitesses des agents sont données sur les

figures Z2Ta}Z2TH
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(a) t =16s | (b) t =3T7s

FIGURE 2.20 — Positions dans le cas non perceptif

On constate que méme en présence des perturbations et des dynamiques non modélisés, le consensus
pratique est atteint.

Position selon I'axe x
Vitesses selon I'axe x

—robot1 -0.6 robot1 7
robot2 B robot2
~—robot3 -0.8 robot3 7
robot4 robot4

. .

L L L L L L
0 10 20 30 40 50 0 10 40 50

20 30
Temps (s) Temps (s)

(a) Evolution des positions (b) Evolution des vitesses

FIGURE 2.21 — Evolution des positions et vitesses pour un leader non perceptif

Dans ce qui suit, nous conservons les mémes conditions expérimentales et nous considérons un
leader perceptif. La position de la flotte est donnée au temps ¢ = 6s sur la figure 2.224] et au temps
t = 30s sur la figure

() s

FIGURE 2.22 — Positions dans le cas du leader perceptif

La figure [2:224] correspond au moment ot les suiveurs se regroupent et la figure 2.22h] est obtenue
quand le consensus pratique est atteint. Les positions et les vitesses des agents sont représentées sur

les figures Z-Z3aH2.230)

Comme en simulation, nous observons que 'utilisation du leader non perceptif et du leader perceptif
assure la convergence pratique de la flotte, avec une amélioration de la vitesse de convergence dans le
cas du leader perceptif. Dans le cas du leader perceptif le suivi par consensus pratique est plus vite
atteint car le leader prend en compte 1’évolution de la flotte.
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Vitesses selon I'axe x
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Position selon I'axe x

o
'S
———
L

—robot1 robot1 4
—robot2 —— robot2
AP robot3 7 -0.8 robot3 B
—robot4 —— robotd

o
o

o
©

.
30 40 50
Temps (s)

o
=)
n
S

0 10 2‘0 Temps (s) 3‘0 40 50
(a) Evolution des positions (b) Evolution des vitesses

FIGURE 2.23 — L’évolution des positions et vitesses pour un leader perceptif

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le suivi par consensus pratique d’'un SMA avec des agents
modélisés par des doubles intégrateurs et un leader perceptif et non perceptif. Nous avons considéré
une topologie fixe et un graphe non orienté. Le leader suit une trajectoire de référence. Dans le cas ol
il est perceptif, sa commande est un compromis entre un terme dépendant de ’écart entre son état et
celui de la référence et d’un terme fonction de ’écart entre son état et celui des agents suiveurs.

Nous avons développé une loi de commande qui permet d’atteindre le suivi de consensus pratique
quelque soit la nature du leader. Nous montrons que les états des agents et du leader convergent dans
un ensemble centré sur ’état de référence. Lorsque I'accélération de référence est nulle, nous obtenons
le suivi de consensus, c’est & dire que ’ensemble se réduit a I’état de référence. Dans le cas contraire,
la taille de ’ensemble croit avec ’accélération.

Le leader perceptif permet de réduire dans tous les cas de figure la distance entre les agents et le
leader. C’est une propriété intéressante dans les situations ou la qualité des transmissions dépend de
facon critique de la distance. C’est le cas par exemple dans les environnements complexes tels que les
ateliers d’usines ou les obstacles sont nombreux.

Ce résultat reste 4 améliorer en prenant en compte dans la commande d’un mécanisme d’anti-
collision entre les agents et en considérant un graphe & topologie variable. Ces deux points font 1'objet
du chapitre trois.
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3.1 Introduction

Un point crucial dans ’étude des systémes multi-agents porte sur le consensus lorsque le graphe
varie dans le temps. Nous avons jusqu’a présent considéré qu'un agent conservait les mémes voisins.
La topologie du graphe est alors constante et la stabilité du consensus ne dépend que des états des
agents. En pratique, il est plus naturel de définir le voisinage d’un agent sur un critére de distance.
Deux agents sont voisins s’ils sont situés a une distance réciproque inférieure & une valeur fixe. Cette
définition induit une topologie de graphe qui varie suivant les déplacements des agents. Deux problémes
se posent alors :

e En supposant le graphe initial & ¢ = 0 connexe, comment peut-on assurer que tous les graphes
commutés resteront connexes au cours du temps ?

e En supposant que tous les graphes commutés sont connexes, quelles sont les conditions & remplir
sur ces commutations pour assurer la stabilité du systéme multi-agents ?

Ces deux points font 'objet de ce chapitre. Nous présenterons tout d’abord une nouvelle formulation
d’un SMA en utilisant 'hamiltonien du systéme. Puis nous dégagerons les conditions de stabilité dans
le cas d’un graphe a topologie variable.
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3.2 Etat de l’art

La modélisation d’'un SMA par une approche énergétique, c’est a dire en utilisant ’hamiltonien du
systéme, a été initialement développée dans |57] dans le cadre de I'agrégation des agents (flocking for
multi-agent systems). Dans cet article, les auteurs proposent un systéme d’anti-collision qui, in fine,
conduit & la mise en formation des agents en treillis. Nous reprendrons une partie de cette modélisa-
tion mais en utilisant des fonctions d’anti-collision différentes. Les auteurs de [57] proposent également
une commande permettant le suivi de consensus : la formation suit une trajectoire préassignée. La
différence essentielle par rapport & notre travail porte sur la diffusion aux agents de la trajectoire de
référence. Dans [57], la trajectoire de référence est transmise a chaque agent. Il n’y a pas de notion de
leader, ou plus exactement un leader virtuel dispose de l'information et est connecté & chaque agent.
Dans notre travail, nous supposons qu’un leader perceptif suit une trajectoire de référence avec une
certaine dynamique. Ce leader dispose initialement d’une connexion bidirectionnelle avec au moins un
agent de la flotte.

L’utilisation de fonctions potentielles a été reprise dans [9] pour 1’évitement de collision et pour le
maintien de connectivité. Les auteurs proposent une commande non linéaire de type modes glissants
pour assurer le suivi de consensus avec un leader qui se déplace a vitesse variable. Cependant, la bar-
riére de potentiel qui assure le maintien de connectivité tend vers U'infini sur sa frontiére, interdisant
a un agent extérieur de pénétrer dans le voisinage. Les auteurs mettent en place en pratique deux
fonctions potentielles, suivant qu’initialement ’agent appartient ou non au voisinage d’un autre agent.
Ce mécanisme n’assure le maintien de connectivité que pour les agents déja voisins & ¢ = 0. Enfin,
les fonctions qui modélisent I'appartenance ou non d’un agent & un voisinage ne sont pas bornées et
peuvent tendre vers I'infini.

Nous proposons dans ce chapitre de remédier a ces problémes en présentant un protocole de suivi
de consensus pour un leader perceptif a vitesse variable. Les agents se mettent en formation en treillis
et suivent une trajectoire de référence. Nous distinguerons les cas ot 'accélération u,.; de la trajectoire
de référence est nulle de celui ou elle peut étre quelconque. Pour u,.y = 0, nous établirons la preuve
de stabilité. Dans le cas plus général ol u..y # 0, nous donnerons les conditions pour que la flotte se
mette en formation puis suive la trajectoire de référence.

3.3 Formulation du probléme

Nous nous plagons dans le cas ou le voisinage d’un agent est défini par une distance euclidienne.

3.3.1 Voisinage

Définition 36. Soit R > 0. On considére que les connections entre les agents sont représentées par
le graphe non dirigé G(q) = (V,E(q)) défini par V = {1,...,N} et (i,5) € E(q) si et seulement si
lgi—gqjll < R, avec q = (¢f,...,q%)T. On notera Ni(q) = {j € V: (i,j) € E(q)} l'ensemble des voisins
de l'agent 1.

Dans ’exemple de la Figure , N7 ={4,6,8}.

Cette définition donne un sens physique a la notion de voisin. Des agents sont voisins s’ils sont
dans la méme zone d’interaction définie par un disque de rayon R. Par contre, elle implique un graphe
a topologie variable puisque ’ensemble des arrétes £(q) dépend des positions respectives des agents.
La matrice d’adjacence pour un SMA avec une topologie variable devient fonction de ¢, A = {a;;(q)}.

3.3.2 Anti-collision

Jusqu’a présent, nous avons défini le consensus comme la convergence de toutes les positions sur
une position de référence et de toutes les vitesses sur une vitesse de référence. Cette définition n’a
pas de sens pratique, puisqu’elle suppose que tous les agents convergent vers les mémes coordonnées.
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FIGURE 3.1 — N7 = {4,6,8}

De méme, rien jusqu’a présent n’interdit que les trajectoires des agents se coupent. Pour éviter ces
problémes de collision, il convient d’imposer une formation de la flotte dans laquelle deux agents sont
distants & chaque instant d’au moins une distance d;; :

lgi(t) — q;(t)|| = dij YVt >0, Vi,jeV (3.1)

Cette condition plus générale que la formation évite toute collision entre agent.

3.3.3 Formation en treillis

Un des objectifs de la commande est de regrouper les agents. La prise en compte de la condition
dans la commande va contraindre le SMA & converger vers une forme géométrique particuliére
constituée de cellules polygonales quasi-réguliéres. Dans le plan, la configuration optimale est obtenue
lorsque les distances entre les agents sont minimales, ce qui correspond & une répartition des agents
suivant la figure [3.2

14 8 15
O O O O
13 2 3 9
® O Q) O @
19 7 1 4 16

@3 Ou @7

FIGURE 3.2 — Formation optimale dans le plan
Olfati-Saber a donné dans [57] une définition du treillis pour une flotte :
0<llgi—gjll —dig <6 Vj€Ni(q) (3.2)
avec 0 << d;;. Cette mise en formation des agents nécessite une nouvelle définition du consensus.

Définition 37. (Cohésion) Soit (q,p) la trajectoire d’un groupe de N agents sur l’intervalle de temps
[to,tr]. Le groupe est dit cohésif si pour t > tq il existe une boule B de rayon Rp € 0, Ryq4q) centrée
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=

sur le barycentre du groupe q.(t) = %

)

qi(t) et qui contient les N agents.

Il
—

Définition 38. (Consensus pour un groupe cohésif) Un groupe de N agents atteint le consensus si et
seulement si

e le groupe est cohésif

o limy 4o ||pi — pjll = 0 pour tout i, j

3.3.4 Fonctions d’appartenance pour une topologie variable

En topologie fixe, le voisinage d'un agent i est entiérement défini par les éléments binaires {a;;},
j=1,..., N de la matrice d’adjacence. En topologie variable, il est intéressant d’avoir une mesure du

degré de voisinage entre les agents i et j. C’est pourquoi nous allons définir la fonction d’appartenance
aij ([l — gsl) par :

1 sio 0<|lgs—gqjll <r
(llai=as ]| )°
g S 3.3
W = 4 Ul G < - gl < R &
0

st llgi— gl = R

ou les constantes positives r et R sont fixées en fonction des contraintes physiques des agents considérés
avec 1 < R (voir Figure [3.3)).

FIGURE 3.3 — Définition de d, 7 et R

L’évolution de «; en fonction de ||¢; — ¢;|| est donnée sur la Figure

09F
\
0.8 \\
07F |
06 \\
\
S o5F |
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01 F \\
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o | | |
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FIGURE 3.4 — Evolution de a;; en fonction de ||g; — g;| pour r =2 et R =3
a;j est une fonction dérivable de ||¢; — ¢;||, ce qui permet de définir sans discontinuité ’appartenance
d’un agent & un voisinage.
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3.3.5 Systéme masse-ressort

Considérons le systéme masse-ressort a 3 masses représenté sur la Figure (3.5) dont 1’équation
d’état est donnée par

FIGURE 3.5 — Systéme masse-ressort

miél = —k‘(iL‘l — 1‘2) — C($1 — Z"Q)
mis = —k(xe —x1) — k(xy —x3) — (B2 — @1) — (&2 — T3)
mi'g = —k‘(l‘3 — :Ez) — C(.Cijg — $‘2)

ot m est la masse de chaque noeud, k est la raideur des ressorts et ¢ un coefficient de frottement (fig.

3.6).
o —® O

FIGURE 3.6 — Systéme multi-agents équivalent au systéme masse-ressort

Il est immédiat de faire 'analogie avec un SMA constitué de 3 agents modélisés par des doubles
intégrateurs dont ’équation d’état est

G = m
G2 = Dp2
g3 = ps3
pr = w
D2 = up
P3s = wu3

en prenant la commande initialement définie par Ren [68] qui garantie le consensus pour ce systéme :

ur = —ki(q1 —q2) — ka(p1 — p2)
up = —ki(g2—q1) —ki(g2 — q3) — ka(p2 — p1) — ka(p2 — p3)
ug = —ki(gz — q2) — ka(ps — p2)

Cette similitude va nous permettre d’analyser la stabilité du consensus pour un SMA avec une
approche énergétique, en définissant I’hamiltonien du systéme & partir de son énergie potentielle et de
son énergie cinétique.

3.3.6 Hamiltonien d’un SMA

Considérons le probléme du consensus pour un SMA constitué de N agents, chacun modélisé par
un double intégrateur :

{ % = Pii_1,... N (3.4)
pbi = U

avec ¢;, p; et u; € R™ et ¢ € V. Soit une trajectoire de référence définie par (qref, Pref) telle que

Qref = Pref (35)

v

Ol Pref = % p;(0). On note (G, p) les coordonnées d’erreur définies par

=1
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~ T
q :[QI_Qrefu SRR QN_Qref]

ﬁT: [pl_prefa -++y PN = Dref ]T

Le systéme d’erreur est défini par :

=P
- (@) 20

hSTRSTS

Soit V(§) I'énergie potentielle du systéme d’erreur :

. NN
Vig) = zklz Z (@) (@ — @)
=1 :
ou ki est un scalaire strictement positif. L’énergie cinétique du systéme d’erreur est donnée par :

K(ﬁ) - QﬁTﬁ

L’hamiltonien du systéme (3.6)), qui représente ’énergie totale du systéme, est défini par :

H(q,p) = V(q) + K(D). (3.7)

3.4 Consensus pour une topologie variable

Soit
N N
u = —k '21 aij(q) (i — qj) — k2 '21 aij(q)(pi — pj) (3:8)
Jj= Jj=
avec ki et ko deux réels strictement positifs. Définissons u! = [ ULy, .., UN ] On a :
u = —kiL(q)q — k2£L(q)p (3.9)
avec L£(§) = {L;;} € RV*N on
£ = —Qyjy (Q) i 7&]
N
L= 3 si@)

Hypothése 39. Soit G le graphe associé au SMA . Le graphe G est conneze a t = 0.

Placgons-nous dans un premier temps dans le cas ot la topologie du graphe est fixe, i.e. les voisinages
ne varient pas au cours du temps.

Proposition 40. Sous la condition que l’hypathése soit vérifiée, le systéme multi-agents avec
le protocole (@ résout le probléme de consensus en topologie fize.

Démonstration. Nous allons montrer que le systéme (3.6)) avec le protocole (3.9) est un systéme dissi-
patif. Notons que, en topologie fixe, on a :

u = —/ﬁVV((j) - k‘Qﬁﬁ (3.10)
A partir de (3.4) et (3.10), on peut écrire :

(1) - (5 ()

= (J —R)VH(G,P)

hSTRSTH
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0 I 0 0 T T PN
= = . = — = > N
avec J (—I 0)etR (0 k2£)0naj Jet R=R" >0, don

VHT ( g ) = VHT(J-R)VH
= —VHTRVH <0

Le systéme est dissipatif. L’hamiltonien s’annule pour (¢,p) = (0,0). On conclut sur la stabilité du
consensus en appliquant le principe d’invariance de Lasalle. O

Remarque 41. La dérivée par rapport au temps de la fonction potentielle V(G) est donnée par :
V(g = pTVV(g) ,
= kip" LD+ 5k10"L(9)q
Si la topologie est fize, le deurieme terme est nul et la dérivée temporelle de la fonction potentielle
s’annule pour pT L(q)q = 0, c’est a dire pour (¢,p) = (¢*(t)1,,0,) ot ¢*(t) € R. Cela signifie que

la fonction potentielle n’admet qu’un minimum qui est atteint lorsque les positions et les vitesses des
agents sont identiques.

Considérons maintenant le cas oul la topologie est variable. On a :

aL)

VV(G) = kiL(q)G+ 5kd" T52q

Le systéme s’écrit :
7\ _ 0 I k1VV(q) N 0o
5) = \ -1 —k2c P L %50 (3.12)

= (J=R)VH(qp)+9(q)
En multipliant (3.12)) & droite et a gauche par VH”, on obtient :

H(G.p) = —VHIRVH+VHT())
~VHTRVH + pT Lk g7 252

q

L(q)

En notant que pZleqT G=q¢"L(G)G, on a :

H(G,p) = —VHTRVH+dTL(G)d

La commutation d’une topologie & une autre intervient comme une perturbation & travers le terme
G"L£(§)G. Les éléments de la matrice £(§) sont non nuls pour des agents i et j tels que r < [|g; — ¢;| < R
(entrée ou sortie du voisinage). Lorsque le consensus est atteint, la matrice £(g) est constante et le
systéme est dissipatif. Cependant, il est toujours possible de trouver des conditions initiales telles que
le consensus ne puisse pas s’établir, comme sur I’exemple suivant.

Example 42. Les agents 1 et 3 ont comme voisin 'agent 2, celui-ci se trouvant a la bordure de leur
voisinage (fig. . Le graphe est conneze a t = 0.

FIGURE 3.7 — 3 agents en limite de connections
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Les trajectoires dans le plan des trois agents sont représentées sur la figure[3.8 Les trajectoires en
traits pleins ont été obtenues pour des vitesses initiales nulles. Dans ce cas, les positions des agents 1
et 3 convergent sur celle de 'agent 2 et les vitesses s’annulent. Le consensus est atteint.

Les trajectoires en pointillés ont été obtenues pour des vitesses initiales non nulles pour les agents 1 et
3, telles que :

p1(0) = (—=0.1,0) p3(0) = (0.1,0)

Dans ce cas, la commande n’arrive pas a compenser le mouvement initial des deux agents qui s’écartent
de l'agent 2. Comme ils sont en limite de voisinage, les agents 1 et 3 sortent trés vite du voisinage de
l’agent 2. Le graphe n’est plus connexe et les trajectoires divergent.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (s)

FIGURE 3.8 — Trajectoires pour p(tg) = 0 (traits pleins) et p(to) # 0 (pointillés) de 'agent 1 (noir), de
l'agent 2 (vert) et de I’agent 3 (rouge)

Cet exemple simple montre que le protocole (3.8)) ne permet pas de résoudre le probléme du consen-
sus pour le SMA (13.4)) en topologie variable. La stabilité dépend des conditions initiales.
Le systéme d’erreur (3.11]) s’écrit sous la forme :

(g ) B ( —kl(')/v'@) —k215(5) > (Iq; ) (3.13)

-~ M@ ( !

Proposition 43. La matrice M(qG) est semi-définie négative si le graphe G est conneze.

Démonstration. Pour un graphe G connexe, la somme des éléments de chaque ligne de la matrice £(q)
est nulle quelque soit G. 0 est une valeur propre de £(§) associée au vecteur propre a droite 1. Tous
les ¢léments diagonaux de £(§) sont positifs. Il s’ensuit de [31] (Théoréme 6.1.1, p. 344) que les N —1
valeurs propres non nulles de £(§) sont a partie réelle positive.

Le déterminant de AI — M (§) est donné par :

N —M| = | M(MN+kL)+ kL]
= NI+ (k1A + k) L]

= (kA4 k)" ),ﬁf—ikzl + L‘
2
—ko

si %2 n’est pas une valeur propre de M. Si =%2 était une valeur propre de M, on aurait
k:l kl ’

AT — M| =|NI| = (@)2
k1
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donc ce n’est pas une valeur propre de M. Soit r une racine de |AI — M|, alors r doit satisfaire

_ .
"= ks > 0, soit encore

A2+ ke A+ kor =0

Ce polyndéme a toutes ses racines a parties réelles négatives ou nulles. Comme £ a une valeur propre
nulle qui correspond au consensus (égalité des positions et égalité des vitesses), on en déduit que M a
une valeur propre nulle et toutes les autres & parties réelles strictement négatives. O

Proposition 44. Soit G(q(t = 0)) un graphe connexe pour le SMA avec des fonctions d’apparte-
nance définies par . Si tous les graphes G(q) restent connezxes au cours du temps, alors le protocole
(@ résout le probléeme du consensus.

Démonstration. La preuve est immédiate en considérant la proposition 43| et en appliquant le principe
d’invariance de Lasalle. Le vecteur d’état s’annule lorsque le consensus est atteint, ce qui correspond &
la valeur propre nulle de M(q). O

L’instabilité que l'on observe pour certaines valeurs initiales, comme montré dans l'exemple [42]
provient du fait qu’a partir d’un certain temps, le graphe n’est plus connexe. La matrice £(§) a son
rang qui diminue et donc M(g) a au moins une autre de ses valeurs propres qui s’annule. Cette valeur
propre n’est pas associée comme précédemment & 1’égalité des positions et ’égalité des vitesses, et donc
le principe d’invariance de Lasalle ne s’applique plus. Le systéme est instable et on observe bien une
divergence des positions.

Il faut s’assurer que les différents graphes commutés restent connexes au cours du temps, le graphe
initial étant connexe. Une condition suffisante est que chaque agent conserve a minima ses voising
initiaux et puisse enrichir son voisinage quelles que soit les conditions initiales. C’est une condition
restrictive au sens ot on impose que le nombre de connexions dans le graphe ne peut qu’augmenter et
en aucun cas diminuer. Il est clair que, suivant le graphe, il est tout & fait possible de supprimer des
connexions tout en gardant un graphe connexe. Cependant, deux agents voisins n’ont pas connaissance
du graphe et ne connaissent pas la criticité de connexion de leur liaison. En d’autres termes, ils n’ont
aucun moyen de savoir si la perte de leur connexion engendrera ou non la perte de connexité du graphe.

Le maintien des voisinages initiaux dépend des fonctions d’appartenance. Une solution est de définir
une fonction d’appartenance a;; telle que les commandes u; et u; des agents (ij) € & tendent vers
Iinfini lorsque ||¢; — ¢j|| = R. Cela revient a ériger une barriére infranchissable sur la frontiére du
voisinage d’un agent.

Cao et Ren ont proposé dans [9] d’utiliser une barriére de potentiel qui garde captifs les agents
appartenant & un voisinage. Lorsqu’un agent s’éloigne du centre d’un voisinage et va vers la frontiére,
il subit une force de répulsion qui augmente & mesure que la distance a la frontiére diminue, pour at-
teindre théoriquement une valeur infinie sur la frontiére. Le principal défaut est qu'un agent extérieur
au voisinage doit théoriquement appliquer une force infinie pour franchir cette barriére et rentrer dans
le voisinage, ce qui est impossible. La solution proposée par les auteurs est de définir une fonction
de potentiel V;; différente suivant que (ij) € £ ou non. Outre le fait qu'il n’existe pas de preuve de
stabilité dans ce cas, d’'un point de vue pratique, il est complexe de définir des fonctions potentielles
différentes sur chaque agent suivant que le lien (i5) est établit ou non a ¢ = 0.

Nous proposons dans ce travail d’utiliser une fonction potentiel permettant aux agents d’intégrer
un nouveau voisinage. Cela suppose que le potentiel n’est pas infini sur la frontiére, et par voie de
conséquence, un agent peut étre expulsé d’un voisinage s’il subit une force suffisamment forte. L’agent
J peut quitter le voisinage initial de I’agent ¢, i.e. lorsque ||¢;(t) — ¢;|| > R, mais dans ce cas la fonction
d’appartenance «;; ne s’annulera pas, ce qui permet de conserver la connexité du graphe. Les nouvelles
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fonctions d’appartenance sont définies par :

1 si

—

0<llgi—gjll <r

(o] =)”
oy = (sl 4y s .
(1—6@')6 v +c¢y st r< ||Qi_Qj|| <R

Cij si[lgi—qjll > R

\

ou

o cte >0 si (ij) € E(t=0)
e 0 sinon

Proposition 45. Soit G(q(t = 0)) un graphe conneze pour le SMA avec des fonctions d’appar-
tenance définies par , alors le protocole (@ résout le probleme du consensus.

Démonstration. La preuve est immédiate en remarquant que le rang de la matrice laplacienne £(g) est
toujours égal & N — 1 quel que soit ¢. Le graphe £(q) reste toujours connexe. On est dans le cas traité
par la proposition [44] O

Example 46. Reprenons le cas de figure décrit dans Uexemple [{3 Les vitesses initiales des agents 1
et 3 sont :

pl(o) = (_7'5’0) pS(O) = (7'570)

La figure [3.9 représente les trajectoires des 3 agents.

25

20

0 5 10 15 20 25
temps (s)

FIGURE 3.9 — Trajectoires pour p(ty) # 0 de I'agent 1 (noir), de Pagent 2 (vert) et de I’agent 3 (rouge)

Les agents 1 et 3 s’écartent rapidement de l'agent 2 du fait de leurs vitesses initiales opposées. Ils
sortent tous les deur du voisinage de l'agent 2. Le terme c;j de leur fonction d’appartenance permet de
maintenir un graphe connexe et la commande les raméne dans le voisinage de l’agent 2. Pour t > 10s,
le consensus est atteint.

3.5 Consensus pour une topologie variable et barriéres de potentiel

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux problémes de ’anti-collision et d’un potentiel
répulsif/attractif sur la frontiére du voisinage. L’anti-collision consiste & doter chaque agent d’une
barriére de potentiel répulsive. Le potentiel en frontiére du voisinage est :
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e attractif entre deux agents issus de voisinages N; et Nj distincts,

e répulsif pour un agent j € N; s’approchant de la frontiére de N;.

Soit le protocole

N N
u; :—%nZawMWwwﬂ%—%)—@E%%ﬂﬂ@rﬂw (3.15)
j:

Jj=1

avec k1 et ko deux réels strictement positifs. 1);;(¢) est une fonction continue de ||¢; — ¢;||. Les fonctions
d’appartenance «;; sont définies par :

2
(A )

e aial] si 0<|lgi—gjll <d

1 st d<llg—gjll <r
Oéij = ) (316)
_ (lai=as][=r)

4
(1—cije Unwmnul=m)" ey s r<llg—qll <R

Cij st lgi — gl = R
ou

o | cte> 0 si (1j) € E(t =0)

v 0 sinon

La figure donne l'allure des fonctions d’appartenance (3.16|) pour deux valeurs de c;;.

25 T T T T T 25
2 2
15 15 [
‘ \
\ \
1t 1F
\
\ \
051 \ : 05
\ \
\
0 L L L L A 0 L L L L L
0 05 1 1.5 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
a) b)

FIGURE 3.10 — a;; en fonction de [|¢; — g;|| pour d = 0.1, 7 =2 et R=3.a) ¢;; =0, b) ¢;; = 0.1

Proposition 47. Le systéeme multi-agents avec le protocole et les fonctions d’appartenance
3.10) est un systéme dissipatif pour

N 1 (Gi—3;) 905(q) C
Yii(@) = 1+ 555 s ihj=1,....,N
Démonstration. Avec ces fonctions d’appartenance, le graphe G(q) reste connexe. Il reste & montrer
que I'énergie du systéme d’erreur est décroissante. Le systéme d’erreur lié a (3.4) avec le protocole

(3.15)) s’écrit

= p
k(@7 — k2L (@) (3.17)

e
\
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N
> ot
Jj=1

_a21¢21

—041277[112

—QINYIN

—QoNYaN

N
. Q212
avec L(q) = ]; e

N
> anjUN;
j=1

On considére ’hamiltonien

N N
H(3,p) = ik 2 % 04(0) (@i - Q)+ 507D
i=1j=
N
Yoai(1—91)  —aia(l —i2) —ain(1 — Y1)
j=1
Posons £(q) = —ag1 (1 —v21) D agi(1 —hoy) —aan (1 —4on)
N :
E aNj(l - ng)
=1
En notant que
H(Gp) = 3kiG L(G)a+ 3p"D
on a
H(@.p) = kip" L@)q+ k" (L£(0)q+ 5D
= kP L@+ 3kd" (5L£(D) d — kap" L(3)q — 2kap” L(G)P
= kb (L) = £(@)) + 3kad"

Sk qTL(q)q — 2kap” L(G)P
7)d — 2kopT L(§)p

Pour que le systéme avec le protocole (3.15) soit dissipatif, I’hamiltonien du systéme doit
vérifier la condition H < 0 Comme —kop? L(G)p < 0, une solution est de prendre

kit L(§)d+ 3k1G7L(G@)G = O

On a:

kip" L(q)

L=}
Il

1k Y 0 (@)1 — i (D) (@ — @) (i
b Y (@)1 — iy (@)(@) (@
2y

- pj)
— ;)b
et

~T P~y ~ 8041 ~ ~
$k13" L(9)q 1k12< Pi + aq p]) (@G — q;)*

1g, z %03 5 (G

2
2 pi(q

- qj)
On choisit donc

(§i—qj) 9cij(q)
a;j(@) 04

Vii(q) = 143
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Avec (3.16)), les fonctions 1/)3; = [ N ]T, k=1,...,m s’écrivent :
1 2 (llgi—g;ll=d)(llgi—g;ll+d) ;
1+ 2 (q’Lk - qjk) J(||qi—qj||)3 . 51 qu - q]” < d
bijlg) = ¢ 1 si d<llg—gll <r (3.18)
2
(aig—cij) (0i,—95,) (lgi—g;ll=r)@r=R—llgi—=q;|) . o
N (Rllai—,° storslla-all <R

La forme de la fonction ;; est donnée sur la figure Dans I’expression de la commande ,
c’est le produit a;j1;; qui intervient. L’évolution de ce produit est donnée sur la figure Les
fonctions «;;1);; agissent comme une barriére de potentiel qui, en fonction de la distance ||¢; — ¢;|| pour
j € Ni(q), évite aux agents (i,7) de se rapprocher (anti-collision). Elle agissent également comme un
potentiel attractif lorsque deux voisinages s’intersectent, favorisant le rapprochement des deux agents.
Elles permettent également de retenir un agent j dans un voisinage N; jusqu’a un certain point.

60 F T T T T T

50 - /

0.5 1 15 2 25 3
lla;-ayll

FIGURE 3.11 — évolution de v;; en fonction de ||g; — ¢;|| pour d =0.1,r =2et R =3

i

i

«

0N

05 1 15 2 25 3
ll;-all

FIGURE 3.12 — évolution de a;j1;; en fonction de |l¢; — ¢;|| pour d =0.1, 7 =2et R =3

Remarque 48. Avec cette définition des fonctions 1;;, on a :

~ \ O

aij (@i (@) = (@) + 3G — §) 75

d’on
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N N
. N P N .
up = —k1) (aij(Q) +5(@ — @) 5> ) (@ — @j) — k2 2 iy (i — Bj)
i=1 =1

N ~\ [~ ~ k N 0aij /~ ~ \2 N ~ ~
= —k Zlaij(Q)(Qi —4) =% > 5t (G — @) — k2 _Zloéij (Pi — Pj)
J= J=

~—

N

oV (g _

= —k &j(iq) — k2 1: i (Pi — Dj
j:

Le systéme avec le protocole s’écrit alors :

< ) N ( *OI kzlﬁ(d) > ( k:N;/(d) ) (3.19)

= (I =R)VH(qp)
On retrouve bien un systéme dissipatif.

e

Proposition 49. Les agents du SMA avec le protocole forment asymptotiquement un
groupe cohésif ou tous les agents ont la méme vitesse.

Démonstration. De la proposition [7}, on a :
H(@,p) = —2kp"L(DP

C’est un systéme dissipatif, c’est & dire que son énergie potentielle et son énergie cinétique décroissent
asymptotiquement jusqu’a atteindre un minimum. Le minimum pour I’énergie cinétique est obtenu
pour p = 0, c’est & dire lorsque les vitesses s’égalisent. Il reste & montrer que les agent forment un
groupe cohésif lorsque I’énergie potentielle est minimale.

Un minima ¢* de ’énergie potentielle est obtenu lorsque

oV (q*) _0
oq*
soit
N ~ ~ ~ ~ .
Zlaij(q*)lbij(Q*)(QZ‘ -q)=0 , i=1,...,N (3.20)
J:
ce qui s’écrit encore
L(@@)g =0

L’énergie potentielle est invariante par translation et par rotation. Cela signifie qu’il existe a priori
une infinité de ¢* solution de ([3.20)).

e Lorsque pour tous les agents on a soit ||¢; — g;|| > R, soit < [|¢; — ;|| < R ou soit d <
@ — ;|| <raveci,j=1,...,,N, L£(§) est une matrice laplacienne qui n’admet qu'une valeur
propre nulle associée au vecteur propre unitaire. Cela signifie que 1’énergie potentielle n’a pas de
minima local pour ces cas;

e Lorsque pour au moins un couple d’agents (ij) on a 0 < [|§; — ¢;|| < d, alors £(§) n’est plus
une matrice laplacienne. Elle admet toujours une valeur propre nulle associée au vecteur propre
unitaire mais elle peut admettre d’autres valeurs propres nulles. Chacune de ces valeurs propres
correspond & un minima local de la fonction potentielle. Les vecteurs propres associés sont des

configurations solutions de ((3.20)).
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En dehors des cas simples, les configurations ¢* ne sont pas calculables analytiquement. On sait
par contre que la fonction potentielle sera minimale lorsque la densité des agents dans un voisinage
sera maximale, ce qui correspond a la configuration donnée fig. [3:2] Les distances entre voisins sont
minimales. La fonction potentielle correspondante est donc également minimale. Un minima local de
I’énergie potentielle correspond donc & la configuration du plus petit groupe cohésif atteignable.

Le graphe G(q) étant connexe, la matrice £(¢) a une seule valeur propre nulle correspondant a
¢ = q; Vi,j = 1,...,N. On peut appliquer le principe d’invariance de Lasalle pour conclure sur la
stabilité du systéme d’erreur. O

Example 50. On considére le SMA avec N = 10 et le protocole , Les positions des agents
dans le plan sont initialisées aléatoirement dans ’ensemble [—15, 15]2 en imposant un graphe connexe.
Les vitesses initiales des agents sont nulles, sauf celle de 'agent 1 qui est telle que p1(0) = (10, —20).
Avec cette vitesse initiale, 'agent 1 sort de son voisinage puis rejoint les autres agents pour former
un groupe cohésif (trajectoire en rouge sur la figure . Les agents se placent en formation et se
déplacent en conservant cette formation a la vitesse prey = (1, —2) qui est bien égale a % > pi(0).

8;10'3

o]
2 6l
0 o °

A

2

o]
-4 2
6 0 [e] o]

-10 5 0 5 10 K -4 2 0 2 4 6
a) b) %107

FIGURE 3.13 — a) g, en fonction de ¢, d = 0.1, r = 2, R = 6; b) positions finales des agents par
rapport au barycentre

3.6 Suivi de consensus avec un leader perceptif

On consideére le systéme multi-agents (3.4) avec un leader de dynamique

{ Z‘; _ Zz (3.21)
et un leader virtuel d’état
{ q:ref = Dref (322)
DPref = Uref
Soit
gi = qi — Qref
ﬁi = Pi — Pref
pour i =0,...,N. On note p! = [ﬁOT ]57]\} }Tet gl = [ qOT (]’17\} ]T.

L’objectif du leader est de suivre une trajectoire de référence (gref,pres) tout en maintenant la
connexion avec le reste de la flotte. Ce double objectif est pris en compte dans la commande du leader
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ug définie par :

N N
up = —k1ares(o)Pref(Go)do — k2cwres(qo)po — k1 > aoi(@)to;(0) (g0 — ¢j) — k2 > a0;(q) (po — pj)
=1

—
for J

Jo;

(3.23)
avec ayef(qo) le coefficient d’adjacence entre le leader et le leader virtuel défini par :

1 51 HQO_QTefH <r
(a0=ares]|-m?

(1—¢e [l0-ares[| -7 +e st r<|q—qer|| <R

£ si |lgo — qregll > R

Qe (3.24)

fo, représente la force d’attraction entre le leader et la trajectoire de référence. C’est ce terme qui
permet au leader de suivre asymptotiquement sa référence. fo, représente la force d’attraction entre le
leader et les agents j € Ny. C’est ce terme qui traduit le coté perceptif du leader.

La figure montre la forme de la fonction d’appartenance s en fonction de ||go — gref| pour
e=0.1,r=2et R=3.

09

081

0.7

0.6 [

r

05
04
03r \

0.2

0.1

0 0.5 1 15 2 25 3
ll9g-al el

FIGURE 3.14 — Evolution de a,s en fonction de ||go — grefl||. 7 =2, R=3,e =0.1
Lorsque le leader est & une distance supérieure & R de la trajectoire de référence, la fonction d’ap-
partenance ..y, qui traduit la relation de voisinage entre le leader et le leader virtuel, devient égale a

e > 0. Cette valeur non nulle permet de conserver un lien entre la flotte, le leader et le leader virtuel.
Méme si la trajectoire de référence est trés éloignée, la flotte et le leader pourront la rejoindre.

Pour les agents, on considére le protocole suivant :

up = —k1aoi(q)voi(q)(g — q0) — k2cwi(q)(pi — po) — k1 %%(q)%(q)(qi —qj) — k2 %aiJ(Q)(pi —pj)

(3.25)
Soit H(q,p) 'hamiltonien du systéme d’erreur construit a partir de (3.4) prenant en compte le
leader (3.21) avec sa commande (3.23)) et le protocole ({3.25)) :

H(g,p) = V() +K(p) (3.26)

avec
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(3.27)

»Qz

Vi(g) = ikl > aii(@) (@ — 3) + %kl > a0 (@)(do — @) + klaref(q0)~g
— -

KG) = 5" (3.25)

Hypothése 51. Le leader est en liaison avec au moins un agent de la flotte a t =0

On cherche a montrer dans quelles conditions le systéme multi-agents (3.4]) avec le protocole (3.25))
et un leader perceptif (3.21]) résout le probléme du suivi de consensus pratique. On suppose que les
hypothéses (51f) et (39) sont vérifiées.

Proposition 52. Sous la condition que les hypothéses et (@) soient vérifiées, le systéeme multi-

agents avec le protocole et un leader perceptif est un systeme dissipatif pour tper = 0
et

o ,

%(‘IO_QJ)T ao,;?)] = —ag;(1 —1o;) j=1,...,N
~ = \TOai .

3@ —3)" % = —a(l—vy)  ij=1,...,N

3 %55 = e (1 = trey)

210 " 9go - ref ref

Démonstration. Pour alléger les notations, nous présentons la démonstration pour m = 1. Le cas
général pour m quelconque se déduit facilement en ayant recours au produit de Kronecker matriciel.
La dérivée par rapport au temps de ([3.26)) donne :

N N
Y~ o~ ~ ~ \ [~ ~ ai”*" ~ ~T ~ 87‘6""’"’"’
H(G.p) = 3k 2 0@ — 4j)(Pi — D)) + ik = e i@ — ;) + k1aresdg Bo + 5k1 755 Pods do
1,]= ,]=
N N . dagy 5 S o LT
+k1 Y- aoj(do — ;) (Po — ;) + 5k1 X ( 2a. o + aq p;) (Go — 4;)* + Py po
=1 j 1
N N i o
=2 Di | k1 D2 i (G — Gj) + k2 Z @i (Pi — Dj) + k100i%0i (G — do) + k200i(Pi — Po) — Ures
=1 i=1 i=1
N o N .
= ki Y (@ — Gj)pi — k12aij¢z‘j(qz' — @) + gkt X T pi(@ — G5)° + k1 arefpoqo qo
bj=1 ij=1
N
+h1 Y a0j(Go — G;)(Bo — ) + 5k Z ( oo + 5 30 P]) (Go — G;)* + kraresdi Po
j=1
N i N
—k2 > aii(pi — Pj)Di — k1 Z 0i0i(¢i — Go)Pi — ka E @0iY0i(Pi — Po)Pi — ) Ditlres
ij=1 =1

+p0 | —k1Qreftrefo — koaerpo — k1 Z a0 (Go — G;) — ke Z aoj(Po — pj) — Uref>
=1 =1

En remarquant que

60@ . 60@

0q; dqj
avec en particulier

8a0j . 6a0j

dqo dqj

on a :
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N Oy 8&0 al Qo4
(Fozn+ G ) =" = Y- Gt — )@= )

j=1 Odo j=1
d’ou
. N N e N o
H(G,p) = k1 X (1 —vig)(@ — )i + gk1 20 522 0i(@ — @)” + k1 32 aw;(Go — d5)Po
ig=1 ig=1 =1
N o N o N o
—k1 > anjvoi(Go — Gj)po + k1 Y aoi(q; — Go)p; — k1 Z @0;%0j (G5 — Go)D;
= i=1 '
1 X oa ~ = )2 i 5\
+kis >0 St (o — D) (Go — @5)° — k2 | 22 ij(Bi — ;)i + Z @i (Pi — Po)Di
iz i =1

—ko Z a0 (Po — Pj)Po — ka0ue Pt Po

N
+k31057"efq0 Po + kl aTEfp(]q(] q0 — klarefwrefQO Po — ﬁguTef - Z ﬁiuref
=1

On souhaite avoir

N 1 6@0

Zao] 1 — 0;)(@5 — do)Po + v, (1 — o) (4 do)ﬁj:—§ 9o — == (B0 — D) (G0 — 4;)?
j=1

On choisit donc des fonctions potentielles 1y;(q) pour le leader vérifiant :

o - qﬂTaaf” — (1 — o)) (3.20)

Pour les agents, les fonctions potentielles 1;;(q) vérifient :

1 T 8042-]-

3@ — @) 9, —aj(1 — i) (3.30)
et pour le leader par rapport au leader virtuel, on doit avoir :
_rOa
3 ek =~y (1= ey) (331)

En prenant en compte (3.29)), (3.30) et (3.31), la dérivée de I'hamiltonien s’écrit :

) N N N N
H(q.p) = —keo ( > (D — Dj)Pi + D aoi(Di — Po)Pi + Y (Do — Dj)Po + arefﬁf{ﬁo) — D Dillref
=1 =1 j=1 i=1

= —kop"M2(q)p — P tres
o (D@} + e —diag{D@)}"
Ma(q) = ( —diag {D(§)}  L£(G) +D(q) >

Regardons le signe de My(g) a un instant t. Notons que My est la somme de deux matrices symé-
triques, I'une strictement positive et I’autre positive :

Qg 0 0 ... 0
(:) ar 0 ... 0 +< tr {D(G)} dz’ag{D(cj)}T>

My(q) = —diag {D(q)} L£(q)
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donc My(g) est une matrice symétrique strictement définie positive. Le systéme d’erreur s’écrit :

( g ) - ( —OI —k21§ﬂ2(d) ) ( vﬁv > + < —bgTef ) (3.32)

avec b = 1(ny1)xm- Pour uer = 0, c’est un systéme dissipatif. OJ

A ce stade, pour un u,.s quelconque, il n’est pas possible de conclure ni sur la convergence, ni sur
la stabilité de qui dépendent entre autres de 'interaction entre le leader et le leader virtuel, ce
dernier agissant comme une perturbation sur le systéme. Dans la commande du leader, cette interaction
est modélisée par le produit a;..ft.f. En prenant en compte , onapour k=1,...,m:

_ (aref_g) q'gk(riR) qu_qrefH_T
= 1
Vref T Tt (lao—tres -7

La figure montre la forme de ayeftbrer en fonction de [|go — grefl|| pour r = 2, R = 3 et
€ = 0.1. Cette forme particuliére permet de privilégier la force d’attraction du leader vers les suiveurs
au détriment de la force d’attraction entre le leader et la trajectoire de référence. Le maintien de la
cohésion du groupe constitué des N agents et du leader est considéré comme prioritaire par rapport
au suivi de trajectoire. Néanmoins, lorsque le leader est a une distance supérieure a R de la trajectoire
de référence, le facteur de pondération sur le terme de commande portant sur ||go — gref||| vaut e, ce
qui permet au leader de ramener I’ensemble de la flotte vers la trajectoire de référence.

4.5
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FIGURE 3.15 — Evolution de Qrefires en fonction de ||go — greyl||
pourr =2 R=3ete=0.1.

Cette prioritisation des taches du leader va nous permettre de considérer deux dynamiques pour
I’étude de la stabilité du SMA

1. la mise en formation des N agents et du leader

2. le suivi de la trajectoire de référence

Pour cela, on considére un référentiel mobile lié au barycentre. Soit (ge,p.) le vecteur d’état du
barycentre des N + 1 agents :
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Définissons les coordonnées relatives x; = ¢; — qe, v; = D; — Pe €t Te = Qe — Qref, Ve = Pe — Pref-
Dans le référentiel 1ié au barycentre, les commandes s’écrivent :

foj foc
N A
v = — Z 1040 (0 — x5) + kaoj(vo — vj) | = g (k10trethrermo + kactmesvo)

J:
NL (klarequb'refxc + k2arefvc)
fcv

N
N N
= - Zlfoj - N_Hfoc_ N+1fcv
]:

et pourti=1,...,N,

f” foc
N
(Z kiaijipij (i — x5) + kocvij(vi — Uj)) + 57 (k1Qreptbresao + kaouefuo)
fio
<k104101/}z0 0) + kQQiO(Ui - UO)) + ﬁ (klarefwrefwc + k204refvc)

Jev

N
= _fio - z:lfzj + ﬁfoc + ﬁfcv
‘7:

foi représente la force d’attraction entre l'agent i et le leader, f;; est la force d’attraction entre les
agents i et j, fo. est la force d’attraction entre le leader et le barycentre et f., représente la force
d’attraction entre le barycentre et le leader virtuel. La dynamique des N agents et du leader dans le
référentiel du barycentre est donnée par :

T = v
{ o = f+bfu (3.33)
avec
N N
- Z foj - mfoc
=1
N 1
Fo— _flo_J;flj+mfoc
N 1
_fNo _j; fNj + mfoc
=N
Nif—l
et b= NfH e RIN+)xm,
1
N+1

La dynamique du barycentre par rapport & la trajectoire de référence est donnée par :

Te = Ve
be = — 1 (K1Qreptrer@e + katesve) = trer — 5y (K10eptre o + kacesvo)

va*uref foc (334)

1 1
_mfcv — Upef — mfoc
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En posant

N N N
V(r) = ki X ay(e)(zi—z5)° + 5k ZIOCOJ'(OC)(Z‘O — @))% + 5N Tref T8 + 3 w1 Zl Qref
J= J=

et H=V+ %vtv, le systéme 1) s’écrit

<i> B <—OI _&)VM(E)M (3.35)

avec
N N
Ni1Oref + Zl Qp; —Qp1 e —QQoN
1=
n N
—ao1 — N TQref t o Q15 ... —aN
L, = j=1
1 N
—QoN e — N T%ef T 2. QN
Jj=1
L, est une matrice strictement définie positive. On a :
H(z,v) = —kov'Lov+vTbfe, (3.36)

On cherche & montrer que, sous la condition que les hypothéses et (39)) soient vérifices et
que |[fevll < fevmans les N agents du SMA (3.4) avec le protocole (3.25|) et le leader perceptif (3.21))

forment asymptotiquement un groupe cohésif dans lequel tous les agents se déplacent & la méme vitesse.

Le systéme (3.35) peut s’écrire, en posant el = (x,v)7, sous la forme :
€y = Aypey + b fey (3.37)
avec
A — Onvyt Inga
v =
—k1Ly —koLo
ou
> aojthoj + Niﬂarefwref —ap1o1 ... —ooNYoN
J
—a1010 — ﬁarefwref >ty .. —oanYiN
Ly = J
—QaNoYNO — ﬁ%q%q —aN1UNT - DD ONjUN;
J
Z ap; + Nl-i-lamf —Qp1 ... —OQQN
J
Q10— N Oref 2.1 ... —OIN
Lo = J
—QNQ — ﬁaref —QaN] ... ZaNj
J
La matrice A, est Hurwitz pour
l— gl >d Vij=1,.. N (3.39)

c’est & dire tant que le mécanisme d’anti-collision n’est pas actif.
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Soit

C: Oé?’¢7"7"' 7057‘w7“70411w11a"' 7041j¢7,jv 705NNwNN
—_———

N—+1 termes

aveci=0,...,N,j=i+1,...,N et g — gj|| > d. Pour £ =1,...,n,, on note ; le £™¢ élément de
C et

e =max((e), ¢, =min(G).

Soit y ’ensemble des 2" éléments constitués des n,—tuples de (; et ¢ /o 1

v = {06 ) (GGG ) (€ GGy oG ) oo (GG i G

et A un polytope de matrice défini par

2nv
A= Z oAy
k=1
2nv
ou Y, ap =1, ap > 0 pour tout k et les matrices Ay € RWVADX(N+1) gont les sommets du polytope
k=1
définis par
A= Av(Xk)

avec xk le k"¢ élément de y. Dans ces conditions, A est un polytope convexe et A, satisfait la
condition (3.38)) et est inclut dans A quelles que soit les variations de ¢; et ¢; pour ¢,5 =0,...,N. On
suppose qu’il existe une matrice P constante, symmeétrique et définie positive solution des 2™ LMIs :

AfP+PA, <0, k=1,..2™. (3.39)
Soit § = ¢, alors P est solution de
Ay(0)TP + PA,(5) <0

et il existe une matrice Q(6) symétrique définie positive telle que

A,(8)"P + PA,(5) = —Q(9)
Soit V(e,) = el Pe, une fonction de Lyapunov candidate. Nous avons

V(e,) = —eLQ(d)e, + 2¢1 Pbf,,

Comme

el Pb < /el Pe,VbT Pb

el Pbf.. < /el Pe,VbT Pbfe,

et

il s’ensuit que
V(es) < —elQ(d)ey + 2fer.. /€T Pe,VbT P

Soit
(8) = dmin (P72Q8)P7) (3.40)
Comme ) 1 1 1
Auin (P2Q(0)P) el Pe, < el Q(6)ew < Amax (P72Q(6)P %) el Pe,
on obtient

V(ev) < \/el Pe, <—c(5)\ Jel'Pey + 2fcr ..V bTPb>

Considérons les deux cas possibles :
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1. V(ev) < 0 : le systéme est stable et les positions des N 4 1 agents convergent sur le la position
du barycentre en égalisant leurs vitesses avec celle du barycentre. Dans ce cas, il existe un € > 0

tel que
c(0)(1 —e)r/el Pey — 2fer,,.. VDT Pb > 0

t
. —e [ c(8)dr
ce qui implique que V < —ec(6)V et V< V(0)e © :

2. V(ey) > 0 : le systéme est instable et les positions des N + 1 agents s’écartent de celle du
barycentre. On a

et

<

<

2o NITPL\
c(0)(1—¢)

Pour conclure, nous avons

2
—¢ [ c(8)dr 2 Tp
V(ey) < max< V(0)e aof : <W>

c(0)(1—¢)

De plus, considérons

on obtient )
Amax(P) —5 [ c(d)dr 2fer VHTPb
lew|| < max #e *o llew(O)] ; forass VO PY
Amin (P) c(0)v/Amin(P)(1 —¢)
et

lim sup [|ey (£)|] < —Lormas VOO LD (3.41)
t—+o00 0(5) )\min(P)(l — E)

Tant que le mécanisme d’anti-collision est inactif, les positions des N + 1 agents convergent sur
la position du barycentre en adoptant la vitesse du barycentre. Comme les agents se regroupent, il
est probable que le mécanisme d’anti-collision s’active (d;; < d pour un couple d’agent (ij)) et la
matrice A,(0) ne sera plus Hurwitz. Cependant cette condition intervient alors que les agents forment
déja un groupe cohésif. De plus, & ce stade, leurs vitesses sont quasi-identiques et calées sur celle du
barycentre. Entre autres, le cas d’'un agent tournant avec une vitesse croissante autour d’un autre agent
a une distance inférieure & d n’est pas possible. On en conclut que le consensus pratique est établit
dans le référentiel lié au barycentre.

La deuxiéme étape consiste & démontrer la stabilité du systéme . En paralléle & la mise en
formation, le leader va chercher a suivre la trajectoire de référence, et par la-méme, entrainer I’ensemble
des agents dans son sillage. Globalement, les N agents et le leader se comportent comme un seul agent
situé au barycentre. La dynamique de ce systéme est celle d’'un systéme d’ordre 2 et donnée par ,
qui s’écrit encore :

Ve

( e > — A < Te ) +Wo + btyes (3.42)

avec A, = 0 L W, = 0 b
¢ _%Hklarefwref _ﬁk2aref P e _ﬁklarefwrefxo - ﬁkZQTerO ’

0 . . .
< 1 > Le polyndéme caractéristique de la matrice A, s’écrit

koo kq
Tef)\"i' Oérefwref =0

AQ
R A
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1>
) 1

2
Ay = %(_1\210‘7“%_ [(z\;cilaref) _41\21041”6/‘%#] >

Les fonctions a;..f et 1.y étant strictement positives et avec la condition k1 > 0 et k3 > 0, les
parties réelles de A; et A2 sont strictement négatives. La matrice A, est Hurwitz pour tout gy — Grey-

qui a pour racines

M

A = A =k ko 2_4 ki1
1 = 3 N+1a7‘€f+ N_Haref N+1O‘ref1/}ref

_ Soit le vecteur 0 = qo — qref- Comme précédemment, nous supposerons qu'’il existe une matrice
P = PT > 0 telle que
AO)TP+PALS) < 0 ¥ (3.43)

Il existe alors une matrice Q((S) symétrique définie positive telle que

AO)TP+PAL(6) = —Q(8) Vo

Soit V = :UCTP:UC une fonction de Lyapunov candidate. En utilisant le méme raisonnement que précé-
demment, il existe &

20maz V bT Pb

limsup [|z.(¢)]| < =
a: &(8)\/ Amin(P)(1 — &)

Oll Upmae est le maximum de ||wy + bettyes|]. Comme u,r est borné par hypothése et que le groupe
d’agents est cohésif, il s’ensuit que vpq, est fini.

Il est en général difficile de prouver 'existence d’une matrice P quelque soit la configuration du
SMA. La résolution de dépend du conditionnement des matrices A qui dépend de la dispersion
de leurs valeurs propres. Cependant, A, est une matrice bien conditionnée et les variations de ses
paramétres sont faibles. Il est donc trés probable que les valeurs propres des matrices A soit peu
dispersées et que les variations soit faibles.

Les résultats précédents établissent la convergence pratique des trajectoires des N agents et du
leader sur celle du barycentre, cette derniére convergeant sur la trajectoire de référence sans jamais
l'atteindre (convergence dans un ensemble).

Example 53. L’ezemple suivant illustre le résultat de la proposition[53. Nous avons considéré un agent
et un leader dans le méme voisinage avec des vitesses initiales nulles. La trajectoire de référence est

telle que tpeg = (tref,,0) €t |lgres — qoll >> R (fig. [3.16)).

O uref

leader leader virtuel

FIGURE 3.16 — Influence de wu,.y sur la convergence

La figure représente l’écart au cours du temps entre la position du barycentre et la position
de référence ||xc|| = ||ge(t) — Gref(t)|| pour différentes valeurs de uycy,. Dans la partie asymptotique, le
leader est proche du barycentre et le terme wy est faible. Pour u,.y, = 0, la position du barycentre se
confond presque avec la position de référence. Dés que urcf, 7 0, il apparait un écart constant sur x.
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qui augmente 4 mesure que Upop, augmente. Pour toutes les valeurs de u,cp,, la vitesse du leader est
asymptotiquement égale & la vitesse de référence, i.e. limsup,_, o ||ve(t)]| = 0.

Ure=10

u =9

ref

u =8

ref’

U=’

Upe=6
Uref=>

U=t

Uer=3

Yrer™

0 50 100 150 200 250 300
temps (s)

FIGURE 3.17 — Hqc(t) = Gref(t) H pour différentes valeurs de .y,

L’état du systéeme converge vers un ensemble dont la taille augmente & mesure que Vpmaq
augmente.

Example 54. Nous avons simulé un SMA constitué de 6 agents et d’un leader perceptif. La trajectoire
de référence décrit un cercle dans le plan. Les vitesses initiales des agents et du leader sont nulles.

FIGURE 3.18 — Trajectoires des agents (noir), du leader (rouge) et du leader virtuel (vert)

Les figures et illustrent le swivi de consensus pratique. La premiére figure montre les
positions des agents et du leader dans le référentiel li€ au barycentre apres la phase de convergence de
la formation. Bien que la trajectoire de référence décrive un cercle, la formation reste stable avec des
légéres variations autour d’une position d’équilibre : chaque agent décrit un cycle de faible amplitude.
La deuzieme figure représente ’évolution temporelle de ’écart de position entre le leader virtuel et le
barycentre. Cet écart ne tend pas vers zéro mais se stabilise autour d’une valeur non nulle.

Enfin, la figure compare les composantes suivant x de la vitesse du leader virtuel et de celle
du barycentre (prefz et pe, ). Les vitesses sont quasi-identiques puisque, contrairement aux positions,
Péquilibre est obtenu pour p; = pref, © =0,...,N.

Example 55. On considére 5 agents avec le protocole et un leader avec le protocole . Les
conditions initiales sont telles que le graphe est connexe a t = 0 mais que tous les agents sont en limite
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FIGURE 3.19 — Positions initiales des agents et du leader et mise en formation
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FIGURE 3.20 — Positions finales des agents en formation en treillis
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FIGURE 3.21 — Positions finales des agents en formation en treillis

de comnectivité. Le choix des vitesses initiales des agents et du leader fait que les agents s’écartent
rapidement les uns des autres, si bien qu’ils perdent tous leurs voisins (fig. . Le leader virtuel est
statique et est positionné au point (—6, —6).

Les trajectoires des agents et du leader dans le référentiel li¢ au barycentre sont représentées sur la
figure [3.25] ainsi que les positions finales pour des vitesses initiales :

po(0) = (0,2), p1(0) = (2,0), p2(0) =(-2,0), p3(0) = (—1,-1), ps4(0)=(1,-1), p5(0) = (0,0)
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FIGURE 3.22 — Erreur de position entre la trajectoire de référence et le barycentre ||g. — grey||
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FIGURE 3.24 — Initialisation critique

La figure a) montrent ’évolution au cours du temps des vitesses suivant x des agents et du
leader. Toutes les vitesses convergent vers celle de la trajectoire de référence, c’est-a-dire une vitesse
nulle. Les trajectoires des agents et du leader sont représentées sur la figure b). Les agents com-
mencent par s’écarter les uns des autres a cause de leurs conditions initiales, puis forment rapidement
un groupe cohésif ot tous les agents se déplacent & la méme vitesse pour rejoindre la trajectoire de



70 Consensus et suivi par consensus en topologie variable

3 0.15
leader 5
2 By 0.1
/
/ 4
1 ! 1 0.05F
-~
2 5 N \ / o leader
or 3 _/’ 0r » %
) 4 0.05
s ©
2 0.1 9
fo)
3
3 | | | | | | 045 | | | | | |
-4 -3 2 - 0 1 2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
a) b)

FIGURE 3.25 — a) Trajectoires des agents et du leader dans le référentiel lié au barycentre b) Positions
finales des agents dans le référentiel lié au barycentre
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FIGURE 3.26 — a) Vitesses suivant = par rapport au temps des agents et du leader b) Trajectoires des
agents et du leader

référence.

On considere maintenant des vitesses initiales cing fois plus élevées :

pO(O) = (07 10)7 pl(o) = (1070)a p2(0) = (_1070)7 p3(0) = (_57 _5)7 p4(0) = (57 _5)7 p5(0) = (070)

Contrairement au cas précédent, les agents ne se regroupent pas avant de rejoindre le leader virtuel.
Les agents (1,4, 3) et (2,5) forment deuz sous-groupes cohésifs tandis que le leader rejoint seul le leader
virtuel. Les deuz sous-groupes fusionnent ensuite en un seul groupe cohésif rejoint par le leader, puis
l’ensemble converge sur le leader virtuel.

Cet exemple montre la robustesse du protocole vis-a-vis des conditions initiales.

3.7 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre le probléme du suivi de consensus pratique dans le cas d’un
leader perceptif associé & un mécanisme d’anti-collision. Chaque agent dispose également d’un potentiel
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FIGURE 3.27 — a) Trajectoires des agents et du leader dans le
finales des agents dans le référentiel 1ié au barycentre
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FIGURE 3.28 — a) Vitesses suivant = par rapport au temps des agents et du leader b) Trajectoires des

agents et du leader

attractif a la frontiére de son voisinage pour les agents extérieurs. Ce potentiel est répulsif mais borné,
contrairement aux autres approches citées dans la littérature, pour les agents appartenant au voisinage.
Pour assurer que le graphe reste connexe, nous avons supposé qu'un agent arraché a son voisinage
conservait un lien avec son voisin. Ce lien lui permet de rejoindre asymptotiquement son voisinage

initial.
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CHAPITRE 4

DISCRETISATION DE LA COMMANDE
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Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I’objet d’un article en revue dans [6].

4.1 Introduction

Pour atteindre leur objectif, que ce soit le consensus ou le suivi de consensus, les systémes multi-
agents sont fortement tributaires des informations qu’ils échangent avec leurs voisins. Ces échanges se
font via un canal de communication qui, en environnement réel, est loin d’étre parfait. De méme, pour
augmenter I’autonomie énergétique, il est parfois judicieux de limiter au maximum les communications
entre agents. La décision de communiquer ou non une information est alors subordonnée & une condition
de stabilité (self-triggered) ou & un changement d’état (event-triggered). Ces fluctuations de la période
d’échantillonnage impactent fortement la stabilité de ces systémes et doivent étre prises en compte lors
de la conception de la commande.

Les systémes avec échantillonnage périodique et apériodique constituent le bon cadre d’étude pour
comprendre et analyser les problémes de stabilité liés aux fluctuations des périodes d’échantillonnage.
Dans le cas des SMA qui nous intéresse plus particuliérement, on distingue quatre types d’échantillon-
nage pour 'analyse de la stabilité |26] :

e ’échantillonnage périodique synchrone ot tous les agents ont le méme instant d’échantillonnage
périodique;

e ’échantillonnage périodique asynchrone ol chaque agent a son propre instant d’échantillonnage
périodique;

e I’échantillonnage apériodique synchrone ot tous les agents ont le méme échantillonnage apério-
dique;

e I’échantillonnage apériodique asynchrone ou chaque agent a son propre échantillonnage apério-
dique.
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Les systémes avec échantillonnage apériodique constituent actuellement un sujet d’étude de grande
ampleur, de méme que les mécanismes d’event-triggered et de self-triggered |2|. Ces derniers sont utilisés
pour diminuer la consommation énergétique des agents, qui sont souvent des systémes qui embarquent
leur source d’énergie.

Le but de ce chapitre est d’étudier le consensus pratique d’un systéme multi-agents avec des entrées
échantillonnées. Pour ce faire, une nouvelle stratégie d’émulation non linéaire basée sur I’homogénéité
qui a été développée dans [5] est appliquée aux systémes multi-agents avec un échantillonnage apério-
dique synchrone.

4.2 Discrétisation

Comme mentionné précédemment, ’étude des systémes continus a montré ses limites dés lors
que 'on s’intéresse a l'influence de I’échantillonnage sur la stabilité. Cette constatation a poussé les
chercheurs en théorie du contrdle a considérer les points suivants :

e La discrétisation de la commande [4] : la discrétisation est la transformation d’un état continu
vers son équivalent discret. Ce processus est une étape importante dans la résolution numérique
d’un probléme ou sa programmation sur machine. Discrétiser des données continues engendre
systématiquement une erreur de discrétisation ; minimiser cette erreur est ainsi I’un des problémes
les plus étudiés dans le cadre de la discrétisation de la commande. Le modéle obtenu représente
I’évolution de l'état x(t) = z aux moments d’échantillonnage. L’intervalle d’échantillonnage
peut étre constant hy = T,k € N ou bien variable, afin de prendre en compte toute possibilité
de retard de transmission.

e [’échantillonnage des mesures et éventuellement les latences liées aux transmission de ces données
|12]

e [’émulation 29| : I'idée est d’utiliser une commande en temps continu avec des données discrétes.
Cette approche consiste a concevoir d’abord une commande & temps continu utilisant des mé-
thodes classiques. Ensuite, la commande a temps discret est obtenue en considérant une fonction
constante sur l'intervalle [ty, txy1]

Les stratégies d’échantillonnage se divisent en deux approches : périodique et apériodique.

e Echantillonnage périodique : les instants d’échantillonnage sont donnés par t;, = kT avec k € N
et T est la période d’échantillonnage. Ce type d’échantillonnage ne prend pas en compte les
caractéristiques du signal et par conséquent capture périodiquement des échantillons. Cela peut
mener & une activité inutile du systéme de traitement et de ses périphériques. Une amélioration
pertinente des ressources consiste a choisir un type d’échantillonnage qui prend en compte les
caractéristiques du signal.

e Echantillonnage apériodique : I’échantillonnage s’adapte en fonction du signal, il est faible quand
le signal varie lentement et augmente quand le signal varie plus rapidement pour éviter toute
surcharge inutile de la chaine de traitement et de ses ressources. Contrairement au cas périodique,
les instants d’échantillonnages peuvent avoir n’importe quelle distribution possible.

4.3 Les SMA et I’échantillonnage de la commande

Chaque agent est amené a travailler de maniére autonome en se basant uniquement sur les infor-
mations de ses voisins. C’est une des raisons pour laquelle le développement de méthodes pertinentes
et efficaces pour ’échange d’informations entre les agents est un point crucial de la conception des
protocoles de contréle coopératif distribué. Plusieurs problémes doivent étre traités :

e la nature des informations & envoyer : continue, discrétisée ou bien échantillonnée ;
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e la méthode d’échantillonnage utilisée par chaque agent : périodique ou apériodique, synchrone
ou asynchrone;

e l'instant idéal pour la mesure de chaque capteur sur chaque agent, qui pose la question de la
périodicité de la commande.

Les protocoles de controle sont concus sur la base de transmissions de données entre agents, ce
qui signifie que les échanges d’informations entre les sous-systémes ou les composants du systéme
s’effectuent généralement sous la forme d’états continus ou de sorties de mesures continues.

Cependant, de nombreux réseaux de communication avancés ne permettent que la diffusion d’in-
formations numériques. Dans cette situation, considérer des interactions continues entre agents n’est
plus une représentation valide de la réalité.

D’autre part, il convient de noter que les agents & contréler évoluent, pour la plupart des applica-
tions, dans le monde physique continu. Leurs états ou sorties sont par nature des signaux analogiques. A
I'inverse, pratiquement tous les protocoles ou algorithmes de controle coopératifs modernes sont implé-
mentés en termes de programmes sur des ordinateurs numériques, nécessitant ’adoption de convertis-
seurs analogique-numérique et numérique-analogique pour ’acquisition de données, la communication
et la commande, comme illustré sur la figure

Vers I'agent voisin

Réseau de

Caon"a";e”!sszur communication »
ogique- (données échantillonnées)
numeérique , e
De l'agent voisin

Convertisseur
il Commande
numerique -— ; :
; échantillonnée
analogique

Agent

FIGURE 4.1 — Controle distribué avec échantillonnage des données

En d’autres termes, les échanges d’informations entre les agents voisins doivent étre mis en ceuvre
sous forme de données échantillonnées et les protocoles ou algorithmes de contréle coopératif ne doivent
fonctionner qu’aux instants d’échantillonnages afin de refléter la réalité, ce qui pose le probléme de la
stabilité du systéme en boucle fermée.

L’échantillonnage de la commande peut étre synchrone ou asynchrone. D’autre part, en raison
des progrés rapides réalisés dans le cadre des technologies de détection et de communication sans fil,
certains protocoles avancés de synchronisation temporelle ont été développés pour les capteurs sans fil.
Dans ces situations, il semble raisonnable de garder tous les agents synchronisés via des algorithmes
de synchronisation logicielle.

Notons T = tpy1 — tr la k-iéme période d’échantillonnage synchrone pour tous les agents. Les
quatre mécanismes d’échantillonnage synchrone sont :

e échantillonnage synchrone périodique, ou la période d’échantillonnage de tous les agents est fixée
en permanence & une constante connue 17" > 0, c’est-a-dire T, = T ;
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e échantillonnage synchrone apériodique, ou la valeur de la période d’échantillonnage de tous les
agents est modifiée arbitrairement a chaque instant k, ¢’est-a-dire Ty, € [Ty, Tns] € RT, o T), et
T sont des constantes connues ;

e échantillonnage aléatoire synchrone, ot la période d’échantillonnage T}, est régie par un processus
stochastique ;

e ¢échantillonnage déclenché par événement synchrone, ot la période d’échantillonnage T}, est congue

par une condition de déclenchement d’événement précis.

Vu que les agents sont, pour la plupart des applications, répartis dans l’espace, il est parfois im-
possible d’utiliser I’échantillonnage synchrone. Dans cette situation, il est pratique d’employer un pa-
radigme d’échantillonnage asynchrone, selon lequel chaque agent a sa propre notion de temps d’échan-
tillonnage. L’état échantillonné de agent i est désigné par x;(t}), ot (£} )ken est une suite strictement
croissante qui représente les instants d’échantillonnage de ’agent ¢ et qui vérifie

lim & = +oo VieV.

k—o00

Ainsi la suite (t}C) kenN indique a quel moment I'observation ou la mesure de chaque capteur doit étre
réalisée.

On note par T,i = t}; +1,_ti; la différence de temps entre deux instants d’échantillonnages consécutifs
pour tout 7 € V. Alors, T} est appelée la k-iéme période d’échantillonnage asynchrone de I'agent 1.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous placer dans le cas d’'un SMA avec échantillonnage
apériodique synchrone (tous les agents ont la méme référence de temps) et avec une commande discré-
tisée.

4.4 Formulation du probléme

Pour illustrer la perte de stabilité d’un systéme en boucle fermée dont la commande est discrétisée,
nous allons considérer le cas idéal d’un systéme linéaire avec un retour d’état décrit par :

i = Ax(t)+ Bu(t), t>0 (4.1)

avec A € R™™ inversible, B € R™"*™« z(t) € R" l'état du systéme et u(t) € R™ sa commande. Le
systéme ([4.1]) est supposé controlable et il existe un retour d’état

u(t) = Kux(t) (4.2)

ou K € R™*™ tel que le systéme

t = (A+ BK)x(t) (4.3)
soit asymptotiquement stable, i.e. A+ BK est Hurwitz.

En pratique, la mesure de I’état du systéme ([4.1)) n’est disponible qu’aux instants d’échantillonnage
tr avec k € N, tels que tx41 > tg, to = 0. Les intervalles d’échantillonnage sont définis par Ty, = tx41—1k.
La commande (4.2)) s’écrit alors

u(t) = Kux(ty), VteE [tk,tps1)

Le modéle discrétisé du systéme avec le retour d’état s’écrit alors

Ty
z(tpr1) = eATea(ty) + [ eA"drBu(ty)

= (eATk — ?geATdTBK> x(tg)
0
= Au(Ty)z(tr),



4.5 Commande homogéne continue 77

ott Ay(Ty,) = —A7'BK + eAT+(I + A7'BK). Le systéme (4.3) est stable si, pour une période
d’échantillonnage T} constante, la matrice A4(T)) est de type Schur, i.e. ses valeurs propres sont
incluses dans le disque unité.

Example 56. Soit le double intégrateur

a1(t) = @(t)

ba(t) = u() 49
avec u(t) = —x1(t) — xa(t). La figure montre 'évolution de la plus grande valeur propre de Ag,

max (|A(Aq)|), en fonction de la période d’échantillonnage Ty. A partir de Ty, > 2 secondes, une des
valeurs propres sort du disque unité et le systéeme devient instable.

max(|A(A)])

FIGURE 4.2 — maz (||A(Aqg)||) en fonction de T) (en seconde)

Example 57. On considére un SMA constitué de N agents se déplacant dans un espace de dimension
m = 2 et modélisé par

q = p

. 4.6

p = —Lg—Lp (46)
ot ¢ € RN™ (resp. p € RN™) représente le vecteur des positions (resp. des vitesses) des agents. L est
la matrice laplacienne du graphe décrivant les connexions entre les agents :

1 -1 0 0 O

L= 0O -1 2 -1 0
0O 0 -1 1 0
o -1 0 0 1

Numériquement, le calcul montre que pour Ty > 0.4797s, le systeme (@ devient instable et il n’y
a plus de consensus. La figure représente les positions gy, des cing agents en fonction du temps
pour Ty, = 0.49s (traits pointillés) et pour Ty, = 0.47s (traits pleins) en partant des mémes conditions
initiales. Dans le premier cas, on a bien divergence des positions, le systéme est instable.

4.5 Commande homogéne continue

On considére un systéme constitué de n agents dans un graphe non dirigé, connexe et stationnaire.
Le systéme est modélisé par un ensemble de n double-intégrateurs :

4i = pi
ézé (4.7
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100

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
temps (s)

FIGURE 4.3 — ¢;,(t), i =1,...,5 pour T} = 0.49s (pointillés) et T}, = 0.47s (traits pleins)

aveci=1,...,N, ¢; € R™ représente la position de I’agent i et p; € R™ sa vitesse. On notera A = [a;]
la matrice d’interconnexion du graphe décrivant le systéme multi-agents. Soit ¢ = (qrf, e ) et

pl = (p!,....pL).

Hypothése 58. La communication entre les agents est non dirigée et le graphe est connexe.

Définition 59. (Consensus pratique) Soit K C RY xRN un voisinage compact de lorigine, le consen-
sus pratique du SMA (4.7) est atteint avec les commandes u;(q(t),p(t)), i =1,..., N sile systéme (4.7)
en boucle fermée satisfait (q;(t) — q;(t), pi(t) — pj(t)) = K pour t — 400 pour tout {q;(t),p;(t)} avec
(ij) € €.

Zi1
Soit un vecteur x = [ x{, e x% ]T e RN avec x; € R™ tel que x; = : . On adoptera
Tim
la notation suivante :
[211% [z ]®
[z]% = : avec [z;]" = :
lzn]® [@im |
On considére la loi de commande :
N
wi(t) = — k1Y aij |ai(t) — ¢;(t)]°
j=1
N 2
— koY aij |pi(t) —py ()], i=1,...,N (4.8)
j=1

avec 0 < o < 1.

Définition 60. Les systémes homogénes constituent une classe de systémes non linéaires admettant
des propriétés de changement d’échelle qui permettent d’étendre globalement des comportements locauz ;
ils généralisent notamment les systémes linéaires et certains systémes polynomiauz.

Théoréme 61. Si l’hypothése (BY)) est vérifiée, alors le consensus est atteint pour le systéme (4.7))
avec la commande (4.8)

Démonstration. Posons
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Le systéme (4.7) en boucle fermée avec la commande (|4.8]) peut s’écrire sous la forme d’un systéme
d’erreur en posant e; = {eéj} et e, = {eg} pour tout (ij) € &, ot & est constitué des éléments (ij)
de &€ tels que ¢ > j. On a :

N
. [0 6
6110] = —k}l Z (aik Le;k—‘ — Gjk Legk—‘ )
k=1
N 12a 2o
) +a +a
23 (o] - 4] )
k=1
Le systéme d’erreur global s’écrit :
€qg =¢p
a 4.9
{ ép = kil [eg]® — koA [ep] s 49)

ol A est une matrice symétrique de dimension ng, X ng,, ng, = card(&s).

En prenant o = 1 dans I’expression de la commande , on obtient la commande linéaire présentée
par Ren (]|69]) qui assure le consensus. Dans ce cas, le systéme d’erreur est stable et 1'origine est
globalement asymptotiquement stable pour ce systéme, ce qui implique que la matrice

0 I
A= ( kA koA ) (4.10)
est Hurwitz pour k1, ks > 0. Son polyndme caractéristique est donné par

det(N2T + koA + k1 A) = 0. (4.11)

Puisque ;—il n’est pas racine de ce polynéme, on en déduit que

)\2
det(A+ ——1) =0,
(A+ ko + kq )
puis que pour toute valeur propre A de A, il existe une valeur propre i de A telle que —p = ﬁ,

c’est-a-dire
A2 4 kop + by = 0.

Puisque les racines du polynome A2 + kopt\ + kij sont a partie réelle strictement négative, on en
déduit qu’il prend des valeurs strictement positives pour A > 0, d’ott ;& > 0 et la matrice A est bien
définie positive.

Posons |e 't = [ leg, |77, ..,

1+
¢ } € R™ne. . Soit

e‘]ngs

e LT A e, (4.12)

i nes m
Vo= a2 X leq;
1=17=1
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nes m 2

V o= Ik >3 epi,j Leqij]a — kleg Leqwa — k:geg lep] THa
i=1j=1
Z ”g m 143a
= —ko Z Z ’epij’ e < 0.
i=1j=1

Le principe d’invariance de Lasalle permet de conclure que 'origine est globalement asymptotique-
ment stable pour le systéme (4.9)), ce qui implique le consensus pour le systéme (4.7)). O]

Remarque 62. L’écriture du modéle d’erreur semble plus naturel des lors que [’on s’intéresse aux liens
entre les agents. Cependant, la dimension du probleme dépend de la topologie du réseau et non plus du
nombre d’agents.

4.6 Commande homogéne discrétisée

On va rappeler ici un résultat essentiel pour la suite de ce chapitre. Soit le systéme non linéaire

= f(z,u) (4.13)

décrit par une fonction continue f : R™ x R™ — R™. On suppose connu un retour d’état statique
continu u : R” — R™ tel que l'origine est globalement asymptotiquement stable pour le systéme en
boucle fermée

&= f(z,u(x)). (4.14)

Soit un temps d’échantillonnage maximum 0 < h < 400, un temps d’échantillonnage minimum
n > 0 et une séquence d’instants d’échantillonnage (¢;)ren telle que tg = 0 et

N <tppr —ty < h. (4.15)

Du fait de ’échantillonnage, la commande devient

u(t) = u(x(ty))

pour tout ¢t € [tg,tr+1). Plus précisément, entre deux instants d’échantillonnage, la commande est
constante (échantillonneur/bloqueur d’ordre zéro). Le systéme en boucle fermée peut se réécrire sous
la forme

2(t) = f(e(t), ulz(tr), b€ [t terr): (4.16)

Quelles propriétés de stabilité basées sur I'homogénéité peut-on avoir pour le systéme ((4.14]) 7
Dans [5], les auteurs ont apporté une réponse a ce probléme en différenciant les cas d’un degré
d’homogénéité positif, négatif et nul pour le systéme. Nous rappelons ici ce résultat.

Hypothése 63. I existe une matrice A € R™*™ telle que —A est Hurwitz et un degré k € R tel que
fexp(As)z, u(exp(As)z)) = ™ exp(As) f(z, u(z))
pour tout x,z € R™ et tout s € R.

Théoréme 64. [5] En supposant que le systéme échantillonné (4.16)) est tel que la période d’échantillon-
nage satisfait et que I’hypothése @ soit vérifiée. Soit v(x) = Az et N une norme v-homogeéne.

1. Si k > 0 alors lorigine est un point d’équilibre localement asymptotiquement stable du systéme
@16) et il existe € > 0 tel que l'ensemble {x € R™ : N(z) < £h~Y/*) soit un sous-ensemble du
domaine d’attraction.

2. Sik =0 alors il existe H > 0 tel que si h < H alors l'origine est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable du systéme (4.16)).



4.6 Commande homogéne discrétisée 81

3. 8i k < 0 alors il existe & > 0 tel que Uensemble {x € R™ : N(z) < £h~Y*} soit globalement
asymptotiquement stable pour le systéme (4.10)).

Nous allons nous intéresser au cas du degré négatif (v < 0). En effet, bien que le cas du degré
positif soit intéressant puisque 'on assure une stabilité locale a 'origine, on peut voir que la taille du
domaine d’attraction dépend de la période d’échantillonnage. Sans surprise, le domaine d’attraction
diminue lorsque h augmente. En pratique, pour un SMA, cela signifie que les états initiaux des agents
doivent tous étre compris dans le domaine d’attraction. En pratique, ce domaine est souvent de taille
assez faible et cette stratégie n’aboutit pas au consensus.

Dans le cas d’un degré négatif, I’état du systéme converge sur un ensemble autour de 'origine quel
que soit en théorie I’état initial. La taille de I’ensemble de stabilité dépend bien évidement de h et
augmente au fur et & mesure que h augmente. C’est la raison pour laquelle on parlera de consensus
pratique pour un degré négatif.

Considérons la commande prise aux instants d’échantillonnage . On a

N
wit) == k1 Y aig [(qi(tr) — q;(t)1°

J=1

N
— k2 Y iy [(pite) = py(t))] 7%, i =1 N (4.17)
j=1

Théoréme 65. En supposant vérifiée les hypothéses @ et @, 510 < a <1 alors il existe € > 0 tel
que le systeme multi-agents (4.7) avec la loi de commande (4.17) prise aux instants d’échantillonnage

2
(4.15) résout le probléme du consensus pratique. On a de plus N(eq,ep) < T2 .

Démonstration. Le systéme d’erreur (4.9) avec la loi de commande discrétisée (4.17]) s’écrit :

{ ép = —kiAleg(tr)]™ — koA Lep(tkﬂl% : (4.18)

La démonstration de la stabilité pratique est une application immédiate du Théoreme[64] En effet, le

systéme (|4.18]) satisfait I'hypothese en considérant une matrice de pondération A = diag (1, 1‘50‘)

et un degré k = O‘Tfl De plus, lorsque la commande n’est pas discrétisée, I'origine est un point d’équi-
libre globalement asymptotiquement stable pour le systéme (¢f Théoréme .

Il reste & montrer que N(ed,e;) < EhT-a pour (ij) ¢ &, c’est a dire pour deux agents qui ne sont
pas voisins. Toutes les normes homogénes étant équivalentes, on peut choisir en particulier la norme
homogéne

2
N(egiep) = > e —ajll + llpi — psll e (4.19)
(ij)e€
Pour (ab) € £, on a
g0 — abll , < Neg ep)
[Pa = o] e < Nleg: ep)

Soit P;; C £ un chemin entre les agents i et j

P =1 (L) (L) ... (laj) }

On a, pour ng = card{€}
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le —all < g —anll + llay — @l + -+ lla, — gl
< (d+1)N(eq>€p)
< ngN(eg ep)
< €nw
De méme,
_2 _2
Ipi — pill ™= < (lIpi — pull + llpny 2p12|\ + .o+ oy — psl) e
S ( SN eq’ep 1~|2»o¢)1+a
< ¢'h
d’ou

N(ej,ef) < (€ +€&)h™
O

Pour illustrer ce résultat, on considére un SMA constitué de 5 agents reliés entre eux suivant le
graphe présenté sur la figure [£.4]

(D—)
(D—

FIGURE 4.4 — Graphe a 5 agents

Le pas de calcul pour les doubles intégrateurs est fixé & h = 0.01 sec. Pour une période d’échan-
tillonnage Ty, > Tspyr = 0.4796 sec., le systéme multi-agents devient instable si le degré d’homogénéité
k est égal a 0 (cas d’un systéme linéaire). Les figures suivantes représentent ||g; — ¢.||, le module de
I’écart entre la position de ’agent 1 et celle du barycentre de la flotte dont les coordonnées sont définies
par

La figure représente ’évolution de I’écart en fonction du temps pour T} = h, c’est & dire sans
discrétisation de la commande et pour x = 0. L’écart tend vers zéro, le consensus s’établit rapidement
entre les cing agents.

Sur la figure suivante (ﬁg, la commande est discrétisée avec une période d’échantillonnage T}, =
0.47 sec., c’est & dire proche de Ts.py par valeur inférieure et toujours pour un degré d’homogénéité
k=0.

Le systéme reste stable mais des oscillations apparaissent sur les positions des agents. Pour T}, =
0.48 sec., la période d’échantillonnage est supérieure a Tscpny €t le systéme devient instable pour kK = 0
(fig. [1.7).

En prenant un degré d’homogénéité x = —0.5, le systéme atteint un consensus pratique pour des
périodes d’échantillonnage supérieures & Tscpyr, comme lillustre la figure qui a été obtenue pour
Ti = 1 sec.
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FIGURE 4.5 — ||¢1 — ¢¢|| pour Ty, = h, Kk =0
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FIGURE 4.6 — ||q1 — ¢|| pour T} = 0.47 sec., k =0

. |
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FIGURE 4.7 — ||¢1 — ¢¢|| pour T}, = 0.48 sec., k =0

L’utilisation d’une commande qui rend le systéme homogéne avec un degré négatif permet d’obtenir
la stabilité pour des périodes d’échantillonnage supérieures & Tyepq. En contre-partie, plus la période

d’échantillonnage est grande par rapport & Ti.p.- et plus 'ensemble de convergence est grand.
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FIGURE 4.8 — [|q1 — ¢c|| pour T =1 sec., K = —0.5

4.7 Conclusion

Les protocoles qui permettent & un SMA d’atteindre le consensus sont basés sur les échanges
d’information entre agents voisins. Une dégradation des échanges ne peut qu’avoir un impact négatif
sur le comportement des agents. Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés & un type particulier de
dégradation qui correspond & des pertes d’information dans les échanges. Concrétement, les commandes
appliquées aux agents restent bloquées a leur valeur passée pendant un temps 1" supérieur a la période
d’échantillonnage assurant un échange d’information suffisant pour atteindre le consensus. Au-dela
d’une limite Tgepqr, le consensus ne peut plus étre atteint en considérant un protocole linéaire.

Pour remédier a ce probléme, nous proposons d’utiliser une commande non linéaire homogéne. La
principale contribution de ce chapitre a été de développer un modéle basé sur les liens entre les agents
permettant d’appliquer cette commande.

Des exemples de simulation sous MATLAB sont proposés afin de valider les résultats théoriques
présentés dans le chapitre.
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Conclusion principale

Dans cette thése, nous avons étudié le contréle coopératif pour les systémes multi-agents et nous
nous sommes principalement concentrés sur les problémes du consensus et du suivi de consensus.

Le manuscrit présente deux parties : la premiére partie se compose d’un seul chapitre ol nous
présentons I'état de 'art sur le consensus et le suivi de consensus pour les SMA. Nous nous sommes
intéressés en particulier aux travaux résolvant le probléme du consensus et du suivi de consensus pour
des dynamiques d’agents de type simple intégrateur et double intégrateur.

La deuxiéme partie constitue 'apport de la thése et se compose de trois chapitres :

e le chapitre deux traite le suivi par consensus pratique pour un SMA dont les agents sont modélisés
par un double intégrateur. Le graphe modélisant les liens entre les agents est non orienté et fixe.
Nous introduisons la notion de leader perceptif, dans laquelle le leader a une connaissance de
I’état de ses suiveurs. Sa commande est un compromis entre suivre la trajectoire de référence
et ne pas perdre ses suiveurs. Nous avons utilisé une commande linéaire continue et nous avons
démontré que le suivi par consensus pratique est atteint & condition que l'accélération de la
trajectoire de référence soit bornée. Des simulations sous MATLAB et des expérimentations avec
une flotte de robots sont présentées et illustrent ces résultats théoriques.

e le chapitre trois étend les résultats du chapitre deux en considérant un systéme d’évitement de
collision et un graphe a topologie variable. Les agents du SMA conservent leur voisinage initial
et peuvent rejoindre un autre voisinage.

e le chapitre quatre aborde le probléme de la dégradation des communications au sein du SMA
et propose une commande non linéaire homogéne permettant d’atteindre le consensus pratique.
Nous avons supposé le méme échantillonnage sur tous les agents. L’originalité de ce chapitre
vient de la modélisation proposée. Cette nouvelle modélisation du SMA permet d’appliquer la
commande homogéne. Des exemples de simulations réalisés sous MATLAB sont présentés afin
de valider les résultats théoriques.

Ces travaux ont donné lieu & une communication [33| et une revue [6]. Au terme de ce travail de
thése, différentes problématiques et extensions sont envisageables. Nous présentons dans le paragraphe
suivant une liste non exhaustive de perspectives.

Futurs travauzx

e La commande développée au chapitre trois doit pouvoir s’adapter au probléme de la fusion et de
la scission de graphes avec des leaders multiples. Du fait que ’on utilise une barriére de potentiel
bornée pour les agents sortants d’un voisinage, il est tout & fait possible de gérer la séparation
du graphe en deux sous-graphes. Pour le probléme de la fusion de deux graphes, elle doit se faire
naturellement en imposant une trajectoire de référence unique aux deux leaders.

o Il reste quelques points théoriques a consolider dans le chapitre trois. En particulier, nous sup-
posons l'existence d’une matrice de lyapunov P mais rien ne garantit qu’elle existe pour toutes
les configurations possibles (nombre d’agents, paramétres des fonctions d’appartenance et des
fonctions potentielles).

e [l serait intéressant de refaire les preuves en considérant des agents asynchrones. En effet, en pra-
tique, les horloges embarquées fournissent une période d’échantillonnage identique pour chaque
agent mais n’assurent pas le synchronisme.

e Nous considérons au chapitre quatre une commande non linéaire homogéne avec un méme degré
d’homogénéité constant pour tous les agents. Il serait intéressant d’avoir un degré d’homogénéité
propre a chaque commande des agents en fonction de la dégradation des communications locales et
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de faire varier ce degré : en absence de perturbation, le degré d’homogénéité serait nul (commande
linéaire) et deviendrait négatif & mesure qu’il y aurait des pertes de liaison.

e Les travaux actuels sur le controle des SMA s’orientent sur des flottes d’agents hétérogénes, ce qui
permettra par exemple de prendre en compte des collaborations entre des drones et des robots.
Une premiére approche serait par exemple de considérer des modéles de type double intégrateurs
avec des dimensions m = 2 et m = 3 pour les agents.
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ANNEXE A

NOTIONS MATHEMATIQUES

Dans cet annexe, nous présentons les différentes notions mathématiques utilisé dans cette thése.
Soit le systéme :

T = f(t,x,u) (A1)

ol le vecteur = est nommé vecteur d’état du systéme et la fonction u est son entrée. Dans le manuscrit,
on étudie le cas du systéme autonome ¢a veut dire que f(t,x) n’est pas une fonction du temps et on
écrit

Définition 66. On dit qu’un point x = x. de l’espace d’état est un point d’équilibre pour un systéme
autonome & = f(x) si pour n’importe quel instant initiale, si on commence du point d’équilibre x., on
y retourne. ¢a veut dire que le point . est la solution de l’équation f(xe) =0

Définition 67. (Stabilité d’un point d’équilibre) Le point d’équilibre x = x. du systéme est dit stable
si Ve >0, 30 = d(e) > 0 tel que

|2(0) — zc|| <6 = [Jz(t) — ze|| <&, Vit >t (A.2)

Si la stabilité du point d’équilibre x. est vérifié pour tout état initial on dit que le point d’équilibre est
globallement stable. On dit que le systéme est instable si la condition n’est pas vérifié.

Définition 68. (Convergence du point d’équilibre) On dit que le point d’équilibre x = . du systéme
(A.1]) est convergent, s’il existe 61 >0 :

|z(0) — x| < 61 = tllm z(t) = e (A.3)

Définition 69. (Stabilité asymptotique) On dit qu’un point d’équilibre x = x. est asymptotiquement
stable s’il est en méme temps stable et convergent.

Définition 70. (Stabilité exponentielle) On dit qu’un point d’équilibre x = x. du systéme est (locale-
ment) exponentiellement stable s’il existe deuz constantes réelles a, X > 0 tel que

|x(t) — zc|| < af|z(0) — a:eHe)‘t Vit >0 pour |z(0)— x| <é (A4)
On dit qu’il est globalement exponentiellement stable si la condition est vérifé pour tout x € R™

Définition 71. Une fonction V : D — R est dite semi définie positive dans D si elle satisfait les
conditions suivantes :

e0cDetV(0)=0
e V(z)>0, VV(0)=0
e V(x) >0, Vz € D\ {0}
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Définition 72. Une fonction V : D — R est dite défini positive dans D si elle satisfait les conditions
suivantes :

e0cDetV(0)=0
o V(z) >0, vV (0) =0
o V(z)>0, vV e D\ {0}

Tous les théorémes de stabilité de Lyapunov se concentrent sur ’étude de la dérivée temporelle
d’une fonction défini positive le long des trajectoires de la solution du systéme (A.1).

Théoréme 73. (Stabilité au sens de Lyapunov) Soit x = x. un point d’équilibre de (A.1l) ou f: D —
R™ et V : D — R une fonction continue différentiable tel que :

e V(0,) =0
o V(z)>0, Va # 0y,
o ||z|| = 00 =V(z) = oo,
e V(z) <0, Va # 0y,
Alors, x est stable

On appele chaque fonction V' que nous proposons afin d’étudier la stabilité du systéme, une fonction
Lyapunov candidate et elle est nommée fonction Lyapunov une fois les 3 conditions sont vérifiés.

Définition 74. un vecteur normé (X,||.||) est défini par un vecteur X et une norme ||.|| : X — R tel
que

o ||z|| =0 si et seulement si x =0
o |[Az| = |A||x]| VA eR,Vz € X.
o llz+yll <llzll +llyll  VoyeX

Définition 75. On considére R™, pour tout p, 1 < p < oo, la fonction ||.||, est connu par la norme p
1

de R" ot ||z|lp = (Joa[P + - - + [an|P)?

On définit les deux inégalitées suivantes :

e Inégalité de Holder : soitp € R, p>1 et soit ¢ € R tel que %—f—% =1 alors ||zTy|l1 < ||z|lpllz]lq,
Vz,y € R

e Inégalité de Minkowski : Soit p € R, p > 1. Donc ||z + y|lp < ||lzllp + [|yllp, Vo,y € R"

Si A est une matrice de taille m x n et B est une matrice de taille p x ¢, alors le produit Kronecker
A ® B est présenté par la matrice bloc de taille mp X ng

CLllB alnB
A®B = :

amB - am.nB
Lemme 76. [25]/ On suppose que A € RP*P, B € R1*9, C € RP*P et D € R7%1.
e (A®B)(C®D)=AC® BD.
e (A B)T = AT @ BT.
e On suppose que A et B sont inversible. Alors (A® B)™' = A~'@ B~L.

e Si A et B sont symétrique, alors A ® B est aussi symétrique.
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ANNEXE B

ROBOTIC OPERATING SYSTEM

Robot Operating System (ROS) a été initialement développé par les chercheurs du laboratoire
d’intelligence artificielle de Stanford en 2007. Il s’agit d'un framework en accés libre qui fournit des
outils logiciels et des bibliothéques spécifiquement développés pour les applications robotiques.

ROS est devenu populaire dans la communauté de la recherche robotique car son approche modu-
laire a simplifié la conception d’un comportement de robot complexe. L’idée principale de ROS est de
fournir un cadre qui rassemble les outils robotiques et permet le partage et la réutilisation de code en
définissant les normes de facto de la programmation robotique.

ROS est un framework multi-langage ot les modules peuvent étre écrits dans divers langages de
programmation tels que C++ et Python. Chaque processus dans ROS est appelé un nceud. Chaque
nceud peut étre congu et programmé séparément.

Le principal avantage de 'utilisation de ROS est que chaque nceud peut étre exécuté sur des
ordinateurs différents car ROS fournit un environnement de calcul distribué. Toute information produite
par un nceud peut étre partagée sur un chemin spécifique appelé topic. Ces informations sont envoyées
sous forme de messages. Ces messages sont en fait des structures de données et ROS peut traiter divers
types de données pour les messages.

Un neceud peut envoyer et recevoir des informations de plusieurs autres nceuds a la fois. Un ROS
master gére la dénomination et I'enregistrement des noeuds dans un systéme ROS global et assure
le suivi des envois et de réception d’information. Tous les nceuds peuvent communiquer avec le ROS
master pour I'enregistrement, puis ils peuvent recevoir des informations d’autres nceuds enregistrés.

enregistrement ROS enregistrement

FIGURE B.1 — Architecture de ROS

Comme ROS travaille dans un environnement distribué, il est facile de traiter avec un systéme
constitué de plusieurs robots utilisant ROS. Chaque robot peut avoir son propre environnement ROS
avec un ROS master local et chaque ROS master local peut communiquer avec un autre environnement
ROS installé sur un autre robot.
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Résumé

Un systéme multi-agents est composé d’un ensemble d’agents interagissant entre eux et avec leur
environnement, un agent étant vu comme un systéme dynamique autonome. La force des SMA re-
pose sur la capacité des agents & coopérer entre eux pour atteindre un objectif qu’un agent seul ne
pourrait atteindre. Chaque agent partage ses informations avec ses voisins, ce qui permet & 1’ensemble
des agents de s’accorder sur un objectif commun sans qu’il y ait pour autant une centralisation de
I'information et de I'objectif. En ce sens, un systéme multi-agents peut étre vu comme un réseau dans
lequel 'information est distribuée. L’intérét croissant pour le controéle distribué et la coordination des
réseaux constitués d’agents autonomes est motivé par I’absence de centralisation de I'information et
la possibilité d’avoir une topologie du réseau variable. Les algorithmes de contrdle déployés sur ces
réseaux sont de nature distribuée puisqu’ils s’appuient sur des informations locales, et sont robustes
vis-a-vis des variations de topologie et de taille du réseau. Le probléme le plus étudié dans le cadre de
ces systémes multi-agents est celui du consensus, qui peut étre résumé ainsi : étant donné des conditions
initiales pour chaque agent, quelles sont les conditions pour que les agents s’accordent asymptotique-
ment sur une valeur commune en n’échangeant que des informations entre agents voisins. Cette thése
traite du développement de commandes permettant d’atteindre ce consensus pour des topologies fixes
et variables, en présence ou non d'un leader (suivi de consensus), et sur la qualité des informations
transitant dans le réseau. En suivi de consensus, la notion de leader perceptif est développée et une
commande est proposée pour une topologie fixe et variable.

Mot clés : Systéme multi-agent, Suivi par consensus pratique, leader perceptif, commande échan-
tillonnée.

Summary

An agent is an autonomous dynamics system that can coordinate with the environment as well as
with other agents. A group of these autonomous agents working in coordination is called a Multi-agent
system (MAS). A MAS has several advantages over single agent operation. The main objective of MAS
is to achieve a complex goal which is hard to achieve by a single agent. In MAS, each agent shares its
information (states) to the neighbors only to complete the task hence no centralized monitoring systems
is required. We can define a multi-agent system as a network in which information is distributed. The
interest of researchers in the study of distributed control and distributed coordination of autonomous
agent networks is motivated by the fact that it has the ability to cope with the problems associated with
centralized communication network and also allow the switching network topologies. The algorithms for
distributed networks only use local information, and are robust to variations of network topology and
can accommodate network with large size. One of the most studied problems in the field of MAS is the
consensus, which can be defined as : for any initial conditions for all agent, what are the conditions that
should hold in order that the agents agree on a common value asymptotically while only information
is exchanged between neighboring agents? This thesis deals with the development of control law to
achieve the consensus for fixed and switching topologies, with or without a leader (consensus tracking).
It also investigates the problem of the quality of information in the network. In consensus tracking,
the notion of perceptive leader is developed and a control law is proposed for a fixed and switching
topology.

Key words : Multi-agent systems, practical consensus tracking, perceptive leader, sampled data
control.
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