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Chapitre 1

Présentation

Ce manuscrit présente une synthèse de mes principaux travaux de recherche effectués
depuis mon arrivée dans la Ville Rose en septembre 2007, s’étalant peu ou prou sur une grosse
dizaine d’années. Durant cette période, je me suis principalement intéressé à des problèmes
mathématiques situés à l’interface entre la théorie des probabilités et l’analyse fonctionnelle, en
passant (très modestement) par la géométrie et l’analyse des équations aux dérivées partielles.
Plus précisément, si l’une des questions fondamentales potentiellement au centre des préoccu-
pations d’un probabiliste est de savoir si un phénomène aléatoire donné se stabilise en temps
long vers un équilibre, mes travaux de recherche portent principalement autour de cette problé-
matique pour des dynamiques markoviennes. En particulier, un outil puissant pour établir et
quantifier la convergence de tels modèles est la théorie des inégalités fonctionnelles (en partie)
développée depuis plusieurs décennies par l’école toulousaine.

1.1 Organisation du mémoire

Afin de fluidifier la lecture de ce document, j’ai opté pour un regroupement de mes tra-
vaux de recherche en deux parties distinctes, suivant plus ou moins un ordre chronologique dans
leur élaboration et correspondant chacune à un chapitre du mémoire. Le chapitre 2 concerne
la période 2008-2013 et est dédié aux diverses notions de courbures de chaînes et processus de
Markov que j’ai étudiées, seul ou en collaboration, dans le cadre de leur convergence vers l’équi-
libre et du phénomène de concentration de leur mesure invariante et de leur loi instantanée.
Le chapitre 3, quant à lui, est consacré à la notion d’entrelacement, un outil que j’ai développé
depuis 2013 principalement avec Michel Bonnefont, dans le cadre d’un espace aussi bien dis-
cret que continu et qui est lui aussi étroitement lié aux propriétés d’ergodicité des dynamiques
markoviennes considérées. S’en déduisent alors certaines conséquences intéressantes en matière
d’inégalités spectrales et fonctionnelles pour la mesure invariante et l’opérateur sous-jacent.
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1.2 Centres d’intérêts, publications et encadrement scien-
tifique

Depuis mes premiers pas dans le monde de la recherche en septembre 2003 et le début
de ma thèse de doctorat, je me suis intéressé à plusieurs problèmes mathématiques mélangeant
à la fois la théorie des probabilités et l’analyse fonctionnelle, comme en témoigne la liste de mes
centres d’intérêts scientifiques suivante :

[A] Autour des chaînes et processus de Markov :
[A1] Propriétés spectrales des opérateurs markoviens.
[A2] Inégalités fonctionnelles.
[A3] Géométrie des semigroupes.
[A4] Convergence vers l’équilibre.
[A5] Concentration de la mesure.
[A6] Méthode de Stein.

[B] Autour des processus de type Lévy :
[B1] Théorèmes limites.
[B2] Processus de type stable.
[B3] Espaces de Wiener et de Poisson, calcul de Malliavin.
[B4] Ordres stochastiques.

Pour la rédaction de ce mémoire, j’ai décidé de n’aborder que certaines de mes publi-
cations et prépublications (celles illustrant le mieux mes préoccupations passées et actuelles)
qui seront détaillées dans les chapitres 2 et 3. Les autres travaux sont seulement listés en pré-
cisant pour chacun le thème auquel il se rattache principalement. Les publications [1] à [4]
correspondent au travail effectué pendant la thèse.

0. Concentration et fluctuations de processus stochastiques avec sauts. 163 pages. Thèse de Doc-
torat de l’Université de La Rochelle, octobre 2006.

1. Functional inequalities for discrete gradients and applications to the geometric distribution,
avec Nicolas Privault. ESAIM Probability and Statistics, 8 : 87-101, 2004. [A1,A2,A5]

2. A logarithmic Sobolev inequality for an interacting spin system under a geometric reference
measure, avec Nicolas Privault. Actes de la 26ème conférence « Quantum probability and in-
finite dimensional analysis » (Levico, 2005). Quantum Probability and White Noise Analysis,
XX : 267-273, 2007, World Scientific. [A1,A2,A5]

3. On maximal inequalities for stable stochastic integrals. Potential Analysis, 26 : 57-78, 2007.
[B1,B2]

4. Poisson-type deviation inequalities for curved continuous time Markov chains. Bernoulli, 13 :
782-798, 2007. [A3,A4,A5]
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5. A new Poisson-type deviation inequality for Markov jump processes with positive Wasser-
stein curvature. Bernoulli, 15 : 532-549, 2009. ↪→ Chapitre 2

6. Curvature, concentration, and error estimates for Markov chain Monte Carlo, avec Yann
Ollivier. Annals of Probability, 38 : 2418-2442, 2010. ↪→ Chapitre 2

7. Upper bounds on Rubinstein distances on configuration spaces and applications, avec Laurent
Decreusefond et Nicolas Savy. Communications on Stochastic Analysis, 4 :377-399, 2010.
[A2,A5,B3]

8. Measure concentration through non-Lipschitz observables and functional inequalities, avec
Arnaud Guillin. Electronic Journal of Probability, 18 : 1-26, 2013. ↪→ Chapitre 2

9. Intertwining and commutation relations for birth-death processes, avec Djalil Chafaï. Ber-
noulli, 19 : 1855-1879, 2013. [A2,A3,B4]

10. Intertwining relations for one-dimensional diffusions and application to functional inequali-
ties, avec Michel Bonnefont. Potential Analysis, 41 : 1005-1031, 2014. ↪→ Chapitre 3

11. A note on convex ordering for stable stochastic integrals, avec Solym Mawaki Manou-Abi.
Stochastics, 87 : 592-603, 2015. [B2,B4]

12. Spectral gap for spherically symmetric log-concave probability measures, and beyond, avec
Michel Bonnefont et Yutao Ma. Journal of Functional Analysis, 270 : 2456-2482, 2016. ↪→ Cha-
pitre 3

13. A note on spectral gap and weighted Poincaré inequalities for some one-dimensional diffu-
sions, avec Michel Bonnefont et Yutao Ma. ESAIM Probability and Statistics, 20 : 18-29, 2016.
↪→ Chapitre 3

14. Intertwinings and generalized Brascamp-Lieb inequalities, avec Marc Arnaudon et Michel
Bonnefont. Revista Matemática Iberoamericana, 34 : 1021-1054, 2018. ↪→ Chapitre 3

15. Intertwinings, second-order Brascamp-Lieb inequalities and spectral estimates, avec Michel
Bonnefont. ArXiv 1710.08106, 23 pages, 2017 (nouvelle version, 29 pages, 2019). ↪→ Chapitre
3

16. A note on eigenvalues estimates for one-dimensional diffusion operators, avec Michel Bon-
nefont. Arxiv 1906.02496, 24 pages, 2019. ↪→ Chapitre 3

Durant ces dernières années, j’ai eu l’opportunité de co-encadrer des thèses de doctorat
avec des collègues de l’Institut de Mathématiques de Toulouse, ainsi que de recruter un jeune
chercheur sur un support de Post-doctorat :

◦ Encadrement du Post-Doctorat de B. Cloez (2013-2014). Sujet proposé : méthode de
Stein et inégalités fonctionnelles. [A2,A4,A6]

◦ Co-encadrement avec P. Cattiaux de la thèse de S.-M. Manou-Abi (2012-2016). Titre
de la thèse : Théorèmes limites et ordres stochastiques relatifs aux lois et processus stables.
[B1,B2,B4]
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◦ Co-encadrement avec L. Miclo de la thèse de C. Delplancke (2013-2017). Titre de
la thèse : Méthodes quantitatives pour le comportement asymptotique de processus de Markov
homogènes et non-homogènes. [A2,A4,A6]

◦ Co-encadrement avec P. Cattiaux de la thèse de C. Steiner (2018- ). Titre (provisoire)
de la thèse : Entrelacements et concentration de la mesure. [A2,A3,A5]



Chapitre 2

Courbures, inégalités fonctionnelles et
concentration de la mesure

2.1 Contexte et rappels
Dans tout ce premier chapitre, on se donne un espace polonais (E, d) muni de sa tribu

borélienne, qui est considéré indifféremment discret, tel un ensemble fini ou dénombrable, un
graphe muni de sa distance naturelle de graphe, ou continu avec suffisamment de structure,
comme par exemple l’espace euclidien Rd ou une variété riemannienne. Les processus de Markov
(Xt)t≥0 à temps continu que l’on considère sont de la forme suivante :

◦ si E est discret, on travaille avec un processus dit de sauts purs sur E, c’est-à-dire
qu’il est constant par morceaux et son générateur est donné par

Lf(x) =

∫
E

(f(y)− f(x))Q(x, dy), x ∈ E,

où pour tout x ∈ E, Q(x, ·) est une mesure positive finie correspondant aux taux de transition
du processus. L’exemple typique que l’on a en tête est un processus simple par sa structure
mais néanmoins très intéressant car rassemblant les difficultés inhérentes au cadre discret : le
processus de naissance et de mort. Il s’agit d’un processus de Markov à valeurs dans N, de sauts
seulement de taille 1, dont le générateur L est donné par

Lf(x) = λx (f(x+ 1)− f(x)) + νx (f(x− 1)− f(x)) , x ∈ N,

où les taux de transition de naissance et de mort, respectivement λ et ν, sont des fonctions stric-
tement positives avec ν0 = 0, assurant l’irréductibilité du processus, mais éventuellement non
bornées. Sous des hypothèses adéquates, le processus admet une unique mesure de probabilité
invariante µ, qui est réversible pour la dynamique.

◦ si E est continu, le processus que l’on considère est un processus de diffusion dont
le générateur associé est un opérateur différentiel du second ordre sans coefficient constant.
Par exemple sur l’espace euclidien E = Rd, le processus (Xt)t≥0 est l’unique solution forte de
l’Équation Différentielle Stochastique (ÉDS) suivante :

dXt =
√

2σ(Xt) dBt + b(Xt) dt,

7
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où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien standard sur Rd indépendant de X0, la matrice de
diffusion σ, de taille d × d, et le champ de vecteurs b satisfont les hypothèses de régularité
appropriées. Le générateur est donné pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd

par

Lf =
d∑

i,j=1

σσTi,j
∂2f

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi
∂f

∂xi
.

De même, l’exemple auquel on pense immédiatement est le processus dit de Kolmogorov sur
Rd, solution de l’ÉDS

dXt =
√

2 dBt −∇V (Xt) dt,

où V : Rd → R est un potentiel régulier tel que la mesure µ dont la densité de Lebesgue est
proportionnelle à e−V soit une mesure de probabilité. Le générateur est donné par

Lf = ∆f −∇V · ∇f,

et la mesure µ est alors invariante et réversible pour cette dynamique.

Étant donné un processus de Markov (Xt)t≥0 à valeurs dans l’espace polonais (E, d),
qu’il soit de sauts purs ou de diffusion, sa loi instantanée converge-t-elle en temps long vers une
mesure d’équilibre µ et si oui, dans quel sens et à quelle vitesse ? Parmi les pistes proposées
pour aborder ce type de problème, une des méthodes principales nécessitant potentiellement
peu d’informations sur l’éventuelle mesure invariante µ consiste à étudier ce que l’on appelle
la courbure de la dynamique, dont l’analogie avec la courbure de Ricci pour des variétés rie-
manniennes est à présent bien comprise, depuis le travail fondateur de Bakry et Émery [13]
dans les années 80 jusqu’aux travaux plus récents datant du milieu des années 2000 de Sturm
et von Renesse [168] et de Kuwada [123] notamment, les différentes notions de courbure de
processus introduites étant essentiellement équivalentes dans ce contexte continu. Notons par
ailleurs la généralisation de ces travaux dans les espaces métriques mesurés due parallèlement
à Sturm [166] et à Lott et Villani [140], ces contributions majeures étant principalement basées
sur une approche par le transport optimal en lien avec la convexité de l’entropie relative dans
l’ensemble des mesures de probabilités. En revanche, les espaces discrets sont dépourvus d’une
géométrie convenable (pas de structure différentiable ni de notion de géodésique pour l’espace
de Wasserstein associé), d’où la difficulté d’étudier la convergence vers l’équilibre des modèles
discrets, malgré l’apparente simplicité de la dynamique. À l’époque, les tentatives pour définir
une bonne notion de courbure dans des espaces discrets puis l’utiliser pour établir des inégalités
fonctionnelles encodant la convergence en temps long du processus, reposaient principalement
sur une adaptation du critère de courbure-dimension de Bakry-Émery, un critère par essence
« continu » bien que compatible avec la structure inhérente d’un espace discret, cf. les articles
[7, 163] pour des processus de Markov de sauts purs sur des graphes mais aussi les travaux de
l’école italienne pour des systèmes de particules en interaction [43, 49].
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2.1.1 Courbure de Wasserstein

Je ne fus pas le dernier à tenter ma chance en proposant au milieu des années 2000
une notion de courbure que j’espérais intrinsèque, c’est-à-dire permettant d’unifier les cadres
discret et continu dans l’étude de la convergence en temps long de ces dynamiques markoviennes.
Pour ce faire, dans l’article [111] paru en 2007, j’adaptai au cadre discret l’approche combinée
couplage/transport optimal initiée par Sturm et von Renesse, en proposant de considérer une
notion appelée courbure de Wasserstein, basée sur la distance de Wasserstein d’ordre 1. Pour
d’autres concepts plus ou moins équivalents, avec quelques nuances (en temps discret ou continu
et éventuellement au-delà du monde markovien), on pourra consulter l’article fondateur de
Dobrushin [74], les travaux de Marton [142] ou encore ceux autour de Chen [64, 65] ainsi que
les références plus récentes [73, 161] précédant de quelques années mon premier article [111] sur
le sujet.

Avant tout, procédons à de brefs rappels à propos du transport optimal. Si P(E) dé-
signe l’ensemble des mesures de probabilité sur E et P1(E) le sous-ensemble des mesures de
probabilité m admettant un moment d’ordre 1, c’est-à-dire telles qu’il existe x0 ∈ E tel que∫
E
d(x, x0)m(dx) < ∞, le coût de transport optimal entre deux mesures m1,m2 ∈ P1(E) est

défini par

W1(m1,m2) = inf
π∈Π(m1,m2)

∫
E

∫
E

d(x, y)π(dx, dy),

où Π(m1,m2) est l’ensemble des mesures de probabilité sur l’espace produit E × E ayant
pour première et seconde marginales m1 et m2, respectivement. Ci-dessus, la distance d(x, y)
représente le coût de transport d’une unité de masse de x vers y et π(dx, dy) la quantité déplacée
de x en y. L’espace (E, d) étant supposé polonais, ce coût est alors atteint et est une distance sur
P1(E) appelée distance de Wasserstein d’ordre 1, ou encore distance de Kantorovich-Rubinstein.
L’ensemble (P1(E),W1) est alors un espace polonais nommé l’espace de Wasserstein d’ordre 1 et
la convergence en distanceW1 est équivalente à la convergence faible des mesures de probabilité
et des moments d’ordre 1. En particulier, si d est la distance triviale sur E, d(x, y) = 1{x 6=y},
alorsW1 coïncide avec la distance en variation totale définie pour toutes mesures de probabilité
m1,m2 ∈ P(E) par

dVT(m1,m2) = sup
A∈B(E)

|m1(A)−m2(A)|.

Plutôt que d’utiliser les distances de Wasserstein d’ordre supérieur, le choix de la distance
W1 est motivé d’une part car elle donne lieu à une notion de courbure à venir la plus faible
possible et permet donc d’appréhender plus de cas, notamment dans des espaces discrets, et
d’autre part elle est plus facile à contrôler grâce à la célèbre dualité de Kantorovich-Rubinstein
qui, dans le cas de la distance de WassersteinW1, permet la représentation alternative suivante :

W1(m1,m2) = sup
f∈Lip1

∫
E

f dm1 −
∫
E

f dm2,

où Lip désigne l’espace des fonctions lipschitziennes sur l’espace métrique (E, d) muni de la
seminorme

‖f‖Lip = sup
x6=y∈E

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

,
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et Lip1 ⊂ Lip est le sous-ensemble des fonctions 1-lipschitziennes. Pour plus de détails à propos
de ces distances entre mesures de probabilité, nous renvoyons à l’ouvrage de référence de Villani
sur le transport optimal [177].

À présent, nous sommes en mesure d’introduire la notion de courbure de Wasserstein.
Ci-dessous la notation (Pt)t≥0 désigne le semigroupe associé au processus de Markov (Xt)t≥0 et
si ν ∈ P(E), alors νPt désigne la loi instantanée de Xt sachant que X0 suit la loi ν. Enfin, la
mesure δx est la masse de Dirac au point x ∈ E.

Définition 2.1.1. Soit (Xt)t≥0 un processus de Markov à valeurs dans (E, d) et de semigroupe
associé (Pt)t≥0 tel que δxPt ∈ P1(E) pour tout x ∈ E et tout t ≥ 0. Sa courbure de Was-
serstein est définie par la meilleure (i.e., la plus grande) constante σd telle que la contraction
exponentielle suivante ait lieu :

W1(δxPt, δyPt) ≤ e−σdt d(x, y), x, y ∈ E, t ≥ 0.

Bien évidemment, la courbure dépend fondamentalement de la distance d et changer la
métrique revient à la modifier. Plutôt que de parler de courbure, qui est une notion locale par
définition, on devrait parler ici de « courbure minorée » car si le processus est le mouvement
brownien standard sur une variété riemannienne, la constante σd n’est rien d’autre que la borne
inférieure sur la courbure de Ricci de la variété, cf. [168]. En particulier, cette notion de courbure
est pertinente pour les trois espaces modèles « en courbure constante » et étroitement liés par
les propriétés géométriques et fonctionnelles qu’ils partagent - grâce au Lemme de Poincaré
(sur la limite gaussienne de projections euclidiennes de la mesure de volume normalisée sur une
sphère en très grande dimension) et au Théorème Central Limite (TCL) - que sont :

◦ la sphère unité E = Sd ⊂ Rd+1 de dimension d munie de sa distance gédésique et
de sa mesure de volume normalisée, qui se révèle être la mesure invariante du mouvement
brownien standard sur cette variété riemannienne. La courbure de Wasserstein coïncide avec la
plus grande borne inférieure sur la courbure de Ricci de cette variété, qui est constante dans le
cas de la sphère et vaut d− 1.

◦ l’espace euclidien E = Rd muni de la mesure gaussienne standard γ (centrée et de
matrice de covariance l’identité) : le processus de Markov sous-jacent est un processus de Kol-
mogorov particulier nommé le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, de potentiel V (x) = |x|2/2 et
solution de l’ÉDS

dXt =
√

2 dBt −Xt dt,

ayant pour mesure invariante γ. Pour ce modèle, la courbure de Wasserstein vaut 1.
◦ l’hypercube E = {0, 1}d muni de la distance de Hamming, comptant le nombre de

coordonnées différentes entre deux points de {0, 1}d. Ici, la mesure de probabilité uniforme est
associée à la marche aléatoire simple à temps continu sur cet hypercube, de loi instantanée
produit

δxPt({y}) =
1

2d

d∏
i=1

(
1 + (−1)|xi−yi| e−t/d

)
, x, y ∈ {0, 1}d.
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La courbure de Wasserstein vaut 1/d. En effet, cette courbure ayant de bonnes propriétés
de tensorisation, le caractère produit de cette dynamique permet de ramener le calcul à la
dimension 1, situation dans laquelle elle vaut trivialement 1.

Notons que par la dualité de Kantorovich-Rubinstein, une définition alternative de cour-
bure de Wasserstein peut être proposée. En effet, la courbure de Wasserstein est la meilleure
constante σd dans l’inégalité suivante : pour toute fonction f ∈ Lip,

‖Ptf‖Lip ≤ e−σdt ‖f‖Lip, t ≥ 0.

En particulier si cette courbure est strictement positive, alors le semigroupe est une contraction
stricte sur l’espace Lip. On voit ainsi l’intérêt d’obtenir la stricte positivité d’une telle courbure
au sens où elle est fortement reliée à l’ergodicité du processus.

Théorème 2.1.2. Si la courbure de Wasserstein σd est strictement positive, alors il existe une
unique mesure invariante µ ∈ P1(E) telle que l’on ait la convergence exponentielle en distance
de Wasserstein W1 suivante : pour toute loi initiale ν ∈ P1(E),

W1(νPt, µ) ≤ e−σdtW1(ν, µ), t ≥ 0.

2.1.2 Inégalités fonctionnelles

Voyons à présent une autre façon d’appréhender l’ergodicité du processus. Pour ce faire,
nous allons introduire les inégalités fonctionnelles principales dont nous aurons besoin dans la
suite. Tout d’abord, définissons l’un des protagonistes principaux de ce mémoire, l’opérateur
carré du champ Γ : il s’agit de la forme bilinéaire symétrique suivante : pour toutes fonctions
f, g : E → R suffisamment régulières,

Γ(f, g) =
1

2
(L(fg)− f Lg − g Lf) .

Dans le cadre discret, il s’écrit

Γ(f, g)(x) =
1

2

∫
E

(f(y)− f(x)) (g(y)− g(x))Q(x, dy), x ∈ E,

tandis qu’en continu,

Γ(f, g) = σT∇f · σT∇g.

À présent, définissons l’opérateur carré du champ itéré Γ2 comme la forme bilinéaire symétrique
suivante : pour toutes fonctions réelles f, g suffisamment régulières sur E,

Γ2(f, g) =
1

2
(LΓ(f, g)− Γ(Lf, g)− Γ(f, Lg)) ,

obtenue par un procédé itératif à partir du carré du champ en remplaçant le produit par Γ lui-
même. Le célèbre critère de courbure-dimension CD(ρ,∞) de Bakry-Émery [13] est le suivant.
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Définition 2.1.3. Étant donnée une constante réelle ρ, on dit que la dynamique markovienne
satisfait le critère de courbure-dimension CD(ρ,∞) si pour toute fonction réelle f suffisamment
régulière sur E, on a l’inégalité ponctuelle

Γ2(f, f) ≥ ρΓ(f, f).

La meilleure constante (i.e., la plus grande) dans cette inégalité est notée ρBE.

Par exemple, dans le cadre du processus de Kolmogorov à valeurs dans l’espace euclidien
Rd, l’opérateur Γ2 s’écrit

Γ2(f, f) = ‖∇2f‖2
HS +∇f · ∇2V ∇f,

de sorte que ρBE = infRd ρ(∇2V ). Ci-dessus, les notations ρ(∇2V ) et ‖A‖HS =
√

Trace(AAT )
désignent respectivement la plus petite valeur propre de la matrice hessienne ∇2V et la norme
de Hilbert-Schmidt d’une matrice A. Ce critère est optimal dans le cas gaussien standard pour
lequel on a ρBE = 1, une quantité coïncidant avec la courbure de Wasserstein.

Étant donnée une mesure de probabilité µ sur E invariante pour le processus, l’opérateur
−L est positif dans L2(µ) car Γ est une forme bilinéaire symétrique positive. S’il est symétrique,
i.e., pour toutes fonctions f, g : E → R suffisamment régulières,∫

E

f (−Lg) dµ =

∫
E

(−Lf) g dµ =

∫
E

Γ(f, g) dµ,

l’opérateur −L est (essentiellement) auto-adjoint sur l’espace L2(µ) (car borné inférieurement) :
on parle alors de réversibilité de la dynamique. Dans le cadre discret, la réversibilité se lit
simplement sur la propriété

µ(dx)Q(x, dy) = µ(dy)Q(y, dx), x, y ∈ E,

appelée communément la condition de balance détaillée (ou équilibre détaillé).
Consacrons-nous à présent aux inégalités fonctionnelles. La première dont nous allons

nous servir est connue sous le nom d’inégalité de Poincaré.

Définition 2.1.4. Étant donnée une constante λ > 0, on dit que l’inégalité de Poincaré de
constante λ est satisfaite si pour toute fonction f : E → R suffisamment régulière, on a

λVarµ(f) ≤
∫
E

Γ(f, f) dµ,

où Varµ(f) désigne la variance de la fonction f sous µ, à savoir

Varµ(f) =

∫
E

f 2 dµ−
(∫

E

f dµ

)2

.

La constante optimale (i.e., la plus grande) dans l’inégalité de Poincaré est notée λ1.
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Comme on le verra dans la suite, il est intéressant quelquefois d’utiliser la variance sous
sa forme dupliquée, à savoir

Varµ(f) =
1

2

∫
E

∫
E

(f(x)− f(y))2 µ(dx)µ(dy).

L’intérêt d’obtenir une telle inégalité de Poincaré est qu’elle est étroitement liée à la
convergence exponentielle dans l’espace L2(µ) du semigroupe associé.

Théorème 2.1.5. L’inégalité de Poincaré de constante λ > 0 a lieu si et seulement si l’on a
l’inégalité suivante : pour toute fonction f ∈ L2(µ),

‖Ptf − µ(f)‖L2(µ) ≤ e−λt ‖Ptf − µ(f)‖L2(µ), t ≥ 0,

où µ(f) est l’intégrale de f sous µ.

Notons que sous l’hypothèse de réversibilité de la dynamique, on a la proposition sui-
vante, très commode en pratique.

Proposition 2.1.6. Étant donnée une constante λ > 0, on a dans le cadre réversible l’équi-
valence suivante : l’inégalité de Poincaré de constante λ est satisfaite si et seulement si pour
toute fonction réelle f suffisamment régulière sur E,∫

E

Γ2(f, f) dµ ≥ λ

∫
E

Γ(f, f) dµ.

Cette inégalité, qui n’est rien d’autre que le critère de courbure dimension CD(λ,∞)
intégré, peut être vue comme une inégalité duale de celle de Poincaré. De surcroît, toujours
dans le cadre réversible, l’inégalité de Poincaré de constante λ > 0 est équivalente au fait que
le spectre de l’opérateur −L soit inclus dans l’ensemble {0} ∪ [λ,∞[. Dans ce cas, la constante
optimale λ1 est appelée le trou spectral de l’opérateur −L, la première valeur propre λ0 étant
nulle (les fonctions propres associées sont les constantes, la mesure µ étant finie). En général,
estimer le trou spectral n’est pas une chose aisée : c’est l’un des objectifs principaux du chapitre
3 que nous aborderons ultérieurement.

Une autre inégalité fonctionnelle d’un grand intérêt est l’inégalité entropique, ou inégalité
de Sobolev logarithmique modifiée, suivante.

Définition 2.1.7. Étant donnée une constante ρ > 0, on dit que l’inégalité entropique de
constante ρ est vérifiée si pour toute fonction f : E →]0,∞[ suffisamment régulière, on a

ρEntµ(f) ≤
∫
E

f (−L log f) dµ,

où Entµ(f) désigne l’entropie de la fonction f sous µ :

Entµ(f) =

∫
E

f log f dµ−
∫
E

f dµ log

∫
E

f dµ.

On note ρ0 la constante optimale (i.e., la plus grande) dans cette inégalité.
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Dans le cadre diffusif, l’inégalité entropique coïncide à une constante près avec la célèbre
inégalité de Sobolev logarithmique de Gross apparue dans l’article fondateur [88],

Entµ(f 2) ≤ C

∫
E

Γ(f, f) dµ,

dans lequel il démontre l’équivalence de cette inégalité avec la propriété d’hypercontractivité du
semigroupe. En revanche dans le cadre discret, la règle de dérivation de Leibniz n’est pas vérifiée
et cela entraîne que l’inégalité entropique est différente de l’inégalité de Sobolev logarithmique
étudiée initialement par Diaconis et Saloff-Coste [72] pour estimer le temps de mélange de
chaînes de Markov sur un ensemble fini, d’où son appellation quelquefois d’inégalité de Sobolev
logarithmique modifiée, cf. par exemple les articles [49, 50, 70] dans lesquels est établie l’inégalité
entropique sous la condition de réversibilité pour divers systèmes de particules en interaction,
cette inégalité se réécrivant alors sous la forme plus symétrique,

ρEntµ(f) ≤
∫
E

Γ(f, log f) dµ

=
1

2

∫
E

∫
E

(f(x)− f(y)) (log f(x)− log f(y)) Q(x, dy)µ(dx).

Citons encore les travaux [57, 182] tournant autour d’inégalités de ce type pour des mesures
de Poisson, ainsi que le travail initial de Bobkov et Ledoux [29] sur les entiers naturels où
d’autres inégalités modifiées sont introduites pour étudier le phénomène de concentration de
la mesure. Dans le cadre des chaînes de Markov à temps continu réversibles sur un ensemble
fini, l’article de Bobkov et Tetali [31] propose une hiérarchie entre les différentes inégalités de
Sobolev logarithmiques modifiées et parmi celles-ci, il s’avère que la plus forte est justement
l’inégalité entropique (elle reste malgré tout moins forte que l’inégalité de Sobolev logarithmique
classique).

Parmi toutes les inégalités de Sobolev logarithmiques introduites, l’inégalité entropique
est celle qui encode la décroissance exponentielle du semigroupe en entropie, cf. par exemple
les articles [31, 72, 152] pour une preuve dans le cas discret non-réversible, un contexte moins
fréquemment étudié dans la littérature.

Théorème 2.1.8. L’inégalité entropique de constante ρ > 0 a lieu si et seulement si l’on a
l’inégalité suivante : pour toute fonction f : E →]0,∞[ d’entropie finie, on a

Entµ(Ptf) ≤ e−ρt Entµ(f), t ≥ 0.

À présent, tentons de dégager une hiérarchie entre toutes ces constantes associées aux
différentes propriétés d’ergodicité du processus. Tout d’abord, on a toujours l’inégalité

λ1 ≥
ρ0

2
,

(prendre f = 1 + εg dans l’inégalité entropique puis faire tendre ε vers 0), c’est-à-dire que
l’inégalité entropique est plus forte que l’inégalité de Poincaré. Dans le cadre diffusif, on a la
fameuse inégalité due à Bakry et Émery [13],

ρ0 ≥ 2 ρBE,
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traduisant l’obtention de l’inégalité de Sobolev logarithmique en courbure strictement positive.
Ces deux inégalités se révèlent optimales car ce sont des égalités dans le cas du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck de mesure invariante γ, pour lequel on a λ1 = ρBE = 1 et ρ0 = 2. En
revanche, le lien entre la courbure de Wasserstein et les constantes optimales λ1 et ρ0 n’est
absolument pas clair dans le cadre discret. Néanmoins, on a le résultat suivant, sans doute
dû à Chen même s’il est difficile à dater précisément dans son oeuvre foisonnante. En guise
de référence, on pourra consulter le chapitre 9 de son livre [61]. Ci-dessous, l’hypothèse de
réversibilité est due à l’approche spectrale utilisée par Chen.

Théorème 2.1.9. On suppose que la courbure de Wasserstein σd d’un processus de Markov
réversible est strictement positive. Alors l’inégalité de Poincaré de constante σd a lieu ou, en
d’autres termes, λ1 ≥ σd.

Au vu de l’ensemble des éléments que nous venons de décrire, reliant la courbure de
Wasserstein aux diverses propriétés d’ergodicité du processus, il n’est pas surprenant d’envisager
qu’une hypothèse de courbure de Wasserstein strictement positive puisse contribuer à la vitesse
de convergence du théorème ergodique, ou Loi des Grands Nombres (LGN) markovienne, à
savoir la convergence en temps long des mesures empiriques du type Lt = t−1

∫ t
0
δXs ds vers

l’équilibre µ. En particulier, si l’on note Pν la probabilité P sachant que X0 suit la loi ν et Lt(f)
l’intégrale d’une fonction donnée f : E → R par rapport à la mesure empirique Lt, une façon
classique de quantifier cette convergence est d’obtenir des bornes non-asymptotiques en temps
sur les probabilités de déviation du type

Pν (|Lt(f)− µ(f)| ≥ r) , r > 0,

en fonction des paramètres d’intérêt de la dynamique markovienne. Une telle étude sort com-
plètement du cadre asymptotique de la théorie des grandes déviations : c’est l’objet de ce que
l’on appelle communément le phénomène de concentration de la mesure.

2.1.3 Concentration de la mesure

Avant de rentrer plus en détail dans les résultats que nous allons exposer incessamment
sous peu, procédons à quelques rappels sur la concentration de la mesure. Munissons l’espace
polonais (E, d) d’une mesure de probabilité, disons ν. Le phénomène de concentration de la
mesure (ou plutôt sa version fonctionnelle) a lieu lorsque cet espace métrique mesuré, observé
à travers une bonne classe de fonctions réelles définies sur E, apparaît plus petit qu’il ne l’est
véritablement. Mathématiquement, cela se traduit par l’existence d’une fonction αν : [0,∞)→
[0, 1] tendant vers 0 à l’infini telle que l’on ait l’inégalité suivante :

ν ({x ∈ E : |f(x)−mν(f)| > r}) ≤ 2αν(r), r > 0,

où mν(f) est une médiane de f sous ν, qui peut être remplacée par ν(f), la moyenne de f
sous ν, ou toute autre constante, quitte à translater le niveau de déviation r. La fonction f
est classiquement supposée lipschitzienne par rapport à la distance d (et même 1-lipschitzienne
pour une raison de normalisation, d’où le fait qu’elle n’apparaisse pas dans la fonction αν), ce
choix étant fortement motivé par des questions isopérimétriques (on se réfèrera aux travaux
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précurseurs de Lévy datant de 1919). Lorsque l’on s’intéresse à la concentration du point de
vue de la fonction f , on dit alors que f se concentre autour de l’une de ses médianes mν(f) à
vitesse αν .

Le phénomène de concentration de la mesure a des conséquences et ramifications impor-
tantes en analyse fonctionnelle et en géométrie, comme en statistiques, une thématique dans
laquelle le caractère hautement dimensionnel des objets manipulés est primordial. C’est là l’une
des propriétés les plus intéressantes de la concentration de la mesure, amenant la célèbre obser-
vation de Talagrand [129, 172] que l’on peut traduire ainsi : « les fonctions d’un grand nombre
de variables ayant de petites variations sont (presque) constantes ». Le phénomène de concen-
tration de la mesure a été découvert par Milman au début des années 70, dans le cadre de ses
travaux sur la géométrie des espaces de Banach. Il a notamment utilisé dans [151] de telles idées
de concentration pour proposer une nouvelle démonstration du théorème de Dvoretzky sur les
sections (presque) sphériques des corps convexes. Pour n’en citer que quelques-uns, s’ensui-
virent à partir des années 80 les contributions majeures d’inspiration géométrique de Gromov
[85, 86, 87] jusqu’aux travaux de Talagrand [171] dans les espaces produits, mêlant à la fois
les approches combinatoire, fonctionnelle et probabiliste. Enfin, un nouveau point de vue sur
la concentration de la mesure a été proposé au milieu des années 90 d’une part par Bobkov et
Ledoux, cf. [28, 29, 126, 127], basé essentiellement sur la théorie des inégalités fonctionnelles de
type entropique et la fameuse méthode de Herbst (due à Herbst en 1975 dans une lettre non
puliée adressée à Gross), et d’autre part par Marton [142] suivie de près par Bobkov et Götze
[25] à propos des liens étroits que la concentration entretient avec le transport optimal de me-
sures. Pour une introduction en douceur sur le sujet ainsi qu’une liste exhaustive de références
historiques, le lecteur intéressé pourra consulter le livre de Ledoux [129], tandis que le survey
plus récent de Gozlan-Léonard [83] propose un état de l’art des inégalités de transport reliées
à la concentration de la mesure.

Si la fonction αν est du type αν(r) = exp (−c r2), où c > 0 est une constante dépendant
de certains paramètres associés à l’espace métrique mesuré (E, d, ν), on parle de concentration
gaussienne, car elle est similaire à celle de la loi gaussienne γ. Dans le cadre continu, ce type
de concentration s’obtient par exemple par la méthode de Herbst à partir d’une inégalité de
Sobolev logarithmique, cf. [128] pour une présentation générale de l’argument. En travaillant un
peu, cette approche peut être adaptée au cadre discret et plus précisément pour les ensembles
finis (la réversibilité jouant alors un rôle important, car elle permet de contourner l’absence
de la règle de Leibniz), cf. [31, 105], l’inégalité de Sobolev logarithmique n’étant en général
pas vérifiée lorsque E est dénombrable. En revanche, si la décroissance de la fonction αν est
plutôt en exp (−c r), il s’agit alors d’un régime exponentiel, établi par exemple pour les lois
exponentielle et géométrique, cf. [28, 114]. L’inégalité fonctionnelle derrière ce comportement
est l’inégalité de Poincaré, un phénomène mis en avant par Gromov et Milman [87] dans le cas
continu et retrouvé par Aida et ses coauteurs dans [1, 2], entraînant l’intégrabilité exponentielle
de la mesure ν. Dans le cas des graphes, cette analyse est due à Alon et Milman [4]. Le TCL
embusqué, le bon comportement est en fait une décroissance mixte gaussienne/exponentielle du
type αν(r) = exp (−min {c r2, Cr}), un régime gaussien apparaissant pour les petits niveaux de
déviation r. Par exemple, ce caractère mixte apparaît dans les travaux de Talagrand [170] et de
Maurey [143], ainsi qu’ultérieurement dans les articles [28, 105, 114]. L’intérêt d’une approche
de la concentration par de telles inégalités fonctionnelles réside dans l’aspect adimensionnel des
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résultats obtenus, ces inégalités ayant de bonnes propriétés de tensorisation. Bien évidemment,
il existe d’autres types de concentration apparaissant fréquemment dans la littérature, comme
la concentration poissonnienne typique des espaces discrets (car analogue à la queue de distri-
bution d’une loi de Poisson) en exp (−c r log(1 + C r)), cf. [7, 29, 102, 104, 111, 115, 162, 182],
dont certaines de ces inégalités sont issues d’inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées, ou
encore celle pour les mesures de probabilité à queue lourde pour lesquelles αν décroît seulement
polynomialement, ceci étant dû bien sûr à un manque d’intégrabilité exponentielle. Citons par
exemple les travaux de Houdré et ses coauteurs [46, 103] sur le sujet. Pour une approche statis-
tique mathématique de la concentration des processus empiriques mettant en exergue ces divers
comportements en fonction des paramètres importants du modèle considéré, dont certaines des
inégalités associées ont pour nom les inégalités de Hoeffding, de Bernstein et de Bennett, on
pourra consulter l’ouvrage de référence [42].

2.2 Quelques résultats

À présent, nous allons exposer quelques-uns des résultats que nous avons obtenus prin-
cipalement dans les articles [89, 112, 113], correspondant chacun à une partie indépendante
des deux autres. Néanmoins, le fil conducteur de ces travaux est le lien étroit entre courbures,
inégalités fonctionnelles et concentration de la mesure réunissant à la fois les cadres discret et
continu.

2.2.1 Courbure de Wasserstein et concentration de la moyenne em-
pirique

Comme annoncé plus haut, il est tentant d’imaginer que la courbure de Wasserstein
puisse avoir des conséquences intéressantes sur la LGN markovienne, et plus précisément en
termes de concentration de la moyenne empirique Lt(f) autour de l’équilibre µ(f) pour une
certaine classe de fonctions f : c’est l’objet du premier travail que je vais présenter dans ce
mémoire, tiré de l’article [112] datant de 2009, et qui unifie les cadres discret et continu.

Dans les dix années précédant ce travail, de nombreux résultats sur le sujet ont vu le
jour, mettant en exergue des comportements différents des processus de Markov considérés sous
diverses hypothèses. Tout d’abord, en utilisant une approche de type Feynman-Kac, Wu [181]
a établi pour des processus de Markov aussi bien discrets que continus une borne de déviation
pour des fonctions f intégrables par rapport à µ, exhibant une décroissance exponentielle en
temps du type exp(−tβ(r)). Cette estimation est optimale dans le cadre réversible à la fois en
temps long et par rapport au niveau de déviation r, la fonction β coïncidant ici avec la fonction
de taux du Principe de Grandes Déviations (PGD) sous-jacent qui n’est malheureusement pas
explicite. C’est pourquoi ce travail a ensuite fait l’objet d’améliorations par plusieurs auteurs
ayant proposé, sous des hypothèses de « Lipschitzianité » ou de moment sur les fonctions f
considérées, des inégalités de concentration gaussiennes ou exponentielles (voire même polyno-
miales) essentiellement pour des diffusions dont la mesure invariante satisfait certaines inégalités
fonctionnelles comme celle de Poincaré, de Sobolev logarithmique ou encore des inégalités de
transport, cf. par exemple les articles [53, 73, 90]. À l’époque, les techniques utilisées reposaient



18 CHAPITRE 2. COURBURES, INÉGALITÉS ET CONCENTRATION

fortement sur l’aspect diffusif des processus et étaient par conséquent difficilement transpo-
sables à des processus de Markov de sauts purs. Mentionnons cependant le remarquable travail
de Lezaud [136, 137] à partir de la fin des années 90, unifiant les milieux discret et continu en
utilisant une approche originale, la théorie des perturbations de Kato. Les bornes de déviation
qu’il a alors obtenues pour des fonctions f bornées sont poissonniennes, sous l’hypothèse d’un
trou spectral satisfait par la dynamique qui de surcroît est supposée bornée.

Le contexte à présent exposé, décrivons le résultat principal contenu dans notre article
[112]. Bien que l’approche adoptée unifie à la fois les cadres discret et continu, concentrons-nous
essentiellement sur l’aspect discret. Le processus de Markov générique (Xt)t≥0 à valeurs dans
l’ensemble discret (E, d) est de sauts purs, la dynamique x → Q(x,E) étant éventuellement
non bornée sur E. De surcroît, on suppose

V (x) =
1

2

∫
E

d(x, y)2Q(x, dy) <∞,

cette quantité étant entendue comme un contrôle du carré du champ appliqué aux fonctions
lipschitziennes, i.e., pour toute fonction f ∈ Lip, on a immédiatement l’inégalité ponctuelle
Γ(f, f) ≤ V ‖f‖2

Lip. De plus, si V est intégrable par rapport à µ ou bornée, alors cela permet de
dominer la variance de f sous la mesure invariante µ dès lors que l’inégalité de Poincaré a lieu,
ce qui est le cas sous les hypothèses de réversiblité et de courbure de Wasserstein strictement
positive, d’après le Théorème 2.1.9 : pour toute fonction f ∈ Lip, on a

Varµ(f) ≤
‖V ‖∞ ‖f‖2

Lip

σd
,

où ‖ · ‖∞ désigne la norme « infini » sur l’espace discret E.

Combinée à une méthode de tensorisation issue de la discrétisation temporelle de la
moyenne empirique (la difficulté essentielle réside dans la spécificité de la loi jointe d’un vecteur
extrait du processus de Markov, qui n’est assurément pas produit mais seulement conditionnel-
lement produit), l’utilisation de la courbure de Wasserstein nous a permis d’établir de nouvelles
inégalités de concentration poissonniennes non-asymptotiques en temps pour des fonctions lip-
schitziennes. En particulier, la réversibilité n’y joue aucun rôle spécifique.

Théorème 2.2.1. On suppose que la courbure de Wasserstein σd du processus est strictement
positive. De plus, on fait l’hypothèse que les sauts sont bornés par une constante b > 0 et que
la fonction V est bornée. Alors pour toute fonction f ∈ Lip, tout x ∈ E et tout temps t ≥ 0,
on a : pour tout r > 0,

Pδx (|Lt(f)− µ(f)| > r +Mt,x) ≤ 2 exp

(
− tr

2bCt,σd‖f‖Lip

log

(
1 +

br

2‖V ‖∞Ct,σd‖f‖Lip

))
,

(2.2.1)

où Ct,σd désigne la constante Ct,σd = (1−e−σdt)/σd et Mt,x est le terme correctif dû au centrage,
Mt,x = Ct,σd ‖f‖LipW1(µ, δx)/t, qui tend vers 0 lorsque t tend vers l’infini.
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Tout d’abord, notons que subséquemment à l’hypothèse de courbure, il est nécessaire de
supposer la bornitude des sauts du processus. En effet, dans le cas contraire, considérons sur
(Z, | · |) le processus le plus simple auquel on puisse penser, celui qui à chaque instant t > 0
reste en l’état initial avec probabilité e−t ou est distribué avec probabilité (1 − e−t) selon une
mesure de probabilité µ de support plein sur Z, qui se révèle être son unique mesure invariante.
En particulier, sa courbure de Wasserstein vaut 1. Néanmoins, si la mesure µ n’admet pas de
moment exponentiel (par exemple, une loi à queue lourde fera l’affaire), la loi instantanée de Xt

n’admet pas elle non plus de moment exponentiel, d’où l’impossibilité d’obtenir une inégalité
de concentration même exponentielle de la moyenne empirique autour de l’équilibre : dans la
situation présente, les sauts ne sont pas bornés.

Commentons à présent l’inégalité (2.2.1). Il s’avère qu’elle étend dans plusieurs directions
celles proposées par Lezaud dans ses articles [136, 137]. Tout d’abord, les fonctions f considérées
ici ne sont pas forcément bornées mais lipschitziennes, tout comme la dynamique x→ Q(x,E)
qui n’est pas supposée bornée. Enfin, aucune régularité particulière n’est requise sur la loi
initiale (disons ν) du processus alors que Lezaud la suppose absolument continue par rapport
à la mesure invariante µ, de densité (disons g) de carré intégrable dans L2(µ), une hypothèse
intrinsèquement liée à l’approche spectrale qu’il utilise. En particulier si E est fini et ν est une
masse de Dirac δx, la quantité ‖g‖L2(µ) vaut 1/

√
µ({x}) et a donc vocation à exploser lorsque

E devient grand. Néanmoins, le prix à payer pour que l’on obtienne de telles améliorations est
de supposer une courbure de Wasserstein strictement positive, qui est une hypothèse plus forte
en situation de réversibilité que celle mise en avant par Lezaud, à savoir l’existence d’un trou
spectral, cf. le Théorème 2.1.9.

Dans le cadre diffusif pour lequel la technique peut être adaptée aisément, cette méthode
est suffisamment robuste pour récupérer une décroissance gaussienne faisant intervenir le supre-
mum essentiel (par rapport à la mesure de référence sur l’espace E considéré) du carré du champ
à la place de la quantité ‖V ‖∞‖f‖2

Lip. Notons par ailleurs que le régime gaussien apparaît de
nouveau, indépendamment de la nature discrète ou continue de l’espace E, lorsqu’on applique
le TCL markovien (ceci correspond à prendre r petit, l’ordre de grandeur étant en 1/

√
t). En

revanche, contrairement au second travail de Lezaud [137], on ne récupère pas exactement la
variance asymptotique σ2

f = limt→∞ tVarµ(Lt(f)) de la fonction f mais simplement une borne
supérieure sur cette quantité dans le cas réversible. En effet, on peut montrer en travaillant un
peu l’inégalité

σ2
f ≤

2‖V ‖∞‖f‖2
Lip

σ2
d

.

À titre d’exemples, le Théorème 2.2.1 peut aussi bien être appliqué à des modèles mul-
tidimensionnels qu’aux processus de naissance et de mort à valeurs entières que nous allons
maintenant considérer. L’exemple prototypique d’un tel processus est une célèbre file d’attente,
nommée M/M/∞ selon la classification de Kendall pour les processus de queues markoviens,
ayant pour générateur

Lf(x) = λ (f(x+ 1)− f(x)) + x (f(x− 1)− f(x)) , x ∈ N,

où les taux de transition de naissance et de mort sont respectivement constant et linéaire. La
mesure invariante µ est la loi de Poisson de paramètre λ > 0. Bien que d’apparence simple,
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il s’agit d’une dynamique non bornée sur N pour laquelle aucun des résultats de déviation
mentionnés jusqu’à présent n’était réellement disponible. Néanmoins, nous sommes en mesure
de lui appliquer le Théorème 2.2.1. Voyons tout d’abord comment procéder dans le cas général.
Si u est une fonction strictement positive sur N avec par convention u−1 = 1, on observe que
la fonction bivariée

d(x, y) =

∣∣∣∣∣
x−1∑
k=0

uk −
y−1∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ , x, y ∈ N,

définit une distance sur les entiers naturels. L’intérêt d’introduire ce type de distance est qu’elle
préserve la structure géodésique, c’est-à-dire qu’étant donnés plusieurs points distincts sur N,
la distance entre les deux plus éloignés correspond à la somme des distances intermédiaires, ce
qui permet dans la détermination de la courbure de Wasserstein σd de réduire le problème aux
points voisins. On démontre alors par un argument de couplage le résultat suivant.

Théorème 2.2.2. La courbure de Wasserstein du processus définie en fonction de cette distance
vaut

σd = inf
x∈N

{
νx+1 + λx − νx

ux−1

ux
− λx+1

ux+1

ux

}
.

Mentionnons que Van Doorn [173] a montré que le trou spectral λ1, qu’il appelle le
paramètre de décroissance, majorait cette constante σd pour certains choix de fonction u, sans
qu’aucun lien n’ait été fait avec l’aspect métrique et une quelconque décroissance exponentielle
en distance de Wasserstein. Plus tard, Chen [60] a établi par la méthode de couplage mentionnée
ci-dessus que le trou spectral valait exactement le supremum de ces constantes σd pris sur
l’ensemble de ces fonctions strictement positives u. Autrement dit, si ce supremum est atteint,
il s’agit alors d’un cas d’égalité dans le Théorème 2.1.9, la distance d reliée à la fonction u
réalisant le supremum s’écrivant alors d(x, y) = |g1(x) − g1(y)|, où g1 est une fonction propre
associée au trou spectral, qui dans ce cas s’avère être une vraie valeur propre.

Bref, il reste ainsi à trouver une distance d construite à partir d’une fonction strictement
positive u (on rappelle que ux = d(x, x+ 1) pour tout x ∈ N) telle que :

◦ la courbure de Wasserstein σd soit strictement positive ;
◦ les sauts du processus soient bornés relativement à la distance d, ce qui revient à

supposer la bornitude de la fonction u ;
◦ la fonction V soit bornée, avec ici

V (x) =
1

2

(
λx d(x, x+ 1)2 + νx d(x, x− 1)2

)
=

1

2

(
λx u

2
x + νx u

2
x−1

)
.

Ces hypothèses sont souvent faciles à satisfaire en pratique, auquel cas le Théorème 2.2.1 peut
s’appliquer pour des fonctions lipschitziennes par rapport à cette distance d. In fine, si l’on
revient à la file d’attente M/M/∞, on récupère alors une borne de déviation poissonnienne
pour des fonctions f dont l’ordre de grandeur à l’infini est en

√
x, la distance d étant construite
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à partir d’une fonction u à croissance au plus 1/
√
x à l’infini. Bien que sûrement sous-optimal

(on s’attend plutôt à ce que la fonction identité elle-même satisfasse cette borne de déviation),
ce résultat est sans doute l’un des premiers, sinon le premier, à considérer de telles dynamiques
non bornées en sortant du cadre des fonctions f bornées.

2.2.2 Courbure de Ricci grossière et méthodes MCMC

En 2009, Yann Ollivier a introduit dans un article retentissant [155] une notion de
courbure pour des chaînes de Markov, qu’il a appelée la courbure de Ricci grossière (ou encore
courbure de Ricci discrète, à présent connue sous le nom de courbure de Ricci-Ollivier) et
qui ressemble dans l’esprit à la courbure de Wasserstein, la différence majeure au-delà de la
distinction temps discret/continu étant qu’elle est plus locale car définie pour un couple de
points. Plus précisément, la définition est la suivante.

Définition 2.2.3. Étant donnée une chaîne de Markov (Xn)n∈N à valeurs dans (E, d) et de
matrice de transition P telle que δxP ∈ P1(E) pour tout x ∈ E, sa courbure de Ricci grossière
κ(x, y) entre deux points distincts x, y ∈ E est définie par la quantité

κ(x, y) = 1− W1(δxP, δyP )

d(x, y)
.

Ainsi, la chaîne de Markov a une courbure minorée par une constante réelle κ si l’inégalité

W1(δxP, δyP ) ≤ (1− κ) d(x, y), x, y ∈ E,

a lieu. Autrement dit, cette inégalité est reliée à une version à temps discret de la courbure de
Wasserstein (modulo le fait qu’elle n’est définie qu’à travers un seul pas de temps effectué par la
chaîne) et c’est cette notion de « courbure minorée » qui est réellement utilisée en pratique. Dans
le cas des chaînes de Markov finies, une minoration strictement positive de la courbure de Ricci
grossière n’est rien d’autre qu’une contraction dans la méthode de couplage de chemins initiée
par Bubley et Dyer [47]. On remarque qu’une courbure positive signifie que les lois δxP et δyP
sont plus proches que les masses de Dirac δx et δy au sens de la distance de Wasserstein W1. En
particulier, la courbure de Ricci grossière a, lorsqu’elle est minorée par une constante strictement
positive, de nombreuses conséquences en matière d’ergodicité, d’inégalités fonctionnelles et de
concentration satisfaites par la loi instantanée de la chaîne de Markov, mais aussi par la mesure
invariante. Par exemple, on a le résultat suivant, qui est l’analogue à temps discret du Théorème
2.1.2.

Théorème 2.2.4. Si la courbure de Ricci grossière est minorée par une constante κ > 0, alors
il existe une unique mesure invariante µ ∈ P1(E) telle que l’on ait la convergence exponentielle
en distance de Wasserstein W1 suivante : pour toute loi initiale ν ∈ P1(E),

W1(νP n, µ) ≤ (1− κ)nW1(ν, µ), n ∈ N. (2.2.2)

Pour plus de détails sur les propriétés de la courbure de Ricci grossière, nous renvoyons
à l’article fondateur [155].
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Avec Yann Ollivier, nous nous sommes alors intéressés dans l’article [113] publié en
2010 à la généralisation dans plusieurs directions des bornes non-asymptotiques d’ergodicité
mentionnées dans la Section 2.1.1, concernant la moyenne empirique à temps discret de la
chaîne de Markov (Xn)n∈N ,

LN =
1

N

T0+N∑
k=T0+1

δXk
,

où T0 est le « temps de chauffe », ou burn-in, de la chaîne. En particulier, l’idée est de choisir
T0 suffisamment grand, en général de l’ordre du temps de mélange

τ = inf

{
n ∈ N : dVT(δxP

n, µ) ≤ 1

4

}
,

(le 1/4 étant anecdotique, l’important étant que la valeur considérée soit strictement inférieure
à 1/2 pour des raisons de (presque) sous-multiplicativité de la distance ci-dessus par rapport
à n) une quantité pour laquelle une borne supérieure est souvent accessible en situation de
courbure strictement positive. Alors XT0 suit approximativement la loi invariante µ et l’esti-
mation de l’intégrale µ(f) par la moyenne empirique LN(f) a lieu sur les N pas suivants de
la trajectoire markovienne. Dans cet article, nous avons obtenu sous l’hypothèse de courbure
strictement positive des contrôles de l’erreur quadratique moyenne et des inégalités de concen-
tration mixtes gaussiennes/exponentielles menant à des intervalles de confiance utilisables en
pratique, et avons étudié l’influence du point de départ de la chaîne sur la variance. Tout en
établissant des garanties théoriques sur ces convergences applicables sur de nombreux exemples,
aussi bien discrets que continus en temps et/ou en espace (tels que la marche aléatoire pares-
seuse sur l’hypercube, la dynamique de Glauber à haute température pour le modèle d’Ising,
les files d’attente markoviennes comme la file M/M/∞ que nous avons abordée précédemment,
les schémas d’Euler et enfin les diffusions sur des variétés riemanniennes à courbure de Ricci
strictement positive), l’idée était de conserver un important aspect pratique à travers la modé-
lisation issue des algorithmes MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Rappelons que la méthode
classique de Monte Carlo est de proposer un algorithme efficace de simulation d’intégrale du
type

∫
E
f dµ, où µ est une loi de probabilité sur E et f ∈ L1(µ) est une fonction donnée.

Essentiellement basée sur la LGN pour les variables ou vecteurs aléatoires i.i.d. de loi µ, elle
devient inopérante dès lors que µ est partiellement connue (même à une constante - de norma-
lisation - près, par exemple pour des raisons de haute dimensionnalité ou de très grand cardinal
de l’espace E) alors que la méthode MCMC, reposant sur la LGN markovienne, permet de
contourner cette difficulté. Bien évidemment, il y a un prix à payer qui est d’introduire des
corrélations dans la modélisation en remplaçant l’échantillon i.i.d. par une chaîne de Markov
construite de manière à ce que la probabilité cible µ soit son unique mesure invariante (par
exemple en utilisant l’algorithme de Metropolis-Hastings). Pour une introduction instructive
sur ces méthodes MCMC ainsi que des résultats et problèmes ouverts sur le sujet, on pourra
consulter le survey de Roberts et Rosenthal [158].

À présent, exposons plus en détail quelques résultats que nous avons établis, dont l’idée
principale des preuves repose tout particulièrement sur une extension de la méthode de ten-
sorisation introduite dans l’article [112] décrit auparavant. Tout d’abord, en procédant à une
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décomposition classique sous la forme biais/variance,

Eδx
[
|LN(f)− µ(f)|2

]
= |Eδx [LN(f)]− µ(f)|2 + Eδx

[
|LN(f)− Eδx [LN(f)]|2

]
,

ce dernier terme étant noté dans la suite Varδx(LN(f)), nous sommes en mesure d’estimer l’er-
reur quadratique moyenne par des bornes ne requérant pas d’information a priori sur la mesure
invariante µ, toutes les quantités apparaissant étant très souvent calculables ou contrôlables en
pratique.

Théorème 2.2.5. On suppose que la courbure de Ricci grossière de la chaîne est minorée par
une constante κ > 0. Alors pour toute fonction f ∈ Lip, on a l’estimation du biais suivante :
pour tout x ∈ E et tout temps N ∈ N∗,

|Eδx [LN(f)]− µ(f)| ≤ (1− κ)T0+1 ‖f‖Lip

κN
W1(δx, µ), (2.2.3)

et, sous réserve que l’inégalité suivante fasse sens, un contrôle de la variance : pour tout x ∈ E
et tout temps N ∈ N∗,

Varδx(LN(f)) ≤ 1

κN

(
1 +

1

κN
1{T0 6=0}

) ‖f‖2
Lip

κ
sup
x∈E

sup
g∈Lip1

VarδxP (g). (2.2.4)

Remarquons que l’estimation du biais (2.2.3) décroît exponentiellement en le burn-in
T0. Par ailleurs, en utilisant l’inégalité triangulaire puis la borne (2.2.2) avec n = 1 et ν = δx,
on obtient aisément la majoration

W1(δx, µ) ≤ 1

κ
W1(δx, δxP ), (2.2.5)

entraînant ainsi dans (2.2.3) une estimation du biais par une quantité en réalité ne dépendant
pas de la mesure invariante µ. On aurait pu aussi penser à majorer cette quantité W1(δx, µ)
par le diamètre de E, ce qui peut être intéressant dans certaines situations, mais rien ne nous
dit a priori qu’il est fini, l’espace E étant éventuellement non borné. De même, la distance
W1(δx, δxP ) peut être bornée dès lors que les sauts de la chaîne sont supposés bornés, c’est-à-
dire que la quantité

σ∞ =
1

2
sup
x∈E

diam supp δxP,

est finie, la notation diam supp désignant le diamètre du support d’une mesure donnée.
Commentons à présent l’inégalité (2.2.4). Tout d’abord, on voit apparaître une quantité

de l’ordre du (carré du) diamètre observable selon Gromov [86] à travers la contribution de la
variance des fonctions 1-lipschitziennes sous la loi δxP . En pratique, on peut s’en débarrasser
grâce à l’inégalité triviale

sup
g∈Lip1

VarδxP (g) ≤ 1

2

∫
E

∫
E

d(y, z)2 δxP (dy)δxP (dz),
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obtenue en écrivant la variance sous sa forme dupliquée. Par ailleurs, mentionnons que les termes
de l’inégalité (2.2.4) ont été regroupés de cette manière pour être en mesure de comparer notre
estimation de la variance avec celle issue de la méthode de Monte Carlo classique, qui donnerait
Varµ(LN(f)) = Varµ(f)/N dans le cadre i.i.d. de loi µ. En effet, si l’on sait échantillonner sous
la mesure µ, alors l’inégalité suivante,

Varµ(f) ≤
‖f‖2

Lip

κ
sup
x∈E

sup
g∈Lip1

VarδxP (g),

que l’on démontre par récurrence puis passage à la limite ergodique, indique que la décroissance
de la variance de la moyenne empirique est en 1/κN , seul un facteur 1/κ étant perdu lors du
passage de l’indépendant au corrélé. En fait il s’avère que cette perte est assez naturelle au
moins dans le cas réversible. En effet, si le burn-in T0 est choisi de l’ordre du temps de mélange
τ introduit précédemment, alors contrôler la variance dans le Théorème 2.2.5 revient à contrôler
la variance de la moyenne empirique sous µ. En courbure strictement positive, les covariances
décroissant exponentiellement avec taux 1− κ, on montre ainsi que

Varµ (LN(f)) ≤ 2

κN
Varµ(f),

justifiant la présence de cette constante 1/κ dans le préfacteur de l’inégalité (2.2.4).
Dans un second temps, une contribution importante de ce travail est de proposer un autre

contrôle de la variance affranchi du supremum en espace apparaissant dans (2.2.4). En effet,
même si en pratique l’hypothèse souvent utilisée σ∞ < ∞ (par exemple pour la concentration
que nous allons évoquer dans un instant) entraîne la bornitude de la fonction x → VarδxP (g)
pour g ∈ Lip1, ce supremum peut se révéler problématique dans les passages à la limite en
temps continu, comme dans le cas simple d’un modèle d’urne d’Ehrenfest, de la file d’attente
markovienne M/M/∞ ou encore pour des solutions d’ÉDS dont la matrice de diffusion σ n’est
pas bornée. Le résultat annoncé, englobant ces exemples avec notamment dans le cas continu
une matrice de diffusion dont le carré de la norme d’opérateur est autorisé à être, ou majoré
par, une fonction lipschitzienne, est le suivant. Pour ne pas surcharger l’inégalité ci-dessous, on
suppose ici que le burn-in T0 est nul.

Théorème 2.2.6. Supposons la courbure de Ricci grossière de la chaîne minorée par une
constante κ > 0. De surcroît, on fait l’hypothèse qu’il existe une fonction h ∈ Lip telle que

1

κ
sup
g∈Lip1

VarδxP (g) ≤ h(x), x ∈ E.

Alors pour toute fonction f ∈ Lip, la variance de la moyenne empirique est cette fois contrôlée
de la manière suivante : pour tout x ∈ E et tout temps N ∈ N∗,

Varδx(LN(f)) ≤
‖f‖2

Lip

κN

(
µ(h) +

‖h‖Lip

κN
W1(δx, µ)

)
.

Lorsque h est une fonction constante, on retrouve le résultat du Théorème 2.2.5. Sinon,
le supremum en l’état initial est remplacé par la moyenne de h sous µ et la borne supérieure
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se comporte pour N grand en ‖f‖2
Lipµ(h)/κN , avec une correction d’ordre 1/(κN)2 dépendant

de l’état initial x. De nouveau, les termes faisant intervenir la mesure invariante µ peuvent être
contrôlés grâce à l’inégalité (2.2.5), l’intégrale µ(h) de la fonction lipschitzienne h étant alors
majorée de la manière suivante :

µ(h) ≤ h(z) +
‖h‖Lip

κ
W1(δz, δzP ), z ∈ E,

le point z pouvant être choisi ou non égal à l’état initial x de la chaîne.
Avant de nous intéresser aux bornes de déviation, mentionnons que tous nos résultats

s’adaptent immédiatement au cas d’un état initial X0 aléatoire. En effet, un terme supplémen-
taire apparaît alors dans l’erreur quadratique moyenne, i.e., si ν ∈ P1(E) désigne la loi initiale
de la chaîne, alors

Eν
[
|LN(f)− µ(f)|2

]
= |Eν [LN(f)]− µ(f)|2 +

∫
E

Varδx(LN(f)) ν(dx)

+ Varν(E[LN(f) | X0 = ·]).

La fonction P kf étant lipschitzienne de constante (1− κ)k ‖f‖Lip, on montre alors que

Varν(E[LN(f) | X0 = ·]) ≤ (1− κ)2(T0+1)

2κ2N2

∫
E

∫
E

d(x, y)2 ν(dx)ν(dy),

et le tour est joué. Notons également que la quantité W1(δx, µ) dans l’inégalité sur le biais
(2.2.3) peut être remplacée par la distance W1(ν, µ), permettant de réduire considérablement
l’estimation proposée si d’aventure la loi initiale ν est proche de la loi invariante µ.

Intéressons-nous désormais aux inégalités de concentration mixtes gaussiennes/exponen-
tielles que nous avons obtenues pour des fonctions lipschitziennes, et qui peuvent être utilisées
pour en déduire des intervalles de confiance utiles en pratique. Quitte à légèrement modifier le
niveau de déviation en lui incluant l’information sur le biais donnée dans le Théorème 2.2.5,
étudier la concentration de la moyenne empirique LN(f) autour de la moyenne µ(f) ou de son
espérance Eδx [LN(f)] revient au même.

Théorème 2.2.7. On suppose que la courbure de Ricci grossière de la chaîne est minorée par
une constante κ > 0 et que les sauts de la chaîne sont bornés, i.e., σ∞ < ∞. De plus, on fait
l’hypothèse qu’il existe une fonction h ∈ Lip telle que

1

κ
sup
g∈Lip1

VarδxP (g) ≤ h(x), x ∈ E.

Pour tout N ∈ N∗, on note VN la fonction qui à tout x ∈ E associe la quantité

VN(x) =
1

κN

(
1 +

T0

N

)
µ(h) +

‖h‖LipW1(δx, µ)

κ2N2
.

Alors pour toute fonction f ∈ Lip1, tout x ∈ E et tout temps N ∈ N∗, on a l’inégalité de
concentration mixte gaussienne/exponentielle suivante :

Pδx (|LN(f)− Eδx [LN(f)]| ≥ r) ≤

 2 exp
(
− r2

16VN (x)

)
si r ∈ (0, rmax),

2 exp
(
− κNr

4 max {2‖h‖Lip, 3σ∞}

)
si r ≥ rmax,
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où la transition continue a lieu en rmax = 4VN(x)κN/max {2‖h‖Lip, 3σ∞}.

Ci-dessus, la fonction VN joue le rôle d’une estimation de la variance comme proposée
dans le Théorème 2.2.6. De plus, l’hypothèse de sauts bornés est nécessaire pour la même
raison que celle évoquée dans le Théorème 2.2.1, la différence essentielle avec cette inégalité
de concentration poissonnienne résidant dans l’aspect « variance bornée ou non ». Enfin, les
mêmes commentaires à propos du TCL markovien s’appliquent ici aussi.

Pour conclure la présentation du travail [113], regardons ce que nos résultats garan-
tissent sur deux exemples emblématiques : la marche aléatoire paresseuse sur l’hypercube et
une solution d’ÉDS dont la matrice de diffusion n’est pas bornée. Commençons par la situation
discrète. Soit E = {0, 1}d l’hypercube de dimension d muni de la distance de Hamming dH
(comptant le nombre de coordonnées différentes entre deux points de {0, 1}d) et de la mesure
uniforme, µ({x}) = 2−d pour tout x ∈ {0, 1}d. La chaîne de Markov que l’on considère consiste
à chaque étape à choisir à Pile ou Face si l’on reste en place ou pas et, dans ce dernier cas,
on remplace une seule coordonnée choisie uniformément au hasard : pour tout x ∈ {0, 1}d, on
a δx P ({x}) = 1/2 et δx P ({y}) = 1/2d si y est un voisin de x, i.e., dH(x, y) = 1. Alors un
calcul élémentaire entraîne que la courbure de Ricci grossière est constante et vaut κ = 1/d.
Les quantités d’intérêt sont calculées ou estimées dans [155] :

sup
x∈E

sup
g∈Lip1

VarδxP (g) ≤ 1

2
, W1(δx, µ) =

d

2
et σ∞ = 1.

Ainsi, on obtient du Théorème 2.2.6 le résultat suivant.

Théorème 2.2.8. Pour toute fonction f ∈ Lip sur l’hypercube {0, 1}d, on a l’estimation du
biais

|Eδx [LN(f)]− µ(f)| ≤ d2

2N

(
1− 1

d

)T0+1

‖f‖Lip

≤ d2

2N
exp

(
−T0

d

)
‖f‖Lip,

tandis que pour la variance, dans le cas d’un burn-in T0 non nul,

Varδx (LN(f)) ≤ d2

2N
(1 + d/N) ‖f‖2

Lip.

Ainsi, choisir T0 = O(d log d) permet d’assurer un biais petit, en accord avec l’estimation
du temps de mélange τ connue pour être du même ordre de grandeur, cf. [72]. Par ailleurs, on
peut obtenir une inégalité de concentration par le Théorème 2.2.7, avec la fonction h constante
égale à d/2 (auquel cas bien sûr ‖h‖Lip = 0). Pour le régime gaussien, on a alors la borne
2 exp (−r2N/8d2) pour r ∈]0, 2d/3[. Notons que le résultat de Lezaud [136] fait apparaître
ce régime gaussien pour r assez petit, avec quelques différences néanmoins dont la principale
est que son préfacteur devant l’exponentielle, traduisant la régularité de la loi initiale ν par
rapport à la mesure invariante requise par sa méthode, vaut 2d/2 lorsque ν est une masse de
Dirac, une quantité explosant exponentiellement en grande dimension. Ainsi, notre inégalité
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de concentration améliore son résultat d’un facteur 2d/2, dû au fait que la « densité » de la
loi initiale ne joue aucun rôle prépondérant dans notre approche. Notons que le même type de
phénomène apparaît dans les travaux de Rudolf [159, 160] sur l’estimation de la variance, d’où
une attention particulière portée sur l’influence du choix de la distribution initiale et du burn-in
T0 dans ses résultats.

À présent, passons à l’exemple d’une diffusion à valeurs dans Rd dont la matrice de
diffusion σ n’est pas bornée. Étant donnée une matrice A, on note sa norme d’opérateur ‖A‖op =
sup

{
|Ax|/|x| : x ∈ Rd\{0}

}
. On considère le processus (Xt)t≥0 solution de l’ÉDS suivante sur

Rd :

dXt =
√

2σ(Xt) dBt + b(Xt) dt,

où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien standard sur Rd et la matrice de diffusion σ et le
champ de vecteurs b sont supposés réguliers lipschitziens. De surcroît, on suppose l’hypothèse
de stabilité suivante, assimilée à une force de rappel pour la diffusion : il existe une constante
κ > 0 telle que

‖σ(x)− σ(y)‖2
HS + (x− y) · (b(x)− b(y)) ≤ −κ |x− y|2, x, y ∈ Rd.

Alors le processus admet une unique mesure de probabilité invariante µ vers laquelle il converge
en loi exponentiellement vite, cf. [73]. Ainsi, en utilisant par exemple le Théorème 2.2.7 pour le
schéma d’Euler associé à la diffusion puis en passant soigneusement à la limite (en particulier,
κ joue le rôle de la courbure de Ricci grossière minorée et la borne σ∞ sur la taille des sauts
disparaît), on obtient le résultat suivant.

Théorème 2.2.9. Sous les hypothèses mentionnées ci-dessus, on suppose de surcroît qu’il existe
une fonction h ∈ Lip telle que l’on ait l’inégalité ponctuelle,

2 ‖σ‖2
op

κ
≤ h.

Pour tout t > 0, notons Vt la fonction qui à tout x ∈ E associe

Vt(x) =
µ(h)

κt
+
‖h‖LipW1(δx, µ)

κ2t2
.

Alors pour toute fonction f ∈ Lip1, tout x ∈ E et tout temps t > 0, on a l’inégalité de concen-
tration mixte gaussienne/exponentielle suivante pour la moyenne empirique à temps continu
Lt(f) :

Pδx (|Lt(f)− Eδx [Lt(f)]| ≥ r) ≤

 2 exp
(
− r2

16Vt(x)

)
si r ∈ (0, rmax),

2 exp
(
− κtr

8 ‖h‖Lip

)
si r ≥ rmax,

où la transition continue a lieu en rmax = 2Vt(x)κt/‖h‖Lip.

Par exemple, cette inégalité de concentration peut être utilisée lorsque la matrice de
diffusion se comporte comme

√
|x| à l’infini, des modèles pour lesquels de tels résultats n’étaient

manifestement pas disponibles jusqu’à présent. C’est donc avec cette bonne nouvelle que nous
achevons la présentation de l’article [113].
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2.2.3 Concentration de la mesure invariante et inégalités fonction-
nelles

La concentration de la moyenne empirique autour de l’équilibre ayant été étudiée dans les
Sections 2.2.1 et 2.2.2, nous allons nous focaliser dans cette partie sur le phénomène de concen-
tration des mesures invariantes de processus de Markov, c’est-à-dire étudier le comportement
des probabilités de déviation de la moyenne

µ ({x ∈ E : |f(x)− µ(f)| > r}) , r > 0,

lorsque µ est la mesure invariante d’un processus de Markov ergodique, la fonction f apparte-
nant à une certaine classe de fonctions. On peut aborder cette question en prenant en compte
l’aspect dynamique permettant d’exploiter pleinement les informations relatives à la loi ins-
tantanée du processus, propriétés ayant vocation en temps long à se propager à la mesure
invariante : c’est l’approche par semigroupe développée avec succès par Ledoux pour établir les
inégalités fonctionnelles désirées sous la mesure invariante (telles que les inégalités de Poincaré
ou de Sobolev logarithmique), entraînant des estimées de concentration robustes en grande di-
mension. Dans ce cadre markovien, la distance naturellement considérée est associée au carré du
champ Γ. Cette distance ne coïncidant pas nécessairement avec la distance originelle sur E (par
exemple pour des processus de sauts purs dont la dynamique n’est pas bornée ou encore des
diffusions dont la matrice de diffusion n’est pas bornée), ceci donne lieu à une notion de « Lip-
schitzianité » associée au processus, c’est-à-dire que dans ce contexte une fonction f : E → R
appartient à l’espace Γ-Lip si elle est Γ-lipschitzienne au sens où Γ(f, f) ∈ L∞(µ). Or il est de
plus en plus souvent requis dans les applications de sortir du cadre lipschitzien et c’est pourquoi
dans l’article [89], écrit en collaboration avec Arnaud Guillin et publié en 2013, nous affaiblis-
sons dans le cadre réversible cette hypothèse de « Γ-Lipschitzianité » en autorisant des fonctions
f ayant par exemple une croissance polynomiale à l’infini, cette étude prenant tout son sens
sur un espace E non borné, qu’il soit discret ou continu. À notre connaissance, aucun résultat
de concentration de ce type n’avait été démontré jusque là par une telle approche dynamique.
Pour ce faire, notre idée repose sur l’introduction dans les inégalités fonctionnelles considérées
d’une condition de Lyapunov.

Définition 2.2.10. Soient a ≥ 0 et b > 0 deux constantes quelconques. Une fonction f : E → R
suffisamment régulière appartient à l’ensemble L(a, b) s’il existe une fonction test suffisamment
régulière h : E →]0,∞[ telle que l’on ait l’inégalité µ-p.p. suivante :

Γ(f, f) ≤ −aLh
h

+ b. (2.2.6)

Différente des critères de Lyapunov à la Meyn-Tweedie [145] classiquement utilisés pour
établir des résultats d’ergodicité en variation totale (à poids ou non), cette condition de Lya-
punov dépend de la fonction f et donc n’est pas intrinsèque à la dynamique. Le fait que la
constante a puisse être strictement positive nous permet de sortir du cas Γ-lipschitzien, c’est-à-
dire que le carré du champ associé Γ(f, f) n’est plus forcément borné mais dépend à présent de
la dynamique sous-jacente : moralement, plus la quantité −Lh/h est grande à l’infini, plus la
classe de fonctions f considérées dans cette étude est importante. En pratique, on trouve une
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fonction test h telle que le ratio −Lh/h soit le plus grand possible (ceci se fait au cas par cas,
en fonction des attributs de la dynamique) et ensuite seulement l’on s’intéresse aux fonctions
f vérifiant Γ(f, f) ≈ −aLh/h à l’infini.

La raison principale justifiant la forme particulière d’une telle condition de Lyapunov
réside dans ses bonnes propriétés par rapport à l’intégration par partie sous la mesure invariante.
Ceci donne lieu au lemme clé de notre travail, qui est bien connu des gens ayant l’habitude de
« grand dévier ». On rappelle que dans toute cette partie, l’espace E est indifféremment discret
ou continu et le processus de Markov considéré sur cet espace est supposé réversible.

Lemme 2.2.11. Pour toutes fonctions réelles g, h suffisamment régulières sur E avec de sur-
croît h > 0, on a l’inégalité suivante :

∫
E

−Lh
h

g2 dµ ≤
∫
E

Γ(g, g) dµ.

Preuve. La démonstration étant brève dans le cas diffusif, concentrons-nous sur cette situation,
le cas discret étant plus difficile à établir car la règle de Leibniz n’est pas vérifiée sur les espaces
discrets. L’opérateur carré du champ satisfaisant la règle de Leibniz en chacun de ses arguments,
on a pour toute fonction réelle g suffisamment régulière sur E,∫

E

−Lh
h

g2 dµ =

∫
E

Γ

(
h,
g2

h

)
dµ

=

∫
E

2 g Γ(h, g)

h
dµ−

∫
E

g2 Γ(h, h)

h2
dµ

≤
∫
E

Γ(g, g) dµ,

où l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le carré du champ Γ est utilisée pour obtenir la dernière
ligne.

L’explication probabiliste de cette inégalité est due au PGD sous-jacent, au sens où
l’intégrale

∫
E

Γ(g, g) dµ n’est rien d’autre que l’entropie de Donsker-Varadhan de la mesure de
probabilité ν de densité par rapport à la mesure invariante µ proportionnelle à g2, c’est-à-dire la
fonction de taux dans le PGD pour la moyenne empirique Lt en temps long, qui est justement
donnée par le supremum de l’intégrale

∫
E
−Lh/h dν sur une classe de fonctions h adéquate.

Nous renvoyons par exemple à l’article de Wu [183] dans lequel cette propriété est établie en
toute généralité pour les processus de Markov réversibles, incluant les processus de sauts purs.

En particulier, en prenant g = 1 dans le Lemme 2.2.11, on en déduit deux choses :
premièrement, il est vain de tenter de trouver une fonction test h telle que le ratio −Lh/h soit
toujours positif. Ainsi, le paramètre b dans la condition de Lyapunov est présent pour compenser
le manque de positivité dans certaines régions bien localisées en espace. Deuxièmement, si
f ∈ L(a, b), alors ∫

E

Γ(f, f) dµ ≤ b. (2.2.7)
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Autrement dit, la fonction non Γ-lipschitzienne f satisfaisant la condition de Lyapunov (2.2.6)
est Γ-lipschitzienne en moyenne.

À présent, voyons comment le Lemme 2.2.11 peut être utilisé à bon escient dans des
calculs faisant intervenir la transformée de Laplace.

Lemme 2.2.12. Soit f ∈ L(a, b). Alors on a l’inégalité suivante :∫
E

Γ
(
eλf/2, eλf/2

)
dµ ≤ λ2b

4− λ2a

∫
E

eλf dµ, 0 < λ <
2√
a
.

Preuve. La démonstration étant rapide, proposons-la dans le cadre discret car elle illustre bien
comment la réversibilité permet de résoudre le problème de l’absence de la règle de Leibniz. Le
cas diffusif est encore plus bref. En utilisant la réversibilité, on a∫

E

Γ
(
eλf/2, eλf/2

)
dµ =

1

2

∫
E

∫
E

(
eλf(x)/2 − eλf(y)/2

)2
Q(x, dy)µ(dx)

=

∫ ∫
f(x)>f(y)

(
1− e−λ(f(x)−f(y))/2

)2
eλf(x) Q(x, dy)µ(dx)

≤ λ2

4

∫
E

Γ(f, f) eλf dµ

≤ λ2

4

∫
E

(
−a Lh

h
+ b

)
eλf dµ

≤ λ2

4

(
a

∫
E

Γ
(
eλf/2, eλf/2

)
dµ+ b

∫
E

eλf dµ

)
,

où l’on a utilisé l’inégalité triviale 1 − e−x ≤ x, x ≥ 0 et le Lemme 2.2.11 pour obtenir
les troisième et dernière lignes, respectivement. On en déduit alors la conclusion désirée en
réarrangeant les termes.

La présence dans l’inégalité ci-dessus de l’intégrale
∫
E

Γ
(
eλf/2, eλf/2

)
dµ et de la transfor-

mée de Laplace
∫
E
eλf dµ de la fonction f n’est pas innocente : il s’agit des quantités auxquelles

on a affaire en général lorsque l’on désire montrer un résultat de concentration à partir d’inéga-
lités fonctionnelles telles que l’inégalité de Poincaré, auquel cas la méthode dite d’Aida-Stroock
[2] est utilisée, ou encore l’inégalité entropique et ses variantes, les différentes inégalités de So-
bolev logarithmique modifiées, pour lesquelles la méthode de Herbst, reposant sur une inégalité
différentielle en λ satisfaite par la transformée de Laplace, donne de bons résultats, cf. par
exemple [28, 29, 31].

Tournons-nous maintenant vers les résultats de concentration que nous avons obtenus
pour des fonctions satisfaisant la condition de Lyapunov (2.2.6). Comme dans les travaux pré-
cédemment cités, le point de départ est de supposer que la mesure invariante et réversible µ
satisfait une certaine inégalité fonctionnelle. Notons que dans le cadre diffusif cette hypothèse
n’est pas si gourmande au sens où s’il existe une fonction f ∈ L(a, b) telle que son carré du
champ Γ(f, f) soit minoré à l’infini, et c’est le cas dans la majorité des exemples intéressants,
alors l’inégalité de Poincaré est satisfaite. Pour s’en convaincre, le lecteur intéressé pourra
consulter les articles de Cattiaux, Guillin et cie [11, 54, 55, 56] faisant le lien entre les inégali-
tés fonctionnelles et les diverses conditions de Lyapunov existant dans la littérature. Ainsi, les
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inégalités fonctionnelles que nous considérons dans notre article sont l’inégalité entropique, la
plus forte, et les inégalités de Beckner, une famille d’inégalités moins standard interpolant entre
la première et l’inégalité de Poincaré, cf. [21]. Dans la suite, nous n’énonçons par souci de conci-
sion que le résultat de concentration mixte gaussienne/exponentielle établi sous l’hypothèse de
l’inégalité entropique, le régime obtenu par les inégalités de Beckner étant quelque peu similaire
mais avec une dépendance sous-optimale en certains paramètres (la différence principale réside
dans la classe des fonctions pour laquelle la concentration est valable).

Théorème 2.2.13. On suppose que la dynamique réversible satisfait l’inégalité entropique de
constante optimale ρ0. Alors pour toute fonction f ∈ L(a, b), on a l’inégalité de concentration
mixte gaussienne/exponentielle

µ ({x ∈ E : |f(x)− µ(f)| ≥ r}) ≤

 2 exp
(
−3ρ0r2

16b

)
si r ∈ (0, rmax),

2 exp
(
− r

2
√
a

)
si r ≥ rmax,

où la transition continue a lieu en rmax = 8b/3ρ0

√
a.

Preuve. Dans l’article [89], nous proposons deux démonstrations très simples donnant lieu à ce
même résultat (aux constantes numériques près). Celle que nous n’exposons pas présentement
est inspirée de la méthode à la Otto-Villani [156], démontrant dans le cas diffusif que l’inégalité
de Sobolev logarithmique implique l’inégalité de Talagrand (une inégalité de transport quadra-
tique), qui entraîne à son tour par l’argument de Marton la concentration gaussienne. Dans
celle que nous présentons maintenant, l’idée est d’exploiter le Lemme 2.2.12 dans la méthode
de Herbst que nous détaillons (enfin !) ci-dessous après l’avoir évoquée à maintes reprises. De
nouveau, établissons la preuve dans le cadre disret. On a pour tout λ > 0,

∂

∂λ

(
1

λ
log

∫
E

eλf dµ

)
=

1

λ2
∫
E
eλf dµ

Entµ
(
eλf
)
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ρ0 λ2
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eλf dµ
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Γ
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∫
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∫
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Γ (f, f) eλf dµ

≤ 1

ρ0

∫
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eλf dµ

∫
E

(
−a Lh

h
+ b

)
eλf dµ

≤ 1

ρ0

∫
E
eλf dµ

(
a

∫
E

Γ
(
eλf , eλf

)
dµ+ b

∫
E

eλf dµ

)
.

Ci-dessus, on a utilisé la réversibilité comme dans la preuve du Lemme 2.2.12 pour obtenir
la troisième ligne et ensuite le Lemme 2.2.11 pour établir la dernière inégalité. Si maintenant
l’on restreint les valeurs du paramètre λ à l’intervalle (0, 1/

√
a), alors en appliquant le Lemme

2.2.12 puis en intégrant, il vient l’estimation suivante sur la transformée de Laplace :∫
E

eλf dµ ≤ exp

(
λµ(f) +

4bλ2

3ρ0

)
, 0 < λ <

1√
a
.

Enfin, l’inégalité de Chebyshev suivie d’une optimisation en λ donne le résultat annoncé.
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Dans le cas usuel des fonctions f ∈ Γ-Lip, c’est-à-dire que a = 0 dans la condition
de Lyapunov (2.2.6), il s’agit du résultat classique de concentration gaussienne. Même s’il est
inutile de le mentionner, précisons que notre résultat ne peut pas être obtenu en toute généralité
en appliquant naïvement cette concentration gaussienne pour une fonction Γ-lipschitzienne puis
en changeant de fonction par une transformation pertinente, éventuellement monotone. Bien
que ce procédé grossier, s’il peut s’appliquer dans certaines situations, ne permette pas en
général de récupérer les bonnes dépendances en les paramètres importants du modèle étudié,
en particulier lorsque la moyenne de la fonction n’est pas explicitement calculable, il indique
néanmoins le régime de concentration auquel on devrait s’attendre pour les grands niveaux de
déviation.

Ainsi, lorsque l’on sort du cadre Γ-lipschitzien, la concentration n’a plus de raison d’être
gaussienne pour les grands niveaux de déviation (et indépendante de la dimension), la croissance
à l’infini des fonctions considérées n’étant alors plus contrôlée de la même manière que dans
le cas Γ-lipschitzien. Le régime exponentiel est optimal pour les fonctions f pour lesquelles on
a le comportement asymptotique Γ(f, f) ≈ −aLh/h, la fonction test h étant choisie de telle
sorte que le ratio −Lh/h soit le plus grand possible. Néanmoins, ce n’est qu’un exemple de
vitesse de concentration que nous obtenons, le caractère exponentiel pour les grands niveaux
de déviation pouvant être renforcé pour des fonctions g pour lesquelles on a Γ(g, g)� Γ(f, f)
à l’infini. En revanche, comme dans le cas des moyennes empiriques évoquées précédemment,
le régime gaussien est incontournable pour les petits niveaux de déviation, le TCL étant caché
derrière cette affaire. Notons également que l’ordre de grandeur du régime gaussien est optimal
par rapport aux paramètres d’intérêt du problème, à savoir ρ0 et b, la variance de f étant
contrôlée de la manière suivante (utiliser la borne (2.2.7), l’inégalité de Poincaré enfin l’inégalité
λ1 ≥ ρ0/2) :

Varµ(f) ≤ 2b

ρ0

.

Le Théorème 2.2.13 peut être appliqué à de nombreuses situations aussi bien discrètes
que continues. Par exemple dans le cas discret, il est efficace pour des processus de naissance
et de mort à dynamique non bornée comme la file d’attente M/M/∞, et leur pendant spatial
avec interactions, via certaines dynamiques de Glauber à haute température sur des espaces
de configuration non bornés du type NΛ avec Λ un sous-ensemble borné de Zd, satisfaisant
l’inégalité entropique. Pour avoir une idée plus précise à ce sujet, on pourra consulter les articles
[49, 50, 62, 70, 71, 182] ainsi que le travail que nous avons effectué avec Djalil Chafaï [58] sur
la notion d’entrelacement, faisant ainsi le lien avec le prochain chapitre.

Dans le cas continu, ce phénomène de concentration mixte gaussienne/exponentielle a
lieu typiquement lorsque µ est la mesure gaussienne standard γ sur Rd, pour laquelle ρ0 = 2, et f
est la forme quadratique f(x) = xTAx, où A est une matrice symétrique définie positive, auquel
cas en choisissant judicieusement la fonction test h dans la condition de Lyapunov (2.2.6), on
retrouve la célèbre inégalité de Hanson-Wright [91] avec a = O(‖A‖2

op) et b = O(‖A‖2
HS).

Un autre contexte diffusif pour lequel le Théorème 2.2.13 est pertinent, est le suivant. Le
carré du champ des processus de Kolmogorov étant donné par Γ(f, f) = |∇f |2, certaines de ces
dynamiques ne satisfont pas l’inégalité entropique (réécrite généralement dans ce cadre diffusif
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sous la forme de l’inégalité de Sobolev logarithmique), mais plutôt une inégalité de Sobolev
logarithmique avec un poids (non borné), disons σ2 :

Entµ(f 2) ≤ C

∫
Rd

σ2 |∇f |2 dµ.

Par exemple si le potentiel V est radial (i.e., invariant par rotation) de la forme V (x) = |x|α
sur Rd avec 1 < α < 2, on sait que la mesure invariante µ (dite de Subbotin [169] car sa densité
de Lebesgue est proportionnelle à exp (−|x|α) ; par souci de normalisation, on appellera dans
la suite loi de Subbotin la mesure dont la densité de Lebesgue est plutôt proportionnelle à
exp (−|x|α/α)), associée à la dynamique L = ∆ − ∇V · ∇, satisfait une inégalité de Poincaré
(c’est le cas si et seulement si α ≥ 1) mais pas l’inégalité de Sobolev logarithmique (ce serait le
cas si et seulement si α ≥ 2). En revanche elle satisfait l’inégalité de Sobolev logarithmique avec
poids σ(x)2 = (1 + |x|2−α), cf. [55]. Tout en conservant la même mesure invariante et réversible
µ, l’idée est alors de modifier la dynamique judicieusement afin de considérer cette inégalité à
poids comme une vraie inégalité de Sobolev logarithmique pour un nouveau carré du champ
Γσ, qui n’est plus celui d’un processus de Kolmogorov car il comporte dans son expression la
matrice de diffusion σ I. Dans la situation présente, ce carré du champ est Γσ(f, f) = σ2 |∇f |2
et il est associé à l’opérateur

Lσf = σ2 ∆f +
(
∇(σ2)− σ2∇V

)
· ∇f.

Ainsi, on est en mesure d’appliquer le Théorème 2.2.13 pour des fonctions f satisfaisant la
condition de Lyapunov (2.2.6),

Γσ(f, f) ≤ −a L
σh

h
+ b, (2.2.8)

dans laquelle on a remplacé L et Γ par Lσ et Γσ, respectivement. Un choix convenable de la fonc-
tion test h permet alors d’obtenir une inégalité de concentration mixte gaussienne/exponentielle
pour des fonctions du type f(x) = |x|α. Ce résultat est attendu au vu du travail de Latala et
Oleszkiewicz [124], démontrant que la concentration pour des fonctions lipschitziennes f ∈ Lip
est d’ordre exp (−c rα).

Le même raisonnement peut s’appliquer pour des processus de Kolmogorov avec un
potentiel non convexe tel que celui associé à la loi de Cauchy généralisée, i.e., V (x) = β log(1 +
|x|2). Dans cet exemple, µ est une mesure à queue lourde de densité de Lebesgue proportionnelle
à (1 + |x|2)

−β, β > d/2. Dans le même article [55], les auteurs couvrent cet exemple en raffinant
l’inégalité de Sobolev logarithmique à poids initialement démontrée par Bobkov et Ledoux dans
[30]. Plus précisément, ils montrent une inégalité avec le poids (1 + |x|2) log (e+ |x|2), l’inégalité
de Bobkov et Ledoux exhibant un poids plus grand, σ(x)2 = (1 + |x|2)

2 (avec la restriction
supplémentaire β ≥ (d + 1)/2 et β > 1, néanmoins la constante devant le terme d’énergie
ne dépend pas de la dimension). En procédant de la même manière que précédemment, une
fonction test polynomiale h dans la condition de Lyapunov (2.2.8) permet alors d’établir une
concentration mixte gaussienne/exponentielle pour des fonctions du type f(x) = log |x| : il
s’agit-là d’une illustration quelque peu originale du phénomène de concentration des mesures à
queue lourde, cf. [30, 52].
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Pour achever la présentation de l’article [89], revenons sur la question des fonctions
lipschitziennes. On a vu que la distance intrinsèquement liée au carré du champ n’était pas
forcément équivalente à la distance d munissant initialement l’espace métrique (E, d), comme
par exemple pour des processus de diffusion dont la matrice de diffusion σ dans le générateur
L n’est pas bornée. L’idée est alors de fixer les fonctions lipschitziennes considérées pour la
concentration du Théorème 2.2.13 et de faire porter la condition de Lyapunov sur la matrice
de diffusion. Plus précisément, soit f ∈ Lip1 une fonction 1-lipschitzienne sur Rd. Si la matrice
de diffusion σ satisfait la condition de Lyapunov

‖σ‖2
op ≤ −a Lh

h
+ b,

alors f ∈ L(a, b) et l’inégalité de concentration mixte gaussienne/exponentielle du Théorème
2.2.13 s’applique à cette fonction lipschitzienne f , sous réserve que l’inégalité entropique soit
satisfaite. Cette condition de Lyapunov est intéressante au sens où elle est intrinsèque à la
dynamique. En pratique, la mesure de probabilité µ et la classe de fonctions lipschitziennes Lip
étant données, il s’agit alors de trouver un bon processus de Markov réversible par rapport à
µ, de générateur L dont la matrice de diffusion σ satisfait à l’infini ‖σ‖2

op ≈ −aLh/h pour une
fonction test h bien choisie. Mentionnons que ce type d’hypothèse sur la croissance de la matrice
de diffusion apparaît dans le travail d’Ollivier [155] sur la concentration en courbure de Ricci
grossière strictement positive (et est repris pour les moyennes empiriques dans notre article
commun [113] décrit dans la Section 2.2.2). Si l’on traduit dans notre langage diffusif le résultat
de concentration qu’il obtient pour les fonctions lipschitziennes, on observe qu’il est comparable
à celui émanant du Théorème 2.2.13. En effet, les deux hypothèses principales qu’il fait sont les
suivantes : d’une part le critère de courbure-dimension de Bakry-Émery doit être satisfait avec
constante strictement positive (correspondant à une courbure de Ricci grossière minorée par un
nombre strictement positif) et d’autre part la quantité ‖σ‖2

op doit être majorée par une fonction
lipschitzienne. Ainsi, on observe que nos résultats sont qualitativement équivalents dans le cadre
réversible : il se peut que l’un ou l’autre soit à privilégier selon l’exemple considéré.

2.3 Perspectives

Closons ce second chapitre en mentionnant quelques perspectives suscitées par mes tra-
vaux essentiellement sur les thèmes des courbures dans les espaces discrets que j’ai décrits
précédemment, la partie « Concentration de la mesure » étant illustrée dans les perspectives du
prochain chapitre sur les entrelacements.

2.3.1 Différentes notions de courbures discrètes

Ma dernière contribution au cadre discret date de 2013 avec l’article écrit avec Djalil
Chafaï [58] sur les entrelacements pour les processus de naissance et de mort, un concept que je
vais introduire dans le prochain chapitre. Depuis, je travaille essentiellement sur ces objets des
entrelacements dans le cadre diffusif et, par conséquent, force est de constater que je m’éloigne
quelque peu des situations discrètes évoquées dans la Section 2.2. Néanmoins, je me suis toujours
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tenu au courant des progrès effectués sur le sujet pour au moins deux raisons : d’une part, je
suis toujours intéressé par ce thème de l’analyse fonctionnelle et géométrique dans les espaces
discrets, avec l’espoir d’y revenir un jour prochain en y contribuant de nouveau, et d’autre
part j’accepte une grande partie des sollicitations et demandes diverses d’expertises de travaux
soumis pour publication dans des journaux scientifiques dont le thème principal tourne autour
de ces considérations discrètes. Il faut dire que les avancées sur le sujet des courbures discrètes
sont considérables depuis quelques années, un nombre croissant de chercheurs travaillant sur
cette thématique transverse. En effet, plusieurs notions de courbures dans les espaces discrets
ont été depuis introduites par plusieurs auteurs, avec des conséquences intéressantes en matière
d’inégalités fonctionnelles. Citons entre autres la contribution importante apportée initialement
par Maas [141] ainsi que l’article [78], étendant au cadre discret l’approche à la Lott-Sturm-
Villani et l’interprétation de type flot-gradient proposée par Jordan, Kinderlehrer et Otto [109],
ayant donné lieu ultérieurement à la définition de la courbure de Ricci entropique, une notion à
présent plus ou moins stabilisée dans la littérature. Mentionnons également les travaux [35, 84,
98, 99, 134, 135, 147, 148] reposant sur des variantes de cette approche. Par ailleurs, Veysseire
a défini dans [175] l’exact analogue de la courbure de Ricci grossière dans une version en temps
continu, raffinant ainsi par un passage du global au local la notion de courbure de Wasserstein
que j’avais introduite dans [111]. Très récemment, les travaux de Villemonais [178] d’une part et
de Liming Wu et ses coauteurs [66] d’autre part poussent encore un peu plus loin l’étude de cette
version à temps continu de la courbure de Ricci grossière dans le cadre des processus de Markov
de sauts purs et des systèmes de particules en interaction. Néanmoins, les liens et comparaisons
entre toutes ces courbures discrètes sont encore difficiles à formuler à l’heure actuelle, même
si quelques travaux récents ont fait avancer les choses dans cette direction, notamment en ce
qui concerne la courbure de Ricci grossière et le retour (renouveau ?) du critère de courbure-
dimension de Bakry-Émery sur les espaces discrets, cf. [79, 110, 139] mais aussi [119]. Ainsi, il
serait intéressant de tenter de relier entre eux ces différents concepts, afin d’éventuellement en
dégager une hiérarchie claire basée sur certains critères encore à définir.

2.3.2 Courbure de Ricci grossière non strictement positive

Concernant la courbure de Ricci grossière (incluant celle à temps continu définie par
Veysseire), l’idée à présent est de tenter d’affaiblir l’hypothèse classique de stricte positivité
par une hypothèse moins gourmande telle qu’une courbure strictement positive en moyenne,
voire une courbure autorisée à être positive ou nulle (ou même négative) seulement dans une
certaine partie de l’espace. Pour la courbure de Ricci entropique, cette question a été récemment
abordée par Erbar et Fathi [77], un travail dans lequel certaines inégalités fonctionnelles de type
Poincaré ou entropique sont établies en courbure positive ou nulle. Néanmoins, il n’existe que
peu de travaux à ce sujet sur la courbure de Ricci grossière. Un exemple très simple mais
cependant difficile à appréhender d’un point de vue dynamique est celui de la file d’attente
markovienne M/M/1, un processus de naissance et de mort dont les taux de transition sont
(presque) constants, i.e., le taux de naissance est constant et est donné par un paramètre
λ ∈]0, 1[ et le taux de mort vaut 1N∗ , la loi invariante étant la distribution géométrique sur N
de paramètre λ. Ce processus se comporte en dehors de l’origine comme une marche aléatoire
asymétrique dérivant vers 0, de courbure nulle (pour la métrique usuelle sur les entiers naturels)



36 CHAPITRE 2. COURBURES, INÉGALITÉS ET CONCENTRATION

sur N∗, la réflection en le point attractif 0 assurant une courbure strictement positive à l’origine
seulement. Tout comme son pendant continu, le mouvement brownien avec dérive orientée vers
l’origine et réfléchi en 0, de mesure invariante la loi exponentielle sur R+, un tel modèle discret
satisfait une inégalité de Poincaré de constante optimale (1 −

√
λ)2, et donc converge en loi

exponentiellement vite vers l’équilibre. Néanmoins, il ne me semble pas qu’il existe à l’heure
actuelle de preuve basée sur la courbure de Ricci grossière (pour la métrique usuelle sur N, sinon
le Théorème 2.1.9 combiné au Théorème 2.2.2 résout le problème) permettant de retrouver
une telle inégalité fonctionnelle. Un premier pas a été effectué dans ce sens par Ollivier [155]
et ensuite Veysseire [176] avec leurs résultats de concentration exponentielle sous l’hypothèse
de courbure de Ricci grossière positive ou nulle avec au moins un point attractif. Une autre
approche déjà suggérée à l’époque par Ollivier et concrétisée par Paulin [157] consiste à définir
la courbure de Ricci grossière non pas sur un seul pas de temps de la chaîne de Markov, mais
sur des pas multiples de taille k, menant à une famille de courbures de Ricci grossières indexées
par k. Si la courbure initiale est strictement positive seulement sur une grosse partie de l’espace
mais pas globalement, alors il arrive quelquefois que la courbure négative ou nulle dispararaisse
pour k suffisamment grand, auquel cas les résultats spectraux et de concentration établis dans
[113, 155] peuvent (partiellement) s’appliquer. Cependant, en dehors de ces quelques travaux, il
n’existe pas pour le moment de traitement synthétique de la courbure de Ricci grossière dans des
espaces discrets permettant d’établir des résultats valables au-delà de l’hypothèse de courbure
strictement positive sur tout l’espace. Pour ce faire, il faudrait mieux prendre en compte les
variations spatiales de ces courbures discrètes en envisageant par exemple une approche plus
probabiliste basée sur le couplage, voire sur les entrelacements. Ces derniers ont été étudiés pour
ce type de modèles discrets dans notre travail commun avec Chafaï [58], sans pour autant que
les résultats obtenus en situation de courbure positive ou nulle soient tout à fait satisfaisants.
Néanmoins, il serait intéressant de poursuivre dans cette direction à l’avenir.

2.3.3 La conjecture de Peres-Tetali

Je souhaiterais terminer cette partie sur les perspectives sur les courbures discrètes en
mentionnant un problème ouvert, connu depuis peu sous le nom de conjecture de Peres et Tetali.
Comme on l’a vu dans le cadre diffusif, une inégalité de Sobolev logarithmique est satisfaite
dès lors que le critère de courbure-dimension CD(ρ,∞) de Bakry-Émery est vérifié avec une
constante ρ strictement positive. Récemment, ce type de résultat a été généralisé par Maas et
Erbar [78, 141] dans des espaces discrets. Plus précisément, ils ont démontré pour des chaînes
de Markov réversibles sur un ensemble fini une version discrète de l’inégalité HWI d’Otto et
Villani [156] sous une hypothèse de courbure entropique strictement positive, entraînant alors
l’inégalité entropique comme dans le cadre diffusif (dans ce cadre à temps discret sur un espace
fini, l’inégalité entropique est définie de la même manière que dans le cas continu, la mesure
Q(x, ·) correspondant aux transitions étant remplacée par la matrice de transition δxP de la
chaîne, le lien étant L = P − I). En revanche, comme nous l’avons souligné dans la Section
2.1.2, les liens entre la courbure de Ricci grossière et l’inégalité entropique ne sont pas clairs
du tout. Ceci a amené Peres et Tetali à poser la conjecture suivante, dont on peut trouver
l’énoncé dans l’article [76]. De manière un peu plus générale que pour le cas de l’hypercube
étudié précédemment, on définit ci-dessous une marche aléatoire paresseuse sur un graphe fini
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(non orienté, connexe et muni de sa distance naturelle de graphe) comme une chaîne de Markov
réversible restant en place avec probabilité 1/2 ou sautant sur l’un de ses voisins choisi selon
une probabilité dépendant du poids de l’arête parcourue. Le point important dans ces modèles
réside dans la bornitude des sauts indépendamment du diamètre du graphe : on a σ∞ = 1.

Conjecture 2.3.1 (Peres-Tetali). Considérons la marche aléatoire paresseuse sur un graphe
fini. Si la courbure de Ricci grossière de la chaîne est minorée par une constante κ > 0, alors
l’inégalité entropique a lieu et la constante optimale ρ0 satisfait ρ0 ≥ C κ, où C > 0 est une
constante universelle.

Comme nous l’avons vu, établir une inégalité entropique permet d’obtenir la décroissance
exponentielle du semigroupe en entropie entraînant dans la foulée des estimations du temps de
mélange éventuellement plus fines que celles obtenues par l’approche spectrale, une question
ayant motivé le célèbre article de Diaconis et Saloff-Coste [72]. Non démontrée à ce jour, il
existe quelques indices troublants menant à une telle conjecture. Par exemple, comme cela a
été remarqué dans [76], ces deux objets entraînent la concentration gaussienne de la mesure
invariante pour des fonctions lipschitziennes, cf. [76, 79] dans le cas d’une courbure de Ricci
grossière minorée (par κ > 0) et [161] pour l’inégalité entropique, les constantes obtenues par
l’approche duale des inégalités de transport étant du même ordre de grandeur en κ et ρ0. Citons
de surcroît les articles [33, 73], antérieurs aux deux premiers et qui obtiennent le même type
de résultat, ainsi que le travail [31] reposant sur l’utilisation dans l’inégalité entropique de la
méthode de Herbst permise par la réversibilité. Mentionnons également que les processus de
naissance et de mort, qui sont une version à temps continu et à espace d’états dénombrable
de ces marches aléatoires, fournissent un autre indice nous permettant de penser que cette
conjecture est vraie. En effet, on sait d’après les travaux de Caputo, Dai Pra et Posta [49] que
si les taux de transition de naissance et de mort sont respectivement décroissants et croissants,
alors l’inégalité entropique est satisfaite et l’on a

ρ0 ≥ inf
x∈N

νx+1 − νx + λx − λx+1,

sous réserve que la quantité apparaissant à droite soit strictement positive (elle est déjà positive
ou nulle par les hypothèses de monotonie). Or, le Théorème 2.2.2 indique que cette quantité
n’est rien d’autre que la courbure de Wasserstein par rapport à la distance usuelle sur N
(prendre u constant égal à 1), qui est la version à temps continu de la courbure de Ricci
grossière minorée. On en déduit que pour ces modèles, la conjecture de Peres-Tetali est vérifiée
dès lors que l’on arrive à s’affranchir de ces hypothèses de monotonie, ce qui n’est sans doute
pas déraisonnable, ces hypothèses entraînant en réalité une inégalité strictement plus forte que
l’inégalité entropique, d’après l’approche adoptée dans l’article [49]. À ma connaissance, cela
n’a pas encore été fait et c’est pourquoi l’utilisation des récents résultats de Liming Wu et de
ses coauteurs [66] pourrait peut-être permettre une avancée sur le sujet.
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Chapitre 3

Entrelacements et inégalités spectrales et
fonctionnelles

3.1 Contexte et rappels
À présent, focalisons-nous sur mes travaux les plus récents concernant les entrelacements

et ses conséquences en matière d’inégalités spectrales et fonctionnelles. Bien que ces objets soient
tout à fait pertinents dans le cadre discret, comme en témoigne le travail avec Djalil Chafaï
[58] pour les processus de naissance et de mort à valeurs entières, nous ne nous consacrons dans
cette partie qu’à des situations continues, c’est-à-dire que les processus de Markov sous-jacents
vivent sur la droite réelle ou dans l’espace euclidien Rd. Ainsi, on considère un processus de
Kolmogorov (Xt)t≥0 à valeurs dans Rd, solution de l’ÉDS

dXt =
√

2 dBt −∇V (Xt) dt,

où V : Rd → R est un potentiel suffisamment régulier tel que la mesure µ dont la densité de
Lebesgue est proportionnelle à e−V soit une mesure de probabilité. Le générateur est donné
pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd par

Lf = ∆f −∇V · ∇f,

et la mesure µ est alors invariante et réversible pour cette dynamique. Enfin, on note (Pt)t≥0 le
semigroupe associé.

3.1.1 Quelques éléments de théorie spectrale

Procédons tout d’abord à quelques rappels de théorie spectrale. L’opérateur −L étant
(essentiellement) auto-adjoint et positif dans L2(µ), son spectre σ(−L) est inclus dans l’inter-
valle [0,∞) et est divisé en deux parties : le spectre essentiel σess(−L) correspondant à l’ensemble
des points limites de σ(−L) et des valeurs propres de multiplicité infinie, et le spectre discret
σdisc(−L), i.e., le complémentaire du spectre essentiel, constitué des valeurs propres isolées de
multiplicité finie. Dans la suite, tous les éléments du spectre seront appelés valeurs propres par
abus de langage. Comme on l’a vu au chapitre 2, la valeur propre λ0 correspondant au bas du
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spectre est nulle et de multiplicité finie (égale à 1 ici, les seules fonctions propres associées étant
justement les constantes, la mesure invariante µ étant supposée finie). Ainsi, son éventuelle
appartenance au spectre discret ou essentiel dépend de son caractère isolé ou non, c’est-à-dire
de la possible stricte positivité de la valeur propre suivante, définie par la formule variationnelle

λ1 = inf
f∈1⊥

∫
Rd f (−Lf) dµ∫

Rd f 2 dµ
= inf

f∈1⊥

∫
Rd |∇f |2 dµ∫

Rd f 2 dµ
,

où 1⊥ désigne le sous-espace du domaine de l’opérateur orthogonal aux constantes. On retrouve
là la constante optimale dans l’inégalité de Poincaré. Ainsi dans notre cadre on a λ1 > 0 si
et seulement si 0 ∈ σdisc(−L), d’où la dénomination de trou spectral pour la quantité λ1 car
dans ce cas σ(−L) ⊂ {0} ∪ [λ1,∞). Bien que la valeur explicite du trou spectral soit difficile à
obtenir en général, l’enjeu est de pouvoir le minorer convenablement, motivé par le contrôle de
la vitesse de convergence dans L2(µ) de la dynamique markovienne sous-jacente.

Lorsque le trou spectral d’un opérateur de type laplacien sur un domaine euclidien ou
d’une variété riemannienne existe, les tentatives pour l’estimer quantitativement remontent à
des temps assez anciens. Plutôt que de proposer une liste de références forcément incomplète
sur le sujet, nous renvoyons le lecteur intéressé à la section 4.11 de l’impressionnant ouvrage de
référence de Bakry, Gentil et Ledoux [14], dans laquelle est proposée une liste considérable de
références précises émanant de travaux issus de l’analyse des équations aux dérivées partielles
à la théorie des probabilités, en passant par la géométrie et l’analyse fonctionnelle, le tout sau-
poudré de commentaires permettant peu ou prou de retracer la longue histoire de ce problème.
Dans le cadre qui nous intéresse, celui des processus de Kolmogorov à valeurs dans l’espace
euclidien Rd tout entier, l’un des premiers résultats sur le sujet se lit à travers l’inégalité dite
de Brascamp-Lieb [44] : si le potentiel V est strictement convexe sur Rd (au sens où la ma-
trice hessienne ∇2V est définie positive en chaque point de l’espace), alors pour toute fonction
f : Rd → R suffisamment régulière,

Varµ(f) ≤
∫
Rd

∇f · (∇2V )−1∇f dµ. (3.1.1)

En particulier si V est uniformément convexe, i.e., la plus petite valeur propre ρ(∇2V ) de la
matrice ∇2V est minorée par un nombre strictement positif, alors la formule variationnelle du
trou spectral donne immédiatement la borne

λ1 ≥ inf
Rd

ρ(∇2V ),

que Bakry et Émery [13] ont retrouvé quelques années plus tard via le critère de courbure-
dimension. Bien qu’optimale dans le cadre gaussien standard, la convexité uniforme du poten-
tiel est loin d’être nécessaire pour obtenir l’existence ainsi qu’une estimation du trou spectral et
n’est d’ailleurs pas vérifiée dans beaucoup de cas intéressants. Ainsi, de nombreuses études ont
été proposées ces trente dernières années pour tenter d’affaiblir cette hypothèse et parmi celles-
ci, retenons la méthode de perturbation dite d’Holley-Stroock [100] permettant d’obtenir une
inégalité de Poincaré (et de Sobolev logarithmique) dans le cas d’un potentiel à perturbation
bornée, donc une estimation sur le trou spectral. Néanmoins, il s’agit d’un résultat considéré
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plutôt comme qualitatif que quantitatif, les constantes obtenues dans certains modèles ex-
plosant exponentiellement avec la dimension. Mentionnons également une autre contribution
importante, le critère dit d’Helffer-Nier [96] utilisant l’approche basée sur le laplacien de Witten.
Plus précisément, si le potentiel régulier V est de la forme suivante pour x assez grand :

V (x) ≈
N∑
i=1

|x|αi ϕi

(
x

|x|

)
, (3.1.2)

où les fonctions ϕi sont toutes positives ou nulles sur Sd−1 et les paramètres αi sont tous
strictement positifs, alors l’existence d’un trou spectral est assurée si et seulement si d’une part
il existe au moins un αi ≥ 1 et d’autre part toutes les fonctions ϕi associées aux αi ≥ 1 ne
s’annulent pas en un même point de Sd−1. Ainsi, on retrouve le fait que pour les lois de Subbotin
(c’est-à-dire associées aux potentiels du type V (x) = |x|α/α), on a λ1 > 0 si et seulement si
α ≥ 1, un résultat déjà mentionné dans la Section 2.2.3. De surcroît, si V s’écrit comme une
somme de monômes tous positifs ou nuls, alors le trou spectral existe si et seulement si V tend
vers l’infini à l’infini. Néanmoins, ces résultats de caractérisation ne donnent malheureusement
pas d’information sur la valeur du trou spectral. Plus récemment [11, 12], l’approche par les
conditions de Lyapunov à la Meyn-Tweedie s’est révélée pertinente dans l’étude qualitative du
trou spectral, redémontrant en quelques lignes l’existence d’un trou spectral dans le cas d’une
mesure log-concave (i.e., le potentiel V est convexe) établie par Kannan, Lovász et Simonovits
[116] d’une part et Bobkov [23] d’autre part (en utilisant la méthode de perturbation d’Holley-
Stroock, il suffit alors d’un potentiel convexe à l’infini pour que l’existence du trou spectral
soit assurée). Néanmoins le caractère quantitatif souffre du même mal dimensionnel que celui
obtenu par la méthode de perturbation d’Holley-Stroock. Enfin, signalons un autre résultat
devenu classique depuis la note aux CRAS de Veysseire [174], dans laquelle ce dernier établit
dans un cadre riemannien une borne de type moyenne harmonique pour le trou spectral. Dans
notre cadre euclidien log-concave, l’adaptation de son travail donne lieu à l’inégalité suivante :

λ1 ≥
1∫

Rd
dµ

ρ(∇2V )

, (3.1.3)

valable pour tout potentiel V strictement convexe. Ainsi, l’intérêt de cette inégalité est de mieux
prendre en compte les variations spatiales de la matrice hessienne de V que sous une hypothèse
trop brutale de convexité uniforme.

Justement, tentons d’aller un peu plus loin dans le cas log-concave en mentionnant la
désormais célèbre conjecture KLS, énoncée en 1995 par Kannan, Lovász et Simonovits [116] et
toujours non résolue à ce jour. Concernant initialement une certaine propriété isopérimétrique
pour la mesure uniforme sur les corps convexes de Rd (du point de vue fonctionnel, il s’agit
d’une inégalité dite de Poincaré Lp − Lq avec p = q = 1, une telle inégalité signifiant que la
norme Lp des fonctions recentrées est majorée par une constant fois la norme Lq de la norme
euclidienne de leur gradient), un résultat de Ledoux [131] montre que cette conjecture peut être
reformulée de manière équivalente en terme de trou spectral pour l’opérateur −L, c’est-à-dire
via l’inégalité de Poincaré classique (correspondant à l’inégalité de Poincaré L2 − L2 dans la
formulation ci-dessus). Ajoutons que Milman a ensuite établi [149] dans ce cadre log-concave



42 CHAPITRE 3. ENTRELACEMENTS ET INÉGALITÉS FONCTIONNELLES

l’équivalence de toutes les inégalités de Poincaré Lp − Lq, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, à une constante
universelle près dépendant de p et q.

Conjecture 3.1.1 (KLS). On suppose que la mesure µ est log-concave sur Rd. Alors il existe
une constante universelle C > 0 (i.e., indépendante de la mesure µ et de la dimension d) telle
que l’on ait l’inégalité

λ1 ≥
C

‖Covµ‖op

,

où Covµ désigne la matrice de covariance d× d de la mesure µ.

En d’autres termes, la conjecture KLS énonce que le trou spectral est de l’ordre de
celui de l’opérateur −L restreint aux fonctions linéaires. Cette conjecture étant « invariante »
par transformation linéaire, on ne perd rien en se restreignant aux mesures log-concaves iso-
tropes, c’est-à-dire centrées et de matrice covariance identité, auquel cas l’inégalité spectrale
de la conjecture KLS devient simplement λ1 ≥ C. Ainsi, le résultat obtenu par la méthode de
localisation issue de [116] s’écrit dans ce cadre spectral sur l’espace Rd tout entier,

λ1 ≥
C

Trace (Covµ)
,

un résultat notamment retrouvé par Bobkov [23]. Sous l’hypothèse additionnelle d’isotropie, on
obtient λ1(−L) ≥ C/d. Depuis le début du vingt-et-unième siècle, des avancées ont été réalisées
à propos de cette conjecture. Dernièrement, Lee et Vempala [133] ont utilisé la méthode de
localisation stochastique développée par Eldan [75] afin d’améliorer l’estimation du trou spectral
de la manière suivante :

λ1(−L) ≥ C

‖Covµ‖HS

,

donnant dans le cas isotrope l’inégalité λ1(−L) ≥ C/
√
d. Par ailleurs, au-delà des mesures

produits µ = ⊗µi pour lesquelles la conjecture est vraie grâce à la propriété de tensorisation
de l’inégalité de Poincaré, i.e.,

λ1 = min
i=1,...,d

λi1,

où λi1 est le trou spectral associé à la dynamique unidimensionnelle dont la mesure invariante
sur R est µi, elle a été démontrée dans quelques cas particuliers, parmi lesquels les mesures
log-concaves radiales, un résultat dû à [24] à travers la borne

λ1 ≥
d

12
∫
Rd |x|2 µ(dx)

. (3.1.4)

Citons aussi les mesures uniformes sur les boules unités de lp, p ≥ 1, cf. [125, 164], sur le
simplexe régulier [20] ou encore sur certains convexes de révolution [107] et boules d’Orlicz
[122]. Enfin, dans le cas des mesures uniformes sur les corps convexes inconditionnels, c’est-à-
dire symétriques par rapport aux hyperplans de coordonnées, Klartag [118] a établi la borne

λ1(−L) ≥ C

(log d)2 ‖Covµ‖op

,
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qui est donc la borne attendue, à un facteur logarithmique près. Notons enfin que ce résulat
a été étendu dans [16] à d’autres types de symétries. Pour en savoir plus sur cette fameuse
conjecture et les liens qu’elle entretient avec d’autres conjectures (comme celle de la variance
par exemple), le lecteur intéressé pourra consulter l’ouvrage d’Alonso-Gutiérrez et Bastero [5].

Sur la droite réelle, le trou spectral est connu dans quelques rares situations, comme pour
le cas gaussien pour lequel on rappelle que l’on a λ1 = 1 ou encore pour la loi de Laplace (connue
aussi sous le nom de la loi double-exponentielle sur R ; c’est la loi de Subbotin de paramètre
α = 1) avec λ1 = 1/4, une valeur que vérifie aussi le trou spectral pour la loi logistique, de
potentiel V (x) = 2 log (1 + ex) − x, cf. [15]. Dans le cas de mesures dont le support est un
intervalle borné, étendant l’exemple classique de la mesure uniforme sur un intervalle, l’article
récent de Barthe, Iooss et Roustant [17] produit de nouvelles formulations explicites du trou
spectral, notamment pour la version tronquée de quelques-unes des mesures précédemment
citées. Plus généralement, le critère de Muckenhoupt [153], datant des années 70 et basé sur
les inégalités de type Hardy, établit dans le cas unidimensionnel une complète caractérisation
sous la forme de critères intégraux sur le potentiel V pour que l’inégalité de Poincaré soit
satisfaite, avec un contrôle du trou spectral à un facteur 8 près. Mentionnons également les
travaux [25, 26, 146] permettant d’améliorer quelque peu ce critère. Une élégante analyse des
cas pour lesquels le critère de Muckenhoupt est satisfait est proposée dans la Section 8.4 de
l’excellent livre toulousain [6]. Le cas des mesures log-concaves sur R, quant à lui, a été revisité
par Fougères [80] à l’aide de ce critère. Par ailleurs, une approche par transport de mesures en
dimension 1 a été proposée dans [27] pour estimer la constante de Cheeger, i.e., la meilleure
constante dans l’inégalité de Poincaré L1−L1, revenant donc dans le cas log-concave à estimer
le trou spectral. Enfin, le résultat unidimensionnel sans doute le plus facile d’utilisation est la
célèbre formule dite de Chen-Wang [65] obtenue par un argument de couplage,

λ1 ≥ sup
h

inf
R

(−Lh)′

h′
, (3.1.5)

le supremum étant pris sur les fonctions régulières h : R → R de dérivée ne s’annulant pas.
L’intérêt d’une telle formule est que tout bon choix de la fonction test h donne lieu à une
estimation du trou spectral. De surcroît, sa structure fait clairement apparaître les cas d’égalité :
dès que le trou spectral appartient au spectre discret de l’opérateur −L, le supremum est alors
un maximum : il suffit de prendre h = g1, où g1 est une fonction propre associée au trou spectral,
dont on sait que la dérivée ne s’annule pas, cf. [65].

Les résultats en dimension 1 sont essentiels au sens où de nombreux modèles éventuelle-
ment complexes, au-delà des cas produits classiques, peuvent se réduire à l’étude d’une certaine
dynamique sur la droite réelle, tels que des systèmes de spins non bornés issus de la mécanique
statistique. Par exemple si le potentiel V est de la forme

V (x) =
d∑
i=1

U(xi) + ϕ(x), x ∈ Rd,

la mesure µ est une mesure produit (correspondant à la mesure de probabilité unidimensionnelle
de densité de Lebesgue proportionnelle à e−U sur R) perturbée par un potentiel d’interaction ϕ.
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Dans les applications, le potentiel régulier unidimensionnel U , appelé phase, peut être supposé
convexe ou non et ϕ modélise souvent des interactions aux plus proches voisins, i.e., ϕ(x) =
J
∑d

i=1 φ(xi, xi+1), xd+1 = x1 avec φ une fonction lisse et J est le coefficient d’interaction
en général assez petit (on parle de régime perturbatif). De nouveau basés sur le laplacien de
Witten, les travaux d’Helffer [93, 94] pour estimer le trou spectral de tels modèles reposent
sur l’existence d’un trou spectral pour les lois conditionnelles unidimensionnelles uniforme en
les autres coordonnées, fixées. Plus précisément, si l’on note ∇̃2V la matrice hessienne de V
remplie de zéros sur la diagonale, le résultat d’Helffer est le suivant :

λ1 ≥ inf
Rd

ρ
(
∇̃2V

)
+ min

i=1,...,d
inf

x̂i∈Rd−1
λx̂i1 , (3.1.6)

où pour tout x ∈ Rd fixé, x̂i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) désigne le vecteur de Rd−1 extrait de
x en enlevant la i-ème coordonnée et λx̂i1 est le trou spectral de la loi unidimensionnelle de la
i-ème coordonnée sous la mesure µ, les autres étant fixées égales à x̂i. Ce type d’approche peut
s’appliquer par exemple au cas d’une phase correspondant à un double-puits [93], U(x) = |x|4−
β|x|2 avec β > 0, voire même à une phase seulement uniformément convexe à l’infini [94], Helffer
optant dans ses deux articles pour un potentiel d’interaction quadratique du type φ(xi, xi+1) =
|xi − xi+1|2. Par ailleurs, les articles [32, 130] considèrent le cas d’une phase uniformément
convexe à l’infini associée à des interactions aux plus proches voisins plus générales du type
φ(xi, xi+1) = xi xi+1 ou φ(xi, xi+1) = φ̃(xi−xi+1) avec des conditions de symétrie et de croissance
sur φ̃, tandis que le travail de Gentil et Roberto [81] permet dans ce cadre d’aller au-delà de
l’hypothèse de convexité uniforme à l’infini de la phase en exploitant le critère de Muckenhoupt
mentionné plus haut.

À présent, consacrons-nous aux valeurs propres supérieures situées sous le spectre es-
sentiel, que l’on organise en ordre croissant et compte avec leur multiplicité. Pour ce faire,
le théorème du min-max de Courant-Fisher, dont on peut trouver une version dans l’ouvrage
d’Helffer [95], nous dit que la quantité définie par la formule variationnelle

λn = sup
g0,...,gn−1∈L2(µ)

inf
f⊥gi, i=0,...,n−1

∫
Rd f (−Lf) dµ∫

Rd f 2 dµ
,

désigne soit la n-ième valeur propre strictement positive du spectre discret située sous le spectre
essentiel, soit le bas du spectre essentiel lui-même, toutes les λm coïncidant avec λn pourm > n,
et il y a alors au plus n− 1 valeurs propres strictement positives du spectre discret strictement
inférieures à λn. Ci-dessus, la notation ⊥ désigne l’orthogonalité dans L2(µ). Le supremum est
réalisé lorsque les fonctions gi sont les fonctions propres associées, si elles existent. C’est par
exemple le cas si le spectre est discret, i.e., σess(−L) = ∅, comme dans le cas d’un potentiel
uniformément convexe ou encore s’il existe θ ∈]0, 1[ tel que

lim
|x|→∞

θ|∇V (x)|2 −∆V (x) = +∞,

cf. [95]. Le cas gaussien standard vérifiant la propriété de convexité uniforme, le spectre est
discret et vaut exactement σ(−L) = N, les fonctions propres associées étant les ploynômes
d’Hermite. Plus généralement pour les lois de Subbotin de paramètre α ≥ 1, le second critère
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indique que le spectre est discret si α > 1, le spectre discret étant réduit à {0} avec de surcroît
σess(−L) = [1/4,∞[ dans le cas α = 1. Le cas du double-puits est aussi couvert par le second
critère, indépendamment de la valeur du paramètre β > 0. Enfin, dans le même article déjà
évoqué plus haut pour le trou spectral, Helffer et Nier [96] établissent une version de leurs
résultats pour l’obtention d’un spectre discret. Tout d’abord, si le potentiel V s’écrit comme
une somme de monômes tous positifs ou nuls, alors on a σess(−L) = ∅ si et seulement si V
tend vers l’infini à l’infini. Autrement dit, d’après ce que nous avons énoncé auparavant, cela
signifie que dans cette situation bien particulière, l’existence d’un trou spectral est équivalente
à la condition a priori bien plus forte que le spectre soit discret, faisant de cette condition
nécessaire et suffisante un résultat remarquable. Enfin, lorsque l’on reprend un potentiel V du
type (3.1.2), une condition suffisante permettant d’obtenir un spectre discret est de supposer
d’une part qu’il existe au moins un αi > 1 et d’autre part que toutes les fonctions ϕi associées
aux αi > 1 ne s’annulent pas en un même point de Sd−1 : c’est le second critère d’Helffer-Nier
(il s’agit d’une condition suffisante similaire à celle du premier critère, avec la différence notable
que les inégalités ≥ 1 sont remplacées par > 1).

3.1.2 L’entrelacement classique

À présent, introduisons la notion d’entrelacement. L’entrelacement classique entre gra-
dient et opérateur est de la forme suivante : pour toute fonction réelle f suffisamment régulière
sur Rd,

∇Lf = L̃∇f, (3.1.7)

où il faut donner un sens à l’opérateur L̃ agissant sur les gradients et plus généralement sur les
champs de vecteurs réguliers de Rd. Cet opérateur est de type Schrödinger, i.e., L̃ = L−∇2V
avec

L =

 L
. . .

L

 ,

vu comme un opérateur de diffusion matriciel d × d diagonal et la matrice hessienne ∇2V
agit de manière multiplicative sur les champs de vecteurs. Ce type d’entrelacement apparut
anciennement en géométrie riemannienne à travers la formule de Weitzenböck pour les 1-formes
différentielles, mettant en scène l’opérateur de Laplace-Beltrami (le générateur du mouvement
brownien sur la variété), le laplacien de Hodge-de Rham (commutant avec la différentielle
extérieure) et la courbure de Ricci (le potentiel multiplicatif, ou opérateur d’ordre 0), cf. [106].
Au fond, l’entrelacement est une notion réminiscente du calcul Γ2 de Bakry et Émery, via la
formule de Bochner dans notre cadre euclidien :

Γ2(f, f) =
1

2
L(|∇f |2)−∇f · ∇Lf

=
1

2
L(|∇f |2)−∇f · L̃∇f

=
1

2
L(|∇f |2)−∇f · L∇f︸ ︷︷ ︸ +∇f · ∇2V ∇f
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= ‖∇2f‖2
HS + ∇f · ∇2V ∇f,

la quantité ‖∇2f‖2
HS étant interprétée comme une sorte de carré du champ associé à l’opérateur

matriciel L agissant dans ses deux arguments sur le gradient ∇f .
Au niveau des semigroupes, l’entrelacement classique s’écrit de la manière suivante :

pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd,

∇Ptf = P̃t∇f. (3.1.8)

Ci-dessus, la famille d’opérateurs matriciels (P̃t)t≥0 agissant sur les gradients, ou plus générale-
ment sur les champs de vecteurs, est aussi un semigroupe mais n’est en général pas conservatif,
i.e. P̃t1 6= 1 pour t > 0, 1 désignant le vecteur constant de Rd ayant toutes ses coordonnées
égales à 1 et de surcroît les propriétés usuelles de contraction (via la norme euclidienne) dans les
espaces de Lebesgue ne sont plus forcément satisfaites. Néanmoins, étudier de tels semigroupes
définis sur les champs de vecteurs de Rd s’avère très intéressant pour de multiples raisons, la
première étant leur représentation probabiliste sous la forme Feynman-Kac, permettant d’en
déduire des propriétés importantes d’ergodicité du semigroupe originel (Pt)t≥0. En effet, cette
interprétation probabiliste, que l’on peut faire remonter dans le cadre riemannien à Airault [3]
au milieu des années 70, a notamment été utilisée par Bakry en 1987 dans son étude sur les
transformées de Riesz [9] et fait élégamment le lien avec les célèbres formules de Bismut et le
calcul de Malliavin, cf. [22]. Citons de nouveau le livre de Hsu [106] pour une présentation claire
et détaillée de l’ensemble de ces objets définis dans le cadre riemannien. Dans notre cadre eucli-
dien, le semigroupe matriciel (P̃t)t≥0 admet précisément la représentation probabiliste suivante :
pour tout champ de vecteurs de Rd suffisamment régulier,

P̃tF (x) = Eδx [Jt F (Xt)] , t ≥ 0, x ∈ Rd,

où (Jt)t≥0 est solution matricielle de l’équation différentielle

∂tJt + Jt∇2V (Xt) = 0, J0 = I.

Par exemple, nous retrouvons dans le cas gaussien standard la relation de commutation

∇Ptf(x) = e−tPt∇f(x) = e−t Eδx [∇f(Xt)] ,

classiquement obtenue par la formule de Mehler,

Ptf(x) =

∫
Rd

f(x e−t +
√

1− e−2t y) γ(dy), t ≥ 0, x ∈ Rd.

De retour au cas général, notons que la représentation probabiliste peut être obtenue en utilisant
la méthode du processus tangent, c’est-à-dire en différentiant par rapport à la condition initiale
le processus de Kolmogorov (Xt)t≥0. Ce flot de matrices (Jt)t≥0 joue le rôle du poids de Feynman-
Kac exp

(
−
∫ t

0
V ′′(Xs) ds

)
que l’on obtient classiquement en dimension 1, un cadre dans lequel

les choses se simplifient, la raison évidente étant que le gradient d’une fonction réelle définie
sur la droite réelle n’est rien d’autre qu’une fonction de R dans R. En particulier si ρ : Rd → R
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désigne la fonction correspondant à la plus petite valeur propre de la matrice symétrique ∇2V ,
alors ‖Jt‖op ≤ exp

(
−
∫ t

0
ρ(Xs) ds

)
et en recollant l’ensemble, on en déduit l’inégalité suivante :

pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd,

|∇Ptf | ≤ P ρ
t (|∇f |) ,

où (P ρ
t )t≥0 est le (véritable) semigroupe de Feynman-Kac agissant sur les fonctions régulières,

P ρ
t f(x) = Eδx

[
f(Xt) exp

(
−
∫ t

0

ρ(Xs) ds

)]
, t ≥ 0, x ∈ Rd.

Cette inégalité, retrouvée très simplement à partir de l’entrelacement classique (3.1.8), n’est
rien d’autre que la relation de sous-commutation renforcée de Bakry et Émery obtenue en suant
quelque peu à partir du calcul Γ2, à une amélioration près : la fonction ρ elle-même apparaît
au lieu de sa borne inférieure, ouvrant la voie à des approches sans doute plus probabilistes des
inégalités fonctionnelles pour des mesures dont le potentiel associé V n’est pas uniformément
convexe. Mentionnons que le critère de courbure-dimension CD(ρ,∞) originel de Bakry-Émery
peut être aisément adapté dans le cas où la constante réelle ρ est en fait une fonction, modulo
l’utilisation de tels semigroupes de Feynman-Kac. Cette observation, que Bakry avait déjà
formulée dans son cours de Saint-Flour [10], a été récemment exploitée avec succès par Sturm
et ses collaborateurs [45, 167] dans le cadre des espaces métriques mesurés.

À présent, relions l’entrelacement classique (3.1.7) au trou spectral de l’opérateur −L,
que l’on note dans la suite λ1(−L) (plutôt que λ1), l’analyse spectrale à venir mettant en
scène plusieurs opérateurs différents. Ce lien, sous-jacent aux travaux d’Helffer et Sjöstrand
[97] autour des laplaciens de Witten et de la décroissance des corrélations de certains modèles
en mécanique statistique, a été formalisé par Johnsen dans l’article [108]. Citons par exemple
l’ouvrage d’Helffer [95] pour un état de l’art sur ce vaste sujet. L’opérateur de type Schrödinger
−L̃ est symétrique et positif dans L2(µ) (présentement et dans la suite, on note aussi L2(µ)
l’espace des champs de vecteurs sur Rd de norme de carré intégrable par rapport à µ). Il est donc
(essentiellement) auto-adjoint sur cet espace. La même propriété est vérifiée lorsque l’opérateur
est restreint au sous-espace ∇I = {∇f ∈ L2(µ) : f régulière sur Rd} engendré par les gradients
de fonctions. Le résultat déterminant de Johnsen est alors le suivant.

Théorème 3.1.1. Sous l’hypothèse de trou spectral λ1(−L) > 0, les opérateurs (essentiel-
lement) auto-adjoints −L |1⊥ et −L̃ |∇I

, restreints respectivement aux sous-espaces 1⊥ et ∇I ,
sont unitairement équivalents, la transformation unitaire pour passer de l’un à l’autre étant la
transformée de Riesz U = ∇(−L)−1/2 : 1⊥ → ∇I :

−L̃ |∇I
= U (−L) |1⊥ U

∗.

Par conséquent, les spectres coïncident : σ(−L |1⊥) = σ(−L̃ |∇I
), tout comme les sous-parties

constituées des spectres essentiels et discrets.

Dès lors que l’on a λ1(−L) > 0, le semigroupe (Pt)t≥0 converge à vitesse exponentielle
e−λ1t vers l’équilibre µ et par conséquent l’opérateur ci-dessus (−L)−1/2, ou plus généralement
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l’opérateur (−L)−α pour α > 0, correspondant au potentiel de Riesz

(−L)−α =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1 Pt dt,

est bien défini comme opérateur borné du sous-espace 1
⊥ vers lui-même. Ici, Γ désigne la

célèbre fonction Gamma, Γ(α) =
∫∞

0
tα−1 e−t dt. Par ailleurs, une analyse similaire permet de

correctement définir sur le sous-espace des gradients l’opérateur (−L̃)−α, α > 0, en fonction
du semigroupe (P̃t)t≥0 sous l’hypothèse λ0(−L̃ |∇I

) > 0, une valeur propre correspondant au
bas du spectre de l’opérateur de type Schrödinger −L̃ |∇I

restreint aux gradients définie par la
formule variationnelle

λ0(−L̃ |∇I
) = inf

F∈∇I

∫
Rd F · (−L̃F ) dµ∫

Rd |F |2 dµ
.

Ainsi, grâce à l’entrelacement au niveau des semigroupes (3.1.8), il en résulte que pour tout
α > 0,

∇(−L)−α = (−L̃)−α∇,

et en particulier la transformée de Riesz du Théorème 3.1.1 s’écrit aussi U = (−L̃)−1/2∇. Le
lien entre ces deux valeurs propres se fait justement par l’une des conséquences du Théorème
3.1.1 traduite par l’égalité

λ1(−L) = λ0(−L̃ |∇I
),

la valeur propre nulle ayant pour fonctions propres associées les constantes (on a donc σ(−L |1⊥) =
σ(−L)\{0}). Autrement dit, le trou spectral de l’opérateur de diffusion−L vaut la valeur propre
correspondant au bas du spectre de l’opérateur de type Schrödinger −L̃ |∇I

restreint aux gra-
dients. Notons que l’inégalité λ1(−L) ≥ λ0(−L̃ |∇I

) avait été observée par Helffer dans [93]
comme conséquence immédiate de l’identité

Varµ(f) =

∫
Rd

∇f · (−L̃)−1∇f dµ, (3.1.9)

obtenue grâce à l’entrelacement classique (3.1.7), sans pour autant que l’égalité soit établie. Ce
n’est que deux ans plus tard que Johnsen l’établira. Dans l’esprit, cette approche ressemble à
la méthode L2 d’Hörmander [101] que ce dernier a mise en œuvre pour résoudre l’équation de
Poisson associée à l’opérateur ∂̄ une grosse trentaine d’années avant le travail d’Helffer et dans
le contexte différent de l’analyse complexe. Ainsi, l’opérateur de diffusion matriciel diagonal
−L étant positif, un petit argument de monotonie dans la formule variationnelle de λ0(−L̃ |∇I

)
nous permet d’une part de retrouver l’inégalité de Brascamp-Lieb (3.1.1) si le potentiel V est
strictement convexe et d’autre part l’inégalité λ1(−L) ≥ infRd ρ(∇2V ) dans le cas uniformément
convexe. Remarquons qu’en exploitant plus finement la positivité de l’opérateur −L, cette
approche laisse manifestement de la place pour de potentielles améliorations des estimations
du trou spectral lorsque le critère de courbure-dimension de Bakry-Émery ne s’applique pas,
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comme dans le cas d’une mesure log-concave générale (voire même lorsque V n’est pas convexe,
cf. l’exemple du double-puits). En particulier, il est tentant de se poser la question suivante :
l’interprétation spectrale de l’entrelacement classique peut-elle contribuer à faire avancer les
choses concernant la conjecture KLS ? Sans être en mesure de répondre directement à cette
question, nous rodons sans cesse autour de ces considérations log-concaves, les travaux que nous
menons depuis 2013 s’inscrivant souvent dans ce cadre, comme nous allons le voir à présent.

3.2 Quelques résultats

3.2.1 L’entrelacement à poids

Rentrons maintenant dans le vif du sujet en décrivant quelques-uns de nos travaux sur les
entrelacements en lien avec les inégalités spectrales et fonctionnelles. Faisant suite aux travaux
en discret effectués avec Djalil Chafaï [58] en 2013, l’idée fondatrice dans le cadre diffusif, que
nous avons eue principalement avec Michel Bonnefont, a été formalisée tout d’abord sur la
droite réelle dans l’article [37] publié en 2014, puis généralisée en dimension quelconque dans
le travail [8] en collaboration avec Marc Arnaudon, datant de 2016 et publié en 2018. Depuis,
nous travaillons toujours sur le sujet, comme en témoignent les deux prépublications récentes
[38, 39] que nous avons écrites Michel et moi. Suivant la présentation proposée dans [8], l’idée
dont nous parlons repose sur l’introduction dans l’entrelacement classique (3.1.7) d’un poids
matriciel x 7→ A(x) ∈ GLd(R) (dans la suite, on notera A ∈ GLd(R) pour ne pas trop surcharger
la notation), dépendant de la variable d’espace d’une manière régulière et correspondant à une
notion de h-transformée de Doob matricielle avec h = A−1 : « on multiplie par h à l’intérieur
de l’opérateur matriciel L̃ et par h−1 à l’extérieur ». Cette transformation (au sens classique et
non matricielle), familière aux stochasticiens lorsqu’ils désirent déterminer la loi de processus
markoviens conditionnés, laisse le carré du champ inchangé mais modifie la mesure invariante
selon le poids A. Plus précisément, si l’on note L̃A l’opérateur matriciel agissant sur les champs
de vecteurs F suffisamment réguliers de Rd défini par

L̃AF = A L̃ (A−1 F ),

alors partant de l’entrelacement classique (3.1.7), on a l’entrelacement à poids suivant : pour
toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd,

A∇Lf = L̃A (A∇f). (3.2.1)

Comme dans le cas de l’entrelacement classique (3.1.7) (correspondant ici au choix d’une matrice
A constante et inversible), l’opérateur matriciel L̃A est de type Schrödinger, c’est-à-dire qu’il
se décompose sous la forme L̃A = LA −MA, où LA est l’opérateur de diffusion matriciel

LAF = LF + 2A∇A−1 · ∇F,

et MA est la matrice

MA = A
(
∇2V − LA−1A

)
A−1,
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correspondant à un opérateur multiplicatif. Ci-dessus, le gradient ∇F est défini comme le
vecteur formé des coordonnées vectorielles ∇Fi et si la matrice A−1 a pour entrées les ai,j, alors
∇A−1 désigne la matrice des gradients ∇ai,j. Enfin, ces gradients agissent par contraction pour
définir le vecteur ∇A−1 · ∇F :

(∇A−1 · ∇F )i =
d∑
j=1

∇ai,j · ∇Fi.

Comme l’opérateur −L̃ est (essentiellement) auto-adjoint dans l’espace L2(µ), on en déduit que
l’opérateur −L̃A est au moins symétrique dans l’espace L2

A(µ) constitué des champs de vecteurs
F suffisamment réguliers sur Rd satisfaisant la condition d’intégrabilité∫

Rd

F ·
(
AAT

)−1
F dµ < ∞.

De plus, l’entrelacement à poids (3.2.1) entraîne la positivité de −L̃A lorsqu’il est restreint au
sous-espace des gradients à poids∇A = {A∇f ∈ L2

A(µ) : f régulière sur Rd}. Ainsi, l’opérateur
−L̃A |∇A

est lui aussi (essentiellement) auto-adjoint sur ∇A. En revanche, les symétrie et posi-
tivité dans L2

A(µ) (évaluées indifféremment sur l’espace des champs de vecteurs suffisamment
réguliers sur Rd ou sur ∇A) de l’opérateur de diffusion matriciel −LA ne sont pas automatiques
et l’hypothèse sur A nécessaire et suffisante pour ce faire est la suivante :

(Hsym) la matrice LA−1A est symétrique.

Récapitulons en énonçant la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Étant donné un poids matriciel A ∈ GLd(R) régulier, l’opérateur de type
Schrödinger matriciel −L̃A est d’une part symétrique sur L2

A(µ) et d’autre part (essentiellement)
auto-adjoint et positif sur le sous-espace ∇A engendré par les gradients à poids.
L’opérateur de diffusion matriciel −LA, quant à lui, est (essentiellement) auto-adjoint et positif
dans L2

A(µ) (donc sur ∇A) si et seulement si l’hypothèse (Hsym) est satisfaite.

Notons que c’est le cas par exemple si A est diagonale, ce qui permet, comme nous le
verrons plus tard, d’appréhender dans notre étude spectrale à venir des cas de potentiels V non
uniformément convexes, voire même non convexes.

Du point de vue des semigroupes, l’entrelacement à poids s’écrit pour toute fonction
réelle f suffisamment régulières sur Rd,

A∇Ptf = P̃A,t(A∇f), (3.2.2)

où le semigroupe matriciel de type Feynman-Kac (P̃A,t)t≥0 agit sur les champs de vecteurs
réguliers. Contrairement au cas du semigroupe issu de l’entrelacement classique (3.1.8), l’inter-
prétation probabiliste sous-jacente n’est pas claire, la raison principale étant due au caractère
éventuellement non diagonal de l’opérateur de diffusion matriciel LA. En revanche lorsque la
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matrice A est diagonale, A = diag (ai) avec les ai des fonctions régulières sur Rd ne s’annulant
pas, cet opérateur devient diagonal, i.e.,

LA =

 La1
. . .

Lad

 ,

où sur chaque ligne apparaît le vrai opérateur de diffusion suivant : pour toute fonction réelle
f suffisamment régulière sur Rd,

Laif = Lf + 2ai∇a−1
i · ∇f,

la mesure invariante µai du processus de Markov sous-jacent (Xai,t)t≥0 ayant donc sa densité de
Lebesgue proportionnelle à a−2

i e−V (il n’y a aucune raison a priori qu’elle soit de masse finie,
donc renormalisable en une mesure de probabilité). Si de surcroît la matrice A est un multiple de
l’identité, i.e., les poids ai sont tous égaux à un poids générique a, alors le semigroupe (P̃A,t)t≥0

admet la représentation suivante : pour tout champ de vecteurs F suffisamment régulier de Rd,

P̃A,tF (x) = Eδx [Ja,t F (Xa,t)] , t ≥ 0, x ∈ Rd,

où (Ja,t)t≥0 est solution matricielle de l’équation différentielle

∂tJa,t + Ja,t
(
∇2V − aLa−1 I

)
(Xa,t) = 0, Ja,0 = I.

Par exemple dans le cas unidimensionnel, l’entrelacement à poids (3.2.2) donne lieu à une ap-
proche stochastique simple utilisant le théorème de Girsanov. En effet, l’entrelacement classique
(3.1.8) puis le théorème de Girsanov entraînent l’identité

(Ptf)′ (x) = Eδx
[
f ′(Xa,t) exp

(
−
∫ t

0

V ′′(Xa,s) ds

)
M

(a)
t

]
,

où (Xa,t)t≥0 est le processus de générateur La et (M
(a)
t )t≥0 est la martingale exponentielle (sous

quelques propriétés supplémentaires sur a et ses dérivées)

M
(a)
t =

a(Xa,t)

a(x)
exp

(
−
∫ t

0

Laa(Xa,s)

a(Xa,s)
ds

)
,

qui, lorsque l’on considère l’opérateur L plutôt que La, se réécrit

M
(a)
t =

a(Xa,t)

a(x)
exp

(
+

∫ t

0

a(Xa,s)La
−1(Xa,s) ds

)
.

Ainsi, on en déduit directement la représentation probabiliste de l’entrelacement à poids (3.2.2) :

a(x) (Ptf)′ (x) = Eδx
[
a(Xa,t) f

′(Xa,t) exp

(
−
∫ t

0

(
V ′′ − aLa−1

)
(Xa,s) ds

)]
.
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3.2.2 Inégalités spectrales

Les différents objets d’intérêt à présent introduits, décrivons quelques résultats que nous
avons établis dans les travaux [8, 39] à l’aide de ces entrelacements à poids, le cas unidimen-
sionnel [37, 38, 40] étant traité plus tard. Tout d’abord, le Théorème 3.1.1 présenté auparavant,
dû à Johnsen et basé sur l’entrelacement classique (3.1.7), peut être généralisé en y intégrant
l’entrelacement à poids (3.2.1), la raison principale étant que la h-transformée de Doob matri-
cielle est une opération unitaire sur les espaces appropriés. Le résultat, figurant seulement dans
notre prépublication récente [39] car nous n’avons découvert l’existence de l’article de Johnsen
[108] que tardivement, est le suivant.

Théorème 3.2.2. Soit A ∈ GLd(R) une matrice régulière. Sous l’hypothèse de trou spectral
λ1(−L) > 0, les opérateurs (essentiellement) auto-adjoints −L |1⊥ et −L̃A |∇A

, restreints respec-
tivement aux sous-espaces 1⊥ et ∇A, sont unitairement équivalents, la transformation unitaire
pour passer de l’un à l’autre étant la multiplication par la matrice A avec la transformée de
Riesz, i.e., UA = A∇(−L)−1/2 : 1⊥ → ∇A :

−L̃A |∇A
= UA (−L) |1⊥ U

∗
A.

Comme précédemment, les spectres de ces deux opérateurs coïncident, à savoir

σ(−L)\{0} = σ(−L̃A |∇A
),

tout comme les sous-parties constituées des spectres essentiels et discrets. En terme de trou
spectral de l’opérateur −L, on a

λ1(−L) = λ0(−L̃A |∇A
).

Ainsi, s’intéresser au trou spectral de l’opérateur −L revient à étudier le bas du spectre
de l’opérateur de type Schrödinger −L̃A restreint aux gradients à poids, une analyse se révélant
être moins difficile grâce à la présence du terme d’ordre 0. Comparé au théorème de Johnsen
initial, l’apport du poids matriciel A offre un éventail de possibilités incomparablement plus
grand pour attaquer le problème de l’estimation du trou spectral, le degré de liberté portant
sur le choix de ce poids, nous permettant éventuellement de considérer une plus grande variété
de potentiels V au-delà du cas uniformément convexe, voire même convexe, comme nous allons
le voir maintenant. Du point de vue des inégalités fonctionnelles, l’interprétation spectrale de
l’entrelacement à poids apparaissant dans le Théorème 3.2.2 peut être partiellement encodé par
des inégalités de type Brascamp-Lieb [44] et de Poincaré à poids, un travail que nous avons fait
dans le cadre unidimensionnel tout d’abord dans [37] puis en toute généralité dans [8]. Plus
précisément, l’entrelacement à poids (3.2.1) permet d’obtenir une inégalité de Brascamp-Lieb
généralisée, valable pour toute matrice régulière A ∈ GLd(R) satisfaisant l’hypothèse ci-dessous,
plus forte que (Hsym) :

(Hpos) la matrice ∇2V − LA−1A est symétrique définie positive,

L’énoncé de notre résultat est le suivant.
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Théorème 3.2.3. Soit A ∈ GLd(R) une matrice régulière satisfaisant l’hypothèse (Hpos). Alors
l’inégalité de Brascamp-Lieb généralisée a lieu : pour toute fonction réelle f suffisamment ré-
gulière sur Rd,

Varµ(f) ≤
∫
R d

∇f ·
(
∇2V − LA−1A

)−1 ∇f dµ.

Preuve. La démonstration de ce résultat étant brève, proposons-la. L’idée est d’introduire le
poids matriciel A dans l’identité (3.1.9) :

Varµ(f) =

∫
Rd

∇f · (−L̃)−1∇f dµ

=

∫
Rd

(A∇f) ·
(
AAT

)−1
A (−L̃)−1(A−1·) (A∇f) dµ

=

∫
Rd

(A∇f) ·
(
AAT

)−1
(−L̃A)−1 (A∇f) dµ

≤
∫
Rd

(A∇f) ·
(
AAT

)−1
M−1

A (A∇f) dµ

=

∫
Rd

∇f ·
(
∇2V − LA−1A

)−1 ∇f dµ,

car d’une part on a (−L̃A)−1F = A (−L̃)−1(A−1 F ) pour tout F ∈ ∇A et d’autre part les
opérateurs de diffusion matriciel −LA et multiplicatif MA sont tous deux (essentiellement)
auto-adjoints et positifs dans L2

A(µ) (donc aussi sur ∇A) grâce à l’hypothèse (Hpos). La preuve
du théorème est à présent achevée.

Mentionnons qu’une autre démonstration du même type passe par une version renforcée
de la Proposition 2.1.6 que l’on démontre facilement. L’énoncé est le suivant.

Proposition 3.2.4. S’il existe une matrice symétrique définie positive R en chaque point de
l’espace telle que pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd, on ait l’inégalité
renforcée ∫

R d

Γ2(f, f) dµ ≥
∫
R d

∇f ·R∇f dµ,

alors on a l’inégalité de type Brascamp-Lieb suivante : pour toute fonction réelle f suffisamment
régulière sur Rd,

Varµ(f) ≤
∫
R d

∇f ·R−1∇f dµ.

L’idée est alors d’appliquer la Proposition 3.2.4 à la matrice R = ∇2V −L(A−1)A pour
retrouver le Théorème 3.2.3. Pour ce faire, notons que l’entrelacement à poids (3.2.1) donne
lieu à l’inégalité∫

Rd

Γ2(f, f) dµ =

∫
Rd

A∇f ·
(
AAT

)−1
(−LA +MA) A∇f dµ
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=

∫
Rd

∇(A∇f) ·
(
AAT

)−1 ∇(A∇f) dµ+

∫
Rd

∇f · A−1MAA∇f dµ

≥
∫
Rd

∇f ·
(
∇2V − LA−1A

)
∇f dµ,

où l’on a utilisé les symétrie et positivité de l’opérateur de diffusion matriciel −LA sur le
sous-espace ∇A, l’hypothèse (Hpos) entraînant (Hsym). D’où le résultat désiré.

En particulier, l’intérêt d’une telle démonstration est qu’elle nous permet de voir com-
ment la méthode de l’entrelacement à poids est utilisée pour extraire de la positivité dans
l’opérateur −L, comme suggéré à la fin de la Section 3.1.2. En effet, en écrivant par l’entrela-
cement classique l’intégrale du Γ2 comme∫

Rd

Γ2(f, f) dµ =

∫
Rd

∇f ·
(
−L+∇2V

)
∇f dµ,

on déduit de l’inégalité précédente la proposition suivante (ci-dessous, seule l’hypothèse (Hsym)
prévaut, l’hypothèse plus forte (Hpos) étant seulement requise pour revenir à l’inégalité de
Brascamp-Lieb généralisée).

Proposition 3.2.5. Soit A ∈ GLd(R) une matrice régulière satisfaisant l’hypothèse (Hsym).
Alors on a l’inégalité suivante : pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd,∫

R d

∇f · (−L)∇f dµ ≥
∫
R d

∇f ·
(
−LA−1A

)
∇f dµ.

Autrement dit, il s’agit d’une version du Lemme 2.2.11 apparaissant dans la Section
2.2.3 pour l’opérateur de diffusion matriciel −L agissant sur les gradients.

Revenons au Théorème 3.2.3 en faisant quelques commentaires sur l’inégalité de Brascamp-
Lieb généralisée. Tout d’abord, le potentiel V n’est pas forcément supposé strictement convexe
(voire même convexe), la présence de la matrice −LA−1A permettant de corriger l’éventuel
manque de convexité dans certaines régions de l’espace. L’inégalité de Brascamp-Lieb classique
(3.1.1) est obtenue en choisissant la matrice A = I, c’est-à-dire en considérant simplement l’en-
trelacement classique (3.1.7) comme le fait Helffer [93], les fonctions extrémales étant données
par f = ∇V · c, où c ∈ Rd est une constante quelconque. Dans la situation présente avec le
poids A, l’optimalité d’une telle inégalité n’est pas claire. En revanche si l’on contraint A à être
de la forme

A = (JTH)−1,

où H est un difféomorphisme suffisamment régulier de Rd et J désignant la matrice jacobienne,
le produit scalaire AAT induit par l’espace L2

A(µ) ayant alors une structure particulière,(
AAT

)−1

i,j
= (JH J

T
H)i,j = ∇Hi · ∇Hj,

alors l’entrelacement classique (3.1.7) interprété au niveau matriciel, i.e.,

JTLH = (L−∇2V ) (JTH),
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nous donne alors l’identité

∇2V − LA−1A = −JTLH (JTH)−1.

Ainsi, on en déduit que l’inégalité de Brascamp-Lieb généralisée est saturée pour les fonctions
de la forme f = LH · c avec c ∈ Rd une constante, dès lors que ce choix de difféomorphisme H
satisfait (Hpos), i.e., tel que la matrice −JTLH (JTH)−1 soit symétrique définie positive. Dans le
cas de l’inégalité de Brascamp-Lieb classique, ce choix correspond à H(x) = x, x ∈ Rd.

En pratique, on peut tenter de déterminer la matrice A en fonction d’un difféomorphisme
bien choisi H, ou alors tester directement une matrice A diagonale car d’une part la condition
(Hsym) est forcément satisfaite, et d’autre part l’hypothèse (Hpos) est souvent plus facile à
vérifier. Dans le cas où le modèle considéré comporte certaines symétries, comme dans le cas
radial, la matrice A peut même être un multiple de l’identité, A = a I où a est une fonction
suffisamment régulière sur Rd et ne s’annulant pas. Par exemple si l’on s’intéresse aux lois de
Subbotin de paramètre α > 1, alors en calculant la plus petite valeur propre de la matrice ∇2V ,
l’inégalité de Brascamp-Lieb classique entraîne l’inégalité de Poincaré à poids suivante : pour
toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd,

Varµ(f) ≤
∫
Rd

|∇f(x)|2

min {1, α− 1} |x|α−2
µ(dx), (3.2.3)

tandis qu’un bon choix de fonction poids a nous permet d’en déduire une autre inégalité de
Poincaré à poids grâce à l’inégalité de Brascamp-Lieb généralisée du Théorème 3.2.3 : il existe
une constante Cd,α > 0 explicite ne dépendant que de α et de la dimension d (≥ 2) telle que
pour toute fonction réelle f suffisamment régulière sur Rd, on ait

Cd,α Varµ(f) ≤
∫
Rd

|∇f(x)|2

min {1, α− 1} |x|α−2 + |x|2(α−1)
µ(dx). (3.2.4)

Ci-dessus, la constante se comporte comme Cd,α ≈ min {1, α− 1} /d pour d assez grand. Dans
le cas gaussien standard, la première inégalité de Poincaré à poids (3.2.3) est réduite à l’inégalité
de Poincaré classique tandis que la seconde inégalité (3.2.4) donne avec la constante Cd,α écrite
explicitement,

8
√
d− 1(√

d− 1 +
√
d+ 3

)3 Varµ(f) ≤
∫
Rd

|∇f(x)|2

1 + |x|2
γ(dx). (3.2.5)

En particulier, on observe en testant sur les fonctions linéaires que cette inégalité se révèle
asymtotiquement optimale en grande dimension.

En terme de trou spectral, l’inégalité de Brascamp-Lieb classique donne lieu à une borne
inférieure sur λ1(−L) seulement dans le cadre d’un potentiel uniformément convexe, comme on
l’a vu précédemment. En revanche, utiliser l’inégalité de Brascamp-Lieb généralisée du Théo-
rème 3.2.3 permet dans les exemples de relâcher cette hypothèse de convexité uniforme (voire
même de convexité tout court), sous réserve de nouveau que l’on sache choisir judicieusement
la matrice A. On rappelle que ρ désigne la fonction correspondant à la plus petite valeur propre
de la matrice symétrique considérée.
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Théorème 3.2.6. On a l’estimation suivante sur le trou spectral :

λ1(−L) ≥ sup
H

inf
R d
ρ
(
−JTLH (JTH)−1

)
,

où le supremum est pris sur l’ensemble des difféomorphismes H suffisamment réguliers de Rd

satisfaisant l’hypothèse (Hpos).

Bien évidemment, cette borne inférieure sur le trou spectral n’est intéressante qu’à partir
du moment où cette fonction ρ est minorée par une constante strictement positive. Ce résultat
est la version multidimensionnelle de la célèbre formule de Chen-Wang (3.1.5) établie sur la
droite réelle [65], faisant clairement ressortir les cas d’optimalité. Présentée comme telle (i.e.,
avec le difféomorphisme H plutôt que la matrice A), notre borne sur le trou spectral révèle
elle-aussi les cas potentiels d’optimalité, dont les conditions sont manifestement plus difficiles
à établir. En effet, l’égalité a lieu dès lors que l’espace propre Eλ1(−L) associé au trou spectral,
lorsqu’il existe, est de dimension d et les fonctions propres associées forment un difféomorphisme
H de Rd suffisamment régulier (auquel cas H vérifie bien la condition (Hpos)). En-dehors du
cas trivial des opérateurs associés à une même mesure unidimensionnelle tensorisées d fois
(auquel cas le trou spectral λ1(−L) vaut exactement celui en dimension 1, les d fonctions
propres associées sur chacune des coordonnées formant alors une base de Eλ1(−L)), un exemple
intéressant concernant le problème de la multiplicité du trou spectral a été mis récemment
en exergue par Barthe et Klartag [18]. En effet, si le potentiel V est strictement convexe et
possède les symétries du cube, c’est-à-dire que V est invariant par toute permutation et tout
changement de signe des coordonnées, alors dimEλ1(−L) = d. Ce résultat repose en partie sur
une observation de Barthe et Cordero-Erausquin [16] généralisant aux potentiels V strictement
convexes sur Rd le résultat originel de Klartag [118] pour le laplacien de Neumann sur un corps
convexe, énonçant que l’application qui à toute fonction propre f ∈ Eλ1(−L) associe la quantité∫
Rd∇f dµ ∈ Rd est injective, avec pour conséquence immédiate que la dimension de l’espace
propre Eλ1(−L) est au plus d.

Pour appréhender la pertinence du Théorème 3.2.6, intéressons-nous au cas de mesures
de probabilité produits perturbées par un potentiel d’interaction possiblement non convexe,
une situation que nous avons étudiée dans l’article [39]. Comme déjà évoqué auparavant, on
considère un potentiel V de la forme

V (x) =
d∑
i=1

Ui(xi) + ϕ(x), x ∈ Rd,

où les fonctions unidimensionnelles suffisamment régulières Ui : R → R sont telles que les
e−Ui soient intégrables par rapport à la mesure de Lebesgue sur R et le potentiel d’interaction
ϕ : Rd → R est suffisamment régulier et tel que la mesure µ soit une mesure de probabilité.
Notons que l’on ne suppose pas les Ui convexes. Si l’on désire appliquer le Théorème 3.2.6, il nous
faut trouver un bon difféomorphisme H sur Rd satisfaisant l’hypothèse (Hpos) et même un peu
plus : l’infimum sur Rd de la fonction ρ

(
−JTLH (JTH)−1

)
doit être strictement positif. L’idée est

alors de choisir H comme un champ de vecteurs « diagonal », la i-ème coordonnée ne dépendant
que de la variable xi, auquel cas la matrice sous-jacente A devient diagonale et l’hypothèse



3.2. QUELQUES RÉSULTATS 57

(Hsym) est automatiquement satisfaite. D’une certaine manière, le problème se réduit alors à
une étude fine unidimensionnelle, ce choix de difféomorphisme H étant en adéquation avec la
forme « presque produit » du problème, sous réserve que le potentiel d’interaction ne chahute
pas trop la structure produit de la mesure µ. On obtient alors le résultat suivant. Ci-dessous,
la notation ∂xi désigne la dérivée partielle en la variable xi.

Théorème 3.2.7. Supposons qu’il existe des constantes ε1, . . . , εd ∈ [0, 1[ et ρ > 0 telles que
l’on ait

∇2ϕ(x) + diag
{

(1− εi)
(
U ′′i (xi) + εi U

′
i(xi)

2
)

+ εi ∂xiϕ(x)U ′i(xi)
}
≥ ρ I. (3.2.6)

Alors on a la borne inférieure suivante sur le trou spectral :

λ1(−L) ≥ ρ.

Ainsi, sous certaines hypothèses sur la matrice hessienne ∇2ϕ, les dérivées U ′i , U ′′i et
enfin sur le signe des produits ∂xiϕ(x)U ′i(xi), on est en mesure de minorer convenablement le
trou spectral une fois l’optimisation en les paramètres εi effectuée (notons que le cas εi = 0
pour tout i = 1, . . . , d, correspond à un potentiel V uniformément convexe). Voyons ce que ce
résultat quelque peu abstrait donne sur deux exemples intéressants, manifestement non couverts
par les différents travaux précédemment cités reposant sur la méthode d’Helffer, requérant des
trous spectraux uniformes pour les lois conditionnelles unidimensionnelles : le modèle gaussien
standard perturbé par un potentiel d’interaction quartique et la loi de Subbotin de paramètre
α ∈ [1, 2] perturbée par un potentiel d’interaction convexe et lipschitzien.

◦ le modèle gaussien standard perturbé par un potentiel d’interaction quartique : le
potentiel V est de la forme

V (x) =
d∑
i=1

x2
i

2︸︷︷︸
Ui(xi)

+ J
d∑
i=1

x2
i x

2
i+1︸ ︷︷ ︸

ϕ(x)

, x ∈ Rd,

où par convention xd+1 = x1 et le coefficient d’interaction J est positif ou nul. Le spectre de
l’opérateur associé −L est discret car il satisfait le second critère d’Helffer-Nier présenté dans
la Section 3.1.1. Néanmoins, il n’est pas difficile de voir que le potentiel V n’est pas convexe
(il en est même très loin, sa matrice hessienne n’étant pas minorée uniformément en espace).
De surcroît, si l’on regarde attentivement ce modèle, on s’aperçoit que la loi unidimensionnelle
de la i-ème coordonnée sous la mesure µ, les autres étant fixées égales à x̂i (on rappelle que x̂i
désigne le vecteur (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) de Rd−1 issu de x en enlevant la i-ème coordonnée),
est gaussienne centrée et de variance 1/(1+2J (x2

i−1 +x2
i+1)), auquel cas le trou spectral associé

λx̂i1 vaut exactement λx̂i1 = 1 + 2J (x2
i−1 + x2

i+1), l’inverse de la variance. Ainsi, non seulement
l’estimation d’Helffer (3.1.6) ne peut être appliquée dans ce cadre, mais c’est aussi le cas pour
son raffinement,

λ1(−L) ≥ inf
x∈Rd

ρ
(
∇̃2V (x) + diag (λx̂i1 )

)
, (3.2.7)
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obtenu par l’approche de type Brascamp-Lieb figurant dans la Proposition 3.2.4, cf. [16, 18] et
aussi l’article plus ancien [63] (ci-dessus, on rappelle que la matrice ∇̃2V désigne la matrice hes-
sienne de V remplie de zéros sur la diagonale). En effet, la matrice apparaissant dans l’inégalité
(3.2.7) coïncide justement avec la matrice ∇2V . Néanmoins, on est en mesure d’appliquer le
Théorème 3.2.7 pour un coefficient d’interaction J suffisamment petit.

◦ la loi de Subbotin de paramètre α ∈ [1, 2] perturbée par un potentiel d’interaction
convexe lipschitzien : le potentiel V est cette fois de la forme

V (x) =
d∑
i=1

|xi|α

α︸ ︷︷ ︸
Ui(xi)

+ J

d∑
i=1

|xi − xi+1|︸ ︷︷ ︸
ϕ(x)

, x ∈ Rd,

où par convention xd+1 = x1 et J ≥ 0. Par le second critère d’Helffer-Nier, le spectre de l’opéra-
teur est discret pour α ∈]1, 2], le cas α = 1 vérifiant seulement l’existence d’un trou spectral et
contenant une partie de spectre continu, tout comme le cas sans interaction J = 0 déjà évoqué.
Le potentiel d’interaction est convexe lipschitzien (la dégénérescence sur les diagonales n’est
pas vraiment un problème, quitte à régulariser). Déterminer explicitement les trous spectraux
des lois conditionnelles unidimensionnelles, voire même seulement les estimer convenablement
en fonction des coordonnées gelées, paraît bien difficile. De surcroît, une autre difficulté en
dehors du cas gaussien α = 2 réside dans l’absence de convexité uniforme à l’infini, un point
important dans les travaux menés jusqu’à présent pour ces modèles de mesures produits pertur-
bées. Néanmoins, le Théorème 3.2.7 peut s’appliquer là-aussi pour un coefficient d’interaction J
suffisamment petit. Récapitulons les résultats que nous avons obtenus pour ces deux exemples.

Théorème 3.2.8. Considérons le modèle gaussien standard perturbé par un potentiel d’in-
teraction quartique ou la loi de Subbotin de paramètre α ∈ [1, 2] perturbée par un potentiel
d’interaction convexe lipschitzien. Alors il existe deux constantes explicites J0 > 0 et C > 0
telles que pour tout J ∈ [0, J0], on ait

λ1(−L) ≥ C.

Dans chacun de ces deux cas, les constantes J0 et C sont des constantes numériques universelles
indépendantes de la dimension.

Pour terminer notre étude du trou spectral par cette approche par entrelacement à poids
dans le cadre multidimentionnel, exposons un résultat que nous avons obtenu dans l’article [8],
quelque peu dans le même esprit que ce qui précède. Plus précisément, nous étendons le résultat
de Veysseire [174] mentionné via l’inégalité (3.1.3).

Théorème 3.2.9. Soit A ∈ GLd(R) une matrice régulière vérifiant (Hpos). De surcroît, si la
matrice (AAT )−1 est minorée et majorée uniformément (au sens des matrices symétriques)
respectivement par deux constantes strictement positives α et β, alors le trou spectral vérifie
l’inégalité suivante :

λ1(−L) ≥

∫
R d

1

ρA
dµ+

(
1− α

β

)
inf
R d
ρA

−1

,
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où ρA : Rd →]0,∞[ désigne la plus petite valeur propre de la matrice ∇2V − LA−1A.

Grâce à la présence du poids matriciel A, il s’agit-là d’une sorte de perturbation du
résultat obtenu par Veysseire, au sens où cette inégalité peut être appliquée à des potentiels
V non convexes, le prix à payer étant d’avoir un terme supplémentaire faisant intervenir la
borne inférieure uniforme sur ρA dont on attend qu’elle soit strictement positive (sinon notre
inégalité n’apporte aucune information). En l’absence de poids, i.e., A = I, le second terme
dans la parenthèse n’a plus lieu d’être et nous retrouvons par la méthode des entrelacements
son inégalité (3.1.3), l’hypothèse (Hpos) étant réduite à la stricte convexité du potentiel V .

À présent, intéressons-nous aux valeurs propres supérieures. La version à poids du théo-
rème de Johnsen comportant la totalité de l’information spectrale, nous avons récemment poussé
plus loin la méthode des entrelacements à poids en nous consacrant à l’estimation des valeurs
propres supérieures de l’opérateur −L situées en dessous (voire même correspondant au bas) du
spectre essentiel. Dans le cadre multidimensionnel, nous proposons dans le papier [39] une borne
inférieure sur la (d + 1)-ème valeur propre strictement positive, notée λd+1(−L). Nos travaux
englobant des situations pour lesquelles le potentiel V est strictement convexe, il n’est donc pas
étonnant, pour les raisons de multiplicité évoquées auparavant, que la valeur propre pertinente
à considérer après le trou spectral soit justement λd+1(−L), les valeurs propres étant comptées
avec leur multiplicité. L’idée repose sur l’établissement d’inégalités de Brascamp-Lieb généra-
lisées du second ordre. Tout d’abord, rappelons que les inégalités de Brascamp-Lieb ont connu
un regain d’intérêt récemment, avec de nombreuses tentatives d’améliorations dans des cadres
divers et variés, comme en témoignent les articles sur le sujet [30, 34, 92, 120, 121, 154] reposant
sur des méthodes de preuve assez différentes. En particulier, Cordero-Erausquin a utilisé dans
l’article [68] une approche par le transport optimal pour établir l’inégalité de Brascamp-Lieb
du second ordre suivante pour un potentiel V strictement convexe : pour toute fonction réelle
f suffisamment régulière telle que f ⊥ xi pour tout i = 1, . . . , d, on a

Varµ(f) ≤
∫
Rd

∇f ·
(
∇2V + λ1(−L) I

)−1 ∇f dµ.

En particulier, si le potentiel V est uniformément convexe, alors par le théorème du min-max
de Courant-Fisher, on obtient la borne suivante :

λd+1(−L) ≥ λ1(−L) + inf
Rd

ρ(∇2V ),

qui est optimale dans le cas gaussien standard, pour lequel on a λd+1(−L) = 2. Cette approche
spectrale avait déjà été utilisée dans ce cadre gaussien par Cordero-Erausquin, Fradelizi et Mau-
rey [69], faisant le lien avec la fameuse (B)-conjecture (un problème qu’avait posé Banaszczyk,
popularisé ensuite par Latala lors de son exposé donné au Congrès International des Mathé-
maticiens de Pékin en 2002). Dès lors que l’on désire sortir du cadre uniformément convexe,
l’idée est de reprendre l’approche par l’entrelacement à poids des inégalités de Brascamp-Lieb
généralisées et de voir comment certaines améliorations peuvent amener une information perti-
nente sur cette plus grande valeur propre. Le problème de l’estimation des plus grandes valeurs
propres a une longue histoire, sans doute aussi longue que celle du trou spectral, les liens
qu’elles entretiennent avec le noyau du semigroupe sous-jacent par la formule de trace étant
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connus depuis longtemps, notamment dans le cas du laplacien de Neumann sur une variété
riemannienne compacte à courbure de Ricci positive ou nulle, cf. par exemple [138]. En 2000,
ce problème a été étudié par Wang [179] sous l’angle des inégalités dites de super-Poincaré qu’il
venait tout juste d’introduire. Notons par ailleurs le travail récent de Milman [150] procédant
à une comparaison des valeurs propres en termes d’espaces modèles. Néanmoins, le résultat
que nous allons exposer dans un instant n’est pas réellement comparable à ceux contenus dans
chacune des références mentionnées ci-dessus, les hypothèses requises dans ces dernières et les
approches utilisées étant de nature bien différente des nôtres.

Soit A ∈ GLd(R) une matrice régulière vérifiant l’hypothèse (Hsym). Commençons par
définir la notion de trou spectral pour l’opérateur de diffusion matriciel −LA restreint au sous-
espace ∇A des gradients à poids (on rappelle que sous l’hypothèse (Hsym), cet opérateur est
(essentiellement) auto-adjoint et positif sur L2

A(µ), donc sur ∇A). Pour ce faire, on définit∫
Rd

(
AAT

)−1
dµ la matrice dont les entrées sont l’intégrale sous µ des entrées de la matrice(

AAT
)−1, sous réserve que ces intégrales soient toutes bien définies. Si cette matrice est inver-

sible, alors la bonne notion de moyenne dans l’espace L2
A(µ) est la suivante : pour tout champ

de vecteurs F ∈ L2
A(µ),

mA(F ) =

(∫
Rd

(
AAT

)−1
dµ

)−1 ∫
Rd

(
AAT

)−1
F dµ,

car c’est l’unique vecteur constant de Rd minimisant la fonctionnelle

c ∈ Rd →
∫
Rd

(F − c) ·
(
AAT

)−1
(F − c) dµ.

En particulier, tout vecteur constant c ∈ Rd appartient à L2
A(µ) et l’on a mA(c) = c. Si le

champ de vecteurs F ∈ L2
A(µ) est tel que mA(F ) = 0, cela signifie que F est orthogonal aux

constantes de Rd dans l’espace L2
A(µ).

De tout ce qui précède, nous pouvons en déduire que sous les hypothèses annoncées plus
haut, la première valeur propre λ0(−LA) de l’opérateur de diffusion matriciel −LA est nulle,
les fonctions propres associées étant les vecteurs constants de Rd. De même, la première valeur
propre λ0(−LA |∇A

) de l’opérateur −LA restreint au sous-espace ∇A des gradients à poids vaut
0. Ainsi, ceci nous amène à considérer la valeur propre suivante, c’est-à-dire le trou spectral de
l’opérateur de diffusion matriciel −LA |∇A

restreint au sous-espace ∇A :

λ1(−LA |∇A
) = inf

{∫
Rd F ·

(
AAT

)−1
(−LAF ) dµ∫

Rd F · (AAT )−1 F dµ
: F ∈ ∇A; mA(F ) = 0

}
.

À présent, nous sommes en mesure d’énoncer l’inégalité de Brascamp-Lieb généralisée
du second ordre. Dans le résultat ci-dessous, nous conservons à la fois les éléments A et H pour
simplifier la notation, le lien entre les deux étant de nouveau l’identité A = (JTH)−1. On rappelle
qu’alors on a

(
AAT

)−1
= JH J

T
H et ∇2V − LA−1A = −JTLH (JTH)−1.

Théorème 3.2.10. Soit H un difféomorphisme suffisamment régulier de Rd, que l’on suppose
d’une part vérifiant l’hypothèse (Hpos) et d’autre part tel que la matrice

∫
R d JH J

T
H dµ ait toutes
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ses entrées bien définies et soit inversible. Alors pour toute fonction réelle f suffisamment
régulière sur Rd telle que f ⊥ Hi pour tout i = 1, . . . , d, on a l’inégalité

Varµ(f) ≤
∫
R d

∇f ·
(
λ1(−LA |∇A

) I − JTLH (JTH)−1
)−1 ∇f dµ.

Si de plus la matrice −JTLH (JTH)−1 est minorée uniformément par une constante strictement
positive, alors on a l’estimation suivante sur la valeur propre plus grande

λd+1(−L) ≥ λ1(−LA |∇A
) + inf

R d
ρ
(
−JTLH (JTH)−1

)
.

Le point clé de cette démonstration réside dans l’égalité

mA(A∇(−L)−1f) =

∫
Rd

(
AAT

)−1
A∇(−L)−1f dµ

=

∫
Rd

(
AT
)−1 ∇(−L)−1f dµ

=

∫
Rd

JH ∇(−L)−1f dµ

=

∫
Rd

H (−L) (−L)−1f dµ

=

∫
Rd

H f dµ.

Ainsi, la condition d’orthogonalité sur la fonction (centrée) f se révèle être équivalente à la
condition de centragemA(A∇(−L)−1f) = 0 qui émerge naturellement par l’approche L2 lorsque
l’on désire contrôler certaines quantités par le trou spectral λ1(−LA |∇A

). Par ailleurs, notons
que l’optimalité est de nouveau atteinte dans le Théorème 3.2.10 lorsque l’espace propre Eλ1(−L)

associé au trou spectral, lorsqu’il existe, est de dimension d et les fonctions propres associées
forment un difféomorphisme H de Rd suffisamment régulier. En effet, on a obtient alors l’in-
égalité

λd+1(−L) ≥ λ1(−LA |∇A
) + λ1(−L),

l’égalité étant justifiée par le Théorème 3.2.2. Notons que l’opérateur −LA dépend alors de
ces fonctions propres. Enfin, observons que sous nos hypothèses, il se peut que le trou spectral
λ1(−LA |∇A

) soit nul, auquel cas le Théorème 3.2.10 ne nous apporte aucune information sup-
plémentaire par rapport aux Théorèmes 3.2.3 et 3.2.6. Ainsi, il est attendu en pratique que ce
trou spectral soit strictement positif, soulignant alors la pertinence du Théorème 3.2.10.

Pour conclure sur la présentation des deux articles [8, 39] utilisant la méthode des
entrelacements à poids pour établir quelques inégalités spectrales, reprenons les deux exemples
de mesures produits perturbées que nous avons étudiés précédemment pour le trou spectral.
Une analyse quelque peu similaire à celle ayant débouché sur le Théorème 3.2.7 mais néanmoins
plus approfondie nous a permis de montrer le résultat suivant, figurant dans [39].
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Théorème 3.2.11. Considérons le modèle gaussien standard perturbé par un potentiel d’in-
teraction quartique ou la loi de Subbotin de paramètre α ∈]1, 2] perturbée par un potentiel
d’interaction convexe lipschitzien. Alors il existe deux constantes explicites J̃0 > 0 et C̃ > 0
telles que pour tout J ∈ [0, J̃0], on ait

λd+1(−L) ≥ C̃.

Dans chacun des deux cas, les constantes J̃0 et C̃ sont indépendantes de la dimension, sa-
tisfaisant J̃0 < J0 et C̃ > C, où J0 et C sont les constantes apparaissant dans le Théorème
3.2.8.

La conclusion de ce résultat peut être interprétée de la manière suivante : le C̃ > C
signifie que l’on obtient une borne sur la valeur propre λd+1(−L) meilleure que celle obtenue
directement par le Théorème 3.2.8 et l’inégalité triviale λd+1(−L) ≥ λ1(−L). Cependant, le
prix à payer pour une telle amélioration est de réduire strictement l’intervalle dans lequel
vit le coefficient d’interaction J . Notons que contrairement au Théorème 3.2.8, le cas α = 1
dans le deuxième exemple n’est pas couvert par ce résultat, ou plutôt si : on obtiendrait alors
J̃0 = 0 et C̃ = C, un résultat tout à fait attendu car le trou spectral correspondant au bas
du spectre essentiel, on a donc λd+1(−L) = λ1(−L). Enfin, mentionnons également que pour
ces deux exemples, les constantes des Théorèmes 3.2.8 et 3.2.11 appliqués aux potentiels sans
interaction J = 0 et avec α = 2 dans le second cas sont alors optimales car il s’agit-là du cas
gaussien standard pour lequel nous retrouvons les constantes λ1(−L) = 1 et λd+1(−L) = 2.

3.2.3 Le cas des mesures radiales

Dans cette partie, nous nous focalisons plus précisément sur le cas particulier des mesures
radiales. On rappelle que le potentiel V est radial lorsqu’il est invariant par rotation : il ne
dépend alors que du rayon et s’écrit V (x) = U(|x|) où U : R+ → R. Ainsi, le potentiel V est
convexe si et seulement si la fonction U est convexe croissante sur R+. Beaucoup d’exemples
classiques de mesures invariantes de dynamiques markoviennes rentrent dans ce cadre radial,
auxquels nous avons déjà eu affaire dans les parties précédentes : la loi uniforme sur la boule
unité Bd de Rd, où le potentiel V est nul et les conditions au bord sont celles de Neumann,
les lois de Subbotin de paramètre α ≥ 1, mais aussi les lois de Cauchy généralisées ou encore
le double-puits, ces deux derniers exemples ne donnant pas lieu à des mesures log-concaves.
Dans l’article écrit avec Michel Bonnefont et Yutao Ma [41] paru en 2016, nous estimons le trou
spectral λ1(−L) pour des potentiels radiaux sur Rd, d ≥ 2, éventuellement non convexes. L’idée
est d’adapter l’approche proposée par Bobkov dans [24] lui ayant permis de montrer que les
mesures log-concaves radiales vérifiaient la conjecture KLS, avec de surcroît la borne (3.1.4).
Plus précisément, en décomposant tout élément de Rd en le produit de ses parties radiale et
angulaire, il s’agit de tirer parti du fait que les mesures radiales sont « presque » des mesures
produits des lois sous-jacentes radiale et uniforme sur la sphère unité Sd−1 de Rd, et d’utiliser
l’information sur leur trou spectral respectif. Ci-dessous, l’opérateur Lrad désigne la dynamique
radiale unidimensionnelle associée, i.e.,

Lradf(r) = f ′′(r)−
(
U ′(r)− d− 1

r

)
f ′(r), r > 0,
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dont la mesure invariante et réversible ν sur ]0,∞[ a sa densité de Lebesgue proportionnelle à
la fonction r → rd−1 e−U(r). Le résultat est le suivant.

Théorème 3.2.12. Les inégalités suivantes entre trous spectraux ont lieu :

min

{
λ1(−Lrad),

d− 1∫
Rd |x|2 µ(dx)

}
≤ λ1(−L) ≤ min

{
λ1(−Lrad),

d∫
Rd |x|2 µ(dx)

}
.

En particulier, lorsque la mesure µ admet un moment d’ordre deux, l’existence d’un trou
spectral pour −L est assurée si et seulement si elle l’est pour la partie radiale −Lrad. Ci-dessus,
le facteur d − 1 dans la borne de gauche n’est rien d’autre que le trou spectral du laplacien
sur la sphère Sd−1, tandis que la borne de droite est trivialement obtenue en testant sur les
fonctions radiales et linéaires la formule variationnelle définissant le trou spectral.

Dans le cas où la mesure µ est log-concave, l’inégalité de Veysseire (3.1.3) appliquée à
la dynamique radiale nous permet de conclure que l’on a toujours l’inégalité

λ1(−Lrad) ≥ d− 1∫
Rd ‖x‖2µ(dx)

,

la mesure ν sur la demi-droite réelle étant « plus log-concave » que la mesure µ sur Rd, une
observation déjà exploitée sous une autre forme par Bobkov dans son article. Ainsi, dans le
cadre log-concave nous tirons de cette inégalité et du Théorème 3.2.12 le résultat suivant.

Théorème 3.2.13. Dans le cas log-concave, on a l’encadrement :

d− 1∫
Rd ‖x‖2 µ(dx)

≤ λ1(−L) ≤ d∫
Rd ‖x‖2 µ(dx)

.

Bien que qualitativement équivalent au résultat de Bobkov, ce résultat l’améliore numé-
riquement et est asymptotiquement optimal en grande dimension. Par exemple, pour les lois
de Subbotin de paramètre α ≥ 1, on obtient les inégalités

(d− 1) Γ(d/α)

α2/α Γ((d+ 2)/α)
≤ λ1(−L) ≤ dΓ(d/α)

α2/α Γ((d+ 2)/α)
,

donnant en grande dimension λ1(−L) ≈ d1−2/α. Pour la mesure uniforme sur la boule unité
Bd de Rd, la dynamique sous-jacente correspondant au mouvement brownien vivant dans Bd
et réfléchi au bord (encodant les condition de Neumann au bord pour le laplacien), on obtient
l’encadrement

(d− 1) (d+ 2)

d
≤ λ1(−L) ≤ d+ 2,

d’où le trou spectral vaut approximativement d. Sa valeur exacte, connue depuis longtemps
et que l’on peut trouver par exemple dans un article de Szegö ou de Weinberger, cf. [180],
est donnée par le carré du premier zéro strictement positif de la dérivée (en un certain sens)
d’une fonction de Bessel de première espèce ; en particulier, elle n’est pas du tout explicite, d’où
l’intérêt de proposer une borne non asymptotique en la dimension.
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Discutons maintenant du trou spectral de la dynamique radiale unidimensionnelle Lrad

associée à la loi de Subbotin de paramètre α ≥ 1. Manifestement, sa valeur exacte n’est pas
accessible en général, sauf dans le cas gaussien standard pour lequel on a λ1(−Lrad) = 2,
correspondant à la fonction propre f(r) = r2 − d. Néanmoins, son comportement par rapport
à la dimension peut être étudié et l’on trouve λ1(−Lrad) ≈ d1−2/α lorsque d est grand, tout
comme le trou spectral λ1(−L). Dans le cas α = 1, cette estimation concorde avec la borne
λ1(−Lrad) ≥ 1/4d obtenue en utilisant le fait que ν est la loi Gamma de paramètres d et 1 qui
est la convolution de d lois exponentielles de même paramètre 1, pour lesquelles on sait que
le trou spectral vaut 1/4. Enfin, pour la mesure uniforme sur Bd, la mesure ν a pour densité
de Lebesgue d rd−1 sur ]0, 1[, pour laquelle on démontre que λ1(−Lrad) ≈ d2, un comportement
donc différent de λ1(−L) qui est d’ordre d. Pour ce dernier exemple, cette différence avait déjà
été observée par Bobkov et Ledoux dans [23, 128].

L’un des points forts de la méthode utilisée pour démontrer le Théorème 3.2.12 est
qu’elle est suffisamment robuste pour être généralisée à des mesures radiales pour lesquelles il
n’y a pas de trou spectral, i.e., λ1(−L) = 0, telles que les mesures à queue lourde qui sont loin
d’être log-concaves. L’idée est alors de modifier convenablement l’opérateur −L en rectifiant
la métrique naturelle associée à l’opérateur carré du champ de la même manière que dans la
Section 2.2.3. Si σ désigne une fonction régulière strictement positive sur Rd, l’opérateur

Lσf = σ2 ∆f +
(
∇(σ2)− σ2∇V

)
· ∇f,

conserve la même mesure invariante et réversible µ. Ainsi, l’estimation du trou spectral λ1(−Lσ)
donne lieu à la détermination de la meilleure constante dans l’inégalité de Poincaré à poids

λVarµ(f) ≤
∫
Rd

σ2 |∇f |2 dµ, (3.2.8)

l’opérateur carré du champ étant ici Γσ(f, f) = σ2 |∇f |2. On note Lσrad l’opérateur radial uni-
dimensionnel associé. Le résultat est alors le suivant.

Théorème 3.2.14. Les inégalités suivantes entre trous spectraux ont lieu :

min

{
λ1(−Lσrad),

d− 1∫
Rd

|x|2
σ(x)2

µ(dx)

}
≤ λ1(−Lσ) ≤ min

{
λ1(−Lσrad),

d
∫
Rd σ(x)2 µ(dx)∫
Rd |x|2 µ(dx)

}
.

Contrairement au cas log-concave, les ordres de grandeur des bornes inférieure et supé-
rieure sur le trou spectral peuvent être sensiblement différents. Regardons ce qu’il en est par
exemple pour la loi de Cauchy généralisée dont nous avons déjà parlé, i.e., V (x) = β log(1+|x|2)

avec β > d/2, la mesure µ ayant sa densité de Lebesgue proportionnelle à (1 + |x|2)
−β. Dans

l’article [30], Bobkov et Ledoux ont établi l’inégalité de Poincaré à poids (3.2.8) avec σ(x)2 =
1 + |x|2, sous la contrainte β ≥ d, la constante explicite qu’ils ont obtenue n’étant pas opti-
male. Dans le cas β ≥ d + 1, Nguyen [154] a trouvé la bonne constante, à savoir 2 (β − 1). De
notre côté, la méthode développée ci-dessus nous a permis de couvrir une partie des valeurs
manquantes entre d/2 et d+ 1 pour le paramètre β. Dans ce cadre, l’opérateur Lσ s’écrit

Lσf(x) =
(
1 + |x|2

)
∆f(x) + 2 (1− β)x∇f(x), x ∈ Rd.
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Ci-dessous, les transitions continues en fonction du paramètre β sont essentiellement dues à la
perte d’intégrabilité L2 des fonctions propres associées, lorsqu’elles ont été identifiées.

Théorème 3.2.15. Dans le cas d ≥ 3, le trou spectral de la dynamique markovienne associée
à la loi de Cauchy généralisée de paramètre β > d/2 satisfait :

◦ λ1(−Lσ) = λ1(−Lσrad) =
(
β − d

2

)2 si d/2 < β ≤ d/2 + 2 ;

◦ λ1(−Lσ) = λ1(−Lσrad) = 4
(
β − d

2
− 1
)
si 2 + d/2 < β ≤ d (d+ 2)/(d+ 1) ;

◦ 2β (d−1)
d
≤ λ1(−Lσ) ≤ λ1(−Lσrad) = 4

(
β − d

2
− 1
)
si d (d+ 2)/(d+ 1) < β < d+ 1 ;

◦ λ1(−Lσ) = 2(β − 1) < λ1(−Lσrad) = 4
(
β − d

2
− 1
)
si β ≥ d+ 1.

De plus, le même type d’estimations a lieu en dimension 2.

On peut procéder de même en revenant au cas gaussien standard et en intégrant au
modèle un poids σ2. On obtient alors les résultats suivants.

Théorème 3.2.16. Si µ désigne la mesure gaussienne standard γ, alors pour le poids σ(x)2 =
1 + |x|2, on a l’encadrement

d− 1 ≤ λ1(−Lσ) ≤ d+ 1,

tandis que si le poids est plutôt σ(x)2 = 1/ (1 + |x|2), alors on a

d− 1

d (d+ 3)
≤ λ1(−Lσ) ≤ 1

d− 2
∧ 1.

En termes d’inégalité de Poincaré à poids, celle dans le second cas est plus exigeante
que l’inégalité de Poincaré classique, qui elle-même est plus forte que l’inégalité de Poincaré
à poids induite dans le premier cas, les poids ayant tendance respectivement à s’écraser à
l’infini et à tendre vers l’infini. Il n’est donc pas surprenant d’obtenir de tels ordres de grandeur
du trou spectral dans ces deux cas. Notons enfin que la borne inférieure dans le second cas
est comparable à celle obtenue par la méthode des entrelacements induite par l’inégalité de
Poincaré à poids (3.2.5). Ceci clôt le résumé de l’article [41].

3.2.4 Sur la droite réelle

Nous terminons la présentation succincte de nos résultats en considérant avec attention
le cas unidimensionnel, les choses étant plus simples mais non moins intéressantes, beaucoup
de résultats importants en dimension supérieure se réduisant à une étude fine d’un problème
voisin sur la droite réelle, comme nous l’avons vu auparavant. De surcroît, l’analyse spectrale
et fonctionnelle par les entrelacements à poids peut être poussée plus loin que dans le cadre
multidimensionnel général. La raison principale repose sur l’observation triviale que les gradients
de fonctions définies sur la droite réelle sont eux aussi des fonctions réelles, d’où les opérateurs
apparaissant dans l’entrelacement sont de même dimension. Ci-dessous, nous décrivons très
succinctement les travaux menés dans les articles [37, 38, 40] correspondant à deux publications
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parues en 2014 et 2016, ainsi qu’à une prépublication datant de 2019. Bien qu’il y ait beaucoup
de choses à présenter dans ce cadre unidimensionnel, nous avons décidé par souci de concision
de ne détailler qu’un (voire deux) résultat(s) figurant dans chacun de ces trois articles.

Dans cette partie, nous considérons le processus de Kolmogorov (Xt)t≥0 sur R, de semi-
groupe (Pt)t≥0 et de générateur

Lf = f ′′ − V ′ f ′,

où V : R → R est un potentiel suffisamment régulier, la mesure invariante et réversible µ,
de densité de Lebesgue proportionnelle à e−V , étant supposée être une mesure de probabilité.
Néanmoins, mentionnons que dans ce cadre unidimensionnel, tous les résultats que l’on va
exposer admettent une version pour les processus de diffusion de générateur

Lσf = σ2 f ′′ +
((
σ2
)′ − σ2 V ′

)
f ′,

étudiés dans les Sections 2.2.3 et 3.2.3, dont le coefficient de diffusion σ2 n’est pas constant.
Contrairement au cas multidimensionnel pour lequel le choix du générateur Lσ induit forcément
la réversibilité de la dynamique (la matrice de diffusion est particulière, au sens où c’est un
multiple de l’identité), la forme de ce générateur n’est en rien réductrice sur la droite réelle
car toutes les diffusions unidimensionnelles sont réversibles. Avant de commencer à énoncer nos
résultats, rappelons tout d’abord les entrelacements (3.1.7) et (3.2.1) dans leur version unidi-
mensionnelle. L’entrelacement classique est donné pour toute fonction f : R→ R suffisamment
régulière par l’identité :

(Lf)′ = (L− V ′′) f ′.

Notons que l’opérateur L apparaît des deux côtés de la formule, ce qui n’est pas sans conséquence
dans l’analyse qui va suivre. Étant donné un poids a : R → R suffisamment régulier et ne
s’annulant pas, on note ∂af = a f ′. L’entrelacement à poids, qui est ramené à l’entrelacement
classique précédent lorsque a est constant non nul, s’écrit quant à lui :

∂aLf = (La −Ma
1 ) ∂af, (3.2.9)

où La est l’opérateur de diffusion Laf = f ′′ − Va f ′ de potentiel Va = V + log(a2) et Ma
1 est le

potentiel multiplicatif

Ma
1 = V ′′ − aLa−1 = V ′′ +

La(a)

a
=

(−Lh)′

h′
,

avec a = 1/h′ seulement dans la troisième égalité, la fonction h : R → R étant suffisamment
régulière et de dérivée ne s’annulant pas sur R. La mesure invariante et réversible de l’opéra-
teur La, notée µa, a sa densité de Lebesgue proportionnelle à a−2 e−V . Néanmoins, il se peut
qu’elle soit de masse infinie. Dans ce cadre réel, le processus sous-jacent au générateur La est
noté (Xa,t)t≥0, de semigroupe (Pa,t)t≥0. Enfin, si U : R → R est un potentiel suffisamment
régulier, alors on note (PU

a,t)t≥0 le semigroupe associé à l’opérateur de Schrödinger La − U .
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Comme nous l’avons vu précédemment, il s’agit d’un semigroupe de Feynman-Kac admettant
une représentation probabiliste simple, à savoir

PU
a,tf(x) = Eδx

[
f(Xa,t) exp

(
−
∫ t

0

U(Xa,s) ds

)]
,

sous réserve que cet objet soit bien défini. Une condition suffisante assurant cela est que U soit
minorée, auquel cas l’on obtient l’inégalité ponctuelle∣∣PU

a,tf
∣∣ ≤ e−t infR U Pa,t (|f |) .

Commençons par l’article [37], écrit avec Michel Bonnefont et publié en 2014 à la suite
du travail effectué avec Djalil Chafaï [58] dans le cadre discret des processus de naissance et de
mort, ces derniers ayant de nombreux points communs avec les diffusions unidimensionnelles.
Ce fût le premier travail effectué autour des entrelacements à poids dans des situations conti-
nues. Les grands principes ayant déjà été exposés, nous ne reviendrons pas sur les résultats
spectraux unidimensionnels figurant dans cet article. En revanche, un aspect n’ayant pas en-
core été évoqué jusqu’à maintenant est celui des conséquences de ces entrelacements en matière
d’autres inégalités fonctionnelles, à la saveur moins spectrale telles que les inégalités de type
Sobolev logarithmiques. Ces inégalités fonctionnelles, comme celle dite de Beckner, sont basées
par définition sur la donnée d’une certaine fonctionnelle convexe. Afin d’être en mesure d’établir
de telles inégalités par la théorie des entrelacements, notamment lorsque l’on sort du cadre spec-
tral de l’inégalité de Poincaré, la première chose à faire est peut-être d’étudier les propriétés de
stabilité de ces entrelacements par l’action de fonctions convexes. Ainsi, soit I ⊂ R un intervalle
ouvert stable par l’action du semigroupe (Pt)t≥0, i.e., si f est à valeurs dans I alors Ptf aussi,
et ce pour tout t ≥ 0, et soit CI l’ensemble des fonctions convexes régulières ϕ : I → R telles
que ϕ′′ > 0, ϕ′′′ ≤ 0 et −1/ϕ′′ est convexe sur I. Par exemple, pour l’inégalité de Poincaré, on
prend I = R et ϕ(x) = x2, pour l’inégalité entropique, I =]0,∞[ et ϕ(x) = x log x et enfin pour
l’inégalité de Beckner, I =]0,∞[ et ϕ(x) = xp, p ∈]1, 2[. Pour une fonction ϕ ∈ CI donnée,
définissons la fonction bivariée Ψ : I ×R→ [0,∞[ par Ψ(x, y) = ϕ′′(x) y2. Alors Ψ est convexe
sur I ×R, cf. [57]. Le résultat de convexité faisant intervenir l’entrelacement à poids (3.2.9) est
le suivant.

Théorème 3.2.17. Supposons qu’il existe un poids a : R → R suffisamment régulier ne s’an-
nulant pas et monotone tel que le potentielMa

1 soit minoré. Alors pour toute fonction f : R→ I
suffisamment régulière ayant le même sens de monotonie que a, l’inégalité suivante a lieu : pour
tout t ≥ 0,

Ψ (Ptf, ∂aPtf) ≤ P
2Ma

1
a,t (Ψ(f, ∂af)) . (3.2.10)

Formellement, on interpole « à la Bakry-Émery », c’est-à-dire que si l’on note

φt(s) = P 2Ma
1

a,s (Ψ (Pt−sf, ∂aPt−sf)) , s ∈ [0, t],

alors établir l’inégalité désirée revient à montrer que φt(0) ≤ φt(t), ce qui est le cas dès lors
que φt est croissante sur [0, t]. Le principe de la démonstration repose d’une part sur cette
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observation, la convexité de la fonction bivariée Ψ faisant fonctionner la méthode, et d’autre
part sur le fait que les fonctions f et Ptf partagent la même monotonie (i.e., l’une est croissante
(resp. décroissante) si et seulement si l’autre l’est pour tout t ≥ 0 ; cette propriété, qui peut se
voir trivialement à travers la représentation probabiliste de l’entrelacement classique, est une
conséquence d’un argument de couplage fonctionnant sur la droite réelle), justifiant l’hypothèse
quelque peu étrange de monotonie de l’énoncé. Notons également que si le poids a est constant
non nul, alors la condition de monotonie sur f n’a plus lieu d’être et comme dans ce cas
nous avons Ma

1 = V ′′, l’hypothèse en force dans le Théorème 3.2.17 est tout simplement le
critère de courbure-dimension de Bakry-Émery, où la constante ρ (= infR V

′′) dans CD(ρ,∞)
est remplacée par la fonction V ′′, un gain apporté par l’approche Feynman-Kac.

Ainsi, dans le cas I =]0,∞[ et ϕ(x) = x log x, l’inégalité (3.2.10) s’écrit :

|∂aPtf |2

Ptf
≤ P

2Ma
1

a,t

(
|∂af |2

f

)
, t ≥ 0,

et en particulier,

|∂aPtf |2

Ptf
≤ e−2ρat Pa,t

(
|∂af |2

f

)
, t ≥ 0,

où ρa = infR Ma
1 . On en déduit alors une inégalité entropique pour les fonctions monotones.

Théorème 3.2.18. Supposons qu’il existe un poids a : R→ R suffisamment régulier ne s’annu-
lant pas et croissant (resp. décroissant) tel que ρa > 0. Alors, l’inégalité entropique de constante
2ρa restreinte aux fonctions croissantes (resp. décroissantes) est satisfaite.

Preuve. La démonstration étant brève et instructive de la méthode par semigroupe développée
par Bakry et Ledoux pour établir ces inégalités fonctionnelles, exposons-la. Quitte à changer
le sens de monotonie, on suppose que le poids a en question est croissant. Pour f : R→]0,∞[
suffisamment régulière et croissante, on a par le Théorème 3.2.17 :

Entµ(f) = −
∫
R

∫ ∞
0

∂t (Ptf logPtf) dt dµ

= −
∫ ∞

0

∫
R

logPtf LPtf dµ dt

=

∫ ∞
0

∫
R

|∂aPtf |2

Ptf
dµa dt

≤
∫ ∞

0

∫
R
P

2Ma
1

a,t

(
|∂af |2

f

)
dµa dt

≤
∫ ∞

0

e−2ρat

∫
R
Pa,t

(
|∂af |2

f

)
dµa dt

=

∫ ∞
0

e−2ρatdt

∫
R

|∂af |2

f
dµa

=
1

2ρa

∫
R

Γ(f, log f) dµ,

où l’on a utilisé l’invariance de µa pour le semigroupe (Pa,t)t≥0.
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Ainsi, ce type de résultat peut être appliqué à des potentiels V non uniformément
convexes comme pour la loi de Subbotin de paramètre α > 2, voire même non convexes tels
que le cas du double-puits. Les constantes obtenues, qui n’ont aucune raison d’être optimales
en général, peuvent être quelquefois comparées aux constantes entropiques apparaissant dans
la littérature, notamment à travers la version « entropique » du critère de Muckenhoupt établie
par Bobkov et Götze [25]. Citons aussi [6, 19] pour quelques améliorations.

Tournous-nous très brièvement vers l’article [40] rédigé avec Michel Bonnefont et Yutao
Ma et publié en 2016. Dans ce travail très court, la méthode des entrelacements à poids nous
permet d’obtenir non seulement de nouvelles estimations du trou spectral à la suite de celles
établies dans l’article [37] pour la loi de Subbotin de paramètre α ≥ 1, mais aussi de déterminer
les constantes optimales dans les inégalités de Poincaré à poids (3.2.8) que nous avons déjà vues
pour la dynamique gaussienne standard ou pour la loi de Cauchy généralisée. D’une certaine
manière, ce travail peut être interprété comme la version unidimensionnelle de l’article [41]
sur les mesures radiales en dimension d ≥ 2 que nous avons présenté auparavant. Dans le
cadre de ces inégalités de Poincaré avec un poids σ2 dans le terme d’énergie, deux ingrédients
importants alimentent notre stratégie : d’une part la constante optimale dans l’inégalité de
Poincaré à poids (3.2.8) est réinterprétée comme le trou spectral de l’opérateur Lσ, et d’autre
part l’entrelacement à poids appliqué à l’opérateur Lσ, qui fournit un nouveau point de vue sur
la formule de Chen-Wang (3.1.5),

λ1(−Lσ) ≥ sup
a

inf
R
Ma

1

(
= sup

h
inf
R

(−Lσh)′

h′

)
,

le supremum étant pris sur les fonctions régulières a : R → R ne s’annulant pas (le second
est pris sur les fonctions régulières h : R → R de dérivée ne s’annulant pas, le lien entre les
deux étant a = 1/h′), permet in fine d’estimer précisément ce trou spectral lorsque ce dernier
appartient au spectre discret de l’opérateur mais la fonction propre associée est inconnue, ou
lorsqu’il est dans le spectre essentiel. Pour ce faire, un exemple de poids souvent pertinent
est a = σ2 exp(−εV ), où ε ∈]0, 1[ est un paramètre optimisé en fonction de l’exemple traité,
permettant d’obtenir l’estimation suivante à la source de nos résultats :

λ1(−Lσ) ≥ sup
ε∈]0,1[

inf
R

(1− ε)σ2
(
V ′′ + ε (V ′)2

)
. (3.2.11)

Dans le cadre des lois de Subbotin de paramètre α ≥ 1, le trou spectral de l’opérateur −L
est inconnu, sauf dans les cas α = 1 (il vaut 1/4 pour cette loi de Laplace) et α = 2 (λ1(−L) = 1
dans ce cas gaussien standard), comme nous l’avons mentionné à plusieurs reprises. Ainsi, nous
proposons dans cette courte note de nouvelles bornes sensiblement différentes selon que le
paramètre α ∈ [1, 2] ou α > 2. En effet, une telle variation est justifiée par le fait que le cas
gaussien est critique pour les propriétés de convexité du potentiel V : l’infimum de V ′′ est nul
et est « atteint » en l’infini lorsque α ∈ [1, 2[ et à l’origine pour α > 2. Le résultat initialement
démontré faisant intervenir la fonction Gamma, nous exposons ci-dessous des bornes simplifiées
pour une meilleure compréhension de nos estimations en fonction du paramètre α.

Théorème 3.2.19. Le trou spectral associé à la loi de Subbotin de paramètre α ≥ 1 satisfait
les bornes suivantes :
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◦ si α ∈ [1, 2[, on a l’encadrement :

α2

4
≤ λ1(−L) ≤ 21−2/α;

◦ si α ≥ 2, alors on a

2(1 + α)1−2/α

α
≤ λ1(−L) ≤ 31−2/α.

En particulier, nos bornes sont optimales lorsque α est proche de 2 et de 1 (sauf la borne
supérieure dans ce dernier cas, qui donne 1/2 et non 1/4).

À présent, exposons rapidement les constantes optimales dans les inégalités de Poincaré
à poids obtenues dans les cas gaussien standard et loi de Cauchy généralisée. On rappelle que le
trou spectral λ1(−Lσ) de l’opérateur −Lσ est la constante optimale dans l’inégalité de Poincaré
à poids (3.2.8).

Théorème 3.2.20. Dans le cas gaussien standard, on se donne le poids σb(x)2 = (1 + bx2)
−1,

où b est un paramètre quelconque strictement positif. Alors on a la dichotomie suivante :

λ1(−Lσb) =

{
1− b si 0 < b < 1/2;

1/4b si b ≥ 1/2.

Pour la loi de Cauchy généralisée de paramètre β > 1/2, le poids considéré est σ(x)2 = 1 + x2.
Alors le trou spectral vaut

λ1(−Lσ) =

{
2(β − 1) si β > 3/2;

(β − 1/2)2 si 1/2 < β ≤ 3/2.

Mentionnons que dans les cas b ∈]0, 1/2[ et β > 3/2, on est en mesure de déterminer
explicitement la fonction propre associée au trou spectral. En effet, il s’agit d’un phénomène
particulier de la dimension 1, stipulant que si l’on trouve une fonction propre d’un opérateur
de diffusion dont la dérivée ne s’annule pas (elle est donc strictement monotone), alors elle
appartient forcément à l’espace propre Eλ1(−L) qui est de dimension 1, les valeurs propres étant
simples dans le cas unidimensionnel (cet argument a déjà été utilisé pour déterminer dans
certains cas le trou spectral de l’opérateur radial dans la Section 3.2.3). Tout comme le cas de
la loi de Cauchy généralisée multidimensionnelle évoqué plus haut, les transitions continues en
fonction des paramètres b et β sont justifiées par l’absence soudaine d’intégrabilité dans l’espace
L2(µ) : c’est dans cette situation que l’utilisation de la formule (3.2.11) devient appropriée. Pour
terminer, précisons également que les poids choisis ci-dessus sont optimaux, au sens où si l’on
désire considérer les poids σ(x)2 = (1 + x2)

−a, a > 1, et σ(x)2 = (1 + x2)
a, 0 < a < 1, dans les

situations gaussienne et Cauchy respectivement, alors on montre que le trou spectral n’existe
pas, i.e., λ1(−Lσ) = 0, ou encore que l’inégalité de Poincaré à poids (3.2.8) n’est pas vérifiée.

À présent, nous allons conclure la présentation de nos travaux en commentant de manière
plus détaillée le dernier projet que nous avons achevé récemment avec Michel Bonnefont. Il s’agit
d’une prépublication [38] datant de 2019, traitant du problème de l’estimation des valeurs
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propres supérieures en utilisant la méthode des entrelacements à poids de manière quelque
peu similaire à l’étude effectuée dans [39] et résumée dans la Section 3.2.2. Néanmoins nous
allons beaucoup plus loin, la dimension 1 permettant une analyse plus poussée qui bloque pour
l’instant en dimension supérieure. Plus précisément, nous obtenons pour une large classe de
dynamiques markoviennes (au-delà de celles dont le potentiel est uniformément convexe) des
bornes inférieures et supérieures optimales, données par des formules variationnelles, sur toutes
les valeurs propres situées sous le (voire correspondant au) bas du spectre essentiel. Ainsi, ce
résultat généralise d’une part la formule de Chen-Wang (3.1.5) pour le trou spectral au cas
des valeurs propres supérieures données par le théorème du min-max de Courant-Fisher, et
d’autre part les bornes obtenues (dans une version unidimensionnelle) par Milman [150] pour
des potentiels uniformément convexes.

Commençons par énoncer le résultat de Milman dans sa version unidimensionnelle. On
rappelle que sous l’hypothèse de convexité uniforme du potentiel V , le spectre de l’opérateur
−L est discret.

Théorème 3.2.21. Supposons que le potentiel soit uniformément convexe. Alors pour tout
n ∈ N∗, la n-ième valeur propre strictement positive λn(−L) de l’opérateur −L satisfait les
bornes

n inf
R
V ′′ ≤ λn(−L) ≤ n sup

R
V ′′,

où il est entendu que le supremum ci-dessus est infini si d’aventure la dérivée seconde du
potentiel V n’est pas majorée.

Ainsi, ce résultat de Milman (ou plutôt sa version multidimensionnelle), obtenu en utili-
sant le célèbre théorème de contraction de Caffarelli [48] issu du transport optimal, nous dit que
dans le cas uniformément convexe, les valeurs propres sont comparables à celles de l’opérateur
associé au processus d’Ornstein-Uhlenbeck le plus proche, c’est-à-dire que si l’on note LOUp le
générateur LOUpf(x) = f ′′(x)− pxf ′(x), alors on a

λn(LOUp1
) ≤ λn(−L) ≤ λn(LOUp2

),

avec p1 = infR V ′′ et p2 = supR V
′′. Dans ce cadre unidimensionnel, le Théorème 3.2.21 se révèle

être une simple conséquence du Théorème 3.1.1 établi par Johnsen à l’aide de l’entrelacement
classique, qui d’ailleurs se simplifie dans sa formulation, la restriction au sous-espace des gra-
dients étant inutile d’une part (toute fonction régulière étant la dérivée de ses primitives) et les
valeurs propres étant toutes simples d’autre part.

Théorème 3.2.22. Sous l’hypothèse de trou spectral λ1(−L) > 0, les spectres des opérateurs
−L|1⊥ et −L+V ′′ coïncident, i.e., σ(−L)\{0} = σ(−L+V ′′), tout comme les spectres essentiels
et discrets. De surcroît, les valeurs propres données par le théorème du min-max de Courant-
Fisher, vérifient pour tout n ∈ N∗,

λn(−L) = λn−1(−L+ V ′′).

Ainsi, en utilisant alors la formule variationnelle définissant les valeurs propres de l’opé-
rateur de Schrödinger −L+ V ′′, on a pour tout n ∈ N∗,

λn(−L) = λn−1(−L+ V ′′) ≥ λn−1(−L) + inf
R
V ′′,
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d’où la borne inférieure de Milman par une simple récurrence. La borne supérieure s’obtient de
la même manière. Notons que cette approche par les entrelacements permet d’aller un peu plus
loin, au sens où le résultat obtenu en réalité est : pour tout n ∈ N∗,

inf
R
V ′′ ≤ λn(−L)− λn−1(−L) ≤ sup

R
V ′′, (3.2.12)

c’est-à-dire que le Théorème 3.2.22 fournit une information sur l’écart entre les valeurs propres
successives. Néanmoins, cette stratégie n’est plus appropriée dès lors que le potentiel V n’est
plus uniformément convexe. L’idée est alors de considérer les entrelacements à poids et de tenter
de les itérer pour récupérer de l’information sur les plus grandes valeurs propres en dessous du
(voire même correspondant au) bas du spectre essentiel. Pour ce faire, l’entrelacement à poids
doit être effectué à chaque étape sur un opérateur du type La et pas seulement sur l’opérateur
originel L. Étant données deux fonctions a, b : R→ R suffisamment régulières et ne s’annulant
pas, l’entrelacement à poids général que l’on considère est

∂bLaf = (Lab −M b
a) ∂bf,

où Lab est l’opérateur de diffusion défini à l’égal de La, en remplaçant simplement a par le
produit ab et M b

a est le potentiel multiplicatif

M b
a = V ′′a − b Lab−1 = V ′′a +

Lab(b)

b
=

(−Lah)′

h′
,

où dans la troisième égalité, b = 1/h′, la fonction h : R → R étant suffisamment régulière
et de dérivée ne s’annulant pas. La notation pour le potentiel M b

a est importante car elle
nous permet de mieux comprendre l’entrelacement à poids, dont on rappelle qu’il s’agit d’une
composition (commutative en dimension 1) de deux opérations : l’entrelacement classique et
la h-transformée de Doob : le a en indice correspond à l’opérateur à partir duquel on fait
l’entrelacement classique, tandis que le b en exposant traduit la h-transformée de Doob avec
h = 1/b, correspondant au poids choisi (d’où la notation Ma

1 utilisée pour l’entrelacement
à poids initial (3.2.9)). La raison pour laquelle le produit ab apparaît est due à la structure
de groupe sous-jacente à la h-transformée de Doob (si h et k sont deux fonctions régulières
ne s’annulant pas, alors la h-transformée de la k-transformée n’est rien d’autre que la hk-
transformée, et les opérateurs sont les mêmes si et seulement si h est constante non nulle).
En revanche, l’entrelacement et la h-transformée de Doob étant deux concepts distincts, les
potentiels M b

a,M
ab
1 ,M

1
ab et Ma

b provenant de différentes combinaisons de ces deux opérations
n’ont aucune raison de coïncider.

La précédente analyse donne lieu à la version à poids du Théorème 3.2.22. Comme l’objet
d’intérêt est le trou spectral de l’opérateur −La, la mesure µa doit être supposée finie pour que
0 soit valeur propre.

Théorème 3.2.23. Soit a, b : R→ R deux fonctions régulières ne s’annulant pas et telle que µa
soit une mesure de probabilité. Sous l’hypothèse de trou spectral λ1(−La) > 0, les spectres (resp.
spectres discrets, resp. spectres essentiels) des opérateurs −La|1⊥ et −Lab +M b

a coïncident. En
particulier, les valeurs propres données par le théorème du min-max de Courant-Fisher, vérifient
pour tout n ∈ N∗,

λn(−La) = λn−1(−Lab +M b
a).
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À présent, tous les éléments sont en place pour que nous puissions énoncer le résultat
principal de l’article [38]. On rappelle que par la formule de Chen-Wang (3.1.5) adaptée à notre
cadre,

λ1(−La) ≥ sup
b

inf
R
M b

a

(
= sup

h
inf
R

(−Lah)′

h′

)
,

le supremum étant pris sur les fonctions régulières b : R → R ne s’annulant pas (le second
est pris sur les fonctions régulières h : R → R de dérivée ne s’annulant pas, le lien entre les
deux étant b = 1/h′), une condition suffisante nous assurant l’existence d’un trou spectral est
qu’il existe un tel poids b tel que le potentiel M b

a soit minoré par une constante strictement
positive. Dans la suite, on introduit le poids artificiel a0 = 1 pour que les quantités apparaissant
ci-dessous soient correctement définies (en particulier, on a La0 = L et µa0 = µ).

Théorème 3.2.24. Soit n ∈ N∗. Alors on a l’encadrement suivant pour la n-ième valeur propre
strictement positive de l’opérateur −L :

sup
a1,...,an

n∑
i=1

inf
R
Mai

a0...ai−1
≤ λn(−L) ≤ inf

a1,...,an

n∑
i=1

sup
R

Mai
a0...ai−1

, (3.2.13)

les extrema étant pris sur les fonctions régulières ai : R → R ne s’annulant pas et telles que
pour tout i = 1, . . . , n, la mesure µa0...ai−1

soit une mesure de probabilité et le trou spectral
de l’opérateur −La0...ai−1

existe, i.e., λ1(−La0...ai−1
) > 0. Ci-dessus, la convention est de valoir

l’infini si d’aventure l’un des potentiels Mai
a0...ai−1

n’est pas borné inférieurement dans le terme
de gauche ou supérieurement dans celui de droite.
De surcroît, lorsque les λi(−L), i = 1, . . . , n, appartiennent au spectre discret de l’opérateur
−L, ces inégalités deviennent des égalités et l’on a l’identité

λn(−L) =
n∑
i=1

λ1(−La0...ai−1
), (3.2.14)

pour les poids ai déterminés par le système récursif bien défini ∂ai . . . ∂a1gi = 1, où chaque gi
est une fonction propre associée à la valeur propre λi(−L).

La preuve des deux inégalités n’est pas très difficile : il s’agit d’invoquer de manière
récursive le Théorème 3.2.23 et d’utiliser à chaque étape les propriétés de monotonie induites
par les formules variationnelles définissant ces valeurs propres : avec L = La0 , on a en choisissant
des poids a1, . . . , an qui satisfont les contraintes de l’énoncé,

λn(−L) = λn−1(−La0a1 +Ma1
a0

)

≥ λn−1(−La0a1) + inf
R
Ma1

a0

= λn−2(−La0a1a2 +Ma2
a0a1

) + inf
R
Ma1

a0

≥ λn−2(−La0a1a2) + inf
R
Ma2

a0a1
+ inf

R
Ma1

a0

= . . .

≥ λ0(−La0...an) +
n∑
i=1

inf
R
Mai

a0...ai−1
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≥
n∑
i=1

inf
R
Mai

a0...ai−1
.

Notons que la valeur propre λ0(−La0...an) peut ne pas être nulle, la mesure µa0...an n’ayant pas
été supposée finie. Bien évidemment, la borne supérieure est obtenue de la même manière.
En revanche, le résultat d’optimalité est bien plus technique et utilise de nouveau le Théo-
rème 3.2.23. Les points importants de la démonstration reposent sur le fait que lorsque les
λi(−L), i = 1, . . . , n, appartiennent au spectre discret de l’opérateur −L, alors les trous spec-
traux λ1(−La0...ai−1

), i = 1, . . . , n, appartiennent au spectre discret de l’opérateur −La0...ai−1
, où

chaque ai est défini par 1/(gi1)′, gi1 étant une fonction propre de l’opérateur −La0...ai−1
associée

au trou spectral λ1(−La0...ai−1
), donc de dérivée ne s’annulant pas. Choisis tels quels, les ai

satisfont bien les contraintes apparaissant dans les extrema des inégalités (3.2.13). L’égalité
(3.2.14) établie, il reste à montrer que les poids ai ainsi définis satisfont bien le système récursif
∂ai . . . ∂a1gi = 1, et l’argument clé pour ce faire est de voir que les valeurs propres λi(−L)
peuvent être obtenues par un entrelacement à poids d’ordre supérieur, i.e.,

∂ai . . . ∂a1Lf = La0...ai(∂ai . . . ∂a1f)− λi(−L) ∂ai . . . ∂a1f.

Apportons quelques éclairages sur le Théorème 3.2.24. Tout d’abord, il s’agit d’une
généralisation de la formule de Chen-Wang au cas des valeurs propres supérieures, leur formule
apparaissant dans le cas n = 1 (complétée par la borne supérieure) :

sup
a

inf
R
Ma

1 ≤ λ1(−L) ≤ inf
a

sup
R
Ma

1 ,

tandis que si tous les poids ai sont supposés constants non nuls, alors on retrouve le Théorème
3.2.21 sous l’hypothèse de convexité uniforme du potentiel V . Pour n = 2, la borne inférieure
de l’inégalité (3.2.13) est peu ou prou la version unidimensionnelle de l’estimation de λd+1(−L)
décrite dans le Théorème 3.2.10. Par ailleurs, mentionnons également que derrière le système
récursif ∂ai . . . ∂a1gi = 1 se cache une propriété intéressante des oscillations des fonctions propres,
connue dans la théorie de Sturm-Liouville sous le nom de système de Chebyshev, ou T -système,
cf. par exemple l’ouvrage de Karlin-Studden [117], que l’on retrouve donc sur la droite réelle
par la technique des entrelacements. Enfin, l’identité d’optimalité (3.2.14) peut être réécrite
comme

λn(−L)− λn−1(−L) = λ1(−La0...an−1), (3.2.15)

où les ai vérifient le système récursif ∂ai . . . ∂a1gi = 1 pour i = 1, . . . , n− 1. En particulier, cette
formule reste vraie si la valeur propre λn(−L) n’est plus dans le spectre discret de l’opérateur
−L, auquel cas la valeur propre λ1(−La0...an−1) elle-même n’est plus dans le spectre discret de
l’opérateur −La0...an−1 . Ainsi, le résultat d’optimalité se révèle de nouveau satisfait dès lors que
l’on montre la formule suivante,

λ1(−La0...an−1) = sup
an

inf
R
Man

a0...an−1
,

c’est-à-dire l’égalité dans la formule de Chen-Wang lorsque la valeur propre appartient au
spectre essentiel. Ne l’ayant malheureusement pas trouvée dans les travaux foisonnants de ces
deux auteurs sur le sujet, nous l’avons démontrée en utilisant le Théorème 3.2.23.
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Le Théorème 3.2.24 peut être appliqué dans de nombreuses situations pour lesquelles
le potentiel V n’est pas uniformément convexe, voire même convexe. De surcroît, le cas de
certains potentiels dégénérés, i.e., lim inf |x|→∞ V

′′(x) = −∞, peut être considéré. Si l’on revient
sur l’exemple typique de la loi de Subbotin de paramètre α > 1 (on rappelle que pour α > 1 le
spectre est discret tandis que pour α = 1 et la loi de Laplace, le trou spectral existe et vaut 1/4,
mais correspond exactement au bas du spectre essentiel de l’opérateur), on obtient le résultat
suivant. Comme pour le trou spectral, nous nous concentrons plutôt sur la borne inférieure car
c’est elle en général qui est difficile à établir.

Théorème 3.2.25. Dans le cadre de la loi de Subbotin de paramètre α > 1, on a :
◦ si α ∈]1, 2[, alors pour tout ε > 0, il existe une constante Cα,ε > 0 explicite en fonction

des paramètres α et ε telle que pour tout n ∈ N∗, on ait

λn(−L) ≥ Cα,εn
2−2/α−ε.

◦ si α ≥ 2, alors il existe Cα > 0 explicite telle que pour tout n ∈ N∗,

λn(−L) ≥ Cα n
2−2/α.

Ces résultats sont en accord avec la loi de Weyl donnant le comportement asymptotique
de la fonction de comptage des valeurs propres pour tout α > 1, cf. [150] :

# {k ≥ 1 : λk(−L) ≤ λ} ≈
λ→∞

Cα λ
α/2(α−1).

En effet, dans le cas α ≥ 2 il s’agit exactement du résultat attendu tandis que dans le cas
α ∈]1, 2[, on obtient le bon ordre de grandeur à ε près. Néanmoins, nous soupçonnons qu’un
meilleur choix des poids ai permettrait de corriger cela.

Concluons la présentation de l’article [38] en énonçant le dernier résultat que nous sou-
haiterions évoquer. L’identité (3.2.15) ouvre la voie, comme dans le cas trivial d’un potentiel
uniformément convexe, cf. (3.2.12), à une estimation de l’écart entre les valeurs propres, la dif-
ficulté résidant dans le caractère non explicite des poids ai car dépendant des fonctions propres
gi qui sont en général inconnues. Malgré cette anicroche, l’écart au moins entre les deux pre-
mières valeurs propres strictement positives peut être estimé en utilisant crucialement l’identité
(3.2.15) avec n = 2,

λ2(−L)− λ1(−L) = λ1(−La),

où a = 1/g′1 (l’entier n étant ici explicite, il devient inutile de conserver le poids artificiel
a0 dans la notation). Notons que cette question n’a d’intérêt que si λ1(−L) ∈ σdisc(−L) (en
revanche il se peut que λ2(−L) ∈ σess(−L)). Dans le cas présent, la densité de la mesure
invariante µa de l’opérateur −La est proportionnelle à (g′1)2 e−V , c’est-a-dire qu’elle dépend
de la fonction propre g1 inconnue. Néanmoins, si le potentiel associé Va est uniformément
convexe, alors on a l’inégalité λ1(−La) ≥ infR V

′′
a et le tour est joué. Ainsi, le travail consiste à

montrer cette propriété de convexité uniforme sous certaines hypothèse sur V et, pour ce faire,
le Théorème 3.2.23 joue un rôle important car en choisissant le bon poids il permet de ramener
le problème à une propriété de log-concavité uniforme de l’état fondamental (ou ground state)
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d’un opérateur de Schrödinger de type « moins laplacien plus potentiel », ce potentiel (disons
U) valant V ′′/2 + (V ′)2/4. D’après le fameux résultat de Brascamp et Lieb [44], cette propriété
de log-concavité uniforme de l’état fondamental est satisfaite dès lors que U est uniformément
convexe. Ainsi, on obtient le résultat suivant.

Théorème 3.2.26. Supposons que le trou spectral λ1(−L) appartienne au spectre discret de
l’opérateur −L. Si le potentiel V ′′/2 + (V ′)2/4 a sa dérivée seconde minorée par une constante
strictement positive ρ, alors l’écart entre les deux premières valeurs propres satisfait :

λ2(−L)− λ1(−L) ≥
√

2ρ.

Cette condition sur le potentiel V , ma foi assez inhabituelle et hautement sous-optimale
car provenant de la méthode utilisée, a le mérite d’inclure parmi les exemples intéressants
certains potentiels non uniformément convexes, comme la loi de Subbotin de paramètre α = 4,
voire même non convexes tels que le double-puits, le spectre de ce dernier étant lui aussi discret.

3.3 Perspectives
La théorie des entrelacements à poids étant assez récente, il y aurait beaucoup à dire au

sujet des questions et problèmes encore non résolus que nous souhaiterions aborder à l’avenir.
Néanmoins, terminons ce mémoire par une sélection de quelques ouvertures possibles.

3.3.1 Trou spectral dans le cas des mesures produits perturbées

Dans le travail de Barthe et Klartag [18] que nous avons déjà évoqué, les auteurs étudient
le trou spectral pour des mesures produits perturbées. Parmi les nombreux résultats qu’ils
établissent dans ce travail, l’un d’entre eux nous intéresse tout particulièrement car il est proche
de celui que nous avons obtenu dans ce cadre.

Théorème 3.3.1. On condidère le potentiel V de type « Subbotin perturbé » défini par

V (x) =
d∑
i=1

|xi|α

α
+ ϕ(x), x ∈ Rd,

où α ∈ [1, 2] et le potentiel d’interaction ϕ est pair et convexe. Alors il existe une constante
universelle C > 0 telle que l’on ait l’estimation du trou spectral suivante :

λ1(−L) ≥ C

(log d)1−2/α
.

Pour démontrer ce résultat, les auteurs utilisent plusieurs techniques issues du monde
log-concave et des mixtures gaussiennes ainsi que les propriétés fines de parité du problème,
la formule variationnelle définissant le trou spectral pouvant ainsi être restreinte aux fonctions
impaires dès lors que la mesure µ est paire. Il est difficile de comparer un tel résultat à notre
Théorème 3.2.7 car ils ne sont pas vraiment de même nature, le Théorème 3.3.1 couvrant sans



3.3. PERSPECTIVES 77

doute plus de situations que le notre mais exhibant un aspect dimensionnel absent dans notre
résultat, ce dernier étant calibré pour une estimation du trou spectral ne dépendant pas de la
dimension. Dès lors que le potentiel d’interaction ϕ est convexe, notre résultat met en jeu dans
la matrice diagonale de l’inégalité (3.2.6) une compétition entre la partie mesure produit et
l’influence de l’interaction se manifestant par la quantité clé ∂xiϕ(x)U ′i(xi). La prépublication
[18] de Barthe et Klartag n’ayant été disponible que très récemment (en juillet 2019, alors
que ces quelques lignes sont écrites début septembre 2019), nous n’avons pas encore eu le
temps de regarder plus en détail comment leur étude pourrait nous permettre de dégager les
bonnes hypothèses de symétrie sur le potentiel V afin que notre Théorème 3.2.7 établi par les
entrelacements à poids puisse couvrir une classe plus générale de mesures produits perturbées.
Cette question fera sans doute l’objet d’une attention particulière dans les mois à venir.

3.3.2 Entrelacements à poids dans le cas riemannien

Une autre question intéressante serait d’étendre les entrelacements à poids aux varié-
tés riemanniennes, le cadre sans doute le plus naturel associé à ces objets notamment par la
géométrie qu’ils encodent, l’entrelacement classique apparaissant déjà à travers la formule de
Weitzenböck. En effet, au-delà de l’intérêt évident d’une telle extension, cela nous permettrait
aussi de considérer des exemples euclidiens exhibant une matrice de diffusion σ non constante,
nous évitant alors une analyse fastidieuse des opérateurs de type Schrödinger encombrés de
cette matrice de diffusion. Pour ce faire, l’idée est de changer la métrique pour se ramener à
l’étude d’un opérateur de type « laplacien + dérive » sur la variété riemannienne (Rd, (σσT )−1)
et de voir ce que les entrelacements à poids peuvent donner dans ce cadre. Ce type d’approche
par changement de métrique, dans l’esprit des études effectuées dans les Sections 2.2.3 et 3.2.3
où l’on interprète une inégalité fonctionnelle à poids comme sa version classique pour une dyna-
mique modifiée dont la matrice de diffusion est justement donnée par ce poids, a été exploitée
dans le récent article de Gentil et Zugmeyer [82] avec le critère de courbure-dimension ou encore
par Kolesnikov et Milman dans [120] via des inégalités de Brascamp-Lieb. De surcroît, cette
extension au cadre riemannien nous permettrait de prendre en compte par exemple le cas de
l’espace modèle qu’est la sphère (unité) Sd ⊂ Rd+1 de dimension d (pour laquelle le spectre
du laplacien ∆Sd est entièrement connu) qui, lorsqu’on la projette d’une certaine manière sur
l’hyperplan horizontal Rd, est ramenée à certains modèles euclidiens intéressants pour lesquels
les entrelacements à poids n’ont pas encore été étudiés. Par exemple s’il s’agit de la projection
stéréographique, alors le modèle sous-jacent sur Rd est la loi de Cauchy généralisée de paramètre
β = d, obtenue comme la mesure image par cette projection de la mesure de volume normalisée
sur Sd. Bref, une telle extension au cadre riemannien est attendue pour de multiples raisons et
il serait sans doute pertinent de commencer à étudier le problème de plus près.

3.3.3 Interprétation probabiliste des entrelacements à poids

Sur la droite réelle, la représentation probabiliste du semigroupe (P̃A,t)t≥0 intervenant
dans l’entrelacement à poids ne pose pas de problème car il s’agit en réalité d’un vrai semigroupe
de Feynman-Kac, comme nous l’avons vu dans la Section 3.2.1. Dans le cas multidimensionnel,
cette interprétation probabiliste est encore disponible dès lors que le poids A est un multiple
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de l’identité, A = a I, où a est une fonction régulière ne s’annulant pas. En particulier, il s’agit
de l’élément clé permettant d’établir la propriété de contraction suivante, cf. [8] :

|P̃aI,t (a∇f) | ≤ P ρaI
a,t (|a∇f |) ,

où (P ρaI
a,t )t≥0 désigne le semigroupe de Feynman-Kac suivant, agissant sur les fonctions :

P ρaI
a,t g(x) = Eδx

[
g(Xa,t) exp

(
−
∫ t

0

ρaI(Xa,s) ds

)]
,

le processus (Xa,t)t≥0 ayant pour générateur La = L + 2a∇a−1 · ∇ et ρaI étant la plus petite
valeur propre de la matrice symétrique MaI = ∇2V − aLa−1 I. En revanche, pour une matrice
A plus générale, il n’existe pas pour le moment de représentation probabiliste du semigroupe
(P̃A,t)t≥0. Pour commencer à étudier cette question, on pourrait supposer la matrice A diago-
nale, A = diag (ai), auquel cas l’opérateur de diffusion matriciel LA est encore diagonal, ce qui
simplifie grandement les choses. La raison motivant cette éventuelle extension réside dans les
conséquences qu’elle aurait en matière d’inégalités de covariance et de Sobolev logarithmique.
En effet, dans le cas quelque peu contraignant où A est un multiple de l’identité, cette approche
stochastique a été utilisée de manière fondamentale dans notre article [8] commun avec Arnau-
don et Bonnefont pour établir certaines inégalités de covariance de type L1−L∞, connues sous
le nom d’inégalités de Brascamp-Lieb asymétriques depuis les travaux de Menz et Otto [144]
d’une part et de Carlen, Cordero-Erausquin et Lieb [51] d’autre part. L’approche stochastique
que nous avons utilisée est justifiée par le fait que la propriété de contraction énoncée ci-dessus
est requise pour conclure notre preuve de l’inégalité de covariance désirée. Rappelons que les
inégalités de covariance sont notamment à la base de la méthode développée par Houdré et ses
coauteurs [46, 102, 104] pour établir des propriétés de concentration de la mesure et peuvent
être vues comme une alternative à l’approche par les inégalités fonctionnelles de type entro-
pique. Ainsi, si une telle représentation stochastique du semigroupe (P̃A,t)t≥0 venait à être
établie au moins dans le cas un peu plus général d’une matrice A diagonale, elle pourrait être
exploitée pour obtenir des inégalités de covariance de type Brascamp-Lieb asymétrique qui, à
leur tour, permettraient d’envisager des résultats de stabilité intéressants pour la concentration
grâce à la présence du poids A. Par ailleurs, la même analyse a lieu si l’on doit s’intéresser à
l’inégalité de Sobolev logarithmique. En effet, cette interprétation probabiliste nous amènerait
vers une version matricielle du théorème de Girsanov, une approche stochastique pouvant se
révéler prometteuse suite aux premiers travaux effectués sur la droite réelle par Clément Stei-
ner, mon étudiant en thèse depuis septembre 2018 (et co-encadré par Patrick Cattiaux). Ces
questions autour de l’éventuelle représentation stochastique du semigroupe matriciel (P̃A,t)t≥0

issu de l’entrelacement à poids et ses conséquences en matière d’inégalités fonctionnelles et de
concentration de la mesure constituent quelques-unes de ses préoccupations actuelles.

3.3.4 Itération des entrelacements et entrelacements d’ordre supé-
rieur

Pour conclure ces quelques lignes sur les perspectives envisagées, je souhaiterais proposer
une dernière piste de recherche. On a vu dans la Section 3.2.4 qu’en dimension 1 l’estimation
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des valeurs propres situées en dessous du bas du spectre essentiel pouvait être effectuée à par-
tir des entrelacements à poids, l’élément clé dans la démonstration étant de pouvoir les itérer
comme on le désire (c’est-à-dire qu’à chaque étape, l’entrelacement à poids opère sur le nouvel
opérateur de diffusion apparaissant dans l’opérateur de Schrödinger issu de l’entrelacement à
poids précédent). Néanmoins, deux obstructions surviennent lorsque l’on s’intéresse à la di-
mension supérieure : d’une part la restriction aux gradients (éventuellement à poids) ne peut
être évitée et d’autre part chaque entrelacement fait intervenir un opérateur de type Schrödin-
ger sur un espace toujours plus gros. Néanmoins, on devrait être en mesure d’itérer au moins
l’entrelacement classique, nous permettant de retrouver simplement le résultat euclidien origi-
nel de Milman [150], c’est-à-dire la version multidimensionnelle du Théorème 3.2.21. Dans le
même esprit, savoir entrelacer non pas avec un gradient (éventuellement à poids) mais avec les
dérivées successives (on parle d’entrelacement d’ordre supérieur) pourrait être tout à fait inté-
ressant pour ce que l’on appelle communément la méthode de Stein, permettant de considérer
des problèmes d’approximation en loi. Rappelons que les écarts entre probabilités sont souvent
mesurés par des distances de couplage satisfaisant un principe de dualité du type

d(µ, ν) = sup
g∈C

∫
Rd

g d(ν − µ),

où C est la boule unité d’une « bonne » classe de fonctions (par exemple, l’ensemble des fonc-
tions mesurables bornées est associé à la distance en variation totale dVT tandis que la dualité
de Kantorovich-Rubinstein fait correspondre la distance de Wasserstein W1 aux fonctions lip-
schitziennes). Le principe de la méthode de Stein, d’après les travaux précurseurs initiés dans
les années 70 par Stein [165] pour l’approximation gaussienne, est alors le suivant : étant don-
née la mesure invariante µ d’un processus de diffusion à valeurs dans Rd et de générateur L, il
s’agit dans un premier temps d’étudier la régularité de l’éventuelle solution h d’une équation de
Poisson du type −Lh = g, où g est une fonction centrée donnée ayant une certaine régularité
liée à la classe de fonctions C, c’est-à-dire dépendant de la qualité de l’approximation désirée.
Puis dans un second temps, l’étude de la régularité de h permet d’estimer quantitativement
la distance d(µ, ν) en contrôlant l’intégrale de −Lh sous ν. Ainsi, la fonction h admettant la
représentation intégrale

h = (−L)−1g =

∫ +∞

0

Ptg dt,

borner ses dérivées successives revient à borner celles du semigroupe. À ma connaissance, seules
quelques études multidimensionnelles concernent une telle généralité de mesure cible µ, une des
difficultés principales résidant dans la bornitude de ces dérivées successives. Citons par exemple
l’article de Ledoux, Nourdin et Peccati [132] dans lequel ils utilisent l’opérateur Γ3, le carré du
champ itéré d’ordre 3, pour être en mesure de contrôler la matrice hessienne du semigroupe,
ainsi que le travail de Bonis [36] proposant une approche directe basée sur le critère de courbure-
dimension CD(ρ,∞) pour borner toutes ses dérivées d’ordre supérieur. C’est pourquoi il serait
intéressant d’observer ce que pourrait apporter la théorie des entrelacements à la méthode
de Stein, une idée n’ayant pas encore été exploitée à ce jour dans ce contexte diffusif. Il y
a quelques années, la méthode de Stein ayant un sens dans le cadre discret (il s’agit de la
méthode dite de Chen-Stein, Chen ayant adapté dans la foulée des travaux de Stein la méthode
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au cadre discret, cf. [59]), Claire Delplancke, l’étudiante en thèse que nous encadrions avec
Laurent Miclo, a travaillé sur ce sujet pour les processus de naissance et de mort en exploitant
les entrelacements à poids que nous avions initiés dans ce cadre discret dans l’article [58].
Le travail qu’elle a mené en commun avec Bertrand Cloez [67] sur les entrelacements d’ordre
supérieur a permis de poser les bases d’une nouvelle approche de la méthode de Chen-Stein,
plus générale et moins dépendante des exemples considérés.
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