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Résumé

L’objectif de ce travail est le contrôle des procédés représentés par des équations aux dérivées

partielles. Deux procédés ont été considérés. Le premier procédé est un procédé de cristallisa-

tion en batch. L’objectif du contrôle est la génération d’une distribution des tailles de cristaux

(DTC) ayant une taille moyenne adéquate. Tout d’abord, nous avons utilisé observateur à grand

gain en cascade pour estimer cette taille moyenne en utilisant que la température du cristalli-

soir et la concentration du soluté. Ensuite, différents scénarios ont été testés afin de comparer

les performances des différentes structures de la commande sans modèle. Le deuxième procédé

traité est un procédé de polymérisation par ouverture de cycle du lactide. Cette réaction est très

sensible aux impuretés. Alors, deux stratégies de contrôle ont été proposé afin de rétablir les

conditions nominales en cas de dérive qui sont l’optimisation dynamique et la commande pré-

dictive.

Mots clés : Équations aux dérivées partielles (EDP), cristallisation, Distribution des tailles

de cristaux (DTC), observateur à grand gain, commande sans modèle, polymérisation du lac-

tide, optimisation, commande prédictive.

Abstract

This work aims to control the processes represented by partial differential equations. Two pro-

cesses were considered. The first process is a batch crystallization process. The aim of the

control is to generate a crystal size distribution (CSD) with an appropriate mean size. First,

we used a high gain cascade observer to estimate this average size using only the crystallizer

temperature and solute concentration. Then, different scenarios were tested to compare the per-

formance of the different structures of the control system without a model. The second process

treated is a lactide polymerization process. This reaction is very sensitive to impurities. So, two

control strategies were proposed to restore the nominal conditions in case of drift, which are the

dynamic optimization and the predictive control.

Key words : Partial differential equations (PDE), crystallization, crystal size distribution

(CSD), high gain observer, model-free control, lactide polymerization, model predictive control

(MPC).
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Introduction général

La cristallisation est l’opération par laquelle un solide se produit, où ses composants (ions,

atomes ou molécules) sont hautement organisés sous la forme d’une structure régulière dite

cristal. Ce phénomène se produit en général à partir d’une solution (solvant+soluté) ou plus

rarement à partir d’un gaz. La cristallisation est également un outil chimique de purification du

produit par le rejet des impuretés dans la phase liquide lors du passage de l’état liquide en un

état solide. Grâce à cette capacité de fournir des produits de haute pureté, cette opération est

utilisée dans de nombreuses applications industrielles.

La qualité ainsi que les caractéristiques physico-chimiques de l’ensemble des cristaux obte-

nus sont fortement liées à la distribution des tailles de cristaux (DTC). Pour cela de nombreux

contrôles ont été appliqués pour générer un DTC avec des propriétés adéquates.

Choisir le bon modèle pour représenter fidèlement le processus est primordial afin de pou-

voir contrôler les caractéristiques des cristaux produits ou encore pour faire des estimations sur

les informations relatives à la distribution des tailles de cristaux. Néanmoins, obtenir ce mo-

dèle n’est pas si évident vu la présence de nombreux phénomènes qui se déroulent au cours

de procédure, et qui ne sont pas tous forcément bien connus ou parfaitement maîtrisés. C’est

difficile donc de développer un modèle suffisamment riche et complet qui permette de décrire

l’ensemble des phénomènes pour reproduire et simuler les comportements du processus et en

même temps, qui soit suffisamment simple pour l’analyse et la synthèse des lois du contrôle.

C’est pourquoi des hypothèses pour simplifier le modèle ont toujours été utilisées afin de sim-

plifier le processus tout en conservant autant d’informations que possible et aussi pour permettre

la synthèse des lois de contrôle.

Le procédé de cristallisation est représenté par des équations algébriques, des équations

aux dérivées ordinaires et une équation aux dérivées partielles. Cependant, vu son comporte-

ment fortement non linéaire, la difficulté de caractériser plusieurs phénomènes, l’incertitude

des paramètres cinétiques et les perturbations inconnues, ce modèle utilisé peut ne pas décrire

le comportement réel du processus, ce qui entraîne une mauvaise stratégie de contrôle.

Récemment, des stratégies intelligentes de contrôle ont été développées pour remédier à la

fois aux erreurs de modélisation en temps réel et aux perturbations qui pourraient affecter le
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processus. Cela nous a motivés à appliquer ces lois de contrôle sur le procédé de cristallisation.

Ce type de contrôle repose sur l’utilisation d’un modèle ultra-local, valide pour un court laps

de temps, actualisé constamment en fonction de la variation dynamique du processus, ce qui

permet de tenir compte aussi bien les erreurs de modélisation que les perturbations affectant

le processus. Le but du contrôle dans ce travail est de générer une distribution des tailles de

cristaux ayant une taille moyenne prédéfinie. Une modélisation qui relie directement la taille

moyenne à la variable de commande (température) va être proposée.

Cependant, dans la pratique, la mesure de la taille moyenne des cristaux est coûteuse. C’est

pourquoi un observateur à grand gain en cascade va être utilisé ici pour l’estimer, avec l’utilisa-

tion de la température du cristallisoir et de la concentration du soluté uniquement.

Le deuxième procédé étudié dans cette thèse est un procédé de polymérisation par ouver-

ture de cycle du lactide pour produire de l’acide polylactique (PLA). Une attention croissante a

été accordée à la production de PLA ces dernières années, en tant que matière thermoplastique

biodégradable provenant de ressources renouvelables (l’amidon de maïs, l’amidon de tapioca,

le sucrose etc). Ce polymère devient une alternative plus compétitive aux polymères non bio-

dégradables dans plusieurs domaines (les textiles, les implants médicaux, les applications bio-

médicales etc). Le PLA est produit industriellement par polymérisation par ouverture de cycle

(ROP) du monomère lactide pour produire un polymère avec une masse moléculaire élevée qui

répond aux besoins de la plupart des applications.

Cette réaction est très sensible aux impuretés. Une stratégie de contrôle est alors cruciale

pour rétablir les conditions nominales en cas de dérive, qui sont principalement la conversion de

monomère et la masse molaire du polymère. Le procédé considéré est constitué d’un réacteur

distribué suivi d’un réacteur en boucle. Le modèle est donc également décrit par des équations

aux dérivées partielles et la commande se fait aux frontières, en manipulant le débit d’ajout de

catalyseur et de co-catalyseur.

Une méthode d’optimisation sera développée qui prend en compte les contraintes sur les

entrées, le retard dû au fait que le procédé est distribué, la non linéarité du modèle et surtout le

couplage entre les entrées qui s’est avéré très important. Nous allons nous intéresser également

à la commande prédictive pour prendre en compte les différents types de perturbations ainsi

que les erreurs de modélisation. Ces deux stratégies seront comparées à la commande PI afin

d’évaluer leurs performances et leurs robustesses.

Pour résumer, cette thèse a abouti aux contributions suivantes :

1. L’application d’un observateur à grand gain en cascade pour estimer la taille moyenne
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de la distribution des tailles de cristaux (DTC), en utilisant seulement la température

de cristallisoir et la concentration en soluté.

2. Le contrôle de la taille moyenne de la DTC avec le contrôleur PI intelligent, qui est

basé sur un modèle ultra-local et qui prend en compte les erreurs de modélisation et

les perturbations qui peuvent affecter le procédé.

3. Le contrôle de la taille moyenne de la distribution finale de cristaux avec le contrô-

leur PI intelligent combiné avec l’approche mode glissant (iPISMC).

4. L’application de l’optimisation dynamique au procédé de polymérisation par ou-

verture de cycle (Ring Opening Polymerization (ROP) en anglais) pour rejeter les

différentes perturbations qui peuvent affecter ce procédé.

5. L’application de la commande prédictive à ce même procédé de polymérisation par

ouverture de cycle, dans le cas où les perturbations ne sont pas mesurées.

Cette thèse est structurée comme suit :

Le premier chapitre est dédié à une étude bibliographique sur les différents observateurs,

sur les différentes structures de la commande sans modèle et enfin sur la commande prédictive.

Le deuxième chapitre traite de la modélisation du procédé de cristallisation et présente di-

verses méthodes pour exploiter ce modèle.

Le troisième chapitre est consacré à nos contributions pour le premier procédé de cristal-

lisation. Nous détaillons d’abord l’observateur à grand gain que nous avons mis au point pour

estimer la taille moyenne de la DTC. Cette contribution a fait l’objet d’une conférence IEEE

(Afsi et al. (2016)). Nous présentons ensuite les résultats de simulations suite à l’application

des différentes structures de la commande sans modèle. Ce travail a fait l’objet de deux publi-

cations : un article de revue (Afsi et al. (2018)) et un autre soumis.

Quant au quatrième chapitre, il est destiné à la présentation et la modélisation du deuxième

procédé étudié de polymérisation de l’acide polylactique (PLA) ainsi les résultats de simulations

obtenue l’ors de l’application de l’optimisation dynamique et de la commande prédictive. La

première stratégie de contrôle a fait l’objet d’une conférence IEEE (Afsi et al. (2019)) et la

deuxième stratégie a fait l’objet d’un article de revu soumis.

Enfin, une conclusion générale est présentée afin de rappeler les principales contributions

de notre travail, de discuter les résultats et de donner les perspectives envisagées.
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Chapitre 1. Estimation et contrôle : Etat de l’art et formulation mathématique

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter les différentes notions nécessaires à la synthèse des

observateurs ainsi que les principaux types d’observateurs aussi bien pour les cas linéaires que

pour les cas non linéaires. Ensuite, nous allons donner le principe de la commande sans modèle

et ses différentes structures concourantes. Enfin, la dernière partie sera dédiée à la théorie de la

commande prédictive.

1.1 Observabilité et observateurs

La commande, la surveillance et le diagnostic d’un système dynamique nécessitent la connais-

sance de son état à chaque instant. En effet, on définit l’état de tout système dynamique par le

plus petit ensemble de variables qui permettent de décrire son évolution. Cependant, certaines

variables peuvent être mesurées à l’aide des capteurs, mais pour d’autres, cette mesure est très

couteuse et elle est parfois impossible. Ainsi, il est nécessaire d’estimer ces variables à l’aide

d’un capteur logiciel appelé Observateur. Il s’agit d’un algorithme qui utilise une copie du

modèle du système et qui prend comme entrée, l’entrée du système considérée et les mesures

des sorties fournies par les capteurs physiques, et un terme de correction qui permet de faire

converger l’estimation de l’état (ou paramètre) vers l’état réel (paramètre réel) (voir figure 1.1).

Certaines conditions sont nécessaires pour pouvoir réaliser un tel algorithme d’estimation. Ces

conditions seront présentées dans cette section pour les cas des systèmes linéaires et non li-

néaires. Pour les systèmes linéaires, les deux observateurs de Luenberger (Luenberger (1966)),

(Luenberger (1971)) et de Kalman (Bornard et al. (1993)), (Hammouri and Morales (1991))

sont les plus utilisés dans la littérature.

Une extension du filtre de Kalman, dite filtre de Kalman étendu (Kim et al. (1994)), (Sabatini

(2006)), (Boizot (2010)), est une des techniques les plus classiques d’estimation des systèmes

FIGURE 1.1 – Schéma d’un observateur.

2



Chapitre 1. Estimation et contrôle : Etat de l’art et formulation mathématique

non linéaire. Elle a été très utilisée pour l’estimation de paramètres inconnus dans le cas du

procédé de cristallisation (Abbas and Romagnoli (2006)), (Saengchan et al. (2011)), (Zhang

and Rohani (2003)). Cette technique fait appel à la résolution des équations dynamique de Ric-

cati. Cependant, le réglage des paramètres de cet observateur devient vite complexe ce qui rend

difficile d’affirmer la convergence d’un tel observateur. L’observateur à grand gain est aussi un

estimateur très utilisé dans le cas non linéaire (Gauthier and Kupka (1994)), (Gauthier et al.

(1991)), (Gauthier et al. (1992)), (Farza et al. (1998)), (Hammouri and Farza (2003)).

Dans cette section, nous allons donner les différentes notions nécessaires à la synthèse des ob-

servateurs ainsi que les principaux types d’observateurs pour le cas linéaire (observateur de

Luenberger et Kalman) et le cas non linéaire (filtre de Kalman étendu et l’observateur à grand

gain).

1.1.1 Observabilité : définitions et notions

1.1.1.1 Notion d’observabilité des systèmes linéaires continus à temps-invariant

Une classe de systèmes linéaires dite systèmes linéaires à temps invariant correspond aux

systèmes décrits par des équations différentielles linéaires et à coefficients constants, ils sont de

la forme : ⎧⎨
⎩ ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.1)

où x(t) ∈ Rn (état du système), u(t) ∈ Rm (les entrées mesurées), y(t) ∈ Rp (les sorties mesu-

rées), A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m et C ∈ Rn×p.

L’étude de l’observabilité d’un système est une étude de la sensibilité de la sortie mesurée aux

variations des variables d’état du système qu’on veut estimer.

Définition 1 :

Le système (1.1) est dit observable, si la sortie est sensible à l’état, c.-à-d., si pour deux condi-

tion initiales quelconques x1(0) �= x2(0) et pour une entrée u donnée, les sorties correspon-

dantes y1 et y2 sont différentes tout au long de l’intervalle du temps considéré.

Rappelons d’abord la solution de l’Eq. (1.1) :

x(t) = etAx(0) + etA
∫ t

0

e−sABu(s)ds (1.2)

nous avons alors y(t) :

y(t) = CetAx(0) + CetA
∫ t

0

e−sABu(s)ds (1.3)
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Ainsi, le système (1.1) est dit observable, si pour tout x1(0) �= x2(0), ∃t tel que CetAx1(0) −
CetAx2(0) �= 0. Alors, pour le cas linéaire, la notion d’observabilité est indépendante des en-

trées appliquées au système, ce qui n’est pas le cas pour la notion d’observabilité pour un

système non linéaire que nous verrons après.

En pratique, c’est le critère suivant (critère de Kalman), qu’on utilise pour étudier l’observa-

bilité d’un système linéaire (Luenberger (1966)) :

Théorème 1 (critère de Kalman) :

Un système linéaire décrit par les équations (1.1) est observable si et seulement si :

rang

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C

CA
...

CAn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = n (1.4)

n : dimension du système.

1.1.1.2 Notion d’observabilité pour un système non linéaire en général

Soit le système non linéaire suivant :

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f(x(t), t)

y(t) = h(x(t))
(1.5)

où x(t) ∈ V (V est un ouvert de Rn) : est l’état du système, f est un champ de vecteurs non

linéaire de l’état x, y(t) ∈ Rp : le(s) sortie(s) mesurée(s).

La définition 1 reste valable pour le cas du système (1.5), c.-à-d. pour deux trajectoires x1(t)

et x2(t), issues des deux conditions initiales différentes x1(0) �= x2(0), ∃t ∈ [0;T ] : h(x1(t)) �=
h(x2(t)).

Généralement, c’est la forme (1.6) qui décrit les modèles dynamiques des procédés physiques

à contrôler : ⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))
(1.6)

avec u entreé du système.

Pour u donnée, le système (1.6) sera de la forme (1.5), alors (1.6) n’est autre qu’une famille

de systèmes de la forme (1.5) parametrés par un ensemble de signaux d’entrée. La définition 2

s’étend aux systèmes (1.6) selon la définition suivante :
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Définition 2 :

Le système (1.6) est observable s’il ∃u définie sur [0;T ], ∃t ∈ [0;T ] : h(xu
1(t)) �= h(xu

2(t)),

avec xu
i (t)(i = 1; 2) est une trajectoire associée à l’entrée u et issue de xi(0).

Dans le cas d’un système linéaire à temps-invariant, la notion d’observabilité ne dépend pas

de(s) l’entrée(s), alors que pour le cas d’un système non linéaire, cette notion d’observabi-

lité dépend de l’entrée que nous allons appliquer au système. Il y a des entrées qui rendent le

système observable et d’autres entrées qui le rendent inobservable (voir exemple (Uccheddu

(2011))).

En pratique, c’est plutôt la définition 3 (ci-dessous) au sens du rang qui est souvent utilisée.

Avant de donner cette définition, rappelons d’abord la définition d’un champ de vecteurs f .

Selon les besoins, ce champ peut être interprété de deux manières, soit comme :

• une application qui assigne à tout point x un vecteur f(x) :

f(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f1(x)

f2(x)
...

fn(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.7)

fi(x) : les composantes de f(x).

• une dérivation qu’il faut mettre sous la forme :

f = f1
∂

∂x1

+ f2
∂

∂x2

+ . . .+ fn
∂

∂xn

(1.8)

En appliquant ce champ de vecteur à une fonction réelle ψ(x), nous obtenons la fonction

Lfψ(x) suivante qui s’appelle la dérivée de Lie de ψ(x) dans la direction de f :

Lfψ(x) = f1
∂ψ(x)

∂x1

+ f2
∂ψ(x)

∂x2

+ . . .+ fn
∂ψ(x)

∂xn

(1.9)

On peut l’écrire aussi sous la forme :

Lfψ(x) =
i=n∑
i=1

fi
∂ψ(x)

∂xi

(1.10)

fi : la i ième composante de f .

Maintenant, nous pouvons donner la définition de l’observabilité au sens du rang pour le

système (1.6) (Fossard and Normand-Cyrot (1993)) :

Définition 3 :
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Le système (1.6) est dit observable au sens du rang en un point x0 ∈ V , si la dérivée de l’espace

vectoriel (dit espace d’observabilité O, Eq. (1.12) ), formé par de la sortie h(x) et ses dérivées

successives de Lie dans la direction de f et jusqu’à l’ordre n− 1, est de dimension n, c.-à-d :

rang

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Lfh(x)

L2
fh(x)

...

Ln
fh(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = n (1.11)

avec :

O =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h(x)

Lfh(x)
...

Ln−1
f h(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.12)

et

Li
fh(x) = Lf (L

i−1
f h(x)) (1.13)

L0
fh(x) = h(x). (1.14)

1.1.1.3 Notion d’observabilité pour les systèmes linéaire à temps-variant

Considérons le système linaire temps variant de la forme :

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)

y(t) = Cx(t)
(1.15)

où x(t) ∈ Rn (état du système) et y(t) ∈ Rp (sorties mesurées).

Soit Φ(t, t0) la matrice de transition du système (1.15) qui est une matrice carrée (n × n) et

inversible, vérifiant (Uccheddu (2011)) :

⎧⎨
⎩

dΦ(t,t0)
dt

= A(t)Φ(t, t0)

Φ(t0, t0) = In
(1.16)

In : matrice identité. Φ(t, t0) a les propriétés suivantes :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Φ(t, t0)
−1 = Φ(t0, t)

dΦ(t0,t)
dt

= −Φ(t, t0)A(t)

Φ(t1, t2)Φ(t2, t3) = Φ(t1, t3), ∀t1, t2, t3
(1.17)

6



Chapitre 1. Estimation et contrôle : Etat de l’art et formulation mathématique

Eq. (1.18) présente une solution de (1.15) initialisée en x à l’instant t0 :

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, s)b(t)ds (1.18)

L’étude de l’observabilité des systèmes de la forme (1.15) nécessite l’introduction du Gram-

mien d’observabilité :

Définition 4 : (Grammien d’observabilité)

Le Grammien d’observabilitédu système (1.15) est une matrice symétrique définie positive, qui

est définie sur un intervalle [t0; t0 + T ] par :

G(t0, t0 + T ) =

∫ t0+T

t0

ΦT (t, t0)C
T (t)C(t)Φ(t, t0)dt (1.19)

Proposition 1 (Hammouri and de Leon Morales (1990)) :

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) le systéme (1.15) est observable sur l’intervale [t0, t0 + T ]

ii) le Grammien d’observabilité G(t0; t0 + T ) est une matrice symétrique définie positive

iii) Si pour tout t ∈ [t0, t0 + T ], C(t)Φ(t, t0)x = 0 alors x = 0.

Soit le système (1.20), dit système affine en l’état, qui est une famille de systèmes à temps-

variant paramétrés par l’espace des entrées.

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = A(u(t))x(t) + b(u(t))

y(t) = C(u(t))x(t)
(1.20)

Conformément à la définition 2, l’observabilité dépend de l’entrée u définie sur [t0; t0 + T ],

appliquée au système (1.20) (c’est u qui rend ce système observable).

Soit la matrice de transition Φu(t, t0) associée à l’entrée u, donnée par :

⎧⎨
⎩

dΦu(t,t0)
dt

= A(u(t))Φu(t, t0)

Φu(t0, t0) = In
(1.21)

Sur l’intervalle [0;T ], le Grammien d’observabilité G(u, t0, t0 + T ) associé à l’entrée u est :

G(u, t0, t0 + T ) =

∫ t0+T

t0

ΦT
u (t, t0)C

T (u(t))C(u(t))Φu(t, t0)dt (1.22)

Proposition 2 (Bornard et al. (1989)), (Hammouri et al. (2002)) :

Le système (1.20) est observable pour une entrée u sur un intervalle [t0, t0 + T ], si l’une des
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deux propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :

i) λmin(G(u, t0, t0 + T )) � 0 (λmin signifie la plus petite valeur propre).

ii) Si pour tout t ∈ [t0, t0 + T ], C(u(t))Φu(t, t0)x = 0 alors x = 0.

L’expression de l’observateur que nous allons donner par la suite, sera pour une entrée dite

régulièrement persistante.

Définition 5 : Entrée régulièrement persistante

On dit que u est une entrée régulièrement persistante, si ∃ α1 > 0, α2 > 0, t0 ≥ 0, ∀t ≥ t0,

nous avons : ⎧⎨
⎩ λmin(G(u, t0, t0 + T )) ≥ α1

λmax(G(u, t0, t0 + T )) ≤ α2

(1.23)

λmin : la plus petite valeur propre,

λmax : la plus grande valeur propre.

1.1.1.4 Observabilité uniforme

On a vu précédemment que pour un système linéaire à temps-invariant, la notion d’observa-

bilité ne dépend pas de l’entrée appliquée. Alors que pour le cas d’un système non linéaire, le

système peut être observable pour certaines entrées tout en ayant d’autres entrées qui le rendent

inobservable. C’est pour cette raison que la synthèse d’un observateur pour les systèmes non li-

néaires est un problème très compliqué. Nous verrons par la suite qu’il est possible de construire

un observateur pour certaines familles de ces systèmes comme les systèmes affines en l’état et

les systèmes affines en l’état modulo une injection de sortie. Cependant, généralement l’obser-

vabilité pour les cas des systèmes non linéaires n’est pas suffisante pour assurer la synthèse d’un

observateur. Mais pour des structures particulières, il sera possible de synthétiser un observateur.

Dans la suite, nous allons nous intéresser à une classe intéressante dit systèmes uniformément

observables qui sont des systèmes non linéaires observables indépendamment des entrées. Et

nous allons donner quelques structures particulières.

Encore une fois, nous allons considérer les systèmes (1.6) :

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))
(1.24)

Définition 5 : Observabilité uniforme

Le système (1.24) est dit uniformément observable, s’il est observable indépendamment de l’en-

tré, c.-à-d., sur tout intervalle [0, T ] et ∀u.

Il y a, pour certaines classes de ce type des systèmes, des transformations permettant de les
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mettre sous ce qu’on appelle des formes canoniques ou normales, qui sont généralement de

forme triangulaires. Alors, il sera possible pour ces formes de synthétiser un observateur.

Le premier résultat a initialement été présenté dans (Gauthier and Bornard (1981)) pour le cas

mono-sortie. Il a été ensuite repris dans (Gauthier et al. (1992)), où une preuve plus courte a

été donnée avec un observateur à grand gain pour la forme canonique associée. Plusieurs exten-

sions ont été développées à partir de ces résultats pour le cas multi-sortie (Hammouri and Farza

(2003)), (Gauthier and Kupka (1994)).

Dans un premier temps, nous allons commencer par le cas simple d’un système affine en l’en-

trée, cas SISO (mono-sortie et mono-entrée ou Single Input Single Output, en anglais). Ensuite,

le cas mono-sortie et multi-entrées. Puis, nous allons donner la forme canonique d’une classe

MIMO (multi-sorties et multi-entrées ou Multi Input Multi Output en anglais). Et enfin, nous

présenterons une dernière forme canonique qu’on a utilisé dans le cas d’un procédé de cristal-

lisation en batch de l’acide adipique. Cet observateur a été utiliser afin d’estimer les moments

nécessaire pour déterminer la valeur de la taille moyenne de la distribution de tailles de cristaux

(Afsi et al. (2016)).

• Première classe C1

Le système affine en l’entrée, mono-sortie et mono-entrée est de la forme :

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f(x(t)) + u(t)g(x(t))

y(t) = h(x(t))
(1.25)

avec x(t) ∈ V (ouvert de Rn), u ∈ R et f et g sont de classe Cn.

Soit la transformation φ définie par :

φ : Rn → Rn

x 
→ [h(x) Lfh(x) . . . L
n−1
f h(x)]T

(1.26)

Théorème 2 ((Gauthier and Bornard (1981)), (Gauthier et al. (1992)) ) :

Si le système (1.25) est uniformément observable, alors ∃ un ouvert dense Ṽ de V/ ∀x0 ∈ Ṽ , ∃
un voisinage ouvert V0/ la restriction du système (1.25) à ce voisinage se transforme avec la

transformation φ (en posant z = φ(x)) sous la forme triangulaire :

⎧⎨
⎩ ż(t) = Az(t) + F (z(t)) + u(t)G(z(t))

y(t) = Cz(t) = z1
(1.27)
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avec :

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 . . . 0

0 0
. . .

...
...

...
. . . 1

0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , F (z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...

0

Fn(z)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , G(z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

G1(z1)
...

Gn−1(z1, . . . , zn−1)

Gn(z)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , C =

(
1, 0, . . . , 0

)

(1.28)

• Deuxième classe C2

Cette deuxième classe représente le cas mono-sortie et multi-entrées, où le système est de la

forme suivante : ⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f0(x(t)) +

∑i=m
i=1 ui(t)fi(x(t))

y(t) = h(x(t))
(1.29)

Soit maintenant φ définit par :

φ : Rn → Rn

x 
→ [h(x)Lf 0h(x) . . . Lf
n−1
0 h(x)]T

(1.30)

Avec le même changement de variable (z = φ(x)) et en utilisant φ (Eq. 1.30), le système (1.29)

se transforme sous la forme triangulaire :

⎧⎨
⎩ ż(t) = Az(t) + F0(z(t)) +

∑i=m
i=1 ui(t)Fi(z(t))

y(t) = Cz(t) = z1
(1.31)

avec :

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 . . . 0

0 0
. . .

...
...

...
. . . 1

0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , F0(z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...

0

F0n(z)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

T

, C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

. . .

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

T

(1.32)

⎧⎨
⎩ Fj(z) =

(
Fj1(z), . . . , Fjn(z)

)T
Fji(z) = Fji(z1, . . . , zi), pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ m

(1.33)

• Troisième classe C3

Considérons maintenant le cas du système non linéaire MIMO ayant la forme canonique sui-
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vante (Busawon (1998)) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż1(t) = F1(z1(t), z2(t), u(t))
...

żk(t) = F1(z1(t), . . . , zk+1(t), u(t))

żq(t) = Fq(z(t), u(t))

y(t) = Cz(t) = z1(t)

(1.34)

avec x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et y(t) ∈ Rp,

z =

⎛
⎜⎜⎝

z1
...

zq

⎞
⎟⎟⎠ où zk ∈ Rnk (1 ≤ k ≤ q − 1) tel que n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nq.

Pour pouvoir synthétiser un observateur pour cette forme du système, il faut que la condition

suivante de rang soit vérifiée :

rang(
∂F k

∂zk+1
) = nk+1 (1.35)

On sait que pour chaque (u, z1, z2, . . . , zk) (1 ≤ k ≤ q−1), la fonction zk+1 
→ F k(u, z1, z2, . . . , zk, zk+1)

est un difféomorphisme local.

• Quatrième classe C4

Dans ce travail, nous avons utilisé une autre forme canonique intéressante des systèmes non

linéaire (Farza et al. (1998)), (Farza et al. (1997)), pour estimer les moments qui interviennent

dans le calcul de la taille moyenne de la distribution de tailles de cristaux (DTC). Cette classe

possède la structure suivante :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1(t) = A1(u(t), s(t))x2 + ψ1(u(t), s(t), x1(t)) + ε1(t)
...

ẋq−1(t) = Aq−1(u(t), s(t))xq + ψq−1(u(t), s(t), x1(t), · · · , xq−1) + εq−1(t)

ẋq(t) = ψq(u(t), s(t), x(t)) + εq(t)

y(t) = x1(t) = Cx

(1.36)

avec :

x =

⎛
⎜⎜⎝

x1

...

xq

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Rn,xi =

⎛
⎜⎜⎝

xi1

...

xiki

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Rki (i = 1, . . . , q), n = k1 + . . . + kq, Ai(u(t), s(t))
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est une matrice carrée de dimension (ki × ki+1), ψ =

⎛
⎜⎜⎝

ψ1

...

ψq

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Rn, ε =

⎛
⎜⎜⎝

ε1
...

εq

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Rn et

C =
(

Ik1 0k1×k2 0k1×k3 · · · 0k1×kq

)
∈ Rn avec Ik1 est la matrice identité de dimension

(k1 × k1) et 0k1×ki est la matrice nulle de dimension (k1 × ki) (i = 2, . . . , q) .

On suppose qu’on connait u(t), y(t) et s(t) et que les εi modélisent toutes les perturbations non

mesurées et/ou l’incertitude qui est une fonction supposée inconnue mais bornée.

C1 - C4 représentent une partie des formes canoniques qui sont utiliser pour synthétiser des

observateurs de type grand gain.

1.1.2 Synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires

Dans ce paragraphe, nous allons donner la structure de deux grand types d’estimateurs qui

sont largement utilisés dans le cas de système linéaire : l’observateur de type Luenberger et

celui de type Kalman.

1.1.2.1 Observateurs de Luenberger

Pour le cas linéaire à coefficients constants, l’observateur a été introduit par Luenberger

(Luenberger (1966)), (Luenberger (1971)). L’observateur de Luenberger est basé sur un place-

ment des pôles afin de garantir sa stabilité. Pour le système (1.1), cet observateur est de la forme

suivante :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) +K(y(t)− Cx̂(t)) (1.37)

avec ˙̂x du vecteur de variables d’état x et K représente le gain de l’observateur.

Soit eest, l’erreur d’estimation, définit par :

eest(t) = x̂(t)− x(t) (1.38)

alors sa dynamique est donnée par :

ėest(t) = (A−KC)eest(t) (1.39)

Pour que le système (1.39) soit exponentiellement stable, il faut choisir K telle que les valeurs

propres de (A−KC) soient à parties réelles négatives.

On peut alors constater que la dynamique de l’observateur (1.37) n’est qu’une copie du modèle
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(1.1) à laquelle nous rajoutons K(y(t)−Cx̂(t)), dit terme de correction ou aussi terme d’an-

ticipation, qui permet de faire converger l’état estimé vers l’état réel.

Le système (1.1) est dit non observable, si :

rang(M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C

CA
...

CAn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠) < n (1.40)

On parle ainsi des modes non observables (Busawon (1996)).

Soit r le rang de la matrice M (r ≺ n), L1 une matrice de rang r formée par r lignes indépen-

dantes de M et L2 n’importe quelle matrice formée par n − r lignes choisies de sorte que la

matrice :

P =

⎡
⎣ L1

L2

⎤
⎦ (1.41)

soit inversible.

Soit z définit par :

z = Px =

⎡
⎣ z1

z2

⎤
⎦ =

⎡
⎣ L1

L2

⎤
⎦ (1.42)

et la derivée de z est de la forme suivante :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ż1(t) = A11z1(t) + B1u(t)

ż2(t) = A21z1(t) + A22z2(t) + B2u(t)

y(t) = Cz1(t)

(1.43)

avec :

PAP−1 =

⎡
⎣ A11 0

A21 A22

⎤
⎦ , PB =

⎡
⎣ B1

B2

⎤
⎦ , C = L1C (1.44)

Les valeurs propre de A22 s’appellent modes non observables de (1.1).

Considérant maintenant le système réduit suivant :

⎧⎨
⎩ ż1(t) = A11z1(t) + B1u(t)

y(t) = Cz1(t)
(1.45)
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Par construction, nous avons :

rang

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C

CA11

...

CA
r−1

11

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = r. (1.46)

Et donc le système (1.46) est observable.

Théorème 3 : Observateur réduit

L’observateur de Luenberger qui permet d’estimer z1(t) est de la forme suivante :

˙̂z1(t) = A11ẑ1(t) +B1u(t) +K(y(t)− Cẑ1(t)) (1.47)

Il faut choisir K tel que les valeurs propres de (A−KC) soient à parties réelles négatives.

Dans le cas où les valeurs propres de A22 sont toutes à parties réelles négatives, nous disons que

les modes non observables sont stables, et nous avons alors le résultats du théorème suivant :

Théorème 4 :

Soit K1 = P−1

⎛
⎝ K

0

⎞
⎠, alors le système (1.48) est un observateur exponentiel :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) +K1(y(t)− Cx̂(t)) (1.48)

1.1.2.2 Observateur de type Kalman

Dans le cas où les mesures sont affectées par un bruit, l’utilisation d’un filtre de type Kalman

sert à minimiser la variance de l’erreur entre l’estimation de l’état (ou paramètre) et l’état réel

(paramètre réel). Dans ce paragraphe, nous allons donner la structure de l’observateur de Klman

pour le système affine en l’état (1.20). Ensuite, nous allons étendre cet observateur pour le cas

d’un système affines en l’état modulo une injection de sortie.

Un observateur de type Kalman pour le système (1.20) prend l’une de deux formes suivantes

(Bornard et al. (1993)), (Hammouri and Morales (1991)) :

⎧⎨
⎩

˙̂x = A(u(t))x̂+ b(u(t))− S−1(t)CT (u(t))(C(u(t))x̂− y(t))

Ṡ = −θS(t)− AT (u(t))S(t)− S(t)A(u(t)) + CT (u(t))RC(u(t))
(1.49)

⎧⎨
⎩

˙̂x = A(u(t))x̂+ b(u(t))− S−1(t)CT (u(t))(C(u(t))x̂− y(t))

Ṡ = −S(t)QS(t)− AT (u(t))S(t)− S(t)A(u(t)) + CT (u(t))RC(u(t)).
(1.50)
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Avec : θ est un paramètre strictement positif de réglage, S(0)(n × n), Q(n × n) et R(p × p)

sont des matrices constantes et sont symétriques définies positives, la condition initiale x̂ est

quelconque.

Théorème 4 ((Hammouri et al. (2002)), (Bornard et al. (1989))) :

Si l’entrée u(t) est régulièrement persistante (définition 5), alors les deux structures (1.49) et

(1.50) forment deux observateurs exponentiels pour (1.20) :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ μe−νt ‖x̂(0)− x(0)‖ (1.51)

où μ et ν sont des constantes positives.

Une extension des observateurs (1.49) et (1.50) aux systèmes affines en l’état modulo une in-

jection de sortie (1.52) est donnée ci-dessous.

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = A(u(t), y(t))x(t) + b(u(t), y(t))

y(t)) = C(u(t))x(t).
(1.52)

A(u(t), y(t)) (n × n) et b(u(t), y(t)) dépendent continûment de (u(t), y(t)) et y(t) represente

une combinaison des différents états. Le système est alors non linéaire par rapport à l’état et

aussi par rapport à la commande. Et vu que y(t) et u(t) sont mesurés, le système (1.52) se com-

porte comme un système linéaire à temps-variant. Alors, la structure ci-dessus de l’observateur

peut s’étendre au type de systèmes suivant :

⎧⎨
⎩

˙̂x = A(u(t), y(t))x̂+ b(u(t), y(t))− S−1(t)CT (u(t))(C(u(t))x̂− y(t))

Ṡ = P (y(t), u(t), S(t))
(1.53)

P (y(t), u(t), S(t)) peut prendre l’une des deux formes suivantes :

− θS(t)− AT (u(t), y(t))S(t)− S(t)A(u(t), y(t)) + CT (u(t))RC(u(t)) (1.54)

ou bien :

− S(t)QS(t)− AT (u(t), y(t))S(t)− S(t)A(u(t), y(t)) + CT (u(t))RC(u(t)) (1.55)

où S(0)(n×n), Q(n×n) et R(p×p) sont des matrices constantes symétriques définies positives.
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1.1.3 Synthèse d’observateur pour les systèmes non linéaires

1.1.3.1 Observateur de Kalman étendu

Considérons de nouveau le système non linéaire (1.6) :

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))
(1.56)

La structure du Filtre de Kalman Etendu (FKE) est de la forme suivante :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t))− S(∂h(x̂(t),u(t))
∂x

(x̂))TR−1(ŷ(t)− y(t))

Ṡ = S(∂f
∂x
(x̂(t), u(t)))T + (∂f

∂x
(x̂(t), u(t)))S − S(∂h(x̂(t),u(t))

∂x
)TR−1(∂h(x̂(t),u(t))

∂x
)S +Q

ẏ = h(x̂(t), u(t))

(1.57)

Q et R sont deux matrices de conception, la première représente les variances des bruits de

dynamique et la deuxième d’observation.

Le principal défaut d’un tel observateur est le manque de résultat qui prouve sa stabilité. Ainsi,

dans certains cas, cet observateur peut diverger, ce qui restreint en partie son usage. Toutefois,

les résultats de convergence pour ce filtre ont été donnés pour certaines classes de systèmes

uniformément observables (Deza et al. (1992)), (Boizot (2010)).

1.1.3.2 Observateur à grand gain

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les différentes formes canoniques particulières dé-

crites précédemment (Eq. (1.25), Eq. (1.29), Eq. (1.34), Eq. (1.36)), pour synthétiser un obser-

vateur grand gain. Un tel observateur est spécifique pour la classe des systèmes uniformément

observables.

• Observateur pour (C1)

D’abord, reconsidérons la forme canonique, mentionnée ci-dessus, pour le cas mono sortie

(1.31) : ⎧⎨
⎩ ż(t) = Az(t) + F (z(t)) + u(t)G(z(t))

y(t) = Cz(t) = z1
(1.58)

Sous l’hypothèse que F et G sont globalement Lipschitz, un observateur de type grand gain

pour cette structure est de la forme (Gauthier and Bornard (1981)), (Gauthier et al. (1992)) :

˙̂z(t) = Aẑ(t) + F (ẑ(t)) + u(t)G(z(t))−ΔθKCT (Cẑ(t)− y(t) (1.59)
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θ est un paramètre de réglage qui est strictement positif, Δθ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

θ 0 . . . 0

0 θ2 0
...

... 0
. . . 0

0 . . . 0 θn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠, K est un

vecteur colonne, et doit être choisi pour que la matrice (A−KC) soit stable.

Rappelons les structures de deux matrice A et C qui sont données par :

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 . . . 0

0 0
. . .

...
...

...
. . . 1

0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , C =

(
1, 0, . . . , 0

)
(1.60)

Cette matrice A, dite matrice anti shift ou décalage, est constituée par des 1 sur la deuxième

diagonale supérieur et par de zéros pour le reste des composants. Le gain de l’observateur K,

se calcule par rapport à la partie linéaire du système. Pour un θ suffisamment grand, l’impact

de la partie non linéaire sera négligeable. Ainsi, le nom d’observateur "grand gain" vient du fait

que l’ajout d’une importante valeur de θ peut engendrer une valeur très grande des gains.

• Observateur pour (C2)

Pour le cas mono-sortie et multi-entrées, où le système est de la forme (1.29) :

⎧⎨
⎩ ẋ(t) = f0(x(t)) +

∑i=m
i=1 ui(t)fi(x(t))

y(t) = h(x(t))
(1.61)

Nous allons exploiter la structure (1.31) - (1.33) pour synthétiser un observateur à grand gain

pour ce système. Pour ce faire, il faudra supposer que les termes F0, . . . , F0m (termes non li-

nèaires (1.32)) sont global Lipschitz (Gauthier et al. (1992)), (Gauthier and Kupka (1994)) :

∃β0 � 0, . . . , βm � 0, ∀x1, x2 : ‖Fi(u, x1)− Fi(u, x2)‖ ≤ βi ‖x1 − x2‖ (1.62)

Une telle hypothèse est toujours vérifiable lorsque l’état est bornée, et cela est bien souvent le

cas avec les procédés physiques.

Sous cette hypothèse, nous avons l’observateur suivant est un observateur exponentiel pour

(1.31) :

dotẑ(t) = Aẑ(t) + F0(ẑ(t)) +
i=m∑
i=1

ui(t)Fi(ẑ(t))− S−1
θ CT (Cẑ(t)− y(t)) (1.63)
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Et pour une entrée borné u, nous avons (Gauthier et al. (1991)) :

∥∥ẑ(t)− z(t)
∥∥≤ μe−λt ‖ẑ(0)− z(0) ‖(1.64)

λ et μ : deux constantes qui dépendent du paramètre de réglage θ

Sθ : matrice symétrique définie positive solution de l’équation algébrique suivante :

θSθ + ATSθ + SθA = CTC (1.65)

(Sθ)ij ont la forme suivante :

(Sθ)ij = θ−i−j+1Sij (1.66)

Sij : coefficients de la matrice S solution de l’équation algébrique suivante :

S + ATS + SA = CTC (1.67)

Afin d’estimer la variable x(t) (1.31), il faut utiliser la transformation inverse de φ (1.30) :

ẋ(t) = f0(x(t)) +
i=m∑
i=1

ui(t)fi(x(t))− ∂φ

∂x

∣∣∣x̂(̂t))−1

S−1
θ CT (Cẑ(t)− y(t)) (1.68)

La convergence d’un tel observateur dépend du choix du θ. Il faut choisir un θ assez grand pour

garantir la convergence de l’observateur, d’où la dénomination «Observateur à grand gain».

• Observateur pour (C3)

Nous allons maintenant donner la forme de l’observateur à grand gain pour le cas MIMO (1.34).

D’abort, pour synthétiser un observateur pour cette forme du système, il faut que la condition

de rang (1.35) soit vérifiée.

Nous savons que pour chaque (u(t), z1(t), z2(t), . . . , zk(t)) (1 ≤ k ≤ q − 1), la fonction

zk+1(t) 
→ F k(u(t), z1(t), z2(t), . . . , zk(t), zk+1(t)) est un difféomorphisme local.

Soit aussi :

φ1(u(t), z(t)) = z1(t) (1.69)

φk(u(t), z1(t), z2(t), . . . , zk(t)) =
∂φk−1

∂zk−1
(u(t), z1(t), z2(t), . . . , zk−1(t))F k−1(u(t), z1(t), z2(t), . . . , zk(t))

(1.70)

L’observateur à grand gain pour le système (1.34) est de la forme (Hammouri and Farza (2003)) :

˙̂z(t) = F (u(t), ẑ(t))− Λ(u(t), ẑ(t))ΔθK̃(Cẑ(t)− y(t)) (1.71)
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où :

Λ(u(t), ẑ(t)) =

[(
∂φ

∂z(t)

)T
∂φ

∂z(t)

]−1(
∂φ

∂z(t)

)T

(1.72)

et :

φ =
(

φ1 φ2 . . . φq

)
,Δθ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

θIn1 0 . . . 0

0 θ2In1 0
...

... . . .
. . . 0

0 . . . 0 θqIn1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠, avec In1 : matrice identité

(n1 × n1).

K̃ (qn1 × n1) est une matrice constante, tel que (Ã − K̃C̃) est Hurwitz, où Ã et C̃ sont dé-

finies par :

Ã =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 In1 0 . . . . . . 0
... 0 In1 0 . . .

...
... . . .

. . .
. . .

. . .
...

... . . . . . .
. . .

. . . 0
... . . . . . . . . .

. . . In1

0 . . . . . . . . . . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, C̃ =
(

In1 0 . . . 0
)

.

• Observateur pour (C4)

Afin de synthétiser un observateur pour le système (1.36), nous avons besoin de vérifier les

hypothèse suivantes (Farza et al. (1998)) :

• H1) Les ψi du système (1.36) sont global Lipschitz.

• H2) Chaque Ai(u(t), s(t)) est une matrice dérivable par rapport à t et inversible et sa

dérivee est bornee.

• H3) ∀i(i=1,. . . ,q-1), ∃αi � 0, ∃βi � 0 tels que :

∀t ≥ 0, α2Iki+1
≤ AT

i (u(t), s(t))Ai(u(t), s(t)) ≤ β2Iki+1

Iki+1
: matrice identité de dimension (ki+1 × ki+1)

L’hypothèse H3) est équivalente à :

⎧⎨
⎩ λmin(A

T
i (u(t), s(t))Ai(u(t), s(t))) ≥ α2

λmax(A
T
i (u(t), s(t))Ai(u(t), s(t))) ≤ β2

(1.73)
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avec : λmin : la plus petite valeur propre et λmax : la plus grande valeur propre.

Un observateur à grand gain pour la structure (1.36) est de la forme suivante (Farza et al. (1997)),

(Farza et al. (1998)), (Farza et al. (2004)) :

˙̂x = A(u(t), s(t))x̂+ ψ(u(t), s(t), x̂(t))− Λ−1S−1
θ CT (Cx̂− y) (1.74)

Avec :

A(u(t), s(t)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 A1(u(t), s(t)) 0 · · · 0

0 0 A2(u(t), s(t)) · · · 0
... 0 0

. . . 0

0 · · · · · · 0 Aq−1(u(t), s(t))

0 · · · · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ Rn,

Λ = diag [Ik1 , A1(u(t), s(t)), A1(u(t), s(t))× A2(u(t), s(t)),

· · · , A1(u(t), s(t))× · · · × Aq−1(u(t), s(t))],

ψ(u(t), s(t), x̂(t)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ψ1(u(t), s(t), x̂1(t))
...

ψq−1(u(t), s(t), x̂1(t), x̂q−1(t))

ψq(u(t), s(t), x̂(t))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Sθ est une matrice symétrique définit positive satisfaisant l’équation algébrique suivante :

θSθ + ĀTSθ + SθĀ = CTC.

où Ā =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 Ik1 0 · · · 0

0 0 Ik1 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · Ik1

0 0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

et (Sθ)ij ont la forme suivante :

(Sθ)ij = θ−i−j+1Sij

Sij : coefficients de la matrice S solution de l’équation algébrique suivante :

S + ĀTS + SĀ = CTC
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Et par conséquent le gain de l’observateur Λ−1S−1
θ CT est de la forme (Farza et al. (1998)),

(Farza et al. (2004)) :

Λ−1S−1
θ CT =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 × θ × Ik1

α2 × θ2 × A−1
1 (u(t), s(t))
...

αq × θq × (A1(u(t), s(t))× · · · × Aq−1(u(t), s(t)))
−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

où les αi sont des termes positifs qui ne dépendent pas de θ.

Théorème 3 : ((Farza et al. (1998)), (Gauthier et al. (1992)))

Supposons que le système (1.36) satisfait les hypothèses H1), H2) et H3), alors :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ ηe−μt ‖x̂(0)− x(0)‖+ γε∞ (1.75)

où ε∞ est la norme de l’infini (L∞) de ε(t), η ≥ 0, μ ≥ 0, γ ≥ 0, sont des constantes.

Cela implique que, si ε = 0, alors le système (1.36) est un observateur exponentiel du système

(1.74).

Il existe d’autre formes canoniques qui sont utilisées pour synthétiser des observateurs à grand

gain dans la littérature ((Deza et al. (1992)), (Gauthier and Kupka (1994)), (Hammouri and

Farza (2003))).
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1.2 Commande sans modèle

Pour prédire le comportement du processus et concevoir un contrôleur efficace et robuste,

il est nécessaire de disposer d’un modèle mathématique précis. Cependant, en génie des pro-

cédés, comme dans de nombreux domaines des sciences de l’ingénieur, le développement d’un

«bon» modèle mathématique est une tâche difficile, voire même impossible. Vu le comporte-

ment fortement non linéaire, la difficulté de caractériser plusieurs effets phénoménologiques,

l’incertitude des paramètres cinétiques et les perturbations inconnues, le modèle adopté ne peut

pas décrire convenablement le comportement réel du processus, ce qui engendre une mauvaise

stratégie de commande. Ces difficultés expliquent pourquoi le monde industriel n’est pas tou-

jours satisfait suite à l’utilisation de la plupart des techniques issues de la théorie "moderne"

du contrôle, qui reposent trop souvent sur une modélisation mathématique "précise", alors que

des progrès considérables ont été réalisés au cours des dernières années. La "commande sans

modèle" (Model-Free Control (MFC) en anglais) et ses correcteurs "intelligents" ont été dé-

veloppés pour combler toutes ces lacunes par (Fliess and Join (2013)). Plusieurs publications

dans une grande variété de domaines ont démontré leur efficacité et leur simplicité. Citons par

exemple : les convertisseurs DC/DC (Michel et al. (2010)), les quadrotors (Barth et al. (2018)),

la régulation de la glycémie pour le diabète de type 1 (Ridha and Moog (2015)), le contrôle de la

force musculaire par électrostimulation (Hmed et al. (2015))... etc. L’expression "contrôle sans

modèle" apparaît plusieurs fois dans la littérature (Nagy et al. (2008)), (Kacker et al. (2015)),

mais dans des sens différents de celle-ci. Le contrôle sans modèle repose sur un modèle local,

mis à jour à chaque période d’échantillonnage, en se basant seulement sur la seule connaissance

relative au comportement entrée-sortie. Elle diffère de l’identification de type "boîte noire"

que l’on trouve dans la littérature (Kerschen et al. (2006)), (Suykens and Vandewalle (2012)),

(Crawford et al. (2019)), (Arendt et al. (2018)), où il faut trouver un modèle qui soit valide sur

une plage de fonctionnement aussi large que possible.

Cette commande a été appliquée à la commande d’un quadrotor en (Wang et al. (2013)), et a

été comparé à la commande backstepping et aussi à la commande en mode glissant, et la sta-

bilité du système est démontrée. L’algorithme MFC été discuté dans (Roman et al. (2016)) et

comparé à l’algorithme de la commande adaptative sans modèle, les deux techniques basées

sur des données sont validées expérimentalement sur un système aérodynamique à double rotor

(TRAS). D’autres applications interessantes de la MFC qui ont été validées par simulation sont

rapportées dans (Precup (2017)), où cet algorithme est appliqué pour la régulation du niveau

d’eau des centrales hydroélectriques dans (Menhour et al. (2015)).

L’inconvenient majeur de l’algorithme de la MFC concerne la mauvaise estimation de F qui
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représente à la fois la dynamique inconnue ou peu connue du système et toute perturbation ex-

terne ce qui peut affecter la performance de la commande. De même, la sortie avec le bruit de

la mesure va aussi affaiblir l’efficacité car l’erreur estimée va augmenter.

Pour garantir la convergence, une autre version de MFC était proposée par (Precup (2014)), et

dont la structure est une combinaisan d’un PI intelligent (iPD) avec le mode glissant (sliding

mode). La commande à mode glissant combinée avec le contrôleur PD intelligent (iPD) est

proposée dans (Wang et al. (2015)) et appliqué à un système quadrotor. Les résultats de la si-

mulation sont comparés avec un contrôleur PD classique et un contrôleur iPD. Deux structures

de commande sans modèle qui incluent la commande avec mode glissant ont été proposées

en (Precup (2017)). Les deux structures de contrôle ont été validées en temps réel sur un sys-

tème aérodynamique à double rotor. La comparaison des performances avec le PI intelligent

prouve l’amélioration des performances et l’efficacité des nouvelles structures. Dans cette sec-

tion, nous allons présenter la théorie de la commande sans modèle et les différentes structures

concourantes.

1.2.1 Principe de la commande sans modèle et ses correcteurs "intelli-

gents"

Le contrôle sans modèle repose sur un modèle local, mis à jour aux instants d’échantillon-

nage iTe (Te est la période d’échantillonnage), en se basant uniquement sur la seule connais-

sance relative au comportement entrée-sortie.

On remplace le modèle mathématique complexe par le modèle Eq. (1.76), dit ”ultra-local" qui

est valable durant l’intervalle [iTe (i+ 1)Te], (Fliess and Join (2013)) :

y(ν) = F + αu (1.76)

y(ν) correspond à la dérivée de sortie d’ordre ν ≥ 1, qui est généralement choisie égale à 1 ou

2 par le praticien (Fliess and Join (2013)), u représente l’entrée du système, α représente un

paramètre constant (indépendant des phénomènes physiques), choisit de telle sorte que αu et

y(ν) soient du même ordre de grandeur. F qui représente à la fois la dynamique inconnue ou

peu connue du système et toute perturbation externe est actualisée comme suit :

[F (t)]est =
[
y(ν)(t)

]
est

− αu(t). (1.77)

Avec [· · · ]est représente une valeur estimée.

Pour ν = 1 dans Eq. (1.76), nous obtenons (Hmed et al. (2015)), (Precup (2017), (Barth et al.
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(2018), (Afsi et al. (2018) :

ẏ(t) = F (t) + αu(t) (1.78)

Nous avons l’équation suivante pour estimer F et réactualiser le modèle ultra-local :

[F (t)]est = [ẏ(t)]est − αu(t). (1.79)

La dérivée de y dans (1.79), ẏ, est estimée numériquement à l’aide d’une dérivée de premier

ordre plus un filtre passe-bas dont la fonction de transfert est décrite ci-dessous :

Hfilter =
Kfilters

1 + Tfilters
(1.80)

Kfilter et Tfilter sont respectivement le gain du filtre et sa constante de temps. Tfilter doit être

choisie de façon à trouver un compromis entre la minimisation de l’effet du bruit et le délai

qu’elle induit.

Soit e l’erreur de poursuite donnée par :

e(t) = y(t)− y(t)∗ (1.81)

avec y(t)∗ la trajectoire de référence désirée qui définit le comportement souhaité du système à

contrôler.

On ferme la boucle avec un régulateur intelligent proportionnel-intégral-dérivé, noté iPID (fi-

gure 1.2) (Abouaïssa et al. (2017)) (Michel et al. (2010)) :

u(t) = − [F (t)]est − ẏ∗(t) + kP e(t) + kI
∫
e(t) + kDė(t)

α
(1.82)

avec kP , kI et kD ∈ R sont les gains du correcteur.

Si kD = 0, il s’agit d’un régulateur intelligent proportionnel-intgral, ou iPI :

u(t) = − [F (t)]est − ẏ∗(t) + kP e(t) + kI
∫
e(t)

α
(1.83)

Si kI = 0, il s’agit d’un régulateur intelligent proportionnel-dérivé, ou iPD :

u(t) = − [F (t)]est − ẏ∗(t) + kP e(t) + kDė(t)

α
(1.84)
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Si kD = kP = 0, il s’agit d’un régulateur intelligent proportionnel, ou iP :

u(t) = − [F (t)]est − ẏ∗(t) + kP e(t)

α
(1.85)

Soit eest(t), l’erreur d’estimation, donnée par :

eest(t) = ẏ(t)− [ẏ(t)]est = F (t)− [F (t)]est (1.86)

Ainsi, d’après Eq. (1.78) et Eq. (1.82), la dynamique de l’erreur de suivi est caractérisée par :

ė(t) + kP e(t) + kI

∫
e(t) + kDė(t) = eest(t). (1.87)

On obtient alors une bonne poursuite, avec une bonne estimation de F , c’est-à-dire F (t) −
[F (t)]est ≈ 0. Par conséquence, Eq. (1.87) devient :

ė(t) + kP e(t) + kI

∫
e(t) + kDė(t) ≈ 0. (1.88)

Si nous appliquons la transformation de Laplace des deux côtés de Eq. (1.88), l’équation carac-

téristique du système en boucle fermée devient :

f(s) = s2 + kP s+ kI + kDs
2 (1.89)

Eq. (1.89) est mathématiquement suffisante pour assurer la stabilité autour de la trajectoire de

référence si f(s) devient Hurwitz en choisissant kP , kI et kD correctement, alors e(t) → 0, (t →
∞) (Gédouin et al. (2011)), (Choe (2016)).

FIGURE 1.2 – Schéma bloc de la commande sans modèle.
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Dans le cas d’un iP, la dynamique de l’erreur de suivi est caractérisée par :

ė(t) + kP e(t) ≈ 0 (1.90)

Ainsi, si et seulement si kP > 0 alors e(t) ≈ e(0) exp−kP t, et cela implique que :

lim
t→+∞

y(t) ≈ y∗

Cela signifie que l’iP (ou bien le iPI ou iPID) assure un excellent suivi de la trajectoire de

référence quand une bonne estimation est fournie. Néanmoins, si le résultat de l’estimation est

inexact, cette approche ne sera pas efficace. De même, la sortie avec le bruit de la mesure va

aussi affaiblir l’efficacité car l’erreur estimée va augmenter.

1.2.2 iPI avec sliding mode

Pour garantir la convergence, une autre version de MFC était proposée par (Precup (2017)),

c’est le iPI avec sliding mode. Dans cette partie, nous allons détailler le principe de cette version.

Tous d’abord, nous allons donner le principe de la commande par mode glissant suivie de la

commande iPI avec mode glissant.

1.2.2.1 Commande par modes glissants

Depuis le début des années 60, la commande par mode glissant est apparue grâce aux ré-

sultats théoriques du mathématicien A.F. Philipov. D’autres développements ont été faits par

l’équipe du professeur Emelyanov en union Soviétique à cause des problèmes de broutements

(des oscillations de hautes fréquences) et de réalisation. Ainsi, cette commande a attendu la fin

des années soixante-dix pour apparaitre dans l’article précurseur de (Utkin (1977)). La com-

mande par mode glissant (Sliding Mode Control en anglais (SMC)) fait partie de la famille des

commandes à structure variable qui peut changer de structure et commuter entre plusieurs va-

leurs suivant une logique de commutation bien spécifique. Cette loi de commande discontinue

consiste à contraindre le système à évoluer et rester sur une surface choisie en fonction des

états du système, dite surface de glissement, où le comportement résultant correspond aux dy-

namiques souhaitées (Utkin (1978)), (Edwards and Spurgeon (1998)), (Perruquetti and Barbot

(2002)). Ce comportement dynamique résultant s’appelle régime glissant idéal.

La réalisation de cette commande se déroule en deux temps. D’abord, une surface est déterminée

afin de satisfaire les performances désirées, puis une loi de commande discontinue est synthéti-
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sée afin d’obliger le système à atteindre cette surface puis à y rester. Une fois l’état est maintenu

sur la surface de commutation, le système se trouve en régime glissant et sa dynamique est alors

insensible aux variations des paramètres du processus, aux erreurs de modélisation et certaines

perturbations extérieures tant que le régime glissant est assuré (GUEZMIL (2017)). Vu la sim-

plicité de sa conception, son implémentation et sa robustesse vis-à-vis de certaines incertitudes

paramétriques et perturbations, cette commande est adaptée dans des domaines très variés tels

que la robotique (Behtash (1990)), (de Jesús Rubio (2017)), (Wang et al. (2016)), l’électrotech-

nique (GUEZMIL (2017)), (Bounasla (2018)), (Wang et al. (2016)), la mécanique (Feingesicht

et al. (2017)), (Li et al. (2016b)), etc...

Cependant, les aspects positifs de cette loi de commande ne doivent pas néanmoins masquer

certains inconvénients. A cause de la discontinuité de la commande, un régime glissant idéal

ne peut pas être generé. En moyenne, les sorties contrôlées peuvent être considérées comme

évoluant idéalement sur la surface de glissement. Mais réellement, le mouvement au voisinage

de cette surface est caractérisé par des oscillations de hautes fréquences. Ce phénomène est

connu sous le nom de broutement ou réticence (chattering en anglais). Cet inconvénient peut

être très néfaste et peut endommager les actionneurs et détériorer le système étudié. Pour pal-

lier à ce défaut, de nombreuses solutions ont été proposées. Dans les années 80, (Emelyanov

et al. (1986)) et (Emel’Yanov et al. (1986)) ont généralisé le concept de la commande par mode

glissant classique à ce qui est appelé le mode glissant d’ordre supérieur. Pour cette approche, le

terme discontinu n’apparaît pas directement dans l’expression de la commande mais au niveau

de ses dérivées supérieures ce qui permet de réduire le Chattering. (Slotine et al. (1991)) ont

introduit une autre solution connue sous le nom Solution de couche limite (boundary layer

solution en anglais) qui sert à remplacer la fonction signe par une approximation continue uni-

quement dans un voisinage de la surface de glissement. Parmi les fonctions utilisées, il y a la

fonction de saturation, la fonction sigmode, la fonction tangh, etc. Une autre méthode ap-

pelée commande par Mode Glissant à action Intégrale (MGI) été proposée par (Utkin and Shi

(1996)). Cette méthode a donné des résultats plus performants que le sliding mode classique

dans plusieurs applications (GUEZMIL (2017)), (Ma et al. (2016)). Pour cette approche, la

surface de glissement est modifiée en ajoutant le terme intégral à l’erreur statique. Une autre

approche intéressante appelée commande par mode glissant adaptative a été suggérée dans (Yu

and Ozguner (2006)) et elle a été appliquée à la conception d’un système de croisière adap-

tative pour les véhicules hors route. Une présentation plus détaillée de nombreuses solutions

pour réduire ou éliminer ce phénomène de réticence, est présentée dans (Fridman et al. (2011)),

(Fossard and Floquet (2002)).
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i. Concept de base :

Trois étapes complémentaires sont nécessaires pour synthétiser la commande par mode glis-

sant :

• Un choix judicieux de la surface de commutation (ou de glissement s) qui définit la

dynamique souhaitée.

• La détermination des conditions suffisantes pour garantir l’existence d’un régime glis-

sant (l’attractivité de la surface) et les conditions d’invariance de la surface.

• Synthèse de la loi de commande.

ii. Choix de la surface de commutation :

Il s’agit d’une fonction scalaire à choisir afin d’assurer la convergence de la variable d’état x

à régler vers une valeur désirée x∗. Dans la littérature, plusieurs formes de cette surface de

commutation ont été proposées. Chaque forme donne des meilleures performances pour une

application donnée. La formule générale la plus utilisée est définie par (Slotine (1984)), (Slotine

et al. (1991)),(Fridman et al. (2011)) :

s(x) =

(
∂

∂t
+ λ

)r−1

e(x). (1.91)

Avec :

e(x) = x− x∗ : écart entre la variable à régler, x, et sa référence, x∗.

λ : constante positive. En général, il faut qu’elle soit grande pour assurer l’attractivité ainsi que

le maintien du système à commander sur la surface de glissement.

r : degré relatif qui définit le nombre minimum de fois qu’il faut dériver la sortie y(t) par rapport

au temps afin de faire apparaître l’entrée du système u(t) (Mahmoudi et al. (1999)), (Kerboua

(1999)).

(Utkin and Shi (1996)) a proposé une autre variante de la surface de glissement définie par Eq.

(1.92), qui contient un terme intégral permettant la réduction de la phase de convergence :

s(x) = e(x) + w

∫
e(x)dt. (1.92)

où w est une constante positive.

iii. Conditions d’existence de glissement :

La condition d’attractivité et la condition d’invariance de la surface sont deux conditions suffi-

santes afin de garantir l’existence d’un régime glissant. Ces conditions doivent donc permettre

aux différentes dynamiques du système depuis tout point de l’espace d’état de converger vers la
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surface de glissement (condition d’attractivité). Et une fois cette surface atteinte, il faut trouver

une condition pour garantir le glissement de la dynamique du système sur cette surface vers le

point d’équilibre souhaité (condition d’invariance de la surface).

• La condition d’attractivité (Utkin (1977)), (GUEZMIL (2017)) :

Afin de déterminer la condition d’attractivité, nous considèrons la fonction de Lyapounov sui-

vante :

V (x) =
1

2
s2(x) (1.93)

Il s’agit d’une fonction scalaire positive pour les variables d’état du système. La dérivée tempo-

relle de cette fonction donne :

V̇ (x) = ṡ(x)s(x) (1.94)

La condition nécessaire et suffisante pour que la variable de glissement s(x, t) tende vers 0 est

que V̇ (x) soit définie négative :

ṡ(x)s(x) < 0 (1.95)

Si Eq. (1.95) est vérifiée, alors s(x) et ṡ(x) sont de signe contraire quel que soit t et zero est

alors est un centre attracteur pour s(x). Cette condition traduit le fait que les vecteurs vitesses

des trajectoires du système doivent toujours pointer vers la surface de glissement.

Dans Eq. (1.93), s2(x) exprime le carré de la distance entre un point donné du plan de phase et

la surface de glissement (s(x) = 0). Alors pour que V (x) puisse décroître il suffit de s’assurer

que sa dérivée soit négative, et par conséquence, s2(x) diminue tout le temps, contraignant ainsi

la trajectoire du système à se diriger vers la surface de glissement à partir des deux cotés de

cette dernière.

La condition Eq. (1.95) ne garantie qu’une convergence asymptotique vers la surface de glis-

sement, c’est pourquoi elle est remplacée souvant par une condition plus restrictive dite de

η-attractivité et donnée par (Slotine et al. (1991)) :

ṡ(x)s(x) ≤ −η |s| , η > 0 (1.96)

• La condition d’invariance de la surface :

La méthode dite de la commande équivalente qui a été proposée par (Utkin (2013)), est un

moyen qui sert à déterminer le comportement du système lorsque la surface de commutation est
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atteinte (s(x) = 0). Celui-ci est donné par les conditions d’invariance de la surface :

ṡ(x) = 0

s(x) = 0
(1.97)

iv. Synthèse de la loi de commande :

Afin d’assurer l’attractivité de la surface de glissement et l’invariance de cette surface, la loi de

commande est formée de deux parties :

u = ueq + udis. (1.98)

Où :

• ueq est appelé commande équivalente définie par (Utkin (2013)), et elle est déterminée

par la condition d’invariance ṡ(x) = 0. Elle sert à maintenir la variable à contrôler sur

la surface de commutation s(x) = 0.

• udis est une commande discontinue qui assure l’attraction de la surface de glissement

en satisfaisant la condition Eq. (1.96). La forme la plus simple que peut prendre cette

commande discontinue est celle d’une fonction sign (voir figure 1.3), multipliée par une

constante α : (Ymene (2013)), (Samir (2015)), (FLOQUET (2000)) :

udis = αsign(s(x)). (1.99)

Pour plus d’informations sur le choix d’α, le lecteur peut voir (Ymene (2013)), (Samir (2015)),

(FLOQUET (2000)). Cependant, la fonction sign génère sur la surface de glissement le phéno-

mène de chattering décrit plus haut. Celui-ci se caractérise par de fortes oscillations autour de

la surface de commutation comme il est illustré dans la figure 1.4. Cela peut endommager les

actionneurs par des oscillations trop fréquentes et nuire au fonctionnement et aux performances

du système.

De nombreuses études ont été effectuées afin de réduire ou éliminer ce phénomène. Une étude

FIGURE 1.3 – La fonction sign.
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concerne par exemple la remplacement de la fonction «sign» par une fonction de saturation ca-

ractérisée par un ou deux seuils permettant l’atténuation des amplitudes des ondulations (figure

1.5) (Slotine and Sastry (1983)), (Samir (2015)). Ces deux fonctions sont définies respective-

ment par Eq. (1.100) et Eq. (1.101) :

sat(s) =

⎧⎨
⎩

s
ε

si
∣∣ s
ε

∣∣ ≤ 1

sign(s) si
∣∣ s
ε

∣∣ � 1
(1.100)

sat(s) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 si |s| ≺ −ε1
s−ε1
ε2−ε1

si ε1 ≺ |s| ≺ ε2

sign(s) si s � ε2

(1.101)

1.2.2.2 Structure de la commande sans modèle iPI avec mode glissant

Après avoir définit le principe de la commande par mode glissant, nous allons maintenant

donner la structure de la commande sans modèle iPI avec mode glissant ou encore ’intelligent

proportional-integral sliding mode controller’ (iPISMC) (Precup (2017)), (Li et al. (2016a)).

FIGURE 1.4 – Le phénomène de réticence.

FIGURE 1.5 – La fonction de saturation avec un seuil et deux seuils (zone morte) (Samir (2015)).
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Afin de compenser l’effet de l’erreur d’estimation et du bruit de mesure, un signal de commande

supplémentaire uaug est ajouté à la loi de commande iPI (Eq. (1.83) :

u(t) = − [F (t)]est − ẏ∗(t) + kP e(t) + kI
∫
e(t)

α
+ uaug(t) (1.102)

En remplaçant Eq. (1.102) dans Eq. (1.76), la dynamique de l’erreur de suivi est donnée par :

ė(t) + kP e(t) + kI

∫
e(t) = eest(t) + αuaug(t). (1.103)

Soient les variables d’état x1(t) et x2(t) qui sont définies comme suit (Li et al. (2016a)), (Wang

et al. (2017)) : ⎧⎪⎨
⎪⎩
x1(t) =

∫ k
0
e(τ)dτ

x2(t) = e(t)
(1.104)

Les équations dans l’espace d’états liées à Eq. (1.104) sont données par :

⎧⎪⎨
⎪⎩
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −kIx1(t)− kPx2(t) + αuaug + eest(t).
(1.105)

Pour concevoir la loi de commande par mode glissant, la surface de commutation σ(t) est définie

comme suit (Perruquetti and Barbot (2002)), (Pin (2014)), (Barazane et al. (2008)) :

σ(t) = x1(t) + Tx2(t) (1.106)

T > 0 représente le paramètre de conception qui définit le comportement souhaité en mode

glissant du système de commande sur la surface de glissement σ(t).

La dérivée de l’Eq. (1.106) est donnée par :

σ̇(t) = ẋ1(t) + T ẋ2(t) = −kITx1(t) + (1− kPT )x2(t) + αTuaug + Teest(t). (1.107)

D’après Eq. (1.98), la commande uaug est constituée des deux parties :

uaug = ueq + udis (1.108)

— la commande équivalente ueq déterminée par la condition d’invariance σ(t) = 0, cela

conduit à σ̇(t) = 0, et

— la commande discontinue udis pour assurer l’attraction de la surface de glissement et
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pour réduire l’impact de réticence.

En mettant σ̇(t) = 0, nous obtenons l’expression de ueq depuis l’Eq. (1.107) (uaug = ueq ) :

ueq =
kITx1(t)− (1− kPT )x2(t)− Teest(t)

αT
(1.109)

Vu qu’on ne connaît pas eest, nous allons supposer que sa valeur absolue est bornée :

|eest| ≤ E (1.110)

L’Eq. (1.109) devient :

ueq =
kiTx1(t)− (1− kpT )x2(t)− TE

αT
(1.111)

Afin d’éliminer les effets de chattering, udis est choisi comme suit (Li et al. (2016a)) :

udis = − η
αT

sat(σ(t), ε)

= − η
αT

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−1 si σ(t) < ε
σ(t)
ε

si |σ(t)| ≤ ε

1 si σ(t) > ε

Avec η > 0 est un facteur de convergence et ε > 0 indique l’épaisseur de la couche limite. En

remplaçant ueq et udis par leurs expressions (Eq. (1.109) et Eq. (1.112) respectivement) dans

l’Eq. (1.108) , nous obtenons l’expression suivante de uaug :

uaug =
kiTx1(t)− (1− kpT )x2(t)− TE

αT
− η

αT
sat(σ(t), ε) (1.113)

L’analyse de stabilité

La fonction de Lyapunov est appliquée afin d’assurer la stabilité de la dynamique de l’erreur

de suivi associée à l’Eq. (1.103) :

V (t) =
1

2
σ2(t) (1.114)

La condition de stabilité globale asymptotique de la théorie de Lyapunov, V̇ (t) < 0, traduit la

condition de réalisation et d’existence du mode glissant (Eq. (1.95)) :

σ(t)σ̇(t) < 0 (1.115)

33



Chapitre 1. Estimation et contrôle : Etat de l’art et formulation mathématique

En remplaçant uaug par son expression Eq. (1.113), dans l’équation de σ̇(t) (Eq. (1.107)), nous

obtenons l’expression suivante de V̇ (t) :

V̇ (t) = −σ(t)ηsat(σ(t), ε) + σ(t)T [eest − E] (1.116)

Il y a deux cas qui dépendent de la valeur de σ(t) afin d’assurer la réalisation de la condition

Eq. (1.115).

• Premier cas : σ(t) est dans la couche limite, c’est-à-dire, |σ(t)| ≤ ε :

En remplaçant sat(σ(t), ε) par sa valeur (Eq. (1.112)) dans l’Eq. (1.116), nous obtenons l’ex-

pression suivante :

V̇ (t) = −σ(t)2η

ε
+ σ(t)T [eest − E] (1.117)

Afin de garantir que le côté droit de l’Eq. (1.117) est négatif, la condition suivante doit être

remplie :
σ(t)2η

ε
> |σ(t)|T |eest − E| (1.118)

Étant donné que

|eest − E| ≤ 2E (1.119)

Une condition suffisante pour satisfaire l’Eq. (1.115) est la suivante :

|σ(t)| η
ε

> 2TE (1.120)

• Deuxième cas : σ(t) est à l’extérieur de la couche limite, c’est-à-dire |σ(t)| ≥ ε :

Dans ce cas, nous remplaçons sat(σ(t), ε) par sa valeur (Eq. (1.112)) dans l’Eq. (1.116), nous

obtenons l’expression suivante :

V̇ (t) = −σ(t)2η + σ(t)T [eest − E] (1.121)

Afin de garantir que le côté droit de l’Eq. (1.121) est négatif, la condition suivante doit être

remplie :

σ(t)2η > |σ(t)|T [eest − E] (1.122)

En utilisant l’Eq. (1.119), une condition suffisante pour satisfaire l’Eq. (1.115) est :

|σ(t)| η > 2TE (1.123)
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En conclusion, les deux cas Eq. (1.120) et Eq. (1.123) conduisent à la seule condition suffisante

ci-dessous qui garantit V̇ (t) < 0 :

|σ(t)| η min(1, 1/ε) > 2TE (1.124)

et comme mentionné ci-dessus η > 0, ε > 0.

En réécrivant uaug avec les termes de l’Eq. (1.104), nous obtenons donc l’expression finale de

la structure de l’iPISMC (voir (figure 1.6)) :

u(t) =
1

α
(− [F (t)]est + ẏ∗ − e(t)

T
− E − η

αT
sat(σ(t), ε)) (1.125)

En comparant les deux structures de iP (Eq. (1.85)) et iPISMC (Eq. (3.21)), nous pouvons dire

que la première approche est plus simple que la seconde, vu qu’elle nécessite le choix d’un seul

paramètre (kP ) alors que pour la seconde, il y a plusieurs paramètres à choisir.

La comparaison des différentes approches est réalisée dans ce travail uniquement par simula-

tion. En effet, nous introduisant dans le chapitre suivant (chapitre 2) le procédé de cristallisation

de l’acide adipique en batch et par ensemencement dans le but de lui appliquer ces techniques

de commande (iP, iPI et iPISMC) et de comparer leurs performances (section 2.5.2.2).

FIGURE 1.6 – Schéma bloc de la commande iPISMC.
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1.3 Commande prédictive

La commande prédictive (Model Predictive Control (MPC) en anglais) a connu une évolu-

tion très tôt surtout dans le secteur de l’industrie chimique et pétrolière. Cela est dû notamment

au fait qu’il s’agit d’une technique fournissant une méthodologie susceptible de prendre en

compte d’une façon systématique les contraintes lors de la conception et de l’implantation de

la loi de commande, aussi les cas multi variables peuvent être facilement traités. Elle peut être

utilisée pour une grande variété des systèmes, peu importe la complexité de la dynamique (long

retard, système instable, . . . ).

Historiquement, c’était à la fin des années 70 que cette approche a commencé à donner ses pre-

miers résultats théoriques et pratiques. (Richalet et al. (1978)) et (Cutler and Ramaker (1980))

étaient les premiers qui ont suggéré la MPC linéaire dans l’industrie. Vu que les systèmes sont

généralement fortement non linéaires, l’utilisation d’un modèle linéaire est très souvent insuffi-

sante pour décrire correctement la dynamique du système et il faut donc utiliser un modèle non

linéaire. Plusieurs études ont été proposées dans la littérature sur la commande prédictive non

linéaire (Chen and Shaw (1982)), (Hovorka et al. (2004)), (Allgöwer and Zheng (2012)), (Metz-

ler et al. (2019)). La commande MPC a fait ses preuves dans de multiples applications dans des

domaines différents : cristallisation (Radhakrishnan et al. (2017)), polymérisation (Alamir et al.

(2007)), systèmes biochimiques (Ashoori et al. (2009)), colonnes de distillation (Harinath et al.

(2011)), secteur pétrochimique (Garcia et al. (1989)), robotique (Bianchi et al. (2018)), aéro-

spatial (Benattia (2016)), automobile (Schrangl et al. (2019)) etc.

1.3.1 Principe de la commande prédictive

Le principe de la MPC consiste à prédire la sortie future du système sur un horizon de

prédiction de taille Np à l’aide d’un modèle du procédé, puis il faut calculer sur un horizon de

commande Nc la suite de commandes à appliquer au système de façon à minimiser un critère

quadratique J (fonction coût). Seul le premier élément sera appliqué au système. La même

procédure est reprise à la période d’échantillonnage suivante NS (Zaragoza et al. (2000)).

D’après la figure 1.7, l’objectif est de maintenir la sortie du procédé réel yp à sa valeur de

consigne yd, alors le problème alors se résume à la minimisation du critère suivant :

min
u(k+1)...u(k+Nc)

Jk =
∑k+Np

i=k+1[(yd(i)− yp(i))
TQ(yd(i)− yp(i))]

=
∑k+Np

i=k+1 ‖yd(i)− yp(i)‖2Q
(1.126)

Où Q est une matrice définie positive.
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FIGURE 1.7 – Principe de la commande prédictive (Bombard et al. (2008)).

1.3.2 La structure de la MPC à modèle interne

D’après le schéma bloc de la figure 1.8, nous pouvons écrire : :

yd − yp = yr − ym (1.127)

Finalement, le critère de performance Jk, s’écrit (Alamir (2013)), (Benlahrache et al. (2017)),

(Zaragoza et al. (2000)) :

min
u(k+1)...u(k+Nc)

Jk =

k+Np∑
i=k+1

‖yr(i)− ym(i)‖2Q (1.128)

FIGURE 1.8 – Schéma de la structure de la MPC à modèle interne.
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Alors le fait de chercher à amener la sortie du procédé réel yp à sa valeur de consigne yd revient

à maintenir la sortie ym du modèle du procédé réel à sa valeur de consigne yr.

La formulation du problème optimal Jk précédent, ne prend pas en compte des possibles

contraintes qu’on peut avoir sur les valeurs du signal de commande u(t). Ces contraintes peuvent

avoir des diverses origines physiques, par exemple :

• Positivité du signal de commande, comme c’est le cas dans plusieurs procédés chimiques

ou biologiques.

• Restriction du signal dans un seuil opérationnel, par exemple, plusieurs instruments de

commande électroniques ont un intervalle d’opération limité de 0 à 10 volts.

• La variation du signal de commande ne peut pas être arbitrairement large. Ceci est im-

posé pour les limitations physiques des éléments finaux de contrôle comme c’est le cas

des valves pneumatiques ou à diaphragme ou la vitesse de la vanne est limitée.

Dans le cas de contraintes sur les entrées, la séquence future des variables manipulées est dé-

terminée à chaque temps d’échantillonnage NS en résolvant le problème suivant d’optimisation

sous contrainte :

min
u(k+1)...u(k+Nc)

Jk =

k+Np∑
i=k+1

‖yr(i)− ym(i)‖2Q

+
k+Nc∑
i=k+1

‖u(i− 1)− u(i− 2)‖2R

soumises aux contraintes Ulb ≤ U ≤ Uub.

(1.129)

où R est une matrice semi-définie positive, Uub et Ulb sont respectivement les limites supérieure

et inférieure du signal d’entrée.

Le second terme de cette fonction de coût vise à limiter les actions excessives de la commande.

L’optimiseur représente l’élément de base de la commande prédictive. Dans le cas d’un critère

quadratique et si le modèle est linéaire et ne présente aucune contrainte, une solution analytique

peut être obtenue (Zaragoza et al. (2000)), (Benlahrache et al. (2017)). Dans le cas contraire, il

faut résoudre un problème d’optimisation non-linéaire (Grimble and Johnson (2013)), (Metzler

et al. (2018)), (Kayacan et al. (2018)). Le fait d’utiliser un modèle non linéaire pour prédire

le comportement futur du système, rend le problème quadratique convexe, un problème non

convexe et donc plus difficile à résoudre.

Afin de réduire le temps du calcul et simplifier la résolution du problème d’optimisation, le si-

gnal de commande peut être considéré constant tout au long de l’horizon de prédiction (Grimble
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and Johnson (2013)), c.-à-d. l’horizon de contrôle Nc sera égale à 1 et donc le calcul se réduit à

une seule valeur de u à déterminer .

Dans ce travail, la commande prédictive a été utilisée pour contrôler un procédé de polymérisa-

tion par ouverture de cycle du lactide.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la littérature de l’évolution des observateurs. Nous

avons donné également les différents types d’observateur correspondant à chaque classe de

systèmes considérés. La deuxième partie de ce chapitre a été dédiée à la commande sans modèle.

Nous avons donné le principe de cette loi de commande et les différentes expressions de ses

correcteurs intelligents. Nous avons fini ce chapitre par le principe de la commande prédictive.

39



Chapitre 2

Modélisation d’un procédé de

cristallisation en batch et méthodes

d’exploitation du modèle

Sommaire
2.1 Les procèdes de cristallisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.1.1 Notions et Types de cristallisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.1.2 Les mécanismes de cristallisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.1.3 Les modèles des procédés de cristallisation . . . . . . . . . . . . . . 48

2.2 Méthodes de résolution numérique des Equations aux Dérivées Partielles 56

2.2.1 Méthode des moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.2.2 Différences Finies (MDF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

40



Chapitre 2. Modélisation d’un procédé de cristallisation en batch et méthodes
d’exploitation du modèle

Introduction

Nombreuse sont les théories existantes qui décrivent les phénomènes intervenant pendant

le processus de cristallisation (Aamir et al. (2009), (Bakir (2006), (Sangwal (2001), (Uccheddu

(2011), (Zhang (2011). Celles-ci ont conduit à la création de modèles différents. Le choix d’un

modèle complet et suffisamment riche qui représente fidèlement le procédé est primordial pour

pouvoir contrôler les propriétés des cristaux obtenus. Il faut alors étudier les phénomènes inter-

venants dans ce processus pour pouvoir les représenter sous la forme d’équation. En se basant

sur les équations de la thermodynamique, nous allons présenter dans un premier lieu, les diffé-

rents phénomènes se déroulant dans le cristallisoir sous forme d’équations dynamiques. Néan-

moins, le modèle obtenu est basé sur des équations algébriques (solubilité, cinétiques de nucléa-

tions et de croissance), équations aux dérivées ordinaires (bilan de matière et bilan d’énergies)

et d’une équation aux dérivées partielles (bilan de population). Pour exploiter ce modèle, nous

devons utiliser des méthodes d’analyse numérique que nous présenterons dans un deuxième

temps.

2.1 Les procèdes de cristallisation

2.1.1 Notions et Types de cristallisation

2.1.1.1 Solubilité

La solubilité représente la quantité maximale d’une substance, appelée soluté, que l’on peut

dissoudre dans une autre substance, appelée solvant. Une fois cette quantité atteinte, nous di-

sons que notre solution est saturée. Cette limitation dépend de la température, de la pression et

des impuretés dans le cristallisoir (Bakir et al. (2006)), (Myasnikov et al. (2013)).

Dans un milieu isobare (à pression constante), la concentration de saturation notée Csat(t) est

exprimée en fonction de la température du cristallisoir par :

Csat(t) = asatexp(
−ΔHf

RTcr(t)
) (2.1)

Avec :

• R : Constante de Boltzmann [sans dimension]

• Tcr(t) : Température du cristallisoir [K]
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• asat : Constante de saturation [mol.m−3]

• ΔHf : Enthalpie de fusion [J.mol−1]

2.1.1.2 Sursaturation

Une solution qui contient un surplus de soluté qu’elle ne peut en dissoudre normalement

est dite sursaturée. Ainsi, le système n’est pas dans un état d’équilibre thermodynamique, il

va donc évoluer pour tendre vers l’équilibre. Pour ce faire, il va cristalliser une partie du soluté

pour ramener la concentration du produit sous forme liquide à la valeur de la solubilité pour une

température donnée. L’écart entre la concentration du soluté C(t) et la concentration de satura-

tion Csat(t), est appelé sursaturation. Cette différence représente la force motrice permettant

de former de petits cristaux et de les faire croître. Elle peut être définie de plusieurs manières

(Zhang (2011)), (Aamir et al. (2009)) :

• La sursaturation absolue : ΔC(t) = C(t)− Csat(t)

• La sursaturation relative : σ = C(t)−Csat(t)
Csat(t)

• Le rapport de sursaturation :β = C(t)
Csat(t)

= σ + 1

2.1.1.3 Courbe de solubilité et métastabilité

Les notions présentées précédemment sont illustrées sur la figure 2.1.1.3 (Uccheddu (2011)),

nous distinguons trois régions :

FIGURE 2.1 – Courbe de solubilité
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• Zone 1 : c’est la zone stable où la solution est sous saturée (la concentration en soluté

est inférieure à la solubilité du produit). Tous les cristaux sont dissous dans le solvant et

il n’y a plus de phase solide dans le cristallisoir.

• Zone 2 : c’est la zone métastable où la solution est sursaturée. Les cristaux formés ou

ajoutés vont croître, des phénomènes de nucléation primaire ou de nucléation secondaire

peuvent avoir lieu entrainant la création de nouveaux cristaux lentement. Ces deux types

de nucléation seront détaillés par la suite. La création de germes (plus petits cristaux)

par la nucléation donne lieu à la cinétique de croissance qui décrit l’évolution de la taille

des différents cristaux. Alors, en se plaçant dans cette zone, nous pouvons favoriser la

croissance d’une distribution donnée en limitant l’apparition de nouveaux cristaux.

• Zone 3 : c’est la zone labile où la solution génère des cristaux de manière spontanée qui

vont grossir pour ramener « rapidement » la concentration en soluté à la solubilité, et

ainsi rétablir l’équilibre thermodynamique. En se plaçant dans cette zone, nous pouvons

maximiser le nombre de germes générés car la nucléation prédomine par rapport à la

croissance. Cela va permettre de limiter en partie la taille maximale des cristaux, en

limitant leur taux d’accroissement. Cette zone est délimitée par la courbe de limite de

saturation qui dépend de la température, des conditions hydrodynamiques et surtout des

impuretés, ce qui constitue un problème pour la modélisation de ce procédé, et donc va

entrainer des incertitudes pour le modèle.

2.1.1.4 Les méthodes de génération de la sursaturation

Pour avoir un produit cristallisé à partir d’une solution, il faut modifier l’état du système

pour engendrer un déséquilibre thermodynamique en provoquant l’apparition d’une sursatura-

tion. De ce fait, le système cherche à retourner à un nouvel état d’équilibre thermodynamique, il

va provoquer une cristallisation du liquide pour diminuer la concentration en soluté du produit

jusqu’à la solubilité. C’est l’apparition de cristaux ainsi que leurs croissances qui consomment

la sursaturation.

De nombreuses méthodes existent pour provoquer l’apparition de la sursaturation (Veesler et al.

(2005)), (El Bazi (2011)), (KLEIN et al. (1994)).

a- Cristallisation par refroidissement :

D’après Eq. (2.1), la solubilité est une fonction croissante de la température du cristallisoir avec

une tendance proche de l’exponentielle. Le refroidissement va provoquer la diminution de la

solubilité afin d’être inférieur à la concentration du soluté et créer ainsi la sursaturation. Cette
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méthode est utilisée lorsque la variation de solubilité avec la température est importante. Pour

des raisons économiques, les industriels recherchent généralement un solvant de cristallisation

ayant cette propriété, ce qui explique que la technique de refroidissement est très couramment

utilisée.

b- Cristallisation par évaporation :

La cristallisation se fait par évaporation d’une partie du solvant jusqu’à ce que la quantité de

matière dissoute dans la solution résiduelle conduise au dépassement de la saturation (KLEIN

et al. (1994)). Cette méthode est utilisée lorsque la solubilité varie peu avec la température

(chlorure de sodium, sulfate de sodium anhydre, sucre etc).

c- Cristallisation par ajout d’anti-solvant :

L’ajout d’anti-solvant va baisser la solubilité et générer une sursaturation élevée. Les anti sol-

vants sont miscibles avec le solvant alors que le soluté est insoluble ou moins soluble dans

l’anti-solvant (El Bazi (2011)).

2.1.2 Les mécanismes de cristallisation

2.1.2.1 Nucléation

La nucléation ou germination est le phénomène d’apparition de premiers germes cristal-

lins, aussi appelé nucléi. Elle est causée par différents mécanismes qui interviennent chacun

dans des conditions bien particulières .(Puel et al. (2005)), (Uccheddu (2011)), (Zhang (2011)),

(Sangwal (2001)) présente une classification approximative des différents mécanismes de nu-

cléation (figure 2.2).

.

FIGURE 2.2 – Classification des nucléations (Zhang (2011))
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2.1.2.2 Nucléation primaire hétérogène

La nucléation primaire hétérogène peut avoir lieu à partir d’une solution dépourvue de cris-

taux et à saturation relativement élevée. Les germes sont formés à la surface d’un solide différent

du cristal qui peut être les parois du cristallisoir, le mobile d’agitation, des impuretés solides ou

toutes autres surfaces.

2.1.2.3 Nucléation primaire homogène

Comme pour la nucléation hétérogène, l’éxistance de cristaux n’est pas nécessaire pour

que ce phénomène ait lieu. Ce sont les molécules du produit qui vont se regrouper à cause de

l’agitation de la solution pour former des macromolécules provoquant l’apparition des germes.

Pour en savoir plus (Sangwal (2001).

2.1.2.4 Nucléation secondaire de contact

La nucléation secondaire de contact ou l’attrition, se déroule en présence de cristaux déjà

formés dans la solution sursaturée. En raison de l’agitation du milieu, des cristaux vont se

percuter entrainant l’apparition de brisures qui forment un équivalent de germe (El Bazi (2011)).

Nous distinguons deux catégories d’attrition (Mazzarotta (1992)) (figure 2.3) :

• La brisure : un cristal initial se fragmente en cristaux de taille équivalente. Un tel phé-

nomène se produit quand l’énergie appliquée au cristal est plus importante que celle

nécessaire pour le briser.

• L’abrasion : le cristal initial est abrasé, cela donne un cristal légèrement plus petit ainsi

que des cristaux de taille plus petite.

.

FIGURE 2.3 – Nucléation secondaire de contact (Mazzarotta (1992))
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2.1.2.5 Nucléation secondaire de surface

La nucléation secondaire de surface intervient également dans un milieu où il y a des cris-

taux de produit. Cependant, les nouveaux germes ne proviennent pas des brisures, mais des

imperfections de croissance des cristaux existants. Sur la surface lisse une imperfection peut

apparaître et entraine la croissance du cristal selon une nouvelle direction, cette excroissance

va finir par se détacher du cristal mère et former un nouveau cristal (Puel et al. (2005)), (Zhu

(2004)).

2.1.2.6 Nucléation secondaire apparente

La nucléation secondaire apparente concerne les cristallisations ensemencées 1.Les nucléis

apparents sont les débris cristallins collés à la surface des cristaux de semences et sont libérés

quand la semence est mise en suspension. Ceci peut être évité en traitant la semence avant

qu’elle ne soit introduite dans le réacteur (Puel et al. (2005)), (Loi Mi Lung-Somarriba (2003)).

2.1.2.7 Croissance et dissolution

2.1.2.8 Croissance

La croissance est le grossissement d’un cristal, elle représente le transport des molécules du

soluté de la solution vers les cristaux. Ce phénomène ne peut avoir lieu que dans la solution

sursaturée ayant des cristaux ou des germes. Les germes vont croître par l’adsorption d’une

partie de la sursaturation afin de maintenir un équilibre thermodynamique entre les deux phases,

liquide et solide. De nombreuses théories expliquent comment se déroule l’intégration d’une

molécule de produit dans le cristal (Puel et al. (2005)), (KLEIN et al. (1994)), (Masuda et al.

(2006)).

Dans le contexte de la cristallisation, la définition suivante montre bien que nous sommes en

présente d’un phénomène d’adsorption et non pas d’absorption.

Définition : Adsorption et absorption sont deux choses différentes : dans le premier cas, la

molécule s’intègre sur une surface tout en conservant sa structure moléculaire, tandis que dans

le second cas, il y a des réactions chimiques qui se déroulent entraînant la destruction de la

molécule.

1. Ensemencement : c’est l’introduction de germes dans une solution sursaturée pour déclencher le phénomène

de cristallisation (par grossissement des germes) sans attendre la nucléation spontanée, qui n’a lieu qu’à partir d’un

certain taux de sursaturation.
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FIGURE 2.4 – Agglomération (de Azevedo (2014))

2.1.2.9 Dissolution

Dans le cas d’une solution sous saturée, les tailles des cristaux déjà existants diminuent sous

l’effet du phénomène de dissolution D(t) (Bakir (2006)). Le phénomène de dissolution est alors

considéré comme l’inverse de la croissance.

2.1.2.10 Agglomération

Contrairement aux phénomènes de nucléation et de croissance, l’agglomération ne fait pas

partie de tous les processus de cristallisation. Elle dépend du système et des conditions de la

cristallisation. Trois étapes successives sont nécessaires pour la formation d’un agglomérat :

collision, association ou fixation (agrégation) et consolidation entre particules (figure 2.4) (Puel

et al. (2005)), (de Azevedo (2014)).

2.1.2.11 Type de cristallisation

En considérant les réacteurs de type parfaitement agité, deux grandes classes de réacteurs

peuvent être mises en avant : les réacteurs continus et les réacteurs discontinus. Chaque classe

est modélisée à partir des mêmes équations mais en utilisant des simplifications différentes.

Pour un réacteur parfaitement agité, les hypothèses faites concernant le cristallisoir sont les

suivantes (Uccheddu (2011)) :

• Mélange homogène au niveau moléculaire (local et global)

• Température homogène
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Réacteur continu

Dans le cas d’un réacteur continu, le flux de matière en entrée et le flux de matière en sortie

sont égaux et non nuls. De plus la température en sortie du réacteur est égale à la température

interne du réacteur. Il en va de même pour la concentration en produit. Ce type de réacteur

est dit stationnaire quand il est en régime permanent et en dehors des phases de démarrage et

d’arrêt.

Réacteur discontinu

Pour un réacteur discontinu ou "batch"’, tous les réactifs sont introduits dans le réacteur

au démarrage. Le produit est ensuite récupéré à la fin de la cristallisation. Les flux de matière

entrant et sortant sont donc nuls. Les concentrations en produit dans le réacteur évoluent au

cours du temps et ne sont donc pas constantes. La température de la solution dépend du mode

de refroidissement du réacteur.

2.1.3 Les modèles des procédés de cristallisation

Plusieurs phénomènes interviennent lors de la cristallisation. Nous nous limiterons unique-

ment à la nucléation et à la croissance, en considérant que les effets de certains phénomènes

physiques qui peuvent se produire comme l’agglomération et l’attrition sont négligeables. Car,

il est difficile à modéliser ce genre de phénomènes, et ils sont sujets à de nombreuses incerti-

tudes. Dans ce travail, nous faisons l’étude du procédé de cristallisation en batch par refroidis-

sement. Il est fréquemment utilisé dans les industries pour de faibles volumes de production ou

encore pour la purification, il est également largement employé en laboratoire pour étudier les

caractéristiques des cristaux. Nous discuterons dans cette section la partie modélisation afin de

disposer d’un modèle dynamique pour aborder le problème de contrôle.

2.1.3.1 Bilan de population

Grâce au bilan de population, il est possible de décrire l’évolution d’une population d’indi-

vidus au cours du temps et dans l’espace. Au début, le recours à cette technique a commencé par

(Randolph and Larson (1962)). Cela permet la description de l’évolution des cristaux présen-

tant les mêmes propriétés au cours du temps et dans l’espace. Pour le cas d’une cristallisation

en batch, l’Equation du Bilan de Population (EBP) est décrite par l’Equation aux Dérivées Par-

tielles (EDP) suivante :
∂n(x, t)

∂t
+

∂(G(x, t)n(x, t))

∂x
= 0 (2.2)
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Avec :

• n(x, t) : la distribution des tailles de cristaux (DTC). Elle définit le nombre de cristaux

qui ont une taille x à l’instant t, avec x ∈ [xmin, xmax], où xmin correspond à la taille du

cristal stable de taille la plus petite qui ne se dissout pas et ne peut que croître, et xmax

correspond à la taille maximale du cristal dans la solution.

• G(x, t) : le taux de croissance d’un cristal de taille x à l’instant t. Cette cinétique se

calcule en général pour chacune des tailles de cristaux. Pour les tailles les plus petites,

elle est plus forte mais elle diminue à chaque fois que le cristal grossit. Avec l’hypothèse

de McCabe, cette cinétique est indépendante de la taille du cristal. Cette hypothèse alors

transforme l’expression Eq. (2.2) en expression Eq. (2.3)

∂n(x, t)

∂t
+G(t)

∂n(x, t)

∂x
= 0 (2.3)

Les expressions de G(t) et G(x, t) serons données plus loin.

Conditions initiales et conditions aux frontières du bilan de population

Pour pouvoir résoudre une EDP, il faut d’abord préciser les conditions initiales ainsi que les

conditions aux frontières. Pour l’équation Eq. (2.2), la condition initiale est donnée par :

n(x, t = 0) = n0(x) (2.4)

Pour les conditions aux frontières, il faut revenir à la définition mathématique de la fonction de

la distribution de la taille des cristaux n(x, t) :

lim
Δx→0

ΔN

Δx
=

dN

dx
= n(x, t) (2.5)

où ΔN est le nombre de cristaux ayant une taille comprise entre x et x + Δx. Le nombre de

cristaux appartenant à un intervalle de taille [x1, x2] est donc donné par Eq. (2.6) :

ΔN =

∫ x2

x1

n(x, t)dx (2.6)

La germination Rn(t) est le taux d’apparition de germes de taille xmin générés à chaque instant,

elle est liée à la condition frontière en x = xmin pour la plus petite taille de la distribution. Par

conséquent, nous avons :
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n(xmin, t) = lim
Δx→0

ΔN

Δx
|xmin

=
dN

dx
|xmin

=
dN

dt
|xmin

dt

dx
|xmin

= Rn(t)
1

G(xmin, t)

La première condition aux frontières pour les petites tailles est donnée alors par :

n(xmin, t) = Rn(t)
1

G(xmin, t)
(2.7)

Avec l’hypothèse de McCabe, cette condition devient :

n(xmin, t) = Rn(t)
1

G(t)
(2.8)

La deuxième condition aux frontières correspond au cas x = xmax. Ici, la taille maximale de

cristaux xmax doit être suffisamment grand pour qu’aucun cristal n’atteigne cette taille, ce qui

se traduit mathématiquement par Eq. (2.6) :

n(xmax, t) = 0 (2.9)

2.1.3.2 Bilan de matière

Le bilan de matière permet d’écrire le passage du produit de l’état liquide à celui de solide :

d(Vt(t)C(t))

dt
+

d(VT (t)Cs(t))

dt
= 0 (2.10)

Avec :

• C(t) : La concentration du soluté [mol.m−3].

• Cs(t) : La concentration de la phase solide [mol.m−3].

• VT : Volume total où volume de la suspension [m3], sa variation due au transfert du

masse est négligeable par hypothèse.

• Vt : Volume de la solution ou de la phase liquide [m3], qui représente la différence entre

le volume total de la solution et le volume occupé par la phase solide (cristaux) :
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Vt(t) = VT (t)(1− Ms

ρs
Cs(t)) (2.11)

avec :

• Ms : La masse molaire du solide [kg.mol−1]

• ρs : La masse volumique du solide [kg.m−3]

Le calcul de la concentration de la phase solide s’obtient en intégrant la distribution de taille de

cristaux :

Cs(t) =
Kvρs
Ms

∫ Xmax

Xmin

x3n(x, t)dx (2.12)

Dans cette expression, le cristal est supposé de forme sphérique. Le coefficient de forme Kv est

ajouté afin de tenir compte de fait que la forme des cristaux n’est pas vraiment sphérique. En

faisant la somme, sur toutes les tailles, et en multipliant le nombre de cristaux par leur rayon

au cube, nous obtenons le volume total de ces sphères. Ajoutant le coefficient de forme, nous

avons donc le volume total des cristaux. En faisant varier d’unité afin de la rendre conforme

avec notre notation (concentrations exprimées en masse de produit par masse de solvant), nous

obtenons la concentration solide.

2.1.3.3 Bilan d’énergie

Cet ensemble d’équations différentielles permet de décrire l’évolution énergétique dans

notre cristallisoir. Il décrit principalement la variation de la température du cristallisoir. Dans

notre étude, nous utilisons le refroidissement de la solution par la double-enveloppe pour ob-

tenir la sursaturation. Nous supposons que le cristallisoir ne présente pas de perte de chaleur,

c’est-à-dire que toute l’énergie thermique est transmise de la double enveloppe vers l’intérieur

du réacteur ou l’inverse. La température du cristallisoir est alors exprimée par un bilan d’éner-

gie dans le cristallisoir et dans la double enveloppe donné par les équations Eq. (2.13) et Eq.

(2.14) :
3∑

i=1

(Cpini(t))Ṫcr(t) = −ΔHcVT Ċs(t)− UA(Tcr(t)− Tj(t)) (2.13)

Cprefnref Ṫde(t) = Cpref ṅref (t)(Tj,in(t)− Tde(t)) + UA(Tcr(t)− Tj(t)) (2.14)

Avec :

• Cpi , i = 1, 2, 3, Cpref : Capacités molaires thermiques respectivement du solide, soluté,

solvant et du fluide de refroidissement [J.K−1.mol−1].

• ni, i = 1, 2, 3, nref : Nombre de moles respectivement du solide, soluté, solvant et du
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liquide de refroidissement [mol].

• Tcr : Température dans le cristallisoir [K].

• ΔHc : Enthalpie de cristallisation [J.mol−1].

• U : Coefficient global de transfert de chaleur [J.m−2K−1s−1].

• A : Surface de transfert de chaleur [m2].

• Tj : Température de la double enveloppe (Temperature of the cooling jacket en an-

glais) [K].

• Tj,in : Température du liquide de refroidissement à l’entrée de la double enveloppe

(Temperature of the cooling jacket at the inlet en anglais)[K].

2.1.3.4 Cinétiques de nucléations, de croissance et de dissolution

Cinétique de nucléation :

La nucléation est le processus d’apparition des germes de cristal. Dans cette étude, ce qui

nous intéresse, ce sont les cas de la nucléation primaire homogène et de la nucléation secon-

daire de contact, le taux de la nucléation Rn(t) correspond à la somme de ces deux types de

nucléation :

Rn(t) = Rn1(t) +Rn2(t) (2.15)

Où

• Rn1 : Le taux de la nucléation primaire.

• Rn2 : Le taux de la nucléation secondaire.

Nucléation primaire :

Le taux de la nucléation primaire homogène est donné par (Bakir et al. (2006)), (Zhang

(2011)) :

Rn1(t) = an1exp(
−bn1

ln2( C(t)
Csat(t)

)
) (2.16)

avec :

• an1 : Paramètre Constant [[nb].m−3.s−1]

• bn1 : Paramètre Constant [sans dimension]

Dans plusieurs travaux, les paramètres an1 et bn1 sont considérés constants. Mais pour

être plus précise, il faut aussi tenir compte de la variation de la température, de l’indice

de soluté et de la concentration des solides quand nous calculons ces deux paramètres

(Aamir et al. (2009)).
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La concentration de saturation (Csat) est une fonction de la température du cristallisoir :

Csat(Tcr(t)) = asatexp(
ΔHf

RTcr(t)
) (2.17)

avec :

• asat : Constante de sursaturation t [mol.m−3]

• ΔHf : Enthalpie de fusion [J.mol−1]

Nucléation secondaire :

Le taux de la nucléation secondaire de contact est donné par :

Rn2(t) = Kn2(C(t)− Csat(t))
In2Cs(t)

Jn2 (2.18)

avec :

• Kn2 : Constante de nucléation secondaire [[nb].m3(In2+Jn2−1)mol−(In2+Jn2).s−1].

• In2, Jn2 : Exposants sans dimensions.

En examinant les deux expressions de la nucléation primaire et celle de la nucléation se-

condaire, nous remarquons que la première ne dépend que du rapport de la sursaturation,

tandis que la deuxième dépend de la sursaturation absolue et aussi de la concentration

du solide Cs(t).

Dans le cas d’une saturation élevée et sans présence des cristaux, le nombre des germes

produits par la nucléation secondaire est très faible par rapport à celui par la nucléation

primaire. Cependant, le taux de nucléation primaire est beaucoup moins important que

celui de nucléation secondaire dans le cas de la sursaturation faible avec la présence des

cristaux.

Dans le cas d’une solution sous saturée, les cristaux sont en phase de dissolution. Par

conséquent, le phénomène de nucléation ne peut pas se produire et nous avons :

Rn(t) = 0

Cinétique de croissance :

Cette cinétique sert à illustrer le passage des molécules depuis la solution liquide au cris-

taux solides, ce qui augmente la taille des cristaux. En général, le taux de croissance est
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proportionnelle à la sursaturation et à la taille du cristal Eq. (2.19) (Bakir et al. (2006)) :

G(x, t) =
Ms

2ρs
Kcη(x)(C(t)− Csat(t))

J (2.19)

avec :

Ms : La masse molaire du soluté [Kg.mol−1]

ρs : La masse volumique [Kg.m3]

Kc : Une constante de croissance [mol1−Jm3J−2s−1]

J : Un exposant (sans dimension)

η(x) : Facteur d’efficacité en fonction de la taille des cristaux x, il représente la solution

d’une équation du second ordre Eq. (2.20) (pour J = 1 ou J = 2).

Kc

Kd(x)
(C(t)− Csat(t))

J−1η(x) + η
1
J (x)− 1 = 0 (2.20)

Pour résoudre cette équation, il faut calculer le coefficient de diffusivité Kd(x). Cette

constante est également calculée pour chacune des tailles de cristaux selon la formule

suivante :

Kd(x) =
D

x
(2 + 0.47(

x
4
3 ε

1
3

ν
)0.62

Da

TR

0.17

(
ν

D
)0.36) (2.21)

Avec :

D : La diffusivité du soluté [m2.s−1].

ε : L’énergie dissipée par unité de masse de suspension[W/kg]

ν : La viscosité cinématique de la solution [m2.s−1]

Da : Le diamètre de l’agitateur [m]

TR : Le diamètre du cristallisoir [m]

Comme mentionné ci-dessus, la valeur de η(x) est la solution d’une équation dont le

résultat dépend du choix de la valeur d’un exposant J . pour J égal à 1 ou 2 nous pou-

vons déduire la solution analytiquement. Dans le cas contraire, une optimisation sera

nécessaire afin d’obtenir un résultat.

Dans le cadre de notre modèle, nous utilisons l’hypothèse de McCabe qui nous permet

d’avoir une croissance indépendante de la taille des cristaux. Ainsi, η et Kd peuvent être

calculés pour une taille moyenne de cristal xmoy.

Dissolution :

Si la solution est sous-saturée, les tailles de cristaux présentes déjà dans la solution

diminuent à cause du phénomène de dissolution D(t). L’expression de la cinétique de
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dissolution est donnée par (Zhang (2011)) :

D(t) = Kdiss(Csat(t)− C(t))Jd (2.22)

avec :

Kdiss : Paramètre constant de dissolution [m3Jd+1.mol−Jd .s−1]

Jd : Exposant constant et positif de dissolution [sans dimension].

Le bilan de population Eq. (2.2) se réécrit comme suit :

∂n(x, t)

∂t
+D(t)

∂n(x, t)

∂x
= 0 (2.23)

2.1.3.5 Le modèle de cristallisation considéré

En couplant les différentes équations précédentes, nous obtenons le modèle complet

d’une cristallisation en batch à une forme cristalline :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂n(x,t)
∂t

+ (WG(t) + (1−W )D(t))∂n(x,t)
∂x

= 0

G(x, t) = Ms

2ρs
Kcη(x)(C(t)− Csat(t))

J

D(t) = Kdiss(Csat(t)− C(t))Jd

d(Vt(t)C(t))
dt

+ d(VT (t)Cs(t))
dt

= 0

Vt(t) = VT (t)(1− Ms

ρs
Cs(t))

Cs(t) =
Kvρs
Ms

∫ Xmax

Xmin
x3n(x, t)dx∑3

i=1(Cpini(t)Ṫcr(t)) = −ΔHcVT Ċs(t)− UA(Tcr(t)− Tde(t))

Cprefnref Ṫde(t) = Cpref ṅref (t)(Tref (t)− Tde(t)) + UA(Tcr(t)− Tde(t))

Rn(t) = Rn1(t) +Rn2(t)

Rn1(t) = an1exp(
−bn1

ln2(
C(t)

Csat(t)
)
)

Rn2(t) = Kn2(C(t)− Csat(t))
In2Cs(t)

Jn2

n(xmin, t) = Rn(t)
1

G(t)

n(xmax, t) = 0

Avec W une variable binaire. Selon sa valeur, la modélisation correspond soit à la phase

de sur-saturation (W = 1) ou bien de sous-saturation (W = 0).
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2.2 Méthodes de résolution numérique des Equations aux

Dérivées Partielles

Dans la section précédente, le modèle du processus de cristallisation par refroidissement

en batch a été présenté. Ce modèle comporte un bilan de population obtenu à l’aide

d’une Equation Dérivée Partielle (EDP), et par des Equations Différentielles Ordinaires

(EDO). Il est nécessaire, pour pouvoir explorer numériquement le modèle, de transfor-

mer le bilan de population en équations aux dérivées ordinaires. Pour ce faire, plusieurs

méthodes ont été adoptées. Nous pouvons énumérer quelques méthodes ici comme la

méthode des moments (Giaya and Thompson (2004)), (Marchisio et al. (2003)), la mé-

thode des différences finies (Godlewski and Raviart (2013)), (Bakir et al. (2006)), la

méthode des volumes finis (LeVeque et al. (2002)), la méthode des éléments finis (Ma-

honey et al. (2002)), la méthode des caractéristiques (Aamir et al. (2009)). Il y a évi-

demment d’autres méthodes. Dans (Aamir et al. (2009)), une description détaillée de

la plupart des méthodes utilisées a été longuement décrites. Aussi, une étude compa-

rative des méthodes de résolution d’une EDP les plus couramment utilisées par a été

effectuée pour comparer les performances de ces méthodes pour un contrôle en ligne du

procédé (Mesbah et al. (2009)). Les méthodes de différences finies et de moments ont

été utilisées dans ce travail. Pour simuler la variation dynamique de l’ensemble de la

distribution, nous utiliserons la première méthode, pour s’assurer aussi que la forme de

la DTC ne passe pas d’une distribution unimodale à une distribution bimodale pendant

le processus de cristallisation et pour vérifier la valeur calculée de la taille moyenne du

cristal en utilisant la méthode du moment. La deuxième technique (méthode des mo-

ments) a été utilisée pour simuler la variation dynamique des quatre premiers moments

de la DTC (décrivant les principales caractéristiques de la DTC), afins de calculer la

taille moyenne du cristal qui est basée sur les moments de la distribution. L’une des

principales contributions de cette étude consiste à estimer les quatre premiers moments,

d’où l’utilité d’utiliser la méthode des moments.

Dans cette partie, nous allons détailler la méthode des moments ainsi que la méthode

des différences finies.

2.2.1 Méthode des moments

La méthode des moments est un outil couramment utilisé pour transformer le EDP en

un ensemble simple d’équations différentielles ordinaires (ODE) (Uccheddu (2011)),
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(Zhang (2011)),(Bakir (2006)). Elle permet de déterminer la dynamique de certains mo-

ments impliqués dans le calcul des caractéristiques de la distribution. L’avantage de

cette méthode est qu’elle limite considérablement le nombre des équations à résoudre.

Cependant, elle ne permet pas d’obtenir qu’un certain nombre de propriétés de la distri-

bution. Ainsi, la méthode des moments semble beaucoup plus intéressante dans le cas

où une bonne connaissance de la distribution n’est pas nécessaire. Cette approche est

donc employée dans la suite pour calculer la taille moyenne des cristaux, qui correspond

à la sortie de notre modèle que nous voulons contrôler. Cette méthode s’avère efficace

lorsque la croissance est indépendante de la taille.

Le moment d’ordre i du système est donné par :

μi(t) =

∫ xmax

xmin

xin(x, t)dx, i = 0, 1, 2, ... (2.24)

Les quatre premiers moments ont leur signification physique (Zhang (2011)) :

• μ0 : le nombre total de cristaux par unité de volume

• μ1 : la largeur totale de cristaux par unité de volume

• μ2 : le facteur de la surface totale de cristaux par unité de volume

• μ3 : le facteur du volume total de cristaux par unité de volume

Il y a différentes grandeurs caractéristiques des tailles de cristaux qui sont basées sur cer-

tains moments de la distribution telles que (KLEIN et al. (1994)), (Aamir et al. (2009)) :

• La taille moyenne en nombre :

Lnmoy =
μ1

μ0

(2.25)

• Coefficient de variance de la taille moyenne en nombre :

CVLn =

√
μ0μ2

μ2
1

− 1 (2.26)

• La taille moyenne en masse :

Lmmoy =
μ4

μ3

(2.27)

• Coefficient de variance de la taille moyenne en masse :

CVLm =

√
μ3μ5

μ2
4

− 1 (2.28)
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La dérivée du moment i par rapport au temps donne :

dμi(t)

dt
=

d(
∫ xmax

xmin
xin(x, t))

dt
(2.29)

Permutons la dérivée et l’intégrale

dμi(t)

dt
=

∫ xmax

xmin

xi∂n(x, t)

∂t
dx (2.30)

En utilisant Eq. (2.3), nous avons :

dμi(t)

dt
= −
∫ xmax

xmin

xiG(t)
∂n(x, t)

∂x
dx (2.31)

L’intégration par partie donne :

dμi(t)

dt
= −([G(t)xin(x, t)]xmax

xmin
− iG(t)

∫ xmax

xmin

xi−1n(x, t)dx) (2.32)

dμi(t)

dt
= −0 +G(t)xi

minn(xmin, t) + iG(t)μi−1(t) (2.33)

Selon les conditions aux frontières Eq. (2.8)-Eq. (2.9) et la définition du moment Eq.

(2.24), nous obtenons la relation suivante :

dμi(t)

dt
= xi

minRn(t) + iG(t)μi−1(t) (2.34)

Pour le cas où la solution est sous-saturée (absence de nucléation), nous pouvons donc

facilement déduire l’expression de la dérivé d’un moment d’ordre i :

dμi(t)

dt
= iD(t)μi−1(t) (2.35)

À partir des deux équations Eq. (2.33)-Eq. (2.34), les différentes EDOs permettant de

décrire la variation des différents moments peuvent être mises sous la forme d’un sys-

tème d’équations (2.36) :

⎧⎨
⎩ μ̇(t) = Aη(u, t)μ(t) +Bμ(u, t)

y = Cμμ(t)
(2.36)

avec :
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Aμ = (WG(t) + (1 − W )D(t))

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Bμ = Rn(t)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x3
min

x2
min

xmin

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Cμ =

(
1 0 0 0

)
, μ(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ3(t)

μ2(t)

μ1(t)

μ0(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Et nous considérons que la mesure correspond au moment d’ordre 3, c’est-à-dire μ3(t), qui est

proportionnel à la concentration en solide d’après Eq. (2.11) et Eq. (2.23) :

μ3(t) =
Ms

Kvρs
Cs(t) (2.37)

2.2.2 Différences Finies (MDF)

La méthode des différences finies est une méthode de discrétisation qui consiste à approxi-

mer les dérivées successives d’une fonction grâce au développement limité de Taylor. Ces ap-

proximations sont faites à l’aide d’un schéma de discrétisation (un maillage) qui permet de dé-

terminer la valeur de la fonction pour certains points de son intervalle de variations. Le schéma

de discrétisation peut être soit à pas fixe ou bien à pas variable en fonction de la dynamique de

variation de la fonction. Cette méthode est basée sur :

• La définition d’une grille finie de points dans ce domaine

• L’approximation des dérivées de l’équation en utilisant le développement de Taylor autour

des nœuds du maillage.

Pour obtenir un modèle adapté, nous allons discrétiser la taille de cristaux avec un pas constant

Δx.

Soit une fonction à deux variables f(x, y) supposée suffisamment dérivable, le développement

de Taylor en (x + Δx, y + dy) à l’ordre n est le suivant (LE POURHIET (1988)), (Sibony

(1988)), (Aamir et al. (2009)) :

f(x+ dx, y + dy) = f(x, y) + dx∂f
∂x
(x, y) + dy ∂f

∂y
(x, y) + (dx)2

2!
∂2f
∂x2 (x, y)

+ (dy)2

2!
∂2f
∂y2

(x, y) + dxdy ∂2

∂x∂y
(x, y) + ......

+ 1
(n−1)!

(dx ∂
∂x

+ dy ∂
∂y
)(n−1)f(x, y) + εn(x+ dx, y + dy)

(2.38)

Avec :

lim
(dx,dy)→(0,0)

εn(x+ dx, y + dy) = 0 (2.39)
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Pour un maillage à pas fixe ayant (x0, y0) comme point initial, nous définissons les notations

suivantes : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xi = x0 + idx

yj = y0 + jdy

fi,j = f(xi, yj) = f(x0 + idx, y0 + jdy)

fx = ∂f
∂x
(xi, yi)

fxx = ∂2f
∂x2 (xi, yi)

etc...

(2.40)

En se restreignant au deuxième ordre du développement et en fixant y, nous avons les relations

suivantes : ⎧⎨
⎩ fi−1,j = fi,j − dxfx +

(dx)2

2
fxx

fi+1,j = fi,j + dxfx +
(dx)2

2
fxx

(2.41)

En se limitant à l’ordre 1, nous pouvons déduire les expressions des différences finies à droite

Eq. (2.42) et à gauche Eq. (2.43) suivantes :

fx =
fi+1,j − fi,j

dx
(2.42)

fx =
fi,j − fi−1,j

dx
(2.43)

En utilisant l’approximation d’ordre 2, nous déduisons l’expressions des différences finies cen-

trées :

fx =
fi+1,j − fi−1,j

2dx
(2.44)

Pour le point correspondant à la plus petite taille de la distribution x1 = xmin , nous utilisons

les différences finies à droites et notre bilan de population devient :

ṅx1 =
∂n(x1, t)

∂t
= −G(t)

∂n(x1, t)

∂x
= −G(t)

n(x2, t)− n(x1, t)

Δx
(2.45)

Pour les points intérieurs (c’est à dire du 2ime au (N − 1)ième point), nous utilisons les diffé-

rences finies centrées :

ṅxi =
∂n(xi, t)

∂t
= −G(t)

∂n(xi, t)

∂x
= −G(t)

n(xi+1, t)− n(xi−1, t)

2Δx
(2.46)
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Pour le N ième point, nous utilisons les différences finies à gauche :

ṅxN
=

∂n(xN , t)

∂t
= −G(t)

∂n(xN , t)

∂x
= −G(t)

n(xN , t)− n(xN−1, t)

2Δx
= 0 (2.47)

On peut maintenant définir un système d’équations aux dérivées ordinaires qui va représenter

notre modèle :

ṅ(t) = A1(t)n(t) = −G(t)

Δx
An(t) (2.48)

avec :

n(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n(x1, t)

n(x2, t)
...

n(xN−1, t)

n(xN , t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.49)

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 1 0 . . . 0

−1
2

0 1
2

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −1

2
0 1

2

0 . . . 0 −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.50)

Le premier et le dernier élément du vecteur Eq. (2.49) sont définis par les conditions aux limites.

Nous avons déjà vu dans la section 2.1.3.1 la condition pour les grandes tailles dont la valeur est

égale à zéro, ce qui équivaut à imposer ṅ(xN , t) = 0, ∀t. C’est une condition de NEUMANN.

Pour la condition aux limites pour les petites tailles, elle est imposée par la nucléation et la

croissance. C’est une condition de DIRICHLET.

Si nous considèrons la condition aux limites n(xmin, t) comme une entrée du système et non

un état (Eq. (2.8)). Le système prend la forme suivante (avec la prise en compte de la phase

sous-saturée c-à-d. de la dissolution) :

ṅx(t) = Ax1nx(t) + B = −(WG(t) + (1−W )D(t))

Δx
Axnx(t) + B (2.51)

Où :
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nx(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n(x2, t)

n(x3, t)
...

n(xN−1, t)

n(xN , t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ax =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1
2

0 . . . 0

1
2

0 −1
2

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −1

2
0 1

2

0 . . . 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Rn(t)
2Δx

0
...

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Avec cette discrétisation nous approximons aussi le calcul de la concentration du solide

Cs(t) par la méthode du trapèze (Zhang (2011)) :

Cs(t) =
Kvρs
Ms

∫ Xmax

Xmin

x3n(x, t)dx ≈ KvρsΔx

2Ms

N−1∑
i=0

[x3
in(xi, t) + x3

i+1n(xi+1, t)] (2.52)

L’un des avantages majeurs de la MDF est la possibilité de rendre la taille des mailles aussi

petite que l’on veut pour avoir une bonne précision. La structure linéaire du modèle est un autre

avantage très intéressante pour le calcul de la loi de commande. Cependant, pour une bonne pré-

cision, il faut un maillage très fin ce qui augmente le nombre d’équations à résoudre et demande

un temps de calcul important. Le choix du nombre de points est le résultat d’un compromis

entre la précision et la rapidité du calcul de la solution.

2.3 Conclusion

La modélisation d’un procédé de cristallisation a été introduite dans ce chapitre. Il s’agit

d’un modèle complexe. Cette complexité est due au fait qu’il implique de nombreux phéno-

mènes. Afin de pouvoir construire ce modèle, les bilans matière, de population et d’énergies ont

été utilisés. Afin de résoudre ce modèle, il faut transformer le bilan de population en équations

différentielles ordinaires pour de pouvoir l’exploiter numériquement. Dans ce travail, pour si-

muler le processus de cristallisation, le PBE a été résolu en utilisant la méthode du moment et

la méthode des différences finies. La méthode des différences finies a été utilisée pour décrire

l’évolution dynamique de l’ensemble de la distribution et pour vérifier qu’elle est souvent uni-

modale et qu’elle peut donc être bien représentée par la taille moyenne des cristaux calculée par

la méthode du moment.
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Introduction

Afin d’être utilisés dans des différentes applications, les cristaux produits doivent répondre

à des spécifications bien déterminées (taille moyenne en nombre, taille moyenne en masse, co-

efficient de variance de la taille moyenne en masse, etc). Dans ce travail, le but du contrôle

est de générer une distribution de taille de cristaux (DTC) ayant une taille moyenne adéquate.

Afin d’atteindre notre objectif, un observateur à grand gain en cascade a été utiliser pour es-

timer la taille moyenne de la DTC, en utilisant seulement la température du cristallisoir et la

concentration en soluté. La synthèse d’un tel observateur avec les résultats des simulations sera

détaillé dans la deuxième partie de ce chapitre après avoir donné un état de l’art de contrôle

et d’estimation de procédés de cristallisation dans la première partie. La dernière partie de ce

chapitre sera dédiée aux techniques de contrôles appliquées à ce procédé pour atteindre la taille

moyenne adéquate.

3.1 Etat de l’art de contrôle et d’estimation des procédés de

cristallisation

Grâce à la haute pureté de produit obtenue, le procédé de cristallisation a des applications

industrielles très diversifiées. Nous le trouvons dans le domaine pharmaceutique (Shi et al.

(2005)), alimentaire (Vu et al. (2006)), de microélectronique (Shekunov and York (2000)), l’in-

dustrie pétrochimique (Christofides et al. (2008)) etc. La cristallisation en batch est un mode de

fonctionnement très utilisé pour diverses raisons : simplicité et flexibilité, plus facile et moins

cher à développer que la cristallisation en continu et en semi-batch, et plus économique lorsque

de petits volumes de produit sont nécessaires. Ce mode batch est généralement utilisé avec re-

froidissement, ajout d’anti-solvant ou évaporation pour créer une sursaturation. C’est la force

thermodynamique motrice du processus de cristallisation.

Il est très important d’avoir une distribution étroite uni-modale de la taille des cristaux avec

une grande taille moyenne des cristaux. C’est un facteur important et nécessaire qui affecte à la

fois la qualité du produit et les processus ultérieurs, tels que la filtration, le lavage et le séchage

(Jones et al. (1987)), (Barrett et al. (2005)). Il est donc important d’appliquer une stratégie de

commande pour obtenir la DTC désirée. Plusieurs approches de contrôle ont été développées,

en employant le profil de température pour contrôler la sursaturation.

On peut classer les approches de contrôle employées pour atteindre une DTC souhaitée en deux

catégories. Soit en tant qu’approche basée sur un modèle (model-based en anglais), soit en tant
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qu’approche non basée sur un modèle (unmodel-based, en anglais).

Dans le cas des approches à base de modèles, un modèle de processus est utilisé pour détermi-

ner un profil de refroidissement afin d’atteindre les objectifs souhaités. Les objectifs à atteindre

sont généralement en fonction des propriétés finales de la DTC comme la taille moyenne des

cristaux, (Miller and Rawlings (1994)) la taille moyenne en masse, (Zhang and Rohani (2004))

le volume total des cristaux fins, (Paengjuntuek et al. (2008b)) etc.

Au cours des dernières années, plusieurs politiques de refroidissement ont été utilisées. Le re-

froidissement naturel a été largement utilisé en raison de sa simplicité. Cependant, ce mode de

refroidissement incontrôlé entraîne une mauvaise qualité de la DTC. L’utilisation de la méthode

de refroidissement linéaire dans la littérature, (Xie et al. (2001)) où la température diminue à

vitesse constante, montre une légère amélioration dans une DTC finale. En revanche, une amé-

lioration significative de la qualité des cristaux a été observée en utilisant le refroidissement dit

optimal ou programmé (Bohlin and Rasmuson (1992)). Ce type de refroidissement a été pro-

posé par, (Mullin and Nỳvlt (1971)) et modifié par (Jones (1974)), (Jones and Mullin (1974)) où

la température du cristallisoir diminue lentement au début du processus en batch et augmente

plus rapidement vers la fin. L’effet de ces différentes politiques de refroidissement dans le cas

de la cristallisation par ensemencement en batch de l’alum de potassium est détaillé dans (Doki

et al. (2001)).

Au cours de la dernière décennie, un grand intérêt a été porté à l’utilisation de l’optimisation

pour calculer le profil de refroidissement optimal afin d’améliorer la DTC finale. Les objectifs

d’optimisation sont généralement définis en termes de propriétés finales de la DTC (Zhang and

Rohani (2004)), (Miller and Rawlings (1994)), (Paengjuntuek et al. (2008b)) et (Zhang and Ro-

hani (2003)) etc. Dans la plupart des premières études, la commande été en boucle ouverte et

en appliquant le profile déterminé hors ligne.

Au cours de la dernière décennie, un grand intérêt a été porté à l’utilisation de l’optimisation

pour calculer le profil de refroidissement optimal afin d’améliorer la DTC finale. Les objectifs

d’optimisation sont généralement définis en termes de propriétés finales de la DTC (Zhang and

Rohani (2004)), (Miller and Rawlings (1994)), (Paengjuntuek et al. (2008b)) et (Zhang and Ro-

hani (2003)) etc. Dans la plupart des premières études, la commande était en boucle ouverte et

en appliquant le profile déterminé hors ligne.

Cependant, l’efficacité de la commande en boucle ouverte est généralement dégradée en rai-

son de la présence de nombreux phénomènes cinétiques qui ne sont pas tous forcément bien

connus ou parfaitement maîtrisés, de nombreux paramètres cinétiques incertains qui entraînent

un modèle du système imprécis, un comportement fortement non linéaire, un manque des ins-

truments adéquats pour mesurer tous les états du système et aussi à cause de l’existence de
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perturbations non mesurées. Pour faire face à ces problèmes, de nombreuses politiques ont été

appliquées. Parmi ces méthodes, une approche efficace pour compenser l’erreur de modélisation

consiste à calculer en ligne le profil optimal à appliquer au procédé pour atteindre l’objectif dé-

siré (Paengjuntuek et al. (2008a)), (Zhang and Rohani (2003)), (Arpornwichanop et al. (2005)).

Afin de réaliser cette approche d’optimisation en ligne, la connaissance des variables d’état

et/ou des paramètres cinétiques actuels est cruciale. Ainsi, un estimateur (observateur) en ligne

pour estimer ces variables de procédé inconnues à l’aide des mesures de procédé disponibles est

également nécessaire. Un filtre de Kalman étendu (EKF) est l’un des nombreux observateurs

utilisés pour estimer avec succès les états non mesurés et les paramètres cinétiques (Abbas and

Romagnoli (2006)), (Saengchan et al. (2011)). Cette technique est mise en œuvre avec succès

dans (Zhang and Rohani (2003)) pour estimer sept variables d’état non mesurées en utilisant

seulement les trois mesures (température du cristallisoir, concentration du soluté et la tempé-

rature de l’enveloppe de refroidissement) dans le contrôle optimal en ligne du procédé d’alum

potassique. Dans (Mesbah et al. (2011a)), un observateur de Luenberger étendu a été utilisé pour

fournir des estimations de la concentration en soluté qui est nécessaire pour déterminer le profil

du contrôle optimal nécessaire. Afin d’estimer la distribution des tailles de cristaux finale, de

nombreux observateurs ont été développés. Par exemple, pour la reconstitution des moments de

la distribution (Motz et al. (2008)), les auteurs emploient un modèle qui se base sur la méthode

du moment. Avec des mesures des moments μ1 et μ2, une estimation des moments μ3, μ4 et μ5

est réalisée pour la correction du vecteur de variables d’état. Dans (Bakir et al. (2006)), la ger-

mination est considérée comme une mesure discrète pour l’estimation de la distribution. Mais,

dans (Motz et al. (2008)) et (Bakir et al. (2006)), les mesures utilisées sont souvent difficiles à

obtenir et il est alors difficile de mettre en œuvre ces types d’observateurs. En plus, ces mesures

sont physiquement impossibles dans certains cas, cela peut limiter ces travaux uniquement à des

résultats théoriques ou à des résultats de simulation. Dans (Uccheddu (2011)), un observateur

à grand gain a été utilisé pour estimer la nucléation dans le cas d’un procédé de cristallisation

de l’oxalate d’ammonium en batch. Cette estimation est réalisée en utilisant la concentration en

soluté comme mesure (Uccheddu et al. (2011)). De cette estimation, la distribution finale de la

taille des cristaux est prédite avec un second observateur. Dans le cas d’une cristallisation semi-

batch, une analyse comparative des performances de divers observateurs non linéaires pour le

contrôle en boucle fermée est donnée par (Mesbah et al. (2011b)).

La commande en boucle fermée à pour but aussi de rejeter les perturbations du processus,

pour tenir compte des imperfections du modèle et pour compenser les écarts par rapport à la

trajectoire nominale. De nombreuses techniques de contrôle avancées ont été appliquées pour

le contrôle de la cristallisation en batch. Par exemple, le contrôleur PI (Aziz et al. (2000)), le
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contrôle générique (Arpornwichanop et al. (2005)), (Cott and Macchietto (1989)), la commande

adaptatif (Rotstein and Lewin (1992)), la commande prédictive (Saengchan et al. (2011)), la

commande par mode glissant (Gamez-Garci et al. (2012)) etc.

Contrairement à la première approche, le contrôle non basé sur un modèle ou le contrôle sans

modèle (MFC) permet de contrôler le processus sans avoir besoin de connaissances préalables

d’un modèle pour décrire les cinétiques de la cristallisation. Dans (Nagy et al. (2008)), la tra-

jectoire de sursaturation est suivie, en utilisant la température de l’enveloppe comme variable

de contrôle, et les mesures de concentration avec la courbe de solubilité. Les résultats de cette

approche sont moins sensibles aux perturbations qu’un contrôle optimal de la température ba-

sées sur un modèle. Toutefois, les deux techniques de contrôle sont sensibles aux variations de

la courbe de solubilité. De plus, les mesures de concentration pourraient être biaisées par n’im-

porte quel contaminant dans le cristallisoir, ce qui diminue l’efficacité des deux approches. C’est

pourquoi une approche alternative sans modèle a été utilisée dans (Abu Bakar et al. (2009)),

(Kacker et al. (2015)) appelée contrôle direct de nucléation (DNC). Pour un tel contrôle, le

nombre de nucléi (mesuré à l’aide du capteur FBRM) est directement contrôlé en manipulant le

profil de température, en ajoutant des anti-solvants, etc. L’approche DNC, ne nécessitant pas de

mesure de concentration, s’est révélée plus résistante à l’impureté ou au solvant résiduel que la

technique de contrôle de la sursaturation.

Un nouveau contrôleur sans modèle avec Intelligent Proportional Integral Derivative Control

(iPID) a été récemment introduit par (Fliess (2009)), (Fliess and Join (2013)). Cette nouvelle

commande sans modèle a montré une capacité de contrôle efficace sur une variété d’applica-

tions telles que le contrôle automatique du climat sous serre (Lafont et al. (2015)), le quadrotor

(Al Younes et al. (2014)), les convertisseurs DC/DC et moteurs (Michel et al. (2010)) etc. Ce

qui nous a motivé à appliquer ces lois de contrôle sur le procédé de cristallisation.

Le but du contrôle dans ce travail est de générer une distribution des tailles de cristaux ayant

une taille moyenne adéquate. Une modélisation qui relie directement la taille moyenne à la va-

riable de commande (température) va être proposée. La structure de contrôle que nous allons

appliquer nécessite la taille moyenne des cristaux L, qui est supposée être mesurée dans ce tra-

vail. Mais dans la pratique, la mesure de L nécessite des capteurs précis et donc coûteux. Un

observateur, basé sur le modèle physique, pourrait être utilisé pour estimer μ0 et μ1 (Eq. (2.36))

et pour déduire la valeur L (c’est le rapport μ1 sur μ0). Pour cela, nous allons tout d’abord

utilisé un observateur à grand gain en cascade pour estimer la taille moyenne de la distribution

des tailles de cristaux. L’intérêt de l’observateur proposé réside dans l’utilisation de mesures

accessibles facilement. Nous allons alors opté pour l’utilisation de la mesure de la température

de cristallisoir et la concentration en soluté. Ensuite, nous allons appliqué et comparé les diffé-
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rentes structures de la commande sans modèle pour avoir une DTC unimodale avec une taille

moyenne désirée.

3.2 Estimation des moments

Dans cette partie, nous allons présenter le résultat de simulation obtenus l’ors de l’applica-

tion d’un observateur à grand gain en cascade conçu pour estimer les quatre premiers moments

de la distribution des tailles de cristaux (Eq. (2.36)), et les résultats de simulation obtenus. Ces

quatre moments sont nécessaires pour déduire la valeur de la taille moyenne L (c’est le rapport

μ1 sur μ0). La performance d’un tel observateur proposé est illustrée par simulation avec des

mesures bruitées de la température et du soluté.

3.2.1 Structure de l’observateur à grand gain en cascade proposé pour

l’estimation des moments

Trois observateurs à grand gain nous ont permis d’estimer la taille moyenne des cristaux

(Afsi et al. (2016)). Le premier et le second observateur ont pour but d’estimer la concentration

en solides, tandis que le troisième (qui dépend des estimations données par les deux premiers)

est dédié à l’estimation des moments μ0, μ1 et μ2. Ces trois observateurs ont la forme (Eq.

(1.74)), qui sont conçut pour trois systèmes de la forme (Eq. (1.36)).

1. Estimation de la concentration de la phase solide :

• Première phase (Premier observateur) :

A partir du bilan de matière (Eq. (2.10)) et de l’expression du volume de la phase

liquide (Eq. (2.11)), un calcul simple donne :

dC(t)

dt
=

Ms

ρs
C(t)− 1

1− Ms

ρs
Cs(t)

dCs(t)

dt
(3.1)

Introduisant la variable suivante :

Z(t) =
1

1− Ms

ρs
Cs(t)

dCs(t)

dt
(3.2)

Cette variable peut être estimée en appliquant l’observateur (1.74) sur le système
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augmenté suivant qui vérifie les hypothèses de l’observateur (C4) :

⎛
⎜⎜⎝

Ċ(t)

Ż(t)

ζ̇(t)

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0 Ms

ρs
C(t)− 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

C(t)

Z(t)

ζ(t)

⎞
⎟⎟⎠ , (3.3)

y(t) =
(

1 0 0
)⎛⎜⎜⎝

C(t)

Z(t)

ζ(t)

⎞
⎟⎟⎠ (3.4)

• Deuxième phase (Deuxième observateur) :

En remplaçant
dCs(t)

dt
par son expression donnée par l’équation (3.2) dans le bilan

énergétique (Eq. (2.14)), nous obtenons l’expression suivante de Tcr :

dTcr(t)

dt
=

−ΔHcVTZ(t)
(
1− Ms

ρs

)
− UAc(Tcr(t)− Tj(t))∑3

i=1 Cpini

(3.5)

Ce qui donne le modèle suivant qui sera utilisé pour estimer la concentration en

solides et qui vérifie les hypothèses de l’observateur (C4) :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

dTcr(t)
dt

=
−ΔHcVTZ(t)(1−Ms

ρs
)−UAc(Tcr(t)−Tj(t))

∑3
i=1 Cpini

dCs(t)
dt

= Z(t)(1− Ms

ρs
Cs(t))

y(t) = Tcr(t)

(3.6)

Ce système peut être écrit sous la forme matricielle suivante qui prend la forme

canonique (C4) (Eq. (1.36)) :

⎛
⎝ Ṫcr(t)

Ċs(t)

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0

ΔHcVTZ(t)Ms
ρs∑3

i=1 Cpini

0 0

⎞
⎠
⎛
⎝ Tcr(t)

Cs(t)

⎞
⎠+

⎛
⎝ ΔHcVTZ(t)−UAc(Tcr(t)−Tj(t))

∑3
i=1 Cpini

Z(t)

⎞
⎠+

⎛
⎝ 0

ε2

⎞
⎠ ,

(3.7)

et

y(t) =
(

1 0
)⎛⎝ Tcr(t)

Cs(t)

⎞
⎠ . (3.8)
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Avec ε2 = −Z(t)Ms

ρs
Cs(t).

Alors, à partir de l’estimation de Cs(t), nous pouvons déduire μ3 qui est proportion-

nel à la concentration en solide d’après (Eq. (2.37)) :

μ3(t) =
Ms

Kvρs
Cs(t). (3.9)

Nous allons utiliser μ3 comme sortie (mesure) pour le troisième observateur.

2. Estimation des moments μ0, μ1 et μ2 :

Afin d’obtenir une bonne estimation de μ0, μ1 et μ2, il faut normaliser les variables pour

obtenir le même ordre de grandeur. Le nouveau vecteur de variables est le suivant :

ξ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ3

ξ2

ξ1

ξ0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x−3
0 μ3

x−2
0 μ2

x−1
0 μ1

x0
0μ0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.10)

Avec ce changement de variable, les différents EDOs permettant de décrire la variation

des différents moments (Eq. (2.36)) peuvent être mises sous la forme suivante :

⎧⎨
⎩ ξ̇(t) = A3(u, t)ξ(t) + B3(u, t)

y3 = C3ξ(t)
(3.11)

avec :

A3(u, t) =
(WG(t)+(1−W )D(t))

x0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , B3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Rn(t)

Rn(t)

Rn(t)

Rn(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

C3 =
(

1 0 0 0
)

Avec le taux de la nucléation Rn(t) est connu.

3.2.2 Résultats de simulations

Les paramètres utilisés dans cette simulation sont tirés de l’étude approfondie de la cristalli-

sation de l’acide adipique dans l’eau par (Mullin and Nỳvlt (1971)). Pour cette simulation,

les conditions opératoires sont :

• Csat(0), solution d’acide adipique sous-saturée de départ, est fixée à 50C pour une tem-

pérature de 323K.
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Tableau 3.1 – Paramètres de cristallisation de l’acide adipique (Mullin and Nỳvlt (1971))
Parameter Definition Unit Value

aN1 Pre-exponential primary nucleation parameter nb.m−3.s−1 1.5 10+12

bN1 Exponential primary nucleation parameter No dimension 0.69

aN2 Secondary nucleation parameter Nb.m3(I+j−1).mol−i−j .s−1 1440

Kc Growth constant mol(1−g).m(3g−2).s−1 1.57 10−2

i Exponent No dimension 1.968

j Exponent No dimension 1

g Exponent No dimension 2

Ms Molar mass of the solute Kg.m−1 146.14 10−3

ρs Density of the solute Kg.m−3 1360

Kv Crystal shape factor No dimension Π/6

Cp1 Solute molar heat capacity J.K−1.mol−1 3.72

Cp2 Molar heat capacity of the solid J.K−1.mol−1 7.44

Cp3 Molar heat capacity of water J.K−1.mol−1 75.33

ΔHc Crystallization enthalpy J.mol−1 -48000

U Overall heat transfer coefficient through the jacket W.m−2.K−1 1000

Ac Contact surface of the jacket m2 2.210−2

• C(0), concentration du soluté de départ, est de 1550mol/m3.

• Au départ, la température de refroidissement est maintenue à 320K.

• La température de la double enveloppe initiale est de 323K.

• Durant le procédé de cristallisation, la pente de refroidissement est maintenue à −1C/min.

La figure 3.1 illustre l’évolution de la concentration du soluté au cours du procédé de cris-

tallisation en batch de l’acide adipique par refroidissement et sans semence. La largeur de
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FIGURE 3.1 – Simulation de la concentration du soluté (ligne continue) et la concentration de

saturation (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans semence en batch par

refroidissement de l’acide adipique.
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la zone métastable continue à augmenter vu que le taux de la nucléation (primaire et secon-

daire) et de la croissance sont faibles. Nous voyons que jusqu’à une température de 313K, la

valeur de Csat (concentration de saturation) décroit à environ 1020mol/m3 et la valeur de la

sursaturation absolue (ΔC(t) = C(t) − Csat(t)) atteint sa valeur maximale (530mol/m3).

Ensuite, l’augmentation de taux de la nucléation primaire (figure 3.2) ainsi que de taux

de croissance (figure 3.4) permettent la consommation de la sursaturation (figure 3.1). Par

conséquent, la concentration du soluté rejoint la concentration de saturation.

La croissance de cristaux fait apparaître la nucléation secondaire qui dépend de la sursatu-

ration et de la concentration en solides (figure 3.3). En raison des faibles valeurs de sursatu-

ration, la faible nucléation secondaire est attendue pendant la suite du procédé.

La figure 3.5 représente la valeur simulée de la nucléation Rn(t), la somme de la cinétique

de nucléation primaire et secondaire, ainsi que la nucléation utilisée pour l’observateur. Une

grande différence entre la nucléation simulée et la nucléation bruyante peut être observée,

ceci est dû en particulier à l’expression exponentielle de la nucléation primaire (Eq. (2.16)).

En effet, un bruit important mais réaliste est ajouté à la valeur de concentration du soluté

qui est utilisée pour calculer la valeur de nucléation primaire et cela a provoqué un écart

important par rapport à une nucléation simulée. Toutefois, l’observateur est performant et

montre une bonne insensibilité au bruit de mesure. L’écart entre la croissance simulée et la

croissance obtenue par l’observateur est moins important que dans le cas de la nucléation

(figure 3.4), cela est dû à l’expression quadratique de la cinétique de croissance (Eq. (2.19)).
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FIGURE 3.2 – Simulation de la nucléation primaire obtenue par le modèle (ligne continue) et

celle obtenue par l’observateur (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans

semence en batch par refroidissement de l’acide adipique.
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FIGURE 3.3 – Simulation de la nucléation secondaire obtenue par le modèle (ligne continue) et

celle obtenue par l’observateur (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans

semence en batch par refroidissement de l’acide adipique.
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FIGURE 3.4 – Simulation de la croissance obtenue par le modèle (ligne continue) et celle ob-

tenue par l’observateur (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans semence

en batch par refroidissement de l’acide adipique.

Figure 3.6 représente la variable intermédiaire simulée et estimée Z(t). Bien que la dyna-

mique de cette variable ne soit pas modélisée, son estimation est très satisfaisante et pourrait

être utilisée dans l’estimation de la concentration de solide Cs(t) comme le montre la figure

3.7. Cette concentration sera ensuite utilisée pour estimer les trois premiers moments de la

distribution des tailles de cristaux.

Bien qu’ils fournissent peu d’informations sur la DTC, les quatre principaux moments de
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FIGURE 3.5 – Simulation de la nucléation Rn(t) obtenue par le modèle (ligne continue) et

celle obtenue par l’observateur (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans

semence en batch par refroidissement de l’acide adipique.
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FIGURE 3.6 – Z(t) simulée (ligne continue) et Z(t) obtenue par l’observateur (ligne disconti-

nue) au cours du procédé de cristallisation sans semence en batch par refroidissement de l’acide

adipique.

la distribution sont significatifs et permettent le calcul des caractéristiques de la distribution,

tel que la taille moyenne L qu’on veut contrôler dans ce travail. Ainsi, la figure 3.8 repré-

sente les valeurs simulées et estimées μ0, μ1, μ2 et μ3. Comme nous pouvons le voir, après

l’apparition d’une nucléation primaire significative (c’est-à-dire à partir de l’instant où il est

utile d’estimer la taille des particules), les moments sont bien estimés par cet estimateur à

grand gain. Dans (Bakir et al. (2006)), l’estimation des premiers moments a été calculée
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FIGURE 3.7 – Simulation de la nucléation Rn(t) obtenue par le modèle (ligne continue) et

celle obtenue par l’observateur (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans

semence en batch par refroidissement de l’acide adipique.
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FIGURE 3.8 – Variations temporelles de μ0, μ1, μ2 et μ3 obtenue par le modèle (ligne continue)

et celles obtenues par l’observateur (ligne discontinue) au cours du procédé de cristallisation

sans semence en batch par refroidissement de l’acide adipique.

algébriquement à travers l’estimation de la distribution entière des tailles de cristaux. L’es-

timation de ces moments semble moins précise que celle réalisée dans ce travail.
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FIGURE 3.9 – Taille moyenne simulée (ligne continue) et celle obtenues par l’observateur (ligne

discontinue) au cours du procédé de cristallisation sans semence en batch par refroidissement

de l’acide adipique.

La figure 3.9 montre la taille moyenne des cristaux L (L = μ1

μ0
). Cette figure montre une

comparaison très satisfaisante entre la taille moyenne estimée et la taille moyenne simulée.

Au début de la cristallisation, comme prévu, la taille moyenne est surestimée en raison de la

sous-estimation initiale du nombre de particules avant la convergence de l’observateur. A la

fin du procédé de cristallisation, l’incertitude relative des estimations est de l’ordre de 5%.

Actuellement, même les analyseurs de particules les plus sophistiqués ne sont pas en mesure

de fournir des mesures fiables de la distribution granulométrique pendant les processus de

cristallisation, sauf si la suspension présente des propriétés "idéales" telles que des formes

de particules sphériques, une faible concentration de solides et des distributions monomo-

dales. La technique d’estimation de la DTC pourrait être une solution intéressante dans le

cas de la disponibilité d’un modèle de processus fiable.

L’une des principales contributions de cette étude consiste à estimer les quatre premiers

moments importants (décrivant les principales caractéristiques de la DTC) en utilisant les

mesures disponibles et fréquentes des températures et de la concentration en soluté sans

aucune hypothèse sur le volume du soluté. Les simulations montrent que la stratégie d’ob-

servation de l’état est réellement efficace pour reconstruire les évolutions temporelles de la

DTC, dans la mesure où des variations significatives de la taille des particules ont lieu (c’est-

à-dire lorsque la croissance des cristaux a réellement lieu). Les moments estimés pourraient

être utilisés dans toute stratégie de contrôle ou de supervision en temps réel.

Pour ce travail, les moments estimés servant à déterminer la taille moyenne de la DTC.

Ainsi, cet observateur est utilisé dans les différentes boucles de contrôle que nous avons

utilisé et que nous allons les présenter dans le paragraphe suivant.
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3.3 Controle

Dans cette partie, nous allons présenter les différentes structures de la commande sans mo-

dèle et les différents résultats des simulations obtenus. Une comparaison entre le PI clas-

sique et le iPI sera présentée dans un premier temps. Cette comparaison a fait l’objet d’une

publication (Afsi et al. (2018)). Ensuite, la comparaison entre le iP avec l’utilisation d’un

filtre pour l’estimation de F et le PI intelligent avec sliding mode (iPISMC) va être présen-

tée dans la deuxième partie (article soumis).

Dans ce travail, notre objectif est le contrôle du système pour avoir une DTC unimodale avec

une taille moyenne désirée. Le modèle complet de la cristallisation en Batch considéré est

issu de trois bilans (bilan de population, de matière, et d’énergie) présentés dans la section

2.1.3. Afin d’exploiter le bilan de population (Eq. (2.2)), nous avons utilisé la méthode des

moments et celle des différences finies. La méthode des moments est considérée ici pour

évaluer la dynamique des moments d’ordre 0 − 3 servant à déterminer la taille moyenne

de la DTC (L =μ1 /μ0), la sortie y à contrôler. Tandis que l’utilisation de la méthode des

caractéristiques, n’est que pour vérifier l’évolution de la forme de la DTC (DTC unimodal

ou bimodal non désiré) en temps réel.

Concernant la variable de contrôle dans la commande sans modèle, et depuis le Bilan d’éner-

gie (l’Eq. (2.13) et l’Eq. (2.14)), la température dans le cristallisoir Tcr est entièrement

contrôlable par la température de l’enveloppe de refroidissement d’entrée Tref (qui sera

noté Tj,in dans la suite). Ainsi, la variable Tcr sera d’abord utilisée comme une variable de

commande pour illustrer la faisabilité de la méthode proposée (seulement pour le cas de

l’iPI). Ensuite, nous allons utiliser la température du liquide de refroidissement à l’entrée de

la double enveloppe Tj,in comme variable de commande au lieu de Tcr pour illustrer le cas

réel.

Pour des raisons physiques, la commande calculée u (Tcr ou Tj,in) doit respecter les contraintes

suivantes :

10oC ≤ u ≤ 50oC, (3.12)

du

dt
≤ 40oC/h. (3.13)

La cristallisation industrielle en batch avec semence de l’acide adipique est choisie pour

illustrer la performance de différentes techniques de contrôles proposés. L’ensemencement

est aussi souvent utilisé pour obtenir un DTC unimodale. Il sert à éviter les effets néfastes

des cristallisations non contrôlées non ensemencées et les changements aléatoires dans le

nombre de nucléi générés spontanément, ce qui entraîne la génération d’une distribution
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bimodale non désirée et alors un produit non souhaité.

La distribution initiale ensemencée est considérée comme une distribution log-normale avec

une taille moyenne de 10 ∗ 10−6m :

f(L, 0) =
1

σ
√
2π

exp−
(L−μ)2

2σ2 (3.14)

Les paramètres utilisés dans la simulation sont donnés dans le tableau 2.1.

3.3.1 PI intelligent appliqué au procède de cristallisation en batch

3.3.1.1 PID classique

Le régulateur PID ou correcteur PID ”Proportionnel Intégral Dérivé ” est le régulateur le

plus largement utilisé dans le contrôle industriel étant l’approche la plus intuitive et la plus

simple à embarquer sur un processeur (Åström et al. (2006)), (Visioli (2006)), (Dantas et al.

(2018)), (Oravec et al. (2018)).

Le principe de la commande PID consiste à délivrer un signal de commande à partir de la

différence entre la mesure et la consigne. Il comporte trois actions qui dépendent de cette

erreur :

• Action proportionnelle : l’erreur est multipliée par un gain proportionnel KP .

• Action intégrale : l’erreur est intégrée et multipliée par un gain intégral KI .

• Action dérivée : l’erreur est dérivée et multipliée par un gain dérivé KD.

Il existe plusieurs architectures possibles pour combiner les trois effets (série, parallèle ou

mixte). La figure 3.10 présente une architecture parallèle : l’action du correcteur PID paral-

lèle exprimée dans le domaine de Laplace sous la forme d’une fonction de transfert entre

FIGURE 3.10 – Principe de la commande par PID.
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Paramètre Temps de montée Temps de stabilisation Dépassement Erreur statique

kP diminue augmente augmente diminue

kI diminue augmente augmente diminue

kD – diminue diminue –

Tableau 3.2 – Effet des paramètres du PID sur le comportement du système en boucle fermée

l’erreur E(s) et le signal de commande U(s) est la somme des trois actions :

HPID(s) =
U(s)

E(s)
= KP +

KI

s
+KDs (3.15)

Bien que l’analyse d’un système piloté avec un régulateur PID soit simple, la conception

peut être difficile, car il n’existe pas de méthode unique pour déterminer les gains interve-

nant dans le cas du processus non linéaire. Il faut réaliser des compromis entre durée du

régime transitoire, dépassement, erreur statique, stabilité et robustesse.

Le tableau. 3.2 indique le comportement de la boucle fermée lorsque les paramètres aug-

mentent indépendamment les uns des autres, à partir duquel nous faisons le réglage des

paramètres.

3.3.1.2 PI intelligent

L’application du régulateur intelligent proportionnel-intgral (l’Eq. (1.83)) dans le cas du

procédé de cristallisation avec y = L et y∗ = L∗ donne :

u(k) = − [F (k)]est − L̇∗(k) + kP e(k) + kI
∫
e(k)

α
(3.16)

F (k) est estimé à partir de la connaissance de u et L à chaque instant k en utilisant l’équation

suivante :

F (k) =
dL

dt
|k−1 − αuk−1, (3.17)

La structure de contrôle nécessite la taille moyenne des cristaux L, qui est supposée être

mesurée dans cette partie. Mais dans la pratique, la mesure de L nécessite des capteurs

précis et donc coûteux. Un observateur, basé sur le modèle physique, pourrait être utilisé

pour estimer μ0 et μ1 (Eq. (2.36)) et pour déduire la valeur L (c’est le rapport μ1 sur μ0).

L’intégration de l’observateur dans la boucle de contrôle donne le schéma bloc de la figure

3.11.

La commande iPI est appliquée tout d’abord pour obtenir une DTC unimodal avec une

taille moyenne de 60 ∗ 10−6m, en utilisant la température dans le cristallisoir Tcr comme
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FIGURE 3.11 – Schéma bloc de la commande sans modèle avec un PI intelligent et un observa-

teur.

une variable de commande. Afin d’illustrer la performance de la méthode utilisée, un test

avec des mesures bruitées a été réalisé pour obtenir une DTC avec une autre taille moyenne

de 50 ∗10−6m. Ensuite et pour illustrer le cas réel, nous allons utiliser la température de

l’enveloppe de refroidissement à l’entrée Tj,in comme variable de commande au lieu de

la température du cristalliseur Tcr. La capacité de cette commande face à une perturbation

soudaine est également étudiée, ainsi qu’une comparaison avec le contrôleur PI classique.

3.3.1.3 Résultats de simulations

Figure. 3.12a et figure 3.12b montrent respectivement le profil de la température dans le

cristallisoir déterminé par l’iPI et l’évolution de la sursaturation en fonction du temps au

cours du processus de cristallisation ensemencé.

La figure 3.13 illustre les taux de nucléation et de croissance obtenus par cette stratégie de

refroidissement.

Les résultats de la simulation montrent qu’au début de la simulation, la solution est re-

froidie progressivement en diminuant la température du cristallisoir. Ainsi, la sursaturation

augmente et seul le taux de croissance a lieu pour consommer cette sursaturation afin d’ob-

tenir de plus gros cristaux. À 315s, le pic de sursaturation provoque un fort taux de crois-

sance, comme le montre figure 3.13c, ce qui implique que la sursaturation est consommée

en grande partie pour la croissance des cristaux qui existent. Le pic de nucléation primaire

très faible à 315s (8.22 ∗ 10−11) (voir figure 3.13a) est prévue car le mode avec ensemence-

ment sert à éviter l’apparition indésirable de germes spontanés par une nucléation primaire

qui peut conduire à une DTC bimodale non désirée.
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FIGURE 3.12 – (a) : Températures dans le cristallisoir, (b) : profile de la sursaturation.
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FIGURE 3.13 – (a) : La nucléation primaire, (b) : la nucléation secondaire, (c) : la croissance .

La croissance de la distribution ensemencée fait apparaître une nucléation secondaire qui

dépend de la sursaturation et de la concentration en solides. Donc il y une deuxième distri-

bution qui augmente au même temps que la distribution des semences (distribution bimo-

dale). Mais, en comparant les deux maximums de ces deux distributions, il est évident que la

deuxième distribution (générée par Rn2 avec un maximum de 14nb/(m3.s)) est négligeable

par rapport à celle des semences (maximale de 1012nb/(m3.s)).

Après 434s, la température du cristallisoir augmente, donc la nucléation secondaire dimi-
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nue, ce qui évite la génération d’une DTC bimodale.

La figure 3.14 représente les quatre moments de μ0, μ1, μ2 et μ3. Les μ0 et μ1 sont néces-

saires pour calculer la taille moyenne des particules données à la figure 3.15a.

Après environ 3000s, la taille moyenne des cristaux atteint la valeur moyenne désirée (voir

figure 3.15a) et la température du cristalliseur est maintenue constante à 303K.

Après les premières 4800s, la taille moyenne des cristaux continue de croître très lentement.

Le contrôleur iPI réagit donc pour maintenir la taille moyenne des cristaux à la valeur sou-
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FIGURE 3.14 – Simulation des variations temporelles de μ0, μ1, μ2 et μ3.
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procédure batch.
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haitée, en augmentant la température du crystallisoir (voir figure 3.12a). C’est le processus

de dissolution qui se produit à la place de Rn(t) et G(t). Ce comportement se produit dans

la région sous-saturée (C(t) < C(t) < Csat(t)), c’est pourquoi la valeur de sursaturation

est devenue négative (voir figure 3.12b après 4800s). Ceci indique la capacité du contrôleur

iPI à manipuler la température du cristallisoir afin de permettre la commutation entre la gé-

nération et la croissance du cristal (Rn(t) et G(t) (Eq. (2.15), Eq. (2.16) et Eq. (2.18)) et

la phase de dissolution (Eq. (2.22)) pour maintenir la taille moyenne du cristal à la valeur

désirée.

La figure 3.15b présente la DTC unimodale à la fin du processus de cristallisation avec la

taille moyenne arithmétique souhaitée de 60 ∗10−6m.

La représentation tridimensionnelle de la DTC unimodale obtenue par la stratégie proposée

est présentée à la figure 3.16.

La performance du contrôle proposé est illustrée par une simulation à la figure 3.17 en uti-

lisant une mesure bruitée avec une autre taille moyenne souhaitée de 50 ∗10−6m. Un bruit

gaussien avec une moyenne nulle est ajouté à la mesure, le contrôleur iPI parvient à suivre

avec succès la taille moyenne arithmétique souhaitée.

FIGURE 3.16 – Représentation tridimensionnel de la densité des nombres.

83



Chapitre 3. Estimation et contrôle du procédé de cristallisation

FIGURE 3.17 – (a) Température du cristalliseur Tcr avec bruit de mesure, (b) Profil de sursa-

turation, (c) la DTC à la fin de la procédure batch, (d) les variations temporelles de la taille

moyenne L.

Maintenant, pour tester la performance de la méthode utilisée, il est supposé qu’après 1000s

de l’atteinte de la sortie désirée, deux perturbations surviennent pour une autre taille moyenne

souhaitée de 40 ∗10−6m (figure 3.18).

La première perturbation consiste en une baisse de la température (de 303K à 301, 9K)
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FIGURE 3.18 – a) Température de cristallisation Tcr dans le cas de la perturbation, b) profil de

sursaturation, c) les variations temporelles de la taille moyenne numérique des cristaux, d) la

DTC à la fin de la simulation.
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pendant 100s. Comme le montre la figure 3.18, après la chute inattendue de la tempéra-

ture (après 2500s), la taille moyenne des cristaux dépasse la valeur souhaitée. Le contrôleur

iPI réagit afin de compenser cet écart en augmentant la température du cristallisoir pour

dissoudre les gros cristaux (le processus de dissolution) et réduire la taille moyenne des

cristaux jusqu’à la valeur souhaitée à 5359s.

La deuxième perturbation est introduite à 7000s, où Tcr augmente soudainement de 303K à

307, 8K pendant 100s.

Le contrôleur iPI réussit à amener la sortie à la valeur souhaitée. La DTC unimodale finale

avec une taille de cristal moyenne désirée de 40 ∗10−6m est montrée à la figure 3.18d.

Pour illustrer le cas réel, considérons maintenant la température de l’enveloppe de refroidis-

sement à l’entrée Tj,in comme variable de contrôle au lieu de la température du cristallisoir.

La figure 3.19a montre les différents profils de températures du réacteur (Tcr, Tj et Tj,in)

déterminés par le contrôle sans modèle et son iPI correspondant. Les profils de température

du cristallisoir Tcr et de la double enveloppe Tj sont généralement similaires au profil de

température du liquide de refroidissement à l’entrée de la double enveloppe (voir l’équation

du bilan thermique (Eq. (2.13) et Eq. (2.14)).

Au début du processus batch, le contrôleur iPI diminue Tj,in afin d’augmenter les niveaux

de sursaturation (voir figure 3.20). Le taux de croissance, le phénomène dominant, a lieu

pour consommer cette sursaturation et donc, la taille moyenne des cristaux atteint la valeur

désirée après environ 4000s (voir figure 3.21).
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FIGURE 3.19 – a) : Les différents profils de températures du réacteur (Tcr : pointillé ; Tj : solide ;

Tj,in : dashdot), b) : le profil de sursaturation.
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FIGURE 3.21 – (a) : Variations temporelles de la taille moyenne L, (b) : la DTC à la fin de la

procédure batch.

A 4280, lorsque la taille moyenne des cristaux dépasse la valeur souhaitée, l’iPI compense

cet écart en augmentant la température Tj,in pour dissoudre le gros cristal et réduire la taille

moyenne des cristaux jusqu’à la valeur souhaitée (le processus de dissolution).

La figure 3.22 montre que le contrôleur iPI est capable de suivre avec succès la taille

moyenne arithmétique souhaitée même en présence de bruit.
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FIGURE 3.22 – (a) Les différents profils de températures du réacteur (Tcr : pointillé ; Tj : solide ;

Tj,in : dashdot) avec bruit de mesure, (b) Profil de sursaturation, (c) la DTC à la fin de la

procédure batch, (d) les variations temporelles de la taille moyenne L.

La performance de la méthode proposée est illustrée par simulation à la figure 3.23. Suppo-

sons qu’il y a une chute de température pendant 100 secondes, après avoir atteint la sortie

désirée pendant quelques milliers de secondes. Lorsque la taille moyenne des cristaux dé-

passe la valeur souhaitée après la perturbation (à 3400s), le contrôleur iPI réagit afin de

compenser cet écart en augmentant la température du cristallisoir pour dissoudre les cris-

taux de grande taille.
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Pour la comparaison, le régulateur PI classique a été utilisé :

u(t) = Kp(L
∗ − L) + kI

∫
(L∗ − L)dt. (3.18)

La comparaison entre l’iPI et le contrôleur classique PI est illustrée dans les figures ci-

dessous, où la taille moyenne des cristaux doit atteindre la taille souhaitée de 60 ∗ 10−6m.

La figure 3.24 montre les profils des différentes températures dans le réacteur (Tcr, Tj et

Tj,in), le profil de sursaturation, les variations temporelles de la taille moyenne des cristaux

et le DTC à la fin du processus batch obtenues par les deux contrôleurs. Lorsque le proces-

sus de cristallisation en batch est contrôlé par l’iPI, la taille moyenne des cristaux atteint la

valeur souhaitée après environ 3500s. A 5250s, lorsque la taille moyenne des cristaux dé-

passe la valeur souhaitée, l’iPI compense cet écart en augmentant la température Tj,in pour

dissoudre le gros cristal et réduire la taille moyenne des cristaux jusqu’à la valeur souhaitée

(le processus de dissolution). Cependant, dans le cas d’un régulateur PI classique, la taille

moyenne des cristaux atteint la valeur souhaitée au bout de 3000s. Et, après environ 1000s,

la taille moyenne des cristaux dépasse la valeur désirée, mais le PI ne peut pas compen-

ser cet écart en raison de la non-linéarité et du modèle mathématique complexe du procédé

(l’entrée augmante au lieu de diminuer pour dissoudre le gros cristal).

La figure 3.25 montre que l’iPI fournit de bons résultats même si la sortie mesurée est cor-

rompue par le bruit. Cela démontre l’efficacité du contrôleur iPI par rapport à le PI classique.

La capacité du contrôleur iPI à rejeter les perturbations est montrée par simulation dans la
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FIGURE 3.23 – a) Les différents profils de températures du réacteur (Tcr : pointillé ; Tj : so-

lide ; Tj,in : dashdot) dans le cas de la perturbation, b) profil de sursaturation, c) les variations

temporelles de la taille moyenne numérique des cristaux, d) la DTC à la fin de la simulation.
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figure 3.26.
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FIGURE 3.24 – a) Les différents profils de températures du réacteur (Tcr : pointillé ; Tj : solide ;

Tj,in : dashdot), b) profil de sursaturation, c) les variations temporelles de la taille moyenne

numérique des cristaux, d) la DTC à la fin de la simulation.
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FIGURE 3.25 – a) Les différents profils de températures du réacteur (Tcr ; Tj et Tj,in), b) profil

de sursaturation, c) les variations temporelles de la taille moyenne numérique des cristaux, d) la

DTC à la fin de la simulation avec bruit de mesure (iPI : solide ; PI : pointillé).
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Nous supposons qu’il y aura une chute de température pendant 100 secondes, après 3600s.

Lorsque la taille moyenne des cristaux dépasse la valeur souhaitée après la perturbation (à

3600s), le contrôleur iPI réagit afin de compenser cet écart en augmentant la température

du cristallisoir pour dissoudre les gros cristaux. Cependant, le contrôleur PI ne peut pas

compenser cet écart et la taille moyenne des cristaux dépasse la valeur souhaitée.

L’avantage de l’iPI aussi est l’utilisation des même gains kP et kI même si l’on change

la taille moyenne souhaitée du cristal, ce qui n’est pas le cas pour les paramètres des PI

classiques.

3.3.2 Comparaison entre le P intelligent avec un filtre et le PI intelli-

gent avec mode glissant

3.3.2.1 Rappel de l’expression de la commande

• P intelligent avec un filtre

En se basant sur l’Eq. (1.85), où nous utilisons seulement un contrôleur proportionnel intel-

ligent avec y = L (taille moyenne des cristaux) et y∗ = L∗, nous avons :

u(k) = − [F (k)]est − L̇∗(k) + kP e(k)

α
(3.19)

La dérivée de L dans Eq. (3.19), L̇, est estimée numériquement à l’aide d’une dérivée de
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FIGURE 3.26 – a) Les différents profils de températures du réacteur (Tcr ; Tj et Tj,in), b) profil

de sursaturation, c) les variations temporelles de la taille moyenne numérique des cristaux, d) la

DTC à la fin de la simulation dans le cas de la perturbation (iPI : solide ; PI : pointillé).
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premier ordre plus un filtre passe-bas dont la fonction de transfert est décrite ci-dessous :

Hfilter =
Kfilters

1 + Tfilters
(3.20)

La structure de contrôle nécessite la taille moyenne des cristaux L, qui est supposée être

mesurée dans cette partie aussi. Comme déjà mentionné ci-dessus, en pratique, il faut un

observateur pour estimer μ0 et μ1 afin de déduire la valeur L. L’intégration de l’observateur

dans la boucle de contrôle donne le schéma bloc de la figure 3.27.

FIGURE 3.27 – Schéma bloc de la commande sans modèle aevec un P intelligent et un observa-

teur.

• PI intelligent avec mode glissant

Pour y = L, l’expression d’entrée Eq. (3.21) devient :

u =
1

α
(− [F (k)]est + L̇∗ − e(k)

T
− E − η

αT
sat(σ(k), ε)) (3.21)

L’intégration de l’observateur dans la boucle de contrôle (figure 1.6) donne le schéma bloc

de la figure 3.28.

3.3.2.2 Résultats de simulations

La taille moyenne souhaitée L∗ est de 60 ∗ 10−6m. Ici, la trajectoire de référence considérée

est la réponse d’un système de deuxième ordre à un échelon.

91



Chapitre 3. Estimation et contrôle du procédé de cristallisation

FIGURE 3.28 – Schéma bloc de la commande iPISMC avec observateur.

Pour comparer l’iP et l’iPISMC, quatre différents scénarios ont été étudiés. Pour le premier

scénario, les deux lois de contrôle sont comparées sans qu’aucune perturbation ou mesure

bruitée ne soit considérée. Pour le second scénario, le cas où des perturbations soudaines se

produisent est évoqué. Le troisième scénario compare les performances des deux contrôles

proposés par rapport à la sensibilité aux paramètres. Pour le quatrième scénario, les perfor-

mances de deux structures de la commande sans modèle sont comparées en utilisant des

mesures bruitées.

• Premier scénario

La figure 3.29 illustre la comparaison entre le contrôleur iP (ligne complète) et le contrô-

leur iPISMC (ligne pointillée). Dans cette figure, les différents profils de températures du

réacteur (Tcr, Tj et Tj,in), le profil de la sursaturation, les variations temporelles du nombre

moyen de cristaux et la DTC à la fin du processus batch des deux contrôleurs sont représen-

tés.

Pendant environ 37min, en utilisant les deux contrôleurs, les courbes de la taille moyenne

des cristaux sont au dessous de la référence mais elles sont proches de celle-ci sans toutefois

atteindre cette trajectoire souhaitée (figure 3.29c). Nous pouvons constater que la sortie don-

née par l’iP est un peu plus proche de la référence que celle de l’iPISMC. Ensuite, pendant

5min, l’iPISMC se rapproche un peu plus de la référence que l’iP, mais elle est toujours in-

férieure à la référence. Après cela, et pendant 10min, les deux tailles moyennes de cristaux

92



Chapitre 3. Estimation et contrôle du procédé de cristallisation

0 20 40 60 80 100 120 140
275

280

285

290

295

300

305

Time(min)

Te
m

pe
ra

tu
re

(K
)

Tcr Tj Tj,in

0 20 40 60 80 100 120 140
−0.5

0

0.5

1

1.5

Time(min)

Su
pe

rs
at

ur
at

io
n

iP IPSMC

0 20 40 60 80 100 120 140

2

4

6

8
x 10−5

Time(min)

L(
m

)

LiP Desired L LIPSMC

0 1 2 3 4 5 6 7 8
x 10−5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 1015

CSD([nb]\m\m^3)

L(
m

)

iP IPSMC

(b)

(c)

(a)

(d)

FIGURE 3.29 – (a) : Températures dans le cristallisoir, (b) : profile de la sursaturation, (c) : taille

moyenne de cristal et (d) : la DCT à la fin du batch process. (iP : ligne continue ; iPISMC : ligne

pointillée) pour le premier scénario.

données par chaque contrôleur dépassent la courbe de référence. L’iPISMC permet d’at-

teindre la courbe de référence vers 55min sans aucune erreur. Alors que l’iP peut atteindre

cet objectif qu’après 15 min plus tard (70 min) avec un petit écart par rapport à L∗.

Cette différence est due aux différences entre les profils de température (figure 3.29a).

Nous voyons que Tj,in qui résulte de par l’iP diminue un peu plus vite que celle donnée

par l’iPISMC, pendant environ 32 min. Ceci afin d’augmenter le niveau de sursaturation

(figure 3.29b), qui est la force motrice responsable de la génération des phénomènes ciné-

tiques de la figure 3.30. Dans le cas des deux contrôleurs, et après environ 14 min, le pic

de sursaturation conduit à un taux de croissance élevé, comme le montre la figure 3.30d, ce

qui signifie que la majorité de la sursaturation est absorbée par les cristaux existants pour

croître. Le taux de croissance dans le cas de l’iP est un peu plus élevé que celui de l’iPISMC.

Cela explique pourquoi le résultat donné par l’iP est un peu plus proche de la référence par

rapport à iPISMC.

Comme prévu dans le cas du mode par ensemencement, le taux de nucléation primaire est

négligeable (voir figure 3.30a). Cela permet d’éviter la génération de germes spontanés in-

désirables (qui pourraient conduire à la formation d’une DTC bimodale). En raison de la

croissance de la distribution des semences, la nucléation secondaire qui dépend à la fois de

la sursaturation et de la concentration des solides se produit. Les pics de Rn2 (à 17 min), sont
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FIGURE 3.30 – (a) : La nucléation primaire, (b) : la nucléation secondaire, (c) : la croissance

(iP : ligne continue ; iPISMC : ligne pointillée) pour le premier scénario.

3599 nb/(m3.min)(iP) et 2795 nb/(m3.min)(iPISMC), ce qui signifie qu’en même temps

que la distribution des semences croît, une seconde distribution va aussi croitre (distribution

bimodale). Néanmoins, si nous comparons les deux maximums de ces deux distributions,

nous constatons que la deuxième distribution qui a un maximum de 3599 nb/(m3.min) (iP)

(2795 nb/(m3.min)(iPISMC)), est négligeable comparé au maximum de la distribution en

semence de 2.104 ∗ 1015nb/(m3.min)) (figure 3.29d). Après 17 min, les supersaturations

(iP et iPISMC) diminuent (figure 3.29b), donc les nucléations secondaires diminuent, et

ainsi la génération d’un DTC bimodal est évitée.

De 32 min à 37 min, Tj,in donnée par l’iPISMC diminue plus rapidement que l’iP. Ainsi,

le niveau de sursaturation donné par l’iPISMC est légèrement supérieur à celui de l’iP et au

taux de croissance. C’est pourquoi, la courbe iPISMC est un peu plus proche de la référence

par rapport à l’iP.

A environ 39 min, les courbes de taille moyenne des cristaux (iP et iPISMC) dépassent la

valeur désirée. Pour compenser cet écart, les deux régulateurs augmentent la température

du liquide de refroidissement à l’entrée de la double enveloppe Tj,in afin de dissoudre les

cristaux de plus grande taille et donc de ramener la taille moyenne à la valeur de référence

(le processus de dissolution). L’iPISMC augmente rapidement la Tj,in, ce qui amène la sor-

tie à la courbe de référence à environ 55 min sans aucune erreur. Après cela, Tj,in devient

constant pour conserver la taille moyenne de cristal désirée. La température du cristallisoir
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reste stable (voir figure 3.29a) et par conséquent, la force motrice est ramenée à zéro. Par

conséquent, il n’y a pas de croissance ni de nucléation. Néanmoins, dans le cas de l’iP, Tj,in

augmente lentement et la sortie atteint la référence à environ 70 min avec une petite erreur.

Pour compenser cette erreur, la température diminue (processus de croissance) et augmente

(processus de dissolution) pour obtenir la courbe souhaitée de L∗. En résumé, l’iP était lé-

gèrement meilleur que l’iPISMC au début de la simulation, mais après environ 40 min,

l’iPISMC est devenu un peu meilleur. C’est pourquoi, nous allons comparer les valeurs des

deux indices de performance suivants calculés pour les deux structures de la commande sans

modéle (Willmott and Matsuura (2005)) :

MAE =
1

n

n∑
k=1

|ek| (3.22)

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
k=1

e2k (3.23)

Où MAE et RMSE sont respectivement l’erreur absolue moyenne (the mean absolute error,

Tableau 3.3 – MAE et RMSE dans le premier scénario.

MAE RMSE

iP 1.0722e-06 1.1951e-06

iPISMC 2.2848e-06 2.7872e-06

en anglais) et l’erreur quadratique moyenne (the root mean square error, en anglais). ek est

l’erreur de suivi à chaque période d’échantillonnage k, et n est le temps de simulation (120

min).

Les résultats relatifs à la MAE et à la RMSE sont présentés dans le tableau. (3.3). Ils

montrent que les meilleurs indices de performance sont ceux de la structure iP. Dans les

deux cas, les valeurs obtenues par l’iP sont deux fois inférieures.

• Second scénario

La capabilité de rejeter les perturbations est illustrée par la simulation dans la figure 3.31,

dans les deux cas des deux approches proposées. Après une heure, nous supposons qu’il y

a une augmentation brusque de la température (perturbation) durant 5 min. Comme illus-

tré dans la figure 3.31a, après une augmentation soudaine de la température (de 60 min

à 65 min), les contrôleurs iP et iPISMC réduisent le Tj,in. L’iP diminue lentement cette

température, ce qui conduit à un phénomène de dissolution, comme le montre la figure
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Tableau 3.4 – MAE et RMSE dans le cas du deuxième scénario.

MAE RMSE

iP 1.1252e-06 2.2937e-06

iPISMC 1.2049e-06 2.7876e-06

3.31b (graphique magenta). C’est pourquoi la taille moyenne des cristaux atteint le L dé-

siré avec une petite erreur. L’iPISMC diminue rapidement la température (en respectant les

contraintes imposées par l’Eq. (3.12)) pour mieux compenser les perturbations jusqu’à 75

min. Ensuite, la température décroît très lentement jusqu’à ce que la sortie rejoint L∗.

Si nous nous concentrons seulement sur le profil des courbes, nous pouvons dire que l’iPISMC

est plus robuste aux perturbations par rapport à l’iP. Toutefois, les résultats relatifs au MAE

et au RMSE (tableau. 3.4) montrent que les meilleurs indices de performance sont ceux

réalisés par la structure iP.

• Troisième scénario

La capacité des approches proposées dans le cas de la sensibilité aux paramètres est illustrée

par la simulation dans figure3.32− figure 3.35. En pratique, les paramètres de la nucléation

et de la croissance sont obtenus à partir de résultats expérimentaux dans des conditions

environnementales idéales. Cependant, les paramètres de la cinétique de la nucléation sont

sensibles à l’environnement, ce qui rend difficile la connaissance de ces parametres avec
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FIGURE 3.31 – (a) : Températures dans le cristallisoir, (b) : profile de la sursaturation, (c) : taille

moyenne de cristal et (d) : la DCT à la fin de la cristallisation. (iP : ligne continue ; iPISMC :

ligne pointillée) dans le cas du deuxième scénario.
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precision. Il est donc important d’analyser la sensibilité de ces paramètres. Pour cela, le

procédé est simulé en utilisant les deux contrôleurs proposés avec ±10%θ, où θ présente

les paramètres nominaux de la nucléation θ = [aN1, bN1, KN2, IN2]. Tel qu’illustré dans la

figure 3.33 (cas de +10%θ), les courbes des phénomènes cinétiques montrées dans cette

figure sont différentes de celles données dans la figure 3.30. Mais, la même variation est

observée dans la figure 3.29 et la figure 3.32. Et les résultats relatifs au MAE et au RMSE

(tableau. (3.5)) montrent à nouveau que les meilleurs indices de performance ont été atteints

par la structure iP.

Dans la figure 3.34 et la figure 3.35, pour le cas de −10%θ, les résultats relatifs au RMSE
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FIGURE 3.32 – (a) : Températures dans le cristallisoir, (b) : profile de la sursaturation, (c) : taille

moyenne de cristal et (d) : la DCT à la fin du batch process. (iP : ligne continue ; iPISMC : ligne

pointillée) dans le cas du troisième scénario (+10%θ).

et au MAE montrent également que les meilleurs indices de performance ont été obtenus

par la structure iP (tableau. 3.6).

Tableau 3.5 – MAE et RMSE dans le troisième scénario (+10%θ).

MAE RMSE

iP 1.0724e-06 2.2849e-06

iPISMC 1.1950e-06 2.7871e-06
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FIGURE 3.33 – (a) : La nucléation primaire, (b) : la nucléation secondaire, (c) : la croissance

(iP : ligne continue ; iPISMC : ligne pointillée) dans le cas du troisième scénario (+10%θ).

Tableau 3.6 – MAE et RMSE dans le troisième scénario (−10%θ).

MAE RMSE

iP 1.0721e-06 2.2848e-06

iPISMC 1.1950e-06 2.7870e-06
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FIGURE 3.34 – (a) : Températures dans le cristallisoir, (b) : profile de la sursaturation, (c) : taille

moyenne de cristal et (d) : la DCT à la fin du batch process. (iP : ligne continue ; iPISMC : ligne

pointillée) dans le cas du troisième scénario (−10%θ).
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FIGURE 3.35 – (a) : La nucléation primaire, (b) : la nucléation secondaire, (c) : la croissance

(iP : ligne continue ; iPISMC : ligne pointillée) dans le cas du troisième scénario (−10%θ).
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• Quatrième scénario

Dans la figure 3.36, la sortie mesurée est corrompue par le bruit. Dans ce cas également, les

résultats relatifs au RMSE et au MAE montrent que les meilleurs indices de performance

sont réalisés par la structure iP (voir tableau. 3.7).

Différents scénarios ont été réalisés afin de tester les performances des deux structures de

contrôle (sans perturbations ou mesures bruitées, en cas de perturbations soudaines, en cas

de sensibilité des paramètres et en cas d’utilisation de mesures bruitées). L’iP présente de

meilleures performances en termes d’erreur absolue moyenne (MAE) et d’erreur quadra-

tique moyenne (RMSE). L’iP présente d’autres avantages par rapport à l’iPISMC comme

la simplicité d’implémentation et la facilité de structure, mais aussi moins de paramètres à

régler (un paramètre kP en iP seulement).
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FIGURE 3.36 – (a) : Températures dans le cristallisoir, (b) : profile de la sursaturation, (c) : taille

moyenne de cristal et (d) : la DCT à la fin de la cristallisation. (iP : ligne continue ; iPISMC :

ligne pointillée) dans le cas du quatrième scénario.

Tableau 3.7 – MAE et RMSE dans le quatrième scénario.

MAE RMSE

iP 1.2676e-06e 2.4748e-06

iPISMC 1.6373e-06 2.5081e-06
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3.4 Conclusion

L’une des principales contributions de notre travail concerne l’estimation des moments μ3,

μ2, μ1 et μ0 en utilisant seulement les mesures de la température et de la concentration.

Les simulations montrent que les trois observateurs en cascade que nous avons utilisés per-

mettent de bien estimer ces moments. Ensuite, les moments estimés servant à déterminer la

taille moyenne de la DTC.

Les différents résultats des simulations obtenus l’ors de l’application de différentes struc-

tures de la commande sans modèle ont été présentés dans la partie controle. Et comme cas

d’étude, un procédé de cristallisation d’acide adipique en batch par ensemencement d’acide

adipique est utilisé. Les simulations montrent l’efficacité du PI intelligent pour assurer une

DTC final unimodal et étroite avec la taille moyenne désirée dans le cas où a température

dans le cristallisoir Tcr est la variable de contrôle puis quand Tj,in est considérée comme

variable de commande pour illustrer le cas réel. Le cas de perturbation et la cas où il y

des mesures bruitées ont été aussi étudiés pour montrer l’efficacité de l’iPI qui donne de

meilleures performances que le PI classique.

Pour garantir la convergence, une deuxième version de MFC qui était proposée par (Pre-

cup (2017)) est appliquée aussi dans ce travail. Et nous avons comparé cette version avec

le iP. Dans ce cas, différents scénarios ont été testés afin de comparer les performances des

deux structures de contrôle (sans perturbations ni mesures bruitées, en cas de perturbations

soudaines, en cas de sensibilité des paramètres et en utilisant une mesure bruitées). Dans

tous ces cas, l’iP présente de meilleures performances en termes d’erreur absolue moyenne

(MAE) et d’erreur quadratique moyenne (RMSE). L’iP présente d’autres avantages par rap-

port à l’iPISMC comme une implémentation plus facile, une structure plus simple et moins

de paramètres à régler (un seul paramètre kP pour l’iP).
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Introduction

Le polylactide (PLA) fait partie de la famille des polymères biodégradables. Le caractère

biodégradable du PLA a d’abord retenu l’attention du monde médical comme par exemple

pour la fabrication de fils de suture et d’implants résorbables (P Pawar et al. (2014)), (Auras

et al. (2004)). Bien que la production de PLA à partir de ressources fossiles soit réalisée

à l’échelle industrielle dès les années 1970 ((Lunt (1998)), (Lunt and Shafer (2000))), le

PLA biosourcé, obtenu à partir de matières premières provenant de biomasse, a néanmoins

connu son essor commercial le plus important en 2002 (Lunt and Shafer (2000)). Nature-

Works LLC (une filiale de Cargill Dow LLC) a produit 140 000 tonnes métriques de PLA

biosourcée en 2002. L’étude des caractéristiques de ce polymère ((Agarwal et al. (1998)),

(Vroman and Tighzert (2009)), (Shah et al. (2008)) ainsi que la modélisation du procédé de

production de PLA ((Carothers et al. (1932)), (Lunt (1998)), (Yu et al. (2009)), (Yu et al.

(2011)) ont fait l’objet des nombreux travaux.

Vu que cette réaction est très sensible aux impuretés, une stratégie de commande est cruciale

pour rétablir les conditions nominales en cas de dérive. Jusqu’à présent, les techniques de

commande d’automatique avancées ne sont pas utilisées pour contrôler ce procédé de po-

lymérisation. Cela nous a motivés pour proposer des stratégies de commande autres que le

PI qui était utilisé par (Costa and Trommsdorff (2016)). Le procédé considéré est constitué

d’un réacteur tubulaire suivi d’un réacteur en boucle puis d’un autre tubulaire. Le modèle

est décrit par des équations aux dérivées partielles et la commande se fait aux frontières, en

manipulant le débit d’ajout de catalyseur et de co-catalyseur.

Deux méthodes seront proposées dans cette thèse :

1) D’abord, une méthode d’optimisation a été développée qui prend en compte les

contraintes sur les entrées, le retard dû au fait que le procédé est distribué, la nonli-

néarité du modèle et surtout le couplage entre les entrées qui s’est avéré très impor-

tant. Cependant, cette stratégie nécessite une très bonne connaissance des équations

et des paramètres du modèle et que la perturbation soit mesurée. Ce qui est n’est pas

toujours le cas.

2) Donc, pour prendre en compte ces erreurs de modélisation, nous allons utiliser la

commande prédictive. Cette commande est reconnue par sa capacité à manipuler les

procédés MIMO avec une dynamique couplée et sous contrainte.
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Dans ce chapitre, nous allons d’abord présenter le procédé de polymérisation par ouverture

de cycle du lactide afin de synthétiser de l’acide polylactique (PLA). Ensuite, nous allons

donner le modèle utilisé. La troisième partie sera dédiée à la stratégie d’optimisation : for-

mulation mathématique de l’optimisation et les résultats de simulations. Le principe de la

commande prédictive ainsi que les résultats de simulations obtenus par cette stratégie seront

exposeés dans la quatrième partie.

4.1 Procédé de polymérisation par ouverture de cycle du

lactide

4.1.1 Mécanisme de production de l’acide polylactique

4.1.1.1 Le monomère lactique

L’unité monomère du l’acide polylactique (polylactic acid en anglais (PLA)) est l’acide

lactique (LA). La formule chimique de l’acide lactique est C3H6O3 et il se présente sous

deux formes, Acide L-lactique et Acide D-Lactique (Garlotta (2001)), (Auras et al. (2004)).

Bien qu’il peut être obtenu par une synthèse à partir de ressources fossiles, l’acide lactique

est produit, dans la majorité des cas, par la fermentation d’une matière première telle que

l’amidon de maïs, l’amidon de tapioca ou bien le sucrose (il s’agit alors d’un acide lactique

biosourcé) (Lunt (1998)), (Gupta et al. (2007)). Selon le microorganisme utilisé durant la

procédure de fermentation de l’acide l’actique, nous obtenons soit l’acide L-lactique ou

bien l’acide D-lactique (Nampoothiri et al. (2010)). Néanmoins, même si l’acide D-lactique

est disponible commercialement, sa production est limitée vu le coût très élevé (Narayanan

et al. (2004)).

4.1.1.2 Polycondensation de l’acide lactique

La synthèse du PLA peut se faire par une polycondensation de l’acide lactique. Ce dernier

possède à la fois un groupe acide carboxylique et un groupe hydroxyle. Alors, la réaction

d’auto-estérification d’un groupe hydroxyle d’une molécule d’acide lactique sur le groupe

acide d’une autre donne une jonction ester tout en produisant une molécule d’eau. La po-

lycondensation de l’acide lactique est basée sur cette réaction d’auto-estérification où les

monomères de l’acide lactique réagissent ensemble et forment de plus longues chaînes tout

en produisant aussi des molécules d’eau (Bawa and Oh (2017)) (voir figure 4.1).
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FIGURE 4.1 – Schéma de la polycondensation de l’acide lactique (Vu et al. (2005)).

L’eau est un produit secondaire de la réaction et doit être éliminée du mélange réactionnel

afin de déplacer l’équilibre chimique vers le côté droit de la réaction et favoriser sa poly-

condensation. Généralement, le polymère obtenu par polycondensation est de faible masse

molaire (appelé oligomère), en raison des difficultés d’élimination de l’eau libérée. Plus la

masse molaire des polymères (Mw) augmente, plus la viscosité du mélange augmente et

plus il devient difficile d’éliminer l’eau et seul le polymère à faible Mw peut être produit par

cette méthode (Hu et al. (2016)), (Sanglard et al. (2012)).

Pour pallier ce problème, différents procédés ont été développés afin de produire de PLA

avec une masse molaires élevée (Jacobson and Stockmayer (1950)), (Ichikawa et al. (1995)),

(Xavier et al. (2010)). Une méthode largement utilisée dans le monde industriel est la po-

lymérisation par ouverture de cycle (Ring-Opening Polymerization en anglais (ROP)) du

Lactide. Cette stratégie consiste d’abord à produire par une dépolymérisation catalytique

de l’oligomère d’acide lactique, un produit intermédiaire appelé Lactide (LT) (Vink et al.

(2003)), (Nampoothiri et al. (2010)), (Hu et al. (2016)). Le lactide est ensuite purifié et puis

polymérisé en PLA à masse molaire élevée par une polymérisation par ouverture de cycle

(ROP). La ROP du lactide utilise un catalyseur (dit aussi amorceur), dont le plus utilisé est

l’octanoate d’étain (SnOct2), avec une substance contenant l’hydroxyle agissant comme co-

catalyseur et comme agent de transfert de chaîne. Cela permet de synthétiser de PLA de très

grandes masses molaires (Pretula et al. (2016)), (Dubey (2016)). Nous allons décrire plus

en détail dans le paragraphe suivant la méthode de polymérisation par ouverture de cycle du

lactide vu que c’est celle que nous avons utilisé pour ce travail.

4.1.1.3 Polymérisation par ouverture de cycle du lactide

Afin d’obtenir le monomère de Lactide, une dépolymérisation catalytique de l’oligomère

d’acide lactique doit être effectuée. Cette procédure s’effectue généralement sous vide et à

l’aide d’un catalyseur stanneux (carboxylate de Sn(II)), ou bien un alcoolate) (Chamberlain

et al. (2001)), (Amgoune et al. (2006)). Une dernière étape de purification, soit par distil-

lation sous vide (sublimation) ou par recristallisation, est nécessaire afin d’éliminer toute
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FIGURE 4.2 – Synthèse du Lactide (Maudoux (2014)).

impureté accumulée durant ce procédé (eau, acide lactique, etc). Le lactide existe sous trois

formes différentes, L-lactide, D-lactide et méso-lactide, qui sont représentées à la figure 4.2.

Pour plus de détails sur la dépolymérisation, le lecteur pourra lire (Hiltunen et al. (1997)),

(Achmad et al. (2009)), (Noda and Okuyama (1999)). Différents mécanismes interviennent

dans la polymérisation par ouverture de cycle du lactide. Ces mécanismes dépendent des es-

pèces catalytiques utilisées et des conditions de la réaction. La ROP du lactide catalysé par

le Sn(II)2 éthylhexanoate (noté SnOct2) a été investiguée par plusieurs chercheurs qui ont

proposé différents mécanismes pour amorcer une chaîne, tels que : initiation au alkoxyde

(Kowalski et al. (2000)), activation par monomère (Kricheldorf et al. (2000)) et initiation

cationique (Schwach et al. (1997)). Une discussion détaillée de tous ces mécanismes est

présentée dans l’étude de (Biopolymers-Polyesters (2002)). Le plus largement utilisé est

le mécanisme de l’alkoxyde, où l’octoate stanneux réagit avec les espèces portant l’OH

(OH − X) pour former un alkoxyde qui est l’espèce initiateur de la polymérisation. Sur

la base d’une telle étape d’initiation, plusieurs schémas de modèle cinétique de la polymé-

risation ont été développés (Biopolymers-Polyesters (2002)), (Yu et al. (2009)), (Yu et al.

(2011)). Le schéma cinétique considéré dans cette étude est celui proposé par (Yu et al.

(2011)). Il est présenté dans la figure 4.3 et il est brièvement discuté dans ce paragraphe.

Le schéma cinétique comporte quatre types de réactions réversibles :

1. Activation de catalyseur : toutes les espèces ayant un groupe OH sont capables

d’activer de manière réversible le catalyseur pour obtenir les groupes alcoxyde actifs.

Ainsi, la première réaction présente la réaction entre le catalyseur (C) et une chaîne

dormante (Dn) à terminaison hydroxyle (l’espèce représentée par HO-(LA)n-H (Ko-
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FIGURE 4.3 – Mécanismes de synthèse de polylactide (Costa and Trommsdorff (2016)).

walski et al. (2000)) pour donner des chaînes actives (ou vivantes) de propagation

(Rn) (représente toutes les espèces contenant l’alkoxyde) et des espèces acides (A).

La vitesse d’activation de cette réaction est plus lente que celle de la désactivation.

2. Propagation : la deuxième réaction est une réaction de propagation réversible où

les chaînes actives réagissent avec le monomère (M) ce qui affecte la longueur des

chaînes actives. Les valeurs correspondantes des coefficients de rendement (kp et kd)

sont supposées indépendantes de la longueur de la chaîne (Yu et al. (2009)).

3. Transfert de chaînes : les chaînes actives peuvent être désactivées par les chaînes

dormantes par le mécanisme réversible de transfert de chaîne. Ce procédé est pris en

compte dans le modèle pour prédire correctement l’évolution de la masse molaire.

4. Transestérification : l’étape de transestérification est responsable du remaniement

de la chaîne et l’élargissement de la distribution de la masse molaire.

Dans des conditions industrielles appropriées, la concentration de l’espèce dormante à ter-

minaison hydroxyle (Dn), qui agit également comme agent de transfert de chaîne, est beau-

coup plus élevée que celle de l’espèce active (Dn >>> Rn). Par conséquent, la masse

molaire finale du polymère est inversement proportionnelle à la somme de tous les Dn.
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Ainsi, en pratique, la concentration des fonctionnalités hydroxyle dans le système est ajus-

tée afin de produire le poids molaire souhaité, tandis que la vitesse de réaction, par exemple

la vitesse de conversion dans les réacteurs, est contrôlée en introduisant la quantité adéquate

de catalyseur dans le système.

4.1.2 Le modèle utilisé

Le procédé considéré dans cette étude comprend trois sections avec différents types de réac-

teurs (figure 4.4) : un premier réacteur tubulaire de pré-polymérisation (R1), puis un réacteur

en boucle (R2) et le dernier est aussi un réacteur tubulaire (R3).

Le réacteur en boucle (avec un taux de recirculation de 10) permet d’améliorer le mixage

comparé aux réacteurs tubulaires mais avec le même rapport surface/volume, ce qui permet

un bon contrôle de la température du réacteur. Le temps de séjour de ce réacteur est compa-

rable à celui d’un réacteur à cuve agitée continue. Dans les conditions considérées, le temps

de séjour à l’intérieur du réacteur en boucle est tR2 = 1h. Les volumes des deux autres

réacteurs sont calculés en fonction du volume du réacteur en boucle (R2), et donc de leurs

temps de séjour (Tab. 4.1). Par conséquent, la principale augmentation du rendement ainsi

que de la masse molaire du polymère se produit au niveau du réacteur en boucle.

• Bilan de matière

Chaque réacteur a été modélisé par une unité isotherme avec des profils de concentration

radiaux plats. La réaction est effectuée en bulk. Les bilans de matière du catalyseur C, de

l’acide A et du monomère M sont décrits comme suit (Costa and Trommsdorff (2016)), en

utilisant le schéma cinétique de la ROP du lactide (figure 4.3) :

∂C

∂t
= −ν

∂C

∂x
− ka1μ0C + ka2λ0A (4.1)

FIGURE 4.4 – Synthèse de polylactide (Costa and Trommsdorff (2016)).
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∂A

∂t
= −ν

∂A

∂x
+ ka1μ0C − ka2λ0A (4.2)

∂M

∂t
∼= −ν

∂M

∂x
− kPλ0M + kdλ0 (4.3)

La masse molaire du polymère se calcule en appliquant la méthode des moments à la distri-

bution de la longueur des chaînes de polymères vivantes et dormantes. Les quatre premiers

moments des chaînes actives (λi) et dormantes (μi) sont respectivement donnés par :

∂λ0

∂t
= −ν

∂λ0

∂x
+ ka1μ0C − ka2λ0A (4.4)

∂λ1

∂t
= −ν ∂λ1

∂x
+ ka1μ1C − ka2λ1A+ 2kPλ0M − 2kdλ0 − ksλ1μ0 + ksλ0μ1

−ktλ1(μ1 − μ0) +
1
2
ktλ0(μ2 − μ1)

(4.5)

∂λ2

∂t
= −ν ∂λ2

∂x
+ ka1μ2C − ka2λ2A+ 4kP (λ0 + λ1)M + 4kd(λ0 − λ1)− ksλ2μ0

+ksλ0μ2 +
1
3
ktλ0(λ1 − λ3) + ktλ1(λ2 − λ1)− ktλ2(μ1 − μ0)

+1
6
ktλ0(2μ3 − 3μ2 + μ1)

(4.6)

∂μ0

∂t
= −ν

∂μ0

∂x
− ka1μ0C + ka2λ0A (4.7)

∂μ1

∂t
= −ν ∂μ1

∂x
− ka1μ1C + ka2λ1A+ ksλ1μ0 − ksλ0μ1 + ktλ1(μ1 − μ0)

−1
2
ktλ0(μ2 − μ1)

(4.8)

∂μ2

∂t
= −ν ∂μ2

∂x
− ka1μ2C + ka2λ2A+ ksλ2μ0 − ksλ0μ2 + ktλ2(μ1 − μ0)

+ktλ1(μ2 − μ1) +
1
6
ktλ0(−4μ3 + 3μ2 + μ1)

(4.9)

λ3 =
λ2(2λ2λ0 − λ2

1)

λ1λ0

(4.10)
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μ3 =
μ2(2μ2μ0 − μ2

1)

μ1μ0

(4.11)

Où ν représente la vitesse linéaire, ka1 et ka2 sont respectivement les constantes de vitesse de

réaction d’activation et de désactivation du catalyseur, kd, kP , ks et kt sont respectivement

les constantes de vitesse de réaction de dépropagation, propagation, de la chaîne réversible

de transfert et de transestérification.

La masse molaire des polymères, Mw, peut être déterminée à partir des moments vivants et

dormants selon la formule suivante :

Mw =
MM

2

λ2 + μ2

λ1 + μ1

(4.12)

où MM est la masse molaire du monomère.

Le facteur 1/2 de l’Eq. (4.12) est dû au fait que la moitié du lactide est l’unité répétitive

considérée dans le schéma cinétique (voir la réaction de propagation dans la figure 4.3).

La pression adimensionnelle du réacteur, Φ, est donnée par :

∂Φ

∂x
= − 1

L

η

ηref
(4.13)

Où le rapport de la viscosité, η, sur la viscosité de référence, ηref , est défini par :

η

ηref
= − 1

L
Xc1

(
Mw

Mw,ref

)c2

exp

(
E

R

(
1

T
− 1

Tref

))
(4.14)

où L est la longueur du réacteur, Mw,ref est la masse molaire du polymère de référence, R

est la constante universelle des gaz, T est la température, Tref est la température de réfé-

rence et c1 et c2 sont des constantes.

• Conditions initiales et conditions aux limites

Nous avons supposé que les réacteurs sont initialement remplis de monomère. Ainsi, la

concentration initiale de monomère est de M(x, t = 0) = ρM/MM , et toutes les autres

concentrations sont égales à zéro.

Les conditions aux limites comprennent les débits d’entrée des monomères, du catalyseur,

du co-catalyseur, de l’acide et de l’hydroxyle (les impuretés).
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La concentration du catalyseur à l’entrée est égale à (Costa and Trommsdorff (2016)) :

M(x = 0, t) =
ρM
MM

(4.15)

C(x = 0, t) =
2ppmcatρcat
106Mcat

(4.16)

où ppmcat est la partie par million du catalyseur stanneux octoate utilisé en alimentation,

Mcat est la masse molaire du catalyseur et x est la coordonnée axiale.

La concentration d’acide dans le monomère lactide à l’entrée est donnée par (impuretés du

lactide) :

A(x = 0, t) =
meqCOOHρM

106
(4.17)

où meqCOOH est le nombre de millimoles de groupes fonctionnels acides par kg à l’alimen-

tation.

Nous supposons que le monomère peut comprendre à la fois des acides et des impuretés

hydroxylées, et que la proportion d’impuretés hydroxylées par rapport aux impuretés acides

est égale à α. Ces impuretés contribuent à la formation d’espèces dormantes comme suit :

μ0(x = 0, t) =
(meqROH + αmeqCOOH)ρM

106
(4.18)

où meqROH est la concentration de toutes les espèces contenant des groupes OH agissant

comme co-catalyseur.

Cette hypothèse est réaliste si nous considérons qu’au moins une fraction des espèces acides

présentes dans le lactide sont l’acide lactique et/ou ses oligomères, et qui contiennent les

deux types de groupes fonctionnels. De cette façon, le modèle peut reproduire, de façon plus

réaliste, l’impact des variations des contaminants monomères sur le procédé. Les paramètres

utilisés dans cette simulation sont indiquées dans Tab. 4.1.
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Tableau 4.1 – Valeurs des paramètres du procédé ROP (Costa and Trommsdorff (2016))

kp = 2.06108[Lmol−1s−1]exp
(
−63244[jmol−1]

RT

)

kd = kpMeq =
ρ

MM
exp
(
ΔH
RT − ΔS

R

)

ka1 = 1000kp

keq = 1.45105exp
(
−50125[jmol−1]

RT

)

ka2 = ka1
keq

, ks = 1000kp

MM = 144.13gmol−1, Mcat = 405gmol−1

ρ = 1145[gL−1]
1+0.000739(T−423.14[K])

ΔH = −23300Jmol−1, ΔS = −22Jmol−1K−1

c1 = 8, c2 = 3.4, r = 10, α = 0.5

E = 77 900 J mol−1

MW,ref = 100000gmol−1

Tref = 448K

tReactor−2 = 3600s

VReactor−1 = 0.25VReactor−2

VReactor−3 = VReactor−2

TReactor−1 = 448.14K

TReactor−2 = 448.14K

TReactor−3 = 463.14K
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4.1.3 Résolution des Equations aux Dérivées Partielles

Les équations aux dérivées partielles sont discrétisées en utilisant la méthode des différences

finies (Afsi et al. (2018)), (Afsi et al. (2016)). Les deux réacteurs tubulaires ont été discré-

tisés en utilisant Ng = 30 points de discrétisation (Costa and Trommsdorff (2016)), tandis

que le réacteur en boucle a été approximé par un réacteur en cuve agité. La discrétisation

conduit par exemple au terme convectif suivant pour l’équation du catalyseur :

− ν
∂C

∂x
= Ng

ΔC

tR
(4.19)

Le même principe de traitement est appliqué aux autres équations (4.1) - (4.11).

4.1.4 Objectif de contrôle

Les principales caractéristiques pour l’industrie de la polymérisation par ouverture de cycle

du lactide sont la masse molaire du polymère et la conversion du monomère, qui doivent être

maintenues à leur valeur prédéfinie à la sortie du procédé. Cependant, différentes impuretés

peuvent être présentes dans ce procédé qui affectent les propriétés du polymère résultant.

Il est donc crucial de surveiller et de contrôler ce procédé afin de rétablir les conditions

nominales en cas de dérive. Comme le taux de production se produit principalement dans

le réacteur en boucle, ces variables doivent être contrôlées à la sortie du réacteur en boucle

(c.-à-d. la conversion à la sortie du réacteur en boucle X2, et la masse molaire du polymère

à la sortie du réacteur en boucle Mw2). La mesure en ligne de la conversion peut être ef-

fectuée soit par Raman proche infrarouge (Raman near infrared (NIR), en anglais), soit par

spectroscopie infrarouge à transformée de Fourier (Fourier transform infrared (FTIR) spec-

troscopy, en anglais) (George et al. (2009)), (Braun et al. (2006)). Cependant, la mesure en

ligne de la masse molaire est plus compliquée en pratique. Comme alternative, la mesure en

ligne de la viscosité peut être utilisée comme estimation indirecte de la masse molaire (Eq.

(4.14)). Ceci peut être fait par la mesure locale de la viscosité du mélange réactionnel avec

des capteurs de viscosité (George et al. (2009)), (Braun et al. (2006)), ou par l’estimation

de la viscosité moyenne dans une section de réacteur par une simple mesure de la chute de

pression, qui est la solution adoptée dans ce travail. En effet, selon l’Eq. (4.13), l’utilisation

de la viscosité ou de la différence de pression est pratiquement équivalente. Pour résumer, la

conversion à la sortie du réacteur en boucle X2 et la différence de pression entre l’entrée et la

sortie de ce même réacteur ΔΦ2 sont utilisées dans ce travail comme des variables à contrô-

ler. En se basant sur le schéma cinétique discuté précédemment, le catalyseur (ppmcat) et
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le co-catalyseur (meqROH) peuvent être utilisés comme variables de contrôle de ces sorties

(Costa and Trommsdorff (2016)).

Comme mentionné précédemment, cette réaction de polymérisation est très sensible aux

impuretés ou aux modifications des conditions opératoires susceptibles de faire dévier le

système de l’intervalle souhaité de la conversion du polymère et de la masse molaire des

polymères. Il est donc important d’appliquer une stratégie de contrôle pour assurer le rejet

de toute perturbation. Le contrôleur PI était le premier contrôleur proposé pour contrô-

ler ce procédé (Costa and Trommsdorff (2016)). Vu le couplage entre les entrées qui s’est

avéré très important, les auteurs ont proposé un moyen intéressant pour modifier l’erreur de

PI (c’est-à-dire la différence entre les sorties souhaitées et celles réelles), pour prendre en

compte ce couplage. Cette approche a été comparée à le PI classique et elle a été efficace

comme un moyen pour réduire le couplage et pour faire face aux perturbations. Cependant,

en plus du fait que les entrées et les sorties sont couplées, ce procédé représente un retard

vu sa nature distribuée. En effet, le modèle de procédé est très non linéaire et qui dépend du

temps et aussi de l’espace. Il est représenté par un système à paramètres distribués compre-

nant des équations aux dérivées partielles et la commande se fait aux frontières, en manipu-

lant le débit d’ajout de catalyseur et de co-catalyseur. De plus, il y a des contraintes sur les

débits d’alimentation minimaux qui doivent être respectés. Deux stratégies de contrôle sont

proposées dans ce travail pour tenir en compte du couplage, de la non-linéarité, du retard et

des contraintes ce qui ne peut pas être réalisé par un contrôleur PI :

1) une stratégie d’optimisation dynamique en boucle ouverte

2) la commande prédictive.

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner une brève description de la commande avec

un PI qui été développée par (Costa and Trommsdorff (2016)) pour atténuer le couplage

entre les sorties.

4.2 La commande PI utilisée par (Costa and Trommsdorff

(2016))

La stratégie d’optimisation et la commande prédictive sont comparées à la stratégie déve-

loppée par (Costa and Trommsdorff (2016)) qui est basée sur un contrôleur PI avec une

forme modifiée de l’erreur ce qui permet de prendre en compte le couplage.

Tout d’abord, la figure 4.5 présente l’approche classique du PI qui utilise une seule variable
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de commande pour chaque régulateur, ce qui donne les définitions suivantes pour chaque

erreur :

εX = Xset −X2 (4.20)

εΦ = ΔΦ2 −ΔΦset (4.21)

Les sorties des régulateurs proportionnels intégrales (PI) ont été calculées avec les expres-

sions standard :

u1 = max

{
u1set +KP1εX +KI1

∫ t

0

εXdt, 0.1

}
(4.22)

u2 = max

{
u2set +KP2εΦ +KI2

∫ t

0

εΦdt, 0.1

}
(4.23)

Ainsi, un premier contrôleur (XC à la figure 4.5) manipule l’alimentation du catalyseur

(ppmcat (u1)) en fonction de l’erreur de conversion à la sortie du réacteur en boucle X2 tan-

dis qu’un second contrôleur (ΔΦC à la figure 4.5) manipule l’alimentation du co-catalyseur

(meqROH (u2)) en fonction de l’erreur de la différence de pression entrée-sortie dans le ré-

acteur en boucle ΔΦ2.

Cependant, avec la structure de la figure 4.5, les boucles de régulation sont fortement cou-

plées. Pour faire face à ça, (Costa and Trommsdorff (2016)) a proposé une autre façon de

concevoir la commande, où le contrôleur manipulant le co-catalyseur reçoit la mesure des

deux variables contrôlées, et les erreurs sont définies par (figure 4.6) :

FIGURE 4.5 – Schéma de PI classique appliqué au procédé de polymérisation du Lactide (Costa

and Trommsdorff (2016)).
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FIGURE 4.6 – Schéma de PI modifié appliqué au procédé de polymérisation du Lactide (Costa

and Trommsdorff (2016)).

εX = Xset −X2 (4.24)

εΦ = ΔΦ2 −ΔΦset

(
X2

Xset

)(c1+c2).(4.25)

Avec ce choix, ΔΦset représente la consigne uniquement lorsque X2 = Xset, et la consigne

réelle sera ajustée de façon dynamique lorsque X2 �= Xset.

Pour la partie suivante, nous allons d’abord donner la formulation mathématique de l’op-

timisation dynamique pour le procédé de polymérisation par ouverture de cycle (ROP) du

lactide. Puis, les résultats de la simulation qui compare l’optimisation dynamique au contrô-

leur PI développé par (Costa and Trommsdorff (2016)) seront illustrés. Cette comparaison

a fait l’objet d’une conférence (Afsi et al. (2019)).

4.3 Optimisation

La théorie de la commande optimale consiste à déterminer la commande à appliquer au sys-

tème pour minimiser (ou maximiser) un critère donné, et éventuellement sous des contraintes.

En génie des procédés comme dans plusieurs domaines, cette méthode a été largement uti-

lisée (Zhang et al. (2019)), (Chen et al. (2018)), (Rajaeipour et al. (2019)). Cependant en

génie des procédés, une mesure précise en ligne des éléments organiques complexes est par-
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fois difficile ou bien les mesures en ligne disponibles ne sont pas suffisantes pour estimer

l’état du système à contrôler. Dans ce cas, l’utilisation de l’optimisation en boucle ouverte

est une solution intéressante (Terwiesch and Agarwal (1994)), (Muske et al. (2004)), (Nagy

and Braatz (2004)). Afin de déterminer les commandes optimales, il est nécessaire de dispo-

ser d’un modèle du procédé qui relie les sorties à contrôler aux variables de commande. Il

existe une variété des approches de modélisation qui peuvent être utilisées pour déterminer

un modèle approprié : soit des modèles phénoménologiques, empiriques ou bien mathéma-

tiques rigoureux. Dans le travail de (Muske et al. (2004)), la réaction considérée consiste à

synthétiser en semi batch le SB-290162 qui est un intermédiaire dans la synthèse de l’agent

hypertenseur Eprosartan. Puisque l’un des composants d’alimentation de cette réaction se

vend à un prix très cher, il donc est intéressant au point de vue économique de déterminer les

meilleures conditions de fonctionnement permettant de maximiser la production du produit

voulu tout en réduisant au maximum la consommation du ce composant à acheter. Pour ce

procédé, il faut appliquer ces conditions de fonctionnement en boucle ouverte car il n’y a

pas de mesures en ligne disponibles.

Dans ce travail, la stratégie d’optimisation dynamique en boucle ouverte est développée

pour le procédé de polymérisation par ouverture de cycle du lactide. Le but est de calculer

les débits d’entrée optimaux du catalyseur et du co-catalyseur afin de compenser les dévia-

tions dues à un changement soudain de la contamination. L’objectif de l’optimisation est

de maintenir les propriétés requises, principalement la masse molaire du polymère, et la

conversion souhaitée à la sortie du procédé.

4.3.1 Formulation mathématique de l’optimisation du procédé de PLA

Comme mentionné précédemment, les deux sorties qui seront considérées ici sont la conver-

sion à la sortie du réacteur en boucle X2 et la différence de pression entrée-sortie dans le

réacteur en boucle ΔΦ2. Quant aux variables manipulées, elles sont le catalyseur (ppmcat),

qui sera noté par la suite par u1, et le co-catalyseur (meqROH), qui sera noté par la suite par

u2. Ces entrées peuvent contenir des impuretés, qui sont supposées être mesurées dans cette

partie avec un retard égal à l’horizon d’échantillonnage. Cela peut se faire par titrage ou par

chromatographie en phase gazeuse. La stratégie d’optimisation proposée ne nécessite pas la

mesure des sorties du procédé.

Le but de l’optimisation dynamique est de déterminer un profil de contrôle qui minimise

(ou maximise) une fonction objective définie sous contraintes. A chaque période d’échan-

tillonnage NS , le système est simulé à partir de son état actuel sur un horizon de prédiction
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NP avec une procédure d’optimisation pour calculer les entrées optimales (le débit du cata-

lyseur et du co-catalyseur).

Dans ce travail, notre objectif de minimisation est la différence entre les sorties du modèle

et les valeurs de consignes sur NP , et cela sans avoir utilisé aucune sortie mesurée (voir

figure 4.7). Le critère suivant est défini pour calculer les entrées U = [u1 ; u2] (qui sont

respectivement le débit du catalyseur et du co-catalyseur) qui minimisent la différence entre

les deux prédictions de modèle Y = [X2 ; ΔΦ2] et les consignes (sets-points en anglais)

Yset = [X2set ; ΔΦ2set] :

min
U [t t+NP ]

J = [
|X2 −X2set|

X2set

+
|ΔΦ2 −ΔΦ2set|

ΔΦ2set

]

soumis aux modèle du procédé,

Ulb ≤ U ≤ Uub.

(4.26)

Cette optimisation est résolue à chaque période d’échantillonnage NS , sur un horizon de

prédiction [t ; t + NP ]. Uub et Ulb sont respectivement les limites supérieure et inférieure

pour les deux données. Notez qu’il est nécessaire d’avoir un horizon de prédiction supérieur

au temps de séjour du procédé, c’est-à-dire NP > (tR2 + tR1). En effet, la nature distribuée

du procédé crée un retard dans la réponse du procédé à un changement au niveau des entrées.

Si nous modifions une entrée sans simuler pendant une période suffisamment longue, cela

n’aura pas d’impact significatif sur les sorties à optimiser et donc l’optimisation ne sera pas

efficace. Pour cette raison, l’horizon de prédiction est fixé à NP = 1h. Il est supposé que

les entrées sont constantes sur NP , mais une nouvelle valeur de chaque entrée est appliquée

FIGURE 4.7 – Schéma de principe de l’optimisation dynamique en boucle ouverte.
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au procédé à chaque période d’échantillonnage qui est beaucoup plus court (NS=10 min).

Le choix de NS est fait de manière à assurer la disponibilité de la mesure des impuretés et

la réalisation du calcul d’optimisation. La fonction d’optimisation MATLAB, "lsqnonlin"

est utilisée dans la simulation. Pour chaque nouvelle optimisation dans la boucle, la valeur

initiale de U(t) sera mise à la valeur de la dernière solution optimale.

4.3.2 Résultats de simulations

Les consignes sont les suivantes : la conversion à la sortie du réacteur à boucle, Xset =

0, 6887 et la masse molaire finale du polymère à la sortie du troisième réacteur tubulaire,

Mw3,out = 2 ; 105g.mol−1. Ces conditions correspondent à une chute de pression dans le

réacteur en boucle égale à ΔΦset = 0.1419. En effet, la chute de pression est déterminée par

la viscosité du milieu, qui est une fonction de la masse molaire et de la conversion.

Les valeurs d’entrée, u1 et u2, devaient respecter les limites inférieure et supérieure sui-

vantes :

0.1 ≤ u1 ≤ 150 ppm (4.27)

0.1 ≤ u2 ≤ 15 mmol kg−1 (4.28)

Dans ce qui suit, les figures sont tracées en fonction de τ , qui est le ratio adimensionnel du

temps réel t au temps de séjour dans le réacteur en boucle, tR2 (c’est-à-dire τ = t
tR2

). Dans

tous les scénarios, le modèle est d’abord simulé sur 20 τ pour arriver à l’état d’équilibre

(avec u1 = 27.5 ppm, u2 = 7 mmol kg−1 et meqCOOH = 5 mmol kg−1). Ensuite, une

modification du niveau des impuretés acides dans l’aliment est effectuée, ΔmeqCOOH , ce

qui permet de faire mimer l’effet de la concentration des impuretés sur les monomères, dans

le sens positif et dans le sens négatif. L’approche d’optimisation est comparée au contrôleur

PI (Eq. (4.22)-Eq. (4.23)), mais les conditions de simulations de deux stratégies ne sont pas

les mêmes :

1) Les conditions de simulation pour le PI : nous supposons que les sorties soient me-

surées en ligne chaque minute et que les entrées calculées sont aussi implémentées

chaque minute.

2) Les conditions de simulation pour l’optimisation : nous supposons que seulement

la perturbation est mesurée avec un retard de 10min. L’optimisation dynamique est

résolue (Eq. (4.26)) pour obtenir le profil de débit d’entrée optimal du catalyseur et

du co-catalyseur en minimisant la fonction de coût J dans le cas de cette perturbation.

La simulation a été effectuée pendant un horizon de prédiction NP = 60 min. Le
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nouveau profil de débit optimal a été calculé et implémenté toutes les 10min (NS =

10 min).

4.3.2.1 Réponse aux perturbations positives

Différents niveaux de perturbations positives sont supposés être présents dans les débits

d’entrée. La valeur nominale est d = meqCOOH = 5 mmol mmol kg−1, auquel s’ajoutent

des perturbations d’ordre 1, 3, 4 et 5 mmol kg−1 (d = 5 + ΔmeqCOOH). La figure 4.8

compare les résultats de la conversion du monomère obtenus, X2, par l’optimisation et

le contrôleur PI spécifique (Eq. (4.22)-Eq. (4.23)) (Costa and Trommsdorff (2016)). Dans

ces simulations, il apparaît que la stratégie d’optimisation a une performance légèrement

supérieure à celle du contrôleur PI, car elle rejette mieux les perturbations et permet de

récupérer plus rapidement l’état nominal.

Des perturbations beaucoup plus élevées ont été considérées dans la figure 4.9 : 5, 10, 12,
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FIGURE 4.8 – Evolution temporelle du X2 en présence de différents niveaux de perturbations

positives.

14 mmol kg−1. Plus la perturbation est élevée, plus l’impact sur la chute de pression est

important, ΔΦ2, et il faut alors plus de temps pour revenir à l’état nominal. Dans ce cas,

la stratégie d’optimisation permet d’obtenir un comportement beaucoup plus efficace par

rapport au régulateur PI.
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FIGURE 4.9 – Evolution temporelle de la chute de pression ΔΦ2 en présence de différents

niveaux de perturbations positives.

4.3.2.2 Réponse aux perturbations negatives

La réaction de l’optimisation et du contrôleur PI aux différents niveaux de perturbations

négatives a également été étudiée (-1, -3, -4 et -5 mmol kg−1). La figure 4.10 montre que

dans ce cas, un comportement presque similaire est observé à la fois par l’optimisation et par

le contrôleur PI en termes de conversion de monomère, X2. En effet, les deux sont capables

de rejeter la perturbation dans un temps assez court.

La figure 4.11 compare les résultats de la chute de pression, ΔΦ2, obtenus par l’optimisation

et par le contrôleur PI pour les mêmes niveaux d’impuretés négatives. Nous voyons que la

déviation est plus importante dans le cas du PI que dans le cas de la stratégie d’optimisation.

Rappelons que les entrées obtenues par l’optimisation ont été implémentées toutes les 10

min alors que celles obtenues par le PI sont implémentées chaque minute. Ce choix a été

fait parce que le contrôleur PI s’exécute plus rapidement et il est basé sur des mesures qui

sont supposées être disponibles à chaque minute, tandis que l’optimisation est basée sur

la mesure des perturbations qui sont supposées être disponibles avec un retard de 10 min.

Donc la réponse du contrôleur PI est envoyée au procédé plus rapidement, mais ça n’a pas

été suffisant pour mieux compenser la déviation.

4.3.3 Off-spec time

Les deux stratégies ont été comparées en fonction de leur capacité à minimiser le temps hors

spécifications (Off-spec time (τoff ), en anglais). Le τoff défini la période pendant laquelle la
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FIGURE 4.10 – Evolution temporelle du X2 en présence de différents niveaux de perturbations

negative.
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FIGURE 4.11 – Evolution temporelle de la chute de pression ΔΦ2 en présence de différents

niveaux de perturbations negative.

masse molaire du polymère à la sortie du troisième réacteur tubulaire, Mw3, est différent de

plus que 2.5% de la valeur désirée Mw3set en présence d’une perturbation. L’optimisation

permet toujours de récupérer les conditions nominales plus rapidement que le contrôleur

PI, et donc un τoff réduits (figure 4.12). Cela reflète une plus grande robustesse contre les

perturbations.
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FIGURE 4.12 – Comparaison de l’optimisation et du contrôleur PI en termes de τoff avec diffé-

rents niveaux de perturbations : optimisation (triangles), PI (cercles).

Il est important de noter quelques différences entre les deux méthodes, PI et l’optimisation :

le contrôleur PI est basé sur des mesures en ligne de la conversion du monomère et de la

chute de pression et suppose que le niveau de perturbation est inconnu. Cependant, la stra-

tégie d’optimisation proposée n’est pas basée sur les mesures des sorties, mais elle suppose

que nous mesurons le niveau de perturbations. L’implémentation du contrôleur PI est rapide

à exécuter en ligne. Il a également l’avantage d’être indépendant du modèle et peut donc être

appliqué rapidement à un système avec de nouveaux catalyseurs par exemple. Cependant,

la stratégie de découplage proposée par la stratégie de PI est spécifique à ce système (c.-à-d.

le cas où une masse molaire polymère étroitement liée à la conversion du monomère) et elle

n’est pas destinée à être appliquée d’une manière générale aux autres systèmes. De plus, il

ne tient compte que de la saturation des entrées (principalement la limite inférieure de U ).

La stratégie d’optimisation tient compte du couplage, de la non-linéarité et du retard. Ce-

pendant, elle est plus longue à exécuter, car le temps de simulation était compris entre 96s et

477s selon la perturbation (c’est-à-dire le temps nécessaire pour réaliser une simulation sur

un horizon de prédictiion NP = 60 min) qui doit être réalisée à chaque période d’échan-

tillonnage (NS=10 min). Mais, elle peut être réalisée en ligne.

Malgré la très bonne performance de la technique d’optimisation, elle suppose que le modèle

du procédé est parfaitement défini et que les perturbations dans l’alimentation en monomère

sont bien mesurées. Cependant, d’autres types de perturbations peuvent affecter le procédé
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et le modèle peut ne pas être parfaitement identifié. Il est donc intéressant d’employer une

stratégie basée sur les sorties mesurées du procédé qui reflètent mieux l’impact des différents

types de perturbations. Un contrôleur plus sophistiqué, tel que la commande prédictive, est

plus adapté pour prendre en compte les différents types de perturbations ainsi que les erreurs

de modélisation. Comme il est mentionné précédemment, la capacité de la MPC à manipuler

les procédés MIMO (multiple input and multiple output) avec une dynamique couplée et

sous contrainte, nous a motivés à l’utiliser dans ce travail pour contrôler le procédé PLA.

Dans le paragraphe suivant, la méthode MPC sera présentée.

4.4 La commande prédictive

4.4.1 Formulation mathématique de la MPC pour la commande du

procédé de PLA

Dans cette partie, la commande prédictive est utilisée pour déterminer les deux entrées U =

[u1 ; u2] qui servent à minimiser la différence entre les deux prédictions de modèle Ym =

[X2 ; ΔΦ2] et les consignes. Les entrées de commande sont considérées constantes tout au

long de l’horizon de prédiction, c’est-à-dire que l’horizon de contrôle Nc est réduit à 1 et

donc une seule valeur de U est à déterminer. Aucune contrainte sur les variations des entrées

n’était imposée c’est-à-dire que nous avons considéré que R = 0, mais, des contraintes sur

les valeurs limites ont été imposées. Le critère de performance à minimiser J , Eq. (1.129),

devient :

min
U [k k+NP ]

Jk =

k+Np∑
i=k+1

‖yr(i)− ym(i)‖2Q

subject to Ulb ≤ U ≤ Uub.

(4.29)

La commande prédictive utilise seulement les sorties de procédé réel qui sont supposé déter-

minées en ligne toute les 5 min, par contre, les perturbations ne sont pas mesurées comme

le cas de la stratégie d’optimisation dynamique. Pour cela, une méthode pour estimer ces

perturbations est d’abord développée, pour que l’on puisse ensuite les mettre en œuvre afin

d’améliorer le comportement de la MPC comme se présente à la figure 4.13. En effet, sans

cette estimation, le comportement du MPC n’était pas satisfaisant.
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4.4.2 Estimation de la perturbation

Le modèle du procédé non linéaire est utilisé pour générer les données d’entrée-sortie tout

en faisant varier la valeur de la perturbation ΔmeqCOOH en tant qu’entrée dans les deux

sens positif et négatif puis nous enregistrons la variation de deux sorties X2 et ΔΦ2. La

variation en ΔΦ2 est apparu plus significative que X2 quand nous varions ΔmeqCOOH ,

nous l’avons alors choisi pour estimer la perturbation. Les deux courbes de ΔmeqCOOH

en fonction de la variation de ΔΦ2 dans le cas d’une perturbation positive et négative sont

données respectivement aux figure 4.14 et figure 4.15.

La routine cftool de MATLAB a été utilisée pour déterminer une équation qui présente

ces courbes. Pour le cas d’une perturbation positive, il s’agit d’une fonction polynomiale du

FIGURE 4.13 – La MPC non linéaire avec estimateur.
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FIGURE 4.14 – La pente de variation ΔΦ2 en fonction d’une variation positive de la perturba-

tion.
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FIGURE 4.15 – La pente de variation ΔΦ2 en fonction d’une variation négative de la perturba-

tion.

cinquième degré.

Tandis que pour le cas négative, c’est une fonction polynomiale du quatrième degré qui

caractérise la variation de ΔmeqCOOH=f(variation de ΔΦ2).

Nous avons utilisé ensuite ces équations pour estimer la perturbation lorsqu’un changement

au niveau des sorties se produit, qui a été incorporée dans le procédé d’optimisation de la

MPC.

4.4.3 Implémentation de la MPC

La perturbation ne peut être estimée qu’après 15 min de son apparition. En effet, avant 15

min, aucun impact sur les sorties ne peut être observé. Ainsi, durant les premiers 15 min,

u1 et u2 ont été fixées à leur valeur nominale. Ensuite, à partir de t = 15min, l’optimisation

de la MPC est effectuée (Eq. (4.29)), où Nc = 1, Np = 40 et NS = 5 min) en utilisant les

perturbations estimées.

1. Réponse aux perturbations positives

Même sans avoir de mesure directe de différentes perturbations, la figure 4.16 montre que

la commande prédictive est capable de récupérer l’état nominal de la conversion du mo-

nomère X2 dans un temps plus court que le contrôleur PI modifié proposé par (Costa and

Trommsdorff (2016)).

La figure 4.17 montre que la stratégie MPC fournit de meilleures performances que le

contrôleur PI, même dans le cas où la perturbation est plus importante. Elle permet aussi
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FIGURE 4.16 – Evolution temporelle de X2 en présence de différentes perturbations positives.
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de réduire la chute de pression ΔΦ2 encore mieux que le régulateur PI.

2. Réponse aux perturbations négatives

Selon les courbes de la figure 4.18, les régulateurs MPC et PI présentent presque le même

résultat en terme de la conversion X2 dans le cas d’une perturbation négative.

Les résultats du ΔΦ2 obtenus par la MPC et le contrôleur PI pour les mêmes niveaux d’im-

puretés négatives sont aussi comparés à la figure 4.19. Pour les quatre perturbations négative

considérées, les déviations maximales du ΔΦ2 obtenues par la commande prédictive sont

deux fois inférieures à celles obtenues par le PI. Aussi, le temps nécessaire pour rétablir les

conditions nominales est deux fois inférieure. Même avec une implantation plus rapide du

contrôleur PI (tous les 1 min), cela n’a pas permis de compenser la déviation mieux que la

commande prédictive où les entrées obtenues sont appliquées à chaque 5 min.

3. Off-spec time

Les deux stratégies ont été comparées par rapport à leur capacité à minimiser le off-spec

time (figure 4.20). La MPC récupère toujours les conditions nominales plus rapidement

que le PI, ce qui réduit la valeur de τoff . Ceci reflète la robustesse de la MPC face aux

perturbations.

Même si la MPC est plus long à exécuter que l’optimisation dynamique et le contrôleur PI,
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FIGURE 4.18 – Evolution temporelle de X2 en présence de différentes perturbations négatives.
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puisque le temps de simulation varie entre 761 secondes et 1916 secondes selon la pertur-

bation, elle peut quand même être réalisée en ligne.

4.5 Conclusion

L’acide polylactique (PLA) est un plastique bio-sourcé et biodégradable très intéressant. Il

est devenu très compétitif en tant qu’alternative écologique aux polymères non biodégra-

dables. Le PLA est industriellement produit par la polymérisation par ouverture de cycle

du Lactide. Cette réaction est très sensible aux impuretés qui affectent les propriétés du po-

lymère. La modélisation de ce procédé de polymérisation a été introduit dans ce chapitre.

Le modèle est décrit par des équations aux dérivées partielles et la commande se fait aux

frontières, en agissant sur le débit d’ajout de catalyseur et de co-catalyseur. Il s’agit d’un

système fortement non linéaire avec une dynamique couplée. Trois stratégies de contrôle

ont été discutées : le contrôleur proportionnel-intégral, l’optimisation dynamique et la com-

mande prédictive. Les objectifs de contrôle sont liés à la productivité du procédé (conversion

des monomères) et à la qualité du produit (masse molaire). Les différentes stratégies em-

ployées ont des avantages et des limitations différentes.

Le contrôleur PI a l’avantage d’être rapide à mettre en œuvre, indépendant du modèle du

procédé et ne nécessite que la mesure en ligne des sorties. La modification proposée au ni-

veau de l’erreur s’est avérée gérer de manière satisfaisante le couplage. Toutefois, elle ne

tient pas en compte implicitement les contraintes sur les entrées.

La stratégie d’optimisation dynamique proposée est en boucle ouverte et nécessite une

bonne connaissance du modèle du procédé et des entrées (y compris les perturbations),

mais elle ne nécessite pas la mesure de la sortie. Elle a l’avantage de prendre en compte le

couplage, la non-linéarité et les contraintes. Cependant, il n’est pas robuste aux erreurs de

modélisation ou aux perturbations non mesurées.

La commande prédictive non linéaire est basée sur le modèle du procédé et les sorties. Elle

peut gérer le couplage, la non-linéarité et les contraintes. Il a l’avantage d’être plus robuste

aux erreurs de modélisation et aux perturbations que l’optimisation en boucle ouverte, grâce

à son utilisation des sorties mesurées. Cependant, dans ce travail, il a été constaté qu’une

estimation de la perturbation est nécessaire pour améliorer la performance de la MPC. C’est

pourquoi cette optimisation ne permet d’implémenter une nouvelle entrée dans le procédé

que toutes les 10 min dans le cas de l’optimisation dynamique et 5 min dans le cas de la

MPC. Alors que les mesures ne sont nécessaires qu’à ces moments (c’est-à-dire à une fré-

quence inférieure à celle de la commande avec le PI). Ceci permet de conclure que la mesure
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ou l’estimation de la perturbation est le principal paramètre à incorporer dans le modèle qui

a fait que le comportement de l’optimisation dynamique et la MPC soient meilleur que celui

du PI.
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Lobjectif de notre travail était le contrôle des procédés décrits par des équations aux déri-

vées partielles. Deux procédés ont été étudiés : 1) un procédé de cristallisation en batch et

2) un procédé de polymérisation de l’acide polylactique.

Concernant le procédé de cristallisation, le but était la génération d’une distribution des

tailles de cristaux (DTC) avec une taille moyenne donnée. Pour ce faire, nous avons d’abord

donné les notions nécessaires pour comprendre la procédure de cristallisation. Nous avons

également rappelé les principes de modélisation de ce processus afin d’obtenir un modèle

mathématique suffisamment riche et fiable, permettant de représenter l’ensemble des phé-

nomènes qui se produisent dans le cristallisoir. Ce modèle a été déterminé en se basant sur

un bilan de population décrit par une équation dérivée partielle, le bilan de matière et le

bilan énergétique caractérisés par des EDOs et les mécanismes de la nucléation, de la crois-

sance et de la dissolution qui sont représentés par des équations algébriques non linéaires.

Afin que le modèle soit exploitable numériquement, nous avons utilisé la méthode des dif-

férences finies pour évaluer la variation dynamique de la distribution totale. Cette méthode

peut être confronté à la methode du moment dans le cas d’une distribution unimodale pour

la comparaison de la taille moyenne obtenue par chaque méthode.

Ensuite, nous avons fait une synthèse d’un observateur à grand gain en cascade que nous

avons utilisé pour estimer les quatre moments μ0, μ1, μ2 et μ3. Cet observateur est formé par

trois observateurs à grand gain en cascade. Les deux premiers ont été utilisés pour estimer

la concentration en solide en utilisant les deux mesures de la concentration en soluté et celle

de la température de cristallisoir. Le troisième observateur qui été basé sur concentration

en solide estimée (qui est proportionnelle à μ3), nous a permis d’estimer les trois moments

μ0, μ1 et μ2. Les résultats de simulations ont montré l’intérêt de cet observateur et son ef-

ficacité. Il peut être donc utilisé pour des objectifs de contrôle ou de supervision en temps

réel. Pour ce travail, l’estimation de ces trois moments nous a permis de prédire la taille

moyenne des cristaux qu’on veut contrôler.
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Par la suite, nous avons presente les résultats des simulations suite à l’application de diffé-

rentes structures de la commande sans modèle. Nous avons d’abord utilisé un PI intelligent

et nous l’avons comparé avec le PI classique. Aussi bien en cas de perturbation qu’en cas des

mesures bruitées, l’iPI a été plus performant que le PI classique. Cependant rien ne garantit

la convergence si le paramètre F du model ultra-local sur lequel est basé cette commande

n’est pas bien estimé. Ainsi, une deuxième version de MFC a été appliquée par la suite qui

est une combinaison d’un iPI avec le mode glissant (iPISMC). Cette méthode a été comparée

avec l’iP associé à un filtre pour estimer ce paramètre F . L’iP a montré de meilleures perfor-

mances par rapport au iPISMC en termes d’erreur absolue moyenne et d’erreur quadratique

moyenne. Aussi, la simplicité de la structure de l’iP qui nécessite qu’un seul paramètre de

réglage favorise son utilisation.

Le deuxième procédé étudié dans ce travail de thèse a été un procédé de polymérisation par

ouverture de cycle du lactide. Notre objectif était l’application d’une stratégie de contrôle

pour restaurer les conditions nominales quand le système est affecté par des impuretés qui

ont une influence importante sur les propriétés du polymère résultant.

Nous avons ainsi présenté ce procédé et détaillé comment se fait la synthèse du polylactide

par polymérisation par ouverture de cycle du monomère de lactide amorcée par un cataly-

seur stanneux (carboxylate de Sn(II)). Par la suite, nous avons donné le modèle utilisé qui

est décrit par des équations aux dérivées partielles. Pour résoudre numériquement ces EDP,

nous avons utilisé la méthode des différences finies. Le modèle obtenu est fortement non

linéaire avec une dynamique couplée. Le contrôle se fait aux frontières en manipulant les

deux débits d’ajout de catalyseur et de co-catalyseur pour maintenir la conversion des mo-

nomères et la masse molaire à leurs valeurs désirées.

Un algorithme d’optimisation en boucle ouverte a été d’abord utilisé. Cet algorithme sup-

pose que nous mesurons parfaitement les perturbations qui peuvent affecter le procédé.

Nous avons comparé cette stratégie avec le PI classique avec une forme modifiée de l’erreur

qui a été proposé par (Costa and Trommsdorff (2016)) pour pouvoir prendre en compte le

couplage. Nous avons supposé que les débits d’entrée peuvent etre affectes par différents

niveaux de perturbations positives et négatives. Les résultats obtenus ont montré que l’opti-

misation est plus robuste aux différentes perturbations et rétablit en un temps plus court les

conditions nominales par rapport au régulateur PI.

Cependant, l’optimisation qui a été réalisée en boucle ouverte demande une connaissance

parfaite du modèle de processus, des entrées et des perturbations mais ne dépend pas de la

mesure de deux sorties. Mais cela est impossible étant donné que d’autres types de pertur-
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bations sont susceptibles d’affecter le processus et que le modèle du procédé ne peut être

parfaitement bien défini. Pour cela, nous avons utilisé la commande prédictive.

Dans le cas du MPC, la perturbation est supposée inconnue, seules les deux sorties à contrô-

ler sont mesurées. Ainsi, nous avons estimé cette perturbation puis nous avons utilisé cette

valeur estimée pour améliorer le comportement du MPC. Cette stratégie a été également

comparée avec le PI classique modifié (Costa and Trommsdorff (2016)). Le MPC a été

aussi plus robuste aux perturbations que le PI et a permis de restaurer les conditions nomi-

nales plus rapidement.

Toutefois, il est apparu qu’une estimation de la perturbation est nécessaire pour améliorer

la performance de la MPC. Cela nous amène à conclure que c’est la mesure ou l’estimation

de la perturbation qui constitue le principal paramètre qui doit être introduit dans le modèle

pour que le comportement de l’optimisation dynamique et de la MPC soit plus efficace et

plus robuste que le comportement du PI.

En termes de perspectives, il sera intéressant de valider expérimentalement les différentes

commandes qui ont été appliquées aux deux procédés afin de pouvoir valoriser notre travail

en terme d’exploitation industrielle. Un autre objectif plus intéressant serait l’application

des différentes structures de la commande sans modèle pour contrôler un procédé de cris-

tallisation en semi-batch. Ce cas offre plusieurs variables de contrôle donnant ainsi des

degrés de liberté supplémentaires. Concernant le procédé de polymérisation, il sera intéres-

sant d’appliquer d’autres lois de commandes pour tenir en compte de la dynamique couplée

du modèle et aussi du retard vu que le contrôle se fait aux frontières.
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