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Introduction

Les séries décrivant les marchés financiers, taux de change, actions et autres, possédent des ca-
ractéristiques qui les rendent difficiles & modéliser. Cette difficulté ne repose pas sur la fréquence
d’observation des données ou encore le type des données mais sur un ensemble de propriétés qui
caractérisent les séries financiéres. Jusqu’au début des années 1980, aucun modéle mathématique
n’était en mesure de reproduire ces séries en tenant compte de leurs propriétés. C’est en 1982 que
Robert Engle (Engle (1982)), prix Nobel d’économie en 2003, développe le premier modéle Auto-
Regressif Conditionnellement Hétéroscédastique (ARCH) qui permet de reproduire artificiellement
le comportement de ces séries. Ce modéle, qui présente une avancée majeure dans la modélisation
des séries financiéres présente rapidement des faiblesses et il est vite généralisé afin de pallier les
lacunes mises en évidence. Depuis, cette classe de modéles qui permet de modéliser le cours d'un
actif financier est devenue incontournable.

1 Séries financiéres

Le cours d’un actif financier a la date ¢, noté p;, peut représenter un prix, un point d’indice ou
encore une valeur de taux. Le modéle ARCH ne permet pas de modéliser le cours de l'actif mais
son rendement ou sa volatilité. Nous définissons le rendement d’un actif comme étant le rapport
des valeurs d’un actif & deux dates consécutives. Afin d’atténuer la variabilité, nous affectons au
rendement le logarithme ce qui permet d’obtenir une nouvelle définition du rendement, appelé éga-
lement rendement &; = log(p;) — log(p:—1). Un des avantages a travailler avec le rendement est que
nous obtenons des séries qui sont sans unité, ce qui facilite les comparaisons entre plusieurs titres.
Nous appelons volatilité d’un actif, 'amplitude générée par les variations du rendement. Par cette
notion, nous avons un quantificateur du risque de rendement et lorsque la volatilité est grande, les
gains possibles sont importants mais les pertes également.

Généralement, la trajectoire du cours d’un actif financier est proche d’une marche aléatoire, contrai-
rement & la trajectoire du rendement. Pour s’en persuader il suffit de tracer les trajectoires d’un
actif financier.
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FIGURE 1 — Indice du cac 40 sur la période du 01/03/1990 au 31/07/2018
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FIGURE 2 — Rendements de I'indice du CAC 40 sur la période du 01/03/1990 au 31/07/2018

Les Figures 1 et 2 représentent respectivement l'indice du CAC 40 et le rendement du CAC 40,
sur des données journaliéres allant du 01 mars 1990 au 31 juillet 2018. Le CAC 40 est le principal
indice boursier de la place de Paris. Il a été créé a la fin de année 1987 (le 31 décembre) par la
Compagnie des Agents de Change devenue la Société des Bourses Frangaises en 1988. Le CAC 40 est
déterminé a partir des 40 entreprises parmi 100, générant le plus gros volume sur Euronext Paris.
La liste des entreprises cotées au CAC 40 est revue réguliérement afin de conserver une certaine
représentativité des différentes branches d’activités. Lorsque qu’une société n’est plus cotée, elle se
voit étre remplacée par une valeur du CAC Next 20 qui répond aux exigences du CAC 40. CAC
signifiait donc au départ Compagnie des Agents de Changes, mais aujourd’hui ’acronyme signifie
Cotation Assistée en Continu. L’indice évoque une idée précise de ’évolution du marché Francais.
En revanche, il faut étre prudent & ne pas confondre 1’évolution du CAC 40 depuis sa création a
celle des valeurs cotées au CAC 40. Effectivement les mouvements liés aux entrées et sorties ne
permettent pas d’établir un lien sur le long terme. Les valeurs ne satisfaisant plus les conditions
pour étre au CAC 40 sont remplacées par de nouvelles qui n’ont pas nécessairement influencé le
point d’indice des années ultérieures.

Ces deux graphiques représentant les valeurs du CAC 40 sous différentes formes, traduisent deux
propriétés liées aux séries financiéres. La Figure 1 montre trés clairement que les valeurs varient
aléatoirement & la hausse ou a la baisse avec une tendance générale haussiére. La Figure 2 présente
des oscillations qui se font autour de zéro, avec différentes amplitudes qui sont parfois grandes, mais
qui restent toujours de module moyen constant sur des périodes de temps suffisamment longues.
Ces deux premiéres observations vont constituer le début d’ensemble de propriétés appelées faits
stylisés qui ont été complétés et vérifiés au cours du temps. Parmi ces faits stylisés nous retrouvons :

(i) La non stationnarité du cours d’un actif financier

Ce fait stylisé fait intervenir une notion importante qui est la stationnarité. Nous donnerons une
définition de cette notion dans la partie 1.1, mais d’une maniére simplifiée, le probléme de station-
narité se traduit par le fait de savoir si toutes les propriétés statistiques et probabilistes des séries
étudiées sont inchangées au cours de temps. Grace a cela, nous pouvons supposer que toutes les in-
formations contenues dans une réalisation a la date t seront transmises a la date t + h. Comme nous
avons déja pu le remarquer sur les Figures 1 et 2, nous constatons généralement que les trajectoires
des valeurs d’un actif financier sont proches de celles d’'une marche aléatoire. En revanche celles du
rendement semblent satisfaire la notion de stationnarité.

(ii) L’absence d’autocorrélation des variations d’un actif financier
D’une maniére générale, le rendement d’une série financiére est faiblement autocorrélé, ce qui le
rend proche d’un bruit blanc. Nous définissons par bruit blanc tout processus centré, de variance
finie et dont la covariance a deux dates données est nulle. Pour la série du CAC 40, nous pouvons
calculer les autocorrélations du rendement pour différents retards h. Les résultats sont résumés dans



la Table 1 et ’on constate que les autocorrélations sont proches de 0. Statistiquement nous posons
I’hypothése nulle Hy : p = 0, contre Hj : p £ 0, dont la statistique de test est
pvn — 2

L

V1 — p? "
ol Tn_o est la loi de Student & n — 2 degrés de liberté. La zone de décision est donnée par W =
] =00, ~tp_22] U[ty—2a,+00, soit W =] — 0o, =1.96] U [1.96, +-00[ pour notre cas. Si t € W alors
nous rejetterons ’hypothése nulle, dans le cas contraire nous ne rejetterons pas ’hypothése et nous
conclurons que les autocorrélations sont statistiquement nulles.

h 1 2 3 4 ) 10 15 20
p<(h) -0.0079 -0.0311 -0.0473 0.0173 -0.0559 -0.0022 0.0095 0.0068

t -0.6705 -2.6406 -4.0186 1.4684 -4.7514 -0.1867 -0.8063 -0.5771

TABLE 1 — Autocorrélations empiriques du rendement de la série du CAC 40 du 01/03/1990 au 31/07/2018

(iii) L’autocorrélation du carré des variations d’un actif financier
Contrairement au rendement, le carré du rendement est généralement fortement autocorrélé. Cette
remarque est également observée sur le rendement en valeur absolue. Le fait que le rendement ne
soit pas autocorrélé alors que le carré 'est, nous donne l'information que le bruit blanc n’est pas
indépendant. Sur la série du CAC 40, nous constatons que les autocorrélations du carré et de la
valeur absolue du rendement sont autocorrélées quel que soit le retard h fixé. Nous résumons les
résultats dans la Table 2.

h 1 2 3 4 ) 10 15 20
,5|E|(h) 0.1519 0.1911 0.1924 0.1765 0.1846 0.1732 0.1498 0.1415
pe2(h) 0.1576 0.1873 0.1874 0.1722 0.2063 0.1739 0.1385 0.1057

TABLE 2 — Autocorrélations empiriques du carré et de la valeur absolue du rendement de la série du CAC
40 du 01/03/1990 au 31/07,/2018

(iv) L’effet de levier
Cette propriété fait intervenir un point important des séries financiéres. Les valeurs négatives du
rendement, qui se traduisent par la baisse du cours, augmentent plus fortement la volatilité que ne
le font les valeurs positives. Pour une méme amplitude, la hausse ou la baisse du cours n’ont pas la
méme influence sur la volatilité. La corrélation entre les rendements négatifs que nous définissons
comme étant €, = min(0, &), et le rendement en valeurs absolues est plus forte que la corrélation

entre les rendements positifs, définis par ¢, = max(0, &;), et le rendement en valeurs absolues. Cela

se traduit par une corrélation plus forte entre £, = min(g;, 0) et |e;p| qu'entre £ = max(e;,0) et
let+n]. Ce phénomeéne appelé effet de levier introduit la propriété d’asymeétrie.

Sur la série du CAC 40, Nous observons ce phénoméne d’asymétrie et la corrélation entre le rende-
ment négatif et le rendement en valeurs absolues est effectivement plus importante que la corrélation
entre le rendement positif et le rendement en valeurs absolues. Nous résumons les résultats dans la

Table 3.



>

1 2 3 4 5 10 15 20
plef s le)  0.0367 0.0992 0.0841 0.0953 0.1185 0.1188 0.1024 0.0940
pl—eip,led]) 02347 0.2595 0.2706 0.2383 0.2364 0.2170 0.1885 0.1805

TABLE 3 — Autocorrélations empiriques des rendements positifs et négatifs de la série du CAC 40 du
01/03/1990 au 31/07/2018

(v) Le regroupement des valeurs extrémes

Le regroupement des valeurs extrémes se traduit par des paquets de volatilité. En réalité, les grandes
valeurs du rendement tendent & étre suivies par des grandes valeurs et nous observons ce méme phé-
nomeéne en ce qui concerne les petites valeurs du rendement, qui sont suivies par des petites valeurs.
Nous remarquons des sous périodes de forte volatilité traduisant un marché volatil ou il y a une forte
agitation du cours et des sous périodes de faible volatilité qui traduisent un marché plus calme. Ce
phénomeéne peut s’expliquer par I’arrivée de plusieurs informations pertinentes simultanément. Ces
fortes périodes d’agitations sont trés souvent étroitement liées aux crises que ’'on peut rencontrer
et qui perturbent les marchés financiers. Ces sous périodes sont visibles & 'oeil et nous pouvons
mettre en évidence quelques unes. En rouge nous retrouvons une zone de forte volatilité et en bleu
une zone de faible volatilité.
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FIGURE 3 — Mise en évidence du regroupement des valeurs extrémes de l'indice du CAC 40 sur la période
du 01/03/1990 au 31,/07/2018

(vi) Queues de distribution épaisses
Pour ce genre de processus, nous nous apercevons que dans la plupart des cas, voire dans tous les
cas, la distribution de probabilité empirique des séries du rendement n’est pas gaussienne. Tous les
tests de normalité rejettent I’hypothése nulle de normalité. Ces distributions de probabilités ont la
caractéristique d’avoir des queues plus épaisses que celles d’une distribution normale. Nous pouvons
notamment mesurer cet effet & partir du coefficient de kurtosis qui est défini par

4
X —-m
k=E [( ) ] ,
o
qui représente le moment centré d’ordre 4 par rapport au carré de la variance empirique.
Dans I'étude des séries financiéres, la loi normale est donnée comme référence et son coefficient
d’aplatissement est asymptotiquement égal a 3. Dans le cas de la série du CAC 40, le kurtosis peut

étre calculé et vaut 7.65 ce qui est bien supérieur a celui de la loi normale et qui signifie donc que
la distribution du CAC 40 est & queue épaisse.




(vii) Saisonnalités
Lorsque les marchés sont fermés (week-ends, jour fériés), la volatilité tend & augmenter, reflétant
ainsi I'information accumulée pendant cette fermeture. Pourtant, Nous constatons souvent que cette
hausse est moins forte que si 'information s’accumulait & vitesse constante. Notons enfin que 'effet
saisonnier est également trés présent pour les séries intra-journaliéres.

Avec cet ensemble de propriétés, la modélisation des séries est complexe puisque pour reproduire
au mieux ces séries, il faut un modéle mathématique qui tient compte de ces propriétés.

2 Etat de ’art

2.1 Les premiéres modélisations

Une premiére approche a été de modéliser le cours d'un actif financier par un mouvement

brownien avec tendance. Le mouvement brownien est au coeur de la théorie des processus aléatoires.
Il décrit des mouvements chaotiques dont I’évolution est quasi-imprévisible au cours du temps et ce,
méme dans un intervalle de temps trés court. Historiquement, le mouvement brownien a été décrit
par Robert Brown en 1827 (Brown (1928)), qui au cours des ses études en botanique avait observé
au microscope le mouvement des particules d’un grain de pollen en suspension dans un fluide.
Les prix des actions & la Bourse pouvant rappeler ce type de mouvement, Bachelier introduisit en
1900 (Bachelier (1900)) le mouvement brownien afin de modéliser le cours des actifs financiers. Le
probléme majeur qui survient avec la modélisation qu’il propose est que le processus peut prendre
des valeurs négatives, ce qui ne refléte pas la réalité. Samuelson propose 60 ans plus tard (Samuelson
(1935)) d’adapter le modéle de Bachelier en travaillant avec les rendements des actifs financiers. Ces
deux modéles ne permettent pas de reproduire un grand nombre de faits stylisés. Ils reproduisent
I’absence d’autocorrélation des variations d’un actif financier, en revanche, ils ne reproduisent ni
Ieffet de levier, ni les queues épaisses, ni le regroupement des valeurs extrémes.

Mandelbrot qui est & 'origine de la découverte que les actifs financiers ne présentent pas des
distributions normales (Mandelbrot (1963)), propose de modéliser le cours d’un actif financier par
des processus de Lévy. Les distributions de Lévy a—stable, sembleraient se rapprocher de la loi des
variations des actifs financiers. Le modéle proposé pour la modélisation est sur la base de celui
proposé par Samuelson. Ce modéle consiste & remplacer le mouvement brownien par un processus
de Lévy. Mandelbrot a donc proposé un modéle pour le prix du coton, mais celui-ci a engendré des
critiques puisqu’il est basé sur un processus a—stable & variance infinie et que les moments d’ordre
deux de ce processus n’existent pas. Un tel processus permet de reproduire quelques faits stylisés
comme ’absence d’autocorrélation de la variation du cours d’un actif financier, ainsi que les queues
épaisses de la distribution. En revanche, 'effet de levier et le regroupement de valeurs extrémes ne
sont toujours pas reproduits.

Les travaux de Samuelson, ont servi de départ & Samuelson, Black et Scholes, qui développent
un processus permettant de modéliser les rendements s’ils vérifient

gt = U+ on.

Dans ce modeéle, u et o sont constants et 7; sont indépendantes et identiquement distribuées (iid)
de loi normale. Si 'on suppose que ¢ n’est plus constant mais devient un processus stochastique,
alors le modéle est dit a volatilité stochastique. Cette représentation est similaire & celle du modéle
ARCH, qui historiquement a été développé plus tot. La principale différence entre ces deux processus
est dans 'écriture de la volatilité. Pour le modéle de Samuelson, Black et Scholes, le plus souvent
la volatilité s’écrit

o? = 0% explhi},

ou le processus h; est défini dans les cas les plus simples par une écriture autorégressive

hy = ahi_1 + Ay



Afin d’assurer la stationnarité, nous imposons le fait que « € [0, 1] et 4 est un bruit. Par rapport
au modéle ARCH, celui-ci est constitué de deux bruits, ce qui complique la procédure d’estimation.
Dans la pratique, il est donc préférable d’utiliser le modéle ARCH.

Malgré la difficulté de ’estimation, ce modéle présente de nombreux avantages dans la modélisation
puisqu’il reproduit un grand nombre de faits stylisés. Comme les processus précédents, il reproduit
I’absence d’autocorrélation de la variation d’un actif financier. Il reproduit également les queues
de distribution épaisses, ainsi que le regroupement des valeurs extrémes et il permet d’introduire
I’asymétrie, donc l'effet de levier.

Dans notre étude nous ne développerons pas les premiers processus présentés. Nous nous consa-
crerons & la classe de modéle ARCH univarié et multivarié ainsi que ses extensions. Ce processus qui
fait partie des processus conditionnellement hétéroscédastiques présente de nombreux avantages. Le
premier est sa simplicité de mise en ceuvre, mais aussi d’étude. Comme nous ’avons mentionné,
le modéle Sumelson, Black et Schloes qui est ressemblant au modéle ARCH est beaucoup moins
pratique du fait de sa construction. L’autre avantage est que le modéle ARCH peut potentiellement
reproduire tous les faits stylisés mentionnés.

2.2 Classe de modéles ARCH univariés

Le modéle ARCH est un processus stationnaire sous certaines conditions, ce qui n’est pas le
cas du cours des prix d’un actif financier. En revanche les variations de l'actif financier semblent
s’apparenter aux trajectoires compatibles avec la notion de stationnarité. La modélisation par le
modéle va donc porter sur le rendement de ’actif. Nous définissons €; comme étant un processus
ARCH(q) s'il vérifie

€t = Ot}

q
2 _ > (1)
oy =wo + E QO EF_;»
i=1

ol wy est une constante strictement positive, ag; sont des constantes positives et g représente
'ordre du modéle. De cette facon o7 est strictement positive et définit la variance conditionnelle du
processus. Les variables 7, sont indépendantes et identiquement distribuées de loi 7;. La plupart du
temps nous considérons que 7y suit la loi normale centrée réduite.

Le modéle ARCH trouve son succés par sa capacité a reproduire des stylisés importants. Si I'on
simule un processus ARCH(1) avec les paramétres w et « choisis de telle sorte que la condition de
stationnarité soit vérifiée, nous pouvons s’assurer qu’il reproduit un certain nombre de propriétés.
Dans notre cas nous choisirons les valeurs wg = 1 et ag = 0.3 pour simuler les trajectoires. Les
propriétés d’absence d’autocorrélation du rendement, d’autocorrélation du carré et la valeur absolue
du rendement, points (ii) et (iii) peuvent étre résumées dans la Table 4.

h 1 2 3 4 5 10 15 20
p=(h) 0.0382 0.0208 -0.0122 -0.0220 -0.0248 -0.0207 0.0009 -0.0158
piel () 0.3182 0.1952 0.1128 0.0558 0.0082 0.0059 -0.0189 0.0184
po2(h) 0.3333 0.2148 0.1364 0.0765 0.0229 -0.0029 -0.0033 0.0093
e, led]) 03411 02148 0.1673  0.1021 0.0540 0.0128 -0.0050 0.0162

A
pl—e . lel) 02903 01717 0.0418 -0.0028 -0.0492 -0.0021 -0.0350  0.0209

TABLE 4 — Autocorrélations empiriques d’une trajectoire simulée par le modéle ARCH(1)

Ce tableau montre que le rendement de la série est trés peu autocorrélé (ligne 2) alors que le carré
ou la valeur absolue du rendement le sont (lignes 3 et 4). En revanche, nous pouvons aussi remarquer
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que le rendement positif et négatif ont la méme influence sur la volatilité a la date courante. Une
valeur passée négative, aura donc le méme impact sur la volatilité qu'une valeur passée positive de
méme amplitude. Les trajectoires simulées par le modéle ARCH ne reproduisent pas le phénomeéne
appelé effet de levier. L’effet de levier sera un point important dans la suite de ces travaux.

Le modéle ARCH reproduit le regroupement des valeurs extrémes avec des paquets de fortes
volatilités et de faibles volatilités. En tracant la trajectoire simulée nous pouvons nous rendre compte
qu’il y a des paquets de volatilités. Les zones en bleu représentent des périodes de forte volatilité,
ol les grandes amplitudes sont suivies par des grandes amplitudes. La zone en rouge représente, a
I'inverse, une période de faible volatilité.

i —————

I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000

FIGURE 4 — Mise en évidence du regroupement des valeurs extrémes d’une trajectoire simulée par le modéle
ARCH(1)

Un constat que l'on peut faire est que la distribution du rendement des cours d’un actif n’est
pas gaussienne. Les tests statistiques rejettent I’hypothése de normalité, car les distributions sont a
queues lourdes. Plutét que de réaliser un test statistique afin de vérifier la normalité de la trajectoire
simulée, nous pouvons utiliser un outil visuel pour conclure sur la normalité. En tracant la droite
de Henry, nous avons une idée sur la distribution de notre série.

o
AN @pooo
o
O —
o0©
(\Il —
o
I | [
4 -2 0 2 4

FIGURE 5 — Droite de Henry d’une trajectoire simulée par le modéle ARCH(1)

Si I’on calcule le kurtosis de la trajectoire simulée, nous constatons que le coefficient d’aplatissement
qui vaut 6.98 est supérieur & 3 qui est celui de référence. Le modéle ARCH reproduit donc des
trajectoires & queues épaisses.



Malgré le fait que le modele ARCH prenne en compte un grand nombre de faits stylisés, il n’est
pas capable de différencier les rendements positifs des rendements négatifs comme le montre la
Table 4. En revanche le modéle ARCH peut étre adapté relativement facilement et peut se doter de
I’asymétrie. Une autre lacune que connait le modéle ARCH, est sa non prise en compte de la variance
conditionnelle passée dans la modélisation. En effet, si I'on retourne a I’équation (1), la volatilité
n’est modélisée uniquement que par les rendements passés. Une maniére de contourner le probléme
serait d’augmenter 1’ordre ¢, mais dans ce cas un nouveau probléme d’ordre statistique pourrait étre
créé. En augmentant I’ordre ¢, nous augmentons nécessairement le nombre de paramétres a estimer
et cela pourrait s’avérer étre pénalisant pour I’estimation.

En 1986, Bollerslev (Bollerslev (1986)) généralise le modéle ARCH (Generalized ARCH) en
ajoutant le terme de la variance conditionnelle passée dans la modélisation de la volatilité. La
premiére équation du modéle ARCH reste inchangée, en revanche la deuxiéme équation devient

q P
2 E : 2 E : 2
oy =wo + api€i_; + ﬁOjUt_j-
i=1 Jj=1

Comme le modele ARCH, le parameétre wg est strictement positif et les paramétres ag; et 3y; sont
positifs ou nuls. Nous constatons également que le modéle GARCH reprend 'ordre ¢ du modéle
ARCH mais inclut également un ordre p. Le modéle GARCH reproduit les mémes caractéristiques
que le modéle ARCH et aura tendance & accentuer le regroupement des extrémes, comme nous
pouvons le voir sur la Figure 6. Les paramétres utilisés pour simuler la trajectoire reproduite a la
Figure 6 sont wg = 1, g = 0.3 et Sy = 0.65. En rouge, nous observons une période de forte volatilité
et en bleu une zone de faible volatilité.

0 5 10 15
| | | |

-15

I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000

FIGURE 6 — Mise en évidence du regroupement des valeurs extrémes d’une trajectoire simulée par le modéle

GARCH(1,1)

Ce modéle, tout comme le modéele ARCH, présente I'avantage d’avoir une interprétation simple et
intuitive. Le paramétre wy peut s’interpréter comme étant la volatilité plancher, c’est a dire que
toute l'information qui n’a pu étre directement transmise, suite a la cloture des marchés, aux jours
fériés et autres, se voit traduite par ce terme. Les paramétres «; traduiront I'impact des chocs
passés et enfin les parameétres fyj, décriront la persistance des chocs passés. Autrement dit, nous
pouvons interpréter les parametres Sp; comme étant la vitesse pour revenir a la volatilité minimum
wg. Bien que le modéle GARCH soit plus performant que le modéle ARCH, il reste tout de méme
insensible a I’asymétrie (autrement dit, a 'effet de levier). Le modéle GARCH n’est pas capable de
réagir selon 'asymétrie des chocs passés sur la volatilité, or ce phénoméne connu depuis les années
1970 semble devenir incontournable dans la modélisation.

11 existe plusieurs modeles asymétriques, comme le modéle Exponentie-GARCH (EGARCH) et
le modéle log-GARCH, pour lesquels Francq et al. (2013) étudient les propriétés asymptotiques de
I'estimateur du modele EGARCH(1, 1). L’extension la plus directe du modéle GARCH est le modéle
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Asymétrique GARCH ou Threshold GARCH, noté dans la suite AGARCH. Ce modéle s’exprime
de la méme fagon que le modéle GARCH mais 'on décompose le terme 5?72- en deux termes. L’'un
correspond aux rendements passés positifs, notés 5?_1- et l'autre aux rendements passés négatifs,
notés ¢, ;. Nous définissons ¢/ ; par £ ; = max(0,&,_;) et €, , par ¢,_; = min(0,;_;). Le modeéle
AGARCH a été introduit par Rabemananjara et Zakoian (1993) et présente ’avantage d’étre simple
d’interprétation mais surtout de tenir compte de 'effet de levier.

Jusqu’a présent les modeéles étaient soit basés sur le concept de variance conditionnelle, comme
pour le modéle ARCH et GARCH, ou alors sur I’écart-type conditionnel, comme pour le modéle
AGARCH. Engle (1982) met en évidence que la modélisation ne doit pas nécessairement étre faite
par I'un de ces deux concepts, mais que 'on peut modéliser la volatilité par n’importe quelle puis-
sance de la variance. Il propose également le modéle EGARCH et ne modélise plus la volatilité
par la variance mais en utilisant I’exponentielle afin d’illustrer ce concept. Des généralisations des
modeles classiques sont faites pour ces raisons et Higgins et Bera (1992) introduisent le modéle
ARCH en puissance, qui est une transformation du modéle ARCH en appliquant une puissance ¢
quelconque a la variance. Hwang et Kim (2004) reprennent ce modéle en y ajoutant 1’asymétrie et
Pan et al. (2008) généralisent ce modeéle et s’intéressent donc au modéle AGARCH en effectuant

une transformation de la puissance (APGARCH). L’écriture du modéle reste semblable et devient

1/6
€t =0y Tt
5 SV I - 5 (2)
ep :W+Zai (e_)" + oy (—5,,) +Z/Bjatfj‘
i1 j=1

Les conditions de stationnarité du modéle sont proposées par Pan et al. (2008), ainsi que la procédure
d’estimation dans le cas oul la puissance ¢ est connue et inconnue. Les propriétés asymptotiques de
I'estimateur ont été établies par Hamadeh et Zakoian (2011) dans les deux cas. Lorsque I'on considére
la puissance connue et fixée § = 1, le modéle devient celui introduit par Rabemananjara et Zakoian
(1993) c’est-a-dire le modeéle AGARCH.

Ce modéle peut étre utilisé dans deux cas, le premier en considérant la puissance connue ce qui
est équivalent & se ramener & une écriture du type AGARCH avec une puissance de ’écart-type
ou de la variance connue et fixée. Ce modeéle plus général, permet de considérer des modéles tels
que le modéle AGARCH ou alors le modéle GJR de Glosten et al. (1993) en considérant 6 = 2. Il
est également possible de considérer la puissance inconnue et dans ce cas, nous pouvons supposer
que le modéle s’adaptera tout seul aux données a étudier. Cependant, cette considération nécessite
et impose 'estimation du paramétre § ce qui peut dans certains cas s’avérer difficile. Hamadeh et
Zakolan (2011) mettent en évidence dans une expérience que parfois le modeéle est difficile a identifier
dans la pratique et notamment & cause du paramétre §. Pour cette raison, et malgré les résultats
théoriques connus sur le cas ou la puissance est inconnue, le modéle dans le cas de la puissance
inconnue semble étre délaissé au profit du cas ou la puissance est connue.

Il existe plusieurs procédures de validation, basées sur différentes méthodologies, mais les tests
portmanteau sont souvent utilisés dans 'analyse des séries financiéres. Nous retrouvons ces tests en
particulier pour tester I'adéquation des modéles Autoregressifs & Moyenne Mobile (Autoregressive
Moving Average, en anglais), ARMA(p, q) estimés. Les travaux a l'origine de cet outil d’analyse sont
dus & Box et Pierce (1970), Ljung et Box (1978), McLeod (1978) et a Li (2004) pour un ouvrage
sur les tests portmanteau.

Ces tests sont basés sur l'intuition que si un modéle de série financiére avec un bruit 7 iid est
adapté aux données, alors les autocorrélations des résidus 7; devraient étre toutes nulles. Les tests
portmanteau sont alors initialement basés sur les autocovariances des résidus. Mais a la différence
des modéles ARMA, les modéles GARCH présentent des autocovariances nulles. Ces tests sont
donc inefficaces pour ce type de modéles et doivent étre adaptés. Pour cela, le test portmanteau
se base désormais sur les autocovariances des carrés des résidus, comme le montrent les travaux
de Li et Mak (1994) et Ling et Li (1997). Ces tests qui permettent de valider le modéle, peuvent
également conduire au choix des ordres p et ¢ du modéle. Berkes et al. (2003) développent la théorie
asymptotique du test portmanteau pour le modéle GARCH standard et Carbon et Francq (2011)

9



donnent une procédure de validation du modéle APGARCH via les tests portmanteau, lorsque la
puissance est connue. Ce test n’a pas été développé pour le modéle APGARCH avec § inconnu
et ne peut donc étre utilisé pour le modéle plus général. En revanche, cette procédure peut étre
utilisée pour les modéles AGARCH et GJR en fixant les valeurs de § correspondant au modéle
souhaité. Récemment, Leucht et al. (2015) ont proposé un test pour le modéle GARCH(1, 1), basé
sur le test statistique de Cramér-Von Mises. Francq et al. (2016) ont récemment travaillé sur le test
portmanteau pour le modéle Log-GARCH et EGARCH.

Les modéles ARCH et les modéles univariés de maniére générale, ont présenté une grande évolu-
tion dans la modélisation des séries financiéres. Si les modéles asymétriques et en puissance consti-
tuent une avancée majeure dans la modélisation, ’analyse de la volatilité reste limitée dans le cas
d’un seul actif financier. L’étude univariée d’'un marché ou d’un actif, ne permet pas d’utiliser I'in-
formation d’'un actif financier pour en modéliser un autre. Or, le constat réalisé lors des crises, est
que la contagion se fait sur ’ensemble des marchés financiers. Par conséquent, la dynamique d’un
marché se transmet aux autres et donc les informations nécessaires & la modélisation d’un actif
peuvent étre contenues dans un autre actif. Les modéles univariés présentent leur limite.

2.3 Classe de modéles multivariés

L’extension des modéles univariés n’étant pas directe dans le cas GARCH, il existe une multitude
de modéles multivariés, développés par Nelson (1991), Engle et Kroner (1995a), Engle (2002), McA-
leer et al. (2008) pour n’en citer que quelques uns. Bauwens et al. (2006) établissent une revue de la
littérature, qui liste ’ensemble des modéles GARCH multivariés. L’avantage de ce type de modéle
est que la volatilité d’un marché est a la fois fonction de sa propre volatilité passée mais également
de la volatilité passée d’autres marchés ou actifs. Désormais, la moindre information contenue dans
un actif n’est plus seulement pertinente pour ce seul actif, mais également pour tous les autres actifs
contenus dans le modéle. Cette classe de modéles pallie la lacune des modéles univariés et permet
d’affiner les modélisations.

Bollerslev et al. (1988) donnent les bases de travail pour les modéles GARCH multivariés, en pro-
posant pour la premiére fois un modeéle multivarié, qui étend la représentation GARCH univariée.
Cette représentation du modéle est trés générale mais implique un grand nombre de paramétres qui
nécessitent des restrictions et des simplifications dans la pratique. Suite a cela, Bollerslev (1990) pro-
pose une extension du modéle GARCH en introduisant dans la formulation du modéle, une matrice
de corrélation conditionnelle, généralement notée R, que ’on considére constante au cours du temps.
Ce travail a été étendu par Jeantheau (1998) au modéle nommé CCC-GARCH (pour Condiational
constant correlation - GARCH). Ce modéle présente 'avantage d’avoir une interprétation simple et
similaire aux modéles GARCH univariés. Nous définissons g, comme étant un processus multivarié

CCC-GARCH(p, ¢) de dimension d s’il vérifie

& = Ht1/277t
Hy = DiRDy, Dy =diag(hy/?,....h}})

q p
ﬁt =wp+ Z A0i§t_z‘ + Z Bﬂjht—ja

i=1 j=1

ou h; est un vecteur de dimension d x 1 ol chaque composante représente 1’écart-type conditionnel
de chaque série et H; est la matrice de variance conditionnelle associée au modéle. Le paramétre
wy est un vecteur de dimension d x 1 composé de coefficients strictement positifs et les parametres
Api et Bpj sont des matrices de dimension d x d composées de coefficients positifs ou nuls. Ce
modéle ne différencie pas les rendements positifs des rendements négatifs. Le cas univarié consi-
dére de nombreux modéles asymétriques, alors que le cas multivarié ne compte pas beaucoup de
modéles développés. Pour les modéles multivariés asymétriques, nous retrouvons McAleer et al.
(2009) qui étendent le modéle GJR de Glosten et al. (1993). Une autre extension multivariée est
proposée par McAleer et al. (2008) en développant le modeéle AutoRegressif Généralisé a Corrélation
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Conditionnelle (GARCC). Récemment, Francq et Zakoian (2012) développent I’extension asymé-
trique du modéle CCC-GARCH de Bollerslev (1990). Seule la troisiéme équation différe du modéle
CCC-GARCH et devient

q p
hy=wo+ Y Adel i+ Ay (—g-s) + ) Boilu_j,
i=1 =1

ol les paramétres A(J)FZ- et Ay; sont des matrices de dimension d x d composées de coefficients positifs
ou nuls. Avec z+ = max(0,z) et = = min(0,z), nous définissons g = ({eft}Q, . .,{5%}2)’ et
g = ({5it}2, . .,{5;t}2)’ . Francq et Zakotan (2012) développent et établissent la condition de
stationnarité du modéle, ainsi que la procédure d’estimation avec les propriétés asymptotiques de
I’estimateur. La méthode est basée sur le quasi-maximum de vraisemblance qui est une procédure
simple & mettre en ceuvre dans la pratique. L’interprétation des coefficients du modéle est trés
proche de celle du modéle GARCH standard et rend son utilisation simplifiée.

3 Contribution a la modélisation des séries financiéres

3.1 Objectif

Cette thése présente quelques contributions & la modélisation des séries financiéres, notamment
dans le développement d’extensions de modéles ainsi que le développement d’outils utiles & la vali-
dation de ceux-ci. L’objectif principal est d’étendre les modéles multivariés a des cas plus généraux,
afin de considérer un maximum de faits stylisés et d’avancées dans la modélisation des séries finan-
ciéres. Comme ’ensemble de la réflexion est basé sur la classe de modéle GARCH standard avec ses
extensions directes, comme le modéle APGARCH, il semblait naturel de se tourner vers les modéles
multivariés a corrélations conditionnelles. Ces modéles reprennent le fondement et la structure des
modéles univariés classiques. Tous les résultats sont illustrés par des données simulées et mis en
ceuvre sur des données réelles. L’ensemble des résultats est basé sur la procédure d’estimation du
Quasi-Maximum de Vraisemblance (QMV).

3.2 Organisation des Chapitres
Chapitre 1

Le premier résultat, développé dans le Chapitre 1, paragraphe 3, porte sur la validation du mo-
déle univarié GARCH asymétrique en puissance. Il fait I'objet d’un article ayant pour titre "Port-
manteau test for the asymmetric power GARCH model when the power is unknown",
réalisé en collaboration avec Yacouba BOUBACAR MAINASSARA et Bruno SAUSSEREAU.

La procédure de validation développée par Carbon et Francq (2011) permet de valider les modéles
APGARCH lorsque la puissance est connue. En revanche ce résultat ne permet pas de valider le
modéle plus général en considérant la puissance inconnue. Nous avons développé ici une procédure
de validation, basée également sur les tests portmanteau, capable de valider les modéles APGARCH
dans le cas ol la puissance est inconnue. L’avantage majeur est que la modélisation de la volatilité
n’est pas nécessairement optimale en utilisant ’écart-type ou la variance conditionnelle, mais une
puissance quelconque de cette derniére, ce qui n’est pas possible en utilisant le modéle APGARCH
dans le cas de la puissance connue. Bien que Carbon et Francq (2011) montrent que numériquement
le test réagit bien aux variations de la puissance, nous ne pouvons pas déterminer par avance
la valeur de cette puissance. L’interét d’estimer la puissance est que 'on est certain d’obtenir la
puissance optimale pour le modéle choisi. Il est donc primordial que la procédure de validation
tienne compte du cas ol la puissance est inconnue. Un second avantage est que ce test est basé sur
le modéle qui englobe un grand nombre de modéles déja étudiés dans la littérature. Cette procédure
de validation peut alors s’appliquer aux modéles de la méme classe et donc valider les modéles de
la classe GARCH.
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Le test portmanteau est basé classiquement sur les corrélations des résidus, mais comme dans le
cas des modéles GARCH celles-ci sont nulles, il a fallu adapter ce test et se baser sur les corrélations
des carrés des résidus. Le résultat théorique nécessite un certain nombre d’hypothéses (détaillées
dans le Chapitre 1), dont la plupart sont utiles pour les propriétés asymptotiques de Iestimateur.
Ces hypotheéses techniques font référence aux conditions de stationnarité et d’identifiabilité, ainsi
que sur la distribution du bruit et ’ensemble des parameétres et espace des paramétres. Ces résultats
sur les propriétés asymptotiques sont réutilisés afin de construire le test portmanteau. L’hypothése
nulle est définie par

Hp : le processus (&) satisfait le modeéle (1.3).

Par le résultat suivant,

Théoréme.
Sous certaines hypotheses et Uhypotheése nulle Ho, la matrice D = (ky — 1215 — (Ay — HCnJ 10,
converge en probabilité vers la matrice définie positive D (donnée dans la preuve du Théoréme 3.1

en Annexe A) et nous avons

al A—1~ L
nr;nD lrm — an,

nous obtenons la condition de rejet pour Hg au niveau asymptotique a lorsque
n#! D7, > 3 (1 — ),

ot x2,(1 — a) représente le quantile d’ordre (1 — «) de la loi du Khi-deux avec m degrés de liberté.

Dans le théoréme, les hypothéses ainsi que les matrices C), et J sont définies au paragraphe
3.1 du Chapitre 1 et &, représente le kurtosis de la loi de 7. Le vecteur £, définit les m premiéres
autocorrélations des résidus.

Chapitre 2

Le second résultat développé tout au long du Chapitre 2, concerne I'extension multivariée du mo-
deéle CCC-AGARCH proposé par Francq et Zakoian (2012). Ce Chapitre constitue un article nommé
"Estimation of multivariate asymmetric power GARCH models", réalisé en collaboration
avec Yacouba BOUBACAR MAINASSARA et Bruno SAUSSEREAU.

Le modele développé par Francq et Zakoian (2012) présente déja de nombreux avantages. Sa
structure est semblable a celle des modéles GARCH univariés standard et par conséquent son
interprétation est simplifiée. Il modélise également la corrélation entre les différents marchés, mais
celle-ci est considérée constante au cours du temps. Un autre avantage est que ce modéle prend en
compte 'effet de levier. En revanche, le modéle est basé sur le concept d’écart-type et de variance
conditionnels, ce qui peut contraindre la modélisation. L’extension que nous proposons améliore ce
dernier point. En nous basant sur le modeéle APGARCH univarié, nous avons développé le modéle
CCC-APGARCH en y ajoutant une puissance quelconque sur la variance conditionnelle de chaque
dimension. Une modélisation possible aurait été de considérer une seule et méme puissance d pour
chacune des dimensions, mais ce modéle, plus simple, se serait valu trop restrictif surtout qu’une
étude empirique des séries financiéres via le modéle APGARCH montre que la puissance varie
selon lactif étudié (détails en introduction du Chapitre 2). C’est la raison pour laquelle nous avons
considéré une puissance pour chaque dimension, ce qui nous conduit & introduire la notation u% =
uyt, ... ,uzd ol u est un vecteur de dimension d x 1. Nous définissons g, comme étant un processus

multivarié CCC-APGARCH(p, ¢) de dimension d s'il vérifie

1/2
§t:Ht/ U

Ht == DtR()Dt, D = diag(\/ hltu NV hd
2 6 2
/ _wO+Z{ gt 26/2+A01 z } ZBOJ t/y
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ot hy = (h1y, ..., hayt) et avec 27 = max(0,z) et 2~ = min(0, z),

gl = ({6ft}2, e {Ez—ii_,t}Q)/ g = ({—Eit}z, e {—Elt}Z)/ )

wy et d sont des vecteurs de dimension d X 1 composés de coeflicients strictement positifs, Amv Ay,
et By, sont des matrices de dimension d x d composées de coefficients positifs et Ry est la matrice
de corrélation.

Le Chapitre 2 détaille les conditions de stationnarité et d’identifiabilité. Nous avons développé
la procédure d’estimation via le quasi-maximum de vraisemblance pour le modéle dans les cas ot la
puissance est connue et inconnue. Dans le cas inconnu le vecteur des parameétres devient ¢ = (¢, 7’)’
et H; devient H;. Ainsi, pour définir 'estimateur de ¥ par le quasi-maximum de vraisemblance, nous

avons récursivement pour ¢ > 1

7:[75 = DtRDt, Dt = dlag (\/ iLLt, ceey\/ ildﬂj)

2/t
q
ﬁt = ﬁt Z gt z T/2 +A (Et_ 7 T/2 +ZB hT/2
=1 J=1

et nous obtenons 'estimateur 1§n de ¥ défini comme toute solution mesurable de

Uy, = argmin L, (?),
YeA

ou
1 _ - -
== b h=0(0) =cH; e +log [,
Nous avons également établi les propriétés asymptotiques de 'estimateur. Pour cela il est néces-
saire de définir quelques hypothéses techniques, détaillées au Chapitre 2. Des hypothéses sur la
distribution du bruit et 'espace des paramétres sont nécessaires. Une hypothése sur la condition
de stationnarité est nécessaire pour la consistance et la normalité asymptotique, ainsi qu’une hypo-

thése sur la condition d’identifiabilité. Dans le cas de la puissance inconnue, nous pouvons énoncer
le résultat de la consistance de I'estimateur.

Théoréme.
Soit (¥y,) une suite d’estimateurs du QMV satisfaisant (5.2). Alors sous certaines hypothéses

%, — Yo, presque strement lorsque n — +00.

Le résultat de la normalité asymptotique est donné par le théoréme suivant.

Théoréme.
Sous certaines hypothéses, nous obtenons

VO, — 90) =5 N0, J11T7Y),

ot J est une matrice définie positive et I est une matrice semi-définie positive, définies par

=I(0y) =E {8&(190) 8“(190)] . J:=J@Wy) =E [82“(%)} .

o o' 090y

Le chapitre se conclut sur des illustrations numériques mettant en évidence la procédure d’esti-
mation dans les deux cas, ainsi que ses propriétés asymptotiques.
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Chapitre 3

Le troisiéme résultat présenté dans le Chapitre 3 porte sur la validation du modéle développé
lors du Chapitre 2. Ce résultat constitue un article intitulé "Portmanteau test for a class
of multivariate asymmetric power GARCH model", réalisé en collaboration avec Yacouba
BOUBACAR MAINASSARA et Bruno SAUSSEREAU.

La procédure de validation est basée sur les tests portmanteau. Elle est développée dans le cas
ou la puissance est connue, ainsi que dans le cas ou la puissance est inconnue. Dans le cas de la
puissance connue, lorsque 'on fixe § = 2, c’est a dire que toutes les composantes du vecteur de la
puissance sont égales & 2, alors le test permet de valider le modéle introduit par Francq et Zakoian
(2012). Nous avons également développé le test dans le cas inconnu, pour les mémes raisons que
dans le cas univarié. Comme pour la cas univarié, il a fallu adapter le test en se basant sur les
autocovariances des carrés des résidus. Les résultats théoriques nécessitent plusieurs hypothéses qui
sont détaillées dans le Chapitre 3. Les résultats du Chapitre 2 sur les propriétés asymptotiques de
I’estimateur sont utilisées pour construire le test portmanteau. L’hypothése nulle est définie par

Hy : le processus (g,) satisfait le modeéle (3.1).
Par le résultat suivant

Théoréme.
Sous certaines hypothéses et Hy, la matrice D = ¥y + Cy J 1 J7IC! + CmXy .+ 229 . C!

converge en probabilité vers une matrice définie positive D (définie dans la preuve du Théoréeme 2.1
en Annexe D) et nous avons

s PH—la L. 2
nt, D™ Ty — X4

nous obtenons la condition de rejet pour Hy, dans le cas inconnu, au niveau asymptotique «
lorsque

nEy D > x2 (1 — a),

oit x2 (1 — a) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Khi-deux, avec md* degrés de liberté.
md

Dans le théoréme, les hypothéses, ainsi que la matrice C,, sont définies au paragraphe 2.3 du
Chapitre 3. Le vecteur 1, définit les m premiéres autocorrélations des résidus.

Chapitre 4

Le Chapitre 4 présente des simulations numériques, ainsi qu'une étude sur des données réelles.
Les simulations sont en complément des illustrations numériques proposées dans chaque Chapitre.
Ce travail numérique est réalisé en utilisant le logiciel R ou RStudio avec le langage interprété R ou
Repp.

Le travail univarié concernant le Chapitre 1 reprend la procédure d’estimation du modéle AP-
GARCH lorsque la puissance ¢ est inconnue et estimée simultanément aux autres parameétres du
modéle. Différents jeux de paramétres sont utilisés, ainsi que différentes tailles de séries, afin de
confirmer les résultats de Hamadeh et Zakoian (2011), qui sont nécessaires dans la pratique pour
les tests portmanteau. Ensuite, les simulations mettent en évidence le test portmanteau et viennent
confirmer le résultat théorique du Chapitre 1. Les simulations montrent que le test portmanteau
fait correctement la différence entre les différents modéles et montre également que la puissance
n’apporte aucune difficulté dans ’élaboration du test.

Le travail multivarié concernant le Chapitre 2 met en pratique les procédures d’estimation dans
le cas ot la puissance d’une part est connue et dans le cas ou la puissance d’autre part est inconnue.
Les simulations sont réalisées sur un vaste panel de paramétres, en faisant varier la taille des séries.
Les simulations montrent que I'erreur commise lors de I'estimation diminue au fur et & mesure que
la taille de la série augmente. De plus lorsque la taille de la série est égale a 5000, ce qui représente
une taille raisonnable pour les séries financiéres, 'erreur commise lors de I'estimation est faible.
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Le paragraphe 3 est consacré aux données réelles. Dans ce paragraphe nous appliquons I’ensemble
des résultats théoriques et pratiques sur la série du CAC 40 (uniquement en étude univariée) et sur
les séries des taux de change. Les taux de change utilisés sont le dollar américain, le dollar canadien,
le yen et la livre sterling, tous contre ’euro. Dans le cadre multivarié, nous avons travaillé uniquement
avec des modéles en dimension 2.

Chapitre 5

Le Chapitre 5 fait la conclusion du travail établi et donne quelques perspectives et réflexions
d’amélioration et de poursuite. Le nombre important de paramétres dans les modéles multivariés
peuvent engendrer des problémes dans la pratique, vu la complexité algorithmique. Pour cela, une
possibilité serait de réduire le nombre de paramétres dans les modéles au moment de la procédure
d’estimation ou de considerer une autre méthode d’estimation.

La méthode d’estimation Equation-par-Equation semblerait pouvoir permettre d’améliorer la pro-
cédure d’estimation des modéles multivariés. Cette procédure développée par Francq et Zakoian
(2016) permet de se ramener a plusieurs écritures univariées du modeéle multivarié étudié.

La méthode de la variance targeting a été utilisée par Francq et al. (2014) pour réduire le nombre
de paramétres du modéle a estimer. Cette méthode consiste & réécrire le modéle afin de pouvoir
exprimer le parameétre w, en fonction des autres parameétres.

Une autre perspective serait d’apporter des améliorations au modéle CCC-APGARCH, déve-

loppé au Chapitre 2, en développant une extension de ce modéle qui prendrait en compte la dyna-
mique de la matrice de corrélation. Nous proposons le modéle DACC-APGARCH qui reprend les
caractéristiques du modéle CCC-APGARCH et qui modélise la corrélation au cours du temps. Des
simulations sont effectuées afin d’illustrer la procédure d’estimation liée au modéle.
Pour conclure le Chapitre 5, nous avons appliqué le modéle DACC-APGARCH sur les données
réelles utilisées lors du Chapitre 4. En revanche, n’ayant pas les propriétés asymptotiques de l'esti-
mateur, le test portmanteau ne peut pas étre développé pour ce modéle et par conséquent nous ne
pouvons pas les valider.

15






Chapitre 1

Modéles univariés

Résumé

Ce chapitre a pour but de faire un état des principaux modéles existants et de se focaliser sur le
modéle APGARCH lorsque la puissance d est inconnue. L’estimation et les propriétés asymptotiques
de I'estimateur seront rappelées et un test pour la validation du modéle sera proposé dans le cas ou
la puissance est inconnue.
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Introduction

Le modele Auto Regressif Conditionnellement Hétéroscédastique (ARCH) introduit et développé
par Engle (1982), a été largement utilisé dans la modélisation des séries financiéres. Bollerslev (1986)
généralise ces modeéles (Generalized ARCH) et apporte une plus grande polyvalence et efficacité dans
la modélisation due & la prise en compte de la variance conditionnelle passée. Leur caractérisation
est basée sur la notion de variance conditionnelle passée. Le modéle GARCH est caractérisé par la
volatilité spécifiée comme une fonction linéaire des carrés des innovations passées. Par sa construc-
tion, la variance conditionnelle dépend uniquement du module des rendements passés et a donc
par conséquent le méme effet sur la volatilité. Un grand nombre d’extensions ont été faites a la
suite de ce modéle, et notamment des extensions asymétriques, étant donné que ce modéle était en
contradiction avec un grand nombre d’études qui montrent que les séries financiéres présentent un
effet de levier, comme le montre Black (1976).

Parmi ces extensions, nous retrouvons le modéle GARCH asymétrique (AGARCH ou TGARCH)
introduit par Rabemananjara et Zakoian (1993). A la suite de cela, Pan et al. (2008) proposent le
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modéle TGARCH en puissance (APGARCH) qui regroupe un grand nombre de modéles de type
GARCH.

Aprés la condition d’identifiabilité et de stationnarité, ’étape cruciale est ’estimation des coef-
ficients inconnus du modéle. A la suite, une procédure de validation est nécessaire afin de valider le
choix des ordres p et ¢ du modéle.

Dans ce chapitre, une premiére partie servira d’introduction générale sur les modéles GARCH
standard en présentant les conditions de stationnarité, la procédure d’estimation, ainsi que les
propriétés asymptotiques de I'estimateur. Une seconde partie sera consacrée au modéle GARCH
asymétrique en puissance. Cette partie sera composée de la stationnarité du modéle, la procédure
d’estimation avec ses propriétés asymptotiques, dans les cas connu et inconnu, ainsi qu’'une procé-
dure de validation du modéle dans le cas connu. Une troisiéme partie portera sur la procédure de
validation dans le cas inconnu.

1 Présentation des modéles

1.1 Modéles de type GARCH

Introduction du modéle

Nous pouvons retrouver plusieurs définitions liées au modéle GARCH standard, a savoir une défini-
tion générale et des définitions plus spécifiques selon le type de bruit utilisé. Nous nous focaliserons
sur la définition du GARCH dit fort, qui est la définition la plus courante.

On dit que &; est un processus GARCH(p, ¢) au sens fort (relativement a la suite (7)) s’il vérifie

&t = O

2 : 2 z 2 (1.1)
oy =wo+ Z Qoi€i_; + Z Bojoi—j
i=1 j=1

ou (1) est une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi 7;. Les
constantes ag; et Bpj sont positives et wy est une constante strictement positive. Souvent dans la
modélisation des séries, nous fixons les ordres p et ¢ & 1.

Stationnarité

L’étude de la stationnarité est une étape importante avant celle de ’estimation. Le but est de
chercher sous quelles conditions le processus étudié est stationnaire. On distingue deux notions de
stationnarité, on parle de stationnarité stricte et de stationnarité au second ordre. Nous pouvons
donner les définitions de ces deux propriétés.

Définition 1.1. (Stationnarité stricte)
Soit (g¢) un processus temporel a valeurs réelles et en temps discret 1,9, ... ,&;.
Ce processus est dit stationnaire (au sens strict) si toutes les fonctions f mesurables

fler, e, .. et) = fe14h, €24k - -+ ELk)
ont la méme lot jointe, pour tout t € N et pout tout k € Z.

La définition de la stationnarité faible, ou au second ordre, pourra sembler moins exigeante
puisqu’elle n’impose des contraintes qu’aux deux premiers moments de €;, mais en revanche, ces
moments doivent exister, ce qui n’est pas le cas pour la définition de la stationnarité forte ou stricte.

Définition 1.2. (Stationnarité au second ordre)
Soit (g¢) un processus temporel a valeurs réelles et en temps discret €1,¢€a, ... ,&¢.
Ce processus est dit stationnaire au second ordre si

x Ele;] = p Vi=1,...,t
* Var(e;) = 0% < 00 Vi=1,...,t
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x Cov(ei,ei—k) = v=(k) Vi=1,...,t Vk=1,...,t

La fonction v(-) (resp. pe(:) := 7:(+)/7:(0)) est appelée fonction d’autocovariance (respectivement
d’autocorrélation) de (e¢).

L’interét est surtout porté aux solutions non anticipatives et ergodiques du modéle, c’est & dire
aux processus (g;) de sorte que €; soit une fonction mesurable du passé de 7, (-5, s > 0). Dans
ce cas la variance conditionnelle est indépendante de la tribu engendrée par {n;1n,h > 0} et g est
indépendante de la tribu engendrée par {n.p, h > 0}.

Pour déterminer les conditions de stationnarité du modéle GARCH(p, q), il sera pratique de
passer & une écriture vectorielle du modéle. Pour cela nous définissons 1’écriture vectorielle suivante

zp = by + Agzy_q,

ou )
w
0
z .
by=0b(mp) =] w | eRPH, 2= €t;112+1 € RPFY
0 t
0 Jt2710+1
“ 2 2 2 2
g e agni Ping o B
1 0 ... 0 0 . 0
0 1 ... 0 0 . 0
A, — 0 1 0 0 0 0
t a1 Qq b1 By
0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 ... 0 0 0 .1 0

est une matrice de dimension (p + ¢) X (p + ¢). En itérant cette expression nous obtenons
o0
Zy = Qt + Z AtAg ... Atkarlbt_k-
k=1

Il est important de trouver la condition pour que cette série existe. Une condition pour que le
membre de droite soit strictement positif presque stirement, dans le sens ou toutes les composantes
soient strictement positives est

w > 0, a; >0 pourt=1,...,q, Bj >0 pour j=1,...,p.

Cette condition n’est pas toujours nécessaire. Le principal outil dans la détermination de conditions
de stationnarité est le concept de plus grand exposant de Lyapunov. En utilisant la notion de rayon
spectral et en définissant une norme quelconque sur espace des matrices (p + ¢) X (p + ¢), nous
avons le résultat d’algébre suivant

1
lim —log|lAY|| =1 A).
Jm — log [|A%]| = log p(A)
La condition de stationnarité stricte est donnée par les deux résultats suivants.
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Proposition 1.1. Francq et Zakoian (2011)
Soit {Ay,t € Z} une suite de matrices aléatoires, strictement stationnaire et ergodique, telle que
E[log™ ||A¢]|] est finie. Nous avons

.1 a1
tlg-noo EE[log |AtAi—1 .. ALl =~ = tlean* g]E[log AL Ai—1 ... A1]l]
et v s’appelle plus grand exposant de Lyapunov de la suite de matrices {Ay,t € Z}. De plus
o1
v = t_lg_noo n log ||AtAi—1 ... ALll, p.s.

Le lemme suivant donne la condition telle qu’elle est le plus souvent annoncé.

Lemme 1.1. Francq et Zakoian (2011)
Soit {A,t € Z} une suite ergodique et strictement stationnaire de matrices aléatoires telles que
Ellog™ || A¢||] est finie et de plus grand exposant de Lyapunov ~. Alors

lim [|4p...A—||=0 = ~<0, p.s.
t——+o0

La condition de stationnarité au second ordre est donnée par le résultat suivant.

Proposition 1.2. Francq et Zakoian (2011)
Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus GARCH(p,q) strictement station-
naire, solution du modéle (1.1) avec w > 0 est que

v<0

ot vy est le plus grand exposant de Lyapunov de la suite { A, t € Z}. Lorsque cette solution stricte-
ment stationnaire existe, elle est unique, non anticipative et ergodique.

Estimation des coefficients du modéle
La méthode la plus utilisée pour 'estimation des coefficients du modéle est celle du quasi-maximum
de vraisemblance. Nous supposons que les observations €1,...,&, constituent une réalisation de
taille n du processus GARCH(p, ¢) qui est une solution strictement stationnaire non anticipative et
I'on considére que (1) est une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées (iid)
suivant la loi normale centrée réduite, N (0, 1).

Nous notons le vecteur des paramétres a estimer 6 = (w, o1, ..., a4, 51, .., Bp) et Oy signifie la
vraie valeur du parameétre. L’espace du parameétre 6 est © CJ0, +00[x [0, +00[PT%. La vraisemblance
gaussienne du processus conditionnellement & certaines valeurs initiales que 1’on précisera s’écrit

n 2
1 1eg
Ln(ﬁ):Ln(ﬁ;al,...,an):H — exp{—z&tz},
ott les 62 sont définis récursivement, pour ¢ > 1, par
q P
o7 = G7(0) = w + Zaﬁ?—i + Zﬁj(}?—j'
i=1 j=1

Plusieurs choix sont possibles d’autant plus que les valeurs initiales n’ont aucune influence sur le

résultat de lestimation des paramétres. Il est donc possible de prendre e = ... = giq =0} =
.= a%_p = w, ou encore £7. Un choix qui semblerait adapté au modéle GARCH serait pour une

valeur de 6 donnée sous I'hypothese de stationnarité au second ordre, > 7 | a; + Z§:1 B; <1, de
choisir la variance non conditionnelle

2 _ _ 2 _ 2 _ 2 —
50_"'_81*(1_00_"‘_01*17_
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En revanche, ce choix n’est pas adapté au modéle GARCH intégré (IGARCH) qui impose que la
somme des coefficients «; et 3; doit étre égale a 1.

L’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 6 conditionnellement aux valeurs initiales, est
défini comme toute solution mesurable én de

~

0, = argmax L,(f) = arg min En(ﬁ), (1.2)
0cO 0cO
ol
c Ly~ 7 -9 €7
[’”(9) = n tha Iy = lt(e) = log(at) + ?
t=1 t

Propriétés asymptotiques
Pour pouvoir énoncer les propriétés asymptotiques de I'estimateur du quasi-maximum de vraisem-
blance, il est nécéssaire de faire les hypothéses suivantes :

H1 : 0y € © et © est un compact.

H2 :vy(Ag) <0et V9 €O, 30 5 <1

H3 : »? est de loi non dégénérée et E[n?] = 1.

H4 :sip >0, Agy(2) = 1L, iz’ et By,(z) = 1 — Z§:1 B;z n'ont pas de racine commune,
Ag, (1) # 0 et agq + Bop # 0.

H5: 0y € (i), (2) est I'interieur de ©.

H6 : 1, = E[n}] < occ.

La convergence forte de I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est donnée par le théo-
réme suivant.

Théoréme 1.1. Francq et Zakoian (2004)

Soit (0,,) une suite d’estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance satisfaisant (1.2), avec les
valeurs initiales précédentes. Sous les hypothéses H1 — H4, nous avons presque sirement

A~

0, — b, n — 400.

La loi limite de I'estimateur est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 1.2. Francq et Zakoian (2004)
Sous les hypothéses H1 — H6,

V(b — 00) =5 N0, (5 — 1)),

ot J est une matrice définie positive définie par

L) _ g 1 902(0y) o2 (6y)
0000 | ~ "% |od(0e) 060  of

J = Eg, [

Nous définissons par l; la vraisemblance telle que l; = 1;(0) = log(o?) + &7 /a?.

1.2 Modéles de type GARCH asymétrique

Black (1976) a montré que les rendements positifs ont moins d’impact sur la volatilité que les
rendements négatifs. Depuis, les modéles asymétriques se sont imposés a la modélisation des séries
financiéres. Une extension du modéle GARCH(p, q) est le modéle AGARCH(p, q) développé par
Rabemananjara et Zakoian (1993).

Comme pour le modéle GARCH présenté dans la partie précédente, le modéle AGARCH présente
des conditions de stationnarité stricte et au second ordre, ainsi qu’une condition d’identifiabilité et
une procédure d’estimation. Celles-ci sont toutes similaires au cas du modéle GARCH.
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2 Modéle GARCH asymétrique en puissance

Le modéle GARCH asymétrique en puissance (APGARCH) est une extension du modéle AGARCH
et par conséquent une extension du modéle GARCH standard. Ce modéle développé par Hwang
et Kim (2004) modélise la volatilité par une puissance quelconque de I’écart-type. Engle (1982) a
montré par le biais du modéle Exponentiel GARCH (E-GARCH), qu'il n’était pas nécessaire de
modéliser la volatilité par 1’écart-type ou la variance, mais que 1'on peut modéliser la volatilité par
n’importe quelle puissance de la variance.

Ce modeéle a la particularité d’avoir une interprétation aussi intuitive que le modéle GARCH
ou alors AGARCH. De plus, il généralise ’ensemble de ces modéles car si I'on considére que la
puissance est fixée § = 2 et que les coefficients oz;-'r = q; pour ¢ =1,...,q, alors nous obtenons le
modéle GARCH standard. Si I’on fixe la puissance & 1, § = 1, alors nous avons le modéle TGARCH
et enfin si 'on fixe la puissance & 2, 4 = 2, alors nous obtenons le modéle GJR de Glosten et al.
(1993).

Les conditions de stationnarité ont été développées par Pan et al. (2008), ainsi que la condition
d’identifiabilité et la procédure d’estimation. Les propriétés asymptotiques de I'estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance ont été établies par Hamadeh et Zakolan (2011) dans le cas ou la
puissance est connue et inconnue.

Le processus ¢; est appelé APGARCH(p, q) s’il vérifie

_ 1/
& =0y Tt
IR - (1.3)
or=wo+ Y agi(e) + ag(—5_)° + Y Bojor—j
i=1 j=1

ot les constantes asri, oy, et Boj sont positives et wp est une constante strictement positive. La suite
(n¢) est une suite de variables iid de loi 7.

2.1 Condition de stationnarité

La condition de stationnarité est une étape importante avant la procédure d’estimation. Celle-ci
est donnée par Pan et al. (2008). Pour ce faire, il est nécéssaire de choisir une norme || - || dans R*
telle que ||z|| = |z1|+. ..+ |zx|, pour tout z € R”. Alors pour toutes matrices A de dimension x X &,
I'opérateur de norme correspondant est

|A]l = sup [|Az].

flz]l=1

Nous définissons la suite de matrices (Co) par

() Bop Q[2:9—-1] Qg:q)
I, Op—1)x1 Op—1)x2(g—2) Op—1)x2
Chr — P (p—1)x (p—1)x2(g—2) (p—1)x 7 1.4
ot n, O2x1 O2x2(q—2) 0252 (14)
O204-2)x(p—1) O2(g—2)x1 Iyq-2) O2(g-2)%2/ e

ol I, représente la matrice identité de taille k et, pour ¢ < j,

I{(nt) = (501 + O‘(J)r1(77t+)5 + 0‘61(_77;)5, BOQ, o 750;071))

+\d

(ot an + - _ ()’ Ok

Qij] = (ag;, ;s - - .,aoj,aoj), n, = <(_77t_)5 O1(y2) .
Le coefficient de Lyapunov associé a cette suite de matrices, est défini par

1
t+1

7(Cot) = inf {E [ log ||CoC_1 .. .C—t”:| e N} :

22



Par ailleurs, sous ’hypothése HO' suivante

HO' : 7; est de loi non dégénérée et symétriquement distribuée. De plus, E[m]™ < 400 pour
tout 79 > 0, et
}ir% t7HP{n? <t} =0, pour tout x> 0, (1.5)
_>

nous avons que
. 1
v(Cot) = tilgrnoo n log ||CoC_1...C—4].
Il en suit le théoréme suivant.
Théoréme 2.1. Francq et Zakoian (2011)

Sous l'hypotheése HO', il en vient les assertions suivantes

(1) Il existe une unique solution strictement stationnaire du modeéle (1.3), si et seulement si
le plus grand coefficient de Lyapunov v(Co) donné par (1.5) est strictement négatif. De
plus, cette solution stationnaire est ergodique.

(13) Si il y a une solution strictement stationnaire du modeéle (1.3), alors Ele Boj < 1.

2.2 [Estimation et propriétés asymptotiques
2.2.1 Cas de la puissance connue

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a l’estimation et aux propriétés asymptotiques de
I’estimateur lorsque la puissance est connue. La procédure d’estimation est donnée par Pan et al.
(2008) et les propriétés asymptotiques ont été établies par Hamadeh et Zakoian (2011).

Estimation

Dans ce paragraphe nous prévoyons des résultats similaires & ceux énoncés dans la partie consacrée
au modéle GARCH. Aucune hypothése de moment n’est faite sur le processus (g¢) et seule la
condition de stationnarité stricte est nécessaire.

Le vecteur de paramétres 8 = (01,...,0p4124+1)" == (w, o, a7, ... ,aj;,a;,ﬂl, ..., Bp) est sup-
posé appartenir & I'espace des paramétres © CJ0, +oc0[x[0, +00[PT29. Le vecteur des vraies valeurs
des paramétres est 0y = (wo, gy, Qgys - - - ozarq, Qs B0t -+ Bop)"-

Soit (e1,...,e¢) une réalisation de taille n du processus APGARCH(p, ¢), qui est une solution
strictement stationnaire non anticipative. Conditionnellement aux valeurs initiales €, ...,e1—4 > 0
et 00,...,01—p > 0, le quasi-maximum de vraisemblance gaussien est donné par

n 2

1 €
Ly(0) = Lu(Bie1,. - en) = | | Jans? P <—2;t2> ,
t=1

ou les & sont définis récursivement, pour ¢ > 1, par

q P

~5 ~5 é — — \0 ~0

o, =0/(0) =w+ ZOZT(EL) +a; (—5)" + Z/Bjat—j'
j=1

=1

L’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 6 est défini comme toutes solutions mesurables

0, de

0,, = argmax L, (#) = arg min 1,(6), (1.6)
0Coe 6Coe

ol

1,(0) =n"! Z Ly et Iy = % + In(52).
t=1 t
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Propriétés asymptotiques

Soient Af (z) = >0 af 20, Ay (2) = 1L | a; 2l et By(z) =1 —Z?zl $3j27. Par convention A/ (2) =
Ay (2) =0siqg=0et Bg(z) = 1sip=0. Avant d’énoncer la consistance forte de I'estimateur du
quasi-maximum de vraisemblance, les hypothéses suivantes sont faites (ces hypothéses remplacent
celles faites dans le paragraphe 1.1).

H1' : 0y € © et © est un compact.

H2' : E[n?] =1 et P(n: > 0) €]0,1[. De plus, si P(n; € ') = 1 pour un ensemble I, alors ' a un
cardinal |T'| > 2.

H3' :7(Co) <0et V9O, 30 5 <1

H4' : sip > 0, By,(z) n’a pas de racine commune avec A;;O(z) et Ay (2). De plus, A;;O(l) +
A, (1) # 0 et ozgq + ag, + Bop # 0.

Notons que 1'on n’a pas besoin de faire ’hypothése que E[n;] = 0. L’hypothése H2' est faite pour
des raisons d’identifiabilité. En particulier, P(n; > 0) €]0, 1] assure que le processus (g;) prend des
valeurs positives et négatives avec une probabilité strictement positive. L’hypothése H3' implique
que pour les vraies valeurs 6y, le modéle admet une solution strictement stationnaire, mais c’est
moins restrictif sur les autres valeurs de 6 appartenant & I’espace des paramétres. La seconde partie
de 'hypotheése implique que les racines de By(z) sont a 'extérieur du disque unité. L’hypothése H4'
est une hypothése standard d’identifiabilité.
Nous pouvons maintenant énoncer le consistance forte.

Théoréme 2.2. Hamadeh et Zakoian (2011)

~

Soit (0,,) une suite d’estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance satisfaisant (1.6). Alors sous
les hypotheses H1'-H4'

0,, — 6y, p.S.

lorsque n tend vers l’infini.

Il serait pratique d’approximer la suite (l}(@)) par une suite stationnaire ergodique. Donc nous

décrivons par (0?); = {09(0)}+ la solution non anticipative, ergodique et strictement stationnaire de

q P
5 50— VO 5
oy =w+ E o (6)° + a7 (6)° + E Bjoi_j, VteZ

i=1 =1
Soit
n 2
1(0) = L(Biencn o) =0 S by b= 1(0) = % + In(o}),
t=1 T

Pour la normalité asymptotique, il faut établir davantage d’hypothéses.

H5' : 0y € ©, O est l'interieur de ©.
H6' : k, = E[n}] < oc.

L’hypothése H5' empéche que certaines composantes de 6y soient égales a 0.

Théoréme 2.3. Hamadeh et Zakoian (2011)
Sous les hypotheses HO'-H6'

V0, — 00) — N(0, (k5 — 1)J7Y),

ou

a?zt(eo)] 4 1 908(60) 009 (6y)

—Ey, |20 _ R
=Ko [ 9600 | — 52" [035(90) 06 o
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2.2.2 Cas de la puissance inconnue

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a l’estimation et aux propriétés asymptotiques de
I’estimateur lorsque la puissance est inconnue. Dans cette partie la notation de la puissance, ainsi
que du vecteur des paramétres et de la deuxiéme équation du modéle changent pour différencier le
cas connu du cas inconnu.

Estimation

La puissance inconnue § est conjointement estimée avec le paramétre 6. La difficulté d’estimer la
puissance est l'identifiabilité. Pour que ce coefficient soit toujours identifiable, il faut effectuer une
hypotheése plus forte sur le bruit, que celle faite dans le paragraphe 2.2.1. Cette hypotheése est la
suivante

H7 : E[n?] = 1 et 7; a une densité strictement positive en un voisinage de 0.

Nous réécrivons le vecteur des paramétres comme 9 := (6, 7) que 'on considére appartenir a ’espace
des paramétres A CJ0, +00[x [0, +00[PT24x]0, +o0[. La vraie valeur du paramétre 9 est décrite par
Yo = (0, 0).

Afin d’énoncer I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de ¥, nous définissons récursi-
vement CNt, pour t > 1, par

1/7

q P
G =G0 =|w+ Z af ()" +a; (=& )" + Z ngtlj

i—1 j=1

L’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 9 est défini comme toutes solutions mesurables

ﬁn de

¥,, = argmin 1, (1) (1.7)
YCA

ou
1,(0) =nt th et = ?2 + In(¢?).
t=1 t

Propriétés asymptotiques

Les propriétés asymptotiques de I’estimateur défini précédemment nécessitent des hypothéses comme
pour le cas connu. Ces hypothéses sont semblables a celles déja énoncées dans le cas ou la puissance
est connue. Il suffit de remplacer dans les hypothéses 8 par ¥ et © par A.

H1” : 99 € A et A est un compact.

H2" : E[n?] = 1 et P(n; > 0) €]0,1]. De plus, si P(n; € I') = 1 pour un ensemble T', alors T a un
cardinal |T'| > 2.

H3" : v(Co) <0et VI € A, 370, B; < 1.

H4" : si p > 0, By,(z) n’a pas de racine commune avec .A;ro () et Ay (2). De plus, A:;O(l) +
Ay, (1) #0 et ozarq + ag, + Bop # 0.

Avec ces hypotheéses faites, nous pouvons énoncer la consistance forte de I'estimateur de .

Théoréme 2.4. Hamadeh et Zakoian (2011)

Soit (VUr,) une suite d’estimateurs du quasi-mazimum de vraisemblance satisfaisant (1.7). Alors sous
les hypothéses H1” -H4"

A~

W, — Vo, p.s.

lorsque n tend vers l’infini.
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Pour établir la normalité asymptotique, nous donnons les deux hypothéses supplémentaires

H5" : 9y € A, A est U'interieur de A.
H6" : k, = E[n}] < co.

Nous définissons également pour tout t,

1/7

q p
G=G0) = |w+ D af (&) +a; (e )7+ > B¢ |

i=1 j=1

et "
L(0) =l(en en-1,..) =0 1y L=1L(9) =5 +In(¢7).

t=1

Théoréme 2.5. Hamadeh et Zakoian (2011)
Sous les hypotheéses HO', H1”-H6" et H7
VD, — ) — N(0, (ky — 1) 7Y,

ou

8%(190)} _E, [mog(c,?)(ﬁo)810g(€3)(19o)
0009’ ° 0 o

Hamadeh et Zakoian (2011) font deux remarques concernant le travail de Pan et al. (2008).
La premiére remarque est que contrairement & eux, ils n’'imposent pas une distribution symétrique
pour (7). De plus dans Pan et al. (2008) les conditions de stationnarité sont établies sur l'espace
des paramétres complets, ce qui est trés restrictif. Par ailleurs, il est supposé que 6y appartient a
intérieur de © et que E[n}] < +o0o, ce qui n’est pas requis pour la consistance.

Une autre différence que Hamadeh et Zakoian (2011) fait avec Pan et al. (2008), est sur la
condition d’identifiabilité. Ils considérent qu’il n’est pas suffisant de supposer que 7; est non dégénéré
et symétriquement distribué, parce que si 7; prend seulement 2 valeurs, c’est & dire n;” =7, = ¢,
presque siirement, le processus o; est déterministe et les paramétres ne peuvent pas étre identifiés.

7= |

2.3 Validation du modéle GARCH asymeétrique en puissance

Une procédure de validation du modéle a été proposée dans le cas ol la puissance est connue
par Carbon et Francq (2011). Cet outil est basé sur les travaux réalisés par Hamadeh et Zakoian
(2011), puisqu’il est nécéssaire d’établir les propriétés asymptotiques de 'estimateur pour établir le
test portmanteau. Ce test est basé sur la corrélation des carrés des résidus.

Les autocovariances des carrés des résidus sont définis par

. I & . . ) €2
h= Yoo -0y -1, i = aftg,
t
t=[h|+1

A~

ot |h| < n et 6; = 7¢(6y). Pour un entier m fixé, 1 < m < n, nous considérons le vecteur des
m > 1 premiéres autocovariances résiduelles t,, = (71,...,7%m) . Soit Ky et J les estimateurs de
ky et J issues des propriétés asymptotiques de ’estimateur. Nous pouvons définir ces estimateurs
empiriquement par

R 1 &b .41 1 860(0,) 850 (6,)
fop = — . J=—= _ .
T ; 54(6,,) 54n ; 52(0,) 00 06’

Les dérivées dans I'expression précédente peuvent étre calculées de maniére récursive pour ¢ > 0 par

a59 (0 L 050_(0)
=0+ 25,

j=1
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avec les valeurs initiales 962/00 = 0 pour t =0,...,1 —p et
4 4 — \0 — \0 0 1
Qt(e) - (17 (5;_—1) [ (E;r—q) ’ (_gt—l) [ (_Et—q) yOp—1y -+ 70’tfp)/'

Nous définissons aussi une matrice C,, de dimension m x (2¢ + p + 1) o Pélément (h, k), pour
1<h<metl<k<2q+ p—+1 est donné par

. 21 ) 1 059 (0n
Gl ) = =50 D (i = 1) 5575
t\Un

Pour énoncer le test portmanteau, il est nécéssaire de faire les hypothéses H1'-H6’ et également
de renforcer I’hypothése sur la loi de 7; pour des raisons techniques.

HS8 : 7, prend au moins 3 valeurs positives et au moins 3 valeurs négatives.

L’hypothése nulle du test est
Hp : le processus (e¢) satisfait le modéle (1.3).
Nous rejettons Hg au niveau asymptotique «a lorsque
ni#! D7, > 2 (1 — ),
oit x2,(1 — ) représente le quantile d’ordre (1 — a) de la loi du Khi-deux avec m degrés de liberté.

Théoréme 2.6. Carbon et Francq (2011)
Sous les hypotheses H1'-H6', H7-HS8 et Hy,

avec D = (ky — 1)2L, — (i — 1)Crnd "1 CY.

3 Test Portmanteau pour le modéle APGARCH avec la puissance
inconnue

Dans ce paragraphe nous développons I'outil qui permettra de valider le modéle APGARCH dans
le cas ol la puissance est inconnue. Pour cela nous nous basons sur le test portmanteau développé
dans le paragraphe précédent.

3.1 Procédure de validation

Le test portmanteau est basé sur les autocovariances des carrés des résidus. L’hypothése du test
et les autocovariances des carrés des résidus sont définies comme dans le cas connu.
Maintenant, nous avons besoin des estimateurs de x,, et J issus de la normalité asymptotique
de 9J,, que 'on définit empiriquement par
R R LA 1 3G(9,) 96 (D
Ry = Zl et J = Z Ct( n) Ct( n)

N " t=1 57?1 n t=1 ég(én) 9V o’

Pour tout ¥ € A, les dérivées dans ’expression de J peuvent étre calculées récursivement pour ¢t > 0
par

AT () PoACT (9
oLL) =ctw>+jzlﬁjtag( 3
G (V) 1 - 11 1 .
or {_21 (G (9) + ;Eg(ﬁ) ;af log(ff_i)(ff_i)
PACT (0 .
+ oy log(—¢,_;)( 5;—1)T+Zﬁjggj_() G(9),



Nous initialisons les dérivées 8&5(19) /0Y par 0, pour tout t =0,...,1 —pet
~ _ + T + T — N\T — N\NT T T !
Qt(ﬂ) - (1’(5t71) ”"’(5157(1) 7(_51‘/71) "'-a(_gtfq) 7<t717"-7gt7p) . (18)

Par convention, log(e;") = 0 si &; < 0 et respectivement log(—¢; ) = 0 si g, > 0.
Nous définissons la matrice C),, de dimension m x (2q + p 4 2), ou 1’élément (h, k) pour 1 <h <m
er 1 <k <2q+p+ 2 est donné par

o __2 - N 1 agt('lgn)
Cm(h’k)_ ntzh;‘_l(nt—h 1)5t('l§n) aﬁk : (19)

Le résultat suivant est établi dans le cas ol la puissance est estimée en méme temps que les autres
paramétres. Avant de pouvoir I’énoncer, il est nécessaire de faire les hypothéses H1”-H6" et égale-
ment de renforcer 'hypothése sur la loi de n;.

H9 : 7, prend au moins 11 valeurs positives et au moins 11 valeurs négatives.

Théoréme 3.1.
Sous les hypotheses H1” -H6", HY et Ho, la matrice D = (ky —1)2I;— (fy —1)Cpd ~1C, converge
en probabilité vers la matrice définie positive D (donnée dans la preuve du Théoréme 3.1 en Annexe
A) et nous avons

A —1la L 2
nt,, D™ T — Xo,-

L’hypothése nulle associée au modele APGARCH(p, ¢) défini en (1.3) est alors rejetée au niveau
asymptotique « lorsque

ni#l, D%, > x3(1—a), (1.10)

ot x2,(1 — a) représente le quantile d’ordre (1 — ) de la loi du Khi-deux avec m degrés de liberté.

Les grandes lignes de la preuve seront données a la fin de ce Chapitre, et la preuve détaillée sera
donnée en Annexe A.

3.2 Illustrations par simulations

Par des simulations de Monte-Carlo, nous illustrons les propriétés du test introduit précédem-
ment. Les simulations sont réalisées avec le logiciel RStudio (https ://www.rstudio.com) dans le
language de programmation Repp. Nous simulons N = 1000 replications indépendantes pour le mo-
deéle APGARCH(p, q) défini en (1.3) avec les ordres (p,q) € {0,1,2} x {1,2,3}. La loi de n; est une
loi de Student avec 9 degrés de liberté, standardisée pour obtenir une variance égale & 1. Le vecteur
des parameétres utilisé pour simuler le modeéle APGARCH(1, 1) est 9o 11 := (0.04,0.02,0.13,0.85,1)".
Pour les autres modeéles, le vecteur des parameétres 9 p, est proche de g 11 de telle sorte que I'exis-
tence du moment d’ordre 4 soit satisfaite. La taille des observations est n = 5000, ce qui correspond
dans la pratique & la taille d’une série financiére journaliére.

Pour chacune de ces N réplications et pour chaque modéle APGARCH(p, ¢) considéré, nous uti-
lisons la méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour estimer les coeflicients correspondants
Yo,pq €t nous y appliquons le test portmanteau aux carrés des résidus pour différentes valeurs de m,
ou m est le nombre d’autocorrelations utilisées dans la statistique du test portmanteau. Au risque
de premiére espéce a = 5%, 'intervalle de confiance du risque « est [3.6%,6.4%)] avec probabilité
95% et [3.2%, 6.8%)] avec probabilité 99%.

Le tableau de gauche dans la Table 1.1, représente le nombre de rejets en pourcentage des ordres p
et ¢ pour les modéles APGARCH(p, ¢) correspondants. Le test est réalisé au niveau a = 5%. Comme
nous pouvions nous y attendre, le pourcentage de rejet appartient a l'intervalle de confiance avec
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une probabilité de 95% et 99%, sauf pour quelques rares valeurs. Par conséquent, le test proposé
controle bien le risque de premiére espéce.

La tableau de droite dans la Table 1.1 rassemble les fréquences relatives de rejet (également
en pourcentage) des N réplications indépendantes dans le cas ou I'hypothése nulle est le modele
APGARCH(2,2), avec le paramétre 9 22 = (0.05,0.05,0.1,0.1,0.2,0.1,0.4,1)". Dans ce cas la puis-
sance J est égale a 1 et est estimée en méme temps que les autres paramétres. Dans Carbon et Francq
(2011) ils simulent le modele APGARCH(1,1) avec 0 = 2 et ils appliquent le test pour différentes
valeurs de . Lorsque ¢ est supérieur a 2, le test ne rejette pas ’hypothése nulle. Contrairement a
eux, nous estimons la puissance § et par conséquent nous ne pouvons pas comparer nos simulations.

risque

m m
P36 s 10 121 2 i 6 s 10 12
(0,1) 45 47 42 59 6.3 55 992 99.1 98.6 98.7 99.0 98.3
(1,1) 47 46 38 69 74 60834 827 759 716 63.8 62.2
w5y (12 43 41 53 55 59 52| 91 222 218 108 102 183
(1,3) 55 65 62 63 6.2 80| 194 498 481 449 402 40.5
(2,1) 47 62 47 63 6.1 65935 935 912 882 838 85.5
(2,2) 5.0 40 46 61 74 74| 50 40 46 61 74 74

TABLE 1.1 — Partie gauche : Fréquence relative (en %) de rejet pour différents modeéles APGARCH(p, q)
avec la puissance estimée

Partie droite : Fréquence relative (en %) de rejet lorsque le modéle est un APGARCH(2, 2)

La table 1.2 présente les fréquences de rejet en pourcentage pour le modéle APGARCH(1,1)
lorsque la puissance § € [0.5,3] est estimée. Le paramétre y utilisé pour simuler les différentes
trajectoires est 6y = (0.04,0.02,0.13,0.85)". Nous arrivons aux mémes conclusions que pour la
Table 1, et le test controle bien le risque de premiére espéce.

risque | (0) m risque | (0) m
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
05 10 12 11 12 23 24 05 47 56 48 6.0 6.0 64
1 1.3 1.3 14 1.7 13 1.7 1 32 44 58 54 54 5.1
o0 =1% 15 14 12 10 17 13 1.7 o = 5% 15 44 42 55 6.0 46 5.1
2 18 14 10 14 18 1.7 2 5.2 47 55 51 57 T4
25 11 11 09 1.8 18 1.1 25 37 49 49 43 50 5.3
3 1.3 19 12 1.7 1.7 16 3 3.8 34 48 54 49 6.6

TABLE 1.2 — Fréquences relatives (en %) de rejet pour le modéle APGARCH(1, 1) avec les différentes valeurs
simulées de la puissance
Partie gauche : Le risque est fixé & a = 1% ; Partie droite : Le risque est fixé a a = 5%
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Preuve

Dans cette partie nous donnons les grandes lignes de la preuve du théoréme 3.1. Cette preuve
sera détaillée en annexe (voir annexe A).

Pour tout ¥ € A, soit ft(ﬂ) une solution strictement stationnaire et non anticipative de
1/7

q P
G) = | w+ Y af (6 )T +ay (=e))" + D B¢l ;(9)

i=1 j=1

La matrice J peut étre réécrite comme

J = Ey, [ 1 9¢ (W) 3@2(190)} '

G(00) 00 o

Démonstration du théoréme 3.1
La preuve du test portmanteau peut se décomposer en 4 étapes majeures.

Nous introduisons le vecteur des premiéres m autocovariances r,,, = (r1,...,7,)" ol le h-iéme
élément est défini comme

n

Ty, = — Z StSt—h , avecst:nf—let0<h<m.
n

t=h+1

Soit s;(1) = nP(¥) — 1 avec n:(9) = &:/C(V) et 5:(0) = [H(V) — 1 avec 71 (9) = e/ (V). Soit
rp(¥) obtenu en remplacant 1, par n,(¢) dans ry et 75(¢) en remplacant 1, en 7;(¢) dans 7. Les
vecteurs 1y, (0) = (r1(9),...,rm(9)) et Tm(9) = (F1(9),...,7m(0))" sont tels que ry, = rm(0o) et
Py = T (V).

Les 4 étapes pour aboutir au résultat sont :

(7) Impact asymptotique des valeurs initiales inconnues sur la statistique t,.

Vil = Ell =ox(1), sup |G - D | = 0r1).

Les valeurs initiales inconnues n’ont pas d’impact asymptotique sur la statistique t,,.

(13) Loi asymptotique de /n¥,.
La loi limite de /nt,, est donnée par \/nt;, £, N(0,D) ot D est une matrice définie
comme suit D = (r, — 1)2L,, — (ky — 1)Cp J1CY,.

(7i7) Inversibilité de la matrice D.

(tv) Convergence de la matrice D.
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Chapitre 2

Le modeéle CCC-APGARCH

Résumé

Dans ce chapitre nous présenterons une extension du modéle CCC-AGARCH. Cette extension
consiste a ajouter la puissance afin de modéliser par une puissance quelconque de I’écart-type. Les
conditions d’identifiabilité et de stationnarité sont établies, ainsi que ’estimation et les propriétés
asymptotiques liées & cet estimateur.
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Introduction

Bien que la modélisation de la volatilité des séries univariées est importante et largement étu-
diée, en économétrie, 'application des modéles univariés est trés restrictive. Aujourd’hui, il semble
incontestable de considérer que de 'information est perdue si I’on se restreint & ce cas. Lorsque plu-
sieurs séries sont disponibles sur la méme période de temps, il est utile de les étudier simultanément
en les considérant comme une composante d’un vecteur et donc avoir un processus multivarié. Il
n’y a pas d’extension de modéle univarié direct. C’est la raison pour laquelle il existe une multitude
de modéles multivariés dans le cas GARCH, formulée par Nelson (1991), Engle et Kroner (1995a),
Engle (2002) et McAleer et al. (2008), pour n’en citer que quelques uns. Bauwens et al. (2006) ont
récemment fait une revue de la littérature sur les modéles GARCH multivariés afin d’en faire une
liste exhaustive. Parmi tous ces modéles multivariés, celui qui parait étre le plus populaire est le mo-
deéle GARCH multivarié a Corrélation Conditionnelle Constante (CCC). Ce modele a été introduit
par Bollerslev (1990) mais a été étendu par Jeantheau (1998).

Avec la modélisation moderne des séries financiéres, le modéle CCC-GARCH présente quelques
faiblesses puisqu’il n’est pas doté de U'effet de levier. Il est maintenant largement montré et adopté le
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fait que généralement, le rendement des séries financiéres n’est pas symétrique et que les rendements
négatifs ont un effet plus grand sur la volatilité que les rendements positifs. Cette extension est
réalisée par Francq et Zakoian (2012) qui inclut le modéle CCC-GARCH de Bollerslev (1990)
et sa généralisation par Jeantheau (1998). Maintenant une des extensions possibles, serait de ne
plus modéliser par la volatilité par la matrice de variance conditionnelle, mais par une puissance
quelconque de écart-type, comme c’est le cas pour le modéle univarié APGARCH.

Dans la pratique, I'estimation de données réelles par le modéle APGARCH donne des résultats
intéressants sur la puissance. En effet, comme nous pouvons le constater sur la Table 2.1, la puissance
n’est pas nécessairement égale & 1 ou 2, ni méme identique pour toutes les séries financiéres. Pour
cela, nous considérons les marchés boursiers journaliers francais (CAC 40), américain (S&P 500),
britannique (FTSE 100) et allemand (DAX). Les observations couvrent la période allant de janvier
1990 & mai 2018, ce qui correspond & environ 7000 observations. Les dates peuvent sensiblement
varier selon les marchés boursiers.

Marchés financiers w at a~ I5; 0

CAC 40 0.02548 0.01227 0.12013 0.92893 1.05414
S&P 500 0.02417 0.00524 0.15504 0.91499 1.07584
FTSE 100 0.00211 0.00000 0.12814 0.94145 1.62971
DAX 0.02916 0.01390 0.12016 0.92586 1.19024

TABLE 2.1 — Estimation des séries financiéres avec le modéle APGARCH(1, 1)

Dans le cas univarié, seule une puissance est nécessaire & la construction du modéle, mais ceci
n’est pas nécessairement vrai pour le cas multivarié. Il n’est pas impossible de considérer une puis-
sance pour ’ensemble des dimensions, mais d’aprés la Table 2.1, nous nous rendons compte que
pour les 4 séries utilisées ici, la puissance § estimée est différente. Considérer une seule puissance
serait donc inefficace dans la modélisation.

L’extension du modéle proposé est le modéle GARCH asymétrique en puissance a corrélations
conditionnelles constantes, noté CCC-APGARCH ou encore § — CCC — AGARCH, ou § est un
vecteur de puissance de dimension d, ce qui correspond au nombre de séries utilisées dans la mo-
délisation. Ce modéle regroupe a la fois le modéle de Bollerslev (1990) ainsi que ces différentes
généralisations et extensions telles que le modeéle développé par Francq et Zakoian (2012). Le plus
grand avantage de ce modéle est sa simplicité dans l'interprétation des coefficients qui est I'une
des plus classiques tel le modéle GARCH univarié. Sa variance conditionnelle posséde une écriture
simple et explicite, tout comme sa condition de stationnarité stricte.

Le principal résultat de ce modéle est de proposer une extension du modéle avec une condition
nécessaire et suffisante pour 'existence d’une solution strictement stationnaire. Le second résultat
est de donner une procédure d’estimation avec ses propriétés asymptotiques. L’estimation est basée
sur la méthode la plus commune pour ces modéles qui est celle du quasi-maximum de vraisemblance.
Plusieurs théories sur les propriétés asymptotiques des modéles GARCH multivariés sont établies.
Nous pouvons noter que Jeantheau (1998) a donné une condition générale pour la consistance forte
de I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance pour des modéles GARCH multivariés. Comte
et Lieberman (2003) montrent la consistance et la normalité asymptotique de I'estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance pour le modéle BEKK (Baba-Engle-Kraft-Kroner). Les résultats asymp-
totiques sont établis par Ling et McAleer (2003) pour la formulation CCC d'un ARMA-GARCH.
Il y a également, Bardet et Wintenberger (2009) qui ont étudié les propriétés asymptotiques de
Iestimateur du quasi-maximum de vraisemblance pour une classe générale de processus multidi-
mensionnel. Plus récemment, Francq et Zakoian (2016) ont établi 'estimateur du quasi-maximum
de vraisemblance pour un modéle GARCH multivarié avec une corrélation stochastique sous ’hypo-
these que le modéle soit estimable équation-par-équation. Cette procédure d’estimation a ’avantage
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pratique d’étre beaucoup plus performante en temps. En revanche, elle n’est pas applicable pour
I’ensemble des modéles.

Une premiére partie est consacrée a la présentation du modéle CCC-APGARCH, ainsi qu’au
résultat sur sa condition de stationnarité et d’identifiabilité. Une seconde partie est réservée a
I’estimation et a I’étude des propriétés asymptotiques de 'estimateur obtenu. Enfin, une troisiéme
partie présentera quelques simulations.

Dans tout ce chapitre nous adopterons la notation suivante ug := (u‘lil, ooy ud) pour u,d € R”.

1 Le modéle CCC-APGARCH

1.1 Présentation du modéle

Soit (7;) une suite de variables iid de loi 7. On dit que ¢, est un processus CCC-APGARCH s'il
vérifie "
& = Ht/ Nt

Ht = DtRth, Dt = diag(\/ hlta s\ hdt),

q p
5/2 . 5/2
QZ/ =wp + Z {Aoi (§t+—z‘)é/2 + Ay, (§t—i)§/2} + Z Bojﬁfij’
i—1 =1

ot hy = (hiy, ..., hay) et avec 27 = max(0,z) et = = min(0, z),
/ /
2 2 - — 12 -2
ézr = ({stt} 3ty {53{,15} ) ét = ({_El,t} yeeey {_Edﬂf} ) )
wy et d sont des vecteurs de dimension d X 1 composés de coeflicients strictement positifs, ASFZ-, Ay,

et Bp; sont des matrices de dimension d x d composées de coefficients positifs et Rg est la matrice
de corrélation.

HO : (7¢) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec
E|n|" < 400 pour r > 0.

Les coefficients qui composent ce modele sont ceux des vecteurs w, et d, ainsi que les matrices
ASFZ-,ASZ- et Bp; et les coefficients du triangle inférieur de la matrice de corrélation exceptée la
diagonale. Le nombre de coefficients inconnus du modele (2.1) est noté :

d(d—1)

so = 2d +d*(2q +p) + 5

Ce modéle a 'avantage de généraliser un bon nombre de processus déja connus. Si ’on considére
que les matrices A(J{i et Ay; sont égales, le modele devient le modéle introduit par Higgins et Bera
(1992) qui est le modéele CCC-PARCH, pour Power-Transformed ARCH. Si en plus nous fixons la
puissance égale & 2, § = (2,...,2)’, nous obtenons le modele CCC-AGARCH proposé par Jeantheau
(1998). En revanche, si 'on ne considére plus 1’égalité des matrices Aari et Ay;, le modele deviendrait
celui de Francq et Zakofan (2012). Maintenant si l'on se restreint au cas univarié et que l'on fixe
d =1, le modéle devient celui introduit par Pan et al. (2008), a savoir le modéle APGARCH.

L’interpretation des coefficients du modéle est naturelle, & I’exception de la puissance. La matrice
H; s’interpréte comme étant la variance conditionnelle de ;. Le vecteur w, s’interpréte comme étant
la volatilité plancher, les matrices Aari et Ay comme les poids des rendements positifs et négatifs
passés et enfin la matrice By; comme la persistance des chocs.

1.2 Stationnarité du modéle

Une condition suffisante pour la stationnarité stricte du modéle CCC-AGARCH(p, ) est donnée
par Francq et Zakotan (2012). Pour le modéle (2.1) la condition de stationnarité stricte est établie

33



de la méme fagon. Pour ce faire, nous réécrivons la premiére équation du modéle (2.1) comme

gy = Dy, oy = (Mg, .- - 7dt) = Ré/277t' (2:2)

En utilisant la troisiéme équation du modéle (2.1), nous écrivons
()2 = (0, 0w 1 = ding ()" (7)) (2.3)
oud = (d1,...,0q)". Pour I’étude de la condition de stationnarité stricte, nous introduisons 1’écriture

matricielle pour le modéle (2.1)
2y = bt + Ctét_la

ou

2 = ({(#)6/2}”“"{(Ej_qﬂ)éﬂ} {(4 )5/2} 7“"{(675__%1)6/2} {ha/z} 7{hf£2p+1}/>,,
by = ({(T:’(é)) @0}/70&((171)’ {(T;’(6)> Qo}, da—1)> 1o} 0 1))/

et
T+7(6)A6Fl'q ’rt+7(6)A81:q Tji&)BOliP
Ici% o (5)0d<q—1>xd<p+%>
c,=| T¢ Agg T Agu, T Bowyp (2.4)
Odq —+)qu Lagg-1) Od(g—1)xd(p—1)
AOI:q Aal:q BOl:p
Od(p+q+1)xd(g—1) Lap-1)

Nous décrivons par Ag;. " = (Ag; .. Aan) Apr.q = (Agy - -- Ag,) et Borp = (Bot - - - Bop) des matrices
de dimension d x pd. La matrice Cy est de dimension (p + 2q)d x (p + 2¢)d.
Soit ¥(Cyp), le plus grand exposant de Lyapunov de la suite Cy = {C},t € Z}. Ceci est défini par

o1 !
v(Co) = tl:-s—moo EE [log ||CiCi—1...Ch]]] = %Izlg ;E [log ||CiCy_1...Ch]|]

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant comme condition de stationnarité explicite.
Ce théoréme, ainsi que sa preuve sont les mémes que dans Francq et Zakoian (2012).

Théoréme 1.1. (Stationnarité stricte)

Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une solution non anticipative et strictement
stationnaire du modeéle (2.1) et v(Cy) < 0. Cette solution stationnaire est non anticipative, lorsque
v(Ch) < 0, et est unique et ergodique.

Les deux corollaires suivants sont des conséquences de la condition nécessaire pour la stationna-
rité stricte. Soit A une matrice carré et p(A) le rayon spectral de la matrice A, qui est le plus grand
module des ses valeurs propres.

Corollaire 1.
Soit By une matrice de polynomes définie par Bo(z) = Iq — 2Bo1 — - - - — 2P By, pour z € C et nous

définissons
By = ( , BO(l):p ) .
(p—1)d  “(p—1)dx1

Alors, siy(Cp) < 0 les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Les racines de det(By(z)) sont a Uextérieur du disque unité,
(i1) p(Bo) < 1.

Corollaire 2.
Nous supposons que y(Cp) < 0. Soit g,, une solution non anticipative et strictement stationnaire

du modéle (2.1). Il existe s > 0 tel que EHh(s/zﬂs < oo et IEH&*/QHS < 0.
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1.3 Identifiabilité du modéle

Dans cette partie, nous nous intéressons a la condition d’identifiabilité du modeéle (2.1) qui
assure 'unicité des paramétres pour la représentation du modéle CCC-APGARCH. Cette étape est
cruciale avant celle de I’estimation puisqu’elle assurera que la procédure d’estimation retournera les
vraies valeurs des paramétres inconnus a estimer.

Le paramétre 9 est défini par

0= (', of, ... ,a;/,af/, . ,a;/,ﬂi, By ),

ol o et a; sont définis par oz;t = vec(A;t) pour i = 1,...,q, f; = vec(Bj) pour j =1,...,p et

p=(p21,---pdi,P32:---,Pd2s---,Pdd—1) tels que les p;; sont les éléments de la matrice R.
Le paramétre ¢ appartient a ’espace des paramétres

A 0, +00[4x [0, 0o[¥24+P) )0, +00[¢x] — 1, 1[Hd-D/2,

Les valeurs inconnues du paramétre sont notées par
!/ / _/ _/

190 = (&6, O‘(Tl PR 70531; e ERRE 7a0p aﬁ(]l,a s aﬁOq,aé/a pé))/
Pour la suite, nous adopterons la notation suivante. Pour une matrice A, nous écrirons Ag lorsque
les coefficients de la matrice sont évalués en la vraie valeur et ¥ = 9.
Soit AT(L) =30 | AFL, A~(L) =31 | A7 L et B(L) = I, — >h B;L7 o L est 'opérateur de
retard. Par convention A* =0si¢=0et B(L) = I; si p=0.
Si les racines de det(By(L)) = 0 sont a I'extérieur du disque unité de la forme compacte By (L)
wo + AT(L) (D)2 + Ay (L) (g7 )¥?, nous avons :

hy? =

1" = Bo(1) " wy + Bo(L) A (L)(e])? + Bo(L) ™" Ag (L)(e; )2, (2.5)

Le paramétre g est dit identifiable si (2.5) ne reste pas vrai lorsque ¥ est remplacé par ¥ # ¥y
appartenant a A.

Supposons que les polynoémes Aa“ , Aa“ et By n’ont pas de racine commune. Dans le cas multivarié,
cela ne suffit pas & garantir l'identifiabilité du paramétre, car il pourrait exister un autre triplet
(AZ, Ad, Bo) tel que

B'AT =BtAl et BT'AT =BlA;. (2.6)

Cette condition est équivalente a ’existence d’un opérateur U (L) tel que
AN(L) =U(L)AG (L), A (L)=U(L)Ay(L) et B(L)=U(L)By(L).

La matrice U (L) est unimodulaire si det(U (L)) est une constante différente de zéro. Si le seul facteur
commun aux polyndémes P(L) et Q(L) est unimodulaire, c’est-a-dire si :

P(L) =U(L)A(L), QL) =U(L)Q:(L) = det(U(L)) = ¢,

alors les polynémes P(L) et Q(L) sont coprimes a gauche et la constante c est différente de 0.
Mais dans le cas vectoriel, supposer que .Aar, Ay et By sont coprimes a gauche n’est pas suffisant
pour considérer que (2.6) n’a pas de solution pour ¥ # ¥y (voir Francq et Zakoian (2012)).

Pour obtenir une condition moins restrictive, nous définissons pour chaque colonne ¢ des opérateurs
matriciels A, Ay et By, leurs degrés maximaux respectifs g7 (9), ¢; (9), et p;(9). Nous supposons
que les valeurs maximales de ces ordres soient imposées, c¢’est-a-dire :

ot i < q,q; < qetp; <psont des entiers fixés.
Nous décrivons a+_+ (7) le vecteur colonne des coefficients L% a” (1) le vecteur colonne des coeffi-

a; %
cients L% dans la colonne i de Ag, respectivement de Ay et by, (i) le vecteur colonne des coefficients
LPi dans la colonne i de By.
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Proposition 1.1. (Condition d’identifiabilité)
Si les matrices polynomiales Al (L), Ay (L) et Bo(L) sont coprimes a gauche, Af (1) + Ay (1) # 0
et si la matrice

M(AZ (L), Ay (L), By(L)) = a(}(l) e a;j (d)a;l, (1)... aq—d, (d)bp, (1) ... by, (d)

est de plein rang d, sous les contraintes (2.7) avec qj' = qf(ﬁo),qi_ = q; (Vo) et p; = pi(Yo) pour
toute valeur de i, alors

) = (-AJrv-AivB) = (AS_,AE,BO)

2 Estimation et propriétés asymptotiques

Dans cette partie nous précisons la procédure d’estimation, dans un premier temps lorsque nous
considérons la puissance § connue, puis dans le cas ou la puissance J est inconnue. Par la suite nous
établirons les propriétés asymptotiques de ces estimateurs pour le modele (2.1).

2.1 Puissance connue
2.1.1 Estimation du modéle

Pour l'estimation, nous considérons le cas ot la puissance J est connue. Si tous les paramétres de
¢ sont égales & 2, nous obtenons le modéle CCC-AGARCH introduit par Francq et Zakotan (2012).
Pour ce cas, la procédure d’estimation et les propriétés asymptotiques sont les mémes que pour le
modéle CCC-AGARCH.
Les paramétres sont les coefficients du vecteur w,, des matrices A;{i, Ay, et Byj, et les coefficients
du triangle inférieur sans la diagonale de la matrice de corrélation Ry. Le nombre de paramétres est

alors
d(d—1)
—

Le but est d’estimer les sy coefficients du modéle (2.1). Dans cette partie, nous notons le vecteur
de paramétres

so =d+d*(p+2q) +

L A +/ ! -/ / N
0:=w,of ..., 00 ..., .61, B, P)
ol o et o sont définis par a;-t = VeC(A,?:) pour i = 1,...,q, les coefficients §; = vec(B;) pour

j = ]-a ,p et p= (le;-' - Pd1, P32 -+ -5 Pd2s - - - 7pdd—1),'
Le paramétre 6 appartient a ’espace des paramétres

© 0, +00[4x [0, oo[?* (24P 5] — 1, 1[Hd=1)/2,

La vraie valeur des paramétres est décrite par

L r 4 +/ = -/ / JANAY
00 = (Q070501 7"'7a0q , Qp 7"'7a0q 7601 7"'7/80}7 7p0) .
Notons par det(A) ou |A|, le déterminant d’une matrice carrée A.
Soit £, = (g4, ...,&,) une réalisation de taille n de la solution strictement stationnaire non anticipa-

tive et unique (g;) dumodeéle (2.1). Conditionnellement & certaines valeurs initiales g¢, ..., €14, ho, - - -, by _p,
la quasi-vraisemblance gaussienne s’écrit

n

1 1,~_
Ln(e) = LTL(97§17 [P 7§n) = HWGXP <_262Ht 1€t> ,
t=1 t
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ou les H; sont définis récursivement, pour ¢ > 1, par

I:[t = DtRBt, Dt = dlag (\/ iLLt, N Bd,t)

B =10 —w+ZA+ D2 4 AT (e 25/2+ZB .
7j=1

Dans la suite, nous montrons que les valeurs initiales sont asymptotiquement négligeables. Un

~

estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 6 est défini comme toute solution mesurable 6,

de

~

0,, = argmax L, (#) = argmin L, (6), (2.8)
0co 0co
ou
1 ¢ . .
E Z lt = lt(e) = §;Ht_1§t + log [Hy|.

2.1.2 Propriétés asymptotiques

L’estimateur dans le cas connu étant défini, nous nous intéressons a I’étude des ses propriétés
asymptotiques, a savoir la consistance de I'estimateur et la normalité asymptotique.

Consistance de ’estimateur

Pour établir la consistance forte, nous avons besoin des hypothéses suivantes :

H1: 6y € © et O est compact,

H2: ~(Cy) < 0et VO € ©,det(B(z)) =0= |z| > 1,

H3 : Pour ¢ = 1,...,d la loi de 7 n’est pas concentrée en 2 points et
P(n; > 0) € (0,1).

H4 :sip > 0,A5 (1) + Ay (1) # 0, A (2), Ay (2) et By(z) sont coprimes & gauche et la matrice
M(AZ, Ay, By) est de plein rang d.
Si 'espace des paramétres © est contraint par (2.7), I'hypothése H4 peut étre remplacée par une
condition plus générale

H4' : H4 avec M(Af, Ay, By) remplacée par [A(‘)FqAO_qBop].

H5 : R est une matrice de corrélation définie positive pour tout 6 € ©.
Avec ces hypotheéses, nous pouvons établir le résultat de la consistance.

Théoréme 2.1.
Soit (0,) une suite d’estimateurs du QMYV satisfaisant (5.2). Alors, sous les hypothéses HO-HS5,

0, — by, presque strement lorsque n — —+00.

Normalité asymptotique de ’estimateur

L’hypothése H2 implique qu’il existe une solution strictement stationnaire non anticipative et
ergodique (ht)r = (ht(0)); de

B = 22 (0) = +ZA+ (e )2 + A (e 5/2+ZB it (2.9)
=1 7j=1

Nous décrivons Dy = Dy(0) = diag (\/hi4t,--.,/hat) et Hy = Hy(0) = Dy(6)RDy(6) et nous

définissons

1< _
- th, I = 14(0) = &, H; e, + log | Hy|.
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Pour établir la normalité asymptotique, nous avons besoin des hypothéses additionnelles sui-
vantes : . .

H6 : 6y €0, ol © est l'intérieur de O.

HT7 : E||nm}||? < oo.

Théoréme 2.2.
Sous les hypothéses HO-HT, nous avons

V(b — 80) =5 N0, J 11TV,
ot J est une matrice définie positive et I est une matrice semi-définie positive, définies par

0l (o) Oly(6o)
00 0o’

I::I(GO):E[ ] J:=J(0)=E

Notons que dans le cas ot la dimension d est égale & 1, la matrice I se résume a (En} —1)J avec

J =

(1 9 (0) ony” (0)
& \npoo) 0 o)

Ceci simplifie I’écriture de la matrice de variance asymptotique. Initialement nous avions J~'7.J~!
pour obtenir (En} — 1)J~1. Ainsi, nous retrouvons le résultat obtenu par Hamadeh et Zakoian
(2011).

2.2 Puissance inconnue
2.2.1 Estimation du modéle

Dans cette partie nous considérons le cas oil la puissance est inconnue. Ce paramétre est estimé
simultanément avec les autres paramétres. Dans la pratique, le coefficient § est difficile & identifier,
comme cela a été remarqué dans Hamadeh et Zakoian (2011) pour le modéle APGARCH. Pour
s’assurer que ce coefficient soit identifiable, nous ajoutons I'hypothése 1égérement plus forte que
celle du paragraphe 1.1.1 suivante :

HS8 : 1, a une densité strictement positive au voisinage de zéro.

Pour définir I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 1}, nous remplagons H; par H;
dans Pexpression du critére défini dans (5.2) et nous obtenons récursivement H;, pour t > 1,

ﬁt = DtRDt, Dt = dlag (\/ il’l,t; ceey\/ ildﬂj)

2/t
q
By = R, (9 Z (6 )72 + A7 (g;j/%rZB il
=1 ] 1

Un estimateur du quasi maximum de vraisemblance de ¥ est défini comme toute solution mesurable

9, de

¥, = argmin L, (?), (2.10)
JeA

ou

Ziu Iy = 11(9) = g} H; e, +log [Hal.

38



2.2.2 Propriétés asymptotiques

Pour établir la consistance et la normalité asymptotique, nous avons besoin d’hypothéses simi-
laires a celles faites lorsque l'on considérait la puissance connue. Pour les hypothéses H1-H6, le
paramétre # est remplacé par 9 et I'espace des paramétres © est remplacé par A.

Consistance de ’estimateur

H1' : 9y € A et A est compact,

H2' : v(Cp) <0 et VI € A det(B(2)) =0 = |2| > 1,

H3" : Pouwr ¢ = 1,....,d la loi de #; n'est pas concentrée en 2 points et
P(n; > 0) € (0,1).

H4 :sip>0,A5 (1) + Ay (1) # 0, A (2), Ay (2) et By(z) sont coprimes & gauche et la matrice
M(AZ, Ay, By) est de plein rang d.
Si I'espace des parameétres A est contraint par (2.7), 'hypothése H4 peut étre remplacée par une
condition plus générale

H4" : H4 avec M (A, Ay, Boy) remplacée par [Aa'qAanop}.

H5' : R est une matrice de corrélation définie positive pour tout ¥ € A.

Théoréme 2.3.

~

Soit (V) une suite d’estimateurs du QMYV satisfaisant (5.2). Alors sous les hypothéses H1'-H5'

~

%, — Yo, presque strement lorsque n — +00.

Normalité asymptotique
Nous reformulons les hypothéses faites dans le cas connu comme pour la consistance.

H6' : 9, 6&, ol A est Vintérieur de A.
H7 : E|nmi||? < oc.

Théoréme 2.4.
Sous les hypotheses H1'-HT' et H8, nous obtenons

Vi, — 90) -5 N0, J LT,

ot J est une matrice définie positive et I est une matrice semi-définie positive, définies par

9?1 (V)
ooy |’

8lt(ﬁ0) alt(ﬁO)] 7 J = J(ﬁ(]) —F |:

Notons également que pour d = 1, Nous obtenons comme pour le cas connu I = (Enf — 1).J

I_E <8loghf(290) 810ghf(190)) .

09 o'

La aussi nous retrouvons le résultat de Hamadeh et Zakoian (2011) (voir le Théoréme 3.1).

3 Illustrations par simulations

Dans cette partie, nous réalisons des simulations de Monte-Carlo. Les simulations sont réalisées
avec le logiciel RStudio (https ://www.rstudio.com) dans le langage de programmation Repp. Le but
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est de s’assurer que la procédure d’estimation est adaptée et réagit correctement lors des simulations.
Pour minimiser la log-vraisemblance, nous utilisons la fonction implémentée de R, nlminb().

Les simulations sont faites pour le modéle CCC-APGARCH, avec les ordres p et ¢ fixés & p =0
et ¢ = 1. Nous calculons l'estimateur de N = 100 trajectoires simulées et indépendantes afin
d’accroitre les performances de I'estimateur. Nous distinguerons le cas ou la puissance est connue
et n’est donc pas estimée et le cas ol la puissance est inconnue et est estimée simultanément avec
les autres paramétres. Les trajectoires seront simulées en dimension 2 avec une taille de n = 500 et
n = 5000 qui correspond & une taille standard pour les series financiéres Pour toutes les simulations
nous considérons que n; ~ N (0, I2).

Estimation avec la puissance connue

Le modéle utilisé pour les simulations est le modéle CCC-APGARCH avec la puissance connue et
fixée a (2,2). Comme nous pouvions nous y attendre, le biais de I'estimateur est petit et diminue en
fonction que la taille n augmente. Le RMSE a le méme comportement que le biais. La Figure 2.1 et le
Figure 2.2 présentent les boites & moustaches des distributions de I’estimateur du quasi-maximum de
vraisemblance de toutes les simulations. Evidemment, la précision de I’estimateur augmente lorsque
la taille de I’échantillon augmente. Les paramétres utilisés sont reportés & la premiére ligne de la
Table 2.2. Nous pouvons également écrire le modéle avec les paramétres utilisés.

1/2
gt :Ht/ s

B 1 05 _(Vhi O
Ht—Dt'<0‘5 1>'Dt, Dt—< 0 /7h2t>7

() = () G 00 () + (03 03) (ER) )

Les résultats des N estimations sont résumés dans le tableau suivant.

(2.11)

Wo Ay Ay Po
Taille Vraie val 1 0.25 0.05 0.5 0.5 0.5
' 1 0.05 0.25 0.5 0.5
Biais -0.00945 | 0.00350 -0.00436 | 0.00702 -0.00150 | 0.00024
" — 500 -0.01074 | 0.00233 -0.00350 | 0.00661  0.00214
RMSE 0.104 0.075 0.046 0.113 0.138 0.035
0.122 0.046 0.083 0.122 0.133
Biais -0.00046 | 0.00148 -0.00068 | -0.00052 0.00219 | -0.00080
n — 5000 0.00324 | -0.00257 -0.00305 | -0.00835 0.00217
RMSE 0.037 0.026 0.016 0.041 0.044 0.010
0.038 0.014 0.026 0.045 0.043

TABLE 2.2 — Distribution de 'estimateur du QMV de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(0,1) (2.11) avec
§=1(22)
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FIGURE 2.1 — Boite & moustaches de la distribution de I'estimateur QMV pour les simulations, avec n = 500
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FIGURE 2.2 — Boite & moustaches de la distribution de ’estimateur QMYV pour les simulations, avec n = 5000

Estimation avec la puissance inconnue

Le modéle utilisé pour les simulations est le modéle CCC-APGARCH avec la puissance inconnue
et estimée simultanément avec les autres coefficients du modeéle. Comme pour le cas ot la puissance
est connue, le biais de 'estimateur et le RMSE diminue & mesure que la taille n augmente. Un
constat que 'on peut faire par rapport au cas connu est que la taille de I’échantillon semble étre
insuffisante pour avoir un estimateur aussi convenable que celui du cas connu. En effet, dans ce cas
bivarié, le modeéle comporte 2 coefficients de plus, qui sont les plus compliqués & estimer. La Figure
2.3 et la Figure 2.4 présentent les boites & moustaches des distributions de ’estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance de toutes les simulations. Comme nous pouvons le voir sur les boites
a moustaches, la precision de l'estimateur augmente lorsque la taille de I’échantillon augmente et
ce méme pour la puissance 7 inconnue. Les paramétres utilisés pour les simulations sont reportés
a la premiére ligne de la Table 2.3. Nous pouvons également écrire le modéle avec les paramétres
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utilisés.

& = Ht U
1 05 Vhiy 0
Hy =Dy <0.5 1 > Dy, Dy = ( 0 hgt) ’ (2.12)
2/? 1 0.25 0.05\ [(ef, )2 0.5 0.5\ ((e7, )2
I + . . 1,t—1 (Y . Lt-1 ‘
<h§7{2> (1) { (0.05 0.25) ((g;t1)2/2> (0.5 0.5> ((%1)2/2) }
Les résultats des N estimations sont résumés dans le tableau suivant.
Yo Ay Ay 9 Po
Taille Vraie val 1 0.25 0.05 0.5 0.5 2 0.5
’ 1 0.05 0.25 0.5 0.5 2
Biais -0.00674 | 0.00692 -0.01104 | 0.02117 -0.01746 | 0.00748 | 0.00008
n = 500 0.00055 | -0.00884 0.00132 | -0.04462 0.01224 | -0.02357
RMSE 0.154 0.074 0.080 0.120 0.263 0.577 0.035
0.157 0.076 0.086 0.278 0.137 0.616
Binis 0.00125 | 0.00166 -0.00188 | 0.00061 -0.00221 | 0.00219 | -0.00079
" — 5000 0.00430 | -0.00288 -0.00309 | -0.00619 0.00349 | 0.00908
RMSE 0.047 0.026 0.019 0.043 0.077 0.166 0.010
0.047 0.017 0.028 0.077 0.044 0.160

TABLE 2.3 — Distribution de l'estimateur du QMV de ¥y pour le modéle CCC-APGARCH(0,1) (2.12) avec

J inconnu
° o]
- ——
o !
i :
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FIGURE 2.3 — Boite & moustaches de la distribution de I'estimateur QMYV pour les simulations, avec n = 500.
et § inconnu
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FIGURE 2.4 — Boite & moustaches de la distribution de I’estimateur QMYV pour les simulations, avec n = 5000
et § inconnu

Preuves

Dans cette partie nous donnerons les grandes lignes des preuves des théorémes de la consistance
et de la normalité asymptotique. Les preuves dans le cas connu et inconnu étant similaires dans
les grandes lignes, seules les preuves des théorémes (2.1) et (2.2), qui correspondent au cas connu,
seront données.

Le détail des 4 preuves est donné dans les annexes B pour la consistance et C pour la normalité
asymptotique.

Démonstration
Pour démontrer le théoréeme 2.1, nous montrons les étapes suivantes :

(¢) Oubli asymptotique des valeurs initiales.

lim sup|L,(0) — L, (0)] =0, presque strement
n—-+00 0cO

(73) Identifiabilité du paramétre.
Si il existe un t € Z tel que hfﬂ(@) = hf/2(00) presque siirement et R = Ry, alors 6 = 6.

(747) Minimisation de la log-vraisemblance en la vraie valeur.
Egoll4(80)] < 00, et si 0 # B, Eqy 1(8)] > Eqq [l (Bo)].
(1v) Pour tout 6 # 6 il existe un voisinage V' (6) tel que

ngrfoo e*ierxl/f(e) L, (0%) > Eg,[11(6o)], presque stirement.

Démonstration
La preuve du théoréme 2.2 repose sur le développement de Taylor

~ —1 ~
A 1o &% 1 0l
Vn(O, — 0p) = — (n 2 56,00, (%’)) (\/ﬁ 2 9(90)> ,




ol les 9;‘} sont entre 6,, et 0.

Il reste & montrer que
1 9%
n —1 89189]

(0;;) — J(i,7) en probabilité,

et
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Chapitre 3

Validation du modéle CCC-APGARCH

Résumé

Dans ce chapitre, nous utilisons un test permettant de mettre en évidence 'asymétrie d’un
modéle, ou méme de comparer la valeur d’un paramétre a une valeur théorique. Nous développons
également un outil utile & la validation du modéle CCC-APGARCH, dans le cas ol les puissances
sont connues et inconnues.
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Introduction

Les modéles multivariés sont devenus incontournables dans la modélisation des séries financiéres.
Les extensions multivariées n’étant pas directes, il existe un trés grand nombre de modéles, avec plu-
sieurs approches. Bauwens et al. (2006) réalisent une revue de la littérature mentionnant ’ensemble
des modéles multivariés développés. Le modéle CCC-GARCH de Bollerslev (1990) semble s’imposer
dans la modélisation des séries financiéres comme le modéle multivarié de référence. Une décennie
plus tard, de nouvelles études sont réalisées sur le modéle CCC-GARCH par Francq et Zakoian
(2012) qui ajoutent au modeéle 'effet de levier. Nous avons également repris cette étude ainsi que les
études sur le modeéle univarié APGARCH pour proposer une extension du modéle CCC-AGARCH,
afin de modéliser la volatilité par une puissance quelconque de I’écart-type conditionnel. Alors que le
développement des modéles évolue et que les modéles deviennent toujours plus performants, aucune
procédure permettant de valider le modéle et ainsi de déterminer les ordres p et ¢ optimaux, n’est
établie. Cette procédure existe dans le cas univarié pour le modéle APGARCH, lorsque la puissance
est considérée connue, développée par Carbon et Francq (2011) et lorsque la puissance est inconnue,
développée dans le Chapitre 1 paragraphe 3. Cette procédure basée sur le test portmanteau peut
étre étendue au cas multivarié dans des conditions semblables au cas univarié. Le test est d’origine
établie sur les autocorrélations des résidus, or dans le cas GARCH univarié ou multivarié, celles-ci
sont nulles. Cela ne présenterait donc aucun interét & développer un sur les autocovariances des
résidus. En revanche, comme pour le cas univarié, les autocovariances des carrés des résidus sont
non nulles et présentent donc un interét statistique. La procédure de validation est alors basée sur le

45



test portmanteau multivarié modifié. L’interét de proposer un test permettant de valider le modéle
CCC-APGARCH développé au Chapitre 2 est que celui-ci est le plus général des modéles & corréla-
tions conditionnelles constantes. Le test est établi lorsque la puissance est inconnue et connue. Dans
ce dernier cas, si I'on fixe la puissance égale & 2, le test permet également de valider le modéle de
Francq et Zakoian (2012). Nous pouvons aussi valider le modéle CCC-GARCH de Bollerslev (1990),
étendu par la suite par Jeantheau (1998).

Afin de parfaire la procédure de validation, nous pouvons utiliser le test de Wald. Ce test ne sera
pas utile dans la validation du modéle en tant que telle, ni dans la détermination des ordres p et
q, mais ce test sera utile pour déterminer si certains paramétres du modéle sont égaux, égalité des
puissances ou égalité des matrice AZTF et A;, ou alors si certains parameétres sont significativement
nuls. Dans le cas ol 'on teste I'asymétrie d’'un modéle, le test peut révéler s’il ne serait pas préfé-
rable dans certains cas d’utiliser un modéle symétrique, qui a ’avantage de réduire le nombre de
paramétres & estimer. Nous pouvons également utiliser ce test pour des modéles & puissance dans
le but de comparer la valeur de la puissance estimée a une valeur théorique, 1 ou 2 qui sont les
puissances utilisées dans la modélisation, notamment pour le modéle GARCH standard ou alors le
modéle GARCH asymétrique. La encore le but serait de se ramener & un modéle moins complexe.
Cependant comme nous avions pu le constater dans la Table 2.1 du Chapitre 2, ces puissances sont
souvent différentes de 1 ou 2, donc sera plus utile pour tester I’égalité des puissances. C’est-a-dire
tester si un 0; = J; pour ¢ # j et 4,5 = 1,...,d. Si sur un modele de dimension d le test de
Wald révéle que toutes les puissances sont statistiquement égales, alors nous pourrons passer a une
modélisation moins complexe et considérer une puissance unique pour l’ensemble du modeéle. Ceci
permettra de réduire le nombre de paramétre de d — 1.

Ce chapitre est décomposé en trois parties. La premiére partie porte sur le test de Wald et son
application, la deuxiéme partie sur le test portmanteau dans le cadre du modéle CCC-APGARCH
avec puissance connue et inconnue et enfin la troisiéme partie qui illustrera ces résultats par des
simulations.

1 Test sur les coefficients

1.1 Test de Wald

Le test de Wald est un test asymptotique paramétrique particuliérement approprié aux distri-
butions a queues épaisses, utilisé pour tester la significativité des coefficients. Ce test requiert le
résultat de la normalité asymptotique lié au modéle étudié pour tester des contraintes linéaires aux
paramétres. Nous considérons 'hypothése nulle

Ho:CQoZC,

ol C est une matrice constante connue de taille s X sg et ¢ un vecteur constant connu de taille s x 1.
La constante sg représente le nombre de paramétres composant le modéle étudié et 0y est le vecteur
des vraies valeurs des paramétres du modéle. La statistique de test est définie comme suit

Wa(s) = (CO, — ) (C'SC) 1B, — ).

Nous rappelons que d’'une maniére générale, 0, représente 'estimateur du quasi-maximum de vrai-
semblance de 6 et que par la normalité asymptotique nous obtenons /n(6, — 6y) — N(0,%) ot 3
est 'estimateur de X, qui peut prendre différentes expressions selon le modéle.

Nous rejetons I'hypothése nulle pour de grandes valeurs de W, (s).

1.2 Application numérique

Dans cette partie nous mettrons en évidence le test de Wald sur le modéle APGARCH. Nous
testerons dans un premier temps 'effet de levier, puis nous comparerons la valeur de la puissance a
une valeur théorique.
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Les simulations sont réalisées en considérant 7, de loi normale centrée et réduite et nous utilisons
la procédure du quasi-maximum de vraisemblance pour estimer les coeflicients du modéle. Nous
fixons les ordres du modéle & p = ¢ = 1 et nous supposons ¢ inconnue. Nous déterminons I’estimateur
sur N = 1000 réplications indépendantes pour augmenter la performance de I'estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance. Les trajectoires ont une taille de n = 500 et n = 4000 ce qui correspond
dans la pratique a la taille des séries financiéres. Bien-siir la précision de l'estimateur augmente
lorsque la taille des séries augmente. Les paramétres utilisés pour simuler les trajectoires sont ¢ :=
(0.05,a™, @™, 0.5,1). Dans la Table 3.1, nous testons ’asymétrie du modéle telle que Hy : C9g = &,
ou C est un vecteur de taille 1 x 5 tel que C := (0, 1,0,0,0). Le risque de premiére espéce fixé pour
le test est a = 5%.

(at,a) (0.20, 0.20) (0.15, 0.25) (0.10, 0.30) (0.05, 0.35)
Lengthn 500 4000 500 4000 500 4000 500 4000
Wo(1) 11.0 53 340 951 781 100 954 100

TABLE 3.1 — Test de Wald pour tester I’asymétrie du modéle

Par la table 3.1, nous constatons que le test de Wald permet de tester I'asymétrie d’'une série.
En effet, pour une taille de série suffisamment importante pour les séries financiéres, le test détecte
correctement 1’égalité des coefficients o™ et o~ lorsque celle-ci est le cas. Cependant, pour une
petite taille de série, n = 500, le test semble rencontrer des difficultés a mettre en évidence 1'égalité
des coeflicients. Ce constat peut s’expliquer par une procédure d’estimation des coefficients délicate
pour les séries de petite taille. Par conséquent, ’estimation de la matrice de variance asymptotique
en est également affectée.

Nous pouvons également réaliser le test en comparant une valeur estimée a une valeur théorique.
Nous souhaitons comparer la puissance du modéle & une valeur théorique afin de savoir si 'on ne
pourrait pas considérer un modéle standard & puissance connue de fagon a gagner en nombre de
paramétres a estimer. Dans la Table 3.2, nous testons la puissance du modéle en la comparant
a une valeur qu’on se fixe, tel que Hy : CY¥y = ¢, ou C est un vecteur de taille 1 x 5 tel que

C := (0,0,0,0,1). Le risque « est toujours fixé¢ & 5%. Les trajectoires utilisées pour le test sont
simulées avec le vecteur ¥y := (0.05,0.02,0.20,0.75,1). Par la table 3.2, nous pouvons constater

c 0.5 0.8 1.0 1.2

Length n 500 4000 500 4000 500 4000 500 4000

W, (1) 15.2 78.5 10.4 10.3 5.8 5.7 25.6 25.9

c 1.5 2.0 2.5 3.0

Length n 500 4000 500 4000 500 4000 500 4000

W, (1) 34.4 71.5 56.0 98.9 72.0 100 82.5 100

TABLE 3.2 — Test de Wald pour comparer la puissance du modeéle & une valeur théorique

que le test détecte correctement 1’égalité des puissances pour une taille de série raisonnable. En
revanche, lorsque n = 500, ce qui représente une petite taille pour les séries financiéres, le test
semble confondre la valeur de puissance § = 1 & une valeur théorique fixée a 0.5. Le test semble
également rejeter I’hypothése d’égalité des puissances lorsque 'on se place sous 'hypothése nulle.
Ce constat n’est valable que pour une petite taille de séries et peut s’expliquer par le fait que
I’estimation des coefficients est plus délicate pour des séries de petite taille. De plus, le parameétre
0 est le plus compliqué & estimer et identifier.
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2 Test portmanteau

Dans ce paragraphe nous développons I'outil qui permettra de valider le modéle CCC-APGARCH
présenté au Chapitre 2, dans le cas ou la puissance est connue et inconnue. Cette procédure est basée
sur le test portmanteau multivarié.

2.1 Rappels sur le modéle CCC-APGARCH

Avant d’énoncer le résultat théorique du test portmanteau pour le modéle rappelé ci-aprés, nous
rappelons quelques notions détaillées au Chapitres 2 utiles & I’élaboration du test.
Le modeéle CCC-APGARCH est défini par

& = Ht1/277t7
_Ht:DtR()Dt, D :diag(\/hlt,... \/hdt (3 1)
h§/2 —WOJFZ{ (e ) 5/2+A — 6/2} ZBOJ 5/2],

oll les paramétres w et & sont des constantes strictement positives et o, = vec(Ad:), ag; = vec(4y;)
et Boj = Vec(ng) sont des constantes positives ou nulles. Le vecteur des observations g, est défini
tel que £f = ({112, .. (e }?) et & = (—ei e {—c )2

Pour la procédure d’estimation, nous distinguons 2 cas, selon que la puissance soit connue ou
inconnue.

Puissance connue

Soit le vecteur des parameétres inconnus 6 := (', ozf, . ,a(‘;, ay .0y, B, By, p") et espace
des paramétres © défini comme © C]0, +o0[?x 0, —i—oo[dQ(Qq“’) x]—1, 1[%4=1/2 Nous considérons que
les observations g1, ..., g,, constituent une réalisation de taille n du processus CCC-APGARH(p, q).
Plus précisément, (g,) représente une solution stationnaire non anticipative du modéle. Nous défi-
nissons récursivement pour ¢t > 1

f, = DiRD,, Dy = diag <w/;au, - ,/;adi)
h5/2 —hf/Q(Q _w+Z{A+ () Z)5/2+A (e, 5/2} ZB h5/2

avec les conditions initiales g, ... ,gl_q,ﬁo >0,... ,ﬁl_p > 0 et 'on définit Iestimateur du quasi-
maximum de vraisemblance de 6y de maniére standard tel que I'estimateur soit défini comme toute
solution mesurable 6,, de

1 - - - -
On = argmin= > "[;(0),  5(0) =} H; ', +log(det(Hy)). (3.2)

Puissance inconnue

Soit le vecteur des paramétres inconnus ¥ := (w',af,..., af,ar, . ap, B, By, T p') et Ves-
pace des paramétres A défini comme A 0, 4+00[%x [0, +-00[#(24+P) x]0, +-00[x] — 1,1[Ad=1)/2,
€1, .,E, constituent une réalisation de taille n du processus CCC-APGARH(p, q). Plus préci-

sément, (g,) représente une solution stationnaire non anticipative du modeéle. Nous définissons ré-
cursivement pour ¢t > 1

?:[t = DtR_Dt, bt = dlag <\/ ill,tu ey \/ ;ldﬂg)

q q
. - - .y 70/2
hy =h(0) = |w+ Z {Aj (§t+—i)7/2 + 4; (§t—z‘)7/2} + Z Bijh,_;



avec les conditions initiales gq,...,&;_, > O,ﬁo, . ,ﬁlfp > 0 et 'on définit I'estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance de ¥g de maniére standard tel que 'estimateur soit défini comme toute
solution mesurable 4,, de

1 - - - -
Op = argmin=— Y (), () =g/H; g, + log(det(Hy)). (3.3)

2.2 Puissance connue

Pour énoncer le test portmanteau, il est nécéssaire d’obtenir les propriétés asymptotiques de
I'estimateur. Ces propriétés doivent étre établies dans le cas ou la puissance est connue. Pour cela,
nous devons faire les hypothéses suivantes, que I'on peut également retrouver dans le Chapitre 2

H1: 6y € © et © est un compact,

H2: v(Cp) < 0et V0 € ©,det(B(2)) =0=|2| > 1,

H3 : Pour ¢ = 1,...,m la loi de 7y n’est pas concentrée en 2 points et
P(n > 0) € (0,1).

H4 :Sip >0, A5 (1) + Ay (1) # 0, A7 (2), Ay (2) et By(z) sont coprime a gauche et la matrice
M(AS, Ay, Bo) est de plein rang m.
Si lespace © est contraint par (2.7), L’hypothése H4 peut étre remplacée par une condition plus
générale.

H4’ : H4 avec M (A{, Ay, Bo) remplacée par [Aa“qAanop].

HS5 : R est une matrice de corrélation définie positive pour tout 8 € ©.

H6 : 6y E(i), ol (2) est I'intérieur de ©.

HT7 : E|jmn;]|? < co.

Ces hypothéses permettent d’énoncer dans une proposition le résultat de la consistance et de la
normalité asymptotique que 'on peut retrouver au Chapitre 2.

Proposition 2.1.
Soit 0,, une suite d’estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance satisfaisant (3.2). Sous les
hypotheéses ci-dessus, nous avons 0, — 60y p.s. lorsque n — +o0o0. De plus, il suit que

Vi, — 00) =5 N0, LT,

ot J est une matrice définie positive et I est une matrice semi-définie positive, définies par

Ol(0o) Ol;(6o) D%1:(6) _
Izzl(eo)zE[ 50 o0 | J:=J(0) =E 900 | avec 14(0) = e} H; ', +log(det(Hy)).

Pour pouvoir établir la loi asymptotique de la statistique du test portmanteau, il est nécessaire
d’ajouter une hypothése technique sur la loi de 7;.

HS8 : 1, prend plus de 3(d + 1) valeurs positives et 3(d + 1) valeurs négatives.

Remarque.
Pour le test portmanteau univarié, dans la cas ot la puissance est connue, Carbon et Francq (2011)
ont fait 'hypothése que 7; avait plus de 3 valeurs positives et 3 valeurs négatives.
L’hypothése nulle du test portmanteau est que le processus (g,) satisfasse le modéle CCC-
APGARCH(p, q)
Hy : le processus (g,) satisfait le modele (3.1).

Le test portmanteau étant basé sur les autocovariances des carrés des résidus, nous les définissons
de la maniére suivante

n

. 1 . . A
= — Z [vec(8¢)][vec(8s—p)] avec §; = M, — I4
t=|h|+1
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pour |h| < n et i = ﬁ;lpg =" 1/2(9 )e;. Pour un entier m fixé, m > 1, nous définissons
également le vecteur des premiéres autocorrélations

£, = (vec(#,), ..., vec(?,,)), tel que 1 <m < n.

m

Nous avons aussi besoin des estimateurs des matrices I et J introduites dans la normalité asymp-
totique de 6,,. Nous pouvons estimer ces matrices de facon empirique

z”: Al (0

é) L1 = 021,(6,,
t =—
o, 7 nz:: aeae

BM—‘

Les dérivées dans ’expression de I peuvent étre calculées récursivement pour tout # € © et pour
t > 0. Nous pouvons réécrire les matrices I et J telles que

O A U
==y [thtS,ﬁht} ot J==% {hght} ,
"= i
ou hy = Hd avec H = (H, 1/2) ® H, et d; = vec((‘?Ht/80 ) pour i = 1,...,50 ol so représente
le nombre de parameétres du modéle (2.1). La matrice d est alors de dlmensmn d? x sq tel que
= (dy|...,|ds,). Nous pouvons initialiser les dérivées de Hy par 0 pour tout t =0,...,1 —

Afin d’énoncer le test portmanteau il reste & définir 3 matrices utilisées dans la statistique de
test. Nous définissons la matrice C,, de dimension md* x so donnée par

) 1 < - . OH,
Cm = _E Z St—1:t—m ® (Ht_l ® Id)veci’ (34)
t=1

t
00;

oU St—1:p—m = (S}_1,--.,5_,,) et Sy = vec(§).
Nous définissons également la matrice 3, ~de dimension md* x md*, dont le (k, h)-iéme bloc est
donné par

R 1< o 4 .
Y (K h) = n Z(Stfksé—h ® SiSy). (3.5)
t=1

Et la matrice 3; | de dimension sg X md* donnée par
nLyy

1N .- . )
S = o 2 ot Seortom @ 51)', (3.6)
t=1
ol llt (0) est défini pour i =1,...,sp par lzt (0) = —(vec(ﬁt_l))’(ld ® Gﬁt/ﬁﬁi)gt et h;so,t comme

un vecteur de taille sy x 1 composé par les éléments lzt ().

Théoréme 2.1.
Sous les hypothéses H1-H8 et Hy, la matrice D = Z —I—C JLJC + G Eg . —G—E;A !

m
oL
converge en probabilité vers une matrice définie posztwe D (définie dans la preuve) et nous avons

& AH-1la L. 2
nt,, D™t — X, -

L’adéquation avec le modele CCC-APGARCH(p, q) est alors rejetée au niveau asymptotique «
lorsque

nﬁmb_lﬁm > and4<1 - a)u (37)

ott x2 (1 —a) est le quantile d’odre 1 — a de la loi de Khi-deux, avec md* degrés de liberté.
md
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2.3 Puissance inconnue

Pour énoncer le test portmanteau dans le cas de la puissance inconnue, il est nécéssaire d’obtenir
les propriétés asymptotiques de 'estimateur dans ce méme cas. Comme pour le cas connu, il est
nécessaire d’établir des hypothéses. Ces hypothéses sont sensiblement les mémes que pour le cas
connu. Il suffit de remplacer dans chacune d’entre elles, 6 par ¢ et © par A. Avec ces hypothéses nous
pouvons énoncer la proposition suivante qui rappelle les propriétés asymptotiques de ’estimateur
dans le cas ot la puissance est inconnue. Nous rappelons les résultats du Chapitre 2 sur les propriétés
asymptotiques de I'estimateur.

Proposition 2.2.
Soit ¥y, une suite d’estimateurs du quasi-mazimum de vraisemblance satisfaisant (3.3). Sous les
hypotheéses ci-dessus, nous avons ¥, — g p.s. lorsque n — +oo. De plus, il suit que

V(b — 90) -5 N0, J LT,

ot J est une matrice définie positive et I est une matrice semi-définie positive, définies par

0%1;(Y)
0909

Oly (Vo) Oy (Vo)
09 oy’

I:=1(9)=E [ ] , Ji=JWy) =E ] . avec 1;(9) = H; e 4+Hlog(det(Hy)).

Comme pour le cas précédent, il est nécessaire d’ajouter une hypothése a la loi de 7, afin d’éta-
blir la loi asymptotique de la statistique du test portmanteau.

HS8' : n; prend plus de 11d + 1 valeurs positives et 11d + 1 valeurs négatives.

Remarque.
Dans le cas univarié, nous avions fait I'hypothése que 7; prenait au moins 11 valeurs positives et 11
valeurs négatives.
Le cas de la puissance inconnue reprend la méme démarche que le cas de la puissance connue.
L’hypothése nulle est
Hy : le processus (g,) satisfait le modeéle (3.1).

Nous les définissons de la maniére suivante

n

P == Z [vec(5))][vec(5i—p)]  avec ¢ := s4(0y) = Al — Iy
t=|h|+1

pour |h| < n et iy = H; == H; 1/2 (6n)g,. Pour un entier m fixé, m > 1, nous définissons également
le vecteur des premiéres autocorrélations

B, = (vec(fy)', ..., vec(?,,)’), tel que 1 <m < n.

Nous avons aussi besoin des estimateurs des matrices I et J introduites dans la normalité asymp-
totique de ¥,,. Nous pouvons estimer ces matrices de facon empirique

~ () OL(0n) 32lt( >

I=

Les dérivées dans les expressions de TetJ peuvent étre réécrites et calculées de maniére récursive
comme dans le cas connu.

Afin d’énoncer le test portmanteau il reste & définir 3 matrices utilisées dans la statistique de
test. Nous définissons la matrice C,, de dimension md* x sy donnée par

1 — oH
= —ZSt Lit—m & Ht ®Id)veci, (3.8)

t
0v;

3
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ou St 1itm = (SI_1,...,5_,) et Sy = vec(;).
Nous définissons également la matrice igm de dimension md* x md*, dont le (k,h)-iéme bloc est
donné par

Z(gt—kgg—h ® 9:57). (3.9)

t=1

i]im (kv h) =

S

Et la matrice X5 | de dimension s X md* donnée par
n

=m

. 1< .- . .
Eﬁmlm — E Z J L ll:so,t (Stflztfm ® St)/a (310)
t=1

ou l” () est défini pour i = 1,...,so par llt (1) = —(vec(H; 1)) (Iy @ OH:/Y;)S; et h;smt comme

un vecteur de taille sy X 1 composé par les éléments 21’,1& ().

Théoréme 2.2.
Sous les hypotheses H1-H8’ et Hy, la matrice D =%y, +CypJ 11J71C), +Cn¥5 .+ 229 . cl
converge en probabilité vers une matrice définie positive D (définie dans la preuve) et nous avons

Al AN—1a L 2
nt,, D™t — X, -

L’adéquation avec le modéle CCC-APGARCH(p, q) est alors rejetée au niveau asymptotique «
lorsque
nimD_lim > ind‘l(l - Oé), (311)

ott x2 (1 —a) est le quantile d’ordre 1 — o de la loi de Khi-deux, avec md* degrés de liberté.
md

Preuves

Dans cette partie nous énoncerons les grandes lignes des preuves des théorémes 2.1 et 2.2. Les
preuves seront détaillées en annexe (voir Annexe D). Les preuves dans le cas connu et inconnu étant
similaires, nous ne donnerons que les grandes lignes de la preuve dans le cas connu.

Démonstration du théoréme 2.1

La preuve du test portmanteau peut se décomposer en 4 étapes majeures.

Nous introduisons le vecteur des premiéres m autocovariances r,,, = (r1,...,7y,)" ol le h-iéme

élément est défini comme

1 n
TR = — Z [vec(sy)][vec(si—n)]', avec sg =mm; — Iz et 0 < h < m.

t=h+1

Soit s,(0) = m(O)j(0) — Iy avee m(0) = H; *(0)e, et 5(0) = M(O)i(60) — Iy avec () =
Ht_1/2(9)§t. Soit r,(#) obtenu en remplacant 7, par 7:(6) dans ry et 7,(0) en remplagant 7 en 7:(6)

dans rj,. Nous introduisons le vecteur d’autocovariances h pour h fixé par
1 n
ry, = vec(ry) = - g Si_n ® S,
t=|h|+1

avec S¢(0) = vec(s(#)). Finalement, nous introduisons le vecteur des m autocovariances r,, :=
(r1,...,tp) et T,,(0) = (71(0),...,7mn(0)) sont tels que r,, =r,,(6p) et £, = L,,(0n).
Les 4 étapes pour aboutir au résultat sont :
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Impact asymptotique des valeurs initiales inconnues sur la statistique t,,.

O _ 81;”“ = op(1).

\/ﬁHEm - Em” = O[[D(l), sup 90 P}

[JSAN

Les valeurs initiales inconnues n’ont pas d’impact asymptotique sur la statistique t,,.

Loi asymptotique de y/nt,,.
La loi limite de /nt,, est donnée par /nt,, LN (0, D) ou D est une matrice définie
comme suit D =3, + Cp,J 1[I 1C), + CmE5 . +%5  C,.

Lm Un Lm

Inversibilité de la matrice D.

Convergence de la matrice D.
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Chapitre 4

Simulations et applications aux données
réelles

Résumé

Ce chapitre est consacré aux simulations et & leurs applications aux données réelles. L’estimation
du modele univarié et le test portmanteau seront mis en évidence. Des simulations sur les modéles
multivariés seront réalisées, ainsi que leur application & des données réelles. Le test portmanteau
multivarié sera appliqué aux modéles CCC-APGARCH dans le cas ou la puissance sera connue et
inconnue.
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Introduction

Ce chapitre & pour but de mettre en évidence les propriétés et les caractéristiques des résultats
présentés dans les précédents chapitres. Plusieurs simulations seront proposées afin de compléter
les paragraphes liés aux illustrations par simulations. L’idée dans ce chapitre est de vérifier par
des simulations que tous les modéles et les tests proposés réagissent correctement aux données et
cela quels que soient les paramétres utilisés, notamment le ou les parameétres de puissance, vérifiant
les différentes conditions des modéles. L’avantage de travailler avec des simulations est que 1’on
connait toutes les caractéristiques de la trajectoire, ce qui n’est pas nécessairement le cas pour
des données réelles. Effectivement, les trajectoires sont simulées selon un modéle donné, avec un
jeu de parameétres connus. Nous pourrions choisir dans ce cas de simuler une trajectoire avec le
modele univarié APGARCH(1, 1), suivant les paramétres 6y = (0.05,0.05,0.15,0.75,1). Dans le

cas du modéle APGARCH(1, 1), nous pouvons choisir d’estimer ou non le paramétre de puissance
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et par conséquent de se placer dans le cas connu ou inconnu. Cet ensemble d’information nous
permettra de simuler différentes trajectoires, semblables & celles des séries financiéres, puis de les
étudier comme si ces derniéres étaient inconnues. Les résultats obtenus seront alors comparés avec les
informations que nous possédions et nous serons en mesure de conclure sur I'efficacité des procédures
d’estimation et/ou de validation dans notre cas. Les paramétres normalement inconnus sont, dans le
cas des simulations, connus et permettent donc de quantifier ’erreur commise lors de la procédure
d’estimation. Cette étape est incontournable pour étudier des données réelles, puisque sans elle,
nous ne saurions pas si les résultats obtenus sont fiables ou pas.

L’étude des données réelles permet de traduire de 'information comprise dans les séries, & 'aide
de différents modéles. Les données réelles peuvent étre de différents types. Nous retrouvons les
marchés financiers qui traduisent ’économie d’une place boursiére, tel que le CAC 40 qui décrit le
fonctionnement des 40 plus grandes entreprises frangaises sur la place de Paris. Il y a également
les actions boursiéres qui permettent d’investir dans des parts de capital d’une certaine entreprise,
cotée ou non au CAC 40 pour le marché boursier frangais. Les données réelles peuvent aussi étre des
taux de change. Ces derniers ont un avantage par rapport a ceux mentionnés précédemment. Ils sont
moins sensibles aux variations des clotures des différentes places boursiéres. En effet, les différents
marchés mondiaux ne fonctionnent pas tous en méme temps & cause du placement géographique
et certains restent fermés alors que d’autres sont ouverts a cause des différentes réglementations
des pays, notamment a cause des jours fériés. Ce phénomeéne peut rendre ’étude multivariée des
marchés financiers plus complexe, que celle des taux de change.

Dans cette partie, nous avons fait le choix de travailler avec la série du CAC 40 et des séries
des taux change pour toute I’étude univariée, puis de conserver uniquement les séries des taux de
change pour I’étude multivariée. Les quatre premiers paragraphes de ce chapitre sont consacrés a
des simulations afin de mettre en pratique les résultats théoriques des Chapitres 1 & 2.Le dernier pa-
ragraphe traite les données réelles mentionnées précédemment et applique les différentes procédures
d’estimation et de validation.

1 Estimation et validation du modéle APGARCH

Ce paragraphe est consacré a des simulations mettant en évidence la procédure d’estimation du
modéle APGARCH, ainsi que sa procédure de validation développée au Chapitre 1, paragraphe 3.
Nous nous focaliserons essentiellement sur le cas ou la puissance est inconnue et nous réaliserons
de nombreuses simulations en faisant varier la puissance, bien que de nombreuses simulations aient
déja été réalisées sur ce modéle dans la littérature. Pour 'application du test portmanteau, il est
incontournable de s’assurer que la procédure d’estimation est fiable. Nous ferons également varier
la taille des séries afin d’observer le comportement asymptotique du modéle, puisque 1a encore, le
résultat théorique du test portmanteau repose sur les propriétés asymptotiques de ’estimateur des
coefficients du modéle et celles des résidus.

Une fois ’étape de D'estimation accomplie, nous appliquerons le test portmanteau sur des si-
mulations dont les trajectoires seront générées suivant plusieurs critéres, comme la puissance ¢ ou
encore l'ordre p et ¢ du modéle. Le but est de s’assurer que le test n’est pas sensible aux différentes
puissances et qu’il arrive & différencier les modéles les uns des autres.

1.1 Estimation du modéle dans le cas ot la puissance est inconnue

Dans cette partie nous nous intéressons a la procédure d’estimation du modele APGARCH(1,1)
lorsque la puissance est inconnue. Les trajectoires seront simulées suivant le vecteur des paramétres
6o = (0.04,0.02,0.13,0.85,d)". Le but de cette étape est de s’assurer que la procédure renvoie des
résultats corrects pour I'estimation des coefficients, quelle que soit la taille de la série et quelle que
soit la puissance d choisie pour simuler les trajectoires. Dans les simulations, nous faisons varier la
puissance ¢, avec une puissance réelle allant de 0.5 & 2.9. Afin d’obtenir des résultats plus précis,
I’estimation est réalisée sur 200 réplications, puis nous réalisons la moyenne des estimations. Il est
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reconnu que le parameétre ¢ est le plus difficile & identifier. Il est par conséquent le paramétre le plus
délicat & traiter. Pour cette raison, nous ne ferons varier que ce paramétre lors des simulations.
Les simulations sont réalisées & 'aide du logiciel RStudio, dans le langage de programmation
Repp. Le bruit 7, est choisi comme étant une loi normale centrée réduite, N (0,1). Les simulations
sont faites pour quatre tailles de séries différentes, n = 500, n = 1000, n = 5000 et n = 10000. Les

résultats obtenus pour ’estimation sont résumés dans les tableaux suivants.

Paramétres w at a” I3 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 0.5 de & en %
n = 500 0.03987 0.01767 0.01077 0.07363 0.08502 17.00
Biais n =1000 | 0.01904 0.01028 0.00448 0.03339 0.05679 11.36
n = 5000 | 0.00321 0.00181 0.00076 0.00601 0.01035 2.07
n = 10000 | 0.00088 0.00144 0.00180 0.00271 0.00110 0.22
Paramétres w at a” I3 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 0.7 de & en %
n = 500 0.05809 0.01480 0.01111 0.10068 0.04998 7.14
Biais n =1000 | 0.02284 0.00718 0.00849 0.04459 0.04002 5.72
n = 5000 | 0.00310 0.00224 0.00069 0.00605 0.00961 1.37
n = 10000 | 0.00206 0.00054 0.00002 0.00288 0.01185 1.69
Paramétres w at a” I3 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 0.9 de 6 en %
n = 500 0.06536 0.01040 0.00361 0.11958 0.00121 0.13
Biais n =1000 | 0.02446 0.01045 0.00314 0.04409 0.06642 7.38
n = 5000 | 0.00328 0.00004 0.00230 0.00819 0.01077 1.20
n = 10000 | 0.00223 0.00135 0.00200 0.00568 0.00528 0.59
Paramétres w at a” I3 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 1.1 de 6 en %
n = 500 0.05778 0.01153 0.00962 0.11763 0.19104 17.37
Biais n =1000 | 0.02122 0.00501 0.00129 0.04567 0.03957 3.6
n = 5000 | 0.00210 0.00034 0.00125 0.00604 0.01642 1.49
n = 10000 | 0.00154 0.00036 0.00102 0.00410 0.00266 0.24

TABLE 4.1 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modele APGARCH(1,1) pour différentes
valeurs de ¢ simulées

La table 4.1 présente les résultats des estimations sur des simulations du modéle APGARCH(1,1),
pour différentes valeurs de §. Cette table donne également I’erreur commise lors de I'estimation du
paramétre 0. Le constat que nous pouvons faire est que I'estimation tend & étre de plus en plus
précise, au fur et & mesure que la taille de la série augmente. L’erreur en pourcentage de & semble
décroitre rapidement au deld d’une taille n = 1000 quelle que soit la valeur de puissance choisie
pour la simulation.
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Paramétres w at a” B8 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 1.5 de § en %
n = 500 0.04110 0.01079 0.01162 0.12958 1.24129 82.75
Biais n = 1000 | 0.01988 0.00423 0.00488 0.04576 0.23052 15.37
n = 5000 | 0.00417 0.00018 0.00165 0.00768 0.02101 1.40
n = 10000 | 0.00052 0.00057 0.00063 0.00138 0.01162 0.77
Paramétres w at a” B8 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 1.7 de § en %
n = 500 0.03440 0.00613 0.00581 0.10422 0.81082 47.70
Biais n =1000 | 0.01806 0.00373 0.00202 0.04990 0.29029 17.08
n = 5000 | 0.00096 0.00203 0.00101 0.00511 0.06606 3.89
n = 10000 | 0.00117 0.00017 0.00113 0.00348 0.00807 0.47
Paramétres w at o~ B8 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 1.9 de § en %
n = 500 0.03333 0.00437 0.02360 0.09974 1.30882 68.89
Biais n = 1000 | 0.00702 0.00286 0.00989 0.04291 0.71085 37.41
n = 5000 | 0.00175 0.00044 0.00127 0.00338 0.00224 0.12
n = 10000 | 0.00201 0.00061 0.00114 0.00468 0.00828 0.44
Paramétres w at o~ B 5 Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 2.1 de § en %
n = 500 0.02492 0.00152 0.02279 0.10423 1.56231 74.40
Biais n = 1000 | 0.00857 0.00061 0.00524 0.03357 0.48759 23.22
n = 5000 | 0.00064 0.00091 0.00288 0.00399 0.06742 3.21
n = 10000 | 0.00126 0.00054 0.00204 0.00364 0.00152 0.07
Paramétres w at o~ B 5 Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 2.3 de 6 en %
n = 500 0.01883 0.00112 0.02397 0.08756 2.08272 90.55
Biais n = 1000 | 0.00540 0.00098 0.00615 0.04192 0.80064 34.81
n = 5000 | 0.00010 0.00034 0.00237 0.00171 0.04663 2.03
n = 10000 | 0.00148 0.00020 0.00035 0.00429 0.02123 0.92
Paramétres w at a~ B 5 Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 2.5 de 6 en %
n = 500 0.01672 0.00491 0.01529 0.08954 2.28181 91.27
Biais n = 1000 | 0.00375 0.00023 0.00916 0.02840 0.69610 27.84
n = 5000 | 0.00185 0.00059 0.00120 0.00433 0.03778 1.51
n = 10000 | 0.00015 0.00062 0.00199 0.00074 0.03414 1.37

TABLE 4.2 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle APGARCH(1,1) pour différentes
valeurs de § simulées

La table 4.2 présente les résultats des estimations sur des simulations du modéle APGARCH(1,1)
pour différentes valeurs de §. La table 4.2 présente les mémes constats que la table 4.1. L’estimation
semble étre de plus en plus précise avec 'augmentation de la taille des simulations. L’erreur en
pourcentage de § décroit rapidement au deld d’une taille n = 1000 et cela quelle que soit la valeur
de la puissance utilisée pour la simulation.
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Paramétres w at o~ B8 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 2.7 de § en %
n = 500 0.00704 0.00059 0.02171 0.07521 2.45380 90.88
Binis n = 1000 | 0.00517 0.00133 0.00617 0.02872 0.58023 21.49
n = 5000 | 0.00112 0.00098 0.00236 0.00199 0.00052 0.02
n = 10000 | 0.00061 0.00032 0.00097 0.00109 0.01864 0.69
Paramétres w at o~ I3 1) Erreur relative
Vraie Valeur 0.04 0.02 0.13 0.85 2.9 relative en %
n = 500 0.00889 0.00020 0.01765 0.07592 2.71142 93.50
Biais n = 1000 | 0.00227 0.00110 0.01473 0.02468 0.81896 28.24
n = 5000 | 0.00102 0.00047 0.00054 0.00283 0.02636 0.91
n = 10000 | 0.00001 0.00079 0.00345 0.00013 0.04934 1.70

TABLE 4.3 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modele APGARCH(1,1) pour différentes
valeurs de 0 simulées

La table 4.3 présente les résultats des estimations sur des simulations du modéle APGARCH(1,1)
pour différentes valeurs de §. Cette table montre qu’au fur et a mesure que la taille des simulations
augmente, I’erreur liée & 'estimation diminue, quel que soit le paramétre. De plus, comme pour les
deux précédentes tables, ’erreur en pourcentage de § diminue trés rapidement une fois que la taille
des simulations est supérieure & n = 1000.

D’une maniére générale, le constat que nous pouvons faire sur les différentes tables liées a ’esti-
mation, Table 4.1-4.2—4.3, est que quelle que soit la puissance § utilisée pour simuler les trajectoires,
Ierreur en valeur absolue tend & diminuer au fur et & mesure que la taille de la série augmente.
Ceci reste vrai pour les autres paramétres du modéle. En revanche, plus le paramétre § est grand
et plus 'erreur commise pour une taille d’échantillon n = 500 est grande, mais cette erreur diminue
rapidement. Pour une taille n = 5000, ce qui correspond a une taille de série financiére classique,
lerreur commise pour l’estimation du paramétre § est de I'ordre de 4% au maximum. Ce constat est
fait pour la valeur 1.70 ce qui ne représente pas dans la pratique une valeur souvent observée pour la
puissance. A partir de la valeur 1.5, nous pouvons remarquer que pour une taille n = 1000, 'erreur
en pourcentage augmente considérablement. Nous constatons également que, pour des puissances
au voisinage de 1.0, U'erreur lors de I'estimation du coefficient § est trés faible. Pour § = 1, le modéle
APGARCH devient le modéle AGARCH ou TGARCH de Rabemananjara et Zakoian (1993).

Pour obtenir un résultat visuel de la consistance de ’estimateur, nous pouvons tracer les courbes
d’erreur de tous les paramétres en fonction de la taille de la série. Pour ne pas alourdir inutilement
cette partie, nous donnerons les graphiques des simulations réalisées avec la puissance § = 1, qui
revient & considérer le modéle TGARCH(1,1).
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FIGURE 4.1 — Graphique des erreurs absolues des coefficients du modéle APGARCH(1,1)

Par ces graphiques, nous pouvons constater que I'erreur diminue au fur et & mesure que la taille de
I’échantillon augmente. Cette décroissance est clairement visible a partir d’une taille d’échantillon
égale & 1000, ce qui est en accord avec les constats réalisés sur les tables 4.1-4.2—4.3. A partir
d’une taille d’échantillon supérieure ou égale a 2000, I'erreur est de 1'ordre de 10™3 quel que soit le
parameétre.

1.2 Validation du modéle, par le test portmanteau

Dans cette partie, nous nous intéressons au test portmanteau univarié associé au modéle AP-
GARCH lorsque la puissance est inconnue. Au paragraphe précédent, nous avons vérifié et constaté
que la procédure d’estimation lorsque la puissance est inconnue donne des résultats satisfaisants,
et ceci quelle que soit la valeur de la puissance choisie. Le but de cette partie est de vérifier que le
test portmanteau développé dans le paragraphe 3 du Chapitre 1 réagit correctement aux différentes
situations que nous pouvons rencontrer dans la pratique.

Pour cela, nous commencerons par vérifier que le test portmanteau détecte correctement les
modéles et cela quelle que soit la puissance. Dans le cas ou la puissance est connue, Carbon et
Francq (2011) ont montré qu’a partir d’un certain rang, le test semblait confondre le vrai modéle
avec des modéles dont les puissances étaient différentes. Il sera important de s’assurer aussi que
le test arrive & différencier les modéles. Cela pourra s’avérer crucial pour valider et déterminer les
ordres p et ¢ du modéle.

Le test est réalisé a I'aide du logiciel RStudio, dans le langage de programmation Rcpp. Il est
effectué pour des simulations de taille n = 4000, ce qui correspond généralement dans la pratique
aux tailles des séries financiéres journaliéres. On effectue N = 1000 réplications indépendantes et on
utilise la loi de Student a 9 degrés de libertés que 'on re-normalise de facon & obtenir une variance
égale a 1.
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Résultats pour différentes valeurs de § simulées

Dans ce paragraphe, I'hypothése nulle est le modéle APGARCH(1,1). Le but est de vérifier que
le test portmanteau détermine correctement le modéle et ce quelle que soit la valeur de la puissance
0 utilisée pour simuler les trajectoires. Dans le cas ou la puissance est connue et fixée a 2 pour
simuler les trajectoires, lorsque nous utilisons un modéle avec une puissance supérieure ou égale a
2.5 le test semble confondre les modéles (voir Carbon et Francq (2011)). Pour effectuer le test, nous
nous fixons un risque a & 1% et 5% et nous donnons les intervalles de confiance & 99% et 95% pour
le risque de premiére espéce o = 1%, [0.2%,1.8%)] et [0.4%, 1.6%)] respectivement. Pour le risque
a = 5%, les intervalles sont [3.2%, 6.8%)] et [3.6%,6.4%)] respectivement. Le paramétre 9y 11 utilisé
est le méme que celui utilisé pour Pestimation, 99 11 = (0.04,0.02,0.13,0.85,4)".

risque | (9) m risque | (9) m
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
05 10 12 11 12 23 24 0.5 47 56 48 6.0 6.0 6.4
1 1.3 1.3 14 1.7 13 1.7 1 32 44 58 54 54 5.1
o= 1% 1.5 14 12 10 1.7 13 1.7 o = 5% 1.5 44 42 55 6.0 46 5.1
2 18 14 10 14 18 1.7 2 5.2 47 55 51 57 74
25 1.1 11 09 18 18 1.1 25 37 49 49 43 50 53
3 1.3 19 12 1.7 1.7 16 3 3.8 34 48 54 49 6.6

TABLE 4.4 — Fréquences relatives (en %) de rejet pour le modéle APGARCH(1, 1) avec les différentes valeurs
simulées de la puissance
Partie gauche : Le risque est fixé & « = 1% ; Partie droite : Le risque est fixé & a = 5%

Le test semble valider le modéle quelle que soit la valeur de la puissance utilisée pour la simulation.
La remarque réalisée sur le test portmanteau lorsque la puissance est connue, ne peut pas se véri-
fier directement, puisque les conditions de I’expérience ne peuvent pas étre reproduites, mais nous
pouvons penser que le test distingue correctement les modéles avec les puissances inconnues.

Une autre étape importante est de vérifier que le test portmanteau détermine correctement le
modéle qui a été utilisé pour générer les trajectoires. Les séries seront simulées selon un modéle
APGARCH(p, q), dont on précisera a chaque fois les ordres p et ¢ choisis et les paramétres utilisés
pour la simulation de la trajectoire. La taille des simulations reste fixée & n = 4000 et la loi de n
reste inchangée.

Résultats pour p=0 et ¢ = 1.

Pour cette expérience, nous considérons les ordres p = 0 et ¢ = 1, ce qui correspond au modéle
APGARCH(0,1) ou encore au modéle APARCH(1). L’hypothése nulle pour ce test est donc le
modéle APGARCH(0,1) et le test est réalisé pour un risque o = 5%.

Le modéle APGARCH(0, 1) est alors utilisé pour simuler les trajectoires et le paramétre utilisé
pour les simulations est le vecteur 901 = (1,0.05,0.15,2)". Les résultats du test portmanteau sont
résumés dans le tableau suivant.

61



risque m
P76 s 10 1
0,1) 54 60 41 54 64 54
(1,1) 109 112 104 108 9.1 82

Wy | (1b2) 242 284 258 249 231 236
(1,3) 28.6 47.9 420 40.8 36.9 38.6
(2,1) 119 175 138 154 123 116

TABLE 4.5 — Fréquence relative (en %) de rejet lorsque le modéle est un APGARCH(0, 1)

La Table 4.5 présente les fréquences relatives de rejets en pourcentage des N réplications indépen-
dantes dans le cas ot I’hypothése nulle est le modéle APGARCH(0, 1). Le test détecte sans probléme
le modéle APGARCH(0, 1) et rejette les autres modéles. Les lignes 2, 3, 4 et 5 de la table, montrent
que la fréquence relative de rejet est en dehors de intervalle de confiance a 95%. Le test détecte
correctement les modéles lorsque les trajectoires sont simulées avec le modéle APGARCH(0, 1).

Résultats pour p=1et ¢ = 1.

Pour cette expérience, nous considérons les ordres p = 1 et ¢ = 1, ce qui correspond au modéle
APGARCH(1,1). L’hypothése nulle pour ce test est donc le modéle APGARCH(1,1) et le test est
réalisé pour un risque a = 5%.

Le modéle APGARCH(1, 1) est alors utilisé pour simuler les trajectoires et le paramétre utilisé
pour les simulations est le vecteur Jg 11 = (0.04,0.02,0.13,0.85,1)". Les résultats du test portman-
teau sont résumés dans le tableau suivant.

risque m
P76 s 10 1
(0,1) 879 983 088 99.1 99.2 99.2
(1,1) 46 65 46 48 72 6.3

sy | (12) 160 177 140 119 129 135

TN (1,3) 281 26.8 267 251 21.8 22.8
(2,1) 71 70 70 64 75 82

TABLE 4.6 — Fréquence relative (en %) de rejet lorsque le modeéle est un APGARCH(1, 1)

La table 4.6 présente les fréquences relatives de rejets en pourcentage des N réplications indépen-
dantes dans le cas ot ’hypothése nulle est le modeéle APGARCH(1, 1). Le test détecte sans aucune
difficulté le modele APGARCH(1, 1) qui représente ’hypothése nulle. Pour le modéle APGARCH(2, 1)
le test a tendance a le rejeter, mais le nombre de rejets est relativement proche de l'intervalle de
confiance & 95%. Pour tous les autres modéles, le test rejette sans difficulté 'hypothése nulle et il
fait alors la différence entre les modéles.

Résultats pour p=1 et g = 2.

Pour cette expérience, nous considérons les ordres p = 1 et ¢ = 2, ce qui correspond au modéle
APGARCH(1,2). L’hypothése nulle pour ce test est donc le modéle APGARCH(1,2) et le test est
réalisé pour un risque a = 5%.

Le modéle APGARCH(1,2) est alors utilisé pour simuler les trajectoires et le paramétre utilisé
pour les simulations est le vecteur Jg 12 = (0.04,0.02,0.13,0.005,0.05,0.6,1)". Les résultats du test
portmanteau sont résumés dans le tableau suivant :
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risque

)57 6 8§ 10
) 99.6 99.9 99.4 99.7 99.6 99.0
) 24.2 186 164 146 116 9.8
) 44 55 57 48 52 55
)
)

@ ="5% 9.2 11.1 120 103 128 11.6

422 38.7 352 33.0 325 285

TABLE 4.7 — Fréquence relative (en %) de rejet lorsque le modéle est un APGARCH(1, 2)

La table 4.7 présente les fréquences relatives de rejets en pourcentage des N réplications indé-
pendantes dans le cas ou I’hypothése nulle est le modéle APGARCH(1,2). Le test rejette sans
probléme I’hypothése nulle lorsque nous modélisons les trajectoires par des modéles différents du
modéle APGARCH(1,2).

Reésultats pour p=1 et ¢ = 3.

Pour cette expérience, nous considérons les ordres p = 1 et ¢ = 3, ce qui correspond au modéle
APGARCH(1, 3). L’hypothése nulle pour ce test est donc le modele APGARCH(1, 3) et le test est
réalisé pour un risque o = 5%.

Le modéle APGARCH(1, 3) est alors utilisé pour simuler les trajectoires et le paramétre utilisé
pour les simulations est le vecteur g 13 = (0.04,0.1,0.20,0.05,0.1,0.02,0.05,0.45,1)’. Les résultats
du test portmanteau sont résumés dans le tableau suivant :

risque m
P76 s 10 1@
(0,1) 988 994 99.7 99.7 99.6 99.9
(1,1) 239 232 193 156 168 14.7

wesg | (L2 75 100 86 T2 92 T2
(1,3) 41 65 64 75 65 7.5
(2,1) 432 45.1 388 346 36.0 32.5

TABLE 4.8 — Fréquence relative (en %) de rejet lorsque le modeéle est un APGARCH(1, 3)

Pour cette expérience, nous pouvons faire les mémes constats que précédemment. La table 4.8
présente les fréquences relatives de rejets en pourcentage des N réplications indépendantes dans le
cas ol I'hypothése nulle est le modele APGARCH(1, 3). Le test rejette sans probléme 1’hypothése
nulle lorsque nous modélisons les trajectoires par des modéles différents du modéle APGARCH(1, 3).

Résultats pour p=2 et g =1.

Pour cette expérience, nous considérons les ordres p = 2 et ¢ = 1, ce qui correspond au modéle
APGARCH(2,1). L’hypothése nulle pour se test est donc le modéle APGARCH(2,1) et le test est
réalisé pour un risque o = 5%.

Le modéle APGARCH(2,1) est alors utilisé pour simuler les trajectoires et le paramétre utilisé
pour les simulations est le vecteur 9921 = (0.04,0.02,0.13,0.7,0.1,1)". Les résultats du test port-
manteau sont résumés dans le tableau suivant :
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Empirical Size

risque m
(P, 4)—5 1 6 s 10 12
(0,1) 635 88.0 9L.5 90.6 93.3 90.9
(1,1) 44 40 50 55 75 6.5
Wy | (1b2) 103 164 152 160 123 141
(1,3) 244 25.1 257 23.7 236 239
(2,1) 65 63 67 67 84 1.5

TABLE 4.9 — Fréquence relative (en %) de rejet lorsque le modéle est un APGARCH(2, 1)

Pour cette expérience nous pouvons faire les mémes constats que précédemment. La table 4.9 pré-
sente les fréquences relatives de rejets en pourcentage des N réplications indépendantes dans le
cas ou 'hypothése nulle est le modéle APGARCH(2,1). Le test rejette sans probléme 1’hypothése
nulle lorsque nous modélisons les trajectoires par des modéles différents du modele APGARCH(2,1).

La procédure de validation liée au modéle APGARCH lorsque la puissance § est inconnue ren-
voie des résultats satisfaisants pour les simulations effectuées. Lorsque la puissance § varie, le test
portmanteau réagit correctement, ce qui montre que ’estimation de la puissance dans la pratique
n’influencera pas le résultat du test. Lorsque I'hypothése nulle est un modele APGARCH(p, ¢) avec
p et q fixés, le test fait la différence entre tous les modéles, méme si parfois, le test semble confondre
quelques modéles. Dans la pratique cela ne posera aucun probléme puisque par différents recoupe-
ments, nous pouvons déterminer avec certitude le modéle adéquat, comme nous ’avons constaté
dans la table 4.6.

2 Estimation du modéle CCC-APGARCH

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au modéle CCC-APGARCH dans le cas ou la puis-
sance J est connue et inconnue. Les simulations sont réalisées avec 1, ~ N (0, I2) nous utilisons les
résultats obtenus au Chapitre 2 pour estimer les coefficients du modéle. Nous nous intéresserons uni-
quement au modéle bivarié. Les simulations sont réalisées & partir de plusieurs jeux de parameétres
afin de couvrir un maximum de cas possibles et nous utilisons le logiciel RStudio avec le langage
Rcpp. Les estimations sont basées sur N = 100 réplications de trajectoires indépendantes, afin
d’améliorer les performances de I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance. Nous établissons
les estimations sur trois tailles différentes de trajectoire. La vraie valeur des paramétres utilisée
pour simuler les trajectoires est donnée dans la premiére ligne de chaque tableau. Pour minimiser
la log-vraisemblance, nous utilisons la fonction nlminb().

2.1 Cas ou les puissances sont connues

Dans le cas ot les puissances sont connues, le modéle peut étre associé a des modéles connus, tel
que le modele CCC-AGARCH développé par Francq et Zakoian (2012). Le but de ce paragraphe est
de s’assurer que la procédure d’estimation est adaptée au modéle et cela dans plusieurs cas. Comme
pour le cas oul les composantes de § sont toutes égales & 2 nous obtenons le modéle de Francq et
Zakoian (2012), nous savons que la procédure d’estimation est adaptée. Nous nous assurons qu’elle
I’est également pour d’autres valeurs de §. Nous nous intéresserons au cas bivarié et nous simulerons
des trajectoires avec 01 = d2 € [0.5,3] et 61 # d2 € [0.5, 3].
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Estimation avec les puissances §; et J, égales

On commence par considérer le cas ou les puissances §; et Jo sont égales. Nous résumons les
résultats de 'estimation dans les tableaux suivants :

Wy Ag Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n = 500 0.01380 | 0.00365 0.01051 | 0.00686 0.00353 | 0.09598 0.06111 | 0.00513
0.00994 | 0.00316 0.00140 | 0.00497 0.00516 | 0.02411 0.04690
n — 5000 0.00135 | 0.00079 0.00033 | 0.00023 0.00038 | 0.00056 0.00133 | 0.00115
0.00098 | 0.00168 0.00246 | 0.00185 0.00220 | 0.00021 0.00508
n — 10000 0.00017 | 0.00054 0.00002 | 0.00019 0.00025 | 0.00662 0.00714 | 0.00070
0.00019 | 0.00037 0.00015 | 0.00063 0.00029 | 0.00022 0.00021

TABLE 4.10 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =

(0.5,0.5)
Wy Ag Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.01266 | 0.00119 0.01328 | 0.00419 0.00218 | 0.10740 0.08040 | 0.00336
0.00554 | 0.00432 0.00636 | 0.00525 0.00200 | 0.02035 0.02824
" = 5000 0.00128 | 0.00124 0.00030 | 0.00077 0.00156 | 0.00739 0.00604 | 0.00103
0.00145 | 0.00219 0.00251 | 0.00141 0.00199 | 0.00305 0.00827
n — 10000 0.00046 | 0.00047 0.00018 | 0.00064 0.00143 | 0.01041 0.01133 | 0.00062
0.00022 | 0.00014 0.00008 | 0.00137 0.00069 | 0.00137 0.00164

TABLE 4.11 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =

(1.47 1.4)/
Wy Ag Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n = 500 0.02583 | 0.00129 0.01054 | 0.00818 0.00217 | 0.04059 0.03365 | 0.00075
0.01942 | 0.00364 0.00069 | 0.00550 0.00210 | 0.00990 0.01691
n — 5000 0.00139 | 0.00047 0.00032 | 0.00073 0.00174 | 0.00769 0.00796 | 0.00071
0.00281 | 0.00226 0.00183 | 0.00201 0.00108 | 0.00075 0.00333
n — 10000 0.00067 | 0.00008 0.00011 | 0.00039 0.00078 | 0.00573 0.00583 | 0.00044
0.00079 | 0.00010 0.00020 | 0.00199 0.00088 | 0.00020 0.00011

TABLE 4.12 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =
(2.8,2.8)

Les tables 4.10, 4.11 et 4.12 montrent que, lorsque la puissance est connue, ’estimation du
modéle CCC-APGARCH(1,1) en dimension d = 2 donne de bons résultats. Pour n = 500, les
résultats sont trés satisfaisants et nous constatons que 'erreur diminue lorsque la taille de la série
augmente. Lorsque la taille est fixée & n = 5000, ce qui correspond & la taille des séries financiéres,
I’estimation des coefficients pour ce modéle est fiable.
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Estimation avec les puissances d; et do différentes

Nous considérons des cas ol les puissances 1 et do sont différentes. Ces puissances jouent un role
symétrique et estimation du modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec 6; = a et d3 = b sera similaire a
celle considérant 61 = b et 99 = a. Pour cette raison, nous ne détaillerons pas tous les cas possibles.
Nous résumons les résultats des estimations dans les tableaux suivants :

Wy Ag Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.00933 | 0.00255 0.00162 | 0.00248 0.00352 | 0.08211 0.06374 | 0.00454
0.00433 | 0.01511 0.00108 | 0.02193 0.00152 | 0.02149 0.04186
n = 5000 0.00108 | 0.00104 0.00030 | 0.00007 0.00044 | 0.00291 0.00174 | 0.00109
0.00115 | 0.00513 0.00264 | 0.00565 0.00219 | 0.00369 0.01157
n = 10000 0.00024 | 0.00084 0.00007 | 0.00047 0.00042 | 0.00435 0.00448 | 0.00066
0.00000 | 0.00122 0.00041 | 0.00175 0.00046 | 0.00104 0.00050
TABLE 4.13 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =
(0.5,1.4)’
Wy Ag Ay By )
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.00813 | 0.00045 0.00066 | 0.00189 0.00224 | 0.07583 0.06044 | 0.00357
0.00435 | 0.01654 0.00124 | 0.02832 0.00264 | 0.01255 0.03201
n = 5000 0.00084 | 0.00123 0.00017 | 0.00013 0.00041 | 0.00328 0.00263 | 0.00134
0.00065 | 0.00875 0.00177 | 0.00843 0.00188 | 0.00459 0.01332
n = 10000 0.00030 | 0.00105 0.00007 | 0.00071 0.00033 | 0.00304 0.00313 | 0.00060
0.00047 | 0.00186 0.00024 | 0.00212 0.00017 | 0.00120 0.00132

TABLE 4.14 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =

(0.5,2.1)'
Wy Ag Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.00719 | 0.02477 0.00034 | 0.02233 0.00140 | 0.12148 0.10482 | 0.03206
0.00852 | 0.04298 0.00142 | 0.05257 0.00711 | 0.00400 0.03997
" — 5000 0.00089 | 0.00490 0.00014 | 0.00665 0.00035 | 0.01004 0.00480 | 0.02358
0.00100 | 0.00972 0.00017 | 0.00985 0.00108 | 0.00780 0.00118
n — 10000 0.00074 | 0.00333 0.00008 | 0.00521 0.00041 | 0.00895 0.00471 | 0.00969
0.00131 | 0.00237 0.00059 | 0.00124 0.00083 | 0.00330 0.00236

TABLE 4.15 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =
(0.5,3)
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Wy A Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.00183 | 0.00195 0.00334 | 0.00864 0.00261 | 0.05962 0.05532 | 0.00318
0.00790 | 0.01475 0.00453 | 0.02046 0.00159 | 0.00517 0.01301
n = 5000 0.00117 | 0.00179 0.00025 | 0.00003 0.00090 | 0.00569 0.00470 | 0.00098
0.00117 | 0.00567 0.00233 | 0.00416 0.00221 | 0.00831 0.01466
n — 10000 0.00008 | 0.00116 0.00006 | 0.00045 0.00059 | 0.00444 0.00462 | 0.00060
0.00018 | 0.00092 0.00013 | 0.00176 0.00032 | 0.00120 0.00110
TABLE 4.16 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =
(1.0,2.1)
Wy Ag Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.00037 | 0.00095 0.00192 | 0.00872 0.00122 | 0.04280 0.03983 | 0.00084
0.01115 | 0.02498 0.00061 | 0.03260 0.00186 | 0.00127 0.02053
n = 5000 0.00057 | 0.00194 0.00003 | 0.00013 0.00047 | 0.00198 0.00207 | 0.00727
0.00162 | 0.00955 0.00163 | 0.00735 0.00146 | 0.00123 0.00709
n = 10000 0.00014 | 0.00081 0.00004 | 0.00066 0.00044 | 0.00369 0.00312 | 0.00024
0.00059 | 0.00207 0.00001 | 0.00212 0.00006 | 0.00233 0.00213

TABLE 4.17 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =

(1.0,3.0)/
Wy Af Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n = 500 0.00806 | 0.00192 0.00475 | 0.01123 0.00138 | 0.04655 0.04263 | 0.00022
0.01552 | 0.01079 0.00180 | 0.01181 0.00166 | 0.00290 0.00810
" — 5000 0.00129 | 0.00131 0.00023 | 0.00029 0.00119 | 0.00608 0.00574 | 0.00069
0.00279 | 0.00362 0.00217 | 0.00282 0.00169 | 0.00137 0.00666
n = 10000 0.00053 | 0.00080 0.00005 | 0.00007 0.00061 | 0.00368 0.00393 | 0.00046
0.00035 | 0.00033 0.00014 | 0.00248 0.00064 | 0.00091 0.00060

TABLE 4.18 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =

(2.1,3.0)
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Wy A Ay By Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75
n — 500 0.00811 | 0.00046 0.00788 | 0.00730 0.00132 | 0.08338 0.06726 | 0.00332
0.00503 | 0.00736 0.00624 | 0.00863 0.00146 | 0.01124 0.01939
" = 5000 0.00130 | 0.00136 0.00039 | 0.00071 0.00150 | 0.00747 0.00612 | 0.00102
0.00159 | 0.00309 0.00247 | 0.00210 0.00205 | 0.00402 0.00985
n — 10000 0.00016 | 0.00076 0.00013 | 0.00022 0.00107 | 0.00766 0.00807 | 0.00061
0.00012 | 0.00032 0.00012 | 0.00165 0.00063 | 0.00084 0.00101

TABLE 4.19 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle CCC-APGARCH(1,1) avec § =
(1.3,1.7)

Comme pour le cas ol les puissances étaient connues et égales, les tables 4.13 & 4.19 montrent
que la procédure d’estimation donne de bons résultats et ce, quelles que soient les valeurs de la
puissance. L’erreur décroit rapidement avec 'augmentation de la taille des séries.

2.2 Cas ou les puissances sont inconnues

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas ou la puissance J§ est inconnue et doit étre
estimée en méme temps que les autres paramétres. Dans le cas univarié, nous avons fait le constat
que l'erreur commise lors de 'estimation de la puissance est plus importante pour des puissances
supérieures & 1.5 et surtout pour des petites tailles de séries. Nous pourrions supposer que ce constat
se retrouvera dans le cas multivarié, surtout que le nombre de paramétres & estimer est bien plus
important que dans le cas univarié. On compte 17 paramétres pour un modéle bivarié avec les ordres
p = q = 1, contre 5 pour le modéle univarié. Mais ce constat fait sur les valeurs supérieures a 1.5
ne devrait pas se retrouver ici, puisque pour § = (2,...,2)’, nous retrouvons le modeéle développé
par Francq et Zakoian (2012). Comme pour le cas connu, on simulera des trajectoires bivariées avec
01 = 09 et également 01 # Js.

Estimation avec les puissances §; et J, égales
Bien que dans la pratique il est rare d’avoir sur différentes séries des puissances égales, il est

incontournable de s’assurer que I’estimation est satisfaisante pour des puissances égales. Les résultats
sont résumés dans les tableaux suivants :

Wy AE')_ Aa By é Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.5 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 0.5
n = 500 0.0158 | 0.0074 0.0153 | 0.0134 0.0101 | 0.0519 0.0278 | 0.0536 | 0.0050
0.0217 | 0.0109 0.0000 | 0.0004 0.0011 | 0.0419 0.0797 | 0.0489
n — 5000 0.0031 | 0.0003 0.0018 | 0.0024 0.0000 | 0.0083 0.0085 | 0.0059 | 0.0002
0.0048 | 0.0005 0.0001 | 0.0003 0.0019 | 0.0005 0.0045 | 0.0142
n = 10000 0.0010 | 0.0002 0.0007 | 0.0016 0.0016 | 0.0035 0.0019 | 0.0065 | 0.0002
0.0020 | 0.0001 0.0007 | 0.0005 0.0008 | 0.0012 0.0009 | 0.0039

TABLE 4.20 — Erreur absolue de Iestimation de ¥ pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)
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Wy A(T Aa By 4 Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 1.0 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 1.0
n — 500 0.0149 | 0.0108 0.0115 | 0.0276 0.0065 | 0.0457 0.0187 | 0.0433 | 0.0056
0.0324 | 0.0095 0.0083 | 0.0040 0.0202 | 0.0505 0.1099 | 0.0368
" = 5000 0.0010 | 0.0008 0.0021 | 0.0024 0.0011 | 0.0016 0.0002 | 0.0096 | 0.0003
0.0002 | 0.0009 0.0005 | 0.0032 0.0002 | 0.0143 0.0148 | 0.0105
n — 10000 0.0008 | 0.0002 0.0002 | 0.0011 0.0012 | 0.0043 0.0030 | 0.0129 | 0.0001
0.0021 | 0.0000 0.0012 | 0.0004 0.0008 | 0.0011 0.0015 | 0.0063
Wy Ag Ay By ) Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 1.5 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 1.5
" — 500 0.0083 | 0.0149 0.0090 | 0.0203 0.0061 | 0.1024 0.0839 | 0.3584 | 0.0070
0.0298 | 0.0077 0.0166 | 0.0008 0.0287 | 0.0986 0.1531 | 0.3850
" = 5000 0.0012 | 0.0011 0.0020 | 0.0034 0.0015 | 0.0015 0.0004 | 0.0127 | 0.0003
0.0016 | 0.0010 0.0010 | 0.0030 0.0002 | 0.0181 0.0164 | 0.0044
n — 10000 0.0006 | 0.0007 0.0001 | 0.0007 0.0006 | 0.0040 0.0033 | 0.0119 | 0.0001
0.0013 | 0.0002 0.0012 | 0.0004 0.0005 | 0.0001 0.0022 | 0.0023
Wy Ag Ay By 0 Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 2.0 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 2.0
n = 500 0.0254 | 0.0116 0.0117 | 0.0241 0.0073 | 0.1226 0.0645 | 0.5569 | 0.0028
0.0042 | 0.0150 0.0130 | 0.0135 0.0350 | 0.0514 0.0737 | 0.4247
" — 5000 0.0005 | 0.0013 0.0023 | 0.0031 0.0012 | 0.0005 0.0001 | 0.0012 | 0.0004
0.0017 | 0.0008 0.0010 | 0.0024 0.0008 | 0.0180 0.0157 | 0.0179
n — 10000 0.0006 | 0.0010 0.0004 | 0.0007 0.0001 | 0.0031 0.0030 | 0.0113 | 0.0001
0.0007 | 0.0002 0.0012 | 0.0008 0.0005 | 0.0012 0.0025 | 0.0157
Wy AS Ay By 4 Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 2.5 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 2.5
n — 500 0.0410 | 0.0225 0.0105 | 0.0217 0.0127 | 0.1175 0.0768 | 1.0298 | 0.0045
0.0201 | 0.0094 0.0152 | 0.0196 0.0238 | 0.0466 0.0950 | 1.0565
" — 5000 0.0001 | 0.0017 0.0027 | 0.0030 0.0003 | 0.0019 0.0013 | 0.0307 | 0.0006
0.0003 | 0.0008 0.0006 | 0.0027 0.0011 | 0.0159 0.0153 | 0.0261
n = 10000 0.0003 | 0.0010 0.0006 | 0.0009 0.0005 | 0.0030 0.0026 | 0.0163 | 0.0000
0.0008 | 0.0001 0.0012 | 0.0010 0.0007 | 0.0018 0.0025 | 0.0279
Wy Ag Ay By ) Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 3.0 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 3.0
" — 500 62.6919 | 0.0143 0.0138 | 0.0325 0.0172 | 0.0895 0.0503 | 1.3324 | 0.0053
11.8408 | 0.0052 0.0183 | 0.0103 0.0300 | 0.0214 0.0635 | 1.0920
" = 5000 0.0044 | 0.0029 0.0029 | 0.0000 0.0036 | 0.0068 0.0059 | 0.0877 | 0.0023
0.0008 | 0.0005 0.0030 | 0.0016 0.0077 | 0.0003 0.0010 | 0.1012
n — 10000 0.0010 | 0.0002 0.0009 | 0.0001 0.0005 | 0.0080 0.0087 | 0.0025 | 0.0005
0.0009 | 0.0011 0.0016 | 0.0002 0.0018 | 0.0005 0.0014 | 0.0007

TABLE 4.21 — Erreur absolue de I'estimation de ¥ pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)

Les tables 4.20 et 4.21 montrent des résultats satisfaisants pour ’estimation des coefficients du
modéle lorsque les puissances sont inconnues. Malgré le fait qu’il y ait deux paramétres de plus que
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dans le cas connu et surtout les deux puissances a estimer, les résultats sont aussi bons que ceux
obtenus lorsque la puissance n’était pas estimée.

Nous constatons également dans la table 4.21 que lorsque les puissances excédent 2.5, l'erreur
commise lors de 'estimation augmente, comme nous avions pu le remarquer dans le cas univarié
lorsque la puissance dépassait 1.5. Cependant lorsque la taille de la série augmente, ’erreur diminue
fortement.

Estimation avec les puissances §; et d; différentes

Dans la pratique nous savons que les puissances sont souvent différentes selon les séries étudiées.
Cette partie est donc la plus importante. En effet, si le modéle est sensible aux puissances inégales,
I’estimation des séries réelles pourrait se révéler inefficace avec ce modéle. Nous nous assurons donc
que la procédure d’estimation donne de bons résultats pour ce cas de figure. Les résultats sont

résumés dans les tableaux suivants :

Wy Ag Ay By 8 Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.5 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 1.2
n — 500 0.0342 | 0.0049 0.0015 | 0.0146 0.0070 | 0.0658 0.0332 | 0.0712 | 0.0033
0.0131 | 0.0408 0.0070 | 0.0274 0.0012 | 0.0264 0.0804 | 0.0742
" = 5000 0.0006 | 0.0011 0.0001 | 0.0000 0.0014 | 0.0067 0.0061 | 0.0006 | 0.0005
0.0005 | 0.0015 0.0002 | 0.0011 0.0011 | 0.0097 0.0125 | 0.0028
n — 10000 0.0022 | 0.0002 0.0005 | 0.0020 0.0006 | 0.0014 0.0001 | 0.0072 | 0.0005
0.0021 | 0.0026 0.0008 | 0.0037 0.0001 | 0.0075 0.0030 | 0.0043
Wy A Ay By é Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.5 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 2.1
" — 500 0.0133 | 0.0124 0.0033 | 0.0028 0.0060 | 0.1020 0.0880 | 0.0235 | 0.0002
0.0018 | 0.0496 0.0060 | 0.0405 0.0107 | 0.0173 0.0559 | 0.0417
" = 5000 0.0008 | 0.0018 0.0000 | 0.0007 0.0003 | 0.0058 0.0061 | 0.0117 | 0.0006
0.0016 | 0.0031 0.0001 | 0.0031 0.0020 | 0.0052 0.0090 | 0.0136
n — 10000 0.0008 | 0.0001 0.0003 | 0.0008 0.0002 | 0.0021 0.0013 | 0.0006 | 0.0006
0.0006 | 0.0025 0.0006 | 0.0034 0.0010 | 0.0028 0.0010 | 0.0030
Wy AS_ Ay By 9 PO
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 0.5 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 3.0
n = 500 0.0055 | 0.0050 0.0015 | 0.0141 0.0010 | 0.1207 0.1049 | 0.0420 | 0.0432
0.0072 | 0.0456 0.0043 | 0.0383 0.0161 | 0.0033 0.0297 | 0.1389
n — 5000 0.0006 | 0.0004 0.0002 | 0.0039 0.0007 | 0.0126 0.0102 | 0.0168 | 0.0190
0.0028 | 0.0046 0.0024 | 0.0064 0.0051 | 0.0036 0.0024 | 0.0673
n = 10000 0.0004 | 0.0056 0.0006 | 0.0060 0.0006 | 0.0080 0.0035 | 0.0152 | 0.0125
0.0004 | 0.0015 0.0025 | 0.0007 0.0046 | 0.0019 0.0019 | 0.0596

TABLE 4.22 — Erreur absolue de I’estimation de ¥y pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)
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Wy Aar Ay By 4 Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 1.2 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 2.1
n — 500 0.0269 | 0.0237 0.0024 | 0.0206 0.0112 | 0.0836 0.0466 | 0.1275 | 0.0026
0.0047 | 0.0357 0.0132 | 0.0228 0.0067 | 0.0376 0.0854 | 0.3313
" = 5000 0.0017 | 0.0020 0.0004 | 0.0011 0.0006 | 0.0100 0.0100 | 0.0378 | 0.0007
0.0016 | 0.0013 0.0002 | 0.0007 0.0015 | 0.0127 0.0143 | 0.0077
n — 10000 0.0019 | 0.0004 0.0006 | 0.0032 0.0004 | 0.0019 0.0005 | 0.0067 | 0.0006
0.0017 | 0.0024 0.0007 | 0.0032 0.0007 | 0.0058 0.0013 | 0.0084
Wy Ag Ay By é Po
Taille 0.05 0.07 0.02 0.15 0.05 0.75 0.05 1.6 0.55
0.05 0.02 0.07 0.05 0.15 0.05 0.75 1.8
n = 500 0.0074 | 0.0183 0.0101 | 0.0322 0.0100 | 0.0864 0.0558 | 0.4926 | 0.0048
0.0136 | 0.0104 0.0125 | 0.0136 0.0277 | 0.0759 0.1256 | 0.5276
n = 5000 0.0018 | 0.0034 0.0010 | 0.0022 0.0004 | 0.0022 0.0002 | 0.0010 | 0.0003
0.0018 | 0.0006 0.0002 | 0.0041 0.0018 | 0.01563 0.0137 | 0.0099
n — 10000 0.0018 | 0.0007 0.0009 | 0.0039 0.0002 | 0.0015 0.0002 | 0.0097 | 0.0006
0.0019 | 0.0017 0.0009 | 0.0018 0.0010 | 0.0056 0.0020 | 0.0140

TABLE 4.23 — Erreur absolue de Iestimation de ¥ pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)

Les tables 4.22 et 4.23 montrent que la procédure d’estimation ne semble pas étre sensible aux
puissances inégales. En revanche, selon les puissances utilisées pour la modélisation des trajectoires,
les résultats sont plus ou moins bons. En effet, lorsque les puissances choisies pour simuler les
trajectoires valent § = (0.5,3.0), les biais de Iestimation pour les paramétres de puissances sont
élevés, bien que le biais diminue lorsque la taille augmente. Cependant, pour un choix de paramétres

moins "extrémes", ce qui correspond davantage aux séries réelles, les résultats sont satisfaisants.

D’une maniére générale, lorsque n = 500, les biais des estimations sont relativement élevés, mais
diminuent rapidement et deviennent corrects lorsque n = 5000, ce qui correspond en pratique a la

taille des séries financiéres.
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3 Applications aux données réelles

Ce paragraphe a pour but de traiter uniquement des données réelles et d’appliquer I’ensemble des
résultats théoriques développés dans ces travaux a des données concrétes. La modélisation est réalisée
avec le logiciel R ou RStudio dans le langage interprété R ou alors en Repp. Nous commencerons
par présenter les series étudiées, puis 'analyse des données commencera par une étude univariée
puis multivariée.

3.1 Présentation des données

Nous appliquons les résultats développés aux données réelles concernant le CAC 40 et différents
taux de change.
Le CAC 40 représente le marché boursier francais et se base sur les 40 plus grandes entreprises
francaises. Les données couvrent la période du 01 mars 1990 au 31 juillet 2018, ce qui représente 7204
observations. Cette série a déja fait 'objet d’une présentation plus approfondie dans I'Introduction.

Pour les séries des taux de change, nous travaillerons avec I’Euro/Dollar (EUR/USD), 'Euro/Yen
(EUR/JPY), 'Euro/Livre Sterling (EUR/GBP) et enfin I’Euro/Dollar canadien (EUR/CAD). L’avan-
tage de travailler avec les taux de change est que nous n’avons pas les difficultés liées aux décalages
comme nous aurions pu l’avoir si nous avions travaillé uniquement avec des marchés boursiers. Pour
I’analyse univariée cela n’aurait posé aucun probléme, mais pour I'approche multivariée il faut se
soucier des décalages liés aux jours de fermeture des marchés. Les taux de change couvrent tous la
période du 04 janvier 1999 au 31 juillet 2018, ce qui représente 5013 observations. Les séries des
taux de change se présentent comme suit :
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FIGURE 4.2 — Taux de l'euro contre le dollar (EUR/USD) sur la période du 04/01,/1999 au 31/07/2018
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FIGURE 4.3 — Taux de l’euro contre le yen (EUR/JPY) sur la période du 04/01/1999 au 31/07/2018
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FIGURE 4.4 — Taux de I’euro contre la livre sterling (EUR/GBP) sur la période du 04/01,/1999 au 31,/07/2018
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FIGURE 4.5 — Taux de l'euro contre le dollar canadien (EUR/CAD) sur la période du 04/01/1999 au
31/07,/2018

Les figures 4.2 & 4.5 présentent des comportements proches les uns des autres, bien que sur la période
allant de 1999 & 2007 le taux de change Euro/Dollar canadien a un comportement plus marqué.
En tracant les rendements de ces séries, nous remarquons davantage les ressemblances entre ces
différentes séries.
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FIGURE 4.6 — Taux de l’euro contre le dollar (EUR/USD) sur la période du 04/01/1999 au 31/07/2018
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FIGURE 4.7 — Taux de l'euro contre le yen (EUR/JPY) sur la période du 04/01/1999 au 31/07/2018
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FIGURE 4.8 — Taux de I’euro contre la livre sterling (EUR/GBP) sur la période du 04/01,/1999 au 31,/07/2018
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FIGURE 4.9 — Taux de l’euro contre le dollar canadien (EUR/CAD) sur la période du 04/01/1999 au
31/07/2018

Sur les figures 4.6 & 4.9, nous remarquons qu’elles présentent toutes des périodes de fortes
volatilités sur les périodes de 1999 & 2003, aux alentours de 2009 et entre 2015 et 2017. Ces constats
peuvent nous laisser penser que I'information d’une série est comprise dans une autre et qu’il serait
alors intéressant d’utiliser des modéles multivariés pour analyser ces séries. Une derniére analyse
descriptive serait d’étudier 'effet de levier de chacune des séries. Les résultats sont donnés dans le
tableau suivant :
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Changes h 1 2 3 4 5 10 15 20

pe(h) -0.005 -0.019 0.006 0.005 0.010 -0.030 0.024 0.007
EUR/USD pe2(h) 0.151  0.080 0.057 0.094 0.092 0.084 0.048 0.055
p(ef . le) 0129 0118 0.098 0.079 0.097 0.135 0.054 0.073
p(—e,p,le]) 0.061 0.042 0.061 0.137 0.111 0.059 0.108 0.101
pe(h) -0.007 -0.007 0.002 0.008 -0.014 -0.019 0.021 0.007
EUR/JPY pe2(h) 0.153 0.181 0.115 0.136 0.120 0.106 0.059 0.089
plel ;) led) 0.135 0.107 0.090 0.089 0.085 0.163 0.074 0.135
p(—e; ,,lee]) 0.184 0.208 0.158 0.190 0.189 0.134 0.125 0.146
pe(h) 0.031 -0.038 -0.007 -0.027 0.005 -0.014 0.028 0.037
EUR/GBP pe2(h) 0.210 0.105 0.071 0.129 0.137 0.115 0.081 0.088
p(ef . le) 0179 0133 0.107 0.133 0.132 0.133 0.113 0.088
p(—e, p,le]) 0147 0125 0.121 0165 0.142 0.134 0.079 0.146

pe(h) -0.001 -0.031 0.004 -0.007 -0.026 -0.038 0.003 0.012
EUR/CAD pe2(h) 0.142 0.092 0.087 0.073 0.105 0.084 0.050 0.056
plel ;) ledl) 0.157 0.127 0.105 0.097 0.121  0.091 0.031 0.092
p(—e; . lee]) 0.074 0.047 0.077 0.073 0.115 0.070 0.100 0.064

TABLE 4.24 — Autocorrélations empiriques des séries des taux de change

La table 4.24 résume les différentes corrélations des différents taux de change. Nous consta-
tons que quelle que soit la série, les autocorrélations du rendement sont toutes du méme ordre de
grandeur et toutes proches de zéro, nous pouvons constater que leurs carrés des rendements sont
fortement corrélés.

En ce qui concerne l'effet de levier, nous remarquons que les rendements négatifs sont en géné-
ral moins corrélés avec les rendements en valeur absolue, que les rendements positifs. Ceci est en
contradiction avec la littérature.

3.2 Etude univariée

L’étude univariée est réalisée sur la série du CAC 40 et celles des taux de change entre ’euro/dollar
américain, ’euro/dollar canadien, ’euro/yen et ’euro/livre sterling. Cette étude porte sur les ré-
sultats théorique du Chapitre 1.

Cette étude univariée consistera & comparer le modéle APGARCH avec la puissance connue et
le modele APGARCH avec la puissance inconnue.

3.2.1 Estimation

L’estimation des paramétres est réalisée par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance
gaussien. Cette procédure est donnée au Chapitre 1 pour le modéle APGARCH. Nous estimerons
les coefficients de différents modéles reproduisants les séries proposées. Nous commencerons par
appliquer le modéle APGARCH lorsque la puissance est connue, pour différentes valeurs de 0 fixées.
Les ordres p et g varieront également.
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Série du CAC 40

On commence par modéliser la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(1,1).

@ at G- \ B R
Puissance connue
0.02317592 | 0.02534878 | 0.08538843 | 0.93527003 0.5
0.02530023 | 0.01300165 | 0.11797495 | 0.92957315 1.0
0.027163079 | 0.009941529 | 0.129938747 | 0.922474863 1.5
0.02972216 | 0.01071791 0.12906405 | 0.91324589 2.0
0.03271525 | 0.01086790 | 0.12073087 | 0.90318205 2.5
0.035926119 | 0.009644712 | 0.108691996 | 0.892804687 3.0
Puissance inconnue
0.02547735 \ 0.01227070 \ 0.12012668 | 0.92892713 | 1.05414228

TABLE 4.25 — Estimation par QMV de la série du CAC 40 par le modele APGARCH(1,1)

Le premier constat que nous pouvons établir sur la table 4.25 est que la modélisation par un modéle
asymétrique semble étre justifiée. Effectivement, le coefficient a™ est trés nettement supérieur au
coefficient a™, ce qui traduit un effet de levier.

Le second constat que nous pouvons faire, est que le coeflicient traduisant la persistance des chocs,
B, semble diminuer au fur et & mesure que la puissance augmente.

Si nous comparons le cas ol la puissance est connue et vaut 1, au cas ou la puissance est in-
connue, nous pouvons constater que les paramétres w, a™, o~ et 3 sont trés proches, ce qui peut
confirmer que l'estimation du modéle APGARCH lorsque § est inconnue est efficace. De plus, dans
la recherche de la performance, cela laisse supposer que nous commettons une erreur lors de l’esti-
mation en utilisant le modéle avec la puissance connue, puisque la puissance optimale semble étre
égale a 1.0541.

Nous modélisons la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(2,1).

o at a | B By | 6/%
Puissance connue
0.02370 | 0.02593 | 0.08771 | 0.90158 0.03207 0.5
0.02578 | 0.01311 | 0.12065 | 0.90157 0.02655 1.0
0.02716 | 0.00994 | 0.12994 | 0.92247 0.00000 1.5
0.02972 | 0.01072 | 0.12906 | 0.91325 0.00000 2.0
0.03272 | 0.01087 | 0.12073 | 0.90318 0.00000 2.5
0.03593 | 0.00964 | 0.10869 | 0.89280 0.00000 3.0
Puissance inconnue
0.02591 \ 0.01236 \ 0.12252 | 0.90387 0.02376 | 1.05303

TABLE 4.26 — Estimation par QMV de la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(2,1)

La table 4.26 donne les résultats de I'estimation des coefficients du modéle APGARCH(2,1). Une
fois encore le modéle asymétrique semble étre justifié, en revanche le coefficient By est nul dés que
la puissance est supérieure ou égale a 1.5.
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Nous modélisons la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(1, 2).

éf ay ay g | B | /7
Puissance connue
0.02373 | 0.00000 0.07656 | 0.02752 0.01081 | 0.93308 0.5
0.02585 | 0.00000 0.12101 | 0.01796 0.00000 | 0.92600 1.0
0.02845 | 0.00000 0.13015 | 0.01690 0.00524 | 0.91639 1.5
0.03210 | 0.00000 0.12036 | 0.01854 0.01723 | 0.90397 2.0
0.03603 | 0.00000 0.10318 | 0.01830 0.02798 | 0.89115 2.5
0.03998 | 0.00000 0.08431 | 0.01603 0.03542 | 0.87853 3.0
Puissance inconnue
0.02602 | 0.00000 0.12275 \ 0.01761 0.00000 | 0.92537 | 1.03972

TABLE 4.27 — Estimation par QMV de la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(1, 2)

La table 4.27 montre les résultats de I'estimation des coefficients du modéle APGARCH(1,2). Le
premier constat que nous pouvons faire est que quelle que soit la puissance utilisée et méme dans
le cas ou elle est inconnue, le coefficient df est nul.

Le second constat que nous pouvons faire est que le coefficient d;r est nettement supérieur au coef-

ficient &, .

Nous modélisons la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(2, 2).

@ at ay a7 by B B | 6/%
Puissance connue
0.04479 | 0.01541 0.07656 | 0.03482 0.09005 | 0.00000 0.87375 0.5
0.04967 | 0.00000 0.11107 | 0.03303 0.12439 | 0.00000 0.85733 1.0
0.05359 | 0.00000 0.12763 | 0.03683 0.13605 | 0.00000 0.83710 1.5
0.05764 | 0.00000 0.12713 | 0.03826 0.13393 | 0.00000 0.81902 2.0
0.06185 | 0.00000 0.11772 | 0.03583 0.12395 | 0.00340 0.79838 2.5
0.06586 | 0.00000 0.10439 | 0.03143 0.11024 | 0.01427 0.77030 3.0
Puissance inconnue
0.05038 | 0.00000 0.11568 \ 0.03354 0.12775 | 0.00000 0.85355 \ 1.08726

TABLE 4.28 — Estimation par QMV de la série du CAC 40 par le modéle APGARCH(2, 2)

Le dernier modéle utilisé est le modéle APGARCH(2,2). Les résultats sont résumés dans la table
4.28 et nous pouvons constater que les coefficients df et B1 sont quasiment tous nuls. Le modéle

asymétrique semble dans ce cas approprié puisque le paramétre &; est supérieur au parameétre &
et le parameétre &, est supérieur au parametre &,

+
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Séries de taux de change

Nous commencons par modéliser les séries des taux de change par le modéle APGARCH(1, 1).

Taux de change w at a~ ‘ Ié] ‘ S /)7
Puissance connue

USD 0.00525 | 0.02743 | 0.03525 | 0.96837

JPY 0.00927 | 0.04957 | 0.06682 | 0.94290 05

GBP 0.00434 | 0.05162 | 0.05017 | 0.95309 '

CAD 0.00778 | 0.03613 | 0.03344 | 0.96246

UsSD 0.00330 | 0.02904 | 0.04071 | 0.96790

JPY 0.00671 | 0.05065 | 0.08113 | 0.94047 1.0

GBP 0.00339 | 0.06306 | 0.06370 | 0.94447 ’

CAD 0.00573 | 0.04345 | 0.03564 | 0.96052

USD 0.00209 | 0.02736 | 0.03824 | 0.96834

JPY 0.00503 | 0.04741 | 0.08048 | 0.93897 15

GBP 0.00252 | 0.06190 | 0.06719 | 0.93938 '

CAD 0.00414 | 0.04186 | 0.03152 | 0.96093

USD 0.00138 | 0.02345 | 0.03196 | 0.96892

JPY 0.00396 | 0.04193 | 0.07162 | 0.93694 20

GBP 0.00181 | 0.05381 | 0.06431 | 0.93550 ’

CAD 0.00303 | 0.03488 | 0.02541 | 0.96205

USD 0.00098 | 0.01841 | 0.02498 | 0.96930

JPY 0.00325 | 0.03539 | 0.06024 | 0.93379 95

GBP 0.00130 | 0.04382 | 0.05857 | 0.93104 '

CAD 0.00228 | 0.02638 | 0.01949 | 0.96304

USD 0.00075 | 0.01352 | 0.01877 | 0.96924

JPY 0.00274 | 0.02885 | 0.04945 | 0.92905 3.0

GBP 0.00094 | 0.03448 | 0.05189 | 0.92525 ’

CAD 0.00175 | 0.01869 | 0.01444 | 0.96359
Puissance inconnue

USD 0.00288 | 0.02882 | 0.04063 | 0.96799 | 1.14679

JPY 0.00596 | 0.04973 | 0.08230 | 0.93990 | 1.19502

GBP 0.00269 | 0.06288 | 0.06713 | 0.94022 | 1.40068

CAD 0.00384 | 0.04054 | 0.03014 | 0.96117 | 1.61796

TABLE 4.29 — Estimation par QMV des séries des taux de change par le modéle APGARCH(1, 1)

D’aprés les résultats présentés dans la table 4.29, nous constatons que la persistance des chocs a
tendance a baisser (paramétre ), au fur et & mesure que le paramétre de puissance augmente
(paramétre ¢). Pour le taux de change euros/dollar, nous constatons que le coefficient ™ est trés
légérement supérieur au coefficient ™. Cela se traduit par un effet de levier quasi-nul et donc
I’éventualité de modéliser le taux de change par un modéle symétrique de type GARCH. La livre
sterling quant & elle, présente un coefficient a™ supérieur au coefficient a~. Cela signifie quun
rendement positif aura plus d’influence sur la volatilité qu’un rendement négatif de méme amplitude.
Cela va a Pencontre des faits stylisés, néanmoins, le modéle asymétrique garde tout son sens. Les
deux autres séries présentent 'effet de levier avec un coefficient o~ supérieur au coefficient a™.

Le constat général que nous pouvons faire sur la Table 4.29 est que la puissance estimée est
différente pour chaque série et elle est éloignée des valeurs de puissances classiques (6 = 1 ou § = 2).
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Nous modélisons les séries des taux de change par le modeéle APGARCH(2,1).

Taux de change w at a~ ‘ 51 5o ‘ S0 /)7
Puissance connue

USD 0.00760 | 0.03985 | 0.05107 | 0.47876 0.47537

JPY 0.01124 | 0.06156 | 0.08317 | 0.66180 0.26752 05

GBP 0.00538 | 0.06482 | 0.06238 | 0.65144 0.28999 '

CAD 0.00944 | 0.04402 | 0.04041 | 0.72585 0.22860

USD 0.00471 | 0.04142 | 0.05804 | 0.50796 0.44626

JPY 0.00811 | 0.06314 | 0.10115 | 0.65512 0.27102 1.0

GBP 0.00423 | 0.08008 | 0.07934 | 0.62075 0.30944 ’

CAD 0.00759 | 0.05793 | 0.04680 | 0.59562 0.35207

USD 0.00290 | 0.03780 | 0.05299 | 0.55629 0.39988

JPY 0.00604 | 0.05894 | 0.09966 | 0.66035 0.26428 15

GBP 0.00318 | 0.07976 | 0.08465 | 0.59272 0.33004 '

CAD 0.00583 | 0.05919 | 0.04399 | 0.50112 0.44389

USD 0.00189 | 0.03180 | 0.04350 | 0.58541 0.37233

JPY 0.00474 | 0.05188 | 0.08785 | 0.66771 0.25493 2.0

GBP 0.00233 | 0.07054 | 0.08250 | 0.56193 0.35437 ’

CAD 0.00444 | 0.05135 | 0.03734 | 0.42828 0.51587

USD 0.00134 | 0.02506 | 0.03409 | 0.58286 0.37526

JPY 0.00388 | 0.04354 | 0.07315 | 0.67477 0.24458 95

GBP 0.00170 | 0.05824 | 0.07644 | 0.53386 0.37515 '

CAD 0.00343 | 0.04004 | 0.02997 | 0.36491 0.57872

UsSDh 0.00104 | 0.01876 | 0.02608 | 0.55550 0.40173

JPY 0.00325 | 0.03523 | 0.05939 | 0.68296 0.23136 3.0

GBP 0.00124 | 0.04620 | 0.06868 | 0.50969 0.39041 ’

CAD 0.00269 | 0.02904 | 0.02302 | 0.30763 0.63530
Puissance inconnue

USD 0.00410 | 0.04074 | 0.05747 | 0.52218 0.43255 | 1.14091

JPY 0.00724 | 0.06207 | 0.10240 | 0.65630 0.26927 | 1.17994

GBP 0.00336 | 0.08065 | 0.08438 | 0.59802 0.32590 | 1.41262

CAD 0.00531 | 0.05724 | 0.04195 | 0.47459 0.47002 | 1.67037

TABLE 4.30 — Estimation par QMV des séries des taux de change par le modéle APGARCH(2, 1)

Par la table 4.30, nous constatons que I'effet de levier est trés peu prononcé pour les taux de change
Dollar, Yen et Livre sterling et que le coefficient & est toujours supérieur au coefficient &~ pour
la série du taux de change correspondant au Dollar canadien. Nous constatons que mise a part
les séries du Dollar et du Yen, les puissances, lorsqu’elles sont estimées, sont toutes différentes et

éloignées des puissances "classiques", 1 ou 2.
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Nous modélisons les séries des taux de change par le modéle APGARCH(1, 2).

Taux de change w af Gy Gy Gy B1 ‘ S /)7
Puissance connue

USD 0.00536 | 0.02550 0.01990 | 0.00241 0.01600 | 0.96778

JPY 0.00920 | 0.04176 0.06707 | 0.00829 0.00000 | 0.94268 05

GBP 0.00434 | 0.05162 0.05017 | 0.00000 0.00000 | 0.95309 '

CAD 0.00793 | 0.03640 0.01089 | 0.00000 0.02333 | 0.96185

USD 0.00341 | 0.02976 0.01440 | 0.00000 0.02718 | 0.96712

JPY 0.00671 | 0.05044 0.08114 | 0.00022 0.00000 | 0.94046 1.0

GBP 0.00340 | 0.06312 0.06267 | 0.00000 0.00120 | 0.94437 ’

CAD 0.00593 | 0.04423 0.00307 | 0.00000 0.03403 | 0.95933

USD 0.00219 | 0.02833 0.00353 | 0.00000 0.03566 | 0.96734

JPY 0.00503 | 0.04741 0.08048 | 0.00000 0.00000 | 0.93897 15

GBP 0.00252 | 0.06190 0.06719 | 0.00000 0.00000 | 0.93938 '

CAD 0.00431 | 0.04278 0.00000 | 0.00000 0.03309 | 0.95956

USD 0.00146 | 0.02440 0.00000 | 0.00000 0.03290 | 0.96780

JPY 0.00396 | 0.04193 0.07162 | 0.00000 0.00000 | 0.93694 20

GBP 0.00181 | 0.05381 0.06431 | 0.00000 0.00000 | 0.93550 ’

CAD 0.00315 | 0.03567 0.00000 | 0.00000 0.02679 | 0.96069

USD 0.00104 | 0.01920 0.00000 | 0.00000 0.02584 | 0.96810

JPY 0.00325 | 0.03539 0.06024 | 0.00000 0.00000 | 0.93379 95

GBP 0.00130 | 0.04382 0.05857 | 0.00000 0.00000 | 0.93104 '

CAD 0.00236 | 0.02700 0.00000 | 0.00000 0.02054 | 0.96174

UsSDh 0.00079 | 0.01412 0.00000 | 0.00000 0.01952 | 0.96796

JPY 0.00274 | 0.02885 0.04945 | 0.00000 0.00000 | 0.92905 3.0

GBP 0.00094 | 0.03448 0.05189 | 0.00000 0.00000 | 0.92525 ’

CAD 0.00181 | 0.01917 0.00000 | 0.00000 0.01520 | 0.96233
Puissance inconnue

USD 0.00290 | 0.02957 0.01065 | 0.00000 0.03080 | 0.96714 | 1.17761

JPY 0.00596 | 0.04973 0.08230 | 0.00000 0.00000 | 0.93990 | 1.19502

GBP 0.00269 | 0.06290 0.06686 | 0.00000 0.00032 | 0.94019 | 1.40058

CAD 0.00409 | 0.04191 0.00000 | 0.00000 0.03216 | 0.95971 | 1.57931

TABLE 4.31 — Estimation par QMV des séries des taux de change par le modéle APGARCH(1, 2)

Le premier élément que nous pouvons remarquer sur la table 4.31, est le grand nombre de zéro. En
effet, beaucoup de coefficients sont nuls. Nous pouvons noter que quasiment tous les coefficients &
sont nuls et de nombreux coefficients &, le sont également. Suite a cela nous constatons donc un
effet de levier quasi-nul et lorsque la puissance connue est supérieure ou égale & 2, nous remarquons

que si le coefficient &, est différent de zéro, alors d; est nul.

Lorsque les puissances sont estimées, nous constatons que leurs valeurs restent proches de celles

obtenues avec les modéle APGARCH(1, 1) (table 4.29) et APGARCH(2,1) (table 4.30).

80



Nous modélisons les séries des taux de change par le modéle APGARCH(2,2).

Taux de change W af ay ay Gy ‘ B1 B2 ‘ 6/ 7
Puissance connue

USD 0.01032 | 0.02772 0.03941 | 0.02594 0.02997 | 0.00000 0.93787

JPY 0.01839 | 0.04361 0.06147 | 0.05289 0.06932 | 0.00000 0.88813 0.5

GBP 0.00575 | 0.06404 0.05914 | 0.00496 0.00763 | 0.57679 0.36070 '

CAD 0.01554 | 0.03052 0.03153 | 0.04159 0.03538 | 0.00000 0.92500

USD 0.00652 | 0.02959 0.04735 | 0.02756 0.03291 | 0.00000 0.93672

JPY 0.01333 | 0.04427 0.07500 | 0.05414 0.08359 | 0.00000 0.88354 10

GBP 0.00448 | 0.08426 0.06942 | 0.00000 0.01590 | 0.55374 0.37207 '

CAD 0.01134 | 0.03802 0.03705 | 0.04810 0.03320 | 0.00000 0.92192

USD 0.00414 | 0.02847 0.04502 | 0.02553 0.03016 | 0.00000 0.93760

JPY 0.01004 | 0.04207 0.07415 | 0.05034 0.08334 | 0.00000 0.88034 15

GBP 0.00484 | 0.06551 0.06233 | 0.05356 0.06898 | 0.00000 0.88260 '

CAD 0.00549 | 0.05525 0.02766 | 0.00000 0.01379 | 0.62891 0.31950

USD 0.00146 | 0.02440 0.00000 | 0.00000 0.03290 | 0.96780 0.00000

JPY 0.00796 | 0.03781 0.06559 | 0.04426 0.07487 | 0.00000 0.87603 20

GBP 0.00252 | 0.07579 0.06846 | 0.00000 0.02283 | 0.46352 0.44530 '

CAD 0.00444 | 0.05135 0.03734 | 0.00000 0.00000 | 0.42828 0.51587

USD 0.00104 | 0.01920 0.00000 | 0.00000 0.02584 | 0.96810 0.00000

JPY 0.00654 | 0.03200 0.05485 | 0.03752 0.06358 | 0.00000 0.86959 925

GBP 0.00184 | 0.06289 0.06227 | 0.00000 0.02260 | 0.42718 0.47331 '

CAD 0.00343 | 0.04004 0.02997 | 0.00000 0.00000 | 0.36491 0.57872

USD 0.00079 | 0.01413 0.00000 | 0.00000 0.01952 | 0.96796 0.00000

JPY 0.00551 | 0.02573 0.04484 | 0.03111 0.05259 | 0.00000 0.86019 30

GBP 0.00135 | 0.05012 0.05485 | 0.00000 0.02153 | 0.39623 0.49421 '

CAD 0.00281 | 0.02754 0.02429 | 0.00306 0.00000 | 0.22206 0.71794
Puissance inconnue

USD 0.00513 | 0.03624 0.04575 | 0.01455 0.02574 | 0.20036 0.74329 | 1.13489

JPY 0.01188 | 0.04366 0.07602 | 0.05309 0.08488 | 0.00000 0.88237 | 1.19118

GBP 0.00360 | 0.08594 0.07151 | 0.00000 0.02100 | 0.51236 0.40544 | 1.41518

CAD 0.00527 | 0.05642 0.03684 | 0.00000 0.00466 | 0.51448 0.43104 | 1.65644

TABLE 4.32 — Estimation par QMV des séries des taux de change par le modéle APGARCH(2, 2)

Sur la table 4.32, nous nous apercevons que de nombreux coefficients sont nuls. Pour la série du
Dollar, nous nous apercevons qu’au moins un coefficient traduisant la persistance des chocs () est
nul, sauf lorsque la puissance est estimée. Le méme constat est fait pour la série du Yen. Pour les
deux autres séries, nous constatons que souvent un des deux, ou les deux, coefficients o~ sont nuls.
L’effet de levier n’est alors pas trés marqué sur ’ensemble de ces séries. Les puissances estimées

restent du méme ordre de grandeur que celles estimées avec les autres modéles.

3.2.2 Validation

Dans cette partie nous mettons en application les résultats théoriques du Chapitre 1. Le but est
d’appliquer le test portmanteau aux modéles proposés dans la section précédente, afin de déterminer
les modéles qui sont valides. Nous comparons notre procédure de validation & celle de Carbon et
Francq (2011) en appliquant le test aux modéles avec la puissance inconnue.
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CAC 40

Dans cette partie on s’intéresse a la validité des modéles utilisés pour ajuster la série du CAC 40.
On appliquera le test sur les m premiéres autocovariances que ’'on fixera égale & 10. Les résultats
du test portmanteau pour les différents modéles utilisés précédemment peuvent étre reportés dans
la table suivante :

o/T

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1,1)
0.138 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.5
0.945 0.013 0.027 0.055 0.099 0.130 0.193 0.229 0.308 0.218 1
0.324 0.136 0.263 0.405 0.533 0.638 0.732 0.794 0.853 0.789 1.5
0.116 0.163 0.279 0.404 0.489 0.615 0.659 0.744 0.782 0.754 2
0.061 0.117 0.192 0.278 0.325 0.445 0.456 0.555 0.583 0.575 2.5
0.029 0.082 0.134 0.197 0.224 0.324 0.324 0412 0436 0.430 3

0 inconnue  0.847 0.019 0.040 0.078 0.134 0.167 0.238 0.267 0.351 0.227 1.05

0 connue

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2,1)
0.160 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 1.000 1.000 0.5
0.874 0.010 0.020 0.042 0.076 0.097 0.146 0.169 0.233 0.148 1
0.230 0.096 0.197 0.321 0.446 0.548 0.652 0.720 0.792 0.717 1.5
0.046 0.066 0.135 0.223 0.308 0.419 0.482 0.572 0.631 0.596 2
0.010 0.025 0.054 0.096 0.137 0.211 0.240 0.314 0.357 0.345 2.5
0.003 0.011 0.024 0.044 0.065 0.109 0.124 0.171 0.201 0.192 3

0 inconnue  0.773 0.015 0.031 0.061 0.106 0.129 0.188 0.205 0.274 0.157 1.05

0 connue

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1, 2)
0.009 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.5
0.991 0.016 0.035 0.071 0.124 0.166 0.242 0.296 0.386 0.301 1
0.182 0.099 0.200 0.320 0.433 0.545 0.637 0.720 0.781 0.734 1.5
0.044 0.078 0.145 0.224 0.280 0.392 0.432 0.533 0.571 0.567 2
0.021 0.057 0.097 0.143 0.161 0.243 0.249 0.334 0.354 0.368 2.5
0.019 0.059 0.093 0.127 0.125 0.193 0.186 0.258 0.271 0.283 3

0 inconnue  0.878 0.021 0.046 0.089 0.153 0.196 0.279 0.326 0.419 0.305 1.04

0 connue

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2, 2)
0.033 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.5
0.748 0.086 0.120 0.210 0.302 0.401 0.492 0.573 0.663 0.548 1
0.344 0.372 0.575 0.658 0.774 0.866 0.913 0.953 0.970 0.955 1.5
0.110 0.257 0.389 0.404 0.493 0.603 0.639 0.738 0.769 0.786 2
0.0561 0.148 0.226 0.216 0.275 0.352 0.370 0.472 0.505 0.549 2.5
0.031 0.096 0.149 0.135 0.176 0.227 0.238 0.323 0.355 0.397 3

0 inconnue  0.976 0.145 0.216 0.343 0.466 0.576 0.675 0.742 0.817 0.688 1.08

0 connue

TABLE 4.33 — Résultat du test portmanteau (p-valeurs) pour le rendement journalier du CAC 40, basé sur
les carrés des résidus des m premiéres autocovariances.

La table 4.33 présente les résultats des tests portmanteau effectués sur les modéles APGARCH(p, q)
lorsque p et ¢ varient entre 1 et 2.
Lorsque la puissance est connue, la procédure de validation est basée sur le test portmanteau

82



développé dans Carbon et Francq (2011). Lorsque la puissance du modéle est considérée inconnue
nous utilisons le résultat du Chapitre 1, paragraphe 3.

Lorsque la puissance est connue, et vaut 0.5, le test portmanteau rejette tous les modéles pro-
posés. Ensuite, nous remarquons que les p-valeurs décroissent au fur et a4 mesure que la puissance
augmente. Néanmoins, mis a part le modéle APGARCH(2,1), tous les modéles avec les puissances
connues semblent étre validés. Le modéle APGARCH(2, 1), lorsque la puissance est égale a 3, pré-
sente une plus grande incertitude.

Lorsque la puissance est inconnue nous constatons que le modéle APGARCH(p, ) semble cor-
respondre aux données et cela quelles que soient les valeurs de p et q. Les modéles étant tous validés,
nous pourrons déterminer les ordres optimaux p et ¢ via un critére de sélection tel que le critére
AIC. Ce dernier critére pourrait permettre de determiner quel serait le "meilleur" modéle parmi
ceux présentés pour modéliser la série du CAC 40.

Taux de change

Dans cette partie nous nous intéressons a la validation des modéles utilisés dans la partie précé-

dente pour modéliser les séries des taux de change. Pour ces séries, nous avons considéré le modéle
APGARCH lorsque la puissance était connue, avec différents ordres p et g fixés et également le
modéle APGARCH lorsque la puissance était inconnue, pour les mémes ordres p et q.
Le but de cette partie est d’appliquer le test portmanteau développé dans le Chapitre 1, afin de
valider les modéles utilisés précédemment pour modéliser les séries des taux de change. Les résultats
sont présentés dans plusieurs tableaux. Dans chaque tableau, nous retrouverons un taux de change
avec tous les modeéles qui lui ont été appliqués.
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Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1,1)
0.617 0.590 0.761 0.227 0.282 0.364 0.436 0.505 0.581 0.638 0.5
0.978 0.491 0.632 0.324 0.433 0.481 0.476 0.467 0.568 0.583 1.0
0.871 0.428 0.557 0.368 0.496 0.527 0.458 0.398 0.496 0.495 1.5
0.839 0.449 0.588 0.437 0.568 0.611 0.505 0.420 0.517 0.523 2.0
0.890 0.547 0.704 0.535 0.652 0.721 0.612 0.526 0.626 0.657 2.5
0.996 0.688 0.843 0.626 0.705 0.796 0.713 0.651 0.742 0.792 3.0

0 inconnue  0.961 0.460 0.591 0.337 0.454 0.493 0.462 0.426 0.526 0.524 1.15

0 connue

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2,1)
0.958 0.822 0.878 0.246 0.305 0.395 0.473 0.541 0.611 0.675 0.5
0.580 0.547 0.629 0.303 0.416 0.463 0.459 0.445 0.545 0.562 1.0
0.483 0.430 0.526 0.330 0.457 0.489 0.430 0.372 0.468 0.474 1.5
0.482 0.433 0.546 0.391 0.523 0.567 0.471 0.389 0.485 0.497 2.0
0.535 0.531 0.666 0.488 0.610 0.682 0.579 0.493 0.594 0.628 2.5
0.625 0.694 0.828 0.584 0.672 0.767 0.689 0.627 0.719 0.774 3.0

0 inconnue  0.534 0.491 0.570 0.309 0.427 0.465 0.436 0.395 0.493 0.492 1.14

0 connue

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1, 2)
0.290 0.368 0.546 0.167 0.214 0.280 0.343 0.399 0.481 0.539 0.5
0.452 0.360 0.496 0.262 0.358 0.392 0.387 0.363 0.459 0.471 1.0
0.155 0.151 0.229 0.173 0.257 0.280 0.231 0.175 0.237 0.236 1.5
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 2.0
0.013 0.025 0.051 0.054 0.083 0.122 0.098 0.066 0.096 0.109 2.5
0.068 0.132 0.243 0.211 0.279 0.376 0.328 0.272 0.358 0.413 3.0

0 inconnue  0.392 0.312 0.433 0.258 0.358 0.385 0.356 0.306 0.394 0.388 1.18

0 connue

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2, 2)
0.641 0.536 0.713 0.178 0.240 0.323 0.384 0.465 0.543 0.605 0.5
0.946 0.445 0.573 0.263 0.379 0.452 0.419 0.455 0.556 0.586 1.0
0.766 0.401 0.505 0.295 0.424 0.494 0.379 0.391 0.483 0.507 1.5
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 2.0
0.012 0.019 0.040 0.043 0.067 0.100 0.081 0.055 0.082 0.095 2.5
1.000 1.000 0.970 0.396 0.037 0.747 0.130 0.189 0.244 1.000 3.0

0 inconnue  0.644 0.478 0.580 0.239 0.357 0.434 0.325 0.342 0.427 0.445 1.13

4 connue

TABLE 4.34 — Résultat du test portmanteau (p-valeurs) pour le rendement journalier de I'USD, basé sur les
carrés des résidus des m premiéres autocovariances.

La table 4.34 présente les résultats des tests portmanteau pour la série du taux de change eu-
ros/dollar (EUR/USD). Lorsque la puissance est égale a 2, nous constatons que le test rejette
I’hypothése nulle pour les modéles APGARCH(1,2) et APGARCH(2,2). Pour ces mémes modéles,
lorsque la puissance est fixée a 2.5, les p-valeurs sont trés proches de 5%, ce qui entraine une
incertitude sur leurs validations.
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Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1,1)

0.017
0.107
0.244
0.371
0.475
0.569
6 inconnue 0.156

0 connue

0.043
0.262
0.506
0.668
0.769
0.840
0.360

0.097
0.438
0.689
0.814
0.880
0.920
0.551

0.143
0.592
0.829
0.916
0.953
0.972
0.708

0.227
0.727
0.898
0.949
0.971
0.983
0.819

0.025
0.287
0.592
0.755
0.836
0.882
0.400

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2,1)

0.037
0.305
0.564
0.728
0.825
0.892
0 inconnue  0.405

0 connue

0.023
0.480
0.804
0.925
0.969
0.989
0.622

0.032
0.682
0.904
0.957
0.975
0.982
0.797

0.002
0.786
0.961
0.987
0.993
0.994
0.886

0.000
0.885
0.981
0.992
0.995
0.996
0.947

1.000
0.297
0.699
0.831
0.884
0.912
0.454

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1, 2)

0.001
0.005
0.009
0.012
0.024
0.071
6 inconnue  0.005

0 connue

0.003
0.020
0.033
0.042
0.079
0.193
0.020

0.008
0.048
0.070
0.087
0.149
0.319
0.047

0.016
0.095
0.133
0.160
0.255
0.475
0.093

0.033
0.154
0.197
0.229
0.346
0.585
0.152

0.003
0.064
0.133
0.188
0.303
0.518
0.068

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2, 2)

0.006
0.042
0.116
0.205
0.291
0.371
6 inconnue  0.065

4 connue

0.022
0.120
0.251
0.374
0.473
0.546
0.168

0.049
0.227
0.422
0.575
0.681
0.749
0.301

0.094
0.354
0.558
0.703
0.799
0.857
0.438

0.143
0.481
0.698
0.824
0.895
0.932
0.574

0.019
0.226
0.522
0.717
0.822
0.881
0.325

0.043
0.380
0.679
0.817
0.885
0.922
0.504

1.000
0.402
0.783
0.886
0.927
0.948
0.571

0.007
0.095
0.178
0.245
0.381
0.609
0.104

0.033
0.317
0.635
0.806
0.889
0.932
0.433

0.070
0.412
0.566
0.612
0.650
0.689
0.495

1.000
0.468
0.674
0.702
0.723
0.745
0.589

0.012
0.103
0.122
0.132
0.202
0.354
0.104

0.055
0.310
0.426
0.466
0.506
0.546
0.370

0.082
0.481
0.653
0.701
0.735
0.766
0.570

1.000
0.497
0.747
0.779
0.795
0.811
0.638

0.017
0.144
0.176
0.189
0.276
0.450
0.146

0.060
0.344
0.477
0.522
0.559
0.591
0.406

0.022 0.5
0.270 1.0
0.468 1.5
0.543 2.0
0.582 2.5
0.610 3.0
0.337 1.20

1.000 0.5
0.196 1.0
0.548 1.5
0.612 2.0
0.636 2.5
0.651 3.0
0.313 1.18

0.006 0.5
0.086 1.0
0.133 1.5
0.152 2.0
0.218 2.5
0.348 3.0
0.083 1.20

0.021 0.5
0.234 1.0
0.406 1.5
0.478 2.0
0.521 2.5
0.553 3.0
0.287 1.19

TABLE 4.35 — Résultat du test portmanteau (p-valeurs) pour le rendement journalier du JPY, basé sur les

carrés des résidus des m premiéres autocovariances.

La table 4.35 présente les résultats des tests portmanteau pour la série du taux de change euros/yen
(EUR/JPY). Les p-valeurs obtenues pour ’ensemble des modéles, lorsque la puissance est fixée a
0.5 sont discutables. Mis a part le modéle APGARCH(1,2) ou toutes les p-valeurs sont inférieures
a 5%, toutes les autres p-valeurs sont proches de 0.05. Le test portmanteau donne des résultats
surprenant pour le modéle APGARCH(2,1) puisque la p-valeur passe brusquement de 0.000 a
1.000. En définitive, nous pouvons considérer qu’aucun des modéles n’est validé lorsque la puissance

vaut 0.5.

Pour les autres valeurs de la puissance, il semblerait que tous les modéles soient validés, mais nous

remarquons que la p-valeur a tendance & augmenter lorsque la puissance augmente.

85



5/7

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1,1)

0.000
0.001
0.040
0.142
0.256
0.355
6 inconnue  0.025

0 connue

0.000
0.005
0.077
0.176
0.242
0.284
0.056

0.000
0.013
0.162
0.320
0.405
0.455
0.122

0.000
0.003
0.083
0.218
0.305
0.350
0.052

0.000
0.006
0.142
0.328
0.421
0.463
0.091

0.000
0.012
0.216
0.435
0.528
0.565
0.148

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2,1)

0.000
0.020
0.241
0.558
0.790
0.933
0 inconnue 0.184

0 connue

0.000
0.062
0.390
0.579
0.628
0.636
0.333

0.000
0.127
0.597
0.769
0.792
0.788
0.531

0.000
0.023
0.270
0.462
0.524
0.533
0.209

0.000
0.036
0.391
0.605
0.653
0.651
0.310

0.000
0.062
0.516
0.719
0.756
0.751
0.427

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1, 2)

0.000
0.000
0.000
0.000
0.003
0.018
¢ inconnue  0.000

0 connue

0.000
0.000
0.000
0.001
0.007
0.028
0.000

0.000
0.000
0.000
0.003
0.017
0.060
0.000

0.000
0.000
0.000
0.004
0.020
0.066
0.000

0.000
0.000
0.001
0.009
0.038
0.108
0.000

0.000
0.000
0.002
0.016
0.060
0.154
0.001

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2, 2)

1.000
0.001
0.037
0.225
0.478
0.679
6 inconnue  0.005

4 connue

1.000
0.002
0.060
0.111
0.187
0.253
0.008

1.000
0.005
0.127
0.219
0.340
0.431
0.016

0.284
0.002
0.088
0.178
0.278
0.335
0.006

0.381
0.004
0.147
0.268
0.369
0.412
0.010

0.487
0.007
0.217
0.369
0.484
0.532
0.020

0.000
0.017
0.201
0.350
0.417
0.462
0.154

0.000
0.088
0.484
0.617
0.639
0.645
0.428

0.000
0.000
0.002
0.011
0.040
0.112
0.001

0.585
0.010
0.216
0.274
0.343
0.380
0.027

0.000
0.020
0.172
0.262
0.304
0.342
0.141

0.000
0.107
0.434
0.511
0.514
0.523
0.398

0.000
0.000
0.001
0.005
0.019
0.061
0.001

0.669
0.011
0.162
0.194
0.251
0.300
0.029

0.000 0.000 0.5
0.030 0.042 1.0
0.239 0.251 1.5
0.343 0.329 2.0
0.383 0.367 2.5
0.422 0.419 3.0
0.199 0.217 1.40

0.000 0.000 0.5
0.137 0.177 1.0
0.532 0.540 1.5
0.611 0.589 2.0
0.610 0.589 2.5
0.615 0.613 3.0
0.492 0.507 1.41

0.000 0.000 0.5
0.000 0.000 1.0
0.002 0.002 1.5
0.008 0.008 2.0
0.028 0.025 2.5
0.081 0.079 3.0
0.001 0.002 1.40

0.486 0.571 0.5
0.018 0.024 1.0
0.225 0.208 1.5
0.262 0.243 2.0
0.320 0.305 2.5
0.370 0.375 3.0
0.046 0.057 1.42

TABLE 4.36 — Résultat du test portmanteau (p-valeurs) pour le rendement journalier du GBP, basé sur les

carrés des résidus des m premiéres autocovariances.

La table 4.36 présente les résultats des tests portmanteau pour la série du taux de change euros/livre
sterling (EUR/GBP). Pour cette série, nous remarquons qu’un grand nombre de modéles ne cor-
respond pas. Lorsque la puissance est fixée a 0.5, seul le modele APGARCH(2,2) semble convenir
a la série. Lorsque la puissance est fixée a 1, seul le modéle APGARCH(2,1) est validé. Pour les
puissances 1.5, 2.0, 2.5 et 3.0, les modéeles APGARCH(1,1), APGARCH(2,1) et APGARCH(2,2)
correspondent aux données. Pour § = 3.0, le test pour le modéle APGARCH(1,2) ne rejette pas
I’hypothése nulle, mais les p-valeurs sont trés proches du seuil de 5%.
Lorsque la puissance est inconnue, le test portmanteau rejette 'hypothése nulle pour les modéles

APGARCH(1,2) et APGARCH(2,2).
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Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1,1)

0.003
0.018
0.034
0.037
0.029
0.019
6 inconnue  0.036

0 connue

0.012
0.059
0.106
0.114
0.092
0.061
0.111

0.030
0.129
0.206
0.218
0.185
0.132
0.213

0.041
0.203
0.323
0.341
0.291
0.209
0.334

0.011
0.095
0.188
0.200
0.153
0.090
0.194

0.019
0.151
0.279
0.295
0.233
0.145
0.287

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2,1)

0.008
0.090
0.214
0.259
0.226
0.162
0 inconnue  0.240

0 connue

0.020
0.217
0.432
0.468
0.373
0.236
0.463

0.043
0.382
0.614
0.636
0.544
0.393
0.638

0.034
0.474
0.737
0.754
0.651
0.468
0.759

0.002
0.193
0.442
0.475
0.385
0.246
0.466

0.001
0.277
0.571
0.604
0.511
0.349
0.596

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(1, 2)

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
6 inconnue  0.000

0 connue

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Test Portmanteau pour le modéle APGARCH(2, 2)

0.001
0.006
0.000
0.005
0.010
0.034
6 inconnue  0.000

4 connue

0.003
0.023
0.000
0.004
0.009
0.101
0.000

0.008
0.055
0.000
0.012
0.021
0.203
0.000

0.016
0.104
0.001
0.016
0.034
0.266
0.000

0.002
0.026
0.001
0.027
0.043
0.173
0.000

0.003
0.047
0.001
0.034
0.058
0.254
0.000

0.032
0.197
0.317
0.327
0.272
0.187
0.325

0.001
0.360
0.615
0.637
0.561
0.418
0.635

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.007
0.075
0.002
0.015
0.023
0.264
0.000

0.045
0.200
0.285
0.301
0.277
0.216
0.293

0.002
0.377
0.553
0.581
0.550
0.456
0.570

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.008
0.065
0.001
0.023
0.040
0.343
0.000

0.070
0.258
0.345
0.366
0.352
0.291
0.353

0.001
0.464
0.622
0.653
0.636
0.553
0.638

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.014
0.100
0.002
0.024
0.030
0.401
0.000

0.104 0.5
0.322 1.0
0.398 1.5
0.416 2.0
0.410 2.5
0.358 3.0
0.404 1.62

0.000 0.5
0.549 1.0
0.677 1.5
0.701 2.0
0.695 2.5
0.631 3.0
0.688 1.67

0.001 0.5
0.000 1.0
0.000 1.5
0.000 2.0
0.000 2.5
0.000 3.0
0.000 1.58

0.022 0.5
0.118 1.0
0.003 1.5
0.035 2.0
0.048 2.5
0.494 3.0
0.000 1.66

TABLE 4.37 — Résultat du test portmanteau (p-valeurs) pour le rendement journalier du CAD, basé sur les

carrés des résidus des m premiéres autocovariances.

La table 4.37 présente les résultats des tests portmanteau pour la série du taux de change eu-
ros/dollar canadien (EUR/CAD). Pour cette série, un grand nombre de modéles ne semble pas
convenir, puisque de nombreuses p-valeurs sont nulles. Le modéle APGARCH(1,2) n’est pas validé
et cela quelles que soient les conditions. Le modéle APGARCH(2, 2) est validé lorsque la puissance
est égale & 3 et lorsqu’elle vaut 1, mais avec quelques incertitudes.
Les deux autres modéles sont validés sauf lorsque la puissance est fixée a 0.5.
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3.3 Etude multivariée

[’étude multivariée est réalisée sur les taux de change mentionnés précédemment dans ’étude
univariée. Le fait de travailler avec les taux de change, limite les erreurs pouvant provenir des jours
fériés ou autres décalages possibles liés aux différentes places boursiéres.

L’étude univariée met en évidence 'effet de levier sur les séries utilisées, ainsi que I'importance
du choix de la puissance pour la modélisation. Effectivement, nous remarquons trés clairement que
lorsque nous modélisons les séries par le modéle APGARCH dans le cas inconnu, la puissance n’est
pas la méme selon les taux. Les taux de change étant ’euro contre d’autres devises, il est naturel
de penser que si un taux varie alors les autres taux seront également influencés. Par conséquent,
chaque série contient de I'information utile pour modéliser d’autres séries. Ces constats justifient
I'utilisation des modéles multivariés & corrélations conditionnelles constantes, asymétriques et en
puissances.

3.3.1 Estimation

Nous estimons les séries de taux avec le modéle CCC-APGARCH pour des ordres p et ¢ fixés.
Les séries estimées sont celles représentant les taux de change utilisés lors de ’étude univariée. Pour
la modélisation multivariée, nous considérons les modéles bivariés dans les cas ou la puissance est
connue et inconnue.

Puissance connue

On modélise les séries des taux de change par les modéles CCC-APGARCH lorsque nous consi-
dérons la puissance connue. Nous limiterons I'analyse a seulement quelques couples de puissances.
Ces couples sont choisis en considérant les résultats des analyses univariées. Les puissances utilisées
sont les puissances "classiques", 1.0 ou 2.0 et une puissance intermédiaire. Ces puissances semblent
étre les plus pertinentes pour ’analyse multivariée des series des taux de change.

(i). Estimation avec les puissances ¢ = (1.0,1.0)

Le premier modéle que nous utilisons est le modéle CCC-APGARCH(1, 1) lorsque les puissances
sont égales et connues et valent 1.0.

Taux w At A~ B 0

USD/JPY 0.00632 | 0.03225 0.00000 | 0.02998 0.00223 | 0.96211 0.00205 | 0.55419
0.01029 | 0.00326 0.04435 | 0.00000 0.07247 | 0.00000 0.93954

USD/CAD 0.00348 | 0.02932 0.01135 | 0.03566 0.00662 | 0.96229 0.00000 | 0.58418
0.00868 | 0.00829 0.04364 | 0.01132 0.03374 | 0.00000 0.94916

USD/GBP 0.00403 | 0.02785 0.01615 | 0.03700 0.00964 | 0.96065 0.00000 | 0.49813
0.00339 | 0.00000 0.06486 | 0.00286 0.06478 | 0.00000 0.94204

TABLE 4.38 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.0,1.0)
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Taux

~

w

A+

A

A~

p

JPY/CAD

0.00092
0.00782

0.04912 0.01095
0.00000 0.04625

0.08997  0.00304
0.01333  0.02868

0.92768
0.00000

0.01552
0.95295

0.31556

JPY/GBP

0.00730
0.00322

0.05349 0.00923
0.00360 0.06668

0.09277 0.01519
0.01259 0.06070

0.00731
0.93541

0.92291
0.00000

0.27843

TABLE 4.39 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.0, 1.0)

A~

~

N

Taux w At A~ B p
CAD/GBP 0.00938 | 0.04335 0.01308 | 0.03795 0.00545 | 0.94823 0.00000 | 0.43986
0.00336 | 0.01063 0.05833 | 0.00000 0.06700 | 0.00000 0.93971

TABLE 4.40 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0,1.0)

Lorsque les puissances valent 1.0, les modéles semblent tous avoir la matrice B qui posséde une
structure diagonale. Dans le cas de la table 4.39, nous pourrions tester le coefficient S1o afin de
savoir si il est statistiquement nul. Dans ce cas, nous pourrions affirmer que la volatilité passée d’un

actif n’influence pas la volatilité des autres actifs.

(ii). Estimation avec les puissances § = (1.5, 1.5)

Nous utilisons le modele CCC-APGARCH(1, 1) lorsque les puissances sont égales et connues et

valent 1.5.

Taux @ At A- B 5

USD/JPY 0.00410 | 0.03021 0.00000 | 0.02866 0.00087 | 0.96386 0.00164 | 0.55559
0.00737 | 0.00531 0.03912 | 0.00000 0.07123 | 0.00000 0.93959

USD/CAD 0.00217 | 0.02775 0.00697 | 0.03353 0.00657 | 0.96400 0.00000 | 0.58493
0.00648 | 0.00615 0.04232 | 0.01206 0.02893 | 0.00256 0.94727

USD/GBP 0.00282 | 0.03114 0.00963 | 0.03401 0.01578 | 0.95948 0.00000 | 0.50079
0.00246 | 0.00000 0.06455 | 0.00488 0.06576 | 0.00000 0.93621

TABLE 4.41 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,1.5)

Taux

w

A+

A~

A

p

JPY/CAD

0.00010
0.00555

0.04592  0.00735
0.00000 0.04494

0.09088 0.00677
0.01160 0.02424

0.92462
0.00000

0.01752
0.95370

0.31556

JPY /GBP

0.00545
0.00231

0.04874 0.00958
0.00240 0.06573

0.09323 0.02175
0.01100 0.06399

0.92199
0.00000

0.00605
0.92952

0.28176

TABLE 4.42 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.5,1.5)
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Taux w At A~ B p
0.00714 | 0.04399 0.00822 | 0.03357 0.00975 | 0.94784 0.00000 | 0.44050
0.00233 | 0.00935 0.05576 | 0.00000 0.06969 | 0.00000 0.93547

CAD/GBP

TABLE 4.43 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,1.5)

Lorsque les puissances valent 1.5, nous pouvons faire le méme constat que pour les tables 4.38 a
4.40. La volatilité passée d’un actif ne semble pas influencer la volatilité des autres actifs.

(iii). Estimation avec les puissances ¢ = (2.0,2.0)

Nous utilisons le modeéle CCC-APGARCH(1, 1) lorsque les puissances sont égales et connues et
valent 2.0.

~ A~ N

Taux w AT A~ B p

USD/JPY 0.00270 | 0.02498 0.00000 | 0.02452 0.00000 | 0.96537 0.00158 | 0.55697
0.00533 | 0.00682 0.03232 | 0.00000 0.06213 | 0.00000 0.93957

USD/CAD 0.00136 | 0.02247 0.00325 | 0.02765 0.00683 | 0.96623 0.00000 | 0.58568
0.00482 | 0.00429 0.03507 | 0.01107 0.02289 | 0.00417 0.94723

USD/GBP 0.00198 | 0.02913 0.00112 | 0.02803 0.02007 | 0.96000 0.00000 | 0.50207
0.00169 | 0.00000 0.05674 | 0.00622 0.05980 | 0.00000 0.93183

TABLE 4.44 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0,2.0)

~ A~

Taux w AT A~ p
0.00001 | 0.04011 0.00480 | 0.08302 0.00846 | 0.92083 0.01922 | 0.31480
0.00383 | 0.00000 0.03718 | 0.00785 0.01967 | 0.00000 0.95606

0.00433 | 0.04217 0.00944 | 0.08435 0.02749 | 0.92041 0.00331 | 0.28384
0.00160 | 0.00185 0.05732 | 0.00819 0.06127 | 0.00000 0.92485

el

JPY/CAD

JPY /GBP

TABLE 4.45 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (2.0, 2.0)

Taux w At A~ B p
CAD/GBP 0.00528 | 0.03807 0.00062 | 0.02691 0.01445 | 0.94938 0.00000 | 0.44041
0.00137 | 0.00624 0.04772 | 0.00017 0.06563 | 0.00184 0.93082

TABLE 4.46 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0, 2.0)

Comme pour les deux précédents modeles, la matrice B semble avoir une structure diagonale. Cer-
tains coefficients doivent étre testés statistiquement afin de pouvoir I'affirmer. Dans un tel cas, nous
pourrons conclure que pour ces séries, la volatilité passée d’un actif n’influence pas celle des autres
actifs. De plus, si les coefficients anti-diagonaux sont nuls, nous pourrons considérer le modéle avec
la matrice B diagonale, ce qui permettra de réduire le nombre de parameétres.

Pour la suite, nous avons déja pu remarquer et mentionner, que la puissance associée & une
série financiére varie et donc n’est pas nécessairement la méme d’une série & 'autre. Les premiers
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modéles, dont les résultats sont présentés aux tables 4.38-4.45, sont donc trop restrictifs.

(iv). Estimation avec les puissances ¢ = (1.0,1.5), ou ¢ = (1.5,1.0)

Nous considérons le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec le couple de puissances § = (1.0, 1.5),

ainsi que sa permutation.

Taux @ AT A~ p

USD/JPY 0.00708 | 0.03230 0.00000 | 0.03057 0.00036 | 0.96126 0.00254 | 0.55533
0.00679 | 0.00795 0.03860 | 0.00000 0.07213 | 0.00000 0.93908

USD/CAD 0.00472 | 0.03121 0.00635 | 0.03504 0.00617 | 0.96251 0.00000 | 0.58422
0.00461 | 0.01063 0.04196 | 0.01088 0.03153 | 0.00125 0.94840

USD/GBP 0.00583 | 0.03056 0.01060 | 0.03704 0.01342 | 0.95883 0.00000 | 0.50102
0.00225 | 0.00000 0.06493 | 0.00457 0.06627 | 0.00000 0.93621

TABLE 4.47 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0, 1.5)

Taux @w At A~ p

USD/JPY 0.00374 | 0.02984 0.00000 | 0.02813 0.00262 | 0.96465 0.00098 | 0.55456
0.01039 | 0.00117 0.04475 | 0.00000 0.07157 | 0.00000 0.94034

USD/CAD 0.00070 | 0.02572 0.01225 | 0.03406 0.00744 | 0.96379 0.00000 | 0.58505
0.01062 | 0.00469 0.04322 | 0.01197 0.03143 | 0.00130 0.94800

USD/GBP 0.00119 | 0.02866 0.01543 | 0.03396 0.01118 | 0.96119 0.00000 | 0.49804
0.00357 | 0.00000 0.06443 | 0.00302 0.06436 | 0.00000 0.94211

TABLE 4.48 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,1.0)

Taux

w

A+

A~

A

p

JPY/CAD

0.00544
0.00445

0.05018
0.00000

0.00566
0.04526

0.08994
0.01426

0.00302
0.02453

0.92830
0.00000

0.01187
0.95402

0.31421

JPY /GBP

0.00941
0.00085

0.05251
0.00540

0.01079
0.06730

0.09078
0.01461

0.01993
0.06547

0.92621
0.00000

0.00000
0.92689

0.28023

TABLE 4.49 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1

,1) avec § connue et § = (1.0,1.5)

Taux

~

w

A+

A

A~

D

JPY/CAD

0.00001
0.00926

0.04274
0.00000

0.01889
0.04640

0.08706
0.01047

0.01179
0.02914

0.93172
0.00000

0.00278
0.95176

0.31679

JPY /GBP

0.00191
0.00417

0.04969
0.00091

0.00587
0.06425

0.09541
0.00921

0.01531
0.05814

0.91862
0.00000

0.01544
0.93892

0.28018

TABLE 4.50 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,1.0)
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Taux w At A~ B p
CAD/GBP 0.01061 | 0.04555 0.00760 | 0.03765 0.00789 | 0.94748 0.00000 | 0.44181
0.00126 | 0.01276 0.05505 | 0.00090 0.07090 | 0.00000 0.93468

TABLE 4.51 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.0, 1.5)

~

A~

Taux @ At A- B 5
CAD/GBP 0.00577 | 0.04154 0.01450 | 0.03414 0.00583 | 0.94898 0.00000 | 0.43869
0.00417 | 0.00696 0.05920 | 0.00000 0.06552 | 0.00000 0.94047

TABLE 4.52 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,1.0)

Le constat est identique aux modéles avec les puissances connues et égales.
(v). Estimation avec les puissances ¢ = (1.5,2.0), ou § = (2.0, 1.5)

Nous utilisons le modeéle CCC-APGARCH(1, 1) lorsque les puissances sont connues et différentes
avec le couple 0 = (1.5,2.0), ainsi que sa permutation.

Taux @ At A~ B p

USD/JPY 0.00440 | 0.03041 0.00000 | 0.02889 0.00000 | 0.96348 0.00186 | 0.55671
0.00491 | 0.00941 0.03217 | 0.00000 0.06275 | 0.00000 0.93902

USD/CAD 0.00273 | 0.02958 0.00226 | 0.03278 0.00706 | 0.96438 0.00000 | 0.58494
0.00363 | 0.00872 0.03444 | 0.01095 0.02467 | 0.00297 0.94767

USD/GBP 0.00353 | 0.03289 0.00292 | 0.03381 0.01987 | 0.95922 0.00000 | 0.50213
0.00151 | 0.00000 0.05720 | 0.00620 0.06034 | 0.00000 0.93185

TABLE 4.53 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,2.0)

A~

A+

~

e}

A~

Taux w A~ 0

USD/JPY 0.00252 | 0.02459 0.00000 | 0.02405 0.00136 | 0.96600 0.00100 | 0.55583
0.00758 | 0.00324 0.03934 | 0.00000 0.07077 | 0.00000 0.94008

USD/CAD 0.00059 | 0.01989 0.00811 | 0.02779 0.00716 | 0.96640 0.00000 | 0.58580
0.00789 | 0.00032 0.04421 | 0.01120 0.02763 | 0.00573 0.94506

USD/GBP 0.00131 | 0.02732 0.00861 | 0.02823 0.01458 | 0.96047 0.00000 | 0.50082
0.00264 | 0.00000 0.06398 | 0.00483 0.06510 | 0.00000 0.93635

TABLE 4.54 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0, 1.5)
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Taux

~

w

A+

A

A~

p

JPY/CAD

0.00315
0.00346

0.04638 0.00348
0.00000 0.03779

0.09087 0.00575
0.01177 0.01893

0.92574
0.00000

0.01475
0.95496

0.31424

JPY/GBP

0.00665
0.00091

0.04885 0.00705
0.00347 0.05854

0.09215 0.02602
0.01167 0.06163

0.92456
0.00000

0.00000
0.92230

0.28259

TABLE 4.55 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,2.0)

Taux

w

~

A+

~

A

A~

p

JPY/CAD

0.00001
0.00593

0.03824 0.01247
0.00000 0.04507

0.07971 0.01296
0.00744 0.02562

0.92637
0.00000

0.00652
0.95411

0.31594

JPY/GBP

0.00226
0.00279

0.04294 0.00583
0.00104 0.06382

0.08725 0.01914
0.00718 0.06248

0.91512
0.00000

0.01662
0.93290

0.28306

TABLE 4.56 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0, 1.5)

~

A~

Taux w At A~ B p
CAD/GBP 0.00729 | 0.04524 0.00122 | 0.03303 0.01234 | 0.94919 0.00000 | 0.44145
0.00055 | 0.00907 0.04684 | 0.00000 0.06658 | 0.00228 0.93023

TABLE 4.57 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.5,2.0)

Taux

~

A+

A

A

N

w B p
CAD/GBP 0.00490 | 0.03668 0.00921 | 0.02738 0.01042 | 0.94820 0.00000 | 0.43965
0.00288 | 0.00568 0.05706 | 0.00040 0.06861 | 0.00000 0.93579

TABLE 4.58 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0, 1.5)

Nous pouvons établir les mémes constats que pour les points précédents.

(vi). Estimation avec les puissances ¢ = (1.0,2.0), ou ¢ = (2.0, 1.0)

Nous considérons le couple de puissances § = (1.0, 2.0), ainsi que sa permutation, pour le modéle

CCC-APGARCH(1, 1) lorsque les puissances sont connues.

Taux

~

A+

~

A

A~

w B p
USD/JPY 0.00745 | 0.03206 0.00000 | 0.03040 0.00000 | 0.96151 0.00223 | 0.55650
0.00411 | 0.01181 0.03187 | 0.00000 0.06353 | 0.00000 0.93862
USD/CAD 0.00507 | 0.03265 0.00206 | 0.03419 0.00673 | 0.96311 0.00000 | 0.58437
0.00180 | 0.01316 0.03390 | 0.00996 0.02693 | 0.00182 0.94867
USD/GBP 0.00642 | 0.03245 0.00458 | 0.03699 0.01631 | 0.95864 0.00000 | 0.50241
0.00109 | 0.00143 0.05685 | 0.00553 0.06190 | 0.00000 0.93147

TABLE 4.59 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.0, 2.0)
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Taux @ At A- B p

USD/JPY 0.00227 | 0.02399 0.00139 | 0.02376 0.00284 | 0.96661 0.00000 | 0.55476
0.01025 | 0.00025 0.04508 | 0.00000 0.07121 | 0.00000 0.94082

USD/CAD 0.00001 | 0.02034 0.01045 | 0.02982 0.00550 | 0.96493 0.00000 | 0.58639
0.01221 | 0.00211 0.04287 | 0.01086 0.03027 | 0.00245 0.94683

USD/GBP 0.00001 | 0.02507 0.01402 | 0.02809 0.00911 | 0.96239 0.00000 | 0.49813
0.00377 | 0.00000 0.06380 | 0.00332 0.06341 | 0.00000 0.94223

TABLE 4.60 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0,1.0)

~ ~ N

Taux w At A~ B p

0.00734 | 0.05070 0.00223 | 0.08982 0.00292 | 0.92942 0.00957 | 0.31286
0.00249 | 0.00031 0.03795 | 0.01348 0.01980 | 0.00000 0.95527
0.01028 | 0.05322 0.00528 | 0.09136 0.02011 | 0.92629 0.00000 | 0.28160
0.00001 | 0.00468 0.05982 | 0.01348 0.06242 | 0.00000 0.92046

JPY/CAD

JPY/GBP

TABLE 4.61 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.0, 2.0)

Taux @ AT A~ B p

0.00001 | 0.03692 0.01770 | 0.07887 0.01194 | 0.92989 0.00000 | 0.31661
0.00920 | 0.00000 0.04560 | 0.00612 0.03056 | 0.00000 0.95318
0.00001 | 0.04214 0.00659 | 0.08676 0.01663 | 0.91681 0.01336 | 0.28134
0.00429 | 0.00000 0.06246 | 0.00587 0.05735 | 0.00000 0.94164

JPY/CAD

JPY /GBP

TABLE 4.62 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0, 1.0)

~ A N

Taux W At A~ B p
0.01059 | 0.04701 0.00203 | 0.03751 0.00942 | 0.94836 0.00000 | 0.44310
0.00001 | 0.01238 0.04602 | 0.00163 0.06706 | 0.00011 0.93107

CAD/GBP

TABLE 4.63 — Estimation de 6 pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (1.0, 2.0)

Taux o At A~ B p
CAD/GBP 0.00350 | 0.03435 0.01564 | 0.02789 0.00563 | 0.94978 0.00000 | 0.43793
0.00451 | 0.00367 0.06018 | 0.00029 0.06454 | 0.00000 0.94106

TABLE 4.64 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) avec ¢ connue et § = (2.0, 1.0)

Sur I'ensemble des modéles utilisés, nous constatons que la matrice B présente une structure dia-
gonale, a ’exception de quelques modéles, pour lesquels les coefficients S12 et ou G271 sont non nuls
mais proches de zéro. La significativité de ces coefficients peut étre testée avec le test de Wald, afin
de déterminer s’il serait plus judicieux de considérer un modéle dont la matrice B serait diagonale.
Mais pour cela, il est nécessaire d’adapter le résultat de la normalité asymptotique, puisque dans
ce cas, nous serions sur le bord de ’espace des paramétres et alors I’hypothése de notre résultat sur
la normalité asymptotique ne serait pas satisfaite. Cela permettrait de réduire le nombre de para-
métres lors de 'estimation. Le constat que nous pouvons faire et que globalement, la persistance
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des chocs n’est due qu’a la série elle méme, puisque la volatilité passée d’une série n’influence pas
la volatilité des autres séries.

Ce constat ne peut en général pas étre reproduit sur les matrices At et A=, Cela signifie que le
rendement d’un actif, qu’il soit positif ou négatif, influence le rendement des autres séries. Bien que
ces coefficients soient petits, cela signifie que de I'information utile pour certains actifs est incluse
dans d’autres actifs, ce qui nécessite une modélisation multivariée.

Cependant, les tables 4.38 & 4.64 ne montrent pas un effet de levier clairement marqué. Ceci n’est
pas surprenant au regard du descriptif des séries réalisées au paragraphe 3.1. Nous avions constaté
a partir de la table 4.24 que les rendements négatifs étaient autant corrélés avec les rendements en
valeur absolue, que ne I'étaient les rendements positifs. Un test de Wald permettrait de déterminer
si un modéle symétrique serait plus adapté dans cette situation.

Puissance inconnue

Nous modélisons les séries des taux de change avec le modéle CCC-APGARCH(1,1) bivarié
lorsque les puissances sont inconnues et doivent étre estimées simultanément aux autres paramétres.
Contrairement au cas ou la puissance est connue, cette procédure retournera les valeurs optimales
des puissances. Les résultats des estimations sont présentés dans les tableaux suivants :

Taux ") At A~ B T p
USD/IPY 0.0051 | 0.0317 0.0000 | 0.0299 0.0008 | 0.9628 0.0020 | 1.2842 | 0.5554
0.0073 | 0.0062 0.0393 | 0.0000 0.0718 | 0.0000 0.9394 | 1.4751
USD/CAD 0.0014 | 0.0255 0.0089 | 0.0326 0.0067 | 0.9644 0.0000 | 1.6217 | 0.5852
0.0080 | 0.0045 0.0438 | 0.0122 0.0296 | 0.0027 0.9469 | 1.3425
USD,/GBP 0.0074 | 0.0303 0.0083 | 0.0368 0.0132 | 0.9586 0.0000 | 0.8553 | 0.5018
0.0018 | 0.0004 0.0628 | 0.0048 0.0653 | 0.0000 0.9346 | 1.6727

TABLE 4.65 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)

A ~ ~

Taux @ AT A~ B T p

JPY/CAD 0.0000 | 0.0469 0.0100 | 0.0917 0.0060 | 0.9264 0.0155 | 1.3264 | 0.3159
0.0068 | 0.0000 0.0468 | 0.0125 0.0267 | 0.0000 0.9529 | 1.2482

JPY /GBP 0.0080 | 0.0513 0.0089 | 0.0931 0.0230 | 0.9255 0.0000 | 1.2274 | 0.2815
0.0008 | 0.0044 0.0633 | 0.0134 0.0640 | 0.0000 0.9243 | 1.7609
TABLE 4.66 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)

Taux ) At A~ B T p

CAD/GBP 0.0098 | 0.0465 0.0056 | 0.0370 0.0092 | 0.9477 0.0000 | 1.1041 | 0.4420
0.0010 | 0.0122 0.0526 | 0.0008 0.0701 | 0.0003 0.9336 | 1.6601

TABLE 4.67 — Estimation de 6y pour le modéle CCC-APGARCH(1,1)
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Comme dans le cas des modeéles ou les puissances sont connues, la matrice B semble avoir une
structure diagonale, & 1’exception du modéle JPY/CAD o le coefficient f12 = 0.0155. Ce coeffi-
cient parait différent de zéro, mais un test de Wald permettrait de le confirmer.

Les matrices At et A~ ne portent pas le méme constat que la matrice B ce qui signifie que de
I'information utile est comprise dans les séries. Cependant, comme dans le cas ou les puissances
sont connues, 'effet de levier n’est pas marqué, mais cela s’explique avec la table 4.24. En effet,
nous avons pu observer sur cette table que les rendements négatifs et les rendements positifs ont
une corrélation avec les rendements en valeur absolue qui sont du méme ordre de grandeur.

A priori toutes ces puissances paraissent différentes. Comme nous pouvons considérer que ces
puissances sont optimales, cela signifie que tous les modéles utilisés précédemment pour modéliser les
séries avec les puissances connues et égales donnent des résultats moins précis pour les estimations
des coeflicients. De plus, mis & part la table 4.67 les puissances obtenues ne correspondent pas a des
couples de puissances utilisés lors des modélisations précédentes. Cela signifie qu’une fois encore,
les résultats des estimations des paramétres sont moins précis.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Résumé

Ce Chapitre permet de faire une conclusion des travaux apportés et de donner quelques points de
réflexions sur d’éventuelles pistes d’amélioration.
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1 Conclusion

Ces travaux présentent des contributions & la modélisation de séries financiéres. Les deux prin-

cipales thématiques de recherche étaient I’estimation des modéles développés et leur validation.
Dans le cadre univarié, nous avons proposé I'extension du test portmanteau, développé initialement
par Carbon et Francq (2011) dans le cas ou la puissance est connue. Cette extension couvre le cas
ou la puissance est connue et d’avantage de modéles puisque le modéle APGARCH généralise de
nombreux modéles de classe GARCH asymétriques et standards. Au dela de la théorie, nous avons
illustré via des simulations, l'efficacité de ce test et son utilisation sur des données réelles.
Dans le cadre multivarié, le modele CCC-APGARCH a été développé et une procédure de validation
est proposée, via le test portmanteau multivarié. Cette extension généralise le modéle CCC-GARCH
introduit par Bollerslev (1990) en considérant 1’asymétrie (proposée par Francq et Zakoian (2012))
et en modélisant la volatilité par une puissance quelconque de la variance. Ce modéle présente
I’avantage d’avoir une interprétation simple et une modélisation de la corrélation intuitive.

Le test portmanteau mutlivarié que nous avons proposé, permet de valider le modéle CCC-
APGARCH dans les cas ol les puissances sont connues et inconnues. Comme ce modéle généralise
I’ensemble des modéles du type GARCH & corrélations conditionnelles constantes, ce test portman-
teau peut également valider les modéles CCC-GARCH de Jeantheau (1998) et CCC-AGARCH de
Francq et Zakoian (2012).

Les tests portmanteau peuvent étre utilisés dans la détermination des ordres p et ¢ des modéles,
que ce soit dans le cadre univarié ou multivarié.

Les modéles multivariés ont 'inconvénient d’étre constitués d’un grand nombre de parameétres. La
conséquence est : une procédure d’estimation plus lente engendrant d’éventuels problémes statis-
tiques liés au nombre de paramétres. La procédure d’estimation la plus répandue dans I’estimation
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des paramétres pour les modéles GARCH est celle du quasi-maximum de vraisemblance. D’autres
procédures d’estimations ont été développées récemment et tendent & améliorer les capacités de
I’estimation par le quasi-maximum de vraisemblance.

Les modéles développés au cours de ces travaux ont ’avantage d’étre simples d’implémentation et
d’interprétation, mais cette modélisation peut s’avérer étre trop restrictive. Effectivement, considérer
que la corrélation reste la méme au cours du temps, peut porter un interét dans un cadre descriptif
mais pas dans un cadre prédictif. Pour cette raison, nous avons réfléchi & une extension de ce
modéle, en gardant toutes ses caractéristiques et en modifiant la modélisation de la corrélation,
afin de considérer une corrélation qui évolue au cours du temps. Cette extension est décrite dans
le paragraphe suivant. Le premier modéle avec ces caractéristiques est introduit simultanément par
Engle (2002) et Tse et Tsui (2002).

2 Perspectives

Dans cette partie nous donnerons quelques idées et réflexions sur des points que nous pourrions
améliorer ou considérer d’une maniére différente. Dans les perspectives nous distinguerons deux

grandes parties, a savoir, une partie concernant I’estimation des modéles et une partie concernant
I’extension du modéle CCC-APGARCH.

2.1 Procédures d’estimations

La procédure d’estimation est une notion importante dans la modélisation de séries financiéres.
Au dela de la notion de précision des résultats, une notion & prendre également en compte est la
notion temps. Cette derniére notion n’a pas été du tout abordée lors de ces travaux, mais elle reste
un facteur important & prendre en compte. Les modéles multivariés étudiés au Chapitre 2 présentent
17 parameétres pour le modéle CCC-APGARCH(1, 1) lorsque la dimension est fixée a d = 2 et nous
considérons que les puissances sont inconnues. Ce méme modéle compte 36 paramétres dés que
nous augmentons la dimension et qu’elle passe & d = 3. Bien que les calculs restent faisables par
ordinateur, ils deviennent de plus en plus lourds et prennent donc naturellement plus de temps.
L’idée est alors de trouver des procédures d’estimation alternatives & celle du quasi-maximum de
vraisemblance, dans le but de réduire le nombre de paramétres & estimer.

Variance targeting

Le but de la méthode de la variance targeting est de diminuer le nombre de parameétres que
nous voulons estimer. L’idée pour le modéle GARCH(1,1) est d’estimer les paramétres «a et 3
et de déterminer par la suite le paramétre w. Dans ce cas, a la place d’estimer trois paramétres,
seuls deux parameétres sont estimés et le troisiéme peut étre calculé. Cette méthode reste basée
sur le quasi-maximum de vraisemblance, mais consiste & réécrire le modéle de sorte & diminuer
le nombre de coefficients. Cette méthode a été appliquée par Francq et al. (2014) sur le modéle
CCC-GARCH(p, q). Cette procédure nécessite de réécrire le modeéle comme

1/2
&y :Ht/ Nt

Ht = DtR()Dt, Dt = diag(\/ h1t7 ceey\/ hdt),
P

q
hy —hy = Z Aovilgr—i — ho) + Z Boj(h—; — hy),
i—1 j=1

(5.1)

,

ou hy est un vecteur de taille d tel que {Id — > (Agi + Bgi)} hy a des coefficients strictement
i=1

positifs et r = max{p, ¢}. Le reste est identique au modéle (3).
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Le vecteur des parameétres inconnus est ¥ = (1, 0'), avec
/ AV
(9:(041,... q,ﬁl,... p’p),

N 2 .
ou p/ = (P2,17 <oy Pd15 P32y -5 Pd2y - - - 7pd,d—1)/7 Q= VeC(Ai) € Rd = 17 .o, q et /Bj = VEC(Bj) €
Rdz,j =1,...,p. L’espace des paramétres pour 6 est donné par

e c o, +oo[d2(p+q)><] _1, 1[d(d—1)/2

et la vraie valeur des parameétres est donnée par ¥y = (hy, 05)’.

Les observations (g1, ...,&,) représentent une réalisation de taille n de la solution strictement sta-
tionnaire non anticipative et unique (g,) du modeéle (5.1). Conditionnellement a certaines valeurs
initiales g, ...,&€1_4, Ry, ..., 1y_,, la quasi-vraisemblance gaussienne s’écrit

n

1 1,
L,(9¥) = Ly(Y;e4,...,€,) = — X —E/H_1€),
0= Tatser 20 = 1] o o (32
ot les H; sont définis récursivement, pour ¢ > 1, par
E[t = DtRDt, Dt dlag <\/ h1 e \/ ild7t>
q ~
hy == h,(0 Z i(gr_s — h +Z Bj(hy_; — h).

j=1

La Log vraisemblance est donnée par
n ~
log L, (¥) = th, ou Iy =ly(h,9) = e, H; ‘e, + log | Hy.
L’estimateur de la variance targeting de h est défini par la moyenne empirique
n

L’estimateur de la variance targeting de 6y est alors donné par

:\}—‘

0, = argmin L, (6), (5.2)
0cO

ou

1 - - .
== "l i = li(hy, 0).
n
t=1

Estimation équation par équation

Le principe de 'estimation équation par équation est de considérer un modéle multivarié, com-
pliqué & estimer par son grand nombre de paramétres, comme un modéle "univarié". Le but est
de considérer d équations de vraisemblance, ol d représente le nombre de séries utilisées dans la
modélisation. L’avantage est de se ramener & un modéle équivalent aux modéles univariés. Francq et
Zakolan (2016) développent cette méthode sur une large classe de modéles GARCH multivariés et
utilisent le quasi-maximum de vraisemblance pour estimer les paramétres. L’estimation du modéle
CCC-GARCH, équation-par-équation se fait en deux étapes.

La premiére consiste a estimer les coefficients du modéle, équation-par-équation.
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La deuxiéme étape consiste & estimer la matrice de corrélation. Pour la premiére étape, I’estimateur

é;zk) équation-par-équation de Hék) s’écrit
A ~ 2
0% = argmin QW) (9*)), QW) (g(k)) log (ak k))) k.
" eem Z ' G (0R))
ot k=1,...,det %) représente le vecteur des paramétres inconnus correspondant a la dimension

k. Cette méthode donne de trés bons résultats pour 'estimation des coefficients, comme le montre
Francq et Zakoian (2016). L’erreur commise est du méme ordre de grandeur que par la méthode
du quasi-maximum de vraisemblance, voire inférieure et le gain de temps lors de 'exécution est
incontestable. De plus cette méthode n’est pas restreinte & ’application du quasi-maximum de
vraisemblance et peut donc étre applicable avec d’autres méthodes de minimisation.

En revanche, dans I’état actuel, cette méthode semble ne pas pouvoir s’appliquer directement
au modéle CCC-APGARCH, puisque sur chaque composante, tous les parameétres de puissance y
figurent. Une transformation du modéle, ou alors une adaptation de la méthode parait incontour-
nable.

2.2 Le modéle DACC-APGARCH

La classe de modéles multivariés s’impose dans la modélisation de séries financiéres. Les liens
entre ces différentes séries (actions, taux de changes, ...) ne peuvent étre modélisés avec les premiers
modeéles univariés tel que le modéle ARCH introduit par Engle (1982). Pourtant de nombreuses
extensions sont réalisées et ces extensions ont conduit & 1’élaboration de modéles toujours plus
perfectionnés et précis dans la modélisation des séries financiéres en multivariés. L’extension multi-
variée des modéles n’étant pas immédiate, il existe de nombreuses formulations de modéles GARCH
multivariés. Parmi ces modéles, nous retrouvons le BEKK introduit par Engle et Kroner (1995b), le
modeéle CCC-GARCH introduit par Bollerslev (1990) avec ces extensions au cas asymétrique Francq
et Zakoian (2012) et asymétrique en puissance présentée au Chapitre 2. Ce dernier modéle se veut
étre restrictif dans la modélisation de la corrélation et est moins précis lors des prévisions. Pour cette
raison, il conduit & une extension qui fait évoluer la modélisation de la corrélation conditionnelle.
Engle (2002) et Tse et Tsui (2002) proposent indépendamment, une formulation du modéle DCC-
GARCH, pour Dynamic Conditionnal Correlation GARCH et permet de faire évoluer la matrice
de corrélation au cours du temps. Cette extension méne & des prévisions beaucoup plus intuitives
puisqu’il est évident que nous ne pouvons pas considérer que la corrélation entre deux ou plusieurs
actifs financiers reste la méme au cours du temps.

Le modéle DCC-GARCH est I'un des modéles les plus utilisés dans la modélisation des séries

financiéres. Cela est dii & sa capacité a prendre en compte le lien entres les différents actifs et éga-
lement de 'adapter au cours du temps. Il existe plusieurs formulations de ce modéle et notamment
dans la fagon de modéliser la corrélation. Tse et Tsui (2002) modélisent la corrélation conditionnelle
en utilisant une équation du type AR(1) ou GARCH(1,1). Engle (2002) utilise une modélisation
plus complexe, qui méne & une estimation des paramétres en plusieurs étapes. Comme le modéle
CCC-GARCH, le modéle DCC-GARCH ne propose pas 'effet de levier.
Des travaux récents présentent les modéles univariés et multivariés Log-GARCH-X avec des Corré-
lations Conditionnelles Dynamiques et qui dépendent de covariables X ajoutées a ’équation de la
volatilité. Ces modéles sont proposés par Sucarrat et al. (2016). Francq et Sucarrat (2017) montrent
les propriétés asymptotiques de l'estimateur des moindres carrés équation-par-équation pour le mo-
déle Log-GARCH-X avec Corrélations Conditionnelles Dynamiques en utilisant la représentation
VARMA-X.

Le modéle DCC-GARCH présente une avancée majeure dans la modélisation des séries finan-
ciéres, cependant trés peu de théorie est établie sur ce modéle. Ce manque de connaissances théo-
riques sur le modéle, notamment sur les propriétés asymptotiques de 'estimateur, empéche le dé-
veloppement d’outils, tel que le test portmanteau pour valider le modéle. D’une maniére générale,
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trés peu de procédure de validation est développée dans le cas multivarié pour les modéles de type
GARCH, ce qui n’est pas le cas des modéles ARMA. Pour les modéles de type ARMA multivariés,
les tests portmanteau sont plus courants dans les procédures de validation, comme le montrent les
travaux de Francq et Raissi (2007), Boubacar Mainassara (2010) et Boubacar Mainassara (2011),
pour n’en citer que quelques uns.

L’extension du modéle DCC-GARCH que nous proposons est le modéle GARCH asymétrique en
puissance & corrélations conditionnelles dynamiques, noté DACC-APGARCH ou encore -DACC-
AGARCH, pour reprendre la formulation donnée au Chapitre 2. Comme pour le modéle CCC-
APGARCH, § est un vecteur de puissance de dimension d, ce qui correspond au nombre de séries
utilisées dans la modélisation. Ce modéle utilise une nouvelle formulation de la corrélation et permet
une estimation en une étape, ce qui minimise la perte d’informations liées aux coefficients. L’avantage
de ce modéle est dans l'interprétation des coefficients. Sa partie variance conditionnelle posséde
une écriture simple et explicite et s’interpréte comme celle du modéle CCC-APGARCH. Sa partie
corrélation dynamique s’interpréte comme la seconde équation du modéle GARCH(1, 1) standard.

2.2.1 Présentation du modéle

Il existe plusieurs formulations du modéele DCC, notamment pour I'écriture de la matrice de
corrélation. Tse et Tsui (2002) proposent la formulation suivante

Ry = iR+ poVy 1 + puzRi—q,

ou les p; sont des poids positifs dont la somme est égale & 1, R est une matrice de corrélation
empirique constante et W;_; est la matrice de corrélation empirique des observations g,_1,...,&_;-
Une autre maniére est d’écrire la dynamique de R; en posant

R, = (diagQy) /2 Q;(diagQ) /2,

ot Q; est une suite de matrices de variance mesurable par rapport a la tribu (g,,u < t) et diagQy
est la matrice diagonale composée des termes de Q;. Engle (2002) propose d’utiliser cette écriture
et définit la matrice Q; par

Qt = Q+ pory 1y g + 131,
ott Q est une matrice de variance et 7, sont les résidus standardisés par leur propre écart-type. Dans
cette formulation aussi, les coefficients p; sont des poids positifs tels que la somme vaut 1.

Les deux formulations ont des approches différentes mais définissent dans les deux cas une
matrice de corrélation. Dans la pratique, les matrices R et Q sont estimées par la matrice de corré-
lation empirique et de variance empirique des observations. Ces deux formulations font apparaitre
une équation de type GARCH(1, 1) pour la modélisation de la corrélation conditionnelle dynamique.

Nous proposons une nouvelle facon de modéliser la corrélation du modéle, basée sur la deuxiéme
formulation introduite par Engle (2002). On définit la matrice Q; telle que

Q¢ = Ro+ pf (i) (1) + gy () (1 1) + 12 Q-1

ol Ry est une matrice de corrélation contenant des parametres pg; a estimer, fj , représentent les
résidus positifs standardisés et r; , représentent les résidus négatifs standardisés. Les coefficients ,uf,
py et po sont des poids positifs. Contrairement a la deuxiéme formulation, il n’est pas nécessaire
d’imposer que la somme des coefficients fasse 1. Cette formulation est semblable & celle du modéle
GARCH(1,1) et si les coefficients ,uf, iy et po sont tous nuls, alors nous obtenons exactement le
modéle CCC-APGARCH.

La formulation du DACC-APGARCH est basée sur cette derniére écriture de la corrélation. Soit
(m¢) une suite de variables iid de loi . On dit que g, est un processus DACC-APGARCH s'il vérifie

1/2
§t :Ht/ Mt

(Z) Ht = DthDt, D == diag(\/ hlt, ey V hdt (5 3)

6/2_WO+Z{ Et 16/2+A02 _16/2} ZBOJ Dy ]7
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(U{Rfﬂm%%Y”%M&%%Y”a
11 / ’
Q1 = Ro+ pf (ri= 1) (r{_)) + py (r ) (ri_y) + 12Qs1,

ot hy = (hig, ..., hat) et avec 27 = max(0,z) et = = min(0, z),

= (2 e?) = (e )

wy et d sont des vecteurs de dimension d x 1 composés de coefficients strictement positifs, Aari, Ay,
et Bp; sont des matrices de dimension d x d composées de coeflicients positifs et R; est la matrice de
corrélation dépendant du temps. La matrice Ry représente la matrice de corrélation et les coefficients
9¥; sont des poids positifs. Ce modéle ne présente que 3 paramétres supplémentaires par rapport au
modéle CCC présenté dans le paragraphe 1 du Chapitre 2. L’interprétation des coefficients du
sous modéle (i) est la méme que pour le modéle CCC-APGARCH défini en (2.1) et celle du sous
modeéle (ii) est semblable a l'interprétation que nous pourrions réaliser pour le modéle univarié
GARCH(1,1).

Les coefficients qui composent ce modéle sont ceux des vecteurs wg et J ainsi que les matrices
Asri, Ay, et Bo; et les coefficients wi, uy, 2 et ceux du triangle inférieur de la matrice de corrélation
excepté la diagonale. Le nombre de coefficients inconnus constituant le modéle est

d(d—1)

3.
5 +

S0 :2d—|—d2(2q—|—p)+

Ce modéle présente 'avantage de généraliser de nombreux processus déja connus. Si ,uf =p; =
pe = 0, le modéle devient celui introduit au Chapitre 2, qui généralise lui méme de nombreux
modéles, comme mentionné au paragraphe 1 du Chapitre 2.

2.2.2 Estimation des coefficients du modéle

Le modéle standard a corrélations conditionnelles dynamiques, propose une procédure d’estima-
tion en 2 étapes. La premiére étape consiste a estimer tous les paramétres liés & la modélisation de la
variance conditionnelle puis la seconde étape consiste a estimer les paramétres liés a la corrélation.
Cette procédure en deux étapes est nécessaire puisqu’il faut estimer les matrices R ou @ selon les
formulations.

Le modéle & corrélations asymétriques conditionnelles dynamiques propose une procédure d’es-
timation en une étape. Il est possible d’estimer tous les paramétres du modéle simultanément.
Pour réaliser ’estimation, nous nous basons sur la procédure classique en utilisant la méthode du
maximum de vraisemblance.

Cas o1 la puissance est connue

Dans ce paragraphe, nous traiterons le cas de l’estimation lorsque la puissance est connue.
Dans ce cas, les paramétres a estimer sont le vecteur w et les matrices A;r, A, et B; ainsi que
les coefficients de la corrélation modélisant la matrice Q; et ceux constituant le triangle inférieur
de la matrice de corrélation Ry, excepté la diagonale. Tous ces parameétres peuvent étre estimés

simultanément et le nombre de paramétres est

d(d—1)

3.
5 +

so=d+d*(p+2q) +
Le but est d’estimer les sg coefficients du modéle DACC-APGARCH que nous notons comme
+ 4/ 7

o I ' ar ro+ = N/
9-_(£>O‘17'-->O‘q7a1a"'aaq7ﬁ17"'a5p7“15”1ﬂ”27p)a
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ol aj et o; sont définis par o@t = vec(AZ-i) pour ¢ = 1,...,q, les coefficients 3; sont définis
par 3; = vec(B;) pour j = 1,...,pet p = (pa1,...,Pd1;P32:- -+ Pd2s - -+ Pdi—1) - Le paramétre 0
appartient a I’espace © défini comme

o o, +OO[dX[0, _|_Oo[d2(2q+p)+3x] —1, 1[d(dd—1)/2.

Les vraies valeurs sont indicées d’un 0 et nous pouvons écrire le vecteur des vraies valeurs inconnues
comme

N A + =" ol / + - I\
00 T (Q07 Qpps--es O‘01170101 g 7a0q7/8017 v 7/80p7 Ho1s Ho1s H0O2, pO) )
Le déterminant de la matrice carrée A est noté det(A) ou alors |A|.

Soit g, = (gq,...,&,) une réalisation de longueur n d’une unique solution non anticipative
et strictement stationnaire du modéle DACC-APGARCH. Conditionnellement & certaines valeurs
initiales g, ...,&1_4, Ry, ..., 1, que nous préciserons, la quasi-vraisemblance gaussienne s’écrit

& 1 1
La(0) = La(B:21, - 12) = [[ =z oxp (—e;ﬁglst> ,
t=1 (27T)d/2‘Ht‘1/2 2

ou les H; sont définies récursivement pour ¢ > 1 par

A= DD, Dy = ding (\/ﬁl,t, . \/ﬁd,t)

q p

26/2  76/2 L =5/2

hi' =h (0) =w+ Z A )P+ A7 (e ) + Z Bjhi”;,

i=1 j=1
et E’t par B ~ B ~
{Rt = (diagQy)~"/2Qy(diagQ;) /2,
Q= Ro+ pi (rf ) (rfy) + 13 (ri ) (i y) + 12 Qi 1.

Les valeurs initiales peuvent étre choisies comme suit g, ...,&;_, ﬁo, e ﬁl_p = w. Un estimateur

du quasi-maximum de vraisemblance de 6 est défini comme toute solution mesurable #,, de

0,, = argmax L, (#) = argmin £, (6), (5.5)
fco 0cO
ou

. 1 <~ - _ -
Lo0) ==l l=1(0) =i e, +log|Hy|
t=1

Cas ou la puissance est inconnue

Dans ce paragraphe, nous traiterons le cas de ’estimation lorsque la puissance est inconnue.
Les paramétres de la puissance sont estimés simultanément aux autres paramétres. Pour le modéle
CCC-APGARCH défini au Chapitre 2, nous avions souligné que dans la pratique le coefficient § est
difficile a identifier comme cela avait été remarqué dans Hamadeh et Zakoian (2011) pour le modéle
APGARCH. On ajoute I’hypothése suivante

HS8 : 7, a une densité positive au voisinage de zéro.

Pour définir I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 9, on remplace H; par H; dans
I'expression du critére défini en (5.3) et on obtient récursivement H;, pour t > 1,

Hy = DyRy Dy, Dy = diag <\/ Py \/ ild,t)
z7/2

P
Az—'F (ézr—i)z/Q + A7 (§t_—i)z/2 + Z Bjhy”; )
1 j=1

2/t

Et = ﬁt(ﬁ) = |w+

-

(2
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et E’t par ~ : 3 ~
{Rt = (diagQy) '/ Q;(diagQ;) /2,
Qi =Ro+ NT(ﬁj—ﬂ(fil) + Mf(ft_—l)(ft_—,ﬂ + 12 Q1.

Un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de 9 est défini comme toute solution mesurable

ﬁn de R .
¥y, = argmin L, (v),
YeA

(5.6)

ol

En(ﬁ) =

SRS

Z[t, l~t = Zt(ﬁ) = é;f?:[t_lét + IOg ’flt’
t=1

2.2.3 Illustrations par simulations

Dans cette partie nous réalisons des simulations avec les logiciel RStudio (https ://www.rstudio.com)

dans le langage de programmation Rcpp. Comme nous possédons trés peu de résultats théoriques
sur le modele DACC-APGARCH, le but des simulations est de se convaincre que ce modéle pos-
sede toutes les qualités souhaitées. L’estimation est réalisée suivant la procédure développée au
paragraphe précédent et nous utilisons la fonction implémentée de R, nlminb() pour minimiser la
log-vraisemblance.
Les simulations sont faites pour le modéle complet DACC-APGARCH(1, 1) dans le cas ou la puis-
sance est considérée connue et dans le cas ou elle est considérée inconnue. L’estimateur est calculé
sur N = 100 réplications indépendantes de trajectoires simulées, afin d’accroitre les performances de
I’estimateur. Les simulations sont réalisées en dimension d = 2 et pour des tailles de séries n = 500,
n = 5000 et enfin n = 10000. Pour toutes les simulations, nous considérons que n; ~ N (0, I3).

Estimation avec la puissance connue

Nous utilisons le modéle DACC-APGARCH(1, 1) bivarié avec les puissances connues pour si-
muler les trajectoires. Les parameétres utilisés pour les simulations sont reportés & la premiére ligne
des tables 5.1 a 5.4. L’estimation est réalisée sur N réplications indépendantes, et comme attendu,
Ierreur tend a diminuer au fur et & mesure que la taille de la série augmente. Les résultats sont
présentés dans les tables suivantes :

(i). Estimation avec les puissances 0; et J, égales

wy A Ay By Po Kot

. K Ho2
Taille 005 | 007 002 | 015 005 | 075 005 | 01 0.1
005 | 002 007 | 005 015 | 005 075 | 0.3 0.5

.y | 0022100056 0.0158 | 0.0017 0.0028 | 0.1118 0.0627 | 0.0076 0.0432
0.0110 | 0.0045 0.0066 | 0.0055 0.0038 | 0.0261 0.0455 | 0.0060 0.0035

 so0o | 00011 [0.0028  0.0013 [ 0.0025 0.0020 | 0.0024 0.0035 | 0.0003 0.0416
0.0007 | 0.0019 0.0015 | 0.0003 0.0001 | 0.0021 0.0045 | 0.0001 0.0001
 Loooo | 0-0007 [ 00013 0.0009 | 0.0015 0.0023 | 0.0066 0.0098 | 0.0000 0.0411
0.0002 | 0.0003 0.0008 | 0.0004 0.0019 | 0.0030 0.0011 | 0.0000 0.0000

TABLE 5.1 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle DACC-APGARCH(1,1) avec § =
(1.0,1.0)’
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Taille

wo

0.05
0.05

Ag

0.07
0.02

0.02
0.07

Ay

0.15
0.05

0.05
0.15

By

0.75
0.05

0.05
0.75

Po
Ho1
0.1
0.3

:“(Jﬁ
Ho2
0.1
0.5

n = 500

0.0114
0.0083

0.0033
0.0034

0.0160
0.0090

0.0114
0.0046

0.0007
0.0071

0.0570
0.0170

0.0390
0.0192

0.0140
0.0021

0.0431
0.0124

n = 5000

0.0009
0.0008

0.0022
0.0020

0.0012
0.0014

0.0020
0.0001

0.0032
0.0004

0.0057
0.0025

0.0080
0.0043

0.0001
0.0003

0.0425
0.0001

n = 10000

0.0004
0.0000

0.0010
0.0005

0.0007
0.0006

0.0013
0.0001

0.0022
0.0023

0.0068
0.0027

0.0090
0.0006

0.0000
0.0000

0.0419
0.0000

TABLE 5.2 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle DACC-APGARCH(1,1) avec § =
(2.0,2.0)’

(ii). Estimation avec les puissances 0; et J différentes

Taille

“o

0.05
0.05

Ag

0.07
0.02

0.02
0.07

Ay

0.15
0.05

0.05
0.15

By

0.75
0.05

0.05
0.75

Po
Ho1
0.1
0.3

:“(J)rl
Ho2
0.1
0.5

n = 500

0.0059
0.0102

0.0020
0.0143

0.0050
0.0057

0.0118
0.0171

0.0028
0.0029

0.0678
0.0091

0.0583
0.0108

0.0136
0.0038

0.0427
0.0032

n = 5000

0.0008
0.0010

0.0030
0.0044

0.0009
0.0014

0.0027
0.0014

0.0016
0.0001

0.0032
0.0028

0.0049
0.0066

0.0000
0.0000

0.0416
0.0001

n = 10000

0.0001
0.0005

0.0017
0.0002

0.0005
0.0006

0.0018
0.0004

0.0012
0.0019

0.0041
0.0036

0.0057
0.0010

0.0000
0.0000

0.0410
0.0000

TABLE 5.3 — Erreur absolue des estimations des coefficients du
(1.0,2.0)

modéle DACC-APGARCH(1,1) avec § =

Taille

wo

0.05
0.05

Ag

0.07
0.02

0.02
0.07

Ay

0.15
0.05

0.05
0.15

By

0.75
0.05

0.05
0.75

Po
Ho1
0.1
0.3

ﬂ&
Ho2
0.1
0.5

n = 500

0.0126
0.0079

0.0014
0.0070

0.0121
0.0086

0.0093
0.0080

0.0014
0.0048

0.0759
0.0147

0.0506
0.0247

0.0047
0.0014

0.0433
0.0047

n = 5000

0.0009
0.0008

0.0028
0.0027

0.0013
0.0015

0.0025
0.0000

0.0025
0.0002

0.0044
0.0039

0.0063
0.0063

0.0000
0.0000

0.0422
0.0000

n = 10000

0.0004
0.0003

0.0014
0.0004

0.0007
0.0007

0.0017
0.0004

0.0020
0.0022

0.0058
0.0034

0.0082
0.0009

0.0000
0.0000

0.0416
0.0000

TABLE 5.4 — Erreur absolue des estimations des coefficients du modéle DACC-APGARCH(1,1) avec § =
(1.3,1.7)

Toutes les simulations reportées dans les tables 5.1 & 5.4 montrent que la procédure d’estimation
fonctionne efficacement sur le modéle DACC-APGARCH.
De plus, le fait que 'erreur diminue lorsque la taille de la série augmente, montre que l’estimateur
est consistant. Malgré le nombre important de paramétres et la complexité du modéle, ’erreur com-
mise lors de 'estimation est du méme ordre de grandeur que le modéle CCC-APGARCH pour des
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tailles de séries similaires.

Afin de réduire le nombre de paramétres & estimer et augmenter la fiabilité de la procédure d’esti-
mation, la méthode d’estimation peut étre repensée en y incorporant des techniques comme celle
de la variance targeting.

Estimation avec la puissance inconnue

Le modéle utilisé pour les simulations est le modéle DACC-APGARCH avec la puissance incon-
nue et estimée simultanément aux autres coefficients du modéle. Les paramétres utilisés pour les
simulations sont reportés & la premiére ligne des tables 5.5 & 5.6. L’estimation est réalisée sur N
réplications indépendantes. Les résultats obtenus sont présentés dans les tables suivantes :

(i). Estimation avec les puissances 0; et J, égales

Wo Ay Bo o Po Hor

Ao

Taille

0.05
0.05

0.07
0.02

0.02
0.07

0.15
0.05

0.05
0.15

0.75
0.05

0.05
0.75

1.0
1.0

Ho1
0.1

0.3

Ho2
0.1

0.5

n = 500

0.080
0.050

0.047
0.025

0.061
0.033

0.125
0.047

0.062
0.114

0.099
0.008

0.046
0.020

0.215
0.111

0.043
0.049

0.147
0.068

n = 5000

0.038
0.043

0.056
0.018

0.014
0.060

0.136
0.040

0.040
0.125

0.003
0.004

0.011
0.003

0.023
0.023

0.042
0.004

0.006
0.094

n = 10000

0.043
0.052

0.073
0.020

0.020
0.070

0.162
0.052

0.050
0.150

0.007
0.003

0.016
0.000

0.021
0.005

0.041
0.000

0.000
0.128

Taille

Wo

0.05
0.05

Ag

0.07
0.02

0.02
0.07

Ay

0.15
0.05

0.05
0.15

By

0.75
0.05

0.05
0.75

1.5
1.5

0

Ho1
0.1

0.3

M(J)rl
Ho2
0.1
0.5

n = 500

0.062
0.056

0.037
0.025

0.050
0.036

0.102
0.064

0.051
0.112

0.077
0.004

0.035
0.019

0.393
0.492

0.043
0.062

0.176
0.108

n = 5000

0.037
0.044

0.055
0.018

0.015
0.060

0.134
0.039

0.042
0.124

0.006
0.004

0.015
0.004

0.047
0.026

0.042
0.006

0.002
0.096

n = 10000

0.050
0.059

0.083
0.023

0.024
0.080

0.178
0.060

0.057
0.169

0.008
0.003

0.017
0.001

0.025
0.005

0.042
0.000

0.000
0.040

Taille

Wo

0.05
0.05

Ag

0.07
0.02

0.02
0.07

Ay

0.15
0.05

0.05
0.15

By

0.75
0.05

0.05
0.75

2.0
2.0

Po
Ho1
0.1
0.3

M(Tl
Ho2
0.1
0.5

n = 500

0.000
0.019

0.029
0.004

0.029
0.045

0.075
0.006

0.009
0.075

0.673
0.043

0.011
0.718

1.100
0.901

0.057
0.252

0.082
0.260

n = 5000

0.029
0.038

0.044
0.013

0.013
0.050

0.108
0.032

0.037
0.104

0.007
0.002

0.015
0.003

0.066
0.013

0.043
0.009

0.017
0.237

n = 10000

0.048
0.054

0.075
0.021

0.021
0.074

0.158
0.057

0.052
0.153

0.007
0.003

0.013
0.000

0.020
0.002

0.042
0.000

0.001
0.191

TABLE 5.5 — Erreur absolue de I’estimation de ¥y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1)

Comme lorsque les puissances étaient connues, 'erreur diminue lorsque la taille de la série augmente.
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(ii). Estimation avec les puissances §; et J, différentes

Dans la pratique on sait que les puissances sont souvent différentes selon les séries étudiées.
Considérer des puissances différentes pour les simulations, semble plus adapté au cas pratique.
Comme les paramétres jouent un role symétrique, l'estimation des coefficients du modéle avec 7 =

(71, T2) sera équivalente a celle du modéle avec 7 = (12, 71).

Les résultats sont résumés dans les tableaux suivants :

wo AT A By T
. K Ho2
Taille 005 | 007 002 | 015 005 | 075 005 | 1.0 | 01 0.1
0.05 | 0.02 007 | 005 015 | 005 075 | 20 | 03 05
oo | 0-0510.005 0.006 | 0.083 0.010 [ 0.080 0.022 | 0.189 | 0.042 0.209
0.083 | 0.059 0.066 | 0.127  0.175 | 0.020 0.022 | 0.491 | 0.113 0.133
sooo | 0020 1 0.028 0.009 [ 0.073 0.025 | 0.004 0.007 | 0.034 | 0.042 0.024
0.072 | 0.041 0.098 | 0.073 0.211 | 0.030 0.006 | 0.009 | 0.006 0.100
 looop | 0-0240.086 0.01T [ 0.082 0.027 | 0.004 0.008 [ 0.017 | 0.041 0.000
0.084 | 0.034 0.118 | 0.088 0.247 | 0.033 0.001 | 0.000 | 0.005 0.066
wy A A By & | p mg
: H Ho2
Taille 005 | 007 002 | 015 005 | 075 005 | 13 | 01 0.1
0.05 | 002 007 | 005 015 | 005 075 | 1.7 | 03 05
oo | 0067 [ 0.081 0.029 [ 0.087 0.035 | 0.139 0.084 | 0.020 | 0408 0.129
0.115 | 0.026  0.050 | 0.087 0.139 | 0.011 0.022 | 0.555 | 0.088 0.110
o0 | 002010045 0.013 [ 0.113 0.037 | 0.005 0.005 | 0.047 | 0.042 0.002
0.055 | 0.026 0.076 | 0.052 0.160 | 0.014 0.005 | 0.023 | 0.008 0.093
Lo | 0039 [0.062 0.018 [ 0.136 0.045 [ 0.006 0.004 | 0.025 | 0.042 0.001
0.071 | 0.028 0.097 | 0.072 0.204 | 0.014 0.001 | 0.004 | 0.000 0.048

TABLE 5.6 — Erreur absolue de I’estimation de 9 pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1)

Les résultats des tables 5.5 et 5.6 montrent que la procédure d’estimation est aussi efficace lorsque
la puissance est inconnue. Les erreurs commises sont plus élevées que dans le cas ot la puissance est
connue, mais restent du méme ordre de grandeur que le modéle CCC-APGARCH. De plus, les deux
paramétres supplémentaires sont les plus délicats & estimer. Malgré cela, lerreur diminue au fur
et & mesure que la taille de série augmente, ce qui montre que l’estimateur reste consistant méme
lorsque la puissance doit étre estimée.

Comme pour le cas ou la puissance est connue, il pourrait étre intéressant d’adapter la procédure
d’estimation afin de réduire le nombre de paramétres & estimer.

3 Estimation de données réelles
Dans cette partie nous estimons les séries des taux de change (présentées au Chapitre 4) avec le

modéle DACC-APGARCH(1, 1) bivarié. Les estimations seront réalisées avec le modéle lorsque les
puissances sont connues et lorsqu’elles sont inconnues.

Estimation avec la puissance connue

Dans cette partie nous estimons les séries des taux de change avec le modéle DACC-APGARCH(1, 1)
bivarié, lorsque les puissances sont connues. Nous utilisons plusieurs couples de puissances et les
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résultats sont présentés dans les tableaux suivants :

(i). Estimation avec les puissances ¢ = (1.0,1.0)

Taux w AT A7 B Aﬁ, [ﬁ_
Hq M2
USD/JPY 0.0063 | 0.0323 0.0000 | 0.0300 0.0022 | 0.9621 0.0021 | 0.5542 0.8983
0.0103 | 0.0033 0.0443 | 0.0000 0.0725 | 0.0000 0.9395 | 0.4098 1.0000
USD/GBP 0.0069 | 0.0477 0.0305 | 0.0702 0.0136 | 0.9651 0.0000 | 0.4971 0.8598
0.0060 | 0.0000 0.1223 | 0.0054 0.1218 | 0.0000 0.9459 | 1.0000 0.2499
USD/CAD 0.0038 | 0.0346 0.0131 | 0.0430 0.0076 | 0.9638 0.0010 | 0.5839 0.8595
0.0104 | 0.0094 0.0533 | 0.0134 0.0428 | 0.0000 0.9506 | 1.0000 0.6364

TABLE 5.7 — Estimation de 6 pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0,1.0)

Taux w A* A4~ B Aﬁ_ 'L}T
Hy 2
JPY/GBP 0.0086 | 0.0640 0.0095 | 0.1113 0.0169 | 0.9220 0.0089 | 0.2782 0.7838
0.0037 | 0.0040 0.0778 | 0.0146 0.0705 | 0.0000 0.9369 | 0.9864 0.7092
JPY/CAD 0.0009 | 0.0491 0.0109 | 0.0900 0.0030 | 0.9277 0.0155 | 0.3156 0.7838
0.0078 | 0.0000 0.0462 | 0.0133 0.0287 | 0.0000 0.9530 | 0.9864 1.0000

TABLE 5.8 — Estimation de 6 pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0,1.0)

- T — - —
Taux « A A B Api ,tfl
Hq 2

CAD/GBP 0.0096 | 0.0448 0.0135 | 0.0394 0.0055 | 0.9485 0.0000 | 0.4398 0.7257

0.0035 | 0.0110 0.0603 | 0.0000 0.0693 | 0.0000 0.9400 | 0.4702 0.9271

TABLE 5.9 — Estimation de 6 pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et 6 = (1.0,1.0)

Les résultats obtenus lors de ’estimation des taux de change sont semblables aux résultats liés au
modéle CCC-APGARCH.

(ii). Estimation avec les puissances § = (2.0,2.0)

Taux w AT A7 B A'a_ [fir
Hy 2
USD/JPY 0.0030 | 0.0282 0.0000 | 0.0279 0.0000 | 0.9659 0.0016 | 0.5566 0.9096
0.0061 | 0.0077 0.0372 | 0.0000 0.0718 | 0.0001 0.9394 | 0.4286 0.8697
USD/GBP 0.0062 | 0.0976 0.0015 | 0.0983 0.0673 | 0.9643 0.0000 | 0.5010 1.0000
0.0057 | 0.0000 0.2003 | 0.0220 0.2122 | 0.0000 0.9361 | 1.0000 0.2655
USD/CAD 0.0020 | 0.0357 0.0046 | 0.0458 0.0122 | 0.9696 0.0000 | 0.5855 0.6972
0.0083 | 0.0047 0.0621 | 0.0179 0.0426 | 0.0058 0.9474 | 1.0000 0.5556

TABLE 5.10 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec d connue et § = (2.0,2.0)
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Taux w A* A4~ B fz ’[fi_
Hq 2
JPY /GBP 0.0070 | 0.0691 0.0130 | 0.1396 0.0426 | 0.9192 0.0058 | 0.2835 0.7165
0.0025 | 0.0029 0.0909 | 0.0128 0.0973 | 0.0000 0.9270 | 0.9863 0.6144
JPY /CAD 0.0000 | 0.0401 0.0048 | 0.0830 0.0084 | 0.9208 0.0193 | 0.3148 0.8431
0.0038 | 0.0000 0.0372 | 0.0078 0.0197 | 0.0000 0.9561 | 0.9330 1.0000

TABLE 5.11 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (2.0,2.0)

- 7 — - —
Taux « A A B Api ,lfl
Hq 2

CAD/GBP 0.0061 | 0.0443 0.0006 | 0.0317 0.0165 | 0.9504 0.0000 | 0.4401 0.9501

0.0015 | 0.0071 0.0561 | 0.0000 0.0770 | 0.0023 0.9312 | 0.9287 0.8444

TABLE 5.12 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (2.0,2.0)

Comme nous avons pu déja le mentionner et le réaliser pour le modéle CCC-APGARCH, les séries
n’ont pas nécessairement des puissances égales. Nous pouvons alors estimer les séries via le modéle
DACC-APGARCH(1, 1) bivarié¢, avec les puissances connues, et supposées différentes.

(iii). Estimation avec les puissances ¢ = (1.0,2.0), ou ¢ = (2.0,1.0)

Taux w A* A~ B Aﬁ, [ff
Hq M2
USD/JPY 0.0075 | 0.0322 0.0000 | 0.0305 0.0000 | 0.9615 0.0022 | 0.5565 0.9706
0.0041 | 0.0119 0.0321 | 0.0000 0.0640 | 0.0000 0.9386 | 0.9619 0.9924
USD/GBP 0.0111 | 0.0572 0.0079 | 0.0690 0.0287 | 0.9623 0.0000 | 0.5014 0.5091
0.0039 | 0.0032 0.2052 | 0.0201 0.2224 | 0.0000 0.9360 | 0.9106 0.2607
USD/CAD 0.0060 | 0.0390 0.0022 | 0.0413 0.0087 | 0.9652 0.0000 | 0.5842 0.5061
0.0026 | 0.0191 0.0534 | 0.0146 0.0440 | 0.0032 0.9497 | 0.9106 0.6199

TABLE 5.13 — Estimation de 8y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0,2.0)

~

~

Taux w A A7 B Aﬁ_ /%T
Hq M2
USD/JPY 0.0024 | 0.0259 0.0015 | 0.0258 0.0031 | 0.9670 0.0000 | 0.5545 0.5104
0.0107 | 0.0002 0.0472 | 0.0000 0.0746 | 0.0000 0.9408 | 0.9065 0.9142
USD/GBP 0.0000 | 0.0818 0.0490 | 0.1000 0.0240 | 0.9673 0.0000 | 0.4971 0.8779
0.0066 | 0.0000 0.1178 | 0.0060 0.1167 | 0.0000 0.9460 | 0.8708 0.2606
USD/CAD 0.0000 | 0.0313 0.0156 | 0.0479 0.0087 | 0.9681 0.0000 | 0.5863 0.2582
0.0160 | 0.0015 0.0561 | 0.0133 0.0411 | 0.0028 0.9462 | 0.8537 0.5818

TABLE 5.14 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec d connue et § = (2.0,1.0)
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Taux o AT A7 B Aﬁ, '[fr
Hy 2
JPY /GBP 0.0121 | 0.0631 0.0061 | 0.1086 0.0238 | 0.9261 0.0000 | 0.2813 0.1571
0.0000 | 0.0063 0.0824 | 0.0185 0.0861 | 0.0000 0.9218 | 0.8798 0.7152
JPY/CAD 0.0073 | 0.0507 0.0022 | 0.0898 0.0029 | 0.9294 0.0096 | 0.3129 0.1573
0.0025 | 0.0003 0.0380 | 0.0135 0.0198 | 0.0000 0.9553 | 0.8770 1.0000

TABLE 5.15 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0,2.0)

Taux w A A7 B Apl /%T
Hy 2
JPY /GBP 0.0000 | 0.0723 0.0092 | 0.1506 0.0264 | 0.9159 0.0191 | 0.2810 0.2409
0.0053 | 0.0000 0.0791 | 0.0074 0.0721 | 0.0000 0.9439 | 0.9391 0.5853
JPY/CAD 0.0000 | 0.0369 0.0177 | 0.0788 0.0120 | 0.9299 0.0000 | 0.3166 0.1632
0.0092 | 0.0000 0.0456 | 0.0061 0.0306 | 0.0000 0.9532 | 0.9878 1.0000

TABLE 5.16 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec d connue et § = (2.0,1.0)

- T = - —
Taux « A A B Ap_ 'Lfl
Hq 2

CAD/GBP 0.0112 | 0.0500 0.0021 | 0.0402 0.0099 | 0.9489 0.0000 | 0.4429 0.1219

0.0000 | 0.0141 0.0524 | 0.0018 0.0764 | 0.0001 0.9317 | 0.9718 0.8705

TABLE 5.17 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (1.0,2.0)

- T — - —
Taux = A A B Api ,lfl
Hq 2

CAD/GBP 0.0039 | 0.0382 0.0173 | 0.0312 0.0060 | 0.9504 0.0000 | 0.4377 0.1219

0.0047 | 0.0038 0.0634 | 0.0003 0.0679 | 0.0000 0.9415 | 0.9718 0.8903

TABLE 5.18 — Estimation de 6y pour le modéle DACC-APGARCH(1, 1) avec § connue et § = (2.0,1.0)

Les coefficients estimés et présentés dans les tables 5.7 & 5.18 sont trés proches de ceux obtenus
lors de I'estimation des mémes séries via le modéle CCC-APGARCH. Seuls les paramétres liés a la
modélisation de la corrélation différent. Les conclusions sont alors les mémes que pour le modéle
CCC-APGARCH.

Nous constatons sur les différentes tables que les coefficients [LT et fi; sont parfois égaux. Cela
signifierait que ’asymétrie sur la corrélation n’apporte dans ces cas que trés peu d’information sup-
plémentaire. Dans ce cas, on pourrait considérer le modéle avec une équation du type GARCH(1,1)
pour modéliser la matrice R;. Dans les autres cas, on constate que la corrélation négative apporte
un poids plus important que la corrélation positive. Ceci pourrait étre en accord avec l'effet de levier
souvent mentionné dans la modélisation des séries financiéres.
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Estimation avec la puissance inconnue

L’estimation par le modéle DACC-APGARCH(1, 1) bivarié des séries des taux change lorsque
les puissances sont inconnues est présentée dans les tableaux suivant :

Taux w AT A7 B z ApA_ [f;r

Hq H2
USD/JPY 0.005 | 0.032 0.000 | 0.030 0.001 | 0.963 0.002 | 1.286 | 0.555 0.205
0.007 | 0.006 0.040 | 0.000 0.073 | 0.000 0.939 | 1.475 | 0.071 0.982
USD/GBP 0.010 | 0.046 0.013 | 0.059 0.019 | 0.963 0.000 | 0.885 | 0.501 0.998
0.004 | 0.000 0.152 | 0.012 0.159 | 0.000 0.940 | 1.666 | 0.002 0.312
USD/CAD 0.001 | 0.034 0.013 | 0.047 0.011 | 0.968 0.000 | 1.739 | 0.585 0.914
0.012 | 0.003 0.063 | 0.016 0.044 | 0.004 0.946 | 1.338 | 0.106 0.581

TABLE 5.19 — Estimation de J¢ pour le modéle DACC-APGARCH(1,1)

Taux w AT A7 B z Aﬁ, /%T

Hy M2
JPY /GBP 0.010 | 0.064 0.011 | 0.117 0.029 | 0.925 0.000 | 1.237 | 0.281 0.740
0.001 | 0.006 0.086 | 0.018 0.087 | 0.000 0.926 | 1.769 | 0.000 0.694
JPY/CAD 0.000 | 0.047 0.010 | 0.092 0.006 | 0.926 0.016 | 1.327 | 0.316 0.716
0.007 | 0.000 0.047 | 0.012 0.027 | 0.000 0.953 | 1.248 | 0.137 1.000

TABLE 5.20 — Estimation de Jy pour le modéle DACC-APGARCH(1,1)

Taux = A A B z f)_ ’[ff

Ky 2
CAD/GBP 0.010 | 0.049 0.006 | 0.039 0.010 | 0.948 0.000 | 1.108 | 0.442 0.638
0.001 | 0.013 0.057 | 0.001 0.077 | 0.001 0.934 | 1.666 | 0.176 0.892

TABLE 5.21 — Estimation de Jy pour le modéle DACC-APGARCH(1,1)

Les estimations décrites dans les tables 5.19 & 5.21 montrent que les coefficients i et jij sont
différents et ,111r est largement supérieur a [i; . Ce constat laisse supposer que ’asymétrie développée
au niveau de la matrice de corrélation présente un réel interét dans la modélisation.

La matrice B semble présenter une structure diagonale comme nous avons déja pu le remarquer en
réalisant I’estimation des coefficients via le modele CCC-APGARCH (tables 4.65 & 4.67).

Les puissances estimées avec le modéle DACC-APGARCH, sont égales aux puissances estimées
avec le modéle CCC-APGARCH. L’ensemble des paramétres, hormis ceux correspondants a la
corrélation sont identiques. Finalement, si ’on fixe ,uf = u; = p2 = 0 le modéle devient le modele
CCC-APGARCH.
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Annexe A

Preuve du test portmanteau univarié

Résumé

Dans cette section, nous détaillerons les éléments de la preuve du test portmanteau univarié, énoncé
au Chapitre 1, paragraphe 3, pour le modéle APGARCH. Ce test est développé pour le cas ou la
puissance ¢ du modéle est inconnue.

Sommaire
A.1 Rappels . . . . . 0 e e e e e e e e e e e 113
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A.1 Rappels

Nous commencons par rappeler des notions et des résultats utiles pour 1’élaboration de la preuve
du test portmanteau. Pour tout ¥ € A, soit (g;) une solution strictement stationnaire et non
anticipative du modele 1.3 et

1/7

q p
GW) = |w+ Z af (e )T+ o7 (—e)" + Zﬂj(tljw)

i—1 j=1

La matrice J peut étre réécrite comme

_ 1 9¢ (Vo) OCE (Vo)
‘]_E%[f(ﬂo) 29 o }

Pour montrer le résultat, nous avons besoin d’outils provenant de ’article de Hamadeh et Zakoian
(2011) résumé dans le lemme suivant.

Lemme A.1.1. On suppose HO’-H7”. Pour un s €]0, 1], on a

Eleo|* < oo, E sup 16571l < o0, E sup 16551 < oo (A1)

De plus, il existe un K et 0 < p <1

sup [|GZ(9) — ()| < Kp' sup max{¢Z(9), {7 (9)}, (A.2)
YeA JEA
et pour tout d > 1
E |[su L 96 (W) ‘ < 00 E [|su ! 82@[(19) ’ (A.3)
den GT(0) 00 ! SR T (9) 090 :

113



Il existe un voisinage V(Vg) de 9y tel que pour tout £ >0 eta=1—(5/7)(1 —s) >0

¢ (Do) 1 o
t K 1 kak i 2T ,
o (o) < (o m Y

1=1 k=0

et il suit que

Ct2(190)>
E| sup < < 00 A4
9ev(vo) \ CF (D) (A4)
La matrice J est inversible et
3 L1 1 3¢} (o)
- —J il 2 1) =t 1). A.
VA = d0) =5 320~ 15 S el (4.5)

A.2 Preuve

Pour établir la preuve du test portmanteau associé au modéle univarié APGARCH dans le cas
ou la puissance est inconnue, nous utiliserons des résultats liés aux propriétés asymptotiques de
I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance donnés par Hamadeh et Zakoian (2011), résumeés
dans le Lemme A.1.1.

On introduit le vecteur de m premiéres autocovariances r,, = (r1,...,7y) ol le h-iéme élément
est défini comme

1
TR, = — Z StSi—h » avecst:n?—let0<h<n.

n
t=h+1

Soit s:(9) = nF(¥) — 1 avec g (9) = &/ (V) et 5:(9) = W) — 1 avec 7:(9) = &4/ (9). Soit
rp (1Y) obtenu en remplacant 1, par n:(?) dans r et 75(9) en remplacant n; en 7 () dans 7. Les
vecteurs Iy, (J) = (r1(9),...,rm(9)) et Tm(9) = (F1(9),...,7m(?))" sont tels que ry, = 1 (o) et
Py = T ().

Pour démontrer le théoréme 3.1, nous décomposons la preuve en 4 étapes.

A.2.1 Impact asymptotique des valeurs initiales inconnues sur la statistique #,,.
A.2.2 Loi asymptotique de v/ni,.

A.2.3 Inversibilité de la matrice D.

A.2.4 Convergence de la matrice D.

A.2.1 Impact asymptotique des valeurs initiales inconnues sur la statistique t,,

Pour étudier 'impact asymptotique des valeurs initiales inconnues sur la statistique #,,, nous
examinons le comportement de 7, (1) — 7, (). Ceci revient a considérer s;(9)s;_p () —3¢(9)8_p(F) =
ay + bt avec ay = {St('&) - §t(’l9)}8t_h(19) et bt = §t(’l9){8t_h<19) — gt—h(ﬁ)}-
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En utilisant le résultat (A.2) et infyeca @2 > infyea w2/T

— ef 1) o ef _ i n B
o [(CE@?) 1) (63(@) 1)] (cfm 1)
Gt = ¢ € 1
Gt ) \Gn@)

> 0, on a

|at‘ <K€t ‘Ct Ct’ C h( )
t—
2|72 _ 2 ein
SKQ‘Q —gt] !
tf

< Kej(ein + DIG = ¢
< Kp'ej(ein +1) sup max{(, &/}
ve

Nous obtenons les mémes conclusions pour le terme b;. Par conséquent,
Jae| + [be| < Kp'ef(ei_y +1) sup max{(f, ¢} -
€

En utilisant I'inégalité (a +b)* < a® +b*, pour a,b > 0 et s €]0, 1], le resultat (A.1) et I'inégalité de
Holder, on a pour un s* €]0, 1] suffisamment petit

Sx
sup |a <E sup |[Kple? (2, +1 supmax{(,(}
2#@' t‘ fz;ﬁeA ' )ﬁeA b
1 . n . S
<K () E|Y  p'ei(efy, + 1) sup max{cf,cf}
n —1 JEA
<K ( ) [Z pts*] 5t Et n T 1)) ] E [sup max {Ct27<~t2}s :|
JeA
1 sk M
< K <n> Zpts*E [Egs*] E [(5%,h + 1)5*]
t=1
1 sk M
<K <n> Zpts*E [525*] E [6382 + 15*]
t=1
1 n
< ts*
- ‘Kvns*/2 Zp n::o 0

Nous en déduisons que n~1/2 > iq Supygea |ar] = op(1). Nous obtenons la méme convergence pour

b¢, et pour les dérivées de ay et by.
Par conséquent, nous obtenons que /n(rp(¢) — 7,(9)) = op(1) et donc

O (9)  OFm(9)

Viltn(P) = Fn(Vo)l = 0r(1),  sup | —55= — —2

JeA

| o) (A.6)

Les valeurs initiales inconnues n’ont donc aucun impact asymptotique sur la statistique &,,.
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A.2.2 Loi asymptotique de /nf,,

La distribution asymptotique de \/nt,, est issue de la loi jointe entre la loi asymptotique de
\v/nry, et de 'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance.
En utilisant (A.6) et un développement de Taylor de r,,(-) autour de ¥,, et ¥y, nous obtenons

Vit = Vit (o) + Z) i, — i)

= /Nt + ar’gff*)\/ﬁ(én —9g) + op(1).

pour ¥* entre 1§n et Jg.
En utilisant un second développement de Taylor, nous obtenons
or, (0%) _ Orm,(9)

ov ov

+ O]}D(l).

Pour un r;, donné, on a

8rh 1 "L Osy( 190 —n(Yo)
" Z
u 53t—h(190)
zh: [ ~n(Yo) + (190)7819
0 0si_p (Y
0s¢ (Y
=FE [st r(Y0) Sta(ﬁo)}
par le fait que E[s¢(0¢){0st—n(F0)}/{09}] = 0.
De plus, )
054 (0 [ onf —1
cp=E [St—h(ﬁ‘o) 83(190)} =E St—h(ﬁo)%]
: 1 acfwoq
=FE |—s_pe
R 9e) 00
. 1 9¢ (Vo)
= | gy o0
w2 1 93¢ (Vo)
- -2pie o0 5 5
1 3@2(190)}
—E |s;— .
[ TR Wo) 9
Nous obtenons donc que
c
arm('l90) L .
o O
cm
Il suit que )
Vnty, = v/nry, + Cov/n(d, — 9) + op(1). (A.7)
Nous notons /nr,, = n~" > ot StSt—1:t—ms OU St—1rt—m = (St—1, ..., St—m)’. Nous pouvons mainte-

nant obtenir la loi asymptotique de \/ﬁ(ﬁn — ¥, 1) en appliquant le théoréme central limite aux
différences de martingale

_ 1 OC3(Y /
{Tt = <StJ 1C2(190) Céé/o),as;_u_m> ;0 (M, u < t)} ]
i
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L’espérance de la loi est donnée par

1 0¢?
e

E[YF ] = St—1 E [s:|F" ] =0,

St—m

car (st—;)i>1 est mesurable par rapport a la tribu F,! | engendrée par {n,,u <t} et E[s;] = 0.
La variance est quant & elle donnée par
J—liaictzaicfj—l J—liaiCtQS/
¢t 09 o' ¢ oy Tl
1 9¢7

—1 /
St—1:t—m =5 7o St—1:t—mSy_1:4—
<t2 819/ t—1:t—m

L1 OGOGE 106,

E[Y, T} =E |s}

@ o0 o 2 g Si-tt-m
=E [Sﬂ E Ct 1 842 Ct
St—tit-m—3 e d N St LiemS] 1y
Ctz o t—1:t—m
Or, nous avons
E [Sf] =y — 1,
E J*lia—@a—ﬁrl =JE 1062 06 Jl=gtygt=y"t
o9 o 09 o ’
1a¢t 1A¢ —1
E (st 1t-m——J =E|st1t-m—=s=|J  =-CpJ ",
[St 1:t Ctz G St—1:t Ctz G
" 571 St-1St-2 ... St-15t-m
- 2
si_
E [St—llt—ms;tfl:tfm] =K (St—l . St—m) =E =2

Pour i,j € {1,...,m}eti#j,ona
E [St—ist—j] =E [(ntzfi - 1)(7715273' - 1)]
=E [77t2—i77t2—j — i — 773—3' + 1] =0.

Pourie {1,...,m},on a
B[] = B[] =y~ 1.

En conclusion, la variance asymptotique de la loi se résume &

J! —J tc!
I _ m
E [TtTt] - (K/n 1) (_ij—l (K/T] _ 1)Im) )

ce qui conduit &

1 & C ,
7 ; T, N (0, E[Y,Y}]) . (A.8)

En utilisant (A.6) et (A.8) nous obtenons la loi de y/nty,. On rappelle que
rp,=n"1 Z?:Ihlﬂ 5¢(90)st_n(o) et 7 = n~t Zﬁ:lh\ﬂ 5t(90)8t—p(Y0). Par un développement limité
de Taylor, nous obtenons I’expression

= i) = 3 S5 () = in00) + =)t D (5o 0) P 4 s 0) )
t=|h|+1 t=|h|+1 Y=9*
:Th(ﬂo)Jr% > (St(ﬁ)) N (9n — Vo) + Ran.
t=|h|+1 -
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1
avec Ry, = 7,(¥9) — rp(Yo) = Op <> Par la suite on a
n

~ 1 & Q * * * ) D,
o=t = D (Si0) =S8 + 8u(0)) (D — Do) + R
t=|h|+1
= Ly Si(¥*) + R, + O L
=Tt Z t(0%) + Ry + Op -
t=|h|+1

avec R, = ! > (St(ﬁ*) - St(ﬁ*)) (0p —99) = Op (1). On a ensuite,
T 4—|n|+1
. 1< . R
L =TH+ — Z (St(ﬂ ) — St(ﬁo) + St(ﬁg)) (19n — 19()) + Op <>
[Ty "

1 — N 1
ZTh—l-g Z St(§0)+Rn+OP <n> )
t=|h|+1

. 1 =n . .
avec Ry, = >0 (Se(v*) = Se(Y0)) (Y, — Vo). Par le théoréme ergodique et comme |9, — ¥g|| =
T t—|p|+1
1 P 1 i
Op (\/ﬁ), nous obtenons que R,, = Op (\/ﬁ) Finalement,

Tn = rp + E[S¢(J9)] (én — o) + R,

Z?:\hH—l (Se(P0) — E [St(90)]) (9, —1) et par les mémes arguments que précédemment,

avec Rn = l

R n

R, = Op (%), donc
" 0s¢(V O0st—p (0 - 1
th=rp+E [st_h(ﬁg) 5(190) s () — a%( 0)} (0, — D) + Op (\/ﬁ>

=, +E [st_h(ﬁo)asé(g())] (9 = 90) + O <\/15> '

A 1
£ = Ty + Cr (D — 00) + Op (\/ﬁ> .

En conclusion, nous arrivons a

Vi, = /nry 4 Cop/n(0, — 00) + op(1).
Finalement, la loi \/n#,, est donnée par /nt, LN (0, D) ou D est définie comme suit

(ngrfoo Var (\/ﬁ(én - 190))> o

D = nli)glw Var (\/ﬁrm) =E [rmr;n] + Ch,
+ ngrfoo Cov (\/ﬁ[‘m, Cm\/ﬁ('@n - 190))

+ lim Cov (Cm\/ﬁ(ﬁn — ), \/ﬁrm)
= (ky — 1)%Ln + (ky — 1)Cr I 1CL, — (ky — 1)Cp J 1 CL,
— (ky — 1)Cpnd 1Oy
(ki — 1)L — (ki — 1)Cpp J 1Cl.
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A.2.3 Inversibilité de la matrice D

Sous I’hypothése H2”, la loi de n? est non dégénérée, donc ky > 1. Etudier I'inversibilité de la
matrice D revient a étudier inversibilité de (r, — 1)L, — Cp J1C,.

1 98¢ (W)
= S{_14—m 1 =270 el
On pose V =8 1.4—m + CpJ 20 00 el que
1 ¢ (Wo)] ;-1
E[VV'] =E [St—14-mSi_14—m] + E [ 209051 ta | cl
_ 1 () 1 9¢E () ¢ (Do) -
- IE St \VU) m 1]E t t 1, v
+ Cnd 2(0y) 99 St—1:t—m | + CmdJ o) 00 5 JC,,
= (ky — D)Ly, — Crpd1CL.
Si la matrice n’est pas inversible, alors il existe un vecteur A = (A1,..., \;,)" non nul tel que
1 8¢ (Yo)
A/ = )\I —1:t—m ! t = 0.
ou encore
1 9¢2 (W) 1 9¢2 (W)
NV = Nsi_tmm + 1/ - : =0, ps. A9
ot (g a0 g e ) <0 e A9
En utilisant le fait que
1 9¢(Wo) 2 1 9 (W) ¢ 1 9GE (Vo) 2 2 1 9¢ (Vo)

= log(¢/ (Jo)) +

Co) 060 T (W) 00 - () or TG (W) or

nous pouvons réécrire (A.9) telle que

1 (TaCtT(ﬁo)
¢ (Vo) a0

avec p = (2/7)NCp, J 1. Nous remarquons que p # 0 sinon N's; 1.4, = 0 presque stirement, ce qui
impliquerait qu’il existe j € {1,...,m} tel que s;—; est mesurable par rapport a la tribu engendrée
par s, pour t—1 < r < t—m avec r # t—j. Ce n’est pas possible parce que les s; sont indépendants
et non dégénérés.

—Cf(ﬁo)log(g(ﬂo))+76C€9(Tﬁ0)>:O, ps. (A10)

NV = )\,Stflztfm + ,Ul

Nous pouvons réécrire (A.10) de sorte a faire apparaitre les dérivées de (; par rapport au vecteur

0 et par rapport a la puissance inconnue 7. On pose pu = (v4,12), ot Vf = (p1, . .., pogp+1)’ # 0 et
Vo = f2g+p+2 7 0. Nous avons :
1 9¢] (W)

1 ocT (¥
NV = Nsi_14-m + V7T + vy —¢/ (Vo) log(¢f (99)) + 7 ¢ (o) =0, p.s.
(’190) 8’7'

¢ (9o) 00 7

ou encore,

9¢; (Vo)
00

Nsi_1:4—mC (Vo) + Vi + 1y (—Cg(ﬂo) log(¢] (Wo)) + T%@) =0. (A.11)

Les dérivées sont définies récursivement par

06 (9) _ (V) + EP:BJ.M

06 ot 20
OT(W) _ N~ ot loa(ct oG (9)
or :Zai log(e,~;)(e,_,)7 + a; log(—e,_ ) (—¢,_,) +Zﬁg oy



ot ¢,(¥) est défini en remplagant (7 () par ¢7 (9) dans &) (voir au Chapitre 1 I'équation (C.90)).
On rappelle que £ = ¢, et €, = (;m; et nous notons par Ry, une variable aléatoire mesurable
par rapport a la tribu o{n,,u < t}. Nous décomposons (A.11) en quatre termes. Les deux premiers
termes dans (A.11) peuvent étre réécrits comme

= po(ee—1)" + Mq+2(_5t71) + Rio
= p2Cl 1 (0 )7 + prgrall (=117 + Ria,
—va(] (W) log(¢7 (90)) = —va (f ¢y ()™ + a7 Gy (—=1_1)" + Ri—2)
x log (f ¢y ()" + oy Gy (=n1)" + Ri—2) ,
et
¢ = )"+ a7 G (=m )™ + Rio,
NSt 14—m = )\177t_1 + R;_o,

ce qui nous donne pour le premier terme

Nst1-mC = My [ (7)™ + a7 (=0 )]+ ny Reat Re—a+ [(n )™ + (=1,_1)7] Ri—a.
Le dernier terme donne

9Gi(o) _ . I ALV C)
taTO :Z’j?TO‘:rlOg(g;i)(@tti) + votay log(—¢g,_;)(—¢;;) +ZV2Tﬁjt7]

i=1 Jj=1
= Vsz log (e 1 )(ef_1)7 + varay log(—e;,_)(—&;_1)" + Ri—2
= v log (¢ 1 (0= 1)) (T 1 (0= 1)7) + vaay Tog(¢7 1 (=0 1)) (1 (=m_1)7) + Re—o.

VT

En combinant les expressions précédentes, (A.11) se résume a

NV =M [of )™ + oy (=02 )] 4+ ni 1 Ri—a + [Re—z + vaaf Rz log(Gi—1(n/1))] (n/4)"
+ [Ri—2 + ooy Realog(G1(—n;_1))] (=0, 1) Ri—2 + R 2
Lz (OéfC;l(TltJr—l)T + a7 ¢ (=) + Re—z) log (af 71 (0 1)" + a7 (1 (—m_q)" + Ri—2) =0,

ce qui est équivalent aux deux équations suivantes

M¢gar ()7 = (veaf (T ))7 + Ri—2) log (af ¢7_1 (" 1)™ + Ri—2)
+ [Ri—2 + voaf Ry 2log(Ga ()] (07 ) +ni1Rea+ Ria =0 (A12)

MG op (—ny) T - (207 ¢ (—=m_y)" + Ri—2) log (a7 ¢f 1 (—n;_y)7 + Ri—2)

+ [Ri—2 + vaay Ry—2108(Ce—1(=1;,21))] (=1,_1)" + ni1 Re—2 + Ry—2 = 0.
(A.13)

Notons qu’une équation de la forme
alz|™"% + [b+ e(|z|")] log b + e(|z|7)] + [d + elog(|z])]|z|” + f2? + g =0

ne peut pas avoir plus de 11 racines positives ou plus de 11 racines négatives, saufsia =b=c=d =
e = f = g = 0. Par 'hypothése H9, les équations (A.12) et (A.13) impliquent que A\ (o] +a;) =0
et (o] +a7) =0.

Si A =0et vy =0 alors Nst_14_m := )\/2:mSt_2;t_m. Nous pouvons donc réécrire que

)\/St—l:t—mCtT = [OZ;FC (77t 1) +ay ¢ 1(=n ) + Ry 2} )‘Qmst 2:t—m
= [af (i) + o ¢ (— ;1) | NounSt—2:t—m + Ri—2.
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Par (A.11) et ’équation précédente, on a

[ ¢ ()™ + oy T (=m 1) 7] Mo St—2:t—m = —p2¢]_ (0 1) + pgr2C 1 (=1 1) + Ri—2,

ce qui entraine que

afcg—l(n;r—l)TAé:msth:tfm = _MQCZ—_l(nlil)T + R o
et
afCtT—1(—77;1)T>\/2;m5t72:t7m = —pg+2G1(=n_1)" + Ri—2.

En soustrayant par I'espérance conditionnelle par rapport a la tribu Fr_o = o{n,', 0 ;r <t —2}

O‘irgfl)\é:mst—m—m [("7?—1)7 - E[(nj—1)7|}—t—2u = p2Gi—1 [E[("?;r—l)7|-7:t—2] - (77;1)7]
af (i NaumSt—2—m [(1,21)7 = E[(0,21)7]] = pa¢ly [E[(n20)7) = (020)7]
La loi de n; étant non dégénérée, nous obtenons forcément af = po = 0 et de maniére symétrique
a7 = g2 = 0. Mais pour ce modele, il est impossible d’avoir oz;r = a7 = 0 par 'hypothese H3”.
Nous pouvons montrer par récurrence qu’il en est de méme pour les autres coefficients et que (A.10)
entraine nécessairement af +a; =...= a;r +a, =0.

A.2.4 Convergence de la matrice D

Nous pouvons montrer la convergence presque siire de D. Pour ce faire nous utiliserons des résul-
tats connus de la consistance de l'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance, les hypothéses
faites sur la loi de n et sur la matrice Cy,.

Nous écrivons la matrice D telle que

D= (ky—1) [(ky—1)Iq— CmJ_lC;n] .
On pose A = CpnJ 1C!, respectivement A=C,,J'C! et B= (ky — 1)1y — Cp J71CL,, respecti-
vement B = (k, — 1)I; — Cy, J1CJ,. On a alors
D = (ky — ky)B + (ky — 1)B.
En travaillant de méme sur les matrices A et B nous obtenons

A= (Cp—-Cp)J ! +Cpn(J =T HC! +CpJ (!, -

m m

(Con — Co)JLC! + Con (T2 = T HC! + Cpd 1 — O ) + A;
B = (kiy — fn)lg+ (Ry — 1)+ (A — A) + A,
(A—A) + (ky — ky) s+ B.

Finalement,
D = D = (g — fig) B+ (g — 1) (A = A) + (s — fey) L]
1D = DIl < Iy = gl B + Ity = 1] {4 = Al + 1y — iyl
Nous savons que
1A = Al < [|Co = ConllllTH I+ 1C 1T = THICT N + I Cmll[ I, = Crall

< NG = CanlllTH NG+ Ul HIT = I HIHC I+ ICmIN T Cr = Cral

— 0,p.s.
n—-+00

|ky — 1| < K et que |k, — Ry| tend presque strement vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Il suit que
|B|| < K et on conclut que D — D presque strement lorsque n — +00. O
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Annexe B

Preuve de la consistance

Résumé

Dans cette section, nous donnerons les éléments de la preuve de la consistance pour le modéle CCC-
APGARCH. La preuve du théoréme 2.1, correspondant au cas ou la puissance § du modéle est
connue, sera détaillée au paragraphe B.2. La preuve du théoréme 2.3, correspondant au cas ou la
puissance est inconnue, reprend un certain nombre d’éléments du cas connu, et nous ne détaillerons
que les éléments changeants.

Sommaire
B.1 Rappels . . . . . i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 123
B.2 Puissance Conmue . . . . . ¢ v v v v v v v v v o o bt e e e e e e e e e e e 124
B.3 Puissance inconnue . . . . . . . . ...ttt t ittt e e e e e 130

B.1 Rappels

Pour la preuve de la consistance, nous utiliserons une norme multiplicative définie comme

1A := sup [|Az|| = p/2(A'A),

=<1

ol A est une matrice réelle de dimension d; X dy et ou ||z|| est la norme Euclidienne du vecteur
x € R% et p(-) définit le rayon spectral. Nous rappelons que la norme satisfait
JAIP < Y- a?; =Tr(A/A) S dall A%, |AA] < A",
i3
De plus, nous avons la relation suivante

| Tr(AB)| < (dud2) /2| All]| B

tant que le produit matriciel est bien défini. Pour cela il faut nécessairement que la matrice B soit
de dimension dy X do.

Pour établir la consistance forte de I'estimateur, il sera utile de réécrire le modéle (2.1) sous sa
forme matricielle. Dans le cas ot la puissance J est connue, le modéle s’écrit comme suit

H(0) = ¢,(0) + B(0)H;—1(0), (B.1)
avec .
1’ (6) w3 AF(E )Y+ A7 ()Y
4/2 i=1
| #Ae B 0
HE) = | 1 | a6 =
52
hzip-l-l(e) 0
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B, Bs B,

I, 0
BO)=| 0 I,

0 Iy 0

Dans le cas ou la puissance est inconnue et doit étre estimée simultanément avec les autres para-

métres, cette écriture matricielle reste semblable. Dans ce cas, nous remplacerons § par 7, ainsi que
6 en 9. Pour étre sir de ne pas faire de confusion, il est nécessaire de remplacer H; () par H,(;T) (9) et

¢, (0) par c,g )(19). Pour simplifier les notations, nous écrirons H; & la place de H;(#), respectivement
HgT) a la place de Hy) () lorsqu’il n’y a pas de confusion possible et de maniére similaire pour ¢,

B et gy). En itérant cette expression, nous obtenons

oo
Hy=c,+ By +B% o+...+B 'y + BHy = B, ;.
k=0

B.2 Puissance connue

Pour démontrer le Théoréme 2.1, nous décomposons la preuve en 4 étapes.

B.2.1 Oubli asymptotique des valeurs initiales : lim,_, 4o Supgeg |Ln(0) — Ln(0)] = 0, presque
stirement.

B.2.2 Identifiabilité : si il existe un t € Z tel que A’ ha/ 2(6’) = ﬁf/ 2(60) presque stirement et R = Ry,
alors 6 = 6.

B.2.3 Minimisation de la log-vraisemblance en la vraie valeur : Eq |l;(6y)| < +oo, et si § # 6y,
Eg,[1:(0)] > Ea [1:(00)].

B.2.4 Pour tout 6 # 6 il existe un voisinage V() tel que

liminf inf L£,(0%) > Eg [l1(60)], p-s. B.2
no o0 0+ €V (0) (07) > Ego [1(60)],  p-s (B.2)

B.2.1 Oubli asymptotique des valeurs initiales
Nous définissons le vecteur H; en remplagant les variables hgf Qi, pour ¢ =0,...,p— 1, dans H; par

ﬁff et nous avons
M =c, +Be ; +...+B 4 l¢, | + B 4+ BE, + B'H,. (B.3)

ou le vecteur ¢, est obtenu en remplagant £, ...,g,_, dans ¢, par les valeurs initiales.

Par I’hypothése H2 et le corollaire 1, nous avons p(B) < 1, et nous pouvons déduire de la
compacité de 'espace © que I'nous avons supgeg p(B) < 1. En utilisant 1’équation itérative (B.3),
ainsi que la méme avec Ht, on obtient presque siirement pour tout ¢

sup HHt — I[:]It‘ = sup ZIB%t (¢p — &) + B! (Hy — Hp)

0cO 0cO

(B.4)
< Kp',

ot K est une constante aléatoire qui dépend des valeurs passées de {g;,t < 0}. Nous avons de
maniére équivalente

Sgg“hté/Q(e) he'*(0 H<KP (B.5)

124



Alors, pour i1 = 1,...,d, comme min (hf”t/Q(G),ﬁfﬁt/Q(G)) > w = inf1<j<qw(i), le théoréme des

accroissements finis implique que

~ 2 1-6;, /2 =1-8;, /2 8iy /2 =81 /2
sup By 1(0) = hiyo(0)] < <= supmax (hy, 1 %(0), Ry 1 2(0) ) sup [0 (0) = B (0)
0cO i1 0€O 0O
2K 1 -
< 5 (sup > Sup max (hil’t(G), hil,t(9)> ot (B.6)
i1 \9€0 W/ 9co
< Kp',
et de facon semblable
~ 1 1-8;,)/2 ~(1—6;,)/2 i /2 ~8;, /2
sup hil/i(e) — hlll/i(e)‘ < Tsup max (h'gl,t 1)/ (9)’ hght 1)/ (9)) sup h“}t/ (9) _ hilft/ (9)
0cO 11 €O 0O
< K <sup 1> sup max (hjﬁ(&),hjﬁ(@)) ot
i, \veo W/ peo ’ ’
< Kp'
(B.7)
De la majoration (B.6), nous pouvons en déduire que nous avons presque stirement
sup HHt - ﬁt” < Kp', vt. (B.8)

0cO
En utilisant le fait que ||R*1H est I'inverse de la valeur propre du plus petit module de R et que

| DY = [mlnz(hl/ bi )], nous avons la majoration suivante

sup | H; || < sup |[D7H*|IR7Y|
0cO 0cO

-1
< sup [mln( (1 )1/5 )] ”R_IH
0cO ¢

< K. (B.9)

Par I'hypothése H5, nous utilisons le fait que la matrice R est définie positive, la compacité de
I'espace © et la positivité stricte de w, nous avons la majoration similaire a (B.9)

sup || H; || < K. (B.10)
fcO

Par ces inégalités, nous pouvons montrer le premier point B.2.1 de la preuve. En effet,

n

1

sup|£4(0) — £4(0)] < fzsup l(H;t — ;e + log | Hy| — log | |
6cO n i 0o
- 1 & -
< El(H; " = Hy ey + = > sup [log | Hy| — log | |
n = 00 n ] 6€o
< 51+ 5s.

Nous pouvons réécrire le premier terme de droite Sy de 'inégalité ci-dessus comme

S1=— Zsup e H, — H)H 5t‘
n ‘< gco
1 n
= = sup |Tr(H; N (H, — H)H; 5t5t)‘
n 4] 6€0

< ki Z sup || Hy Y| Hy — Hell|| H7 e
n 4" 6€o

1 n
<K= plllecdl
t=1
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par utilisation des majorations (B.8), (B.9) et (B.10). En utilisant le lemme de Borel-Cantelli et le
corollaire 2, nous pouvons déduire que p'|lg,g}|| = plele, tend vers 0 presque stirement. Le lemme
de Cesaro implique que n=1 Y 7 | p'lle,g, || — 0.

Pour le second terme Sy de 'inégalité, nous utilisons deux inégalités log(1+ x) < x pour = > —1 et
|det(A)| > p(A)? > ||A]|¢ et on obtient pour le terme So

log |Hy| — log |Hy| = log |H, H; |
= log |Iq+ (H; — Hy)H,; |
< dlog ||I4+ (Hy — Hy)H |
< d|H, — H|[|1H | -
Par symétrie, on obtient une majoration semblable pour
log |Hy| —log |Hy| < d||Hy — Hyl|[| H; |-
Il s’en suit par (B.8), (B.9) et (B.10) que
RN 7 1 ¢ 3 Fr—1 —1 1~
w2 [log | 3| — log | 1| < s 2 sup 1~ | (0 + 1) < >

Nous concluons que le terme Sy converge vers 0.
Nous avons montré que supyce |L£:(6) —L:(6)| — 0 presque stirement et le point B.2.1 est prouvé.

B.2.2 Identifiabilité

On suppose que pour 6 # 6y on ait
h,(0) = hy(00),Py, — p.s., et R(0) = R(f).
Donc pour p = pg, nous rappelons par (2.5) nous avons
1%(00) = By (Dw + By H(D)AF (L) ()2 + By (L) Ay (L) (g )/
Nous avons une expression similaire avec le paramétre 0
h%(0) = B (Dw + B-HL)AH(L)()2? + BTHL)A™ (L) ()22
Par conséquent, en effectuant la différence, nous obtenons
0=B"' (1w By (Dwy + B-HL)AT(L)()Y? - By (L)AF (L)(f )/
+B7UL)A™ (L) (e )2 — By U (L) AG (L) (e )22
et
B~ (Dw - By (D = [BHL)AT(L) - By (L)AF (L)] () + [B~(L)A™(L) - By (D) A5 (D)] ()2
=PRI+ P (L) ()™,
ol -

PE(L) = By (L) A (L) - BH(L)AS(L) =) PFL (B.11)
=0

Nous remarquons que Pi- = P*(0) = 0 par les conditions d’identifiabilité. En utilisant (2.2) et (2.3)
nous pouvons écrire

PHL)ENY? + P (L)(e))?? = PH(ef ) + P (6% + Zis
=P On e V02 2y ps,
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ol Z;_o est mesurable par rapport a la tribu F;_s engendrée par {n;—a,m;—3,...}. Il vient que
P One% 4 pry 2O = B (1w — By (Vwy — Zia = Zis
ol Z;_5 est une matrice aléatoire mesurable par rapport a Fi_5. Comme P T:r_’(ld) + P Tt__’(lé)

est indépendant de (Z;_2,h,_;) et comme h;,_; > 0, PfrT::’(f) + Pl_T;(la) = C pour une matrice

+,(9)

constante C'. Les matrices =Y} étant diagonales, I'élément (4, j) de la matrice C' satisfait

C(i,§) = P (i, ) (iif,_ )% + Py (4,5)(75,_1)"

Si P (i,7) Py (i,) # 0, alors 7j; ;1 prend au plus deux valeurs différentes, ce qui est en contradiction
avecl hypothése H3. Si P (i, j) # 0 et P, (i,) = 0, alors P;" (4, J)("?Ltq)é] = C'(i,7) ce qui entraine
que C(i,7) = 0, comme P(7};,—1 > 0) # 0 et donc 7;,—1 = 0, p.s., ce qui est aussi en contradiction
avec I'hypothése H3. Nous obtenons donc P;” = P = 0. Pour i > 2, nous avons de méme pour
P et par (B.11) nous obtenons que P*(L) = P~ (L) = 0. Donc par I'égalité (B.11), nous pouvons
appliquer la proposition 1.1 parce que nous faisons I’hypothése H4 (ou H4’). En conclusion, nous
avons 6 = 6.

B.2.3 Minimisation de la log-vraisemblance en la vraie valeur

Le critére n’est pas intégrable en tous les points. nous commencerons par montrer que Eq, [l¢(6)]
est bien définie sur R U {400} pour tout 6. En effet, nous avons

Eg, [l; (0)] < By, [log™ [Hy[] = By, [log™ | D RDy|] < max{0, log(| R minw(i )} < oo

Il faut maintenant montrer que Eg, [l+(6y)] est bien définie sur R. Pour cela nous utilisons la relation
|det(A)| > p(A)? > ||A||? et I'inégalité de Jensen, ainsi que le corollaire 2

d s
Eg, [log |H¢(0o)|] = Eg, [8 log ’Ht(90)|d}
d s
< glog (E90||Ht(90)\|d)
d S S
< < log (Ego | RI|*[| Dot]|**)
d
<K+ _log (Eg, |1 Dot [|**)
— i+ 1og (o, [max (o)) )
d
<K+ glog (Eg, |y (60)]]°) < o0

Par conséquent nous avons pour le critére en 6y

Eg, [1¢(60)] = Eq, [e1H, (90)€t + log | Hy(60)|]
= Ey, [nt 1/2 (90) 12 (6o)n: + log |Ht(‘90)q
= By, [Te(rf(H} ) (60) i (80) H} ' (Bo)) + Lo | Hul6o) |

= Eg, [Tr(njn:) + log |Ht(90)|]
= d + Ey, [log [H:(0o)[] < +o0.

£

Comme Ey,[I; (6)] < +o0 pour tout 8, Eg,[l; (6p)] < +00 et nous en déduisons que Eg,[l:(6p)] est
bien défini sur R. Par conséquent, lorsque nous étudions la fonction 6 — Egy[l;(#)], nous pouvons
restreindre I’étude aux valeurs de 6 telles que Eg,|l;(0)| < oco.
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Nous notons par \;; la valeur propre positive de Hy(6)H, ' (0). En effectuant la différence des
espérances des critéres en # et 6y, nous avons

Eaq [1:(0)] — Eg, [1:(60)] = Eo, [etH; <6>st+1og|Ht<e>u Eg, [e¢H; " (60)e, + log | Hy(60)]]
= Eg, [5t H0)e, — (90)5t] + Eg, [log [H¢ ()| — log [ H:(6o)|]

= Eg, [2/{H;(0) - H (00} )] + B, log [H(0)H™ 00

— Eg, |1(H 1/2>’<90>{H (0) — H (00)}Hy " 00)

+Eg, [log [Hi(6)H, ' (6))]

— Euy [ () G0V O)H60) — (H!) (60) 7 (00) (00} ]

+E90 log | Hy(0)H; 1(90)H

— Egq [ () (00) H (0)H,(00) — Lo} + Ba, [log | Hi(0)H ™ (60)]]

— 1o B, (/%) (00) 1 001 (00) 1 & ]}
+ Egy [log |H:(0) ;' (60) ]

= Bgy | T ((H} ") (00) B (0)H) " (89) — 1a) | + B, [log |Hu(6) H; " (80)]]
d

D (Aip =1 —1log(Air))

=1

= Eg, >0

9

ou nous avons utilisé l'inégalité log(x) < x — 1, pour tout = > 0. Mais, si x = 1, log(z) = =z — 1
alors I'inégalité est stricte, sauf si pout tout ¢, \;; = 1Pp,—p.s. Cette condition signifie que H;(0) =
H(60p)Pg, p-s. 1l est évident qu'il en suit que hy(0) = h(60)Pg, Dp-s. et R(8) = R(6p).

Par l'identifiabilité prouvée au paragraphe B.2.2, on en déduit que # = 6y et cette partie est
prouvée.

B.2.4 Preuve de (B.17)

Nous rappelons I’écriture du critére de minimisation
1 n
=D U b=1U(0) =eiH; e, +log |Hy.

Pour 6 € © et un entier k > 0, on décrit par Vj() la boule ouverte de rayon 1/k centrée en 6. Nous
avons

inf  £,(0°)= inf  (L£,(0°) + L, (6%) — L, (6

e*e\},?(e)me (6%) a*e‘}?(t‘?)ﬂ@( %) + L) ( )>
> inf L0 inf L, (07) = L,(60*
*a*e\};?(e)m@ ( )+9*e\gl(9)ﬂ®< @) ( )>
> inf  £,(0")— su Ca(07) — Ln(607)]
BCAAGRE ) a*evk(lz)r@ ( ) ( )

Alors

L (0%) = L (67)

liminf  inf  £,(0") > liminf  inf  £,(6*)+liminf [ —  sup

n—+00 §*eVy,(9)NO n—+00 §*eV;,()NO n—+00 0*EVi,(0)NO

> liminf  inf = £,(6%)
n—-+00 §*cVy(0)NO n—+oo 9O

C.(6) — £4(0)].
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et par le paragraphe B.2.1, on en déduit que

- 1<
liminf inf  £,(6*) >liminf inf  L£,(6%) =liminf  inf =" (67)
n—+00 9*cVy (0)NO n—-+00 §*cVy (6)NO n—+00 9*cV, ()N N =1

1
> liminf— inf  ,(67%). (B.12)
n—oo N pl 0*eVi(0)NO

Nous ne pouvons pas appliquer le théoréme ergodique classique & {infg-cy, (9)ney l¢(0")}¢ & cause de
I'intégrabilité du critére mentionné au paragraphe B.2.3. Pour notre cas, nous utilisons une extension
du théoréme ergodique classique (Billingsley (1961) pages 284 et 495) et nous avons

n

1
liminf =" inf  1,(0*) —E < inf zl(e*)>
n—+o0o N —1 0*€Vi(0)NO 0* Vi (0)NO

Par le théoréme de Beppo-Levi, nous avons pour k allant vers l'infini

liminf E ( inf 11(9*)> =E <lim inf  inf 11(0*)> — E[l1(0)].
k—+oo  \0*EVi(0)nNO k—+00 6V, (0)NO

Par conséquent (B.12) implique que

liminf  inf  £,(6%) > E[l1(0)]
n—+00 9* €V (0)NO

et il en suit le résultat (B.17).
B.2.5 Conclusion

Par le paragraphe B.2.1, lim L£,(fg) = lim L,(6y) et par le théoréme ergodique, nous avons
n—-+o0o n——+0o

lim £,(00) = Eg, [[1(f0)]. Par conséquent, EIE L,,(6p) existe et est Eg, [I1(6)].

n—-+0o0o

Comme inf  £,(6%) < £,(6p), nous avons
0* €V (60)NO

limsup  inf  L£,(0*) <limsup L,(6p) = lim L,(0y) = ngrfoo Lr,(60) = Eqg, [11(60)]

n—+oo 0*€Vi(00)NO n—+o00 n—+00

Alors pour un voisinage suffisamment petit V' (6p) de 6y

li inf  £,(0") <li L, (00) = Eg, [11(6o)] - B.13
imsup __f ()*fﬂiﬂf (60) = Eg, [12(60)] (B.13)

L’espace des paramétres © peut étre recouvert comme

©c V() + Vo)
0co

avec V (0) qui est un voisinage de # vérifiant B.2.4. Par la compacité de 0, il existe un recouvrement
fini de ©
0 C V(@o) U V(91) Uu...u V(Hk)

et alors .
inf £,,(#) = min inf  L£,(0). B.14
0o n(6) i=0,1,..k §€ONV(9;) n(0) (B.14)
Supposons que pour tout N, il existe n > N tel que 6, € V(0i,) avec ip = 1,..., k. Soit € > 0, nous
avons par (B.13) qu’il existe N tel que pour tout n > Ny,

inf £, (0%) < |1i inf L, (6" < Eg, [11(0 ,
o g £n(07) < |lmsup  uf Ln(67)] +& < Bao [a(60)] + ¢
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et par (B.17), pour iy # 0, nous obtenons I'existence de Nz tel que pour tout n > Na,

inf  L£,(0%) > |liminf inf L£,(6%)| —e.
0*6V(6‘i0) n—+00 Q*EV(QZO)

Nous pouvons supposer que N > Nj U Ny et par les deux derniéres relations et (B.14), nous avons
pour ig # 0

liminf inf L£,(0%) — inf  £,(0) = inf £,(0) < inf L,(0) < Eg, [l1(6 .
égigoe*el\?(eio)ﬁ( ) 8<9€%)I%0i0)£() ;Ieleﬁ()_eellgl(eo)ﬁ()< 00[1( o)l +¢

Alors on aura

lmpnt |l £0(0°) —< < By, [1(00)] +=

alors

. . ~ *) <
1,12225 e*el\lfl(feio) L,(6%) < Eg, [11(00)] - (B.15)

Mais par (B.17) nous avons li1_1>1 Jirnf , i‘l;l(fg : L,(0%) > Eg, [11(6o)] et ceci est en contradiction avec
n 0 P*¢ io
(B.15).

Pour n assez grand, nous concluons que 0, appartient a V' (6p).

B.3 Puissance inconnue

Nous rappelons que la représentation matricielle du processus lorsque la puissance d est inconnue,
[P
s’écrit

H{ (9) = ¢f7 (9) + BO)H, (9). (B.16)

Nous adaptons les matrices mentionnées dans le paragraphe B.1, en replacant 6 par ¢.
Pour prouver la consistance de 'estimateur lorsque ¢ est inconnue, nous décomposons la preuve
en plusieurs points comme dans le cas ol § est connue.

B.3.1 Oubli asymptotique des valeurs initiales : lim,, 4 o0 SUpyea |Ln (V) — /:'n(ﬁ)\ = 0, presque
stirement.

B.3.2 Identifiabilité : si il existe un ¢ € Z tel que h,(9) = h,(Y9) presque siirement et R = Ry,
alors ¥ = 9.

B.3.3 Minimisation de la log-vraisemblance en la vraie valeur : Ey,|l;(d0)| < +00, et si 0 # vy,
B [1(9)] > Egy [l (00)].

B.3.4 Pour tout 9 # vy il existe un voisinage V(1) tel que

liminf inf £, (9%) > Ey,[1(%0)], p.s. B.17
liminf nf o) £n(07) > Euoll(Wo)], - p-s (B.17)

Plusieurs étapes dans la preuve sont similaires & celles du cas connu. Pour cela, seuls les points
qui différent seront développés.

B.3.1 Oubli asymptotique des valeurs initiales

La méthode pour montrer I’oubli asymptotique des valeurs initiales est la méme que dans le cas
connu, paragraphe B.2.1. Il suffit d’adapter le vecteur des paramétres avec ’espace des paramétres,
ainsi que la représentation matricielle.

130



B.3.2 Identifiabilité

Pour le cas oil § est inconnue, il faut en plus des étapes du cas connu, prouver que si pour
i1 = 1,...,d, by +(9)/h;, (Vo) = 1, presque stirement, alors 7 = J. Le reste est identique au cas
connu.

On décrit par Q*(L) = B(L) ' AF(L) = 3,5, QF L' et Qi (L) = Bo(L) M AG (L) = 345, QgL
Sous 'hypothése H4, par la proposition 1.1, pour tout i3 = 1,...,d, nous pouvons trouver un ¢g > 1
et un i; € {1,...,d} tel que QS;O + Qui, 75 0. Comme les coeﬂicients de la matrice sont positifs,

nous décrivons par (i1,42) la position d’un élément non nul, pour is = 1,...,d. Par (2.3) et (2.5),
nous avons

5iy /2 ;
“1/ Z Bo (1)~ (in, 1 )wo (41) + Z ZQOZ (i1, J1)( Jlt )0+ Z ZQOI i1, J1)(—¢€5, 4+ )0

Jj1=1 ji=11=1 ji=11=1
d d

. . 6 — . . — 5
= Ci; t—ig—1(Y0) + Z D(T,tfiofl(h,ﬁ)(njf,t%) A+ Z Do,t7i071(11’Jl)(njl,tfio) =

J1=1 ji=1
ol les quantités indexées par t—ip—1 sont mesurables par rapport a la tribu F;_;,—1 et D(i_io_l (i1,71) =

+ . . J1 . N Ii1/2 N
Qoi, (’Ll,jl)hjl t_io- Nous pouvons faire de méme pour hily en Jg, ol

d oo d oo
n/20 . o . .
B ( Z B(1)~ (i1, j1)w(i1) + Z ZQ?(Zlvjl)(fjt,pl)T'“ + Z ZQ (i1, 1) (=€, 1) ™
ji=1 ji=11=1 ji=11=1
d d
= Cinimio—1(9) + Z D i1 (i1, 50) (0] i)™ + Z Dy o1 (i1, 51) (1, 4—30) ™"
J1=1 Jji=1

Comme h;, +(9)/h;, +(99) = 1, p.s., nous avons

67‘, /7’1
d . . - d _ . . _ - 1 1
{Cil,tfirrl(m + Zj1:1 D:r—ig—l(“?]l)(n;q,t—io) i+ Zjlzl Dt—io—l(llvjl)(njl,t—io) - }

=1ps.
d T . d - T N(— :
Ciy t—ig—1(Y0) + 2j1:1 Da_,t—io—l(7'17.71)(77;,15—%)6]1 + Zj1:1 DO,tfiofl(llajl)(njl,tfio)(;“
(B.18)
Nous notons par rj, = 7, /J;, et nous introduisons la fonction
1/7‘11

{Cilvt_io_l( )+Z]1 =1 :’_7,0 l(llajl)( )r“ 71 +Z]1 -1 t io— 1(11’]1)( ‘)7’115]1}

V(@i,...,em) =
Czl,t ig— 1(190)+ZJ1 1 (J)rt i0— 1(217J1)( )Jl +Z]1 1 Of io— 1(217]1)( ')6“

Par (B.18), V(n:—1) = 1 presque siirement, par conséquent V' est presque stirement constant sur un

.. . o
voisinage de zéro (voir 'hypothése H8). Donc pour tout y = z;7' € [a,b] C [0, +oo] :

.. ) 1/r;
{Cu,t—io—l(’/) + D;r_io_1(117 22)(3/)”2} i
Ciy p—ig—1(v0) + Dy 1 (i1,72)(y)

v(o,...,0,y,0,...,0) = =1,p.s.

Comme les coefficients Cj, 1—i,—1(v), D;r_io_l(il,ig), Ciy t—ig—1(10) et D(J)r,t—io—l(ilvh) sont positifs,
nous en déduisons que r;, = 7, := r en différentiant deux fois I’équation ci-dessus. En partant de

r 1/r
{Cilvt*irl( )+Dt io— 1(i1,12)(y) } /

Ciyt—io—1(v0) + DO,tfiofl (i1,12)(y)

V(0,...,0,4,0, ...,0) = =1,

nous pouvons en déduire en différentiant deux nouvelles fois, comme dans Hamadeh et Zakoian
(2011), que r = r;; = 1. Par conséquent, nous avons 7;, = d;,. Ceci est fait pour tout ix = 1,...,d,
donc le résultat est démontré.
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B.3.3 Minimisation de la log-vraisemblance en la vraie valeur

La preuve de ce point est identique a celle du cas connu, en remplagant 6y par vy.
B.3.4 Preuve de (B.17)

Comme pour le paragraphe précédent, la démonstration est la méme que dans le cas connu.
B.3.5 Conclusion

Pour conclure sur la démonstration de la consistance de ’estimateur dans le cas ot la puissance

est inconnue, nous utilisons les mémes arguments que dans le cas ou la puissance est connue, voir
paragraphe B.2.5.
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Annexe C

Preuve de la normalité asymptotique

Résumé

Dans cette section, nous donnerons les éléments de la preuve de la normalité asymptotique pour
le modéle CCC-APGARCH. La preuve du théoréme 2.2, correspondant au cas ou la puissance § du
modéle est connue, sera détaillée au paragraphe C.2. La preuve du théoréme 2.3, correspondant au
cas ol la puissance est inconnue, reprend un certain nombre d’éléments du cas connu, et nous ne
détaillerons que les éléments changeants.

Sommaire
C.1 Rappels . . . . . i i i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 133
C.2 PuissancCe CONMUE . . . . v v v v v v v v o o v o o o o o o oot oo oo o oo 134
C.3 Puissance inconnue . . . . . . . . v v vttt v v vttt e 154

C.1 Rappels

Dans cette partie nous commencons par rappeler des notions déja introduites précédemment,
qui seront utiles pour la preuve de la normalité asymptotique. Pour cette preuve, nous avons be-
soin d’utiliser quelques régles de dérivation pour les matrices, que nous rappellerons et certaines
notations. Dans la suite, nous utiliserons également une norme multiplicative définie comme

1A]| == sup ||z = p'/*(A'A),
<1

oil A est une matrice de dimension d; x dg, avec ||z|| est la norme Euclidienne du vecteur z € R%
et p(-) définit le rayon spectral. Nous rappelons que la norme satisfait

1A1* < Zau r(A'A) S dof| AP, JATA] < AP

De plus nous avons la relation suivante

[ Tr(AB)| < (did2)"/?||Al|| B|
tant que le produit matriciel est bien défini. Pour cela il est nécessaire que la matrice B soit de
dimension d; X ds.

Si nous considérons que f(A) est une fonction scalaire d’une matrice A, ou tous les composants
a;; sont considérés comme une fonction d’'une variable réelle z, nous avons

o 5T (o 5) ©
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Pour une matrice A inversible, nous avons les relations suivantes

%’jc o (C.2)
OTr(CABA) _ oy + B'AC’ (C.3)
oA
(%g(!ad;t(/l)\ _ 4l (C.4)
8:;1;1 _ —A_I%;A_l (C.5)
W —_A"'BCA™! (C.6)
AHCAB) _ po ©7)

C.2 Puissance connue

Pour établir la normalité asymptotique de I'estimateur, il sera utile de réécrire le modéle (2.1)
sous sa forme matricielle, comme pour la consistance. Dans le cas ot la puissance § est connue, le
modéle s’écrit comme suit

H(0) = ¢,(0) + B(0)H;—1(0), (C.8)
avec q
1’ (6) w3 AF (e )Y+ A7 ()Y
§/2 i=1
| ®A0) - .
H(o)=| | al0) =
52 :
ﬁZipH(Q) 0
et
B1 Bs B,
1, 0

B@)=|0 I

Pour simplifier les notations, nous écrirons H; a la place de Hy(6) lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible et de maniére similaire pour ¢, et B. En itérant cette expression, nous obtenons

o0
Hy=¢;+Be, y + B o+ ...+ B ey + B'Hy = Y B, .
k=0

Pour démontrer le Théoréme 2.2, nous décomposons la preuve en 6 étapes.

C.2.1 Les dérivées premiéres du quasi-log-vraisemblance.
C.2.2 Existence des moments de tout ordre du score.
C.2.3 Normalité asymptotique du vecteur du score.

\/15 ; 3%(30) £y N(O, T (C.9)
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C.2.4 Convergence de la matrice J.

1 a2, (0)

ﬁ £ W — J(Z,j) en probablhté (ClO)
C.2.5 Inversibilité de la matrice J.
C.2.6 Oubli des valeurs initiales.
Pour faciliter les notations, nous définissons par s; pour ¢ = 0,...,3 le nombre de paramétres

étudié dans le vecteur 6.
x so=d+ (p+2q)d* +d(d—1)/2,
x s1=d+ (p+2q)d?,
% S = d+ 2qd?,
* s3=d+ qd>®.

Ici nous définissons par sy tous les parameétres du vecteur 6 et par s; tous les paramétres a I’exception
de la corrélation. La notation sy correspond aux paramétres w, A;-|r et A, et enfin s3 correspond
aux parameétres w et Aj.

C.2.1 Les dérivées premiéres du quasi-log-vraisemblance

Dans ce paragraphe nous établissons les dérivées premiéres du critére. Pour alléger les écritures,
nous utilisons les notations suivantes

Do = Dy(6y), Ro = R(0o),
% 8Dt i OR
D(()t) = 8HZ (90)7 R(()) = 8701(00),
(i.g) _ 9Dy (ij) _ OR
D, = = .

Nous rappelons ’expression du critére
1,(0) = &y H, ‘e, +log(det(Hy)).

En utilisant I’expression de la matrice H;, nous pouvons écrire le critére en fonction des matrices
Dy et R. Cette écriture permet de calculer les dérivées en fonction des paramétres 1 & s1 et de s1+1
a S0-

1:(0) = £}(DiRD;) ‘g, + log(det(D:RD;))
=¢,D;'R7'D; ¢, +log(det(D;) det(R) det(Dy))
=¢,D;'R7ID; e, + 21og(det(Dy)) + log(det(R)).

Nous décrivons par [ +(6) la quantité
ha(0) =Dy ' R™' Dy ey,

et par l4(0) la quantité
l2,+(0) = 2log(det(Dy)) + log(det(R)).

Les dérivées premiéres s’expriment de deux facons. Nous exprimons les dérivées par rapport au
parametre ;. Nous utiliserons également la notation g, = Dy7j, avec 7y = RY 2.
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(i) Pour i =1,...,s1, ce qui correspond au vecteur de paramétres

(v, af/, .. ,a;/, aj ... ,ozq_/, Bi,---»B,)". Nous avons
ol (6 i) y— _1(
52.) = ~Tr ((eelDy 'R + R Dy 'eel) D7 DY D7) + 27 (D7 DY) (C.11)
=T | (1L R~ Yiwif) DY D+ (1o — i) D' D (C.12)

Nous obtenons ces expressions avec les deux relations

Bl1.4(6) 0e,D; ' RD; e, ) OTr(ee,Dy "RT'DY)
90; " oD, t " oD, t

— ~Tr (e D "R + R0 e,el) D7 DIV D)

Olay(0) dlog(det(Dy)) i) . Olog(det(R)) )
00, =2Tr oD Dy +—8D£ D,

=217 (D' D),

effectivement, la dérivée de la matrice R par rapport a celle de Dy est nulle. En utilisant la propriété
de la trace, Tr(AB) = Tr(BA), nous obtenons (C.12).

0l¢(0o)
00;

=-Tr ((§0t§6tD&1R51 + RalD&lg()tg{)t)D&lD&)D;l _ QDt—ID(()i)>

— T (=Dl Ry D' D§) Dy = Ry iy D D' + D' DY + D D'
= Tr (D5 Dot Ry Dy, DY) + (1 = g ")) D) D! + D5, D))

= Tr (L = M Ry ") Dy DG + (I = By i) D Dy )

ce qui prouve (C.12).

(i4) Pour i = s1 + 1,..., 80, ce qui correspond aux paramétres p’. Nous avons
ol (6 . .
52) — _Tr (R*lpglgth;lR*R“)) T (R’IR(Z)) (C.13)
— Ty [(Id — R Y7i7,) R”R(i)} . (C.14)

Ces deux expressions sont obtenues avec les deux relations

Ol () _ de, Dy 'R Dy e, ORI OTr(e,ei Dy 'R'DY) (4)
26, =Tr BYs R =Tr BYs R

— Tr (R’lDt_lgtgth_lR’lR(i)> :

oo, 7 ) TR

=Tr (RIRY),

effectivement, la dérivée de la matrice D; par rapport a celle de R est nulle. Comme pour le point
(), nous obtenons (C.14) par

0l (o)
00;

= 17 (Ry ' Dy st D g RS — Ry 'R
= =T ((—La+ By Dy ey Dy ) By ' RS )
=Tt ((la - Ry Dg'suzte D5 )Ry 'RY) ) -

1/2

Nous remarquons que Datlg(]tg{)tDatl = DatlDotRo nngé/ 2D0tD&1 = 777, et alors (C.14).
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C.2.2 Existence des moments de tout ordre du score

En utilisant les relations (C.12) et (C.14) du paragraphe C.2.1, nous allons montrer 'existence
des moments du score pour tous les ordres.

(7) Pour i = 1,...,s; nous utilisons l'expression de la dérivée (C.12)

Oly(6o)
00;

— |7 [(1a = B3 i) D§) DG + (1 — ity Ry ) D DY ||
< 2|1~ Ry ') || | P& Dai

< o]

(i) Pour i = s; + 1,... sp nous utilisons I'expression de la dérivée (C.14)

0l (6p)
00;

= }TT [(Id — Ry ') R(;lR(()i)} ‘
< d||(1 - By i) ||| R RS
<K,

effectivement, la dérivée de la matrice R est une matrice constante.
En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons trois majorations supplémentaires.

(7i1) Pour 4,5 = 1,..., s1, nous utilisons l'expression de la dérivée (C.12)
Ol (6y) Ol (6 I D) e _ ;
g | 2u) 2ulb) | _ g 70 [(1a — Rg i) DY DG + (1 — it Rg ") D' D) |
20;  00;
<Tr | (1 = B i) DS DG + (I — it R ') D5 D, |
< B[ Dl oa | x K2 | P D5/ |
N N 1/2

< K (E|D§ D' I”E| DY) DG [12) .

(iv) Pour i = 1,...,81 et j = s1 + 1,..., S0, nous utilisons les deux expressions de la dérivée

(C.12) et (C.14)

Ol (0p) Ol(0 1 i) e - e 1
E ’ 559;]) 5(9].0) = E|Tr |(Ia — Rg i) D Dy + (I — it Ry ") Dgi* DY |
x Tr [ (la — Ry 'iniit) Ry 'R
<[ i
< KE HD(()?D(;;H .
(v) Pour i, = s1 4+ 1,..., s, nous utilisons l'expression de la dérivée (C.14)

0l (6p) Ol(6o)

<Tr [ (I~ Ry 'iniit) Ry 'R
< E[Kl X KQ}
< K.
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Pour obtenir I'existence des moments des dérivées premiéres du critére de log-vraisemblance, il est
nécessaire d’étudier les cas (i), (7i7) et (iv). Pour avoir le résultat souhaité, il faut montrer que le

terme HD(()?D(;}H est fini. La matrice Dy peut s’écrire

Doy = ding(hy"*(60)) = dias (55 (60)) ")

et en faisant un travail composante par composante, nous avons pour i1 =1,...,det i =1,...,]
8i. /2
0D (1,1 1 !
Ot( 1, 1) . 7]7;11/2 217 (90) (015)
691 (SZ 1t h§i1t/2 89
11,

Pour contrdler le terme HDOt Dyl il est équivalent de controler {1/ hl/ ’ {8}1“ 2/00;} en 6.
Pour cela, il est suffisant de montrer que pour tout rg > 1

) 55y /2 o
11,
h5n/2 2, (Bo)] < oo. (C.16)

i1,t

Pour montrer (C.16), nous utilisons I’écriture matricielle (C.8). Nous distinguerons trois cas pour
prouver (C.16), qui correspondent aux cas ou ¢; désigne w, puis A;E et enfin B;.

(a) Pour i =1,...,d, ce qui correspond aux paramétres w, nous avons
— N gk C17
00; Z 00; ( )
avec 0¢;_1.(71)/00; = (0,...,1,...,0), un vecteur composé de 0 avec un 1 a 'emplacement j; pour
i=1,....d.

aHt k act k; (1) d .
0; Z ZE (i1,71)0 < Z Z (i1, J1)¢ -1 (1) = Hi(in),

k=071=1
ou Hy(é1) est la i;—composante de H;. Finalement, nous obtenons la majoration suivante

1 OHy(i1)

. < l
Hy(i1) 00; 0;
(b) Pour i =d+1,..., sy, ce qui correspond aux paramétres Ali, nous avons
OH; o~k O
= B C.18
00; Z 00; ’ ( )
avec

Oc k]l OAF ]1,J2 5y
ki) 3§ OALGL) s,

11]21

ot {OA(j1,2)/00;} est une matrice composée de 0 avec un 1 a 'emplacement de 6.

3Ht k( 301: k: (1)
0; Z ZB 7/17]1 Z Z 217.71 Gy k(jl) Ht(ll)

k=071=1
et finalement nous obtenons la majoration suivante

1 OHy(ia) _ 1
Ht(il) 00; - 91
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(¢) Pour i = sy +1,...,s1, ce qui correspond aux parameétres By, nous avons

O _ 5 N et
5. => > BBUBF b,y (C.19)
k=1 | j=1

La matrice B = OB/00; est composée de 0 et un 1 & la position de §;. Comme 0;,B%) < B, nous
avons

OH;
Ly ZBJ BB ¢, k_Zk:IB% Crpe
i k=1 | j=1

En faisant un raisonnement composante par composante, nous avons

00 d
i) < Z Z (i1, j1)ce 1 (d1)-

¢ k=1 j1=1

Nous utilisons le fait que Hy (1) > W+ZJ _ 1 B¥(i1, j1)ci_ (j1), avec w = inf1<;<qw(i) et la relation
z/(1+ x) < x® qui est valide pour tout > 0 et s € [0, 1]. Nous obtenons

0; B]I-]It d
(i) >

1=

Z1 Ju)ee—x (1)
11 ]1)Ct k(]l)

IB
+
( (11, J1)¢— k(]l))s/m

| /\
<.

TTMg TEME%

\ N

Z sk/rogfiro 1)

| /\

8/7;::)(

IA
=

'M& HM&

Il
—

J1);
J1

avec la constante p qui appartient a l'intervalle [0, 1[. Comme ¢, ,(fy) a des moments de tous les
ordres, voir le corollaire 2, nous avons prouvé que

0; OHy(i1)
He(iy) 06;

< K.

Finalement, nous avons montré que nous pouvions majorer les points (a), (b) et (c). Par consé-
quent, nous avons montré que

0; OH,(i1)|™

’ - (i) ™ o,

Ht(ll) 8@
Par continuité des différentes fonctions, les inégalités précédentes sont uniformes sur un voisinage
V(6y) de 6p. Pour tout iy = 1,...,d et pour tout i = 1,...,s1, nous avons

8, /2 |0
1 8h7,11t
E sup 0)] < oo. (C.20)

9V (6o) hiilt/z 00,

C.2.3 Normalité asymptotique du vecteur du score
Le processus {0l;(6p)/06}: est stationnaire et 0l (6y)/00 est mesurable par rapport a la tribu F;

engendrée par {n,, u < t}. Par les dérivées premicres (C.12) et (C.14), il suit que E[0l;(6p) /00| Fi—1] =
0 est nous avons une suite de différence de martingale.
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La propriété (C.20) nous assure que la matrice I := E[dl;(6p)/0001:(0y)/0¢'] est bien définie.
Pour tout A € RPT24+2 Ia suite {/\’%lt(eo),ft}t est ergodique, stationnaire et une différence de
martingale de carrés intégrables. Le théoréme central limite de Billingsley (1961) entraine que

f Z (”t N, ). (C.21)

C.2.4 Convergence de la matrice J

Pour montrer la convergence de la matrice J, il est nécessaire d’avoir les expressions des dérivées
du critére a l'ordre 2. En partant des expressions (C.11) et (C.13) du paragraphe C.2.1, nous
obtenons trois expressions en fonction de 6;.

(i) Pour i,5 =1,...,s1, ce qui correspond aux parameétres w, Al:t et By, nous avons
921,(0)
=Tr C.22
3989 (C1+CQ+C3) ( )
avec

¢1 = D; e, D' DY D R D; ' DY) + Dy 'eei Dy 'R D DY D DY)
— D'l D RTIDID + D ee, DY R D DY D DY,
¢2 = D;'RD; ' DY D e,y D DY) + DY RTD; e e, D DY D DY)
- D;'R7'D et D DY) + DY RTD ey D 0P D Dy,
c3 = =20, D D DY) 2D DI

Les coefficients c¢1, c2 et ¢3 sont obtenus en décomposant la dérivée premiére (C.11) en trois termes.

dy = §t§:tDt_1R_1Dt_1D1£j)Dt_17
dy = R™'D;'e,g,D; ' DY D,
ds = D; DY),
Si nous considérons la formule de dérivation (ujugugus) = ujusuguy + uiubusug + ujugubuy +
ujuguguy, nous obtenons facilement le terme ¢; a partir de d; avec
w =g, Dy, W =—ee,D;'DYDY wy=RIDSY, W= —R‘H)*D“’D*1
ug = DY, = Df"’) . ws=D;!, ——D;'DYD; .

Le terme ¢ est obtenu a partir de dy de la méme fagon que c;. Il suffit de permuter g,&; avec R~
Avec le terme d3 et les formules de dérivations de matrices, nous obtenons facilement I’expression
de cs.

(74) Pour ¢ = 1,...,s1, ce qui correspond aux parameétres w, AljE et Bpetj=s4+1,...,50, ce
qui correspond aux paramétres p, nous avons
0%1;(9)
=Tr(cs +c C.23
50,00, (ca+c5) (C.23)
avec

ca=R'D;'DY D e, e, Dy RTIRY),
= R'D;Ye,e,D;* DY DA RTIRY),

140



Pour obtenir les coefficients ¢4 et ¢g, nous utilisons la méme décomposition dq, do et dg de la dérivée
premiére (C.11). Le terme d3 ne dépendant pas de la matrice R, la dérivée de celui-ci est nulle.

(#i7) Pour i,j = s1 +1,..., 50, ce qui correspond aux paramétres p, nous avons
921,(0)
=T C.24
avec

6 = RIROR'D gD, 'RTIRY) + R71D; et D' RTIRORTIRY)
— R'D el DFARTIRW) — RTIRORTIRY) 4 RTIREI),
Le terme cg est obtenu en dérivant la dérivée premiére (C.13) par rapport aux paramétres p, ou

encore par rapport a la matrice de corrélation R. Cette dérivée peut se décomposer en deux termes
dy et ds avec

dy = R™'D; e, D' R™'RV),
ds = R"'RY,

Le terme d4 donnera les trois premiers termes de la somme dans cg et le terme ds donnera le
dernier terme de cg. Avec notre paramétrisation, la dérivée seconde de la matrice R est nulle,
RGI) = {9R}/{06;00,} = 0.

Pour montrer I’existence des moments & tous les ordres g des dérivées secondes du critére du log-
vraisemblance, il est nécessaire et suffisant de controler le terme || D, 1D || Tous les autres termes
présents dans les ¢y, . . ., cg sont déja controlés dans le paragraphe C.2.2 pour montrer I'existence des
moments du vecteur du score. Controler le terme || D, ngw )H est équivalent a contrdler la dérivée
seconde de la matrice D; par rapport a un ¢; et 6;. Cette expression est

Dy i) 1 oap| 1 0n? 1 on)? ( 1 1) 1 onl?
00:00; 0w | /2 00 i)t 00, o/ 0.0,

2
o (C.25)

Dans cette expression nous remarquons qu’elle fait intervenir la dérivée premiere de h,, ainsi que sa
dérivée seconde. La dérivée premiére étant déja controlée, par conséquent, nous avons uniquement
a prouver que

oot |

E h611/2 20,00, (0o)| < oo. (C.26)

7417

Par D’écriture matricielle (C.8) du modéle, nous pouvons en déduire 'expression composante par
composante

co d
Z Z (11, J1)er—x(J1)-
k=0 j1=1

Nous pouvons remarquer que certaines dérivées croisées sont nulles comme

O*My(ir)  O*Hy(ir)  O*Hi(ir)  0°Hy(in)  0*Hi(iy)

= = = = =0.
Ow? Owidwj — Owidaf — daFfdar OB}
Il reste donc trois cas a traiter pour prouver (C.26).
(a) Pour i =1,...,d, ce qui correspond aux parameétres w et pour un j fixé, nous avons
0%H (i) h=1( 3153(21,]1) h—hy: o 9c-x(J1) k(]l)
B —B C.27
T =3 S S e g et 2 can
1
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En procédant comme pour (C.17) nous obtenons

0? Hy (i1) > j—1 8153(21 J1) k—h 8075 k(j1)
wibi 5 a5 :0B; ZZ {ZB (i1,71)8 5, — B (i1, 1) Y B

kl]ll

< Z Z KB (i1, 1) i (1),

k=1j1=1

et nous concluons que

2 . 70
B5; O°H
wify O Hilin)|© (C.28)
Ht(ll) 8wi85j
(b) Pour i =d+1,..., s, ce qui correspond aux parameétres AljE et pour un j fixé, nous avons

PHy(11) o= o e [ ~p1,. . OB(i1, 1) | 0AF (1, o)
(R RPN PRSI e e

Q;

Comme pour (C.18), nous obtenons

d

o) d .
BIB , . 0A; (j1, .
DI {ZBh iy, j1)B (8% J1) - hi 17]1)} + 3(]i ‘72)(1 L
=1 k=1 j1=1 jo=1 J Q;

OPH,(i1) <
+4 (1) _
aiﬁ’aafagj by

Z KB (i1, 1) Af (1, j2) (€7, 4 )2

1=1 k=1 j1=1 jo=1
oo d
<Y O EBE (i, gi)e i (),
k=1j1=1
et nous concluons que
of By OPHy(in)|” (C.30)
Hy(i1) 9aF0p;
(¢) Pour i = s9 + 1,..., 1, ce qui correspond aux paramétres B; et pour un j fixé, nous avons

PH [ e 1 OBy, OB

o 5 2 (i) e

k

Z{Bl 18]B (ZBT 13?;1816 l— 7") }] Ci - (Cgl)

r=1

Comme pour les autres points, nous avons

3 i 0B (i1,
{(ZB’” {1,118, g LB ,m) 5, g m}

OB(i1, — 8]B , r ,
B!~ (i1, 1) i 6% 7) <ZB i, 518 59% ]l)Bk i Jl)) H -k (i1)
7 J

d

O?H, (i
/826.7 aﬂlaﬁ] Z [

J1=1k

M

_|_
T
/—/H

d k k-1
< Z [Z (1-1)B 217j1)+Z(k—i)Bk(i17j1)1 ¢ (1)
=2 =1

IA
o
M 1

<
=
Il
_
~
||
¥

k(k — 1)B* (i1, j1)c,_p (1)
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En utilisant les mémes arguments que précédemment, nous pouvons en déduire que

0

Bif; O°Hi(ir) < 0. (C.32)

H;(i1) 0B;08;

Finalement, par les majorations (a), (b) et (¢), nous déduisons existence des moments des
dérivées secondes et par continuité, les inégalités sont uniformes sur un voisinage V' (6p) de 6y. Pour

tout i1 = 1,...,d et pour tout 7,5 = 1,...,s1, nous avons
1 orntal? "o
E sup ——t(9)] < .

96V(9 ) h 21/ 80 89

Il est maintenant nécéssaire de montrer 1’existence des moments d’ordre rg des dérivées troisiémes
du critére du log-vraisemblance. Pour cela, nous commencons par donner les différentes expressions
des dérivées. Comme pour les dérivées premiéres et secondes, les expressions seront les traces des
sommes de termes c;.

(iv) Pour 4,7,k =1,...,s1, ce qui correspond aux paramétres w, Ali et By, nous avons
Pl (O) T i( + c2p) + 31 + (C.33)
—F— =17 c c c c , .
00;00;00;, g 1p 2p 31 32
avec

i = Dy 1D( )Dt ,elD; lD(J)D 'R-1D; 1D(k') Dt—létéDt—lDt(i)Dt—ngj)Dt—lR—1Dt—1D§k)
+D; e, DD DR D D — Dl et D DY D DY D R D DY
— D¢, Dy 1D( J) SIRID; 1D(1)D 1D(k)+Dt el Dy R7ID; 1D(J)D 1D(zk)
= -D;'DYD;e,elD ;1R—1D;1D§”D;1D,§’“) — D;'e,'D;' DY )Dt_lR_lDt_lDt( )p; DM
— D gD R D7 D D7 DY D DY + D e D R D7 D D DY
_ Dt_1§t§2Dt_1R_lDt_lDt(j)Dt_ngi)Dt_ngk) + Dt—1§t§;Dt—1R—1Dt—1D§j)Dt—1D§z}k)7
c13 = D' DY D e, e D' RID; DYY 4+ Dt D DY D R D, DY)
+ D e, D7 RID; 1D()D;1D§j’k) — D 'e,e,D;'RD; 1D( ,Jk)
ciu=-D; ' DD e, e Dy ' R'D; ' DY D D — Dy tee, D DY )DglR—nglpgj)Dngg’“)
— D gD R D D D DY D DY + D e D R D7 D D D
_ Dt_lgtg;Dt_lR‘lDt_ngj)Dt_ngi)Dt_lDik) + Dt—1§t§;Dt—1R—1Dt—lDEj)DtADt(i,k),
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en = =D DY D R D DY D ey, D DY — D R0 DY D DY Dy ey, Dy DY
+ DRI D) Dle et D DM — ;1R—1D;1D§ )D; ' DY) D; el Dy DM
— D;'R'D; DY D et D DY D D) + DI R D; e D DY D DI,
0y = —D;lD(l) SIR-ID e el Dy 1D( )Dt—ngk) _ D[lR‘lDt’lDt(i)D{lgtg;D;lDEj)Dt’lDt(k)
— Di'R'D; e, D' DY D DY D D 4 DRI D, e g Dy D) D DY
_ Dt_lR’lDt_lgtggD_lD(j)D_lD(i)D_lD(k) +Dy'R'D; e,e\ Dy 1D(J)D 1D(% k)
Co3 = Dt—1D§i)Dt—1R—1Dt—1§t§;D ID(J "y DR Dy 1D( i) D; 5t5tDt_1D1§j’k)
+D;'RD; e,e, D DY D DYR) — DI RID e gl D DI
2 =-D; ' DY D R D e, D DY D DM — DR D DY D e g D DY D D
— D;'R7'D; gl Dy DY JID,E”D;ID,?’“) + Dy RTID; Yegl Dy D D7 DY
_ D;lR_lDflgtgéDlegj)D;ngi)D;lD,gk) + Dt’lR_lDt’lgthDt’llej)Dt’lDEi’k),

es1 = =2 (=p7 0 D70 D7D + DD D DY
C39 = 2 (_Dt—lDt(Z)Dt—ng]’k) 4 Dt—ngl»Jvk)> .
Pour obtenir cette expression, nous partons de la dérivée seconde de [;(fy) définie en (C.22). Les

méthodes de dérivations sont celles utilisées pour les précédentes dérivées. Ici, chaque terme ci, co
et c3 de la dérivée (C.22) a été décomposé afin de faciliter le calcul de la dérivée.

(v) Pour i,j,k =s1 +1,..., 80, ce qui correspond aux parameétres p, nous avons
231,(0)
——— =T C.34
a@iaejaek T(Cﬁl + cg2 + cg3 + Coa + 065) ( )
avec

= —R'RORTRUD e,/ DY RTIRM) 4 R*lRU:J’)D—latg;D—lR*1R<k>
— RRUD 1 e,e, DI ARTRORTIRY + RTIRV D g, el Dy RTIRGK),
62=—R'ROR'D e, DI'RTRYIRTIR® — RID e, e D' RTIRVRIRORIRP)
+ R'D7 e D' RTIRGIRTIRK — RID et DI RTIRVRTI RO RI RK)
+ R—lDt—lgtgéDt—lR—lR(j)R—lR(Lk)7
3 = RTRORID e, el RTIRUF) 4 R7ID e, el RTIRORTIRUK — R=1D e el RTIR(IK),
Cos = RIRORAIRURIRF) _ p-1RGIHR-IRF) L -1 RURIRO R-1R(K) _ R_IR(j)R_lR(i’k)7
o5 = —RIROR-1RGK) 4 R=1R(LIK),

Nous obtenons cette dérivée a partir de la dérivée seconde (C.24). Chaque terme composant la
somme cg & été décomposé de sorte a faciliter le calcul de la dérivée.

(vi) Pour 4,5 = 1,...,s1, ce qui correspond aux paramétres w, Ali et By et pour k = s1 +
1,...,80, ce qui correspond aux parameétres p, nous avons
231,(9)
————— =Tr(cs1 +¢ C.35
600,00y, (a1 +es1) (C.35)
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avec
Cay = _R—lD;1D§i)Dt—1D(y‘)Dt—1€t€/D—lR—lR(k) + R_lD_lD(i’j)Dgleteg —IR—lR(k)
— R D' DY D DY D e, DA RIR®) — RIDDY D e e D DY D R RK),
es1 = —R D7D D et D DY D RTIR®Y — ROUD gDy D D DY D RTIR®)
+ RD; e, D' DD RARY — RID e, gD DY D DY D RTIRM),

Cette dérivée s’obtient a partir de la dérivée seconde définie en (C.23). Les éléments composant
cette dérivée donnent les termes ¢4y et csq.

v our 7 = goe 751, ce qu1 Correspon aux parame res w, (§] € pour ], = 51 +
i) Pour i = 1 i d ot A et By et K
1,..., 50, ce qui correspond aux paramétres p, nous avons
5%1,(6)
————~ ="Tr(cgy + cgor + cgar C.36
96,00,00, (ce17 + co2r + Co37) (C.36)
avec

oy = —R™ 1R(J)D 1D( i) D;le,elD ;1R—1R(k) _ R—lthlété;thngi)D;lR—lR(j)R—lR(k),
Coy = _R—ID—ID( )Dt_ .6 D—IR—lR(j)R—lR(k) _ R—1Dt—létééDt—ngZ)Dt—lR—lR(J)R—lR(k)’
coy = RD; DY Dy el Dy P RTVRUD 4+ RTD; e e, D DY D P R R,

Pour obtenir cette dérivée troisiéme du critére, nous partons de la dérivée définie en (C.24). Nous
remarquons que les deux derniers termes de cg ne sont pas composés de la matrice D, et que par
conséquent la dérivée de ceux-ci est nulle.

Pour montrer I'existence des moments d’ordre rg de la dérivée troisiéme du critére de la log-

vraisemblance, il est nécessaire d’étudier la norme du terme D, Dy, que nous obtenons par le

troisiéme terme du coefficient c11, c’est a dire cg?i) =D, 'eelD;'R7'D; 1D§i’j )Dt_ 1Dt(k).

E| sup

0€V (6p)

sup || D; Dol R 1Dy D1 Dy D ||]

Tr (653)\] < KE[ad|E | sup
€V (o)

<KE| sup |D;'Dy|?|D; D107 D) ] (C.37)
0eV (6o)

Il faut donc prouver que pour tout rg > 0,

E
0€V (6o)

sup HD;lDOtHT‘)] < 0. (C.38)

Par lécriture matricielle (C.8) la i1-iéme composante de ﬁg/ 2(90) est égale a

diy /2 . .. . P _ v
ﬁilft/ Bo)=cot+ > > > B ) {A$(11732)(5;,t_k_i)5” + AO'L‘(]L]2)(_5j27t_k_i)6n}

ol ¢g est une constante strictement positive. Pour un voisinage V() de 6y suffisamment petit, nous
avons
sup 7(]1"]2) <K, sup 70’(31 J2) <K, sup 70( 1,J1)

2ol < (146t
oev(0y) A7 (71, J2) oev(60) Ai (J1,72) ocv () BF (i1, J1) (

pour tout iy, ji, j2 € {1,...,d} et pour tout entier k et tout £ > 0. De plus les coefficients A&(jl,jg)
et Agy;(j1,72) sont minorés par une constante strictement positive ¢ > 0 uniformément sur un
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voisinage V' (6p) de 6y. Nous avons alors le quotient suivant

1+£kBWuJﬁ(htkzﬁh

W2 (0)
<K+KZZ ZZ{ w + Bk (i1, j1) (T et o R

3/2

1% (i) k=0 ji=1 jo=1 i=1
(14 &)FBF (i, j1) (=5, 4 i)
w + B (ir, 1) (=), ;_p_y)2

0in8
(1 + g)kpksfj;?t_k_ia

q oo

d
<SK+KY.
Jo=1

=1 k=0

pour p € [0,1], pour tout £ > 0 et pour tout s € [0,1]. Par le Corollaire 2, nous avons alors pour
tout rg > 0,

5/2,. |0
E | sup hg%(“) < 0. (C.39)
0eV (6o) hg (Zl)

Par (C.82), il suit que E[supgey (g) [| Dot Dy L] < o0.

Il faut également controler le terme || D, ID,g B k) ||, car les autres termes semblables sont déja contro-

lés pour les dérivées d’ordres inférieurs et le terme R(7F) est nul puisque R(7) I’était.
La dérivée troisiéme de la matrice D; par rapport aux parameétres ¢;, 0; et 6 s’exprime pour
,5,k=1,...,51

& Di(in, 1) 1 121 8hf;1t/2 1 ahfiltm 1 ahfilt/Z 1 n 1 h 53/2
80i80j8«9k N (51-21 i th511/2 8«9k h§i1t/2 8(% h(-;il/? 891 (51'1 h511/2 89 89
1.t i1, 11,0 11t
. 7h1/2 1 8hf;1t/2 1 ahf;qt/? 1 ahzi,lh i 1
5‘1 it hflz1/2 89k h’filt/2 (‘Mj hfilt/Z 00; 5i1
I S RN N S A
+ hflilt/z 96,00}, hjiltﬂ 90 <5 B )* hfntm 90, hil/z 00,00}, <5 B >

i 0 /2
1 Ohiy6,/2 1 82h“1t/ L1 83h“1t/

SRR 00k Pl 90,060, 3] 96,00,00,

11,0 11, 11,0

Cette expression fait intervenir la dérivée premiére, seconde et troisiéme de h,. Les dérivées aux
ordres 1 et 2 étant déja controlées, il est suffisant de prouver que

iy /2 o

gL T, C.40
/2 00,06, a0, )| <o (C.40)

7/17

En reprenant I’écriture matricielle composante par composante du modéle (C.8)

oo d

Hy(i1) = ) Y B (i, gi)e i),

k=0 j1=1
nous pouvons exprimer les dérivées selon les différents parameétres. Comme de nombreuses dérivées

secondes étaient déja nulles, il n’y a que les dérivées du type {9°Hy(i1)}/{00;08;08k} a traiter, avec
0; # B; et 0; # By, les autres dérivées étant nulles.
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(d) Pour i =1,...,d, ce qui correspond aux paramétres w et pour un j et k fixés, nous avons
-y [ﬁ:{(i B >8B ’“"l}
= B —B " B
0w 0808 A= | = OBk 9B;
— _ 8183 — 8]3 ’_ 82 _ /(jl)
IBZ 1Y T 1 Ek l—r L C41
" ; { 95, <Z o o (M

r=1

En procédant de la méme fagon que les dérivées secondes (C.27) et (C.31), nous obtenons

ji=1k=2 | 1=2

k' —1 .
OB (i 5, BULI) 1y 9¢; (1)
-1 17]1 r— 1 1J1) ok —1—r Yk
+ {IB (i1, 71)B; o8, (ZIB% (i1,71)8 o5, — B (11,]1)) }] Wi

=1 r=1

wi B Bk 88 gﬂé 35 Z Z [Z { (Z B (i1,1)8 81555;;;]1)]51_14(2-173-1)) 53’813?;;].1)]3”_[(@'1,]1)}

M=~
Mg

k k'—1
[Z (I — 1)B* (iy, j1) + Z 217.71)] ¢ (J1)

1k =2

J1

M-
Mg

K (k/’ _1)B (hdl)ct w (J1)-

ji=1k'=2
On en conclut que
3. O3HL (i ro
g|ifife O |7 (C.42)
Hy(i1) Ow;0B;0p%
(e) Pour i = d+1,...,s9, ce qui correspond aux parameétres Alj,E et pour un j et k fixés, nous

avons

k' -1

82::1;1;;(;&]6 Z Z Z Z [Z{(ZBT 1( ﬂjl)aB(aZé;jl)Bl - T( aj )> é)ng;jl)Bkl(ihjl)}

U=1k'=2j1=1jo=1 | I=2 r=1

818 , 8]B , /
Jrz{Bz 1 (i1, 51) 11 J1 (ZBT 1 (i1, 1) (8% ]1)Bk —1— T(Zl,jl))}

aAli’(]la .72)
dat

3

(£,

0
Jo2,t— l) 2.

(C.43)

En multipliant ’équation (C.43) par les paramétres, nous obtenons

o® H (41 K = r—1,. . OB (i1, j1 1 . OB(i1, 1) ket . .
L U 5D I IDS [Z{(ZB ) B ) 3, 22 )t |

UV'=1k'=271=1j2=1 [1=2 r=1

k-1
-1 . 3153 OB(i1, j1) r—1 . OB(i1, 1) k! —1—r ). j:aA/(]h]?) 5
+Z {B (i1,71) B, (ZB kTBkB (i1,71) laT(:tE]z 1)

=1 =1

E'—1
< Z Z Z Z [Z (t-1)B 11,]1 )+ Z K —-1)B Z17j1)] Ali/(jlvﬁ)(igi.,t,l)éjg

U/'=1k'=2j1=1j2=1
d oo ,
<O K E = 1BY (6, 51)e, i (1),
J1=1k’'=2

et nous concluons que

L]

oL BBy M) M _ - (C.44)

Hi(i1) dat0B;08
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(f) Pour i = sa +1,...,s1, ce qui correspond aux paramétres By et pour un j et k fixés, tels
que 3; # Bj # Bk, nous avons

agHt 0 k' Tl-1 r—1 : 4 ' ,
— B®™ B(k)BT—l—a B(])Bl—l—r IB(’L)BK‘ —1
s~ 55 5 1

k'=3 Li=3 a=1

-2 I—1—r
BT—IB(]') ( Z Ba—lB(k)Bl—l—r—a> } B(i)Bk’—l

a=1

k'—1
(ZBT IIB Bl 1— r) B(z) <ZBa—1B(k)Bk’—l—a>}

a=1

r—1 k' —r
(Z Bal]B(k)BTla> B(’L) (Z B 1B( )BklfT m) }]

a=1 m=1

K —1 r—1
Bl_lﬁ(i) Z { (Z BG—IB(k’)BT—l—a> E(j)Ek/—l—T}
r=2

a=1

+
i
—

=1

CK-l-1 Kl

+BI—IB(Z) Z {]B'r—lB(J) ( Z Ba—lﬁ(k)ﬁgk’—l—r—a) }]] . (0.45)
r=1 a=1

Nous notons par B;, j, la composante (i1, j1) de la matrice B. En multipliant par 5;, 3; et i nous
obtenons la majoration suivante

d

O°H, (i1) e R £ S (@) pl-1— () k'~
ﬁiﬂjﬂk 85 86 85 Z Z Z Z]Bil,jlﬁkﬁzl,ﬁﬂg; J1 ¢ IBJBZZ j1Bn J1 r /BZBH J1B11,J1
=3

J1=1k'=3 r=2 a=1
l

-2 l—1—r
r—1 a—1 (k) l l1—r—a (2) k—l
+ Bll hﬁJ i1 J1 Z B“ Jlﬂ 11,71 Z1 2J1 ﬁlBll 2J1 z1J1
=1 a=1

k'—1
(4) mwl-1-r (4) a—1 (k) mk'—l—a
<Z IB311 2J1 Bll J1B217]1 ) Bh 2J1 Z IB11 ]15 Bll JlBll 2J1

r—1 k' —r
a—1 r—1—a m—1 (J) k —r—m
(ZBH ]1ﬁ Bh ]1}311 ,J1 ) 51 11 2J1 (ZBH ]1ﬁJB21 ,J17 41,71 ) }

=3 r=2 a=1 m=1
k' —2 k-1
r 1—a (J) k' l—r
+ 11 ]157' i1 ]1 z : z :E'Ll ]1ﬁk i1 ]1 71 2J1 B]B“Jl 11,71
=1 r=2

+
ME
|—| A_N/—M

k' —1—1 k' —l—r
2 T a k —l—r—a .
+Bi1 ;151}351)]1 Z {Eilﬂllﬂﬁ]gg J1 ( Z Bh ]115kE§1 )]1]3517]11 ) }]] Qt—k(yl)

r=1 a=1

d oo | ¥ K —1 / k' —2
< Z Z [Z( Z1 2J1 + Z = 1 _l Bﬁ ]1 Z 11 31] Qt—k(jl)

et nous concluons que

BiBiBx PHy(ir) |
H, (1) 08:053;0B%

Les majorations (d), (e) et (f) prouvent 'existence des moments des dérivées troisiémes a tout
ordre rg. Par continuité, les inégalités sont uniformes sur un voisinage V(6y) de 6y. Pour tout

(C.46)
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11=1,...,deti,j5,k=1,..., 51, nous avons

8iy /2 To

o 1 83}%‘1 t 9)
sup : ’ < 00.
9€V(90) h;silt/2 Bezaﬂjaak

Ces majorations impliquent que tous les termes des dérivées d’ordre 3 du critére sont controlés. Par
conséquent, nous avons montré que

L 0] < oo
00;,00;00}, '

Si nous considérons le développement de Taylor des dérivées secondes du critére autour de 6y, pour

E| sup
eV (6o)

tout ¢ et 7 nous avons

n

I~ %, 1< 9% 1 9 821, - )

t=1

ou les éij sont entre 02} et 6. Par la consistance, le théoréme ergodique et (C.20), nous obtenons
presque stirement,

lim su 1Zn:a{82lt(0~)} < limsu —Zn: su 8{%(9)}”
n—>+o£) n p—t 0o’ 8018(9] Y - n_>+ocl>)n p—t GEV(I;()) 0o’ 89169] *J
1o} 32lt
—K Sy Ty _
" oy || 00 {8&8%( j)}H =

Comme [|0;; — 6| — 0 presque strement, le second terme & droite de I'équation (C.47) converge
vers 0 avec probabilité 1. Et par une application du théoréme ergodique et les mémes arguments
que dans la preuve du théoréme 2.2 de Francq et Zakoian (2004), la convergence de la matrice J en
découle et
I~ 9%
n &~ 00,00,

(0;;) — J(i,7) en probabiliteé. (C.48)

C.2.5 Inversibilité de la matrice J

Pour montrer l'inversibilité de la matrice J, il est plus facile d’utiliser ’écriture en fonction de
H; et non de D; et R. Pour cela, nous calculons les dérivées du critére 9l;/00; et 821;/{00;00;} en
fonction de la matrice H;. Nous rappelons I’écriture du critére utilisé pour déterminer les dérivées
premiéres et secondes

1,(0) = &y H, ', +log(det(Hy)).

En utilisant les mémes raisonnements de calcul, nous obtenons les dérivées premiéres et secondes

suivantes
ol . IR
%(H)ZTT (Hy " — Hy geHy )H 7|, (C.49)
9%l ) i y | i
oo (0) = Tr [~H7 2 H S + B A + B O H e g Y
idVj

e 1O Y e ). (e
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La matrice J peut s’écrire via ’espérance conditionnelle

o[ ] -2 (e[| n)

Nous calculons I'espérance conditionnelle comme suit, avec la notation Hy = Hy(6p)

021,
£ [ae 0, (60)

ft_l] =& |-Tr (Hy' HY Hy B ) - Tr (Hg'eietHy, B
+ T (He HG Ha eyt Hoc G ) + T (Hg H )
+Tr (H&lgtggﬂgtlﬂé? HOtHé{')) ’ }"t_l}
= Tr (Hg 1y ) — Tr (Hg' B Hy )

(5 oi)Ho#Hé?) E (| Fi1]
+ T (Ho" Hi H B ) E [t Fi

(Ho 1) & [ Fi]

=T (H HY) Hy B )

Par la relation Tr(A'B) = (vecA)'vecB, nous avons
Tr (HodHS) HotH)) = hiby,

ot h; = Vec(H&lmHé?H&l/Z) et h; = Vec(H&l/QHég)H&l/Q). Par la relation vec(ABC) = (C' ®
A)vecB nous avons h; = ((H,, Y 2) ® Hy, 1/2 )d; avec d; = vec(Héi)). Nous définissons la matrice
de dimension d? x sg, h = (hl\ .|hsy) et d = (di]...|ds,). Nous avons h = Hd avec H =
(H&I/Z), 2 H&l/Z.

En faisant un raisonnement par l'absurde, nous supposons que la matrice J = E[hh'] est sin-
guliére. Il existe un vecteur non nul ¢ € R%, tel que ¢’Jc = E[c'h’hc] = 0. Comme ¢'h’he > 0
presque stirement, cela signifie que ¢/h’hc = ¢/d’H?dc = 0 presque strement. La matrice H; étant
définie positive, alors H, /2 Pest aussi et par conséquent (H, 1/2) ®H;1/2 est définie positive. Ceci
implique que H? est une matrice définie positive avec probabilité 1 et par conséquent dec = 042 avec
probabilité 1.

Nous décomposons le vecteur ¢ comme ¢ = (¢, ch)" avec ¢; € R! et ¢ € R% ol s4 = s9 — 81 =

d(d —1)/2 ce qui représente uniquement les paramétres p. Les lignes 1,d + 1,...,d? des équations
S0 9
dc = ; cia—eivec(HOt) (C.51)

S0 9
= Z ci—vec(DOtRngt)

i—1 90

S0 9
— Z Ci% [(D[)t (9 Dot)VeC(Ro)] = 0d2

donne

S1
> e ) (60) = p.s. (C.52)
i=1 69’
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En différenciant I’équation du modéle (2.1), nous aboutissons a

S1 S1 —
g0 = Yot + 33 ot G+ 3> e e )

k=1 k=1 =1 k= =1 k=1
- pd/2 2L & Oh
ZZ k 12 (0r) 3D B 227 (9,).
j=1k j=1k=1
q q h6/2
=w + Y AP DA (e 5/2+ZB* 5/2+chk33 Ok
i=1 i=1 j=1 k=1
ou X ) N . 1
p o Ow b N OA; R 8A* *_S 9B,
w —;Ckaek, Ai —;Ck 0, ch ;ckaelj

Par (C.52), nous avons pout tout ¢
q q 2
wh+ Y AL R )P+ A (e )Y + Z B
i=1 i=1
Il suit que
q q
9/2 * Sk — 7,* 8/2
2(00) = (o) + 3 (AT~ AL 5 +D (= A )2+ 3By B 2 ).
i=1 = j=1
En introduisant le vecteur 61 ou les s; premiéres composantes sont

vec(wy — wilAdy — Ad*| - [Agy — Agy*| -+ |Bor — Bgil - - ),

nous obtenons Qg/ 2 (60) = ﬁg/ 2(91) en choisissant c¢q suffisamment petit de telle sorte que 67 € ©. Si
c1 n’est pas égal a zéro, alors 01 # . Ceci est en contradiction avec '’hypothése d’identifiabilité,
par conséquent ¢; = 0 et I’équation (C.51) devient

S0

0
(Dot ® Do) Z cr——vecRy = 042, P.S.
00,
k=s1+1
donc .
0
0
cp——vecR .
| > 50, VecFo = Oz
i=s1+1
Comme les vecteurs dvecRy/00, k = s1 + 1,...,5¢ sont linéairement indépendants, le vecteur
cy = (Csy11,--.,€0) est nul et alors ¢ = 0. Ceci est en contradiction avec ¢’h’hc = ¢/d’H?dc = 0

presque stirement et montre que ’hypothése que la matrice J soit non inversible est absurde.

C.2.6 Oubli des valeurs initiales

Pour conclure la preuve, nous déduisons (C.9) et (C.10) de (C.21) et (C.48) et il reste & montrer
que les valeurs initiales n’ont aucun effet sur les dérivées du critére. Ce que nous cherchons & prouver

\FZ [alt (60) algeo ”| — on(D) (©.53)

et, pour un certain voisinage V' (6y) de 6y

est

n

1
o> sw
n 7 0V (60)

0*1(0)  0°1,(0)
006" 9000

= op(1). (C.54)
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Par (C.11), nous obtenons que

oly(6)  Ol(6)
90, — 90, —TT(d1+d2+d3),

avec

di = —D;lgtg;D—lDt(Dt—l — DyYRT'D7'DY — D 'ee DRI D) (D(i) - Df))
( ) el DIV R1D; 1D( i) — D'l D R (Dt—l _ [)t—l) Bgi)7
dy = —D; 'R D7 DD - D Ve D7 DY - DY R D gD (D) - DY)
( —- Dy 1) D et DDy — D RTID; ey (Dt_l B bt_l) Dy,
ds =2 D7t (Df - Df

)+ (o720 ]

Pour prouver (C.53), il faut prouver que supgey (g,) [ Dy etH < 00, SUPgey(gy) |Dy(D;* — D7Y|| <
o, supgev gy |10 ' D} >u < 00 et supgey gy | D; ' (D} ~ DY) < oo,
Par (B.7), (B.8), (B. ) (B.10), nous pouvons déduire pour tout ¢
sup||D; — Dyl < Kp', sup||D; || < K, sup| Dy <K,
0co 0co 0c®
71/2 1/2 (C.55)
sup 111/; <14 Kp et sup 111/2 <14 Kpt, fori;=1,...,d.
0€6 | h;) 0€® hl t

Par le fait que
Dy(D;' = DYy = DD — DDt = 1y — DyD;* = D:D;* — DD;' = (D; — D;)D; !

et les majorations précédentes, nous obtenons

sup | Dy(D;* — Dy Y)|| = sup ||(Dy — Dy) D7 < Kp'. (C.56)
9o 9o

A partir de I’écriture matricielle (C.8) nous avons

t—r—1 t—r—1

= > B¢, +BH, H,= ) B¢ ,+BH,
k=0 k=0

ou r représente le maximum entre les ordres p et ¢, r = max{p, ¢}. Le tilde signifie que les valeurs
initiales sont prises en compte. Pour i = 1

., 81, et comme ¢; = ¢; pour tout ¢ > r, nous avons

t—r—1

t—r—1
H,—H, = ) B¢, +B7H,— Y B , B H,
k=0 k=0
t—r—1 t—r—1 ~
= > B¢ +BTH. - > B¢, —BH,
k=0 k=0
= Bt_r(HT - HT)a
et par conséquent la dérivée devient
i(H —H,) =B 0 —(H, — H, +tZSIB%’“ IBOBS R (H, — H,)
a0; " 96; ] ‘
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Comme supycg p(B) < 1 et (B.4) ou (B.5), il vient que

0 ~
— (H; — Hy)|| < Kp'
o |, O~ < Ko
et de maniére équivalente
5/2 70/2 ¢
sup || == (R, " (0) — b, (0))|| < Kp'. (C.57)
0o || 06;

Par (C.15), nous avons l'expression de la dérivée de la matrice Dy, ainsi que celle de D,

0 12 1 8hz1t 0 ~,. . ~1/2 1 aﬁflt
=D il =D il
90, t(Zla'Ll) 6i1 i1,t h§/2 90, ( )? 00; t(Zlall) 51'1 hu, ﬁ6/2 00, ( )7
11, 11,0
ce qui nous donne
8;1 /2
00 S 1 - 1 Ol
D, 1(“,“)%(@ — Dy)(i1,11) = e (hzll/,Q _ h;/j) e a;t (9)
! i1,t 57'1 hll t !

| B2 gptal?
+ L (h511/2 - h 11/2) 1,0 21,0 (0)
0iy

1/2 i1,t 11,0 511/2 611/2 801

i1t i1,t hut

R O
+h1/25 e 26, ( 20, (0)

11,0 Y1l ¢t

Par les majorations précédentes, nous obtenons

sup < Kpluy,

0cO

Dt—li

aei(D - Do)

ol u; est une variable de carré intégrable. A partir de (C.39) et (C.56), on en déduit que

sup ||D; gl = sup [|D; " Dogiel| < il (C.58)
0eV (o) 9eV (o)
sup | D;'eyll = sup D7 De|lID; eyl < (1+ Kphyue |, (C.59)
0V (6o) 6V (6o)

ou la variable aléatoire v; admet des moments d’ordre 4. En applicant les majorations précédentes,
ainsi que l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

oly(0) 3lt( )
00; 00;

sup
eV (6o)

< Kptwy,

ol w; est une variable intégrable. Par I'inégalité de Markov, nous pouvons conclure que

1 n
T 2P = oe(1)
t=1

ce qui montre (C.53).

Par (C.22), nous obtenons que

O*1(0)  0°1,(0)
00;00;, 00,00,

=Tr(ds + ds + dg + dr).
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Les termes d4 & d7 sont des combinaisons maniées comme dans le cas des dérivées premiéres avec
dl, d2 et d3.

dy = D;'e,e, D' DY DD, (D;l - Dt_l) R'D; 1D,
d5 — -Dt_lgtEtD lD(Z) 1R 1D (D(J) _ DISJ)) 7

ds = —D;'e,2,D; 'R~ D;’! (Dt(i’j) _ ng‘)) ‘

L’expression d7 est une somme de termes qui sont obtenus comme dy, ds et dg.

Pour prouver (C.54), il faut prouver que supgey (g ||Dt_1(Dt(w) —Dt(m)) | < oo, les autres arguments
étant les mémes que pour (C.53). Par (C.25), nous avons l'expression de la dérivée de la matrice Dy
ainsi que celle de D,

i1/2 i1/2 83 /2

> Dy (i il):i 1/2 1 8h111t/ 1 ahnlt/ <1—1>+ 1 thn}/

89i89j ’ 5i1 Zl’thfﬁtﬂ 89] hfﬁt/Q 00; 51’1 hzﬁ/Q 00; 39

~5;, /2 ~5;, /2 =6 /2

P pyiryiny = e L Pl L Ol (1) 1 Dk

80;00; " by MRS l2 005 200 \b, ;1611/2 80,00,
11, 11, 7»17

Ceci nous donne

92 s 1 . 1 ord? 1 and? /1 1 82h%/?
D'— (D, — D,) = =D;Y(D, — D,)di —t —t -1 — =t

+ 1Dt Bydia {( 1oon” 1 an”? 1 ahw 1 ahm) <1>}
gDv Didiag 132 00; 132 06, h,/2 90; h§/2 00 )

1 82hg/2 1 azhé/z
1272 06:00; B Ef/Z 90,00 }

1 .
+ 5D;l[)tdiag {
Par les mémes arguments que pour la dérivée premiére, nous obtenons

82

sup
0O

Dyt

t %
‘ S Kp Uy s
ol wy est une variable aléatoire de carré intégrable. Finalement, nous avons

%,(0)  021,(0)

_ < K t *
00,00,  06,00; | ="

0eV (6o)

ol wj est une variable aléatoire intégrable. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli et I'inégalité
de Markov, on en déduit que p'w;} tend vers 0 presque stirement. Par conséquent, en appliquant le
lemme de Cesaro, nous avons nécessairement que n ! > plwf tend vers 0 lorsque n tend vers

I'infini. II suit en (C.54).

C.3 Puissance inconnue

Pour établir la normalité asymptotique de 'estimateur dans le cas ol la puissance est inconnue,
il sera utile de réécrire le modeéle (2.1) sous sa forme matricielle, comme cela a été fait pour le cas
ou la puissance est connue.

H (9) = ¢f7 (9) + B)H, (9), (C.60)

154



avec

q
1% () w+ Y A ()T + A7 (e
) i’ (9) () = 0
HO@) = | 1 |, D)=
T/2 :
ht/p+1(79) 0
et
By B, B,
1, 0
BW)=|0 I
0 I; 0

Pour simplifier les notations, nous écrirons ng) a la place de Hg‘r) (9) lorsqu’il n’y a pas de confusion

(1)

possible et de maniére similaire pour ¢;

H(T) t

et B. En itérant cette expression, nous obtenons

-1 (7' +BtH(T

Z IB%kct .

connue, que nous redéfinissons par s; pour ¢ = 0,...,

Pour démontrer le Théoréme 2.4, nous décomposons la preuve en 6 étapes.

C.3.1 Les dérivées premiéres du quasi-log-vraisemblance.
C.3.2 Existence des moments de tout ordre du score.
(C.3.3 Normalité asymptotique du vecteur du score.

1 - 8lt(190) L
— E - I .61
\/ﬁtzl 59 N(0,1) (C.61)
C.3.4 Convergence de la matrice J.
L 971 (0;) . .
— J(4,7) en probabilité. (C.62)

n & 09;00;

C.3.5 Inversibilité de la matrice J.
(C.3.6 Oubli des valeurs initiales.

Pour faciliter les notations, nous reprenons les notations introduites dans le cas de la puissance
4 qui correspond au nombre de paramétres

étudiés dans le vecteur 9.

x 80 =2d+ (p+2q)d* +d(d —
x s1=2d+ (p+2q)d?,

¥ s9=d+ (p+2q)d?,

* s3 = d+ 2qd?,

% s4=d+ qd?.

1)/2,

Ici nous définissons par sg I’ensemble des paramétres du vecteur ¢ et par s; tous les paramétres
a exception de ceux modélisant la corrélation. Par sy nous tenons compte de tous les parameétres
hormis ceux de la corrélation et de la puissance. La notation s3 correspond aux paramétres w, AZTF
et A, et enfin s4 correspond aux paramétres w et A;r.
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C.3.1 Les dérivées premiéres du quasi-log-vraisemblance

Les résultats de ce paragraphe conduisent aux mémes conclusions que ceux du paragraphe C.2.1.
Il suffit de suivre la trame faite dans le cas connu et de considérer que s; correspond au vecteur de

paramétres (w/, af/, .. ,a(‘;,, 041_/, .. ,aq_,, B1,---,Bp)". Pour rappel, nous utilisons les notations
Dot = Dy(to), Ry = R(do),
D) = 5ot 0) RY) = 5 (00),
0 = agj;z?j (%o). Ry = aﬁigﬂj (Bo)

et g, = Dyiy, avec 7, = RY?p,.

Lorsque nous dérivons par rapport & ¢; for ¢ = 1, ..., s;1 nous obtenons :
af;ng =T (gD R + R D; el D7 DY) + 270 (D7 DY) (C.63)
=T | (Lo~ R~ "iiy) DY D+ (1o — i) DD (C.64)
Nous dérivons par rapport a 9; pour ¢ = s1 + 1,..., 89 ce qui correspond aux paramétres p’. Nous
avons
8251(929) — _Tr (R—nglgtgnglR—lR@)) +Tr (R_lR(i)> (C.65)
=77 |(1a— R iuiif) R RO (C.66)

C.3.2 Existence des moments de tout ordre du score

Ce paragraphe présente des résultats additionnels par rapport au cas connu. Comme dans le cas
connu, Nous avons :

(i) pouri=1,...,s
Ol (Vo) i) e
2| < xpios],
(ii) pour i =s1+1,...,80
Al (9)
<K
’ 09, ’

(iii) pouri,j =1,...,5;

Al (99) Ol (Vo) 8 N 1/2
| PR )| < (m10f D511 D)
(iv) pouri=1,...,s17et j=s1+1,...,80
Al (Vo) Ol (Vo) (i) -1
<
E ‘ 0Y; 819J < KE HDOt DOt ’
(v) pour i,j =s1+1,..., 50, nous avons
— | < K.

2| 21e(W0) (o)
a9; oY,
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Pour avoir l'existence des moments des dérivées premiéres du quasi-maximum de vraisemblance,
cela revient a étudier les cas (i), (i4i) et (iv) ci-dessus. Par conséquent il faut controler le terme

HD(()?D&IH. La matrice Dg; peut s’écrire
Dy, = Dlag(hl/ (¥9)) = Diag <(h7/2(790))1/1> ,

et nous pouvons faire un travail composante par composante.
Tous les résultats obtenus dans le paragraphe C.2.2 sont corrects, ce qui signifie que nous avons

les mémes estimations sur les dérivées obtenues par rapport a 9; pour i € {1,...,s2}, c’est-a-dire
tous les parameétres sauf la puissance. Donc pour i1 = 1,...,d et i = 1,..., s3 nous avons
Tiq /2
0Dy (i1,i1) —h1/2 1 ‘%zﬁ (C.67)
09; Tia st h”l/2 09; .
i1,t

et les résultats restent inchangés.
En se focalisant sur le paramétre de puissance, la dérivée de la matrice Dy par rapport a 7 est :

ODy(i1,11) p1/2

11,
= h. — C.68
87‘1-1 it Tiy th /2 8’7’“ ’ ( )

7'17

11,t

Tiq /2
1 Tiq /2 1 1 oh. ™
—(5]',1'17_*2 log (h ! )

i1

ol 0, représente le symbole de Kronecker. En utilisant 'expression matricielle (C.60), nous calcu-

lons les dérivées 8H§7)/819i pouri=so+1,...,81 et pouriy =1,...,d:

() 0 ()
aH Z ZBk 7'17.]1 Ct k(jl)a

679 - v,
k= 0]1 1
avec )
9", (j1) 5‘(6-* )72 e, 4-1)™
k -1 . =l
t ZZ ]la]? 22 +Al (]17]2) J2 .
d9; 09;
=1 jo=1
Ici dériver par rapport a ©J; revient a dériver par rapport a 7;, pour un indice ig € {1,...,d}. Dans

la suite des calculs, il est facile de travailler pour un ordre quelconque des dérivées, ce qui nous
permet d’écrire les dérivées pour un ordre x € {1,2, 3},

+ T + T 0sig )
O"(ek, ) Ok, ) i J2 7 o
o0~ B ok B o
i Tio log"(+e Zot l)(iem +—1)70 sl ja = o,

et nous avons

8KC£‘ )m(jl) . s Pyaat + T - . K _ _ .
e = D AT Gnio) log™ (e ) (e )0 + A7 (i) log™ (=€, ) (=€, 4 )7
%0 =1

Par convention, nous considérons que log(z™) = 0 lorsque z est négatif et log(x™) = 0 lorsque z est
positif.

q
> AF (Gisio)|log(el, , " (5 )70 + A7 (d1, o) [log(—e5, ,)|"(—e5, ;)70

1 07D

Cl(eT) () 97

q d
w(i) + 3 zzjl{ Flnga)(et )™ +Al_(j1,j2)(5j—27t_l)rjz}

q
>0 Af (o) log(ef, )" (e 1) + A7 (j1,d0)|log(—e7, ;) (=5 py) 770

q
—("’(jl) l; {‘17(.].177:0)(67—,‘;’1571)”0 ‘1l_(j1ai0)( 67;,’157[)7—1‘0}
g llog( ot 2

=1

)

K

+ ’10g Zot l)
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En utilisant 'inégalité

HOG) 2w+ Y S B (i1, 1)l (1) = w+ B (ir, j1)el ), ()
k'=1j1=1

qui est vraie pour n’'importe quel £ > 0 ot w = infj<;<qw(i), et le fait que z/(1 4+ ) < z® pour

tout & > 0, nous obtenons

8“§§Z)k(j1)
ov%

() .
1 8 ]H[ Supz Z Z]_,j]_i )

H (iy) 879% 0 o1 w + BF(in, j1)e, 7 (1)

< 4 B iy, 1)e™, () 1 9%, ()

< sup - -
ﬁeakzo]_lw+18k<u,mc§ DG 1D Gy 99

sup
JeA

1 © L BF(in e " )k(]l) " _ m

= o ggkz Z:: w +IB%k(Z1,]1t) ,E )k(Jl) Jz; {‘log(ejht_k_j)‘ + ‘lOg(_gﬁvt—’“_j) }

1 & Bk(ibjl)g(?k(jl) T K _ K
= 2 g)ﬁz—l Slelg ( w t ; {‘log(ez’pk*j)‘ + ‘log(_gjl’t*k*j) }

<Ky i ™ sup (™) Z {[logte, )| + Plog(—25,.0- )|}

k=0 j1=1 j=1
Nous avons By, (supye A(Q@k (j1))%*) < oo, pour tout s > 0. Donc nous obtenons

q
]S ZS++S

1 BRHET) (i1)
H (i) 09

Ey, |sup
DISTAN

avec pour j > 1:
1/2
Zpsk (Bl log(=fy i )1)

Par stationnarité, nous traitons seulement les termes Siil et les calculs sont identiques lorsque nous
remplacerons gzr par g; donc nous traiterons seulement Sj ;- Nous avons pour n’importe quel A > 0

2K
]EﬂO“Og( ] t—k— ])’25<A+]E’l90

log(e ¢k Lijiog(ct , , ize>a)

9% 1/2
> x) da:)

1/2
]P’ ’10g itk 1)‘ >:B1/2”) d:x)

si=as ot (]

_A+zpsk(/A
—A+zpk(
(

/002/%2” 11P’<’10g it ke 1)‘ >af> dx>1/2
_A+Zpk /

A
AOO 1/2
—A—i—Zpk(/ 22 1 P(#t o 1>eXp{x}>+P( Fiko < DL x})} )

A

(‘log zt k— 1)

o0

o0

k2l IP <10g(€xt—k—1) > x) + P (log(eit_k_l) < —m)] d$> v

_ AJerSk (T + 1) (C.69)
k=0
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En utilisant 'inégalité de Markov, nous avons

T = / 2Kz P (53_/@_1 > exp{m}) de < C. (C.70)
A b

Le second terme T2Jr est plus compliqué. Nous utilisons la propriété

. 1
lim Pl <y) =0, (c71)

C’est I'hypothése Al dans Pan et al. (2008) et dans notre cas c’est la conséquence du fait que
n a une densité positive au voisinage de zéro (Hypothése H8). Nous appliquons la propriété a
P(gift—k—l < exp{—=z}). En effet nous pouvons trouver un A > 0 tel que exp{—=x} est petit. Donc
pour n’importe quel z > A :

P (5;;71@71 < exp{—x}) < cexp{—z} . (C.72)
Par conséquent, le second terme T;’ satisfait
[e.9] o0
S+ = / 2622 1P (5;rt—k—1 < exp{—x}) dzx < c/ 2k Lexp{—zldr <C <oo. (C.73)
A ’ A

Nous utilisons (C.70) et (C.73) dans (C.69) et nous obtenons que

o0
SH<A+CY pF<oo.
k=0

Il en découle

1 o<H ) (4y)
Ey, | sup ¢ < 00,
’ lvea HET) (i1) v
ou encore pour tout rg > 1
1 orH (i) |
Ey, | sup L < 00,
0 deA Hg’r) (Zl) 819?
Finalement nous avons montré pour tout ¢; = 1,...,d que
T 2 o
1 8h’i11t/
E sup = (¥)| < 0. (C.74)

9EV (90) hijlt/Z 0v;

C.3.3 Normalité asymptotique du vecteur du score

Les arguments sont les mémes que ceux utilisés dans le cas connu. Nous remplacerons 6 et 6
par ¥ et 9.

C.3.4 Convergence de la matrice J

Pour établir la convergence de la matrice J, il est nécessaire d’avoir les expressions des dérivées
du critére a l'ordre 2. En reprenant les dérivées (C.63) et (C.65) du paragraphe C.3.2, nous obtenons
des expressions similaires au cas connu en fonction de ¥;.
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(i) Pouri,5 =1,...,s;
01, ()
01,00

=Tr(c1 + c2+ c3)
avec
c1 = D 'e,e,D; ' DY D R D; DY) + D le,e D R D; DY D DY)
_Dt 5t5t 1R 1D 1D( J)_'_Dt 5t5t 1R lD 1D(J) 1Dt(i)’
3 = —2D; ' D DY) 2D;1D§W>.
et co est obtenu en remplagant g,&; par R~! dans ¢;.
(ii) Pouri=1,...,s17et j=s1+1,...,80

0%1,(1)
00,00,

=Tr(cs + c5)

avec
ca=R'D;'DYD e, DA RTIRYD,
= R'D;'e,e,D; ' DY D ' RIRD).
(iii) Pouri,j =s1+1,...,50

021,(V)
80,09,

=Tr(cg)
avec
6 =R 'ROR'D e,/ D' R'RY) + R7'D; e, D' R RO R RV)
— R_lDflgtgnglR_lR(i7j) — RIROR-1RU) 4 1R,

Pour montrer l'existence des moments a tous ordres ro des dérivées secondes du critére du log-
vraisemblance, il ne faut controler que le terme || D, 1D || Tous les autres termes présents dans
les c1,...,cqg sont déja controlés. Nous pouvons exprimer la dérivée seconde de la matrice Dy aux
parameétres ¥; pour ¢ = 1,..., 52 et aux parameétres 7; pour j = so +1,...,57.
(i) Pouri,j=1,...,59

L Tiq /2 Tiq /2 9 Tiy /2

82Dt(21,jl) _ ih1/2 1 6hzllt 1 8h”1t i D)y 1 O h“f

8191(%’] Tiy it hTilt/Q 819] hTilt/2 09; Tiy hTZ1/2 0Y; 879

i1, 11,8

11,

(ii) Pour un 4 fixé avec iy =1,...,det j=1,..., 59

Ti 2 2
ODilin,gi) _ 12| 1 on;/” N (h 1/2) 1 on/ 1 on/
07, 00; T U /2 00, Ty \ Tiy ot pTa/? Om, tht/Q Y

i1,t i1,t

11,1 21,1

h”lt/2 T, h;(z?t/Q oY, +h;1r1ilt/2 013, 09

1oon/P 1 en™ 1 o] 1/2]

(iii) Pour j =1,...,s2 et pour un ig fixé tel que iop = 1,...,d et ig # i3
o Tiq /2 Tiq /2
0%Dy (i1, j1) _ h1/2 RO (h”lﬂ) L1 on;; 1 OhyY
87‘2‘0819]' Tiy it Tio Tio & Mini hTzl/2 87'10 hTz’1/2 8193

i1,t i1,

1 8h'r,1/2 1 8hnl/Q 1 62 711/2

i1,t i1,t th

thl/Q 87’20 h7'i1/2 8’l9j +hZ1t/2 8%81%

i1,t i1,t
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(iv) Pour un ¢; fixé avec iy = 1,...,d

.. Tiy /2
ODilinjr) _ Lyapp| L[ 1 (h‘_ril/Z) L ! Oh;'
8Ti21 Tiy ot Tiy Tiy s et h:flt/z aTil
2
Ti /2
1 1 5, /2 1 Oh;Y 1 Tiy /2
i (h"’l ) 1, | (hlzl )
* Tiq Tiy o8 it * hTilt/Q 67’1‘1 + Ti21 08 it
11,
T T S L S W O
i hfht/? T, hTht/z Ty, hfnt/z oy, hfht/? or?
11, 11, 21, 1,
(v) Pour iy fixé et i fixé avec i1,i9 = 1,...,d

/2 /2
t t

92D (i i 1 1 1 . 1 Oh"
+(i1, 1) 2| L —flog(hiﬁt/z) N

1 . 1 On"
—~log (h ”/2)+ 1
0ti, 074, Tiy Tio Tio i

h’_ril/2 87’,'0 Tiy i1yt hTi1/2 37'1'1
i1,t i1,t

T L O A W) S Wi

i1,t 11,t i1,t

_7 Ti 2 . Ti 2 . Ti 2 . Ti 2 . .
Tiy hillt/ 87'“) hillt/ 67'10 hillt/ 87’11 hillt/ (97'“87'10

Ces expressions font intervenir la dérivée premiére de h, ainsi que sa dérivée seconde. Comme la
dérivée premiére est déja controlée, pour la dérivée seconde du critére, il ne reste plus qu’a majorer

Lo [
11,t
hilft ! J
Pour tout 4,5 =1, ..., s, cela revient a étudier le cas ot la puissance est connue. Tous les résultats

étant déja démontrés dans le paragraphe C.2.4. Nous nous intéresserons donc qu’aux paramétres de
puissance. Par I’écriture (C.60) du modéle, nous pouvons en déduire l'expression composante par
composante
oo d
H (i) = > B, 1)l ().

k=0j1=1

Nous pouvons noter que la dérivée croisée par rapport a w et 7 est nulle

aZHgT) (Zl) 0
87’1'8(.«)]' .

L e, LSN T N . . . st 2
Les dérivées premiéres de Hg ) par rapport a 7 ne faisant intervenir qu'un seul 7;,, les dérivées

croisées par rapport a un 7;, d’ordre supérieur sont nulles

PH () _
(97'1'1(97']'1 e
Il reste trois cas a traiter pour prouver (C.75).
(a) Pouri=1,...,d, et pour un ozj[ fixé, nous avons




ol {8Al (i1,71)/ 8a } est une matrice composée de 0 et de 1 & I'emplacement de a . En

multipliant par a]i, nous obtenons

AT
Iri0a; k=0 ji=1 I=1
0o d (1)
dc, . (1)
<33 )
k=0 j1=1 Ti

En utilisant le méme procédé que les dérivées premiéres du paragraphe C.3.2 et en fixant
k = 1, nous obtenons la majoration souhaitée. Finalement,

+ o

of  9°H(i1)

H (iy) Omda; o0
(b) Pouri=1,...,d, et pour un j3; fixé, nous avons
82}1-]1 Z Z {ZBZ (i1, 7B (i1, j1)BF (43 j1)} M
8naﬁj il G , e

En multipliant par 3;, nous obtenons

PH (1) X & ac§ " (i1)
Bj 97:08; _kz::z_: (i1, 1) o

Comme pour le point (a), nous procédons de la méme fagon que pour les dérivées premiéres.
En fixant k = 1, nous obtenons

T0

B OH (i)
" (i) 9705

(c) Pouri=1,...,d, nous avons

aH( izd: 1) a2g§?k(z‘)
- _ 1,J1 87’3 .

Z0

Pour conclure sur ce point, on fixe kK = 2 et nous utilisons le procédé développé pour les
dérivées premiéres. Nous obtenons alors la majoration

To

1 02m (i)
H (i) O

7

E

Par les majorations obtenues aux points (a), (b), (c) et (d), on en déduit I'existence des moments
des dérivées secondes et par continuité les inégalités sont uniformes sur un voisinage V() de .

Pour tout ¢ = 1,...,d et pour tout 4,7 = 1,...,s1, nous avons
]. 62 7_11/2 7o
E sup Ohivi (9] < 0.

9EV (90) thl/Q 09; 819

Pour conclure sur la convergence de la matrice J, il faut montrer 'existence des moments d’ordre
ro des dérivées troisiémes du critére du log-vraisemblance. Comme pour les dérivées premiéres et
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secondes, les dérivées troisiémes s’expriment comme les traces des sommes de termes c;.

(iv) Pour 4,5,k =1,...,s1,

M =Tr i(cl + co ) + c31 + C32 (C.76)
80;00,;00; e
avec
ci1 = —D; D Dy e, D DY DI R DY — Dy le,et Dy DY D DY D R D D

+ D e, D D D R D DM — D le,e D DY D DY D R D DM
— D', ' DY D R D DY D DY + Dy Yeye, Dy ' R D DY) D DY,
cio = —D; "D D e, D R D DY D DY) — Dt D DY D R D DY D D
= Dy e Dy R D DY D DY D DY + D e D R D D) 0 Dy
~ D 'ee; D RTID DY D DY DD + Dy e DY RID DY D DY
c13 = D; ' DD e, el D RID DY) 4 Dl et D DY D R D DY)
+ Dy gD ‘IR‘nglDé’ D' DY - D teei Dy R D DY,
1y = —Dy 1D(1)Dt e/ D ;1R_1D;1Dt(j)D;1D£k) _ D;lgtgth’lDt(i)DflR_lDt’lDEj)Dt’ngk)
— D 'eei D7 R D7 D D7 D D DY + D e D R D DI D D
~ D 'ee; D RID DY D DY DD + Dy e DY RID DY D DY,

e = —D; DY D R D DY D e ey D D - D R D DY D DY D e g D D
+D;'R'D; D) D et D DI — ;1R—1D;1D§ )p; D\ D e,et D DM
— Dy'R'D; DY D et D DY D D) + DI RTID; e, D DY D DI,
—D;' DY D R D; e gDy D D DY — D R D D Dy e gDy DY D7 DY
— Dy'R'D; e, D7 DY D DY D DW 4 DRI D; e g, Dy D) D DY
_ D;lR_lDt’lgtgth’lDij)D 1D(1)D 1D(k) + D;'R7'D; e,e\ Dy 1D(J)D 1D(Z k)
ey = D' DY D7 R D; g, D DY + DRI D DY Dy e D DY
+ D, R et D D D DY — D R D ey D DY,
ex =Dy DD R D e D DY D DY - D R D D Dy e D D DY
_ Dt—lRlet—lététh—lDt(i)Dt—lng)Dt—lDt(k) + Dt—lR71Dt—1§t§£Dt—1Dgi,j)Dt—lDt(k)
_ D;lR—lD;lgtggD;lng)thngi)thlpgk) + D;IR_IDt’lgtg;Dt’lDt(j)D;ngi’k),

€22

ey = =2 (=070 D7 DY D' P + D D D DY

ey =2 (=D ' DD D 4 D D).

(v) Pour i,5,k =s1 +1,..., 80,

931,(9)

A S, o C.77
09:00,00, r(ce1 + ce2 + o3 + Coa + Co5), ( )
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avec
cer = —R'RORTRYD e, et DIYRTIRW + RTIRGD Dt el DI P RTIRM)
— R'RYD e, el DIARTIRORTIRK) 4 R- 1R< D Y, el DT RTIRGR),
62=—R'ROR'D e, DI RTIRYIRTIR® — RID e, e DI RTIRORIRORIRP)
+ R'D; e, DYRTIRGIRTIRK) — RID e el DY RTIRV RTI RO R RF)
+ R7'D; e,el DY RTIRV RTLREK),
Co3 = RflR(i)Rlet—lgtgnglR(j,k) + Rlet—létééRflR(i)RflR(j,k) _ }T1Dt—1§t§%}r1R(i,j,k)7
ces = RTIRDRIRURIRF) _ g-1REDR=IRK)  RIRURIROR-IRK) _ p=1RU) =1 Rk
Cos = —RIRO R1RGFK) + RIRIK)

(vi) Pouri,j=1,...,s1 et k=s1+1,...,50,

831,(9)

m = TT(C41 + 051), (078)

avec
e = —R'D; DY D DY D e, D' RTIRW + RTID; DY) Dy e e, Dy P RTIR™
—R'D; lD(])D 1D(z) D; e, e, D' RIR® — R1D; ID(J) D; EtEtDt_ngi)Dt_lR_lR(k)v
cs1 = —R'D; DD e e, D DY D R RY) — R1D e gD DY D DY D R RM)
+RD; e, D D DA RTRY) — R e, D DY DA DY DRI RM),

(vii) Pouri=1,...,s1 et j,k=s1+1,...,50,

931,(V)

m = Tr(ce1 + co2r + Co37), (C.79)

avec

gy = —RIRID DY D e, et DI RIR® — R7ID e, D DO D RI RO RIR®),
gy = —RD; DY D e e t_lR‘lR(j)R‘lR("‘) — R'D; e, D; ' DY D R RD R RM),
coy = RD; DY Dy eyei Dy P RTIRE) 4 R7D; e el Dy DY Dy Y RIRED.

Pour obtenir ’ensemble de ces dérivées troisiémes, le processus est identique a celui du cas connu.

Comme dans le cas connu, le terme qu’il faut contréler pour montrer ’existence des moments
d’ordre rg de la dérivée troisieme du critére du log-vraisemblance est le terme D, 1D0t. Les autres
termes composant les ¢;; se controlent de la méme maniere que lors des dérivées secondes ou pre-
miéres. Si I'on s’intéresse au terme ngl) = Dt_lgtg;Dt_lRlet_lDt(z’J)D;1D§k) comme pour le cas
connu, Nous avons

B| sup |7 (c)|| < KEIRHIE| sup 107 DulPlB D DI D7 DY)
9V (o) YeV (do)
<KE| sup ||y Do|D7 D07 DM | - (C.80)
YeV (o)
Il faut donc prouver que pour tout rg > 0,
E| sup ||D; Dy | < oo. (C.81)
YEV (90)
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Par I’écriture matricielle (C.8) la i;-iéme composante de ﬁg/ 2 (¥p) est égale a

d q

héll/ (Yo) —Co+zz ZZEIS (i1,1) { 0:(J1, 42) (e —Zt ps) P

k=0 j1=1jo2=11i=1

"‘AOi(]la]Z)(_gjg,tfkfi) 32} )

ol ¢ est une constante strictement positive. Pour un voisinage V() de ¥ suffisamment petit,
nous avons

A+ . . A_- . . ]Bk . .
sup 01(J1712> <K, sup 01(31712) <K, — g1, J1)

< (149"
9ev(vy) A7 (71, J2) 9ev(vo) A (J1,J2) 9ev (do) BF (i1, J1) ( )

pour tout iy, ji, j2 € {1,...,d} et pour tout entier k et tout & > 0. De plus les coefficients A(Ti(jl,jg)
et Ag;(j1,J2) sont minorés par une constante strictement positive ¢ > 0 uniformément sur un
voisinage V' (dg) de 9. Nous avons alors le quotient suivant

B g ey s gy (OO B ) (B ) )
htz/z(ll) B k=0 j1=1j2=11i=1 W+C]Bk(’l,17]1)( ]2 t—k— z)TJz w+C}Bk(ilvjl)(faj_z,t_k_i)n?
d q oo
SK+KDY 3 2 048 el
jo=11i=1 k=0

pour p € [0, 1], pour tout & > 0 et pour tout s € [0,1]. Par le Corollaire 2, nous avons alors pour
tout 9 > 0,

82, 1|70
E | sup hgtﬂi(“) < 0. (C.82)
o€V (60) | hy' “(i1)

Par (C.82), il suit que E[supgey (g | Dot Dy 1| 70] < oo.
Il reste & controler le terme || D; 1D§” )|| pour conclure sur U'existence des moments de la dérivée
troisiéme du critére. Comme pour la dérivée seconde, plusieurs dérivées troisiémes sont identiques au
cas connu. Nous ne traiterons donc que celles qui sont différentes et qui font intervenir les parameétres

7;. Les dérivées troisiémes de la matrice D; s’expriment par
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(i) Pour ¢; fixé et j,k=1,...,s9,

Tiq

hT”t/Q oY, 8’19]

0°Dy(ir. 1) _ 1h1/2[ 1( 1 on® 6h?ﬁf/2<1 s 82h3f}/2)
h

073, 00;00, 7, ! /209, pral2 o9 \ 7

Zl,t ll,t 11,
Ti /2
1 1 iy ORI
+— **IOg(hiflt/Q)Jr 12 o
Tiy Tiy ’ hTZI/ 8731

ll,t

Tl L (L) L

Tiq /2 . Ti , - +7'7 7

hilft/ 00 hilitﬂ ov; Tiy h{ff 09,00
Ti 2 Ti Ti

R N W ( 1 1>
h® O wplt 9% plnft 90 A

L1 e B MY )
hZ}t/Q 819j8n-1 h;i1t/2 v, B >

Til

R i W (1 1)
h;i}t/Q 0v; hz‘ft/z o, h;i}t/Q ov; Tiy

11,0 i1, 11,1t i1,

Tip /2 Tiq Ty Ts
1 on/* 1 0%h /2(1 > 11 on/P 1 anl/?

Tiq

+ _
Tiy /2 . Tiq /2 O T; T
hilzt 819] hilft/ 8’(9287'11 Ti21 hzﬁt/2 819] h13t/2 619]

Ti /2 i /2 i /2
1 ahil}t 1 0 hz—l }t 1 0 hz—l Tt/

+
hTil/z 87’1'1 h:ﬁt/z 8ﬂiaﬁj h;i}t/z 3191'819]'8731

i1,t

(7i) Pour iy fixé avec ig # i1 et j,k=1,..., 592,

. Tiy /2
83Dt(117j1)_ihﬂ'1/2 L1 ahhft/

8Ti08’19ja’l9k N Tiy it ahfht/z 87'2'0

11,

1 ah:ﬁt/2 1 ah:ﬁt/2 < 1 1 62 hZth/Q
pia? 995 gl 900 \m ) y/2 09.00;
i1, i1, i
Tiy /2 iy /2 -
+ 1 ahiit 1 ahilit/ 1 6hi1}t/2 <1 _1>
n? Omio w2 905y A\

RN R N S

tht/Q 09;0T;, hzltﬂ 09; (7’11 )
poant o et 1 an?

hnl /2 8&] hﬂ‘l /2 07—1’0 hﬂl /2 09; < — 1>

’il,t ilyt Zl7t

+ _
Tiq

Ti1

Tiq /2 T;
42 ony” 1 on 1 1
hTH/Q 819]' hTil/Q 6191'87'2‘0
i1,t 21,t
Tiq /2 Tiq /2 Tiq /2
1 ahil}t 1 a2hi1?t 1 83hilit/

hTil/2 ov; hTi1t/2 81918% B hTi1t/2 819i819j8n1

i1,t i1, i1,

+
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111) Pour k=1,...,s89 avec 7;, et 73, fixés et 7; T
9 ) 11 12 71 129

Tiq /2 Tiq /2
63Dt(i17j1) _ L 1/2 _log(hTil/2+ 1 ahilft/ B 1 8hiljt/
013,07,00, T, VN Ty ot h;i?t/2 o7, h;iftm 00y
Tiq /2 Tiq /2
w2 Deg ) + L 7 i ! 7 i
Tiq i ’ h:ﬁt 87’1-1 hZ}t 0V
o on® 1 onp/? 1 o/
Ti /2 . Ti /2 Ti /2 . .
hilft 87'11 hilit a’ﬂk hl_th (97'11619]
Loon 0 et 1 eln/?
h'{'il/z (97'1-2 h”_'i1/2 OV, hTil/z 37’1'281%
11, 11,1t 11,
DR O N SR S S S . S Wi
Tiqp Tiq h::t/g aTiQ h::t/2 87—752 h:ﬁt/Q 8Ti1 h:ll}t/Q aTizaTil
1 5’1&/2 1 1 1 (hTil/2)+ 1 3@3/2 1 ah;iftﬂ 1 8h;1ijt/2
a0 T\ T Bt n/? Oma | pra/? Omy pTa/2 00
T11/2 2 Ti /2
1 - 1 Oh, 1 0%k
+ 710g(hilblt/2)+ — i1,t — 1,t
i ) h’iilt 8’7'2'1 hilllt ((97'7;2819;@
voont 1 annt 1 on P 1 e/t 1 an/?
;—lijt/Q a7—7,'2 hz;?t/Q 8Ti1 h:ﬁt/2 819]6 h::t/2 8Ti2a7—i1 h:lljt/Q 819]0
L G S S W S WL S
h:ﬁt/Q aTil h::t/Q 6732 h::t/Q 8’(9k h;?t/Q 87’,‘1 h::t/Q 87'12619]9
(iv) Pour k =1,..., s avec 7, fixé,
Ti 2 Ti 2
33Dt(i1,j1)7i 1/2 <1l> 1 Ghi;t/ 1 ilog(hnl)Jr 1 ahilit/
ot2 0y, T, ot Tiy h;ift/Q ov; T, \ T, ot h:jt/Q o7,
Ti 2 Ti 2 Ti 2 Til 2
Loon/t o ennP 1 on/ 1 9*hl
h'{'ilt/z 819j hf”lt/Q 8731 hTilt/Q v, hlﬂlt/Q 8Ti1819j
11, 1, 11, 11,
Ti 2 Ti 2 Ti 2
1o 1 an/ 1 9h/
Zi1t/2 67’1'1 h;ilt/Q 8’[% h;rlilt/Q 8Ti1819j
U (g L1 o o 1 o
—— | =10 7 _—
71»21 i1 & i1t Tiy hTilt/2 819] h‘f—i1t/2 67’2‘1 hTilt/Q 819]
11, 21, 11,
Ti 2 Ti 2 Ti 2
+ 1 1 1 (hTi1/2)+ 1 1 ahilit/ 1 8}1“&/ 1 ahn}t/
~ | == 10 ! _—
Tiy 121 B Tiq hTil/Q 87'1'1 h7_'i1/2 (97'1'1 h'f'i1/2 67‘2‘1
i1,t i1,t i1,t
Ti 2 Ti 2 Ti 2
+ 1 82hi1ft/ 1 8h11ft/ i ilog(hTi1/2)+ 1 ahllit/
pif2om ) g E 00 o R oy
Ti 2 Ti 2 Ti 2
1ot 1 an/ 1 9*h0
pp/? Omy g/t 89 pTn/? 07, 00
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voon o1 a1 enln/r 1 P 1 an/?

i1,t i1,t

n _
w2 om, h:fftﬂ o7, hth/Q a9, h;fftﬂ or? hfilt/2 0Y;

i1t 11,

voonP o o r o o 1 enln/r 1 o/

i1,t 11,0

+ hTil/2 anl h‘f—’ilt/2 8Ti1 hTilt/2 81% B h‘f—’ilt/2 anl h’Tilt/2 87’1-181%
i1, 11, 11, i1,

21,
/2 i /2 i1 /2
Lo 1 et e

hril/? 3Ti1 h;ilt/Q aTil 819] h;ilt/Q BTEI 819]

i1,t

(v) Pour k=1,..., sy avec T, fixé et iy # i1,

2
Lot 1 en?

PDyiv,j1) 1 172 ) 1 1 i /2 ey
e S YA —h. — | ——=1 hii 1,
Ot2 00y, T R W o8lhii )+ h;"}f o7, hiﬁtﬂ 90;
Tip /2 Tiy /2 Tiy /2
1 —ilog(h7i1/2)+ 1oon/ 1oon? 1 ol
Tig Tio it h;ﬁt/z 0Ti, h;ilt/Q 0Ti, h;i1t/2 8?9]'
Tiy /2 Tiq /2
PR log(h]"/%) + Lok 1 ony/
Tio Tio it h;ilt/Z 67‘2‘0 h;ilt/Q 37'1‘08’(9]'

1o1oont 1 an P 1 anl/?

i1t i1,t i1,

]. T; /2
+ | = log(h; /") — —— - — .
2 SV AV
1Rl P\ 1 on
hTil /2 67'120 hﬂl /2 619]

i1,t i1,t

1o 1 enn/* 1 onl/? T NS T v

i1,t 11,t

11,t

n _
h.Til/2 i, hzlt/2 O h;rﬁt/Q 99, h:flt/z 67—2% h-ﬂl/2 I

it i1,t

i1,t

Tl o W O 99 P o i 9md
i1, i1, 11, 11,

’Ll,t
I T B

/2 Omie T/ 0mig 09, " h{? Omia s

7,1,t

(vi) Pour g, i1, iofixés avec T, # Tiy 7 Tiys

.. Tiy /2
3Dy (i1, j1) B NSVED BN (h_nl/z)_i_ 1 OhY
(97'2(97'1‘187'7;0 Tiq i1t Tio Tiy & i1t hTi1t/2 3732
i1,
Tiy /2 Tiq /2
1 . 1 6}},1 1 1 . 1 ah’z L
——log (hilllt/z) + 7 1,t ——log (hilntﬂ) + —7 1,t
Tio ) hizlt 87’1'0 Tiy ’ hizlt 8731
Ti 2 Ti 2 Ti 2 Ti 2
1 1 6hi1}t/ 1 ahiljt/ 1 8hi1}t/ 1 82hi1}t/
Ti, h:flt/z (97'1'0 hzilt/z (97','0 h:lilt/z 37’1'1 hzilt/z 87’11 (97'1'0
RN O N W O )
ah_ﬂlﬂ 0Ty, pTa/? 0r, pTa/? 0T, prin/? 7,07,
21, 71,t 21, 11,t
T3 /2 Ti /2
1 Tiy /2 1 OhY 1 i /2 1 OhY
1 (h ) L — (h ) L
Tiy e\ )T h;rlilt/Z ori, " Tiy o8 (i ) T h;”t/2 o7,
Ti 2 Ti 2 Ti 2 Ti 2
11 o/ 1oon/r 1 an/ 1 oh/
Tiy h;ilt/Z 8Ti2 h;ﬁt/Z 67‘1‘2 h;ilt/Z 87’1‘1 h;ilt/Q TizaTil
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11 on? o1 en® 1 1 e/

i1,t i1,l i1,t

. Tiq /2 . Tiq /2 . - . Tiq /2 . .
Tiy hilut/ o7, hilzlt/ o7, Tiy hi;lt/ 01,074,

voont o o r o o 1 emnP o1 an/?

i1,t 11,0 i1,t i1,t

h7_—il/2 87’2'2 thl/z 671-0 ]7,7_—1'1/2 87’i1 hTLI/Q 87’1-2871-0 hTﬂ /2 aTil
i1,t i1,t 11,8 i1,t i1,t

T S T ) SV W) NV TR. N B M v

i1, i1,t i1,

7hTi1/2 87’i0 h'{'i1/2 87’1'2 hﬁl/Q aTil h'{'il/Q 67’i0 h”ﬁ‘rlt/Q 8Ti287'i1
11 11 11,

11,6 )t )t i1,¢

1 8h;z?t/2 1 a2h'_ri1/2 1 83hTi1/2

21,1t 71,

hTilt/Q 87‘1‘2 hz'lllt/2 8731 87’1'0 hTilt/Q 8Ti2 67’i1 8730

11, 11,

(vit) Pour iy fixé,

. . Tiq /2
83D 1 1 1 . 1 Oh?
(i, 1) AR G 710g(h_11t/2) _ 1t
or? Ty b T T B T /2 O
i1 31 i1 i1 hil,t i1
Tiy /2
I log (hTil/z) 1 Ohyy
Tiq Tiy i1t h:ﬁt/z 67'1'1
2
Ti /2
1 1 i, /2 1 Oh;Y 1 Tiy /2
e ()« ) L )
Tiy Tiy 1, hiT:t/z T, 2 Lt
T S WL WL WG
Tiy h;lt/ 2 97, hz'T:t/Q o7, h;lt/ 2 97, hth/ 2 o7
Ti1/2
i _i log (h,Til/Q) 1 ahil»t
121 i1 ot h::t/Q aTil
Ti 2
1 1 i /2 1 1 ahil?t/
- Tlog (h‘illt ) _ 77/27
Tiy i ’ Tiy hz—;lt oTi,
1 3h;ift/2 1 8hz’jt/2 1 3%33/2
- Ti . Ti . Ti 2
hilitm oy, hilft/Q 0Ty, hilitﬂ 87'“
7'1’1 2
1 1 Tiy /2 1 ahil,t/
- 2 710«% (hillt ) - i /2
i i ' h;”t oTi,
Til 2 Ti 2 Ti 2 Ti 2
1 1 ahih/ 1 1 8hiljt/ 1 8hiljt/ 1 1 82hi1ft/
Ti21 h?—i’lt/2 aTil Tiy hTilt/Q 87'7;1 hTilt/Q 6Ti1 Tiy hTilt/Q 672'21
11, 11, 11, 11,
Ti 2 Ti 2 Ti 2 Ti 2 Ti 2
=+ 1 ahil?t/ 1 6hilft/ 1 8hi1}t/ o 1 82hi1}t/ 1 8hi1jt/
hiTlift/z i, h:fftm i, hz‘Tﬁt/Q 07, hi?t/z 67221 hzlift/2 073,
Tiy /2 Tiy /2 Tiq /2 Tiy /2 Tiy /2
4+t O W WL o1 on* 1 o
h;ilt/Q 872-1 hzlt/Q 87’1-1 h;ilt/Q 8Ti1 tht/Q aTil h;"1i1t/2 (‘97’31
oot 1 o L1 on1/* 1 o*hl?
_hT"l/Q 8@1 hTf?l/2 871.21 h?'f?l/z aTil hTil/Q 67'2-31

i1,t i1,t i1,t 11,0

Ces expressions font intervenir les dérivées premiéres, secondes et troisiémes de h,. Comme nous
avons déja fait ’étude des dérivées premiéres et secondes, il ne reste plus qu’a majorer

3 Ti /2 To
g| L M (Wo)| < o0 (C.83)
hTilt/Q 8191‘819]‘ 0V} ’
11,
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. —1 1 (ij,k
pour controler le terme || D; 1D§ ) )H
Nous ne nous intéresserons qu’aux cas qui n’ont pas été traités dans le cas ot la puissance est
connue. En effet, pour 7,57 = 1,...,s2 ces dérivées ont été étudiées dans le cas connu. Par I'écriture

du modéle composante par composante

H(T) (i1) Z ZB i1, 1) Ct k(h)

k=071=1
nous pouvons déterminer les dérivées & vérifier. Nous pouvons déja noter que les dérivées croisées
PH (i) FH) _ oL, PTG
8’191'8193‘60}1'1 ’ 819i8ai06ai1 8192819?1 ’
et cela quel que soit le parameétre correspondant a 9; et 9;.
il reste alors les cing cas suivants a traiter pour prouver (C.83).
(a) Pour i =1,...,d et pour ai et ) fixés, nous avons
agHET) (Zl) _ B~ 1B Bk’—r 8A Zl’]l log (= :|: T
s s Iy S ) grr et
19 OPk =0 ji=11=1

En multipliant par a et Bk, nous obtenons

OPH (in) Z“’ Z’“/ I Zd Z" A} (i1, j1)
+ t 1) _ r—1 i) mk’ —7r + l 1,J1 Tiq
& Bkm a BB : G gaE L)L)

k'=0 [ r=1

< Z BY A (in, 1) log (el , ) (e, )™

1 0c; 4 (J1)
k t—k
< oot

E—=0 Ti

Pour conclure, nous procéderons comme pour les dérivées premiéres en fixant k = 1 dans
le paragraphe C.3.3.

(b) Pouri=1,...,d et pour §; et f, fixés avec 3; # [, nous avons
63H§T) (711) 00 K -1 . ) ' )
i L B ]B(k )Blflfr B(J)Bk -1
K —1 k= q
+> {IB%llB(J) (Z BrllB%(k')IBBk/lT> } > Af(iy, i) log(Hef,_ ) (Eeh, ).
1=1 r=1 1=1
(¢) Pouri=1,...,d et pour ozi fixé, nous avons
8 H /3A 1,]1) i
8726a Z Z ZEk log®(£e;~ l)(iez )™
=0j1=1 I=1

En multipliant par ozj[, nous obtenons

L o™ © L
aj 87’2804 ZZZB

k' i1 1 J

K aA Zla]l)

g (:I:‘C:z t— l)(igzl,t Z)Til

I
=)
<.

Il
—
o~
I

Bk,Ai(llﬂjl)log (:l:sz Jt— l)(:l:ez t— Z)Til

.M&
M=

1

8 &
< Z IB% Z1,j1 tak2(]1)_
=0j1=1

X
Il
=)
<
=
&
—
T
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Le procédé utilisé pour les dérivées premiéres du paragraphe C.3.3 nous permettent de
conclure en fixant k = 2. Nous obtenons alors la majoration souhaitée.

(d) Pouri=1,...,d et pour §; fixé, nous avons

FH (1) _ = [~ groigioghr | §e 4
C%;aﬁ' =Y N BBOBY T Y " AF (i, i) log? (e}, ) (Fe5, )
i J

k'=0 \r=1 =1

En multipliant par 3;, nous obtenons

63H(T) (21) . - 1 )k’ < + 2 + +
5 g = 20 | BT BB T ST ARG ) log? (e, ) (ke
7 J

k'=0 (r=1 =1

1 '] , q . )
2 Z K'BF ZAZ:-E(M,Z) IOgQ(igftfz)(iEftfl)

<
=0 =1
/ 30 (j1)
¥ [
<> 3w P

Nous concluons en utilisant le méme procédé que celui développé pour les dérivées premiéres
en 7, au paragraphe C.3.3.

(e) Pouri=1,...,d, nous avons

O, (in) H Z Zlaak i1, 1 ZA (i1, 1) log®(e7,_ ) (7))

0]1 1

_ Z Z E Z1’31 8 Cta k:g(]l).

=0j1=1

Pour majorer cette quantité, nous procédons de la méme fagcon que dans le paragraphe
C.3.3 en considérant xk = 3.

Finalement, nous avons montré 'existence des moments des dérivées troisiemes de h;, ”/ et par
continuité, les inégalités sont uniformes sur un voisinage V(ty) de 9. Pour tout i; = 1 ..,d et
pour tout 4,7,k =1,...,s1, nous avons
1 33hmt/2 K
E L 9| < oo.
9€V(90) hy/? 09i09; o0 M| <
C.3.5 Inversibilité de la matrice J
En remplagant 6 par ¢ dans (C.51), les lignes 1,d + 1,...,d? de I’équation
S0 9
de=> ¢ 50 (Dot ® Dog)vec(Rg)] = 0 (C.84)
=1
donne
S1 a
ZciaTgiﬁt(@o) =04, P (C.85)
0
(Dot &® DOt Z Ck vecRg =042, Dp-s. (C.86)

k=s1+1 k
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Sous 'hypothése H8, 1'équation (C.86) est équivalente a

S0

0
Z ck(?T?kVQCRO 042
1=s1+1

Comme les vecteurs dvecRy/00, k = s1 + 1,...,s0 sont linéairement indépendants, le vecteur
c3 = (Cs;41,---,Csy) est nul. Par conséquent, 1'équation (C.84) devient

S92 8 so+d

2018701 Z 01819 =04, Dp-s.

=1 1=89+1
ou de maniére équivalente

S2 a d (9

i——h, (¥ i——h, (%) =04, p-s. C.87
2 crigglllo) + 3 caigyhldo) = 0ar b (C87)

Compte tenu de (2.1), la M€ composante de QtI/Z(ﬁo) est

d

i /2 Tig — . . _ Tig
h;f = w(i) + Z Z ( 0i (i1, 72) ( j;t—i) + Ag; (i1, 12) (Eig,t—i) )
10=1i=1 (C 88)

p

d
§ E By 21712 th i

Pour iy = 1,...,d et par (C.67) et (C.68), I’équation (C.87) devient

1 1 S92 7-7,1/2 T'Ll/2
1/2
Wl [ T+ Y a7

i1,t =1

Tii /2 Tii /2
(90) = eain by “log (/") | =0, ps,

(C.89)

A partir de (C.88), nous définissons les dérivées récursivement par

8h7—11/2 d p ahnz/2
io=1i=1
8h7’1/2 q . y
8171-] () = Z <A;~F(i17j) log (E;ft—z) <€;:t—i> + A7 (i1,12) log (ajft_i) (€;t_i> )
i=1
Tio /2
a 2
+22%mm%”w
io=1 i=1 Tj

pour j =1,...,d, ou &(9) est défini par

Ti Ti Ti Ti
~ _ + 1 + d + 1 + d
&) = (0, 1,0,y (&) 0 () 0 () 0 ()

_ Tiy _ Tig _ Tiy _ Tig
0,,..., (—51-“_1) ,0,.0.., (—€id7t_1) ,0,..., (_Eil,t—q> ,00.0.., (—€id7t_q> ,

Tiq /2 Ti /]2 Tiq /2 Tig /2 !
0,,...,hil}tfl,o,...,hidfftfl,o,...,hilftfp,o,...,hid‘jtfp,...,0) .
(C.90)
Pour la suite, nous nous restreignons au cas particulier correspondant au modéle CCC-APGARCH(p, 1)

(voir (2.1)), le cas général en découle avec les arguments suivants.
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Soit R; une variable aléatoire mesurable par rapport & la tribu engendrée par {n,,u < t}. Nous
avons

n(9) = zd: (Ai(il,m) (a;;t,l)% + AT (i1, ia) (_E;7t71)7i2> 4 R o,
Tiy /2 | -
’gg 9) = At (i )log (=5,) (5, )™ + Ar(ini)log (251 ) (~570)” + Ric

En combinant les expressions ci-dessus et (C.90), I’équation (C.89) devient

01 ,i1+i2d 2 t—l) +a Ji1+i2d? ( €in, t 1)Ti2) + R%72

HM&

+ Z C2 127'21 01 ’1712)10g( Cigt— 1) (Ei,tq)% + Apy (i1, i2) log (‘%‘Z,t—l) (—E;,t_1)% + Rffz)

’LQ 1
d
— 2,4 (Z (A Gi1yd2) (55 o—1) ™ + Agy (i, i2) (=5, 421) %) + R§_2>
i0=1
d . .
x log [Z (A (i i2) (e o)™ + Agy(inyi2) (=2, 1)) + R} 5|, ps.
10=1

ce qui est équivalent aux deux équations suivantes, presque slirement

d d
- -
+ 2 1 + (0 + + K 2
E Ti1 Cl,iy+iad (5i2,t—1) + Ry o+ E :02,1'27'1‘1 (A01(117Z2) log <5i2,t—1> (Eig,t—1> + th)

io=1 i9=1

—C2,iy (Z AOl 7’17@2 ( Cigt— 1> ” +R?—2> log

10=1

d

.. Tig
ZA(J)E(%W) <81—‘2,t71) + R},

io=1

=0

(C.91)

d
Tig . — _ Tig
Z Ti1 €1y +ipd? ( €igt— 1) +Ri_,+ Z 2,5 Tiy <A01(Zla i2) log <_€i2,t71) (_Eig,tfl) + Rt2—2)

ir=1 ir=1
d _ d .
— /. . — 2 — . . — 2
€2, <Z A (i1, 2) (‘%,t—l) + Rt3—2> log Z Ay (i1, 42) (_51‘2,75—1) + R} 5| =0.
i2=1 io=1
(C.92)
d
Il suit & partir de H8 que, pour [] [as,b;] C [0, +o00[?,
i=1
41
> TiCliybisd®in T Rio+ Y 524z (A (i1, d9)ai, log (24,) + R7_5)
i2=1 i9=1
) ) (C.93)
—C2i <Z Agy (i, )iy + R?2> log Z AGy (i, iz)zi, + RY 5| =0, p-s.
in=1 ir=1
1
> i i + Ria+ Y 3202 (Ao (i, i2)as; log () + R},)
in=1 ir=1
) ) (C.94)
—C2,iy <Z Ay (i1, i2)ws, + Riz) log | > Ag(ir,is)ws, + R 5| =0, ps.
ir=1 ir=1
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d
pour tout (z1,...,z4) € [][as, bi]. En dérivant trois fois les équations (C.93) et (C.94) par rapport
i=1

a x,, pour 19 = 1,...,d, nous obtenons
1 S 02 — 2
5C2ia ~ €2 [(Am(lhw)) + (Ag (i, i2)) ] =0.
Sous I'hypothése H4 : si p > 0, AF (1) + Ay (1) # 0, il est impossible d’avoirAd; (i1,4) = A, (i1,1) =

0, pour tout ¢ = 1,...,d. Alors il existe un iy tel que (Asrl(il,io))z + (Aal(il,ig))Q # 0 et nous
avons alors ¢z, — 2¢,, = 0. Les équations (C.93) et (C.94) deviennent

d d
1 .
Z Ti1 C1,iy +ipdTip + RwLZ + Z icgﬂé (A(—)E (i1, i2)wi, log (xiy) + Rt272)

”:11 ; 2 . (C.95)
. 3 . 3
—5C240 (Z Ady (i1, i2) i, + Rt_2> log Z Afy (i, ig)wiy, + RY 5| =0, p.s.
io=1 i0=1
d d 1
> TiCLi i + Rig+ Y 25242 (Agy (i1, d2)wi, log (24,) + R )
. 1 ) = ) (C.96)
—56271‘0 <Z Aal (il, 'L'Q)Z,UZ'2 + R?_Q) log Z A(i (’il, i2)l’i2 + R?_Q =0, p-s.
i2=1 i9=1
En dérivant deux nouvelles fois, les équations (C.95) et (C.96) par rapport a x;,, nous trouvons que
+ /- . — /. . d + /- . + Tig — /. . — Tig 3
2o (A(n(llﬂO) + A01(21710)) Z <A01<Zlaz2) <€i2,t—1) + Agy (i1, i2) <—5i2,t_1> ) + R, 5| =0.
=1
Z'1227'51'0

Comme la loi de 7; est non dégénérée (voir ’hypothése H3), on en déduit que

zd: (A(J)rl(ila@) (%,t_l)TiQ + Agy (i1, 42) (*5;2,15—1)%) + R?—z #0.

i9=1

ia#i0
Donc ¢4, = 2c24, = 0. Comme ¢; est choisi arbitrairement, on en déduit que cz; = 0 pour
tout i = 1,...,d, ou de fagon équivalente que ¢y, 1iod = C14,4i0a2 = 0. Ainsi le vecteur co =
(c2,1,---,¢24) = (Csgt1s---,Cs;) est nul. Nous rappelons que si ¢z = (¢s;+41,--.,Cs)" est nul, alors

I'inversibilité de la matrice J est montrée dans le cas du modéle CCC-APGARCH(p, 1).
Dans le cas général, on montre que (C.87) entraine nécessairement

Agy (i, 0) + Agy (i, i0) = - - - = Ag, (i1,70) + Ag,(i1,70) = 0, Vv, ig,i1 = 1,...,d,

ce qui est impossible sous 'hypothése H4 et alors ¢ = 0.
Ceci est en contradiction avec ¢’h’he = ¢/d’H2dc = 0 presque strement. Dans ce cas, ’hypothése
de non inversibilité de la matrice J est alors absurde.

C.3.6 Oubli des valeurs initiales

Pour conclure la preuve, il reste & montrer que les valeurs initiales n’ont aucun effet sur les
dérivées du critére. Nous cherchons a prouver que

‘ \/152 laltag‘)) - alg(g())] H = op(1) (C.97)
t=1
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et, pour un voisinage V(¥y) de vy

n

1
S
n —1 Y€V (Jo)

() 0%l (vo)
ooV DI

Pour prouver ces deux derniers points, nous procédons comme dans le cas connu, en remplagant 6
par Jg et d par 7.
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Annexe D

Preuve du test Portmanteau multivarié

Résumé

Dans cette section, nous détaillerons les éléments de la preuve du test portmanteau, énoncé au
Chapitre 3, associé au modéle CCC-APGARCH développé au Chapitre 2. Ce test est développé
dans le cas ou la puissance § est connue mais également dans le cas ou elle est inconnue.

Sommaire
D.1 Rappels . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 177
D.2 Puissance CoOnmnue . . . . . . v v v v v v v vt o o o o o o ot o o o o o oo e 178
D.3 Puissance inconnue . . . . . . . . ¢ i ittt ittt e e e e e e e e e e e 188

D.1 Rappels

Nous commencons par rappeler des notions et des résultats utiles pour 1’élaboration de la preuve

. . . ., 70/2
du test portmanteau multivarié pour le cas ou la puissance est connue. Pour tout # € 0, soit ﬁt/ (9)
une solution strictement stationnaire non anticipative du modéle (2.1) et

H, = D,RD,;, D, = diag (\/hlﬁt, o \/hd7t>

q p
B =w+ 3 AR )P+ AT ()Y + S Bl
i=1 j=1

La matrice de variance asymptotique peut étre écrite comme
Y=J1g

avec

I, [azt(eo) azt(eo)] Com, [a%t(eo)} |

00 06’ 06000’

Pour montrer les résultats des tests pormtanteau, nous avons besoin d’outils provenant du Cha-
pitre 2, résumés dans le lemme suivant.

Lemme D.1.1.
Nous supposons HO — H7, avec H4 remplacée par H4'. Pour un s €]0,1[, on a

~9/2
Elley/?||* < +o0, Ezgg RG] < oo, Ezgg ||h6,/t [I¥ < +o0. (D.1)

De plus, il existe un K et 0 < p < 1 tel que
sup ||y (8) — hy(0)]| < K1p' sup max{h,(0), b, ()},
0cO USS]

< Kpt, (D.2)
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ot K est une constante aléatoire qui dépend des valeurs passées de {g,,t < 0}. Nous pouvons
également en déduire que nous avons presque strement

sup HHt — Ht” < Kp, Vt. (D.3)
fco
Comme ||R™|| est Uinverse de la plus petite valeur propre de R en module, et | Dy || = [ming(h;¢)"/%] !

nous avons

sugll5 | < sup o
0cO 0cO

—1
< sup [minw)l/&)} IR
fcO ?

<K. (D.4)
Comme la matrice R est définie positive, et par la compacité de l’espace © et la positivité stricte de
w, nous avons de fagon similaire

sup | H;!| < K. (D.5)
0cO

Pour tout rg > 1 et une composante i1 fixée,

8ii/2 ro 2y, 8ii /2 ro
1 Ohyy (6) 1 0hy (9)
E sup L < 400, E sup i, < +00. (D.6)
0co hlﬁ/Q(e) 90; fco hfﬁﬂ(e) 06;00;
Il existe un voisinage V(6y) de 6y tel que
55, /2
h; (6
Esup ;t/Q(O) < too. (D.7)
01\ hiyr ()

La matrice J est inversible et

Vb, —6y) = —J ! Zalt op(1). (D.8)

Dans le cas ot la puissance est inconnue, le vecteur des paramétres devient ¥ et nous remplagons
H; par Hy et § par 7. Les résultats énoncés doivent étre adaptés en conséquence.

D.2 Puissance connue

La preuve du test portmanteau multivarié pour le modéle CCC-APGARCH présente des simili-
tudes avec celle, du test univarié pour le modéle APGARCH. Nous pouvons décomposer la preuve
en 4 étapes.

D.1.1 Impact asymptotique des valeurs initiables inconnues sur la statistique ¢,
D.1.2 La loi asymptotique de y/nft,,

D.1.3 Inversibilité de la matrice D.

D.1.4 Convergence de la matrice D.

Nous introduisons la matrice d’autocovariances h pour un h fixé tel que 0 < h <m

n

1
== S [veo(s)vec(si ), avec s = — L.
t=|h|+1
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Nous définissons Si() = vec(s:(#)) la variable aléatoire obtenue en remplacant 7; par n:(f) =
~1/2 _

H, / (0)g; et on ar, =n~! Dt ihl+1 StSi_p-

Nous introduisons le vecteur d’autocovariances h pour un h fixé par

r, = vec Th E St h®St
2 |R|+1
Finalement, nous introduisons le vecteur des m autocovariances r,, := (rg,..., rm).

Soit S;(#) la variable aléatoire obtenue en remplagant 7 par 7;(8) = H, Y 2§t dans S;. Soit
rp(0) obtenu en remplacant 1, par n.(6) et ¥,(0) en remplagant 7; par 7:(f) dans rj. Les vec-
teurs r,,(0) = (r1(0),...,tm(0))" et £, (0) = (¥1(0),...,Fn(0))" sont tels que r,, = r,,(f) et

D.1.1 Impact asymptotique des valeurs initiales inconnues sur la statistique t,,

Notons que, S;_4(0) @ Si(0) — Se—n(0) ® Si(0) = a; + by avec ay = Sy_4(0) @ (Si(0) — Se(0)) et
be = (St—n(0) — Si—n(0)) @ S¢(0). )
En utilisant le fait que supgeg | H(0) — Hi(0)|| < Kp' ot K est une constante aléatoire et p €]0, 1],
et que suppee || H; *(0)|| < K ainsi que supgeg || H; ' (0)] < K, nous avons

ar = Si—n(0) ® (Si(0) — Se(6))
= vec ® (si—p) [vec(st) — vec(8y)]
= vec(7(0)71(0) — La) @ [vec(n:(0)ni(0) — La) — vec(7i(0)7;(0) — 14)]
— vec (ﬁ:f(9)§t_h§;_hﬁ;1,{2(e) - Id> ® vec [H;W(e) e, H7V20) — BV (0)e e, 7Y 2(9)}

En utilisant les résultats (D.2), (D.3), (D.4) et (D.5), nous aboutissons a la majoration suivante
laall < [[vee (B {200zt B {20) - 1) © vee [Hy 2Oy 2(0) - 20,208 0)]|
< |rr (Ht L (0)e, el — Id)‘ x
< (||| llenetnll + 17a1) (|77 @) — B @) i)

< (| @) lessioall + 4) 157 @1 | o) - o)
= ( Hétfhétth + d) K/) ||§t§t||
< Kp'eie(er nerpn + 1)

Tr(H (O)e,; — H ' (6)ee))

O IEE

Nous concluons de méme pour le terme b;.
En utilisant les inégalités c,, Holder, (a + b)* < a® 4+ b° pour a,b > 0 et s €]0, 1], ainsi que la
consistance

S* S*

n
ZSUPHKP r-nEen + gl

1 n
E|—= sup|a
Vn “— gco

sk M

ZE P Elese]* Elet_nes—p + 11

?T

?T

sk N

Z pts*
n—>+oo

) ZE P IElle I Ellle;—nll + 1]**

IN
=
TN

Ells
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Nous en déduisons que
1 n
— sup ||a¢|| = op(1).
vn ; 0c0

Il est évident que I'on ait les mémes convergences pour b; ainsi que les dérivées de a; et de b;.
Par conséquent, nous obtenons que

Vil — En (B0l = 021, xh) X

Les valeurs initiales inconnues n’ont donc aucun impact asymptotique sur la statistique t,,.

‘ = op(1). (D.9)

0cO

D.1.2 La loi asymptotique de \/nf,,

La loi asymptotique de y/nf,, est issue de la loi jointe entre la loi asymptotique de /nr,,, et de
I’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance.
En utilisant (D.9) et un développement limité de Taylor de r,,(-) autour de 6,, et 6y nous obtenons

- or,, (0" A
Vit = vtk (00) + ) il — do)
or,, (6% A
= /nr,,(6) + 759(, )ﬁ(en — o) + op(1),
pour #* entre 0,, et 6.
En utilisant un second développement de Taylor, nous obtenons

or,,,(0%) _ 9r,,,(6o)

oo~ oy o)

Pour un rj, donné, nous avons

81‘h(90) . 1 i OSt_h®St

00  n 06’
t=|h|+1
1 <~ [0S DS
- — Z ( 89 ®St+5th®89,>
t=|h|+1
85} aSt—h
— E [Sth®89’] +E [St@@ 20 ]
0S5y
=E [St—h ® 69’:| = cyp
. 0S;_
par le fait que E [St ® 8;/’1] =0.
De plus,
0S5, ovec(sy) [ dvec(mm, — 1)
Ch:E |:St_h®a(9/:| =K |:St_h®89/ =E -St_h®a—9f
[ dvec(e, el H 1 — 1,
= ]E St—h ® (ttaelt d):|
=E |Si—p ® vec (—EtegHt_I%ZtH{l)]
[ H
=E|S_n®H'® —etf—:;Hfl)vec%yt]

H
=—-FE [St_h ® (H{1 ® Id)vecaaelt}
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Nous obtenons que

c
or,,,(6o) .
00’ Cm = ;
Cm
Il suit que )

Rappelons que,

V(0 — b0) = —J (\fzalt )7

avec 14(0) = ,(0)H; g, 4 log(det(Hy)). Les dérivées sont calculées de fagon récursive par rapport a
H; pour un i fixé

8lé(90io) =Tr :(Ht_l - Ht_létéz,th_l) 8191?
= Tr -(Htl — 7 e P H) %Zt]
=Tr :(H — e Hy ) %ﬂ
=Tr (I ;) Hflgzt]
=-Tr (sthl %I;t>
—Tr (Ht 1%? )
_ <H_1/2%1;ft t—1/2st>
=_ {vec (Ht_l/zgg? t_l/zﬂl"ec(st)
= —h.S;,
avee by — [vec Ht—l /2%1? t1/2>_ . Nous pouvons également réécrire h; comme suit, en utilisant

vec(ABC) = (C" @ A)vec(B)

ou H = (Ht_ 1/ 2) ® H, “U2| et d; = vec . Finalement, on définit les matrices d? x s,
i

= (hy|...|hs,) et d = (dy]...|ds,) telle que h = Hd. Nous définissons donc les dérivées récursives

par
Ol (6) Ol (6o) Al (60) ' , Lo )
= ... =—(hyS;,...,h. S;) =—-h'S;.
86 891 ) ) 8950 ( 19t » Hsg t) t
Nous notons que \/nr,, =n" 1 3. S 1.4 m @S ot Sy_1.4—m = (Si—1, - .., Si—m)". Nous pouvons

t=1
maintenant obtenir la loi asymptotique de v/n(6,, — 6o, r,,)" en applicant un théoréme central limite
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aux différences de martingale multivariées

/

{Tt = (JilHtSt, St—1:t—m ® St) s Ly = o(nu,u < t)} ,

o,
00,
on H; = — (Vec(Hfl))/Id ® :
0H;
00,
Nous notons le vecteur
JﬁlHtSt
Si—1 ® Sy
t = :
St—m ® St
L’espérance de la loi est donnée par
J_lHtSt J_lHtE[St‘./_'?_l]
Si_1® Sy Si—1 ® ]E[St’fp_l]
E [Tt]]-"f_l] =K : tn_l = : =0,
St—m ® St St—m & E[St‘j_?—l]

car (S;—;)i>1 est mesurable par rapport a la tribu F;’ ; et E[S;] = 0.
La variance est quant a elle donnée par E[T;T}] = =, ou

b)) b)) P
_ LR} ey
= , .
2én Lo Egm
Nous calculons alors

() %y, = lim Cov(vnry,nr,),

[1]

(i) ¥y = lim Var (ﬁ(én—eo)),

n n—+oo

(iii) ¥

. | 8lt(90)
é”lugm - TLEI'POO COV <_\/ﬁJ 1t§1 892 ’ \/ﬁ£h '

(i) Calcul de 3, .

n

Cov (Vir, Vi) == 3 3 B{Si4® S} {Sin® S

t=|h|4+1 t=|k|+1
— Xy (k,h) =E{Si— @ S} {St—n @ S

n—-+oo
E [Si—kS;_, ® SiSy]

pour 1 <k, h <m.

(77) Calcul de X.
Par la normalité asymptotique nous savons que

lim Var <\/ﬁ(én — 90)> =J gt

n—-+4o0o
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(¢4i) Calcul de X5

L

Cov ( Z alt \frh> =— 1% Z 8lt8(000) [Si—h ® St

ol(6
o D (k) = B[P0 (5, o]

n—4o0o L

pour 1 < k, h < m, d’ot nous obtenons
o /
lit Si—1
_ —1 . .
Zén:ﬁm — —J E ‘ : : ® St
l507t St—m
¥V

et donc X . On Eén,r

En conclusion la variance asymptotique de la loi se résume a
Jg —TE [l4(Si10-m ® S|

X . (D.11)
—TE [(Si-t-m @ SOy E[Si-t0-mS| 14 © SiS51]

)

E [T} :=E=

ce qui conduit &
1 Zn c -
ﬁ P T n%—+>oo N(07 H)'

En utilisant (D.9) et (D.11)~, nous obtenons la loi de y/n#,,. Nous rappelons que rj, = n~* E?zlhl—&-l SeS)_,
et que 7, = n~! Z:H hl+1 SiS;_,,. Par un développement de Taylor, nous obtenons I'expression,
n

. PPN s 1 ory, (0*
T 1= T'h(en) = Th<90) + g t_%Jrl Tgé/)(en — 00)

B 1 & 0 (07)
= rh(ﬁo) + E Z W(en - 90) + Rn»
t=|h|+1

1
avec Rn = fh(go) - Th(ao) = O[p <> .

n
Par la suite nous avons

0S| 4 1
Th—Th(90)+E |:St h&® 80’:| (0 90)+O]pv <n)
A 1
=1+ cp(0n — o) + Op (n) ;

d’ot .
\/ﬁfm = \/ﬁgm + Cm\/ﬁ(én —6y) + Op (ﬁ) .
Finalement, la loi de v/nft,, est donnée par

vk, = N(0,D),

n—-+4oo
oll D est une matrice définie comme suit

D:= lim Var(fr,n): lim Var(yv/nr,,) + [ lirf Var(\/ﬁ(énﬁo))] cl,
n—r+00

n—-+oo — 400

+Ch | lim Cov(vn(, — 90),\/ﬁrm)} + { lim Cov(vn(f, — 6o),v/nr,,)| C",

n—-+4+oo n—-+oo

=% +CnJ 'IJTIC, 4+ Cn%y e T3 . c.
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D.1.3 Inversibilité de la matrice D

Afin d’étudier 'inversibilité de la matrice D, on pose V = S;_1.4—m @ S — CmJ_lalta(gO) tel que
E[VV'] = E [(St_titm ® 5 (St—titm ® 51)/] — E [(st i 6 5 gf;] Jict
—CpnJ'E glg(St Lt m®5t)} + CpnJ'E [gz géi] Jte!
=%y, +55 Ot Cmg o+ Cnd LT Cop.
Nous pouvons réécrire la matrice V' comme
V =St 1:-m ®S; — CrpJ 'd'H'S,.
Si la matrice n’est pas inversible, alors il existe un vecteur A = (\y,..., A,,q1)" non nul tel que
NV =XNSi 14-m®S; +pudH'S; =0, ps., (D.12)

avec i = N'C,,J~'. Comme nous avons pu le constater dans la preuve du théoréme 3.1 & ’annexe
A, # 0 sinon N'S;_1.4—, ® St = 0 presque siirement, ce qui impliquerait qu’il existe j € {1,...,m}
tel que S;_; soit mesurable par rapport a la tribu engendrée par S, pour t —1 < r <t —m avec
r #t — j. Ceci est impossible puisque les S; sont indépendants et non dégénérés.

Nous pouvons réécrire (D.12) de sorte a faire apparaitre les dérivées de la matrice H; par rapport
au vecteur 6, or

S50 S0 8Ht 50
- Z pid; Zuz Z Hig 89 [(D; @ Dy)vec(R)]

S1 S0

Dt ® Dt 8vec(R)
= i i(Dy @ Dp) ————=. D.1
E pi————vec(R) + z':ElerlM (D¢ ® Dy) 20, (D.13)

Ce terme se résume a la premiére somme du membre de droite de I’équation puisque la dérivée de
la matrice R est nulle. Nous avons alors

S1
Z pig aht

Si 'on travaille sur une composante, nous fixons i1,

0iq /2 d 8io /2
on’/* () p on’e:

11,t .. i I
Piat 2 0)+ 3 Bilin, in) 2=t

o0 P 00

Nous initialisons les dérivées Oh,, Ll/ (0)/06 par 0, pour tout t =0,...,1 —pet

&; &; 8; o;
— + ‘1 + td + 1 + ‘d
c(0) = (0, 1,0, (%,H) 0, (‘gid,tfl) 0, (thfq) 0,..., (sid’tfq) ,

— diy — dig — diy — dig
0,,..., (_Eil,tﬂ) ,0,..., <_5id,t71) ,0,..., (_Sil,tfq) ,00..., (—6id’t7q) ,

X . . X /
0, 120, nla? om0, ) ...,0) .

? ig,t—10 "0 > Mt—=p? > igyt—p?
La loi de n; est non dégénérée alors (D.12) devient
NV = )\,Stflztfm ®@1+ ,U/d,H/]]. = 07 p-S.
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Comme

B2
8Dt(z i) = 1/2 1 0Oh 11/,
a6, ! 51»1 w290,
7,17
nous pouvons écrire
8iy/2
NV = (NSt_1tem @ 1)h f;lt/2+z —L 0, ps (D.15)

oil 1 représente un vecteur composé de 1 de dimension d* x 1 et avec uf = p;/d;, .

Nous rappelons que g = Ht1 / 277tJr et g, = Ht1 / 277; et nous notons par R; une variable aléatoire
mesurable par rapport a la tribu o{n,,u < t}. On décompose (D.15) en deux termes. Le premier
terme de (D.15) peut se réécrire

d d 0ia
8§ /2 . 12,. .
/ + +
(NSi—ta-m @ Dby " =S | Af (in,d2) | Y H G )y
ia=1 ji=1
8is
1 (i1,12) Z H,3 (i, 1) Ny t—1) Ry
J1i=1
d d 0ia
+
+ Z Al 21722 Z 1 Z27.71 77]175 1
=1 j1=1
8is

1 (i1,12) E H,/3 (i, 1) M 4—1)

Jji=1
d d
2 2
X <Z )‘1+id277i,t—1> + (Z )‘1+id277i,t—1> Ri2+Ri—5.  (D.16)
i=1 i=1

Par N'S¢_1.¢—m ® 1, pour les lignes 1,...,1+d>?, ..., md* nous obtenons

d4

NSt-titom @1 = NiSip-1+ Rz = N Sp1 @ L+ Ry
i=1
d
2
= Z AMtia2Mig—1 + Ri—2,
i=1
05
et par hillt/2 nous obtenons
52
i . 5 - . — 5
Potl® = 37 [Af (i i2) (e )% + AT (i1, i2) (=2, 1) ] + Reca,
i9=1
ce qui conduit & (D.16).
Le deuxiéme terme de (D.15) peut se réécrire
o/ | s
I 20 Z fiy+iza(€h, 11)%2 + iy iga2 (—€5, 4_1)72 ] + Reo
’LQ 1
d d bia d Bia
1/2,. . 1/2,. . _
= Z iy +iod Z Ht—/l(l%]l)njt,tfl + Hiytipd? Z thl(ZQ’jl)(_njl,tfl) + Ri—s.
i2=1 Ji=1 =l

(D.17)
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En combinant les expressions (D.16) et (D.17), (D.12) se résume a

5 5
d d 2 12
o 1/2,. . _
NV = Z AT (i1, i2) Z Htfl(lzdl)??jt,t,l 1 (i1, 42) Z H3 (i, j1)( My t—1) Ry o
=1 ji=1 ji=1
d d %2 "
. 1/2,. . _
Z 21712) Z Htfl(w,,h)n;j,t,l 1 (i1,42) Z Ht 1 (2, 71)( 77j1,t71)
=1 J1=1 Ji=1
d d
(Z L ind? i o 1) + <Z )‘1+12d2771'22,t—1> Ri 2+ Ry o
1o=1 10=1
d (57;2 51'2
1/2,. . 1/2,. . _
+ Z Wiy +izd Z Htfl(h,]l)ﬁjt,t,l + Wiy tizd? Z Ht_/l(lzuh)(—njhtq) +Ri2 =0,
i2=1 Ji=1 =l

ce qui est équivalent aux deux équations suivantes

6i2

d d d
Z Aif(ihi?) Z Ht11§<i27j1)n;g,t—l [(Z )\1+i2d277i22,t1> + Ri_o

in=1 j1=1 ia=1

d 2 d
+ Z iy +izd Z Htlg(imjl)ﬁz,tq + <z )‘1+i2d2771?2,t—2> Ris+Ri2=0 ps. (D.18)

ia=1 j1=1 in=1

d 81 d
Z (i1,142) Z H3 (i2, 1) Ny i—1) [(Z )‘1+i2d277i22,t1> + Ri—2
ia=1 ji=1 in=1
d d 81z d
12,. . _
+ Z Wiy +ipd? Z thl(ZQajl)(*ﬂjht_ﬂ + <Z )\1+¢2d277¢22,t_2> Rio+Ri2=0 ps.
ia=1 ji=1 ia=1

(D.19)

A partir de (D.18) et (D.19), pour une composante fixée nous obtenons une équation de la forme

d d
> ai(D+ Ele)” + 37 5i(D + Blal)a® + 7+ (a® =
i=1 i=1
Une telle équation peut étre reparamétrée et réécrite avec le changement de variable y = D + Ex
de sorte & obtenir une équation de la forme

d d d
F) = alyl ™+ > byl + eyl + ay? + byl +c = 0.
i=1 i=1 i=1
Notons qu’une équation de cette forme ne peut avoir plus de 3(d + 1) racines positives ou plus de
3(d + 1) racines négatives pour d > 2, sauf si a; = b; = ¢; = a = b = ¢ = 0. Par I'hypothése HS,
les équations (D.18) et (D.19) impliquent que Ay ;42 [2?2:1 AT (i1,42) + A7 (i1,42)| = 0 pour tout
i =1,...,d. Orsous I'hypothése H4, si p > 0, Ao(1)"+.Ay # 0. Il est impossible d’avoir Af; (i1,1) =
Aarl(il,i) = 0, pour tout i = 1,...,d. Alors il existe un iy tel que Aj(i1,i0)" + A1(i1,70)” # 0 et
nous avons alors Ay ;52 = 0.
Dans le cas général, I’équation (D.13) entraine nécessairement

AT (ir,i0) + A7 (ix,i0) = ... = AJ (i1, 40) + Ay (i1,0) = 0, Vig, iy =1,...,d,

ce qui est impossible sous I'hypothése H4 et alors A = 0. Ceci est en contradiction avec 'V = 0,
presque stirement, ce qui entraine que 'hypothése de non inversibilité de la matrice D est absurde.
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D.1.4 Convergence de la matrice D

Pour montrer la convergence presque stire de la matrice D, nous utiliserons des résultats connus
de la consistance de I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance, les hypothéses faites, la loi

de 1 et sur les matrices Cp,, 3y €t X5 |

Nous rappelons 'écriture de la matrice D

1 1
D=% +Cnd 'IJ'CL 4 Cn%y , +55  Cp.

Nous posons A = C,,J 1 IJ~1C! | respectivement A= C’mj_lfj_lé‘,ﬁl et B = szgn . > respec-

tivement B = C‘mﬁ)én . - La matrice D s’écrit alors
D=%, +A+B+B.

En travaillant sur les matrices A et B nous obtenons

~ A

A= ( Co)J I 4+ Con(J = T YT, 4+ Crd ™ (1 — huc!
-1

m

I(J Y=g hHe +CpJ e, —C )+
0”7 +C ( gna ién{ )+B

Finalement,

D-D=(% —-% )+(A-A)+(B-B)+ (B -B)
|ID-D|| <, —% [|+|A=A|+|B-B|+|B- B

Nous savons que

1A = All < N1Crm = ConllIlT I G+ NG 1T~ = JHILNIT
HICalllTHIL =TT+ Nl TN = T HIICR
+ICnlll TN I Con — Coll
<N Con = ConlITH LT HICrall + WG T T = TN
Gl = 2T~ Gl ICw NI T~ 1T = TN Crl
Gl TN NI Con — Coll

n_>—+>oo 0, p.s.
1B = Bl < Cm = CunlllZg, , I+ 1CullIZg,, — 5, I

Pour achever la preuve de la convergence de la matrice D, il reste & montrer que [|X,; = =X, ||
nsLpy L,

et |Xy, — f)zmH sont finies.
ol

Nous rappelons que ¥, = JHJ ! et que Eén . = J'E [89

(Si—p ® St) ] Nous avons alors
S = =T YT T - DT R T (T - T+ 8
2, = S I < 7= T I+ 0T =T+ 1T = T
< NI = TSI HEA (T = T T = T

— 0, p-s.
n—-+4o0o
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et

_ _ ol _ oly 0l
Sy = L_JHE [85(St h®8t)] +JE ((90’5 85) (Si_p ® Sy)
A1 ol A\ .
+JE By (St h®St St—h®St) Eén{
_ _ ol ol dl,
1265, = Zpe, I < 177 1HE[ 26|15+~ h®st|@ +IHE ||| 55 = 54| 15 @ St
51 817: 5
+ | [[E 1Si—h ® St — Si—n ® S|
ol ol dl,
< 1701 = 1 e | G i 5] + 170 || 5 - G s i
~ 1 8lt .
+ | [E 1Si—h ® St — Si—n ® S
njm 0, p.s.
Nous concluons que D—D presque stirement lorsque n — +o0. O

D.3 Puissance inconnue

La preuve du test portmanteau multivarié pour le modele CCC-APGARCH présente des simili-
tudes avec celle, du test univarié pour le modéle APGARCH. Nous pouvons décomposer la preuve
en 4 étapes.

D.2.1 Impact asymptotique des valeurs initiables inconnues sur la statistique t,,,.
D.2.2 La loi asymptotique de y/nft,,.

D.2.3 Inversibilité de la matrice D.

D.2.4 Convergence de la matrice D.

Nous introduisons la matrice d’autocovariances h pour un h fixé tel que 0 < h < m

n

1
Th = — Z [Uec(st)] [U€C(St,h)]/’ avec Sy = ’r]tné _ Id

t=|h|+1

3

Nous définissons S;(¥) = wec(s¢(?)) la variable aléatoire obtenue en remplagant 1, par n:(J) =
7-[;1/2(19);5 etonar,=n""! Z?:\hHl SeS)_ -

Nous introduisons le vecteur d’autocovariances h pour un h fixé par

ry, := vec(ry) E Si_p ® St.
" h
Finalement, nous introduisons le vecteur des m autocovariances r,, := (r1,...,1y)".

Soit gt(ﬁ) la variable aléatoire obtenue en remplagant 7; par 7,(d) = 7:1,5_ 1 2§t dans S;. Soit

ry(¥) obtenu en remplagant 7, par m:(9) et ¥p(¥) en remplagant 7; par 7:() dans rp. Les vec-
teurs r,,,(9) = (r1(9),...,tm(?))" et £,,(9) = (F1(9),...,Tm(V))" sont tels que r,, = r,,(Jo) et
r, =1, (%)

=m
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D.2.1 Impact asymptotique des valeurs initiables inconnues sur la statistique t,,

La preuve de I'impact asymptotique sur la statistique t,,, des valeurs initiales inconnues dans
la cas o la puissance § est inconnue, est semblable & celle du cas connu. Il suffit d’adapter ce point
en remplagant H; par H;.

D.2.2 La loi asymptotique de /nf,,

La loi asymptotique de \/nf,, est semblable & celle du cas connu. Nous adaptons facilement ce
point en replacant H; par H; et 8 par 9.

D.2.3 Inversibilité de la matrice D

La preuve de l'inversibilité de la matrice D difféere de celle du cas connu. 11 est nécessaire
d’apporter des modifications pour pouvoir conclure. Le début de la preuve reste identique et il faut
uniquement remplacé H; par H;. Nous pouvons alors réécrire (D.12) de sorte a faire apparaitre les
dérivées de la matrice H; par rapport au vecteur 6 et 7, or

P al 3Ht >0 0
pd = Z pid; Z Higg =Y pig g [(De @ Dy)vec(R)]
' i=1 ¢

S92 S1 S0
Dt ® ) 8(Dt X Dt) avec(R)
_ Zﬂz o vee(R) + S i vee(R) + S (Do D)= 55—

i=s2+1 i=s1+1
(D.20)

En faisant un travail sur une composante i1, nous pouvons exprimer les dérivées récursives par

Tiq /2
6Dt(i1,i1) i i 1/2 « 1 T21/2ah7’11t/
6’[91 N Tiq it hil,t 6’[92

0Dy (i1,11) B1/2

Tiq /2
711/2) 1 1 ahzllt

1
—p? s (n , =1,....d
aTj i1,t J> 17_% 08 { iyt i h’rzl/2 873 J
o7/
3177. V) = Z [A?(ilaj) IOg(EItfi)(E;:tfi)Tj + A7 (i1, 7) log(_‘gj—,tfi)(_gj_,tfi)ﬁ
J i=1
d P .. ahz;2t/27,
+ >3 Bi(iy,ia) 50 (V)
io=1 i=1 J

= A (i1, ) 10g(€;:t—1)(€;:t—1)7j + A7 (i1, 7) 10%(_5j_,t—1)(_5j_,t—1)Tj + Ri—a.

Les lignes 1,d + 1,...,d? de I'équation (D.20) se résument &

s2 S1 S2 d
:Zﬂi + D pigs g = D Mgt D g
=1 1=829+1 =1 =1
Finalement nous pouvons écrire
/2 6hTL1 /2 . /2
)\/V = ()\/Stfl;tfm (02 ]l th + Z 7, 8;91’ + Tiq ZMH"S? 5;’ 7.9) — lu’;(1+52h’i17t log (h;rll}t ) = 0, p.s.

(D.21)
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ot 1 représente un vecteur composé de 1 de dimension d?x 1 et avec pf = i/ T, et B tsy = Mits, / Tfl

Nous rappelons que g; = Ht/ Qnt et g, = 7—[1/ n; et nous notons par R; une variable aléatoire
mesurable par rapport a la tribu o{n,,u < t}. On décompose (D.21) en quatre termes.

Pour les lignes 1,...,1+ d?, md*, nous obtenons N'S;_1.;—m,m ® 1 comme pour le cas connu,

d
)‘/St—l:t—m & 1= Z )\1+id2ni2,t—1 + Rt_Q,

i=1
ce qui conduit &
s J J iy
’ o 1/2,. .
()\/St—lzt—m R ]l)hilit = Z Ai'—(ll, Zg) Z Htil(wv]l)n}t,t—l
io=1 Jji=1
Siy
1 (i1, 12) EHt 1 (32, 71)( sz,t—1) Ry
Jji=1
d d / "
. 1/2,. .
+ Z A7 (i1, 12) Z Ht_l(Z2,J1)77j+1,t_1
io=1 Jj1=1
iy
1 (i1,12) Z Ht 1 (32, 71)( njz,t—l)
Jji=1
d d
X (Z )‘1+id277i2,t—1) + (Z )‘1+id277i2,t—1> Riat Rip. (D-22)
i=1 =1

Le deuxiéme terme de (D.21) est semblable au cas connu. Il peut se réécrire

onln/? &
# =3 [Hintisalel )7 + piysinar (=5, 1) 72] + Ris
12 1
d d e d Tig
V2, 1/2,. . _
Z iy +iad Z Hti1(22a.71)77;;t71 + iy +isd? Z Htil(z%ﬂl)(—%ht,l) + R, ,.
=t =1 Ji=1
(D.23)
Le troisiéme terme de I’équation peut quant & lui se réécrire comme
d d d Tig
i : 1/2,. .
Tiy Z:u’i+82 11 Z Tn/~”z2+52 + 21,22 10 Z Zla]l "7]1 t—1 Z Ht11(217.71>77;r17t,1
i=1 P —~ P
d d Tip
1 (i1, 2 - 12, . _
A7 (i1,12) log Z Ht£1(117]1)(_77j1,t—1) Z Htil(llv]l)(‘ﬂjht_ﬂ + Ry o
=t ji=1
(D.24)



Enfin, le dernier terme de (D.21) peut se réécrire comme

d d Tiz
Tiq /2 Tiq /2 . 1/2,. .
u11+52h“1t lo (hilft ) = iy +s9 Z Af(u,zz) Z Htil(@,]l)n}t,t—l
io—1 ji=1
d d Tia
o 1/2,. . _
+ Z AT (i1, i) Z Htil(lzdl)(—njl,t_ﬂ + R
ig—1 ji=1
d d Tiz
o 1/2,. .
x log |Ri—2 + Z AT (i1, i9) Z Htil(h,h)ﬁ;t_l
io—1 ji=1
d T2
+ Z (i1, 42) Z M,/ (i, 1) —1j,-1) (D.25)
io=1 Ji=1

Comme pour le cas connu, en combinant les équations (D.22), (D.23), (D.24) et (D.25) et en
séparant les termes positifs des termes négatifs, nous obtenons deux équations

-
d d ‘2 d
. 1/2,. .
Z AT (i1, 2) Z Htil(w,]l)ﬁ;t_l [(Z )\1+i2d277i22,t1> + Ri—o
in=1 ji=1 ia=1
d d d ) Tig
* 1/2 ,. .
' (Z )‘1+i2d277i22,t_1> flia Mot Z Hiytizd Z Ht—l(”’]l)n;’;vt*l
in=1 in=1 j1=1
d d d Tia
o 1/2,. . 1/2,. .
+ Z Tiy intso AT (i1, 72) log Z Htil(majl)n;,t—l Z Htil(z%ﬁ)”;‘:,t—l
19=1 Jj1=1 J1=1
d d Tiz
o 1/2,. .
— Hirtso Z Af(ll, i2) Z Htil(lz,lh)??;{,t_l + Ri—2
ig=1 ji=1
d d Tig
o 1/2,. .
x log | Rt_2 + Z Af(zl,m) Z Htfl(m,jl)n;’tfl =0, ps. (D.26)
ia=1 ji=1
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A partir de (D.26) et (D.27), pour une composante fixée nous obtenons une équation de la forme

d d d
S ai(E+ Fle)" + 3 Bi(E + Fla))"a? + " vilog(E + Fla|)(E + Flz|)™
=1 i=1 i=1

d d
+ |0+ 6i(E + Fla)™ | log (c +> GE+ F|x!)”> + w22+ =0.
=1 i=1

Cette équation peut étre réécrite en utilisant le changement de variable y = E'+ F'x et reparamétrée
de facon & obtenir une équation de la forme

d d
D bl D ey
i=1 i=1

d
) log <f+2f¢y

=1

d

> aily
i=1
d
+ (e + Z eily
i=1

Notons qu’une équation de cette forme ne peut avoir plus de 11d + 1 racines positives ou plus de
11d 4 1 racines négatives pour d > 2, saufsia; = b, =c,=d; =e¢; = fi=e=f=g=h=k=0.
Par I'hypothése H8', les équations (D.26) et (D.27) impliquent que
Ay i [Z;?Q:lAl*(il,ig) +A;(i1,i2)} = 0 ot fiys, [2?2:1 Af (iy, i) +A;(¢1,z’2)] — 0 pour tout
i=1,...,d. Orsous I'hypothese H4, si p > 0, Ao(1)T+.A; # 0. Il est impossible d’avoir Ag; (i1,i) =
Ady(i1,1) = 0, pour tout i = 1,...,d. Alors il existe un iy tel que Aj(i1,ig)" + A1(i1,40)" # 0 et
nous avons alors Ay 2 = 0 et pi; s, = 0.

Dans le cas général, I’équation (D.20) entraine nécessairement

i

d
Ty dilog(lyl)ly
i=1

”) + gy* + hly| + k= 0.

AT (ir,i0) + A7 (in,i0) = ... = AJ (i1, d0) + Ay (i1,0) = 0, Vig, i1 =1,...,d,

ce qui est impossible sous ’hypothése H4 et alors A = 0. Ceci est en contradiction avec X'V = 0,
presque strement, ce qui entraine que I’hypothése de non inversibilité de la matrice D est absurde.

D.2.4 Convergence de la matrice D

Pour montrer ce point, il suffit d’adapter la preuve du cas connu en remplacant 6 par 9.
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Notations

Notations générales

Matrices
Iy
p¥
|H|
p(4)
B®

Processus
iid

Kn

Probabilités
N(m,¥)
X
Xin (@)
L
o
P.S.

Estimation
to, Vo
6,A
0,9
Ln()
Ln(:)

Parameétrisation

0
U

Abréviations
QMV

RMSE

"est défini comme",
max{z,0}, min{z, 0},
X : d .
vecteur & une puissance de vecteur, (u{',...,udm) ot u,d € R™,

matrice identité d x d,

dérivée i — ime de la matrice Dy,

désigne le déterminant de la matrice H,

rayon spectral de la matrice A,

représente la dérivée de la matrice B par rapport au paramétre 6; ou v;.
Cette matrice est composée de 0 avec un 1 & I'emplacement de 6; ou 1;,

indépendant et identiquement distribué,
coeflicient de kurtosis de 7y,

loi normale de moyenne m et de matrice de variance 3,
loi du khi-deux & m degrés de liberté,
quantile d’ordre « de la loi x2,,

convergence en loi,
presque strement,

vraie valeur du parameétre,

espace des paramétres,

élément de ’espace des parameétres,
fonction de vraisemblance,

fonction de log-vraisemblance,

représente le vecteur des parameétres dans le cas ou la puissance connue,
représente le vecteur des paramétres dans le cas ou la puissance inconnue,

quasi-maximum de vraisemblance,
root mean square error.
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Résumé

Cette thése présente quelques contributions a la modélisation des séries financiéres, notamment
dans le développement d’extensions de modéles ainsi que le développement d’outils utiles & la vali-
dation de ceux-ci. Tous les résultats sont illustrés par des données simulées et mis en ceuvre sur des
données réelles. L’ensemble des résultats est basé sur la procédure d’estimation du Quasi-Maximum
de Vraisemblance et repose sur les tests Portmanteau en ce qui concerne la validation des modéles.
Dans le cadre univarié, nous proposons une extension des tests Portmanteau pour le modéle GARCH
asymétrique en puissance, dans le cas ol la puissance est inconnue et doit étre estimée simultané-
ment aux autres paramétres. Une extension de ce modéle est réalisée dans le cas multivarié, en
considérant la corrélation conditionnelle constante au cours du temps.

Dans ce cadre, nous avons développé la procédure d’estimation du modéle CCC-APGARCH dans
les cas ot la puissance est connue et inconnue. Les propriétés asymptotiques de ’estimateur sont
établies dans les deux cas et sont utilisées pour étendre le test Portmanteau & ce modéle.

Mots-clefs : GARCH; GARCH Multivarié; GARCH asymétrique; GARCH en puissance;

Estimation ; Validation ; Corrélations conditionnelles

Abstract

This thesis present some contributions to the financial series modelling, especially in the deve-
lopment of models extensions and in the development of tools useful for the models validation. All
the results are illustrated by simulations and applications to real datas. The results are based on the
Quasi-Maximum Likelihood estimation and on the Portmanteau test for the validation of models.
In the univariate case, we propose an extension of Portmanteau test for the GARCH model with
threshold and power transformation, when the power is unknown and must be estimated simulta-
neously with others parameters. An extension of this model is done in the multivariate case, taking
into account that the conditional correlation is constant in time.

We developed the estimation process of the CCC-APGARCH model in the cases where the power
is known and unknown. The asymptotic properties of the Quasi-Maximum Likelihood estimator are
established in the both cases and used to extend the Portmanteau test for this model.

Keywords : GARCH ; Multivariate GARCH ; Asymmetric GARCH ; Power GARCH ; Estima-

tion; Validation ; Conditional correlations

MSC 2010 : 60G10; 60G15; 62H10; 62H12; 62H15; 62P20; 91B70; 91B84
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