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✺✳✺✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❉✐❣✐ts ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✺✳✸ ■♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❙❝♦r❡✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✺✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✾✼
✻✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✶✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❈♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❈❧✉t❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❢♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✶✵✵
✻✳✶✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✷ ❙❤♦rt t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✻✳✸ ▲♦♥❣ t❡r♠ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✶✶✸

❆ ❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✶✶✺
❆✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
❆✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

❆✳✷✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢
❜❛sé s✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

❆✳✷✳✷ ❈❛rt❡s ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐❝❡s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

❆✳✸ ❙②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
❆✳✹ ❘és✉♠é ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❆✳✹✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
❆✳✹✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
❆✳✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

❇ ❉❛t❛s❡ts ✶✸✺

✼
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✽



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❛♣s✿ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♣ ❢r♦♠ t❤❡
❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ■s♦❧❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ✷ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t Nbatch✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❙❖▼✳ ❊❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✶ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
β ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷ ❍❡❛t♠❛♣ ♦❢ t❤❡ β ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❈♦❧♦rs ❣♦ ❢r♦♠
✇❤✐t❡ ✭str♦♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✮ t♦ ❜❧❛❝❦ ✭✇❡❛❦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ st❛♥❞s ❢♦r β = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✶ ❆ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✳ ❊❛❝❤ ✐♥♣✉t xi ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
wi ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s✉♠♠❡❞ ❛♥❞ ♣✉t ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤✐s ❢✉♥t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
t❤❡ ♥❡✉r♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❤❛s t✇♦ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✸ ♥❡✉r♦♥s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✷ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝✐r❝❧❡s
st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✭✹ ❢❡❛t✉r❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✭✷ ❢❡❛t✉r❡s✮✳ ✳ ✼✻

✺✳✸ ❖♥❡ st❡♣ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝r♦ss ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡rr♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✹ ❆♥ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❡② ✐♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ s②♠❜♦❧✐③❡s ✐ts ❛❝t✐✲
✈❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
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✺✳✺ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❱✐❡✇s
✶ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦
❱✐❡✇ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✻ ❆ ▲✐♥❦ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t Vj|i ✐s ❡♥❝♦❞❡❞✱ t❤❡♥ s❡♥t t♦ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✳ ■t ✐t ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦✱ ✇❤✐❧❡ Vi|j ✐s ✉s❡❞
❛s ♦✉t♣✉t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✼ ❚❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ❱✐❡✇ ✷ ❤❛s ❣♦t t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢r♦♠ ❱✐❡✇s ✶ ❛♥❞ ✸✱ ❛♥❞ ✐t ✉s❡s t❤❡ ♠❛s❦s
♣r❡✈✐♦✉s❧② tr❛✐♥❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡s✉❧t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✽ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐ss✲
✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❣❡tt✐♥❣ ♦❢ ✐ts r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✾ ❚❤❡ ❈✉❜❡ ❞❛t❛s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✶✵ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❣♦♦❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛

❣♦♦❞ ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇
✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▼❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛✲
✈♦r t❤❡ ❜❡st r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❤❡♥❝❡ t❤❡ ×0 ❛♥❞ ×1 ✐♥ t❤❡ ♠❛s❦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✶✶ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❆ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✷ ▼❡❛♥ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❆ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❙❝♦r❡s ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❲❉❇❈✱ ▼❋❉❉ ❛♥❞
▼❛❞❡❧♦♥✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝♦r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s❝♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❱❛❧✉❡s ❛❜♦✈❡
✵ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛♥ ♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✶✹ ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼❋❉❉ ❞❛t❛s❡t ✾✸
✺✳✶✺ ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼❋❉❉

❞❛t❛s❡t✳ ❙♦♠❡ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✶✻ ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼❋❉❉

❞❛t❛s❡t✳ ❙♦♠❡ ❜❛❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

❆✳✶ ❉✐✛ér❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦♥❞érés ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s β t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❆✳✷ ❍❡❛t♠❛♣ ♦❢ t❤❡ β ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❈♦❧♦rs ❣♦ ❢r♦♠
✇❤✐t❡ ✭str♦♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✮ t♦ ❜❧❛❝❦ ✭✇❡❛❦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ st❛♥❞s ❢♦r β = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✶✵
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❆✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣✉r❡tés ❢♦r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ■s♦❧❡t✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s
r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡s ❧❡s ❈❆❆ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s
♥♦✐r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❈❆❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

❆✳✹ ❙②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡s
✈✉❡s ✶ ❡t ✸ ❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥s ❝♦❞é❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧❛ ✈✉❡
✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❆✳✺ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛sq✉❡s✳ ▲❛ ✈✉❡ ✷ ♣♦ssè❞❡
❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✐♥❢érés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✈✉❡s ✶ ❡t ✸✱
❡t ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ s❡s ♠❛sq✉❡s ❡♥tr❛î♥és ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦♥❞éré ✜♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❆✳✻ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡s✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬❛ss❡③ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉①
❞❛♥s ❧❛ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r
♠❛sq✉❡s ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧❡s ♠✐❡✉① r❡❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
rés✉❧t❛t✱ ❞✬♦ù ❧❡ ×0 ❡t ×1 ❞❛♥s ❧❡s ♠❛sq✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❆✳✼ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
▼❋❉❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❆✳✽ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜✐❡♥ r❡❝♦♥str✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
▼❋❉❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❆✳✾ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛❧ r❡❝♦♥str✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
▼❋❉❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❆✳✶✵ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❆✳✶✶ ❙❝♦r❡s ❡t ❉✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❲❉❇❈✱ ▼❋❉❉
❡t ▼❛❞❡❧♦♥✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ✵ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❝♦♥str✉✐t❡s s♦♥t
♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✶✶
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❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝♦♥t❡①t✳ ■ts ♠❛✐♥ ❛①✐s ✐s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r
✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛❧✐t② ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❛①✐s ✐s t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
s✉❜ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t r❡✜♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧
r❡s✉❧ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❝❛❧❧❡❞ ✈✐❡✇s✳
●✐✈❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ❝♦♥s❡♥s✉s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣♦t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ✐s ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ●✐✈❡♥ s❡✈❡r❛❧
✈✐❡✇s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇✱
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s t♦ tr❛♥s❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ❛♥♦t❤❡r
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧✳ ❲❤✐❧❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❚❤✐s ♥❡✇ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✐♠❛❣❡s ♦r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ✇❤❛t ❤❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜♦t❤ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❜❛s❡❞ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❜② ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡♥s✉r❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❝✉r✐t② ❜② tr❛♥s❢❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ♦✉r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✉s❡s ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡rs✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❜❡❢♦r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❝✉r✐t② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r✳
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts

✶✳✶ ❚❤❡s✐s ❙❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸ ▼❛✐♥ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
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❈❍❆P❚❊❘ ✶

✶✳✶ ❚❤❡s✐s ❙❝♦♣❡

❊❛❝❤ ❞❛②✱ ❞❛t❛ ❣r♦✇s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛
♦❢ ❛❧❧ ♥❛t✉r❡s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s✐❣♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❤✉❣❡ ✈♦❧✉♠❡tr②✱ ♦♥❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❛❝❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤
❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✈✐❡✇s✮✳ ■t ✐s ✐♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❛t ▼✉❧t✐✲❱✐❡✇ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❝t♦rs t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧②
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❣r♦✉♣s s✉❝❤ ❛s t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t
❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉s✲
t❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ▼✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ❦♥♦✇✐♥❣ ❣r♦✉♣s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s
❛t ✉♣❞❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❧♦❝❛❧❧② ❣r♦✉♣s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇❤✐❧❡ ♥♦t ❤✐♥❞❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ t♦ ❣❡t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❜❡✐♥❣
✈❛st r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ s✉❜✜❡❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✈✐❡✇s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ s❡ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❣r♦✉♣s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇s ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❡✇✮ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥
t❤❛t s❡♥s❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❝♦♥✲
s❡♥s✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣
❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ r❛t❤❡r
❛✐♠s ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts t❛❦❡ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈✐❡✇s t♦ ❣❡t ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡✲
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❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❍❛✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❜✉t ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♠✐❣❤t s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♦♠❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r✳
■t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❞✉r✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t s❡ss✐♦♥s ♠❛②❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✐❞ ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✉r✈❡② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ s♣r❡❛❞
❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥t ❛ s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥
♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢
t❤❡ s❤❛r❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ♠❛❦❡ ❛ s②st❡♠ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s
s♣❛❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s s♣❛❝❡s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❡✐t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✶✳✷ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❤❛♣t❡rs ✭■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❡①❝❧✉❞❡❞✮ ❛♥❞ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❋✐rst✱ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❝✉rr❡♥t
r❡s❡❛r❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦ ✜♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛s t♦♣✐❝ ✐♥ ✐ts❡❧❢✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
✇❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s✱ t♦ ❛ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

❈❤❛♣t❡r ✸✱ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ❜❛s❡❞ ❈♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✿ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦♥ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ tr❛✐♥ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣
▼❛♣s ✐♥ ❜♦t❤ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❢♦❝✉s❡s ♦♥
❤♦✇ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss✱ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ s❡❣♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✜rst

✶✼



❈❍❆P❚❊❘ ✶

✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✲
✐♥❣ ▼❛♣s✳ ❚❤✐s ❧❛t❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❈♦♥t❡①t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♥❡✇
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥❞s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛ ✈✐❡✇ ❤❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧
✐ts ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡❡rs✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛❣❛✐♥st ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✿ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
♣r❡s❡♥ts ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st
♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✉s ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ ❛ q✉✐❝❦ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❦✐♥❞s
♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✿ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥s ✭▼▲P✮ ❛♥❞ ❆✉t♦❡♥✲
❝♦❞❡rs✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢
✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼▲P
✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ❛♥ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛s❦❡❞
❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛t❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts tr❛✐♥✐♥❣ ❛r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛
●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ♦r ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ t❡st ❜♦t❤ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❞✐❣✐ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✶✽



❈❍❆P❚❊❘ ✶

✶✳✸ ▼❛✐♥ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧

• ✭❝✉rr❡♥t❧② s✉❜♠✐t❡❞✮ ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❡❢❡❜✈r❡ ❛♥❞ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜✲
❧✐♠❡✱ ❉❡❡♣ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙❡❝✉r✐t② ❈♦♥str❛✐♥ts✱ ❑♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ❆♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✭❑❆■❙✮✱ ✷✵✶✾✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s

• ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡ ❛♥❞ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❡❧❢✲

❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ❢♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✶✼✳

• ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐ ❛♥❞
❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✱ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡

❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❏❈◆◆✮✱
✷✵✶✽✳

◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

• ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡ ❛♥❞ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ❈❛rt❡s ❆✉t♦✲

❖r❣❛♥✐s❛tr✐❝❡s ■♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✱ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱
✷✵✶✼✳

✶✾
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✷✵



❈❤❛♣t❡r ✷

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ✉s❡ ❝❛s❡s ❛♥❞
✐ts ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❚❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❡ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✐t✳

✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❊✈❡r② ❞❛②✱ ❡①❛❜②t❡s ♦❢ ❞❛t❛ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✿ ✈✐❞❡♦s✱ t❡①ts✱
❛✉❞✐♦✱ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ✳ ✳ ❙✐♥❝❡ ✐ts ❝r❡❛t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡✲
❝♦♠❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐t ♦✛❡rs ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❛t❛✳ ❯s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠❛r❦❡t st✉❞②✱
❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t t❛r❣❡t✐♥❣✱ ♣r♦❞✉❝t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳

■♥ ❬✸✸❪✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✏❬✳ ✳ ✳ ❪ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✱ ♦r ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✮ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✭❝❧✉s✲
t❡rs✮✑✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ r❡❢❡rs t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣✿ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s tr❛✐♥❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ✭❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❛
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❧✉st❡rs ♦♥❧② ❦♥♦✇✐♥❣
✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❍✐❡r❛r❝❤✐✲
❝❛❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❬✽✶❪ ❛♥❞ ❑✲♠❡❛♥s ❬✹✷❪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✶✾✻✸ ❛♥❞ ✶✾✻✼✳

✷✶
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❚❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉❜✜❡❧❞s✿ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥
✐ts ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉❜✜❡❧❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✷ ❘❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t✳ ❈r✐t❡r✐♦♥s ✉s✉❛❧❧②
❢♦✉♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❛t❛ t②♣♦❧♦❣②✱ t❤❡♥ q✉❛❧✐t②
♠❡❛s✉r❡s✳

✷✳✷✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✇❤✐❧❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♦♥❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ Pr♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ✏♣❤②s✐❝❛❧✑ s♣❛❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐s
t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛✳❦✳❛✳ t❤❡ l2✲♥♦r♠ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

d (x, y) =
D∑

k=1

(xk − yk)
2 ✭✷✳✶✮

❲❤❡r❡ ❉ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞ xk t❤❡ k✲t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ x ✐♥
✐ts ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ❡✈❡r②❞❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥
❣✐✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ✐t ❤❛s ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✐st❛♥❝❡
♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆ ❣✉✐❞❡ ♦♥ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼❪✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❞❡✜♥❡s ❞❛t❛ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❞❡✲
✜♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❛❧s♦
❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♠❛②
✭♦r ♥♦t✮ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ s❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✶ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ s♦♠❡ ♠❡t❤✲

✶❤tt♣✿✴✴s❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✳♦r❣✴st❛❜❧❡✴♠♦❞✉❧❡s✴❝❧✉st❡r✐♥❣✳❤t♠❧
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♦❞s ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❛❞❛♣t t♦ s♦♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤
❛s ❑✲♠❡❛♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ l2✲♥♦r♠ ❞❡✜♥❡s ❜❛❧❧✲s❤❛♣❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ♠❛② ♥♦t
❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✳

❋r♦♠ ♥♦✇✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ t❡r♠ ✏♥❡✐❣❤❜♦r✑ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐t
✇✐❧❧ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♥t❛✐❧ t❤❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r
❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ✐t✳

✷✳✷✳✷ ◗✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s

❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
♦♥ ✐ts ❞❛t❛s❡t✿ ❤♦✇ ❝❛♥ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣❄ ❲✐t❤ ❛
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ ❛s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t
✇❡❧❧ ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ✉s❡ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ t♦
❞❡❞✉❝❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s ❛s ✐♥ ❬✼✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✿ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ❝❛♥
♦♣t✐♠✐③❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❛t❛ ✐♥ ❛
✈✐s✉❛❧✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡
❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❣♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢
t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ✐s ❢❛r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✸✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❤❛r❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❙♦♠❡
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❬✽✹❪ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠✲
❜❡❞❞✐♥❣ ❬✻✵❪ ❛❧❧♦✇ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✮ ✐♥ ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛r❡ s♦❧❡❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ q✉❛❧✐t②✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✸❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ t♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
q✉❛❧✐t②✿ ✐ts ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ♥❛♠❡❧② ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡
❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ ✐ts s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ ♥❛♠❡❧② ❤♦✇ ❢❛r ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧✉st❡rs✳ ❙♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❛r❡ t❤❡ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡① ❬✶✽❪✱
t❤❡ ❉❛✈✐❡s✲❇♦✉❧❞✐♥ ✐♥❞❡① ❬✶✶❪✱ t❤❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ✐♥❞❡① ❬✺✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❲❡♠♠❡rt✲
●❛♥❝❛rs❦✐ ■♥❞❡① ❬✽✷❪✳ ❙♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡① ❬✺✹❪ ❛♥❞ ✐ts ❆❞❥✉st❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ✜rst
♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✭❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✮ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✭s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ t❤❛t ♦♥❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

✷✸



❈❍❆P❚❊❘ ✷

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦✉r ✜rst ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛② t❤❛t ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ✏❜❡tt❡r✑
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ♦♥❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱
✇✐t❤♦✉t t❡❧❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❜❡st✳

❚❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐sts t✇♦ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♣r♦t♦t②♣❡ ❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❙❖▼ ❛♥❞ ❑✲▼❡❛♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣✉r✐t② ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ◗✉❛♥✲
t✐③❛t✐♦♥ ❊rr♦r✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡s t♦
❞❡✜♥❡ ♠❡❛s✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦t♦t②♣❡s✳

❊❛❝❤ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳

❉✉♥♥ ✐♥❞❡①

❚❤❡ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r ♠❡❛s✉r❡ D
❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❝❛tt❡r ∆i✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

DU =

min
i 6=j

D(ci, cj)

max
i∈[1..C]

∆i
✭✷✳✷✮

❲✐t❤ C t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r✳ D ❛♥❞ ∆i ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱
❝r❡❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡①✳ ❍❡r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡
♠♦st ✉s❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✿

D(ci, cj) ∆i

min
x∈c1,y∈c2

d(x, y) max
x,y∈ci

d(x, y)

max
x∈c1,y∈c2

d(x, y) min
x,y∈ci

d(x, y)

d(µi − µj)
1
|ci|

∑
x∈ci

(x− µi)

1
|c1||c2|

∑
x∈c1

∑
x∈c2

d(x, y) 1
|ci|×(|ci|−1)

∑
x,y∈ci,x 6=y

d(x, y)

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❝❛tt❡r ❢♦r
t❤❡ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡①
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❲✐t❤ µi t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❝❧✉st❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

µi =
1

|ci|

∑

x∈ci

x ✭✷✳✸✮

❉❛✈✐❡s✲❇♦✉❧❞✐♥ ✐♥❞❡①

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ t❤❛♥ t❤❡ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ❉❛✈✐❡s✲❇♦✉❧❞✐♥ ✐♥❞❡① ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

DB =
1

|C|

|C|∑

i=1

max
j 6=i

∆i +∆j

D(ci, cj)
✭✷✳✹✮

❲✐t❤ C t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ |C| t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ∆i

❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❝❛tt❡r ❢♦r t❤❡ i✲t❤ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ D(ci, cj) ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛s
❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛✈✐❡s
❇♦✉❧❞✐♥ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ✐♥❞❡①

❚❤❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ✐♥❞❡① ✭❙■✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤✐s ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❉✉♥♥ ♦r ❉❛❜✐❡s✲❇♦✉❧❞✐♥ ♦♥❡s ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❡✐t❤❡r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ x✱ ♦r ❢♦r ❛ ❝❧✉st❡r ci✱ ♦r ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❋♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ x✱ ax ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ t♦ ✐ts ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ bx ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐ts ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

SI(x) =
bx − ax

max(ax, bx)
✭✷✳✺✮

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

SI(x) =





bx
ax

− 1, ✐❢ ax > bx

0, ✐❢ ax = bx

1− ax
bx
, ✐❢ ax < bx

✭✷✳✻✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t SI(x) t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✲✶ ❛♥❞ ✶✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♥❡❛r ✲✶
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✐ts ❝❧✉st❡r ✐s ❜✐❣❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t x ❞♦❡s ♥♦t
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❝❧✉st❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐❢ x ✐s ♥❡❛r ✶✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t
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✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ✐ts ❝❧✉st❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t x ✐s ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ❝❧✉st❡r✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② x ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ❙■ ♦❢
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

SI(ci) =
1

|ci|

∑

x∈ci

SI(x) ✭✷✳✼✮

❆♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ SI(ci) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❙■ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿

SI(C) =
1

|C|

|C|∑

i=1

SI(ci) ✭✷✳✽✮

■❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❞❡①✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② str✉❝t✉r❡ ✐s
✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
1
2n(n− 1) ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ n t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

❲❡♠♠❡rt✲●❛♥❝❛rs❦✐ ✐♥❞❡①

❚❤❡ ❲❡♠♠❡rt✲●❛♥❝❛rs❦✐ ✭❲●✮ ✐♥❞❡① ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞❡① ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r
❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✲s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇

WG(ci) =

{
0 ✐❢ 1

|ci|

∑
x∈ci

d(x,µi)
d(x,µj)

> 1

1− 1
|ci|

∑
x∈ci

d(x,µi)
d(x,µj)

♦t❤❡r✇✐s❡
✭✷✳✾✮

❚❤✐s ✐♥❞❡① t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ✭❜❛❞ s❝♦r❡✮ t♦ ✶ ✭❣♦♦❞ s❝♦r❡✮✳ ❚♦
❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✿

WG(C) =

∑|C|
i=1 |ci|WG(ci)
∑|C|

i=1 |ci|
✭✷✳✶✵✮

❘❛♥❞ ✐♥❞❡①

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡① ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣❡❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✭♦r ♥♦t✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋♦✉r s❡ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✭a✱ b✱ c✱ ❛♥❞ d✮✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❞❛t❛s❡t st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛ ♣❛✐r t♦ ❛ s❡t ❢♦❧❧♦✇s ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

✷✻
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❙❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ C1 ❙❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ C2

a ②❡s ②❡s

b ♥♦ ♥♦

c ②❡s ♥♦

d ♥♦ ②❡s

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙❡ts ♦❢ ♣❡❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡①

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ s❡ts✱ t❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

RI(C1, C2) =
a+ b

a+ b+ c+ d
=

a+ b(
n
2

) =
2(a+ b)

n(n− 1)
✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡① t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ✭t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✮ ❛♥❞ ✶ ✭✐❞❡♥✲
t✐❝❛❧✮✳ ❆ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡① ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss✳
❚❤✐s ❆❞❥✉st❡❞ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

ARI(C1, C2) =

∑
ij

(
nij

2

)
−
[∑

i

(
ai
2

)∑
j

(
bj
2

)]
/
(
n
2

)

1
2

[∑
i

(
ai
2

)
+
∑

j

(
bj
2

)]
−
[∑

i

(
ai
2

)∑
j

(
bj
2

)]
/
(
n
2

) ✭✷✳✶✷✮

❲✐t❤ nij t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ i✲t❤ ❝❧✉st❡r ♦❢
C1 ❛♥❞ t❤❡ j✲t❤ ❝❧✉st❡r ♦❢ C2✱ ai =

∑
j nij ❛♥❞ bj =

∑
i nij ✳

❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❝r✐t❡r✐❛ ❜r✐♥❣s t♦ ❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s t♦ ❛❞❞r❡ss ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s t♦ ❞❛t❡ ♥♦ ♠❡t❤♦❞
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❛❝❦❧❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛t ♦♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞
❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦❞❛② ✇✐t❤ t❤❡✐r
s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✳

P✉r✐t② ✐♥❞❡①

❚❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ✐ts ♣r♦t♦t②♣❡s✱
✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❝❧❛ss ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣r♦t♦t②♣❡✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞
t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ♣✉r✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

■t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

✷✼
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purity =
1

Np

Np∑

k=1

max
i∈[1..C]

(Pk(i)) ✭✷✳✶✸✮

❲✐t❤ Np t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡s✱ C t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ Pk(i) t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss i ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡
k✳

◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❊rr♦r

❚❤❡ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❊rr♦r ✭◗❊✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

qe =
1

N

N∑

i=1

‖xi − wχ(xi)‖
2 ✭✷✳✶✹✮

❲✐t❤ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ xi t❤❡ i✲t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ wk t❤❡ k✲t❤
♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ χ(xi) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡
♣r♦t♦t②♣❡ t♦ ✇❤✐❝❤ xi ❜❡❧♦♥❣s✳

✷✳✸ P♦♣✉❧❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞✱ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ s❤❛r❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤✉s t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❦✐♥❞✳ ❚❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

• ❱❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

• ❉❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

• ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s

• ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦♥❧② ♣r❡t❡♥❞s t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r
❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✱
✐♥ ❬✽✺❪ ❛♥❞ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❬✷✶❪✳
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✷✳✸✳✶ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✶✾✻✸ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽✶❪✳ ■ts ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜② ❥♦✐♥✐♥❣
❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✭❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛rts ✐♥ ✐ts ♦✇♥
❝❧✉st❡r✮ ♦r ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✭❞✐✈✐s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜❡❧♦♥❣s t♦
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜✉✐❧❞
❛ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜♦t❤ ❜②
t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ♣❛✐r ♦r ❞✐✈✐s❡
t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ♦r
❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉♥t✐❧ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs
♦r ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳

❚❤❡ ✜rst ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❆❣✲
❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽✶❪ ✇❤✐❝❤ ♣❛✐rs ❝❧✉st❡rs ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❛✐r t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥s ❛r❡ t❤❡
❲❛r❞✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✽✶❪✮ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r
✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝
❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✳ ❚❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦❛❣❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐♥❦❛❣❡
❝❧✉st❡r✐♥❣s✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✹✻❪ ✇❤✐❝❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❢♦r ❛♥ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❈r❡❛t❡ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t
❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧❡❛❢ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠
✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❧❡❢t ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡rs s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
▼❡r❣❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ❝❧✉st❡rs
❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠

❡♥❞
❈✉t t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r
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❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞
■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❍✐❡r❛r❝❤✐❡s ✭❇■❘❈❍✮ ♦♥❡ ❬✽✻❪✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✲
✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ❝❧❛✐♠ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
r❡ss♦✉r❝❡s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛s ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t t♦ ❝r❡❛t❡
t❤❡ tr❡❡✳

✷✳✸✳✷ ❱❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❱❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡ ✈❡❝t♦rs✱ t❤✉s t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①✐st✐♥❣
♣r♦t♦t②♣❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❦✐♥❞s ♦❢ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡s❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡
❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❢♦r ✇❤✐❝❤
♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦♥❡ ♣❡r ♣r♦t♦t②♣❡✳

❚❤❡ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② t❤❡ ✜rst
♦♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡r② ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ st✐❧❧ ✉s❡❞ t♦❞❛②✱ ✐s
t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✷❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ st❡♣s ❞♦♥❡
✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s✳ ❋✐rst ❛ s❡t ♦❢ K ♣r♦t♦t②♣❡s ✐s
r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✐ts ❝❧♦s❡st ♣r♦t♦t②♣❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡✐r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✿ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ✏❝❡♥t❡r✑✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❡♥tr♦✐❞✑✱ ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ st❡♣s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s
✉♣❞❛t❡s ♥♦r♠s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
❦✲♠❡❞✐❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✸✷❪✱ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✸✹❪ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦t♦✲
t②♣❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❙❡❧❢✲❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ✭❙❖▼✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞s
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ t❤❛♥ ❑✲♠❡❛♥s✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛r❡ ♦r✲
❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ ♠❛♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✉♣❞❛t❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✉r♦♥s
✐♥ ❛ ❙❖▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦
♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♣✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦t♦t②♣❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦
♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❑✲▼❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❈❤♦♦s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r K
❘❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ K ❝❡♥tr♦✐❞s µi

✇❤✐❧❡ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t ❞♦
❢♦r❛❧❧ xn ∈ X ❞♦

❆ss✐❣♥ xn t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ci ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❡♥tr♦✐❞

sn,i =

{
1 ✐❢ i = argmini‖xn − µi‖

2

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
❡♥❞
❢♦r❛❧❧ µi ❞♦

µi =
∑

n xn·sn,i∑
n sn,i

❡♥❞
❡♥❞

♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❤✐❣❤ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❛s❡✱ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐t ✐t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② s❡❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦①✐♠✐t② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

❆ ❙❖▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ❞❡✜♥❡s ❛
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ K✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇✿

λ(t) = λmin

(λmax

λmin

) 1
t

✭✷✳✶✺✮

❲✐t❤ λmin ❛♥❞ λmax t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣♦❡s ❢r♦♠ λmax ❢♦r t = 1 t♦ λmin ❢♦r t → ∞✳ ❚❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Kk,l = exp
(
−

d2(k, l)

λ(t)

)
✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r❤♦♦❞ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r λ(t)✱
t❤❡ ❤♦tt❡r ✐s s❛✐❞ t❤❡ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡r ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♠♣❛❝t❡❞
❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇✐❞❡r ❛r❡❛ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✳ ❚❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r K✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛♣ ✐s
❤♦t✱ t❤❡ ♠❛♣ ♣❡r❢♦r♠s ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t
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t♦ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣♦❧♦❣②✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛♣ ✐s ❝♦❧❞✱ t❤❡ ♠❛♣ ♦♥❧②
♣❡r❢♦r♠s ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t ✐ts ♥❡✉r♦♥ t♦ ✐ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n×m ♦❢ t❤❡ ♠❛♣
❘❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ n×m ♥❡✉r♦♥s wi

✇❤✐❧❡ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t ❞♦
❢♦r❛❧❧ x ∈ X ❞♦

❆ss✐❣♥ x t♦ ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✉r♦♥ wi

Xi , s❡t ♦❢ ❛❧❧ x ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ wi

❡♥❞
❈♦♠♣✉t❡ λ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✺
❢♦r❛❧❧ wi ❞♦

❢♦r❛❧❧ wj ❞♦
❈♦♠♣✉t❡ Ki,j ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✻
wnew
j = wold

j + εKi,j

∑
x∈Xi

(x− wi)

❡♥❞
❡♥❞

❡♥❞

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐❞❡❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ❛ st♦❝❤❛s✲
t✐❝ ❝♦♥t❡①t✿ ♥♦✇✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r✱ ❜✉t r❛t❤❡r
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ K ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ K t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❛r❡ t♦❧❞ t♦ ❜❡ ✏❢✉③③②✑✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❡♣s ✉s❡❞ ❜② ❑✲♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✱
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜❡✐♥❣
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❊▼ ♠❡t❤♦❞ t❤✉s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ ❑✲♠❡❛♥s ❝❛❧❧❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧✳
■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❊▼ ♠❡t❤♦❞ ❤❡r❡ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠❡❛♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞✱
✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢✉③③② ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ s♦♠❡ ❧✐♥❦s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤✉s✱
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❈❤♦♦s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r C ❛♥❞ m
❘❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ s0n,i s✉❝❤ t❤❛t

∀i, sn,i ∈ [0, 1], ∀n
C∑
i=1

sn,i = 1

r ❂ ✵ ❞♦
❢♦r❛❧❧ µi ❞♦

µi =
∑

n xn(sr−1
n,i )

m

∑
n xn(sr−1

n,i )
m

❡♥❞
❢♦r n ∈ [1..N ] ❞♦

❢♦r i ∈ [1..C] ❞♦

srn,i =
∑C

j=1

(
d(xn,µi)

2

d(xn,µj)
2

)− 2
m−1

❡♥❞
❡♥❞
r = r + 1

✇❤✐❧❡ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t ❀

s♣❛t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ✭❉❇❙❈❆◆✮ ❬✷✵❪✳ ■ts ❝♦r❡ ✐❞❡❛
✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡✐r ♥✉♠❜❡rs ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❡♥s❡❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
varepsilon ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ minPts ✇❤✐❝❤
❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦r❡ s❛♠♣❧❡ ✭✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
❛ s❛♠♣❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡r✮ ♦r ❛ ♥♦♥✲❝♦r❡ s❛♠♣❧❡ ✭❛t t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❧❡ss ❞❡♥s❡❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠
♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✿ ✐❢ ✐t ❤❛s ❛t ❧❡❛st minPts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥t
✐s ❧❡ss t❤❛♥ varepsilon ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■❢ ✐t ❤❛s ❧❡ss t❤❛♥ minPts ♥❡✐❣❤❜♦rs✿
❡✐t❤❡r ✐t ❤❛s ❛ ❝♦r❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ ♥♦♥✲❝♦r❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛s ✐ts ❝♦r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ♦r ✐♥ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♥♦ ❝❧✉st❡r✳ ❇② ❞♦✐♥❣
s♦✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡s ✐ts ♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ varepsilon
❛♥❞ minPts✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❇❙❈❆◆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳ ❚❤❡ ❖P❚■❈❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❉❇❙❈❆◆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t s♣❛t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡
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♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s❛♠❡
❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ♦♥❡ ♦❢ ❉❇❙❈❆◆✬s
✇❡❛❦♥❡ss❡s✿ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❞❛t❛ ♦❢ ✈❛r②✐♥❣
❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❞❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ▼❡❛♥✲
s❤✐❢t ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛s ♠♦❜✐❧❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❛ttr❛❝t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ❤✐❣❤✲
❞❡♥s✐t② ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ K ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② K✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✳✸✳✹ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✿ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪✳ ■t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts
❝♦r❡ ✐❞❡❛ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠❛❞❡
♦❢ t✇♦ st❡♣s✱ ♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❜② ❛♥②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs✳

✷✳✹ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣

✷✳✹✳✶ ▼✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❧❡❛r♥✐♥❣

▼❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❝❛s❡s ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss
t♦ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛❝② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❞❛t❛ ♠❛②
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s♦✉r❝❡s✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ♠❛❦❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤✐s ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t
❤❛❞ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼✉❧t✐✲❱✐❡✇
▲❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜❡❢♦r❡
❜❡✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡t✳

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼✺❪✱ ▼✉❧t✐✲❱✐❡✇ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ ✈❛st ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ♠❛♥②
r❡❧❛t❡❞ s✉❜✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧②

✸✺
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❉❇❙❈❆◆ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✉♥❝t✐♦♥ ❉❇❙❈❆◆✭X✱ε✱♠✐♥Pts✮✿
C = 0
❢♦r❛❧❧ xn ∈ X ❞♦

✐❢ xn ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ②❡t t❤❡♥
♠❛r❦ xn ❛s visited

❡♥❞
Vn ❂ r❡❣✐♦♥◗✉❡r② ✭xn✱ε✮
✐❢ s✐③❡❖❢ ✭Vn✮ ≥ ♠✐♥Pts t❤❡♥

C = C + 1
❡①♣❛♥❞❈❧✉st❡r ✭xn✱ Vn✱ C✱ ε✱ ♠✐♥Pts✮

❡♥❞
❡❧s❡

♠❛r❦ xn ❛s ♥♦✐s❡
❡♥❞

❡♥❞
❋✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞❈❧✉st❡r✭xn✱ Vn✱ C✱ ε✱ ♠✐♥Pts✮✿

❆❞❞ xn t♦ ❝❧✉st❡r C
❢♦r❛❧❧ xi ∈ Vn ❞♦

✐❢ xi ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ t❤❡♥
Vi ❂ r❡❣✐♦♥◗✉❡r② ✭xi✱ ε✮
✐❢ s✐③❡❖❢ ✭Vi > minPts✮ t❤❡♥

Vn = Vn ∪ Vi

❡♥❞
❡♥❞
✐❢ xi ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ❝❧✉st❡r ②❡t t❤❡♥

❆❞❞ xi t♦ ❝❧✉st❡r C
❡♥❞

❡♥❞
❋✉♥❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥◗✉❡r②✭xn✱ ε✮✿

❧✐st ❂ ∅ ❢♦r❛❧❧ xi ∈ X ❞♦
✐❢ i 6= n ❛♥❞ d(xn, xi) ≤ ε t❤❡♥

❧✐st ❂ ❧✐st ∪ {xi}
❡♥❞

❡♥❞
r❡t✉r♥ ❧✐st

✸✻
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❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐✲❱✐❡✇ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✳

✷✳✹✳✷ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✉s ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ▲❡❛r♥✐♥❣

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ♣r❡s❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿

✶✳ ■♠♣r♦✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤
✈✐❡✇✳

✷✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♥s❡♥s✉s✳

❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ✜rst s✉❜✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s
♠❛② s❡❡♠ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✱ t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❞✐✛❡r ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts✳

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ♠❛❦✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❞❛t❛s❡t ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ✜♥✲
✐s❤❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❡♥t t♦ ❛ s✉♣❡r✈✐s♦r ✇❤✐❝❤ t❛s❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❊❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤❛r❡❞ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s
♣❤❛s❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✈✐s♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♥s❡♥s✉s ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✺✱ ✶✻❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❜❡✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❬✸✺❪✱ ❇❛❣❣✐♥❣ ❬✼❪ ❛♥❞ ❇♦♦st✐♥❣ ❬✷✷❪✳

❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❞✐✛❡rs ✐♥ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ✐ts
❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✐ts ✜♥❛❧ ❣♦❛❧✿ ✇❤✐❧❡
❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❡✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤✐s ✇❛② ❈♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ✇♦r❦ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛t❛✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ✇✐t❤ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❤❛s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
✐ts ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts t♦ ✐ts ♣❡❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧t ❛❧❧
❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳

❋r♦♠ ♥♦✇✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❈♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳
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✷✳✹✳✸ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ❱❡rt✐❝❛❧

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t♦ ♠❛❦❡
s❡✈❡r❛❧ ✈✐❡✇s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
❝♦♥s❡♥s✉s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❤❛s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ t♦ s❤❛r❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳

■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡
s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱
✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
s❡ts ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

❆ t❤✐r❞ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤②❜r✐❞✱ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱ ❛
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞
✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱
✉♥❧❡ss t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣
✴

✷✳✹✳✹ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❤❛s❡s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✿ ❛ ✜rst ♣❤❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ♣r♦✲
❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐ts ❞❛t❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞
❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❡✇s ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡②
❤❛✈❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ✇❤❛t
t❤❡✐r ♣❡❡rs ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rts ❞❡✜♥✐♥❣
❛ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

✸✽
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▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡✐t❤❡r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r ❡✈❡♥ s❝♦r❡✳
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♥❣✱ s♦ ❡❛❝❤
♦♥❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s❝♦r❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❝♦♥❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❡♣s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t✇♦ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❡r ✈✐❡✇✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
✈✐❡✇✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥s❡♥s✉s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❡✇s✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

Qi = αiQ
i
local(Vi) +Qi

collab(Vi, Vj 6=i) ✭✷✳✶✼✮

= αiQ
i
local(Vi) +

∑

j 6=i

βi
jC

i
j(Vi, Vj) ✭✷✳✶✽✮

❲✐t❤ Qi
local ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢

t❤❡ i✲t❤ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ Qcollab ❜❡✐♥❣ ❛ t❡r♠ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦
❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r t❡r♠ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢
t❤❡ N − 1 t❡r♠s Ci

j ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇s ❛♥❞ ✐ts ♣❡❡rs✳ Vi st❛♥❞s ❢♦r i✲t❤ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♥♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
N ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❛♥❞ β ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤t
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠✳ ❚❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ r✉❧❡s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t
✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

wnew = wold − ǫ
∂E

∂w
✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ǫ > 0 ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱
w t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✉♣❞❛t❡✱ ❛♥❞ E t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳ ❚❤✐s ✉♣❞❛t❡
♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r w ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❣♦❡s ✉♥❞❡r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳
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✷✳✹✳✺ ❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✺✶❪ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ❬✺❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✿

∀j ∈ [1..N ], Qi
local =

|Vi|∑

n=1

C∑

k=1

(sin,k)
2
|xn − µi

k|
2 ✭✷✳✷✵✮

❲✐t❤ sin,k ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ s❛♠♣❧❡ n ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ k✲t❤ ❝❧✉st❡r✱
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✱ µi

k t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ | · | ❜❡✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
♣❤❛s❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐ts r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① S = (sn,k)
✇✐t❤ ✐ts ♣❡❡rs✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❤❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥✿

∀j ∈ [1..N ], Qi = Qi
local +Qi

collab ✭✷✳✷✶✮

= Qi
local +

N∑

j 6=i

βi
j

|Vi|∑

n=1

C∑

k=1

(sin,k − sjn,k)
2
|xn − µi

k|
2 ✭✷✳✷✷✮

✇✐t❤ βi
j ❜❡✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t ✈✐❡✇ i ❣✐✈❡s t♦ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇ j✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐✈❡ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t❡r♠✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✿ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥✲
s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s
❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ ❢♦r t✇♦ ✈✐❡✇s✱ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛r❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ t❤✉s t❤❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡✲
s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛❦❡s
t❤❡ t❡r♠ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ s♦ ✐♠♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡
❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥s❡♥s✉s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❡✇s✳

❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s

❆ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ s❡❧❢
♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣s ❬✸✼❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞
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✭❋❈▼ ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳ ❇♦t❤ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
t❡r♠s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ Kk,l✿

Qi
local = αi

|Vi|∑

n=1

C∑

k=1

Ki
k,χ(xn)

‖xin − wk‖2 ✭✷✳✷✸✮

Qi
collab =

∑

j 6=i

βj
i

|Vi|∑

n=1

C∑

k=1

(
Ki

k,χ(xn)
−Kj

k,χ(xn)

)
‖xin −wk‖2 =

∑

j 6=i

βj
iC

j
i ✭✷✳✷✹✮

❲✐t❤ d(k, l) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥❡✉r♦♥s k ❛♥❞ l ✐♥ t❤❡ ❙❖▼✱ αi ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧
✈✐❡✇ i✱ χ(x) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✉r♦♥ ♦❢ x✱ ❛♥❞ wk ✐s
t❤❡ k✲t❤ ♥❡✉r♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❖▼✳

❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈▼ ✈❡rs✐♦♥✿ ✜rst✱
❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ ❧❡❛r♥s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐ts ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✷✳✷✸ ❛♥❞ ✷✳✷✹✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❡♥❡r❛t✐✈❡
❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣ ❬✻❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ ●❚▼ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❖▼✱ t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ♥❛t✉r❛❧② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✷✸❪✱ ❬✻✻❪✱ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❛s t❤❡ ❙❖▼✲❜❛s❡❞ ♦♥❡✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✹❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
❛ ♥❡✉r♦♥✳ ❚❤❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✳

✷✳✹✳✻ ●❡♥❡r✐❝✐t② ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ❛❧❧ s❤❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡
s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❡✇s✳ ❆♥
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❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛♣s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❖▼ ❛♥❞
t❤❡ ●❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❛♥❞ β ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ s❡❧❡❝t ✇❤❛t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞ ♦r ♥♦t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡
❛ tr✐❝❦② t❛s❦ ✐❢ ♠❛♥② ✈✐❡✇s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❍♦♣❡❢✉❧❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❡❞② t❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✷✻❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✺✺❪✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦✉♥❞ ❜② ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦
❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛t❡ α ❛♥❞ β✱ ✐t ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢
✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❡✇ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡❡rs✳ ❆♥
❛✉t♦♠❛t✐❝ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✽❪✱
❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥ts ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✭β = α2)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢
t❤❡ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t
❛rt✐❝❧❡✱ ❛ ♥❡✇ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✼✹❪ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
β ✭α ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✮ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r✐♥❣
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❡✐t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r st♦❝❤❛st✐❝✮ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❙❖▼✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✹❪✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣r♦✈❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳
❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆♦✇ t❤❛t ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❤❛s ❛ s♦❧✐❞ ❜❛s✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐t ♣r❡s❡♥ts✱
✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✈❡r ❝♦♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t t♦ ❣❡t ♦❜s♦❧❡t❡✳

❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭α ❛♥❞ β✮ ✉s❡❞ t♦
✇❡✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡s❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①✐st✱ t❤❡② ❡✐t❤❡r r❡❧② ♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t β = α2 ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✻✱ ♦r t❤❡② ✐♠♣❧② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✜♥❡ t✉♥❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s✳
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▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❤✐❧❡
♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✐ts ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦st❧②
❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐❞❡❛ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈✐❡✇s
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣
❜❡✐♥❣ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✭✐❢ t❤❡ ✈✐❡✇s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✮✱ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❛r❛❞✐❣♠✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✲
❝r❡♠❡♥t❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙❡❧❢✲❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✲
✐♥❣✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣

▼❛♣s ❜❛s❡❞ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡

❈❧✉st❡r✐♥❣

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✸ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✺✳✶ ❉❛t❛s❡ts ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈✐❡✇s t♦
❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛
s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛t ❛ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦ ❢❛r✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡✐r
tr❛✐♥✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ✜①❡❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ✉s❛❜❧❡ ❛s
s♦♦♥ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛rr✐✈❛❧
♦❢ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ ❛rr✐✈❛❧s ♠❛② ❜r✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t
❝②❝❧✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r ❛ ✇❤♦❧❡ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❝❧✉st❡rs ♠❛② ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜✐❛s❡❞ r❡s✉❧ts✳
❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❞ ✉s t♦ st✉❞② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❝❧❛r✐❢② ❛ ❞❡t❛✐❧ ✇❤✐❝❤
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ st♦r❡ ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛rr✐✈❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❜❛t❝❤❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st s✐♥❣❧❡t♦♥s✳

❚❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✳✹✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❈❧✉st❡r✐♥❣ r❡❧✐❡s t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦✇ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ tr② t♦
❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❖▼✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼✲
❜❛s❡❞ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❙❖▼ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦❜✉st t♦ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙❖▼ t♦ ♠❛❦❡ ✐t t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❛❧ ❙❖▼ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ❛ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❡❛s②♠♦t✐♦♥✲♣r❡✜①✮ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✸✳✷ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✹✻
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♠❛♣ ❬✶✺✱ ✹✾❪✱ ❛♥❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ❞❡s❝r✐❜❡s ✐ts ❞❛t❛ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡s t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✈✐❡✇s ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✈✐❡✇s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❖▼✱ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❙❖▼ ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛♥s✇❡r ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
r❡❝❡♥t ❜❛t❝❤❡s✳

✸✳✸ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼

■♥ ♦✉r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❖▼✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛❧❧
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦♥❧② ❦♥♦✇s t❤❡ ❜❛t❝❤ B ♦❢ t❤❡ Nbatch ❧❛st s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✹✳✺ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥✲
t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t
tmax ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❡♥❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❙❖▼ r❡s♣♦♥s✐✈❡
t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♥❡✇ ❞❛t❛✱ ❛ ♥❡✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ̃ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

λ̃(B,W ) =
1

Nbatch

Nbatch∑

i=1

‖xi − χ(xi)‖2 ✭✸✳✶✮

❲✐t❤ B ⊂ X t❤❡ ❜❛t❝❤ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ |B| = Nbatch✳ ❚❤✐s λ̃
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝❛♣♣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ λmin ❛♥❞ λmax ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①tr❡♠❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❖▼✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ❙❖▼ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ t♦ ♥♦✈❡❧t② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛t❝❤✳ ■❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❜❛t❝❤ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛♣ ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ̃✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
♥❡❛r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❡♥tr♦✐❞s✱ t❤❡ ♠❛♣ ♦♥❧② ♥❡❡❞s s♦♠❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡tt❡r ♠❛t❝❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢
λ̃✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② λ̃ ✇✐❧❧
❜❡ ♥❛♠❡❞ K̃✳
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✸✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❛t❛s❡ts {X[i]| i ∈ 1..P}
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s✱ ✇✐t❤ P ♠♦❞✲
❡❧s ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❙❖▼✮ ❜❡✐♥❣ tr❛✐♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚♦
❝❧❛r✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ Wm∈{1..P} ♥❛♠❡s t❤❡ m✲t❤ ♠♦❞❡❧ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ m✲t❤
❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s
❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✈❡❛❧ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❤❡r❡ ✐s ✐❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ i✲t❤ ❞❛t❛s❡t ❜❡✲
❧♦♥❣s t♦ t❤❡ j✲t❤ ♥❡✉r♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
i′✲t❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐ts j✲t❤ ♥❡✉r♦♥ ♦r t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥❡✉r♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣s s❤♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✷✸❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ K̃ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✺ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞
♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❛t❝❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✿

Q̃m(χ,w) = Q̃m
Local(W ) + Q̃m

Collab(W ) ✭✸✳✷✮

Q̃m
Local(W ) = αm

Nbatch∑

i=1

|W |∑

j=1

K̃m
j,χ(xi)

‖xki − wk
j ‖

2 ✭✸✳✸✮

Q̃m
Collab =

P∑

m′=1,m′ 6=m

βm′

m

Nbatch∑

i=1

|W |∑

j=1

(K̃m
j,χ(xi)

− K̃m′

j,χ(xi)
)
2
‖xmi − wm

j ‖2 ✭✸✳✹✮

✹✽
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣
❙❡t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① {αi,j}
✇❤✐❧❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❣♦✐♥❣ ♦♥ ❞♦

✐❢ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡ ❛♣♣❡❛rs t❤❡♥
❯♣❞❛t❡ ❜❛t❝❤ ❛s ❛ ❋■❋❖ st❛❝❦ ♦❢ s❛♠♣❧❡s
✶✳ ▲♦❝❛❧ ❙t❡♣
❢♦r❛❧❧ m ∈ 1..P ❞♦

❯♣❞❛t❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ♦❢ Wm ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣❛ss ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❙❖▼

❡♥❞
✷✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❙t❡♣
❢♦r m ∈ 1..P ❞♦

❢♦r w ∈ Wm ❞♦

w = w+
αm

∑Nbatch
i=1 K̃m

j,χ(xm
i

)
∆m

i +
∑P

m′=1,m′ 6=m

∑N
i=1 β

m′

m Lij∆
m
i

αm

∑Nbatch
i=1 K̃m

j,χ(xm
i

)
+
∑P

m′=1,m′ 6=m

∑N
i=1 β

m′
m Lij

✇✐t❤ Lij = (K̃m
j,χxi

− K̃m′

j,χxi
)
2
❛♥❞ ∆m

i = (xmi − w)

❡♥❞
❡♥❞

❡♥❞
❡♥❞

❲✐t❤ αm ❛♥❞ βm′

m ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ αm ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s m′ ✇❡✐❣❤t❡❞
❜② βm′

m ✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣❡t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡②
❛r❡ ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ β = α2 ❬✷✸✱ ✺✺❪✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆❧❣✳ ✻✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❛② ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❡♣ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ✜rst ❧♦❝❛❧ st❡♣s ❤❡❧♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥ ♥❡✉r♦♥s t♦ s❛♠♣❧❡s ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ❞♦ ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ ♠✉❝❤ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳

✹✾
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✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

✸✳✺✳✶ ❉❛t❛s❡ts ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡♠ ♦♥
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❯❈■ ✇❡❜s✐t❡ ❬✷❪✿ ❙♣❛♠ ❇❛s❡✱ ❲❛✈❡❢♦r♠✱
❲✐s❝♦♥s✐♥ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❇r❡❛st ❈❛♥❝❡r ✭❲❉❇❈✮ ❛♥❞ ■s♦❧❡t✳ ❚❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❉✉r✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❞❛t❛s❡ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✸ ✈✐❡✇s ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡
s✉♣♣♦s❡ ❤❡r❡ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ✐ts
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ ✐ts ❜♦✉♥❞s✳
❊❛❝❤ ✈✐❡✇ ✇✐❧❧ st❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✏s✐t❡✑ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts
♣❡❡rs✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
❡rr♦r ✷✳✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r✐t② ✐♥❞❡① ✷✳✹✳✺ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❙❖▼✳

✸✳✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r
t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ ✶✵×✶✵ ❙❖▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ λmin = 0.3✱ λmax = 3✱
ǫ = 0.5 ✭✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❖▼✮✱ Nbatch = 10
❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❡♣ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡
✜rst ✶✵ ❜❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✸✵ ✜rst ❜❛t❝❤❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❡❛r❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs
t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛ ❧♦t ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❘ ✈✸✳✷✳✸✳

❚❤❡ ♣✉r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❛✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶❜ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✶❝✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ■s♦❧❡t ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ t❤❡
♠❛♣s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♠❛❦❡s ✐t ❧❡ss st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼✳ ❚❤❡ t❡r♠s
st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❢❡rs ❤❡r❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r✐t✐❡s
t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛t❝❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣❤❛s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❛t❛✿ ✐❢ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ✐s ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ ❛ ❜❛t❝❤ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ t❤❡ ❜❛t❝❤ ✐s
s♠❛❧❧✮✱ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✉♣❞❛t❡s ❢♦r t❤✐s st❡♣ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ❝❧❛ss s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ✐t ♠✐❣❤t ❤✉rt t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉r✐t✐❡s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
❋✐❣✳ ✸✳✶❛✱ ✸✳✶❜ ❛♥❞ ✸✳✶❝ t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✶❞✱ ✸✳✶❡ ❛♥❞ ✸✳✶❢✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡tNbatch =
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼❡❛♥ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❇♦❧❞ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡
t❤❡ ❧♦✇❡st ♦♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡✳

❱✐❡✇ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼
■♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❙♣❛♠ ❇❛s❡
✶ ✵✳✸✶ ✵✳✷✻
✷ ✵✳✶✽ ✵✳✶✾
✸ ✵✳✶✽ ✵✳✶✻

❲❛✈❡❢♦r♠
✶ ✵✳✶✽ ✵✳✷✸
✷ ✵✳✶✼ ✵✳✶✾
✸ ✵✳✷✹ ✵✳✸✵

❲❉❇❈
✶ ✵✳✶✾ ✵✳✶✾
✷ ✵✳✶✻ ✵✳✶✾
✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✻

■s♦❧❡t
✶ ✷✳✶✺ ✶✳✷✼
✷ ✷✳✽✹ ✶✳✸✽
✸ ✷✳✽✺ ✶✳✸✼

3✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❊q✳ ✸✳✷ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s
♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✸✿ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❙❖▼
♠❛❦❡s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦✇❛r❞ ❛ ❧♦❝❛❧
♦♥❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ t❤❡② ❛❧❧
st❛② ✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ■s♦❧❡t ❞❛t❛s❡t ✐s s♣❡❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
♠♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s s♣❛rs❡r✱ ♣♦✐♥t
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧♦✇❡r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s
❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼
✇✐t❤♦✉t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❞❛♣t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡
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✭❛✮ Nbatch = 10✱ ❱✐❡✇ ✶ ✭❜✮ Nbatch = 10✱ ❱✐❡✇ ✷ ✭❝✮ Nbatch = 10✱ ❱✐❡✇ ✸

✭❞✮ Nbatch = 3✱ ❱✐❡✇ ✶ ✭❡✮ Nbatch = 3✱ ❱✐❡✇ ✷ ✭❢✮ Nbatch = 3✱ ❱✐❡✇ ✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ■s♦❧❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t
Nbatch✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❙❖▼✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧
♦❢ ❛ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ̃✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ K̃ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
♠❛♣s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦✇ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❛t❛✳
❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❖▼ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✲
❝r❡♠❡♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Nbatch✱
♥❛♠❡❧② ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❚♦ ♣✉rs✉❡ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❙❖▼ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❛❞❛♣t ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ t♦ t❤❡ ●❚▼✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜② ♥❛t✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❙❖▼✳

❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❛♥❞ β✱ ❛
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❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ✷✳✹✳✻✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✉s✐♥❣
t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ α = β2✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t
r✐❞ ♦❢ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥s✉s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♠❛❞❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❖♣t✐♠✐③❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❙❖▼

❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✸ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✹✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✺



❈❍❆P❚❊❘ ✹

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥✲
t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s ❛t
❛♥s✇❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛s❡❞
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ✸✲❢♦❧❞s✿

• ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✈✐❛ t❤❡ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♥♦✐s② ✈✐❡✇s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

• ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠❡t❛✲
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✱ t❤✉s ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳

❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✹✵❪✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡②
❡✈♦❧✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❧✐t②
❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✽✱ ✺✻✱ ✷✼✱ ✼✵❪✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❛♥
✉s❡r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✼✵❪ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✬s r❡s✉❧ts ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥
❣♦❡s ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✈✐❡✇s✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♥♦✐s② ✈✐❡✇s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✐s ❞❡✲
✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✺✻
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✹✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
r✐s❦ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✿ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜② ❢✉rt❤❡r
♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❢❛❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ α ❜② αi = 1✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t
♠❛❦❡s ❛ ❧♦t ♠♦r❡ s❡♥s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ sq✉❛r❡ r♦♦t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✈❡r ❥✉st✐✜❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❬✷✺✱ ✷✽❪✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ✉s t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✶ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤✳
❲❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts βj

i t❤❛t ✇✐❧❧
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ r❡str✐❝t
♦✉r st✉❞② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t
✐♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✉t ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋♦r ✜①❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛♣s w✱ ♦✉r str❛t❡❣② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ✐s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛r❡ ✜①❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥
✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❑❑❚✮
❬✹✵❪ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts βj

i r❡s♣❡❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

∀i
N∏

j 6=i

βj
i = 1

∀(i, j) βj
i > 0

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✉♠✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ♠❛②
s❡❡♠ ✉♥✉s✉❛❧✱ ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦♥ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ❬✶✷❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❬✼✵❪ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
∑N

j 6=i

(
βj
i

)p
= 1 ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❛t ❛♥ ❡①tr❛

♣❛r❛♠❡t❡r p ✭t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ♦♠✐t
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ Cj

i t♦ w ✐♥ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇

✺✼
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i ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts βj
i ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ Cj

i ✱ ✇❡

♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛tr✐① β =
(
βj
i

)

N×N
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❧♦✇✿





β∗ = argminβ
∑

j 6=i β
j
iC

j
i ,∏N

j 6=i β
j
i = 1.

∀j, βj
i > 0

✭✹✳✶✮

❚❤✐s ✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✉s❡
❑❑❚ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❋r♦♠ ∀i,

∏N
j 6=i β

j
i = 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ∀i,

∑N
j 6=i lnβ

j
i = 0✳

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡♥ ✇r✐t❡s✿

L(β, ν, λ) =

N∑

j 6=i

(βj
iC

j
i − ν lnβj

i − λjβ
j
i ). ✭✹✳✷✮

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

∀j, j 6= i





(1) βj
i > 0,

(2)
∏N

j 6=i β
j
i = 1,

(3) λj ≥ 0,

(4) βj
i λj = 0,

(5) Cj
i −

ν

β
j
i

− λj = 0.

✭✹✳✸✮

▲❡t✬s ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λj > 0 ✐♥ ✭✹✳✸✮✲✹✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ βj

i = 0 t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ✭✹✳✸✮✲✶✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ βj

i 6= 0 ❛♥❞ λj = 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✮✲✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

βj
i =

ν

Cj
i

≥ 0. ✭✹✳✹✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✲✷ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

N∏

j 6=i

βj
i =

N∏

j 6=i

(
ν

Cj
i

)
=

νN−1

∏N
j 6=i

(
Cj
i

) = 1. ✭✹✳✺✮

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

νN−1 =
N∏

j 6=i

Cj
i .

✺✽
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❚❤❡♥ ❜② r❡✲✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ν ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ ✇❡ ❣❡t ❢♦r ❛❧❧
j 6= i✿

βj
i =

(
∏

k 6=j C
k
i )

1
N−1

Cj
i

✭✹✳✻✮

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤♦r✲
✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ✐❢ ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ❤✐❣❤❡r ✇❡✐❣❤ts t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ♠♦st
s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ♠♦st❧② ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ✭s♠❛❧❧
Cj
i ✮✳ ■❢ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞

❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s
✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②
✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧②✳

❖✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r M ❞❛t❛ ✐♥ N ✈✐❡✇s ✐s ✐♥ O(MN) s✐♥❝❡ ✐t ✉s❡s N t✐♠❡s
t❤❡ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(M)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♣ ♣r♦t♦t②♣❡s W r❛♥❞♦♠❧②✳
▲♦❝❛❧ st❡♣✿ ■♥✐t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s
❢♦r❛❧❧ ❱✐❡✇ i ❞♦

▼✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❖▼
❡♥❞
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ st❡♣✿
❢♦r❛❧❧ ❱✐❡✇ i ❞♦

❋♦r ✜①❡❞ w✱ ❝♦♠♣✉t❡✿ β ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮
❯♣❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠❛♣s ❜②✿ w∗ = argminw C(w,α, β)

❡♥❞

✹✳✸ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ❋♦r t✇♦ ❙❖▼
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇s i ❛♥❞ j✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ t❡r♠ Cj

i ✐s
s♠❛❧❧ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛♣s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡

✺✾
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t❡r♠s Cj
i ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t βj

i ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r βj

k✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ❛♥② ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ str♦♥❣❡r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t t♦ ♦t❤❡r s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣s
✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦❡r ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡r♠✳ ❆s s✉❝❤✱
t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts βj

i ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛♣s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥
❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r♣r❡t✱ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s βj

i

✕✇✐t❤ ♠❛♣s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦t❤❡rs✕ ✇❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ str♦♥❣❡r ✇❡✐❣❤t t♦
t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ t❡r♠ Qi

local ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ♠✉❝❤
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r r❡s✉❧t ❬✼✵❪ ✐♥ ❛
s❡♥s❡ t❤❛t ♦✉r ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❜❡tt❡r ❜❛❧❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
t❡r♠s✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❢♦r ❛
❙❖▼ t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ✐s t♦ ❢❛✈♦r ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❙❖▼ t❤❛t ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ st❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡❝❤♦✐♥❣ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ♦♥ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❬✹✱ ✽✵❪ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
r❡♠❛✐♥s s✐♠✐❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ s❡❧❢✲
♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣s ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣② ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
✈✐❡✇s✱ ✐t ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆s s✉❝❤✱ ♦✉r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢❛✈♦rs ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜❧❡ ♠❛♣s ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡s ♠❛♣s t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥❞ ♠❛② ❞✐st✉r❜ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❡t❛✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❙❖▼ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✈✐❡✇s ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✐♥tr❛✲
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r✲❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦✐s② ✈✐❡✇s ❛r❡
♠♦st❧② ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ♥♦✐s② ✈✐❡✇s ❜❡✐♥❣ ❛ r❡❝✉rr✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✶✵❪✳

✹✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡tt✐♥❣✿ ❲❛✈❡❢♦r♠✱
❲✐s❝♦♥s✐♥ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❇r❡❛st ❈❛♥❝❡r ✭✇❞❜❝✮✱ ■s♦❧❡t✱ ❙♣❛♠❜❛s❡ ❛♥❞ ❱❍❘
❙tr❛s❜♦✉r❣✳
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✹✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts

❚❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❈■ ✇❡❜s✐t❡✿ ❲❛✈❡✲

❢♦r♠ ❞❛t❛ s❡t ✭5000 × 40✮✱ ❲✐s❝♦♥s✐♥ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❇r❡❛st ❈❛♥❝❡r ✭❲❉❇❈✮

✭569×30✮✱ ■s♦❧❡t ✭1559×617✮✱ ❙♣❛♠ ❇❛s❡ ✭4601×57✮ ❛♥❞ ❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣
✭187, 057× 27✮✳ ❚❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✹✳✹✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭♦r ❞✐st♦rs✐♦♥✱
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❑♦❤♦♥❡♥✬s t♦♣♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ♠❛♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r✐t② ✭❛❝❝✉r❛❝② ✐♥❞❡①✮✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ✇❤❡r❡ Nbatch ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② t❤❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❜✉✐❧t ♠❛♣s✳ ❙tr♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡
❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ♦r ❑♦❤♦♥❡♥ ♠❛♣ s✐③❡s✳

❚❤❡ ♣✉r✐t② ✭❛❝❝✉r❛❝②✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✳ ❆ ❣♦♦❞ ❙❖▼ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r✐t② ✐♥❞❡①✳
❚❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐ts ♠❛❥♦r✐t②
❝❧❛ss✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❧❛❜❡❧s s❡t L = {l1, l2, . . . , l|L|} ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s
s❡t C = {c1, c2, . . . , c|C|}✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ❛ ♠❛♣ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

purity =
1

N

|C|∑

k=1

ck ×
max

|L|
i=1 |cik|

|ck|
✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ |ck| ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ck✱ |cik| ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss li ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ck
❛♥❞ N ✲ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❞❛t❛✮✳

✹✳✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧

❚♦ t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♦t❤❡r st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳

■♥ ❛ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭❊q✳ ✷✳✶✼✮ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡t❛✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

✻✶
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❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

C(w, β) = Lj(w) +
∑

j 6=i

( βj
i∑

j 6=i β
j
i

· Cj
i (w)

)
✭✹✳✽✮

❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ βj
i ❛❝t ❛s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

s✉♠♠✐♥❣ t♦ ✶✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❈❈ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t β
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜❡t❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❛ ✈✐❡✇ ♦♥❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦✐s❡
✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s s❡✈❡r❛❧
❢❡❛t✉r❡s ♦♥❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✮✳ ❚❤✐s ♥♦✐s② ✈✐❡✇ ✇❛s ❛❞❞❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ✭❲❉❇❈✱ ❙♣❛♠❜❛s❡✱
❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣✮ ♦r ❢♦✉r ✭■s♦❧❡t✱ ❲❛✈❡❢♦r♠✮ ✈✐❡✇s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡✱ ❛♥❞ ✇❡
❛❞❞❡❞ ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❧❡❛r♥ ❛ ❙❖▼ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
♥♦✐s② ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♣✉t t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t

∏N
j 6=i β

j
i = 1 ❢♦r ❡✈❡r② ✈✐❡✇ j✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss❡rt✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞

t♦ βi
noisy < 1 ❢♦r ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈✐❡✇ i✳ ■♥ t❤✐s ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♥♦✐s② ✈✐❡✇ ❛♥❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐ts
✐♠♣❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜② ♣r♦♣❡r❧② ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐t✱ ✐✳❡ βj

noisy ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐ts❡❧❢✱ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ❛❞❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳

❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ 5 × 5 ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤✐s s✐③❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✉r♦♥s ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❧♦❝❛❧ st❡♣ ❬✷✺❪✳

✹✳✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

❘❡❧❛t✐✈❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛❜♦✉t t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✽✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❘❉✮ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
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✭❛✮ ❲❉❇❈ ✭❜✮ ❲❛✈❡❢♦r♠ ✭❝✮ ❙♣❛♠❜❛s❡

✭❞✮ ■s♦❧❡t ✭❡✮ ❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
β ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛rt
✇❡✐❣❤ts β✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❛❧✇❛②s ✐♠✲
♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸✿ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡♥❞s t♦ ♠❛❦❡
✈✐❡✇s t❤❛t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✱ s♦ t❤❡ β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛✈♦rs ❧♦✇❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ Cj

i ✭❜❡tt❡r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✮✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ♥♦t tr❡❛t❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❜② t❤✐s

♠❡t❤♦❞✿ t❤❡ ❜❡st ♠❡❛♥ ❘❉ ❣♦❡s ❢r♦♠ ✵✳✹✪ ✭❙♣❛♠❜❛s❡✮ t♦ ✶✷✪ ✭❲❉❇❈
❛♥❞ ❱❍❘✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❣❛♣ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r ❛❧❧
❞❛t❛ ❜❛s❡s✿ ❢♦r ❲❉❇❈✱ ❲❛✈❡❢♦r♠✱ ■s♦❧❡t ❛♥❞ ❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣✱ t❤❡ ❣❛♣ ✐s
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❣r♦✇✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❙♣❛♠❜❛s❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ st♦♣
q✉✐❝❦❧②✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♣❛rt❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✿ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❛ β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✇✐❧❧ ❢❛✈♦r ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡
✐♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❘❉ ✐s ❝❛♣❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②✳

β ❛♥❛❧②s✐s✿ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ β ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t β ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❡❛❝❤
❞❛t❛s❡t✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✳
❚♦ r❡❝❛❧❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ βj

i ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦❡s ✈✐❡✇ j ❡①❝❤❛♥❣❡s
✇✐t❤ ✈✐❡✇ i ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✑✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✲✇❤✐❝❤ ❛r❡
♦❢ ♥♦ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✲ ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ ✶ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡❛s✐❡r✳ ❚❤❡ ❧❛st
r♦✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛♥❞
t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ♥♦✐s② ✈✐❡✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❲❛✈❡❢♦r♠✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ✈✐❡✇s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦✐s②✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ❛s ♦♥❡
❝❛♥ s❡❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦✐s② ✈✐❡✇s ❛r❡ ♠♦st❧② ✇❡❛❦✿ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ t❡♥❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
✉s❡❢✉❧ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ ♥♦✐s② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❧❡❛r ❢♦r t❤❡ ❲❉❇❈ ❛♥❞
❱❍❘ ❞❛t❛s❡ts ✇❤❡r❡ ❛❧❧ β ♦♥ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ✶✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs
❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❛r♦✉♥❞ ✶✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s
❛r❡ ♠♦st❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❉❇❈ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❣♦t
β3
1 ≈ β1

3 > 1✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r ❧❡ss str♦♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐♦♥s✿ ❢♦r ❲❉❇❈ ❛♥❞ ❱❍❘✱ ✇❡ ❣♦t β2

1 6= β1
2 ❛♥❞ β3

2 6= β2
3 ✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❡✇s✿ ✇❤❡♥ t✇♦ ✈✐❡✇s
t❡♥❞ t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✱ t❤❡✐r ♦t❤❡r β ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦♣✲
❡rt② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸✿
♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❢❛✈♦r t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣r❡❡✐♥❣ ✈✐❡✇s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❡✇s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r
t♦✇❛r❞s ✈✐❡✇s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ❣r♦✉♣✳

P✉r✐t② ❛♥❞ ◗❊ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❚❤❡ ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t✇♦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❑♦❤♦♥❡♥✬s ♠❛♣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ♣✉r✐t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ β ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❞✐❞ ♥♦t
❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❡✇s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♥♦✐s② ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡ s✉❝❝❡s❢✉❧ ✇✐t❤ ✉♥s✉♣❡r✲
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❣♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳

❉❛t❛s❡t ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❉✐✛❡r❡♥❝❡

❲❉❇❈ ✵✳✺✶ ✷✳✵✹ ✶✳✺✸
❲❛✈❡❢♦r♠ ✵✳✼✺ ✶✳✼✾ ✶✳✵✹
❙♣❛♠❜❛s❡ ✵✳✼✼ ✶✳✸✼ ✵✳✻✵
■s♦❧❡t ✵✳✻✼ ✶✳✹✽ ✵✳✽✶

❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣ ✵✳✹✽ ✶✳✻✸ ✶✳✶✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts

❉❛t❛s❡t ▼❡t❤♦❞ ▼❡❛♥ P✉r✐t② qe

❲❞❜❝ st❛♥❞❛r❞ ✽✻✳✽✻ ✹✳✵✶
β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✽✽✳✵✾ ✸✳✾✼

■s♦❧❡t st❛♥❞❛r❞ ✺✺✳✸✼ ✶✷✺✳✸✷
β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✺✹✳✾✽ ✶✷✺✳✷

❲❛✈❡❢♦r♠ st❛♥❞❛r❞ ✻✹✳✷✼ ✻✳✶✺
β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✻✺✳✹✵ ✻✳✶✻

❙♣❛♠❇❛s❡ st❛♥❞❛r❞ ✽✵✳✸✹ ✶✹✳✺✻
β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✽✵✳✷✹ ✶✹✳✺✹

❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣ st❛♥❞❛r❞ ✹✽✳✾✹ ✸✳✸✼
β✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✹✽✳✾✸ ✸✳✸✽

❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♠❛♣s✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞
♥♦✐s② ✈✐❡✇s✳

❯s✐♥❣ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❞✐✈❡rs✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❛❞ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♦r ❧♦✇ q✉❛❧✐t② ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t♦rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦r st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ t❤✐♥❣
s✐♥❝❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞

✻✻
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❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❞✐✈❡rs✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ✐ts ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ♠❛② ❤✐♥❞❡r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r✐s❦ t❛❦✐♥❣✱ ♦r
❧❡❛❞ t♦ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛t ❛❧❧ ✐❢ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s t♦♦ ❧♦✇✳ ❚❤❡s❡ ❧❛t❡r ✷ ✐ss✉❡s
❛r❡ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛♣❡r ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜❛♥❞✐t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✻✾❪✳

❖t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ♦♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❤❛♥❞❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝
▼❛♣s ✐♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ✇❡✐❣❤t✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ s❝❛❧❛r ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇
♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✉s❡ ❝❛s❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ ❛♥ ✐♥t❡r✲
✈✐❡✇ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

✻✼
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✻✽



❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❙②st❡♠

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ❈♦♥t❡①t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✶✳✶ ▼✉❧t✐✲✈✐❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✶✳✷ ❉❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✸ ❉❛t❛ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r✐✈❛❝② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷✳✷ ❆ ♥❡✉r♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷✳✹ ▼▲P ❛♥❞ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✸ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✸✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✸✳✷ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✸✳✸ ▲✐♥❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✸✳✹ ▼✐ss✐♥❣ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✸✳✺ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✹✳✷ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✹✳✸ ▼❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✾
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✺✳✺✳✶ ❇❛s✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ▼❛s❦❡❞

❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✺✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❉✐❣✐ts ✳ ✾✵

✺✳✺✳✸ ■♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❙❝♦r❡✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✺✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✼✵
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❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡
❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❥♦✉r♥❛❧✳

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡ t❤❡✐r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤
✇❡✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② ✐ts ♣❡❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s
t❤❛t ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇✳ ■♥st❡❛❞✱ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
✈✐❡✇s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ♣❛rt✐❛❧ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
♣❡r♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✐❞❡❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡
✐❞❡❛s✱ ❛ ♥❡✇ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✳

❚❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ t❤❛t
❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❤❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
s❡ts ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❛s❡✮ ❛s ❜✐❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
✈✐❡✇s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ❛ ✈✐❡✇
♠✐ss❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s t♦ ❣❡t ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥tr✉❝t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥t❡①t✳

✺✳✶ ❈♦♥t❡①t

✺✳✶✳✶ ▼✉❧t✐✲✈✐❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❞❛t❛ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ♠❛r✲
❦❡t✐♥❣✱ ❜❛♥❦ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦r ❡✈❡♥ s✉r✈❡② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❛❝✲
❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡❝✉r✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss t❤❛t q✉❡st✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞
✕♦r ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ s❤♦✉❧❞♥✬t✕ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ s❤❛r❡❞✳ ❚❤✐s ❛✇❛r❡♥❡ss ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡✬s ✐♥t✐♠❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ♦♥❡✬s ❞❛t❛✳ ❚❤✐s t♦♣✐❝ ❜❡✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱
✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❚❤✐s s❡❝✉r✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐t② ♦❢ ▼❛✲
❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞
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❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❜✉t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣✮ ✈✐❡✇s✳ ❙♦♠❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇
♣❛r❛❞✐❣♠s s✉❝❤ ❛s ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s✳ ■♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❢❡r
♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛② ❜❡ ❛s❦❡❞✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❝❡r♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐ss✲
✐♥❣ ❞❛t❛ ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✈✐❡✇s ✇✐t❤♦✉t s❤❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧
✈✐❡✇✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✜❧❧ ✐♥ ♠✐ss✐♥❣
♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈✐❡✇ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♦t❤❡r ✈✐❡✇s ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r t❤❛t ♠❛② ❜r❡❛❝❤ s❡❝✉r✐t② ✐ss✉❡s✳
❲❤✐❧❡ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❬✸✽❪✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❞❛t❛ s❡❝✉r✐t②✳

✺✳✶✳✷ ❉❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

▼✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② s♣❛rs❡ ❞❛t❛s❡t ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣❛rt
♦❢ t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠
❛t ✜❧❧✐♥❣ t❤❡s❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡s✮✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✼❪✮✱ ❦ ◆❡❛r❡st
◆❡✐❣❤❜♦rs ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✼✻❪✱ ❢✉③③② ❦✲▼❡❛♥s ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✹✶❪✱ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡s
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✼✻❪✱ ❜❛②❡s✐❛♥ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❆♥❛❧②s✐s ❬✹✽❪
❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ❈❤❛✐♥❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥s ❬✹✽❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ s✉r✈❡②s ❛♥❞
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪✱ ❬✻✶❪ ❛♥❞
❬✼✼❪✳

■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❚❤✐s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ tr② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦
❣❡t t❤❡ ❜❡st r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥
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❡♥❞ ✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇
❝♦♥str❛✐♥t✿ ❛t ❡✈❡r② st❡♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ✐♠♣✉t❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳

✺✳✶✳✸ ❉❛t❛ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r✐✈❛❝②

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣r✐✈❛❝② ❛♥❞ ❞❛t❛ s❡❝✉r✐t②✳ ❉❛t❛
♣r✐✈❛❝② ✐s ❛ ✇❤♦❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛t❛ s❤❛r✐♥❣
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✜❡❧❞ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r✐✈❛❝② ✐s t❤❡ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝s ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦♥t❡①t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r✐✈❛❝② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✶✾❪✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❞❛t❛ s❡❝✉r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡ss ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❢r♦♠ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧
✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇ t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✈✐❡✇✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✱ ❞❛t❛ ♣r✐✈❛❝② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✱ ✇♦✉❧❞ ✐t ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ♦r ❧❛❜❡❧s t❤❛t ♠❛② ❜❡
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✐t✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛t❛ s❡❝✉r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❥✉st ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✳

❚❤✐s ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ ❝❧❛r✐✜❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❡ ✐♥ t✇♦
♣♦✐♥ts✿ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢❡r ✉s❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ ✇✐t❤♦✉t tr❛♥s❢❡r✲
r✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡
❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❆❢t❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❆✉t♦❡♥✲
❝♦❞❡rs ❬✸✵❪ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ s❡❝✉r✐t② ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥s ❬✻✷❪ ✭❝❛❧❧❡❞ ▲✐♥❦s ✐♥
t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✮ ❛♥❞ ❛ s♠❛rt ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞
❝❛❧❧❡❞ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❛❝❦❧❡s t✇♦ ✐ss✉❡s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ✭✶✮ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✱ ✭✷✮ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✈✐❡✇s ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❤✐♥❞❡r t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✼✷❪✱ ❛♥❞ ✭✸✮ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬✶✸❪✳
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✺✳✷ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

✺✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡✐r
❤✐st♦r② ❤❛s ❦♥♦✇♥ ♠❛♥② st❡♣s t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭❛✳❦✳❛✳ ❛ ♥❡✉r♦♥✮ ❜② ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✐♥ ✶✾✺✽ ❬✺✽❪✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✲
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❲❡r❜♦s ✐♥ ✶✾✼✺ ❬✽✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❡♣ ❜❡❧✐❡❢s ♥❡t✇♦r❦s ❜② ❍✐♥t♦♥ ✐♥ ✷✵✵✻ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛✐♠
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❜❡✐♥❣ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❬✸✾❪
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❘❡❝✉rr❡♥t ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❬✹✹❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
▼✉❧t✐ ▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❜r✐❡✢② s✉♠ ✉♣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r
P❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮✳

✺✳✷✳✷ ❆ ♥❡✉r♦♥

❆ ▼▲P ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✉r♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✮✱
❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼▲P ❧❡❛r♥✐♥❣✳
❚♦ ❣❡t t❤❡ ♦✉♣✉t ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥✱ ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞
❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s✉♠♠❡❞ ❛♥❞ ♣✉t ✐♥ ❛♥
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧②
❢♦✉♥❞ ✐♥ r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❘❡❝t✐✜❡❞ ▲✐♥❡❛r ❯♥✐t ✭❘❡▲❯✮✱ ✇❤✐❝❤
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ReLU(x) = max(0, x)✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣
❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥✳

sigmoid(x) =
1

1 + exp(−x)
=

exp(x)

1 + exp(x)
✭✺✳✶✮

✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢
t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉♣✉t ♦❢ t❤❡ ▼▲P ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t t♦ t❤❡
✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t❡r♠ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
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Input

Output

Activation
function

Weighted
sum

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✳ ❊❛❝❤ ✐♥♣✉t xi ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r wi

❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s✉♠♠❡❞ ❛♥❞ ♣✉t ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠
t❤✐s ❢✉♥t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥✳

♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇✐t❤ w ❜❡✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✱ ❛♥❞ E t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ w✳ ❚❤❡
♠✐♥✉s s②♠❜♦❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❡ tr✐❡s t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

wnew = wold − ε×
∂E

∂w
✭✺✳✷✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷ ✐s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ E✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ E ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E (xtarget, xoutput,W ) = l

(
xtarget, f

(
I∑

i=1

wixi

))
✭✺✳✸✮

❲✐t❤ l ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ l2✲♥♦r♠✱ f t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❡✉r♦♥✱ xi t❤❡ i✲t❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✭✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ I ✐♥♣✉t✮ ❛♥❞ wi

✼✺
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E(w)

w

Error for this
iteration

Update
direction

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❖♥❡ st❡♣ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝r♦ss ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦
❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡rr♦r✳

✺✳✷✳✹ ▼▲P ❛♥❞ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r

❚❤❡ t❡r♠ ▼▲P ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆
s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪✱
✉s❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✐ts ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡✐r
❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦❞❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡②
❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❧❛②❡r ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡t t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❬✸✵❪✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥
❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ✐s tr❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ▼❡❛♥
❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮✳ ❲✐t❤ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ▼❙❊ ❢♦r ❛ ❞❛t❛s❡t Vi ✇♦✉❧❞
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

1

|Vi|

∑

x∈Vi

(x− x̂)2 ✭✺✳✻✮

❲✐t❤ x̂ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r x ❛♥❞
|Vi| ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Vi✳ ❚❤❡ ▼❙❊ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
❡rr♦r ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♥ ❛ ❙❖▼✳

❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ▼▲P ❛♥❞ t❤❡ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ❛r❡

✼✼
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♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s②st❡♠ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

Decoder

Encoder

Code

Output = Input

Input

Output

Hidden
Layer

Input

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❆♥ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❡② ✐♥ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ s②♠❜♦❧✐③❡s ✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

✺✳✸ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡
❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❖✉r s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✉❧❡s✿ ✜rst✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❝✉r✐t②✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ N
❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs ❬✸✵❪ ✕✇✐t❤ N ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇s✕✱ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡
❞❛t❛ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ✈✐❡✇s✳

❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈✐❡✇✱ ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇ s❡♥❞s
✐ts ❧♦❝❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❡✇✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ N −1 ❡♥❝♦❞❡❞ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇✱ ❛ ✜rst
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ◆❡✉r❛❧
◆❡t✇♦r❦ ✭♦♥❡ ♣❡r ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇✮✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥✳ ❚❤❡
r♦❧❡ ♦❢ t❤✐s ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❝♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✳ ❆❢t❡r t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✈✐❡✇ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ N − 1 ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥✲
str✉❝t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡
❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ♠❛② ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡
✐♥❢❡rr❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
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Output

Input

Encoder

Code

Decoder

MLP

MWM

View
1 2 3

Auto
Encoder

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❱✐❡✇s ✶
❛♥❞ ✸ ❛r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❱✐❡✇ ✷✳

✐s t♦ ❧❡❛r♥ ❛ s❡t ♦❢ N −1 s❝❛❧❛r ✈❡❝t♦rs✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛s❦s✱ t♦ ✇❡✐❣❤t ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
❡✐t❤❡r ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ♦r ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛r✿ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✈✐❡✇ ✐s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❥✉st ❤❛s t♦ ❧❡❛r♥ ✐ts ❛✉t♦✲❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♥❡✇ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❡✇s✱ ❛❧❧
♠❛s❦s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❉❡❡♣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦✿ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛s❦s
❛❣❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❧♦♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❡✲tr❛✐♥ ❛❧❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇♦✉❧❞
t❛❦❡ ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❤✉❣❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧r❡❛❞② tr❛✐♥❡❞
❛✉t♦✲❡♥❝♦❞❡rs ❛♥❞ ❧✐♥❦s ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✈✐❡✇ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♠❛❞❡ ♦❢ N
✈✐❡✇s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② N2 ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞✳

✺✳✸✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❋♦r♠❛❧❧②✱ Vi ❛♥❞ Vj ❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❛♥❞ j✲t❤ ✈✐❡✇s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ♥♦t❡ Vi|j t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ Vi ✭✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ♦❢ Vi✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

✼✾
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❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ Vj ✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ▲✐♥❦s ✭❝❢
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✮

✺✳✸✳✷ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs t♦ tr❛♥s❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ❛♥✲
♦t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♦✛❡r t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❛s s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡s✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠❛❦❡ ✐t ❞✐✣❝✉❧t
t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t t❤❡✐r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣❛rt✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❜r❡❛❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇
❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♥♦r ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t②
❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜❡st ❛✉t♦❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r
❞❛t❛✳

❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs ❛r❡ tr❛✐♥❡❞✱ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ j ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡
s✉❜s❡t Vj|i ♦❢ ✐ts ❞❛t❛s❡t Vj ✱ ❜❡❢♦r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈✐❡✇ i
✐t ❤❛s t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ✇✐t❤✳

✺✳✸✳✸ ▲✐♥❦s

❆ ▲✐♥❦ ✐s ❛ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ ✐t r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡✱ ❛ ▲✐♥❦ ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛ ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥✿ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ i ❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✈✐❡✇ j✱ t❤❡ ▲✐♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Vj|i ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ j✲t❤ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r ❛s ✐ts ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞
Vi|j t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❛s ✐ts ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ✐s s✉♠♠❡❞
✉♣ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Vi|j ❛♥❞ Vj|i ❛r❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ s❤❛r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Vi ❛♥❞ Vj ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦ t❤❡② ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✈✐❡✇ j ♥❡✈❡r tr✐❡s t♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Vi|j ✱ ✐t ♦♥❧② tr✐❡s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❡❛t✉r❡s ✉s❡❞
✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳

✺✳✸✳✹ ▼✐ss✐♥❣ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t Vi|j = {∅}✱ ♦r ✐s ♥♦t ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧❡❛r♥
t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❡✇s i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇
j ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ i ✇✐❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t ✐ts ♠✐ss✐♥❣
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇s✳

✽✵
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❆ ▲✐♥❦ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t Vj|i ✐s ❡♥❝♦❞❡❞✱ t❤❡♥ s❡♥t t♦ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✳ ■t ✐t ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦✱ ✇❤✐❧❡ Vi|j ✐s ✉s❡❞ ❛s ♦✉t♣✉t✳

❆s t❤✐s ❝❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ✈✐❡✇s✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛✐♠s ❛t ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ ❢✉t✉r❡
❛❧❣❡❜r❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ▲✐♥❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛✐♥❡❞✱
❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ✭❛t ♠♦st✮ N − 1 ▲✐♥❦s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ✐♥❢❡r ✭❛t ♠♦st✮
N − 1 ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

✺✳✸✳✺ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞

❲❤❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ i ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ N − 1 ✐♥❢❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ✐ts ♠✐ss✐♥❣
❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ s❝❛❧❛r
✈❡❝t♦rs Wi = {wi|j , j ∈ [1..N ] \ i} s✉❝❤ t❤❛t wi|j ✐s ♦❢ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s Vi✳
❚♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t x̃i ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

x̃i =
∑

j∈[1..N ]\i

xi|j ⊗ wi|j ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ ⊗ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✿ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ♦♥

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢
t❤✐s ❧❛tt❡r ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤
♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t✿

❲❤❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ●r❛❞✐❡♥t
❉❡s❝❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Wi✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡
▼❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ t❛r❣❡t ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡rr♦r Ei ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇ i ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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■t❡r❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ✿

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Ei ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣
❊q✳✺✳✽✳

∂Ei

∂wk
i|j

= 0

⇒
2

|Vi|

∑

xi∈Vi

xki|j
(
x̃ki − xki

)
= 0

⇒
∑

xi∈Vi

(
(xki|j)

2
wk
i|j + xki|j

( ∑

j′∈[1..N ]\{i,j}

wk
i|j′x

k
i|j′ − xki

))
= 0

⇒ wk
i|j

∑

xi∈Vi

(xki|j)
2
=
∑

xi∈Vi

xki|j
(
xki −

∑

j′∈[1..N ]\{i,j}

wk
i|j′x

k
i|j′
)

⇒ wk
i|j =

∑
xi∈Vi

xk
i|j

(
xki −

∑
j′∈[1..N ]\{i,j}w

k
i|j′x

k
i|j′

)

∑
xi∈Vi

(xk
i|j)

2 ✭✺✳✾✮

❊q✳✺✳✾ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ wk
i|j r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ {wk

i|j′ , j
′ ∈

[1..N ]\{i, j}}✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ {wk,t

i|j′ , j
′ ∈ [1..N ]\{i, j}} ❛t t✐♠❡ t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ wk,t+1

i|j ❛t
t✐♠❡ t + 1✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❚❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿

✶✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇ ✐s t♦♦ ♥♦✐s②✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤✐s ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❢❡r ❧♦❝❛❧
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤✐s ✈✐❡✇ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛
✈❛❧✉❡ ✉♥❞❡r 1

N−1 ✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❥✉st ❛✈❡r❛❣❡❞✮✱
❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜❛❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳

✷✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐❢ ❛ s♠❛❧❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ ✈✐❡✇s ✐s ❤✐❣❤❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
❧♦❝❛❧ ♦♥❡✱ t❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❢❛✈♦r t❤❡s❡ ✈✐❡✇s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❬✼✶✱ ✼✸❪✳

✸✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r t♦ ❡❛❝❤
✈✐❡✇✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢❛✈♦r ♦♥❧② ❛ s✉❜♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✈❡❝t♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐❡✇ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❝♦✈❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❛✐❧s ❛ ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝♦r❡
♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❖✉r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ♣❛rts ❞✉r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
tr❛✐♥✐♥❣✳

❲❤❡♥ Wi ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❡✇s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡
✉s❡❞ ♦♥ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❛♥❞ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❞✐❛❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❛t❛ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♦♥❡s✳

Get the ID of the
missing individual

Transfer the ID of the
individual to the other views

Get the individual
values in the view

Encode

TransferUse Links to decode

Add the weighted
recontructions

Local View Each External
View

Missing
data

Reconstructed
data

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐ss✐♥❣
❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❣❡tt✐♥❣ ♦❢ ✐ts r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣

❚❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ t❡st ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐rst ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❤✐❝❤
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❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞
t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s
✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♥✉♠❡r✐❝
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳

✺✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts

❚♦ ❣❡t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✱ ✇❡ ✉s❡
✐t ♦♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ✉s❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥t❡①t✱ ♥❛♠❡❧② ❲✐s✲
❝♦♥s✐♥ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❇r❡❛st ❈❛♥❝❡r ✭❲❉❇❈✮✱ ▼✉❧t✐✲❋❡❛t✉r❡s ❉✐❣✐t❛❧ ❉❛t❛s❡t
✭▼❋❉❉✮✱ ▼❛❞❡❧♦♥ ❛♥❞ ❈✉❜❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ❈✉❜❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥❧②✳ ❈✉❜❡ ✐s ❛ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡ t♦ t❡st t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✶✵✵✵
✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✹ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✷✺✵ ♠❡♠❜❡rs ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
0.1 ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ (0, 0, 0)✱ ♦r ❛t t❤❡
❡①tr❡♠✐t② ♦❢ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs (1, 0, 0)✱ (0, 1, 0) ❛♥❞ (0, 0, 1)✳ ❆
❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✉❜❡ ❞❛t❛s❡t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳ ❚❤❡
✸ ✈✐❡✇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳

✺✳✹✳✷ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❖✉r s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✿ ❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ t❡st❡❞
❜♦t❤ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❛t❛
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡❛❝❤ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✮✳ ❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♦✉r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
s✐♠♣❧② ✉s❡s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡q✉✐✲✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧
✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦t❤ t❡st t❤❡
✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦✉r ♥❡✇ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳

❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡s✉❧t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✿ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
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t❤❡s❡ ♦♥ ▼❛❞❡❧♦♥ ✶✵ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡s❡ ♦♥ ❈✉❜❡ ✺✵ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛s❡ts s✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳

✺✳✹✳✸ ▼❡❛s✉r❡s

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦r
❛♥❞ ✐ts t❛r❣❡t✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ K✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs x ❛♥❞ y ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s❡ts {xi}i∈[1..K] ❛♥❞ {yi}i∈[1..K]✱ t❤❡✐r ▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇✿

MSE(x, y) =
1

K

K∑

i=1

(xi − yi)
2 ✭✺✳✶✵✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡rr♦r ✐s t❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✈❡❝t♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s t♦
❣❡t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡
t❛r❣❡t ♦♥❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡rr♦r ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ ▼❡❛♥ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✭▼❘❉✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡s❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡❝t♦r✳
●✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ x ❛♥❞ y t❤❛♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡✐r ▼❘❉ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

MRD(X,Y ) =
1

K

K∑

i=1

∣∣∣
xi − yi

yi

∣∣∣ ✭✺✳✶✶✮

❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘❉ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❞
♣❛✐r✇✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ♦♥❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❤❛✈❡
t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ✈✐❡✇s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❡s❡ ❡rr♦rs t♦ ❜❡ ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡s❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s
st❛♥❞❛r❞ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡❝❡♣tr♦♥ ❬✼✾❪✳

❚♦ t❡st t❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞
✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✿ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇❡r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧ ❞❛t❛ ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✮✱ t❤❡♥ ✇❡ t❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❜② t❤❡s❡ tr❛✐♥❡❞
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥
❛ t❡st s❡t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❛t❛✳
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❚❤❡ ❡rr♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s❝♦r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡✐r t❡st ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ r❡✲
♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❛♠❡ t❤✐s ❡rr♦r t❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✳
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐ts r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ ❧♦♦❦ ❛t
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❧❛t❡r ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭s✉❝❤ ❛s
❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✮✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ♠✐t✐❣❛t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝♦r❡s ✭▼❙❊ ❛♥❞
▼❘❉✮✱ ❛ ❧♦✇ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❝♦r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❝❧❛ss✐✜❡rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✺✵ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞
✇✐t❤ ❛ ♠❛① ❞❡♣t❤ ♦❢ ✺✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✇❤❡♥
✐t ❝♦♠❡s t♦ ❢❛✈♦r s✉❜♣❛rts ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛s❦s
❢♦r t❤❡ ❈✉❜❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈✐❡✇ ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ✷ ❝❧✉st❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t
(0, 0)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ s✉♣r❡ss ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ ✈✐❡✇ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♣❛✐rs ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■❢ t❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✐♥❣
▼❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✱ ❛ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts

❚❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts
♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❋❉❉ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✹ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❛♥❛❧②③✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r❡❞ ❜② ✈✐❡✇s✳

✽✽

















❈❍❆P❚❊❘ ✺

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s❡t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ N ✈✐❡✇s
r❡q✉✐r❡s N2 ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ▼▲P ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ tr❛♥s✲
❢❡r✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛❞t♦ ❜❡ s❡t ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦r ❛t ❧❡❛st t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ t♦ ✐♥❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳

✾✻



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✶✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❈❧✉t❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥s ❢♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✶✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✷ ❙❤♦rt t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✸ ▲♦♥❣ t❡r♠ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✾✼



❈❍❆P❚❊❘ ✻

✻✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥t❡①t ✉s✐♥❣
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

✻✳✶✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❈♦❧✲

❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❈❧✉t❡r✐♥❣

■♥ ♠♦st ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝
♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ❛
s♣❡❝✐✜❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✐t ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
✈✐❡✇s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❇❡❝❛✉s❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❧♦❝❛❧❧②
❜② ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❧♦✲
❝❛❧❧②✳ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✇♦r❦ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣
▼❛♣s ✇❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✿
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣s ❛❧✇❛②s r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
✐ts t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧❛t❡r✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
♦❢ ❛ ♠❛♣ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛st ❛rr✐✈✐♥❣ ❞❛t❛✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts t♦ ❛tt❡st t♦
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ♥♦t
❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s✳

• ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡♥❛❜❧❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣✳

• ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❛tt❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳

✾✽



❈❍❆P❚❊❘ ✻

✻✳✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❢♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ r❡❝❡✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥s✉s ❛♠♦♥❣
❛❧❧ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✈✐❡✇s✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥❝❡♥s✉s ✐♠♣❧✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st
✇❛② ❢♦r ✈✐❡✇s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❡♥s✉s✳

❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛❜♦✉t ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛ ✈✐❡✇ ❣✐✈❡s t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r
✈✐❡✇✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ✈✐❡✇✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛✐♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜♦t❤
❜② ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❝❡♥s✉s s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✭❦♥♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts✮ ❛♥❞ ❜② ❛
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡♥❞s t♦ ❝r❡❛t❡ ❝❧✉st❡rs
♦❢ ✈✐❡✇s ♠✉t✉❛❧❧② ❛❣r❡❡✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❡② ❣♦t ♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳
❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✿ ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✈✐❡✇s ❛♥❞ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ✈✐❡✇s
♦♥ t❤❡ s❝♦r❡✱ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♥❝❡♥s✉s ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ✇❡r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞
♦♥ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✈♦❧✉♥t❛r② ❝❤♦♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ✐♥
♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❣❡♥❡r❡❝✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳

❚❤✉s✱ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✐♥ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛
✈✐❡✇ ❤❛s t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣❡❡rs✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛t❛♥❣❡ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r p ✉s❡❞
❝♦✐♥❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❛ s✉♠ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ❬✼✶❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ♥♦t
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ β = α2✳

• ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡
♦♥ ❞❛t❛s❡ts ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❛t✉r❡✱ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✾✾
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✻✳✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❆❢t❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛①✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ❣❛t❤✲
❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❣❛t❤❡r❡❞
♥❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ♥♦r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✉s✱ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♠❛② ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❡✇ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♦t❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡ ✐s
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡♠♦t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❛♥ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠✐ss✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛s ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤✐s t✐♠❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋✐rst✱
❛ s❡t ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭♦♥❡ ♣❡r ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❛ ✜rst ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡
✈✐❡✇✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❝t♦rs r❛t❤❡r t❤❛♥ s❝❛❧❛r ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✲
✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❝✉r✐t② ♦♥ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r✱ ❛♥ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡r
✐s ✜rst ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜❡❢♦r❡ tr❛♥s❢❡r✐♥❣ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ r❡❝❡✐✈✲
✐♥❣ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐ts✳

❋♦r t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛❣❛✐♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❛tt❡st ♦❢
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡❛s✐❧② ❛s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛tt❡st t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿

• ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ♥❡❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❘▼❙❊ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮

• ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛r ❢r♦♠ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧
✈❡rs✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣♦♦❞ ✐❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ st✐❧❧
♣r❡❞✐❝t ✐ts ❝♦rr❡❝t ❧❛❜❡❧ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭t❤❡
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳

❚❤✉s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆ s❡t ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❞✐❣✐ts ✐s ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❚♦ s✉♠ ✉♣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t✿

✶✵✵
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• ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

• ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

• ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛s❡ts✳

✻✳✶✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❘ ♦r P②t❤♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿

• ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✉r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥
✐♥ ❘✳

• ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❡❧❢ ❖r✲
❣❛♥③✐♥❣ ▼❛♣s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ❘✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙❡❧❢ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣s
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

• ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs✱ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥ ❛♥❞ ♦✉r ▼❛s❦❡❞❲❡✐❣❤t✐♥❣ ▼❡t❤♦❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ P②t♦r❝❤ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳

• ❆ r❡✉s❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥✳

✻✳✷ ❙❤♦rt t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✿ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛✉✲
t♦♠❛t✐❝ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❙❖▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛♥❞❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❤❛r✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

✶✵✶
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❢♦r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❛♣s ✐♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉r✲
t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❆s ❢✉t✉r❡
✇♦r❦s✱ ✇❡ ♣❧❛♥ ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
✈✐❡✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈✐❡✇ ▼▲P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡rr♦r t❤❛♥ t❤❡
▼❙❊ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡✳ ❆ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠❛②
❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼❛❞❡❧♦♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡
❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❧✐❣❤t❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ s❝❛❧❡
❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✳

✻✳✸ ▲♦♥❣ t❡r♠ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ♦♥ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳
❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ✐♠✲
♣r♦✈❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡sts
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ❡✣✲
❝✐❡♥❝②✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼▲P tr❛✐♥✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ▼❛s❦❡❞ ❲❡✐❣❤t✲
✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✈✐❡✇
t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✐t✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❞❛t❛ ♣r✐✈❛❝②
❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ❛r❡ ❤♦t t♦♣✐❝s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞r❡ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✐t✳ ❚♦ ♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ st✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥②
✇❛② ♠❛② ❣❧♦❜❛❧❧② ❜❡♥❡✜t ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦r ❈♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐✈❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ❙♦ ❢❛r ✐♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣✉t ♦♥ ❞❛t❛ tr❛♥❢❡r ✐s
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡r✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇ t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ✐♥❢❡r s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞ ❞❛t❛ s❡❝✉r✐t②✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r
❢r♦♠ s❛t✐s❢②✐♥❣ t♦ r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡s❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ Pr✐✈❛❝② ❬✶✾❪✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧❧② ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ✈❛st ❞♦♠❛✐♥✱ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❛② ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ t♦ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡

✶✵✷
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♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❥✉st ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈✐❡✇s ❧✐♥❦❡❞ ❜♦t❤ ❜② ✐♥t❡r❡sts ✭t♦ ❣❡t ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧ts✮ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ s❤❛r❡❞✮ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡s✳

✶✵✸
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼✐❤❛❡❧ ❆♥❦❡rst✱ ▼❛r❦✉s ▼ ❇r❡✉♥✐❣✱ ❍❛♥s✲P❡t❡r ❑r✐❡❣❡❧✱ ❛♥❞ ❏ör❣
❙❛♥❞❡r✳ ❖♣t✐❝s✿ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳
■♥ ❆❈▼ ❙✐❣♠♦❞ r❡❝♦r❞✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✽✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✻✵✳ ❆❈▼✱ ✶✾✾✾✳

❬✷❪ ❆✳ ❆s✉♥❝✐♦♥ ❛♥❞ ❉✳❏✳ ◆❡✇♠❛♥✳ ❯❈■ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡♣♦s✐t♦r②✱
✷✵✵✼✳

❬✸❪ ❙❤❛✐ ❇❡♥✲❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ▼❛r❣❛r❡t❛ ❆❝❦❡r♠❛♥✳ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ q✉❛❧✲
✐t②✿ ❆ ✇♦r❦✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♥❡✉r❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✷✶✕✶✷✽✱ ✷✵✵✾✳

❬✹❪ ❙❤❛✐ ❇❡♥✲❉❛✈✐❞✱ ❯❧r✐❦❡ ✈♦♥ ▲✉①❜✉r❣✱ ❛♥❞ ❉á✈✐❞ Pá❧✳ ❆ s♦❜❡r ❧♦♦❦ ❛t
❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ●á❜♦r ▲✉❣♦s✐ ❛♥❞ ❍❛♥s❯❧r✐❝❤ ❙✐♠♦♥✱ ❡❞✐t♦rs✱
▲❡❛r♥✐♥❣ ❚❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✵✵✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✺✕✶✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✻✳

❬✺❪ ❏❛♠❡s ❈ ❇❡③❞❡❦✱ ❘♦❜❡rt ❊❤r❧✐❝❤✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ❋✉❧❧✳ ❋❝♠✿ ❚❤❡ ❢✉③③②
❝✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✵✭✷✲✸✮✿✶✾✶✕
✷✵✸✱ ✶✾✽✹✳

❬✻❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ▼ ❇✐s❤♦♣✱ ▼❛r❦✉s ❙✈❡♥sé♥✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❑■ ❲✐❧❧✐❛♠s✳
●t♠✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ◆❡✉r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✶✵✭✶✮✿✷✶✺✕✷✸✹✱ ✶✾✾✽✳

❬✼❪ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥✳ ❇❛❣❣✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t♦rs✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✷✹✭✷✮✿✶✷✸✕✶✹✵✱
✶✾✾✻✳

❬✽❪ ❨✐③♦♥❣ ❈❤❡♥❣✳ ▼❡❛♥ s❤✐❢t✱ ♠♦❞❡ s❡❡❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝✲

t✐♦♥s ♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✼✭✽✮✿✼✾✵✕✼✾✾✱ ✶✾✾✺✳

❬✾❪ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉❡❥♦❧s✱ ❈é❞r✐❝ ❲❡♠♠❡rt✱ P✐❡rr❡ ●❛♥ç❛rs❦✐✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥ès
❇❡♥♥❛♥✐✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❲❤②✱ ✇❤❡♥✱ ✇❤❛t ❛♥❞ ❤♦✇✳ ■♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❋✉s✐♦♥✱ ✸✾✿✽✶✕✾✺✱ ✷✵✶✽✳
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❬✶✵❪ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉❡❥♦❧s✱ ❈❡❞r✐❝ ❲❡♠♠❡rt✱ P✐❡rr❡ ●❛♥❝❛rs❦✐✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥❡s
❇❡♥♥❛♥✐✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❲❤②✱ ✇❤❡♥✱ ✇❤❛t ❛♥❞ ❤♦✇✳ ■♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❋✉s✐♦♥✱ ✸✾✿✽✶ ✕ ✾✺✱ ✷✵✶✽✳

❬✶✶❪ ❉❛✈✐❞ ▲ ❉❛✈✐❡s ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞ ❲ ❇♦✉❧❞✐♥✳ ❆ ❝❧✉st❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❡✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
✭✷✮✿✷✷✹✕✷✷✼✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✷❪ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❞❡ ❈❛r✈❛❧❤♦✱ ❋✐❧✐♣❡ ▼✳ ❞❡ ▼❡❧♦✱ ❛♥❞ ❨✈❡s ▲❡❝❤❡✈❛❧❧✐❡r✳ ❆
♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❢✉③③② ❝✲♠❡❞♦✐❞ ✈❡❝t♦rs ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆❡✉✲
r♦❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✻✸✿✶✶✺✕✶✷✸✱ ✷✵✶✺✳

❬✶✸❪ ▼❛r❝í❧✐♦ ❈❛r❧♦s P❡r❡✐r❛ ❞❡ ❙♦✉t♦✱ P❛❜❧♦ ❆✳ ❏❛s❦♦✇✐❛❦✱ ❛♥❞ ■✈❛♥ ●✳
❈♦st❛✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❇▼❈ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✶✻✿✻✹✿✶✕✻✹✿✾✱ ✷✵✶✺✳

❬✶✹❪ ❆rt❤✉r P ❉❡♠♣st❡r✱ ◆❛♥ ▼ ▲❛✐r❞✱ ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞ ❇ ❘✉❜✐♥✳ ▼❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✈✐❛ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

r♦②❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ s♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ♣❛❣❡s ✶✕✸✽✱ ✶✾✼✼✳

❬✶✺❪ ❉❛ ❉❡♥❣ ❛♥❞ ◆✐❦♦❧❛ ❑❛s❛❜♦✈✳ ❊s♦♠✿ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡✈♦❧✈❡ s❡❧❢✲
♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣s ❢r♦♠ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ■♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✻✱ ♣❛❣❡s ✸✕✽✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✻❪ ❚❤♦♠❛s ● ❉✐❡tt❡r✐❝❤✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ ■♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡r s②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✵✳

❬✶✼❪ P❡❞r♦ ❉♦♠✐♥❣♦s✳ ❆ ❢❡✇ ✉s❡❢✉❧ t❤✐♥❣s t♦ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✺✺✭✶✵✮✿✼✽✕✽✼✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✽❪ ❏♦s❡♣❤ ❈ ❉✉♥♥✳ ❆ ❢✉③③② r❡❧❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ ✐♥
❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ✶✾✼✸✳

❬✶✾❪ ❈②♥t❤✐❛ ❉✇♦r❦ ❛♥❞ ❋r❛♥❦ ❉ ▼❝❙❤❡rr②✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ ♣r✐✈❛❝②✱
❆♣r✐❧ ✶✸ ✷✵✶✵✳ ❯❙ P❛t❡♥t ✼✱✻✾✽✱✷✺✵✳

❬✷✵❪ ▼❛rt✐♥ ❊st❡r✱ ❍❛♥s✲P❡t❡r ❑r✐❡❣❡❧✱ ❏ör❣ ❙❛♥❞❡r✱ ❳✐❛♦✇❡✐ ❳✉✱ ❡t ❛❧✳
❆ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧
❞❛t❛❜❛s❡s ✇✐t❤ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❑❞❞✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✻✱ ♣❛❣❡s ✷✷✻✕✷✸✶✱ ✶✾✾✻✳

❬✷✶❪ ❆❞✐❧ ❋❛❤❛❞✱ ◆❛❥❧❛❛ ❆❧s❤❛tr✐✱ ❩❛❤✐r ❚❛r✐✱ ❆❜❞✉❧❧❛❤ ❆❧❛♠r✐✱ ■❜r❛❤✐♠
❑❤❛❧✐❧✱ ❆❧❜❡rt ❨ ❩♦♠❛②❛✱ ❙❡❜t✐ ❋♦✉❢♦✉✱ ❛♥❞ ❆❜❞❡❧❛③✐③ ❇♦✉r❛s✳ ❆ s✉r✈❡②

✶✵✻
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♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❜✐❣ ❞❛t❛✿ ❚❛①♦♥♦♠② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②✲
s✐s✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ t♦♣✐❝s ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✭✸✮✿✷✻✼✕✷✼✾✱
✷✵✶✹✳

❬✷✷❪ ❨♦❛✈ ❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❊ ❙❝❤❛♣✐r❡✳ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♦♥✲❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜♦♦st✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r

❛♥❞ s②st❡♠ s❝✐❡♥❝❡s✱ ✺✺✭✶✮✿✶✶✾✕✶✸✾✱ ✶✾✾✼✳

❬✷✸❪ ▼♦❤❛♠❛❞ ●❤❛ss❛♥②✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✺✾✶✕✺✾✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✹❪ P❡t❡r ❏ ●r❡❡♥✳ ❖♥ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❢♦r ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ♣❛❣❡s
✹✹✸✕✹✺✷✱ ✶✾✾✵✳

❬✷✺❪ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉ ❛♥❞ ❨♦✉♥❡s ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✳ ❆✉str❛❧✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s✱
✶✷✭✷✮✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✻❪ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ●✉❡♥❛❡❧ ❈❛❜❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥❡s ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❉✐✈❡rs✐t② ❛♥❛❧✲
②s✐s ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❏❈◆◆✮✱ ✷✵✶✹ ■♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✼✺✹✕✶✼✻✶✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✹✳

❬✷✼❪ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ●✉é♥❛ë❧ ❈❛❜❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❉✐✈❡rs✐t② ❛♥❛❧✲
②s✐s ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ✷✵✶✹ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ■❏❈◆◆ ✷✵✶✹✱ ❇❡✐❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ❏✉❧② ✻✲✶✶✱ ✷✵✶✹✱
♣❛❣❡s ✶✼✺✹✕✶✼✻✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✷✽❪ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ▼♦❤❛♠❛❞ ●❤❛ss❛♥②✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥❡s ❇❡♥♥❛♥✐✳ ▲❡❛r♥✐♥❣
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

✭■❏❈◆◆✮✱ ❚❤❡ ✷✵✶✶ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✽✼✷✕✽✼✾✳
■❊❊❊✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✾❪ ●❡♦✛r❡② ❊ ❍✐♥t♦♥✱ ❙✐♠♦♥ ❖s✐♥❞❡r♦✱ ❛♥❞ ❨❡❡✲❲❤②❡ ❚❡❤✳ ❆ ❢❛st ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡❡♣ ❜❡❧✐❡❢ ♥❡ts✳ ◆❡✉r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✽✭✼✮✿✶✺✷✼✕✶✺✺✹✱
✷✵✵✻✳

❬✸✵❪ ●❡♦✛r❡② ❊ ❍✐♥t♦♥ ❛♥❞ ❘✉s❧❛♥ ❘ ❙❛❧❛❦❤✉t❞✐♥♦✈✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ s❝✐❡♥❝❡✱ ✸✶✸✭✺✼✽✻✮✿✺✵✹✕✺✵✼✱
✷✵✵✻✳

❬✸✶❪ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❍✉❜❡rt ❛♥❞ P❤✐♣♣s ❆r❛❜✐❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✷✭✶✮✿✶✾✸✕✷✶✽✱ ✶✾✽✺✳
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❬✸✷❪ ❆♥✐❧ ❑ ❏❛✐♥ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ ❈ ❉✉❜❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✶✾✽✽✳

❬✸✸❪ ❆♥✐❧ ❑ ❏❛✐♥✱ ▼ ◆❛r❛s✐♠❤❛ ▼✉rt②✱ ❛♥❞ P❛tr✐❝❦ ❏ ❋❧②♥♥✳ ❉❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿
❛ r❡✈✐❡✇✳ ❆❈▼ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉r✈❡②s ✭❈❙❯❘✮✱ ✸✶✭✸✮✿✷✻✹✕✸✷✸✱ ✶✾✾✾✳

❬✸✹❪ ▲❡♦♥❛r❞ ❑❛✉❢♠❛♥ ❛♥❞ P❡t❡r ❘♦✉ss❡❡✉✇✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

♠❡❞♦✐❞s✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✼✳

❬✸✺❪ ❏♦s❡❢ ❑✐tt❧❡r✱ ▼♦❤❛♠❛❞ ❍❛t❡❢✱ ❘♦❜❡rt P❲ ❉✉✐♥✱ ❛♥❞ ❏✐r✐ ▼❛t❛s✳ ❖♥
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛✲

❝❤✐♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✵✭✸✮✿✷✷✻✕✷✸✾✱ ✶✾✾✽✳

❬✸✻❪ ❚✳ ❑♦❤♦♥❡♥✳ ❙❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s✳ ❇✐♦❧✳ ❈②❜✳✱ ✹✸✿✺✾✕✻✾✱ ✶✾✽✷✳

❬✸✼❪ ❚❡✉✈♦ ❑♦❤♦♥❡♥✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣✳ ◆❡✉r♦❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✶✭✶✲✸✮✿✶✕✻✱
✶✾✾✽✳

❬✸✽❪ ❨❡❤✉❞❛ ❑♦r❡♥ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❇❡❧❧✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■♥
❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❤❛♥❞❜♦♦❦✱ ♣❛❣❡s ✼✼✕✶✶✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✺✳

❬✸✾❪ ❆❧❡① ❑r✐③❤❡✈s❦②✱ ■❧②❛ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❛♥❞ ●❡♦✛r❡② ❊ ❍✐♥t♦♥✳ ■♠❛❣❡♥❡t ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♥❡✉✲

r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✵✾✼✕✶✶✵✺✱ ✷✵✶✷✳

❬✹✵❪ ❍✳ ❲✳ ❑✉❤♥ ❛♥❞ ❆✳ ❲✳ ❚✉❝❦❡r✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ ❇❡r❦❡✲
❧❡② ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ Pr❡ss✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✷♥❞ ❇❡r❦❡❧❡②

❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡s ✹✽✶✕✹✾✷✱ ✶✾✺✶✳

❬✹✶❪ ❉❛♥ ▲✐✱ ❏✐t❡♥❞❡r ❉❡♦❣✉♥✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❙♣❛✉❧❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❇✐❧❧ ❙❤✉❛rt✳ ❚♦✇❛r❞s
♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥✿ ❛ st✉❞② ♦❢ ❢✉③③② ❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ r♦✉❣❤ s❡ts ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ ❝♦♠♣✉t✲

✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✺✼✸✕✺✼✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳

❬✹✷❪ ❏❛♠❡s ▼❛❝◗✉❡❡♥ ❡t ❛❧✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✜❢t❤ ❇❡r❦❡❧❡②

s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s
✷✽✶✕✷✾✼✳ ❖❛❦❧❛♥❞✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✻✼✳

❬✹✸❪ ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❛♥❞ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❡❧❢✲
♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣s ❢♦r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲

❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✹✾✼✕✺✵✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✼✳
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❙❛♥❥❡❡✈ ❑❤✉❞❛♥♣✉r✳ ❘❡❝✉rr❡♥t ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳
■♥ ❊❧❡✈❡♥t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❡❡❝❤ ❈♦♠♠✉♥✐✲
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❬✹✺❪ P✐❡rr❡✲❆❧❡①❛♥❞r❡ ▼✉r❡♥❛✱ ❏❡r❡♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐✱ ❛♥❞ ❆♥✲
t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉é❥♦❧s✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠✉❧t✐s♦✉r❝❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ✵✼ ✷✵✶✽✳

❬✹✻❪ ❋✐♦♥♥ ▼✉rt❛❣❤✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✻✭✹✮✿✸✺✹✕✸✺✾✱ ✶✾✽✸✳

❬✹✼❪ ❆♥❞r❡✇ ❨✳ ◆❣✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ■✳ ❏♦r❞❛♥✱ ❛♥❞ ❨❛✐r ❲❡✐ss✳ ❖♥ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣✿ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❆❉❱❆◆❈❊❙ ■◆ ◆❊❯❘❆▲ ■◆✲

❋❖❘▼❆❚■❖◆ P❘❖❈❊❙❙■◆● ❙❨❙❚❊▼❙✱ ♣❛❣❡s ✽✹✾✕✽✺✻✳ ▼■❚ Pr❡ss✱
✷✵✵✶✳

❬✹✽❪ ❙❤✐❣❡②✉❦✐ ❖❜❛✱ ▼❛s❛✲❛❦✐ ❙❛t♦✱ ■❝❤✐r♦ ❚❛❦❡♠❛s❛✱ ▼♦r✐t♦ ▼♦♥❞❡♥✱ ❑❡♥✲
✐❝❤✐ ▼❛ts✉❜❛r❛✱ ❛♥❞ ❙❤✐♥ ■s❤✐✐✳ ❆ ❜❛②❡s✐❛♥ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❞❛t❛✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✶✾✭✶✻✮✿✷✵✽✽✕
✷✵✾✻✱ ✷✵✵✸✳

❬✹✾❪ ❆♥❞r❡✇ P P❛♣❧✐➠s❦✐✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣ ✭✐s♦♠✮ ✐♥ ❝❛t❡❣♦✲
r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ■❈❖◆■P✱ ♣❛❣❡s ✶✷✺✕✶✸✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✷✳

❬✺✵❪ ❲✐t♦❧❞ P❡❞r②❝③✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❢✉③③② ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥

▲❡tt❡rs✱ ✷✸✭✶✹✮✿✶✻✼✺✕✶✻✽✻✱ ✷✵✵✷✳

❬✺✶❪ ❲✐t♦❧❞ P❡❞r②❝③✳ ❋✉③③② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ✷✺✭✹✮✿✹✻✾✕✹✽✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✺✷❪ ❲✐t♦❧❞ P❡❞r②❝③✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❢r♦♠ ❞❛t❛ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❣r❛♥✉❧❡s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✸❪ ❆✳ P✉✐ss❛♥t✱ ❆✳ ❚r♦②❛✲●❛❧✈✐s✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✉❜❧✐♠❡✳ ❱❤r str❛s❜♦✉r❣ ❞❛t❛✳

❬✺✹❪ ❲✐❧❧✐❛♠ ▼ ❘❛♥❞✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✻✻✭✸✸✻✮✿✽✹✻✕
✽✺✵✱ ✶✾✼✶✳

❬✺✺❪ P❛r✐s❛ ❘❛st✐♥✱ ●✉é♥❛ë❧ ❈❛❜❛♥❡s✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥❡s ❇❡♥♥❛♥✐✳
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❍♦✇ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs❄ ■♥
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✵✶✺ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ❙❡r✐❡s ♦♥✱ ♣❛❣❡s
✼✽✼✕✼✾✹✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✺✳

✶✵✾
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❬✺✻❪ P❛r✐s❛ ❘❛st✐♥✱ ●✉é♥❛ë❧ ❈❛❜❛♥❡s✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥ès ❇❡♥✲
♥❛♥✐✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❍♦✇ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs❄
■♥ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ❙❡r✐❡s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❙❙❈■ ✷✵✶✺✱

❈❛♣❡ ❚♦✇♥✱ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✼✲✶✵✱ ✷✵✶✺✱ ♣❛❣❡s ✼✽✼✕✼✾✹✳ ■❊❊❊✱
✷✵✶✺✳

❬✺✼❪ ❨❡❤❡③❦❡❧ ❙ ❘❡s❤❡✛ ❛♥❞ ❉❛♣❤♥❛❲❡✐♥s❤❛❧❧✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✶✺✶✶✳✵✺✸✵✾✱ ✷✵✶✺✳

❬✺✽❪ ❋r❛♥❦ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✿ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇✱
✻✺✭✻✮✿✸✽✻✱ ✶✾✺✽✳

❬✺✾❪ P❡t❡r ❏ ❘♦✉ss❡❡✉✇✳ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡s✿ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛✐❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞

♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✵✿✺✸✕✻✺✱ ✶✾✽✼✳

❬✻✵❪ ❙❛♠ ❚ ❘♦✇❡✐s ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❑ ❙❛✉❧✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ❜② ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ s❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✵✭✺✺✵✵✮✿✷✸✷✸✕✷✸✷✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✻✶❪ ❉♦♥❛❧❞ ❇ ❘✉❜✐♥✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ s✉r✈❡②s✱ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✽✶✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✹✳

❬✻✷❪ ❉❛✈✐❞ ❊ ❘✉♠❡❧❤❛rt✱ ●❡♦✛r❡② ❊ ❍✐♥t♦♥✱ ❛♥❞ ❘♦♥❛❧❞ ❏ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ ▲❡❛r♥✲
✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜② ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❈❛❧✲
✐❢♦r♥✐❛ ❯♥✐✈ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ▲❛ ❏♦❧❧❛ ■♥st ❢♦r ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✽✺✳

❬✻✸❪ P❡t❡r ❙❝❤♠✐tt✱ ❏♦♥❛s ▼❛♥❞❡❧✱ ❛♥❞ ▼✐❝❦❛❡❧ ●✉❡❞❥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐①
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡tr✐❝s ✫ ❇✐♦✲

st❛t✐st✐❝s✱ ✻✭✶✮✿✶✱ ✷✵✶✺✳

❬✻✹❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❡t à s❡s ♣♦✲

t❡♥t✐❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ à très ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
P❛r✐s ❙❛❝❧❛②✱ ✷✵✶✻✳

❬✻✺❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✱ ❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r✲
♥✉é❥♦❧s✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥
✷✵✶✺ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ■❏❈◆◆ ✷✵✶✺✱

❑✐❧❧❛r♥❡②✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ❏✉❧② ✶✷✲✶✽✱ ✷✵✶✺✱ ✷✵✶✺✳

❬✻✻❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❨♦✉♥❡s ❇❡♥♥❛♥✐✱ ❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r✲
♥✉é❥♦❧s✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝
♠❛♣s✳ ■♥ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❙♦❈P❛❘✮✱ ✷✵✶✺ ✼t❤

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢✱ ♣❛❣❡s ✶✾✾✕✷✵✹✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✺✳

✶✶✵
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❬✻✼❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ●✉é♥❛ë❧ ❈❛❜❛♥❡s✱ ❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✱
❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉é❥♦❧s✳ ❋r♦♠ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②✲
❜r✐❞ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ✶✷✭✹✮✿✷✹✺✕✷✺✻✱ ✷✵✶✺✳

❬✻✽❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ●✉é♥❛ê❧ ❈❛❜❛♥❡s✱ ❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✱
❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉é❥♦❧s✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣s✳
■♥ ❆❆❋❉ ❛♥❞ ❙❋❈✬✶✻ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡✧ ❙❝✐❡♥❝❡

❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉é✜s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✧✱ ♣❛❣❡ ♥♣✱ ✷✵✶✻✳

❬✻✾❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡ ❛♥❞ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❜❛♥❞✐t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✶✽ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ■❏❈◆◆ ✷✵✶✽✱ ✷✵✶✽✳

❬✼✵❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❆❧❡①❛♥❞r❡ ▼✉r❡♥❛✳ ❆♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣✳ ■♥ ✷✵✶✼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱

■❏❈◆◆ ✷✵✶✼✱ ❆♥❝❤♦r❛❣❡✱ ❯❙❆✱ ▼❛② ✶✹✲✶✾✱ ✷✵✶✼✱ ✷✵✶✼✳

❬✼✶❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❆❧❡①❛♥❞r❡ ▼✉r❡♥❛✳ ❆♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✳ ■♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❏❈◆◆✮✱ ✷✵✶✼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥✱ ♣❛❣❡s ✹✶✷✻✕✹✶✸✸✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✼✳

❬✼✷❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐✱ ❛♥❞
❨♦✉♥❡s ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ❚❤❡ ✷✵✶✽ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✽✳

❬✼✸❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐✱ ❛♥❞
❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❏❈◆◆✮✱ ✷✵✶✽ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥✲

❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✽✳

❬✼✹❪ ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡✱ ❉❡♥✐s ▼❛✉r❡❧✱ ◆✐st♦r ●r♦③❛✈✉✱ ❇❛s❛r❛❜ ▼❛t❡✐✱ ❛♥❞
❨♦✉♥ès ❇❡♥♥❛♥✐✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ✷✵✶✽ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱

■❏❈◆◆ ✷✵✶✽✱ ✷✵✶✽✳

❬✼✺❪ ❙❤✐❧✐❛♥❣ ❙✉♥✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠✲

♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✸✭✼✲✽✮✿✷✵✸✶✕✷✵✸✽✱ ✷✵✶✸✳

❬✼✻❪ ❖❧❣❛ ❚r♦②❛♥s❦❛②❛✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❈❛♥t♦r✱ ●❛✈✐♥ ❙❤❡r❧♦❝❦✱ P❛t ❇r♦✇♥✱ ❚r❡✈♦r
❍❛st✐❡✱ ❘♦❜❡rt ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❉❛✈✐❞ ❇♦tst❡✐♥✱ ❛♥❞ ❘✉ss ❇ ❆❧t♠❛♥✳ ▼✐ss✲

✶✶✶



❈❍❆P❚❊❘

✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞♥❛ ♠✐❝r♦❛rr❛②s✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱
✶✼✭✻✮✿✺✷✵✕✺✷✺✱ ✷✵✵✶✳

❬✼✼❪ ❙t❡❢ ❱❛♥ ❇✉✉r❡♥✳ ❋❧❡①✐❜❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞
❍❛❧❧✴❈❘❈✱ ✷✵✶✽✳

❬✼✽❪ P❛s❝❛❧ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❍✉❣♦ ▲❛r♦❝❤❡❧❧❡✱ ❨♦s❤✉❛ ❇❡♥❣✐♦✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❆♥t♦✐♥❡
▼❛♥③❛❣♦❧✳ ❊①tr❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ r♦❜✉st ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
❛✉t♦❡♥❝♦❞❡rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✵✾✻✕✶✶✵✸✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✾❪ P❛s❝❛❧ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❍✉❣♦ ▲❛r♦❝❤❡❧❧❡✱ ■s❛❜❡❧❧❡ ▲❛❥♦✐❡✱ ❨♦s❤✉❛ ❇❡♥❣✐♦✱ ❛♥❞
P✐❡rr❡✲❆♥t♦✐♥❡ ▼❛♥③❛❣♦❧✳ ❙t❛❝❦❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡rs✿ ▲❡❛r♥✐♥❣
✉s❡❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❡❡♣ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✶✭❉❡❝✮✿✸✸✼✶✕✸✹✵✽✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✵❪ ❯❧r✐❦❡ ✈♦♥ ▲✉①❜✉r❣✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✿ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❚r❡♥❞s ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✷✭✸✮✿✷✸✺✕✷✼✹✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✵✳

❬✽✶❪ ❏♦❡ ❍ ❲❛r❞ ❏r✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r♦✉♣✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✺✽✭✸✵✶✮✿✷✸✻✕✷✹✹✱ ✶✾✻✸✳

❬✽✷❪ ❈é❞r✐❝ ❲❡♠♠❡rt✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ♣❛r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡

♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲♦✉✐s P❛st❡✉r ✭❙tr❛s✲
❜♦✉r❣✮✱ ✷✵✵✵✳

❬✽✸❪ P❛✉❧ ❲❡r❜♦s✳ ❇❡②♦♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ♥❡✇ ❢♦♦❧s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✼✹✳

❬✽✹❪ ❙✈❛♥t❡ ❲♦❧❞✱ ❑✐♠ ❊s❜❡♥s❡♥✱ ❛♥❞ P❛✉❧ ●❡❧❛❞✐✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❛❧②s✐s✳ ❈❤❡♠♦♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❧❛❜♦r❛t♦r② s②st❡♠s✱ ✷✭✶✲✸✮✿✸✼✕
✺✷✱ ✶✾✽✼✳

❬✽✺❪ ❘✉✐ ❳✉ ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞ ❲✉♥s❝❤✳ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✶✻✭✸✮✿✻✹✺✕✻✼✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✽✻❪ ❚✐❛♥ ❩❤❛♥❣✱ ❘❛❣❤✉ ❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ❛♥❞ ▼✐r♦♥ ▲✐✈♥②✳ ❇✐r❝❤✿ ❆ ♥❡✇ ❞❛t❛
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

❉✐s❝♦✈❡r②✱ ✶✭✷✮✿✶✹✶✕✶✽✷✱ ✶✾✾✼✳

✶✶✷



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✶✶✸





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s

❆✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐s❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❛ été ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❘❛❥❛ ❈❤✐❦② ✭■❙❊P✮
❡t ❝♦✲❡♥❝❛❞ré❡ ♣❛r ❏éré♠✐❡ ❙✉❜❧✐♠❡ ✭■❙❊P✮ ❡t ❙②❧✈❛✐♥ ▲❡❢❡❜✈r❡ ✭■❙❊P✮✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✐♥t❡r✲✈✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ été ❞é❝❧✐♥é❡ s✉✐✈✲
❛♥t ❞❡✉① ❛①❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥é✿

• ▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡ ❞✐s♣♦s❡r❛ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ q✉✐ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ♠♦❞✐✜é ❛✜♥ ❞✬❛rr✐✈❡r à ✉♥❡ sér✐❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♥s✉s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧
s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s r❡s✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s ✈✉❡s ❡①t❡r♥❡s✳ ▲❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ s✬❛tt❛❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♥s✉s ❛✉ss✐ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧✉tôt q✉✬à ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧✳ ▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❡st à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡ ❧✬❊♥s❡♠❜❧❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ q✉✐ ❧✉✐ ❝❤❡r❝❤❡
à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♥s✉s ✉♥✐q✉❡ ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❢✉s✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❧♦❝❛✉①✳
❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡ ❞✐s♣♦s❡
❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞é❝r✐ts ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡ ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❉❡✉① s♦✉s✲❛①❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦rés
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲✈✉❡s✿

✶✶✺
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✶✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✈✉❡ ❛❝❝♦r❞❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❞❡ s❡s ♣❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r
❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ♣♦✐❞s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✷✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s
✭q✉❡ ♥♦✉s q✉❛❧✐✜❡r♦♥s ❞✬❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❞❡s ✈✉❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐q✉❡r ❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

• ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s
❧❡s ✈✉❡s ❡①t❡r♥❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥❢ér❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❈❡s rés❡❛✉①
s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés s♦✐t ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à tr❛♥s❢ér❡r ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r
✉♥❡ sé❝✉r✐té ♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦✐t ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❧♦❝❛❧❡s ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ❡①t❡r♥❡✳

❆✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢

▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❛♣✲
♣❡❧é❡s ✈✉❡s✮ ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ♦♣éré ✉♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s✳
▲❡ ❜✉t ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ✈❛ êtr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ s✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t s❡
r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♥s✉s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s✳

❙❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❡❝♦✉♣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈✉❡
❧♦❝❛❧❡ r❡ç♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡①t❡r♥❡✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❝❛❧❛✐r❡s ❬✾✱ ✺✵✱ ✹✸✱ ✷✸✱ ✻✽✱ ✺✺❪✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❡♠♣✐r✐q✉❡✱
❡t ❝✬❡st s✉r ❝❡ ❝♦♥st❛t q✉❡ s❡ ❜❛s❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❯♥ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥st❛t ❛♣rès ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛
été q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❛✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✭❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✮ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢s✳ ❯♥ s❡❝✲
♦♥❞ s♦✉s ❛①❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐sté ❡♥ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❡①✐st❛♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❬✷✸❪ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐✲
❝❡s ❬✸✻❪ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❡r à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ét❛✐❡♥t ❞❡
♣❧✉s ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢s ré❛❝t✐❢s ❛✉①
é✈❡♥t✉❡❧s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦ût ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✿

Qi = αiQ
i
local(Vi) +Qi

collab(Vi, Vj 6=i) ✭❆✳✶✮

= αiQ
i
local(Vi) +

∑

j 6=i

βj
iC

i
j(Vi, Vj) ✭❆✳✷✮

❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳ Q r❡♣rés❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ Qi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧❛ i✲è♠❡ ✈✉❡ Vi✱ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ Qi

local ❡t Qi
collab q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉r r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧♦❝❛✉① ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ ❝♦♥❝❡♥s✉s
❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s✳ Ci

j ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s Vi ❡t Vj ✳ ▲❛ ♣♦♥❞ér❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐♠✐❧✐r❛✐tés ❡st ❛ss✉ré❡
♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi ❡t β

j
i ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦♥t

❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❝r✐tèr❡s Qlocal ❡t Qcollab s♦♥t ♣r♦♣r❡s s♦✐t

à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡ ❬✷✸❪✱ s♦✐t à ❧❛ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✹✺❪✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞♦✐t êtr❡ r❡❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❆✳✷✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢

❜❛sé s✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐❝❡s

◆♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

• ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ❡t ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡
❛✜♥ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s
✈✉❡s ❞♦✐✈❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✬❛❝❝♦r❞❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐❢✳

• ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✈✉❡s ❜r✉✐té❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ ❞étér✐♦r❡r ❧❡s
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ✜♥❛✉①✳

• ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥
♠ét❛✲❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r ❧❡s ✈✉❡s✱ ❡♥ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡✉rs s✐♠✐❧❛r✲
✐tés✳

✶✶✼
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▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬❡st ❢❛✐t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ été q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛
✈✉❡ Vi✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ àQi

local ❞❡✈r❛✐t êtr❡ é❣❛❧❡ à αi = 1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s βj

i ♣❛r αi ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s α ❡t ❞❡s β ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ✉♥s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ▲✬❛s♣❡❝t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ✜①❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭αi✮ à ✶✳

▲❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ été ♣♦sé❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s β✿

∀j
N∏

j 6=i

βj
i = 1, ∀(i, j) βj

i > 0 ✭❆✳✸✮

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ ❞é❥à ♣✉ êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s
❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s ❬✶✷❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✼✵❪ q✉❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣r✐♠❡ ❛❜♦r❞ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡

∑N
j 6=i β

j
i = 1 ♠è♥❡ à ❞❡s rés✉❧t❛t

♥♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡t q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ p ❞❡✈❛✐t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❡t
❛♣♣r✐s ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ✉♥ rés✉❧t❛t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β✳ P♦✉r t♦✉t j 6= i✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✿

βj
i =

(
∏

k 6=j C
i
k)

1
N−1

Ci
j

✭❆✳✹✮

❙✐ ❧✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞♦♥✲
♥é❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦❝tr♦✐❡ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛✉① ✈✉❡s q✉✐ ♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés Ci

j ❢❛✐❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β > 0 s✐ ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡ ✈✉❡s✱
❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β < 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♣❡✉t s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✿ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥s✉s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✉❡ ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞✳

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬✐♥❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ st❛♥❞❛r❞✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été t❡sté❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐tés ✈❛r✐é❡s✿ ❲❉❇❈✱ ❲❛✈❡❢♦r♠✱ ❙♣❛♠❜❛s❡✱ ■s♦❧❡t ❡t
❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
♣♦✐❞s ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✜♥ ❞✬❛tt❡st❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡tt❡

✶✶✽
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❡s W
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳
➱t❛♣❡ ❧♦❝❛❧❡✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s
❢♦r❛❧❧ ❱✉❡ i ❞♦

▼✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❖▼ ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦✲❛❞❛♣t❛tr✐❝❡s st❛♥❞❛r❞s✳

❡♥❞
➱t❛♣❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✿
❢♦r❛❧❧ ❱✉❡ i ❞♦

❋♦r w ✜①é✱ ❝❛❧❝✉❧❡r✿ β ❡♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❆✳✹ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r
❧❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛rt❡s✿ w∗ = argminw C(w,α, β)

❡♥❞

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✬❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❆✳✶
r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s β
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ♣❧✉s ✉♥ s❝♦r❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡s
❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♥s✉s✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s β s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

✭❛✮ ❲❉❇❈ ✭❜✮ ❲❛✈❡❢♦r♠ ✭❝✮ ❙♣❛♠❜❛s❡ ✭❞✮ ■s♦❧❡t ✭❡✮ ❱❍❘ ❙tr❛s✲
❜♦✉r❣

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉✐✛ér❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦♥❞érés ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s β t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

❈❡s ❝❛rt❡s ❢♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✉❡s ❜r✉✐té❡s
♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈✉❡s ❛rr✐✈❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✈✉❡s
❜r✉✐té❡s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ✈✉❡s ❜r✉✐té❡s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡s ✈✉❡s ♥♦♥ ❜r✉✐té❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❖♥

✶✶✾
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• ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♠♦♥tr❛♥t
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❛ ♥é✲
❝❡ss✐té ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❧♦❝❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❈❛rt❡s ❆✉t♦ ❆❞❛♣t❛tr✐✲
❝❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
s✉r ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❬✷✺✱ ✷✸✱ ✺✺❪✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❈❛rt❡s ❆✉t♦ ❆❞❛♣t❛tr✐❝❡s ♦♥t
été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✶✺✱ ✹✾❪✱ t♦✉t❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ♠♦❞✐✜✲
❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❛❞❛♣t❡r à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡
❢❛✐t❡s ♥❡✉r♦♥❡s à ♥❡✉r♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rt❡s✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s rè❣❧❡s
❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛rt❡s ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡
❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳

▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛rt❡s s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✱
❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

λ(t) = λmax

( λmin

λmax

) 1
t

✭❆✳✺✮

❛✈❡❝ λmax ❡t λmin ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❡st ❞✐t❡ ✏❝❤❛✉❞❡✑✱
❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ✈❛ ✐♠♣❛❝t❡r ✉♥ ❧❛r❣❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❝✬❡st ❧✬ét❛♣❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝❛rt❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ P❧✉s
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✈❛ ❛✈❛♥❝é✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝❛rt❡ ✈❛ s❡ ✏r❡❢r♦✐❞✐r✑✱ ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❞❡
♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❛❞❛♣t❡r❛ ♣❧✉s ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♥❡✉r♦♥❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❑✲♠❡❛♥s ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧✉st❡rs✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝❡♥tr♦✐❞s ❞❡ ❑✲♠❡❛♥s s♦♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳

❆✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❡t ❛✜♥ ❞❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ré❛❝t✐✈❡ ❛✉① é✈❡♥t✉❡❧s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ λ̃
s✉✐✈❛♥t❡✿

✶✷✶
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λ̃(B,W ) =
1

Nbatch

Nbatch∑

i=1

‖xi − ωχ(xi)‖2 ✭❆✳✻✮

❛✈❡❝ B ❧❡ ❜❛t❝❤ ❞❡s Nbatch ❞❡r♥✐èr❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐✈é❡s✱ W ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❡t χ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡
ω ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡
♣❛s êtr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s t♦✉t ❡♥ s✬❛❞❛♣t❛♥t à ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✿
s✐ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s❡r❛ é❧❡✈é❡
❝❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛❞❛♣té❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡
❝❛r s❡✉❧❡s ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥
s♦✉❝✐s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé ✐❝✐✳

❆✜♥ ❞✬❛tt❡st❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✿ ❙♣❛♠ ❜❛s❡✱ ❲❛✈❡❢♦r♠✱ ❲❉❇❈
❡t ■s♦❧❡t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣❛r❞é q✉❡❧❧❡ ét❛✐t ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ✈✉❡ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐❢ ♦♥❧✐♥❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✉ ❜❛t❝❤ ❡t ❧❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✶✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛✉❢ ■s♦❧❡t✱

❧❛ ❝❛rt❡ ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐❝❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s s❝♦r❡s
❛✈♦✐s✐♥♥❛♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
✉t✐❧❡ ❝❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉✐r❡❧
❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✲
❝❡♥s✉s ❣❧♦❜❛❧✳ P♦✉r ❧❛ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬■s♦❧❡t✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉és ♣❛r ❧❛ ❧✐♠✐t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ✭✾✻✪ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠✲
♣❛ré ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣✉r❡tés ♦❜t❡♥✉s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ♦♥❧✐♥❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r❡♥✐♦♥s ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡
t❡♠♣s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✳ ▲❛ ♣✉r❡té
❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t r❛tt❛❝❤és ❡t q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧❛ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❝❡ ♥♦❡✉❞✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❛
♣✉r❡té ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣✉r❡té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ s❡s ♥♦❡✉❞s✳

❈❡s ✜❣✉r❡s ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣✉r❡té ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r

✶✷✷
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❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❊rr❡✉r ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡✳
▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❣r❛s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡

❱✉❡ ❈❆❆ ■♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s
❈❧✉st❡r✐♥❣ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧❡

❙♣❛♠ ❇❛s❡
✶ ✵✳✸✶ ✵✳✷✻
✷ ✵✳✶✽ ✵✳✶✾
✸ ✵✳✶✽ ✵✳✶✻

❲❛✈❡❢♦r♠
✶ ✵✳✶✽ ✵✳✷✸
✷ ✵✳✶✼ ✵✳✶✾
✸ ✵✳✷✹ ✵✳✸✵

❲❉❇❈
✶ ✵✳✶✾ ✵✳✶✾
✷ ✵✳✶✻ ✵✳✶✾
✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✻

■s♦❧❡t
✶ ✷✳✶✺ ✶✳✷✼
✷ ✷✳✽✹ ✶✳✸✽
✸ ✷✳✽✺ ✶✳✸✼

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ➚
❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s r❡♠❛rq✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠èr❡ Nbatch s✉r
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✿ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❧❛ ♣✉r❡té ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡ ♣♦✐♥t s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ Nbatch ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r s❡s ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐❝❡s
s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❛❞❛♣✲
té❡ ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✱ ♣✉✐s s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❛ été ♣rés❡♥té s✉r ❞✐✛ér❡♥ts
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛ été
ét✉❞✐é❡ ❡t r❡❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣
tr❛✐té ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛♥t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲✈✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦❧✲
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✭❛✮ Nbatch = 10✱ ❱✐❡✇ ✶ ✭❜✮ Nbatch = 10✱ ❱✐❡✇ ✷ ✭❝✮ Nbatch = 10✱ ❱✐❡✇ ✸

✭❞✮ Nbatch = 3✱ ❱✐❡✇ ✶ ✭❡✮ Nbatch = 3✱ ❱✐❡✇ ✷ ✭❢✮ Nbatch = 3✱ ❱✐❡✇ ✸

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣✉r❡tés ❢♦r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ■s♦❧❡t✳ ▲❡s
❧✐❣♥❡s r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡s ❧❡s ❈❆❆ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♥♦✐r❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❈❆❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛rr✐✈é❡
❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡

❧❛❜♦r❛t✐❢✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssé ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s
❡t ❛✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✬② ♣❛❧❧✐❡r✳

❆✳✸ ❙②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

• ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✿ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✳

• ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳

• ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✳
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• ❆tt❡st❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s
s✉r ❞✐✈❡rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t
❞❡ ♣✐st❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳

▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ✈✉❡s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛♥t❡s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r
❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡st ✉♥❡
❝❤♦s❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❡t ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t ❡♥✲
tr❛î♥❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ été q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s ♣♦✉r
✐♥❢ér❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♠❛♥q✉❛♥ts✳

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❝❧✉st❡r à ❝❧✉st❡r✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ❡❧❧❡ s✉r
❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱
❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ P❡r❝❡♣tr♦♥s ▼✉❧t✐✲❈♦✉❝❤❡s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ▲✐❡♥s✱
♦✉ ▲✐♥❦ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠❛♥q✉❛♥t✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ t❡❧s rés❡❛✉① ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ à ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❞❡ ✈✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ❡①t❡r♥❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥✲
tré❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♠♠❡ s♦rt✐❡✱ ✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❞✉ rés❡❛✉✳
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Output

Input

Encoder

Code

Decoder

MLP

MWM

View
1 2 3

Auto
Encoder

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡s
✈✉❡s ✶ ❡t ✸ ❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥s ❝♦❞é❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧❛ ✈✉❡ ✷✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ♣r♦♣r❡ ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ sé❝✉r✐té
q✉✬✐❧ ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ tr❛♥s✐t✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s tr❛♥s❢éré❡s ❞✬✉♥❡ ✈✉❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ➚ ❧❛ ♣❧❛❝❡ s♦♥t tr❛♥s❢éré❡s
s♦✐t ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❛✉①q✉❡❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❬✻✽✱ ✻✺❪✱
s♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛rt❡s ❙❖▼ ❬✷✸✱ ✹✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝♦♠♠❡
s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡
❝♦❞❛❣❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ❛ss✉ré ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦✲
❡♥❝♦❞❡✉r✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❬✼✽❪✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛sq✉❡s✱
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝réé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ❞❡s ✈✉❡s ❡①t❡r♥❡s ✭N−1 ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ à N ✈✉❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡
✈✉❡ ❡①t❡r♥❡ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠❛♥q✉❛♥t✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣♦♥❞ér❡r ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ✭❞❡s❝r✐♣t❡✉r ♣❛r ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✮ ♣❧✉tôt q✉❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦♥❞ér❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠❛♥q✉❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡

✶✷✻
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✸✳ ❈❤❛q✉❡ ✈✉❡ ❡♥tr❛î♥❡ N − 1 ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s✱ ✶ ♣❛r ✈✉❡ ❡①✲
t❡r♥❡✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❝❤✐✛rés ❡t ❧❡s ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉s ❝✐❜❧❡s✳

✹✳ ▲❡s ✈✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡✉rs ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✈✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❛❧♦rs
N − 1 ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ✐♥❢érés✳

✺✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ♠❛sq✉❡s s♦♥t ❡♥tr❛î♥és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡sN−1 ❜❛s❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s
✐♥❢érés ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s ❡✛❡❝✉té❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈✉❡s ❞✉ ♣r♦❜✲
❧è♠❡✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠❛♥q✉❛♥t ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳

P❧✉s✐❡✉rs t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✿

• ❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥t été
❢❛✐t❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ✈❡rs✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✳

• ▲❡ t❡st s✉✐✈❛♥t ❛ ❝♦♥s✐sté ❡♥ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s r❡❝♦♥str✉✐ts
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♣♦✉r t❡st❡r s✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣ré❞✐t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ré❡❧❧❡✳

• ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛ été t❡sté❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛sq✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡
t❡st ❛ été ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛✲
t✐♦♥✳

❈❡s t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és s✉r ✹ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥ts✿ ❲❉❇❈✱
▼✉❧t✐✲❋❡❛t✉r❡s ❉✐❣✐t❛❧ ❉❛t❛s❡t ✭▼❋❉❉✮✱ ▼❛❞❡❧♦♥ ❡t ❈✉❜❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st
✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❝ré❡ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✹ ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♣♦✐♥ts ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚r♦✐s ❝❧✉st❡rs s❡ tr♦✉✈❡♥t
à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❚r♦✐s ✈✉❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝réé❡s ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡
✈✉❡ ❛✐♥s✐ ❝réé❡ ❡st q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ s❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s
❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ✈✉❡s r❡st❛♥t❡s✳ ❙✐ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛sq✉❡s ♣r✐✈✐❧é❣✐❡♥t
✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡ t♦✉t ❡♥ r❡❥❡t❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛✉tr❡✳

✶✷✽
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♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❡t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s r❡❝♦♥str✉✐ts✳

❆✳✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és à ❝♦✉rt ❡t ❧♦♥❣ t❡r♠❡
❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡s

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s✱
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ✈❡rt✐✲
❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛tr✐❝❡s ❞♦✐✈❡♥t ❣ér❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝
▼❛♣s ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣✉✐s à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♥♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❞✉ ❞ét❛✐❧ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♦✐❡♥t
❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t✱ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s s❡r❛✐❡♥t ♠❡♥é❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡s
s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s
❞✐✣❝✉❧té❡s r❡♥❝♦♥trés ♣❛r ❧❡s ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉r ❡♥tr❛î♥❡✲
♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛sq✉❡s
s❡r❛ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢s ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡s

➚ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢éré❡ ❞✬✉♥❡ ✈✉❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡s
s✉❥❡ts ✈✐✈❡♠❡♥t ét✉❞✐és q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ s❡ ♣rêt❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ◆♦s tr❛✈❛✉①
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❆✉t♦✲❡♥❝♦❞❡✉rs ♣♦✉r
❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡
s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t s♦♥ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
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♣♦✉rr❛✐t s✬❛✈ér❡r ✉t✐❧❡✳ ▲✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛
❢♦✐s ♣❛r ❞❡s ✐♥térêts ✭♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❧♦❝❛✉①✮ ❡t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡♥s✐❜❧❡s✮ ❡st ✉♥
❝♦♥❝❡♣t q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳
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❉❛t❛s❡ts

✶✳ ❲✐s❝♦♥s✐♥ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❇r❡❛st ❈❛♥❝❡r ✭❲❉❇❈✮ ✖ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❤❛s ✺✻✾
✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✸✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭■❉✱ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ✸✵ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✮✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❜❡♥✐❣♥ ✭✸✺✼✮ ♦r ♠❛❧✐❣♥❛♥t
✭✷✶✷✮✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ✜♥❡ ♥❡❡❞❧❡
❛s♣✐r❛t❡ ✭❋◆❆✮ ♦❢ ❛ ❜r❡❛st ♠❛ss✳ ❚❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✸ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸ ♥❛t✉r❛❧ ✈✐❡✇s ❤❡r❡✳

✷✳ ▼✉❧t✐✲❋❡❛t✉r❡s ❉✐❣✐t❛❧ ❉❛t❛s❡t ✭▼❋❉❉✮ ✖ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♥✉♠❡r❛❧s ✭❢r♦♠ ✵ t♦ ✾✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✉t❝❤ ✉t✐❧✐t② ♠❛♣s✳ ✷✵✵ ♣❛tt❡r♥s ♣❡r ❝❧❛ss ✭❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢
✷✱✵✵✵ ♣❛tt❡r♥s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐❣✐ts ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐① ❢❡❛t✉r❡ s❡ts✱ ❡❛❝❤ s❡t ❜❡✐♥❣
❤❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈✐❡✇✿ ✼✻ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r s❤❛♣❡s✱ ✷✶✻
♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✻✹ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✷✹✵ ♣✐①❡❧ ❛✈❡r❛❣❡s
✐♥ ✷ × ✸ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ✹✼ ❩❡r♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳
❊❛❝❤ s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t st❛♥❞s ❢♦r ❛ ✈✐❡✇✳

✸✳ ▼❛❞❡❧♦♥ ✖ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ✸✷ ❝❧✉st❡rs ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ✜✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②✲
♣❡r❝✉❜❡ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ✰✶ ♦r ✲✶✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡
✺ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ✶✺ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡
❛❞❞❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s❡t ♦❢ ✷✵ ✭r❡❞✉♥❞❛♥t✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤♦s❡ ✷✵ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ♠✉st s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✰✲✶ ❧❛❜❡❧s✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ✹✽✵ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛❧❧❡❞ ❵♣r♦❜❡s✬
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❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s ✐s r❛♥❞♦♠✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐s t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✲
✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞
♠❡t❤♦❞s t♦ t❛❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠
s❡t ♦❢ ✶✷✺ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤✳

✹✳ ■s♦❧❡t ✖❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✶✺✵ s✉❜❥❡❝ts s♣♦❦❡ t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❡tt❡r ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t t✇✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✺✷ tr❛✐♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s♣❡❛❦❡r✳ ❚❤❡ s♣❡❛❦❡rs ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ✸✵
s♣❡❛❦❡rs ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✺✺✾ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✻✶✼ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s❝❛❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✺✳ ❙♣❛♠ ❇❛s❡ ✖ ❚❤❡ ❙♣❛♠❇❛s❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢r♦♠ ✹✻✵✶ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✺✼ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❡✲♠❛✐❧
❛♥❞ ✐ts ❝❛t❡❣♦r②✿ s♣❛♠ ♦r ♥♦t✲s♣❛♠✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇♦r❞ ♦r ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❡✲♠❛✐❧✳ ❚❤❡ r✉♥✲❧❡♥❣t❤ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭✺✺✕✺✼✮ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs✳ ❱✐❡✇s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t②♣❡s ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✳

✻✳ ❱❍❘ ❙tr❛s❜♦✉r❣ ✖ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❬✺✸❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✭P❧❡✐❛❞❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ♦❢ ❙tr❛s❜♦✉r❣✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s
♣r♦❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐✲❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭▼❘■❙✮ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❈♦❣♥✐t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✭❝✮ ❉❡✜♥❡♥s ✭✷✵✶✹✮✳
❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❈♦❣♥✐t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧✱ t❡①t✉r❛❧ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t
✇❡r❡ ❡①♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❙❱ ✜❧❡✳ ❱✐❡✇s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡✿ s♣❡❝tr❛❧✱ t❡①t✉r❡✱ ❛♥❞ s❤❛♣❡s✳
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