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Contrôlabilité de quelques équations aux dérivées partielles
paraboliques peu diffusives
Résumé : La théorie du contrôle est la branche des mathématiques qui étudie dans
quelle mesure on peut modifier l’état d’un système en fonction des propriétés in-
trinsèques dudit système et de la façon dont on peut agir dessus. Par exemple, on
peut se demander si on peut amener la température d’un solide à une température
constante en temps fini, en chauffant et refroidissant seulement une partie du solide.
Ce problème, appelé «contrôle à zéro de l’équation de la chaleur», est résolu depuis
1995.

Mais si on étudie les équations paraboliques dégénérées, qui ressemblent à l’équa-
tion de la chaleurmais qui ont une diffusion plus faible, on ne sait traiter que quelques
exemples particuliers, et la situation est plus compliquée : pour l’équation de la
chaleur, la contrôlabilité à zéro est toujours vraie, même en temps arbitrairement pe-
tit ; mais pour certaines équations paraboliques dégénérées, il peut exister un temps
minimal en dessous duquel la contrôlabilité à zéro n’est pas vraie.

Nous étudions quelques équations paraboliques dégénérées, notamment l’équa-
tion de Grushin et des équations de type Kolmogorov, et complétons partiellement
les résultats de contrôle dessus. Nous précisons en particulier la relation entre le
domaine de contrôle et le temps minimal de contrôle à zéro. Cette étude se fait par
une analyse spectrale fine, qui permet de ramener l’étude des équations de Grushin
et de type Kolmogorov a l’étude d’équation de la chaleur fractionnaire. Nous étudions
donc également les équations de la chaleur fractionnaire, grâce à des techniques et
fonctions holomorphes et d’optique géométrique.

Nous étudions également des systèmes transport-chaleur, et montrons qu’il existe
un temps minimal de contrôle à zéro, et on généralise (presque) les résultats obtenus
sur plusieurs exemples particuliers de systèmes transport-chaleur. Cette étude est
basée sur une analyse spectrale qui permet de séparer les systèmes transport-chaleur
en un système de transport et un système d’équations de la chaleur faiblement
couplés.

Mots-clefs : Équations aux dérivées partielles, Contrôle, Observabilité, Équations
paraboliques, Analyse spectrale

Controllability of some parabolic partial differential equa-
tions with low diffusion
Abstract: Control theory is the branch of mathematics that is concerned in what
extent the state of a system can be modified, depending in the intrinsic properties of
the system and howwe can act on it. For example, onemaywonder if the temperature
of a solid can be brought to a constant temperature in finite time by heating and
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cooling only part of the solid. This problem, called the null-controllability of the
heat equation, has been solved since 1995.

But if we study degenerate parabolic equations, which looks like the heat equation
but have aweaker diffusion, we knowhow to treat only a few particular examples, and
the situation is more complicated: for the heat equation, the null-controllability
is always true, even in arbitrarily small time; but for some degenerate parabolic
equations there exists a minimum time for the null-controllability to hold.

We study some degenerate parabolic equations, including the Grushin equation
and some Kolmogorov-type equations, and partially complete existing results about
the null-controllability on those equations. In particular, we make the relationship
between the control domain and the minimum time of null-controllability more
precise. We do this with a fine spectral analysis, which allows us to reduce the study
of the Grushin and Kolmogorov-type equations to the study of the fractional heat
equation. So we also study the fractional heat equation, with holomorphic functions
techniques and geometric optics.

We also study transport-heat systems, and prove that there exists a minimum
control time of null-controllability, (almost) generalizing the existing results obtained
on several examples of transport-heat systems. This study is based on a spectral
analysis that separates the transport-heat systems into a transport system and a
system of heat equations that are weakly coupled.

Keywords: Partial differential equations, Control theory, Observability, Parabolic
equations, Spectral theory
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1 | Introduction

LE problème de la contrôlabilité consiste à se demander à quel point on peut
agir sur un système en fonction de ses propriétés ainsi que de nos possibilités

d’action sur ledit système. Le sujet est particulièrement riche lorsqu’on considère des
systèmes modélisés par des équations aux dérivées partielles.

1.1 Contrôle des équations aux dérivées partielles

1.1.1 Équations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre les dérivées partielles
d’une fonction 𝑓 (c’est-à-dire la vitesse à laquelle 𝑓 varie en fonction de la position ou
du temps). Par exemple, dans un solide dont la température n’est pas homogène, on
s’attend à ce que les parties plus chaudes se refroidissent en transmettant leur énergie
thermique aux parties les plus froides, et que ce processus soit d’autant plus rapide
que la différence de température est grande. Sous certaines hypothèses physiques,
ce phénomène est modélisé par l’équation aux dérivées partielles suivante, avec
Δ𝑇 = 𝜕2𝑥𝑇 + 𝜕2𝑦𝑇 + 𝜕2𝑧𝑇 :

𝜕𝑡𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) −
𝑘
𝑐𝜌Δ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0,

où 𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) est la température au temps 𝑡 et position (𝑥, 𝑦, 𝑧), et 𝑘, 𝑐 et 𝜌 sont
des constantes physiques, respectivement la conductivité thermique, la capacité
thermique massique et la masse volumique. Cette équation aux dérivées partielles
est appelée équation de la chaleur.

Les équations aux dérivées partielles sont utilisées comme modèles de nombreux
phénomènes physiques, par exemple la diffusion de la chaleur, la propagation des
ondes, la mécanique des fluides, l’électromagnétisme, etc.

1.1.2 Contrôle d’équations aux dérivées partielles

Un exemple : l’équation de la chaleur

L’équation de la chaleur précédente décrit un système qui évolue librement. En
théorie du contrôle, on s’intéresse à un système sur lequel on peut agir. Toujours avec
l’exemple de l’équation de la chaleur, si on peut chauffer ou refroidir une partie du
solide, on peut essayer de rendre la répartition de température du solide uniforme

1



2 1.1. CONTRÔLE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

plus rapidement que la diffusion naturelle ne le ferait. Du point de vue de l’équation,
ceci revient à ajouter un second membre :

𝜕𝑡𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) −
𝑘
𝑐𝜌Δ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)1𝜔,

où 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) représente l’énergie thermique que l’on retire ou ajoute, et 𝜔 est la
partie du solide sur laquelle on peut faire cela. La question est alors de savoir si, pour
chaque répartition de température initiale, on peut choisir le contrôle 𝑢 de sorte que
à un instant donné 𝑡𝑓, la température du solide soit homogène.

Système de contrôle abstrait

On a décrit un problème où on peut agir directement à l’intérieur du solide, mais on
peut aussi s’intéresser au problème où on peut agir sur une partie du bord du solide.
Bien sûr, on peut aussi formuler des questions similaires pour d’autres phénomènes
que la propagation de la chaleur. D’un point de vue abstrait, si on se donne un espace
des états𝐻 et un espace des contrôles𝑈, qui sont supposés être des espaces de Hilbert,
un système de contrôle linéaire général1 a la forme suivante :

𝜕𝑡𝑓 = 𝐴𝑓 + 𝐵𝑢, (CS)

où 𝑓 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝐻) est l’état du système, 𝐴 est un opérateur sur 𝐻 (en général
un opérateur différentiel), 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) est le contrôle qu’on peut choisir et
𝐵 ∈ ℒ(𝑈,𝐻) est un opérateur borné, appelé opérateur de contrôle, qui décrit comment
le contrôle 𝑢 agit sur l’état 𝑓 du système. Pour l’équation de la chaleur, l’état est la
température 𝑇, l’opérateur 𝐴 est aux constantes physiques près Δ et l’opérateur de
contrôle 𝐵 est la multiplication par 1𝜔.

La question est dans les grandes lignes de savoir si on peut amener le système de
l’état initial𝑓0 vers un autre état𝑓1. Plus précisément, on peut définir plusieurs notions
de contrôlabilité. Les plus importantes sont la contrôlabilité exacte, la contrôlabilité
approchée et la contrôlabilité à zéro.

Définition 1.1 (Contrôlabilité exacte). Soit 𝑇 > 0. Le système de contrôle (CS) est
exactement contrôlable en temps 𝑇 si pour tout 𝑓0, 𝑓1 ∈ 𝐻, il existe un contrôle
𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que la solution 𝑓 de (CS) avec condition initiale 𝑓(0) = 𝑓0 vérifie
𝑓(𝑇) = 𝑓1.

Définition 1.2 (Contrôlabilité approchée). Soit 𝑇 > 0. Le système de contrôle (CS)
est approximativement contrôlable en temps 𝑇 si pour tout 𝑓0, 𝑓1 ∈ 𝐻, et 𝜀 > 0,
il existe un contrôle 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que la solution 𝑓 de (CS) avec condition
initiale 𝑓(0) = 𝑓0 vérifie |𝑓(𝑇) − 𝑓1|𝐻 ≤ 𝜖.

1Cette présentation est essentiellement tirée du livre de Coron [30, Section 2.3], où le lecteur
trouvera plus de détails ainsi que les démonstrations.
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Définition 1.3 (Contrôlabilité à zéro). Soit 𝑇 > 0. Le système de contrôle (CS)
est contrôlable à zéro en temps 𝑇 si pour tout 𝑓0 ∈ 𝐻, il existe un contrôle 𝑢 ∈
𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que la solution 𝑓 de (CS) avec condition initiale 𝑓(0) = 𝑓0 vérifie
𝑓(𝑇) = 0.

La contrôlabilité exacte implique la contrôlabilité approchée et la contrôlabilité
à zéro, et est donc la plus forte des trois notions. On peut démontrer que si les
solutions de l’équation (CS) sont définies pour les temps négatifs, la contrôlabilité à
zéro implique la contrôlabilité exacte, mais ce n’est pas le cas en général.

Mentionnons au passage que si 𝐵 = 1𝜔, comme cela sera souvent le cas dans
cette thèse, on parlera, de « contrôlabilité exacte sur 𝜔 », « contrôlabilité approchée
sur 𝜔 » et « contrôlabilité à zéro sur 𝜔 ».

Observabilité : une notion duale à la contrôlabilité

Construire directement un contrôle est en général chose peu aisée. Souvent, on
préfère raisonner par dualité, et démontrer une inégalité équivalente. Donnons
les notions duales de chacune des notions de contrôlabilité qu’on a énoncées. Ces
notions portent sur le système adjoint, où 𝐴∗ est l’adjoint de 𝐴 :

𝜕𝑡𝑔 + 𝐴∗𝑔 = 0. (CS*)

Théorème 1.4. Soit 𝑇 > 0. Le système de contrôle (CS) est exactement contrôlable en
temps 𝑇 si et seulement s’il existe 𝐶𝑇 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐻, la solution 𝑔 du
système adjoint (CS*) avec condition initiale 𝑔(0) = 𝑔0 vérifie

|𝑔0|2𝐻 ≤ 𝐶𝑇∫
𝑇

0
|𝐵∗𝑔(𝑡)|2𝑈 d𝑡.

Cette inégalité est appelée inégalité d’observabilité. Le cas échéant, on peut choisir le
contrôle 𝑢 qui amène 𝑓0 à 𝑓1 de sorte que |𝑢|𝐿2([0,𝑇];𝑈) ≤ √𝐶𝑇(|𝑓1|𝐻 + 𝐶′

𝑇|𝑓0|𝐻).

Théorème 1.5. Soit 𝑇 > 0. Le système de contrôle (CS) est approximativement contrô-
lable en temps 𝑇 si et seulement si pour tout 𝑔0 ∈ 𝐻, la solution 𝑔 du système ad-
joint (CS*) avec condition initiale 𝑔(0) = 𝑔0 vérifie

𝐵∗𝑔(⋅) = 0 dans 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) ⟹ 𝑔0 = 0.

Cette propriété est appelée observabilité approchée, ou dans certains cas, comme 𝐵 =
1𝜔, continuation unique.

Théorème 1.6. Soit 𝑇 > 0. Le système de contrôle (CS) est contrôlable à zéro en temps
𝑇 si et seulement s’il existe 𝐶𝑇 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐻, la solution 𝑔 du système
adjoint (CS*) avec condition initiale 𝑔(0) = 𝑔0 vérifie

|𝑔(𝑇)|2𝐻 ≤ 𝐶𝑇∫
𝑇

0
|𝐵∗𝑔(𝑡)|2𝑈 d𝑡.



4 1.1. CONTRÔLE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Cette inégalité est appelée inégalité d’observabilité au temps final. Le cas échéant, on
peut choisir le contrôle 𝑢 qui amène 𝑓0 à 0 de sorte que |𝑢|𝐿2([0,𝑇];𝑈) ≤ √𝐶𝑇|𝑓0|𝐻.

1.1.3 Exemple de l’équation des ondes

Démontrer l’une des propriétés d’observabilité présentée ci-dessus nécessite une com-
préhension fine de l’évolution de l’état 𝑓 selon l’équation du système adjoint (CS*).
Considérons par exemple l’équation des ondes 𝜕2𝑡 𝑓(𝑡, 𝑥)−Δ𝑓(𝑡, 𝑥) = 0. Les physiciens
considèrent qu’en négligeant le phénomène de diffraction, les ondes se propagent se-
lon des rayons qui satisfont les lois de l’optique géométrique. Dit autrement, l’optique
géométrique est une approximation en hautes fréquences de l’équation des ondes.
Comprendre ceci est la clef du théorème suivant de contrôlabilité de l’équation des
ondes.

Théorème 1.7 (Bardos, Lebeau & Rauch 1992 [12]). Soit 𝑇 > 0. Soit𝑀 une variété
riemannienne compacte. Soit 𝜔 un ouvert non-vide de𝑀 tel que toutes les géodésiques
de𝑀 se déplaçant à vitesse 1 intersectent 𝜔 avant le temps 𝑇. Alors, pour tout (𝑓0, 𝑓′0) et
(𝑓1, 𝑓′1 ) ∈ 𝐻1(𝑀) × 𝐿2(𝑀), il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔) tel que la solution 𝑓 de

{ 𝜕
2
𝑡 𝑓(𝑡, 𝑥) − Δ𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝑀
(𝑓(0, 𝑥), 𝜕𝑡𝑓(0, 𝑥)) = (𝑓0(𝑥), 𝑓′0(𝑥)) 𝑥 ∈ 𝑀

vérifie (𝑓(𝑇, 𝑥), 𝜕𝑡𝑓(𝑇, 𝑥)) = (𝑓1(𝑥), 𝑓′1 (𝑥)) pour tout 𝑥 ∈ 𝑀.

Rauch et Taylor avaient déjà démontré un résultat proche en 1974 [75], mais le
théorème de Bardos, Lebeau et Rauch traite aussi le cas des variétés à bords, où les
rayons peuvent se réfléchir sur le bord de la variété, ou encore glisser le long de la
frontière.

La condition sur les géodésiques du théorème précédent est essentiellement
optimale. Puisque dans la limite des hautes fréquences, les solutions de l’équation
des ondes se propagent selon les lois de l’optique géométrique, on ne peut espérer
contrôler 𝑓(𝑇, 𝑥) sur toutΩ que si tous les rayons sont passés là où on peut agir dessus.

1.1.4 Contrôle de l’équation de la chaleur

Contrairement à l’équation des ondes, l’équation de la chaleur ne propage pas l’éner-
gie, mais la dissipe. Une caractéristique de cette dissipation est que les solutions de
l’équation de la chaleur sont lisses. Ainsi, peu importe le contrôle que l’on choisit
dans le membre droit de l’équation 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) − Δ𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔, il est impossible
d’amener l’état 𝑓 vers un état qui n’est pas lisse en dehors de 𝜔 : l’équation de la cha-
leur n’est pas exactement contrôlable. Cependant, en exploitant les propriétés de
diffusion de l’équation de la chaleur, on peut démontrer la contrôlabilité à zéro.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 5

Théorème 1.8 (Fursikov & Imanuvilov 1996 [44], Lebeau & Robbiano 1995 [57]).
Soit 𝑇 > 0. SoitΩ un ouvert lisse borné et connexe deℝ𝑛 et soit 𝜔 un ouvert non vide de
Ω. Pour tout 𝑓0 ∈ 𝐿2(Ω), il existe un contrôle 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔) tel que la solution 𝑓 de
l’équation de la chaleur

{
𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) − Δ𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × Ω
𝑓(0, 𝑥) = 𝑓0(𝑥) 𝑥 ∈ Ω
𝑓(𝑡, 𝑥) = 0 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝜕Ω

vérifie 𝑓(𝑇, 𝑥) = 0 pour tout 𝑥 ∈ Ω.

On peut donc contrôler l’équation de la chaleur, aussi petit que soit 𝑇, et aussi
petit que soit 𝜔. Ceci est cohérent avec la propagation à vitesse infinie que manifeste
l’équation de la chaleur. Notons qu’en remplaçant 𝑓0 par 𝑓0 − 𝑓1, on voit que la
contrôlabilité à zéro implique la « contrôlabilité aux trajectoires » : pour tout 𝑓0, 𝑓1 ∈
𝐿2(Ω), on peut trouver un contrôle qui amène 𝑓0 à e𝑇Δ𝑓1 (la solution à l’instant 𝑇
de l’équation de la chaleur sans contrôles avec condition initiale 𝑓1). On peut donc
amener toute condition initiale vers toute cible suffisamment régulière.

Le cas de la dimension un : la méthode des moments

Fattorini et Russel ont démontré la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur en
dimension 1 en 1971 [42]. Ils construisent le contrôle en résolvant un problème des
moments, en construisant une famille biorthogonale à la famille de fonctions (e−𝜆𝑛𝑡)
où les (𝜆𝑛) sont les valeurs propres du laplacien. Cette méthode est très féconde pour
traiter les questions de contrôle des problèmes paraboliques en dimension 1 [8, 23,
80] (voir aussi la bibliographie de ces articles).

La démonstration de Fursikov et Immanuvilov

Fursikov et Immanuvilov ont démontré l’inégalité d’observabilité au temps final en
démontrant des inégalités d’énergie à poids appelées « inégalités de Carleman ». Sous
les hypothèses géométriques suivantes sur 𝜓 ∈ 𝐶2(Ω) :

𝜓 > 0 sur Ω,𝜓 = 0 sur 𝜕Ω,∇𝜓 ≠ 0 sur Ω ⧵ 𝜔,

ils démontrent qu’il existe 𝜆0 > 0 tel que pour tout 𝜆 > 𝜆0, en notant

𝜙(𝑡, 𝑥) = e2𝜆|𝜓|𝐿∞ − 𝑒𝜆𝜓(𝑡,𝑥)

𝑡(𝑇 − 𝑡)
,
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il existe 𝐶 > 0, 𝑠0 > 0 tel que pour tout 𝑠 > 𝑠0 et toute fonction 𝑢 ∈ 𝐶∞([0, 𝑇] × Ω)
nulle au bord de Ω

∫
[0,𝑇]×Ω

e−2𝑠𝜙 ( 𝑠
𝑡(𝑇 − 𝑡)

|∇𝑢|2 + 𝑠3

𝑡3(𝑇 − 𝑡)3
|𝑢|2) d𝑡 d𝑥

≤ 𝐶(∫
[0,𝑇]×Ω

e−2𝑠𝜙|(𝜕𝑡 − Δ)𝑢|2 d𝑡 d𝑥 +∫
[0,𝑇]×𝜔

𝑠3e−2𝑠𝜙

𝑡3(𝑇 − 𝑡)3
|𝑢|2 d𝑡 d𝑥) .

Or, en fixant 𝑠 et 𝜆 quelconque, on utilise le fait que e−2𝑠𝜙 soit minoré par e−2𝑠|𝜙|𝐿∞ et
la décroissance des solutions libres en norme 𝐿2 pour démontrer que si 𝑔 est solution
de (𝜕𝑡 − Δ)𝑔 = 0,

|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2 ≤ 𝐶∫
[𝑇/4,3𝑇/4]×Ω

|𝑔|2 d𝑡 d𝑥 ≤ 𝐶′∫
[0,𝑇]×Ω

𝑠3e−2𝑠𝜙

𝑡3(𝑇 − 𝑡)3
|𝑔|2 d𝑡 d𝑥.

Alors, l’inégalité de Carleman nous donne

|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2 ≤ 𝐶″∫
[0,𝑇]×𝜔

𝑠3e−2𝑠𝜙

𝑡3(𝑇 − 𝑡)3
|𝑔|2 d𝑡 d𝑥 ≤ 𝐶‴|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔),

parce que e−2𝑠𝜙(𝑡,𝑥) tend exponentiellement vite vers 0 lorsque 𝑡 → 0 ou 𝑡 → 𝑇, et
donc e−2𝑠𝜙/(𝑡3(𝑇 − 𝑡)3) est borné.

Cette méthode permet, si on a le courage de faire les calculs qui sont alors très
fastidieux, de traiter le cas de coefficients non constants aussi bien en temps qu’en
espace, et de traiter les termes d’ordre inférieur. En dehors de la construction de la
fonction de poids 𝜓, qui demande en dimension supérieure à 1 quelques considéra-
tions géométriques, la démonstration de Fursikov et Immanuvilov ne repose que sur
des intégrations par parties et des majorations de fonctions. On peut donc espérer
suivre la valeur des constantes en fonctions des différents paramètres [36, 43].

La démonstration de Lebeau & Robbiano : diffusion et contrôlabilité

La démonstration par Lebeau et Robbiano de la contrôlabilité de l’équation de la
chaleur exploite plus explicitement les propriétés de diffusion de l’équation de la
chaleur. Ils démontrent, grâce à des inégalités de Carleman pour des opérateurs
elliptiques l’inégalité spectrale suivante.

Théorème 1.9 (Inégalité spectrale [56, 58]). SoitΩ un ouvert lisse borné et connexe de
ℝ𝑛, soit 𝜔 un ouvert non vide deΩ, et soit (𝜙𝑛) les fonctions propres de −Δ, de valeurs
propres associées (𝜆𝑛). Il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝜇 > 0 et pour toute suite de
nombres complexes (𝑎𝑛)𝑛≥0,

||| ∑
𝜆𝑛≤𝜇

𝑎𝑛𝜙𝑛
|||
𝐿2(Ω)

≤ 𝐶e𝐶√𝜇||| ∑
𝜆𝑛≤𝜇

𝑎𝑛𝜙𝑛
|||
𝐿2(𝜔)

.
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Cette inégalité affirme que les combinaisons linéaires de fonctions propres du
laplacien ne peuvent pas trop se concentrer dans un ouvert strict de Ω. On déduit de
cette inégalité une inégalité d’observabilité au temps final pour les basses fréquences
de l’équation de la chaleur. Donc on peut amener les composantes associées à des
valeurs propres inférieures à 𝜇, par un contrôle de norme 𝐿2 inférieure à 𝐶𝑇−1/2e𝐶√𝜇.
Ceci ajoute de l’énergie dans les composantes à hautes fréquences, mais la dissipation
libre (c.-à-d. sans contrôle) des hautes fréquences est maintenant de e−𝜇𝑡. Comme
cette dissipation est plus forte que la constante 𝐶e𝐶√𝜇 de l’inégalité spectrale, par un
procédé itératif où on alterne contrôle de quelques fréquences et dissipation libre de
l’énergie, on peut construire un contrôle pour l’équation de la chaleur.

Décrivons plus en détails cette démonstration. On suppose qu’on veut amener
une condition initiale 𝑓0 vers 0 en temps 𝑇 > 0. On note 𝜋𝜇 ∶ 𝐿2(Ω) → 𝐿2(Ω) la
projection sur les fonctions propres associées à des valeurs propres inférieures à 𝜇. Si
𝑔 est une solution de l’équation de la chaleur sans contrôle, on a alors

𝑇|𝜋𝜇𝑔(𝑇)|2𝐿2(Ω) ≤ ∫
𝑇

0
|𝜋𝜇𝑔(𝑡, ⋅)|2𝐿2(Ω) d𝑡 ≤ ∫

𝑇

0
𝐶e𝐶√𝜇|𝜋𝜇𝑔(𝑡, ⋅)|2𝐿2(𝜔) d𝑡,

où on a utilisé la décroissance de la norme 𝐿2 des solutions de l’équation de la chaleur
pour la première inégalité, et l’inégalité spectrale pour la seconde inégalité. On a donc
une inégalité d’observabilité au temps final pour le système de contrôle de l’équation
de la chaleur basses fréquences suivant.

𝜕𝑡𝜋𝜇𝑔(𝑡, ⋅) − Δ𝜋𝜇𝑔(𝑡, ⋅) = 𝜋𝜇(𝑢(𝑡, ⋅)1𝜔)

De plus, la constante de cette inégalité d’observabilité est 𝑇−1𝐶e𝐶√𝜇, donc on peut
choisir un contrôle tel que |𝑢|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝐶′𝑇−1/2e𝐶′√𝜇|𝑓(0, ⋅)|𝐿2(Ω).

On se donne alors une suite (𝑎𝑘)𝑘≥0 de durées définie par 𝑎𝑘 = 𝑐2−𝑘/2, où 𝑐 est
choisi de sorte que∑+∞

𝑘=0 2𝑎𝑘 = 𝑇. On définit alors 𝑇0 = 0 et 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘 + 2𝑎𝑘. Sur
chaque intervalle de temps [𝑇𝑘, 𝑇𝑘 + 𝑎𝑘], on amène à zéro les composantes associées
à des valeurs propres inférieures à 22𝑘. Ceci se fait avec un contrôle 𝑢𝑘 de norme
inférieure à 𝐶′𝑎−1/2𝑘 e𝐶′2𝑘|𝑓(𝑇𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω) (remarquons le 2𝑘 au lieu de 22𝑘). On a donc
grâce à la formule de Duhamel :

𝑓(𝑇𝑘 + 𝑎𝑘, ⋅) = e𝑎𝑘Δ𝑓(𝑇𝑘, ⋅) +∫
𝑎𝑘

0
e(𝑎𝑘−𝑠)Δ𝑢𝑘(𝑠, ⋅) d𝑠

et donc

|𝑓(𝑇𝑘 + 𝑎𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω) ≤ |e𝑎𝑘Δ𝑓(𝑇𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω) +√𝑎𝑘|𝑢𝑘|𝐿2 ≤ 𝐶″e𝐶′2𝑘|𝑓(𝑇𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω)

Ensuite, sur l’intervalle de temps [𝑇𝑘 + 𝑎𝑘, 𝑇𝑘+1], on n’applique aucun contrôle.
Comme 𝑓(𝑇𝑘 + 𝑎𝑘, ⋅) n’a aucune composante selon les valeurs propres inférieures
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à 22𝑘, on a |𝑓(𝑇𝑘+1, ⋅)|𝐿2(Ω) ≤ e−𝑎𝑘22𝑘|𝑓(𝑇𝑘 + 𝑎𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω). Donc, en utilisant aussi
𝑎𝑘 = 𝑐2−𝑘/2 :

|𝑓(𝑇𝑘+1, ⋅)|𝐿2(Ω) ≤ 𝐶″e𝐶′2𝑘−𝑎𝑘22𝑘|𝑓(𝑇𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω) = 𝐶″e𝐶′2𝑘−𝑐23𝑘/2|𝑓(𝑇𝑘, ⋅)|𝐿2(Ω).

Comme ∑+∞
𝑘=0(𝐶

′2𝑘 − 𝑐23𝑘/2) = −∞, la norme 𝐿2 de 𝑓(𝑇𝑘, ⋅) tend vers 0, et le
contrôle 𝑢, construit comme la somme des contrôles 𝑢𝑘 qu’on a appliqué entre 𝑇𝑘 et
𝑇𝑘 + 𝑎𝑘, est de norme 𝐿2 finie. On a donc bien construit un contrôle qui amène 𝑓0 à
0.

Cette démonstration, depuis appelée «méthode Lebeau-Robbiano », a été adaptée
pour d’autres équations paraboliques [4], généralisée dans un cadre abstrait [64] et
généralisée à nouveau [18, 21].

Autres résultats

Si le domaine de contrôle 𝜔 est mesurable de mesure de Lebesgue positive mais pas
ouvert, on ne sait pas démontrer d’inégalité de Carleman,mais on peut encore démon-
trer une inégalité spectrale par d’autres moyens, et donc démontrer la contrôlabilité
à zéro de l’équation de la chaleur [9]. Ceci est encore vrai si le contrôle est choisi à
support dans une partie 𝜔𝑇 ⊂ ]0, 𝑇[ × Ωmesurable de mesure positive [10]. Si Ω est
non borné, Miller à démontré que si, dit informellement, le domaine de contrôle
« ne se rétrécit pas à l’infini », l’équation de la chaleur est contrôlable à zéro en tout
temps [66]. Si Ω = ℝ𝑛 et 𝜔 est mesurable, on peut grâce à des techniques d’analyse
complexe démontrer une inégalité spectrale si 𝜔 vérifie la condition suivante [55],
où 𝐵(𝑥, 𝑎) est la boule de centre 𝑥 et de rayon 𝑎 :

∃𝑐, 𝑎 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛,mesure(𝜔 ∩ 𝐵(𝑥, 𝑎)) ≥ 𝑐.

Le cas échéant, on a donc contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur [41, 82], et
cette condition géométrique est même nécessaire.

On a mentionné que la contrôlabilité exacte de l’équation de la chaleur n’est
pas vraie, parce que les solutions de l’équation de la chaleur sont lisses. On peut se
demander tout demême quels sont les états finaux qu’on peut atteindre. On considère
l’équation de la chaleur sur ]−1, 1[ avec des contrôles frontières en 𝑥 = ±1. Il se trouve
que l’ensemble des états qu’on peut atteindre est un sous espace des fonctions qui
s’étendent en une fonction holomorphe sur le « diamant » {𝑥+ i𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, |𝑥|+|𝑦| <
1}, et qui contient toutes les fonctions qui s’étendent sur un diamant un peu plus
grand {𝑥 + i𝑦, |𝑥| + |𝑦| < 1 + 𝜖} [32, 46, 72].

1.2 Équations peu diffusives

Pour l’équation de la chaleur, on a vu que la contrôlabilité résulte des fortes propriétés
de dissipation par rapport au coefficient de l’inégalité spectrale (Th. 1.9). Dans cette
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thèse, nous étudions la contrôlabilité à zéro d’équations aux dérivées partielles pour
lesquelles cette propriété n’est pas vérifiée, qu’on appellera équations peu diffusives.

Passons en revue les équations qui nous occuperons pendant le cœur de cette
thèse : l’équation de la chaleur fractionnaire, les équations de type Grushin et les
équations de type Kolmogorov. Nous regarderons aussi les systèmes couplant des
équations paraboliques et des équations hyperboliques, bien qu’ils ne soient pas
réellement de même nature que les précédents exemples.

1.2.1 Équation de la chaleur fractionnaire
L’équation de la chaleur fractionnaire est la suivante, où 𝛼 ∈ ℝ∗

+ :

{ 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + (−Δ)𝛼/2𝑓(𝑡, 𝑥) = 0 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × Ω
𝑓(𝑡, 𝑥) = 0 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝜕Ω,

où (−Δ)𝛼/2 est défini grâce au calcul fonctionnel. Par exemple, si Ω est le tore 𝕋 =
ℝ/2𝜋ℤ, (−Δ)𝛼/2𝑓 consiste à multiplier le 𝑛-ième coefficient de Fourier de 𝑓 par |𝑛|𝛼,
et si Ω = ℝ, on multiplie la transformée de Fourier de 𝑓 par |𝜉|𝛼.

L’équation de la chaleur non-fractionnaire (𝛼 = 2) modélise les phénomènes de
diffusion, comme l’évolution de la température mais aussi l’évolution de la concen-
tration d’une espèce chimique en l’absence de convection. Certains phénomènes
présentent une dissipation plus faible ou plus forte que celle décrite par l’équation de
la chaleur [62, 79], comme par exemple la diffusion dans des milieux poreux. Même
si l’équation de la chaleur fractionnaire ne semble pas avoir été beaucoup utilisée
pour modéliser de tels phénomènes, elle décrit aussi des phénomènes où la diffusion
est plus forte (si 𝛼 > 2) ou plus faible (si 𝛼 < 2) que celle prévue par l’équation de la
chaleur.

Mais la vraie raison pour laquelle nous nous intéressons à l’équation de la chaleur
fractionnaire est qu’elle est un modèle de certaines équations paraboliques dégéné-
rées, dont nous allons maintenant discuter.

1.2.2 Équations paraboliques dégénérées

Hypoellipticité et condition de Hörmander

Une équation parabolique dégénérée est, de manière cavalière, une équation de la
chaleur où on aurait mis dans le laplacien des coefficients variables, positifs, mais
qui peuvent s’annuler. Plus précisément, on considère un opérateur du second ordre
surΩ ⊂ ℝ𝑛 de la forme 𝐿 = −∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜕𝑖𝜕𝑗 +∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖(𝑥)𝜕𝑖 + 𝑐(𝑥), où les 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑗 et 𝑐

sont des fonctions à valeur réelles 𝐶∞, et on suppose que pour tout 𝑥 ∈ Ω et 𝜉 ∈ ℝ𝑛,
𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 0.
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L’opérateur−Δ, donné par 𝑎𝑖𝑗(𝑥) constant égal à 𝛿𝑖𝑗, vérifie la condition plus forte
∑𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ |𝜉|2. On dit alors que −Δ est uniformément elliptique. Mais si∑𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗
s’annule pour un 𝜉 non nul et pour au moins un 𝑥, l’opérateur est appelé elliptique
dégénéré. Dans cette thèse, on s’intéresse à quelques équations de la forme 𝜕𝑡+𝐿 où 𝐿
est elliptique dégénéré ; on appellera ces équations équations paraboliques dégénérées.

On s’intéressera plus particulièrement aux équations 𝜕𝑡 + 𝐿, où 𝐿 n’est certes pas
elliptique, mais satisfait tout de même la condition plus faible d’hypoellipticité : si 𝐿𝑢
est 𝐶∞ sur un ouvertΩ, alors 𝑢 est 𝐶∞ surΩ. Un opérateur uniformément elliptique
du second ordre satisfait cette condition, mais si un opérateur n’est pas uniformé-
ment elliptique, on peut souvent démontrer l’hypoellipticité grâce à la condition de
Hörmander [50, Sec. 22.2] (voir aussi [76] pour le calcul de certaines constantes et
[48, Ch. 2] pour une présentation simplifiée d’une partie de la démonstration).

Théorème 1.10. Soit (𝑋𝑖)0≤𝑖≤𝑚 des champs de vecteurs 𝐶∞ sur un ouvertΩ de ℝ𝑛. Si
les 𝑋𝑖 et leur crochet de Lie itérés [𝑋𝑖, 𝑋𝑗], [𝑋𝑖, [𝑋𝑗, 𝑋𝑘]] etc. engendrent ℝ𝑛 en tout point
deΩ, alors l’opérateur 𝑋0 +∑𝑚

𝑖=1 𝑋
2
𝑖 est hypoelliptique.

Rappelons que le crochet de Lie de deux champs de vecteurs 𝑋, 𝑌, vus comme
des dérivations, est défini par, pour tout 𝑢 ∈ 𝐶∞(Ω), [𝑋, 𝑌](𝑢) = 𝑋(𝑌(𝑢)) − 𝑌(𝑋(𝑢)).
Par exemple, si 𝑋1 = 𝜕𝑥 et 𝑋2 = 𝑥𝜕𝑦, les opérateurs 𝑋1 et 𝑋2 ne génèrent pas ℝ2

sur {𝑥 = 0}, mais [𝑋1, 𝑋2] = 𝜕𝑦, donc 𝑋1 et [𝑋1, 𝑋2] engendrent ℝ2 en tout point, et
la condition de Hörmander est vérifiée. On en déduit que l’opérateur 𝜕2𝑥 + 𝑥2𝜕2𝑦 est
hypoelliptique.

Équation de Grushin

L’équation la plus étudiée dans cette thèse est l’équation parabolique dégénérée
suivante, qu’on appellera équation de Grushin.

{ 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) − 𝜕2𝑥𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) − 𝑥2𝜕2𝑦𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇] × ℝ × Ω
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇] × 𝜕Ω.

Notons que l’opérateur de Grushin −𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦, qui est l’exemple donné juste
avant, satisfait la condition de Hörmander. Bien que cette équation ressemble à une
équation de la chaleur, elle se comporte sur certains sous-espaces de 𝐿2(Ω) plutôt
comme une équation de la chaleur fractionnaire. En effet, dans le cas Ω = ℝ × 𝕋, on
vérifie que 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = e−|𝑛|𝑥2/2+i𝑛𝑦 est une fonction propre de l’opérateur de Grushin
associée à la valeur propre |𝑛|. Donc, sur le sous-espace engendré par ces fonctions
propres, les solutions de l’équation de Grushin sont

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛e−|𝑛|𝑥
2/2+i𝑛𝑦−𝑛𝑡,

qui ont la même forme en la variable 𝑦 que les solutions de l’équation de la demi-
chaleur 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑦) + √−Δ𝑓(𝑡, 𝑦) = 0, (𝑡, 𝑦) ∈ [0, 𝑇] × 𝕋.
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Équations de type Kolmogorov

Un autre opérateur qui vérifie la condition de Hörmander est donné par 𝑋0 = 𝑣𝛾𝜕𝑥
et 𝑋1 = 𝜕𝑣, avec 𝛾 ∈ ℕ∗. On étudiera dans cette thèse l’équation associée, qui est une
équation de type Kolmogorov :

{ 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) − 𝜕2𝑣𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) − 𝑣𝛾𝜕𝑥𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 0 (𝑡, 𝑥, 𝑣) ∈ [0, 𝑇] × Ω
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 0 (𝑡, 𝑥, 𝑣) ∈ [0, 𝑇] × 𝜕Ω.

Cette équation est proche du linéarisé autour d’un état stationnaire de l’équation
de Prandtl pour les couches limites en mécaniques des fluides [26], une fois qu’on a
écrit l’équation de Prandtl en variables de Crocco (voir [70]).

On remarque que dans le cas 𝛾 = 2 et Ω = 𝕋 × ℝ, la fonction2 e−√i𝑛𝑣2/2+i𝑛𝑥, est
une fonction propre de l’opérateur −𝜕2𝑣 + 𝑣2𝜕𝑥, de valeur propre associée√i𝑛. Donc,
sur l’espace engendré par ces fonctions propres, les solutions de l’équation de type
Kolmogorov ci-dessus sont de la forme

∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛e−√i𝑛𝑣
2/2+i𝑛𝑥−√i𝑛𝑡.

Ces solutions se comportent dans la variable 𝑥 comme les solutions de l’équation de
la chaleur fractionnaire tournée 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + √i(−Δ)1/4𝑓(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝕋.

Dans le cas 𝛾 = 1 etΩ = 𝕋×]0, +∞[, on peut donner explicitement des fonctions
propres de −𝜕2𝑣 + 𝑣𝜕𝑥 grâce à la fonction d’Airy Ai. Plus précisément, Ai vérifie
−Ai″+𝑥Ai = 0 et Ai(𝑧) décroit en 𝑧−1/4e−2𝑧3/2/3 lorsque 𝑧 → +∞, |arg(𝑧)| < 𝜋 − 𝜖.
Alors, si −𝜇0 est le premier zéro (négatif) de Ai, la fonction 𝑓𝑛 définie par

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = Ai (𝑛1/3e−i𝜋/6𝑣 − 𝜇0) ei𝑛𝑥

est fonction propre de 𝜕2𝑣+𝑣𝜕𝑥 de valeur propre associée 𝑛2/3e−i𝜋/3𝜇0 = 𝑛2/3𝜆0. Donc,
les solutions selon les combinaisons linéaires de ces fonctions propres sont de la
forme

∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛ei𝑛𝑥−𝑡𝑛
2/3𝜆0 Ai (𝑛1/3e−i𝜋/6𝑣 − 𝜇0) ,

qui ont en la variable 𝑥 la même forme que les solutions de l’équation de la chaleur
fractionnaire tournée (𝜕𝑡 + 𝜆0(−Δ)1/3)𝑓(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝕋.

Même si ces équations sont spécifiques, et peut-être pas très pertinentes physi-
quement, nous espérons que leur étude permettra de comprendre sur des exemples
quelques phénomènes lié à la contrôlabilité d’équations paraboliques dégénérées,
dans le but d’aborder de manière plus générale le problème lors de travaux futurs.

2Ici,√i𝑛 est choisi à partie réelle positive. Sauf mention du contraire, toutes les racines carrées
seront prises à partie réelle positive.
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1.3 Contrôle d’équations peu diffusives

1.3.1 Contrôle de l’équation de la chaleur fractionnaire

Inégalité spectrale

Les fonctions propres de (−Δ)𝛼/2 sont les mêmes que celles de −Δ. Par exemple,
sur le tore, ce sont les 𝑥 ↦ ei𝑛𝑥. On a donc la même inégalité spectrale que pour le
laplacien (Théorème 1.9) : si 𝜔 est un ouvert non vide de 𝕋, il existe 𝐶 > 0 tel que
pour toute 𝑁 ∈ ℕ∗ et pour toute suite (𝑎𝑛)𝑛≥0 de nombres complexes,

∫
𝕋

|||

𝑁
∑
𝑛=0

𝑎𝑛ei𝑛𝑥
||| d𝑥 ≤ 𝐶𝑒𝐶𝑁∫

𝜔

|||

𝑁
∑
𝑛=0

𝑎𝑛ei𝑛𝑥
||| d𝑥.

Pour l’équation de la chaleur, la dissipation pour des solutions sans composantes
selon les ei𝑛𝑥 pour |𝑛| < 𝑁 est en e−𝑁2𝑡, donc pour l’équation de la chaleur fraction-
naire, la dissipation est de e−𝑁𝛼𝑡. On voit que, tant que 𝛼 > 1, la dissipation reste plus
forte que l’inégalité spectrale, et on peut alors grâce à la méthode Lebeau-Robbiano
démontrer la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur fractionnaire, comme
ceci a déjà été remarqué par Micu & Zuazua [63] et Miller [65].

Notons que le facteur 𝐶e𝐶𝑁 dans l’inégalité spectrale est optimal ; on ne peut
le remplacer par aucun 𝐶e𝐶𝑁𝛾 avec 𝛾 < 1 [56, Proposition 5.5]. Donc si 𝛼 ≤ 1, la
diffusion n’est pas plus forte que l’inégalité spectrale. On ne peut alors plus démontrer
la contrôlabilité à zéro grâce à la méthode Lebeau-Robbiano.

Non-contrôlabilité par des contrôles scalaires dans le cas peu diffusif

Pour des opérateurs de contrôle un peu différents de ceux considérés dans cette thèse,
Micu, Zuazua et Miller constatent que l’équation de la chaleur fractionnaire avec
𝛼 < 1 n’est pas contrôlable.

Plus précisément, Micu et Zuazua [63] considèrent le système de contrôle
𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + (−Δ)𝛼/2𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡)ℎ(𝑥) pour 𝑥 ∈ (0, 𝜋) avec condition aux bords de
Dirichlet, où 0 < 𝛼 < 1, ℎ est une fonction donnée, et le contrôle 𝑢(𝑡) est juste un
nombre. On appelle ce type de contrôle contrôle profil.

On définit 𝑎𝑛(𝑡) =
2
𝜋
∫𝜋
0 𝑓(𝑡, 𝑥)(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥 le 𝑛-ième coefficient de Fourier de

𝑓, et de manière similaire on définit ℎ𝑛 le 𝑛-ième coefficient de Fourier de ℎ. D’après
l’équation vérifiée par 𝑓, on a 𝑎′𝑛 + |𝑛|𝛼𝑎𝑛 = 𝑢(𝑡)ℎ𝑛. Alors, en prenant le produit
scalaire de l’équation vérifiée par 𝑓 avec sin(𝑛𝑥), on voit qu’on a 𝑎′𝑛+|𝑛|𝛼𝑎𝑛 = 𝑢(𝑡)ℎ𝑛.
Donc si l’un des ℎ𝑛 est nul, on ne pourra pas agir sur la 𝑛-ième composante de Fourier
de 𝑓, et la contrôlabilité à zéro n’est pas vraie. Supposons donc qu’aucun des ℎ𝑛 n’est
nul.
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La contrôlabilité à zéro est équivalente à l’inégalité d’observabilité au temps
final du Théorème 1.6. Pour le contrôle profil, qui correspond au cas où 𝑈 = ℝ
et 𝐵𝑢(𝑡) = 𝑥 ↦ ℎ(𝑥)𝑢(𝑡) dans le système de contrôle (CS), cette inégalité est : il
existe 𝐶 > 0 tel que pour toute solution 𝑔 de l’équation de la chaleur fractionnaire
𝜕𝑡𝑔(𝑡, 𝑥) + (−Δ)𝛼/2𝑔(𝑡, 𝑥) = 0,

∫
𝜋

0
|𝑔(𝑇, 𝑥)|2 d𝑥 ≤ 𝐶∫

𝑇

0

|
|
|
∫

𝜋

0
ℎ(𝑥)𝑔(𝑡, 𝑥) d𝑥

|
|
|

2

d𝑡.

Comme les solutions de l’équation de la chaleur fractionnaire sont de la forme
𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑+∞

𝑛=1 𝑎𝑛e
−|𝑛|𝛼𝑡 sin(𝑛𝑥), cette inégalité est équivalente à : il existe 𝐶 > 0 tel

que pour toute suite (𝑎𝑛)𝑛≥0 ∈ ℓ2(ℕ∗),

+∞
∑
𝑛=1

|𝑎𝑛|2e−2𝑇|𝑛|
𝛼 ≤ 𝐶∫

𝑇

0

|
|
|

+∞
∑
𝑛=1

𝑎𝑛ℎ𝑛e−𝑡|𝑛|
𝛼||
|

2

d𝑡,

Fixons 𝑛0 un entier et définissons une forme linéaire 𝜇 sur les combinaisons
linéaires finies∑𝑎𝑛ℎ𝑛e−|𝑛|

𝛼𝑡 par 𝜇 (∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛ℎ𝑛e

−|𝑛|𝛼𝑡) = 𝑎𝑛0. L’inégalité précédente
nous assure que

|𝜇(𝑓)|2 ≤
+∞
∑
𝑛=1

|𝑎𝑛|2e−2𝑇(|𝑛|
𝛼−|𝑛0|𝛼) ≤ 𝐶e2𝑇|𝑛0|𝛼∫

𝑇

0

|
|
|

+∞
∑
𝑛=1

𝑎𝑛ℎ𝑛e−𝑡|𝑛|
𝛼||
|

2

d𝑡 = 𝐶′|𝑓|2𝐿2(0,𝑇).

Onpeut donc étendre𝜇 en une forme linéaire continue sur 𝐿2(0, 𝑇) grâce au théorème
deHahn-Banach. D’après le théorème de représentation deRiesz, il existe ̃𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇)
tel que pour tout 𝑓 dans 𝐿2(0, 𝑇), 𝜇(𝑓) = ⟨ ̃𝑓, 𝑓⟩, et donc en particulier ⟨ ̃𝑓, ℎ𝑛e−|𝑛|

𝛼𝑡⟩ =
1 si 𝑛 = 𝑛0 et 0 sinon. Donc l’espace vectoriel engendré par la famille de fonctions
(ℎ𝑛e−|𝑛|

𝛼𝑡)𝑛≠𝑛0 n’est pas dense dans 𝐿
2(0, 𝑇). Donc, d’après le théorème de Müntz,

∑+∞
𝑛=1 |𝑛|

−𝛼 < +∞, donc 𝛼 > 1.
Donc, par contraposé, si 𝛼 ≤ 1, il existe des conditions initiales qu’on ne peut pas

contrôler à zéro.
Dans un registre similaire, Miller [65] considère le laplacien avec conditions

aux bords de Neumann, qu’on notera Δ𝑁, et l’équation de la chaleur fractionnaire
avec contrôle au bord 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + (−Δ𝑁)𝛼/2 = 0, 𝑓(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡). Il montre, également
grâce au théorème de Müntz, qu’aucune combinaison linéaire finie non triviale de
fonctions propres de Δ𝑁 ne peut être amenée à zéro.

Cas du contrôle interne : nouveaux résultats

Les deux articles dont nous avons discuté regardent le cas d’un contrôle scalaire,
c’est-à-dire que l’espace des contrôles, 𝑈 dans le système de contrôle (CS), est juste ℝ.
Un espace de contrôle 𝑈 = 𝐿2(𝜔) est plus large, et on pourrait espérer contrôler à
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zéro l’équation de la chaleur fractionnaire avec de tels contrôles. Le premier résultat
de cette thèse est que ce n’est en fait pas le cas.

Théorème 1.11 (voir aussi Sec. 2.2). Soit Ω = 𝕋, ou Ω = ℝ, soit 𝑧 ∈ ℂ tel que
ℜ(𝑧) > 0. Soit 𝜔 un ouvert strict deΩ et 𝑇 > 0. L’équation de la demi-chaleur tournée
𝜕𝑡𝑓 + 𝑧√−Δ𝑓 = 1𝜔𝑢 n’est pas contrôlable à 0 en temps 𝑇.

Cet énoncé affirme qu’il existe une condition initiale qu’on ne peut amener à
zéro avec un contrôle 𝐿2 (pour l’équation de la demi-chaleur). La remarque centrale
pour l’équation de la demi-chaleur tournée sur le tore 𝕋 est que les solutions sont de
la forme∑𝑎𝑛ei𝑛𝑥−𝑧|𝑛|𝑡, donc une solution sans composantes selon les fréquences
négatives est une fonction holomorphe en 𝜁 = e−𝑧𝑡+i𝑥. Montrons comment on en
déduit que l’équation de la demi-chaleur sur le tore est non-contrôlable. On ne le fait
pour le moment que dans le cas 𝑧 = 1 pour simplifier les notations.

Démonstration dans le casΩ = 𝕋, 𝑧 = 1. L’inégalité d’observabilité au temps final
pour l’équation de la demi-chaleur sur 𝕋 est : il existe 𝐶 > 0 tel que pour toute suite
(𝑎𝑛)𝑛≥0 ∈ ℓ2(ℤ),

+∞
∑

𝑛=−∞
|𝑎𝑛|2e−2|𝑛|𝑇 ≤ 𝐶∫

[0,𝑇]×𝜔

|
|
|

+∞
∑

𝑛=−∞
𝑎𝑛ei𝑛𝑥−|𝑛|𝑡

|
|
|

2

d𝑡 d𝑥.

𝜔

𝜃

𝒟
𝐷(0, e−𝑇)

Figure 1.1 – En jaune, le domaine 𝒟. En
rouge, le disque𝐷(0, e−𝑇). La contrôlabilité
à zéro de l’équation de la demi-chaleur im-
plique la contrôle de la norme 𝐿2 des po-
lynômes sur 𝐷(0, e−𝑇) par leur norme 𝐿2
sur 𝒟. Mais on peut construire un contre
exemple à ceci en prenant une suite de poly-
nômes qui converge vers 𝜁 ↦ 𝜁−1 hors de la
demi-droite bleue.

On teste cette inégalité sur les suites (𝑎𝑛)𝑛≥0 avec 𝑎𝑛 = 0 pour 𝑛 ≤ 0 et seulement
un nombre fini de termes non-nuls. Alors, en faisant le changement de variables
𝜁 = e−𝑡+i𝑥, l’inégalité d’observabilité implique que pour le polynôme à coefficients
complexes 𝑝(𝜁) = ∑𝑛>0 𝑎𝑛𝜁

𝑛−1,

∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2e−2𝑛𝑇 ≤ 𝐶|𝑝|2𝐿2(𝒟),
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où𝒟 = {e−𝑇 < |𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔} (voir Fig. 1.1). De plus, un calcul en coordonnées
polaires nous donne :

|𝑝|2𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) = 𝜋 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2

𝑛 e−2𝑛𝑇 ≤ 𝜋 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|e−2𝑛𝑇.

Donc l’inégalité d’observabilité pour l’équation de la demi-chaleur implique qu’il
existe 𝐶 > 0 tel que pour tout polynôme 𝑝 à coefficients complexes, |𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤
𝐶|𝑝|𝐿2(𝒟). On va construire un contre-exemple à cette inégalité grâce au théorème de
Runge (voir par exemple le livre de Rudin [77, Theorem 13.9]).

Théorème 1.12 (Théorème de Runge). Soit𝑈 un ouvert deℂ tel queℂ⧵𝑈 soit connexe,
et soit 𝑓 une fonction holomorphe sur 𝑈. Il existe une suite (𝑓𝑛)𝑛≥0 de polynômes qui
converge uniformément sur tout compact de 𝑈 vers 𝑓.

On choisit𝑈 = ℂ⧵ e𝑖𝜃ℝ+ avec 𝜃 ∉ 𝜔 et 𝑓∶ 𝜁 ↦ 𝜁−1. Il existe d’après le théorème
de Runge une suite 𝑝𝑘 qui converge uniformément vers 𝜁 ↦ 𝜁−1 sur tout compact
de ℂ ⧵ e𝑖𝜃ℝ+. En particulier, la suite (𝑝𝑘)𝑘≥0 est uniformément bornée sur𝒟. Mais
comme |𝜁−1|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) = +∞, d’après le lemme de Fatou, |𝑝𝑘|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) → +∞
lorsque 𝑘 → +∞. Donc la suite 𝑝𝑘 est un contre exemple à l’inégalité |𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤
𝐶|𝑝|𝐿2(𝒟). Et donc l’équation de la demi-chaleur n’est pas contrôlable à zéro.

Cette démonstration, qui consiste à nier l’inégalité d’observabilité n’est pas
constructive : on sait qu’il existe une condition initiale qu’on ne peut amener à
zéro avec des contrôles 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔), mais on n’a aucune idée de quelles sont les
conditions initiales qui sont contrôlables ou non. On pourrait espérer, comme ceci
arrive pour d’autres équations [20, Th. 1.4] que les conditions initiales suffisam-
ment régulières soient contrôlable. Ce n’est en fait pas le cas, car on peut montrer
qu’aucune condition initiale assez régulière ne peut être contrôlée à zéro.

Théorème 1.13 (voir aussi Sec. 2.2). Soit Ω = 𝕋, soit 𝑧 ∈ ℂ tel que ℜ(𝑧) > 0. Soit
𝜔 un ouvert strict de Ω et 𝑇 > 0. Aucune combinaison linéaire finie non triviale de
fonctions propres du laplacien ne peut être contrôlée à zéro pour l’équation de la demi-
chaleur tournée.

Nous montrerons même dans le corps de la thèse une version un peu plus forte
de ce théorème. Au vu de ce théorème, on peut se demander s’il existe une condi-
tion initiale non nulle qui soit contrôlable à zéro. Le problème est ouvert, mais on
conjecture qu’il n’en existe pas.

Pour le cas de l’équation de la chaleur fractionnaire sous-critique (cas 𝛼 < 1), on
n’a également pas la contrôlabilité à zéro.

Théorème 1.14 (voir Sec. 2.3). Soit 0 ≤ 𝛼 < 1, soit 𝑧 ∈ ℂ tel queℜ(𝑧) > 0. Soit 𝜔 un
ouvert strict de 𝕋 et 𝑇 > 0. L’équation de la chaleur fractionnaire tournée

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑧(−Δ)𝛼/2𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔, (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝕋
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n’est pas contrôlable à zéro en temps 𝑇.

La démonstration consiste à considérer la suite de solutions (𝑔ℎ) du système ad-
joint ayant pour condition initiale essentiellement 𝑔ℎ(0, 𝑥) = e−i𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ. Dans la li-
mite ℎ → 0, l’état initial est concentré en zéro, et onmontre grâce à uneméthode stan-
dard, appelée méthode du point col, l’asymptotique 𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) ≈ 𝑔ℎ(0, 𝑥)𝑒−𝑡𝑧(𝜉0+i𝑥)

𝛼/ℎ𝛼.
Donc la solution reste concentrée en 0, et la famille de solutions (𝑔ℎ) est un contre-
exemple à l’inégalité d’observabilité au temps final associée à la contrôlabilité à zéro
de la chaleur fractionnaire.

1.3.2 Contrôle de l’équation de Grushin

Inégalité spectrale

L’équation de Grushin 𝜕𝑡𝑓 − 𝜕2𝑥𝑓 − 𝑥2𝜕2𝑦𝑓 = 0, bien que ressemblant à une équation
de la chaleur, est peu diffusive au sens que la dissipation naturelle n’est pas plus
forte que l’inégalité spectrale. En effet, on a déjà remarqué que l’équation de Grushin
se comportait sur certains sous-espaces comme l’équation de la demi-chaleur, et
l’équation de la demi-chaleur est peu diffusive.

En fait, on peut montrer une inégalité spectrale pour l’opérateur de Grushin
−𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦 sur ]−1, 1[ × 𝕋 avec conditions aux bords de Dirichlet [52].3 Si on note
(𝜙𝑛)𝑛≥0 une base de fonctions propres et (𝜆𝑛)𝑛≥0 les valeurs propres associées, pour
tout ouvert non vide 𝜔 de ]−1, 1[ × 𝕋, il existe 𝐶 > 0 tel que pour toute suite de
nombre complexes (𝑎𝑛)𝑛≥0 :

||| ∑
𝜆𝑛≤𝜇

𝑎𝑛𝜙𝑛
|||
𝐿2(Ω)

≤ 𝐶e𝐶𝜇||| ∑
𝜆𝑛≤𝜇

𝑎𝑛𝜙𝑛
|||
𝐿2(𝜔)

.

Lorsque {𝑥 = 0} ⊄ 𝜔, l’exposant 1 de 𝜇 dans le facteur 𝐶e𝐶𝜇 est optimal, on ne
peut remplacer ce facteur par aucun 𝐶e𝐶𝜇𝛾 avec 𝛾 < 1. Cela sera confirmé par le fait
que l’équation n’est alors pas contrôlable à zéro en temps arbitrairement petit, mais
on peut déjà s’en douter en testant l’inégalité spectrale avec les fonctions ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2,
qui sont des fonctions propres approchées (elle ne vérifient pas les conditions aux
bords) de valeurs propres approchées 𝑛.

Contrôle sur une bande verticale

L’article fondateur sur la contrôlabilité de l’équation de Grushin, de Beauchard,
Cannarsa et Guglielmi [15], traite le cas de l’équation de Grushin sur4 (𝑥, 𝑦) ∈

3Comme ce mémoire n’est pas publié, nous donnerons plus loin la démonstration, au moins dans
les grandes lignes.

4En fait ]−1, 1[ × ]0, 1[mais c’est pareil.
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]−1, 1[×𝕋, et𝜔 = ]𝑎, 𝑏[×𝕋, où 0 < 𝑎 < 𝑏. Ilsmontrent que l’équation deGrushin n’est
pas contrôlable si 𝑇 est trop petit, et est contrôlable si 𝑇 est assez grand. L’existence
d’un tempsminimal pour avoir contrôlabilité, phénomène attendu pour les équations
hyperboliques, est plus surprenant pour une équation parabolique. Détaillons un
peu ces démonstrations.

Comme ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2 est une fonction propre de l’opérateur de Grushin sur ℝ × 𝕋,
de valeur propre associée 𝑛, les fonctions 𝜒(𝑥)ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2, où 𝜒 est 𝐶∞ à support dans
]−1, 1[, et qui vaut 1 au voisinage de 0, vérifient

(−𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦 − 𝑛)(𝜒(𝑥)ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2) = 𝒪(𝑒−𝑐𝑛).

Ces sont des « fonctions propres approchées», ou en termes plus techniques, des quasi-
modes. En conséquence, 𝜒(𝑥)ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2−𝑛𝑡 est une solution approchée de l’équation
de Grushin. Donc la solution 𝑔𝑛 de l’équation de Grushin avec condition initiale
𝜒(𝑥)ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2 vérifie 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ei𝑛𝑦−𝑛𝑥2/2−𝑛𝑡 + 𝑂(𝑒−𝑐𝑛). En particulier,

|𝑔𝑛(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(]−1,1[×𝕋) ≥ 𝑐𝑛−1/2e−2𝑛𝑇;

|𝑔𝑛|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ e−𝑐′𝑛.

Donc si 2𝑇 < 𝑐′, l’inégalité d’observabilité au temps final est fausse, et l’équation de
Grushin n’est pas contrôlable sur 𝜔. En remplaçant e−𝑛𝑥2/2 par la véritable fonction
propre de −𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2, on peut grâce à des techniques d’inégalité d’Agmon montrer
que |𝑔𝑛|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) est alors𝑂(e

−(1−𝜖)𝑎2) pour tout 𝜖 > 0. Ceci démontre que l’équation
de Grushin n’est en fait pas contrôlable si 2𝑇 < 𝑎2.

Pour la contrôlabilité en temps grand, les auteurs décomposent les solutions
𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) de l’équation de Grushin en série de Fourier suivant 𝑦, c’est-à-dire qu’ils
écrivent 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑+∞

𝑛=−∞ 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥)𝑒i𝑛𝑦. La 𝑛-ième composante 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) vérifie alors
l’équation suivante :

𝜕𝑡𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝜕2𝑥𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) + (𝑛𝑥)2𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) = 0,

ainsi que les conditions aux bords 𝑔𝑛(𝑡, ±1) = 0.
Cette décomposition en série de Fourier est à la base des résultats de contrôlabilité

sur l’équation de Grushin.5 L’observabilité au temps final de l’équation de Grushin
sur 𝜔 = ]𝑎, 𝑏[ × 𝕋 est équivalente, d’après l’égalité de Parseval, à l’observabilité au
temps final de chaque équation 𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2 sur ]𝑎, 𝑏[, uniformément en 𝑛, c’est à
dire à l’existence de 𝐶 > 0 telle que pour tout 𝑛 et pour toute solution 𝑔𝑛 de

𝜕𝑡𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝜕2𝑥𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) + (𝑛𝑥)2𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) = 0, (G𝑛)

5Mentionnons que c’est aussi un ingrédient pour démontrer l’inégalité spectrale que nous avons
énoncée.
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on a l’inégalité d’observabilité au temps final

∫
1

−1
|𝑔(𝑇, 𝑥)|2 d𝑥 ≤ 𝐶∫

[0,𝑇]×]𝑎,𝑏[
|𝑔(𝑡, 𝑥)|2 d𝑡 d𝑥.

En démontrant des inégalités de Carleman pour les opérateurs 𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2, et
en suivant la valeur des constantes en fonction de 𝑛, les auteurs démontrent6 qu’il
existe 𝐶 > 0, tel que pour tout 𝑇 > 1, pour tout 𝑛 et pour toute solution 𝑔𝑛 de (G𝑛),

∫
1

−1
|𝑔𝑛(𝑇, 𝑥)|2 d𝑥 ≤ 𝐶e𝐶𝑛∫

[0,𝑇]×]𝑎,𝑏[
|𝑔𝑛(𝑡, 𝑥)|2 d𝑡 d𝑥.

La constante d’observabilité n’est pas uniforme en 𝑛, mais on peut la compen-
ser grâce à la dissipation de chaque équation (G𝑛). En effet, en exploitant les fonc-
tions e−𝑛𝑥2/2, qui sont des fonctions propres approchées des opérateurs −𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2,
on peut voir que la première valeur propre 𝜆𝑛 de ces opérateurs a pour asympto-
tique 𝜆𝑛 = 𝑛 + 𝒪(e−𝑐𝑛). Donc, les solutions de (G𝑛) satisfont |𝑔𝑛(𝑇, ⋅)|2𝐿2(−1,1) ≤
𝐶e−2𝑛𝑇|𝑔𝑛(0, ⋅)|2𝐿2(−1,1). En conséquence, si 2𝑇 > 𝐶 + 2 les équations (G𝑛) sont ob-
servables au temps final uniformément en 𝑛.

Cette démonstration ne donne pas le temps minimal pour avoir contrôlabilité,
on sait juste qu’il est plus grand que 𝑎2/2. Dans le cas où 𝜔 est la réunion de deux
bandes symétriques, c.-à-d. 𝜔 = (]−𝑏,−𝑎[ ∪ ]𝑎, 𝑏[) × 𝕋, un article de Beauchard,
Miller & Morancey [20] démontre que la valeur du temps minimal est 𝑇∗ = 𝑎2/2, et
que l’équation de Grushin n’est pas contrôlable si 𝑇 = 𝑇∗. Dans un preprint récent,
Beauchard, Dardé et Ervedoza [16], montrent que si 𝜔 = ]𝑎, 𝑏[ × 𝕋 est une seule
bande, alors, le temps minimal est toujours 𝑇∗ = 𝑎2/2. Damien Allonsius [3, Ch. 4]
propose également une autre démonstration de ce résultat, modulo une conjecture
de gap uniforme qui est vérifiée numériquement (et très largement). En résumé :

Théorème 1.15. SoitΩ = ]−1, 1[ × 𝕋, 𝑇 > 0, 0 < 𝑎 < 𝑏 < 1 et 𝜔 = ]𝑎, 𝑏[ × 𝕋. Alors :

• si 𝑇 > 𝑎2/2, l’équation de Grushin (𝜕𝑡 −𝜕2𝑥 −𝑥2𝜕2𝑦)𝑓 = 1𝜔𝑢 surΩ est contrôlable
à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 ;

• si 𝑇 ≤ 𝑎2/2, l’équation de Grushin sur Ω n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en
temps 𝑇.

Mentionnons que les articles que nous avons cités contiennent bien d’autres
informations, comme des conditions suffisantes pour qu’une condition initiale soit
contrôlable à zéro même dans le cas 𝑇 ≤ 𝑎2/2, et des résultats sur les équations de
Grushin généralisées

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) − 𝜕2𝑥𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) − 𝑞(𝑥)2𝜕2𝑦𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)1𝜔.
6Même si cela est présenté de manière différente.
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Si 𝑞(𝑥) = |𝑥|𝛾 et 𝛾 < 1, on a la contrôlabilité en tout temps et sur tout 𝜔. Dans le
cas 𝑞 ∈ 𝐶3(−1, 1; ℝ), 𝑞(0) = 0 et 𝑞′(𝑥) ≥ 𝑐 > 0 ; et si le domaine de contrôle est une
bande verticale 𝜔 = ]𝑎, 𝑏[ × 𝕋 avec 0 < 𝑎 < 𝑏, le temps minimal de contrôle est
𝑇∗ = 𝑞′(0)−1 ∫𝑎

0 𝑞′(𝑥) d𝑥.

Contrôle sur d’autres domaines : nouveaux résultats

Notre premier résultat est que si le domaine de contrôle est le complémentaire d’une
bande horizontale 𝜔 = ]−1, 1[ × (𝕋 ⧵ [𝑎, 𝑏]), l’équation n’est jamais contrôlable.7

Théorème 1.16 (voir aussi Sec. 4.2). Soit 𝑇 > 0. Supposons qu’il existe un segment
non trivial [𝑎, 𝑏] de 𝕋 tel que 𝜔 = ]−1, 1[ × (𝕋 ⧵ [𝑎, 𝑏]). L’équation de Grushin sur
Ω = ]−1, 1[ × 𝕋 n’est pas contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇.

Ceci découle du fait que l’équation de Grushin se comporte sur certains sous-
espaces comme l’équation de la demi-chaleur, et que cette dernière n’est jamais
contrôlable. Plus précisément, on construit des solutions, qui sont approximativement
de la forme∑𝑛≥0 𝑎𝑛e

−𝑛𝑥2/2+i𝑛𝑦−𝑛𝑡 et qui se concentrent hors de 𝜔. Ceci se fait de la
même manière que pour la demi-chaleur, mais en traitant 𝑥 comme un paramètre.
Les fonctions ci-dessus ne sont que solutions approchées, donc nous aurons besoin
de traiter les termes d’erreurs. Comme nous sommes dans le cas critique, où la
diffusion est faible mais de presque rien, ces termes d’erreurs sont difficiles à traiter.
Nous aurons besoin d’outils d’analyse complexe et d’une analyse spectrale fine de
l’opérateur −𝜕2𝑥 + (𝜂𝑥)2 sur ]−1, 1[, dans la limite 𝜂 → ∞, ℜ(𝜂) > 0.

Dans les résultats sur les bandes verticales, la non-contrôlabilité en temps petit
était liée à une concentration des fonctions propres en 𝑥 = 0. Dans le cas des bandes
horizontales, la non-contrôlabilité vient d’une faible diffusion dans la direction 𝑦. On
peut combiner ces deux phénomènes, et trouver le temps minimal de contrôlabilité
pour d’autres domaines.8

Théorème 1.17 (voir aussi Sec. 4.3). Soit Ω = ]−1, 1[ × 𝕋. Soit 𝛾1, 𝛾2∶ 𝕋 → [−1, 1]
deux fonctions continues et 𝜔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ]−1, 1[ × 𝕋, 𝛾1(𝑦) < 𝑥 < 𝛾2(𝑥)} (voir Fig. 1.2).
Soit9 𝑎 = max(sup(𝛾−2 ), sup(𝛾+1 )). Alors :

1. si 𝑇 > 𝑎2/2, l’équation de Grushin est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 ;

2. si 𝑇 < 𝑎2/2, l’équation de Grushin n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇.

Ce théorème reste vrai si l’équation de Grushin est posée sur ]−1, 1[ × ]0, 𝜋[ au lieu
de ]−1, 1[ × 𝕋 ; dans ce cas, on demande que les fonctions 𝛾1 et 𝛾2 aillent de [0, 𝜋] dans
[−1, 1].

7Ce résultat a été publié dans [54].
8Ce résultat a été obtenu en collaboration avec Michel Duprez [38].
9Si 𝑓 est une fonction numérique, on note 𝑓+ = max(𝑓, 0) et 𝑓− = max(−𝑓, 0).



20 1.3. CONTRÔLE D’ÉQUATIONS PEU DIFFUSIVES

−𝑎
𝑥

𝑦

𝑦0

𝜔𝛾1
𝛾2

Figure 1.2 – En jaune, un exemple de domaine𝜔 pour le théorème 1.17 si l’équation de Grushin
est posée sur ]−1, 1[ × 0,𝜋. La fonctionmax(𝛾−2 , 𝛾+1 ) atteint son maximum en 𝑦0.

La démonstration du résultat de contrôlabilité à zéro en temps grand découle du
résultat sur les bandes verticales grâce à un argument de troncature, et le résultat de
non-contrôlabilité à zéro en temps petit se démontre par une extension de la méthode
employée pour montrer la non-contrôlabilité sur les bandes horizontales.

1.3.3 Contrôle des équations de type Kolmogorov

Contrôle sur une bande horizontale

Dans un article de 2014, Beauchard montre que comme pour l’équation de Grushin,
il peut exister un temps minimal de contrôlabilité.

Théorème 1.18 ([13]). On considère l’équation de type Kolmogorov (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 +
𝑣2𝜕𝑥)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑣), posée sur Ω = 𝕋 × ]−1, 1[, et avec 𝜔 = 𝕋 × ]𝑎, 𝑏[
(0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1). Il existe 𝑇∗ ≥ 𝑎2/2 tel que :

1. si 𝑇 > 𝑇∗, l’équation de Kolmogorov surΩ est contrôlable en temps 𝑇 sur 𝜔 ;

2. si 𝑇 < 𝑇∗, l’équation de Kolmogorov n’est pas contrôlable en temps 𝑇 sur 𝜔.

La stratégie de la démonstration est similaire à celle employée pour Grushin.
Pour montrer la non-contrôlabilité en temps petit, on exploite les fonctions propres
(approchées) ei𝑛𝑥−√i𝑛𝑣2/2. Pour la contrôlabilité en temps grand, on décompose en
séries de Fourier selon la variable 𝑥 les solutions libres de l’équation de Kolmogorov,
puis on montre l’observabilité uniforme des composantes de Fourier en combinant
un calcul explicite de la vitesse de dissipation de ces dernières et des inégalités de
Carleman.

Contrairement à l’équation de Grushin, le temps minimal pour la contrôlabilité
de l’équation de Kolmogorov est encore inconnu, mais on conjecture que dans le
cadre du théorème ci-dessus, ce temps minimal est 𝑎2/2.
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Notons aussi qu’on dispose de résultats de contrôlabilité sur d’autres équations
de type Kolmogorov, où on a remplacé 𝑣2 par 𝑣𝛾 :

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) − 𝜕2𝑣𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) − 𝑣𝛾𝜕𝑥𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑣)1𝜔.

Pour 𝛾 = 1 et 𝜔 = 𝕋 × ]𝑎, 𝑏[, où −1 < 𝑎 < 𝑏 < 1, on a toujours contrôlabilité [13], et
pour 𝛾 ≥ 3, on n’a jamais contrôlabilité [17].

Contrôle sur d’autres domaines : nouveaux résultats

Notre résultat principal, similaire à celui sur l’équation de Grushin, est la non-
contrôlabilité sur les complémentaires des bandes verticales.10

Théorème 1.19 (voir aussi Sec. 5.2). Supposons qu’il existe un segment non trivial
[𝑎, 𝑏] de 𝕋 tel que 𝜔 ⊂ (𝕋 ⧵ [𝑎, 𝑏]) × ]−1, 1[. L’équation de Kolmogorov (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 +
𝑣2𝜕𝑥)𝑓 = 1𝜔𝑢 posée surΩ = 𝕋 × ]−1, 1[ n’est jamais contrôlable sur 𝜔.

Comme pour l’équation de Grushin, la démonstration de ce théorème consiste
à remarquer que sur certains sous-espaces de 𝐿2(Ω), l’équation de Kolmogorov se
comporte comme l’équation de la chaleur fractionnaire tournée 𝜕𝑡𝑓+√i(−Δ)1/4𝑓 = 0,
et à adapter la démonstration de la non-contrôlabilité de cette dernière. Mentionnons
qu’il existait déjà des résultats similaires sur un modèle de cette équation [17], mais
les méthodes employées pour traiter ce modèle ne permettent pas de conclure sur
l’équation de Kolmogorov. Nous donnerons également un résultat analogue pour
l’équation de type Kolmogorov 𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 + 𝑣𝜕𝑥, avec une stratégie de démonstration
similaire (voir Sec. 5.3).

1.4 Contrôle des systèmes paraboliques-hyperboli-
ques

1.4.1 Systèmes paraboliques-hyperboliques
Un système parabolique-hyperbolique est un système d’équations de la forme

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝐵𝜕2𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝐴𝜕𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝐾𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔
où 𝑓(𝑡, 𝑥) est un vecteur deℝ𝑛, et𝐴, 𝐵 et𝐾 sont desmatrices réelles. Ces systèmes sont
bien posés par exemple si 𝐵 est à partie symétrique positive et 𝐴 est symétrique [22].

Les systèmes de thermo-élasticité avec loi de Fourier (systèmes ondes-chaleur
couplés) ou de Cattaneo, sont des exemples d’équations qui sont de ce type, une fois
qu’on les a réécrites comme des systèmes d’ordre un en temps. Il en est de même
pour l’équation des ondes avec amortissement structurel ou l’équation de la chaleur
avec terme de mémoire.

10Ce résultat a été prépublié dans [53] (article soumis).
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1.4.2 Contrôle de quelques systèmes paraboliques-hyperboli-
ques particuliers

Lebeau et Zuazua [59] étudient le système de thermo-élasticité suivant :

{
𝜕2𝑡 𝑓1(𝑡, 𝑥) − 𝑐2Δ𝑓1(𝑡, 𝑥) + 𝛼Δ𝑓2(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝑀
𝜕𝑡𝑓2(𝑡, 𝑥) − 𝜈Δ𝑓2(𝑡, 𝑥) + 𝛽𝜕𝑡𝑓1(𝑡, 𝑥) = 𝑣(𝑡, 𝑥)1𝜔 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝑀
𝑓1(𝑡, 𝑥) = 𝑓2(𝑡, 𝑥) = 0 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝜕𝑀

où𝑀 est une variété riemannienne compacte (possiblement à bords). Ce système
peut se mettre sous la forme du système parabolique-hyperbolique

𝜕𝑡𝐹(𝑡, 𝑥) − 𝐵Δ𝐹(𝑡, 𝑥) + 𝐾𝐹(𝑡, 𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥)1𝜔,

avec

𝐹 = (
𝑓1
𝜕𝑡𝑓1
𝑓2
) , 𝐵 = (

0 0 0
𝑐2 0 −𝛼
0 0 𝜈

) , 𝐾 = (
0 𝐼 0
0 0 0
0 −𝛽 0

) et 𝑈 = (
𝑢
0
𝑣
) .

Ils démontrent que si la condition de contrôle géométrique pour le contrôle de
de l’équation des ondes non couplée (voir Th. 1.7) est vérifiée, alors le système de
thermo-élasticité est contrôlable à zéro.

Pour ce faire, ils remarquent que les valeurs propres de l’opérateur −𝐵Δ + 𝐾
se décomposent en deux familles : celles équivalentes à ±i𝑐𝜔𝑗 où les (𝜔𝑗) sont les
valeurs propres de −Δ, et celles équivalentes à 𝜈𝜔𝑗. En projetant suivant les pre-
mières valeurs propres, l’équation est égale à des termes compacts près à 𝜕2𝑡 𝑓1(𝑡, 𝑥) −
𝑐2Δ𝑓1(𝑡, 𝑥) +

𝛼𝛽
𝜈
𝜕𝑡𝑓1(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔, et cette équation est exactement contrôlable.

En projetant sur les secondes valeurs propres, ils parviennent à adapter la méthode
Lebeau-Robbiano pour montrer la contrôlabilité de l’équation sur ces valeurs propres.
Un argument algébrique et l’alternative de Fredholm permettent de contrôler les
deux équations à la fois.

Un article de Albano et Tataru [2] étudie un système d’une équation hyperbo-
lique du second ordre et d’une parabolique couplées. Mais les techniques employées
requièrent que le symbole de l’équation hyperbolique soit réel. Comme le symbole
d’une équation de transport est imaginaire pur, nous ne pouvons pas adapter cette
méthode.

Mentionnons aussi un article de Chaves-Silva, Rosier & Zuazua [27] qui étudie
l’équation (𝜕2𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝜕2𝑥𝜕𝑡 + 𝑏(𝑥)𝜕𝑡)𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔. On peut l’écrire comme le
système parabolique-hyperbolique (𝜕𝑡 − 𝐵𝜕2𝑥 + 𝐴𝜕𝑥)𝐹(𝑡, 𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥)1𝜔 avec 𝐵 =
( 0 0
0 1 ) et 𝐴 = ( 0 1

1 0 ). Alors 𝑦 est solution de l’équation des ondes avec amortissement
structurel si et seulement si c’est la première composante d’une solution du système
précédent. Ils remarquent que l’équation n’est jamais contrôlable si le domaine de
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contrôle est fixe, et ils donnent une condition suffisante pour que l’équation soit
contrôlable si le domaine de contrôle dépend du temps (voir aussi les références de
cet article).

Également, un article de Guerrero et Imanuvilov [45] étudie la contrôlabilité des
équations 𝜕𝑡𝑦 − Δ𝑦 − ∫𝑡

0 Δ𝑦 d𝜏 = 0 et 𝜕𝑡𝑦 − Δ𝑦 + ∫𝑡
0 𝑦 d𝜏 = 0 avec contrôle frontière,

et démontre que ces équations ne sont pas contrôlables à zéro. En dimension 1 et
pour la première équation, les solutions sont les secondes composantes des solutions
du système 𝜕𝑡𝑌 − ( 0 0

0 1 )𝜕2𝑥𝑌 + ( 0 1
1 0 )𝜕𝑥𝑌 = 0, qui est bien un système parabolique-

hyperbolique (mais avec contrôle frontière).

Nouveaux résultats

Notre résultat sur les systèmes paraboliques-hyperboliques, est le suivant.11,

Théorème 1.20 (voir aussi Sec. 6.1–6.4). Soient 𝐴, 𝐵, 𝐾 ∈ 𝑀𝑑(ℝ) et 𝜔 un intervalle
non trivial de 𝕋. On considère le système

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝐵𝜕2𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝐴𝜕𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝐾𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)1𝜔 (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝕋.

On suppose que les matrices 𝐴 et 𝐵 vérifient

𝐵 = (0 0
0 𝐷) avec 𝐷 ∈ 𝑀𝑑2(ℝ);

∀𝜆 ∈ Sp(𝐷),ℜ(𝜆) > 0;

𝐴 = (𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

) avec 𝐴11 ∈ 𝑀𝑑1(ℝ), 𝐴22 ∈ 𝑀𝑑2(ℝ);

𝐴11 est diagonalisable avec Sp(𝐴11) ⊂ ℝ.

Alors, en définissant 𝑇∗ = (2𝜋 − longueur𝜔)max𝜌∈Sp(𝐴11) |𝜌|
−1, on a

1. le système est contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇 > 𝑇∗ ;

2. le système n’est pas contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇 < 𝑇∗.

Ce théorème est certes limité, il ne contient par exemple pas les systèmes de
thermo-élasticité, et est limité au cas de la dimension 1, mais nous espérons l’étendre
dans des travaux futurs. La démonstration est une adaptation de la démonstration de
Lebeau & Zuazua pour le système de thermo-élasticité.

11Ce résultat a été obtenu en collaboration avec Karine Beauchard et Kévin Le Balc’h, et a été
prépublié dans [19] (article soumis)
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1.5 Commentaires : autres équations paraboliques
avec un temps minimal de contrôlabilité

Comme les équations hyperboliques présentent une vitesse finie de propagation,
il est naturel que le contrôle des équations hyperboliques requière une condition
géométrique sur le domaine de contrôle et le temps. Mais ce genre d’obstacle n’existe
pas pour les équations paraboliques. Il est donc assez surprenant que des conditions
de contrôles géométriques apparaissent pour les équations paraboliques dégénérées.

Ces « phénomènes hyperboliques » du contrôle des équations paraboliques sont
encore peu compris hors de quelques cas particuliers, mais on sait désormais qu’il
existe en fait beaucoup de problèmes paraboliques pour lesquels de tels phénomènes
se manifestent.

Déjà pour l’équation de la chaleur, si on applique un contrôle ponctuel, c.-à-d.
si 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝜕2𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡)𝛿𝑥0 sur ]0, 1[ avec conditions au bord de Dirichlet, où
𝛿𝑥0 est la distribution Dirac en 𝑥0, alors selon la valeur de 𝑥0, la contrôlabilité peut
nécessiter un temps minimal, ce temps minimal pouvant prendre toutes les valeurs
de [0, +∞] suivant la valeur de 𝑥0 [35].

Une équation parabolique dégénérée que nous n’avons pas encorementionnée est
l’équation de la chaleur sur le groupe de Heisenberg (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − (𝑥𝜕𝑧 + 𝜕𝑦)2)𝑓 = 𝑢1𝜔,
qui présente aussi en temps minimal de contrôlabilité [14].

Enfin, les systèmes paraboliques ont été beaucoup étudiés, surtout en dimension
un. Si on ne contrôle pas toutes les composantes du systèmes et que le support du
contrôle et du couplage sont disjoints, il peut exister un temps minimal de contrôla-
bilité [6, 37]. D’un point de vue abstrait, un temps minimal de contrôlabilité pour
les systèmes peut venir d’une concentration des fonctions propres [7], d’une conden-
sation des valeurs propres [5] ou d’autres phénomènes encore [23] (voir aussi les
bibliographies de ces articles).

Nos résultats sont dans le même esprit : nous cherchons à comprendre les « effets
hyperboliques » qui peuvent se manifester lorsqu’on essaye de contrôler certaines
équations paraboliques. Bien entendu, une compréhension complète reste encore
hors de portée, et de nombreux autres travaux seront nécessaires à cette fin.



2 | Non-contrôlabilité de l’équation
de la chaleur fractionnaire

L’ÉQUATION de la chaleur est contrôlable à zéro grâce à ses fortes propriétés de
dissipation, comme on peut le voir grâce à la méthode de Lebeau-Robbiano. Si

on considère l’équation de la chaleur fractionnaire avec un exposant suffisamment
faible, qui dissipe moins, on s’attend à perdre la contrôlabilité à zéro, et c’est ce que
nous montrons ici.

2.1 Équation de la chaleur fractionnaire

2.1.1 Définition
Dans tout ce chapitre, 𝛼 ≥ 0 et 𝑧 ∈ ℂ avec ℜ(𝑧) > 0. Commençons par définir le
laplacien fractionnaire, ce qu’on se limitera à faire sur Ω = ℝ𝑛 ou Ω = 𝕋𝑛.
Définition 2.1. Si Ω = ℝ𝑛, on définit (−Δ)𝛼/2𝑓 par1

∀𝜉 ∈ ℝ𝑛, ℱ((−Δ)𝛼/2𝑓)(𝜉) = |𝜉|𝛼ℱ𝑓(𝜉).

Si Ω = 𝕋𝑛, pour 𝑘 = (𝑘1, … , 𝑘𝑛) ∈ ℤ𝑛 un 𝑛-uplet d’entiers, on note 𝑐𝑘(𝑓) =
1
2𝜋
∫𝕋𝑛 𝑓(𝑥)e

i𝑘⋅𝑥 d𝑥 le « 𝑘-ième » coefficient de Fourier de 𝑓, et on définit (−Δ)𝛼/2𝑓
par

∀𝑘 ∈ ℤ𝑛, 𝑐𝑘 ((−Δ)𝛼/2𝑓) = |𝑘|𝛼𝑐𝑘(𝑓).
Par simplicité, on notera 𝐴 ≔ (−Δ)𝛼/2 le laplacien fractionnaire ainsi défini.
Comme le laplacien Δ agit comme la multiplication en Fourier par −|𝜉|2, cette

définition est cohérente. L’équation de la chaleur fractionnaire tournée est alors la
suivante, où 𝑓(𝑡, ⋅) ∈ 𝐿2(Ω) est l’état, 𝑓0 ∈ 𝐿2(Ω) est l’état initial, 𝜔 est un sous-ouvert
de Ω, et 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔) est le contrôle :

{ 𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑧𝐴𝑓(𝑡, 𝑥) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥) (𝑡, 𝑥) ∈ ]0, 𝑡[ × Ω
𝑓(0, 𝑥) = 𝑓0(𝑥) 𝑥 ∈ Ω (2.1)

Le cas 𝑧 = 1 correspond au cas de l’équation de la chaleur fractionnaire (non tournée)
dont nous avons discutée en introduction. Si 𝛼 = 1, on parlera d’équation de la
demi-chaleur (tournée), et si 𝛼 < 1, on parlera d’équation de la chaleur fractionnaire
sous-critique (tournée).

Considéré comme opérateur non borné sur 𝐿2(Ω), le laplacien fractionnaire a
pour domaine 𝐷(𝐴) = 𝐻𝛼(Ω) (l’espace de Sobolev d’indice 𝛼 sur 𝐿2).

1On note ℱ𝑓 la transformée de Fourier de 𝑓, définie par ℱ𝑓(𝜉) = (2𝜋)−𝑛/2 ∫ℝ𝑛 𝑓(𝑥)ei𝑥𝜉 d𝜉.
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2.1.2 Caractère bien posé

On commence par montrer que l’équation homogène est bien posée.

Proposition 2.2. Le laplacien fractionnaire tourné −𝑧𝐴 génère un semi-groupe de
contractions. On notera e−𝑡𝑧𝐴 ce semi-groupe.

On pourrait le démontrer avec le théorème de Lumer-Phillips (Th. A.4), mais on
peut construire le semi-groupe directement grâce à la transformée de Fourier. On se
bornera ici à le démontrer lorsque Ω = ℝ𝑛. La démonstration pour Ω = 𝕋𝑛 consiste
essentiellement à remplacer ℱ𝑓(𝜉) par 𝑐𝑘(𝑓).

Démonstration. Si 𝑓0 ∈ 𝐿2(Ω) et 𝑡 ≥ 0, on définit 𝑆(𝑡)𝑓0 par ℱ(𝑆(𝑡)𝑓0)(𝜉) =
e−𝑡𝑧|𝜉|𝛼ℱ𝑓0(𝜉). On constate alors que 𝑆 est un semi-groupe fortement continu
de contractions sur 𝐿2(ℝ𝑛). On remarque qu’en posant 𝑓(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑓0, on a 𝑓′(𝑡) +
𝑧𝐴𝑓(𝑡) = 0 dans 𝒮′(ℝ𝑛).

Or, si 𝐵 est le générateur infinitésimal du semi-groupe 𝑆, on doit avoir pour tout
𝑓0 ∈ 𝐷(𝐵) et 𝑡 ≥ 0, 𝑓′(𝑡) = 𝐵𝑓(𝑡) (Prop. A.2). Donc, 𝐵 agit comme −𝑧𝐴. Il reste
seulement à déterminer le domaine de 𝐵. Si 𝑓0 ∈ 𝐷(𝐵), par définition, la limite

lim
ℎ→0

ℱ−1 (1ℎ (e
−ℎ𝑧|𝜉|𝛼 − 1)ℱ𝑓0(𝜉))

existe dans𝐿2(𝕋). Comme cette limite estℱ−1(−𝑧|𝜉|𝛼ℱ𝑓0(𝜉)) dans𝒮′(ℝ𝑛), le domaine
𝐷(𝐵) du générateur infinitésimal est 𝐷(𝐵) = 𝐷(𝐴) = 𝐻𝛼.

Donc le générateur infinitésimal de 𝑆 est 𝐵 = −𝑧𝐴.

On définit alors les solutions faibles de l’équation de la chaleur fractionnaire
tournée grâce à la définition générale A.5, et le Théorème A.6 nous assure que pour
tout 𝑓0 ∈ 𝐿2(Ω) et 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]×𝜔), il existe une unique solution douce de l’équation
de la chaleur fractionnaire tournée (2.1).

Donnons pour finir l’inégalité d’observabilité au temps final associé au problème
de la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur fractionnaire tournée (2.1) (voir
Th. 1.6) : il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(Ω), la solution 𝑔 du système adjoint

𝜕𝑡𝑔 + 𝑧𝐴𝑔 = 0 (2.2)

avec condition initiale 𝑔(0) = 𝑔0 vérifie

|𝑔(𝑇, ⋅)|𝐿2(Ω) ≤ 𝐶|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔). (2.3)



CHAPITRE 2. ÉQUATION DE LA CHALEUR FRACTIONNAIRE 27

2.2 Équation de la demi-chaleur

On a déjà démontré dans l’introduction que l’équation de la demi-chaleur (cas 𝛼 = 1
et 𝑧 = 1) sur le tore n’est jamais contrôlable à zéro. Montrons d’abord comment cette
démonstration se généralise à l’équation de la demi-chaleur tournée avant de donner
une large classe de conditions initiales qui ne peuvent être amenées à zéro. Dans
cette section, on supposera donc 𝛼 = 1.

2.2.1 Non-contrôlabilité
Théorème 2.3. Soit 𝑇 > 0. On suppose que le complémentaire de 𝜔 est d’intérieur
non-vide. L’équation de la chaleur fractionnaire tournée (2.1) n’est pas contrôlable à
zéro sur 𝜔 en temps 𝑇.
Démonstration dans le casΩ = 𝕋. Étape 1 : réinterpréter l’inégalité d’observabilité
comme une inégalité sur les polynômes.

On veut montrer que l’inégalité d’observabilité (2.3) n’est pas vraie. Pour cela, on
considère des conditions initiales de l’équation adjointe (2.2) de la forme∑𝑛>0 𝑎𝑛e

i𝑛𝑥,
où la somme est finie. La solution associée est

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛ei𝑛𝑥−𝑡𝑧𝑛, (2.4)

et l’inégalité d’observabilité appliquée à ces fonctions s’écrit

2𝜋 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2e−2𝑛ℜ(𝑧)𝑇 ≤ 𝐶∫
0<𝑡<𝑇
𝑥∈𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛ei𝑛𝑥−𝑡𝑧𝑛
|||

2
d𝑡 d𝑥. (2.5)

Dans le membre droit, on pose 𝜁(𝑡, 𝑥) = ei𝑥−𝑧𝑡 et on fait le changement de
variables (𝑡, 𝑥) ↦ (|𝜁(𝑡, 𝑥)|, arg(𝜁(𝑡, 𝑥))) = (𝑟, 𝜃), qu’on identifie à 𝜁 = 𝑟ei𝜃. On a alors

d𝑟 = d(e−ℜ(𝑧)𝑡) = −ℜ(𝑧)𝑟 d𝑡
d𝜃 = d(𝑥 + ℑ(𝑧)𝑡) = d𝑥 + ℑ(𝑧) d𝑡.

Donc 𝑟 d𝑟 d𝜃 = ℜ(𝑧)𝑟2 d𝑡 d𝑥. Donc si on note𝒟 l’image de ]0, 𝑇[×𝜔 par ce change-
ment de variables, le membre droit de l’inégalité d’observabilité est égal à

𝐶
ℜ(𝑧)

∫
𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛(𝑟ei𝜃)𝑛
|||

2 1
𝑟2 𝑟 d𝑟 d𝜃 =

𝐶
ℜ(𝑧)

∫
𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁), (2.6)

où on a noté 𝜆 la mesure de Lebesgue sur ℂ ≃ ℝ2. Notons que si 𝜁 = ei𝑥−𝑧𝑡, alors
|𝜁| = e−ℜ(𝑧)𝑡 et arg(𝜁) = 𝑥 + ℑ(𝑧)𝑡 = 𝑥 − ln |𝜁|ℑ(𝑧)

ℜ(𝑧)
. En conséquence, le domaine𝒟

est égal à (voir Fig. 2.1)

𝒟 = {𝜁 ∈ ℂ, e−𝑇ℜ(𝑧) < |𝜁| < 1, arg(𝜁) + ln |𝜁| ℑ(𝑧)
ℜ(𝑧)

∈ 𝜔} .
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𝜁0

𝛾𝜔

𝒟

𝐷(0, e−𝑇ℜ(𝑧))

Figure 2.1 – En jaune le domaine 𝒟 ; en
rouge le disque𝐷(0, e−𝑇ℜ(𝑧)). L’arc de cercle
extérieur est 𝜔 identifié à un sous-ensemble
du cercle unité complexe. L’inégalité d’obser-
vabilité pour l’équation de la demi-chaleur
tournée implique une estimation de la norme
𝐿2(𝐷(0, e−𝑇ℜ(𝑧)) des polynômes par leur
norme 𝐿2(𝒟). Mais c’est impossible car il
existe une suite de polynômes qui converge
vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 en dehors de la courbe
bleue.

Pour le membre de gauche de l’inégalité d’observabilité (2.5), on remarque que
les fonctions 𝜁 ↦ 𝜁𝑛 sont orthogonales sur n’importe quel disque de centre 0. En
effet, en calculant en coordonnées polaires, on a pour tout 𝑅 > 0, et 𝑛,𝑚 ∈ ℕ,

∫
𝐷(0,𝑅)

𝜁𝑛𝜁
𝑚
d𝜆(𝜁) = ∫

2𝜋

0
∫

𝑅

0
𝑟𝑛+𝑚ei(𝑛−𝑚)𝜃𝑟 d𝑟 d𝜃

qui vaut 0 si 𝑛 ≠ 𝑚 et 2𝜋∫𝑅
0 𝑟2𝑛+1 d𝑟 = 2𝜋𝑅2𝑛+2/(2𝑛 + 2) si 𝑛 = 𝑚. En conséquence,

on a

∫
𝐷(0,𝑅)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) = 2𝜋 ∑

𝑛>0

|𝑎𝑛|2

2𝑛 𝑅2𝑛. (2.7)

Donc, en choisissant 𝑅 = e−𝑇ℜ(𝑧), le membre de gauche de l’inégalité d’observabi-
lité (2.5) vérifie l’inégalité

∫
𝐷(0,𝑅)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝜋 ∑

𝑛>0
|𝑎𝑛|2𝑅2𝑛 = 𝜋 ∑

𝑛>0
|𝑎𝑛|2e−2𝑛ℜ(𝑧)𝑇. (2.8)

Donc, en combinant l’expression (2.6) du membre droit et l’inégalité (2.8) pour le
membre gauche, l’inégalité d’observabilité (2.5) pour l’équation de la demi-chaleur
tournée implique que pour toute suite complexe finie (𝑎𝑛)𝑛>0,

∫
𝐷(0,𝑅)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝜋𝐶

ℜ(𝑧)
∫
𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁).

En faisant le changement d’indice 𝑛′ = 𝑛 − 1 dans la somme, cette inégalité s’écrit :
il existe 𝐶′ > 0 tel que pour tout polynômes 𝑝 ∈ ℂ[𝑋],

|𝑝|𝐿2(𝐷(0,𝑅)) ≤ 𝐶′|𝑝|𝐿2(𝒟). (2.9)
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Étape 2 : construction du contre-exemple. Nous allons à nouveau nous servir du
théorème de Runge (Th. 1.12) pour montrer que cette inégalité ne peut être vraie. On
choisit 𝜃 ∈ 𝕋 non adhérent à 𝜔, et on pose la courbe 𝛾 = {ei𝜃−𝑡𝑧, −∞ < 𝑡 ≤ 𝑇 + 1}
ainsi que 𝜁0 = ei𝜃−(𝑇+1)ℜ(𝑧) (voir Fig. 2.1). Cette courbe est disjointe de𝒟, et 𝜁0 en est
une extrémité. On choisit dans le théorème de Runge 𝑈 = ℂ ⧵ 𝛾 et 𝑓(𝜁) = (𝜁 − 𝜁0)−1,
ce qui donne une suite (𝑝𝑛)𝑛≥0 de polynômes qui converge uniformément vers
𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 sur tout compact de ℂ ⧵ 𝛾.

Comme 𝛾 est disjointe de𝒟, la suite (𝑝𝑛) est uniformément bornée sur𝒟, et donc

sup
𝑛∈ℕ

|𝑝𝑛|𝐿2(𝒟) ≤ 𝐶 sup
𝑛∈ℕ

|𝑝𝑛|𝐿∞(𝒟) < +∞

De plus, 𝜁0 ∈ 𝐷(0, 𝑅), donc la fonction 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 est de norme 𝐿2(𝐷(0, 𝑅))
infinie. D’après le lemme de Fatou, on a donc

lim inf∫
𝐷(0,𝑅)

|𝑝𝑛(𝜁)|2 d𝜆(𝜁) ≥ ∫
𝐷(0,𝑅)

lim inf |𝑝𝑛(𝜁)|2 d𝜆(𝜁)

= ∫
𝐷(0,𝑅)

d𝜆(𝜁)
|𝜁 − 𝜁0|2

= +∞.

Donc |𝑝𝑛|𝐿2(𝐷(0,𝑅)) → +∞ lorsque 𝑛 → +∞. L’estimation (2.9) sur les polynômes ne
peut donc pas être vraie.

Pour le cas Ω = ℝ, le Théorème de Runge ne suffit pas, car il ne donne qu’une
convergence sur tout compacts. Nous allons donc construire explicitement des contre-
exemples, ce qui est forcément un peu plus technique.
Démonstration dans le casΩ = ℝ. Étape 1 : réinterpréter l’inégalité d’observabilité au
temps final comme une inégalité sur certaines fonctions holomorphes.

Dans le reste de cette démonstration, on fixe 𝜉0 > 0. Soit 𝜑 ∈ 𝐿2([𝜉0, +∞[; ℂ). On
pose

𝑔0(𝜁) = ∫
+∞

𝜉0
𝜑(𝜉)ei𝜉𝜁 d𝜉, (2.10)

qui est défini pourℑ(𝜁) ≥ 0. Avec cette notation, et d’après la condition sur le support
de 𝜑, la solution de l’équation adjointe à l’équation de la demi-chaleur tournée (2.2)
avec 𝑔0(𝑥) comme condition initiale est

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∫
+∞

𝜉0
𝜑(𝜉)ei𝑥𝜉−𝑡𝑧𝜉 d𝜉 = 𝑔0(𝑥 + i𝑧𝑡).

Regardons comment on peut réinterpréter l’inégalité d’observabilité au temps
final pour cette classe de solutions. Commençons par remarquer que d’après le
théorème de Plancherel, pour tout 𝑡 ≥ 0,

|𝑔0(⋅ + i𝑡)|2𝐿2(ℝ) =
1
2𝜋 ∫

+∞

𝜉0
|𝜑(𝜉)|2e−2𝑡𝜉 d𝜉. (2.11)
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Donc, en intégrant pour 𝑡 entre ℜ(𝑧)𝑇 et +∞, et d’après le théorème de Fubini,

∫
ℑ(𝜁)>ℜ(𝑧)𝑇

|𝑔0(𝜁)|2 d𝜆(𝜁) =
1
2𝜋 ∫

+∞

𝜉0
|𝜑(𝜉)|2∫

+∞

ℜ(𝑧)𝑇
e−2𝑡𝜉 d𝑡 d𝜉

= 1
2𝜋 ∫

+∞

𝜉0
|𝜑(𝜉)|2 1

2𝜉
e−2ℜ(𝑧)𝑇𝜉 d𝜉

Donc, en majorant 𝜉−1 par 𝜉−10 , on trouve la minoration suivante du membre de
gauche de l’inégalité d’observabilité :

|𝑔0|2𝐿2(ℑ(𝜁)>ℜ(𝑧)𝑇) ≤
1

4𝜋𝜉0
∫

+∞

0
|𝜑(𝜉)|2e−2ℜ(𝑧)𝑇𝜉 d𝜉 = 1

4𝜋𝜉0
|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2(ℝ). (2.12)

Pour le membre de droite, on a

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = ∫
[0,𝑇]×𝜔

|𝑔0(𝑡 + i𝑧𝑡)|2 d𝑡 d𝑥.

On fait le changement de variables 𝜁 = 𝑥 + i𝑧𝑡, pour lequel dℜ(𝜁) = d𝑥 + ℑ(𝑧) d𝑡 et
dℑ(𝜁) = −ℜ(𝑧) d𝑡, et donc d𝜆(𝜁) = ℜ(𝑧)−1 d𝑡 d𝑥. En notant𝒟 = {𝑥+ i𝑧𝑡, 𝑥 ∈ 𝜔, 0 <
𝑡 < 𝑇} l’image de [0, 𝑇] × 𝜔 par le changement de variables, on a donc

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) =
1

ℜ(𝑧)
|𝑔0|2𝐿2(𝒟). (2.13)

En rassemblant la minoration (2.12) et la majoration (2.13), on voit que l’inégalité
d’observabilité (2.3) implique que pour toute fonction 𝑔0 de la forme (2.10),

|𝑔0|𝐿2(ℑ(𝜁)>ℜ(𝑧)𝑇) ≤
𝐶

2√𝜋ℜ(𝑧)𝜉0
|𝑔0|𝐿2(𝒟). (2.14)

Étape 2 : construction du contre-exemple. Comme l’équation de la demi-chaleur est
invariante par translation, on peut supposer 𝜔 = {|𝑥| > 𝜂}. On choisit alors 𝜃 ∈
]−𝜋, 0[ tel que la droite ei𝜃ℝ soit non-adhérente à𝒟 (on peut p. ex. choisir 𝜃 tel que
cotan(𝜃) = −ℑ(𝑧)/ℜ(𝑧), voir Fig. 2.2). On choisit aussi 𝜁0 sur cette droite tel que
ℑ(𝜁0) > 𝑇ℜ(𝑧) (p. ex. avec le précédent choix de 𝜃, 𝜁0 = i(𝑇 + 1)𝑧). On va construire
des fonctions qui seront « petites » en dehors d’un secteur autour de la demi-droite
𝐷 = 𝜁0 + ei𝜃[0, +∞[ (en fait en 𝑂(|𝜁 − 𝜁0|−1)) et grandes en 𝜁0. Commençons par
construire des fonctions entières petites en dehors d’un secteur autour de ℝ− et
grandes en 0. Des rotations, translations et décalages en fréquences nous donnerons
alors les contre-exemples à l’inégalité sur les fonctions holomorphes (2.14).

Étape 2a : construction d’une fonction entière qui décroit en dehors d’un secteur autour
de ℝ−. Pour 𝜖 > 0 et 𝜇 > 1, on pose

𝑔𝜖,𝜇(𝜁) = ∫
+∞

0
e−𝜖𝜉𝜇−𝜉𝜁 d𝜉. (2.15)
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𝜁0

𝜃
𝜔 𝜔

𝒟 𝒟

{ℑ(𝜁) > ℜ(𝑧)𝑇}

Figure 2.2 – En jaune le domaine𝒟 ; en rouge le domaine {ℑ(𝜁) > ℜ(𝑧)𝑇}. L’inégalité d’ob-
servabilité pour l’équation de la demi-chaleur tournée implique que pour les fonctions dont la
transformée de Fourier est à support dans [𝜉0,+∞[, leur norme 𝐿2(ℑ(𝜁) > ℜ(𝑧)𝑇) est majo-
rée par leur norme 𝐿2(𝒟). On nie ceci en construisant une suite fonction grande en 𝜁0 mais
petite en dehors du secteur bleu.

Cette fonction 𝑔𝜖,𝜇 est entière. On remarque que pour ℜ(𝜁) > 0, on a |𝑔𝜖,𝜇(𝜁)| ≤
∫+∞
0 e−ℜ(𝜁)𝜉 d𝜉 = ℜ(𝜁)−1. En faisant des changements de chemin d’intégration,
on va en fait montrer que sur un secteur de la forme {|arg(𝜁)| ≤ 𝜋(1 − 𝛿𝜇)}, on a
|𝑔𝜖,𝜇(𝜁)| ≤ 𝑐𝜇|𝜁|−1, avec de plus 𝛿𝜇 → 0 lorsque 𝜇 → 1+.

Si 𝜉 = 𝑟ei𝛼, on aℜ(𝜉𝜇) = 𝑟𝜇 cos(𝜇𝛼). Donc si |𝜇𝛼| < 𝜋/2, on a−ℜ(𝜉𝜇) ≤ −𝑐𝑟𝜇. Au-
quel cas, on peut choisir ei𝛼ℝ+ comme chemin d’intégration dans la définition (2.15)
de 𝑔𝜖,𝜇. Si de plus 𝜁 = 𝑟′ei𝛼′ avec 𝛼′ ∈ ]−𝜋, 𝜋[, on choisit 𝛼 = −𝛼′/2𝜇. Ce 𝛼 vérifie
bien |𝜇𝛼| < 𝜋/2, donc on peut choisir ei𝛼ℝ+ comme chemin d’intégration :

𝑔𝜖,𝜇(𝜁) = ei𝛼∫
+∞

0
exp (−𝜖ei𝛼𝜇𝑟𝜇 − 𝑟𝑟′ei𝛼+𝛼′) d𝑟. (2.16)

Grâce à cette expression de 𝑔𝜖,𝜇, on va montrer que si |𝛼′| ≤ 𝜋/(2𝜇 − 1), on a
|𝑔𝜖,𝜇(𝜁)| ≤ 𝐶𝜇|𝜁|−1, avec 𝐶𝜇 indépendant de 𝜖. En effet, toujours avec 𝛼 = −𝛼′/2𝜇,
on a

|𝛼 + 𝛼′| = |𝛼′| (1 − 1
2𝜇) ≤

𝜋
2𝜇 − 1 (1 −

1
2𝜇) =

𝜋
2𝜇 < 𝜋

2 .

Auqel cas, on a cos(𝛼 + 𝛼′) ≥ cos(𝜋/2𝜇) > 0. Et donc, comme |exp(−𝑟𝑟′ei(𝛼+𝛼′))| =
exp(−𝑟𝑟′ cos(𝛼 + 𝛼′)), on a

|𝑔𝜖,𝜇(𝜁)| ≤ ∫
+∞

0
e−𝑟𝑟′ cos(𝛼+𝛼′) d𝑟 = 1

𝑟′ cos(𝛼 + 𝛼′)
≤ 1

|𝜁| cos ( 𝜋
2𝜇
)
=
𝐶𝜇
|𝜁|
. (2.17)
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Cette majoration est vraie pour 𝜁 ∈ ℂ tel que |arg(𝜁)| ≤ 𝜋/(2𝜇 − 1), ce qu’on notera
|arg(𝜁)| ≤ 𝜋 − 𝛿𝜇. Avec cette notation, on a 𝛿𝜇 > 0 pour 𝜇 > 1 et 𝛿𝜇 → 0+ lorsque
𝜇 → 1+.

Donc 𝑔𝜖,𝜇 est « petit » en dehors d’un secteur autour de ℝ− d’angle 2𝛿𝜇. De plus,
en faisant le changement de variables 𝑡 = 𝜖𝜉𝜇, pour lequel d𝜉 = d((𝑡/𝜖)1/𝜇) =
𝜖−1/𝜇𝑡1/𝜇−1 d𝑡, on a

𝑔𝜖,𝜇(0) = ∫
+∞

0
e−𝜖𝜉𝜇 d𝜉 = ∫

+∞

0
𝜖−1/𝜇𝑡1/𝜇−1e−𝑡 d𝑡 = 𝜖−1/𝜇Γ (1𝜇) .

Donc 𝑔𝜖,𝜇(0) → +∞ lorsque 𝜖 → 0. Or, pour tout 𝑟 > 0 il existe𝐶𝑟 > 0 tel que pour
toute fonction 𝑓 holomorphe sur un voisinage de2 𝐷(0, 𝑟), |𝑓(0)| ≤ 𝐶𝑟|𝑓|𝐿2(𝐷(0,𝑟)).
Donc pour tout 𝑟 > 0, 𝜖 > 0 et 𝜇 > 1

|𝑔𝜖,𝜇|𝐿2(𝐷(0,𝑟)) ≥ 𝐶𝑟,𝜇𝜖−1/𝜇. (2.18)

Étape 2b : conclusion. Revenons à la négation de l’inégalité sur les fonctions holo-
morphes (2.14). Avec les notations de la figure 2.2, on pose

𝑔0,𝜖,𝜇(𝜁) = ei𝜁𝜉0𝑔𝜖,𝜇(−e−i𝜃(𝜁 − 𝜁0)). (2.19)

Notons que 𝜁 ↦ −e−i𝜃(𝜁 −𝜁0) envoie la demi-droite𝐷 = 𝜁0+ ei𝜃[0, +∞[ sur ]−∞, 0].
Donc, d’après la majoration (2.17) de 𝑔𝜖,𝜇, on a en dehors d’un secteur d’angle 2𝛿𝜇
autour de la demi-droite 𝐷

|𝑔0,𝜖,𝜇(𝜁)| ≤ |e𝑖𝜁𝜉0|
𝐶𝜇

|𝜁 − 𝜁0|
= 𝐶𝜇

e−𝜉0ℑ(𝜁)

|𝜁 − 𝜁0|
.

On choisit alors 𝜇 suffisamment proche de 1 (ou de manière équivalente, 𝛿𝜇 assez
petit) pour que le secteur dans lequel cette estimée est vraie contienne𝒟. On a alors :

|𝑔0,𝜖,𝜇|2𝐿2(𝒟) ≤ 𝐶2
𝜇∫

0<ℑ(𝜁)<ℜ(𝑧)𝑇

e−2𝜉0ℑ(𝜁)

|𝜁 − 𝜁0|2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝐶𝐶2

𝜇. (2.20)

De plus, pour 𝑡 > ℑ(𝜁0) + 1, on a

∫
+∞

−∞
|𝑔0,𝜖,𝜇(𝑥 + i𝑡)|2 d𝑥 ≤ 𝑐−2𝜇 e−2𝑡𝜉0 ∫

+∞

−∞

d𝑥
𝑥2 + 1 = 𝜋𝑐−2𝜇 e−2𝑡𝜉0.

Donc, d’après le théorème de Paley-Wiener (voir p. ex. [77, Th. 19.2]), 𝑔0,𝜖,𝜇 est la
transformée de Fourier d’une fonction 𝐿2 à support dans [𝜉0, +∞[. Donc 𝑔0,𝜖,𝜇 est
bien sous la forme (2.10).

2Ceci découle de la formule intégrale de Cauchy : 𝑓 satisfait une propriété de la moyenne, donc
𝑓(0) est la moyenne de 𝑓 sur 𝐷(0, 𝑟), et on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz ; voir p. ex. [29,
Ch. 18, §1].



CHAPITRE 2. ÉQUATION DE LA CHALEUR FRACTIONNAIRE 33

Enfin, si 𝑟 est assez petit pour que 𝐷(𝜁0, 𝑟) ⊂ {ℑ(𝜁) > ℜ(𝑧)𝑇}, on a d’après la
minoration (2.18) de 𝑔𝜖,𝜇 :

|𝑔0,𝜖,𝜇|𝐿2(ℑ(𝜁)>ℜ(𝑧)𝑇) ≥ |𝑔0,𝜖,𝜇|𝐿2(𝐷(𝜁0,𝑟)) ≥ 𝐶|𝑔𝜖,𝜇|𝐿2(𝐷(0,𝑟)) ≥ 𝐶𝜖−1/𝜇.

Le dernier membre tend vers +∞ lorsque 𝜖 tend vers 0, donc |𝑔0,𝜖,𝜇|𝐿2(ℑ(𝜁)>ℜ(𝑧)𝑇)
tends vers +∞ lorsque 𝜖 tend vers 0. Si on compare ceci avec la majoration (2.20) de
|𝑔0,𝜖,𝜇|𝐿2(𝒟), on voit que la famille (𝑔0,𝜖,𝜇)𝜖>0 est un contre-exemple à l’inégalité sur
les fonctions holomorphes (2.14). Donc l’inégalité d’observabilité pour l’équation de
la demi-chaleur tournée (2.3) n’est pas vraie, et l’équation de la demi-chaleur tournée
n’est pas contrôlable.

2.2.2 Non-contrôlabilité spectrale

La démonstration précédente ne donne pas vraiment d’information sur les conditions
initiales qui peuvent être amenées à zéro ou non; on sait juste qu’il en existe au
moins une qu’on ne peut pas amener à zéro. Si on veut réussir à dire si une condition
initiale particulière est contrôlable à zéro ou non, il nous faut un autre outil que
l’inégalité d’observabilité. Par raisonnement par dualité similaire à celui utilisé pour
démontrer l’équivalence entre contrôlabilité et l’observabilité, on peut donner une
inégalité nécessaire si une condition initiale donnée est contrôlable à zéro. Nous
le faisons dans un cadre abstrait dans la Proposition A.10 (Annexe A). Dans le cas
de l’équation de la demi-chaleur tournée, cette proposition devient le Lemme 2.4
suivant.

Lemme 2.4. Soit 𝑓0 ∈ 𝐿2(𝕋). On suppose qu’il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔) tel que la
solution 𝑓 de l’équation de la demi-chaleur (2.1) avec condition initiale 𝑓0 vérifie 𝑓(𝑇) =
0. Alors il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(𝕋), la solution 𝑔 de l’équation adjointe
𝑔′(𝑡) + 𝑧𝐴𝑔(𝑡) = 0, 𝑔(0) = 𝑔0 vérifie3

|⟨𝑓0, 𝑔(𝑇, ⋅)⟩𝐿2(𝕋)| ≤ 𝐶|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔). (2.21)

Grâce à ce lemme, on montre que les conditions initiales trop régulières ne sont
pas contrôlables via le théorème suivant, qui est même plus fort que celui énoncé en
introduction (Th. 1.11).

Théorème 2.5. On suppose que le complémentaire de 𝜔 est d’intérieur non vide. Soit
𝑓0 = ∑𝑛∈ℤ 𝑎𝑛e

i𝑛𝑥 ∈ 𝐿2(𝕋) tel que les coefficients 𝑎𝑛 décroissent exponentiellement : il
existe 𝐶, 𝑐 > 0 tels que pour tout 𝑛 ∈ ℤ, |𝑎𝑛| ≤ 𝐶e−𝑐|𝑛|. Si la condition initiale 𝑓0 peut
être amenée à zéro avec un contrôle 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔), alors 𝑓0 = 0.

3On note ⟨𝑓, 𝑔⟩𝐻 le produit scalaire sur un espace de Hilbert𝐻.
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Démonstration. D’après le lemme 2.4, s’il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]×𝜔) tel que la solution 𝑓
de l’équation de la demi-chaleur tournée (2.1) avec 𝑓(0, ⋅) = 𝑓0 vérifie 𝑓(𝑇) = 0, alors
il existe 𝐶′ > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(𝕋), la solution 𝑔 de l’équation adjointe (2.2)
avec 𝑔(0, ⋅) = 𝑔0 vérifie

|⟨𝑓0, 𝑔(𝑇, ⋅)⟩𝐿2(𝕋)| ≤ 𝐶′|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔). (2.22)

Réinterprétons cette inégalité comme une inégalité sur les polynômes. À la condi-
tion initiale 𝑔0 = ∑𝑛≥0 𝑏𝑛e

i𝑛𝑥, on associe le polynôme 𝑔pol(𝜁) = ∑𝑛≥0 𝑏𝑛𝜁
𝑛 (on

commence par supposer que cette somme est finie). Le membre de gauche est égal à

⟨𝑓0, 𝑔(𝑇, ⋅)⟩𝐿2(𝕋) = ∫
2𝜋

0
∑

𝑛,𝑚≥0
𝑎𝑛ei𝑛𝑥𝑏𝑚ei𝑚𝑥−𝑧𝑚𝑇 d𝑥

= 2𝜋 ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑏𝑛e−𝑧𝑛𝑇 = 2𝜋 ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛,

avec 𝛼 = e−𝑧𝑇. Ainsi, si on note 𝜑𝑓0 la forme linéaire sur les polynômes définie par

𝜑𝑓0( ∑
𝑛≥0

𝑏𝑛𝜁𝑛) = 2𝜋 ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛e−𝑧𝑛𝑇𝑏𝑛 = 2𝜋 ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛, (2.23)

le membre gauche de l’inégalité (2.22) est égal à |𝜑𝑓0(𝑔pol)|. On va montrer que cette
forme linéaire est continue pour les normes 𝐿2(𝒟) et 𝐿2(𝐷(0, 𝑅′)) pour un certain
𝑅′ < |𝛼| = e−ℜ(𝑧)𝑇. On en déduira que la forme linéaire 𝜑𝑓0 est nulle.

On a déjà vu que le membre droit de l’inégalité d’observabilité (2.22) est égal à
ℜ(𝑧)−1|∑𝑏𝑛𝜁𝑛−1|𝐿2(𝒟) (Eq. (2.6)). Ainsi, en remarquant que pour 𝜁 ∈ 𝒟, |𝜁−1| ≤
eℜ(𝑧)𝑇, on a

|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤
1

ℜ(𝑧)
|𝜁−1𝑔pol|𝐿2(𝒟) ≤

eℜ(𝑧)𝑇

ℜ(𝑧)
|𝑔pol|𝐿2(𝒟).

Donc la forme linéaire 𝜑𝑓0 est telle que pour tout polynôme 𝑔pol,

|𝜑𝑓0(𝑔pol)| ≤
𝐶′eℜ(𝑧)𝑇

ℜ(𝑧)
|𝑔pol|𝒟. (2.24)

Pour montrer que 𝜑𝑓0 est continue pour la norme 𝐿
2(𝐷(0, 𝑅′)), on va utiliser

l’hypothèse de décroissance des coefficients 𝑎𝑛 (on rappelle que |𝑎𝑛| ≤ 𝐶e−𝑐𝑛). On
choisit 𝑅′ = |𝛼|e−𝑐/2 = e−ℜ(𝑧)𝑇−𝑐/2, et on note 𝑎′𝑛 = 𝑎𝑛𝛼𝑛𝑅′−𝑛. Par définition de 𝜑𝑓0
(Eq. (2.23)) on a d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|𝜑𝑓0(𝑔pol)| = 2𝜋||| ∑
𝑛≥0

𝑎′𝑛𝑅′𝑛𝑏𝑛
||| ≤ 2𝜋( ∑

𝑛≥0
(𝑛 + 1)|𝑎′𝑛|2)

1/2
( ∑
𝑛≥0

|𝑏𝑛|2

𝑛 + 1𝑅
′2𝑛)

1/2
.
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𝜔

𝒟

𝐷(0, 𝑅′)

Figure 2.3 – En jaune le domaine 𝒟 ;
en rouge le disque 𝐷(0,𝑅′), qui est
plus petit que 𝐷(0, e−𝑇ℜ(𝑧)). Remar-
quons que le complémentaire de𝑈 =
𝒟 ∪ 𝐷(0,𝑅′) est connexe par arc. Si
𝑓0 = ∑𝑎𝑛ei𝑛𝑥 est une condition ini-
tiale qu’on peut amener à zéro et telle
que |𝑎𝑛| ≤ 𝐶e−𝑐𝑛. Alors la forme li-
néaire 𝜑𝑓0 définie par la formule (2.23)
est continue à la fois pour la norme 𝐿2
sur𝒟 et pour la norme 𝐿2 sur𝐷(0,𝑅′).

Or, par hypothèse, |𝑎′𝑛| = |𝑎𝑛|e𝑐𝑛/2 ≤ 𝐶e−𝑐𝑛/2, donc∑𝑛≥0(𝑛 + 1)|𝑎′𝑛|2 = 𝐶″2 < +∞.
Donc

|𝜑𝑓0(𝑔pol)| ≤ 2𝜋𝐶″( ∑
𝑛≥0

|𝑏𝑛|2

𝑛 + 1𝑅
′2𝑛)

1/2
.

On a déjà vu que |𝑔pol|2𝐿2(𝐷(0,𝑅′)) = 𝜋∑𝑛≥0
|𝑏𝑛|2

𝑛+1
𝑅′2𝑛 (Eq. (2.7)), donc on a

|𝜑𝑓0(𝑔pol)| ≤ 2𝐶″|𝑔pol|𝐿2(𝐷(0,𝑅′)) (2.25)

ce qui démontre bien que 𝜑𝑓0 est continue pour la norme |𝑔pol|𝐿2(𝐷(0,𝑅′)).
Remarquons que 𝜑𝑓0 est continue pour deux normes 𝐿

2 sur des ouverts de ℂ
d’adhérences disjointes, à savoir 𝒟 et 𝐷(0, 𝑅′). C’est ce qui va nous permettre de
conclure que 𝜑𝑓0 est nulle. Posons 𝑈 ≔ 𝒟 ∪ 𝐷(0, 𝑅′) et considérons ℬ2(𝑈) l’espace
des fonctions holomorphes sur 𝑈 qui sont 𝐿2. Muni de la norme | ⋅ |𝐿2(𝑈), c’est un
espace de Hilbert.4

Notons que ℂ⧵𝑈 est connexe (voir Fig. 2.3). Donc, d’après le théorème de Runge,
l’ensemble des polynômes est dense dansℬ2(𝑈). Et donc la forme linéaire 𝜑𝑓0 s’étend
de manière unique en une forme linéaire continue sur ℬ2(𝑈). Comme ℬ2(𝑈) est
un espace de Hilbert, d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une
fonction holomorphe 𝜓𝑓0 ∈ ℬ2(𝑈) telle que 𝜑𝑓0 = ⟨⋅, 𝜓𝑓0⟩ℬ2(𝑈).

4Cet espace est appelé espace de Bergman. Le fait qu’une limite en norme 𝐿2 d’une suite de
fonctions holomorphes est encore une fonction holomorphe découle de la formule intégrale de
Cauchy ; voir par exemple [29, Ch. 18 Prop. 1.3].



36 2.3. ÉQUATION DE LA CHALEUR FRACTIONNAIRE SOUS-CRITIQUE

Or, comme 𝑈 = 𝒟 ∪ 𝐷(0, 𝑅′) et que𝒟 et 𝐷(0, 𝑅′) sont disjoints, l’indicatrice 1𝒟
de𝒟 est holomorphe sur 𝑈. Alors

𝜑𝑓0(1𝒟𝜓𝑓0) = ⟨1𝒟𝜓𝑓0, 𝜓𝑓0⟩ℬ2(𝑈) = |𝜓𝑓0|
2
𝐿2(𝒟)

Or, la continuité de 𝜑𝑓0 pour la norme 𝐿
2(𝐷(0, 𝑅′)) (Eq. (2.25)) implique que

|𝜑𝑓0(1𝒟𝜓𝑓0)| ≤ 2𝐶″|1𝒟𝜓𝑓0|𝐿2(𝐷(0,𝑅′)) = 0.

Donc 𝜓𝑓0 est nulle sur𝒟. De même, 𝜓𝑓0 est nulle sur 𝐷(0, 𝑅
′). Donc 𝜓𝑓0 = 0, et

donc 𝜑𝑓0 = 0. D’après la définition de 𝜑𝑓0 (Eq. 2.23), ceci implique que pour 𝑛 ≥ 0,
les coefficients 𝑎𝑛 sont nuls.

Pour montrer que les 𝑎𝑛 pour 𝑛 < 0 sont également nuls, on effectue un raison-
nement similaire mais en considérant des conditions initiales de la forme 𝑔0(𝑥) =
∑𝑛≤0 𝑏𝑛e

i𝑛𝑥, où la somme est supposée finie. La solution associée est 𝑔(𝑡, 𝑥) =
∑𝑛≤0 𝑏𝑛e

i𝑛𝑥+𝑧𝑛𝑡. On associe alors à 𝑔0 le polynôme 𝑔pol = ∑𝑛≤0 𝑏𝑛𝜁
−𝑛 et on consi-

dère la forme linéaire

𝜑𝑓0( ∑
𝑛≤0

𝑏𝑛𝜁−𝑛) = ⟨𝑓0, 𝑔(𝑇, ⋅)⟩𝐿2(𝕋) = 2𝜋 ∑
𝑛≤0

𝑎𝑛𝑏𝑛e𝑧𝑛𝑡.

Les autres étapes sont les mêmes : on en déduit que 𝜑𝑓0 est nulle, et donc que pour
𝑛 ≤ 0, 𝑎𝑛 = 0.

Remarque 2.6. Au vu de ce théorème, on peut se demander s’il existe des conditions
initiales non nulles qui peuvent être contrôlables à zéro. Nous conjecturons qu’il n’en
existe pas.

2.3 Équation de la chaleur fractionnaire sous-criti-
que

2.3.1 Méthode du point col
Pour montrer la non-contrôlabilité de l’équation de la chaleur fractionnaire non-
critique, nous allons choisir comme condition initiale pour l’équation adjointe (2.2)
des fonctions qui sont concentré dans l’espace des phases. Le but est de montrer que
les solutions associées restent concentrées dans l’espace des phases. Le principal outil
pour ceci est la méthode du point col.

Théorème 2.7. Soit 𝑎 > 0 et 𝐷𝑎 = {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| < 𝑎}. Il existe une constante 𝐶 > 0 telle
que pour pour tout 𝑁 ∈ ℕ, ℎ > 0, et toute fonction holomorphe 𝑢 sur un voisinage de
𝐷𝑎, on a

∫
𝑎

−𝑎
e−𝑥2/2ℎ𝑢(𝑥) d𝑥 =

𝑁−1
∑
𝑗=0

√2𝜋ℎ𝑗+1/2

𝑗! 2𝑗
𝑢(2𝑗)(0) + 𝑅𝑁(ℎ) (2.26)
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avec
|𝑅𝑁(ℎ)|
sup𝐷𝑎

|𝑢| ≤ 𝐶ℎ1/2+𝑁√𝑁 + 1𝑁! 2𝑁𝑎−𝑁. (2.27)

La démonstration consiste essentiellement à écrire 𝑢 comme série de Taylor au
voisinage de 0, et à faire des intégrations pour calculer ∫ℝ e

−𝑥2/2ℎ𝑥𝑝 d𝑥. On se réfèrera
à [78, Th. 2.1] pour la démonstration complète.

Si on a une intégrale de la forme ∫ e−𝜙(𝑥)/ℎ𝑢(𝑥) d𝑥, il est souvent possible de se
ramener au cas du Théorème précédent grâce à un changement de variables donné
par le lemme de Morse (voir référence précédente).

Il est aussi possible de démontrer un résultat apparenté pour les intégrales de
la forme ∫ ei𝑥2/2ℎ𝑢(𝑥) d𝑥, en exploitant le fait que pour 𝑥 ≠ 0, l’intégrande est très
oscillant et ces contributions auront tendance à se compenser. On appelle cette
méthode la «méthode de la phase stationnaire », dont on utilisera plus tard la version
suivante de cette méthode (voir [61, Th. 2.6.1] pour le cas où essentiellement ℎ ∈ iℝ,
la démonstration est la même dans le cas général) :

Théorème 2.8. Il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑢 ∈ 𝒮(ℝ), 𝑁 ∈ ℕ et ℎ ∈ {ℎ ≠
0,ℜ(ℎ) ≥ 0},

∫
ℝ
e−𝑥2/2ℎ𝑢(𝑥) d𝑥 =

𝑁−1
∑
𝑗=0

√2𝜋ℎ𝑗+1/2

𝑗!2𝑗
𝑢(2𝑗)(0) + 𝑅𝑛(𝑢, ℎ),

où ℎ𝑠 est défini comme e𝑠 ln(ℎ) avec la branche principale du logarithme, et où 𝑅𝑁(𝑢, ℎ)
vérifie

|𝑅𝑁(𝑢, ℎ)| ≤
𝐶|ℎ|𝑁+1/2

2𝑁𝑛!

2
∑
𝑘=0

|𝑢(2𝑁+𝑘)|𝐿1.

Pour la suite, on a besoin d’adapter la méthode du point col lorsqu’il y a un terme
supplémentaire dans l’exponentielle.

Proposition 2.9. Soit 𝒪∞
𝑎 l’ensemble des fonctions holomorphes bornées sur 𝐷𝑎 =

{|𝑧| < 𝑎}, muni de la norme |𝑢|∞ = sup|𝑧|<𝑎 |𝑢(𝑧)|. Soit 0 < 𝛼 < 1, 𝑟 ∈ 𝒪∞
𝑎 et 𝑢 ∈ 𝒪∞

𝑎 .
On a :

∫
𝑎

−𝑎
e−𝜉2/2ℎ+𝑟(𝜉)/ℎ𝛼𝑢(𝜉) d𝜉 = √2𝜋ℎe𝑟(0)/ℎ𝛼+𝑂(ℎ1−2𝛼)(𝑢(0) + 𝑂(ℎ1−𝛼|𝑢|∞)) (2.28)

De plus, le premier 𝑂 ne dépend pas de 𝑢, et les deux 𝑂 sont localement uniformes en
𝑟 ∈ 𝒪∞

𝑎 .

Démonstration. L’idée est de voir 𝜙ℎ,𝑟(𝜉) = 𝜉2−ℎ1−𝛼𝑟(𝜉) comme la phase, et de faire
un changement de variables (dépendant de ℎ) nous ramenant au cas du théorème 2.7
précédent.
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On note ℎ′ = ℎ1−𝛼 et on fixe 𝑟0 ∈ 𝒪∞
𝑎 . On veut trouver un voisinage 𝑉 de 𝑟0

dans 𝒪∞
𝑎 tel que l’asymptotique (2.28) soit valable pour 𝑟 ∈ 𝑉, avec les 𝑂 localement

uniformes en 𝑟 ∈ 𝑉. On notera également 𝐼ℎ,𝑟(𝑢) l’intégrale qu’on cherche à estimer :

𝐼ℎ,𝑟(𝑢) = ∫
𝑎

−𝑎
e−𝜉2/2ℎ+𝑟(𝜉)/ℎ𝛼𝑢(𝜉) d𝜉 = ∫

𝑎

−𝑎
e−𝜙ℎ,𝑟(𝜉)/ℎ𝑢(𝜉) d𝜉. (2.29)

On commence par chercher le point critique de la phase 𝜙ℎ,𝑟. On considère
l’application 𝐹 définie par

𝐹∶ 𝐷𝑎 × ℝ × 𝒪∞
𝑎 ⟶ ℂ

(𝜉, ℎ′, 𝑟) ⟼ 𝜙′ℎ,𝑟(𝜉) = 𝜉 − ℎ′𝑟′(𝜉).
(2.30)

On a 𝐹(0, 0, 𝑟0) = 0 et 𝜕𝜉𝐹 = 1 − ℎ′𝑟″(𝜉), donc, d’après le théorème des fonctions
implicites, il existe 𝛿, 𝜖 > 0, un voisinage 𝑉 borné de 𝑟0 dans 𝒪∞

𝑎 , une fonction
𝜉c∶ ]−𝜖, 𝜖[ × 𝑉 telle que pour |𝜉| < 𝛿, |ℎ′| < 𝜖 et 𝑟 ∈ 𝑉.

𝐹(𝜉, ℎ′, 𝑟) = 0 ⇔ 𝜉 = 𝜉c(ℎ′, 𝑟).

Dit autrement, le seul point critique de 𝜙ℎ′,𝑟 proche de 0 est 𝜉c(ℎ′, 𝑟). De plus,
pour ℎ assez petit, la partie de l’intégrale 𝐼ℎ,𝑟(𝑢) pour |𝜉| > 𝛿 est un 𝑂(e−𝑐/ℎ|𝑢|∞),
c’est-à-dire

𝐼ℎ,𝑟(𝑢) = ∫
𝛿

−𝛿
e−𝜙ℎ,𝑟(𝜉)/ℎ𝑢(𝜉) d𝜉 + 𝑂(e−𝑐/ℎ|𝑢|∞), (2.31)

où 𝜙ℎ,𝑟 admet un unique point fixe dans ]−𝜂, 𝜂[ (à savoir 𝜉c(ℎ′, 𝑟)), qui est non dégé-
néré si ℎ est assez petit. De plus, et quitte à réduire 𝜖, le 𝑂 est localement uniforme
en 𝑟 ∈ 𝑉.

Commençons par déterminer une asymptotique de la valeur critique 𝑐ℎ,𝑟 =
𝜙ℎ,𝑟(𝜉c(ℎ′, 𝑟)). On a 𝜉c(ℎ′, 𝑟) = ℎ′𝑟′(𝜉c(ℎ′, 𝑟)) = ℎ′𝑅ℎ,𝑟, où 𝑅ℎ,𝑟 dépend continument
de (ℎ′, 𝑟) ∈ ]−𝜖, 𝜖[ × 𝑉. Donc, la valeur critique vérifie

𝑐ℎ,𝑟 =
(ℎ′𝑅ℎ,𝑟)2

2 − ℎ′𝜙ℎ,𝑟(ℎ′𝑅ℎ,𝑟) = ℎ′𝑟(0) + ℎ′2𝑅′ℎ,𝑟 ,

où 𝑅′ℎ,𝑟 dépend également continument de (ℎ′, 𝑟) ∈ ]−𝜖, 𝜖[ × 𝑉.
Maintenant, décrivons le changement de variables qui va nous permettre de nous

ramener à la méthode du point col standard. D’après la formule de Taylor, si on pose

𝜓ℎ,𝑟(𝜉) = 2∫
1

0
(1 − 𝑠)𝑟″(𝜉c(ℎ′, 𝑟) + 𝑠𝜉) d𝜉,

on a
𝜙ℎ,𝑟(𝜉c(ℎ′, 𝑟) + 𝜉) = 𝑐ℎ,𝑟 + (1 + ℎ′𝜓ℎ,𝑟(𝜉))

𝜉2

2 .
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On veut donc faire le changement de variables/chemin d’intégration 𝜂 =
√1 + ℎ′𝜓ℎ,𝑟(𝜉)𝜉. Remarquons qu’on a 𝜂 = 𝜉 + 𝑂(ℎ′), où le 𝑂 doit s’entendre
comme un 𝑂 dans 𝒪(𝐷(0, 𝛿)). En conséquence, on a d𝜉

d𝜂
= 1 + 𝑂(ℎ′) et 𝑢(𝜉(𝜂)) =

𝑢(𝜂) + 𝑂(ℎ′|𝑢|∞). On a alors

𝐼ℎ,𝑟(𝑢) = ∫
𝛿

−𝛿
e−𝜙ℎ,𝑟(𝜉)/ℎ𝑢(𝜉) d𝜉 + 𝑂(e−𝑐/ℎ|𝑢|∞)

= e−𝑐ℎ,𝑟/ℎ∫
𝛿

−𝛿
e−𝜂2/2ℎ𝑢(𝜉c(ℎ′, 𝑟) + 𝜉(𝜂))

d𝜉
d𝜂 d𝜂 + 𝑂(e−𝑐′/ℎ|𝑢|∞)

et d’après le théorème 2.7, on a

𝐼ℎ,𝑟 = √2𝜋ℎe−𝑐ℎ,𝑟/ℎ(𝑢(𝜉c(ℎ′, 𝑟)) + 𝑂(ℎ′|𝑢|∞))

= √2𝜋ℎe−𝑐ℎ,𝑟/ℎ(𝑢(0) + 𝑂(ℎ′|𝑢|∞)).

Quitte à réduire 𝜖, tous les𝑂 des formules précédentes sont localement uniformes
en 𝑟 ∈ 𝑉. En utilisant l’asymptotique pour 𝑐ℎ,𝑟 (Eq. (2.31)), on en déduit l’asympto-
tique recherchée pour 𝐼ℎ,𝑟.

Remarque 2.10. On a supposé 𝑟 analytique pour justifier les changements de chemins
d’intégrations. Mais on peut dans certains cas se passer de cette hypothèse. Déjà si
𝑟 est à valeurs réelles, on n’a pas besoin de changer de chemin d’intégration, et il
suffit alors que 𝑟 soit 𝐶∞. On peut aussi essayer de remplacer 𝑟 par une extension
quasi-analytique (voir p. ex. [34, Ch. 8] ou [33, Sec. 2.2]). On peut alors se rendre
compte que si 𝛼 < 1/2, il suffit de supposer que 𝑟 soit 𝐶∞. Si 𝛼 ≥ 1/2, la situation est
plus compliquée, et il semblerait qu’on aie besoin de supposer que 𝑟 soit de classe
Gevrey.

2.3.2 Non-contrôlabilité
On démontre la non-contrôlabilité de l’équation de la chaleur fractionnaire tournée
sous-critique, dès que l’ouvert de contrôle n’est pas dense dans Ω.

Théorème 2.11. Soit Ω = ℝ ou Ω = 𝕋, 𝜔 un ouvert strict de Ω et 𝑇 > 0. L’équation
de la chaleur fractionnaire tournée surΩ n’est pas contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇.

Remarque 2.12. Ce théorème reste valable, avec la même démonstration, si Ω =
ℝ𝑛 × 𝕋𝑚. Par simplicité, on se limite aux cas Ω = ℝ et Ω = 𝕋.

Commençons par le casΩ = ℝ. On choisit 𝜉0 > 0 et 𝜒 une fonction 𝐶∞(ℝ, [0, 1]),
à support compact dans [−𝜉0/2, 𝜉0/2] et qui vaut 1 dans [−𝜉0/4; 𝜉0/4]. Pour ℎ > 0 on
considère la fonction 𝑔0,ℎ définie par

𝑔0,ℎ(𝑥) =
1
√2

(𝜋ℎ)
1/4

∫
ℝ
𝜒(ℎ𝜉 − 𝜉0)e−(ℎ𝜉−𝜉0)

2/2ℎ d𝜉.
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Si on introduit la transformée de Fourier semi-classique ℱℎ définie par ℱℎ(𝑓)(𝜉) =
ℎ−1/2ℱ(𝑓)(𝜉/ℎ), ou de manière équivalente,

ℱℎ(𝑓)(𝜉) =
1

√2𝜋ℎ
∫
ℝ
𝑓(𝑥)e𝑖𝑥𝜉/ℎ d𝜉,

on a ℱℎ(𝑔0,ℎ) = (𝜋ℎ)−1/4𝜒(𝜉 − 𝜉0)e−(𝜉−𝜉0)
2/2ℎ. On note 𝑔ℎ la solution de l’équation

adjointe (2.2) de condition initiale 𝑔0,ℎ. Par définition du laplacien fractionnaire, la
transformée de Fourier en 𝑥 de 𝑔ℎ(𝑡, ⋅) est

ℱ𝑔ℎ(𝑡, 𝜉) = (ℎ𝜋)
1/4

𝜒(ℎ𝜉 − 𝜉0)e−(ℎ𝜉−𝜉0)
2/2ℎ−𝑡𝑧|𝜉|𝛼.

Si on prend plutôt la transformée de Fourier semi-classique, on trouve

ℱℎ𝑔ℎ(𝑡, 𝜉) = (𝜋ℎ)−1/4𝜒(𝜉 − 𝜉0)e−(𝜉−𝜉0)
2/2ℎ−𝑡𝑧|𝜉|𝛼/ℎ𝛼. (2.32)

Grâce à la méthode du point col, on montre les estimations suivantes.

Proposition 2.13 (Estimations ponctuelles). Soit 𝜖 > 0. Dans la limite ℎ → 0+, on a
uniformément en 𝑥 ∈ ℝ et 𝑡 ≥ 0,

|𝑔ℎ(𝑡, 𝑥)| = 𝑂(e−𝑐𝑡/ℎ𝛼). (2.33)

De plus, on a uniformément en 𝑡 > 0 et |𝑥| > 𝜖

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑂(|𝑥|−2e−𝑐/ℎ−𝑐𝑡/ℎ𝛼). (2.34)

Enfin, on a localement uniformément en 𝑡 ≥ 0 et |𝑥| < 𝜉0/8

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) = (𝜋ℎ)−1/4ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ−𝑡𝑧(𝜉0+i𝑥)𝛼/ℎ𝛼+𝑂(ℎ1−2𝛼)(1 + 𝑂(ℎ1−𝛼)). (2.35)

Remarque 2.14. Pour nier la contrôlabilité de l’équation de la chaleur fractionnaire,
on peut au lieu de l’asymptotique (2.35), se contenter de

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) = ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ+𝑂(ℎ−𝛼). (2.36)

L’asymptotique avec plus de termes énoncée dans la Proposition 2.13 nous servira
lorsqu’on étudiera l’équation de Kolmogorov. La majoration (2.33) ne nous servira
également que pour traiter l’équation de Kolmogorov.

Démonstration. D’après l’expression de la transformée de Fourier de la solution 𝑔,
on a

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) =
1

√2(𝜋ℎ)3/4
∫
ℝ
𝜒(𝜉 − 𝜉0)e−(𝜉−𝜉0)

2/2ℎ+i𝑥𝜉/ℎ−𝑡𝑧|𝜉|𝛼/ℎ𝛼 d𝜉. (2.37)
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La troncature 𝜒 est nulle hors de [−𝜉0/2, 𝜉0/2]. Donc, dans l’intégrale ci-dessus,
les seules valeurs de 𝜉 qui interviennent sont 𝜉0/2 ≤ 𝜉 ≤ 3𝜉0/2. On en déduit la
majoration suivante :

|𝑔ℎ(𝑡, 𝑥)| ≤
1

(𝜋ℎ)1/4
e−𝑡ℜ(𝑧)(𝜉0/2)𝛼/ℎ𝛼,

ce qui nous donne la majoration (2.33).
Remarquons que sur le support de 𝜒, |𝜉| = 𝜉. En notant 𝜙𝑥(𝜉) = (𝜉 − i𝑥)2/2, on a

−(𝜉 − 𝜉0)2/2 + i𝑥𝜉 = −𝜙𝑥(𝜉 − 𝜉0) + i𝑥𝜉0 − 𝑥2/2. Donc, en faisant le changement de
variables 𝜉 ↦ 𝜉 − 𝜉0, on a

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) =
1

√2(𝜋ℎ)3/4
ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ∫

ℝ
e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0)𝛼/ℎ𝛼𝜒(𝜉) d𝜉. (2.38)

La fonction 𝜉 ↦ 𝜒(ℜ(𝜉)) est constante (et donc holomorphe) sur {|ℜ(𝜉)| < 𝜉0/4},
donc la fonction 𝜉 ↦ 𝜒(ℜ(𝜉))e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ−𝑧𝑡(𝜉+𝜉0)𝛼/2 est holomorphe sur {|ℜ(𝜉)| < 𝜉0/4}.
Donc on peut changer le chemin d’intégration entre −𝜉0/4 et 𝜉0/4.

Pour démontrer la majoration (2.34), on commence par intégrer par parties afin
d’obtenir une décroissance en 𝑥. On remarque que −ℎ𝜕𝜉e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ = (𝜉 − i𝑥)e−𝜙𝑥(𝜉).
Donc l’intégrale dans l’expression de 𝑔ℎ est égale à

∫
ℝ
e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ𝜒(𝜉)e−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0)𝛼/ℎ𝛼 d𝜉 = ∫

ℝ
e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ𝑢𝑥(𝜉) d𝜉 (2.39)

avec5

𝑢𝑥(𝜉) = (ℎ𝜕𝜉
1

𝜉 − i𝑥
)
2
(𝜒(𝜉)e−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0)𝛼/ℎ𝛼). (2.40)

Alors, on déforme le chemin d’intégration vers i𝑥, dans le but d’augmenterℜ(𝜙𝑥).
Par exemple, on peut choisir de suivre un arc d’hyperbole de la forme ℜ(𝜙𝑥(𝜉)) =
ℜ(𝜙𝑥(𝑎)) = 𝑎2/2 − 𝑥2/2 avec 𝑎 suffisamment petit (voir Fig. 2.4). La longueur de cet
arc d’hyperbole reste bornée uniformément en 𝑥, et on a alors

|
|
|
∫
ℝ
e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ𝑢𝑥(𝜉) d𝜉

|
|
|
≤ 𝐶 sup

𝜉∈chemin d’intégration
|𝑢𝑥(𝜉)|e−𝑎

2/2ℎ+𝑥2/2ℎ.

Quitte à réduire 𝑎, on peut supposer que le chemin d’intégration reste proche de
l’axe réel, de sorte que ℜ(𝑧(𝜉 + 𝜉0)𝛼) ≥ 𝑐 > 0 pour tout 𝜉 sur le chemin d’intégration.
Alors, en utilisant la définition de 𝑢𝑥 (Eq. (2.40)) et le fait que 𝜒 soit à support dans
[−𝜉0/2, 𝜉0/2], on trouve

∫
ℝ
e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ𝜒(𝜉)e−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0)𝛼/ℎ𝛼 d𝜉 ≤ 𝐶|𝑥|−2e−𝑎2/2ℎ+𝑥2/2ℎe−𝑐𝑡/ℎ𝛼.

5On a fait seulement 2 intégrations par parties parce que cela nous suffit, mais on peut bien sûr en
faire autant que l’on souhaite. On obtient alors un décroissance en |𝑥|−𝑁 pour n’importe quel𝑁.
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i𝑥 ℜ(𝜙𝑥) > 0ℜ(𝜙𝑥) > 0

ℜ(𝜙𝑥) < 0

𝜒−1(1)
−𝑎 𝑎

Γ

ℜ(𝜙𝑥) > 0ℜ(𝜙𝑥) > 0

ℜ(𝜙𝑥) < 0
𝜒−1(1)

i𝑥

Figure 2.4 – En rouge, l’intervalle où𝜒 = 1. Les lignes diagonales définissent quatre quadrants ;
dans ceux de gauche et de droite, ℜ(𝜙𝑥) > 0, et dans les autres, ℜ(𝜙𝑥) < 0. En bleu, le chemin
d’intégration que l’on choisit dans l’intégrale définissant 𝑔ℎ(𝑡, 𝑥) (Eq. (2.38)). Figure de gauche :
si 𝑥 n’est pas trop petit, on déforme le chemin en direction de i𝑥, en suivant un arc d’hyperbole
ℜ(𝜙𝑥) = constant entre −𝑎 et 𝑎. Figure de droite : si |𝑥| < 𝜉0/4, on choisit un chemin qui
passe par le point col 𝜉 = i𝑥 et qui reste dans les quadrants où ℜ(𝜙𝑥) > 0.

Si on utilise cette estimée dans l’expression de 𝑔ℎ (Eq. (2.38)), on en déduit

|𝑔ℎ(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝐶|𝑥|−2ℎ−3/4e−𝑎2/2ℎ−𝑐𝑡/ℎ𝛼,

qui est l’inégalité recherchée.
Pour démontrer l’asymptotique (2.35), on va utiliser la méthode du point col

donnée en Prop. 2.9. On commence par changer le chemin d’intégration pour un
chemin qui passe par le point critique 𝜉 = i𝑥 (voir Fig. 2.4), et on trouve

∫
ℝ
𝜒(𝜉)e−𝜙𝑥(𝜉)−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0)𝛼/ℎ𝛼 d𝜉 = ∫

𝑎

−𝑎
e−𝜉2/2−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0+i𝑥)𝛼/ℎ𝛼 d𝜉 + 𝑂(e−𝑐/ℎ),

où 𝑎 > 0 est suffisamment petit (par exemple 𝑎 = 𝜉0/8), et le 𝑂 correspond à la partie
de l’intégrale pour 𝜉 loin du point critique, et est localement uniforme en 𝑡 ≥ 0 et
|𝑥| < 𝜉0/8. Alors, d’après la méthode du point col, on a

∫
ℝ
𝜒(𝜉)e−𝜙𝑥(𝜉)−𝑡𝑧(𝜉+𝜉0)𝛼/ℎ𝛼 d𝜉 = √2𝜋ℎe−𝑡𝑧(𝜉0+i𝑥)𝛼/ℎ𝛼+𝑂(ℎ1−2𝛼)(1 + 𝑂(ℎ1−𝛼)).

D’après la proposition 2.9, les 𝑂 sont localement uniformes en 𝑡 > 0 et |𝑥| < 𝜉0/8.
Alors, l’expression (2.38) de 𝑔ℎ donne l’asymptotique recherchée.

On peut désormais démontrer la non-contrôlabilité de l’équation de la chaleur
fractionnaire tournée. Commençons par le cas Ω = ℝ.
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CasΩ = ℝ. Comme l’équation de la chaleur fractionnaire tournée est invariante par
translation, on peut supposer que 𝜔 ⊂ {|𝑥| > 𝜖}. Alors les fonctions (𝑔ℎ)ℎ>0 définies
précédemment forment un contre-exemple à l’inégalité d’observabilité (2.3). En effet,
d’après la majoration (2.34) de 𝑔ℎ, on a

|𝑔ℎ(𝑡, ⋅)|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝑇∫
|𝑥|>𝜖

𝐶
𝑥4 e

−𝑐/ℎ d𝑥 ≤ 𝐶e−𝑐/ℎ,

et d’après l’asymptotique (2.36), on a

|𝑔ℎ(𝑇, ⋅)|𝐿2(ℝ) ≥ |𝑔ℎ(𝑇, ⋅)|𝐿2(|𝑥|<𝜖) ≥ e𝑂(ℎ−𝛼).

En prenant la limite ℎ → 0, on voit que l’inégalité d’observabilité ne peut être
vraie.

Traitons maintenant le cas Ω = 𝕋.

CasΩ = 𝕋. Comme l’équation de la chaleur fractionnaire tournée est invariante par
translation (du tore), on peut supposer que 𝜔 = 𝕋⧵ [−𝜖, 𝜖]. Sur le tore 𝕋, les solutions
s’expriment comme somme (série de Fourier) et non comme intégrale (transformée
de Fourier). La méthode du point col ne semble alors pas être d’un grand secours.
Cependant, en périodisant les fonctions 𝑔ℎ, on peut se ramener au cas Ω = ℝ. On
définit 𝑔ℎper par

𝑔ℎper(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑘∈ℤ

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥 + 2𝜋𝑘).

Notons que comme la transformée de Fourier de 𝑔ℎ(𝑡, ⋅) est 𝐶∞ à support compact,
𝑔ℎ(𝑡, ⋅) décroit plus vite que |𝑥|−2 à l’infini, et donc la somme précédente a du sens.
Or, d’après l’astuce de la formule de Poisson, le 𝑛-ième coefficient de Fourier de 𝑔ℎper
est (2𝜋)−1/2ℱ(𝑔ℎ(𝑡, ⋅))(𝑛). Mais par définition de 𝑔ℎ comme solution de l’équation de
la chaleur fractionnaire tournée, on a

ℱ(𝑔ℎ(𝑡, ⋅))(𝜉) = e−𝑡𝑧|𝜉|𝛼ℱ(𝑔ℎ,0)(𝜉).

Donc, en utilisant à nouveau la même astuce, 𝑐𝑘(𝑔ℎper(𝑡, ⋅)) = e−𝑡𝑧|𝑘|𝛼𝑐𝑘(𝑔ℎper(0, ⋅)).
Donc 𝑔ℎper est solution de l’équation de la chaleur fractionnaire tournée sur 𝕋. On
montre maintenant que dans la somme définissant 𝑔ℎper, les termes pour 𝑘 ≠ 0 sont
négligeables. En effet, on a d’après la définition de 𝑔ℎper

|𝑔ℎper(𝑡, ⋅)|𝐿2(𝕋) =
||| ∑
𝑘∈ℤ

𝑔ℎ(𝑡, ⋅ + 2𝜋𝑘)|||
𝐿2(−𝜋,𝜋)

.

D’après l’inégalité triangulaire, on a donc

|𝑔ℎper(𝑡, ⋅)|𝐿2(𝕋) ≥ |𝑔ℎ(𝑇, ⋅)|𝐿2(−𝜋,𝜋) − ∑
𝑘≠0

|𝑔ℎ(𝑡, ⋅)|𝐿2((2𝑘−1)𝜋,(2𝑘+1)𝜋).
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Donc, d’après l’asymptotique (2.36) de 𝑔ℎ, on a

|𝑔ℎper(𝑡, ⋅)|𝐿2(𝕋) ≥ e𝑂(ℎ−𝛼) − ∑
𝑘≠0

𝑂(𝑘−2e−𝑐/ℎ)

≥ e𝑂(ℎ−𝛼) − 𝑂(e−𝑐/ℎ).

Dans le même esprit, on a d’après l’inégalité triangulaire, et en identifiant 𝜔 =
𝕋 ⧵ [−𝜖, 𝜖] avec ]−𝜋, 𝜋[ ⧵ [−𝜖, 𝜖] ⊂ ℝ,

|𝑔ℎper|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ ∑
𝑘∈ℤ

|𝑔ℎ|𝐿2([0,𝑇]×]𝜔+2𝜋𝑘[)

et grâce à la majoration (2.34) de 𝑔ℎ

|𝑔ℎper|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = 𝑂(e−𝑐/ℎ).

En prenant la limite ℎ → 0, on voit que la famille (𝑔ℎper)ℎ>0 est un contre-exemple
à l’inégalité d’observabilité (2.3).

Remarque 2.15. • On a implicitement supposé que l’équation de la chaleur frac-
tionnaire était posée pour des fonctions à valeurs complexes : il existe une
condition initiale à valeurs complexes 𝑓0 qui ne peut être amenée à zéro en
temps 𝑇. Si 𝑧 = 1, on pourrait se poser la question pour des conditions initiales
à valeurs réelles. Mais le résultat précédent implique qu’il existe une condi-
tion initiale à valeurs réelles qui ne peut être amenée à zéro en temps 𝑇. En
effet, si à la fois ℜ(𝑓0) et ℑ(𝑓0) pouvaient être amenées à zéro en temps, alors
𝑓0 elle-même pourrait être amenée à zéro en temps 𝑇.

• Micu et Zuazua ont démontré que si on considère l’équation de la chaleur frac-
tionnaire sous-critique sur ]0, 𝜋[, alors il existe des conditions initiales dans
n’importe quel 𝐻𝑚 qu’on peut amener à zéro (qui plus est avec un contrôle de
la forme 𝑢(𝑡)𝑣(𝑥)) [63, Prop. 3.3]. Notons qu’il est dit dans l’article que cette
Proposition s’applique aussi au cas 𝛼 = 1, ce qui semble contredire la conjec-
ture que nous avons formulée dans la Remarque 2.6. Mais les hypothèses de
décroissances des coefficients de Fourier de la fonction profil de la proposi-
tion en question impliquent que le contrôle que l’on construit avec, a pour
support en espace ]0, 𝜋[ tout entier. Il n’y a donc pas contradiction avec notre
conjecture.



3 | Un peu d’analyse complexe et
d’analyse spectrale

ANALYSER les propriétés de contrôlabilité de l’équation «modèle » qu’est l’équa-
tion de la chaleur fractionnaire était somme toute facile grâce à l’expression

explicite du semi-groupe. Mais pour les équations où on ne peut déterminer que
de manière approchée les éléments spectraux, quelques outils techniques seront
nécessaires. Le premier outil est une estimation 𝐿∞ sur certains opérateurs sur les
polynômes. Estimation qui sera centrale pour traiter des termes d’erreurs pour l’équa-
tion de Grushin. Le second est une asymptotique spectrale en limite semi-classique
de l’oscillateur harmonique et de l’opérateur d’Airy.

3.1 Opérateurs sur les polynômes

3.1.1 Introduction

On a vu que pour l’équation de la demi-chaleur, certaines solutions sont de la forme
∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑧

𝑛 avec 𝑧 = e−𝑡+i𝑥. Nous verrons dans les chapitres suivants que pour cer-
taines équations, comme l’équation de Grushin, nous aurons des solutions approchée
de cette forme. Les solutions exactes présenterons un terme d’erreur qui vient multi-
plier 𝑧𝑛 : elles sont de la forme∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝛾𝑡,𝑛𝑧

𝑛. Pour adapter les méthodes employées
pour l’équation de la demi-chaleur, on veut trouver une estimation de∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝛾𝑡,𝑛𝑧

𝑛,
pour des normes appropriées et de bonnes hypothèses sur chaque suite (𝛾𝑡,𝑛)𝑛. Afin
de ne pas s’encombrer de questions de sommabilité, on supposera les sommes finies,
quitte à étendre les estimées par densité après coup.

Une estimation 𝐿2 sur les disques centrés en 0 est facile à démontrer. En calculant
∫𝜕𝐷(0,1) 𝑧

𝑛𝑧𝑚 d𝑧 en coordonnées polaires, on constate que les fonctions 𝑧 ↦ 𝑧𝑛 sont
orthogonales sur 𝐷(0, 1). En conséquence, on a

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝛾𝑛𝑧2
|||

2

𝐿2(𝐷(0,1))
= ∑

𝑛≥0
|𝑎𝑛|2|𝛾𝑛|2|𝑧𝑛|2𝐿2(𝐷(0,1)) ≤ sup

𝑛≥0
|𝛾𝑛|2

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑧𝑛
|||

2

𝐿2(𝐷(0,1))
.

Mais comme on peut le voir sur la Fig. 2.1 du chapitre précédent, les domaines
qui nous intéressent ne sont pas des disques, et on a besoin d’une autre approche.
Prenons l’exemple 𝛾𝑛 = 𝑛 pour voir ce que l’on peut faire. On a alors

∑
𝑛≥0

𝑛𝑎𝑛𝑧𝑛 = 𝑧 dd𝑧( ∑𝑛≥0
𝑎𝑛𝑧𝑛).

45
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Donc, d’après la formule intégrale de Cauchy, on a pour 𝑟 > 0 et 𝑧 ∈ ℂ

∑
𝑛≥0

𝑛𝑎𝑛𝑧𝑛 =
𝑧
2i𝜋 ∮𝜕𝐷(𝑧,𝑟)

1
(𝜁 − 𝑧)2

∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛 d𝜁.

Si 𝐾 est un compact de ℂ et 𝑈 un voisinage de 𝐾, on a pour 𝑟 assez petit et 𝑧 ∈ 𝐾,
𝐷(𝑧, 𝑟) ⊂ 𝑈. On a alors l’estimée

||| ∑
𝑛≥0

𝑛𝑎𝑛𝑧𝑛
|||
𝐿∞(𝐾)

≤ 1
𝑟 sup𝑧∈𝐾

|𝑧|||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑧𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

.

C’est ce type d’estimées que nous établissons ici, sous des hypothèses géométriques
sur 𝐾 et des hypothèses générales sur la suite (𝛾𝑛).

Désormais et dans le reste de cette section, 𝐸 est un espace de Banach complexe.
Le lecteur pourra supposer 𝐸 de dimension finie sans problème pour la suite, puisque
ce sera le seul cas que nous rencontrerons dans les applications. On cherche des
estimées 𝐿∞ sur les opérateurs suivant.

Définition 3.1. Si 𝛾 = (𝛾𝑛)𝑛≥0 est une suite à coefficients dans ℒ(𝐸) (l’ensemble des
opérateurs linéaires continus sur 𝐸), on définit l’opérateur 𝐻𝛾 sur les polynômes à
coefficients dans 𝐸 par

𝐻𝛾( ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑧𝑛) = ∑
𝑛≥0

𝛾𝑛𝑎𝑛𝑧𝑛.

On dit que 𝛾 est le symbole de l’opérateur 𝐻𝛾.

Notons que cette définition inclut les cas où 𝛾𝑛 et 𝑎𝑛 sont scalaires (cas 𝐸 = ℂ)
et le cas où 𝑎𝑛 est un vecteur de taille 𝑑 et 𝛾𝑛 est une matrice carrée de taille 𝑑 (cas
𝐸 = ℂ𝑑). Ce sont les deux cas que nous rencontrerons dans les applications.

Commençons par la remarque suivante, qui permet de voir 𝐻𝛾 comme un opéra-
teur de convolution sur des cercles.

Lemme 3.2. Soit (𝛾𝑛) une suite à valeurs dans ℒ(𝐸) à croissance sous-exponentielle,
soit 𝐾𝛾(𝜁) = ∑𝑛≥0 𝛾𝑛𝜁

𝑛 (qui converge pour |𝜁| < 1), et soit 𝑅 > 0. Alors, pour tout
|𝑧| < 𝑅 et pour tout polynôme 𝑓 ∈ 𝐸[𝑋],

𝐻𝛾𝑓(𝑧) =
1
2i𝜋 ∮𝜕𝐷(0,𝑅)

1
𝜁
𝐾𝛾 (

𝑧
𝜁
) 𝑓(𝜁) d𝜁. (3.1)

Démonstration. Si 𝑓(𝜁) = ∑𝑎𝑛𝜁𝑛 est un polynôme, on a d’après la formule intégrale
de Cauchy

𝑎𝑛 =
1
2i𝜋 ∮𝜕𝐷(0,𝑅)

𝑓(𝜁)
𝜁𝑛+1

d𝜁.
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Alors, en remplaçant cette formule dans la définition de 𝐻𝛾 :

𝐻𝛾𝑓(𝑧) =
1
2i𝜋 ∑

𝑛≥0
𝛾𝑛∮

𝜕𝐷(0,𝑅)

𝑓(𝜁)
𝜁𝑛+1

d𝜁𝑧𝑛.

Donc, d’après le théorème de Fubini, pour |𝜁| < 𝑅,

𝐻𝛾𝑓(𝑧) =
1
2i𝜋 ∮𝜕𝐷(0,𝑅)

∑
𝑛≥0

𝛾𝑛𝑧𝑛

𝜁𝑛+1
𝑓(𝜁) d𝜁,

ce qui, d’après la définition de 𝐾𝛾, est bien la formule annoncée.

L’idée pour étudier les opérateurs 𝐻𝛾 est de changer le chemin d’intégration
dans l’expression de 𝐻𝛾 comme opérateur de convolution. Pour ce faire, on a besoin
d’étendre le noyau 𝐾𝛾 analytiquement sur un plus grand domaine que 𝐷(0, 1). On
commence par décrire les espaces de symboles pour lesquels nous le faisons.

3.1.2 Classes de symboles

Commençons par quelques rappels sur les fonctions holomorphes.

Définition 3.3. Soit 𝑈 un ouvert de ℂ. On note 𝒪(𝑈; 𝐸) l’espace de fonctions holo-
morphes sur 𝑈 à valeur dans 𝐸. On munit 𝒪(𝑈; 𝐸) de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts. C.-à-d. que pour tout compact 𝐾 de 𝑈, on munit 𝒪(𝑈; 𝐸)
de la semi-norme 𝑝𝐾(𝑓) = sup𝑧∈𝐾 |𝑓(𝑧)|.

Rappelons que grâce à la formule intégrale de Cauchy, 𝑓 ↦ 𝑓′ est continue de
𝒪(𝑈; 𝐸) dans lui-même. Rappelons aussi que 𝒪(𝑈; 𝐸) est un espace de Fréchet.

Symboles tronqués

Dans les applications, nous aurons selon les cas plus ou moins d’information sur le
symbole (𝛾𝑛)𝑛 de l’opérateur 𝐻𝛾. Plus on a une information précise, meilleure sera
l’estimation sur l’opérateur 𝐻𝛾. Nous décrivons trois espaces de symboles, qui nous
permettront d’obtenir des estimations différentes.

Définition 3.4. Soit 𝑟 ≥ −1. On définit 𝒮𝑟,0(𝐸) l’ensemble des fonctions 𝛾 holo-
morphes sur Δ𝑟 = {ℜ(𝑧) > 𝑟}, à valeur dans ℒ(𝐸), et qui ont une croissance sous-
exponentielle, c.-à-d. que pour tout 𝜖 > 0,

𝑝𝜖(𝛾) ≔ sup
𝑧∈Δ𝑟

|𝛾(𝑧)e−𝜖|𝑧|| < +∞.

On munit 𝒮𝑟,0(𝐸) des semi-normes (𝑝𝜖)𝜖>0.
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Exemple 3.5. Les polynômes sont des exemples de fonctions qui sont dans 𝒮𝑟,0(ℂ)
pour tout 𝑟 ≥ −1. La fonction 𝑧 ↦ √𝑧 est dans 𝑆𝑟,0 pour tout 𝑟 ≥ 0. La fonction
𝑧 ↦ e−𝜆𝑧 est dans 𝒮𝑟,0(ℂ) si et seulement si 𝜆 ∈ ℝ+. La fonction 𝑧 ↦ e−𝑧2 n’est dans
aucun 𝒮𝑟,0(ℂ).

Définition 3.6. Soit 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ une fonction croissante, et pour tout 𝜃 ∈
]0, 𝜋/2[, Δ𝑟,𝜃 ≔ {|𝑧| > 𝑟(𝜃), |arg(𝑧)| < 𝜃}. On définit 𝒮𝑟(𝐸) l’ensemble des fonctions 𝛾
holomorphes sur⋃0<𝜃<𝜋/2 Δ𝑟,𝜃, à valeur dans ℒ(𝐸), et qui ont une croissance sous-
exponentielle sur chaque Δ𝑟,𝜃, c.-à-d. telles que pour tout 𝜖 > 0 et 0 < 𝜃 < 𝜋/2,

𝑝𝜃,𝜖(𝛾) ≔ sup
𝑧∈Δ𝑟,𝜃

|𝛾(𝑧)e−𝜖|𝑧|| < +∞

On munit 𝒮𝑟(𝐸) des semi-normes (𝑝𝜃,𝜖)0<𝜃<𝜋/2
𝜖>0

.

Exemple 3.7. Les fonctions de l’exemple 3.5 vérifient les mêmes propriétés si on
remplace 𝒮𝑟,0(ℂ) par 𝒮𝑟(ℂ) (pour n’importe quelle fonction 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+).

Pour tout 𝛼 > 0, la fonction 𝛾𝛼∶ 𝑧 ↦ exp(𝑧𝛼e−𝑧) est dans tous les 𝒮𝑟(ℂ), mais
si 𝛼 > 1, elle n’est dans aucun 𝒮𝑟,0(ℂ). En effet, dans chaque secteur {|arg(𝑧)| < 𝜃}
avec 𝜃 < 𝜋/2, la décroissance du terme e−𝑧 compense la croissance du terme 𝑧𝛼 :
la fonction 𝛾𝛼 est donc bornée sur chaque secteur {|arg(𝑧)| < 𝜃}. Mais si on prend
𝑧 = 𝑟0 + i𝑡 et qu’on fait tendre 𝑡 vers ±∞, le terme e−𝑧 est de module constant, et
ne peut compenser la croissance de 𝑧𝛼 : dans le cas 𝛼 ≥ 1, la fonction 𝛾𝛼 n’est à
croissance sous-exponentielle sur aucun demi-plan {ℜ(𝑧) > 𝑟0}.

Remarque 3.8. La condition « 𝑟 croissante » est là pour éviter quelques bizarreries
dans les démonstrations (comme p. ex. un calcul qui est valide pour un 𝜃 donné mais
qui ne semble pas marcher pour certains 𝜃′ < 𝜃). Elle est cependant assez artificielle.

En effet, si 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ est une fonction quelconque, on pose (par exemple)
̃𝑟(𝜃) ≔ inf𝜋/2>𝜃′≥𝜃 𝑟(𝜃′) + 1. Alors, pour tout 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, le secteur Δ ̃𝑟,𝜃 est inclus
dans un secteur de la forme Δ𝑟,𝜃′. Donc une fonction holomorphe sur l’union de Δ𝑟,𝜃
l’est également sur l’union des Δ ̃𝑟,𝜃. La propriété de croissance sous-exponentielle
est également préservée.

C’est pourquoi, lorsqu’il s’agira de démontrer qu’une fonction 𝛾 est dans un
𝒮𝑟(𝐸), on se contentera de montrer que pour tout 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, il existe 𝑟𝜃 > 0 tel
que 𝛾 est holomorphe sur le secteur {|𝑧| > 𝑟𝜃, |arg(𝑧)| < 𝜃} et est à croissance sous-
exponentielle sur ce secteur. Et ceci sans se préoccuper de montrer que 𝜃 ↦ 𝑟𝜃 est
croissante.

Définition 3.9. Soit 𝑟 ≥ 0, et 𝐷>𝑟 = {|𝑧| > 𝑟}. On définit 𝒮𝑟,∞(𝐸) l’ensemble des
fonctions 𝛾 holomorphes bornées sur𝐷>𝑟, à valeur dansℒ(𝐸), et telles que 𝑧 ↦ 𝛾(𝑧−1)
soit holomorphe en 0. On munit 𝒮𝑟,∞(𝐸) de la norme |𝛾| = sup𝑧∈𝐷𝑟

|𝛾(𝑧)|.
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Remarque 3.10. On pourrait autoriser dans cette définition ∞ à être un point de
branchement pour 𝛾, et même un pôle, dans le but d’autoriser des fonctions comme
𝛾(𝑛) = √𝑛. On demande alors qu’il existe 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ∗ tels que 𝑧 ↦ 𝑧𝑛1𝛾(𝑧−𝑛2) soit
holomorphe en 0. Pour 𝛾(𝑧) = √𝑧, on aurait 𝑛1 = 1 et 𝑛2 = 2. On aurait alors un
espace 𝒮𝑟,𝑛1,𝑛2,∞(𝐸) paramétré par 𝑛1, 𝑛2 en plus de 𝑟. Les théorèmes qui suivent
restent vrais si on remplace 𝒮𝑟,∞(𝐸) par 𝒮𝑟,𝑛1,𝑛2,∞(𝐸), mais nous nous abstiendrons
de développer plus avant cela, car des telles complications ne nous seront pas utiles.

Remarque 3.11. Notons que pour 𝑟0 ≥ 0 et 𝑟(𝜃) ≥ 𝑟0/cos(𝜃), on a les inclusions
continues

𝒮𝑟0,∞(𝐸) ⊂ 𝒮𝑟0,0(𝐸) ⊂ 𝒮𝑟(𝐸).

Ces espaces partagent les propriétés suivantes.

Proposition 3.12. Soit 𝒮 = 𝒮𝑟,0(𝐸), 𝒮 = 𝒮𝑟(𝐸), ou 𝒮 = 𝒮𝑟,∞(𝐸). L’espace 𝒮 vérifie les
propriétés suivantes :

1. La topologie de 𝒮 est plus forte que la topologie de la convergence sur tout compact.

2. Pour tout 𝑗 ∈ ℕ, pour tout 𝑥0 dans le domaine de définition des éléments de 𝒮, la
forme linéaire 𝛾 ∈ 𝒮 ↦ 𝛾(𝑗)(𝑥0) est continue.

3. Si 𝐸 est une algèbre de Banach, l’application (𝛾1, 𝛾2) ↦ 𝛾1𝛾2 est continue de 𝒮 × 𝒮
vers 𝒮.

Démonstration. On fait la démonstration dans le cas 𝒮 = 𝒮𝑟(𝐸).

1. Soit 𝐾 un compact de⋃0<𝜃<𝜋/2 Δ𝑟,𝜃. D’après la propriété de Borel-Lebesgue, il

existe un nombre fini de 𝜃 dans ]0, 𝜋/2[, disons 𝜃1, … , 𝜃𝑘 tels que𝐾 ⊂ ⋃𝑘
𝑗=1 Δ𝑟,𝜃𝑗.

Alors, en notant 𝑅 = sup𝑧∈𝐾 |𝑧|, on a

|𝛾|𝐿∞(𝐾) ≤ sup
1≤𝑗≤𝑘

𝑝𝜃𝑘,1(𝛾)e
𝑅,

ce qui démontre le premier point.

2. Le second point découle du premier et du fait que les formes linéaires 𝛾 ↦
𝛾(𝑗)(𝑥0) sont continues sur l’espace 𝒪(𝑈; 𝐸) des fonctions holomorphes sur 𝑈,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

3. Pour démontrer le dernier point, on remarque que pour tout 𝑧 ∈ Δ𝑟,𝜃, on
a |𝛾1(𝑧)𝛾2(𝑧)| ≤ 𝑝𝜃,𝜖/2(𝛾1)𝑝𝜃,𝜖/2(𝛾2)e𝜖|𝑧|, et donc 𝑝𝜃,𝜖(𝛾1𝛾2) ≤ 𝑝𝜃,𝜖/2(𝛾1)𝑝𝜃,𝜖/2(𝛾2).
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Remarque 3.13. Ceci ne nous servira pas, mais on peut montrer que les espaces
𝒮𝑟,0(𝐸) et 𝒮𝑟,∞(𝐸) sont en fait de Fréchet. L’espace 𝒮𝑟(𝐸) est complet, mais on ne sait
pas s’il est de Fréchet. Cependant, si on impose que la fonction 𝑟 ne prenne qu’un
nombre dénombrable de valeurs, 𝒮𝑟(𝐸) est alors un espace de Fréchet. Notons que
dans les applications, on pourrait toujours remplacer 𝑟 par une fonction ̃𝑟, supérieure
à 𝑟, qui ne prend qu’un nombre dénombrable de valeurs.

Symboles non tronqués

Si 𝛾 est dans l’un des espaces 𝒮𝑟,0(𝐸), 𝒮𝑟(𝐸), etc. définis à la section précédente, la
valeur de 𝛾 en 𝑛 ∈ ℕ n’est définie que pour 𝑛 assez grand. Par exemple, si 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0(𝐸),
alors 𝛾(𝑛) est défini pour 𝑛 > 𝑟, mais pas pour 𝑛 ≤ 𝑟. C’est pourquoi nous appelons
ces éléments « symboles tronqués ».

Cependant, nombre de propriétés qui nous intéresseront ne dépendent pas des
premières valeurs 𝛾(𝑛). En conséquence, si 𝛾(𝑛) n’est pas défini pour des petites
valeurs de 𝑛, on peut en choisir arbitrairement la valeur. Nous formalisons cette idée
dans la définition suivante.

Définition 3.14. Soit 𝒮 est un espace vectoriel localement convexe de fonctions sur
un domaine 𝑋 ⊂ ℂ, à valeur dans 𝐸, et tel qu’il existe 𝑁 ≥ 0 tel que tous les entiers
supérieurs à 𝑁 sont dans 𝑋. On note 𝑛0 le plus petit de ces entiers 𝑁.

On définit 𝒮 comme étant l’ensemble des suites 𝛾 = (𝛾𝑛) tel qu’il existe ̃𝛾 ∈ 𝒮 tel
que pour 𝑛 ≥ 𝑛0, 𝛾𝑛 = ̃𝛾(𝑛). On munit 𝒮 de la famille de semi-norme formée de :

1. pour tout 𝑛 ∈ ℕ, la semi-norme 𝑝𝑛(𝛾) = |𝛾𝑛| ;

2. pour chaque semi-norme 𝑝 continue sur 𝒮, la semi-norme toujours notée 𝑝
définie par

𝑝(𝛾) = inf{𝑝( ̃𝛾), ̃𝛾 ∈ 𝒮 tel que ∀𝑛 ≥ 𝑛0, ̃𝛾(𝑛) = 𝛾𝑛}.

Remarque 3.15. Si 𝐸 = ℂ, on notera simplement 𝒮𝑟(ℂ) = 𝒮𝑟, si 𝐸 = ℂ𝑑, on notera
𝒮𝑟(ℂ𝑑) = 𝒮𝑑𝑟 , et si 𝐸 = 𝑀𝑑(ℂ) (l’ensemble des matrices de tailles 𝑑 × 𝑑 à coefficients
complexes), on notera 𝒮𝑟(𝑀𝑑(ℂ)) = 𝒮𝑑×𝑑𝑟 . On notera de manière similaire 𝒮𝑑×𝑑𝑟,∞ , 𝒮𝑑𝑟,0,
etc.

Donnons également la Proposition suivante, qui nous servira pour changer le
paramètre 𝑟 par un autre plus grand.

Proposition 3.16. Soit 𝑟, 𝑟′∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ deux fonctions croissantes telle que 𝑟′ ≥ 𝑟.
Alors 𝒮𝑟(𝐸) ⊂ 𝒮𝑟′(𝐸) avec injection continue.

La démonstration ne présente pas de difficultés particulières, mais détaillons-la,
ne serait-ce que pour se familiariser avec les notions introduites.
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Démonstration. Si on note 𝑛0 le plus petit entier de la Définition 3.14 pour 𝒮 = 𝒮𝑟(𝐸),
on a 𝑛0 = ⌊inf𝜃 𝑟(𝜃)⌋+1. Demanière similaire, on définit 𝑛′0, et on a 𝑛′0 = ⌊inf𝜃 𝑟′(𝜃)⌋+
1. L’hypothèse 𝑟′ ≥ 𝑟 implique donc que 𝑛′0 ≥ 𝑛0. Elle implique également que pour
tout 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, Δ𝑟′,𝜃 ⊂ Δ𝑟,𝜃.

Si (𝛾𝑛) ∈ 𝒮𝑟(𝐸), il existe ̃𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸) tel que pour tout 𝑛 ≥ 𝑛0, 𝛾𝑛 = ̃𝛾(𝑛0). Comme
̃𝛾 est holomorphe à croissance sous-exponentielle sur chaque Δ𝑟,𝜃 et que Δ𝑟,𝜃 ⊂
Δ𝑟′,𝜃, la fonction ̃𝛾 est holomorphe à croissance sous-exponentielle sur chaque Δ𝑟′,𝜃.
Autrement dit ̃𝛾 ∈ 𝒮𝑟′(𝐸). De plus, comme 𝑛′0 ≥ 𝑛0, on a pour tout 𝑛 ≥ 𝑛′0, 𝛾𝑛 = ̃𝛾(𝑛).
On a donc démontré que (𝛾𝑛) ∈ 𝒮𝑟′(𝐸). Notons 𝜄 l’application d’inclusion.

Soit 𝑝′ une des semi-normes définissant la topologie de 𝒮𝑟′. Dans le cas où 𝑝′(𝛾) =
|𝛾𝑛|, comme 𝑝 ≔ 𝑝′ est également une semi-norme continue sur 𝒮𝑟, on a bien
𝑝′(𝜄(𝛾)) ≤ 𝑝(𝛾).

Traitons maintenant le cas 𝑝′ = 𝑝𝜃,𝜖, c’est-à-dire le cas où

𝑝′((𝛾𝑛)𝑛) = inf {𝑝𝜃,𝜖( ̃𝛾), ̃𝛾 ∈ 𝒮𝑟′(𝐸) tel que ∀𝑛 ≥ 𝑛′0, ̃𝛾(𝑛) = 𝛾𝑛},

où on rappelle que pour ̃𝛾 ∈ 𝒮𝑟′(𝐸),

𝑝𝜃,𝜖( ̃𝛾) = sup
𝑧∈Δ𝑟′,𝜃

|| ̃𝛾(𝑧)e−𝜖|𝑧|||.

On définit 𝑝 par la même formule, mais avec 𝑟 au lieu de 𝑟′. On affirme que pour
tout 𝛾 = (𝛾𝑛) ∈ 𝒮𝑟(𝐸), 𝑝′(𝜄(𝛾)) ≤ 𝑝(𝛾), ce qui terminera la démonstration. Soit 𝜂 > 0.
Par définition de 𝑝, il existe ̃𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸) tel que pour tout 𝑛 ≥ 𝑛0, 𝛾𝑛 = ̃𝛾(𝑛0) et

sup
𝑧∈Δ𝑟,𝜃

|| ̃𝛾(𝑧)e−𝜖|𝑧||| = 𝑝𝜃,𝜖( ̃𝛾) ≤ 𝑝(𝛾) + 𝜂.

Alors, pour tout 𝑛 ≥ 𝑛′0 ≥ 𝑛0, on a ̃𝛾(𝑛) = 𝛾𝑛. Et comme Δ𝑟,𝜃 ⊂ Δ𝑟′,𝜃, on a

sup
𝑧∈Δ𝑟′,𝜃

|| ̃𝛾(𝑧)e−𝜖|𝑧||| ≤ sup
𝑧∈Δ𝑟,𝜃

|| ̃𝛾(𝑧)e−𝜖|𝑧||| ≤ 𝑝(𝛾) + 𝜂.

Donc, par définition de 𝑝′, on a 𝑝′(𝜄(𝛾)) ≤ 𝑝(𝛾) + 𝜂. Comme ceci est vrai pour tout
𝜂 > 0, on a 𝑝′(𝜄(𝛾)) ≤ 𝑝′(𝛾).

De même, on a les inclusions continues 𝒮𝑟,0 ⊂ 𝒮𝑟′,0 et 𝒮𝑟,∞ ⊂ 𝒮𝑟′,∞ si 𝑟′ ≥ 𝑟.
Enfin, mentionnons que le décalage (𝛾𝑛)𝑛≥0 ↦ (𝛾𝑛+1)𝑛≥0 est continu.

Proposition 3.17. Soit 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ ↦ ℝ+ une fonction croissante. L’application de
décalage (𝛾𝑛)𝑛≥0 ↦ (𝛾𝑛+1)𝑛≥0 est continue sur 𝒮𝑟(𝐸).

Démonstration. La remarque principale que pour tout 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, le domaine Δ𝑟,𝜃
est stable par 𝑧 ↦ 𝑧+ 1 (voir Fig. 3.1). Alors, si ̃𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸) est telle que ̃𝛾(𝑛) = 𝛾𝑛 pour
𝑛 ≥ 𝑛0, la fonction 𝜏 ̃𝛾∶ 𝑧 ↦ ̃𝛾(𝑧 + 1) est dans 𝒮𝑟(𝐸), et coïncide avec 𝛾𝑛+1 pour les
entiers 𝑛 ≥ 𝑛0.

Pour la continuité, on remarque que | ̃𝛾(𝑧 + 1)|e−𝜖|𝑧| ≤ e𝜖| ̃𝛾(𝑧 + 1)|e−𝜖|𝑧+1|. Donc
𝑝𝜃,𝜖(𝜏 ̃𝛾) ≤ e𝜖𝑝𝜃,𝜖( ̃𝛾). Donc 𝑝𝜃,𝜖((𝛾𝑛+1)𝑛) ≤ e𝜖𝑝𝜃,𝜖((𝛾𝑛)𝑛).
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𝑟(𝜃)

𝜃

Δ𝑟,𝜃

Figure 3.1 – En bleu, la partie Δ𝑟,𝜃 du do-
maine de définition d’un symbole 𝛾 ∈ 𝒮𝑟.
Ce domaine Δ𝑟,𝜃 est stable par translation
𝑧 ↦ 𝑧+ 1, et donc l’application de décalage
(𝛾𝑛) ↦ (𝛾𝑛+1) est continue sur 𝒮𝑟.

De même le décalage (𝛾𝑛)𝑛 ↦ (𝛾𝑛+1)𝑛 est continu de 𝒮𝑅,∞(𝐸) dans 𝒮𝑅+1,∞(𝐸).

3.1.3 Continuation analytique des séries de Taylor
On note 𝑈 = ℂ ⧵ [1, +∞[ et pour 𝜎 > 0, on note 𝑆𝜍 = {𝜁 ∈ ℂ∗, 𝜎 < arg(𝜁) < 2𝜋 − 𝜎}.

Théorème 3.18. Soit 𝑟 ≥ −1. Soit 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0(𝐸). La fonction 𝐾𝛾∶ 𝜁 ↦ ∑∞
𝑛=0 𝛾𝑛𝜁

𝑛

s’étend en une fonction holomorphe sur 𝑈, et 𝐾𝛾 vérifie alors pour tout 𝜎 > 0 et 𝑟′ > 𝑟,1

𝑝𝑟′,𝜍(𝐾𝛾) ≔ sup
𝜁∈𝑆𝜍

⟨𝜁⟩−𝑟′|𝐾𝛾(𝜁)| < +∞

De plus, l’application 𝛾 ↦ 𝐾𝛾 est continue de 𝒮𝑟,0 dans l’espace

𝒪𝑟′(𝑈; 𝐸) ≔ {𝑓 ∈ 𝒪(𝑈; 𝐸); ∀𝜎 > 0, 𝑝𝑟′,𝜍(𝑓) < +∞},

où on a muni 𝒪𝑟′(𝑈; 𝐸) des semi-normes de 𝒪(𝑈; 𝐸) et des (𝑝𝑟′,𝜍)0<𝜍<𝜋 définies ci-
dessus.

Hormis la continuité de 𝐾𝛾 en fonction de 𝛾, ce théorème est la version historique,
telle qu’énoncée par Lindelöf dans une formulation équivalente [60, Ch. V].

Théorème 3.19. Soit 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ une fonction croissante. Soit 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸). La
fonction 𝐾𝛾∶ 𝜁 ↦ ∑∞

𝑛=0 𝛾𝑛𝜁
𝑛 s’étend en une fonction holomorphe sur 𝑈. De plus,

l’application 𝛾 ↦ 𝐾𝛾 est continue de 𝒮𝑟(𝐸) dans 𝒪(𝑈; 𝐸).

1On note ⟨𝜁⟩ = √1+ |𝜁|2.
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Cette version est due à Arakelyan [11], et a été redécouverte par l’auteur de cette
thèse avec une autre méthode [54, Th. 18]. Nous présenterons ici la démonstration
d’Arakelyan, qui est une adaptation de celle de Lindelöf.

Théorème 3.20. Soit 𝑟 ≥ 0. Soit 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞(𝐸). La fonction 𝐾𝛾∶ 𝜁 ↦ ∑+∞
𝑛=0 𝛾𝑛𝜁

𝑛

s’étend en une fonction holomorphe sur ℂ sauf 𝜁 = 0 et 𝜁 = 1 qui sont des points de
branchements.

Dit plus rigoureusement, en notant 𝐹 le revêtement universel deℂ⧵ {0, 1}, 𝐾𝛾 s’étend
en une fonction holomorphe sur 𝐹. De plus, l’application 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞(𝐸) ↦ 𝐾𝛾 ∈ 𝒪(𝐹; 𝐸),
est continue.

Nous ne sommes pas au courant d’une référence qui démontre ce dernier Théo-
rème de continuation analytique.2 La démonstration que nous en faisons est très
différente de la démonstration des deux précédents théorèmes.

Avant de démontrer ces trois théorèmes, donnons quelques remarques générales.
Remarque 3.21. Pour ces théorèmes de continuation analytique, les premières valeurs
de 𝛾𝑛 n’ont pas d’importance : si on modifie 𝛾𝑛1, on ne fait qu’ajouter un multiple
de 𝑧𝑛1 à 𝐾𝛾, ce qui ne change pas les conclusions des trois théorèmes précédents
(pour le premier, il faut supposer 𝑛1 < 𝑟). Comme les espaces de symboles complets
(Def. 3.14) ont pour semi-normes 𝑝𝑛1(𝛾) = |𝛾𝑛1|, la continuité de 𝐾𝛾 en fonction des
premières valeur de 𝛾 est également assurée.

En conséquence, il suffit de montrer chacun de ces théorèmes dans le cas où
𝛾𝑛 = 0 pour 𝑛 < 𝑛0. Dit autrement, nous allons supposer dans les démonstrations que
𝐾𝛾(𝜁) = ∑𝑛≥𝑛0

𝛾(𝑛)𝜁𝑛, où 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0(𝐸) (respectivement 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸), respectivement
𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞(𝐸)).
Remarque 3.22. Comme dernière remarque générale, mentionnons que d’après la
série définissant 𝐾𝛾, l’application 𝛾 ↦ 𝐾𝛾 est toujours continue de l’espace des suites
(𝛾𝑛) à croissance sous-exponentielle3 vers 𝒪(𝐷(0, 1); 𝐸). En effet, si |𝜁| < e−𝜖 on a en
notant 𝐶𝜖(𝛾) = sup𝑛 |e

−𝜖𝑛𝛾𝑛|

|𝐾𝛾(𝜁)| ≤ 𝐶𝜖(𝛾) ∑
𝑛≥0

e𝜖𝑛|𝜁|𝑛 ≤ 𝐶𝜖(𝛾)
1

1 − |𝜁|e𝜖
.

Remarquons que dans chacun des espaces 𝒮𝑟,0(𝐸), 𝒮𝑟(𝐸) et 𝒮𝑟,∞, la seminorme
𝛾 ↦ sup𝑛 |e

−𝜖𝑛𝛾𝑛| est continue. On sait donc déjà 𝛾 ↦ 𝐾𝛾 est continu de chacun de
ces espaces dans 𝒪(𝐷(0, 1); 𝐸). Ainsi, si 𝑋 est un compact de 𝑈, lorsqu’on cherchera
à montrer une inégalité de la forme sup𝑋 |𝐾𝛾| ≤ 𝐶𝑝(𝛾), on pourra supposer, par
exemple, que 𝑋 est disjoint de [0, 1[ : il suffit d’écrire 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2, où 𝑋1 est disjoint
de [0, 1[ et 𝑋2 est un compact de 𝐷(0, 1).

2Notons au passage que nous n’avons ici pas précisé la croissance de𝐾𝛾 car nous n’en aurons pas
besoin, mais ceci doit bien entendu être possible.

3Dit autrement, la série∑𝛾𝑛𝜁𝑛 converge pour |𝜁| < 1.
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Démonstration des Théorèmes 3.18 et 3.19. L’idée est de trouver une expression de
𝐾𝛾(𝜁) sous forme intégrale. Ceci se fait avec le théorème des résidus. Par exemple, la
fonction 𝑧 ↦ (e2i𝜋𝑧 − 1) a un pôle simple chaque 𝑛 ∈ ℤ, avec résidus tous égaux à
(2i𝜋)−1. On peut alors s’attendre à ce que pour un chemin Γ convenablement choisi,

𝐾𝛾(𝜁) = ∫
Γ

𝛾(𝑧)𝜁𝑧

e2i𝜋𝑧 − 1 d𝑧. (3.2)

Avant de donner le bon chemin Γ (qui n’est pas le même dans le théorème 3.18
et 3.19), essayons d’estimer l’intégrande

𝑔𝜁(𝑧) ≔
𝛾(𝑧)𝜁𝑧

e2i𝜋𝑧 − 1. (3.3)

On va supposer que le chemin Γ reste à distance supérieure à 𝛿 > 0 de ℤ. On a alors

1
|e2i𝜋𝑧−1|

≤ 𝐶𝛿 si ℑ(𝑧) > 0
1

|e2i𝜋𝑧−1|
≤ 𝐶𝛿e2𝜋ℑ(𝑧) si ℑ(𝑧) < 0.

De plus, 𝜁𝑧 = e𝑧 ln(𝜁) = e𝑧(ln|𝜁|+i arg(𝜁)). On choisit l’argument de 𝜁 dans ]0, 2𝜋[ (on
suppose que 𝜁 ∉ ℝ+). On a alors

|𝜁𝑧| = eℜ(𝑧) ln|𝜁|−ℑ(𝑧) arg(𝜁)

En rassemblant cette égalité avec la majoration précédente, on trouve l’estimation
de l’intégrande 𝑔𝜁 suivante :

|𝑔𝜁(𝑧)| ≤ 𝐶𝛿|𝛾(𝑧)|eℜ(𝑧) ln|𝜁|−|ℑ(𝑧)| arg(𝜁) si ℑ(𝑧) > 0;
|𝑔𝜁(𝑧)| ≤ 𝐶𝛿|𝛾(𝑧)|eℜ(𝑧) ln|𝜁|−|ℑ(𝑧)|(2𝜋−arg(𝜁)) si ℑ(𝑧) < 0.

(3.4)

Notons que arg(𝜁) et (2𝜋 − arg(𝜁)) sont positifs. Selon cette estimation, il vaut
mieux maximiser |ℑ(𝑧)| et minimiser ℜ(𝑧) si on veut que l’intégrale de 𝑔𝜁 converge.

Cas 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0(𝐸). On choisit 𝑟′ ∈ ]𝑟, ⌊𝑟⌋ + 1[, et pour 𝑘 ∈ ℕ∗, on choisit Γ𝑘 le chemin
formé de la moitié du cercle |𝑧 − 𝑟′| = 𝑘 incluse dans le demi-plan {ℜ(𝑧) > 𝑟′}, et du
diamètre de ce cercle {ℜ(𝑧) = 𝑟′, |ℑ(𝑧)| < 𝑘} (voir Fig. 3.2). Ce chemin reste bien à
distance supérieure à 𝛿 > 0 de ℤ. D’après le théorème des résidus, on a

∮
Γ𝑘

𝑔𝜁(𝑧) d𝑧 = ∑
𝑟′<𝑛<𝑟′+𝑘

𝛾(𝑛)𝑧𝑛. (3.5)

On veut faire tendre 𝑘 vers +∞, et montrer que

𝐾𝛾(𝜁) = ∫
𝑟′+i∞

𝑟′−i∞
𝑔𝜁(𝑧) d𝑧 = ∫

𝑟′+i∞

𝑟′−i∞

𝛾(𝑧)𝜁𝑧

e2i𝜋𝑧 − 1 d𝑧. (3.6)



CHAPITRE 3. ANALYSE COMPLEXE ET SPECTRALE 55

1 2 3 4⋯
Γ𝑘

𝑘 + 𝑟′𝑟′

Γ

Figure 3.2 – En bleu clair le domaine de
définition de 𝛾. En bleu le chemin d’in-
tégration pour appliquer le théorème
des résidus dans l’équation (3.5). Si on
fait tendre 𝑘 (le rayon du demi-cercle)
vers +∞, on démontre que l’intégrale
sur la partie « demi-cercle » de Γ𝑘 tend
vers 0. Donc l’intégrale sur Γ𝑘 tend vers
l’intégrale sur la droite verticale Γ =
{ℜ(𝑧) = 𝑟′} (en noir à droite).

Soit 𝜁 ∈ ℂ tel que |𝜁| < 1 et 𝜁 ∉ ℝ. Commençons par montrer que l’intégrale sur
la partie « demi-cercle » de Γ𝑘 tend vers 0 lorsque 𝑘 → +∞. On a

𝑐𝜁 ≔ min(−ln|𝜁|, −arg(𝜁), arg(𝜁) − 2𝜋) > 0,

et donc, d’après la majoration (3.4) de 𝑔𝜁, pour tout 𝜖 > 0, et ℜ(𝑧) > 𝑟′, on a

|𝑔𝜁(𝑧)| < 𝐶𝑟′|𝛾(𝑧)|e
−𝑐𝜁(ℜ(𝑧)+|ℑ(𝑧)|) ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜖(𝛾)e

−𝑐𝜁|𝑧|+𝜖|𝑧|, (3.7)

où on a utilisé pour la deuxième inégalité la définition des semi-normes 𝑝𝜖 et le fait
que siℜ(𝑧) > 𝑟′, alors |𝑧| ≤ ℜ(𝑧) + |ℑ(𝑧)|. Donc l’intégrale de 𝑔𝜁 sur la partie « demi-
cercle » de Γ𝑘 est majorée pour tout 𝜖 > 0 par

|||∫|𝑧−𝑟′|=𝑘
ℜ(𝑧)>𝑟′

𝑔𝜁(𝑧) d𝑧
||| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜖(𝛾)𝜋𝑘e

−𝑐𝜁𝑘+𝜖𝑘.

Donc l’intégrale sur la partie demi-cercle de Γ𝑘 tend vers 0 lorsque 𝑘 → +∞.
Montronsmaintenant que 𝑔𝜁 est bien intégrable sur ]𝑟′−i∞, 𝑟′+i∞[. Si 𝑧 = 𝑟′+i𝑡,

on a d’après la majoration (3.7) de 𝑔𝜁 :

|𝑔𝜁(𝑧)| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜖(𝛾)e
−𝑐𝜁|𝑡|+𝜖|𝑧| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜖(𝛾)e

−𝑐𝜁|𝑡|+𝜖|𝑡|+𝜖𝑟′.

Donc l’intégrale ∫𝑟′+i∞
𝑟′−i∞ 𝑔𝜁(𝑧) d𝑧 existe, et on peut passer à la limite 𝑘 → +∞ dans

l’intégrale (3.5). Pour |𝜁| < 1, 𝜁 ∉ ℝ, on a donc bien la formulation intégrale (3.6) de
𝐾𝛾(𝜁).

Pour terminer la démonstration (dans le cas 𝒮 = 𝒮𝑟,0(𝐸)), montrons que cette
intégrale converge pour 𝜁 ∉ [0, +∞[. On reprend la majoration (3.4) de 𝑔𝜁. Si 𝑧 =
𝑟′ + i𝑡 et 𝜁 ∈ 𝑆𝜍 (c.-à-d. que 𝜎 < arg(𝜁) < 2𝜋 − 𝜎), on a d’après cette estimation

|𝑔𝜁(𝑧)| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜖(𝛾)e𝑟
′ ln|𝜁|−𝜍|𝑡|+𝜖|𝑧| ≤ 𝐶′

𝑟′𝑝𝜖(𝛾)|𝜁|𝑟
′e−(𝜍−𝜖)|𝑡|.
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𝑟(𝜃)

Γ𝑘

𝑟′ 𝑟′ + 𝑘

𝜃

𝜃′

Γ

Figure 3.3 – En bleu clair la partie
Δ𝑟,𝜃 du domaine de définition de 𝛾. En
bleu un chemin d’intégration pour appli-
quer le théorème des résidus dans l’équa-
tion (3.8). Si on fait tendre 𝑟′ + 𝑘 (le
rayon du grand arc de cercle bleu) vers
+∞, on démontre que l’intégrale sur la
partie « grand arc de cercle » de Γ𝑘 tend
vers 0, et donc l’intégrale sur le chemin
Γ𝑘 tend vers l’intégrale sur le chemin
noir Γ.

Donc, en choisissant 𝜖 < 𝜎, on voit que l’intégrale converge pour tout 𝜁 ∈ 𝑆𝜍 et
qu’elle définit une fonction holomorphe sur 𝑆𝜍. De plus, on a l’inégalité

|𝐾𝛾(𝜁)| ≤
2𝐶′

𝑟′

𝜎 − 𝜖𝑝𝜖(𝛾)|𝜁|
𝑟′,

donc, d’après la définition des semi-normes 𝑝𝑟′,𝜍, on a 𝑝𝑟′,𝜍(𝐾𝛾) ≤ 𝐶𝑝𝜖(𝛾). D’après la
remarque 3.22, ceci démontre la continuité de 𝛾 ↦ 𝐾𝛾.
Cas 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸). On veut trouver un chemin Γ tel que la formulation intégrale (3.2)
soit vraie.

Soit 𝜃′ ∈ ]0, 𝜋/2[ qu’on choisira plus tard, soit 𝜃 ∈ ]𝜃′, 𝜋/2[, soit 𝑟′ > 𝑟(𝜃) non
entier, et soit Γ𝑘 la frontière orientée positivement de {𝑟′ < |𝑧| < 𝑟′ + 𝑘, |arg(𝑧)| < 𝜃′}
(voir Fig. 3.3). D’après le théorème des résidus, on a

∮
Γ𝑘

𝑔𝜁(𝑧) d𝑧 = ∑
𝑟′<𝑛<𝑟′+𝑘

𝛾(𝑛)𝑧𝑛. (3.8)

Comme dans le cas 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸), on veut faire tendre 𝑘 vers +∞ pour montrer qu’avec
Γ la frontière de {|𝑧| > 𝑟′, |arg(𝑧)| < 𝜃′} (voir Fig. 3.3),

∑
𝑛>𝑟′

𝛾(𝑛)𝑧𝑛 = 1
2i𝜋 ∫Γ

𝑔𝜁(𝑧) d𝑧. (3.9)

Si |𝜁| < 1, 𝜁 ∉ [0, 1[, on a d’après la majoration (3.4) de 𝑔𝜁(𝑧), et de la même
manière que dans le cas 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸),

|𝑔𝜁(𝑧)| < 𝐶𝑟′|𝛾(𝑧)|e
−𝑐𝜁(ℜ(𝑧)+|ℑ(𝑧)|) ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜃,𝜖(𝛾)e

−𝑐𝜁|𝑧|+𝜖|𝑧|. (3.10)

Donc l’intégrale de 𝑔𝜁 sur le grand arc de cercle de Γ𝑘 est majorée pour tout 𝜖 > 0 par

|||∫|𝑧|=𝑟′+𝑘
|arg(𝑧)|<𝜃′

𝑔𝜁(𝑧) d𝑧
||| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜖(𝛾)𝜋𝑘e

−𝑐𝜁𝑘+𝜖𝑘.
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Donc l’intégrale sur le grand arc de cercle de Γ𝑘 tend vers 0 lorsque 𝑘 → +∞.
Montrons maintenant que 𝑔𝜁 est intégrable sur Γ. Si 𝑧 = 𝜌e±i𝜃′, c.-à-d. si 𝑧 est sur

l’une des partie droites de Γ, on a d’après la majoration (3.7),

|𝑔𝜁(𝑧)| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜃,𝜖(𝛾)e
−(𝑐𝜁−𝜖)𝜌.

Donc 𝑔𝜁 est intégrable sur Γ. Et donc on peut passer à la limite 𝑘 → +∞ dans
l’équation (3.8), ce qui démontre la formulation intégrale (3.9).

Reste à montrer que cette formulation intégrale permet d’étendre 𝐾𝛾 sur 𝑈. Re-
marquons que cette formulation intégrale reste vraie pour tout 𝜃′ < 𝜃 < 𝜋/2 et
𝑟′ > 𝑟(𝜃) non entier. Nous allons nous servir de cette liberté de choix pour étendre
𝐾𝛾 à tout 𝑈.

Soit 𝑋 un compact de 𝑈 = ℂ ⧵ [1, +∞[, qu’on suppose disjoint de [0, 1[. On
note 𝐶𝑋 = sup𝜁∈𝑋 ln|𝜁| et 𝑐𝑋 = inf𝜁∈𝑋min(arg(𝜁), 2𝜋 − arg(𝜁)) > 0. D’après la
majoration (3.4) de 𝑔𝜁, on a pour tout 𝜁 ∈ 𝑋

|𝑔𝜁(𝑧)| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜃,𝜖(𝛾)e𝐶𝑋ℜ(𝑧)−𝑐𝑋|ℑ(𝑧)|+𝜖|𝑧|.

Donc, si 𝑧 = 𝜌e±i𝜃′ est sur l’une des parties droites de Γ, on a

|𝑔𝜁(𝜌e±i𝜃
′)| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜃,𝜖(𝛾)e(𝐶𝑋 cos(𝜃

′)−𝑐𝑋 sin(𝜃′)+𝜖)𝜌.

Si on choisit 𝜃′ suffisamment proche de 𝜋/2 de sorte que 𝑐′𝑋 ≔ 𝐶𝑋 cos(𝜃′) −
𝑐𝑋 sin(𝜃′) < 0, on a alors

|𝑔𝜁(𝜌e±i𝜃
′)| ≤ 𝐶𝑟′𝑝𝜃,𝜖(𝛾)e−(𝑐

′
𝑋−𝜖)𝜌. (3.11)

Donc, en choisissant 0 < 𝜖 < 𝑐′𝑋, on voit que 𝑔𝜁(𝑧) décroit exponentiellement le
long de Γ. Donc l’intégrale (3.9) converge, et étend 𝐾𝛾 en une fonction holomorphe
sur 𝑋. Comme 𝑋 est un compact arbitraire de ℂ ⧵ ℝ+, 𝐾𝛾 s’étend en une fonction
holomorphe sur ℂ ⧵ ℝ+. De plus, on sait déjà que 𝐾𝛾 est holomorphe sur 𝐷(0, 1),
donc 𝐾𝛾 est holomorphe sur 𝑈 = ℂ ⧵ [1, +∞[.

Pour montrer la continuité de 𝛾 ↦ 𝐾𝛾, reprenons la majoration (3.11). En inté-
grant cette majoration pour 𝑧 ∈ Γ, on a

|||∫
Γ
𝑔𝜁(𝑧) d𝑧

||| ≤ 𝐶′
𝑋 sup
|𝑧|=𝑟′, |arg(𝑧)|<𝜃′

|𝛾(𝑧)| + 2𝐶𝑟′
𝑐′𝑋 − 𝜖

𝑝𝜃,𝜖(𝛾),

où le premier terme vient de l’intégrale sur la partie « arc de cercle » de Γ. Le second
terme est continu en fonction de 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸), et comme la topologie sur 𝒮𝑟(𝐸) est plus
forte que la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, le premier terme
est également continu en fonction de 𝛾. On a donc bien un nombre fini de semi-
normes (𝑝𝑘) de 𝒮𝑟(𝐸) telles que pour tout 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(𝐸),

|𝐾𝛾|𝐿∞(𝑋) ≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾).

Ceci termine la démonstration.



58 3.1. OPÉRATEURS SUR LES POLYNÔMES

Avant de faire la démonstration du Théorème 3.20, donnons-en l’idée générale.
Si 𝛾𝑛 = ∑𝑘>0 𝑎𝑘𝑛

−𝑘, on a formellement

∑
𝑛>0

𝛾𝑛𝜁𝑛 = ∑
𝑘,𝑛>0

𝑎𝑘
𝜁𝑛

𝑛𝑘
= ∑

𝑘>0
𝑎𝑘 Li𝑘(𝜁),

où Li𝑘(𝜁) ≔ ∑𝑛>0 𝜁
𝑛𝑛−𝑘. La démonstration consiste à étendre la fonction Li𝑘, qui

se nomme « polylogarithme », et montrer des estimations dessus pour conclure que
la somme∑𝑎𝑘 Li𝑘(𝑧) converge. Nous aurons en fait besoin d’informations sur une
variante du polylogarithme. Ce qui suit est essentiellement adapté de [69].

Définition 3.23. Soit 𝑘 ∈ ℕ et 𝑁 ∈ ℕ. On appelle polylogarithme4 incomplet la
fonction Li𝑘,𝑁 définie pour |𝜁| < 1 par

Li𝑘,𝑁(𝜁) = ∑
𝑛>𝑁

𝜁𝑛

𝑛𝑘
.

On montre que le polylogarithme peut s’étendre analytiquement sur un plus
grand domaine que {|𝜁| < 1}.

Proposition 3.24. Soit 𝑘 ∈ ℕ∗ et 𝑁 ∈ ℕ. Le polylogarithme incomplet Li𝑘,𝑁 s’étend
en une fonction holomorphe sur ℂ ⧵ [1, +∞[ par la formule,

Li𝑘,𝑁(𝜁) =
𝜁𝑁+1

Γ(𝑘)
∫

+∞

1

(ln(𝑧))𝑘−1𝑧−(𝑁+1)

𝑧 − 𝜁
d𝑧 =

𝜁𝑁+1

Γ(𝑘)
∫

+∞

0

𝑡𝑘−1e−𝑁𝑡

e𝑡 − 𝜁
d𝑡. (3.12)

Démonstration. Les deux intégrales de la formule (3.12) se déduisent l’une de l’autre
par le changement de variables 𝑧 = e𝑡. Montrons que la deuxième est bien égale à
Li𝑘,𝑁(𝜁) lorsque |𝜁| < 1.

Si |𝜁| < 1 et 𝑡 ≥ 0, on a

1
e𝑡 − 𝜁

= e−𝑡
+∞
∑
𝑛=0

(e−𝑡𝜁)𝑛 .

D’après le théorème de Fubini, on a donc

∫
+∞

0

𝑡𝑘−1e−𝑁𝑡

e𝑡 − 𝜁
d𝑡 =

+∞
∑
𝑛=0

∫
+∞

0
𝑡𝑘−1e−(𝑁+𝑛+1)𝑡 d𝑡𝜁𝑛.

De plus, en faisant le changement de variable 𝑡′ = (𝑁 + 𝑛 + 1)𝑡, on a

∫
+∞

0
𝑡𝑘−1e−(𝑁+𝑛+1)𝑡 d𝑡 = 1

(𝑁 + 𝑛 + 1)𝑘
∫

+∞

0
𝑡′𝑘−1e−𝑡′ d𝑡 = Γ(𝑘)

(𝑁 + 𝑛 + 1)𝑘
.

4On pourrait choisir 𝑘 non entier, et les théorèmes qui suivent resteraient vrai, à quelques modifi-
cations près [31]. Ceci permettrait de traiter les espaces 𝒮𝑟,𝑛1,𝑛2,∞ de la remarque 3.10, mais comme
on l’a dit, nous n’aurons pas besoin de ces complications.
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0 11
2

𝑐0 𝑐1

Figure 3.4 – Les deux générateurs
du groupe fondamental 𝐺 de ℂ ⧵
{0, 1}.

Donc, en utilisant ceci dans le calcul précédent,

∫
+∞

0

𝑡𝑘−1e−𝑁𝑡

e𝑡 − 𝜁
d𝑡 =

∞
∑
𝑛=0

Γ(𝑘)
(𝑁 + 𝑛 + 1)𝑠

𝜁𝑛.

Enfin, en multipliant ceci par 𝜁𝑁+1/Γ(𝑘), on retrouve bien la définition de Li𝑘,𝑁(𝜁).
De plus, les formules intégrales de (3.12) convergent bien pour tout 𝜁 ∉ [1, +∞[,

et définissent une fonction holomorphe sur ce domaine. Ainsi, la formule (3.12)
étend bien Li𝑘,𝑁 en une fonction holomorphe sur ℂ ⧵ [1, +∞[.

Pour aller plus loin, et avoir les informations dont nous avons besoin sur le
polylogarithme, nous avons besoin de quelques notions plus avancées de théorie
des fonctions holomorphes, en l’occurrence la notion de continuation analytique
et de surface de Riemann, voir par exemple [28, Ch. IX]. Cependant, ceci (et le
Théorème 3.30 relié) ne sera utilisé qu’à la toute fin de cette thèse, lorsque nous
traiterons de la contrôlabilité des systèmes chaleur-demi chaleur en Section 6.5.3. Si
le lecteur n’est pas intéressé par la contrôlabilité des systèmes chaleur-demi chaleur,
il peut sauter à la section 3.1.4, et également sauter le Théorème 3.30.

Soit 𝐹 le revêtement universel 𝐹 de ℂ ⧵ {0, 1}, avec point de base 1/2. En tant
qu’ensemble,

𝐹 = {classes d’homotopie [𝑐] de chemins 𝑐 de ℂ ⧵ {0, 1} commençant en 1
2} .

Le groupe fondamental 𝐺 = 𝜋1(ℂ ⧵ {0, 1}, 1/2) agit sur 𝐹 par 𝑔 ⋅ [𝑐] = [ ̃𝑔𝑐], où
𝑔 = [ ̃𝑔] ∈ 𝐺 et [𝑐] ∈ 𝐹. Si 𝑓∶ 𝐹 → ℂ est une fonction analytique, et si [𝑐] ∈ 𝐹, où 𝑐
est un chemin allant de 1/2 à 𝑧, on note

𝑓[𝑐](𝑧) ≔ 𝑓([𝑐]).

Remarquons que 𝐺 est un groupe libre à deux générateurs, [𝑐0] et [𝑐1], où (voir
Fig. 3.4)

𝑐0(𝑡) ≔
e2i𝜋𝑡
2 , 𝑐1(𝑡) ≔ 1 + e2i𝜋𝑡

2 ,
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0 1 𝜁 Γ+

Γ−

Figure 3.5 – Chemins d’intégration pour calculer le saut (3.15) avec la formule (3.12). Pour
calculer la limite de Li𝑘,𝑁 en approchant 𝜁 par dessus, on déforme le chemin vers le bas. Pour
calculer la limite en approchant 𝜁 par le bas, on déforme le chemin vers le haut. Ainsi, la
différence des deux limites est égale à l’intégrale sur un cercle autour de 𝜁.

Proposition 3.25. Le polylogarithme incomplet s’étend analytiquement en une fonc-
tion holomorphe sur le revêtement universel de ℂ ⧵ {0, 1}. De plus, Li𝑘,𝑁 satisfait les
relations de monodromies

Li[𝑐0𝑐]𝑘,𝑁 (𝜁) =Li[𝑐]𝑘,𝑁(𝜁) Li[𝑐1𝑐]𝑘,𝑁 (𝜁) =Li[𝑐]𝑘,𝑁(𝜁) − 2i𝜋
(log[𝑐](𝜁))𝑘−1

Γ(𝑘)
(3.13)

log[𝑐0𝑐](𝜁) = log[𝑐](𝜁) + 2i𝜋 log[𝑐1𝑐](𝜁) = log[𝑐](𝜁). (3.14)

Démonstration. D’après la série définissant Li𝑘,𝑁 (Def. 3.23), on a 𝜁Li′𝑘,𝑁(𝜁) =
Li𝑘−1,𝑁(𝜁). De plus, toujours d’après cette définition,

Li0,𝑁(𝜁) =
𝜁𝑁+1

1 − 𝜁
.

Donc, par récurrence sur 𝑘 ∈ ℕ∗, en intégrant la relation Li′𝑘,𝑁(𝜁) = Li𝑘−1,𝑁(𝜁)/𝜁, le
polylogarithme incomplet Li𝑘,𝑁 est défini et holomorphe sur 𝐹.

Les relations de monodromie (3.14) du logarithme sont standards. La première
relation de monodromie (3.13) de Li𝑘,𝑁 vient de la définition 3.23 par une série. Pour
la seconde relation de monodromie de Li𝑘,𝑁, on calcule le « saut » de Li𝑘,𝑁 sur l’axe
[1, +∞[. C.-à-d. que pour 𝜁 > 1, on calcule

lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 + i𝜖) − lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 − i𝜖). (3.15)

En déformant un peu le chemin d’intégration dans la formule (3.12) vers le bas
(respectivement vers le haut), et en notant Γ− ce chemin (respectivement Γ+, voir
Fig. 3.5), on a

lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 ± i𝜖) =
𝜁𝑁+1

Γ(𝑘)
∫
Γ∓

(ln(𝑧))𝑘−1𝑧−(𝑁+1)

𝑧 − 𝜁
d𝑧.
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Donc, la différence est égale à l’intégrale sur le cercle 𝜕𝐷(𝜁, 𝑟) avec 𝑟 assez petit (voir
Fig. 3.5) :

lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 + i𝜖) − lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 − i𝜖) =
𝜁𝑁+1

Γ(𝑘)
∫
𝜕𝐷(𝜁,𝑟)

(ln(𝑧))𝑘−1𝑧−(𝑁+1)

𝑧 − 𝜁
d𝑧.

Donc, d’après la formule intégrale de Cauchy,

lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 + i𝜖) − lim
𝜖→0+

Li𝑘,𝑁(𝜁 − i𝜖) =
2i𝜋 ln(𝜁)𝑘−1

Γ(𝑘)
.

La seconde relation de monodromie (3.13) de Li𝑘,𝑁 en découle.

Comme dernier préparatif pour la démonstration du Théorème 3.20, nous mon-
trons des asymptotiques pour Li𝑘,𝑁 dans la limite 𝑠 → +∞.

Proposition 3.26. Pour tout 𝑁 ∈ ℕ∗ et ℓ ≥ 𝑁, on a dans la limite 𝑘 → +∞ , et
localement uniformément en 𝜁 ∈ 𝐹, l’asymptotique

Li𝑘,𝑁(𝜁) =
ℓ
∑

𝑛=𝑁+1

𝜁𝑛

𝑛𝑘
+ 𝑂( 1

(ℓ + 1)𝑘
) .

Démonstration. Par définition 3.23 de Li𝑘,𝑁 par une série, on a

Li𝑘,𝑁(𝜁) =
ℓ
∑

𝑛=𝑁+1

𝜁𝑛

𝑛𝑘
+ Li𝑘,ℓ(𝜁).

Il suffit donc de démontrer la majoration Li𝑘,𝑁(𝜁) = 𝑂((𝑁 + 1)−𝑘). On le fait en
appliquant la méthode du point col à l’expression intégrale de Li𝑘,𝑁 (Prop. 3.24).
Commençons par le cas 𝜁 ∈ ℂ ⧵ [0, +∞[. En notant 𝑘′ = 𝑘 − 1 et en faisant le
changement de variables 𝑡 = 𝑘′𝑡′ dans la seconde intégrale de la formule (3.12), on a

∫
+∞

0

𝑡𝑘−1e−(𝑁+1)𝑡

1 − 𝜁e−𝑡
d𝑡 = 𝑘′𝑘′+1∫

+∞

0
e𝑘′(ln(𝑡′)−(𝑁+1)𝑡′) d𝑡′

1 − 𝜁e−𝑘′𝑡′
.

La phase 𝜙(𝑡′) = (𝑁 + 1)𝑡′ − ln(𝑡′) a un unique maximum en 𝑡′𝑐 = (𝑁 + 1)−1, avec
𝜙(𝑡′𝑐) = ln(𝑁 + 1) et 𝜙″(𝑡′𝑐) = (𝑁 + 1)2. Alors, d’après la méthode du point col, on a
localement uniformément en 𝜁 ∉ [1, +∞[, dans la limite 𝑘′ → +∞

∫
+∞

0

𝑡𝑘−1e−(𝑁+1)𝑡

1 − 𝜁e−𝑡
d𝑡 = 𝑘′𝑘′+1e−𝑘′(1+ln(𝑁+1))

√
2𝜋

𝑘′(𝑁 + 1)2 (
1 + 𝑂(𝑘′−1)) .

= √2𝜋(𝑁 + 1)−𝑘′−1𝑘′𝑘′+1/2e−𝑘′ (1 + 𝑂(𝑘′−1))
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D’après la représentation intégrale de Li𝑘,𝑁 (Eq. (3.12)) et la formule de Stirling, on a
donc dans le même régime

Li𝑘,𝑁(𝜁) ∼
𝜁𝑁+1

(𝑁 + 1)𝑘′+1
,

ce qui est bien l’asymptotique recherchée.
Le fait que cet asymptotique reste vraie sur tout 𝐹 provient des relations de

monodromie (3.13). En effet, pour tout 𝜁 ∈ 𝐹, et𝑀 > 0, on a

(log[𝑐](𝜁))𝑘−1

Γ(𝑘)
= 𝑂(𝑀−𝑘),

et comme Li[𝑐]𝑘,𝑁(𝜁) ne diffère de la formule (3.12) que d’un nombre fini de termes de
la forme précédente, l’asymptotique annoncée est démontrée.

On peut enfin faire la démonstration du Théorème 3.20

Démonstration du Théorème 3.20. Étape 1 : on commence par montrer que pour
|𝑧| < 1, et 𝛾(𝜁) = ∑𝑘≥0 𝑎𝑘𝜁

−𝑘 (qui converge pour |𝜁| > 𝑟 si 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞(𝐸)) et 𝑛0 ≥ 𝑟
entier, on a

∑
𝑛>𝑛0

𝛾(𝑛)𝜁𝑛 = ∑
𝑘≥0

𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁). (3.16)

Par définition de 𝒮𝑟,∞(𝐸), 𝛾 est borné sur𝐷>𝑟 = {|𝜁| > 𝑟}, et on rappelle que |𝛾| est
la norme 𝒮𝑟,∞ de 𝛾, c.-à-d. |𝛾|𝐿∞(|𝜁|>𝑟). Donc, d’après la formule de Cauchy appliquée
à 𝛾(𝜂−1) = ∑𝑘≥0 𝑎𝑘𝜂

𝑘, on a pour tout 𝑟′ > 𝑟,

|𝑎𝑘| =
||||
1
2i𝜋 ∮𝜕𝐷(0,𝑟′−1)

𝛾(𝜂−1)
𝜂𝑘+1

d𝜂
||||
≤ |𝛾|𝑟′𝑘.

Donc, pour tout 𝑘, |𝑎𝑘| ≤ |𝛾|𝑟𝑘. On considère la série double∑𝑘≥0,𝑛>𝑛0
𝑎𝑘𝜁𝑛𝑛−𝑘. On

a

∑
𝑘≥0,𝑛>𝑛0

|||𝑎𝑘
𝜁𝑛

𝑛𝑘
||| ≤ |𝛾| ∑

𝑘≥0,𝑛>𝑛0

|𝜁|𝑛𝑟𝑘

𝑛𝑘
.

On a choisi 𝑛0 ≥ 𝑟, donc, pour tous les 𝑛 intervenant dans la série ci-dessus, on a
𝑟/𝑛 < 1. Alors,

∑
𝑘≥0,𝑛>𝑛0

|||𝑎𝑘
𝜁𝑛

𝑛𝑘
||| ≤ |𝛾| ∑

𝑛>𝑛0
|𝜁|𝑛 1

1 − 𝑟/𝑛.

Or (1 − 𝑟/𝑛)−1 décroit en fonction 𝑛. Donc, en se souvenant que |𝜁| < 1, on a

∑
𝑘≥0,𝑛>𝑛0

|||𝑎𝑘
𝜁𝑛

𝑛𝑘
||| ≤

|𝛾|
1 − 𝑟/𝑛0

∑
𝑛>𝑟

|𝜁|𝑛 < +∞.
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On peut donc appliquer le théorème de Fubini, et on trouve que pour |𝜁| < 1,

∑
𝑛>𝑛0

𝛾(𝑛)𝜁𝑛 = ∑
𝑛>𝑛0,𝑘≥0

𝑎𝑘
𝜁𝑛

𝑛𝑘
= ∑

𝑘≥0
𝑎𝑘 ∑

𝑛>𝑛0

𝜁𝑛

𝑛𝑘
= ∑

𝑘≥0
𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁).

Étape 2 : la série∑𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁) définit une fonction holomorphe sur ℂ, sauf 0 et 1
qui sont des points de branchements.

Ceci découle de l’asymptotique donnée dans la Proposition 3.26. Cette asymp-
totique nous dit que pour tout 𝑛0 ∈ ℕ∗, on a localement uniformément en 𝜁,
Li𝑘,𝑛0(𝜁) = 𝑂((𝑛0 + 1)−𝑘) dans la limite 𝑘 → +∞. De plus, 𝑎𝑘 = 𝑂(𝑟𝑘). Donc
localement uniformément en 𝜁, on a 𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁) = 𝑂(𝑟𝑘(𝑛0 + 1)−𝑘). Alors, en se
souvenant que 𝑛0 ≥ 𝑟, on voit que la série∑𝑘≥0 𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁) converge localement
uniformément en 𝜁. Ceci démontre bien qu’elle définit une fonction holomorphe là
où Li𝑘,𝑛0 l’est.

Étape 3 : continuité en fonction 𝛾. On déduit de l’étape précédente que l’application
𝛾 ↦ ∑𝑘≥0 𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁) est une fonction continue de 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞(𝐸). Or, on a

𝐾𝛾(𝜁) = ∑
𝑛<𝑛0

𝛾𝑛𝑧𝑛 + ∑
𝑛≥𝑛0

𝛾𝑛𝑧𝑛 = ∑
𝑛<𝑛0

𝛾𝑛𝜁𝑛 + ∑
𝑘≥0

𝑎𝑘 Li𝑘,𝑛0(𝜁).

Le second-membre dépend bien continument de 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞(𝐸).

3.1.4 Estimation en norme uniforme d’opérateurs sur les poly-
nômes

On démontre enfin les théorèmes d’estimation des opérateurs 𝐻𝛾∶ ∑𝑎𝑛𝑧𝑛 ↦
∑𝛾𝑛𝑎𝑛𝑧𝑛. On notera par simplicité 𝒮𝑟 au lieu de 𝒮𝑟(ℒ(𝐸)), et de même 𝒮𝑟,0 =
𝒮𝑟,0(ℒ(𝐸)) et 𝒮𝑟,∞ = 𝒮𝑟,∞(ℒ(𝐸)).

Théorème 3.27. Soit 𝑉 un ouvert borné et étoilé en zéro de ℂ. Soit 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ une
fonction croissante et 𝛾 ∈ 𝒮𝑟 = 𝒮𝑟(ℒ(𝐸)). L’opérateur𝐻𝛾 s’étend de manière unique en
un opérateur linéaire continu de 𝒪(𝑉; 𝐸).

De plus, l’application 𝛾 ↦ 𝐻𝛾 vérifie l’inégalité de « continuité » suivante : pour tout
compact 𝑋 de 𝑉 et pour tout voisinage𝑊 ⊂⊂ 𝑉 de 𝑋 qui est étoilé en zéro, il existe 𝐶 > 0
et un nombre fini de semi-normes (𝑝𝑘) de 𝒮𝑟 tels que pour tout 𝛾 ∈ 𝒮𝑟 et 𝑓 ∈ 𝒪(𝑉; 𝐸),

|𝐻𝛾(𝑓)|𝐿∞(𝑋) ≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾)|𝑓|𝐿∞(𝑊). (3.17)

Démonstration. Il suffit de montrer l’estimation (3.17) pour les polynômes. En effet,
d’après le théorème de Runge, les polynômes sont denses dans 𝒪(𝑊;ℂ𝑑) donc cette
inégalité montre que𝐻𝛾 s’étend de manière unique en un opérateur𝒪(𝑉;ℂ𝑑). Quitte
à remplacer𝑊 par un plus petit voisinage, on peut le supposer lisse.
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𝑊

𝑋

𝑧

𝜁

𝜕𝐷(0, 𝑅) Figure 3.6 – En rouge, un
exemple de domaine 𝑋 pour
l’inégalité (3.17), et en jaune,
un exemple de domaine 𝑊.
Comme 𝑊 est un voisinage
étoilé en 0 de 𝑋, si 𝑧 ∈ 𝑋
alors aucun 𝜁 ∈ 𝜕𝑊 n’est sur
le segment [0, 𝑧], ce qui im-
plique qu’on n’a jamais 𝑧/𝜁 ∈
[1,+∞[.

On veut changer de chemin d’intégration dans l’expression de 𝐾𝛾 en tant qu’opé-
rateur à noyau (Lemme 3.2). On veut choisir comme chemin d’intégration 𝜕𝑊. No-
tons que comme𝑊 est étoilé en zéro, si 𝑧 ∈ 𝑋, 𝜁 ∈ 𝜕𝑊, on n’a jamais 𝑧/𝜁 ∈ [1, +∞[
(voir Fig. 3.6). Comme d’après le théorème 3.19, 𝐾𝛾 est analytique sur ℂ ⧵ [1, +∞[, le
changement de chemin d’intégration est valide (voir Fig. 3.6) :

𝐻𝛾𝑝(𝑧) =
1
2i𝜋 ∮𝜕𝑊

1
𝜁
𝐾𝛾 (

𝑧
𝜁
) 𝑝(𝜁) d𝜁.

Donc, pour 𝑧 ∈ 𝑋,

|𝐻𝛾𝑝(𝑧)| ≤
longueur(𝜕𝑊)

2𝜋 sup
𝜁∈𝜕𝑊

1
|𝜁|

sup
𝑧∈𝑋,𝜁∈𝜕𝑊

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| sup𝜁∈𝜕𝑊

|𝑝(𝜁)|.

Or, d’après l’estimation du théorème 3.19, il existe des semi-normes 𝑝𝑘 de 𝒮𝑟 et
𝐶 > 0 tels que

sup
𝑧∈𝑋,𝜁∈𝜕𝑊

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| ≤ 𝐶 sup

𝑘
𝑝𝑘(𝛾).

Alors, avec 𝐶′ = 𝐶 longueur(𝜕𝑊)
2𝜋

sup𝜁∈𝜕𝑊 |𝜁|−1, on a pour 𝑧 ∈ 𝑋

|𝐻𝛾𝑝(𝑧)| ≤ 𝐶′ sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾) sup

𝑧∈𝜕𝑊
|𝑝(𝜁)|,

qui est bien l’inégalité annoncée.

Remarque 3.28. Si (𝛾𝑛)𝑛∈ℕ est une suite telle que la série de Taylor∑𝛾𝑛𝜁𝑛 converge
pour |𝜁| < 1, on a en fait l’équivalence entre les affirmations suivantes :
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1. il existe 𝑅 > 0 tel qu’avec 𝑟(𝜃) = 𝑅/ cos(𝜃), (𝛾𝑛) appartient à 𝒮𝑟 ;

2. la série de Taylor 𝐾𝛾(𝜁) = ∑𝛾𝑛𝜁𝑛 s’étend en une fonction holomorphe sur
𝑈 = ℂ ⧵ [1, +∞[ ;

3. pour tout compact 𝑋 de ℂ, et tout voisinage𝑊 de 𝑋 qui est étoilé en 0, il existe
𝐶 > 0 tel que pour tout polynôme 𝑝,

|𝐻𝛾(𝑝)|𝐿∞(𝑋) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑊).

Démonstration. On a déjà montré les implications 1.⟹ 2.⟹ 3. Pour simplifier
légèrement les notations, on ne fait les autres démonstrations que dans le cas où la
suite 𝛾𝑛 est à valeurs scalaires (au lieu de ℒ(𝐸)).

3. ⟹ 2. On aimerait appliquer 𝐻𝛾 à ∑𝑛≥0 𝑧
𝑛. En effet, on a formellement

𝐻𝛾(∑𝑛≥0 𝑧
𝑛) = ∑𝑛≥0 𝛾𝑛𝑧

𝑛 = 𝐾𝛾(𝑧). Cependant, la série ∑𝑛≥0 𝑧
𝑛 ne converge

pas en dehors de |𝑧| < 1, et nous n’aurions ainsi pas beaucoup d’informations. À la
place, on choisit une suite de polynômes (𝑝𝑘) qui converge uniformément sur tout
compact de 𝑈 = ℂ ⧵ [1, +∞[ vers 𝑧 ↦ (𝑧 − 1)−1 (il en existe d’après le théorème de
Runge). Alors, comme 𝐻𝛾 est continue sur 𝒪(𝑈) par hypothèse, 𝐻𝛾𝑝𝑘(𝑧) converge
vers 𝐾𝛾(𝑧) pour |𝑧| < 1.

Soit 𝑉 un ouvert connexe, contenant 𝐷(0, 1/2) et d’adhérence compacte dans 𝑈.
Il existe un voisinage borné𝑊 de 𝑉 qui est étoilé en 0. Donc, d’après l’hypothèse 3.
et le fait que 𝑝𝑘 converge sur𝑊, la suite 𝐻𝛾𝑝𝑘 est bornée en norme 𝐿∞(𝑉). D’après
le théorème de Montel, il existe donc une sous-suite de 𝐻𝛾𝑝𝑘 qui converge sur 𝑉.
Mais comme 𝐻𝛾𝑝𝑘(𝑧) converge vers 𝐾𝛾(𝑧) pour |𝑧| < 1, on a 𝑓(𝑧) = 𝐾𝛾(𝑧) pour
𝑧 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷(0, 1). Donc 𝑓 est une continuation analytique de 𝐾𝛾 sur 𝑉.

Comme ceci peut-être fait pour tout ouvert 𝑉 connexe, contenant 𝐷(0, 1/2) et
d’adhérence compacte dans 𝑈, on a bien démontré que 𝐾𝛾 s’étend analytiquement
en une fonction holomorphe sur 𝑈.

L’implication 2.⟹ 1. est démontrée par Arakelyan [11].

Si 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0 = 𝒮𝑟,0(ℒ(𝐸)), les informations supplémentaires sur la croissance de
𝐾𝛾 nous autorisent à faire partir 𝑧/𝜁 vers l’infini. Voici un exemple de théorème qu’on
peut démontrer. Les conditions géométriques sur 𝑉 et𝑊 de ce Théorème sont très
spécifiques, mais nous n’auront pas besoin d’en donner des plus générales.

Théorème 3.29. Soit 𝑟 > 0 et 𝑛0 = ⌊𝑟⌋ + 1. Soit 𝑅 > 0 et 𝐼 = [𝑎, 𝑏] un segment, soit 𝑉
le « pacman » 𝑉 = {0 < |𝑧| < 𝑅, arg(𝑧) ∉ 𝐼}, et soit𝑊 un voisinage de 𝑉 de la forme
𝑊 = {0 < |𝑧| < 𝑅′, arg(𝑧) ∉ 𝐼′}. Alors il existe 𝐶 > 0 et un nombre fini de semi-normes
(𝑝𝑘) de 𝒮𝑟,0 = 𝒮𝑟,0(ℒ(𝐸)) telles que pour tout 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0 et polynôme 𝑓 ∈ 𝐸[𝑋],

|𝐻𝛾(𝑓)|𝐿∞(𝑉) ≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾) sup

0≤𝑘≤𝑛0+1
|𝑓(𝑘)|𝐿∞(𝑊). (3.18)
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𝑊𝜖

𝑉

𝑧
𝜁

𝜎
𝜎

|𝑧|
𝜖

|𝑧|
𝑅′

Figure 3.7 – À gauche : en rouge, un exemple de « pacman » pour le Théorème 3.29, et un
exemple de domaine𝑊𝜖 qui approxime𝑊. À droite : image du chemin 𝜕𝑊𝜖 par la transforma-
tion 𝜁 ↦ 𝑧/𝜁. On voit que le chemin reste dans le domaine {𝜍 ≤ arg(𝜁) ≤ 2𝜋 − 𝜍} ∪ 𝐷(0, 1).

Démonstration. On veut choisir dans l’expression de 𝐻𝛾 comme opérateur de convo-
lution (Lemme 3.2) le chemin d’intégration 𝑐 = 𝜕𝑊. Mais 0 ∈ 𝜕𝑊, donc 𝐾𝛾(𝑧/𝜁) n’est
pas holomorphe. Pour contourner le problème, on approxime 𝜕𝑊 par la frontière 𝑐𝜖
de𝑊 ∪ 𝐷(0, 𝜖) (voir Fig. 3.7).

Mais avant d’appliquer le Théorème 3.27 pour justifier le changement d’intégra-
tion, on a besoin de séparer les polynômes 𝑓 = ∑𝑘≥0 𝑎𝑘𝑧

𝑘 en ses premiers termes
𝑓𝑛0 = ∑𝑘≤𝑛0

𝑎𝑘𝑧𝑘 et ses derniers termes 𝑓>𝑛0 = ∑𝑘>𝑛0
𝑎𝑘𝑧𝑘−𝑛0−1 (on verra que le

Théorème 3.27 ne permet pas de gérer les premiers termes).

Étape 1 : 𝑓𝑛0 et 𝑓>𝑛0 dépendent continument de 𝑓. En effet, on a 𝑎𝑘 =
1
𝑛!
𝑓(𝑘)(0), et donc

|𝑓𝑛0|𝐿∞(𝑉) ≤ 𝐶 ∑
𝑘≤𝑛0

|𝑓(𝑘)(0)|.

Pour traiter 𝑓>𝑛0, on introduit l’opérateur 𝑃 défini par

𝑃𝑓(𝑧) = 1
𝑧(𝑓(𝑧) − 𝑓(0)).

On a 𝑃(∑𝑘≥0 𝑎𝑘𝑧
𝑘) = ∑𝑘≥1 𝑎𝑘𝑧

𝑘−1 et donc 𝑓>𝑛0 = 𝑃𝑛0+1𝑓. Or, d’après l’inégalité des
accroissement finis, on a pour tout 𝑧

|𝑃𝑓(𝑧)| = 1
|𝑧|

|
|
|
∫

𝑧

0
𝑓′(𝜁) d𝜁

|
|
|
≤ sup

[0,𝑧]
|𝑓′|.

Comme𝑊𝜖 ≔ 𝑊 ∪ 𝐷(0, 𝜖) est étoilé en zéro, on a donc

|𝑃𝑓|𝐿∞(𝑊𝜖) ≤ |𝑓′|𝐿∞(𝑊𝜖).
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Donc, en itérant
|𝑓>𝑛0|𝐿∞(𝑊𝜖) ≤ |𝑓(𝑛0+1)|𝐿∞(𝑊𝜖).

Étape 2 : estimation du noyau. On montre qu’il existe 𝐶 > 0 et des semi-normes (𝑝𝑘)
continues sur 𝒮𝑟,0, indépendantes de 𝜖 telles que pour 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0, 𝜖 > 0, 𝑧 ∈ 𝑉 et 𝜁 ∈ 𝑐𝜖,5

|||
1
𝜁
𝐾𝛾 (

𝑧
𝜁
)||| ≤ 𝐶 sup

𝑘
𝑝𝑘(𝛾)⟨𝜁⟩𝑛0. (3.19)

1er cas : 𝜁 est sur le « grand arc de cercle », c.-à-d. |𝜁| = 𝑅′. Auquel cas, on a pour
𝑧 ∈ 𝑉, |𝑧/𝜁| < 𝑅/𝑅′ < 1. D’après le Théorème 3.27, l’application 𝛾 ↦ 𝐾𝛾 est continue
de 𝒮𝑟,0 dans𝒪𝑛0(𝑈;ℒ(𝐸)). Donc, 𝛾 ↦ |𝐾𝛾|𝐿∞(𝐷(0,𝑅/𝑅′)) est continu : il existe 𝐶 > 0 et
des semi-normes (𝑝𝑘) continues sur 𝒮𝑟,0 telles que pour 𝑧 ∈ 𝑉 et |𝜁| = 𝑅′,

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| ≤ |𝐾𝛾|𝐿∞(𝐷(0,𝑅/𝑅′)) ≤ 𝐶 sup

𝑘
𝑝𝑘(𝛾).

Notons que rien de cette inégalité ne dépend de 𝜖.
2e cas : |𝜁| < 𝑅′. Si 𝜁 ∈ 𝑐𝜖, ceci ne peut arriver d’après la définition de𝑊 que si

arg(𝜁) ∈ 𝐼′. Or, si 𝑧 ∈ 𝑉, on a arg(𝑧) ∉ 𝐼. Donc en notant 𝜎 ≔ distance(𝐼′, 𝕋 ⧵ 𝐼) > 0,
on a 𝜎 ≤ arg(𝑧/𝜁) ≤ 2𝜋−𝜎. Autrement dit, 𝑧/𝜁 ∈ 𝑆𝜍. Notons que 𝜎 ne dépend pas de
𝜖. Alors, d’après le Théorème 3.27, il existe 𝐶′ > 0 et des semi-normes (𝑝′𝑘) continues
sur 𝒮𝑟,0 telles que pour 𝜖 > 0, 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,0, 𝑧 ∈ 𝑉 et 𝜁 ∈ 𝑐𝜖 avec |𝜁| < 𝑅′, on a

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| ≤ 𝐶′ sup

𝑘
𝑝′𝑘(𝛾) ⟨

𝑧
𝜁
⟩
𝑛0
.

Encore une fois, rien ne dépend de 𝜖 dans cette inégalité.

Étape 3 : conclusion. Par définition de 𝑓𝑛0 et 𝑓>𝑛0, on a 𝑓 = 𝑓𝑛0 + 𝑧𝑛0+1𝑓>𝑛0. Donc,
avec 𝑓 = ∑𝑘≥0 𝑎𝑘𝑧

𝑘,

𝐻𝛾𝑓(𝑧) = 𝐻𝛾𝑓𝑛0(𝑧) + 𝐻𝛾(𝑧𝑛0+1𝑓>𝑛0)(𝑧).

Donc, d’après l’expression de 𝐻𝛾 comme opérateur de convolution (Lemme 3.2) où
on a changé de chemin d’intégration,

𝐻𝛾𝑓(𝑧) = ∑
𝑘≤𝑛0

𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧𝑘 +
1
2i𝜋 ∮𝑐𝜖

𝜁𝑛0𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
) 𝑓>𝑛0(𝜁) d𝜁. (3.20)

D’après la première étape, le premier terme vérifie

||| ∑
𝑘≤𝑛0

𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧𝑘
|||
𝐿∞(𝑉)

≤ 𝐶 ∑
𝑘≠𝑛0

|𝛾𝑘| sup
𝑘≤𝑛0

|𝑓(𝑘)(0)|.

5On rappelle que ⟨𝜁⟩ = √1+ |𝜁|2.
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Comme les 𝛾 ↦ |𝛾𝑘| sont des semi-normes continues sur 𝒮𝑟,0 (Définition 3.14), on a
bien l’inégalité voulue (3.18) sur ce terme :

|𝐻𝛾(𝑓𝑛0)|𝐿∞(𝑉) =
||| ∑
𝑘≤𝑛0

𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧𝑘
|||
𝐿∞(𝑉)

≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾) sup

𝑘≤𝑛0
|𝑓(𝑘)(0)|. (3.21)

Pour le second terme, on a d’après l’inégalité triangulaire

|𝐻𝛾(𝑧𝑛0+1𝑓>𝑛0)|𝐿∞(𝑉) ≤
longueur(𝑐𝜖)

2𝜋 sup
𝑧∈𝑉,𝜁∈𝑐𝜖

|||𝜁
𝑛0𝐾𝛾 (

𝑧
𝜁
)||| |𝑓>𝑛0|𝐿∞(𝑐𝜖). (3.22)

Or, on a d’après la première étape (et en rappelant que 𝑐𝜖 est la frontière de𝑊𝜖 =
𝑊 ∪ 𝐷(0, 𝜖)),

|𝑓>𝑛0|𝐿∞(𝑐𝜖) ≤ |𝑓>𝑛0|𝐿∞(𝑊𝜖) ≤ |𝑓(𝑛0+1)|𝐿∞(𝑊𝜖).

Donc, d’après l’étape 2 (Eq. (3.19)), on a

|𝐻𝛾(𝑧𝑛0+1𝑓>𝑛0)|𝐿∞(𝑉) ≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾)|𝑓(𝑛0+1)|𝐿∞(𝑊𝜖),

où 𝐶 ne dépend pas de 𝜖. En passant à la limite 𝜖 → 0, on a𝑊𝜖 →𝑊 et donc

|𝐻𝛾(𝑧𝑛0+1𝑓>𝑛0)|𝐿∞(𝑉) ≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾)|𝑓(𝑛0+1)|𝐿∞(𝑊). (3.23)

En rassemblant les inégalités (3.21) et (3.23) sur les deux termes de membre droit de
l’expression (3.20) de 𝐻𝛾(𝑓), on obtient bien l’inégalité (3.18).

Théorème 3.30. Soit 𝑉 un ouvert borné et simplement connexe de ℂ avec 0 ∈ 𝑉. Soit
𝑟 > 0 et 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞ = 𝒮𝑟,∞(ℒ(𝐸)). L’opérateur 𝐻𝛾 s’étend de manière unique en un
opérateur linéaire continu de 𝒪(𝑉).

De plus, l’application 𝛾 ↦ 𝐻𝛾 vérifie l’inégalité de « continuité » suivante : pour tout
compact 𝑋 de 𝑉 et pour tout voisinage𝑊 ⊂⊂ 𝑉 de 𝑋 qui contient 0 et qui est simplement
connexe, il existe 𝐶 > 0 et un nombre fini de semi-normes (𝑝𝑘) de 𝒮𝑟,∞ tels que pour
tout 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞ et 𝑓 ∈ 𝒪(𝑉),

|𝐻𝛾(𝑓)|𝐿∞(𝑋) ≤ 𝐶 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾)|𝑓|𝐿∞(𝑊). (3.24)

Démonstration. Comme au début de la démonstration du Théorème 3.27, il suffit de
montrer l’inégalité 3.17 sur les polynômes. Quitte à remplacer𝑊 par un voisinage de
𝑉 plus petit, on peut supposer que𝑊 est lisse. On veut à nouveau changer de chemin
d’intégration dans l’expression de 𝐻𝛾 comme opérateur de convolution (Lemme 3.2).

Comme 0 ∈ 𝑉, il existe 𝜖 > 0 tel que 𝐷(0, 𝜖) ⊂ 𝑉. Pour majorer 𝐾𝛾(𝑧/𝜁), on
distingue les cas6 𝑧 ∈ 𝐷(0, 𝜖/2) et |𝑧| ≥ 𝜖/2.

6On aurait pu s’en passer si on avait été plus précis dans la formulation du Théorème 3.30 : ce
théorème à l’air de dire que 𝐾𝛾 n’est pas holomorphe en 0. C’est a priori le cas, sauf sur le premier
feuillet de sa surface de Riemann, où𝐾𝛾 est bien sûr holomorphe!
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1er cas : |𝑧| < 𝜖/2. Si 𝜁 ∈ 𝜕𝑊, on a |𝜁| ≥ 𝜖 et donc |𝑧/𝜁| < 1/2. Or 𝛾 ↦ 𝐾𝛾 est
continue, donc il existe 𝐶 > 0 et des semi-normes (𝑝𝑘) continues sur 𝒮𝑟,∞ telles que
pour 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞, |𝑧| < 𝜖/2 et 𝜁 ∈ 𝜕𝑊,

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| ≤ 𝐶 sup

𝑘
𝑝𝑘(𝛾). (3.25)

2e cas : |𝑧| ≥ 𝜖/2. On pose 𝑐𝑧 le chemin 𝜁 ∈ 𝜕𝑊 ↦ 𝑧/𝜁. Comme 𝑧 ≠ 0, le chemin
𝑐𝑧 ne contient pas 0. De plus, 𝜕𝑊 reste à distance strictement positive de 𝑉, donc
𝑐𝑧 ne contient pas 1 non plus. Donc il se relève en un chemin ̃𝑐𝑧 de la surface de
Riemann 𝐹 de 𝐾𝛾. Disons qu’on fixe 𝜁0 ∈ 𝜕𝑊 de module maximum, et qu’on choisit
le relèvement ̃𝑐𝑧 de sorte que ̃𝑐𝑧(𝜁0) soit sur le premier feuillet de 𝐹. Alors, l’union de
ces relèvements 𝑋 ≔ ⋃𝑧∈𝑉,|𝑧|≥𝜖/2 ̃𝑐𝑧 est un compact de 𝐹.

Donc, d’après le Théorème 3.30, il existe𝐶′ > 0 et des semi-normes (𝑝′𝑘) continues
sur 𝒮𝑟,∞ telles que pour 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞, 𝑧 ∈ 𝑉 avec |𝑧| ≥ 𝜖

2
et 𝜁 ∈ 𝜕𝑊,

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| ≤ |𝐾𝛾|𝐿∞(𝑋) ≤ 𝐶′ sup

𝑘
𝑝′𝑘(𝛾). (3.26)

Donc, en rassemblant les majorations (3.25) et (3.26), on voit qu’il existe 𝐶 > 0 et
des semi-normes (𝑝𝑘) continues sur 𝒮𝑟,∞ telles que pour 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞, 𝑧 ∈ 𝑉 et 𝜁 ∈ 𝜕𝑊,

|||𝐾𝛾 (
𝑧
𝜁
)||| ≤ 𝐶 sup

𝑘
𝑝𝑘(𝛾). (3.27)

Alors, d’après l’expression de 𝐻𝛾 comme opérateur de convolution (Lemme 3.2)
où on a changé le chemin d’intégration en 𝜕𝑊 (qui est bien homotope à 𝜕𝐷(0, 𝑅) dans
ℂ⧵𝑉 parce que 𝑉 et𝑊 sont simplement connexes), on a pour 𝛾 ∈ 𝒮𝑟,∞ et 𝑓 ∈ ℂ𝑑[𝑋],

|𝐻𝛾𝑓|𝐿∞(𝑉) ≤ 𝐶
longueur(𝜕𝑊)

2𝜋 sup
𝜁∈𝜕𝑊

|𝜁|−1 sup
𝑘
𝑝𝑘(𝛾) sup

𝜕𝑊
|𝑓|,

ce qui démontre le théorème.

3.1.5 Une application : non-contrôlabilité des équations de la
« quasi-demi-chaleur »

Finissons cette section par une application des théorèmes précédents, peut-être
très académique, mais qui montre dans un cadre simplifié les techniques que nous
emploieront pour traiter l’équation de Grushin.

Proposition 3.31. Soit 𝜔 un ouvert strict de 𝕋, soit 𝑇 > 0 et soit 𝜌 une fonction holo-
morphe bornée sur {ℜ(𝑧) > 0}. On note 𝐴 l’opérateur√−Δ + 𝜌(√−Δ). L’équation

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝐴𝑓(𝑡, 𝑥) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥) (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝕋, (3.28)

n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇.
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Remarque 3.32. L’opérateur 𝐴 = √−Δ + 𝜌(√−Δ) est défini par

𝐴( ∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛ei𝑛𝑥) = ∑
𝑛∈ℤ

(|𝑛| + 𝜌(|𝑛|))𝑎𝑛ei𝑛𝑥.

Son adjoint est 𝐴∗ = √−Δ + 𝜌(√−Δ).
La démonstration est une adaptation de la méthode employée pour démontrer la

non-contrôlabilité de l’équation de la demi-chaleur, où on s’aide des théorèmes de la
section précédente pour gérer la perturbation 𝜌(√−Δ). On commence par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 3.33. Soit𝑊 un voisinage borné et étoilé en 0 de {|𝜁| ≤ 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔} (voir
Fig. 3.8). Si l’équation (3.28) est contrôlable à zéro sur 𝜔, il existe 𝐶 > 0 tel que pour
tout polynôme 𝑓,

|𝑓|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤ 𝐶|𝑓|𝐿∞(𝑊). (3.29)

𝜔

𝜁0

𝐷(0, 𝑒−𝑇) 𝑊

Figure 3.8 –À gauche, le domaine𝒟 en
jaune et le disque 𝐷(0, e−𝑇) en rouge.
À droite, un voisinage𝑊 étoilé en 0 de
𝒟 en jaune. Si l’équation de la « quasi-
demi-chaleur » est contrôlable à zéro,
alors on peut estimer la norme 𝐿2 de
tout polynôme sur le disque rouge par
sa norme𝐿∞ sur le domaine jaune.Mais
c’est impossible, comme on peut le voir
en considérant une suite de polynôme
qui converge vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 en
dehors de la demi-droite bleue.

Démonstration. Étape 1 : inégalité d’observabilité. L’inégalité d’observabilité associée
au problème de contrôlabilité de la Prop. 3.31 est la suivante : il existe 𝐶 > 0 telle que
pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(𝕋), la solution 𝑔 de l’équation adjointe (𝜕𝑡 + 𝐴∗)𝑔(𝑡, 𝑥) = 0 avec
comme condition initiale 𝑔(0, ⋅) = 𝑔0 vérifie

|𝑔(𝑇, ⋅)|𝐿2(𝕋) ≤ 𝐶|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔).

Notons que les solutions de l’équation adjointe (𝜕𝑡 + 𝐴∗)𝑔(𝑡, 𝑥) = 0 sont de la
forme

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛e−𝑡(|𝑛|+𝜌(𝑛))+i𝑛𝑥.
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On teste l’inégalité d’observabilité sur les solutions qui sont des sommes finies de
fréquences strictement positives. Sur ces solutions, l’inégalité d’observabilité se lit : il
existe 𝐶 > 0 telle que pour toute suite complexe finie (𝑎𝑛)𝑛,

∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2e−2𝑇(𝑛+ℜ(𝜌(𝑛))) ≤ 𝐶∫
[0,𝑇]×𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e(−𝑡+i𝑥)𝑛e−𝑡𝜌|𝑛|)
|||

2
d𝑡 d𝑥. (3.30)

Étape 2 : minoration du membre gauche de l’inégalité d’observabilité. On utilise le fait
que 𝜌 soit borné. En notant𝑀 ≔ supℜ(𝑧)>0 |𝜌(𝑧)|, on a pour tout 𝑛 > 0, e−2𝑇ℜ(𝜌(𝑛)) ≥
e−2𝑇𝑀 > 0. Donc

∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2e−2𝑇𝑛 ≤ e2𝑇𝑀 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2e−2𝑇(𝑛+ℜ(𝜌(𝑛))).

De plus, en calculant en coordonnées polaires et en développant le module, on a7

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) = ∫

2𝜋

0
∫

e−𝑇

0
∑

𝑛,𝑚>0
𝑎𝑛𝑎𝑚ei(𝑛−𝑚)𝜃𝑟𝑛+𝑚−1 d𝑟 d𝜃

= 𝜋 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2

𝑛 e−2𝑛𝑇.

Donc le membre gauche de l’inégalité d’observabilité (3.30) vérifie la minoration

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿2(𝐷(0,e−𝑇))
≤ 𝜋e2𝑇𝑀 ∑

𝑛>0
|𝑎𝑛|2e−2𝑇(𝑛+ℜ(𝜌(𝑛))). (3.31)

Étape 3 : majoration du membre droit de l’inégalité d’observabilité. Dans le membre
droit de l’inégalité d’observabilité (3.30), on fait le changement de variables 𝜁 = e−𝑡+i𝑥,
pour lequel on a d𝑡 d𝑥 = |𝜁|−2 d𝜆(𝜁) :

∫
[0,𝑇]×𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e(−𝑡+i𝑥)𝑛e−𝑡𝜌(𝑛)
|||

2
d𝑡 d𝑥 = ∫

𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1|𝜁|𝜌(𝑛)
|||

2
d𝜆(𝜁),

où𝒟 est l’image de [0, 𝑇] × 𝜔 par le changement de variables :

𝒟 = {e−𝑡+i𝑥, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑥 ∈ 𝜔}.

On veut appliquer les théorèmes de la section précédente. À cette fin, on commence
par définir des symboles.

Lemme 3.34. Pour 𝜂 ∈ 𝒟, on définit 𝛾𝜂(𝑛) = |𝜂|𝜌(𝑛+1) (le+1 vient du fait qu’on veuille
multiplier 𝜁𝑛−1 par |𝜁|𝜌(𝑛)). Alors la famille (𝛾𝜂)𝜂∈𝒟 est une famille bornée8 de 𝒮0,0.

7On désigne la mesure de Lebesgue sur ℂ ≃ ℝ2 par 𝜆.
8On rappelle que si 𝐸 est un espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille (𝑝𝑘) de

semi-normes, un ensemble𝑋 ⊂ 𝐸 est borné si et seulement si pour tout 𝑘, l’ensemble {𝑝𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋}
est borné dans ℝ.
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Démonstration. On définit ̃𝛾𝜂(𝑧) = |𝜂|𝜌(𝑧+1). Comme 𝜌 est holomorphe, 𝑧 ↦ 𝜌(𝑧+1)
l’est également. Donc chaque ̃𝛾𝜂 est holomorphe. En se souvenant que pour 𝜂 ∈ 𝒟,
on a e−𝑇 ≤ |𝜂| ≤ 1 et que 𝜌 est bornée, on a avec 𝑀 = supℜ(𝑧)>0 |𝜌(𝑧)|, pour tout
𝜂 ∈ 𝒟,

sup
ℜ(𝑧)>0

| ̃𝛾𝜂(𝑧)| ≤ e𝑇𝑀.

Donc chaque ̃𝛾𝜂 est borné. En particulier, chaque ̃𝛾𝜂 est dans 𝒮0,0. De plus, la majora-
tion précédente est uniforme en 𝜂 ∈ 𝒟, donc la famille ( ̃𝛾𝜂)𝜂∈𝒟 est bornée dans 𝒮0,0.
On en déduit que la famille de suites (𝛾𝜂)𝜂∈𝒟 est bornée dans 𝒮0,0 (voir Def. 3.14). ♦

Or, si 𝜂 ∈ 𝒟, on a

∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1|𝜂|𝜌(𝑛) = 𝐻𝛾𝜂( ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1).

Donc, d’après le Théorème 3.29 (et le fait que 𝒮0,0 s’injecte continument dans 𝒮0 ;
voir Remarque 3.11), il existe 𝐶 > 0 et un nombre fini de semi-normes (𝑝𝑘) de 𝒮0 tels
que pour 𝜂, 𝜁 ∈ 𝒟,

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1|𝜂|𝜌(𝑛)
||| ≤ 𝐶 sup

𝑘
𝑝𝑘(𝛾𝜂)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝑊)

,

(rappelons que𝑊 est un voisinage borné et étoilé en 0 de {|𝜁| ≤ 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔}, et
donc 𝒟 ⊂ 𝑊). Comme la famille (𝛾𝜂)𝜂∈𝒟 est bornée dans 𝒮0,0 (et donc également
dans 𝒮0), on a il existe 𝐶′ indépendant de 𝜂 ∈ 𝒟 tel que pour tout 𝜁 ∈ 𝒟,

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1|𝜂|𝜌(𝑛)
||| ≤ 𝐶′||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝜁𝑛−1

|||
𝐿∞(𝑊)

.

En prenant 𝜂 = 𝜁 dans cette inégalité, on a

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1|𝜁|𝜌(𝑛)
|||
𝐿∞(𝒟)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝑊)

. (3.32)

Étape 4 : conclusion. En rassemblant la minoration (3.31) du membre gauche et
la majoration (3.32) du membre droit, on voit que l’inégalité d’observabilité (3.30)
implique qu’il existe 𝐶 > 0 telle que pour toute suite complexe finie (𝑎𝑛)𝑛,

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿2(𝐷(0,e−𝑇))
≤ 𝐶||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝜁𝑛−1

|||

2

𝐿∞(𝑊)
.

Pour démontrer la non-contrôlabilité de l’équation (3.28), il suffit donc de nier
l’inégalité sur les polynômes (3.29).
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Démonstration de la Proposition 3.31. Comme 𝜔 est un ouvert strict de 𝕋, il existe
un voisinage 𝑊 borné et étoilé de {0 < |𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔} qui ne contienne pas
𝐷(0, e−𝑇) (voir Fig. 3.8). Alors, on choisit 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇) qui ne soit pas dans 𝒟.
D’après le théorème de Runge (Th. 1.12), il existe une suite de polynômes (𝑝𝑘) qui
converge vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 sur tout compact de ℂ ⧵ [1, +∞[.

Alors, (𝑝𝑘) est uniformément borné sur 𝒟, donc sup𝑘 |𝑝𝑘|𝐿2(𝒟) < +∞. Mais
comme 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇), la fonction 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 a une norme 𝐿2(𝐷(0, e−𝑇)) infinie.
Donc, d’après le lemme de Fatou, |𝑝𝑘|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) → +∞ lorsque 𝑘 → +∞. Donc
la suite (𝑝𝑘) est un contre-exemple à l’inégalité (3.29) sur les polynômes. Et donc,
d’après le Lemme 3.33, l’équation (3.28) n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps
𝑇.

Remarque 3.35. Les hypothèses de la Propriété 3.31 ne sont pas optimales : on peut
se limiter avec la même démonstration à 𝜌𝑛 = ̃𝜌(𝑛) avec ̃𝜌 une fonction holomorphe
sur {ℜ(𝑧) > 0} et à croissance sous-linéaire (c.-à-d. ̃𝜌(𝑧) = 𝑜(𝑧)) sur chaque secteur
{|arg(𝑧)| < 𝜃} avec 𝜃 < 𝜋/2.

En fait, on peut démontrer grâce au Théorème 3.29 et sous les hypothèses de la
Propriété 3.31 plus que la non-contrôlabilité : on peut montrer que toute combinaison
linéaire finie de fonctions propre contrôlable à zéro est constante (nous ferons quelque
chose de similaire pour l’équation de Grushin, voir Th. 4.14).

3.2 Analyse spectrale de l’oscillateur harmonique

Nous changeons maintenant totalement de sujet, et on passe de l’analyse complexe à
l’analyse spectrale. Nous démontrons quelques asymptotiques spectrales qui nous
seront utiles lorsqu’on traitera les équations paraboliques dégénérées.

3.2.1 Oscillateur harmonique sur la droite réelle

L’oscillateur harmonique est l’opérateur 𝑃ℝ1 sur 𝐿2(ℝ) de domaine 𝐷(𝑃ℝ1 ) = {𝑓 ∈
𝐻2(ℝ), 𝑥2𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ)} et défini par 𝑃ℝ1 𝑓 = −𝑓″ + 𝑥2𝑓. Il apparait en mécanique
quantique comme un exemple d’Hamiltonien pour lequel on peut faire des calculs
explicites, et comme approximation d’Hamiltoniens autour d’un point d’équilibre.
Pour nous, il apparait lorsqu’on écrit l’équation satisfaite par les composantes de
Fourier des solutions de l’équation de Grushin (𝜕𝑡−𝜕2𝑥−𝑥2𝜕2𝑦)𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 (on verra
ceci en détail au chapitre suivant).

On s’intéresse plus particulièrement à l’opérateur redimensionné 𝑃ℝℎ = −ℎ2Δ+𝑥2,
de domaine 𝐷(𝑃ℝℎ ) = {𝑓 ∈ 𝐻2(ℝ), 𝑥2𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ)}, et à la limite de ses éléments
spectraux lorsque ℎ → 0. Si ℎ > 0, l’opérateur 𝑃ℎ est symétrique maximal dissipatif
(et donc auto-adjoint), le spectre de 𝑃ℎ est entièrement constitué de valeur propres,
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qui sont simples, et la 𝑘-ième valeur propre est ℎ(2𝑘 + 1) (avec 𝑘 ≥ 0). De plus,
l’espace propre associé à cette valeur propre est engendré par une fonction de la
forme 𝐻𝑘(𝑥/√ℎ)e−𝑥

2/2ℎ, où 𝐻𝑘 est un polynôme de degré 𝑘. Le polynôme 𝐻𝑘 est
appelé 𝑘-ième polynôme de Hermite et la fonction propre 𝑒𝑘(𝑥) ≔ 𝐻𝑘(𝑥)e−𝑥

2/2 est
appelée 𝑘-ième fonction de Hermite.

La formule 𝑃ℝℎ (𝑒𝑘(𝑥/√ℎ)) = ℎ(2𝑘 + 1)𝑒𝑘(𝑥/√ℎ) garde un sens dans 𝐿2 lorsque ℎ
est complexe que ℜ(ℎ) > 0. Donc les ℎ(2𝑘 + 1) sont encore des valeurs propre de 𝑃ℝℎ
lorsque ℎ est complexe avec ℜ(ℎ) > 0.9

3.2.2 Oscillateur harmonique sur un segment : généralités

On s’intéresse cette fois-ci à l’oscillateur harmonique avec conditions aux bords de
Dirichlet sur ]−1, 1[, autrement dit à l’opérateur 𝑃bℎ de domaine 𝐷(𝑃bℎ ) = 𝐻2(−1, 1) ∩
𝐻1
0(−1, 1) défini par 𝑃bℎ 𝑓 = −ℎ2𝑓″ + 𝑥2𝑓.

Proposition 3.36. Si ℎ est réel positif, 𝑃bℎ est symétrique maximal monotone (et donc
auto-adjoint).

Démonstration. Cette proposition est standard, mais donnons au moins les idées de
la démonstration. Le fait que 𝑃bℎ soit symétrique et monotone se voit par intégration
par parties. Le fait qu’il soit maximal monotone, c.-à-d. que Im(𝐼 + 𝑃bℎ ) = 𝐿2, est
conséquence du théorème de Lax-Milgram et de la régularité elliptique. Il est donc
auto-adjoint [25, Prop. 7.6].

La proposition suivante est également standard, au moins dans sa méthode.

Proposition 3.37. Soit ℎ ∈ ℂ tel que ℜ(ℎ) > 0. Le spectre de l’opérateur 𝑃bℎ est
constitué d’une suite de valeurs propres simples qui n’a pas de point d’accumulation.

Démonstration. Encore une fois, nous laissons au lecteur le soin de vérifier certains
détails.

On commence par remarquer que 𝑃bℎ est injectif. En effet, si 𝑓 ∈ 𝐷(𝑃bℎ ), en multi-
pliant 𝑃bℎ 𝑓 par ℎ−1𝑓 et en faisant une intégration par parties, on a ⟨ℎ−1𝑓, 𝑃

b
ℎ 𝑓⟩𝐿2 =

ℎ|𝑓′|2𝐿2 + ℎ−1|𝑥𝑓|2𝐿2, donc ℜ⟨ℎ
−1𝑓, 𝑃bℎ 𝑓⟩𝐿2 ≥ 𝑐(|𝑓′|2𝐿2 + |𝑥𝑓|2𝐿2). En particulier, si

𝑃bℎ 𝑓 = 0, alors 𝑓 = 0.
De plus, d’après le théorème de Lax-Milgram, de l’inégalité de Poincaré et de

la régularité elliptique, l’opérateur −Δ de domaine 𝐻2 ∩ 𝐻1
0 admet un inverse à

droite borné et même compact (−Δ)−1∶ 𝐿2 → 𝐿2. Alors, on a 𝑃𝐵ℎ = −ℎ2Δ(𝐼 +
(−ℎ2Δ)−1𝑥2). Or l’opérateur 𝐼 + (−ℎ2Δ)−1𝑥2 est injectif parce que 𝑃bℎ l’est, donc

9Il reste vrai que le spectre de 𝑃ℝ
ℎ n’est constitué que des valeurs propres simples ℎ(2𝑘+1) lorsque

ℜ(ℎ) > 0 ; voir par exemple [47, Sec. 14.4] pour le cas ℎ = e−i𝜋/4, ainsi que les références du chapitre
en question.
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d’après l’alternative de Fredholm, il est inversible. Alors 𝑃bℎ admet comme inverse
(𝐼 + (−ℎ2Δ)−1𝑥2)−1(−ℎ2Δ)−1, qui est compact. Son spectre est alors de la forme
{𝜆𝑘} ∪ {0} où les 𝜆𝑘 sont des valeurs propres, non nulles, et 𝜆𝑘 → 0 lorsque 𝑘 → +∞.
Alors le spectre de 𝑃bℎ est {𝜆−1𝑘 }.

Les valeurs propres sont simples parce que si 𝑃bℎ 𝑓 = 𝜆𝑓 et 𝑃bℎ 𝑔 = 𝜆𝑔, alors 𝑓 et
𝑓′(−1)
𝑔′(−1)

𝑔 vérifient le même problème de Cauchy −ℎ2𝑓″ + 𝑥2𝑓 = 𝜆𝑓, 𝑓(−1) = 0. Elles
sont donc égales.

3.2.3 Première valeur propre de l’oscillateur harmonique sur
un segment

Pour les applications dans les chapitres suivant, on a surtout besoin de la première
valeur propre de 𝑃bℎ . Dans le cas où ℎ ∈ ℝ∗

+, le spectre est d’après la sous-section
précédente une suite de nombres réels, strictement positifs et sans point d’accumula-
tion. On note 𝜆ℎ la plus petite valeur propre de 𝑃bℎ . Parler de 𝜆ℎ n’a pour l’instant de
sens que si ℎ est réel positif, mais on verra que 𝜆ℎ se prolonge analytiquement à un
sous-domaine de {ℜ(ℎ) > 0}.10

Commençons par une asymptotique simple dans le cas ℎ > 0.

Proposition 3.38. Pour ℎ > 0, dans la limite ℎ → 0, on a 𝜆ℎ = ℎ+𝑂(e−𝑐/ℎ). Si ℎ > 0
est assez petit, c’est la seule valeur propre de 𝑃bℎ dans l’intervalle ]−∞, 2ℎ[. De plus, la
fonction propre associée est paire.

Démonstration. On ne donne encore que les idées, la méthode reposant sur des outils
standards [34, Th. 4.23]. Soit 𝜒 une fonction 𝐶∞

𝑐 (−1, 1) qui vaut 1 au voisinage de 0.
Alors les fonctions 𝑓ℎ(𝑥) = 𝜒(𝑥)e−𝑥2/2ℎ sont des quasi-modes pour l’opérateur 𝑃bℎ :

𝑃bℎ (𝑓ℎ) = ℎ𝑓ℎ + 𝑂(e−𝑐/ℎ).

Autrement dit, |(𝑃bℎ − ℎ)𝑓ℎ| = 𝑂(e−𝑐/ℎ). Comme 𝑃bℎ est autoadjoint, on en dé-
duit [47, Prop. 8.20] qu’il existe une valeur propre 𝜆ℎ de 𝑃bℎ de la forme 𝜆ℎ = ℎ +
𝑂(e−𝑐/ℎ).

Grâce au principe max-min [47, Th. 11.7] et des arguments de troncature pour
approximer 𝑃bℎ par 𝑃ℝℎ , on peut montrer que la 𝑘-ième valeur propre de 𝑃

b
ℎ est minorée

par quelque chose de la forme ℎ(2𝑘 + 1) + 𝑜(ℎ). Donc, si on prend 𝑘 = 1, la valeur
propre en ℎ + 𝑂(e−𝑐/ℎ) est bien la plus petite valeur propre de 𝑃bℎ . De plus, la valeur
propre suivante est ≥ 3ℎ − 𝑜(ℎ).

10Comme le spectre de 𝑃b
ℎ n’est constitué que de valeurs propres simples et isolées, on pourrait

invoquer des théorèmes généraux pour montrer que les valeurs propres de 𝑃b
ℎ dépendent continument

et même analytiquement de ℎ dans {ℜ(ℎ) > 0} tout entier [51, Ch. IV §3.5 et Ch. VII, Th. 1.8]. Nous
ne détaillerons pas ceci car nous retrouverons suffisamment de ces résultats comme sous-produits de
nos démonstrations.



76 3.2. ANALYSE SPECTRALE DE L’OSCILLATEUR HARMONIQUE

Le fait que les fonctions propres associées soient paires se démontre grâce à la
théorie de Sturm-Liouville (voir p. ex. [15, Lem. 2]).

Mais tout ceci est basé de manière essentielle sur le caractère auto-adjoint de
𝑃bℎ , ce qui n’est plus vrai si ℎ n’est pas réel. Le cas ℎ complexe est intéressant car il
apparait naturellement si on veux traiter l’équation de Kolmogorov, et est également
utile pour vérifier les hypothèses techniques des estimations de la Section 3.1.4. On
va donc démontrer une asymptotique pour 𝜆ℎ qui reste valable dans certains régimes
où ℎ est complexe.

Théorème 3.39. Pour ℎ > 0, soit 𝜆ℎ la première valeur propre de −ℎ2Δ + 𝑥2 avec
conditions aux bords de Dirichlet sur ]−1, 1[. Soit 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[. Il existe ℎ𝜃 > 0 tel
que ℎ ↦ 𝜆ℎ s’étende holomorphiquement sur {|ℎ| < ℎ𝜃, |arg(ℎ)| < 𝜃}. De plus, on a
l’asymptotique

𝜆ℎ = ℎ + 4√
ℎ
𝜋 (1 + 𝑂(ℎ)) e−1/ℎ,

valable dans la limite |ℎ| → 0, |arg(ℎ)| < 𝜃.

Remarque 3.40. 1. Si 𝜆ℎ est la continuation analytique de la première valeur
propre donnée par le Théorème précédent, alors 𝜆ℎ est une valeur propre
de 𝑃bℎ , dès qu’il est défini. En effet, soit 𝑣ℎ la solution du problème de Cau-
chy −ℎ2𝑣″ℎ + 𝑥2𝑣ℎ = 𝜆ℎ𝑣ℎ, 𝑣ℎ(0) = 1, 𝑣′ℎ(0) = 0. Si ℎ est réel, on sait que
la fonction propre associée à la valeur propre 𝜆ℎ est paire, et donc sa dérivée
en 0 est nulle. Donc cette fonction propre est à égale à 𝑣ℎ (à une constante
multiplicative près). Or, en tant que solution d’une équation différentielle avec
un paramètre ℎ, la solution 𝑣ℎ dépend analytiquement de ℎ. En particulier, on
a 𝑣ℎ(±1) = 0 pour ℎ réel, et donc aussi pour tout ℎ complexe. C’est-à-dire que
𝑣ℎ vérifie le problème aux bords 𝑃bℎ 𝑣ℎ = 𝜆ℎ𝑣ℎ, 𝑣ℎ(±1) = 0 : c’est une fonction
propre associée à la valeur propre 𝜆ℎ.

2. En fait, un examen attentif de la démonstration montrerait qu’on a même
une asymptotique de la forme 𝜆ℎ ∼ ℎ + e−1/ℎ∑𝑘≥0 𝑐𝑘ℎ

1/2−𝑘, valable dans
le même régime. On aurait pu démontrer ceci dans le cas ℎ réel en raffinant
le quasi-mode 𝜒(𝑥)e−𝑥2/2ℎ grâce à des solutions WKB [68, Annexe A]. Mais
cette méthode se base de manière essentielle sur le caractère autoadjoint de
𝑃bℎ lorsque ℎ est réel. Pour traiter le cas ℎ complexe, nous utilisons une autre
approche, basée sur des techniques d’équations différentielles.

Démonstration. On découpe la démonstration en plusieurs étapes :

• dans le Lemme 3.41, on donne des solutions particulières de l’équation diffé-
rentielles −ℎ2𝑣″ + 𝑥2𝑣 − 𝜆𝑣 = 0 ;

• dans le Corollaire 3.42, on en déduit une équation implicite entre 𝜆ℎ et ℎ ;
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Γ+

Γ−

Figure 3.9 – Les chemins Γ+ et Γ− utilisés dans la définition de 𝑣±ℎ,𝜌. Le chemin Γ+ contourne
0 par dessus, et le chemin Γ− le contourne par dessous.

• dans le Lemme 3.43, on donne des asymptotiques pour les solutions particu-
lières du Lemme 3.41 ;

• enfin, on résout l’équation implicite du Corollaire 3.42 grâce au schéma de
Newton, avec le Lemme 3.43 qui nous donne les estimations assurant sa conver-
gence.

Lemme 3.41. Soit Γ+ (respectivement Γ−) un chemin du plan complexe qui va de −∞
à +∞ en passant au dessus de 0 (respectivement en dessous de 0 ; voir Fig. 3.9). Soit
ℜ(ℎ) > 0 et 𝜌 ∈ ℂ. Soit

𝑣±ℎ,𝜌(𝑥) ≔ e−𝑥2/2ℎ∫
Γ±
e−(𝑡2/4+𝑥𝑡)/ℎ−(1+𝜌) ln(𝑡) d𝑡, (3.33)

où on choisit le logarithme continu sur le chemin d’intégration et tel que ln(1) = 0.
Alors, pour 𝜌 ∈ ℂ, les fonctions 𝑣±ℎ,𝜌 sont des solutions du problème de Cauchy11

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

−ℎ2𝑣±ℎ,𝜌 + 𝑥2𝑣±ℎ,𝜌 − ℎ(1 + 2𝜌)𝑣±ℎ,𝜌 = 0,

𝑣±ℎ,𝜌(0) = 2−1−𝜌ℎ−𝜌/2(1 − e∓i𝜋𝜌)Γ (−
𝜌
2) ,

𝑣±ℎ,𝜌
′(0) = −2−𝜌ℎ−(1+𝜌)/2(1 + e∓i𝜋𝜌)Γ (

1 − 𝜌
2 ) ,

De plus, si 𝜌 ∉ −1 − ℕ, ces solutions sont indépendantes.

Démonstration. Étape 1 : ce sont des solutions. On pose

𝑔(𝑡) = e−𝑡2/4ℎ−(1+𝜌) ln(𝑡)

et
𝑤±
ℎ,𝜌(𝑥) = ∫

Γ±
𝑔(𝑡)e−𝑥𝑡/ℎ d𝑡,

11Pour 𝜌 = −2𝑘 ∈ −2ℕ, les formules pour les conditions initiales doivent s’entendre comme limite
de ces formules pour 𝜌 → −2𝑘. Par exemple pour 𝜌 = 0, 𝑣±ℎ,0(0) = lim𝜌→0 𝑣±ℎ,𝜌(0) = ∓i𝜋.
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de sorte que 𝑣±ℎ,𝜌(𝑥) = 𝑤±
ℎ,𝜌(𝑥)e−𝑥

2/ℎ. D’après cette relation, on a en développant les
dérivées

ℎ𝑣±ℎ,𝜌
′ = (−𝑥𝑤±

ℎ,𝜌 + ℎ𝑤±
ℎ,𝜌

′)e−𝑥2/ℎ

ℎ2𝑣±ℎ,𝜌
″ = (−ℎ𝑤±

ℎ,𝜌 − 2ℎ𝑥𝑤±
ℎ,𝜌

′ + ℎ2𝑤±
ℎ,𝜌

″ + 𝑥2𝑤±
ℎ,𝜌)e−𝑥

2/2ℎ.

Donc on a

−ℎ2𝑣±ℎ,𝜌
″+𝑥2𝑣±ℎ,𝜌−ℎ(1+2𝜌)𝑣

±
ℎ,𝜌 = (−ℎ2𝑤±

ℎ,𝜌
″+2ℎ𝑥𝑤±

ℎ,𝜌
′−2ℎ𝜌𝑤±

ℎ,𝜌)e−𝑥
2/2ℎ. (3.34)

Or, par dérivation sous le signe intégrale et intégration par parties,

ℎ𝑤±
ℎ,𝜌

′(𝑥) = ∫
Γ
−𝑡𝑔(𝑡)e−𝑥𝑡/ℎ d𝑡;

ℎ2𝑤±
ℎ,𝜌

″(𝑥) = ∫
Γ
𝑡2𝑔(𝑡)e−𝑥𝑡/ℎ d𝑡;

𝑥ℎ𝑤±
ℎ,𝜌

′(𝑥) = ∫
Γ
−𝑥𝑡𝑔(𝑡)e−𝑥𝑡/ℎ d𝑡 = −∫

Γ
ℎ dd𝑡(𝑡𝑔(𝑡))e

−𝑥𝑡/ℎ d𝑡.

donc,

−ℎ2𝑤±
ℎ,𝜌

″ + 2ℎ𝑥𝑤±
ℎ,𝜌

′ − 2ℎ𝜌𝑤±
ℎ,𝜌 = ∫

Γ±
( − 𝑡2𝑔(𝑡) + 2ℎ dd𝑡(𝑡𝑔(𝑡)) − 2ℎ𝜌𝑔(𝑡))e−𝑥𝑡/ℎ d𝑡.

Et comme 𝑡2𝑔(𝑡)−2ℎ d

d𝑡
(𝑡𝑔(𝑡))+2ℎ𝜌𝑔(𝑡) = 0, on a−ℎ2𝑤±

ℎ,𝜌
″+2ℎ𝑥𝑤±

ℎ,𝜌
′−2ℎ𝜌𝑤±

ℎ,𝜌 = 0,
et donc 𝑣±ℎ,𝜌 vérifie bien l’équation différentielle annoncée.

Étape 2 : conditions initiales. On commence par calculer les dérivées en 0 de 𝑤±
ℎ,𝜌. En

dérivant sous le signe intégrale, on a pour 𝑘 ∈ ℕ

(−ℎ𝜕𝑥)𝑘𝑤±
ℎ,𝜌(0) = ∫

Γ±
e−𝑡2/4ℎ+(𝑘−1−𝜌) ln(𝑡) d𝑡. (3.35)

Pour calculer cette intégrale, on pose 𝑠 = 𝑘 − 1 − 𝜌. On fait d’abord le calcul en
supposant ℜ(𝑠) > −1 (le résultat général s’en déduira par continuation analytique).
Dans ce cas, la fonction 𝑡 ↦ 𝑡𝑠 est intégrable en 0, et on peut déformer le chemin
d’intégration Γ± en ℝ, en gardant à l’esprit qu’on a alors ln(𝑡) = ln|𝑡| si 𝑡 > 0 et
ln|𝑡| ± i𝜋 si 𝑡 < 0 (selon si on est sur Γ+ ou Γ−). Alors, on a

∫
Γ±
e−𝑡2/4ℎ+𝑠 ln(𝑡) d𝑡 = ∫

0

−∞
e−𝑡2/4ℎ+𝑠(ln|𝑡|±i𝜋) d𝑡 +∫

+∞

0
e−𝑡2/4ℎ+𝑠 ln|𝑡| d𝑡

= (1 + e±i𝜋𝑠)∫
+∞

0
e−𝑡2/4ℎ𝑡𝑠 d𝑡. (3.36)
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Or, en faisant le changement de variables 𝑦 = 𝑡2/4ℎ dans l’intégrale (avec d𝑡 =
2ℎ d𝑦/𝑡), on trouve

∫
+∞

0
e−𝑡2/4ℎ𝑡𝑠 d𝑡 = ∫

+∞

0
e−𝑦(4ℎ𝑠)(𝑠−1)/22ℎ d𝑦 = 2𝑠ℎ(𝑠+1)/2Γ (𝑠 + 1

2 ) .

Ainsi, en remplaçant 𝑠 = 𝑘 − 1 − 𝜌, et en utilisant l’expression (3.35) de 𝜕𝑘𝑥𝑤±
ℎ,𝜌(0)

ainsi que le calcul (3.36), on a

(−ℎ𝜕𝑥)𝑘𝑤±
ℎ,𝜌(0) = 2𝑘−1−𝜌ℎ(𝑘−𝜌)/2(1 − (−1)𝑘e∓i𝜋𝜌)Γ (

𝑘 − 𝜌
2 ) .

En utilisant 𝑣±ℎ,𝜌(0) = 𝑤±
ℎ,𝜌(0) et 𝑣

±
ℎ,𝜌

′(0) = 𝑤±
ℎ,𝜌

′(0), on obtient bien les formules
annoncées pour 𝑣±ℎ,𝜌(0) et 𝑣

±
ℎ,𝜌

′(0).

Étape 3 : indépendance. On calcule le wronskien𝑊(0) de 𝑣+ℎ,𝜌 et 𝑣
−
ℎ,𝜌 en zéro, grâce

aux formules pour 𝑣±ℎ,𝜌(0) et 𝑣
±
ℎ,𝜌

′(0) :

𝑊(0) = −2−1−2𝜌ℎ−1/2−𝜌Γ (−
𝜌
2) Γ (

1 − 𝜌
2 ) det ((1 − e−i𝜋𝜌) (1 − ei𝜋𝜌)

(1 + e−i𝜋𝜌) (1 + ei𝜋𝜌))

= −i21−2𝜌ℎ−1/2−𝜌Γ (−
𝜌
2) Γ (

1 − 𝜌
2 ) sin(𝜋𝜌).

Comme auparavant, si 𝜌 ∈ ℕ, cette formule doit s’entendre comme limite pour des 𝜌
approchant. Si 𝜌 ∉ −1−ℕ, le wronskien𝑊(0) n’est pas nul12 auquel cas les fonctions
𝑣+ℎ,𝜌 et 𝑣

−
ℎ,𝜌 sont indépendantes. ♦

Ceci nous permet de donner une condition nécessaire, sous forme d’une équation
implicite, pour qu’un nombre complexe ℎ(1 + 2𝜌) soit valeur propre.

Corollaire 3.42. Pourℜ(ℎ) > 0 et 𝜌 ∈ ℂ, soit

𝑣ℎ,𝜌(𝑥) ≔ (1 + ei𝜋𝜌)𝑣+ℎ,𝜌(𝑥) − (1 + e−i𝜋𝜌)𝑣−ℎ,𝜌(𝑥). (3.37)

Soit Φ(ℎ, 𝜌) ≔ e−1/2ℎ𝑣ℎ,𝜌(−1).
Alors, siℜ(ℎ) > 0 et si 𝜌 ∈ ℂ avec |𝜌| < 1 et Φ(ℎ, 𝜌) = 0, alors ℎ(1 + 2𝜌) est valeur

propre de 𝑃bℎ .13

12Si 𝜌 ∈ ℕ, alors sin(𝜋𝜌) s’annule, mais comme les termes en Γ ont alors un pôle, le produit a une
limite finie non nulle.

13Cette propriété reste vraie si 𝜌 ∈ ℂ n’est ni un entier strictement négatif, ni un entier impair
(conditions qui assurent que 𝑣+ℎ,𝜌 et 𝑣−ℎ,𝜌 sont indépendantes et que 𝑣ℎ,𝜌 n’est pas nulle). Mais la
réciproque n’est pas vraie : si 𝜆 est une valeur propre quelconque de 𝑃b

ℎ, qu’on écrit 𝜆 = ℎ(1 + 2𝜌),
il n’est pas vrai en général que Φ(ℎ, 𝜌) = 0. Ceci est tout de même vrai si 𝜆 est la première valeur
propre de 𝑃b

ℎ.
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Démonstration. Si |𝜌| < 1, les coefficients 1+ei𝜋𝜌 et 1+e−i𝜋𝜌 ne sont pas nuls. Donc,
comme les fonctions 𝑣+ℎ,𝜌 et 𝑣

−
ℎ,𝜌 sont indépendantes (Lemme 3.41), la fonction 𝑣ℎ,𝜌

n’est pas nulle. De plus, d’après les conditions initiales de 𝑣±ℎ,𝜌, on a 𝑣
′
ℎ,𝜌(0) = 0, et

donc, d’après l’équation vérifiée par 𝑣ℎ,𝜌, elle est paire.
Donc siΦ(ℎ, 𝜌) = 0, on a 𝑣ℎ,𝜌(−1) = 0, et donc également 𝑣ℎ,𝜌(1) = 0. En résumé,

𝑣ℎ,𝜌 vérifie

−𝑣″ℎ,𝜌 + 𝑥2𝑣ℎ,𝜌 − ℎ(1 + 2𝜌)𝑣ℎ,𝜌 = 0, 𝑣ℎ,𝜌(±1) = 0, 𝑣ℎ,𝜌 ≠ 0.

Autrement dit, 𝑣ℎ,𝜌 est une fonction propre de 𝑃bℎ , de valeur propre associée ℎ(1 +
2𝜌). ♦

Pour finir ces préparatifs, donnons quelques asymptotiques sur les fonctions 𝑣ℎ,𝜌
qui nous seront utiles.

Lemme 3.43. Soit 0 < 𝜃 < 𝜋/2 et 𝑗 ∈ ℕ. Dans la limite |ℎ| → 0, |arg(ℎ)| < 𝜃, on a
l’asymptotique localement uniforme en 𝜌 ∈ ℂ et 𝑥 ∈ ℝ∗

𝜕𝑗𝜌𝑣±ℎ,𝜌(𝑥) = e𝑥2/2ℎ√𝜋ℎe−(1+𝜌) ln(−2𝑥)(−ln(−2𝑥))𝑗(1 + 𝑂(ℎ)), (3.38)

où ln(−2𝑥) = ln|2𝑥| si −2𝑥 > 0 et ln|−2𝑥| ± i𝜋 sinon (selon si on considère 𝑣+ℎ,𝜌 ou
𝑣−ℎ,𝜌).

Démonstration. On note comme précédemment 𝑤±
ℎ,𝜌(𝑥) = e𝑥2/2ℎ𝑣±ℎ,𝜌(𝑥). D’après la

définition de 𝑣±ℎ,𝜌 (Eq. (3.33)), on a

𝜕𝑗𝜌𝑤±
ℎ,𝜌(𝑥) = ∫

Γ±
e−𝑡2/4ℎ−𝑥𝑡−(1+𝜌) ln(𝑡)(−ln(𝑡))𝑗 d𝑡. (3.39)

On veut appliquer la méthode du point col (Prop. 2.8) à ces intégrales. La phase
𝜙(𝑡) = 𝑡2/4 + 𝑥𝑡 a pour unique point critique 𝑡c = −2𝑥, avec 𝜙(𝑡c) = −𝑥2 et 𝜙″(𝑡c) =
1/2. On commence alors par remplacer Γ± par un chemin qui passe par 𝑡c et qui est
suffisamment proche de l’axe réel pour que sur Γ±⧵{𝑡c} et pourℜ(ℎ) > 0, |arg(ℎ)| < 𝜃,
on aie ℜ((𝑡 − 𝑡c)2/ℎ) > 0. C’est possible parce que si 𝑡 ∈ ℝ, on a ℜ((𝑡 − 𝑡c)2/ℎ) ≥
(𝑡 − 𝑡c)2 cos(𝜃)/ℎ.

Dans ces conditions, la partie de l’intégrale (3.39) hors d’un voisinage fixe de 𝑡c
est en 𝑂(e−𝜙(𝑡c)/ℎ−𝑐/ℎ). Donc seule la partie au voisinage du point critique 𝑡c = −2𝑥
compte. D’après la méthode de la phase stationnaire (Prop. 2.8), on a donc pour 𝑥 ≠ 0

𝜕𝑗𝜌𝑤±
ℎ,𝜌(𝑥) = e−𝜙(𝑡c)/ℎ2√𝜋ℎe−(1+𝜌) ln(𝑡c)(−ln(𝑡c))𝑗(1 + 𝑂(ℎ)),

où le𝑂 est localement uniforme en𝑥 ≠ 0 et𝜌 ∈ ℂ (voir lamajoration explicite du reste
dans la phase stationnaire Prop. 2.8). En remplaçant 𝑡c = −2𝑥 dans l’asymptotique ci-
dessus, et comme 𝜙(𝑡c) = −𝑥2 et 𝑣±ℎ,𝜌(𝑥) = e−𝑥2/2ℎ𝑤±

ℎ,𝜌(𝑥), on a bien l’asymptotique
annoncée. ♦
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Revenons à la démonstration du Théorème 3.39.

Étape 1 : schéma de Newton.D’après le Corollaire 3.42, pour trouver une valeur propre
𝜆 = ℎ(1 + 2𝜌), il suffit de résoudre Φ(ℎ, 𝜌) = 0. On va montrer grâce à un schéma de
Newton que pour 𝜌∗ assez petit, pour tout 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, il existe ℎ𝜃 > 0 tel que pour
tout |ℎ| < ℎ𝜃 avec |arg(ℎ)| < 𝜃, il existe |𝜌(ℎ)| < 𝜌∗ tel que Φ(ℎ, 𝜌(ℎ)) = 0.

Le schéma de Newton consiste à définir une suite (𝜌𝑛(ℎ))𝑛 définie par

𝜌0(ℎ) = 0, 𝜌𝑛+1(ℎ) = 𝜌𝑛(ℎ) − 𝜕𝜌Φ(ℎ, 𝜌𝑛(ℎ))−1Φ(ℎ, 𝜌𝑛(ℎ)). (3.40)

Le théorème suivant nous dit essentiellement que (𝜌𝑛(ℎ))𝑛∈ℕ converge si Φ(ℎ, 0) est
assez petit :

Proposition 3.44. Soit 𝐷 = 𝐷(0, 𝑅) un disque du plan complexe. On note 5𝐷 =
𝐷(0, 5𝑅) et de même pour 6𝐷. Soit Φ∶ 6𝐷 → ℂ une fonction holomorphe telle que
Φ(5𝐷) ⊂ 5𝐷 et pour tout 𝑧 ∈ 6𝐷, Φ′(𝑧) ≠ 0.

Alors, avec 𝐶1 ≔ sup5𝐷 |Φ
″|, 𝐶2 ≔ sup5𝐷 |Φ

′|−1 et 𝐴 = 𝐶1𝐶2
2 , pour tout 𝑧0 ∈ 𝐷 tel

que |Φ(𝑧0)| ≤ min((2𝐴)−1, 2𝑅𝐶−1
2 ), la suite (𝑧𝑛)𝑛 définie par

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛 − Φ′(𝑧𝑛)−1Φ(𝑧𝑛)

converge. De plus, la limite 𝑧∞ est dans 5𝐷 et vérifie Φ(𝑧∞) = 0. De plus, pour tout
𝑛 ≥ 0, on a

|𝑧∞ − 𝑧𝑛| ≤
2

𝐶1𝐶2
|𝐴Φ(𝑧0)|2

𝑛. (3.41)

On commence par démontrer les estimations nécessaires à la convergence du
schéma de Newton, comme corollaire des estimations du Lemme 3.43).

Corollaire 3.45. Soit 0 < 𝜃 < 𝜋/2. Avec les notations du Corollaire 3.42, on a pour
toutℜ(ℎ) > 0,

Φ(ℎ, 0) = −4i𝜋e−1/ℎ. (3.42)

De plus, localement uniformément en 𝜌 ∈ ℂ, dans la limite |ℎ| → 0, |arg(ℎ)| < 𝜃,

Φ(ℎ, 𝜌) = 𝑂(ℎ1/2), (3.43)
𝜕2𝜌Φ(ℎ, 𝜌) = 𝑂(ℎ1/2), (3.44)

et pour 𝜌 assez petit (disons |𝜌| < 𝜌∗), dans la même limite,

(𝜕𝜌Φ(ℎ, 𝜌))−1 = 𝑂(ℎ−1/2). (3.45)

Démonstration. Commençons par calculer 𝑣ℎ,0(𝑥). En spécialisant à 𝜌 = 0, dans la
définition de 𝑣ℎ,𝜌 (Eq. (3.37)) et de 𝑣±ℎ,𝜌 (Eq. (3.33)), on trouve

𝑣ℎ,0(𝑥) = 2(𝑣+ℎ,0(0) − 𝑣−ℎ,0(0)) = 2e−𝑥2/2ℎ (∫
Γ+
−∫

Γ−
) e−𝑡2/4ℎ−𝑥𝑡/ℎd𝑡𝑡 ,
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où on a utilisé l’abus de notations (𝑎∫Γ+ +𝑏∫Γ−)𝑔(𝑡) d𝑡 = 𝑎∫Γ+ 𝑔(𝑡) d𝑡 + 𝑏∫Γ− 𝑔(𝑡) d𝑡.
Or, d’après la définition de Γ± (voir Fig. 3.9), l’intégrale (∫Γ+ −∫Γ−)𝑔(𝑡) d𝑡 est égale

à l’intégrale sur un cercle autour de 0 orienté négativement :

(∫
Γ+
−∫

Γ−
) e−𝑡2/4ℎ−𝑥𝑡/ℎd𝑡𝑡 = −∫

𝜕𝐷(0,𝑅)
e−𝑡2/4ℎ−𝑥𝑡/ℎd𝑡𝑡 .

Donc, d’après la formule intégrale de Cauchy, 𝑣ℎ,0(0) = −4i𝜋e−𝑥2/2ℎ. Donc, on a
bien Φ(ℎ, 0) = e−1/2ℎ𝑣ℎ,0(−1) = −4i𝜋e−1/ℎ. Ceci termine la démonstration de la
formule (3.42).

Passons maintenant à la démonstration des majorations (3.43) et (3.44). D’après
la définition de 𝑣ℎ,𝜌 en tant que combinaison linéaire de 𝑣+ℎ,𝜌 et 𝑣

−
ℎ,𝜌, les quantités

𝜕𝑘𝜌Φ(ℎ, 𝜌) s’expriment comme combinaison linéaire des 𝜕𝑗𝜌𝑣±ℎ,𝜌(−1) pour 𝑗 ≤ 𝑘. Donc,
d’après les asymptotiques du Lemme 3.43 et la relation Φ(ℎ, 𝜌) = e−1/2ℎ𝑣ℎ,𝜌(−1), on
a bien les majorations de Φ(ℎ, 𝜌) et 𝜕2𝜌Φ(ℎ, 𝜌) annoncées en Eq. (3.43) et (3.44).

Pour la majoration (3.45), on va montrer que le premier terme de l’asymptotique
de 𝜕𝜌Φ(ℎ, 𝜌) n’est pas nul. D’après la définition de 𝑣ℎ,𝜌, on a

𝜕𝜌𝑣ℎ,𝜌(−1) = (1 + ei𝜋𝜌)𝜕𝜌𝑣+ℎ,𝜌(−1) − (1 + e−i𝜋𝜌)𝜕𝜌𝑣−ℎ,𝜌(−1)
+ i𝜋ei𝜋𝜌𝑣+ℎ,𝜌(−1) + i𝜋e−i𝜋𝜌𝑣−ℎ,𝜌(−1). (3.46)

Donc, en remplaçant dans cette formule les asymptotiques du Lemme 3.43,

𝜕𝜌𝑣ℎ,𝜌(−1) = ((1 + ei𝜋𝜌) − (1 − e−i𝜋𝜌))2√𝜋ℎ2−(1+𝜌) ln 2

+ (i𝜋ei𝜋𝜌 + i𝜋e−i𝜋𝜌)2√𝜋ℎ2−(1+𝜌) + 𝑂(ℎ3/2)

= i21−𝜌√𝜋( ln(2) sin(𝜋𝜌) + 𝜋 cos(𝜋𝜌))√ℎ + 𝑂(ℎ3/2). (3.47)

Donc, pour 𝜌 assez petit, disons |𝜌| < 𝜌∗, on a |ln(2) sin(𝜋𝜌) + 𝜋 cos(𝜋𝜌)| > 𝜋/2.
Alors, si |𝜌| < 𝜌∗ et si ℎ assez petit avec ℜ(ℎ) ≥ 0, on a

|𝜕𝜌Φ(ℎ, 𝜌)| ≥ 2−𝜌∗𝜋3/2|ℎ|1/2.

Ceci nous donne bien l’asymptotique (3.45) annoncée. ♦

On reprend les notations de la Proposition 3.44, dans laquelle on choisit𝑅 = 𝜌∗/10
(par exemple). D’après les estimations (3.42–3.45) du Corollaire précédent, il existe
ℎ𝜃 > 0 tel que pour tout |ℎ| < ℎ𝜃, |arg(ℎ)| < 𝜃 et |𝜌| < 𝑅,

Φ(ℎ, 𝜌) ∈ 5𝐷,
𝐶1(ℎ) ≔ sup

𝜌∈5𝐷
|𝜕2𝜌Φ(ℎ, 𝜌)| = 𝑂(ℎ1/2),

𝐶2(ℎ) ≔ sup
𝜌∈5𝐷

|(𝜕𝜌Φ(ℎ, 𝜌))−1| = 𝑂(ℎ−1/2),

𝐴(ℎ) ≔ 𝐶1(ℎ)𝐶2(ℎ)2 = 𝑂(ℎ−1/2)
|Φ(ℎ, 0)| ≤ min ((2𝐴(ℎ))−1, 2𝑅𝐶2(ℎ)−1),
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où, dans la dernière inégalité, on a utilisé le fait que dans la limite |ℎ| → 0, |arg(ℎ)| <
𝜃, e−1/ℎ est exponentiellement petit.

Ce sont les hypothèses de la Proposition 3.44 qui assure la convergence de la suite
𝜌𝑛(ℎ) définie par la récurrence (3.40). On note 𝜌∞(ℎ) la limite.

Étape 2 : conclusion. Le schéma de Newton nous assure que Φ(ℎ, 𝜌∞(ℎ)) = 0. Il nous
reste à montrer que 𝜌∞ est holomorphe, à en calculer l’expansion asymptotique, et à
montrer que si ℎ > 0 est assez petit, 𝜆ℎ = ℎ + 2ℎ𝜌∞(ℎ).

L’estimation (3.41) du schéma de Newton nous assure que 𝜌𝑛 converge unifor-
mément sur chaque domaine {|ℎ| < ℎ𝜃, |arg(ℎ)| < 𝜃}. Comme chaque 𝜌𝑛 est holo-
morphe, on en déduit que 𝜌∞ est également holomorphe.

De plus, d’après cette même estimation avec 𝑛 = 1, on a

𝜌∞(ℎ) = 𝜌1(ℎ) + 𝑂(|𝐴(ℎ)Φ(ℎ, 0)|2) = −𝜕𝜌Φ(ℎ, 0)−1Φ(ℎ, 0) + 𝑂(ℎ−1e−2/ℎ). (3.48)

D’après les asymptotiques du Lemme 3.43, et le fait que Φ(ℎ, 0) = −4i𝜋e−1/ℎ, on
a

𝜌1(ℎ) =
4i𝜋e−1/ℎ

2i𝜋3/2√ℎ + 𝑂(ℎ3/2)
= (2(𝜋ℎ)−1/2 + 𝑂(ℎ3/2))e−1/ℎ.

Or, pour tout 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, e−1/ℎ décroit exponentiellement dans la limite ℎ → 0,
|arg(ℎ)| < 𝜃. Donc, le terme ℎe−2/ℎ est négligeable devant n’importe quel ℎ𝑠e−1/ℎ.
Donc dans cette limite,

𝜌∞(ℎ) ∼ 2(𝜋ℎ)−1/2e−1/ℎ = 𝑂(e−𝑐/ℎ). (3.49)

Pour démontrer que 𝜆ℎ = ℎ + 2ℎ𝜌∞(ℎ), on remarque que ℎ + 2ℎ𝜌∞(ℎ) est valeur
propre de 𝑃bℎ (Corollaire 3.42). Mais d’après la théorie spectrale standard (Prop. 3.38),
si ℎ > 0 est assez petit, la seule valeur propre de 𝑃bℎ dans ]−∞, 2ℎ[ est 𝜆ℎ. On a donc
bien 𝜆ℎ = ℎ + 2ℎ𝜌∞(ℎ).

Enfin, d’après l’équivalent (3.49) de 𝜌∞(ℎ), on a l’asymptotique 𝜆ℎ = ℎ +
4𝜋−1/2ℎ1/2e−1/ℎ(1 + 𝑂(ℎ−1)), qui est celle qu’on voulait démontrer.

On peut reformuler ce Théorème avec le langage des symboles (voir Section 3.1.2).

Corollaire 3.46. Il existe une fonction 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ croissante et il existe un symbole
𝛾 ∈ 𝒮𝑟 telle que pour 𝑛 ∈ ℕ, la première valeur propre ̃𝜆𝑛 de−𝜕2𝑥+(𝑛𝑥)2 avec conditions
de Dirichlet sur ]−1, 1[ soit égale à ̃𝜆𝑛 = 𝑛 + 𝛾(𝑛)e−𝑛.

Démonstration. Avec les notations du Théorème 3.39, on a ̃𝜆𝑛 = 𝑛2𝜆𝑛−1. On note
alors 𝑟(𝜃) = ℎ−1𝜃 et 𝛾(𝑧) = e𝑧(𝑧2𝜆𝑧−1 − 𝑧).

D’après le Théorème 3.39, 𝛾(𝑧) est défini et holomorphe sur chaque {|𝑧| >
𝑟(𝜃), |arg(𝑧)| < 𝜃}, et est équivalent sur chacun de ces secteurs à 𝛾(𝑧) ∼ 4𝜋−1/2𝑧3/2.
Quitte à remplacer 𝑟 par une fonction croissante ̃𝑟 selon la procédure de la Re-
marque 3.8, on a démontré que 𝛾 ∈ 𝒮𝑟(ℂ) = 𝒮𝑟. De plus, par définition de 𝛾, on a
̃𝜆𝑛 = 𝑛 + 𝛾(𝑛)e−𝑛.
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3.2.4 Première fonction propre de l’oscillateur harmonique
sur un segment

La section précédente nous a donné une information très précise sur la première
valeur propre de 𝑃bℎ . Mais même si la démonstration donnait une intuition de ce
que doit être la fonction propre associée, nous n’avons en fait rien démontré sur la
fonction propre en question. Nous le faisons maintenant. On commence par une
minoration simple.

Proposition 3.47. Soit 𝑣ℎ la fonction propre de 𝑃bℎ associée à la valeur propre 𝜆ℎ,
normalisée par 𝑣ℎ(0) = 1. Alors il existe 𝑐 > 0 tel que pour tout ℎ ∈ ]0, 1[, |𝑣ℎ|2𝐿2(−1,1) ≥

𝑐√ℎ.

Démonstration. Soit 𝑤ℎ(𝑦) = 𝑣ℎ(√ℎ𝑦), qui est solution du problème de Cauchy
−𝑤″

ℎ + 𝑦2𝑤ℎ = ℎ−1𝜆ℎ𝑤ℎ, 𝑤ℎ(0) = 1, 𝑤′
ℎ(0) = 0. Lorsque ℎ → 0+, on a 𝜆ℎ ∼ ℎ

(Prop. 3.38), donc𝑤ℎ tend vers la solution𝑤 du problème de Cauchy−𝑤″+𝑦2𝑤 = 𝑤,
𝑤(0) = 1, 𝑤′(0) = 0, à savoir 𝑤(𝑦) = e−𝑦2/2, cette convergence étant uniforme sur
tout compact de ℝ.

En particulier, on a ∫1
−1𝑤ℎ(𝑦)2 d𝑦 −−−→ℎ→0

∫1
−1 e

−𝑦2 d𝑦. Donc, on a

𝑐 ≔ inf
0<ℎ<1

∫
1

−1
𝑤ℎ(𝑦)2 d𝑦 > 0.

Or, d’après le changement de variables 𝑥 = √ℎ𝑦, on a

∫
√ℎ

−√ℎ
𝑣ℎ(𝑥)2 d𝑥 = √ℎ∫

1

−1
𝑤ℎ(𝑦) d𝑦 ≥ 𝑐√ℎ.

Comme ∫1
−1 𝑣ℎ(𝑥)

2 d𝑥 ≥ ∫√ℎ
−√ℎ 𝑣ℎ(𝑥)

2 d𝑥, ceci démontre la proposition.

On montre maintenant une majoration plus fine, basée sur des méthodes d’in-
égalité d’Agmon (voir par exemple [34, Prop. 6.4]).

Proposition 3.48. Pour ℎ ∈ ℂ tel que 𝜆ℎ soit défini (voir Th. 3.39), on note 𝑣ℎ la
fonction propre de 𝑃bℎ associée à la valeur propre 𝜆ℎ, normalisée par 𝑣ℎ(0) = 1. C’est-à-
dire que 𝑣ℎ est la solution du problème de Cauchy

−ℎ2𝑣″ℎ + 𝑥2𝑣ℎ − 𝜆ℎ𝑣ℎ = 0, 𝑣ℎ(0) = 1, 𝑣′ℎ(0) = 0.

Soit 0 < 𝜖 ≤ 1 et 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[. Il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[ et
|ℎ| < ℎ𝜃 avec |arg(ℎ)| < 𝜃,

|𝑣ℎ(𝑥)| ≤
𝐶
|ℎ| |e

−(1−𝜖)𝑥2/2ℎ|. (3.50)
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Démonstration. Dans cette démonstration, on fixe 𝜃0 ∈ ]0, 𝜋/2[. On pose 𝑤ℎ(𝑥) ≔
e(1−𝜖)𝑥2/2ℎ𝑣ℎ(𝑥). Comme 𝑤ℎ(𝑥) ainsi défini dépend continument de ℎ, le problème
se situe uniquement au voisinage de ℎ = 0 (mais toujours avec |arg(ℎ)| < 𝜃0).

Étape 1 : égalité d’Agmon. En développant les dérivées dans la relation 𝑣ℎ(𝑥) =
e−(1−𝜖)𝑥2/2ℎ𝑤ℎ(𝑥), on a

ℎ𝑣′ℎ = (ℎ𝑤′
ℎ − (1 − 𝜖)𝑥𝑤ℎ)e−(1−𝜖)𝑥

2/2ℎ

ℎ2𝑣″ℎ = (ℎ2𝑤″
ℎ − ℎ(1 − 𝜖)𝑤ℎ − 2(1 − 𝜖)𝑥ℎ𝑤′

ℎ + (1 − 𝜖)2𝑥2𝑤ℎ)e−(1−𝜖)𝑥
2/2ℎ.

Donc

− ℎ2𝑣″ℎ + 𝑥2𝑣ℎ − 𝜆ℎ𝑣ℎ
= (−ℎ2𝑤″

ℎ + 2(1 − 𝜖)𝑥ℎ𝑤′
ℎ + (1 − (1 − 𝜖)2)𝑥2𝑤ℎ − (𝜆ℎ − ℎ(1 − 𝜖))𝑤ℎ)e−(1−𝜖)𝑥

2/2ℎ.

En posant 𝛿2 = 1 − (1 − 𝜖)2 > 0 et avec 𝜆ℎ = ℎ + 2ℎ𝜌ℎ, on voit ainsi que 𝑤ℎ vérifie
l’équation différentielle

−ℎ2𝑤″
ℎ + 2(1 − 𝜖)𝑥ℎ𝑤′

ℎ + 𝛿2𝑥2𝑤ℎ − ℎ(𝜖 + 2𝜌ℎ)𝑤ℎ = 0. (3.51)

On note ℎ = |ℎ|ei𝜃, et on multiplie l’équation différentielle (3.51) par e−i𝜃𝑤ℎ :

−|ℎ|2ei𝜃𝑤″
ℎ𝑤ℎ + 2|ℎ|(1 − 𝜖)𝑥𝑤′

ℎ𝑤ℎ + e−i𝜃𝛿2𝑥2|𝑤ℎ|2 − |ℎ|(𝜖 + 2𝜌ℎ)|𝑤ℎ|2 = 0. (3.52)

On veut intégrer cette relation pour 𝑥 ∈ ]−1, 1[. Regardons chacun des termes.
Pour le premier terme, on a en intégrant par parties

−∫
1

−1
𝑤″
ℎ(𝑥)𝑤ℎ(𝑥) d𝑥 = ∫

1

−1
|𝑤′

ℎ(𝑥)|2 d𝑥.

Pour le second terme, on a 2ℜ(𝑤′
ℎ𝑤ℎ) =

d

d𝑥
|𝑤ℎ|2, et donc par intégration par parties

2∫
1

−1
𝑥ℜ(𝑤′

ℎ(𝑥)𝑤ℎ(𝑥)) d𝑥 = −∫
1

−1
|𝑤ℎ(𝑥)|2 d𝑥.

Donc, en intégrant (3.52) et en prenant la partie réelle, on a

cos(𝜃)|ℎ|2∫
1

−1
|𝑤′

ℎ(𝑥)|2 d𝑥

+∫
1

−1
(−|ℎ|(1 − 𝜖) + cos(𝜃)𝛿2𝑥2 − |ℎ|(𝜖 + 2ℜ(𝜌ℎ))) |𝑤ℎ(𝑥)|2 d𝑥 = 0.
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En rassemblant les termes, on réécrit cette relation en

|ℎ|2∫
1

−1
|𝑤′

ℎ(𝑥)|2 d𝑥 +∫
1

−1
(𝛿2𝑥2 − |ℎ|

1 + 2ℜ(𝜌ℎ)
cos(𝜃) ) |𝑤ℎ(𝑥)|2 d𝑥 = 0. (3.53)

Étape 2 : approximation naïve de 𝑤ℎ par une gaussienne. On voit l’équation différen-
tielle (3.51) vérifiée par 𝑤ℎ comme équation de la variable complexe 𝑥. On pose alors
�̃�ℎ(𝑥) ≔ 𝑤ℎ(√ℎ𝑥). La fonction �̃�ℎ vérifie le problème de Cauchy

−�̃�″
ℎ + 2(1 − 𝜖)𝑥�̃�′

ℎ + 𝛿2𝑥2�̃�ℎ − (𝜖 + 2𝜌ℎ)�̃�ℎ = 0, �̃�ℎ(0) = 1, �̃�′
ℎ(0) = 0. (3.54)

Or, d’après le Théorème 3.39, on a 𝜌ℎ = (𝜆ℎ − ℎ)/2ℎ → 0 dans la limite ℎ → 0,
|arg(ℎ)| < 𝜃0. Donc, dans cette limite, �̃�ℎ tend uniformément sur tout compact de ℂ
vers la solution �̃� de

−�̃�″ + 2(1 − 𝜖)𝑥�̃�′ + 𝛿2𝑥2�̃� − 𝜖�̃� = 0, �̃�(0) = 1, �̃�′(0) = 0.

La solution de ce problème de Cauchy est �̃�(𝑥) = e−𝜖𝑥2/2 (rappelons que 𝛿2 =
1 − (1 − 𝜖)2).

Donc, pour tout 𝑅 > 0, il existe ℎ′𝜃0 > 0 tel que pour tout |ℎ| < ℎ′𝜃0 avec |arg(ℎ)| <
𝜃0,

|�̃�ℎ − e−𝜖𝑥2/2|𝐿∞(|𝑥|<𝑅) ≤ 1.

Donc, sous les mêmes conditions, pour tout |𝑥| < 𝑅, |�̃�ℎ(𝑥)| ≤ 2, et donc,

|𝑤ℎ|𝐿∞(|𝑥|<√|ℎ|𝑅) ≤ 2. (3.55)

Étape 3 : conclusion. On définit l’ensemble

𝐸ℎ ≔ {𝑥 ∈ ]−1, 1[, 𝛿2𝑥2 −
2|ℎ|

cos(𝜃0)
≤ 0} = {|𝑥| ≤

√2|ℎ|

𝛿√cos(𝜃0)
}.

Quitte à réduire ℎ′𝜃0, on peut supposer d’après le Théorème 3.39 que pour |ℎ| < ℎ′𝜃0
et |arg(ℎ)| < 𝜃0, on a |𝜌ℎ| < 1/2. Alors, pour𝑥 ∈ ]−1, 1[⧵𝐸ℎ, on a 𝛿2𝑥2−2|ℎ|/cos(𝜃0) >
0. Donc, d’après l’égalité d’Agmon (3.53), |ℎ|2|𝑤′

ℎ|
2
𝐿2(−1,1) ≤ 𝐶|𝑤ℎ|2𝐿2(𝐸ℎ). Mais d’après

l’étape 2, on a |𝑤ℎ|2𝐿2(𝐸ℎ) ≤ 4, donc |𝑤′
ℎ|
2
𝐿2(−1,1) ≤ 4𝐶ℎ−2.

Enfin, on a pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[, |𝑤ℎ(𝑥) − 𝑤ℎ(0)| ≤ |𝑤′
ℎ|𝐿1(−1,1), donc, d’après

l’inégalité de Holder, |𝑤ℎ(𝑥) − 𝑤ℎ(0)| ≤ √2|𝑤′
ℎ|𝐿2(−1,1) ≤ 𝐶|ℎ|−1.

On réinterprète la Proposition 3.48 en terme de symboles :

Corollaire 3.49. Soit 0 < 𝜖 ≤ 1. Il existe une fonction croissante 𝑟∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+
telle que la famille de suites (𝜖𝑤(𝑥))−1<𝑥<1 définie par

𝜖𝑤(𝑥)(𝑛) = 𝑣1/𝑛(𝑥)e𝑛(1−𝜖)𝑥
2/2

soit une famille bornée de 𝒮𝑟.
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Remarque 3.50. On rappelle qu’une famille (𝑓𝑖) d’un espace vectoriel localement
convexe, dont la topologie est définie par une famille de semi-normes (𝑝𝑘), est bornée
si et seulement si pour tout 𝑘, sup𝑖 𝑝𝑘(𝑓𝑖) < +∞. Donc, d’après la définition de
𝒮𝑟 = 𝒮𝑟(ℂ) (Def. 3.14 et 3.6), le corollaire ci-dessus n’est qu’une reformulation de la
Prop. 3.48 (quoiqu’un peu moins précise sur la croissance lorsque ℎ → 0).

La proposition 3.48 nous donne une majoration de la fonction propre. On en
donne maintenant une asymptotique, valable sur chaque segment [−1 + 𝜖, 1 − 𝜖].

Proposition 3.51. On note toujours 𝑣ℎ la fonction propre de 𝑃bℎ associée à la première
valeur propre 𝜆ℎ, normalisée par 𝑣ℎ(0) = 1. Soit𝑤ℎ(𝑥) = 𝑣ℎ(𝑥)e𝑥

2/2ℎ. Soit 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[
et 𝜖 > 0. On a uniformément en |𝑥| < 1 − 𝜖,

𝑤ℎ(𝑥) −−−−−−→|ℎ|→0
|arg(ℎ)|<𝜃

1,

cette convergence étant exponentiellement rapide.

Démonstration. La démonstration consiste à écrire le développement en série entière
de 𝑣ℎ(𝑥), et a reconnaitre en ce développement une expression de la forme

𝑤ℎ(𝑥) = 1 + 𝜌ℎ𝐻𝛾ℎ(e
𝑥2/ℎ − 1). (3.56)

(Voir Def. 3.1 pour la définition des opérateurs 𝐻𝛾.) Alors, les estimations sur les
opérateurs 𝐻𝛾 (Th. 3.27) vont nous permettre de conclure.

Comme dans la démonstration précédente, on note 𝜆ℎ = ℎ(1 + 2𝜌ℎ).

Étape 1 : développement en série entière. La fonction 𝑤ℎ vérifie le problème de Cauchy

−ℎ2𝑤″
ℎ + 2ℎ𝑥𝑤′

ℎ − 2ℎ𝜌ℎ𝑤ℎ = 0, 𝑤ℎ(0) = 1, 𝑤′
ℎ(0) = 0.

Donc, si on écrit 𝑤ℎ(𝑥) = ∑𝑛≥0 𝑎ℎ,𝑛𝑥
𝑛, on a 𝑎ℎ,0 = 1, 𝑎ℎ,1 = 0 et la relation de

récurrence valable pour 𝑛 ≥ 0 :

−ℎ2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎ℎ,𝑛+2 + 2ℎ(𝑛 − 𝜌ℎ)𝑎ℎ,𝑛 = 0,

ou encore
𝑎ℎ,𝑛+2 =

2(𝑛 − 𝜌ℎ)
ℎ(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

𝑎ℎ,𝑛.

Étape 2 : expression de la forme (3.56). Par récurrence, 𝑎ℎ,𝑛 = 0 si 𝑛 est impair,
𝑎ℎ,2 = −𝜌ℎ/ℎ et pour 𝑛 ≥ 1,

𝑎ℎ,2𝑛 = −2𝜌ℎ
4𝑛−1(𝑛 − 1)!
ℎ𝑛(2𝑛)!

𝑛−1
∏
𝑘=1

(1 −
𝜌ℎ
2𝑘) .
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Alors, si on définit

𝛾ℎ(𝑛) = − 1
2𝑛 ×

4𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!
×

𝑛−1
∏
𝑘=1

(1 −
𝜌ℎ
2𝑘) ,

on a 𝑎ℎ,2𝑛 = 𝜌ℎ𝛾ℎ(𝑛)ℎ−𝑛/𝑛!. Auquel cas

𝑤ℎ(𝑥) = 1 + 𝜌ℎ ∑
𝑛≥1

𝛾ℎ(𝑛)
1
𝑛! (

𝑥2
ℎ )

𝑛

. (3.57)

Étape 3 : la famille (𝛾ℎ) est une famille bornée de symboles. Désormais, on fixe 𝜃 ∈
]0, 𝜋/2[. Soit ℎ𝜃 > 0 tel que 𝜆ℎ (et aussi 𝜌ℎ) soit défini pour |ℎ| < ℎ𝜃, |arg(ℎ)| < 𝜃.
Montrons que quitte à réduire ℎ𝜃, la famille (𝛾ℎ)|ℎ|<ℎ𝜃,|arg(ℎ)|<𝜃 est une famille bornée
de 𝒮1,0 = 𝒮1,0(ℂ) (voir Def. 3.14 et 3.4).

Il faut pour cela réussir à étendre 𝑛 ↦ 𝛾ℎ(𝑛) en une fonction holomorphe à
croissance sous-exponentielle sur {ℜ(𝑧) > 1}. Le terme −1/2𝑛 s’étend de manière
évidente par −1/2𝑧. Le terme 4𝑛(𝑛!)2/(2𝑛)! s’étend grâce à la fonction Γ d’Euler, et
la formule de Stirling donne la croissance sous-exponentielle (en fait un équivalent
en√𝜋𝑧). Le terme produit semble plus difficile à étendre, puisque cela demande de
donner un sens à « un produit de 𝑧 termes » lorsque 𝑧 est complexe. On le fait par la
formule suivante, inspirée par [67], et où on note 𝜏ℎ = −𝜌ℎ/2 :

𝛿ℎ(𝑧) ≔
+∞
∏
𝑘=1

1 + 𝜏ℎ
𝑘

1 + 𝜏ℎ
𝑘+𝑧−1

. (3.58)

Ce produit converge localement uniformément si ℜ(𝑧) > 1 et |𝜏ℎ| < 1/2. De plus,
si 𝑧 = 𝑛 est entier, ce produit est télescopique, et on a alors 𝛿ℎ(𝑛) = ∏𝑛−1

𝑘=1(1 + 𝜏ℎ/𝑘).
Enfin, on affirme qu’il existe 𝑐, 𝐶 > 0 tels que si ℜ(𝑧) > 1 et |𝜏ℎ| < 1/2, alors
|𝛿ℎ(𝑧)| ≤ 𝐶|𝑧|𝑐. La démonstration de ce fait consiste en quelques calculs élémentaires ;
terminons d’abord la démonstration de la Proposition 3.51.

Comme 𝜏ℎ = −𝜌ℎ/2, quitte à réduire ℎ𝜃, le Théorème 3.39 assure que si |arg(ℎ)| <
𝜃 et |ℎ| < ℎ𝜃, alors |𝜏ℎ| < 1/2. Auquel cas, d’après ce qui précède 𝛿ℎ(𝑧) existe pour
ℜ(𝑧) > 1, est holomorphe et |𝛿ℎ(𝑧)| < 𝐶|𝑧|𝑐. Donc chaque 𝛿ℎ est dans 𝒮1,0. De plus,
la majoration |𝛿ℎ(𝑧)| < 𝐶|𝑧|𝑐 est uniforme en ℎ, donc la famille (𝛿ℎ)|ℎ|<ℎ𝜃,|arg(ℎ)|<𝜃 est
bornée dans 𝒮1,0.

Comme la multiplication est continue dans 𝒮1,0 (Prop. 3.12), la famille de suites
(𝛾ℎ)|ℎ|<ℎ𝜃,|arg(ℎ)|<𝜃 est donc bornée dans 𝒮1,0. Or 𝒮1,0 s’injecte continûment dans 𝒮𝑟
avec 𝑟(𝜃) = 1/cos(𝜃) (Rq. 3.11). Donc la famille est également bornée dans 𝒮𝑟.

Étape 4 : conclusion. Pour 𝜂 > 0, on note𝑈𝜂 ≔ {𝑧 ∈ ℂ, |ℜ(𝑧)| < 1−𝜖+𝜂, |ℑ(𝑧)| < 𝜂},
qui est un voisinage complexe de [−1+𝜖, 1−𝜖], et qui est étoilé en 0. Alors, d’après le
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Théorème 3.27, pour tout 𝜂, il existe𝐶 > 0 tel que pour tout |ℎ| < ℎ𝜃 avec |arg(ℎ)| < 𝜃
et pour tout 𝑥 ∈ ]−1 + 𝜖, 1 − 𝜖[,

||𝐻𝛾ℎ(e
𝑥2/ℎ − 1)||𝐿∞(−1+𝜖,1−𝜖) ≤ 𝐶𝜂(1 + |e𝑥2/ℎ|𝐿∞(𝑈𝜂)).

Si on choisit 𝜂 assez petit, on trouve qu’avec 𝛿 > 0 assez petit,

||𝐻𝛾ℎ(e
𝑥2/ℎ − 1)||𝐿∞(−1+𝜖,1−𝜖) ≤ 𝐶′|e(1−𝛿)/ℎ|.

Enfin, d’après l’équation (3.56), on a pour |𝑥| < 1 − 𝜖 et |ℎ| < ℎ𝜃, |arg(ℎ)| < 𝜃,

|𝑤ℎ(𝑥) − 1| ≤ 𝐶′|𝜌ℎ||e(1−𝛿)/ℎ|.

Alors, l’asymptotique sur 𝜌ℎ = (𝜆ℎ − ℎ)/2ℎ (Théorème 3.39) nous donne pour |𝑥| <
1 − 𝜖 et |ℎ| < ℎ𝜃, |arg(ℎ)| < 𝜃,

|𝑤ℎ(𝑥) − 1| ≤ 𝐶″|ℎ|−1/2|e−𝛿/ℎ|.

On démontre maintenant que pour ℜ(𝑧) > 1, |𝛿ℎ(𝑧)| ≤ 𝐶|𝑧|𝑐.

Démonstration de |𝛿ℎ(𝑧)| ≤ 𝐶|𝑧|𝑐. On commence par écrire

𝛿ℎ(𝑧) = exp (
+∞
∑
𝑘=1

ln (1 +
𝜏ℎ
𝑘 ) − ln (1 +

𝜏ℎ
𝑘 + 𝑧 − 1)) . (3.59)

On rappelle également qu’on suppose |𝜏ℎ| < 1/2 etℜ(𝑧) > 1. On a alors pour 𝑘 ∈ ℕ∗,
|𝜏ℎ/𝑘| < 1/2 et |𝜏ℎ/(𝑘 + 𝑧 − 1)| < 1/2.

On note 𝑘0 = ⌊|𝑧0|⌋, et on sépare la somme en une somme pour 𝑘 ≤ 𝑘0 et une
somme pour 𝑘 > 𝑘0 :

𝑆≤𝑘0 =
𝑘0
∑
𝑘=1

ln (1 +
𝜏ℎ
𝑘 ) − ln (1 +

𝜏ℎ
𝑘 + 𝑧 − 1)

𝑆>𝑘0 =
+∞
∑

𝑘=𝑘0+1
ln (1 +

𝜏ℎ
𝑘 ) − ln (1 +

𝜏ℎ
𝑘 + 𝑧 − 1)

Pour la partie de la somme pour 𝑘 ≤ 𝑘0, on a d’après l’inégalité triangulaire et le
fait que pour |𝑥| < 1/2, |ln(1 + 𝑥)| ≤ 𝑐|𝑥|,

||𝑆≤𝑘0|| ≤ 2𝑐|𝜏ℎ|
𝑘0
∑
𝑘=1

1
𝑘.

Donc, d’après la comparaison entre la somme harmonique et le logarithme

|𝑆≤𝑘0| ≤ 2𝑐|𝜏ℎ|(ln(𝑘0) + 𝐶′).
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Et comme 𝑘0 = ⌊|𝑧|⌋, on en déduit

|𝑆≤𝑘0| ≤ 2𝑐|𝜏ℎ|(ln(|𝑧|) + 𝐶′). (3.60)

En ce qui concerne la somme pour 𝑘 > 𝑘0, on a en écrivant ln(1+𝑏)− ln(1+𝑎) =
∫𝑏
𝑎

d𝑥
1+𝑥

,

||𝑆>𝑘0|| ≤
+∞
∑

𝑘=𝑘0+1

||||
∫

𝜏ℎ/(𝑘+𝑧−1)

𝜏ℎ/𝑘

d𝑥
1 + 𝑥

||||
.

Or, pour 𝑥 ∈ [𝜏ℎ
𝑘
, 𝜏ℎ
𝑘+𝑧−1

], on a ||
1

1+𝑥
|| ≤ 2, donc

|𝑆>𝑘0| ≤
+∞
∑

𝑘=𝑘0+1
2 ||
𝜏ℎ
𝑘 −

𝜏ℎ
𝑘 + 𝑧 − 1

|
| ≤ 2|𝜏ℎ(𝑧 − 1)|

+∞
∑

𝑘=𝑘0+1

1
𝑘2 .

En comparant cette somme avec une intégrale, on a donc

||𝑆>𝑘0|| ≤ 2|𝜏ℎ(𝑧 − 1)|∫
+∞

𝑘0

d𝑥
𝑥2 ≤ 2|𝜏ℎ|

|𝑧 − 1|
𝑘0

≤ 𝐶″|𝜏ℎ|, (3.61)

où on a encore utilisé le fait que 𝑘0 = ⌊|𝑧|⌋.
En sommant les deux majorations (3.60) et (3.61), on a

|
|
|

+∞
∑
𝑘=1

ln (1 +
𝜏ℎ
𝑘 ) − ln (1 +

𝜏ℎ
𝑘 + 𝑧 − 1)

|
|
|
≤ 2𝑐|𝜏ℎ|(ln(|𝑧|) + 𝐶‴).

Ce qui, avec l’expression (3.59) de 𝛿ℎ, démontre bien que |𝛿ℎ(𝑧)| ≤ e𝑐𝐶‴|𝑧|𝑐.

3.3 Analyse spectrale de l’opérateur d’Airy

L’oscillateur harmonique apparait naturellement lorsque qu’on étudie l’équation
de Grushin ou l’équation de Kolmogorov 𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 + 𝑣2𝜕𝑥. Si on étudie l’équation de
Kolmogorov 𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 + 𝑣𝜕𝑥, c’est l’opérateur −𝜕2𝑣 + i𝜉𝑣 qui apparait, où 𝜉 ∈ ℝ, qui est
relié à l’opérateur d’Airy −𝜕2𝑥 + 𝑥.

3.3.1 Opérateur d’Airy sur une demi-droite
Les résultats de cette sous-section sont essentiellement extraits du livre de Helffer [47,
Sec. 14.5].

Soit 𝑧 ∈ ℂ avec ℜ(𝑧) > 0. On note 𝒜𝑧 l’opérateur de domaine

𝐷(𝒜𝑧) ≔ {𝑓 ∈ 𝐻1
0(ℝ+), √𝑥𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ+), (−𝜕2𝑥 + 𝑧𝑥)𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ+)},

défini par𝒜𝑧 𝑓 = (−𝜕2𝑥+𝑧𝑥)𝑓. Comme pour l’oscillateur harmonique, on est surtout
intéressé par la première valeur propre de𝒜𝑧. Pour l’étudier, on introduit la fonction
d’Airy.
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Définition 3.52. On appelle fonction d’Airy, et on note Ai la transformée de Fourier
inverse de 𝜉 ↦ ei𝜉3/3.

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes [71, Ch. 9] :

Proposition 3.53. La fonctionAi vérifie l’équation différentielle−Ai″(𝑥)+ 𝑥Ai(𝑥) =
0. Elle est positive sur [0, +∞[, et ses zéros forment une suite décroissante tendant vers
−∞. Elle est entière, et pour tout 𝛿 > 0, on a dans la limite |𝑧| → +∞ l’asymptotique
valable sur le secteur {|arg(𝑧)| < 𝜋 − 𝛿}

Ai(𝑧) = e−
2
3
𝑧3/2

2√𝜋𝑧1/4
(1 + 𝑂(𝑧−3/2)) et Ai′(𝑧) = 𝑧1/4e−

2
3
𝑧3/2

2√𝜋
(1 + 𝑂(𝑧−3/2)) . (3.62)

Ces asymptotiques peuvent se déduire d’une représentation intégrale de Ai (es-
sentiellement celle obtenue en écrivant la transformée de Fourier inverse de ei𝜉3/3)
grâce à la méthode du point col.

Grâce à la fonction d’Airy, on peut donner des fonctions propres de 𝒜𝑧.

Proposition 3.54. Soit −𝜇 un des zéros de la fonction d’Airy (on rappelle qu’ils sont
négatifs). Alors 𝑥 ↦ Ai(𝑧1/3𝑥 − 𝜇) est une fonction propre de l’opérateur𝒜𝑧, de valeur
propre 𝑧2/3𝜇. Ces valeurs propres sont simples.

Démonstration. On note 𝑓(𝑥) = Ai(𝑧1/3𝑥 − 𝜇). Comme 𝜇 est un zéro de Ai, on a
𝑓(0) = 0. De plus, d’après l’équation différentielle vérifiée par Ai, on a

𝑓″(𝑥) = 𝑧2/3Ai″(𝑧1/3𝑥 − 𝜇) = 𝑧2/3(𝑧1/3𝑥 − 𝜇)Ai(𝑧1/3𝑥 − 𝜇) = (𝑧𝑥 − 𝑧2/3𝜇)𝑓(𝑥).

Donc 𝑓 vérifie l’équation différentielle −𝑓″ + 𝑧𝑥𝑓 = 𝑧2/3𝜇𝑓. D’après l’asympto-
tique (3.62) vérifiée par la fonction d’Airy, 𝑓 décroit exponentiellement lorsque
𝑥 → +∞. Il en est de même pour 𝑓′. Avec 𝑓(0) = 0, ceci démontre que 𝑓 ∈ 𝐻1

0(ℝ+),
√𝑥𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ+), et l’équation différentielle vérifiée par 𝑓montre que (−𝜕2𝑥+𝑧𝑥)𝑓 ∈ 𝐿2.
Autrement dit, 𝑓 ∈ 𝐷(𝒜𝑧) et 𝒜𝑧 𝑓 = 𝑧2/3𝜇𝑓.

Si 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions propres de 𝒜𝑧 associées à la même valeur propres
𝜆, alors 𝑓 vérifie 𝑓(0) = 0 et −𝑓″ + (𝑧𝑥 − 𝜆)𝑓 = 0 (et de même pour 𝑔). Donc 𝑓 et
𝑓′(0)𝑔′(0)−1𝑔(𝑥) vérifient le même problème de Cauchy, et sont donc égales.

Remarque 3.55. On pourrait en fait démontrer que le spectre de 𝒜𝑧 n’est formé que
de ces valeurs propres.





4 | Contrôlabilité de l’équation de
Grushin

APRÈS cet intermède technique, nous sommes enfin capables de traiter les équa-
tions de Grushin et de Kolmogorov. On commence par la première. Si on consi-

dère le cas où l’équation de Grushin est posée pour 𝑥 ∈ ℝ, des expressions simples et
explicites de certaines fonctions propres permettent de « plonger » l’équation de la
demi-chaleur dans l’équation de Grushin. La démonstration de la non-contrôlabilité
est alors une simple adaptation du cas de la demi-chaleur. Mais si le domaine est
borné en 𝑥, on aura besoin de tous les résultats du chapitre précédent pour traiter les
perturbations des fonctions propres par rapport au cas non-borné.

4.1 Généralités

L’équation de Grushin est l’équation suivante :

{ (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0, 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω. (4.1)

On étudiera le cas où Ω = Ω𝑥 × Ω𝑦 avec Ω𝑥 = ℝ ou ]−1, 1[ et Ω𝑦 = 𝕋 ou ]0, 𝜋[.
Commençons par définir ce qu’on entend par solution de l’équation de Grushin et
montrons qu’elle est bien posée.

4.1.1 Caractère bien posé

Il faut d’abord donner le domaine de l’opérateur−𝜕2𝑥−𝑥2𝜕2𝑦. Si 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω) ∩ {𝜕𝑥𝑓 ∈
𝐿2, 𝑥𝜕𝑦𝑓 ∈ 𝐿2}, on définit

𝑎(𝑓, 𝑔) ≔ ⟨𝜕𝑥𝑓, 𝜕𝑥𝑔⟩𝐿2 + ⟨𝑥𝜕𝑦𝑓, 𝑥𝜕𝑦𝑔⟩𝐿2.

On considère alors 𝑉 le complété séparé de 𝐶∞
𝑐 (Ω) pour la norme | ⋅ |𝑉 définie par

|𝑓|2𝑉 ≔ |𝑓|2𝐿2+𝑎(𝑓, 𝑓). Toute suite de Cauchy pour la norme |⋅|𝑉 est de Cauchy dans 𝐿
2,

donc 𝑉 est un sous-espace de 𝐿2, avec injection continue. La forme bilinéaire 𝑎 s’étend
par continuité à une forme bilinéaire continue sur𝑉, qu’on notera toujours 𝑎. L’espace
𝑉 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire ⟨𝑓, 𝑔⟩𝑉 ≔ ⟨𝑓, 𝑔⟩𝐿2+𝑎(𝑓, 𝑔). Enfin,
𝑉 contient 𝐶∞

𝑐 (Ω), donc 𝑉 est dense dans 𝐿2(Ω).
Alors on considère l’opérateur 𝐴 de domaine

𝐷(𝐴) ≔ {𝑓 ∈ 𝑉, ∃𝐶 > 0, ∀𝑔 ∈ 𝑉, |𝑎(𝑓, 𝑔)| ≤ 𝐶|𝑔|𝐿2},
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et tel que pour 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴), 𝐴𝑓 soit l’unique 𝑢 ∈ 𝐿2 tel que pour tout 𝑔 ∈ 𝑉, ⟨𝑢, 𝑔⟩𝐿2 =
−𝑎(𝑓, 𝑔).

Proposition 4.1. L’opérateur 𝐴 défini ci-dessus est symétrique maximal dissipatif.

Démonstration. Si 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴), on a ⟨𝐴𝑓, 𝑓⟩𝐿2 = −𝑎(𝑓, 𝑓) = −|𝜕𝑥𝑓|2 − |𝑥𝜕𝑦𝑔|2𝐿2 ≤ 0.
Donc 𝐴 est dissipatif. Si 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴), on a

⟨𝐴𝑓, 𝑔⟩𝐿2 = −𝑎(𝑓, 𝑔) = −𝑎(𝑔, 𝑓) = ⟨𝐴𝑔, 𝑓⟩𝐿2 = ⟨𝑓, 𝐴𝑔⟩𝐿2.

Donc𝐴 est symétrique. Montrons qu’il est maximal dissipatif, c.-à-d. que Im(𝐼 −𝐴) =
𝐿2.

Soit 𝑔 ∈ 𝐿2. La forme linéaire ℎ ∈ 𝑉 ↦ ⟨𝑔, ℎ⟩𝐿2 est continue sur 𝑉. Donc,
d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe 𝑓 ∈ 𝑉 tel que pour tout
ℎ ∈ 𝑉, ⟨𝑓, ℎ⟩𝑉 = ⟨𝑔, ℎ⟩𝐿2. Alors, par définition du produit scalaire sur 𝑉, on a pour
tout ℎ ∈ 𝑉, ⟨𝑓, ℎ⟩𝐿2 + 𝑎(𝑓, ℎ) = ⟨𝑔, ℎ⟩𝐿2. On en déduit que ℎ ∈ 𝑉 ↦ 𝑎(𝑓, ℎ) est
continue pour la norme 𝐿2, c.-à-d. que 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴). Alors, on a pour tout ℎ ∈ 𝑉,
⟨(𝐼 − 𝐴)𝑓, ℎ⟩𝐿2 = ⟨𝑔, ℎ⟩𝐿2. Donc 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴) est solution de (𝐼 − 𝐴)𝑓 = 𝑔. On a bien
montré que Im(𝐼 − 𝐴) = 𝐿2.

D’après le Théorème de Hille-Yosida (Th. A.4 et A.7), on en déduit que 𝐴 génère
un semi-groupe de contraction.

Proposition 4.2. L’opérateur 𝐴 est autoadjoint et génère un semigroupe fortement
continu de contractions.

Alors, on définit les solutions de l’équation de Grushin grâce à la définition A.5
générale pour les semi-groupes. On montre que ces solutions faibles sont dans
𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉).

Proposition 4.3. Soit 𝑓0 ∈ 𝐿2(Ω) et 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; Ω), alors la solution faible 𝑓 de
𝜕𝑡 − 𝐴𝑓 = 𝑢 est dans 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉).

Démonstration. Étape 1 : 𝑢 = 0. Dans le cas où 𝑢 = 0, on a 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = e𝑡𝐴𝑓0(𝑥, 𝑦).
Comme 𝐴 est auto-adjoint, on a d’après le Théorème A.7

𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐿2(Ω)) ∩ 𝐶1(]0, 𝑇], 𝐿2(Ω)) ∩ 𝐶0(]0, 𝑇], 𝐷(𝐴)).

On prend le produit scalaire de l’équation 𝜕𝑡𝑓 = 𝐴𝑓 avec 𝑓, et on trouve pour tout
𝑡 > 0

1
2
d
d𝑡 |𝑓(𝑡)|

2
𝐿2 = ⟨𝐴𝑓(𝑡), 𝑓(𝑡)⟩𝐿2,

où on note par simplicité 𝑓(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡, ⋅, ⋅). Soit 𝜖 > 0. En intégrant sur [𝜖, 𝑇], on en
déduit

1
2|𝑓(𝑇)|

2
𝐿2 −

1
2|𝑓(𝜖)|

2
𝐿2 = ∫

𝑇

𝜖
⟨𝐴𝑓(𝑡), 𝑓(𝑡)⟩𝐿2 d𝑡.
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Or, ⟨𝐴𝑓(𝑡), 𝑓(𝑡)⟩𝐿2 = −𝑎(𝑓(𝑡), 𝑓(𝑡)) = −|𝑓(𝑡)|2𝑉 + |𝑓(𝑡)|2𝐿2, donc, en faisant tendre 𝜖
vers 0 (rappelons que 𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝑇], 𝐿2(Ω))), on a

1
2|𝑓(𝑇)|

2
𝐿2 +∫

𝑇

0
|𝑓(𝑡)|2𝑉 d𝑡 =

1
2|𝑓0|

2
𝐿2 +∫

𝑇

0
|𝑓(𝑡)|2𝐿2 d𝑡.

On a donc bien 𝑓 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉). De plus, comme e𝑡𝐴 est un semi-groupe de contrac-
tions, cette inégalité nous donne

∫
𝑇

0
|e𝑡𝐴𝑓0|2𝑉 d𝑡 ≤ (𝑇 + 1

2)|𝑓0|
2
𝐿2. (4.2)

Étape 2 : cas général. On passe maintenant au cas où 𝑢 ≠ 0. D’après la formule de
Duhamel (voir Prop. A.6), on a

𝑓(𝑡) = e𝑡𝐴𝑓0 +∫
𝑡

0
e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠) d𝑠,

où on a encore noté 𝑢(𝑠) ≔ 𝑢(𝑠, ⋅, ⋅). D’après le cas 𝑢 = 0 (Eq. (4.2)), on a e𝑡𝐴𝑓0 ∈
𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉). On se concentre donc sur le second terme

𝐼(𝑡) ≔ ∫
𝑡

0
e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠) d𝑠.

Notons que, toujours d’après le cas 𝑢 = 0 (Eq. (4.2)), dès que 𝑢(𝑠) ∈ 𝐿2(Ω) et 𝑡 > 𝑠,
on a e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠, ⋅) ∈ 𝑉. Alors, on a en notant |𝑔|𝑉 = +∞ si 𝑔 ∉ 𝑉,

|𝐼|2𝐿2([0,𝑇];𝑉) = ∫
𝑇

0
|𝐼(𝑡)|2𝑉 d𝑡 = ∫

𝑇

0

|
|
|
∫

𝑡

0
e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠) d𝑠

|
|
|

2

𝑉

d𝑡

≤ ∫
𝑇

0
(∫

𝑡

0
|e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠)|𝑉 d𝑠)

2

d𝑡 (inégalité triangulaire)

≤ ∫
𝑇

0
𝑡∫

𝑡

0
|e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠)|2𝑉 d𝑠 d𝑡 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

≤ 𝑇∫
[0,𝑇]2

1𝑠<𝑡|e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠)|2𝑉 d𝑡 d𝑠 (théorème de Fubini et 𝑡 ≤ 𝑇)

= 𝑇∫
𝑇

0
|e𝑡𝐴𝑢(𝑠)|2𝐿2([0,𝑇−𝑠];𝑉) d𝑠 (théorème de Fubini)

≤ 𝑇∫
𝑇

0
(𝑇 − 𝑠 + 1

2)|𝑢(𝑠)|
2
𝐿2(Ω) d𝑠 (Eq. (4.2))

≤ 𝑇(𝑇 + 1
2)|𝑢|

2
𝐿2([0,𝑇]×Ω).
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Donc on a bien 𝐼 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉), et donc également 𝑓 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉), avec

|𝑓|𝐿2([0,𝑇];𝑉) ≤√𝑇 + 1
2|𝑓0|𝐿2 +√𝑇(𝑇 + 1

2)|𝑢|𝐿2([0,𝑇]×Ω).

Terminons cette introduction en donnant l’inégalité d’observabilité associée au
problème de contrôlabilité de l’équation de Grushin. Comme l’opérateur de Grushin
est auto-adjoint, l’inégalité d’observabilité est d’après la Proposition A.8 la suivante :

Proposition 4.4. On a l’équivalence entre les deux affirmations suivantes :

1. pour tout 𝑓0 ∈ 𝐿2(Ω), il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]×𝜔) tel que la solution 𝑓 de l’équation
de Grushin (4.1) et avec condition initiale 𝑓(0, ⋅, ⋅) = 𝑓0 vérifie 𝑓(𝑇) = 0 ;

2. il existe𝑀 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(Ω), la solution 𝑔 de

{ (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0, 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω
𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0, 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω (4.3)

avec condition initiale 𝑔(0, ⋅, ⋅) = 𝑔0 vérifie

|𝑔(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω) ≤ 𝑀∫
[0,𝑇]×𝜔

|𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦)|2 d𝑡 d𝑥 d𝑦. (4.4)

4.1.2 Composantes de Fourier

Soit (𝑒𝑛)𝑛 une suite orthonormée de 𝐿2(Ω𝑦) de fonctions propres de −𝜕2𝑦, c.-à-d.
𝑒𝑛(𝑦) = (2𝜋)−1ei𝑛𝑦 si Ω𝑦 = 𝕋 et 𝑒𝑛(𝑦) = √2 sin(𝑛𝑦) si Ω𝑦 = ]0, 𝜋[ (on indexe (𝑒𝑛)𝑛
par 𝑛 ∈ ℤ si Ω𝑦 = 𝕋 et par 𝑛 ∈ ℕ∗ si Ω𝑦 = ]0, 𝜋[). La valeur propre associée à 𝑒𝑛 est
𝑛2.

Si 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) est une solution de l’équation de Grushin, on l’écrit sous la forme

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛
𝑓𝑛(𝑡, 𝑥)𝑒𝑛(𝑦),

avec 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥) = (𝑒𝑛, 𝑓(𝑡, 𝑥, ⋅))𝐿2(Ω𝑥). Formellement, on a alors

(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛
(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 + 𝑛2𝑥2)𝑓𝑛(𝑡, 𝑥)𝑒𝑛(𝑦).

Donc, toujours formellement, (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2)𝑓𝑛(𝑡, 𝑥) = 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥), où 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥) =
(𝑢(𝑡, 𝑥, ⋅), 𝑒𝑛)𝐿2(Ω𝑦). Montrons ceci rigoureusement, au moins dans le cas où il n’y a
pas de second membre, qui est en fait le seul cas dont nous aurons besoin.

Pour 𝑛 ≠ 0, on considère 𝐴𝑛 = −𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2, qui est oscillateur harmonique avec
pour domaine celui défini à la Section 3.2. Pour 𝑛 = 0, on note𝐴0 = −𝜕2𝑥, de domaine
𝐻2(Ω𝑥) ∩ 𝐻1

0(Ω𝑥).
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Proposition 4.5. Soit 𝑔0 ∈ 𝐿2(Ω) et 𝑔 l’unique solution faible de l’équation de Grushin
libre (4.3) avec condition initiale 𝑔0. Pour tout 𝑛, soit 𝑔𝑛 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × Ω𝑥) définie pour
tout 𝑡 ∈ [0, 𝑇] et pour presque tout 𝑥 ∈ Ω𝑥 par 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) = ⟨𝑔(𝑡, 𝑥, ⋅), 𝑒𝑛⟩𝐿2(Ω𝑦). Alors
𝑔𝑛(𝑡, ⋅) = e−𝑡𝐴𝑛𝑔𝑛(0, ⋅).

Démonstration. Supposons pour commencer que 𝑔0 soit de la forme 𝑔0𝑛(𝑥)𝑒𝑛(𝑦).
Soit 𝑔1(𝑡, 𝑥) = e−𝑡𝐴𝑛𝑔0𝑛(𝑥) la solution faible de (𝜕𝑡−𝜕2𝑥+(𝑛𝑥)2)𝑔1 = 0 avec condition
initiale 𝑔0𝑛 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω𝑥). Comme cette équation est parabolique, la solution faible est
𝐶∞([0, 𝑇] × Ω), et est donc une solution forte.

On définit alors 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑔1(𝑡, 𝑥)𝑒𝑛(𝑦). Alors, la fonction ̃𝑔 est 𝐶∞([0, 𝑇] × Ω),
et on a

(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑔 = 0.

De plus, 𝑔 est nulle sur le bord de Ω (si non vide), parce que 𝑔1 est nulle sur
𝜕Ω𝑥 et 𝑒𝑛 est nulle sur 𝜕Ω𝑦. Donc 𝑔 est solution forte de l’équation de Grushin. On
affirme également que pour tout 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑔(𝑡, ⋅, ⋅) ∈ 𝐷(𝐴). On a 𝑔0𝑛 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω𝑥).
Donc, d’après la définition de 𝑔1 et la Proposition A.2, pour tout 𝑡, 𝑔1(𝑡, ⋅) ∈ 𝐷(𝐴𝑛).
Rappelons que 𝐷(𝐴𝑛) = 𝐻2 ∩ 𝐻1

0 si Ω𝑥 = ]−1, 1[, 𝐷(𝐴𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐻2, 𝑥2𝑓 ∈ 𝐿2} si
Ω𝑥 = ℝ et 𝑛 > 0, et 𝐷(𝐴0) = 𝐻2 si Ω𝑥 = ℝ et 𝑛 = 0. Alors, grâce à un argument de
troncature, pour tout 𝑡 ∈ [0, 𝑇], ̃𝑔(𝑡, ⋅, ⋅) ∈ 𝑉, et grâce à une intégration par partie,
𝑔(𝑡, ⋅, ⋅) ∈ 𝐷(𝐴).

On considère alors ℎ(𝑡) = 𝑔(𝑡, ⋅, ⋅) − e−𝑡𝐴𝑔0, et on veut montrer que ℎ(𝑡) = 0 pour
tout 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. D’après ce qui précède, on a pour tout 𝑡, ℎ(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴), et ℎ vérifie au
sens des distributions

𝜕𝑡ℎ(𝑡) + 𝐴ℎ(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇], ℎ(0) = 0,

ainsi que les conditions aux bords ℎ(𝑡) = 0 sur 𝜕Ω (dans le sens où ℎ(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑉).
On veut montrer que ℎ(𝑡) = 0. Comme 𝑔0𝑛 ∈ 𝐷(𝐴𝑛), d’après la Proposition A.2,
l’application 𝑡 ↦ e−𝑡𝐴𝑛𝑔0𝑛 est 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐿2(Ω𝑥)), donc 𝑡 ↦ 𝑔(𝑡, ⋅, ⋅) est dans
𝐶1([0, 𝑇]; 𝐿2(Ω)). De plus 𝑔0 ∈ 𝐷(𝐴), donc, toujours d’après la PropositionA.2, l’appli-
cation 𝑡 ↦ e−𝑡𝐴𝑔0 est dans 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐿2(Ω)). Donc la fonction ℎ est 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐿2(Ω)).
On a alors

d|ℎ(𝑡)|2𝐿2
d𝑡 = d

d𝑡⟨ℎ(𝑡), ℎ(𝑡)⟩𝐿2 = 2⟨ℎ′(𝑡), ℎ(𝑡)⟩𝐿2 = 2⟨𝐴ℎ(𝑡), ℎ(𝑡)⟩𝐿2 ≤ 0

car𝐴 est dissipatif. On a de plus ℎ(0) = 0, donc, d’après le lemme deGronwall, |ℎ(𝑡)|2𝐿2
est toujours nul. Ceci démontre bien que e−𝑡𝐴(𝑔0𝑛(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)) = (e−𝑡𝐴𝑛𝑔0𝑛(𝑥))𝑒𝑛(𝑦).

Par linéarité, le cas 𝑔0(𝑥, 𝑦) = 𝑔0𝑛(𝑥)𝑒𝑛(𝑦) montre la Proposition 4.5 pour les
sommes finies de la forme 𝑔0(𝑥, 𝑦) = ∑𝑛 𝑔0𝑛(𝑥)𝑒𝑛(𝑦). Alors, on étend la formule par
densité.

Une Proposition reliée est qu’on peut donner explicitement les fonctions propres.
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Proposition 4.6. Si 𝑛 > 0 ou siΩ𝑥 = ]−1, 1[, soit (𝑣𝑛𝑘)𝑘≥0 une base orthonormée de
fonctions propres de 𝐴𝑛, de valeurs propres respectives (𝜆𝑛𝑘)𝑘. Alors la fonction Φ𝑛𝑘
définie par

∀(𝑥, 𝑦) ∈ Ω, Φ𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)
est fonction propre de l’opérateur de Grushin𝐴, de valeur propre associée 𝜆𝑛𝑘. La famille
(Φ𝑛𝑘)𝑛,𝑘 est une famille orthonormée de 𝐿2(Ω).

Démonstration. On calcule 𝐴Φ𝑛𝑘 :

𝐴Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦) = −(𝜕2𝑥 + 𝑥2𝜕2𝑦)𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)
= −𝑣″𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦) − 𝑥2𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒″𝑛(𝑦)
= (−𝑣″𝑛𝑘(𝑥) + (𝑛𝑥)2𝑣𝑛𝑘(𝑥))𝑒𝑛(𝑦)
= 𝜆𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦) = 𝜆𝑛𝑘Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦).

Le fait que (Φ𝑛𝑘)𝑛,𝑘 soit orthonormée découle de fait que (𝑒𝑛)𝑛 soit orthonormée, et
que pour tout 𝑛, (𝑣𝑛𝑘)𝑘 soit orthonormée.

Remarque 4.7. Si Ω𝑥 = ℝ, on a 𝐴0 = −𝜕2𝑥, avec domaine 𝐷(𝐴0) = 𝐻2(ℝ), donc 𝐴0
n’est pas à résolvante compacte, et son spectre est en fait ℝ+. En conséquence, si
Ω = ℝ × 𝕋, le spectre de 𝐴 n’est pas uniquement constitué de valeurs propres et la
famille (Φ𝑛𝑘)𝑛,𝑘 définie ci-dessus n’est pas une base de 𝐿2(Ω). En revanche, dans les
autres cas, la famille (Φ𝑛𝑘)𝑛,𝑘 est bien une base de 𝐿2(Ω).

4.1.3 Inégalité spectrale
L’opérateur de Grushin vérifie l’inégalité spectrale suivante :

Théorème 4.8. SiΩ = ]−1, 1[ × Ω𝑦 (c.-à-d.Ω𝑥 = ]−1, 1[) et si 𝜔 ⊂ Ω est un ouvert
non vide, il existe 𝐶 > 0 tels que pour toute suite complexe (𝑎𝑛𝑘)𝑛,𝑘 et tout 𝜇 > 0,

∑
𝜆𝑛𝑘≤𝜇

|𝑎𝑛𝑘|2 ≤ 𝐶e𝐶𝜇∫
𝜔

||| ∑
𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦)
|||

2
d𝑥 d𝑦.

Cette inégalité spectrale à été démontrée dans un mémoire de master [52], mais
comme il est non publié, nous donnons ici les idées de la démonstration. Cependant,
cette inégalité spectrale ne nous servira pas, nous resterons donc succinct (voire
elliptique), et nous laisserons le lecteur combler les trous.

L’idée de la démonstration est de démontrer une inégalité spectrale pour chaque
oscillateur harmonique 𝐴𝑛 = −𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2, en estimant les constantes en fonction
de 𝑛, et de combiner ces inégalités spectrales en une inégalité pour l’opérateur de
Grushin.

Pour démontrer les inégalité spectrales sur 𝐴𝑛, nous suivons la démonstration de
Lebeau [58] (voir aussi [56]). La première étape est de démontrer une inégalité de
Carleman sur les opérateurs 𝐵𝑛 = −𝜕2𝑠 + 𝐴𝑛 = −𝜕2𝑠 − 𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2.
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Proposition 4.9. Soit 𝑉 un ouvert borné de ℝ2. Soit 𝜓 une fonction 𝐶∞ telle que ∇𝜓
ne s’annule pas sur 𝑉. Alors, si 𝐷 > 0 et 𝐷′ > 0 sont assez grands, il existe ℎ1 > 0 et
𝐶 > 0 tels qu’avec 𝜙 = 𝐷′e𝐷𝜓, pour toute fonction 𝑢 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑉), pour tout 𝑛 ≥ 0 et
ℎ ≤ ℎ1/(𝑛 + 1)

ℎ|e𝜙/ℎ𝑢|2𝐿2(𝑉) + ℎ3|e𝜙/ℎ∇𝑢|2𝐿2(𝑉) ≤ 𝐶ℎ4|e𝜙/ℎ𝐵𝑛𝑢|2𝐿2(𝑉).

Ceci se fait en considérant l’opérateur conjugué 𝑄ℎ,𝑛 = ℎ2e𝜙/ℎ(𝐵𝑛)e−𝜙/ℎ. Or, on a
𝐵𝑛 = −𝜕2𝑠 − 𝜕2𝑥 + (𝑛𝑥)2, donc 𝑄ℎ,𝑛 = ℎ2e𝜙/ℎ(−𝜕2𝑠 − 𝜕2𝑥)e−𝜙/ℎ + (𝑛ℎ𝑥)2. Donc, dans le
régime ℎ < ℎ1/(𝑛+1), le terme (ℎ𝑛𝑥)2 reste borné, et donc 𝑄ℎ,𝑛 est une perturbation
bornée de l’opérateur conjugué au laplacien :

𝑄ℎ,𝑛 = 𝑄ℎ,0 + borné.

Or, le laplacien vérifie l’inégalité de Carleman annoncée, qui peut s’écrire

ℎ|𝑢|2𝐿2(𝑉) + ℎ3|∇𝑢|2𝐿2(𝑉) ≤ 𝐶|𝑄ℎ,0𝑢|2𝐿2(𝑉),

inégalité qui est valable dès que 𝐷 et 𝐷′ sont assez grand, et si ℎ > 0 est assez petit
(dépendant de 𝐷, 𝐷′) et si 𝑢 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑉). Il s’agit alors d’examiner la démonstration
de cette inégalité et de se rendre compte qu’on peut ajouter une perturbation bor-
née, assez petite, à 𝑄ℎ,0 tout en gardant cette inégalité de Carleman. Ceci démontre
l’inégalité de Carleman annoncée.

On adapte aussi les inégalités de Carleman aux bords [58, Th. 3.5] pour la famille
d’opérateurs𝐵𝑛, toujours valables dans le régimeℎ ≤ ℎ1/(𝑛+1).Muni de ces inégalités
de Carleman, on démontre une inégalité d’interpolation.

Proposition 4.10. Soit 𝐼 ⊂ ]𝑎, 𝑏[ un intervalle ouvert borné de ℝ, soit 𝑠0 > 0 et
𝛼 ∈ ]0, 𝛼/2[. Soit 𝑍 = ]0, 𝑠0[ × 𝐼 et 𝑌 = ]𝛼, 𝑠0 − 𝛼[ × 𝐼. Soit 𝜔 un ouvert non vide de
𝐼. Il existe 𝐶 > 0, 𝐾 > 0 et 𝛿 ∈ ]0, 1[ tels que pour tout 𝑛 ≥ 0 et pour toute fonction
𝑢 ∈ 𝐻2(𝑍) telle que ∀𝑠 ∈ ]0, 𝑠0[, 𝑢(𝑠, 𝑎) = 𝑢(𝑠, 𝑏) = 0 et ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢(0, 𝑥) = 0, on a

|𝑢|𝐻1(𝑌) ≤ 𝐶e𝐾𝑛|𝑢|1−𝛿𝐻1(𝑍)(|𝐵𝑛𝑢|𝐿2(𝑍) + |𝜕𝑠𝑢(0, ⋅)|𝐿2(𝜔))
𝛿.

On sait que chaque opérateur uniformément elliptique vérifie ce genre d’inégalité
d’interpolation [58, Th. 5.1]. L’originalité ici est de montrer que la constante de
cette inégalité est en 𝑂(e𝐾𝑛). Ceci se fait en suivant la valeur des constantes dans la
démonstration.

On commence par démontrer grâce aux inégalités de Carleman aux bords des
inégalités de la forme

|𝑢|𝐻1(𝑉) ≤ 𝐶′(e−𝛼/ℎ|𝑢|𝐻1(𝑍) + e𝛽/ℎΘ𝑛),

où Θ𝑛 ≔ |𝐵𝑛𝑢|𝐿2(𝑍) + |𝜕𝑠𝑢(𝑠, ⋅)|𝐿2(𝜔), et où 𝑉 est un voisinage assez petit de (𝑠, 𝑥) ∈
[0, 𝑠0[ × 𝜔 avec 𝑠 assez petit. Il s’agit ensuite d’optimiser en ℎ cette inégalité. Comme
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cette inégalité n’est valable que pour ℎ ≤ ℎ0(𝑛) ≔ ℎ1/(𝑛 + 1), l’optimisation nous
donne une inégalité de la forme

|𝑢|𝐻1(𝑉) ≤ 𝐶e𝐾/ℎ0(𝑛)|𝑢|𝛿𝐻1(𝑍)Θ
1−𝛿
𝑛 .

On propage ensuite ces inégalités grâce aux autres inégalités de Carleman, ce qui
donne bien l’inégalité d’interpolation annoncée.

Enfin, on déduit de cette inégalité d’interpolation l’inégalité spectrale pour 𝐴𝑛.

Proposition 4.11. Soit 𝜔 un ouvert non vide de ]−1, 1[. Il existe 𝐶 > 0 et 𝐾 > 0 tels
que pour tout 𝑛 ≥ 0, pour tout 𝜇 > 0 et pour toute suite (𝑎𝑘) de nombre complexes,

∑
𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

|𝑎𝑘|2 ≤ 𝐶e𝐾(𝑛+√𝜇)∫
𝜔

||| ∑
𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)
|||

2
d𝑥.

Cette propriété se démontre de la même manière que l’inégalité spectrale
pour le laplacien, en appliquant l’inégalité d’interpolation à la fonction 𝑢(𝑠, 𝑥) =
∑𝑘 𝑎𝑘(𝜆𝑛𝑘)

−1/2 sh(𝑠√𝜆𝑛𝑘)𝑣𝑛𝑘(𝑥).
Pour combiner ces inégalités spectrales, on commence par remarquer que si

𝜔 ⊂ Ω est un ouvert non-vide, il existe 𝑎 < 𝑏 et 𝑐 < 𝑑 tels que ]𝑎, 𝑏[ × ]𝑐, 𝑑[ ⊂ 𝜔.
On choisit d’ordonner les valeurs propres de𝐴𝑛, de sorte que 𝜆𝑛0 soit la plus petite.

D’après le Théorème 3.39, cette plus petite valeur propre 𝜆𝑛0 est équivalente à 𝑛 (dans
la limite 𝑛 → +∞), et donc il existe 𝑐 > 0 tel que pour tout 𝑛 et 𝑘, 𝜆𝑛𝑘 ≥ 𝑐𝑛. En
particulier, dans toutes les sommes∑𝜆𝑛𝑘≤𝜇

, les seules valeurs de 𝑛 qui interviennent
sont inférieures à 𝑐−1𝜇.

Avec ces informations, on combine les inégalités spectrales des 𝐴𝑛 en exploitant
le théorème de Fubini et le fait que les (𝑒𝑛) forment une base orthonormée de 𝐿2(Ω𝑦) :

∫
Ω

||| ∑
𝑛,𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)
|||

2
d𝑥 = ∑

𝑛|𝜆𝑛0≤𝜇
∫
Ω𝑥

||| ∑
𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)
|||

2
d𝑥

≤ 𝐶e𝐾′𝜇 ∑
𝑛|𝜆𝑛0≤𝜇

∫
𝑏

𝑎

||| ∑
𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)
|||

2
d𝑥

= 𝐶e𝐾′𝜇∫
]𝑎,𝑏[×Ω𝑦

||| ∑
𝑛,𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)
|||

2
d𝑥 d𝑦.

On conclut grâce à l’inégalité spectrale pour l’opérateur −𝜕2𝑦 appliquée à la suite
complexe 𝑎𝑛(𝑥) ≔ ∑𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥) :

∫
Ω𝑦

||| ∑
𝑛,𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)
|||

2
d𝑦 ≤ 𝐶𝑒𝐾𝜇∫

𝑑

𝑐

||| ∑
𝑛,𝑘|𝜆𝑛𝑘≤𝜇

𝑎𝑛𝑘𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦)
|||

2
d𝑦,

qu’on intègre sur ]𝑎, 𝑏[.
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4.2 Non-contrôlabilité sur des bandes horizontales

Les résultats de non-contrôlabilité pour l’équation de Grushin que nous présentons
se démontrent en adaptant la méthode qu’on a utilisée pour traiter l’équation de la
demi-chaleur (Sec. 2.2).

4.2.1 Non-contrôlabilité les bandes horizontales avec 𝑥 non
borné

On commence par démontrer une version simple de nos résultats, où le lien avec
l’équation de la demi-chaleur est exact, et sans termes d’erreur.

Théorème 4.12. On supposeΩ = ℝ×𝕋. Soit 𝑇 > 0, soit [𝑎, 𝑏] un segment non trivial
de 𝕋, soit 𝜔𝑦 ≔ 𝕋 ⧵ [𝑎, 𝑏], et soit 𝜔 = ℝ × 𝜔𝑦. L’équation de Grushin (4.1) surΩ n’est
pas contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇.

Démonstration. On commence par réinterpréter l’inégalité d’observabilité comme
une inégalité sur les polynômes.

Lemme 4.13. Soit 𝑈 ≔ {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| < 1, arg(𝑧) ∈ 𝜔𝑦} (voir Fig. 4.1). Si l’équation
de Grushin est contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇, alors il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout
polynôme complexe 𝑝 ∈ ℂ[𝑋],

|𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑈). (4.5)

Démonstration. La contrôlabilité de l’équation de Grushin est équivalente à l’in-
égalité d’observabilité (Prop. 4.4). D’après la Proposition 4.6, pour toute suite finie
(𝑎𝑛)𝑛>0, la fonction

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e−𝑛𝑥
2/2+i𝑛𝑦−𝑛𝑡

est solution de l’équation de Grushin sur ℝ × 𝕋. On teste l’inégalité d’observabilité
sur ces fonctions.

Le membre gauche de l’inégalité d’observabilité appliquée à 𝑔 vérifie

|𝑔(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω) = 2𝜋 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2|e−𝑛𝑥
2/2|2𝐿2(ℝ)e

−2𝑛𝑇 = 2𝜋3/2∑
𝑛

|𝑎𝑛|2

√𝑛
e−2𝑛𝑇.

Or, on a vu lorsqu’on a traité l’équation de la demi-chaleur qu’en calculant en
coordonnées polaires (Eq. (2.7)),

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝑧) = 2𝜋 ∑

𝑛>0

|𝑎𝑛|2

2𝑛 e−2𝑛𝑇. (4.6)
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Donc le membre de gauche de l’inégalité d’observabilité appliquée à 𝑔 est minoré par

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 1

2√𝜋
|𝑔(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω). (4.7)

On majore maintenant le membre de droite, qui est égal à

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = ∫0≤𝑡≤𝑇
𝑥∈ℝ
𝑦∈𝜔𝑦

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e−𝑛𝑥
2/2+i𝑛𝑥−𝑛𝑡|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦.

Pour chaque 𝑥 ∈ ℝ, on fait le changement de variables 𝜁𝑥(𝑦, 𝑡) = ei𝑦−𝑡−𝑥2/2, pour
lequel d𝑡 d𝑦 = |𝜁𝑥|−2 d𝜆(𝜁𝑥). Alors, en notant 𝒟𝑥 = {𝜁𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑦 ∈ 𝜔𝑦}
l’image de [0, 𝑇] × 𝜔𝑦 par ce changement de variables, on a

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = ∫
𝑥∈ℝ
𝜁∈𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛𝑥
|||

2
|𝜁𝑥|−2 d𝜆(𝜁𝑥) d𝑥.

Or, on a
𝒟𝑥 = {e−𝑇−𝑥2/2 < |𝜁| < e−𝑥2/2, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦}.

En particulier, on a pour tout 𝑥 ∈ ℝ,𝒟𝑥 ⊂ 𝑈 et 𝜆(𝒟𝑥) ≤ 𝜋e−𝑥2. Donc, en majorant
la norme 𝐿2 sur𝒟𝑥 par la norme 𝐿∞ sur 𝑈 (fois 𝜆(𝒟𝑥)), on a

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝜋∫
𝑥∈ℝ

e−𝑥2||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
d𝑥 = 𝜋3/2||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝜁𝑛−1

|||

2

𝐿∞(𝑈)
. (4.8)

En rassemblant la majoration (4.8) et la minoration (4.7), on voit que l’inégalité
d’observabilité (4.4) implique que pour toute suite finie (𝑎𝑛)𝑛>0,

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿2(𝐷(0,e−𝑇))
≤ 𝜋𝑀

2
||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
.

Ce qui, à un changement d’indice 𝑛 ↦ 𝑛−1 près, est l’estimation (4.5) annoncée. ♦

On revient à la démonstration de la non-contrôlabilité de l’équation de Grushin.
D’après le lemme précédent, il suffit de nier l’inégalité sur les polynômes (4.5). On va
à nouveau utiliser le théorème de Runge (Th. 1.12). On choisit 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇) tel que
arg(𝜁0) ∉ 𝜔𝑦 et une suite de polynômes (𝑝𝑘)𝑘 qui converge uniformément sur tout
compact de ℂ ⧵ 𝜁0[1, +∞[ vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1. Alors, la suite (𝑝𝑘)𝑘 est un contre-
exemple à l’inégalité sur les polynômes (4.5). En effet la suite (𝑝𝑘)𝑘 est uniformément
bornée sur 𝑈, mais |(𝜁 − 𝜁0)−1|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) = +∞, donc, d’après le lemme de Fatou,
|𝑝𝑘|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) → +∞ lorsque 𝑘 → +∞.
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𝜁0

𝑈

𝐷(0, e−𝑇)
Figure 4.1 – En jaune, le domaine
{|𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦}, et en rouge le
disque𝐷(0, e−𝑇). Si l’inégalité d’obser-
vabilité pour l’équation de Grushin était
vraie, on pourrait contrôler la norme
𝐿2(𝐷(0, e−𝑇)) des polynômes par leur
norme 𝐿2(𝑈). Mais d’après le théorème
de Runge, il existe une suite de poly-
nômes qui converge vers 𝜁 ↦ (𝜁−𝜁0)−1
en dehors de la demi-droite bleue.

Dans le cadre du théorème précédent, on peut en fait dire beaucoup plus. On
note (𝑣𝑛𝑘)𝑘≥0 une base orthonormée de fonctions propres de 𝐴𝑛, qui est de la forme
(voir Sec. 3.2.1) 𝑣𝑛𝑘(𝑥) = 𝐻𝑘(√|𝑛|𝑥)e−|𝑛|𝑥

2/2, où 𝐻𝑘 est un polynôme de degré 𝑘.
Comme dans la Proposition 4.6, on note Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑛𝑘(𝑥)𝑒𝑛(𝑦). Alors, on montre
qu’aucune combinaison linéaire non triviale de fonction propres Φ𝑛𝑘 avec |𝑛| ≥ 2
n’est contrôlable à zéro. Plus précisément, on a le Théorème 4.14 suivant.

Théorème 4.14. On supposeΩ = ℝ×𝕋. Soit 𝑇 > 0, soit [𝑎, 𝑏] un intervalle non trivial
de 𝕋, soit 𝜔𝑦 = 𝕋 ⧵ [𝑎, 𝑏] et soit 𝜔 = ℝ × 𝜔𝑦. Soit 𝑓0 ∈ 𝐿2 de la forme

𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝑚(𝑥) + ∑
𝑛≠0
𝑘≥0

𝑓𝑛𝑘Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦),

où𝑚 ∈ 𝐿2(ℝ). On suppose que 𝑓0 est contrôlable à zéro.1 Soit 𝑘 ≥ 0. Si la suite (𝑓𝑛𝑘)𝑛≠0
n’a qu’un nombre fini de termes non nuls, alors pour tout |𝑛| ≥ 3, 𝑓𝑛𝑘 = 0.

Démonstration. Si 𝑓0 est contrôlable à zéro, d’après la PropositionA.10, il existe𝐶 > 0
tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(Ω),

|⟨𝑓0, e−𝑡𝐴𝑔0⟩𝐿2(Ω)|2 ≤ 𝐶2∫
[0,𝑇]×𝜔

|e−𝑡𝐴𝑔0(𝑥, 𝑦)|2 d𝑡 d𝑥 d𝑦. (4.9)

On réinterprète cette inégalité comme inégalité sur les polynômes. On se
concentre d’abord sur les termes pour 𝑛 > 0. Les termes pour 𝑛 < 0 se traitent de
manière similaire.

1C.-à-d. qu’il existe ᵆ ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔) tel que la solution 𝑓 de l’équation de Grushin (4.1) vérifie
𝑓(𝑇, ⋅, ⋅) = 0.
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𝜃

𝜔𝑦

𝒟

𝑉

Figure 4.2 – En jaune, le domaine𝒟 =
{e−𝑇 < |𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦}, et en
jaune plus clair le domaine 𝑉 (avec un
rayon un peu plus petit que la réalité).

Lemme 4.15. Soit [𝑎′, 𝑏′] ⊂ ]𝑎, 𝑏[ et 𝑉 ≔ {|𝜁| < 2, arg(𝜁) ∉ [𝑎′, 𝑏′]} (voir Fig. 4.2).
Pour 𝑛 > 0, on définit

𝑏𝑛−1 = 𝑓𝑛𝑘
e−𝑛(2𝑘+1)𝑇

√𝑛(𝑛 − 1)!
. (4.10)

Alors, sous l’hypothèse (4.9) la forme linéaire 𝜑 sur les polynômes définie par 𝜑(𝑝) =
∑𝑛≥0 𝑏𝑛𝑝

(𝑛)(0) est continue pour la norme |𝑝|𝐿∞(𝑉)+|𝑝′|𝐿∞(𝑉). Autrement dit, il existe
𝐶 > 0 tel que pour tout polynôme 𝑝,

||| ∑
𝑛≥0

𝑏𝑛𝑝(𝑛)(0)
||| ≤ 𝐶(|𝑝|𝐿∞(𝑉) + |𝑝′|𝐿∞(𝑉)). (4.11)

Démonstration. Dans le but de réinterpréter l’inégalité (4.9) comme une estimation
sur les polynômes, on la teste sur les 𝑔0 qui sont combinaisons linéaires finies de
(Φ𝑛𝑘)𝑛>0. Pour ces 𝑔0, la solution e−𝑡𝐴𝑔0 de l’équation de Grushin libre est de la forme

e−𝑡𝐴𝑔0(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e−𝑛(2𝑘+1)𝑡Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝐻𝑘(√𝑛𝑥)e−𝑛𝑥
2/2+i𝑛𝑦−𝑛(2𝑘+1)𝑡.

(4.12)

Étape 1 : Calcul du membre gauche. Les fonctions Φ𝑛𝑘 sont orthogonales, donc le
membre de gauche de l’équation (4.9) est égal à

⟨𝑓0, e−𝑡𝐴𝑔0⟩𝐿2(Ω) = 2𝜋 ∑
𝑛>0

𝑓𝑛𝑘𝑎𝑛|𝑣𝑛𝑘|2𝐿2(ℝ)e
−𝑛(2𝑘+1)𝑇.

Ou encore, en notant 𝑏′𝑛 = 2𝜋𝑓𝑛𝑘|𝑣𝑛𝑘|2𝐿2(ℝ)e
−𝑛(2𝑘+1)𝑇,

⟨𝑓0, e−𝑡𝐴𝑔0⟩𝐿2(Ω) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑏′𝑛.
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Donc, d’après l’inégalité (4.9), on a

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑏′𝑛
|||

2
≤ 𝐶∫

[0,𝑇]×𝜔
|e−𝑡𝐴𝑔0(𝑥, 𝑦)|2 d𝑡 d𝑥 d𝑦.

Notons qu’on a |𝑣𝑛𝑘|2𝐿2(ℝ) = 𝑛−1/2|𝑣1𝑘|2𝐿2(ℝ), donc 𝑏
′
𝑛 = 2𝜋|𝑣1𝑘|3𝐿2(𝑛 − 1)! 𝑏𝑛−1. Donc,

si on note 𝑝(𝜁) = ∑𝑎𝑛𝜁𝑛−1, comme 𝑎𝑛 = 𝑝(𝑛−1)(0)/(𝑛 − 1)!, on a

||| ∑
𝑛>0

𝑏𝑛−1𝑝(𝑛−1)(0)
|||

2
≤ 𝐶′∫

[0,𝑇]×𝜔
|e−𝑡𝐴𝑔0(𝑥, 𝑦)|2 d𝑡 d𝑥 d𝑦. (4.13)

Étape 2 : changement de variables dans le membre droit. Pour le membre droit de
l’inégalité (4.9), on fait pour tout 𝑥 ∈ ℝ le changement de variables 𝜁(𝑡, 𝑦) =
e−𝑥2/2+i𝑦−(2𝑘+1)𝑡, pour lequel d𝜆(𝜁) = (2𝑘 + 1)|𝜁|2 d𝑡 d𝑦. Alors, en notant𝒟𝑥 l’image
de [0, 𝑇] × 𝜔𝑦 par ce changement de variables, on a

|e−𝑡𝐴𝑔0|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) =
1

2𝑘 + 1 ∫𝑥∈ℝ
𝜁∈𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝐻𝑘(√𝑛𝑥)𝜁𝑛
|||

2 1
|𝜁|2

d𝜆(𝜁) d𝑥.

Notons que si on définit

𝒟 = {e−𝑇 < |𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦},

alors, pour tout 𝑥, on a 𝒟𝑥 = e−𝑥2/2𝒟. En particulier, 𝜆(𝒟𝑥) = 𝜆(𝒟)e−𝑥2. Et si on
pose 𝑈 ≔ {|𝜁| < 1, arg(𝜁) ∉ [𝑎, 𝑏]}, on a pour tout 𝑥, 𝒟𝑥 ⊂ 𝑈. Donc, on a d’après
l’inégalité de Hölder.

|e−𝑡𝐴𝑔0|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤
𝜆(𝒟)
2𝑘 + 1 ∫𝑥∈ℝ

e−𝑥2||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝐻𝑘(√𝑛𝑥)𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
d𝑥. (4.14)

Étape 3 : majoration du membre droit grâce aux opérateur 𝐻𝛾. On reconnait dans
l’intégrande du membre droit de cette égalité une expression de la forme2

∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝐻𝑘(√𝑛𝑥)𝜁𝑛−1 = 𝐻𝛾𝑥( ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1),

avec 𝛾𝑥(𝑧) = 𝐻𝑘(√𝑧 + 1𝑥). On veut alors appliquer le Théorème 3.29.
Le domaine 𝑉 = {|𝜁| < 2, arg(𝜁) ∉ [𝑎′, 𝑏′]} est de la forme requise par le Théo-

rème 3.29. Comme 𝐻𝑘 est un polynôme de degré 𝑘, chaque 𝛾𝑥 est holomorphe et à
croissance sous-exponentielle sur {ℜ(𝑧) > −1}. Autrement dit, pour tout 𝑥, la suite

2Voir Def. 3.1 pour les opérateurs𝐻𝛾.
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(𝛾𝑥(𝑛))𝑛 est dans 𝒮−1,0 (voir Def. 3.4 et 3.14). De plus, en écrivant 𝐻𝑘(𝑋) = ∑𝑗 ℎ𝑗𝑘𝑋
𝑗,

on a pour tout 𝜖 > 0 et 𝑥 ∈ ℝ,

𝑝𝜖(𝛾𝑥) = sup
ℜ(𝑧)>−1

|𝛾𝑥(𝑧)|e−𝜖|𝑧| ≤ ∑
𝑗
|ℎ𝑗𝑘||𝑥|𝑗 sup

𝑟>0
𝑟𝑘/2e−𝜖𝑟 ≤ 𝐶𝜖,𝑘(1 + |𝑥|𝑘).

Les conditions du Théorème 3.29 sont réunies. Ce Théorème nous dit qu’il existe
𝐶 > 0 telle que pour tout polynôme 𝑝 ∈ ℂ[𝑋] et pour tout 𝑥,

|𝐻𝛾𝑥(𝑝)|𝐿∞(𝑈) ≤ 𝐶(1 + |𝑥|𝑘)(|𝑝|𝐿∞(𝑉) + |𝑝′|𝐿∞(𝑉)). (4.15)

On applique cette estimée pour 𝑝(𝜁) = ∑𝑛>0 𝑎𝑛𝜁
𝑛−1. Alors, en l’intégrant pour

𝑥 ∈ ℝ, on a d’après l’inégalité (4.14),

|e−𝑡𝐴𝑔0|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝐶″∫
𝑥∈ℝ

e−𝑥2(1 + |𝑥|𝑘)2(|𝑝|𝐿∞(𝑉) + |𝑝′|𝐿∞(𝑉))2 d𝑥.

Comme ∫ℝ |𝑥|
𝑗e−𝑥2 d𝑥 < +∞ pour tout 𝑗 ≥ 0, on en déduit

|e−𝑡𝐴𝑔0|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝐶‴(|𝑝|𝐿∞(𝑉) + |𝑝′|𝐿∞(𝑉))2. (4.16)

Combiné avec la minoration (4.13), ceci démontre que pour toute suite (𝑎𝑛)𝑛>0
n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls, et avec 𝑝(𝜁) = ∑𝑛>0 𝑎𝑛𝜁

𝑛−1,

||| ∑
𝑛>0

𝑏𝑛−1𝑝(𝑛−1)(0)
|||

2
≤ 𝐶′𝐶‴(|𝑝|𝐿∞(𝑉) + |𝑝′|𝐿∞(𝑉))2.

ce qui est l’estimation (4.11) annoncée. ♦

Il nous reste à nier l’inégalité du Lemme 4.15. Notons que comme la suite (𝑏𝑛)𝑛>0
n’a qu’un nombre fini de termes non nuls, le membre de gauche de l’inégalité (4.11)
dépend continument de 𝑝 dans toute norme |𝑝|𝐿∞(𝐷(0,𝜖)). Donc on peut étendre cette
inégalité par densité aux fonctions holomorphes dans un voisinage de 𝑉, grâce au
théorème de Runge.

On choisit 𝜃 ∈]𝑎′, 𝑏′[ (de sorte que la demi-droite ei𝜃ℝ∗
+ soit disjointe de 𝑉), et

pour tout 𝑟 > 0, on choisit 𝑝𝑟(𝜁) ≔ (𝜁 − 𝑟ei𝜃)−1. Alors, on a |𝑝𝑟|𝐿∞(𝑉) = 𝑂(𝑟−1) et
|𝑝′𝑟|𝐿∞(𝑉) = 𝑂(𝑟−2). Mais le membre de gauche de l’inégalité (4.11) est égal à

∑
𝑛≥0

𝑏𝑛𝑝
(𝑛)
𝑟 (0) = ∑

𝑛≥0
−

𝑏𝑛𝑛!
(𝑟ei𝜃)𝑛

.

Rappelons que 𝑏𝑛 est de la forme 𝑐𝑛𝑓(𝑛+1)𝑘 avec 𝑐𝑛 ≠ 0 (Eq. (4.10)). Donc, par
hypothèse, il n’existe qu’un nombre fini de 𝑏𝑛 non nuls. Supposons qu’il y en ait au
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moins un, et notant 𝑁 le plus grand entier tel que 𝑏𝑛 ≠ 0. Alors, d’après la formule
précédente, on a l’équivalent

∑
𝑛≥0

𝑏𝑛𝑝
(𝑛)
𝑟 (0) ∼

𝑟→0+
− 𝑏𝑁𝑁!
ei(𝑁+1)𝜃𝑟𝑁+1 .

Mais alors l’inégalité (4.11) du Lemme 4.15 implique que 𝑟−𝑁−1 = 𝑂(𝑟−2), ce qui
n’est possible que si 𝑁 ≤ 1. Donc pour tout 𝑛 ≥ 2, 𝑏𝑛 = 0. Comme 𝑏𝑛 = 𝑐𝑛𝑓(𝑛+1)𝑘
avec 𝑐𝑛 ≠ 0, tout les 𝑓𝑛𝑘 pour 𝑛 ≥ 3 sont nuls.

Pour montrer que les 𝑓𝑛𝑘 pour 𝑛 ≤ −3 sont nuls, on refait le même raisonnement,
mais en testant l’inégalité (4.9) sur les

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛<0

𝑎𝑛e𝑛𝑥
2/2+i𝑛𝑦+𝑛(2𝑘+1)𝑡.

En adaptant la démonstration du Lemme 4.15, on démontre que la contrôlabilité de
𝑓0 implique l’inégalité (4.11) où 𝑉 est changé en son conjugué et surtout où 𝑓𝑛𝑘 est
changé en 𝑓−𝑛𝑘. On démontre que cette inégalité est fausse de la même manière.

Remarque 4.16. En optimisant certains paramètres, on peut remplacer dans le Théo-
rème 4.14 la condition |𝑛| ≥ 3 par |𝑛| ≥ 2. D’abord, on considère le noyau

𝐾𝛾𝑥(𝜁) = ∑
𝑛>0

𝐻𝑘(√𝑛𝑥)𝜁𝑛.

Le théorème 3.18 montre que 𝐾𝛾 est un 𝑂(|𝜁|𝑟) pour tout 𝑟 > 0 et sur tout 𝑆𝜍 = {𝜎 <
arg(𝜁) < 2𝜋−𝜎} avec 𝜎 > 0. Mais on peut en fait montrer que 𝐾𝛾𝑥 est borné. En effet,
𝐻𝑘 est un polynôme, donc 𝐾𝛾𝑥 est de la forme

𝐾𝛾𝑥(𝜁) = ∑
𝑗≥0

ℎ𝑗𝑘𝑥𝑗 ∑
𝑛≥0

𝑛𝑗/2𝜁𝑛 = ∑
𝑗≥0

ℎ𝑗𝑘𝑥𝑗 Li−𝑗/2(𝜁).

Alors, en utilisant des asymptotiques pour Li𝑠(𝜁) dans la limite |𝜁| → +∞, on peut
montrer que pour tout 𝑠 ≤ 0 et tout 𝜎 > 0, Li𝑠 est borné sur 𝑆𝜍. On en déduit que
𝐾𝛾𝑥 est borné sur chaque 𝑆𝜍 par quelque chose de la forme 𝐶(1 + |𝑥|𝑘). Alors, en
reprenant la démonstration du Théorème 3.29, on peut démontrer une estimation de
la forme

|𝐻𝛾𝑥(𝑝)|𝐿∞(𝑈) ≤ 𝐶(1 + |𝑥|𝑘)|𝑝|𝐿∞(𝑉).

Autrement dit, on peut retirer le terme |𝑝′|𝐿∞(𝑉) dans l’inégalité (4.15). Donc on peut
également le retirer de l’inégalité (4.11). Alors, lorsqu’on teste cette inégalité sur
𝑝𝑟(𝜁) = (𝜁 − 𝑟ei𝜃)−1, et toujours avec 𝑁 le plus grand entier tel que 𝑏𝑛 ≠ 0, on trouve
𝑟−𝑁−1 = 𝑂(𝑟−1). On en déduit que 𝑁 = 0, donc que tous les 𝑏𝑛 pour 𝑛 ≥ 1 sont nuls,
et donc que les 𝑓𝑛𝑘 pour 𝑛 ≥ 2 sont nuls. On traite les termes pour 𝑛 ≤ −2 de la
même manière.
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On a traité le cas Ω = ℝ × 𝕋, mais le cas Ω = ℝ × ]0, 𝜋[ est analogue.

Théorème 4.17. On suppose Ω = ℝ × ]0, 𝜋[. Soit 𝑇 > 0, soit [𝑎, 𝑏] ⊂ ]0, 𝜋[ un
intervalle non trivial, soit 𝜔𝑦 = ]0, 𝜋[ ⧵ [𝑎, 𝑏] et soit 𝜔 = ℝ × 𝜔𝑦. Soit 𝑓0 ∈ 𝐿2 de la
forme

𝑓0(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛≠0
𝑘≥0

𝑓𝑛𝑘Φ𝑛𝑘(𝑥, 𝑦),

On suppose que 𝑓0 est contrôlable à zéro. Pour tout 𝑘 ≥ 0, si la suite (𝑓𝑛𝑘)𝑛≠0 n’a qu’un
nombre fini de termes non nuls, alors pour tout |𝑛| ≥ 3, 𝑓𝑛𝑘 = 0.

Démonstration. Donnons brièvement ce qu’il faut changer dans la démonstration
pour traiter le cas Ω𝑦 = ]0, 𝜋[.

On teste l’inégalité (4.9) sur les fonctions de la forme

𝑔0 = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛Φ𝑛𝑘 = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛𝑘(𝑥) sin(𝑛𝑦).

On obtient l’inégalité (4.13) de la même manière que dans le cas Ω𝑦 = 𝕋. Pour
majorer |e−𝑡𝐴𝑔0|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔), on écrit sin(𝑛𝑦) = (ei𝑛𝑦 − e−i𝑛𝑦)/2i, et donc pour tout
𝑡 ≥ 0 et (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

|e−𝑡𝐴𝑔0(𝑥, 𝑦)|2 ≤
1
2(
||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛𝑘(𝑥)ei𝑛𝑦e−𝑛(2𝑘+1)𝑡
|||

2
+ ||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝑣𝑛𝑘(𝑥)e−i𝑛𝑦e−𝑛(2𝑘+1)𝑡

|||

2
)

Ainsi, si on pose 𝜔𝑦 ≔ 𝜔𝑦 ∪ (−𝜔𝑦), on a

|e−𝑡𝐴𝑔0|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤
1
2 ∫[0,𝑇]×ℝ×�̃�𝑦

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛𝑘(𝑥)ei𝑛𝑦e−𝑛(2𝑘+1)𝑡
|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦.

Ainsi, on peut démontrer l’inégalité (4.14) avec 𝑈 ≔ {|𝜁| < 1, |arg(𝜁)| ∈ 𝜔𝑦}. Enfin,
on démontre un équivalent du Lemme 4.15 avec 𝑉 ≔ {|𝜁| < 2, |arg(𝜁)| ∉ [𝑎′, 𝑏′]}. Le
reste de la démonstration est un copié-collé.

4.2.2 Non-contrôlabilité sur les bandes horizontales avec 𝑥
borné

Dans le cas où Ω𝑥 = ]−1, 1[, on n’a toujours pas contrôlabilité.

Théorème 4.18. On supposeΩ = ]−1, 1[ × 𝕋. Soit [𝑎, 𝑏] un intervalle non trivial de
𝕋, soit 𝜔𝑦 = 𝕋 ⧵ [𝑎, 𝑏] et soit 𝑇 > 0. L’équation de Grushin (4.1) n’est pas contrôlable
sur 𝜔 = ]−1, 1[ × 𝜔𝑦 en temps 𝑇 > 0.

Démonstration. On veut montrer que l’inégalité d’observabilité (4.4) est fausse. À
cette fin, on commence par la réinterpréter comme inégalité sur des polynômes.
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𝜔𝑦

𝜁0

𝐷(0, e−𝑇) 𝒟

𝑉

Figure 4.3 – En jaune le domaine 𝒟,
en jaune plus clair, le domaine 𝑉, et en
rouge le disque𝐷(0, e−𝑇). Si l’équation
de Grushin est contrôlable à zéro sur
𝜔 = ]−1, 1[ × 𝜔𝑦 en temps 𝑇, alors
on peut estimer la norme𝐿2(𝐷(0, e−𝑇))
des polynômes par leur norme 𝐿∞(𝑉).
Mais ce n’est pas possible, comme le
montre l’exemple d’une suite de poly-
nômes qui convergent vers (𝜁 − 𝜁0)−1
en dehors de la demi-droite bleue.

Lemme 4.19. Soit 𝑉 un voisinage borné et étoilé en 0 de {|𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦} (voir
Fig. 4.3). Si l’équation de Grushin est contrôlable à zéro, alors il existe 𝐶 > 0 tel que
pour tout polynôme 𝑝 ∈ ℂ[𝑋],

|𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑉). (4.17)

Démonstration. Étape 1 : inégalité d’observabilité. On teste l’inégalité d’observabi-
lité (4.4) sur les solutions de la forme

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)ei𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡,

où on suppose la somme finie. On suppose également, comme dans la section 3.2.4,
que 𝑣𝑛0 est normalisé par 𝑣𝑛0(0) = 1. On voit ainsi que si l’équation de Grushin est
contrôlable à zéro, alors il existe 𝐶 > 0 telle que pour toute suite finie (𝑎𝑛)𝑛>0,

∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2|𝑣𝑛0|2𝐿2e
−2𝜆𝑛0𝑇 ≤ 𝐶∫

[0,𝑇]×𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)ei𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡
|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦. (4.18)

Étape 2 : minoration du membre de gauche. D’après la minoration de 𝑣𝑛0 donnée par
la Proposition 3.47 avec ℎ = 1/𝑛, on a |𝑣𝑛0|2𝐿2 ≥ 𝑐/√𝑛. De plus, d’après la Proposi-
tion 3.38, on a 𝜆𝑛0 = 𝑛 + 𝑜(1). Donc le membre de gauche de l’inégalité d’observabi-
lité (4.18) est minoré de la façon suivante :

∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2|𝑣𝑛0|2𝐿2e
−2𝜆𝑛0𝑇 ≥ 𝑐′ ∑

𝑛>0

|𝑎𝑛|2

√𝑛
e−2𝑛𝑇.

Or, on a déjà vu (Eq. (4.6)) que

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) = 𝜋 ∑

𝑛>0

|𝑎𝑛|2

𝑛 e−2𝑛𝑇.
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Donc le membre de gauche de l’inégalité d’observabilité est minoré par

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝜋𝑐−1 ∑

𝑛>0
|𝑎𝑛|2|𝑣𝑛0|2𝐿2e

−2𝜆𝑛0𝑇. (4.19)

Étape 3 : changement de variables dans le membre de droite. On note 𝜆𝑛0 = 𝑛 + 𝜌𝑛.
Alors, en notant 𝜁(𝑡, 𝑦) = e−𝑡+i𝑦, on a e−𝜆𝑛0𝑡+i𝑦 = 𝜁(𝑡, 𝑦)𝑛|𝜁|𝜌𝑛.

Alors, pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[, on fait le changement de variables 𝜁 = e−𝑡+i𝑦, pour
lequel d𝑡 d𝑦 = |𝜁|−2 d𝜆(𝜁). Si on note𝒟 l’image de ]0, 𝑇[ × 𝜔𝑦, on a

∫
[0,𝑇]×𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)ei𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡
|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦 = ∫

1

−1
∫
𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑣𝑛0(𝑥)𝑎𝑛𝜁𝑛−1|𝜁|𝜌𝑛
|||

2
d(𝜁) d𝑥.

(4.20)
Notons que

𝒟 = {e−𝑇 < |𝜁| < 1, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦}. (4.21)

Étape 4 : majoration du membre droit grâce aux opérateurs 𝐻𝛾. Pour 𝑥 ∈ ]−1, 1[,
𝜂 ∈ 𝒟, et 𝑛 ∈ ℕ∗,

𝛾𝑥,𝜂(𝑛) = 𝑣(𝑛+1)0(𝑥)|𝜂|𝜌𝑛+1.

On veut montrer que la famille (𝛾𝑥,𝜂)−1<𝑥<1,𝜂∈𝒟 est bornée dans un 𝒮𝑟.
On commence par traiter le terme |𝜂|𝜌𝑛+1. On définit 𝛾𝜂,1(𝑛) = |𝜂|𝜌𝑛. D’après le

Corollaire 3.46, il existe une fonction 𝑟1∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ croissante et 𝛾 ∈ 𝒮𝑟1 telle
que pour tout 𝑛 assez grand, 𝜌𝑛 = 𝛾(𝑛)e−𝑛. Alors, pour 𝜂 ∈ 𝒟, on note

̃𝛾𝜂,1(𝑧) = |𝜂|𝛾(𝑧)e−𝑧

lorsque c’est défini (c’est-à-dire lorsque 𝑧 est dans l’un des Δ𝑟1,𝜃, voir Def. 3.6). Avec
cette définition, on a pour 𝑛 assez grand, disons 𝑛 ≥ 𝑛1, 𝛾𝜂,1(𝑛) = ̃𝛾𝜂,1(𝑛). Or ̃𝛾𝜂,1 est
holomorphe. De plus, 𝛾 est à croissance sous-exponentielle, donc 𝑧 ↦ 𝛾(𝑧)e−𝑧 est
bornée sur chaque Δ𝑟1,𝜃. On note 𝐶𝜃 ce supremum :

𝐶𝜃 ≔ sup
𝑧∈Δ𝑟1,𝜃

|𝛾(𝑧)e−𝑧|.

Alors, si 𝜂 = e−𝑡+i𝑦 ∈ 𝒟 et si 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, on a pour 𝑧 ∈ Δ𝑟1,𝜃,

| ̃𝛾𝜂,1(𝑧)| = |e−𝑡𝛾(𝑧)e−𝑧| ≤ e𝑡𝐶𝜃 ≤ e𝑇𝐶𝜃,

où on a utilisé le fait que pour 𝜂 = e−𝑡+i𝑦 ∈ 𝒟, on a 0 < 𝑡 < 𝑇. En particulier, ̃𝛾𝜂,1
est à croissance sous-exponentielle sur chaque Δ𝑟1,𝜃. Donc 𝛾𝜂,1 ∈ 𝒮𝑟1. De plus, la
majoration | ̃𝛾𝜂,1(𝑧)| ≤ e𝑇𝐶𝜃 est uniforme en 𝜂 ∈ 𝒟, donc la famille ( ̃𝛾𝜂,1)𝜂∈𝒟 est une
famille bornée de 𝒮𝑟1. On en déduit que la famille de suites (𝛾𝜂,1)𝜂∈𝒟 est une famille
bornée de 𝒮𝑟1.
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D’après le Corollaire 3.49 avec 𝜖 = 1, il existe une fonction 𝑟2∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+
croissante telle que pour tout 𝑥, la suite (𝑣𝑛0(𝑥))𝑛≥0 soit dans 𝒮𝑟2, et que si on note
𝑣(𝑥) cette suite, la famille (𝑣(𝑥))−1<𝑥<1 est bornée dans 𝒮𝑟2.

Alors, on définit 𝑟 = max(𝑟1, 𝑟2). D’après ce qui précède et d’après le l’inclusion
continue de 𝒮𝑟1 et 𝒮𝑟2 dans 𝒮𝑟 (Cor. 3.16), les familles (𝑣(𝑥))−1<𝑥<1 et (𝛾𝜂,1)𝜂∈𝒟 sont
bornées dans 𝒮𝑟. Comme lamultiplication est continue dans 𝒮𝑟 (Prop. 3.12), la famille
(𝛾′𝑥,𝜂)−1<𝑥<1,𝜂∈𝒟 définie par

𝛾′𝑥,𝜂(𝑛) = 𝑣𝑛0(𝑥)|𝜂|𝜌𝑛

est bornée dans 𝒮𝑟. Remarquons que 𝛾𝑥,𝜂(𝑛) = 𝛾′𝑥,𝜂(𝑛 + 1). Or, le décalage est continu
dans 𝒮𝑟 (Prop. 3.17). Donc la famille (𝛾𝑥,𝜂)−1<𝑥<1,𝜂∈𝒟 est bornée dans 𝒮𝑟.

Rappelons qu’on a supposé que 𝑉 est un voisinage borné et étoilé en 0 de {|𝜁| <
1, arg(𝜁) ∈ 𝜔𝑦}, donc également de𝒟 (voir Fig. 4.3). Donc, d’après le Théorème 3.27,
il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[, pour tout 𝜁 ∈ 𝒟 et pour tout polynôme
𝑝 ∈ ℂ[𝑋],

|𝐻𝛾𝜂,𝑥(𝑝)|𝐿∞(𝒟) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑉).

Dit autrement, pour tout 𝜁, 𝜂 ∈ 𝒟, pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[ et pour toute suite finie
(𝑎𝑛)𝑛,

||| ∑
𝑛>0

𝑣𝑛0(𝑥)𝜁𝑛−1|𝜂|𝜌𝑛
||| ≤

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝑉)

.

On prend 𝜂 = 𝜁 dans cette inégalité, et on l’intègre pour 𝑥 ∈ ]−1, 1[ et 𝜁 ∈ 𝒟 :

∫
1

−1
∫
𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑣𝑛0(𝑥)𝜁𝑛−1|𝜁|𝜌𝑛
|||

2
d𝜆(𝜁) d𝑥 ≤ 2𝜆(𝒟)||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝜁𝑛−1

|||

2

𝐿∞(𝑉)
.

En combinant cette inégalité avec le changement de variables (4.20), on a la majora-
tion du membre de droite de l’inégalité d’observabilité

∫
[0,𝑇]×𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)ei𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡
|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦 ≤ 2𝜆(𝒟)||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝜁𝑛−1

|||

2

𝐿∞(𝑉)
. (4.22)

Étape 5 : conclusion. Laminoration (4.19) et la majoration (4.22) des membres gauche
et droit respectivement de l’inégalité d’observabilité montrent l’inégalité (4.17) an-
noncée. ♦

Revenons maintenant à la démonstration de la non-contrôlabilité de l’équation de
Grushin. Comme le complémentaire de 𝜔𝑦 est d’intérieur non vide, on peut choisir
𝑉 de sorte que 𝐷(0, e−2𝑇) ne soit pas inclus dans 𝑉 (voir Fig. 4.3). Alors, on choisit
𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇) tel que 𝜁0 ∉ 𝑉. Alors, d’après le théorème de Runge, il existe une suite
de polynômes 𝑝𝑘 qui converge vers 𝜁 ↦ (𝜁−𝜁0)−1 sur tout compact deℂ⧵𝜁0[1, +∞[.
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Alors 𝑝𝑘(𝜁) converge vers (𝜁 − 𝜁0)−1 uniformément sur 𝑉. En particulier,
(|𝑝𝑘|𝐿∞(𝑉))𝑘≥0 est bornée. Or, comme 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇), la fonction 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 est
de norme 𝐿2(𝐷(0, e−𝑇)) infinie, et d’après le lemme de Fatou, |𝑝𝑘|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) → +∞
quand 𝑘 → +∞.

Donc la suite (𝑝𝑘) est un contre-exemple à l’inégalité (4.17).

De la même manière que dans le cas Ω𝑥 = ℝ, on peut adapter la démonstration
du Théorème 4.18 pour traiter le cas Ω𝑦 = ]0, 𝜋[ au lieu de 𝕋.

4.3 Contrôle par des domaines non rectangulaires

Jusqu’ici, tous les résultats que nous avons énoncés sur la contrôlabilité de l’équation
de Grushin concernent des domaines rectangulaires. La raison est qu’on exploite le
fait que les fonctions propres sont à variables séparées, ce qui ne permet de traiter que
des domaines tensorisés. Ici, on montre grâce à quelques arguments supplémentaires
des résultats pour des domaines non rectangulaires, avec en particulier le temps
minimal de contrôlabilité pour une large classe de domaines de contrôle.

4.3.1 Cas 𝑥 non borné : non-contrôlabilité sur quelques do-
maines

On a traité dans la section précédente le cas des domaines des bandes horizontales. En
poussant un peu la méthode de démonstration du Théorème 4.12, on peut démontrer
la non-contrôlabilité de l’équation deGrushin sur des domaines un peu plus généraux.

Théorème 4.20. On supposeΩ = ℝ×𝕋. Soit 𝜔 ⊂ Ω ouvert. S’il existe 𝑦0 ∈ 𝕋 et 𝑎 > 0
tels que le segment {(𝑥, 𝑦0) ∈ Ω, |𝑥| ≤ 𝑎} soit disjoint de 𝜔, l’équation de Grushin (4.1)
n’est pas contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇 < 𝑎2/2.

En particulier, si le domaine de contrôle 𝜔 est une « bande horizontale qui se
rétrécit à l’infini », la contrôlabilité à zéro n’est vraie pour aucun 𝑇 > 0.

Corollaire 4.21. On supposeΩ = ℝ × 𝕋. Soit 𝑦0 ∈ 𝕋, soit 𝑓∶ ℝ → /ℝ∗
+ une fonction

continue qui ne s’annule pas, soit 𝑇 > 0 et soit 𝜔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω, |𝑦 − 𝑦0| > 𝑓(𝑥)} (voir
Fig. 4.4). L’équation de Grushin n’est pas contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇.

On ne sait en revanche pas démontrer la non-contrôlabilité spectrale (au sens
du Th. 4.14). Comme dans les théorèmes précédents, on peut remplacer Ω𝑦 = 𝕋 par
Ω𝑦 = ]0, 𝜋[.

Démonstration. Il s’agit d’une certaine manière de combiner les arguments de
concentration de fonctions propres déployés par Beauchard, Cannarsa, Guglielmi [15]
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𝑦0

𝑥

𝑦
𝜔

Figure 4.4 – Un exemple de domaine 𝜔 pour le Corollaire 4.21

𝜔

𝑦02𝑏

−𝑎 𝑎
𝑥

𝑦

Figure 4.5 – Forme du domaine de contrôle 𝜔 (en jaune). Si un segment horizontal est disjoint
de 𝜔, on peut trouver un rectangle autour de ce segment qui soit disjoint de 𝜔 (en bleu). On
peut alors supposer que 𝜔 est en fait le complémentaire du rectangle bleu.

(voir aussi Section 1.3.2) et l’argument de faible diffusion que nous avons utilisé pour
traiter sur les bandes horizontales.

Remarquons pour commencer que comme le segment {(𝑥, 𝑦0), |𝑥| ≤ 𝑎} est disjoint
de 𝜔, alors il existe un rectangle de la forme {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω, |𝑦 − 𝑦0| < 𝑏, |𝑥| < 𝑎} qui est
disjoint de 𝜔. On peut donc supposer que 𝜔 est le complémentaire de ce rectangle
(voir Fig. 4.5).

Comme d’habitude, on réinterprète l’inégalité d’observabilité comme inégalité
sur les polynômes.

Lemme 4.22. Soit 𝑈 = 𝐷(0, e−𝑎2/2) ∪ {|𝜁| < 1, |arg(𝜁) − 𝑦0| > 𝑏} (voir Fig. 4.6). Si
l’équation de Grushin est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇, il existe 𝐶 > 0 tel que
pour tout polynôme 𝑝 ∈ ℂ[𝑋],

|𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑈). (4.23)

Démonstration. On teste à nouveau l’inégalité d’observabilité sur les solutions de la
forme

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e−𝑛𝑥
2/2+i𝑛𝑦−𝑛𝑡.
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𝐷(0, e−𝑇)

𝑈

e−𝑎2/2
𝜁0

Figure 4.6 – En rouge, le disque 𝐷(0, e−𝑇) ; en
jaune le domaine𝑈. Si l’équation de Grushin est
contrôlable sur𝜔 en temps𝑇, alors on peut estimer
la norme 𝐿2(𝐷(0, e−𝑇)) des polynômes par leur
norme 𝐿∞(𝑈). Mais si le disque rouge n’est pas
inclus dans le domaine𝑈, alors c’est faux, comme
le montre une suite de polynômes qui converge
vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 en dehors de la demi-droite
bleue.

Étape 1 : minoration du membre gauche de l’inégalité d’observabilité. On réutilise la
minoration (4.7) du membre de gauche de l’inégalité d’observabilité :

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝐶|𝑔(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω).

Étape 2 : changement de variables dans le membre droit. Pour majorer le membre
droit, comme dans le cas des bandes horizontales, on fait dans le membre droit de
l’inégalité d’observabilité le changement de variables 𝜁𝑥 = e−𝑥2/2+i𝑦−𝑡. Si on note𝒟𝑥
l’image de [0, 𝑇] × 𝜔(𝑥) par ce changement de variables, on a

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = ∫
𝑥∈ℝ
𝜁∈𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛𝑥
|||

2
|𝜁𝑥|−2 d𝜆(𝜁𝑥) d𝑥. (4.24)

Pour décrire 𝒟𝑥, on introduit 𝜔(𝑥) la coupe de 𝜔 selon 𝑥, c.-à-d. 𝜔(𝑥) ≔ {𝑦 ∈
𝕋, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔}. Notons que pour |𝑥| < 𝑎, on a 𝜔(𝑥) = 𝕋 ⧵ [𝑦0 − 𝑏, 𝑦0 + 𝑏], et que pour
|𝑥| > 𝑎, 𝜔(𝑥) = 𝕋 (voir Fig. 4.5). Alors, on a

𝒟𝑥 = {e−𝑡+i𝑦−𝑥2/2, 0 < 𝑡 < 𝑇, 𝑦 ∈ 𝜔(𝑥)}.

Étape 3 : majoration du membre droit. Pour |𝑥| > 𝑎, on a 𝜔(𝑥) = 𝕋 et donc 𝒟𝑥 est
la couronne𝒟𝑥 = e−𝑥2/2𝒞, où 𝒞 = {e−𝑇 < |𝜁| < 1}. Pour |𝑥| < 𝑎, 𝜔(𝑥) n’est qu’une
partie de 𝕋, donc 𝒟𝑥 est une partie de couronne 𝒟𝑥 = e−𝑥2/2𝒟 avec 𝒟 = {e−𝑇 <
|𝜁| < 1, |arg(𝜁) − 𝑦0| > 𝑏} (voir Fig. 4.7).

Notons que 𝑈 est en fait l’union des 𝒟𝑥 et de {0} (comparer les Fig. 4.7 et 4.6).
Donc, d’après l’inégalité (4.24), on a

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = ∫
𝑥∈ℝ
𝜁∈𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1𝑥
|||

2
d𝜆(𝜁𝑥) d𝑥

≤ ∫
𝑥∈ℝ

𝜆(𝒟𝑥)
||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
d𝑥
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𝜔
𝑥

𝑦|𝑥| > 𝑎 |𝑥| < 𝑎

−𝑎 𝑎

𝒟𝑥
𝒟𝑥

Figure 4.7 – En haut : le domaine
𝜔. En bas : le domaine 𝒟𝑥 est défini
comme l’ensemble des nombres com-
plexes 𝜁 de module entre e−𝑇−(1−𝜖)𝑥2/2
et e−(1−𝜖)𝑥2/2, et dont l’argument est tel
que (𝑥, arg(𝑧)) ∈ 𝜔. C’est une cou-
ronne partielle si |𝑥| < 𝑎 et une cou-
ronne complète si |𝑥| > 𝑎′. En effet, si
on considère la coupe 𝜔(𝑥) ≔ {𝑦 ∈
]−𝜋,𝜋[, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔}, alors pour |𝑥| <
𝑎,𝜔(𝑥) n’est pas égal à ]−𝜋,𝜋[ tout en-
tier, mais pour |𝑥| > 𝑎, la coupe 𝜔 est
bien l’intervalle ]−𝜋,𝜋[ tout entier.

≤ ∫
𝑥∈ℝ

𝜋e−𝑥2/2 d𝑥||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
.

Alors, en rassemblant cettemajoration et laminoration dumembre gauche, l’inégalité
d’observabilité implique bien l’inégalité (4.23) annoncée sur les polynômes. ♦

On nie l’inégalité (4.23) sur les polynômes comme d’habitude, avec le théorème
de Runge. Si 𝑇 < 𝑎2/2, 𝑈 ne contient pas 𝐷(0, e−𝑇). On choisit alors 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇)
tel que 𝜁0 ∉ 𝑈. Alors, comme dans le cas du Théorème 4.12, une suite de polynômes
qui converge vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 sur tout compact de ℂ ⧵ 𝜁0[1, +∞[ est un contre
exemple à cette inégalité.

4.3.2 Cas 𝑥borné : tempsminimal de contrôlabilité à zéro pour
quelques domaines

Un résultat positif de contrôlabilité

On s’intéresse maintenant au cas où Ω𝑥 = ]−1, 1[. On montre (pour une fois) un ré-
sultat positif de contrôlabilité, lorsque le domaine de contrôle contient un 𝜖-voisinage
d’un chemin allant de frontière inférieure à la frontière supérieure de Ω.3

Théorème 4.23. Soit Ω = ]−1, 1[ × ]0, 𝜋[. On suppose qu’il existe 𝜖 > 0 et 𝛾 ∈
𝐶0([0, 1], Ω) avec 𝛾(0) ∈ ]−1, 1[ × {0} et 𝛾(1) ∈ ]−1, 1[ × {𝜋} tel que

𝜔0 ≔ {𝑧 ∈ Ω, distance(𝑧, Im(𝛾)) < 𝜖} ⊂ 𝜔, (4.25)
3Cette stratégie nous a été communiquée par Michel Duprez. Voir aussi [38].
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−𝑎
𝑥

𝑦

𝜔0

𝛾

Figure 4.8 – En jaune, un exemple de domaine 𝜔0 pour le Théorème 4.23. Si 𝜔 contient un tel
𝜔0, alors l’équation de Grushin est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 > 𝑎2/2.

(voir Fig. 4.8). Soit
𝑎 ≔ max

𝑠∈[0,1]
(|abscisse(𝛾(𝑠))|). (4.26)

Alors l’équation de Grushin (4.1) est contrôlable à zéro sur 𝜔 en tout temps 𝑇 > 𝑎2/2.

Remarque 4.24. On peut remplacer dans le Théorème Ω𝑦 = ]0, 𝜋[ par Ω𝑦 = 𝕋, en
demandant alors à 𝛾 d’être continue de 𝕋 dansΩ, et que pr𝑦(𝛾) = 𝕋 (le chemin 𝛾 doit
« faire le tour du tore »).

De plus, ce Théorème peut être adapté pour les équations de Grushin généralisées
sur Ω = ]−𝐿−, 𝐿+[ × ]0, 𝜋[ :

{
(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑞(𝑥)2𝜕2𝑦)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω,
𝑓(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑓0(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

(4.27)

où 𝑞 ∈ 𝐶3(𝐿−, 𝐿+) est telle que 𝑞(0) = 0 et inf]𝐿−,𝐿+[ 𝜕𝑥𝑞 > 0. Alors, sous les
hypothèses du Théorème 4.23, l’équation (4.27) est contrôlable à zéro en temps
𝑇 > 𝑞(0)−1 ∫𝑎

0 𝑞(𝑠) d𝑠. En effet, la démonstration du Théorème 4.23 est basée sur les
résultats correspondant pour les bandes verticales [16, Th. 1.4], qui sont énoncés et
démontrés dans le cadre de l’équation (4.27).

La stratégie de démonstration du Théorème 4.23 est d’exploiter des résultats
préexistants pour le contrôle de l’équation de Grushin sur les bandes verticales, et de
conclure avec un argument de troncature.

Démonstration du Théorème 4.23. L’inégalité d’observabilité de Beauchard, Dardé
et Ervedoza [16, Th. 1.4] peut s’interpréter comme un résultat de contrôlabilité de
l’équation de Grushin avec contrôle frontière, dont on déduit par un argument de
troncature le résultat de contrôlabilité suivant [38, Appendix A].

Proposition 4.25. Si 𝜔 = ]𝑎, 1[ × ]0, 𝜋[, alors pour tout 𝑇 > 𝑎2/2, l’équation de
Grushin (4.1) est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇.
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−𝑎 𝑎
𝑥

𝑦

𝜔0

𝛾

𝜔gauche
𝜔droite

Figure 4.9 – Définition de 𝜔gauche (rouge) et de 𝜔droite (bleu).

Soit 𝜔0 et 𝑎 comme dans l’énoncé du Théorème 4.23 (Eq. (4.25) et (4.26)). Soit
𝑇 > 𝑎2/2. On définit

{ 𝜔gauche ∶= (−1,−𝑎) × (0, 𝜋),
𝜔droite ∶= (𝑎, 1) × (0, 𝜋).

Cette construction est illustrée Fig. 4.9. Considérons les deux problèmes de contrôle

{
(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑓gauche(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 1𝜔gauche𝑢gauche(𝑡, 𝑥, 𝑦) 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ Ω
𝑓gauche(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω
𝑓gauche(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑓0(𝑥, 𝑦), 𝑓gauche(𝑇, 𝑥, 𝑦) = 0 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

(4.28)
et

{
(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑓droite(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 1𝜔droite𝑢droite(𝑡, 𝑥, 𝑦) 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ Ω
𝑓droite(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω
𝑓droite(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑓0(𝑥, 𝑦), 𝑓droite(𝑇, 𝑥, 𝑦) = 0 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω.

(4.29)
Comme 𝑇 > 𝑎2/2, d’après le Théorème 4.25, les problème de contrôles (4.28) et (4.29)
ont des solutions. On recolle ces deux solutions 𝑓gauche et 𝑓droite avec une fonction de
troncature appropriée, donnée par le Lemme 4.26 suivant :

Lemme 4.26. Il existe une fonction 𝜃 ∈ 𝐶∞(Ω) telle que

{
𝜃(𝑧) = 0 pour tout 𝑧 ∈ 𝜔gauche ⧵ 𝜔0,
𝜃(𝑧) = 1 pour tout 𝑧 ∈ 𝜔droite ⧵ 𝜔0,
support(∇𝜃) ⊂ 𝜔0.

On peut se convaincre qu’une telle troncature existe en regardant la Figure 4.9 ;
mais démontrons-le rigoureusement.

Démonstration. Soit ̃𝛾 ∈ 𝐶0(ℝ;ℝ2) le chemin 𝛾 étendu verticalement en haut et en
bas. C.-a-d. que si on note 𝛾(0) = (𝑥0, 0) et 𝛾(1) = (𝑥1, 𝜋), on définit

̃𝛾(𝑠) = {
𝛾(𝑠) pour 𝑠 ∈ [0, 1],
(𝑥0, 𝑠) pour 𝑠 < 0,
(𝑥1, 𝜋 + 𝑠 − 1) for all 𝑠 > 1.
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Soit �̃�droite la composante connexe de ℝ2 ⧵ ̃𝛾(ℝ) qui contient (2, 0) (par exemple),
c.-à-d. le domaine « à droite de ̃𝛾 ». Soit alors ̃𝜃 ≔ 1�̃�droite la fonction indicatrice de
�̃�droite. Enfin, choisissant une fonction 𝜌𝜖 ∈ 𝐶∞

𝑐 𝜌𝜖 qui est supportée dans 𝐵(0, 𝜖/2),
on définit 𝜃 ≔ 𝜌𝜖 ∗ ̃𝜃.

Comme ̃𝜃 est localement constante en dehors de ̃𝛾(ℝ), 𝜃 est localement constante
en dehors de chaque 𝑧 ∈ ℝ2 tel que distance(𝑧, ̃𝛾(ℝ)) > 𝜖/2. Avec la définition de 𝜔0
(Eq. (4.25)), cela démontre que support(∇𝜃)∩Ω ⊂ 𝜔0. Par définition de 𝑎 (Eq. (4.26)),
si 𝑧 = (𝑥, 𝑦) est dans 𝜔droite ⧵ 𝜔0, c.-à-d. si 𝑎 < 𝑥 < 1mais 𝑧 n’est pas dans 𝜔0, alors
le segment ouvert {(𝑥′, 𝑦), 𝑥 < 𝑥′ < 1} est en dehors de 𝜔0. Ainsi, on peut voir que
𝑧 est dans la composante connexe de (2, 0), c.-à-d. que 𝑧 ∈ �̃�droite et comme il n’est
pas dans 𝜔0, distance(𝑧, ̃𝛾(ℝ)) > 𝜖, et donc 𝜃(𝑧) = 1. De même manière, si 𝑧 est dans
𝜔gauche ⧵ 𝜔0, alors 𝑧 est dans la composante connexe de (−2, 0), qui n’est pas dans la
même composante connexe que (2, 0), et donc 𝜃(𝑧) = 0. ♦

On définit alors
𝑓 ≔ 𝜃𝑓gauche + (1 − 𝜃)𝑓droite.

On remarque que 𝑓 est solution de

{
(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑥2𝜕2𝑦)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇], (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω,
𝑓(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑓0(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

où

𝑢 ≔ 𝜃1𝜔gauche𝑢gauche + (1 − 𝜃)1𝜔droite𝑢droite + (𝑓droite − 𝑓gauche)(𝜕2𝑥 + 𝑥2𝜕2𝑦)𝜃

+ 2𝜕𝑥(𝑓droite − 𝑓gauche)𝜕𝑥𝜃 + 2𝑥2𝜕𝑦(𝑓droite − 𝑓gauche)𝜕𝑦𝜃.

Les propriétés de 𝜃 du Lemme 4.26, impliquent que 𝑢 est à support dans 𝜔0 ⊂ 𝜔.
Comme 𝑓gauche(𝑇) = 𝑓droite(𝑇) = 0, on a 𝑓(𝑇) = 0. De plus, comme 𝑓gauche, 𝑓droite ∈
𝐿2([0, 𝑇]; 𝑉) (voir Prop. 4.3), on en déduit que 𝑢 ∈ 𝐿2((0, 𝑇) × Ω).

Un résultat de non-contrôlabilité

Comme dans le casΩ𝑥 = ℝ, on montre que si un segment horizontal centré en 𝑥 = 0
ne touche pas 𝜔, alors l’équation de Grushin n’est pas contrôlable à zéro en temps
petit.

Théorème 4.27. On suppose Ω = ]−1, 1[ × ]0, 𝜋[. S’il existe 𝑦0 ∈ ]0, 𝜋[ et 𝑎 > 0 tel
que le segment {(𝑥, 𝑦0), |𝑥| ≤ 𝑎} soit disjoint de 𝜔 (voir Fig. 4.10), alors l’équation de
Grushin (4.1) n’est pas contrôlable à zéro en temps 𝑇 < 𝑎2/2.

À nouveau, ce Théorème peut s’adapter au cas Ω𝑦 = 𝕋.
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𝜔

𝑦02𝑏

−𝑎 𝑎
𝑥

𝑦

Figure 4.10 – En jaune, le domaine 𝜔. Si on a un segment horizontal qui ne touche pas 𝜔, on
peut trouver un rectangle autour de ce segment qui est disjoint de 𝜔 (en bleu).

Démonstration. On commence par remarquer que d’après l’hypothèse selon laquelle
{(𝑥, 𝑦0), −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎} est disjoint de 𝜔, il existe un rectangle de la forme {−𝑎 < 𝑥 <
𝑎, |𝑦 − 𝑦0| < 𝑏} qui n’intersecte pas 𝜔 (voir Fig. 4.10). Ainsi, on suppose dans le reste
de cette démonstration que 𝜔 est le complémentaire de ce rectangle, c.-à-d.

𝜔 = Ω ⧵ {−𝑎 < 𝑥 < 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| < 𝑏}.

Comme dans le cas Ω𝑥 = ℝ, on teste l’inégalité d’observabilité (4.4) sur les
solutions 𝑓 de la forme

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)e−𝜆𝑛0𝑡 sin(𝑛𝑦).

Pour ne pas s’embarrasser de questions de sommabilités, on suppose les sommes
finies. L’inégalité d’observabilité (4.4) appliquée à ces solutions s’écrit

𝜋
2 ∑
𝑛>0

|𝑎𝑛|2|𝑣𝑛0|2𝐿2e
−2𝜆𝑛0𝑇 ≤ 𝐶∫

[0,𝑇]×𝜔

|
|
|
∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)e−𝜆𝑛0𝑡 sin(𝑛𝑦)
|
|
|

2

d𝑡 d𝑥 d𝑦.

(4.30)

Comme pour les précédents 𝑛 − 1 théorèmes, on commence par réinterpréter
cette inégalité d’observabilité comme inégalité sur les polynômes. Soit 𝜖 ∈ (0, 1/2) un
réel suffisamment petit qu’on choisira plus tard (il ne dépendra que de 𝑇 et 𝑎). Alors,
on a le Lemme 4.28 :

Lemme 4.28. Soit 𝑈 = {|𝑧| < 1, ||arg(𝑧)| − 𝑦0| > 𝑏/2} ∪ 𝐷(0, e−(1−2𝜖)𝑎2/2) (voir
Fig. 4.11). L’inégalité (4.30) implique qu’il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout polynômes
𝑝(𝜁) = ∑𝑛 𝑎𝑛𝜁

𝑛,
|𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−𝑇)) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑈). (4.31)
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𝑈
𝑦0

𝑒−(1−2𝜖)𝑎2/2

Figure 4.11 – Le domaine𝑈 en fonction de
𝑦0, pour le Lemme 4.28.

Démonstration. Étape 1 : minoration du membre de gauche. Pour le membre de
gauche de l’inégalité d’observabilité (4.30), on réutilise la minoration (4.19) du
membre gauche :

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝜋𝑐−1 ∑

𝑛>0
|𝑎𝑛|2|𝑣𝑛0|2𝐿2e

−2𝜆𝑛0𝑇.

Ainsi, l’inégalité d’observabilité implique que pour une autre constante 𝐶 :

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝐶|𝑓|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔). (4.32)

Étape 2a : majoration du membre droit ; bidouilles pour remplacer sin par exp. Pour
majorer le membre droit, on commence par écrire sin(𝑛𝑦) = (ei𝑛𝑦 − e−i𝑛𝑦)/2i. Alors,
le membre de droit de l’inégalité d’observabilité (4.30) vérifie

|𝑓|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔)

≤ 1
2 ∫[0,𝑇]×𝜔

(|||∑
𝑛
𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)ei𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡

|||

2
+ |||∑

𝑛
𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)e−i𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡

|||

2
) d𝑡 d𝑥 d𝑦.

Alors, en notant �̃� = 𝜔 ∪ {(𝑥, −𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔} (voir Fig. 4.12), on réécrit l’inégalité
précédente comme

|𝑓|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤
1
2 ∫[0,𝑇]×�̃�

|||∑
𝑛
𝑎𝑛𝑣𝑛0(𝑥)ei𝑛𝑦−𝜆𝑛0𝑡

|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦.

Étape 2b : majoration dumembre droit ; changement de variables.Alors, on écrit 𝜆𝑛0 =
𝑛 + 𝜌𝑛0 et 𝑣𝑛0(𝑥) = e−(1−𝜖)𝑛𝑥2/2𝑤𝑛(𝑥), de sorte qu’avec 𝜁𝑥(𝑡, 𝑦) = e−𝑡+i𝑦−(1−𝜖)𝑥2/2,
l’inégalité précédente implique :

|𝑓|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤
1
2 ∫[0,𝑇]×�̃�

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑥(𝑡, 𝑦)𝑛
|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦. (4.33)
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𝜔
𝑥

𝑦|𝑥| > 𝑎′ |𝑥| < 𝑎′

−𝑎′ 𝑎′

𝒟𝑥
𝒟𝑥

Figure 4.12 – En haut : le domaine �̃�
est l’union de 𝜔 et de son symétrique
par rapport à l’axe 𝑥 = 0. En bas : le do-
maine𝒟𝑥 est défini comme l’ensemble
des nombres complexes 𝜁 de module
entre e−𝑇−(1−𝜖)𝑥2/2 et e−(1−𝜖)𝑥2/2, et dont
l’argument est tel que (𝑥, arg(𝑧)) ∈ �̃�.
C’est une couronne partielle si |𝑥| < 𝑎 et
une couronne complète si |𝑥| > 𝑎′. En
effet, si on considère la coupe �̃�(𝑥) ≔
{𝑦 ∈ ]−𝜋,𝜋[, (𝑥, 𝑦) ∈ �̃�}, alors pour
|𝑥| < 𝑎, �̃�(𝑥) n’est pas égal à ]−𝜋,𝜋[
tout entier, mais pour |𝑥| > 𝑎, la coupe
�̃� est bien l’intervalle ]−𝜋,𝜋[ tout en-
tier.

Pour chaque 𝑥 ∈ ]−1, 1[, on fait le changement de variables 𝜁𝑥 = e−𝑡+i𝑦−(1−𝜖)𝑥2/2,
pour lequel d𝑡 d𝑦 = |𝜁𝑥|−2 d𝜆(𝜁𝑥). Pour chaque 𝑥, on note𝒟𝑥 l’image par ce change-
ment de variables de l’ensemble sur lequel on intègre (voir Fig. 4.12), c.-à-d.

𝒟𝑥 = {e−(1−𝜖)𝑥2/2e−𝑡+i𝑦, 0 < 𝑡 < 𝑇, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔}.

On trouve ainsi

∫
[0,𝑇]×�̃�

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑥(𝑡, 𝑦)𝑛
|||

2
d𝑡 d𝑥 d𝑦

= ∫
1

−1
∫
𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) d𝑥,

où on a gardé la notation e−𝜌𝑛𝑡 par simplicité, au lieu de l’exprimer comme fonction de
𝜁 et 𝑥 (on a e−𝜌𝑛𝑡 = |e(1−𝜖)𝑥2/2𝜁|𝜌𝑛). Avec ce changement de variables, l’inégalité (4.33)
devient

|𝑓|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤
1
2 ∫

1

−1
∫
𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) d𝑥. (4.34)

Étape 2c : majoration du membre droit ; construction de symboles. On veut majorer
le membre droit de (4.34) par |∑𝑛>0 𝑎𝑛𝜁

𝑛−1|2𝐿∞(𝑈) en utilisant les théorèmes sur les
opérateurs 𝐻𝛾 (voir Sec. 3.1.4). Pour ceci, on commence par définir des symboles.
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𝑈

e−(1−𝜖)𝑎2/2

𝐾 = ⋃1
𝑥=−1𝒟𝑥

Figure 4.13 – Le domaine 𝐾, en
jaune, est (l’adhérence de) l’union
des domaines 𝒟𝑥 décrits dans la
Figure 4.12. Pour le domaine𝐾 le
rayon de l’arc de cercle intérieur
est le plus grand rayon des𝒟𝑥 qui
sont des couronne complètes, c.-
à-d. e−(1−𝜖)𝑎2/2. Pour comparaison,
on montre 𝑈 sur la même figure
(en jaune clair). Remarquons que
𝑈 a été défini de manière à être un
voisinage de𝐾 qui est étoilé en 0.

Ceci ce fait de mêmemanière que dans le cas des bandes horizontales, en remplaçant
𝑣𝑛0(𝑥) par 𝑤𝑛(𝑥).

Pour 𝑥 ∈ ]−1, 1[, 0 < 𝜏 < 𝑇, et 𝑛 ∈ ℕ∗,

𝛾𝑥,𝜏(𝑛) = 𝑤𝑛+1(𝑥)e−𝜏𝜌𝑛+1.

On veut montrer que (𝛾𝑥,𝜏)−1<𝑥<1,0<𝜏<𝑇 est bornée dans un 𝒮𝑟.
On commence par le terme 𝛾𝜏,1(𝑛) ≔ e−𝜏𝜌𝑛. D’après le Théorème 3.39, il existe

une fonction 𝑟1∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ croissante et 𝛾 ∈ 𝒮𝑟1 telle que pour tout 𝑛 assez
grand, 𝜌𝑛 = 𝛾(𝑛)e−𝑛. Alors, pour 0 < 𝜏 < 𝑇, on note

̃𝛾𝜏,1(𝑧) = e−𝜏𝛾(𝑧)e−𝑧

lorsque c’est défini (c’est-à-dire lorsque 𝑧 est dans l’un des Δ𝑟1,𝜃, voir Def. 3.6). Avec
cette définition, on a pour 𝑛 assez grand, disons 𝑛 ≥ 𝑛1, 𝛾𝜏,1(𝑛) = ̃𝛾𝜏,1(𝑛). Or ̃𝛾𝜏,1 est
holomorphe. De plus, 𝛾 est à croissance sous-exponentielle, donc 𝑧 ↦ 𝛾(𝑧)e−𝑧 est
bornée sur chaque Δ𝑟1,𝜃. On note 𝐶𝜃 ce supremum :

𝐶𝜃 ≔ sup
𝑧∈Δ𝑟1,𝜃

|𝛾(𝑧)e−𝑧|.

Alors, si 0 < 𝜏 < 𝑇 et si 𝜃 ∈ ]0, 𝜋/2[, on a pour 𝑧 ∈ Δ𝑟1,𝜃,

| ̃𝛾𝜏,1(𝑧)| = |e−𝜏𝛾(𝑧)e−𝑧| ≤ e𝜏𝐶𝜃 ≤ e𝑇𝐶𝜃,

En particulier, ̃𝛾𝜏,1 est à croissance sous-exponentielle sur chaque Δ𝑟1,𝜃. Donc 𝛾𝜏,1 ∈
𝒮𝑟1. De plus, la majoration | ̃𝛾𝜏,1(𝑧)| ≤ e𝑇𝐶𝜃 est uniforme en 0 < 𝜏 < 𝑇, donc la
famille ( ̃𝛾𝜏,1)0<𝜏<𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑟1. On en déduit que la famille de suites
(𝛾𝜏,1)0<𝜏<𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑟1
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D’après le Corollaire 3.49, il existe une fonction croissante 𝑟2∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+ tel
que pour tout 𝑥, la suite (𝑤𝑛(𝑥))𝑛≥0 soit dans 𝒮𝑟2, et que si on note 𝑤(𝑥) cette suite,
la famille (𝑤(𝑥))−1<𝑥<1 est bornée dans 𝒮𝑟2.

Alors, on définit 𝑟 = max(𝑟1, 𝑟2). D’après ce qui précède et d’après le l’inclusion
continue de 𝒮𝑟1 et 𝒮𝑟2 dans 𝒮𝑟 (Cor. 3.16), les familles (𝑤(𝑥))−1<𝑥<1 et (𝛾𝜏,1)0<𝜏<𝑇 sont
bornées dans 𝒮𝑟. Comme lamultiplication est continue dans 𝒮𝑟 (Prop. 3.12), la famille
(𝛾′𝑥,𝜏)−1<𝑥<1,0<𝜏<𝑇 définie par

𝛾′𝑥,𝜏(𝑛) = 𝑤𝑛(𝑥)e−𝜏𝜌𝑛

est bornée dans 𝒮𝑟. Remarquons que 𝛾𝑥,𝜏(𝑛) = 𝛾′𝑥,𝜏(𝑛 + 1). Or, le décalage est continu
dans 𝒮𝑟 (Prop. 3.17). Donc la famille (𝛾𝑥,𝜏)−1<𝑥<1,0<𝜏<𝑇 est bornée dans 𝒮𝑟.

Étape 2d : majoration du membre droit grâce aux opérateurs 𝐻𝛾. D’après le Théo-
rème 3.27, si 𝐾 est un compact de ℂ et si 𝑉 est un voisinage borné étoilé en 0 de 𝐾,
alors il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑥 ∈ ]−1, 1[, pour tout 𝜏 ∈ ]0, 𝑇[ et pour toute
suite finie (𝑎𝑛),

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝜏𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝐾)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝑉)

. (4.35)

Étape 2e : majoration de membre droit ; conclusion. Dans cette inégalité, on choisit

𝐾 = ⋃1
𝑥=−1𝒟𝑥 et 𝑉 = 𝑈, où 𝑈 a été définit dans l’énoncé du Lemme 4.28 (voir

Fig. 4.13). Remarquons que par définition de 𝒟𝑥, 𝐾 est l’union du la couronne
{e−𝑇−(1−𝜖)/2 ≤ |𝜁| ≤ e−(1−𝜖)𝑎2/2} et de la couronne partielle {e−𝑇−(1−𝜖)𝑎2/2 ≤ |𝜁| ≤
1, ||arg(𝜁)| − 𝑦0| ≥ 𝑏}. Donc 𝑈 est un voisinage de 𝐾 qui est étoilé en 0, donc on peut
appliquer l’estimée (4.35).

Si on prend de plus 𝜏 = 𝑡 dans l’inégalité (4.35) (rappelons que 𝑡 est une fonction
de 𝑧 et 𝑥) :

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝐾)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||
𝐿∞(𝑈)

.

Comme 𝐾 contient tous les𝒟𝑥, on a 𝑥 ∈ (−1, 1) :

∫
𝒟𝑥

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝜆(𝐾)||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑥)e−𝜌𝑛𝑡𝜁𝑛−1

|||

2

𝐿∞(𝐾)

≤ 𝜋𝐶2||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
. (4.36)

Alors, on utilise cette inégalité (4.36) dans l’estimée (4.34) pour trouver, avec une
certaine constante 𝐶 > 0 :

|𝑓|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝐶||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿∞(𝑈)
.
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𝑈

𝐷(0, e−𝑇)

𝜁0

Figure 4.14 – Si le disque 𝐷(0, e−𝑇) (en rouge)
n’est pas inclus dans𝑈, on peut trouver des fonc-
tions holomorphes petites dans𝑈mais arbitraire-
ment grandes dans𝐷(0, e−𝑇) (par exemple, une
suite de polynômes qui convergent vers 𝜁 ↦ (𝜁 −
𝜁0)−1 hors de la demi-droite bleue).

Étape 3 : conclusion. Si on combine cette dernière inégalité avec la minoration du
membre (4.32) du membre gauche, on trouve qu’avec une certaine constante 𝐶 > 0 :

∫
𝐷(0,e−𝑇)

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2
d𝜆(𝜁) ≤ 𝐶||| ∑

𝑛>0
𝑎𝑛𝜁𝑛−1

|||

2

𝐿∞(𝑈)
,

qui est à un changement d’indice de sommation 𝑛′ = 𝑛−1 l’inégalité (4.31) annoncée.
♦

Supposons 𝑇 < (1 − 2𝜖)𝑎2/2. On veut nier l’inégalité (4.31) du Lemme 4.28. On
le fait comme d’habitude, grâce au théorème de Runge (Th. 1.12). Comme 𝑇 <
(1 − 2𝜖)𝑎2/2, le domaine 𝑈 ne contient pas le disque 𝐷(0, e−𝑇) (voir Fig. 4.14). On
choisit alors 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−𝑇) tel que 𝜁0 ∉ 𝑈. Alors, une suite de polynômes qui
converge vers 𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 sur tout compact de ℂ ⧵ 𝜁0[1, +∞[ est un contre-
exemple à l’inégalité (4.31).

Donc l’équation de Grushin n’est pas contrôlable en temps 𝑇 < (1 − 𝜖)𝑎2/2. Mais
𝜖 > 0 peut être choisi arbitrairement petit, donc l’équation de Grushin n’est pas
contrôlable en temps 𝑇 < 𝑎2/2.

Temps minimal pour quelques domaines

Le Théorème 4.23 permet dans certains cas de majorer le temps minimal de contrô-
labilité, tandis que le Théorème 4.27 permet de le minorer. Si la majoration et la
minoration coïncident, on a trouvé le temps minimal de contrôlabilité. Cela arrive
pour un certain nombre de domaines.

Théorème 4.29. SoitΩ = ]−1, 1[× ]0, 𝜋[. Soit 𝛾1, 𝛾2∶ [0, 𝜋] → [−1, 1] deux fonctions
continues et 𝜔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ]−1, 1[ × 𝕋, 𝛾1(𝑦) < 𝑥 < 𝛾2(𝑥)} (voir Fig. 4.15). Soit4
𝑎 = max(sup(𝛾−2 ), sup(𝛾+1 )). Alors :

4Si 𝑓 est une fonction numérique, on note 𝑓+ = max(𝑓, 0) et 𝑓− = max(−𝑓, 0).
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−𝑎
𝑥

𝑦

𝑦0

𝜔𝛾1
𝛾2

𝛾

Figure 4.15 – En jaune, le domaine de contrôle𝜔. À𝑦 = 𝑦0, la fonctionmax(𝛾−2 , 𝛾+1 ) atteint son
maximum 𝑎. Alors l’intervalle ouvert {(𝑥, 𝑦0),−𝑎 < 𝑥 < 𝑎} est disjoint de 𝜔. Donc, l’équation
de Grushin n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 < 𝑎2/2. Également, si on prend un
chemin 𝛾 (ici en bleu) du bord inférieur vers le bord supérieur qui reste dans𝜔 et qui est proche
de la frontière autour de 𝑦 = 𝑦0, alors on peut appliquer le Théorème 4.23, et donc l’équation
de Grushin est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 > 𝑎2/2.

1. si 𝑇 > 𝑎2/2, l’équation de Grushin (4.1) est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 ;

2. si 𝑇 < 𝑎2/2, l’équation de Grushin (4.1) n’est pas contrôlable à zéro sur𝜔 en temps
𝑇.

Ce théorème reste vrai siΩ = ]−1, 1[ × 𝕋, où on demande 𝛾1 et 𝛾2 d’être continues
de 𝕋 dans [−1, 1] (toujours avec 𝛾1 < 𝛾2).

Démonstration. En regardant la Figure 4.15, on peut se convaincre que les Théo-
rèmes 4.23 et 4.27 donnerons bien 𝑎2/2 comme temps minimal de contrôlabilité à
zéro, mais démontrons-le proprement.
Étape 1 : minoration du temps minimal. Pour cette étape, on a seulement besoin de
traiter le cas 𝑎 > 0. Par définition de 𝑎, pour tout 𝜖 > 0, il existe 𝑦𝜖 ∈ (0, 𝜋) tel que
𝛾2(𝑦𝜖) < −𝑎+ 𝜖 ou 𝛾1(𝑦𝜖) > 𝑎 − 𝜖. Or 𝛾1 < 𝛾2, donc le segment {(𝑥, 𝑦𝜖), |𝑥| ≤ 𝑎 − 𝜖} est
disjoint de 𝜔, donc, d’après le Théorème 4.27, l’équation de Grushin (4.1) n’est pas
contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 < (𝑎 − 𝜖)2/2. Ceci est vrai pour tout 𝜖 > 0.
Étape 2 : majoration du temps minimal. Soit 𝜖 > 0 suffisamment petit pour que
𝛾2−𝛾1 > 𝜖. Soit ̃𝛾1 = max(𝛾1, −𝑎−𝜖) et ̃𝛾2 = min(𝛾2, 𝑎+𝜖). En exploitant les inégalités
𝛾2 − 𝛾1 > 𝜖, 𝛾2 ≥ −𝑎, 𝛾1 ≤ 𝑎 et en distinguant chaque cas, on trouve immédiatement
̃𝛾2 − ̃𝛾1 ≥ 𝜖. Alors on définit le chemin

𝛾∶ 𝑠 ∈ [0, 𝜋] ↦ (
̃𝛾1(𝑠) + ̃𝛾2(𝑠)

2 , 𝑠) .

Ce chemin va de la frontière inférieure vers la frontière supérieure, et vérifie
|abscisse(𝛾)| ≤ 𝑎 + 𝜖 et 𝛾1 + 𝜖/2 ≤ abscisse(𝛾) ≤ 𝛾2 − 𝜖/2. Donc, pour 𝜂 > 0 assez
petit, on a

𝜔0 ≔ {𝑧 ∈ Ω, distance(𝑧, Im(𝛾)) < 𝜂} ⊂ 𝜔.
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Alors, d’après le Théorème 4.23, l’équation de Grushin (4.1) est contrôlable en temps
𝑇 > (𝑎 + 𝜖)2/2. Ceci est vrai pour tout 𝜖 > 0.



5 | Contrôlabilité de l’équation de
Kolmogorov

ON traite maintenant le cas des équations de type Kolmogorov. Comme pour
l’équation de Grushin, si on considère les équations de type Kolmogorov posées

pour 𝑥 ∈ ℝ, des expressions explicites des fonctions propres permettent de plonger
des équations de la chaleur fractionnaire tournée, sous-critique cette fois-ci, dans
les équations de type Kolmogorov. On adapte alors la démonstration de la non-
contrôlabilité des équations de la chaleur fractionnaire sous-critique. Le cas où 𝑥
est borné en est une perturbation, plus simple conceptuellement à traiter que les
perturbations de l’équation de Grushin, quoiqu’un peu plus calculatoire.

5.1 Généralités

5.1.1 Définition

On s’intéresse à l’équation de type Kolmogorov suivante, où 𝛾 ∈ ℕ :

{ (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 − 𝑣𝛾𝜕𝑥)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑣) 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑣) ∈ Ω
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 0 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑣) ∈ 𝜕Ω. (5.1)

On étudiera le cas où Ω = Ω𝑥 × Ω𝑣 avec Ω𝑥 = ℝ, ou 𝕋 et Ω𝑣 = ℝ ou ]−1, 1[ si 𝛾 = 2,
et Ω𝑣 = ]0, +∞[ dans le cas 𝛾 = 1.

5.1.2 Caractère bien posé

Étant donné que nous travaillerons uniquement du point de vue de l’observabilité
et que les seules solutions que nous considérerons seront des solutions fortes, nous
ne donnons que les idées principales de la démonstration du caractère bien posé de
l’équation de Kolmogorov.

On peut montrer que l’équation de Kolmogorov (5.1) est bien posée en prenant
la transformée de Fourier (ou série de Fourier) en 𝑥. En effet, dans le cas Ω𝑥 = ℝ,
si 𝑓 est solution de l’équation de Kolmogorov (5.1) sans terme source (𝑢 = 0), on a
formellement

(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 − i𝜉𝑣𝛾)ℱ𝑥𝑓(𝑡, 𝜉, 𝑣) = 0. (5.2)

Si Ω𝑥 = 𝕋, il faut remplacer la transformée de Fourier par les coefficients de Fourier.
Pour chaque 𝜉 ∈ ℝ, cette équation est bien posée (siΩ𝑣 = ]−1, 1[, c’est une équation

127



128 5.1. GÉNÉRALITÉS

parabolique avec coefficients 𝐶∞ bornés, et voir [47, Sec. 14.4 et 14.5.2] pour les cas
𝛾 = 2, Ω𝑣 = ℝ et 𝛾 = 1, Ω𝑣 = ]0, +∞[ respectivement, avec la définition précise des
opérateurs et de leur domaine, et la démonstration qu’ils sont maximauxmonotones).

On démontre des estimées de dissipation pour les équations (5.2) (voir [13,
Prop. 10 et Prop. 17] pour le casΩ𝑥 = 𝕋,Ω𝑣 = ℝ). On définit alors le semi-groupe en
prenant la transformée de Fourier inverse (ou série de Fourier) des solutions de (5.2).

Finissons par donner l’inégalité d’observabilité associée au problème de contrôla-
bilité de l’équation de Kolmogorov.

Proposition 5.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout 𝑓0 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × Ω), il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔) tel que la solution 𝑓 de
l’équation de type Kolmogorov (5.1) vérifie 𝑓(𝑇, ⋅, ⋅) = 0 surΩ.

2. Il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(Ω), la solution 𝑔 de l’équation adjointe

{ (𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 + 𝑣𝛾𝜕𝑥)𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 0 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑣) ∈ Ω
𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 0 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, (𝑥, 𝑣) ∈ 𝜕Ω, (5.3)

vérifie l’inégalité d’observabilité suivante :

|𝑔(𝑇, ⋅, ⋅)|𝐿2(Ω) ≤ 𝐶|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔). (5.4)

5.1.3 Composantes de Fourier

Soit 𝑔 une solution de l’équation adjointe (5.3). Soit 𝑔𝜉(𝑡, 𝑣) la transformée de Fourier
de 𝑔 selon la variable 𝑥 (ou le 𝜉-ième coefficient de Fourier si Ω𝑥 = 𝕋). Alors, on a
formellement

(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑣 + i𝜉𝑣𝛾)𝑔𝜉(𝑡, 𝑣) = 0.

Dans le cas 𝛾 = 2, l’opérateur −𝜕2𝑣 + i𝜉𝑣2 est l’oscillateur harmonique étudié à la
section 3.2 (à un facteur i𝜉 près et avec ℎ = (i𝜉)−1/2). Plus précisément, si Ω𝑥 = ℝ,
la première fonction propre de cet opérateur est 𝑢𝜉(𝑣) = e−√i𝜉𝑣2/2 de valeur propre
𝜇𝜉 = √i𝜉. Et si Ω𝑥 = ]−1, 1[, la première fonction propre est, avec les notations
de la section 3.2.4, 𝑢𝜉 = 𝑣(i𝜉)−1/2, de valeur propre 𝜇𝜉 = i𝜉𝜆(i𝜉)−1/2. En particulier, si
𝑎 ∈ 𝐶∞

𝑐 (ℝ+), alors la fonction 𝑔 définie par

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
ℝ
𝑎(𝜉)ei𝑥𝜉−𝑡𝜇𝜉𝑢𝜉(𝑣) d𝜉 (5.5)

est solution de l’équation de Kolmogorov surΩ = ℝ×Ω𝑣 (siΩ = 𝕋×Ω𝑣, on remplace
l’intégrale par une somme pour 𝜉 ∈ ℤ).
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Dans le cas 𝛾 = 1, l’opérateur −𝜕2𝑣 + i𝜉𝑣 est l’opérateur d’Airy dont on a discuté à
la Section 3.3, avec 𝑧 = i𝜉. Soit −𝜇0 le premier zéro de la fonction d’Airy. D’après la
Proposition 3.54, la fonction 𝑢𝜉 définie par

𝑢𝜉(𝑣) = Ai(𝜉1/3ei𝜋/6𝑣 − 𝜇0)

est fonction propre de −𝜕2𝑣 + i𝜉𝑣, de valeur propre 𝜉2/3𝜇0e2i𝜋/3 ≕ 𝜉2/3𝜆0. Alors, si
𝑎 ∈ 𝐶∞

𝑐 (ℝ+), la fonction 𝑔 définie par

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
ℝ
𝑎(𝜉)ei𝑥𝜉−𝑡𝜆0𝜉2/3𝑢𝜉(𝑣) d𝜉 = ∫

ℝ
𝑎(𝜉)ei𝑥𝜉−𝑡𝜆0𝜉2/3Ai(𝜉1/3ei𝜋/6𝑣 − 𝜇0) d𝜉

(5.6)
est solution de l’équation de Kolmogorov. Notons que d’après l’asymptotique de la
fonction d’Airy (3.62), cette intégrale converge.

5.2 Non-contrôlabilité avec un potentiel quadra-
tique

On suppose dans cette section que 𝛾 = 2.

5.2.1 Non-contrôlabilité sur des bandes verticales

On démontre que l’équation de Kolmogorov n’est pas contrôlable à zéro si le domaine
de contrôle est une bande verticale.

Théorème 5.2. SoitΩ𝑥 = ℝ ouΩ𝑥 = 𝕋 etΩ𝑣 = ℝ ouΩ𝑣 = ]−1, 1[, soitΩ = Ω𝑥×Ω𝑣,
et soit 𝛾 = 2. Soit 𝑇 > 0 et 𝜔𝑥 un ouvert strict de Ω𝑥. L’équation de Kolmogorov (5.1)
n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 = 𝜔𝑥 × Ω𝑣 en temps 𝑇.

Démonstration dans le casΩ = ℝ2. Comme l’équation de Kolmogorov est invariante
par translation dans la direction 𝑥, on peut supposer que 𝜔𝑥 est de la forme 𝜔𝑥 =
{𝑥 ∈ ℝ, |𝑥| > 𝜖}.

D’après notre discussion sur les composantes de Fourier, la formule (5.5) définit
une solution de l’équation de Kolmogorov. Dans le cas Ω𝑣 = ℝ, on a 𝜇𝜉 = √i𝜉 et
𝑢𝜉(𝑣) = e−√i𝜉𝑣2/2. La solution donnée par cette formule est alors

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
ℝ
𝑎(𝜉)e−√i𝜉(𝑡+𝑣2/2)+i𝑥𝜉 d𝜉.

Fixons alors 𝜉0 > 0 et 𝜒 une fonction 𝐶∞
𝑐 (]−𝜉0/2, 𝜉0/2[) qui vaut 1 sur le segment

[−𝜉0/4, 𝜉0/4]. Alors, pour ℎ > 0, on choisit 𝑎(𝜉) = ℎ−1/4𝜒(ℎ𝜉 − 𝜉0)e−(ℎ𝜉−𝜉0)
2/2ℎ. La
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solution définie par la formule (5.5) est alors en faisant le changement de variables
𝜉′ = ℎ𝜉

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ℎ−3/4∫
ℝ
𝜒(𝜉 − 𝜉0)e−(𝜉−𝜉0)

2/2ℎ+i𝑥𝜉/ℎ−(𝑡+𝑣2/2)√i𝜉/ℎ d𝜉. (5.7)

Remarquons que c’est à une constante près la solution de l’équation de la chaleur
fractionnaire (2.37) avec 𝛼 = 1/2, 𝑧 = √i et où on a remplacé 𝑡 par 𝑡 + 𝑣2/2.

On exploite alors les estimations ponctuelles de 𝑔ℎ qu’on a démontrées dans la
Prop. 2.13 : pour tout 𝜖 > 0 assez petit, on a uniformément en |𝑥| > 𝜖, 𝑡 ≥ 0 et 𝑣 ∈ ℝ

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑂 (|𝑥|−2e−𝑐/ℎ−𝑐(𝑡+𝑣2/2)/√ℎ) (5.8)

et localement uniformément en 𝑡 > 0, |𝑥| < 𝜖 et 𝑣 ∈ ℝ

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ+𝑂(ℎ−1/2) (5.9)

Donc, on a
|𝑔ℎ|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = 𝑂(e−𝑐/ℎ) (5.10)

et
|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|𝐿2(Ω) ≥ |𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|𝐿2(|𝑥|<𝜖,|𝑣|<1) ≥ e−𝐶ℎ−1/2. (5.11)

En prenant la limite ℎ → 0, On voit que la famille (𝑔ℎ)ℎ>0 est un contre-exemple
à l’inégalité d’observabilité (5.4).

Ébauche de la démonstration dans le casΩ = 𝕋 × ℝ. Comme dans le cas de l’équa-
tion de la chaleur fractionnaire sur 𝕋, on définit 𝑔ℎper(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∑𝑘∈ℤ 𝑔ℎ(𝑡, 𝑥+2𝜋𝑘, 𝑣)
qui est solution de l’équation de Kolmogorov (5.3), et comme pour le cas de l’équation
de la chaleur fractionnaire, tous les termes pour 𝑘 ≠ 0 sont en 𝑂(e−𝑐/ℎ). Les détails
des calculs sont laissés au lecteur.

Pour le cas Ω𝑣 = ]−1, 1[, les fonctions propres ne sont plus exactement e−√i𝜉𝑣2/2.
Nous allons nous servir des résultats de la Section 3.2 pour gérer les termes d’erreurs.
On rappelle que 𝑢𝜉 est la première fonction propre de −𝜕2𝑣 + i𝜉𝑣2 (qu’on normalisera
par 𝑢𝜉(0) = 1), de valeur propre associée 𝜇𝜉. On rappelle également qu’avec les
notations de la Section 3.2, 𝜇𝜉 = i𝜉𝜆(i𝜉)−1/2 et 𝑢𝜉(𝑣) = 𝑣(i𝜉)−1/2(𝑣).

Démonstration du Théorème 5.2 dans le casΩ = ℝ × ]−1, 1[. Le contre-exemple à
l’inégalité d’observabilité (5.4) est essentiellement le même que dans le cas Ω𝑣 = ℝ,
mais en ajoutant les corrections aux fonctions propres et valeurs propres. On définit
𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) par :

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ℎ−3/4∫
ℝ
𝜒(𝜉 − 𝜉0)e

−𝑖𝑥𝜉/ℎ−(𝜉−𝜉0)2/2ℎ−𝜇𝜉/ℎ𝑡𝑢𝜉/ℎ(𝑣) d𝜉. (5.12)
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De manière équivalente, si on définit 𝜌𝜉 ≔ 𝜇𝜉 −√i𝜉 et la « correction » 𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉)
par

𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉) = e√i𝜉/ℎ𝑣2/2𝑢𝜉/ℎ(𝑣)e
−𝑡𝜌𝜉/√ℎ, (5.13)

on a

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ℎ−3/4∫
ℝ
𝜒(𝜉 − 𝜉0)e−i𝑥𝜉/ℎ−(𝜉−𝜉0)

2/2ℎ−(𝑡+𝑣2/2)√i𝜉/ℎ𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉) d𝜉. (5.14)

Remarquons que d’après le Théorème 3.39 et la Proposition 3.51, cette correction
𝛿 vérifie 𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉) → 1 lorsque ℎ → 0 (plus de détails Eq. (5.19) et (5.21) plus loin).
Chaque fonction (𝑡, 𝑥, 𝑣) ↦ e−i𝑥𝜉−𝜇𝜉𝑡𝑢𝜉(𝑣) est solution de l’équation adjointe (5.3)
(même si elle n’est pas dans l’espace d’énergie). Donc 𝑔ℎ est solution de l’équation
adjointe.

Avec la notation 𝜙𝑥(𝜉) = (𝜉 − i𝑥)2/2 (comme dans la démonstration de la Propo-
sition 2.13), on réécrit la définition de 𝑢ℎ de la manière suivante :

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ℎ−3/4ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣), (5.15)

avec

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
ℝ
𝜒(𝜉)e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ−√i(𝜉+𝜉0)/ℎ(𝑡+𝑣2/2)𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉 + 𝜉0) d𝜉 (5.16)

Comme dans le cas Ω𝑣 = ℝ, on démontre les estimations ponctuelles suivantes

Proposition 5.3 (Estimations ponctuelles). Soit 𝜖 > 0 assez petit. On a uniformément
en |𝑥| > 𝜖, 𝑡 > 0 et 𝑣 ∈ ]−1, 1[

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑂(|𝑥|−2e−𝑐/ℎ) (5.17)

et localement uniformément en |𝑥| < 𝜖, 𝑡 > 0 et 𝑣 ∈ ]−1, 1[

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ+𝑂(ℎ−1/2) (5.18)

Ces estimations impliquent comme dans le cas Ω𝑣 = ℝ que 𝑔ℎ est un contre-
exemple à l’inégalité d’observabilité (5.4), ce qui implique le Théorème 5.2. Nous
omettons cette partie de la démonstration.

La démonstration de ces estimations ponctuelles est en essence la même que
la démonstration de la Proposition similaire (mais plus simple) 2.13. Mais on doit
s’assurer que la « correction » ne pose pas de problème dans la démonstration, no-
tamment avec les changements de chemins d’intégration.

Notons que dans l’intégrale définissant 𝑔ℎ (Eq. (5.15) et (5.16)), d’après le support
de 𝜒, on intègre seulement sur ]−𝜉0/2, 𝜉0/2[. Donc, si on veut changer de chemin
d’intégration de ℝ à un autre Γ, on doit s’assurer, comme dans la Proposition 2.13,
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𝜉0 + Γ
i(𝜉0 + Γ)

√i(𝜉0 + Γ)/ℎ

Figure 5.1 – À gauche, un exemple de chemin sur lequel on veut intégrer la définition de 𝑔
(Eq. (5.15)). À droite, la transformation de Γ par 𝜉 ↦ √−𝑖(𝜉0 + 𝜉)/ℎ, pour un ℎ fixé. En bleu
clair, une partie du domaine complexe où la valeur propre 𝜌𝜉 et la fonction propre ᵆ𝜉 sont
définis. La « correction » 𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉 + 𝜉0) est définie sur Γ si√−𝑖(𝜉 + 𝜉0)/ℎ est dans le domaine
bleu lorsque 𝜉 in Γ.

qu’on ne change le chemin qu’entre 𝜉 = −𝜉0/4 et 𝜉0/4 (où 𝜒 = 1). Mais on doit aussi
vérifier que la « correction » est définie sur ce chemin.

Rappelons que 𝜇𝜉 = i𝜉𝜆(i𝜉)−1/2 et 𝑢𝜉 = 𝑣(i𝜉)−1/2. Or, d’après les résultats de la
section 3.2, 𝜆ℎ′ et 𝑣ℎ′ sont définis sur des domaines de la forme {|ℎ′| < ℎ′𝜃, |arg(ℎ

′)| <
𝜃} pour 0 < 𝜃 < 𝜋/2 (voir Th. 3.39 et 3.48). Donc la « correction » 𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉) est définie
pour |arg(√i𝜉/ℎ)| < 3𝜋/8 (par exemple) et |√i𝜉/ℎ| assez grand (voir Fig. 5.1). Ceci
est vrai par exemple si 𝜉−𝜉0 est dans un voisinage 𝑉 fixe, assez petit, de [−𝜉0/2, 𝜉0/2]
et ℎ < ℎ0 (avec ℎ0 assez petit). Dans le reste de cette démonstration, nous justifierons
les changements de chemin d’intégration dans (5.15) en nous assurant qu’ils restent
dans 𝑉. De plus, le Théorème 3.39 et les Propositions 3.48 et 3.51 se traduisent
respectivement en les estimations suivantes, où 𝜌𝜉 = 𝜇𝜉 −√i𝜉,

|e−𝑡𝜌𝜉/ℎ − 1| ≤ 𝐶e−𝑐/ℎ−1/2 pour 𝜉 ∈ 𝜉0 + 𝑉, ℎ < ℎ0 et 0 < 𝑡 < 𝑇 (5.19)

|e√i𝜉/ℎ𝑣2/4𝑢𝜉/ℎ(𝑣)| ≤ 𝐶 pour 𝜉 ∈ 𝜉0 + 𝑉, ℎ < ℎ0 et |𝑣| < 1 (5.20)

|e√i𝜉/ℎ𝑣2/2𝑢𝜉/ℎ(𝑣) − 1| ≤ 𝐶e−𝑐ℎ−1/2 pour 𝜉 ∈ 𝜉0 + 𝑉, ℎ < ℎ0 et |𝑣| < 1/2. (5.21)

Pour obtenir l’estimée (5.17), on commence par intégrer par parties dans la défi-
nition de 𝐼ℎ (Eq. (5.16)) pour obtenir une décroissance en 𝑥 :

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
ℝ
e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉) d𝜉
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avec

𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉) = (ℎ𝜕𝜉
1

𝜉 − i𝑥
)
2
(𝜒(𝜉)e−√i(𝜉+𝜉0)/ℎ(𝑡+𝑣2/2)𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉 + 𝜉0))

= (ℎ𝜕𝜉
1

𝜉 − i𝑥
)
2
(𝜒(𝜉)e−√i(𝜉+𝜉0)/ℎ𝑡𝑢(𝜉+𝜉0)/ℎ(𝑣)e

−𝑡𝜌(𝜉+𝜉0)/ℎ)
(5.22)

Alors, on change le chemin d’intégration pour un chemin Γℎ qui suit un arc
d’hyperbole ℜ(𝜙𝑥(𝜉)) = 𝑎2/2 − 𝑥2/2 = ℜ(𝜙𝑥(𝑎)) avec 𝑎 assez petit pour que les arcs
d’hyperboles pour |𝑥| > 𝜖 restent dans le domaine 𝑉 (où 𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉 + 𝜉0) est défini).
Ainsi, on a

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) ≤ 𝐶 sup
𝜉∈Γℎ

|𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉)|e−𝑎
2/2ℎ+𝑥2/2ℎ. (5.23)

De plus, les estimées (5.19) et (5.20) impliquent que pour 𝜉 ∈ Γℎ et |𝑥| > 𝜖 :

|𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉)| ≤ 𝐶𝜖|𝑥|−2.

Donc, en combinant cette estimée avec l’équation (5.23) et la définition de 𝑔ℎ
(Eq. (5.15)), la majoration (5.17) de 𝑔ℎ est démontrée.

Pour obtenir la minoration (5.18), on utilise à nouveau la méthode du point col.
On commence par déformer le chemin d’intégration en un chemin qui passe par le
point critique 𝜉𝑐 = i𝑥 de 𝜙𝑥. Comme on ne peut déformer le chemin d’intégration
que dans un voisinage 𝑉 de [−𝜉0/2, 𝜉0/2], on ne peut faire ceci que si 𝑥 est assez petit,
disons |𝑥| < 𝜖.

Alors, on utilise à nouveau la Proposition 2.9. Même si cette Proposition est
énoncée pour 𝑢 indépendant de ℎ, le premier 𝑂 ne dépend pas de 𝑢 et le second n’en
dépend que par sa norme 𝐻∞

𝑎 . On peut donc en fait utiliser cette proposition avec
𝑢 dépendant de ℎ, si on suppose que 𝑢ℎ → 𝑢0 dans 𝐻∞

𝑎 lorsque ℎ → 0. Dans notre
cas, on applique la méthode du point col avec 𝑢ℎ(𝜉) = 𝛿ℎ,𝑡,𝑣(𝜉 + 𝜉0) (avec 𝛿 défini à
l’équation (5.13)). Les estimées (5.19) et (5.21) assurent que pour 𝑎 > 0 assez petit,
on a 𝑢ℎ → 1 dans𝐻∞

𝑎 lorsque ℎ → 0, cette convergence étant uniforme en 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,
𝜉 ∈ 𝜉0 + 𝑉 et |𝑣| < 1/2.

Donc la méthode du point col implique que localement uniformément en 𝑥 assez
petit, 𝑣 ∈ ℝ et 𝑡 > 0,

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = e𝒪(ℎ−1/2)(1 + 𝑂(√ℎ)). (5.24)

Donc, d’après la définition de 𝑔ℎ (Eq. (5.15)), on a localement uniformément en
|𝑥| < 𝜖, 𝑣 ∈ ℝ et 𝑡 > 0,

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ+𝑂(ℎ−1/2)(1 + 𝑂(√ℎ)). (5.25)

On a donc bien l’asymptotique (5.9) annoncée.
La démonstration de la Proposition 5.3 est achevée, ainsi que la démonstration

du Théorème 5.2 dans le cas Ω = ℝ × ]−1, 1[, comme on l’a déjà dit.
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𝑥0
−𝑎

𝑎
𝑥

𝑣

𝜔

Figure 5.2 – En jaune, le domaine de
contrôle𝜔. S’il existe une ligne verticale
(en bleu foncé) symétrique par rapport à
{𝑣 = 0}, qui est disjointe de �̄�, alors pour
tout 𝑎′ < 𝑎, il existe un rectangle de la
forme {|𝑥−𝑥0| < 𝑏,−𝑎′ < 𝑣 < 𝑎′} (en
bleu plus clair) qui est disjoint de �̄�.

Ébauche de démonstration dans le casΩ = 𝕋 × ]−1, 1[. Dans le cas Ω𝑥 = 𝕋, Ω𝑣 =
]−1, 1[, on regarde à nouveau le périodisé de 𝑔ℎ, c-.à-d. 𝑔ℎper(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∑𝑘∈ℤ 𝑔ℎ(𝑡, 𝑥 +
2𝜋𝑘, 𝑣). Comme dans le cas de la chaleur fractionnaire sous-critique (et Kolmogorov
avec Ω = 𝕋 × ℝ), 𝑔ℎper est solution de l’équation de Kolmogorov (5.3), et est un
contre-exemple à l’inégalité d’observabilité (5.4).

5.2.2 Minoration du temps minimal pour des domaines de
contrôle non rectangulaires

Théorème 5.4. Soit Ω𝑥 = ℝ ou Ω𝑥 = 𝕋 et Ω𝑣 = ℝ ou Ω𝑣 = ]−1, 1[, et soit Ω =
Ω𝑥×Ω𝑣. Soit𝜔 ⊂ Ω. On suppose qu’il existe 𝑥0 ∈ Ω𝑥 et 𝑎 > 0 tel que l’intervalle vertical
symétrique {(𝑥0, 𝑣), −𝑎 < 𝑣 < 𝑎} est disjoint de 𝜔. Alors l’équation de Kolmogorov (5.1)
n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 < 𝑎2/2.

Démonstration dans le casΩ𝑥 = Ω𝑣 = ℝ. Si 0 < 𝑎′ < 𝑎, il existe 𝑏 > 0 tel que le
rectangle 𝑅 ≔ {|𝑥 − 𝑥0| < 𝑏, |𝑣| < 𝑎′} soit disjoint de 𝜔 (voir Fig. (5.2)). Comme
l’équation de Kolmogorov est invariante par translation dans la direction 𝑥, on peut
supposer que 𝑥0 = 0.

On va utiliser les mêmes fonctions 𝑔ℎ que dans le cas des bandes verticales
(Eq. (5.7)). Mais alors que nous avions utilisé uniquement le terme en ℎ−1 dans
l’exposant de l’asymptotique (2.35), nous allons ici utiliser le terme suivant. Plus
précisément, selon cette asymptotique avec 𝑧 = √i, 𝛼 = 1/2 et 𝑡 remplacé par 𝑡+𝑣2/2,
on a localement uniformément en |𝑥| < 𝜉0/8, 𝑡 ≥ 0 et 𝑣 ∈ ℝ :

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑐ℎ−1/4e𝜙(𝑡,𝑥,𝑣)/ℎ(1 + 𝑂ℎ(√ℎ)) (5.26)

avec
𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑣) = i𝑥𝜉0 −

𝑥2
2 −√i𝜉0 − 𝑥 (𝑡 + 𝑣2

2 ) ℎ
1/2 + 𝒪ℎ(ℎ).

L’idée est alors de remarquer que dans l’intégrale ∫Ω |𝑔ℎ(𝑇, 𝑥, 𝑣)|
2 d𝑥 d𝑣, la partie

avec la plus grande contribution est au voisinage de 𝑥 = 𝑣 = 0, et que dans l’intégrale
∫[0,𝑇]×𝜔 |𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣)|

2 d𝑡 d𝑥 d𝑣, la plus grande contribution vient du voisinage de 𝑡 =
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0, 𝑥 = 𝑥0 = 0 et 𝑣 = 𝑎 ou −𝑎. Ainsi, en notant 𝑐0 = ℜ(√i𝜉0) > 0 et en oubliant pour
le moment les termes d’erreurs, on a

∫
Ω
|𝑔ℎ(𝑇, 𝑥, 𝑣)|2 d𝑥 d𝑣 ≈ 𝑐2ℎ−1/2∫

|𝑥|<𝜖
|𝑣|<𝜖

e−𝑥2/ℎ−𝑐0(2𝑇+𝑣2)/√ℎ d𝑥 d𝑣 ≈ 𝐶ℎ1/4e−2𝑇𝑐0/√ℎ

et

∫
[0,𝑇]×Ω

|𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣)|2 d𝑡 d𝑥 d𝑣 ≈ 𝑐2ℎ−1/2∫ |𝑥|<𝜖
𝑎<|𝑣|<𝑎+𝜖

𝑡<𝜖

e−𝑥2/ℎ−𝑐0(2𝑡+𝑣2)/√ℎ d𝑡 d𝑥 d𝑣

≈ 𝐶ℎe−𝑐0𝑎2/√ℎ.

Donc, si 2𝑇 < 𝑎2, l’inégalité d’observabilité ne peut être vraie. Démontrons mainte-
nant rigoureusement ceci. Soit 𝜖 > 0 et 𝑇 = 𝑎′2/2−𝜖. On aℜ(√i𝜉0 − 𝑥) = 𝑐0+𝑂𝑥(𝑥).
Donc, pour 𝑥 assez petit, disons |𝑥| < 𝛿𝜉0, on a

𝑐0 − 𝜖 ≤ ℜ (√i𝜉0 − 𝑥) ≤ 𝑐0 + 𝜖.

Donc, localement uniformément en |𝑥| < 𝛿𝜉0, 𝑡 ≥ 0 et 𝑣 ∈ ℝ :

ℜ(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑣)) ≥ −𝑥
2

2 − (𝑐0 + 𝜖) (𝑡 + 𝑣2
2 ) ℎ

1/2 − 𝑂ℎ(ℎ) (5.27)

et
ℜ(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑣)) ≤ −𝑥

2

2 − (𝑐0 − 𝜖) (𝑡 + 𝑣2
2 ) ℎ

1/2 + 𝑂ℎ(ℎ). (5.28)

Pour minorer le membre de gauche de l’inégalité d’observabilité (5.4), on écrit

|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω) ≥ |𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(|𝑥|<𝑏,|𝑣|<𝑎′).

Alors, d’après l’asymptotique (5.26) :

|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω) ≥ 𝑐2ℎ−1/2∫
|𝑥|<𝑏
|𝑣|<𝑎′

e2ℜ(𝜙(𝑇,𝑥,𝑣))/ℎ d𝑥 d𝑣(1 + 𝑂(√ℎ))

et d’après la minoration de 𝜙 (5.27) :

|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω) ≥ 𝑐2ℎ−1/2e𝑂ℎ(1)∫
|𝑥|<𝑏
|𝑣|<𝑎′

e−𝑥2/ℎ−(𝑐0+𝜖)(2𝑇+𝑣2)/√ℎ d𝑥 d𝑣(1 + 𝒪(√ℎ)).

L’intégrale en 𝑥 est

∫
|𝑥|<𝑏

e−𝑥2/ℎ d𝑥 = √𝜋ℎ + 𝑂(e−𝑐/ℎ)
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et l’intégrale en 𝑣 est

∫
|𝑣|<𝑎′

e−(𝑐0+𝜖)𝑣2/√ℎ d𝑣 =
√

𝜋
𝑐0 + 𝜖ℎ

1/4 + 𝑂(e−𝑐/√ℎ).

Donc,

|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(ℝ2) ≥ 𝑐′ℎ1/4e−(𝑐0+𝜖)2𝑇/√ℎ(1 + 𝑂(√ℎ))

et donc, pour ℎ assez petit :

|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|2𝐿2(Ω) ≥ 𝑐′ℎ1/4e−(𝑐0+𝜖)2𝑇/√ℎ. (5.29)

Majorons maintenant le membre droit de l’inégalité d’observabilité (5.4). Rap-
pelons que 𝜔 est un sous-ensemble de Ω ⧵ {|𝑥| < 𝑏, |𝑣| < 𝑎′}. Soit 𝑎″ > 𝑎′, qui sera
choisi assez grand plus tard. On définit

𝜔0 ≔ {|𝑥| < 𝛿𝜉0, 𝑎
′ < |𝑣| < 𝑎″} (5.30)

𝜔1 ≔ {|𝑥| ≥ 𝛿𝜉0} (5.31)
𝜔2 ≔ {|𝑥| < 𝛿𝜉0, |𝑣| > 𝑎″}. (5.32)

Quitte à réduire 𝛿𝜉0, on peut supposer, 𝛿𝜉0 < 𝑏. Avec les définitions précédentes, on
a alors 𝜔 ⊂ 𝜔0 ∪ 𝜔1 ∪ 𝜔2. donc,

|𝑔ℎ|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ |𝑔ℎ|2𝐿2(|0,𝑇]×𝜔0) + |𝑔ℎ|2𝐿2(|0,𝑇]×𝜔1) + |𝑔ℎ|2𝐿2(|0,𝑇]×𝜔2)

D’après la majoration (2.33) avec 𝑡 remplacé par 𝑡 + 𝑣2/2, on a :

|𝑔ℎ|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔2) = 𝑂(∫
|𝑣|≥𝑎″

e−𝑐′𝑣2/√ℎ d𝑣) = 𝑂 (e−𝑐′𝑎″2/√ℎ) .

On choisit 𝑎″ assez grand pour que 𝑐′𝑎″2 > (𝑐0 − 𝜖)𝑎′2. Alors, on a

|𝑔ℎ|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔2) = 𝑂(e−(𝑐0−𝜖)𝑎′2/√ℎ) . (5.33)

On a déjà vu en traitant les bandes verticales (Eq. (5.10)) que

|𝑔ℎ|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔1) = 𝑂(e−𝑐/ℎ). (5.34)

Enfin, d’après l’asymptotique (5.26) et la majoration (5.28), on a uniformément en
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, |𝑥| < 𝛿𝜉0 et 𝑎

′ < |𝑣| < 𝑎″

|𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣)|2 ≤ (𝜋ℎ)−1/2e−𝑥2/ℎ−(𝑐0−𝜖)(2𝑡+𝑣2)/√ℎ+𝑂ℎ(1).
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On a donc

|𝑔ℎ|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔0) = 𝑂(∫
𝑎′<|𝑣|<𝑎″

e−(𝑐0−𝜖)𝑣2/√ℎ d𝑣) = 𝑂 (e−(𝑐0−𝜖)𝑎′2/√ℎ) . (5.35)

Alors, en rassemblant les trois majorations (5.33), (5.34) et (5.35), on a

|𝑔ℎ|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = 𝑂(e−(𝑐0−𝜖)𝑎′2/√ℎ) . (5.36)

Supposons que (𝑐0−𝜖)𝑎′2 > 2𝑇(𝑐0+𝜖). Alors, en considérant la majoration (5.36)
de |𝑔ℎ|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) et la minoration (5.29) de |𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|𝐿2(Ω), et prenant la limite ℎ → 0,
on voit que l’inégalité d’observabilité n’est pas vraie. Donc l’équation de Kolmogo-
rov (5.1) n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 < 𝑐0−𝜖

𝑐0+𝜖
𝑎′2/2. Ceci est vrai pour

tout 𝑎′ < 𝑎 et 𝜖 > 0, donc l’équation de Kolmogorov n’est pas contrôlable à zéro sur
𝜔 en temps 𝑇 < 𝑎2/2.

Ébauche de démonstration dans le casΩ = 𝕋 × ℝ. Le cas Ω𝑥 = 𝕋, Ω𝑣 = ℝ est simi-
laire ; avec l’argument de périodisation qu’on a utilisé pour l’équation de la chaleur
fractionnaire et pour l’équation de Kolmogorov avec Ω𝑥 = 𝕋 dans le Théorème 5.2.
On considère 𝑔ℎper(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∑𝑘∈ℤ 𝑔ℎ(𝑡, 𝑥 + 2𝜋𝑘, 𝑣), qui est solution de l’équation de
Kolmogorov. Dans cette somme, comme pour l’équation de la chaleur fractionnaire,
seul le terme pour 𝑘 = 0 compte, puisque les autres sont 𝑂(e−𝑐/ℎ).

Ébauche de démonstration dans le casΩ𝑣 = ]−1, 1[. Le cas Ω𝑣 = ]−1, 1[ est encore
semblable au précédent, mais en incorporant la « correction » 𝛿 définie à l’équa-
tion (5.13) dans la démonstration du Théorème 5.2 pour le cas Ω𝑣 = ]−1, 1[.

Décrivons ce qu’on doit faire par rapport au cas Ω𝑣 = ℝ. Dans le cas Ω =
ℝ × ]−1, 1[, on considère les mêmes solutions 𝑔ℎ que pour les bandes verticales
(Eq. (5.14)). On démontre qu’uniformément en |𝑥| > 𝜖, 𝑡 > 0 et 𝑣 ∈ ]−1, 1[,

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑂(|𝑥|−2e−𝑐/ℎ). (5.37)

Ensuite, on calcule l’ordre suivant dans l’asymptotique (5.18). On démontre que
localement uniformément en 𝑣 ∈ ]−1, 1[, |𝑥| assez petit et 𝑡 > 0,

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑐ℎ−1/4ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥
2/2ℎ−√𝜉0+i𝑥(𝑡+𝑣2/2)/√ℎ+𝑂ℎ(1) (1 + 𝑂(√ℎ)) . (5.38)

On choisit 𝑎′ < 𝑎 et 𝛿 > 0 comme dans le cas Ω = ℝ2, ainsi que 𝑎′ < 𝑎″ < 1, et
on définit 𝜔0, 𝜔1 et 𝜔2 par les équations (5.30), (5.31) et (5.32).

Avec l’asymptotique (5.38), on peut démontrer une minoration du membre de
gauche de l’inégalité d’observabilité qui est similaire à (5.29). On démontre également
une majoration similaire à (5.35). Avec la majoration (5.37), on peut démontrer une
majoration similaire à (5.34). Et grâce au Théorème 3.48 pour traiter les termes pour
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|𝑣| > 𝑎″, on démontre une majoration similaire à (5.33). Le reste de la démonstration
est un copier-coller.

Pour le cas Ω = 𝕋 × ]−1, 1[, on considère à nouveau les fonctions 𝑔ℎper, qu’on
traite de la même manière.

5.3 Non-contrôlabilité avec un potentiel affine

On traite maintenant l’équation de Kolmogorov avec 𝛾 = 1 et Ω = Ω𝑥 × ℝ∗
+.

Théorème 5.5. SoitΩ𝑥 = ℝ ouΩ𝑥 = 𝕋 etΩ = Ω𝑥×]0, +∞[, et soit 𝛾 = 1. Soit 𝑇 > 0
et 𝜔𝑥 un ouvert strict deΩ𝑥. L’équation de Kolmogorov (5.1) n’est pas contrôlable à zéro
sur 𝜔 = 𝜔𝑥 × ]0, +∞[ en temps 𝑇.

Démonstration dans le casΩ𝑥 = ℝ. De manière analogue au cas 𝛾 = 2, on va consi-
dérer des solutions définies par la formule (5.6). Fixons 𝜉0 > 0 et 𝜒 une fonction
𝐶∞(]−𝜉0/2, 𝜉0/2[) qui vaut 1 sur [−𝜉0/4, 𝜉0/4]. Alors, pour ℎ > 0, on choisit dans la
formule (5.6) 𝑎(𝜉) = ℎ−1/4𝜒(ℎ𝜉 − 𝜉0)e−(ℎ𝜉−𝜉0)

2/2ℎ. La solution ainsi définie est alors
en faisant le changement de variables 𝜉′ = ℎ𝜉

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ℎ−3/4∫
ℝ
𝜒(𝜉 − 𝜉0)e−(𝜉−𝜉0)

2/2ℎ+i𝑥𝜉/ℎ−𝑡𝜆0𝜉2/3ℎ−2/3𝑢𝜉/ℎ(𝑣) d𝜉, (5.39)

où on rappelle que
𝑢𝜉/ℎ(𝑣) = Ai(𝜉1/3ei𝜋/6𝑣ℎ−1/3 − 𝜇0).

Comme dans le cas 𝛾 = 1, on montre grâce à la méthode du point col des estima-
tions ponctuelles sur 𝑔ℎ.

Proposition 5.6 (Estimations ponctuelles). Soit 𝜖 > 0 assez petit. On a uniformément
en |𝑥| > 𝜖, 𝑡 > 0 et 𝑣 ∈ ℝ∗

+

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝑂(|𝑥|−2e−𝑐/ℎ−𝑐𝑣3/2ℎ−1/2) (5.40)

et localement uniformément en |𝑥| < 𝜖, 𝑡 > 0 et 𝑣 ∈ ℝ∗
+

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ+𝑂(ℎ−2/3). (5.41)

Démonstration. La démonstration suit le même plan que pour l’équation de la cha-
leur fractionnaire ou l’équation de Kolmogorov avec 𝛾 = 2. On écrit 𝑔ℎ sous la forme

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ℎ−3/4ei𝑥𝜉0/ℎ−𝑥2/2ℎ𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣), (5.42)

auquel cas 𝐼ℎ est égal à, avec 𝜙𝑥(𝜉) = (𝜉 − i𝑥)2/2 :

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
ℝ
𝜒(𝜉)e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ−𝑡𝜆0(𝜉+𝜉0)2/3ℎ−2/3 Ai ((𝜉 + 𝜉0)1/3ei𝜋/6𝑣ℎ−1/3 − 𝜇0) d𝜉.

(5.43)
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Étape 1 : majoration. Comme dans le cas 𝛾 = 2, on intègre par parties pour obtenir
une décroissance en 𝑥, et on change de chemin d’intégration pour un chemin Γℎ qui
suit un arc d’hyperbole ℜ(𝜙𝑥(𝜉)) = ℜ(𝜙𝑥(𝑎)) avec 𝑎 assez petit :

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
Γℎ

e−𝜙𝑥(𝜉)/ℎ𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉) d𝜉

avec

𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉) = (ℎ𝜕𝜉
1

𝜉 − i𝑥
)
2
(𝜒(𝜉)e−𝑡𝜆0𝜉2/3ℎ−2/3Ai ((𝜉 + 𝜉0)1/3ei𝜋/6𝑣ℎ−1/3 − 𝜇0)) .

(5.44)
D’après l’asymptotique (3.62) de la fonction d’Airy, on a dans la limite |𝜁| → +∞,

|arg(𝜁)| < 𝜋/2 (par exemple), on a

Ai(𝜁) ∼ 𝐶𝜁−1/4e−
2
3
𝜁3/2, et Ai′(𝜁) ∼ 𝐶𝜁1/4e−

2
3
𝜁3/2.

En utilisant l’équation différentielle Ai″(𝜁) = 𝜁Ai(𝜁), on a une asymptotique pour
Ai″(𝜁) dans le même régime. En particulier, on a une majoration de 𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣 de la
forme

|𝑢ℎ,𝑡,𝑥,𝑣(𝜉)| ≤ |𝑥|−2e−𝑐𝑡ℎ−2/3−𝑐𝑣3/2ℎ−1/2

valable pour |𝑥| > 𝜖, 𝑡 > 0 et 𝑣 > 0 et ℎ assez petit, disons ℎ < ℎ0. Donc, d’après la
définition de 𝐼ℎ (Eq. (5.43)), on a pour 𝑡 > 0, |𝑥| > 𝜖, 𝑣 > 0 et ℎ < ℎ0

|𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣)| ≤ 𝐶|𝑥|−2e−𝑎2/2ℎ+𝑥2/2ℎ−𝑐𝑡ℎ−2/3−𝑐𝑣3/2ℎ−1/2.

Donc, d’après l’expression de 𝑔ℎ en fonction de 𝐼ℎ (Eq. (5.42)), on a pour 𝑡 > 0, |𝑥| > 𝜖,
𝑣 > 0 et ℎ < ℎ0

|𝑔ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣)| ≤ 𝐶|𝑥|−2e−𝑎2/2ℎ−𝑐𝑡ℎ−2/3−𝑐𝑣3/2ℎ−1/2,

qui est bien la majoration annoncée.

Étape 2a : minoration ; expression de 𝐼ℎ pour appliquer la méthode du point col. Pour
obtenir l’asymptotique (5.41), on veut appliquer la méthode du point col (Prop. 2.9).
On commence par choisir dans l’intégrale définissant 𝐼ℎ un chemin Γℎ qui passe par
𝜉 = i𝑥. Alors, en notant 𝑧(𝜉) = 𝜉 + 𝜉0 + i𝑥, on a avec 𝑎 > 0 assez petit

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
𝑎

−𝑎
e−𝜉2/2ℎ−𝑡𝜆0𝑧(𝜉)2/3ℎ−2/3 Ai (𝑧(𝜉)1/3ei𝜋/6𝑣ℎ−1/3 − 𝜇0) d𝜉 + 𝑂(e−𝑐/ℎ),

où le 𝑂 vient de la partie de l’intégrale loin de 𝜉 = 0, et est localement uniforme en 𝑥
assez petit, 𝑣 > 0 et 𝑡 > 0. En utilisant l’asymptotique

Ai(𝜁 − 𝜇0) = 𝐶(𝜁 − 𝜇0)−1/4e
− 2

3
(𝜁−𝜇0)3/2(1 + 𝑂(𝜁−3/2))

= 𝐶𝜁−1/4e−
2
3
𝜁3/2+𝜇0𝜁1/2(1 + 𝑂(𝜁−1/2)),
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on réécrit 𝐼ℎ comme

𝐼ℎ = ∫
𝑎

−𝑎
e−𝜉2/2ℎ+𝑟1(𝜉)ℎ−2/3+𝑟2(𝜉)ℎ−1/2+𝑟3(𝜉)ℎ−1/6𝑢ℎ(𝜉) d𝜉 + 𝑂(e−𝑐/ℎ), (5.45)

avec (où on a toujours 𝑧(𝜉) = 𝜉 + 𝜉0 + i𝑥)

𝑟1(𝜉) = −𝑡𝜆0𝑧(𝜉)2/3

𝑟2(𝜉) = −2/3ei𝜋/4𝑣3/2𝑧(𝜉)1/2

𝑟3(𝜉) = 𝜇0ei𝜋/12𝑣1/2𝑧(𝜉)1/6

𝑢ℎ(𝜉) = 𝐶′𝑧(𝜉)−1/12ℎ1/12(1 + 𝑂(ℎ1/6)),

le 𝑂 étant localement uniforme en 𝑡, 𝑣 > 0 et 𝑥 assez petit.

Étape 2b : minoration ; méthode du point col. La méthode du point col que nous avons
énoncée (Prop. 2.9) ne peut gérer directement l’expression de 𝐼ℎ précédente ; il y a
trop de termes dans l’exponentielle. On doit à nouveau l’adapter. On affirme que
localement uniformément en 𝑡 > 0, 𝑣 > 0 et 𝑥 assez petit, on a toujours

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = e𝑂(ℎ−2/3). (5.46)

La démonstration de ceci est une adaptation de la Proposition 2.9. On pose ℎ′ ≔ ℎ1/3,
et il suffit alors essentiellement de modifier l’application 𝐹 à laquelle on applique le
théorème des fonctions implicites ; on considère ici

𝐹∶ (𝜉, ℎ′, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) ↦ 𝜉 − ℎ′𝑟′1(𝜉) − |ℎ′|3/2𝑟′2(𝜉) − |ℎ′|5/2𝑟′3(𝜉).

Ainsi, avec𝜙ℎ,𝑟(𝜉) ≔ 𝜉2/2−ℎ1/3𝑟1(𝜉)−ℎ1/2𝑟2(𝜉)−ℎ5/6𝑟3(𝜉), on a l’équivalence𝜙′ℎ,𝑟(𝜉) =
0 ⇔ 𝐹(𝜉, ℎ1/3, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) = 0. De même que dans la Prop. 2.9, on démontre grâce au
théorème des fonctions implicites l’existence d’un point critique 𝜉c(ℎ′, 𝑟) de 𝜙ℎ,𝑟,
dépendant continûment de ℎ, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, et qui est non dégénéré et unique dans 𝐷𝑎
pour ℎ assez petit. Le reste de la démonstration est identique : le point critique est en
𝜉c(ℎ′, 𝑟) = 𝑂(ℎ′), la valeur critique est en 𝑐ℎ,𝑟 = 𝜙ℎ,𝑟(𝜉c(ℎ′, 𝑟)) = 𝑂(ℎ′). On fait alors
le changement de variables 𝜂 = √1 + ℎ′𝜓ℎ,𝑟(𝜉)𝜉, avec

𝜓ℎ,𝑟(𝜉) = 2∫
1

0
(1 − 𝑠)(𝑟″1 + ℎ1/6𝑟″2 + ℎ1/2𝑟″3 )(𝜉c(ℎ′, 𝑟) + 𝑠𝜉) d𝜉.

Avec ce changement de variables, et avec 𝛿 > 0 assez petit, on a localement unifor-
mément en 𝑡 > 0, 𝑥 assez petit et 𝑣 > 0,

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∫
𝛿

−𝛿
e−𝜂2/2ℎ𝑢ℎ(𝜉c(ℎ′, 𝑟) + 𝜉(𝜂))

d𝜉
d𝜂 d𝜂 + 𝑂(e−𝑐/𝑛).
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Alors, la méthode de la phase stationnaire (Th. 2.7) donne l’asymptotique localement
uniforme en 𝑥 assez petit et 𝑡, 𝑣 > 0

𝐼ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑣) = e𝑂(ℎ−2/3)(𝑢ℎ(0) + 𝑂(ℎ1/3|𝑢ℎ|∞)).

Étape 2c : minoration ; conclusion. Comme 𝑢ℎ(𝑥) = 𝐶′(𝜉 + 𝜉0 + i𝑥)−1/12ℎ1/12(1 +
𝑂(ℎ1/6)), on a bien l’asymptotique (5.46) annoncée sur 𝐼ℎ. D’après l’expression de 𝑔ℎ
en fonction de 𝐼ℎ (Eq. (5.42)), on a l’asymptotique (5.41) annoncée. ♦

Avec les asymptotiques sur 𝑔ℎ de la Proposition 5.6, nier l’inégalité d’observabilité
pour l’équation de Kolmogorov se fait de la même manière que dans le cas 𝛾 = 2.
Comme l’équation de Kolmogorov est invariante par translation dans la direction
𝑥, on peut supposer que l’ouvert de contrôle est inclus dans un ouvert de la forme
{|𝑥| > 𝜖}. Alors, on a

|𝑔ℎ|𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = 𝑂(e−𝑐/ℎ)

et
|𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|𝐿2(Ω) ≥ |𝑔ℎ(𝑇, ⋅, ⋅)|𝐿2(|𝑥|<𝜖,1<𝑣<2) ≥ e−𝐶ℎ−2/3.

En prenant la limite ℎ → 0, on voit que la famille (𝑔ℎ)ℎ>0 est un contre exemple
à l’inégalité d’observabilité (5.4).

Ébauche de démonstration dans le casΩ𝑥 = 𝕋. Dans le casΩ = 𝕋× ]0,∞[, on consi-
dère les solutions 𝑔ℎ du cas Ω = ℝ × ]0, +∞[ qu’on périodise :

𝑔ℎper(𝑡, 𝑥, 𝑣) = ∑
𝑘∈ℤ

𝑔ℎ(𝑡, 𝑥 + 2𝜋𝑘, 𝑣).

Comme dans le cas 𝛾 = 2, seul le terme pour 𝑘 = 0 n’est pas𝑂(e−𝑐/ℎ), et la famille
(𝑔ℎper)ℎ>0 est alors un contre-exemple à l’inégalité d’observabilité (5.4).





6 | Systèmes paraboliques-
hyperboliques à coefficients
constants

LA contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur est déjà connue, et les proprié-
tés de contrôlabilité de l’équation de transport sont également bien comprises.

En particulier, comme les solutions de l’équation de transport se propage à vitesse
finie, la contrôlabilité ne peut être vraie en temps petit. Mais si on couple des équa-
tions de transport et des équations de la chaleur, il n’y a plus de raisons pour que le
support se propage à vitesse finie. Nous examinons ici le cas d’un système d’équation
de transport et de la chaleur à coefficients constants et sur le tore de dimension un.
On démontre que ces systèmes sont contrôlables à zéro en temps grand, le temps
critique étant celui donné par les équations de transport.1

6.1 Introduction

6.1.1 Systèmes paraboliques-transports
Les systèmes que nous considérons sont les suivants

{ 𝜕𝑡𝑓 − 𝐵𝜕2𝑥𝑓 + 𝐴𝜕𝑥𝑓 + 𝐾𝑓 = 𝑢1𝜔 sur ]0, 𝑇[ × 𝕋,
𝑓(0, ⋅) = 𝑓0 sur 𝕋, (6.1)

où

• 𝑇 > 0, 𝜔 est un ouvert non vide de 𝕋, 𝑑 ∈ ℕ∗, 𝐴, 𝐵, 𝐾 ∈ 𝑀𝑑(ℝ),

• l’état est 𝑓∶ [0, 𝑇] × 𝕋 → ℝ𝑑,

• le contrôle est 𝑢∶ [0, 𝑇] × 𝕋 → ℝ𝑑.

On suppose

𝑑 = 𝑑1 + 𝑑2 avec 1 ≤ 𝑑1 < 𝑑, 1 ≤ 𝑑2 < 𝑑, (H.1)

𝐵 = (0 0
0 𝐷) , avec 𝐷 ∈ 𝑀𝑑2(ℝ), ℜ(Sp(𝐷)) ⊂ ]0, +∞[ (H.2)

(6.2)

1Ce chapitre est issu d’un travail en collaboration avec Karine Beauchard et Kévin Le Balc’h [19].
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En introduisant la décomposition par blocs analogue pour les matrices 𝐴 et 𝐾, et
les fonctions 𝑓 et 𝑢, c.-à-d.

𝐴 = ( 𝐴
′ 𝐴12

𝐴21 𝐴22
) , 𝐾 = (𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22
) , 𝑓(𝑡, 𝑥) = (𝑓1(𝑡, 𝑥)𝑓2(𝑡, 𝑥)

) , 𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑢2(𝑡, 𝑥)
) ,

on voit que le système (6.1) couple un système d’équation de transport sur 𝑓1 et un
système d’équations paraboliques sur 𝑓2 :

{
(𝜕𝑡 + 𝐴′𝜕𝑥 + 𝐾11) 𝑓1 + (𝐴12𝜕𝑥 + 𝐾12) 𝑓2 = 𝑢11𝜔 sur ]0, 𝑇[ × 𝕋,
(𝜕𝑡 − 𝐷𝜕2𝑥 + 𝐴22𝜕𝑥 + 𝐾22) 𝑓2 + (𝐴21𝜕𝑥 + 𝐾21) 𝑓1 = 𝑢21𝜔 sur ]0, 𝑇[ × 𝕋,
(𝑓1, 𝑓2)(0, ⋅) = (𝑓01, 𝑓02) sur 𝕋.

(6.3)

On fait l’hypothèse suivante sur 𝐴′ :

𝐴′ est diagonalisable et Sp(𝐴′) ⊂ ℝ. (H.3)

Ondémontrera ultérieurement grâce à des séries de Fourier vectorielles et une analyse
spectrale minutieuse que pour tout 𝑓0 ∈ 𝐿2(𝕋, ℂ𝑑) et 𝑢 ∈ 𝐿2(]0, 𝑇[ × 𝕋, ℂ𝑚), il existe
une unique solution2 𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝑇], 𝐿2(𝕋)𝑑) de (6.1) (voir Sec. 6.2.3).

On identifie le temps minimal de contrôlabilité à zéro.

Théorème 6.1. On suppose que 𝜔 est un ouvert strict de 𝕋. On suppose égale-
ment (H.1)–(H.3). On définit3

ℓ(𝜔) ≔ sup{|𝐼|; 𝐼 composante connexe de 𝕋 ⧵ 𝜔}, (6.4)

𝜇∗ = min{|𝜇|; 𝜇 ∈ Sp(𝐴′)},

et

𝑇∗ = {
ℓ(𝜔)
𝜇∗

if 𝜇∗ > 0,
+∞ if 𝜇∗ = 0.

(6.5)

Alors

1. le système (6.1) n’est pas contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 < 𝑇∗,

2. le système (6.1) est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇 > 𝑇∗.
2Si on suppose𝐷+𝐷∗ > 0, on pourrait le démontrer grâce au Théorème de Lumer-Philips, par

une méthode analogue à celle qu’on emploiera pour les systèmes chaleur-demi-chaleur (Sec. 6.5.2).
Mais on a besoin de toute façon de l’analyse spectrale, et elle nous donne facilement (au moins
conceptuellement) le caractère bien posé avec l’hypothèse plus faible ℜ(Sp(𝐷)) ⊂ ]0,+∞[.

3Si 𝐼 ⊂ ℝ est mesurable, on note |𝐼| sa mesure de Lebesgue.
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En particulier, si 𝜔 est un intervalle de 𝕋 et 𝜇∗ > 0, le temps minimal de contrôla-
bilité à zéro est 𝑇∗ = 2𝜋−|𝜔|

𝜇∗
.

Le résultat négatif en temps 𝑇 < 𝑇∗ est attendu en raison de l’équation de
transport. Mais à cause du couplage avec l’équation parabolique, il n’y a aucune
raison pour qu’il existe des solutions dont le support se propage à vitesse finie. La
démonstration de la non contrôlabilité en temps 𝑇 < 𝑇∗ est donc un peu plus
compliquée que pour l’équation de transport pur ; nous utiliserons pour cela les
résultats de la Section 3.1.4.

La démonstration du résultat positif en temps 𝑇 > 𝑇∗ est une adaptation, pour
des systèmes de taille arbitraire, de la méthode employée par Lebeau et Zuazua sur
les systèmes de thermoélasticité [59].

La contrôlabilité à zéro en temps 𝑇 = 𝑇∗ n’est pas encore élucidée.

6.1.2 Étapes de la démonstration
On commence par démontrer quelques résultats préliminaires (Sec. 6.2), dont une
analyse spectrale de l’opérateur −𝐵𝜕2𝑥 + 𝐴𝜕𝑥 + 𝐾 sur 𝕋, ce qui nous permettra de
montrer que le système parabolique transport considéré est bien posé.

Ensuite, on démontre la non-contrôlabilité à zéro en temps 𝑇 < 𝑇∗ (Sec. 6.3),
en construisant des solutions proches d’un transport pur, et en traitant les termes
d’erreurs grâces aux résultats de la Section 3.1.4.

Enfin, on démontre la contrôlabilité à zéro en temps 𝑇 > 𝑇∗ (Sec. 6.4). Ceci se
fait en projetant l’équation sur les « fréquences hyperboliques » (qu’on traite grâce à
des techniques de propagation de singularités) et sur les « fréquences paraboliques »
(qu’on traite grâce à la méthode de Lebeau et Robbiano). On rassemble ces deux
projections et on traite les basses fréquences grâces à des arguments de compacité et
de continuation unique.

6.2 Résultats préliminaires

6.2.1 Composantes de Fourier
On veut étudier l’opérateur

ℒ ≔ −𝐵𝜕2𝑥 + 𝐴𝜕𝑥 + 𝐾 (6.6)

de domaine

𝐷(ℒ) = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, −𝐵𝜕2𝑥𝑓 + 𝐴𝜕𝑥𝑓 + 𝐾𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑} (6.7)

où les dérivées doivent être entendues au sens des distributions sur 𝕋. Dans ce
chapitre, on note 𝑒𝑛 la fonction 𝑥 ↦ ei𝑛𝑥. On remarque qu’en appliquant ℒ à 𝑋𝑒𝑛,
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(où 𝑋 ∈ ℂ𝑑), on trouve

ℒ(𝑋𝑒𝑛) = 𝑛2 (𝐵 + i
𝑛𝐴 +

1
𝑛2𝐾)𝑋𝑒𝑛. (6.8)

Ainsi, si on définit 𝐸(𝑧) la perturbation de 𝐵 par

∀𝑧 ∈ ℂ, 𝐸(𝑧) = 𝐵 + 𝑧𝐴 − 𝑧2𝐾, (6.9)

alors ℒ agit en Fourier comme la multiplication par 𝑛2𝐸(i/𝑛).

6.2.2 Théorie perturbative

Si on veut comprendre le semi-groupe e𝑡ℒ, nous devons connaitre le spectre et les
fonctions propres de 𝐸(𝑧). Ici, on relie les éléments spectraux de 𝐸(𝑧) en fonctions
de ceux de 𝐴 et 𝐵, dans la limite 𝑧 → 0. Ceci joue un rôle clef dans le reste de ce
chapitre. Ceci se base sur la théorie perturbative analytique en dimension finie, et
nous utiliserons librement des formules données par Kato [51, Ch. II §1 et §2].

Pour 𝑟 > 0 et 𝑚 ∈ ℕ∗, on note 𝒪𝑚×𝑚
𝑟 l’espace des fonctions holomorphes sur

le disque complexe 𝐷(0, 𝑟), à valeur dans𝑀𝑚(ℂ) (les matrices carrées de taille𝑚 à
coefficients complexes).

Le premier résultat porte sur la perturbation de la projection sur le noyau de 𝐵.
Notons que ce résultat repose seulement sur les hypothèses sur 𝐵, mais pas sur les
hypothèses sur 𝐴.

Proposition 6.2. Sous les hypothèses (H.1–H.2), il existe 𝑟 > 0 et une fonction à valeur
dans les matrices 𝑃h ∈ 𝒪𝑚×𝑚

𝑟 telle que

1. 𝑃h(0) = ( 𝐼𝑑1 0
0 0 ) ;

2. pour tout |𝑧| < 𝑟, 𝑃h(𝑧) est une projection qui commute avec 𝐸(𝑧) ;

3. dans la limite 𝑧 → 0, 𝐸(𝑧)𝑃h(𝑧) = 𝑂(𝑧).

Démonstration. Le spectre de 𝐸(𝑧) est continu en fonction de 𝑧 (voir [51, Ch. II §1.1]).
On considère le « 0-groupe de valeurs propres », c-à-d. l’ensemble des valeurs propres
qui tendent vers 0 lorsque 𝑧 → 0. Alors, on note 𝑃h(𝑧) la somme des projections sur
les espaces propres4 de 𝐸(𝑧) associés à ces valeurs propres selon les autres espaces
propres.

Une autre façon de définir 𝑃h(𝑧) est de choisir 𝑅 = min𝜆∈Sp(𝐷) |𝜆|/2 et 𝑟 assez
petit de sorte que pour |𝑧| < 𝑟, il n’y ait pas de valeur propres de 𝐸(𝑧) sur le cercle
𝜕𝐷(0, 𝑅). Alors, on définit (voir [51, Ch. II §1.4, Eq. (1.16)])

𝑃h(𝑧) = − 1
2i𝜋 ∫𝜕𝐷(0,𝑅)

(𝐸(𝑧) − 𝜁)−1 d𝜁. (6.10)

4Lorsqu’on parle « d’espace propre », on parle d’espace propre généralisé (où, dans les termes de
Kato, d’espace propre algébrique), c.-à-d. l’ensemble des vecteurs propres généralisés.
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Dans les termes de Kato, 𝑃h(𝑧) est la « projection totale pour le 0-groupe ». Alors,
selon [51, Ch. II §1.4], 𝑃h(𝑧) est la projection sur la somme des espaces propres
associés aux valeur propres de 𝐸(𝑧) qui sont dans 𝐷(0, 𝑅) selon les autres espaces
propres. Elle dépend holomorphiquement de |𝑧|. Pour 𝑧 = 0, la formule (6.10) qui
définit 𝑃h(0) devient

𝑃h(0) = − 1
2i𝜋 ∫𝜕𝐷(0,𝑅)

(𝐵 − 𝜁)−1 d𝜁.

Alors, 𝑃h(0) est la projection sur l’espace propre de 𝐵 associé à la valeur propre 0 selon
les autres espaces propres (voir [51, Ch. II §1.4]). Alors, d’après les hypothèses (H.2)
sur les blocs de 𝐵, 𝑃h(0) = ( 𝐼𝑑1 0

0 0 ). Ceci démontre le premier point.
D’après sa définition (6.10), 𝑃h(𝑧) commute avec 𝐸(𝑧). Ceci démontre le second

point. Alors on a
𝑃h(0)𝐸(0) = 𝐸(0)𝑃h(0) = 𝐵𝑃h(0) = 0,

ce qui, avec l’holomorphie de 𝑃h et de 𝐸, démontre le troisième point.

On dit que 𝑃h est la «projection sur les branches hyperboliques». On note 𝑃p(𝑧) ≔
𝐼𝑑 −𝑃h(𝑧), qu’on appelle la « projection sur les branches paraboliques », et qui vérifie
des propriétés analogues à 𝑃h.

Proposition 6.3. Sous les hypothèses (H.1–H.2), la fonction à valeurs matricielles 𝑃p
est dans 𝒪𝑚×𝑚

𝑟 et

1. 𝑃p(0) = ( 0 0
0 𝐼𝑑2 ) ;

2. pour tout |𝑧| < 𝑟, 𝑃p(𝑧) est une projection qui commute avec 𝐸(𝑧) ;

3. dans la limite 𝑧 → 0, 𝐸(𝑧)𝑃p(𝑧) = 𝐵 + 𝑂(𝑧).

Nous aurons besoin de séparer les branches hyperboliques plus finement.

Proposition 6.4. Sous les hypothèses (H.1–H.2) et en supposant 𝐴′ diagonalisable, il
existe 𝑟 > 0 et une famille de fonctions holomorphes à valeursmatricielles (𝑃h𝜇 )𝜇∈Sp(𝐴′) ∈
(𝒪𝑑×𝑑

𝑟 )Sp(𝐴′) telle que

1. pour tout 𝜇 ∈ Sp(𝐴′) et |𝑧| < 𝑟, 𝑃h𝜇 (𝑧) est une projection non nulle qui commute
avec 𝐸(𝑧) ;

2. pour tout |𝑧| < 𝑟, 𝑃h(𝑧) = ∑
𝜇∈Sp(𝐴′)

𝑃h𝜇 (𝑧) et pour tout 𝜇 ≠ 𝜇′, 𝑃h𝜇 (𝑧)𝑃h𝜇′(𝑧) = 0 ;

3. pour tout 𝜇 ∈ Sp(𝐴′), il existe 𝑅h𝜇 ∈ 𝒪𝑑×𝑑
𝑟 telle que

∀|𝑧| < 𝑟, 𝐸(𝑧)𝑃h𝜇 (𝑧) = 𝜇𝑧𝑃h𝜇 (𝑧) + 𝑧2𝑅h𝜇(𝑧).
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Remarque 6.5. Pour 𝜇 ∈ Sp(𝐴′), la projection 𝑃h𝜇 est holomorphe et donc continue
sur 𝐷(0, 𝑟). Donc, le rang de 𝑃h𝜇 (𝑧), qui est sa trace, ne dépend pas de |𝑧| < 𝑟 (les 𝑃h𝜇 (𝑧)
sont même similaires, voir [51, Ch. I, §4.6, Lemme 4.10]). Pour les mêmes raisons,
les rangs de 𝑃h(𝑧) et 𝑃p(𝑧) ne dépendent pas de 𝑧.

Démonstration. La démonstration est essentiellement le « processus de réduction »
de Kato [51, Ch. II §2.3]. Selon la Proposition 6.2, 𝑃h est holomorphe et 𝑃h(𝑧)𝐸(𝑧) =
𝑂(𝑧). Alors, on définit

𝐸(1)(𝑧) = 𝑧−1𝐸(𝑧)𝑃h(𝑧) = 𝑧−1𝑃h(𝑧)𝐸(𝑧),

qui est holomorphe pour |𝑧| < 𝑟. Notons que d’après Kato [51, Ch. II Eq. (2.38)], on a

𝐸(1)(0) = 𝑃h(0)𝐸′(0)𝑃h(0) = (𝐴
′ 0
0 0) .

Supposons pour le moment que 0 n’est pas valeur propre de 𝐴′. Alors, pour
𝜇 ∈ Sp(𝐴′), on définit 𝑃h𝜇 (𝑧) la projection totale pour le 𝜇-groupe de valeurs propres
de 𝐸(1)(𝑧). Dit autrement, et d’après la définition de 𝐸(1)(𝑧), 𝑃h𝜇 (𝑧) est la « projection
totale sur le 𝜇𝑧-groupe » de valeurs propres de 𝐸(𝑧). La projection 𝑃h𝜇 (𝑧) est ainsi
définie et holomorphe pour 𝑧 assez petit (voir [51, Ch. II, §1.4]).

Pour 𝑧 assez petit,𝑃h𝜇 (𝑧) est la projection sur des espaces propres de𝐸(1)(𝑧) associés
à des valeurs propres non nulles, donc

Im(𝑃h𝜇 (𝑧)) ⊂ Im(𝐸(1)(𝑧)) ⊂ Im(𝑃h(𝑧)),

où la dernière inclusion vient de la définition de 𝐸(1)(𝑧). Donc 𝑃h𝜇 (𝑧) est une sous-
projection de 𝑃h(𝑧). De plus, 𝑃h𝜇 (𝑧) commute avec 𝐸(1)(𝑧), donc il commute avec 𝐸(𝑧).
Ceci démontre le point 1 dans le cas 0 ∉ Sp(𝐴′).

Pour 𝜇 ≠ 𝜈, 𝑃h𝜇 (𝑧) et 𝑃h𝜈 (𝑧) sont des projections sur des sommes d’espaces propres
associés à des valeurs propres différentes, donc 𝑃h𝜇 (𝑧)𝑃h𝜈 (𝑧) = 0. Notons temporaire-
ment 𝑄h(𝑧) = ∑𝜇∈Sp(𝐴′) 𝑃

h
𝜇 (𝑧). Alors, pour 𝑧 petit, 𝑄h(𝑧) est la projection sur tout

les espaces propres de 𝐸(1)(𝑧) associés à des valeurs propres non nulles. D’après la
définition de 𝐸(1)(𝑧), ceci démontre que 𝑄h(𝑧) est une sous-projection de 𝑃h(𝑧). Véri-
fions que les rangs de 𝑄h(𝑧) et de 𝑃h(𝑧) sont égaux. Cela justifiera que pour 𝑧 assez
petit, 𝑄h(𝑧) = 𝑃h(𝑧). Le rang de 𝑄h(𝑧), qui est sa trace, ne dépend pas de 𝑧. La même
chose est vraie pour 𝑃h(𝑧). Pour 𝑧 = 0, on a 𝐸(1)(0) = ( 𝐴′ 00 0 ), donc, en rappelant que
0 ∉ Sp(𝐴′), on a

𝑄h(0) = (𝐼𝑑1 0
0 0) = 𝑃h(0).

Donc, pour 𝑧 assez petit, 𝑄h(𝑧) = 𝑃h(𝑧), ce qui termine la démonstration du point 2
dans le cas 0 ∉ Sp(𝐴′).
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Si 0 ∈ Sp(𝐴′), on ajoute 𝛼𝑧𝐼 à 𝐸(𝑧) pour un certain 𝛼 ∈ ℂ. Cela revient à ajou-
ter 𝛼𝑃h(𝑧) à 𝐸(1)(𝑧). Cela décale les valeurs propres de la restriction de 𝐸(1)(𝑧) sur
Im(𝑃h(𝑧)) (mais pas de sa restriction à Im(𝐼𝑑 − 𝑃h(𝑧))) par 𝛼, sans modifier les pro-
jections propres. Ainsi, en choisissant 𝛼 de sorte que 0 ∉ 𝛼 + Sp(𝐴′), on démontre
les points 1 et 2 dans le cas 0 ∈ Sp(𝐴′).

Il nous reste à démontrer le point 3. Comme 𝐴′ est diagonalisable, il en est de
même pour 𝐸(1)(0) = ( 𝐴′ 00 0 ). Donc il n’y a pas de terme nilpotent dans la décomposi-
tion spectrale de 𝐸(1)(0). C’est-à-dire que pour tout 𝜇 ∈ Sp(𝐴′),

𝐸(1)(0)𝑃h𝜇 (0) = 𝜇𝑃ℎ𝜇 (0). (6.11)

Comme 𝑧 ↦ 𝐸(1)(𝑧)𝑃h𝜇 (𝑧) est holomorphe, on a

𝐸(1)(𝑧)𝑃h𝜇 (𝑧) = 𝜇𝑃ℎ𝜇 (𝑧) + 𝑂(𝑧).

Enfin, on multiplie par 𝑧 pour revenir à 𝐸(𝑧), ce qui donne

𝐸(𝑧)𝑃h𝜇 (𝑧) = 𝜇𝑧𝑃ℎ𝜇 (𝑧) + 𝑂(𝑧2).

6.2.3 Estimation des composantes de Fourier et caractère bien
posé

Dissipation des composantes paraboliques

On démontre l’estimation de dissipation des composantes paraboliques suivante.

Proposition 6.6. Il existe 𝑟, 𝐾𝑝, 𝑐𝑝 > 0 tels que pour tout |𝑧| < 𝑟, 𝜏 > 0 et 𝑋 ∈
Im(𝑃p(𝑧)),

|e−𝐸(𝑧)𝜏𝑋| ≤ 𝐾𝑝e−𝑐𝑝𝜏|𝑋|.

Démonstration. En utilisant la Proposition 6.3, pour |𝑧| ≤ 𝑟, on appelle 𝐸p(𝑧) la
restriction de 𝐸(𝑧) au sous-espace vectoriel Im(𝑃p(𝑧)), qui est un endomorphisme de
Im(𝑃p(𝑧)).

D’après l’hypothèse (H.2) sur 𝐷, il existe 𝑐 > 0 tel que ℜ(Sp(−𝐷)) ⊂ ]−∞,−𝑐[.
Donc il existe un disque ouvert Ω du plan complexe tel que Sp(−𝐷) ⊂ Ω et
max{ℜ(𝑧); 𝑧 ∈ Ω} < −𝑐. Alors, par continuité du spectre, pour 𝑟 assez petit,
on a pour tout |𝑧| ≤ 𝑟, Sp(𝐸p(𝑧)) ⊂ Ω.

Étape 1 : formule de Cauchy. On démontre l’égalité d’endomorphismes de Im(𝑃p(𝑧))

∀|𝑧| ≤ 𝑟, 𝜏 ∈ ℝ, e𝐸p(𝑧)𝜏 = 1
2𝜋i∫𝜕Ω

e𝜏𝜉 (𝜉𝐼 − 𝐸p(𝑧))−1 d𝜉, (6.12)
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où 𝐼 est l’identité de Im(𝑃p(𝑧)). Le membre droit est bien défini parce qu’il n’y a pas
de valeur propre de 𝐸p(𝑧) sur le chemin d’intégration. Notons le 𝜙(𝜏). Alors

𝜙′(𝜏) = 1
2𝜋i∫𝜕Ω

e𝜏𝜉𝜉(𝜉𝐼 − 𝐸p(𝑧))−1 d𝜉

= 1
2𝜋i∫𝜕Ω

e𝜏𝜉((𝜉𝐼 − 𝐸p(𝑧)) + 𝐸p(𝑧))(𝜉𝐼 − 𝐸p(𝑧))−1 d𝜉.

D’après la formule intégrale de Cauchy, ∫𝜕Ω e
𝜏𝜉 d𝜉 = 0 donc 𝜙′(𝜏) = 𝐸p(𝑧)𝜙(𝜏). De

plus, 𝜙(0) = 𝐼 parce que toute les valeurs propres de 𝐸p(𝑧) sont dans Ω (voir [51,
Ch. I, Problem 5.9]). Donc, on a bien 𝜙(𝜏) = e𝜏𝐸p(𝑧).

Étape 2 : estimée. On déduit de l’étape précédente l’égalité suivante entre endo-
morphismes de ℂ𝑑

∀|𝑧| ≤ 𝑟, 𝜏 ∈ ℝ, e𝐸(𝑧)𝜏𝑃p(𝑧) = 1
2𝜋i∫𝜕Ω

e𝜏𝜉 (𝜉𝐼 − 𝐸(𝑧))−1 𝑃p(𝑧) d𝜉 . (6.13)

Notons que si 𝑟 est assez petit, les valeurs propres de 𝐸(𝑧) sont soit dans Ω (branche
parabolique), soit proche de 0 (branche hyperbolique) disons dans {ℜ(𝜉) > −𝑐/2}.
Alors, (𝜉𝐼 − 𝐸(𝑧)) est inversible comme opérateur de ℂ𝑑 pour tout 𝜉 ∈ 𝜕Ω, et le
membre droit de l’équation précédente est bien définit.

On déduit de (6.13) que

||e𝐸(𝑧)𝜏𝑃p(𝑧)|| ≤
1
2𝜋 ∫𝜕Ω

e𝜏ℜ(𝜉) ||(𝜉𝐼 − 𝐸(𝑧))−1 𝑃p(𝑧)|| d𝜉 .

l’application (𝜉, 𝑧) ∈ 𝜕Ω×𝐷(0, 𝑟) ↦ ||(𝜉𝐼 − 𝐸(𝑧))−1 𝑃p(𝑧)|| est continue sur un espace
compact, donc majorée par une certaine constante 𝐾. Alors, pour tout |𝑧| < 𝑟 et 𝜏 > 0,
||e𝐸(𝑧)𝜏𝑃p(𝑧)|| ≤ 𝐾e−𝑐𝜏.

Caractère borné des composantes de transport

On démontre que les composantes de transport sont bornées en fonction de 𝑛.

Proposition 6.7. Il existe 𝑟, 𝐾ℎ, 𝑐ℎ > 0 tel que pour tout 𝑧 ∈ i[−𝑟, 𝑟] ⧵ {0}, 𝑡 ∈ ℝ et
𝑋 ∈ Im(𝑃h(𝑧)),

|||exp (
1
𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑋

||| ≤ 𝐾ℎe𝑐ℎ|𝑡||𝑋|.

Démonstration. Soit 𝑟 donné par la Proposition 6.4, 𝑧 ∈ i[−𝑟, 𝑟] ⧵ {0}, 𝑡 ∈ ℝ, 𝜇 ∈
Sp(𝐴′) et 𝑌 ∈ Im(𝑃h𝜇 (𝑧)). En se rappelant que Im(𝑃h𝜇 (𝑧)) est stable par 𝐸(𝑧), on trouve

exp ( 1𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑌 = exp ( 1𝑧2𝐸(𝑧)𝑃
h
𝜇 (𝑧)𝑡) 𝑌 = exp ( 1𝑧2 (𝜇𝑧𝑃

h
𝜇 (𝑧) + 𝑧2𝑅h𝜇(𝑧)) 𝑡) 𝑌.
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Notons que 𝑃h𝜇 (𝑧) et 𝑅h𝜇(𝑧) commutent parce que 𝑃h𝜇 (𝑧) et 𝐸(𝑧) commutent et
𝐸(𝑧)𝑃h𝜇 (𝑧) = 𝜇𝑧𝑃h𝜇 (𝑧) + 𝑧2𝑅h𝜇(𝑧). Donc, en utilisant le fait que 𝜇/𝑧 ∈ iℝ, on a

|||exp (
1
𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑌

||| = ||e𝜇𝑡/𝑧 exp (𝑅h𝜇(𝑧)𝑡) 𝑌|| ≤ e𝑐𝜇|𝑡||𝑌|

où 𝑐𝜇 = max{|𝑅h𝜇(𝑧)|, 𝑧 ∈ 𝐷(0, 𝑟)}. On en déduit que pour 𝑋 ∈ Im(𝑃h(𝑧)),

|||exp (
1
𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑋

||| ≤ ∑
𝜇∈Sp(𝐴′)

|||exp (
1
𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑃

h
𝜇 (𝑧)𝑋

|||

≤ ∑
𝜇∈Sp(𝐴′)

e𝑐𝜇|𝑡||𝑃h𝜇 (𝑧)𝑋| ≤ 𝐾e𝑐|𝑡||𝑋|2

avec 𝑐 = max{𝑐𝜇, 𝜇 ∈ Sp(𝐴′)} et 𝐾 = max {∑𝜇∈Sp(𝐴′)|𝑃
h
𝜇 (𝜁)|, 𝜁 ∈ 𝐷(0, 𝑟)}.

Caractère bien posé

En combinant les estimations sur les composantes paraboliques et les composantes
de transport, on montre que le système parabolique transport (6.1) est bien posé. On
définit les coefficients de Fourier de 𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋) par

∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑓(𝑛) = 1
2𝜋 ∫𝕋

𝑓(𝑡)e−i𝑛𝑡 d𝑡 ∈ ℂ𝑑.

On considère l’opérateur ℒ défini par (6.6) et (6.7). D’après l’égalité de Parseval et la
définition de 𝐸(𝑧) (Eq. (6.9)),

𝐷(ℒ) = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, ∑
𝑛∈ℤ

|||𝑛
2𝐸 ( i𝑛) 𝑓(𝑛)

|||

2
< ∞}, (6.14)

On démontre que −ℒ génère un semi-groupe fortement continu.

Proposition 6.8. L’opérateur −ℒ génère un semi-groupe fortement continu d’opéra-
teurs bornés sur 𝐿2(𝕋𝑑).

Définition 6.9. On définit alors les solutions du système (6.1) grâce à la défini-
tionA.5, qui d’après la PropositionA.6 existent et sont uniques. Onnotera 𝑆(𝑡, 𝑓0, 𝑢) ≔
𝑓(𝑡, ⋅, ⋅) la solution de (6.1). De plus, 𝑆(𝑡, 𝑓0, 𝑢) vérifie l’estimée

∀0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, |𝑓(𝑡)|𝐿2(𝕋) ≤ 𝐶(|𝑓0|𝐿2(𝕋) + |𝑢|𝐿2([0,𝑇]×𝜔)), (6.15)

Démonstration. On déduit des Propositions 6.6 et 6.7 que pour tout 𝑧 ∈ i[−𝑟, 𝑟] ⧵ {0},
𝑡 > 0 et 𝑋 ∈ ℂ𝑑,

|||exp (
1
𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑋

||| ≤
|||exp (−𝐸(𝑧)

𝑡
|𝑧|2) 𝑃

p(𝑧)𝑋||| +
|||exp (

1
𝑧2𝐸(𝑧)𝑡) 𝑃

h(𝑧)𝑋|||

≤ 𝐾𝑝e
−𝑐𝑝

𝑡
|𝑧|2 |𝑃p(𝑧)𝑋| + 𝐾ℎe𝑐ℎ𝑡 ||𝑃h(𝑧)𝑋||

≤ 𝐾e𝑐ℎ𝑡 |𝑋|

(6.16)
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où 𝐾 = max {𝐾𝑝 |𝑃p(𝑧)| + 𝐾ℎ ||𝑃h(𝑧)|| , 𝑧 ∈ i[−𝑟, 𝑟]}.
Pour 𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 et 𝑡 ∈ [0,∞), on définit

𝑆(𝑡) = ∑
𝑛∈ℤ

e𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )𝑓(𝑛)𝑒𝑛.

D’après l’égalité de Parseval et l’estimée (6.16), 𝑆(𝑡) est un opérateur borné de 𝐿2(𝕋)𝑑,
parce que le nombre de 𝑛 ∈ ℤ tels que 1

𝑛
∉ [−𝑟, 𝑟] est fini. Les propriétés de semi-

groupe 𝑆(0) = 𝐼 et 𝑆(𝑡 + 𝑠) = 𝑆(𝑡)𝑆(𝑠) découlent immédiatement de la définition.
Vérifions que −ℒ est bien le générateur du semi-groupe 𝑆(𝑡). On remarque qu’au

sens des distributions, et d’après la relation entre 𝐸(𝑧) et ℒ (Sec. 6.2.1), pour tout
𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑,

1
𝑡 (𝑆(𝑡) − 𝐼)𝑓 = ∑

𝑛∈ℤ

e𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 ) − 𝐼𝑑

𝑡 𝑓(𝑛) −−−→
𝑡→0

∑
𝑛∈ℤ

𝑛2𝐸 ( i𝑛) 𝑓(𝑛) = −ℒ𝑓.

Donc le générateur du semi-groupe 𝑆(𝑡) agit comme−ℒ. En particulier, son domaine
est inclus dans 𝐷(ℒ) (voir Eq. (6.7)). Vérifions l’inclusion inverse.

Pour 𝑓 ∈ 𝐷(ℒ), on a d’après l’inégalité de Parseval

|||(
𝑆(𝑡) − 𝐼

𝑡 + ℒ)𝑓|||

2

𝐿2(𝕋)𝑑
= ∑

𝑛∈ℤ

|
|
|
|
(
e𝑡𝑛

2𝐸( i𝑛 ) − 𝐼𝑑
𝑡 − 𝑛2𝐸 ( i𝑛))𝑓(𝑛)

|
|
|
|

2

.

Dans le membre de droite, chaque terme de la série converge vers 0 lorsque 𝑡 → 0, et
d’après l’estimée (6.16), est dominé pour tout 𝑡 ∈ [0, 1] et 𝑛 > 1/𝑟 par

|
|
|
(∫

1

0
e𝑡𝜃𝑛

2𝐸( i𝑛 ) d𝜃 − 𝐼𝑑) 𝑛2𝐸 (
i
𝑛) 𝑓(𝑛)

|
|
|

2

≤ (𝐾e𝑐ℎ + 1) |||𝑛
2𝐸 ( i𝑛) 𝑓(𝑛)

|||
2
,

qui peut être sommée pour 𝑛 ∈ ℤ parce que 𝑓 ∈ 𝐷(ℒ), (voir (6.14)). D’après le
théorème de convergence dominée, la somme de cette série tend vers 0 lorsque 𝑡 → 0.
Donc 𝑓 est dans le domaine du générateur du semi-groupe 𝑆(𝑡).

6.2.4 Système adjoint et observabilité
Explicitons l’inégalité d’observabilité au temps final associée au problème de contrô-
labilité à zéro du système (6.1) (voir Prop. A.8).

Proposition 6.10. Soit 𝑇 > 0. Le système (6.1) est contrôlable à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇
si et seulement s’il existe𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(𝕋; ℂ𝑑), la solution 𝑔 du système
adjoint

{ 𝜕𝑡𝑔 − 𝐵tr𝜕2𝑥𝑔 − 𝐴tr𝜕𝑥𝑔 + 𝐾tr𝑔 = 0 in ]0, 𝑇[ × 𝕋,
𝑔(0, ⋅) = 𝑔0 sur 𝕋. (6.17)
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vérifie

|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2(𝕋;ℂ𝑑) ≤ 𝐶∫
𝑇

0
∫
𝜔
|𝑔(𝑡, 𝑥)|2 d𝑡 d𝑥. (6.18)

Notons que les solutions du système adjoint (6.17) sont de la forme5

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛∈ℤ

ei𝑛𝑥−𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )

∗

𝑔0(𝑛). (6.19)

De plus, on a une théorie spectrale similaire aux Propositions 6.2–6.4 : il suffit de
prendre l’adjoint de chacune des formules de ces Propositions.

6.3 Obstruction à la contrôlabilité à zéro en temps
petit

On démontre ici la non-contrôlabilité en temps petit. Il suffit de le faire lorsque
l’ouvert de contrôle 𝜔 est un intervalle. En effet, dans le cas général, 𝜖 est inclus dans
un intervalle 𝜔 de 𝕋 tel que ℓ(𝜔) = ℓ(𝜔), auquel cas le résultat négatif pour le plus
grand domaine de contrôle 𝜔 implique le résultat négatif pour le plus petit domaine
de contrôle 𝜔. Ainsi, dans toute cette section, on suppose que 𝜔 est un intervalle de
𝕋.

Démonstration du résultat négatif du Théorème 6.1. On veut nier l’inégalité d’obser-
vabilité (6.18). On fait ceci en identifiant des solutions qui sont approximativement
des solutions de la forme 𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑔0(𝑥 − 𝜇𝑡), et on traite les termes d’erreurs grâce
aux résultats de la section 3.1.4.

Soit 𝜇 ∈ Sp(𝐴′) de valeur absolue minimum. On commence par réinterpréter
l’inégalité d’observabilité comme inégalité sur les polynômes

Lemme 6.11. Soit 𝑈 un ouvert de ℂ étoilé en 0, qui contient 𝜔𝑇 ≔ ⋃0≤𝑡≤𝑇(𝜔 − 𝜇𝑡)
(où 𝜔 − 𝜇𝑡 doit s’entendre comme la rotation de 𝜔 par un angle −𝜇𝑡, voir Figure 6.1).

Si le système (6.1) est contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇, il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout
polynôme 𝑝(𝜁) = ∑𝑛 𝑎𝑛𝜁

𝑛,

|𝑝|𝐿2(𝐷(0,1)) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑈). (6.20)

Démonstration. Étape 1 : solution de transport approchées. D’après la Proposition 6.4,
il existe 𝑟 > 0, une fonction à valeur dans les projections 𝑃h𝜇 et une fonction à valeurs
matricielles 𝑅h𝜇 qui sont holomorphes sur 𝐷(0, 𝑟) et telles que pour tout |𝑧| < 𝑟,

𝑃h𝜇 (𝑧)𝐸(𝑧) = 𝐸(𝑧)𝑃h𝜇 (𝑧) = 𝜇𝑧𝑃h𝜇 (𝑧) + 𝑧2𝑅h𝜇(𝑧). (6.21)
5Lorsqu’on écrit𝐸(𝑧)∗, cela doit se comprendre comme (𝐸(𝑧))∗. On utilisera la même convention

pour 𝑃h
𝜇(𝑧)∗ etc.
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𝜔𝜔𝑇

𝑈

𝜁0

Figure 6.1 – En jaune, un exemple de do-
maine 𝑈. L’arc de cercle noir est 𝜔𝑇, une
fois qu’on a identifié 𝕋 et le cercle complexe
unité. La contrôlabilité à zéro du systèmes
parabolique-transport implique une estima-
tion de la norme 𝐿2(𝐷(0, 1)) des polynômes
par leur norme 𝐿∞(𝑈).
Mais si 𝑇 n’est pas trop grand, 𝜔𝑇 n’est pas
la totalité du cercle unité, et on peut alors
choisir𝑈 de sorte que𝐷(0, 1) ⊄ 𝑈. Auquel
cas, on peut choisir 𝜁0 ∈ 𝐷(0, 1) ⧵ 𝑈 et
une suite de polynômes qui converge vers
𝜁 ↦ (𝜁 − 𝜁0)−1 en dehors de la demi-droite
bleue.

Soit 𝜑0 ≠ 0 dans l’image de 𝑃h𝜇 (0)∗. Soit 𝑁 ∈ ℕ assez grand (à choisir plus tard,
dépendant seulement de la fonction 𝑃h𝜇 ), et soit 𝜑𝑛 = 𝑃h𝜇 (i/𝑛)∗𝜑0 pour 𝑛 > 𝑁 et
𝜑𝑛 = 𝜑0 pour 𝑛 ≤ 𝑁.

Pour nier l’inégalité d’observabilité (6.18), on considère les solutions 𝑔(𝑡, 𝑥) du
système adjoint (6.17) avec conditions initiales de la forme 𝑔(0, 𝑥) = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛e

i𝑛𝑥𝜑𝑛.
Pour ne pas s’embarrasser de questions de sommabilité, on supposera toutes les
sommes finies. Sur l’image de 𝑃h𝜇 (𝑧), 𝐸(𝑧) agit comme 𝜇𝑧 + 𝑧2𝑅h𝜇(𝑧) (voir Eq. (6.21)).
On a donc

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛ei𝑛𝑥e
−𝑡𝑛2𝐸( i𝑛 )

∗

𝜑𝑛

= ∑
𝑛≤𝑁

𝑎𝑛ei𝑛𝑥e
−𝑡𝑛2𝐸( i𝑛 )

∗

𝜑0 + ∑
𝑛>𝑁

𝑎𝑛e
i𝑛(𝑥+𝜇𝑡)+𝑡𝑅h𝜇(

i
𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
𝜑0.

Alors, en définissant pour 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 et 𝑛 ∈ ℕ,

𝛾𝑡(𝑛) = {
e𝑡𝑅

h
𝜇(

i
𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i

𝑛
)
∗
, si 𝑛 > 𝑁,

e−𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )

∗
−i𝑛𝜇𝑡 si 𝑛 ≤ 𝑁,

(6.22)

on écrit 𝑔(𝑡, 𝑥) comme

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛ei𝑛(𝑥+𝜇𝑡)𝛾𝑡(𝑛)𝜑0. (6.23)

Commençons par minorer le membre de gauche de l’inégalité d’observabilité.

Étape 2 : minoration du membre gauche de l’inégalité d’observabilité. D’après l’égalité
de Parseval,

|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2(𝕋) = || ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛ei𝑛(𝑥+𝜇𝑇)𝛾𝑇(𝑛)𝜑0||
2

𝐿2(𝕋)
= 2𝜋 ∑

𝑛≥0
|𝑎𝑛|2|𝛾𝑇(𝑛)𝜑0|2. (6.24)
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Comme 𝑅 est holomorphe sur 𝐷(0, 𝑟), la fonction 𝑧 ↦ 𝑅h𝜇(𝑧)∗ l’est également. En
particulier, on a 𝐶1 ≔ sup|𝑧|≤𝑟/2 |𝑅

h
𝜇(𝑧)∗| < +∞. Donc, pour 𝑛 ≥ 2𝑟−1, on a

||(e
−𝑇𝑅h𝜇(

i
𝑛 )

∗

)
−1|| = ||e

𝑇𝑅h𝜇(
i
𝑛 )

∗
|| ≤ e𝐶1𝑇. (6.25)

De plus, 𝜑0 est dans l’image de 𝑃h𝜇 (0)∗ et 𝑃h𝜇 est holomorphe sur 𝐷(0, 𝑟), donc il existe
𝑟′ > 0 assez petit de sorte que pour |𝑧| < 𝑟′,

|𝑃h𝜇 (𝑧)∗𝜑0| ≥ |𝜑0|/2 ≕ 𝑐. (6.26)

On choisit alors 𝑁 ≔ ⌊max(2𝑟−1, 𝑟′−1)⌋. En rassemblant (6.25) et (6.26), on a alors
pour 𝑛 > 𝑁,

|𝛾𝑇(𝑛)𝜑0| =
|||e
−𝑇𝑅h𝜇(

i
𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
𝜑0
||| ≥ e−𝐶1𝑇𝑐 ≕ 𝑐′.

Or, par définition de 𝛾𝑇(𝑛) dans le cas 𝑛 ≤ 𝑁 (Eq. (6.22)), cette minoration reste vraie
pour 𝑛 ≤ 𝑁 (quitte à réduire 𝑐′). Donc, en l’utilisant dans l’égalité de Parseval (6.24),
on a

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛
|||

2

𝐿2(𝐷(0,1))
= 𝜋∑

𝑛≥0

|𝑎𝑛|2

𝑛 + 1 ≤
𝜋
𝑐′ ∑𝑛≥0

|𝑎𝑛|2

𝑛 + 1|𝛾𝑇(𝑛)𝜑0|
2 ≤ 1

2𝑐′ |𝑔(𝑇, ⋅)|
2
𝐿2(𝕋). (6.27)

Étape 3a : majoration ; symboles. Pour majorer le membre droit de l’inégalité d’obser-
vabilité, on veut utiliser le Théorème 3.27. En effet, on a pour 𝜏 ≥ 0

∑
𝑛≥0

𝛾𝜏(𝑛)𝑎𝑛𝜑0𝜁𝑛 = 𝐻𝛾𝜏( ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛𝜑0). (6.28)

Pour ceci, on commence par montrer que (𝛾𝑡)0≤𝜏≤𝑇 est une famille (de suites)
bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝜌 pour une certaine fonction croissante 𝜌∶ ]0, 𝜋/2[ → ℝ+.

Définissons ̃𝛾𝜏(𝑧) = e𝑡𝑅h𝜇(i/ ̄𝑧)∗𝑃h𝜇 (i/ ̄𝑧)∗. Pour 𝑛 > 𝑁, on a alors 𝛾𝜏(𝑛) = ̃𝛾𝜏(𝑛) (voir
la définition de 𝛾𝑡 Eq. (6.22)).

Vérifions que ( ̃𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 . Comme 𝑅h𝜇 et 𝑃h𝜇 sont
holomorphes sur 𝐷(0, 𝑟), ̃𝛾𝜏 est holomorphe sur {|𝑧| > 𝑟−1}, et en particulier sur
{ℜ(𝑧) > 𝑟−1}. Donc, pour |𝑧| > 2𝑟−1 et 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇, on a

| ̃𝛾𝜏(𝑧)| ≤ e𝑇 sup|𝑧|<𝑟/2 |𝑅
h
𝜇(𝑧)| sup

|𝑧|<𝑟/2
|𝑃h𝜇 (𝑧)| < +∞.

Comme 𝑁 ≥ 2𝑟−1, 𝛾𝜏 est bornée sur {ℜ(𝑧) > 𝑁}, et est en particulier à croissance
sous-exponentielle. Donc 𝛾𝜏 est dans 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 . Et comme la majoration précédente est
uniforme en 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇, la famille (𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est bornée dans 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 .

Comme ̃𝛾𝜏 est dans 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 , la suite (𝛾𝜏(𝑛))𝑛≥0, qui coïncide avec ̃𝛾𝜏(𝑛) pour 𝑛 > 𝑁,
est dans 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 (voir Def. 3.14). De plus, les termes 𝛾𝜏(𝑛) pour 𝑛 ≤ 𝑁 vérifient une
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estimation de la forme |𝛾𝜏(𝑛)| ≤ e𝐶𝑇𝑁2 (voir leur définition Eq. (6.22)), et sont donc
bornés pour 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇. Donc (𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 .

Comme 𝒮𝑑×𝑑𝑁,0 est inclus continument dans 𝒮𝑑×𝑑𝜌 avec 𝜌(𝜃) = 𝑁/ cos(𝜃), ceci dé-
montre bien que (𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝜌 .

Étape 3b : majoration du membre droit ; utilisation du Théorème 3.27. Rappelons que
𝑈 est étoilé en 0 et que 𝜔𝑇 ⊂ 𝑈. Les conditions du Théorème 3.27 sont réunies. On
applique alors l’estimée (3.17) avec 𝑋 = 𝜔𝑇 et𝑊 = 𝑈 :

|||𝐻𝛾𝜏( ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜑0𝜁𝑛)
|||
𝐿∞(𝜔𝑇)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜑0𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

= 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

, (6.29)

où 𝐶 ne dépend ni du polynôme∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝜁
𝑛, ni de 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇 car la famille (𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇

est bornée.
Alors, par définition de 𝐻𝛾𝜏 (Def. 3.1), il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout polynôme

∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝜁
𝑛 et pour tout 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇,

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛𝛾𝜏(𝑛)
|||
𝐿∞(𝜔𝑇)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

(6.30)

Étape 3c : majoration du membre droit ; conclusion. Si on note 𝜁(𝑡, 𝑥) = ei(𝑥+𝜇𝑡), qui
est dans𝜔𝑇 si (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇]×𝜔, on a (voir l’expression de 𝑔 en fonction de 𝛾𝑡 Eq. (6.23))

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁(𝑡, 𝑥)𝑛𝛾𝑡(𝑛)𝜑0.

Soit (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇] × 𝜔. En appliquant l’estimée (6.30) avec 𝜏 = 𝑡, on a

|𝑔(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

.

Le membre droit de l’inégalité d’observabilité (6.18) vérifie donc

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 2𝜋𝑇|𝑔|2𝐿∞([0,𝑇]×𝜔) ≤ 2𝜋𝑇𝐶2|| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛||
2

𝐿∞(𝑈)
. (6.31)

Étape 4 : conclusion. En rassemblant la minoration (6.27) et la majoration (6.31),
l’inégalité d’observabilité (6.18) implique

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛
|||

2

𝐿2(𝐷(0,1))
≤ 𝐶|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2(𝕋) ≤ 𝐶′|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) ≤ 𝐶″|| ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛𝜁𝑛||

2

𝐿∞(𝑈)
. ♦

On va montrer que l’inégalité de la Proposition 6.11 n’est pas vraie grâce au
théorème de Runge (Th. 1.12).
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Soit 𝑇 < 𝑇∗ et 𝜔𝑇 comme dans la Proposition 6.11. Par définition de 𝑇∗, 𝜔𝑇 n’est
pas le cercle unité entier, donc on peut trouver un domaine ouvert 𝑈 qui est étoilé en
0 et qui ne contient pas 𝐷(0, 1) (voir Fig. 6.1).

Avec ce choix de 𝑈, il existe un nombre complexe 𝜁0 ∈ 𝐷(0, 1) qui n’est pas
adhérent à 𝑈. Alors, d’après le Théorème de Runge il existe une suite de polynômes
(𝑝𝑘)𝑘 qui converge uniformément sur tout compact de ℂ⧵ (𝜁0[1, +∞)) vers 𝜁 ↦ (𝜁 −
𝜁0)−1. Alors, la suite (𝑝𝑘)𝑘 est un contre-exemple à l’inégalité sur les polynômes (6.20).
En effet, comme (𝜁 − 𝜁0)−1 est bornée sur 𝑈, (𝑝𝑘)𝑘 est uniformément bornée sur 𝑈,
donc le membre droit de l’inégalité (6.20) est bornée. Mais comme 𝜁0 ∈ 𝐷(0, 1), (𝜁 −
𝜁0)−1 est de norme 𝐿2(𝐷(0, 1)) infinie. Donc, d’après le lemme de Fatou, |𝑝𝑘|𝐿2(𝐷(0,1))
tend vers +∞ lorsque 𝑘 → +∞.

6.4 Contrôlabilité en temps grand

Le but de cette section est de démontrer le point 2 du Théorème 6.1, en adaptant la
stratégie de Lebeau et Zuazua [59], basée sur une décomposition spectrale. En hautes
fréquences, le spectre se sépare en une partie parabolique et une partie hyperbolique.
On introduit alors une décomposition de 𝐿2(𝕋)𝑑 adaptée en Section 6.4.1. La stratégie
de contrôle est présentée en Section 6.4.2. On verra qu’en projetant la dynamique sur
les espaces paraboliques/hyperboliques, le système se décompose en deux systèmes
faiblement couplés, le premier se comportant comme une équation de transport, le
second comme une équation de la chaleur. On traite l’équation de transport dans la
Section 6.4.3 en utilisant des méthodes développées par Alabau-Boussouira, Coron et
Olive [1]. On traite l’équation parabolique en Section 6.4.4 en adaptant la méthode de
Lebeau et Robbiano [57] à des systèmes de taille arbitraire. La partie basses fréquences
est gérée avec des arguments de compacité et de continuation unique en Section 6.4.5.

Dans toute cette section, le paramètre 𝑟 > 0 est supposé assez petit pour que les
Proposition 6.2–6.4 ainsi que 6.6 et 6.7 soient vraies.

6.4.1 Une décomposition adaptée de 𝐿2(𝕋)𝑑

Proposition 6.12. Soit𝑛0 ∈ ℕ tel que 1
𝑛0
< 𝑟. Ona la décompositionde𝐿2(𝕋)𝑑 suivante

𝐿2(𝕋)𝑑 = 𝐹0 ⊕ 𝐹p ⊕ 𝐹h, (6.32)

où

𝐹0 ≔ ⨁
|𝑛|≤𝑛0

ℂ𝑑𝑒𝑛, (6.33)

𝐹p ≔ ⨁
|𝑛|>𝑛0

Im (𝑃p( i𝑛)) 𝑒𝑛, (6.34)
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𝐹h ≔ ⨁
|𝑛|>𝑛0

Im (𝑃h( i𝑛)) 𝑒𝑛. (6.35)

De plus, les projectionsΠ0,Πp,Πh etΠ définies par

𝐿2(𝕋)𝑑 = 𝐹0 ⊕ 𝐹p ⊕ 𝐹h
Π0 = 𝐼𝐹0 + 0 + 0
Πp = 0 + 𝐼𝐹p + 0
Πh = 0 + 0 + 𝐼𝐹h

Π = 0 + 𝐼𝐹p + 𝐼𝐹h = Πp + Πh

sont des opérateurs bornés sur 𝐿2(𝕋)𝑑.

Démonstration. La fonction 𝑧 ∈ 𝐷(0, 𝑟) ↦ 𝑃p(𝑧) est continue. Donc il existe 𝐶 > 0
tel que, pour tout 𝑧 ∈ 𝐷(0, 1/𝑛0), |𝑃p(𝑧)| ≤ 𝐶. Soit 𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑. On déduit de la
majoration suivante

∑
|𝑛|>𝑛0

|||𝑃
p ( i𝑛) 𝑓(𝑛)

|||
2
≤ 𝐶2 ∑

|𝑛|>𝑛0
|𝑓(𝑛)|2 ≤ 𝐶2|𝑓|2𝐿2(𝕋)𝑑 (6.36)

et de l’égalité de Parseval que la série ∑𝑃p ( i
𝑛
) 𝑓(𝑛)𝑒𝑛 converge dans 𝐿2(𝕋)𝑑. En

utilisant 𝐼𝑑 = 𝑃p(𝑧) + 𝑃h(𝑧), on obtient la décomposition

𝑓 = ∑
𝑛∈ℤ

𝑓(𝑛)𝑒𝑛 = ∑
|𝑛|≤𝑛0

𝑓(𝑛)𝑒𝑛 + ∑
|𝑛|>𝑛0

𝑃p ( i𝑛) 𝑓(𝑛)𝑒𝑛 + ∑
|𝑛|>𝑛0

𝑃h ( i𝑛) 𝑓(𝑛)𝑒𝑛

où les séries convergent dans 𝐿2(𝕋)𝑑. Ceci démontre que 𝐿2(𝕋)𝑑 = 𝐹0 + 𝐹p + 𝐹h. La
somme est directe parce que (𝑒𝑛)𝑛∈ℤ est orthogonale et Im(𝑃p(𝑧)) ∩ Im(𝑃h(𝑧)) = {0}
lorsque |𝑧| < 𝑟. Les applications linéaires Π0 et Π sont des projections orthogonales,
et donc bornées sur 𝐿2(𝕋)𝑑. On déduit de l’égalité de Parseval et (6.36) que Πp est un
opérateur borné sur 𝐿2(𝕋)𝑑, et il en est de même pour Πh = Π −Πp.

L’opérateur ℒ défini à l’équation (6.6) envoie 𝐷(ℒ) ∩ 𝐹0 = 𝐹0 dans 𝐹0. On peut
donc définir l’opérateur ℒ0 sur 𝐹0 par 𝐷(ℒ0) = 𝐷(ℒ) ∩ 𝐹0 et ℒ0 = ℒ|𝐹0. De plus,
−ℒ0 engendre un semi-groupe fortement continu d’opérateurs bornés sur 𝐹0 et
e−𝑡ℒ0 = e−𝑡ℒ|𝐹0.

Pour les mêmes raisons, on peut définir un opérateur ℒp sur 𝐹p par 𝐷(ℒp) =
𝐷(ℒ)∩𝐹p etℒp = ℒ|𝐹p, qui engendre un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
bornés sur 𝐹p : e−𝑡ℒp = e−𝑡ℒ|𝐹p. Enfin, on définit un opérateurℒh sur 𝐹h par𝐷(ℒh) =
𝐷(ℒ)∩𝐹h etℒh = ℒ|𝐹h, qui engendre un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
bornés sur 𝐹h : e−𝑡ℒh = e−𝑡ℒ|𝐹h.

Proposition 6.13. L’opérateur−ℒ0 engendre un groupe fortement continu (e−𝑡ℒ0)𝑡∈ℝ
d’opérateurs bornés sur 𝐹0. L’opérateur −ℒh engendre un groupe fortement continu
(e−𝑡ℒh)𝑡∈ℝ d’opérateurs bornés sur 𝐹h
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Démonstration. Il suffit de vérifier que e−𝑡ℒ définit un opérateur borné sur 𝐹0 et 𝐹h
lorsque 𝑡 < 0. C’est évident pour 𝐹0 parce qu’il est de dimension finie. Pour 𝐹h, on
peut procéder comme lors de la démonstration de la Proposition 6.8, en remarquant
que l’estimée de la Proposition 6.7 reste vraie pour tout 𝑡 ∈ ℝ.

Pour les raisonnements par dualité, nous aurons besoin de la décomposition
duale à (6.32), c.-à-d.

𝐿2(𝕋)𝑑 = 𝐹0 ⊕ 𝐹p ⊕ 𝐹h,
où 𝐹p ≔ Im ((Πp)∗), 𝐹h ≔ Im ((Πh)∗) .

(6.37)

En utilisant les définitions de 𝐹p et 𝐹h dans (6.34) et (6.35) et le fait que (𝑒𝑛)𝑛∈ℤ est
une base orthonormale de 𝐿2(𝕋), on obtient

𝐹p = ⨁
|𝑛|>𝑛0

Im (𝑃p( i𝑛)
∗
) 𝑒𝑛, (6.38)

𝐹h = ⨁
|𝑛|>𝑛0

Im (𝑃h( i𝑛)
∗
) 𝑒𝑛. (6.39)

De plus,

(e−𝑡ℒ)∗𝑓 = e−𝑡ℒ∗𝑓 = ∑
𝑛∈ℤ

e−𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )

∗

𝑓(𝑛)𝑒𝑛 (6.40)

et les espaces 𝐹0, 𝐹p et 𝐹h sont stables par le semi-groupe e𝑡ℒ∗.

6.4.2 Stratégie de contrôle

Soit 𝑇∗ comme dans l’équation (6.5) et 𝑇, 𝑇 ′ tels que

𝑇∗ < 𝑇 ′ < 𝑇. (6.41)

Dans cette section, on considère des contrôles 𝑢 de la forme

𝑢 ≔ (𝑢h, 𝑢p)tr ∈ ℂ𝑑1 × ℂ𝑑2, (6.42)

où
supp(𝑢h) ⊂ [0, 𝑇 ′] × 𝜔, supp(𝑢p) ⊂ [𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔, (6.43)

𝑢h ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝕋)𝑑1, 𝑢p ∈ 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2.

Le contrôle 𝑢h est choisi pour contrôler les composantes hyperboliques du systèmes,
et le contrôle 𝑢p est choisi pour contrôler les composantes paraboliques.

La stratégie de contrôle pour le système (6.1) est la suivante
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• démontrer la contrôlabilité en temps 𝑇 sur un sous-espace de 𝐿2(𝕋)𝑑 de codi-
mension finie ;

• puis exploiter des arguments de continuation unique pour obtenir la contrôla-
bilité à zéro sur tout 𝐿2(𝕋)𝑑.

La première étape relève de la Proposition suivante.

Proposition 6.14. Il existe un sous-espace fermé 𝒢 de 𝐿2(𝕋)𝑑 de codimension finie et
un opérateur continu

𝒰∶ 𝒢 → 𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔)𝑑
𝑓0 ↦ (𝑢h, 𝑢p),

qui associe à chaque 𝑓0 ∈ 𝒢 une paire de contrôle𝒰𝑓0 = (𝑢h, 𝑢p) tels que

∀𝑓0 ∈ 𝒢, Π𝑆(𝑇, 𝑓0, 𝒰𝑓0) = 0. (6.44)

Par « opérateur continu », on veut dire que pour tout 𝑠 ∈ ℕ, l’application𝒰∶ 𝒢 ↦
𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1 × 𝐻𝑠

0([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2 est continue : il existe 𝐶𝑠 > 0 tel que

∀𝑓0 ∈ 𝒢, |𝑢h|𝐿2([0,𝑇′]×𝜔)𝑑1 + |𝑢p|𝐻𝑠
0([𝑇′,𝑇]×𝜔)𝑑2 ≤ 𝐶𝑠|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑.

La démonstration de la Proposition 6.14 consiste à séparer le problème en deux
morceaux :

• pour toute condition initiale 𝑓0 et contrôle parabolique 𝑢p, contrôler les hautes
fréquences hyperboliques à zéro en temps 𝑇 (Proposition 6.15) ;

• pour toute condition initiale 𝑓0 et contrôle hyperbolique 𝑢h, contrôler les hautes
fréquences paraboliques à zéro en temps 𝑇 (Proposition 6.16).

Proposition 6.15. Si 𝑛0 (dans Eq. (6.33–6.34)) est assez grand, il existe un opérateur
continu

𝒰h∶ 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2→ 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1
(𝑓0, 𝑢p) ↦ 𝑢h,

tel que pour tout (𝑓0, 𝑢p) ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2,

Πh𝑆(𝑇, 𝑓0, (𝒰h(𝑓0, 𝑢p), 𝑢p)) = 0.

Proposition 6.16. Si 𝑛0 est assez grand, il existe un opérateur continu

𝒰p∶ 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1→ 𝐶∞
𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2

(𝑓0, 𝑢h) ↦ 𝑢p,

tel que pour tout (𝑓0, 𝑢h) ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1,

Πp𝑆(𝑇, 𝑓0, (𝑢h, 𝒰p(𝑓0, 𝑢h)) = 0.



CHAPITRE 6. SYSTÈMES PARABOLIQUES-HYPERBOLIQUES 161

Admettons les Propositions 6.15 et 6.16 pour le moment, et démontrons la Propo-
sition 6.14.

Démonstration. On remarque que la relationΠ𝑆(𝑇, 𝑓0, (𝑢h, 𝑢p)) = 0 est vérifiée si les
deux équations suivantes sont vérifiées simultanément :

𝑢h = 𝒰h(𝑓0, 𝑢p) = 𝒰h
1 (𝑓0) + 𝒰h

2 (𝑢p),
𝑢p = 𝒰p(𝑓0, 𝑢h) = 𝒰p

1(𝑓0) + 𝒰p
2(𝑢h).

(6.45)

Si on définit
𝐶 ≔ 𝒰p

1 + 𝒰p
2𝒰h

1 ∶ 𝐿2(𝕋)𝑑 → 𝐶∞
𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2,

alors résoudre le système (6.45) équivaut à

trouver 𝑢p ∈ 𝐶∞
𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2, tel que 𝐶𝑓0 = (𝐼 − 𝒰p

2𝒰h
2 )𝑢p. (6.46)

L’opérateur 𝒰p
2𝒰h

2 est compact sur 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2 parce qu’il est continu à valeurs
dans 𝐶∞

𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2. Donc, d’après l’alternative de Fredholm (voir [25, Thm. 6.6]),
il existe 𝑁 ∈ ℕ et des formes linéaires continues 𝑙1, … , 𝑙𝑁 sur 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2 telles
que l’équation (6.46) admette une solution 𝑢p ∈ 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2 si et seulement si

∀𝑗 ∈ {1, … , 𝑁}, 𝑙𝑗(𝐶(𝑓0)) = 0. (6.47)

Si ces conditions (6.47) sont vérifiées, l’équation (6.46) admet une solution 𝑢p = 𝐿(𝑓0)
donnée par une application linéaire continue 𝐿∶ 𝒢 → 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝕋)𝑑2 définie sur le
sous-espace fermé de 𝐿2(𝕋)𝑑

𝒢 ≔ {𝑓0 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 ; 𝑙𝑗(𝐶𝑓0) = 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁}. (6.48)

Alors, 𝐿(𝑓0) = 𝑢p = 𝒰p
2𝒰h

2𝑢p + 𝐶𝑓0 appartient à 𝐶∞
𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔). On obtient la

conclusion en choisissant

∀𝑓0 ∈ 𝒢, 𝒰(𝑓0) ≔ (𝒰h(𝑓0, 𝐿(𝑓0)), 𝐿(𝑓0)).

La Proposition 6.15 est démontrée dans la Section 6.4.3. La Proposition 6.16 est
démontrée dans la Section 6.4.4. L’argument de continuation unique pour gérer les
basses fréquences est présenté en Section 6.4.5.

6.4.3 Contrôle des hautes fréquences hyperboliques

Le but de cette section est de démontrer la Proposition 6.15. On rappelle que 𝑇 >
𝑇 ′ > 𝑇∗ et que le contrôle 𝑢 = (𝑢h, 𝑢p) vérifie l’hypothèse (6.43).
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Réduction à un problème de contrôle exact

On commence par transformer le problème de contrôle à zéro de la Proposition 6.15
en un problème de contrôle exact pour une équation hyperbolique. Plus précisément,
nous allons démontrer la Proposition 6.15 comme corollaire du résultat suivant.

Proposition 6.17. Si 𝑛0 (dans les Eq. (6.33–6.34)) est assez grand, alors, pour tout
𝑇 > 𝑇∗, il existe un opérateur continu

𝒰h
𝑇∶ 𝐹

h→ 𝐿2(]0, 𝑇[ × 𝜔)𝑑1
𝑓𝑇↦ 𝑢h,

tel que pour tout 𝑓𝑇 ∈ 𝐹h,

Πh𝑆 (𝑇; 0, (𝒰h
𝑇(𝑓𝑇), 0)) = 𝑓𝑇.

Avant de démontrer cette Proposition, montrons comment on en déduit la Propo-
sition 6.15.

Démonstration de la Proposition 6.15. Soit (𝑓0, 𝑢p) ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2. On
cherche 𝑢h ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1 tel que

Πh𝑆(𝑇, 𝑓0, (𝑢h, 𝑢p)) = 0,

ou, de manière équivalente,

Πh𝑆(𝑇, 0, (𝑢h, 0)) = −Πh𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝑢p)). (6.49)

Comme le système (6.1) est bien posé et que la projection Πh est continue (Défini-
tion 6.9 et Proposition 6.12), l’application linéaire

(𝑓0, 𝑢p) ↦ −Πh𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝑢p)), (6.50)

est continue de 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2 dans 𝐹h. Comme 𝑢h est à support dans
[0, 𝑇 ′] × 𝜔 d’après l’hypothèse (6.43), on a

Πh𝑆(𝑇, 0, (𝑢h, 0)) = e−(𝑇−𝑇′)ℒhΠh𝑆(𝑇 ′; 0, (𝑢h, 0)). (6.51)

Comme on l’a remarqué dans la Proposition 6.13, e𝑡ℒh est bien défini pour tout 𝑡 ∈ ℝ.
Donc, en utilisant les équations (6.50) et (6.51), la relation (6.49) équivaut à

Πh𝑆(𝑇 ′; 0, (𝑢h, 0)) = −e(𝑇−𝑇′)ℒℎΠh𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝑢p)) ∈ 𝐹h. (6.52)

On obtient alors ce qu’on veut avec

𝒰h(𝑓0, 𝑢𝑝) = 𝒰h
𝑇′ (−e

(𝑇−𝑇′)ℒℎΠh𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝑢p))) .
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Contrôle exact de la partie hyperbolique

On démontre maintenant la contrôlabilité exacte du problème décrit ci-dessus. Par
des arguments de dualités (voir Prop. A.8), la Proposition 6.17 est équivalente à
l’inégalité d’observabilité suivante :

Proposition 6.18. Il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐹h, la solution 𝑔 du système
adjoint (6.17) vérifie

|𝑔0|
2
𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶∫

𝑇′

0
∫
𝜔
|𝑔1(𝑡, 𝑥)|2 d𝑡 d𝑥, (6.53)

où 𝑔1 dénote les 𝑑1 premières composantes de 𝑔.

Démonstration. Soit 𝑔0 ∈ 𝐹h. En utilisant la définition de 𝐹h (6.39), et la théorie
perturbative (Prop. 6.4), 𝑔0 se décompose de la manière suivante :

𝑔0 = ∑
𝜇∈Sp(𝐴′)

∑
|𝑛|>𝑛0

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
𝑔0(𝑛)𝑒𝑛. (6.54)

Alors, la solution 𝑔 du système adjoint (6.17) est

𝑔(𝑡) = ∑
𝜇∈Sp(𝐴′)

𝐺𝜇(𝑡) avec 𝐺𝜇(𝑡) = ∑
|𝑛|>𝑛0

e−𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
𝑔0(𝑛)𝑒𝑛. (6.55)

Soit 𝜇 ∈ Sp(𝐴′).

Étape 1 : On démontre qu’il existe 𝐶1 = 𝐶1(𝑇 ′) > 0, indépendant de 𝑔0, tel que

|𝐺𝜇(0, ⋅)|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶1 (|𝐺𝜇|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑 + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑) (6.56)

où 𝑞𝑇′ = ]0, 𝑇 ′[ × 𝜔 et

|𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑 = ( ∑
|𝑛|>𝑛0

|𝑔0(𝑛)|2

𝑛2 )
1/2

. (6.57)

En utilisant les points 1 et 3 de la Proposition 6.4, on a

e−𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
= e

−𝑡𝑛2(𝜇 i
𝑛
+( i𝑛 )

2
𝑅h𝜇(

i
𝑛 ))

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
= e𝑡𝜇i𝑛+𝑡𝑅

h
𝜇(

i
𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
,

ce qui donne

𝜕𝑡𝐺𝜇 − 𝜇𝜕𝑥𝐺𝜇 − 𝑅h𝜇(0)∗𝐺𝜇 = 𝑆𝜇𝑔0 sur (0, 𝑇 ′) × 𝕋, (6.58)
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où

𝑆𝜇𝑔0(𝑡) = ∑
|𝑛|>𝑛0

(𝑅h𝜇 (
i
𝑛)

∗
− 𝑅h𝜇(0)∗) e

𝑡𝜇i𝑛+𝑡𝑅h𝜇(
i
𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
𝑔0(𝑛)𝑒𝑛. (6.59)

D’après l’holomorphie de 𝑧 ↦ 𝑅h𝜇(𝑧), l’égalité de Parseval et (6.57) il existe 𝐶 =
𝐶(𝑇 ′) > 0, indépendant de 𝑔0, tel que

|𝑆𝜇𝑔0|𝐿∞((0,𝑇′),𝐿2(𝕋)𝑑) ≤ 𝐶|𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑. (6.60)

D’après l’équation (6.58) vérifiée par 𝐺𝜇, la fonction 𝐺𝜇 définie par

𝐺𝜇(𝑡, 𝑥) = e𝑡𝑅h𝜇(0)∗𝐺𝜇(𝑡, 𝑥) (6.61)

est solution de

{ 𝜕𝑡𝐺𝜇 − 𝜇𝜕𝑥𝐺𝜇 = e𝑡𝑅h𝜇(0)∗𝑆𝜇𝑔0 sur (0, 𝑇 ′) × 𝕋,
𝐺𝜇(0, ⋅) = 𝐺𝜇(0, ⋅) sur 𝕋.

(6.62)

On considère la solution 𝐺♭
𝜇 de

{ 𝜕𝑡𝐺
♭
𝜇 − 𝜇𝜕𝑥𝐺♭

𝜇 = 0 sur (0, 𝑇 ′) × 𝕋,
𝐺♭
𝜇(0, ⋅) = 𝐺𝜇(0, ⋅) sur 𝕋. (6.63)

En utilisant la formule de Duhamel pour le système (6.62) et l’estimée (6.60), on
trouve

|𝐺𝜇 − 𝐺♭
𝜇|𝐿∞((0,𝑇′),𝐿2(𝕋)𝑑) ≤ 𝐶|e𝑡𝑅h𝜇(0)∗𝑆𝜇𝑔0|𝐿1((0,𝑇′),𝐿2(𝕋)𝑑) ≤ 𝐶|𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑 (6.64)

où𝐶 = 𝐶(𝑇 ′) > 0 est indépendant de 𝑔0. le temps𝑇𝜇 ≔ ℓ(𝜔)/|𝜇| est le tempsminimal
d’observabilité du système (6.63) sur 𝜔 (voir par exemple [1, Theorem 2.2]). En effet,
pour tout 𝑇″ > 𝑇𝜇,

𝕋 ⊂ {𝑥 − 𝜇𝑡; (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇″] × 𝜔}.

Comme 𝑇 ′ > 𝑇𝜇, il existe 𝐶 = 𝐶(𝑇 ′, 𝜔) > 0, indépendant de 𝑔0, tel que

|𝐺𝜇(0, ⋅)|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶|𝐺♭
𝜇|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑.

D’après l’inégalité triangulaire, la définition de 𝐺𝜇 (6.61) et celle de 𝐺♭
𝜇 (6.64), on en

déduit que

|𝐺𝜇(0, ⋅)|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶 (|𝐺𝜇|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑 + |𝐺𝜇 − 𝐺♭
𝜇|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑) ≤ 𝐶 (|𝐺𝜇|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑 + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑)

ce qui termine la première étape.
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Étape 2 : On démontre qu’il existe 𝐶2 = 𝐶2(𝑇 ′, 𝜔) > 0, indépendant de 𝑔0, tel que

|𝐺𝜇(0, ⋅)|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶2 (|𝑃h𝜇 (0)∗𝑔|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑 + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑) . (6.65)

En se rappelant que la projection 𝑃h𝜆 (𝑧) commute avec 𝐸(𝑧), on déduit de la définition
de 𝐺𝜆 (Eq. (6.55)) que pour tout 𝜆 ∈ Sp(𝐴′),

𝐺𝜆(𝑡) = ∑
|𝑛|>𝑛0

𝑃h𝜆 (
i
𝑛)

∗
e−𝑡𝑛

2𝐸( i𝑛 )
∗

𝑃h𝜆 (
i
𝑛)

∗
𝑔0(𝑛)𝑒𝑛.

Ainsi,

𝐺𝜇(𝑡) − 𝑃h𝜇 (0)∗𝑔(𝑡)

= ∑
|𝑛|>𝑛0

(𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
− 𝑃h𝜇 (0)∗) e

−𝑡𝑛2𝐸( i𝑛 )
∗

𝑃h𝜇 (
i
𝑛)

∗
𝑔0(𝑛)𝑒𝑛

− ∑
𝜆∈Sp(𝐴′)⧵{𝜇}

∑
|𝑛|>𝑛0

𝑃h𝜇 (0)∗ (𝑃h𝜆 (
i
𝑛)

∗
− 𝑃h𝜆 (0)

∗) e−𝑡𝑛
2𝐸( i𝑛 )

∗

𝑃h𝜆 (
i
𝑛)

∗
𝑔0(𝑛)𝑒𝑛 (6.66)

car, pour 𝜆 ≠ 𝜇, on a 𝑃h𝜇 (0)∗𝑃h𝜆 (0)
∗ = 0. En utilisant à nouveau l’holomorphie de

𝑧 ↦ 𝑃h𝜆 (𝑧), l’égalité de Parseval et 6.57, on obtient 𝐶 = 𝐶(𝑇 ′) > 0 indépendant de 𝑔0
te que

|𝐺𝜇 − 𝑃h𝜇 (0)∗𝑔|𝐿∞(]0,𝑇′[,𝐿2(𝕋)𝑑) ≤ 𝐶|𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑.

On déduit de la première, de l’inégalité triangulaire et de la majoration ci-dessus que

|𝐺𝜇(0, ⋅)|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶 (|𝐺𝜇|𝐿2(𝑞𝑇′) + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑)

≤ 𝐶 (|𝑃h𝜇 (0)∗𝑔|𝐿2(𝑞𝑇′) + |𝐺𝜇 − 𝑃h𝜇 (0)∗𝑔|𝐿2(𝑞𝑇′) + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑)

≤ 𝐶 (|𝑃h𝜇 (0)∗𝑔|𝐿2(𝑞𝑇′) + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑) ,

ce qui termine l’étape 2.

Étape 3 : Conclusion. Pour tout 𝜇 ∈ Sp(𝐴′), on a 𝑃h𝜇 (0)∗ = 𝑃h𝜇 (0)∗𝑃h(0)∗ et donc

|𝑃h𝜇 (0)∗𝑔|𝐿2(𝑞𝑇′) ≤ |𝑃h𝜇 (0)∗||𝑃h(0)∗𝑔|𝐿2(𝑞𝑇′) ≤ 𝐶|𝑔1|𝐿2(𝑞𝑇′).

En utilisant la décomposition 𝑔 = ∑𝜇𝐺𝜇 (Eq. (6.55)), l’inégalité triangulaire, l’étape
2 et l’inégalité précédente, on obtient

|𝑔0|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ ∑
𝜇∈Sp(𝐴′)

|𝐺𝜇(0, ⋅)|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶 (|𝑔1|𝐿2(𝑞𝑇′)𝑑 + |𝑔0|𝐻−1(𝕋)𝑑) . (6.67)

De cette inégalité et de l’injection compacte 𝐿2(𝕋) ↪ 𝐻−1(𝕋), on peut déduire par
un argument classique de compacité-unicité l’inégalité d’observabilité (6.53) (voir
par exemple [40, Lemma 2.1 and Remark 2.2]). Détaillons-le tout de même.
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D’après le lemmedePeetre [74, Lemma3]) et l’inégalité d’observabilité faible (6.67),
l’espace

𝑁𝑇′ ≔ {𝑔0 ∈ 𝐹h; 𝑔1 = 0 sur ]0, 𝑇 ′[ × 𝜔}

est de dimension fine. De plus, afin de démonter l’inégalité d’observabilité (6.53), il
nous suffit d’après un deuxième lemme de Peetre [74, Lemma 4] de démontrer que
𝑁𝑇′ = {0}. On commence par remaquer que par définition, 𝑁𝑇′ est décroissant en
fonction de 𝑇 ′. Ainsi, quitte à perturber un peu 𝑇 ′, on peut supposer que 𝑁𝑇 = 𝑁𝑇′

pour 𝑇 −𝑇 ′ petit. Auquel cas, 𝑁𝑇′ est stable par e−𝑡ℒ∗
h
oùℒ∗h est la restriction deℒ∗

à 𝐹h. Alors, si 𝑁𝑇′ n’est pas réduit à {0}, il contient une fonction propre de ℒ∗h, c.-à-d.
une fonction de la forme 𝑋𝑒𝑛 avec 𝑋 ∈ ℂ𝑑, |𝑛| > 𝑛0 et 𝑋 = 𝑃h ( i

𝑛
) 𝑋. Par définition

de 𝑁𝑇′, les premières composantes de cette fonction propre s’annulent sur 𝜔 c.-à-d.
𝑋1 = 0, où, de manière équivalente, 𝑃h(0)𝑋 = 0. Ainsi,

|𝑋| = |||(𝑃
h ( i𝑛) − 𝑃h(0)) 𝑋||| ≤

𝐶
|𝑛| |𝑋|,

où 𝐶 > 0 ne dépend pas de 𝑛. En choississant 𝑛0 assez grand, ceci est impossible.

6.4.4 Contrôle des hautes fréquences paraboliques
On démontre maintenant la Proposition 6.16. On rappelle que 0 < 𝑇 ′ < 𝑇 sont
choisis de sorte que (6.41) soit vérifié et que le contrôle 𝑢 vérifie (6.42) et (6.43).

Le plan est d’identifier l’équation vérifiée par les 𝑑2 dernières composantes du
système (6.17), ce qui se fait grâce aux asymptotiques données par la théorie per-
turbative (Prop. 6.4), et ensuite d’adapter la méthode de Lebeau et Robbiano pour
construire des contrôles lisses.

Dans cette section, pour tout vecteur 𝜑 ∈ ℂ𝑑, on notera 𝜑1 ses 𝑑1 premières
composantes et 𝜑2 ses 𝑑2 dernières composantes.

Réduction à un problème de contrôle à zéro

On commence par transformer le problème de contrôle à zéro de la Proposition 6.16
en un problème de contrôle à zéro plus standard, associé à un système parabolique.
Plus précisément, on va démontrer la Proposition 6.16 comme conséquence du
résultat suivant.

Proposition 6.19. Si 𝑛0 est assez grand, alors pour tout 𝑇 > 0, il existe un opérateur
continu

𝒰p
𝑇∶ 𝐹

p → 𝐶∞
𝑐 (]0, 𝑇[ × 𝜔)𝑑2

𝑓0 ↦ 𝑢p,
tel que pour tout 𝑓0 ∈ 𝐹p,

Πp𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝒰p
𝑇(𝑓0))) = 0.
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Cette Proposition sera démontrée dans les paragraphes suivants en adaptant la
méthode de Lebeau et Robbiano. Pour le moment, montrons comment on en déduit
la Proposition 6.16.

Démonstration de la Proposition 6.16. Soit (𝑓0, 𝑢h) ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1. On
cherche 𝑢p ∈ 𝐶∞

𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2 tel que

Πp𝑆(𝑇, 𝑓0, (𝑢h, 𝑢p)) = 0. (6.68)

ou, de manière équivalente,

Πp𝑆(𝑇, 0, (0, 𝑢p)) = −Πp𝑆(𝑇, 𝑓0, (𝑢h, 0)). (6.69)

En raison de la condition sur les supports des contrôles (Eq. (6.43)), l’égalité (6.69)
est équivalente à

Πp𝑆(𝑇 − 𝑇 ′; 0, (0, 𝑢p(⋅ − 𝑇 ′))) = −e−(𝑇−𝑇′)ℒpΠp𝑆(𝑇 ′, 𝑓0, (𝑢h, 0)), (6.70)

ou encore

Πp𝑆(𝑇 − 𝑇 ′; e−(𝑇−𝑇′)ℒpΠp𝑆(𝑇 ′; 𝑓0, (𝑢h, 0)), (0, 𝑢p(⋅ − 𝑇 ′))) = 0. (6.71)

Comme l’équation est bien posée au sens de la définition 6.9 et d’après la Propo-
sition 6.12, on voit que l’application (𝑓0, 𝑢h) ↦ Πp𝑆(𝑇 ′; 𝑓0, (𝑢h, 0)) est continue de
𝐿2(𝕋)𝑑 × 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1 vers 𝐹p. Ainsi, on obtient la conclusion souhaitée avec

∀𝑡 ∈ [𝑇 ′, 𝑇], 𝒰p(𝑓0, 𝑢ℎ)(𝑡) = 𝒰p
(𝑇−𝑇′)(e

−(𝑇−𝑇′)ℒpΠp𝑆(𝑇 ′; 𝑓0, (𝑢h, 0)))(𝑡 − 𝑇 ′).

Équation vérifiée par les composantes paraboliques

On commence par démontrer que si 𝑔 appartient à 𝐹p, on peut calculer ses première
𝑑1 composantes à partir des 𝑑2 dernières. Cela nous permettra d’écrire une équation
non couplée sur ces dernières composantes.

Proposition 6.20. Si 𝑧 est assez petit, il existe une matrice 𝐺(𝑧) telle que pour tout
𝜑 ∈ ℂ𝑑,

𝜑 ∈ Im(𝑃p(𝑧)∗)⟺ 𝜑1 = 𝐺(𝑧)𝜑2.

De plus, 𝐺(𝑧) dépend holomorphiquement en 𝑧 et 𝐺(0) = 0.

Démonstration. On écrit

𝑃p(𝑧)∗ = (𝑝11(𝑧) 𝑝12(𝑧)
𝑝21(𝑧) 𝑝22(𝑧)

) .
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Comme 𝑃p(𝑧)∗ est une projection, 𝜑 appartient à Im(𝑃p(𝑧)∗) si et seulement si

{
𝑝11(𝑧)𝜑1 + 𝑝12(𝑧)𝜑2 = 𝜑1
𝑝21(𝑧)𝜑1 + 𝑝22(𝑧)𝜑2 = 𝜑2.

En particulier, si 𝜑 ∈ Im(𝑃p(𝑧)∗), alors (𝐼𝑑1 − 𝑝11(𝑧))𝜑1 = 𝑝12(𝑧)𝜑2. Et comme
𝑃p(0)∗ = ( 0 0

0 𝐼𝑑2 ) (voir Proposition 6.3), 𝑝11(0) = 0. Donc, si 𝑧 est assez petit, |𝑝11(𝑧)| <
1 et 𝐼𝑑1 − 𝑝11(𝑧) est inversible.

Dans ce cas, 𝜑1 = (𝐼𝑑1 − 𝑝11(𝑧))−1𝑝12(𝑧)𝜑2. Ceci démontre que l’application

𝜑 ∈ Im(𝑃p(𝑧)∗) ↦ 𝜑2 ∈ ℂ𝑑2

est injective. Mais le rang de 𝑃p(𝑧)∗ ne dépend pas de 𝑧 (Remarque 6.5), et est donc
toujours 𝑑2. Donc l’application précédente est bijective. On note 𝐺(𝑧) les premières
𝑑1 composantes de son inverse. Remarquons que d’après les calculs précédents,
𝐺(𝑧) = (𝐼𝑑1 − 𝑝11(𝑧))−1𝑝12(𝑧). Alors, si 𝜑 ∈ Im(𝑃p(𝑧)∗), on a

𝜑 = (𝜑1, 𝜑2) = (𝐺(𝑧)𝜑2, 𝜑2).

Pour l’implication réciproque, il suffit de remarquer que l’application inverse de
𝜑 ∈ Im(𝑃p(𝑧)∗) ↦ 𝜑2 est 𝜑2 ∈ ℂ𝑑2 ↦ (𝐺(𝑧)𝜑2, 𝜑2).

Quitte à augmenter 𝑛0, on peut supposer que pour |𝑛| > 𝑛0,𝐺(i/𝑛) est bien défini.
Alors, on définit l’opérateur (borné) 𝐺 de 𝐿2(𝕋, ℂ𝑑2) dans 𝐿2(𝕋, ℂ𝑑1) par

𝐺(∑
𝑛∈ℤ

𝜑𝑛,2𝑒𝑛) = ∑
|𝑛|>𝑛0

𝐺( i𝑛)𝜑𝑛,2𝑒𝑛. (6.72)

Alors, d’après la définition de 𝐹p, on a le Corollaire suivant, qui nous permet de
calculer les 𝑑1 premières composantes à partir des 𝑑2 dernières.

Corollaire 6.21. Pour tout 𝑔 ∈ (𝐹0)⟂ (l’espace des fonctions sans composantes selon
les fréquences inférieures 𝑛0), on a l’équivalence 𝑔 ∈ 𝐹p ⇔ 𝑔1 = 𝐺𝑔2.

Grâce à ceCorollaire, on peut écrire une équation sur les𝑑2 dernières composantes
des solutions du système adjoint (6.17) si la condition initiale est dans 𝐹p.

Proposition 6.22. On définit l’opérateur𝔇 par

𝐷(𝔇) = 𝐻2(𝕋)𝑑2, 𝔇 = 𝐷tr𝜕2𝑥 + 𝐴tr
22𝜕𝑥 − 𝐾tr

22 + 𝐴tr
12𝜕𝑥𝐺 − 𝐾tr

12𝐺. (6.73)

Soit 𝑔0 ∈ 𝐹p et 𝑔(𝑡) = e−𝑡ℒ∗𝑔0. Alors, pour tout 𝑡 ≥ 0, 𝑔1(𝑡) = 𝐺𝑔2(𝑡) et 𝑔2 est solution
de l’équation suivante

𝜕𝑡𝑔2(𝑡, 𝑥) − 𝔇𝑔2(𝑡, 𝑥) = 0 in ]0, 𝑇[ × 𝕋. (6.74)
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Démonstration. La fonction 𝑔 est solution du système

(𝜕𝑡 − 𝐵tr𝜕2𝑥 − 𝐴tr𝜕𝑥 + 𝐾tr)𝑔(𝑡, 𝑥) = 0 in ]0, 𝑇[ × 𝕋.

Si on prend les 𝑑2 dernières composantes de ce système, on obtient que sur ]0, 𝑇[ × 𝕋,

(𝜕𝑡 − 𝐷tr𝜕2𝑥 − 𝐴tr
22𝜕𝑥 + 𝐾tr

22) 𝑔2(𝑡, 𝑥) − (𝐴tr
12𝜕𝑥 − 𝐾tr

12) 𝑔1(𝑡, 𝑥) = 0. (6.75)

Mais pour tout 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑔(𝑡, ⋅) ∈ 𝐹p, donc, d’après le Corollaire 6.21, 𝑔1(𝑡) = 𝐺𝑔2(𝑡).
En substituant ceci dans l’équation (6.75), on trouve l’équation (6.74) annoncée.

Contrôle d’un nombre fini de fréquences paraboliques par des contrôles ré-
guliers

Pour 𝑁 > 𝑛0 on définit les espaces

𝐹p𝑁 ≔ ⨁
𝑛0<|𝑛|≤𝑁

Im (𝑃p( i𝑛)) 𝑒𝑛 , (6.76)

𝐹p>𝑁 ≔ ⨁
|𝑛|>𝑁

Im (𝑃p( i𝑛)) 𝑒𝑛.

et la projection Πp
𝑁 définie par

𝐿2(𝕋)𝑑 = 𝐹0 ⊕ 𝐹p𝑁 ⊕ 𝐹p>𝑁 ⊕ 𝐹h
Πp
𝑁 = 0 + 𝐼𝐹p

𝑁
+ 0 + 0

qui est un opérateur borné sur 𝐿2(𝕋)𝑑 (composition de l’opérateur borné Πp et d’une
projection orthogonale). Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 6.23. Il existe 𝒞 > 0 tel que, pour tout 𝑇 ∈ ]0, 1] et 𝑁 > 𝑛0, il existe une
application linéaire

𝒦𝑇,𝑁∶ 𝐹p → 𝐶∞
0 (]0, 𝑇[ × 𝜔)6

telle que pour tout 𝑓0 ∈ 𝐹p et 𝑠 ∈ ℕ

Πp
𝑁𝑆(𝑇; 𝑓0, (0,𝒦𝑇,𝑁(𝑓0)) ) = 0,

||𝒦𝑇,𝑁(𝑓0)||𝐻𝑠
0(]0,𝑇[×𝕋)

≤ 𝒞
𝑇𝑠+1𝑁

2𝑠e𝒞𝑁|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑.

6Cet espace est l’espace des fonctions à support dans [0, 𝑇] ×𝐾 où𝐾 est un compact de𝜔, et dont
toutes les dérivées s’annulent sur 𝜔 aux temps 𝑡 = 0 et 𝑡 = 𝑇.
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Démonstration. Soit 𝑓0 ∈ 𝐹p. Durant cette démonstration, nous noterons 𝐸2(𝑛) la
matrice de taille 𝑑2 × 𝑑2 définie par

𝐸2(𝑛) ≔ 𝐷tr − i
𝑛𝐴

tr
22 +

1
𝑛2𝐾

tr
22 − ( i𝑛𝐴

tr
12 −

1
𝑛2𝐾

tr
12)𝐺 (

i
𝑛) .

Étape 1 : problème des moments. On démontre que 𝑢2 ∈ 𝐶∞
0 (]0, 𝑇[ × 𝜔) vérifie

Πp
𝑁𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝑢2)) = 0 si et seulement si 𝑢2 est solution du problème des moments

suivant

∀𝑛0 < |𝑛| ≤ 𝑁, ∫
𝑇

0
∫
𝜔
e−𝑛2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑛)∗𝑢2(𝑡, 𝑥)e−i𝑛𝑥 d𝑥 d𝑡 = 𝐹𝑛,

où 𝐹𝑛 = −e−𝑛2𝑇𝐸2(𝑛)∗ (𝐺( i𝑛)
∗
𝑓01(𝑛) + 𝑓02(𝑛)) (6.77)

et 𝐸2(𝑛)∗ = 𝐸2(𝑛)
tr
.

On commence par rappeler que si 𝑃 est une projection de ℂ𝑑 et 𝑥 ∈ Im(𝑃), alors,

(𝑥 = 0) ⇔ (∀𝑧 ∈ Im(𝑃∗), ⟨𝑥, 𝑧⟩ℂ𝑑 = 0)

car |𝑥|2 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ℂ𝑑 = ⟨𝑃𝑥, 𝑥⟩ℂ𝑑 = ⟨𝑥, 𝑃∗𝑥⟩ℂ𝑑.
En conséquence, la relation Πp

𝑁𝑆(𝑇, 𝑓0, (0, 𝑢2)) = 0 équivaut à

∀𝑔𝑇 ∈ 𝐹p𝑁, ⟨𝑆(𝑇, 𝑓0, ((0, 𝑢2)), 𝑔𝑇⟩𝐿2(𝕋) = 0 (6.78)

où
𝐹p𝑁 ≔ ⨁

𝑛0<|𝑛|≤𝑁
Im (𝑃p( i𝑛)

∗
) 𝑒𝑛.

Pour 𝑔𝑇 ∈ 𝐹p𝑁, on note 𝑔(𝑡) = e−ℒ∗(𝑇−𝑡)𝑔𝑇 la solution du système adjoint (6.17).
Alors, d’après la Proposition 6.22, 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2), avec 𝑔1 = 𝐺(𝑔2) et

⟨𝑆(𝑇, 𝑓0, ((0, 𝑢2)), 𝑔𝑇⟩𝐿2(𝕋) = ⟨𝑓0, 𝑔(0)⟩𝐿2(𝕋) +∫
𝑇

0
∫
𝜔
⟨𝑢2(𝑡, 𝑥), 𝑔2(𝑡, 𝑥)⟩ℂ𝑑2 d𝑥 d𝑡.

D’après le Corollaire 6.21, l’assertion (6.78) équivaut à : pour tout 𝑔𝑇2 ∈ 𝐿2(𝕋, ℂ𝑑2)
sans composantes selon les fréquences ≤ 𝑛0,

∫
𝑇

0
∫
𝜔
⟨𝑢2(𝑡, 𝑥), 𝑔2(𝑡, 𝑥)⟩ℂ𝑑2 d𝑥 d𝑡 = − ⟨𝑓0, (𝐺(𝑔02), 𝑔02)⟩𝐿2(𝕋) ,

où 𝑔2(𝑡) = e−𝔇(𝑇−𝑡)𝑔𝑇2 et 𝑔02 = 𝑔2(0). En considérant 𝑔𝑇2 = 𝑋𝑒𝑛 avec 𝑋 ∈ ℂ𝑑2 et
𝑛0 < |𝑛| ≤ 𝑁, on obtient

𝑔2(𝑡) = e−𝑛2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑛)𝑋𝑒𝑛 et 𝐺(𝑔02) = 𝐺 ( i𝑛) e
−𝑛2𝑇𝐸2(𝑛)𝑋𝑒𝑛.
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La précédente propriété est donc équivalente à

∀𝑛0 < |𝑛| ≤ 𝑁, ∀𝑋 ∈ ℂ𝑑2, ∫
𝑇

0
∫
𝜔
⟨𝑢2(𝑡, 𝑥), e−𝑛

2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑛)𝑋⟩ℂ𝑑2e
−i𝑛𝑥 d𝑥 d𝑡

= −⟨𝑓01, 𝐺(i/𝑛)e−𝑛
2𝑇𝐸2(𝑛)𝑋𝑒𝑛⟩𝐿2(𝕋) − ⟨𝑓02, e−𝑛

2𝑇𝐸2(𝑛)𝑋𝑒𝑛⟩𝐿2(𝕋)

ou, de manière équivalente

∀𝑛0 < |𝑛| ≤ 𝑁, ∀𝑋 ∈ ℂ𝑑2, ⟨∫
𝑇

0
∫
𝜔
e−𝑛2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑛)∗𝑢2(𝑡, 𝑥)e−i𝑛𝑥 d𝑥 d𝑡, 𝑋⟩

ℂ𝑑2

= −⟨e−𝑛2𝑇𝐸2(𝑛)∗𝐺(i/𝑛)∗𝑓01(𝑛) + e−𝑛2𝑇𝐸2(𝑛)∗𝑓02(𝑛), 𝑋⟩ℂ𝑑2

ce qui démontre (6.77).

Étape 2 : Résolution du problème des moments. On cherche une solution 𝑢2 ∈
𝐶∞
0 (]0, 𝑇[ × 𝜔) du problème des moments (6.77) sous la forme

𝑢2(𝑡, 𝑥) = 𝜌(𝑡, 𝑥)𝑣2(𝑡, 𝑥) (6.79)

où 𝑣2 ∈ 𝐶∞(]0, 𝑇[ × 𝕋)𝑑2 et 𝜌 ∈ 𝐶∞
0 (]0, 𝑇[ × 𝜔) est une fonction scalaire avec un

support approprié. Plus précisément, soit

• 𝜔 un ouvert tel que 𝜔 ⊂⊂ 𝜔 et 𝜌2 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝜔, ℝ+) tel que 𝜌2 = 1 sur 𝜔,

• 𝜌1 ∈ 𝐶∞([0, 1], ℝ+) telle que 𝜌1(0) = 𝜌1(1) = 0 et

∃𝐶0 > 0, ∀𝛾 > 0, ∫
1

0
𝜌1(𝜏)e−𝛾𝜏 d𝜏 ≥

1
𝐶0
e−𝐶0√𝛾. (6.80)

Par exemple, on peut choisir 𝜌1 tel que 𝜌1(𝜏) = 𝜌1(1 − 𝜏) = e−
1
𝜏 for 𝜏 ∈ ]0, 1/4[.

En effet, pour tout 𝛾 > 0, le changement de variables 𝑠 = √𝛾𝜏 donne

∫
1

0
𝜌1(𝜏)e−𝛾𝜏 d𝜏 ≥

1
√𝛾

∫
√𝛾/4

0
e−√𝛾𝜙(𝑠) d𝑠

avec 𝜙(𝑠) = 1
𝑠
+ 𝑠. La fonction 𝜙 atteint son minimum en 𝑠∗ = 1 et 𝜙″(1) = 2 > 0,

donc, d’après la méthode de Laplace (on fait le changement de variables 𝜉2 = 𝜙(𝑠−𝑠∗)
et on applique Prop. 2.7),

∫
2

0
e−√𝛾𝜙(𝑠) d𝑠 ∼

𝛾→∞

√𝜋
4√𝛾

e−2√𝛾.
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ce qui démontre (6.80) pour 𝐶0 assez grand.
Alors on choisit 𝜌(𝑡, 𝑥) = 𝜌1((𝑇 − 𝑡)/𝑇)𝜌2(𝑥). On cherche également 𝑣2 sous la

forme
𝑣2(𝑡, 𝑥) = ∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
e−𝑘2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑉𝑘ei𝑘𝑥 avec 𝑉𝑘 ∈ ℂ𝑑2. (6.81)

La construction de 𝑣2 utilise le résultat algébrique suivant.

Lemme 6.24. Il existe 𝒞 > 0 tel que, pour tout 𝑁 > 𝑛0 et 𝑇 ∈ ]0, 1] la matrice 𝐴 dans
ℂ(2(𝑁−𝑛0)𝑑2)×(2(𝑁−𝑛0)𝑑2), définie par blocs 𝐴 = (𝐴𝑛,𝑘)𝑛0<|𝑛|≤𝑁

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
par

𝐴𝑛,𝑘 = ∫
𝑇

0
∫
𝜔
e−𝑛2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑛)∗e−𝑘2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)ei(𝑘−𝑛)𝑥𝜌(𝑡, 𝑥) d𝑥 d𝑡 ∈ ℂ𝑑2×𝑑2,

est inversible et
∀𝐹 ∈ ℂ2(𝑁−𝑛0)𝑑2, |𝐴−1𝐹| ≤ 𝒞

𝑇e
𝒞𝑁|𝐹|,

où | ⋅ | est la norme hermitienne sur ℂ2(𝑁−𝑛0)𝑑2.

Remarque 6.25. Par exemple, pour 𝑁 = 𝑛0 + 2, la matrice 𝐴 est

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐴−𝑛0−2,−𝑛0−2 𝐴−𝑛0−2,−𝑛0−1 𝐴−𝑛0−2,𝑛0+1 𝐴−𝑛0−2,𝑛0+2
𝐴−𝑛0−1,−𝑛0−2 𝐴−𝑛0−1,−𝑛0−1 𝐴−𝑛0−1,𝑛0+1 𝐴−𝑛0−1,𝑛0+2
𝐴𝑛0+1,−𝑛0−2 𝐴𝑛0+1,−𝑛0−1 𝐴𝑛0+1,𝑛0+1 𝐴𝑛0+1,𝑛0+2
𝐴𝑛0+2,−𝑛0−2 𝐴𝑛0+2,−𝑛0−1 𝐴𝑛0+2,𝑛0+1 𝐴𝑛0+2,𝑛0+2

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Pour 𝑋 ∈ ℂ4𝑑2 de décomposition par blocs

𝑋 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑋−𝑛0−2
𝑋−𝑛0−1
𝑋𝑛0+1
𝑋𝑛0+2

⎞
⎟
⎟
⎠

où 𝑋𝑘 ∈ ℂ𝑑2 pour tout 𝑛0 < |𝑘| ≤ 𝑛0 + 2, on a

𝐴𝑋 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑛0+2

𝐴−𝑛0−2,𝑘𝑋𝑘

∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑛0+2

𝐴−𝑛0−1,𝑘𝑋𝑘

∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑛0+2

𝐴𝑛0+1,𝑘𝑋𝑘

∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑛0+2

𝐴𝑛0+2,𝑘𝑋𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Ainsi ⟨𝑋, 𝐴𝑋⟩ = ∑𝑛0<|𝑛|≤𝑛0+2
𝑛0<|𝑘|≤𝑛0+2

𝑋∗
𝑛𝐴𝑛,𝑘𝑋𝑘.
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Démonstration. La démonstration repose sur l’inégalité spectrale sur les combinai-
sons linéaires finies de fonctions propres du Laplacien, due à Lebeau et Robbiano
(voir [57] ou encore [56, Thm. 5.4]) :

∃𝐶1 > 0, ∀𝑁 ∈ ℕ, ∀(𝑎𝑛)𝑛∈ℤ ∈ ℂℤ,
+𝑁
∑

𝑛=−𝑁
|𝑎𝑛|2 ≤ 𝐶1e𝐶1𝑁∫

�̂�

|
|
|

+𝑁
∑

𝑛=−𝑁
𝑎𝑛ei𝑛𝑥

|
|
|

2

d𝑥.

(6.82)
En sommant les composantes, la même inégalité reste vraie si 𝑎𝑛 ∈ ℂ𝑑2 est un vecteur
et | ⋅ | est la norme hermitienne sur ℂ𝑑2.

Soit 𝑁 > 𝑛0 et 𝑋 ∈ ℂ2(𝑁−𝑛0)𝑑2 de blocs 𝑋 = (𝑋𝑘)𝑛0<|𝑘|≤𝑁 avec 𝑋𝑘 ∈ ℂ𝑑2. Alors,
d’après les définitions de 𝐴, 𝜌, ainsi que les propriétés de 𝜌2 et l’inégalité spectrale,
on a

⟨𝐴𝑋, 𝑋⟩ = ∑
𝑛0<|𝑛|,|𝑘|≤𝑁

𝑋∗
𝑛𝐴𝑛,𝑘𝑋𝑘

= ∫
𝑇

0
∫
𝜔

|
|
|

∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑁

e−𝑘2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑋𝑘ei𝑘𝑥
|
|
|

2

𝜌(𝑡, 𝑥) d𝑥 d𝑡

≥ ∫
𝑇

0
∫
�̂�

|
|
|

∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑁

e−𝑘2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑋𝑘ei𝑘𝑥
|
|
|

2

𝜌1 (
𝑇 − 𝑡
𝑇 ) d𝑥 d𝑡

≥ e−𝐶1𝑁

𝐶1
∫

𝑇

0
∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁

||e−𝑘
2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑋𝑘||

2
𝜌1 (

𝑇 − 𝑡
𝑇 ) d𝑡.

Il existe 𝑐 > 0 tel que pour tout |𝑘| > 𝑛0, |𝐸2(𝑘)| ≤ 𝑐. Alors,

∀|𝑘| > 𝑛0, 𝜏 > 0, 𝑌 ∈ ℂ𝑑2, |e𝐸2(𝑘)𝜏𝑌| ≤ e𝑐𝜏|𝑌|.

Alors, en prenant 𝜏 = 𝑘2(𝑇 − 𝑡) et 𝑌 = exp (−𝑘2(𝑇 − 𝑡)𝐸2(𝑘)) 𝑋𝑘, on a

∀|𝑘| > 𝑛0, 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[, ||e−𝑘
2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑋𝑘|| ≥ e−𝑐𝑘2(𝑇−𝑡)|𝑋𝑘|.

Donc, en faisant le changement le changement de variables 𝜏 = 𝑇−𝑡
𝑇

et en utilisant
les propriétés de 𝜌1 (Eq. (6.80)), on a

⟨𝐴𝑋, 𝑋⟩ ≥ 𝑇e−𝐶1𝑁

𝐶1
∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
|𝑋𝑘|2∫

𝑇

0
e−2𝑐𝑘2𝑇𝜏𝜌1 (𝜏) d𝜏

≥ 𝑇e−𝐶1𝑁

𝐶1𝐶0
∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
|𝑋𝑘|2e−𝐶0𝑘√2𝑐𝑇

≥ 𝑇
𝐶1𝐶0

e−(𝐶1+𝐶0√2𝑐𝑇)𝑁|𝑋|2.



174 6.4. CONTRÔLABILITÉ EN TEMPS GRAND

L’inégalité précédente, valide pour 𝑋 ∈ ℂ2(𝑁−𝑛0)𝑑2, démontre que 𝐴 est inversible.
De plus, si 𝐹 ∈ ℂ2(𝑁−𝑛0)𝑑2 ⧵ {0}, le vecteur 𝑋 = 𝐴−1𝐹 vérifie

𝑇
𝐶1𝐶0

e−(𝐶1+𝐶0√2𝑐𝑇)𝑁|𝑋|2 ≤ ⟨𝐴𝑋, 𝑋⟩ = ⟨𝐹, 𝑋⟩ ≤ |𝐹||𝑋|.

Donc
|𝑋| ≤

𝐶1𝐶0
𝑇 e(𝐶1+𝐶0√2𝑐𝑇)𝑁|𝐹|.

Ceci démontre le Lemme 6.24 avec 𝒞 = max {𝐶1𝐶0; 𝐶1 + 𝐶0√2𝑐}. ♦

Revenons à la démonstration de la Proposition 6.23. Pour un contrôle de la
forme (6.79), le problème des moments (6.77) s’écrit

∀𝑛0 < |𝑛| ≤ 𝑁, ∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑁

𝐴𝑛,𝑘𝑉𝑘 = 𝐹𝑛

ou de manière équivalente, 𝐴𝑉 = 𝐹 avec les notations du Lemme 6.24. Il suffit ainsi
de prendre 𝑉 = 𝐴−1𝐹. D’après la définition de 𝐹 Eq. (6.77), et d’après l’égalité de
Parseval, il existe 𝐶2 > 0 indépendant de (𝑇, 𝑁) tel que

|𝐹| = ( ∑
𝑛0<|𝑛|≤𝑁

|𝐹𝑛|2)
1/2

≤ 𝐶2|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑.

Donc, d’après le Lemme 6.24

|𝑉| = ( ∑
𝑛0<|𝑘|≤𝑁

|𝑉𝑘|2)
1/2

≤ 𝐶2𝒞
𝑇 e𝒞𝑁|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑. (6.83)

Étape 3 : estimations sur 𝑢2. Soit 𝑠 ∈ ℕ∗. D’après la formule définissant le contrôle
(Eq. (6.79)), il existe 𝐶 = 𝐶(𝜌, 𝑠) > 0 tel que

|𝑢2|𝐻𝑠(]0,𝑇[×𝜔) ≤
𝐶
𝑇𝑠 |𝑣2|𝐻𝑠(]0,𝑇[×𝕋). (6.84)

Pour tout 𝑠1, 𝑠2 ∈ ℕ tels que 𝑠1 + 𝑠2 ≤ 𝑠, on a

𝜕𝑠1𝑡 𝜕
𝑠2
𝑥 𝑣2(𝑡, 𝑥) = ∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
𝑘2𝑠1𝐸2(𝑘)𝑠1e−𝑘

2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑉𝑘(i𝑘)𝑠2ei𝑣𝑘𝑥.

D’après l’égalité de Parseval, on a

||𝜕𝑠1𝑡 𝜕
𝑠2
𝑥 𝑣2||

2
𝐿2(]0,𝑇[×𝕋) = ∫

𝑇

0
∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁

||𝑘2𝑠1+𝑠2𝐸2(𝑘)𝑠1e−𝑘
2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑉𝑘||

2
d𝑡

≤ 𝐶∫
𝑇

0
∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
𝑘4𝑠 ||e−𝑘

2(𝑇−𝑡)𝐸2(𝑘)𝑉𝑘||
2
𝑑𝑡
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En travaillant comme dans la démonstration de la Proposition 6.6, on obtient, pour
𝑛0 assez grand, des constantes 𝐾𝑝, 𝑐𝑝 > 0 telles que

||𝜕𝑠1𝑡 𝜕
𝑠2
𝑥 𝑣2||

2
𝐿2(]0,𝑇[×𝕋) ≤ 𝐶 ∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
𝑘4𝑠𝐾2

𝑝∫
𝑇

0
e−2𝑐𝑝𝑘2(𝑇−𝑡) d𝑡 |𝑉𝑘|2

≤
𝐶𝐾2

𝑝

2𝑐𝑝
∑

𝑛0<|𝑘|≤𝑁
𝑘4𝑠−2|𝑉𝑘|2 ≤

𝐶𝐾2
𝑝

𝑐𝑝
𝑁4𝑠−2|𝑉|2

D’après l’estimation sur 𝑉 (Eq. (6.83)), on a

||𝜕𝑠1𝑡 𝜕
𝑠2
𝑥 𝑣2||𝐿2(]0,𝑇[×𝕋) ≤√

𝐶
𝑐𝑝
𝐾𝑝𝑁2𝑠−1𝐶2𝒞

𝑇 e𝒞𝑁|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑.

Ceci démontre l’existence de 𝐶 > 0 indépendant de (𝑇, 𝑁) tel que

|𝑣2|𝐻𝑠(]0,𝑇[×𝕋) ≤
𝐶
𝑇𝑁

2𝑠−1e𝒞𝑁|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑

et l’estimation (6.84) donne l’estimée annoncée sur 𝑢 dans 𝐻𝑠.

Méthode de Lebeau et Robbiano

On démontre enfin la Proposition 6.19. Soit 𝑇 > 0. Fixons 𝛿 ∈ (0, 𝑇/2) et 𝜌 ∈ ]0, 1[.
Pour ℓ ∈ ℕ∗, on définit, 𝑎ℓ = 𝐴2−𝜌ℓ où 𝐴 > 0 est tel que 2∑∞

ℓ=1 𝑎ℓ = 𝑇 − 2𝛿. Soit
𝑓0 ∈ 𝐹p. On définit

⎧

⎨
⎩

𝑓1 = e−𝛿ℒp𝑓0,
𝑔ℓ = Πp𝑆(𝑎ℓ, 𝑓ℓ, 𝑢ℓ) avec 𝑢ℓ = (0, 𝐾𝑎ℓ,2ℓ(𝑓ℓ)) ,
𝑓ℓ+1 = e−𝑎ℓℒp𝑔ℓ,

avec 𝐾𝑎ℓ,2ℓ l’opérateur de contrôle de la Proposition 6.23. Par construction, on a
Πp
2ℓ𝑔ℓ = 0, et donc, les propriétés de dissipation des composantes paraboliques

(Prop. 6.6) donnent

|𝑓ℓ+1|2𝐿2(𝕋)𝑑 = |e−𝑎ℓℒp𝑔ℓ|2𝐿2(𝕋)𝑑 = ∑
|𝑛|>2ℓ

||e−𝑛
2𝐸(i/𝑛)𝑎ℓ𝑔ℓ(𝑛)||

2

≤ ∑
|𝑛|>2ℓ

𝐾2
𝑝e−2𝑛

2𝑐𝑝𝑎ℓ |𝑔ℓ(𝑛)|
2 ≤ 𝐾2

𝑝e−2𝑐𝑝(2
ℓ)2𝑎ℓ|𝑔ℓ|2𝐿2(𝕋)𝑑.

D’après la propriété de semi-groupe démontrée dans la Proposition 6.8, il existe des
constantes 𝐾 et 𝑐 tels que

∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, 𝑡 ≥ 0, |e−𝑡ℒ𝑓|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐾e𝑐𝑡|𝑓|𝐿2(𝕋)𝑑.
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Alors, d’après l’inégalité triangulaire et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|𝑔ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶|𝑆(𝑎ℓ, 𝑓ℓ, 𝑢ℓ)| ≤ 𝐶𝐾e𝑐𝑎ℓ|𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑 +∫
𝑎ℓ

0
𝐶𝐾e𝑐(𝑎ℓ−𝑡)|𝑢ℓ(𝑡)|𝐿2(𝕋) d𝑡

≤ 𝐶𝐾e𝑐𝑎ℓ (|𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑 +√𝑎ℓ|𝑢ℓ|𝐿2([0,𝑎ℓ]×𝜔)) ,

et d’après la Proposition 6.23,

|𝑢ℓ|𝐿2([0,𝑎ℓ]×𝜔) ≤
𝒞
𝑎ℓ
e𝒞2ℓ|𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑.

Ainsi

|𝑔ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶𝐾e𝑐𝑎ℓ (1 + 𝒞
√𝑎ℓ

e𝒞2ℓ) |𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑.

Donc, en définissant

𝑚ℓ = 𝐾𝑝e−𝑐𝑝4
ℓ𝑎ℓ𝐶𝐾e𝑐𝑎ℓ (1 + 𝒞

√𝑎ℓ
e𝒞2ℓ) ,

on a
|𝑓ℓ+1|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝑚ℓ|𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑.

Il existe 𝐶1, 𝐶2 > 0 tels que𝑚ℓ ≤ 𝐶1e−𝐶22(2−𝜌)ℓ. Donc |𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑 → 0, et, plus précisé-
ment, il existe 𝐶3, 𝐶4 > 0 tels que

|𝑓ℓ|𝐿2(𝕋)𝑑 ≤ 𝐶3 exp (−𝐶42(2−𝜌)ℓ) |𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑.

De plus,
∞
∑
ℓ=1

|𝑢ℓ|2𝐿2([0,𝑎ℓ]×𝜔) ≤ 𝒞
∞
∑
ℓ=1

e𝒞2ℓ

𝑎ℓ
𝐶3 exp(−𝐶42(2−𝜌)ℓ)|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑 < ∞ . (6.85)

On définit 𝑇0 = 𝛿, 𝑇2 = 𝛿 + 2𝑎1, … , 𝑇ℓ = 𝑇ℓ−1 + 2𝑎ℓ. On a 𝑇ℓ → (𝑇 − 𝛿) lorsque
ℓ → ∞. Ainsi, pour tout 𝑓0 ∈ 𝐹p, on définit le contrôle

𝒰p
𝑇(𝑓0)(𝑡, 𝑥) = {

𝐾𝑎ℓ,2ℓ(𝑓ℓ)(𝑡 − 𝑇ℓ−1) pour 𝑇ℓ−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎𝑇ℓ − 1 + 𝑎ℓ,
0 pour 𝑇ℓ−1 + 𝑎ℓ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇ℓ−1 + 2𝑎ℓ = 𝑇ℓ,
0 for 𝑇 − 𝛿 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Alors, 𝒰p
𝑇(𝑓0) ∈ 𝐶∞

0 ((𝛿, 𝑇 − 𝛿) × 𝜔)𝑑2 car toutes les dérivées s’annulent au temps
𝑡 = 𝑎ℓ. Ainsi, 𝒰p

𝑇(𝑓0) ∈ 𝐶∞
𝑐 (]0, 𝑇[ × 𝜔)𝑑2.

D’après (6.85), 𝒰p
𝑇(𝑓0) ∈ 𝐿2(]0, 𝑇[ × 𝜔)𝑑, donc 𝑆(𝑇 − 𝛿; 𝑓0, 𝒰p

𝑇(𝑓0)) est la limite
dans 𝐿2(𝕋)𝑑 de la suite 𝑆(𝑇ℓ; 𝑓0, 𝒰p

𝑇(𝑓0)). Donc, Π
p𝑆(𝑇 − 𝛿; 𝑓0, 𝒰p

𝑇(𝑓0)) est la limite
dans 𝐿2(𝕋) de la suite Πp𝑆(𝑇ℓ; 𝑓0, 𝒰p

𝑇(𝑓0)) = 𝑓ℓ+1. Enfin,

Πp𝑆(𝑇, 𝑓0, 𝒰p
𝑇(𝑓0)) = Πp𝑆(𝑇 − 𝛿; 𝑓0, 𝒰p

𝑇(𝑓0)) = 0.
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D’après la Proposition 6.23, pour tout 𝑠 ∈ ℕ∗,

||𝒰p
𝑇(𝑓0)

||𝐻𝑠(]0,𝑇[×𝜔)
≤

∞
∑
ℓ=1

𝒞
𝑇𝑠+1
ℓ

4ℓ𝑠e𝒞2ℓ𝐶3 exp (−𝐶42(2−𝜌)ℓ)
⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

<∞

|𝑓0|𝐿2(𝕋)𝑑.

Ceci achève la démonstration de la Proposition 6.19.

6.4.5 Contrôle des basses fréquences
On démontre ici qu’on peut contrôler les basses fréquences, ce qui est la dernière
étape de la démonstration du Théorème 6.1. Soit 𝑇 > 𝑇∗ où 𝑇∗ est défini Eq. (6.5).
Alors, il existe 𝑇 ′ > 0 tel que 𝑇∗ < 𝑇 ′ < 𝑇. Soit 𝒢 et 𝒰 définis à la Proposition 6.14.

On peut supposer que 𝐹0 ⊂ 𝒢 en étendant l’opérateur 𝒰 de la manière suivante.
Soit𝑊 un supplémentaire de 𝒢 ∩ 𝐹0 dans 𝐹0. Alors𝑊 est un supplémentaire de 𝒢
dans7 𝒢 + 𝐹0, et on étend 𝒰 à 𝒢 + 𝐹0 = 𝒢 ⊕𝑊 en définissant 𝒰(𝑓0) = 0 pour tout
𝑓0 ∈ 𝑊.

L’espace 𝒢 est muni de la topologie induite, c.-à-d. de la norme 𝐿2(𝕋)𝑑. L’opérateur
𝑆 est celui de la Définition 6.9.

On introduit ℱ𝑇 le sous-espace de 𝐿2(𝕋)𝑑 défini par

ℱ𝑇 = {𝑓0 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑; ∃𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ′] × 𝜔)𝑑1 × 𝐶∞
𝑐 ([𝑇 ′, 𝑇] × 𝜔)𝑑2/𝑆(𝑇, 𝑓0, 𝑢) = 0}.

Étape 1 :ℱ𝑇 est un sous-espace fermé de 𝐿2(𝕋)𝑑 de codimension finie.
Si 𝑓0 ∈ 𝒢, la fonction 𝑆(𝑇, 𝑓0, 𝒰𝑓0) appartient à 𝐹0, donc

𝒦(𝑓0) ≔ −e𝑇ℒ0𝑆(𝑇, 𝑓0, 𝒰𝑓0) (6.86)

est bien définie dans 𝐹0 grâce à la Proposition 6.13. Alors, l’opérateur𝒦 est de rang
fini et donc compact. D’après l’alternative de Fredholm, (𝐼+𝒦)(𝒢) est un sous-espace
fermé de 𝒢 et il existe un sous-espace fermé 𝒢′ de 𝒢, de codimension finie dans 𝒢,
tel que (𝐼 + 𝒦) soit un isomorphisme de 𝒢′ sur (𝐼 + 𝒦)(𝒢). Remarquons que 𝒢′ est
également un sous-espace fermé de 𝐿2(𝕋)𝑑 de codimension finie.

Pour tout 𝑓0 ∈ 𝒢′, en utilisant le fait que 𝒦(𝑓0) ∈ 𝐹0 et la définition de 𝒦
(Eq. (6.86)), on obtient

𝑆 (𝑇,𝒦(𝑓0), 0) = e−𝑇ℒ𝒦(𝑓0) = e−𝑇ℒ0𝒦(𝑓0) = −𝑆 (𝑇, 𝑓0, 𝒰𝑓0)

et donc
𝑆 (𝑇, 𝑓0 +𝒦(𝑓0), 𝒰𝑓0) = 𝑆 (𝑇, 𝑓0, 𝒰𝑓0) + 𝑆 (𝑇,𝒦(𝑓0), 0) = 0.

7Si 𝑓 ∈ 𝒢 + 𝐹0, on le décompose en 𝑓𝒢 + 𝑓𝐹0, puis on décompose 𝑓𝐹0 selon la somme directe
𝐹0 = 𝒢 ∩ 𝐹0 ⊕𝑊 : 𝑓𝐹0 = 𝑓𝒢∩𝐹0 + 𝑓𝑊. Donc 𝑓 = (𝑓𝒢 + 𝑓𝐹∩𝒢) + 𝑓𝑊 ∈ 𝐺 +𝑊. Ceci démontre
que 𝒢 + 𝐹0 = 𝒢 +𝑊. De plus, si 𝑓 ∈ 𝒢 ∩𝑊, comme𝑊 ⊂ 𝐹0, on a alors 𝑓 ∈ 𝒢 ∩ 𝐹0 ∩𝑊, qui est
réduit à {0}. Donc la somme 𝒢 +𝑊 est directe.
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Ceci démontre queℱ𝑇 contient (𝐼+𝒦)(𝒢′), qui est un sous-espace fermé de 𝐿2(𝕋)𝑑
de codimension finie. Il existe donc un sous-espace de 𝐿2(𝕋)𝑑 de dimension finie 𝐹♯
tel que ℱ𝑇 = (𝐼 + 𝒦)(𝒢′) ⊕ 𝐹♯. Ceci termine cette première étape.

Étape 2 : quitte à réduire 𝑇 > 𝑇∗, il existe 𝛿 > 0 tel queℱ𝑇′ = ℱ𝑇 pour 𝑇 ′ ∈ [𝑇, 𝑇 + 𝛿].
Lorsque 0 < 𝑇 ′ < 𝑇″, si un contrôle défini sur [0, 𝑇 ′], en l’étendant par zéro sur
(𝑇 ′, 𝑇″), on voit queℱ𝑇′ ⊂ ℱ𝑇″. Donc, l’application 𝑇 ′ ↦ codim(ℱ𝑇′) est décroissante.
Comme elle est à valeurs entières, ses discontinuités sur (𝑇∗, 𝑇 + 1] sont isolées. Si
𝑇 n’est pas une discontinuité, il existe 𝛿 > 0 tel que codim(ℱ𝑇′) = codim(ℱ𝑇) pour
tout 𝑇 ′ ∈ [𝑇, 𝑇 + 𝛿]. Si 𝑇 est une discontinuité, on le remplace pour une plus petite
valeur, qui n’est pas une discontinuité.

Étape 3 : on démontre que (e−𝑡ℒ∗ℱ⟂
𝑇 )

⟂ ⊂ ℱ𝑇 pour tout 𝑡 ∈ ]0, 𝛿[. Soit 𝑡 ∈ ]0, 𝛿[ et 𝑔0 ∈
𝐿2(𝕋)𝑑 tels que ⟨𝑔0, e−𝑡ℒ

∗𝑓0⟩𝐿2(𝕋) = 0 pour tout 𝑓0 ∈ ℱ⟂
𝑇 . Alors ⟨e−𝑡ℒ𝑔0, 𝑓0⟩𝐿2(𝕋) = 0

pour tout 𝑓0 ∈ ℱ⟂
𝑇 . Dit autrement, e−𝑡ℒ𝑔0 ∈ (ℱ⟂

𝑇 )⟂. D’après l’étape 1, ℱ𝑇 est un
sous-espace fermé de 𝐿2(𝕋)𝑑, ainsi, (ℱ⟂

𝑇 )⟂ = ℱ𝑇. Donc e−𝑡ℒ𝑔0 ∈ ℱ𝑇. Par définition de
ℱ𝑇, ceci implique que 𝑔0 ∈ ℱ𝑇+𝑡. D’après l’étape 2, on obtient alors 𝑔0 ∈ ℱ𝑇, ce qui
termine cette étape 3.

Étape 4 : il existe 𝑁 ∈ ℕ tel que tout 𝑓0 ∈ ℱ⟂
𝑇 peut s’écrire sous la forme

𝑓0 = ∑
𝑘≤𝑁

𝜑𝑘𝑒𝑘 avec 𝜑𝑘 ∈ ℂ𝑑. (6.87)

Soit 𝑆(𝑡)∗ la restriction du semi-groupe e𝑡ℒ∗ àℱ⟂
𝑇 : 𝑆(𝑡)∗ = e−𝑡ℒ∗|ℱ⟂

𝑇
. Alors 𝑆(𝑡)∗ peut

se mettre sous la forme 𝑆(𝑡)∗ = e𝑡𝑀, où𝑀 est une matrice telle que ℒ∗𝑓0 = 𝑀𝑓0 pour
tout𝑓0 ∈ ℱ⟂

𝑇 . Mais alors ker(𝑀−𝜆)𝑗 = ker(ℒ∗−𝜆)𝑗∩ℱ⟂
𝑇 . Le lemme de décomposition

des noyaux et la structure des espaces propres de ℒ∗ donne la conclusion de l’étape 4.

Étape 5 : tout élément de 𝐿2(𝕋)𝑑 peut être amenée dans ℱ𝑇 en temps arbitrairement
petit. C.-à-d. qu’on veut montrer que pour tout 𝜖 > 0 et 𝑓0 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, il existe 𝑢 ∈
𝐿2([0, 𝑇] × 𝜔)𝑑 tel que 𝑆(𝜖, 𝑓0, 𝑢) ∈ ℱ𝑇.

Ce problème correspond à une inégalité d’observabilité. Plus précisément, d’après
la Proposition A.8, où on choisit 𝐵 = 1𝜔 et 𝐶 la projection sur ℱ⟂

𝑇 , la propriété
recherchée est équivalente à : il existe 𝐾 > 0 pour tout 𝑔0 ∈ ℱ𝑇, la solution 𝑔
du système adjoint (6.17) vérifie |𝑔(𝑇, ⋅)|𝐿2(𝕋) ≤ 𝐾|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔). Comme ℱ⟂

𝑇 est de
dimension finie, toutes les normes dessus sont équivalentes, et il suffit donc de
montrer la propriété de continuation unique suivante : si 𝑔(𝑡, ⋅) = e𝑡𝑀𝑔0 avec 𝑔 = 0
sur ]0, 𝜖[×𝜔, alors 𝑔 = 0. Cette propriété est vraie en vertu de l’inégalité spectrale (6.82)
et du fait que toutes les fonctions dans ℱ⟂

𝑇 soient de la forme (6.87).

Étape 6 : Conclusion. L’étape 5 implique la contrôlabilité à zéro du système en tout
temps 𝜏 > 𝑇. Comme 𝑇 est un temps arbitraire tel que 𝑇 > 𝑇∗, ceci démontre que le
système (6.1) est contrôlable à zéro en tout temps 𝑇 > 𝑇∗.
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6.5 Systèmes chaleur-demi chaleur

6.5.1 Définition

Nous considérons comme dernier exemple d’application de notre méthode d’étude de
la contrôlabilité grâce aux fonctions holomorphes les systèmes chaleur-demi chaleur
suivants :

{ 𝜕𝑡𝑓 − 𝐵𝜕2𝑥𝑓 + 𝐴|𝜕𝑥|𝑓 + 𝐾𝑓 = 𝑢1𝜔 sur ]0, 𝑇[ × 𝕋,
𝑓(0, ⋅) = 𝑓0 sur 𝕋, (6.88)

où, 𝐴, 𝐵, 𝐾 sont des matrices comme pour les systèmes paraboliques-transport, et |𝜕𝑥|
est défini par la multiplication de 𝑒𝑛 par |𝑛|, c.-à-d. que si (𝑎𝑛) est une suite vectorielle
telle que∑𝑛∈ℤ |𝑛|

2|𝑎𝑛|2 < +∞,

|𝜕𝑥|( ∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛𝑒𝑛) = ∑
𝑛∈ℤ

|𝑛|𝑎𝑛𝑒𝑛.

On suppose que les matrices 𝐴 et 𝐵 vérifient

𝑑 = 𝑑1 + 𝑑2 avec 1 ≤ 𝑑1 < 𝑑, 1 ≤ 𝑑2 < 𝑑; (H’.1)

𝐵 = (0 0
0 𝐷) , avec 𝐷 ∈ 𝑀𝑑2(ℝ), 𝐷 + 𝐷∗ > 0; (H’.2)

𝐴 = ( 𝐴
′ 𝐴12

𝐴21 𝐴22
) , avec 𝐴′ ∈ 𝑀𝑑2(ℝ), 𝐴

′ + 𝐴′∗ > 0, 𝐴′ est diagonalisable. (H’.3)

6.5.2 Caractère bien posé

On commence par définir proprement l’opérateur considéré.

Définition 6.26. Soit 𝐷(ℒ) le sous espace de 𝐿2(𝕋)𝑑 défini par

𝐷(ℒ) ≔ {𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, 𝑓1 ∈ 𝐻1(𝕋)𝑑1, 𝑓2 ∈ 𝐻2(𝕋)𝑑2}, (6.89)

où 𝑓1 est le vecteur formé des 𝑑1 premières composantes de 𝑓 et 𝑓2 est le vecteur
formé des 𝑑2 dernières composantes de 𝑓. On considère ℒ l’opérateur sur 𝐿2(𝕋)𝑑 de
domaine 𝐷(ℒ) et défini pour 𝑓 ∈ 𝐷(ℒ) par

ℒ𝑓 ≔ 𝐵𝜕2𝑥𝑓 − 𝐴|𝜕𝑥|𝑓 − 𝐾𝑓.

De même manière que pour les systèmes paraboliques-transports, on constate
qu’en définissant pour 𝑧 ∈ ℂ,

𝐸(𝑧) ≔ 𝐵 + 𝑧𝐴 + 𝑧2𝐾, (6.90)
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l’opérateur ℒ agit en Fourier comme la multiplication par −𝑛2𝐸(|𝑛|−1) ; c.-à-d. que
pour 𝑛 ∈ ℤ et 𝑋 ∈ ℝ𝑑,

ℒ(𝑋𝑒𝑛) = (−𝑛2𝐵 − |𝑛|𝐴 + 𝐾)𝑋𝑒𝑛 = −𝑛2𝐸 ( 1|𝑛|) 𝑋𝑒𝑛.

Si 𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑 et 𝑛 ∈ ℤ, on note 𝑓(𝑛) le 𝑛-ième coefficient de Fourier de 𝑓, ainsi
que 𝑓1(𝑛) le 𝑛-ième coefficient de Fourier de 𝑓1 et 𝑓2(𝑛) le 𝑛-ième coefficient de Fourier
de 𝑓2. Notons que

𝐷(ℒ) = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, ∑
𝑛∈ℤ

𝑛2||𝑓1(𝑛)||
2 < +∞, ∑

𝑛∈ℤ
𝑛4||𝑓2(𝑛)||

2 < +∞}.

On montre que ℒ génère un semi-groupe fortement continu.

Proposition 6.27. Il existe𝜔 > 0 tel que les opérateursℒ−𝜔 etℒ∗−𝜔 soient dissipatifs.

Démonstration. Rappelons que pour toute matrice carrée 𝑀 et vecteur 𝑋, on a
ℜ⟨𝑀𝑋, 𝑋⟩ = ⟨(𝑀 +𝑀∗)𝑋, 𝑋⟩/2. Si 𝑓 ∈ 𝐷(ℒ), on a par intégration par parties

ℜ⟨ℒ𝑓, 𝑓⟩𝐿2 = −ℜ ⟨𝐵𝜕𝑥𝑓, 𝜕𝑥𝑓⟩𝐿2 −ℜ ⟨𝐴|𝜕𝑥|𝑓, 𝑓⟩𝐿2 −ℜ⟨𝐾𝑓, 𝑓⟩𝐿2. (6.91)

D’après la structure de 𝐵 et l’hypothèse sur 𝐷 (hypothèses (H’.2)), le premier terme
vérifie

−ℜ⟨𝐵𝜕𝑥𝑓, 𝜕𝑥𝑓⟩ = −ℜ ⟨𝐷𝜕𝑥𝑓2, 𝜕𝑥𝑓2⟩𝐿2 = −⟨𝐷 + 𝐷∗

2 𝜕𝑥𝑓2, 𝜕𝑥𝑓2⟩
𝐿2
≤ −𝑐|𝜕𝑥𝑓2|2𝐿2.

(6.92)
Le second terme s’écrit

− ⟨𝐴|𝜕𝑥|𝑓, 𝑓⟩𝐿2 = −⟨𝐴′|𝜕𝑥|1/2𝑓1, |𝜕𝑥|1/2𝑓1⟩𝐿2 − ⟨𝐴12|𝜕𝑥|𝑓2, 𝑓1⟩𝐿2
− ⟨𝐴21𝑓1, |𝜕𝑥|𝑓2⟩𝐿2 − ⟨𝐴22|𝜕𝑥|𝑓2, 𝑓2⟩𝐿2

Comme 𝐴′ + 𝐴′∗ > 0, le premier terme du membre droit est majoré par

−ℜ⟨𝐴′|𝜕𝑥|1/2𝑓1, |𝜕𝑥|1/2𝑓1⟩𝐿2 ≤ −𝑐|||𝜕𝑥|1/2𝑓1||
2
𝐿2.

Donc, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les autres termes

−ℜ ⟨𝐴|𝜕𝑥|𝑓, 𝑓⟩𝐿2 ≤ −𝑐|||𝜕𝑥|1/2𝑓1||
2
𝐿2 + 𝐶||𝜕𝑥𝑓2|𝐿2(|𝑓1|𝐿2 + |𝑓2|𝐿2).

Et en utilisant 𝑎𝑏 ≤ 𝜖𝑎2 + 𝑏2/4𝜖,

−ℜ ⟨𝐴|𝜕𝑥|𝑓, 𝑓⟩𝐿2 ≤ −𝑐|||𝜕𝑥|1/2𝑓1||
2
𝐿2 + 𝜖||𝜕𝑥𝑓2|2𝐿2 +

𝐶′

𝜖 (|𝑓1|
2
𝐿2 + |𝑓2|2𝐿2). (6.93)



CHAPITRE 6. SYSTÈMES PARABOLIQUES-HYPERBOLIQUES 181

Le troisième terme vérifie d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

ℜ⟨𝐾𝑓, 𝑓⟩𝐿2 ≤ 𝐶″|𝑓|2𝐿2. (6.94)

Ainsi, en sommant les majorations sur chacun des termes (Eq. (6.92–6.94)) et en
prenant 𝜖 = 𝑐

2
pour absorber le terme 𝜖|𝜕𝑥𝑓2|2𝐿2, on a

ℜ⟨ℒ𝑓, 𝑓⟩𝐿2 ≤ −𝑐2(|𝜕𝑥𝑓2|
2
𝐿2 + |||𝜕𝑥|1/2𝑓1||

2
𝐿2) + 𝐶‴|𝑓|2𝐿2. (6.95)

Donc ℒ − 𝐶‴ est dissipatif.
Grâce à des intégrations par parties (ou en regardant en Fourier), on voit que

l’adjoint de ℒ agit comme 𝐵∗𝜕2𝑥 − 𝐴∗|𝜕𝑥| − 𝐾∗, et que le domaine de ℒ∗ est

𝐷(ℒ∗) = {𝑓 ∈ 𝐿2; (𝜕2𝑥𝐵∗ − |𝜕𝑥|𝐴∗ − 𝐾∗)𝑓 ∈ 𝐿2},

où les dérivées sont au sens des distributions. Montrons que ce domaine est égal à
celui de ℒ (voir Eq. (6.89)). Soit 𝑓 ∈ 𝐷(ℒ∗), c.-à-d. 𝑓 ∈ 𝐿2 et (𝜕2𝑥𝐵 − |𝜕𝑥|𝐴)𝑓 ∈ 𝐿2 (le
terme 𝐾∗𝑓 ne joue aucun rôle). D’après l’égalité de Parseval, on a

|(𝜕2𝑥𝐵∗ − |𝜕𝑥|𝐴∗)𝑓|2𝐿2 =
1
2𝜋 ∑

𝑛∈ℤ
|(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛)|2 (6.96)

Or, en écrivant 𝐴, 𝐵 et 𝑓(𝑛) par blocs,

(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛) = ( |𝑛|𝐴′∗𝑓1(𝑛) + |𝑛|𝐴∗21𝑓2(𝑛)
𝑛2𝐷∗𝑓2(𝑛) + |𝑛|(𝐴∗12𝑓1(𝑛) + 𝐴∗22𝑓2(𝑛))

) .

Donc,

ℜ⟨(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛), 𝑓(𝑛)⟩

= |𝑛|ℜ⟨𝐴′∗𝑓1(𝑛), 𝑓1(𝑛)⟩ + 𝑛2ℜ⟨𝐷∗𝑓2(𝑛), 𝑓2(𝑛)⟩ + 𝑂𝑛(𝑛)(|𝑓1(𝑛)||𝑓2(𝑛)| + |𝑓2(𝑛)|2).

Et donc, en utilisant le fait que 𝐴′ + 𝐴′∗ > 0 et 𝐷 + 𝐷∗ > 0, ainsi que l’inégalité de
Young pour absorber les doubles produits, on a

ℜ⟨(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛), 𝑓(𝑛)⟩ ≥ (𝑐|𝑛| − 𝐶)|𝑓1(𝑛)|2 + (𝑐𝑛2 − 𝐶|𝑛|)|𝑓2(𝑛)|2.

Donc, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛)||𝑓(𝑛)| ≥ (𝑐|𝑛| − 𝐶)|𝑓1(𝑛)|2 + (𝑐𝑛2 − 𝐶|𝑛|)|𝑓2(𝑛)|2,

donc,

𝑐′|(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛)| ≥ (𝑐|𝑛| − 𝐶′)|𝑓1(𝑛)| + (𝑐𝑛2 − 𝐶|𝑛| − 𝐶′)|𝑓2(𝑛)|.

Donc, pour 𝑛 assez grand, on a

𝑛2|𝑓1(𝑛)|2 + 𝑛4|𝑓2(𝑛)|2 ≤ 𝐶″||(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛)|2,

et comme la série des ||(𝑛2𝐵∗ + |𝑛|𝐴∗)𝑓(𝑛)|2 est sommable (Eq. (6.96)), on en déduit
que 𝑓1 ∈ 𝐻1(𝕋)𝑑 et 𝑓2 ∈ 𝐻2(𝕋)𝑑. C’est-à-dire que 𝑓 ∈ 𝐷(ℒ∗).
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On déduit alors du théorème de Lumer-Phillips (Th. A.3) que ℒ génère un semi-
groupe fortement continu, et que |e𝑡ℒ| ≤ e𝜔𝑡. On définit alors les solutions faibles
grâce à la Définition A.5. Alors, d’après la Proposition A.8, la contrôlabilité à zéro
du système chaleur-demi chaleur (6.88) est équivalente à l’inégalité d’observabilité
suivante : il existe 𝐶 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐿2(𝕋)𝑑, la solution du système adjoint

{ 𝜕𝑡𝑔 − 𝐵∗𝜕2𝑥𝑔 + 𝐴∗|𝜕𝑥|𝑔 + 𝐾∗𝑔 = 𝑢1𝜔 sur ]0, 𝑇[ × 𝕋,
𝑔(0, ⋅) = 𝑔0 sur 𝕋, (6.97)

vérifie
|𝑔(𝑇, ⋅)|𝐿2(𝕋) ≤ 𝐶|𝑔|𝐿2([0,𝑇]×𝜔). (6.98)

6.5.3 Non contrôlabilité à zéro

On montre que les systèmes chaleur-demi chaleur ne sont jamais contrôlables à zéro.

Théorème 6.28. On suppose que 𝐴 et 𝐵 vérifient les hypothèses (H’.1–H’.3). Soit 𝑇 > 0
et 𝜔 un ouvert strict de 𝕋. Le système chaleur-demi chaleur (6.88) n’est pas contrôlable
à zéro sur 𝜔 en temps 𝑇.

Démonstration. On suit essentiellement la démonstration de la non-contrôlabilité en
temps petit pour les systèmes paraboliques-transport,mais cette fois-ci en remarquant
que les systèmes chaleur-demi-chaleur se comportent comme des équations de la
demi-chaleur tournée (voir Sec. 2.2).

Remarquons que les matrices 𝐴 et 𝐵 vérifient les hypothèses qui nous permettent
d’appliquer la théorie perturbative analytique des Propositions 6.2–6.4. Soit alors
𝜇 ∈ Sp(𝐴′). À nouveau, on réinterprète l’inégalité d’observabilité comme inégalité
sur les polynômes.

Lemme 6.29. Soit 𝑈 un ouvert de ℂ simplement connexe et qui contient 0 ainsi que
l’adhérence du domaine

𝒟 ≔ {𝜁 ∈ ℂ, e−𝑇ℜ(𝜇) < |𝜁| < 1, arg(𝜁) + ln|𝜁|
ℑ(𝜇)
ℜ(𝜇)

∈ 𝜔} ,

(voir Figure 6.2). Si le système (6.88) est contrôlable sur 𝜔 en temps 𝑇, il existe 𝐶 > 0 tel
que pour tout polynôme 𝑝,

|𝑝|𝐿2(𝐷(0,e−ℜ(𝜇)𝑇)) ≤ 𝐶|𝑝|𝐿∞(𝑈). (6.99)

Démonstration. Étape 1 : solutions de la demi-chaleur approchées. Ceci ce fait de la
même manière que pour les systèmes parabolique-transport, mais en remplaçant i/𝑛
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𝑈

𝒟

𝐷(0, e−𝑇ℜ(𝜇))

𝜁0

Figure 6.2 – En jaune, le domaine 𝒟. En
jaune plus clair, un exemple de domaine𝑈,
simplement connexe, qui contient 0 et𝒟. En
rouge, le disque𝐷(0, e−ℜ(𝜇)𝑇). La contrôla-
bilité à zéro du système chaleur-demi cha-
leur implique une estimation de la norme
𝐿2(𝐷(0, e−ℜ(𝜇)𝑇)) des polynômes par leur
norme 𝐿∞(𝑈).
Mais on peut choisir 𝑈 de sorte qu’il ne
contienne pas le disque rouge. Auquel cas,
on peut trouver 𝜁0 ∈ 𝐷(0, e−ℜ(𝜇)𝑇) ⧵ 𝑈 et
une suite de polynômes qui converge vers
𝜁 ↦ (𝜁−𝜁0)−1 en dehors de la courbe bleue.

par 1/𝑛. Si (𝑎𝑛)𝑛>0 est une suite finie, on construit de cette manière une solution 𝑔
du système adjoint (6.97) qui est égale à

𝑔(𝑡, 𝑥) = ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e𝑛(i𝑥−𝜇𝑡)𝛾𝑡(𝑛)𝜑0. (6.100)

où 𝛾𝑡(𝑛) est défini pour 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 et 𝑛 ∈ ℕ par

𝛾𝑡(𝑛) = {
e𝑡𝑅

h
𝜇(

1
𝑛 )

∗

𝑃h𝜇 (
1
𝑛
)
∗
, si 𝑛 > 𝑁,

e−𝑡𝑛
2𝐸( 1𝑛 )

∗
+𝑛𝜇𝑡 si 𝑛 ≤ 𝑁,

(6.101)

(et où 𝑁 est assez grand, mais indépendant de la suite (𝑎𝑛)).

Étape 2 : minoration du membre gauche de l’inégalité d’observabilité. Ceci ce fait
comme d’habitude (voir par exemple Prop. 3.31 ou Th. 4.18), grâce à l’inégalité de
Parseval, et en minorant les termes d’erreurs 𝛾𝑡(𝑛). On trouve avec 𝑅 = e−ℜ(𝜇)𝑇

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1
|||

2

𝐿2(𝐷(0,𝑅))
≤ 𝐶|𝑔(𝑇, ⋅)|2𝐿2(𝕋). (6.102)

Étape 3a : majoration ; changement de variables. Le membre droit de l’inégalité d’ob-
servabilité appliquée à 𝑔 est

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) = ∫
[0,𝑇]×𝜔

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛e𝑛(i𝑥−𝜇𝑡)𝛾𝑡(𝑛)𝜑0
|||

2
d𝑡 d𝑥.

On fait le changement de variables 𝜁 = ei𝑥−𝜇𝑡, pour lequel ℜ(𝜇)|𝜁|2 d𝑡 d𝑥 = d𝜆(𝜁) :

|𝑔|2𝐿2([0,𝑇]×𝜔) =
1

ℜ(𝜇)
∫
𝒟

||| ∑
𝑛>0

𝑎𝑛𝜁𝑛−1𝛾𝑡(𝑛)𝜑0
|||

2
d𝜆(𝜁), (6.103)



184 6.5. SYSTÈMES CHALEUR-DEMI CHALEUR

où on a gardé la notation 𝛾𝑡(𝑛) par simplicité au lieu de l’écrire en fonction de 𝜁 (on a
𝑡 = − ln|𝜁|/ℜ(𝜇)). Notons que l’image de l’ensemble d’intégration, c-à-d.

𝒟 = {ei𝑥−𝜇𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇, 𝑥 ∈ 𝜔}

est bien le domaine𝒟 défini à l’énoncé du lemme 6.29.

Étape 3b : majoration ; symboles. Pour majorer le membre droit du changement de
variables précédent, on veut utiliser le Théorème 3.30. En effet, on a avec 𝛿𝜏(𝑛) =
𝛾𝜏(𝑛 + 1),

∑
𝑛>0

𝛾𝜏(𝑛)𝑎𝑛𝜑0𝜁𝑛−1 = 𝐻𝛿𝜏( ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜁𝑛𝜑0). (6.104)

Pour ceci, on commence par montrer que (𝛿𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une famille (de suites)
bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝜌,∞ pour un certain 𝜌 > 0.

Définissons ̃𝛾𝜏(𝑧) = e𝑡𝑅h𝜇(1/ ̄𝑧)∗𝑃h𝜇 (1/ ̄𝑧)∗. Pour 𝑛 > 𝑁, on a alors 𝛾𝜏(𝑛) = ̃𝛾𝜏(𝑛) (voir
la définition de 𝛾𝑡 Eq. (6.101)).

On vérifie de la même manière que pour les systèmes paraboliques-transport
que quitte à augmenter 𝑁, ( ̃𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝑁,∞, et donc que
(𝛾𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une famille bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝑁,∞. Comme 𝛿𝜏(𝑛) = 𝛾𝜏(𝑛+1) et que le décalage
(𝛾𝑛)𝑛≥0 ↦ (𝛾𝑛+1)𝑛≥0 est continu de 𝒮𝑑×𝑑𝑁,∞ dans 𝒮𝑑×𝑑𝑁+1,∞, la famille (𝛿𝜏)0≤𝜏≤𝑇 est une
famille bornée de 𝒮𝑑×𝑑𝑁+1,∞

Étape 3c : majoration du membre droit ; utilisation du Théorème 3.30.
Rappelons que 𝑈 est simplement connexe, et contient 0 et𝒟. Les conditions du

Théorème 3.30 sont réunies. On applique alors l’estimée (3.18) avec𝑋 = 𝒟 et𝑊 = 𝑈 :

|||𝐻𝛿𝜏( ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜑0𝜁𝑛)
|||
𝐿∞(𝜔𝑇)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜑0𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

= 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

,

où𝐶 ne dépend ni du polynôme∑𝑛≥0 𝑎𝑛+1𝜁
𝑛, ni de 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇 car la famille (𝛿𝜏)0≤𝜏≤𝑇

est bornée.
Alors, par définition de𝐻𝛿𝜏, il existe𝐶 > 0 tel que pour tout polynôme∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝜁

𝑛

et pour tout 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇,

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜁𝑛𝛾𝜏(𝑛)
|||
𝐿∞(𝒟)

≤ 𝐶||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜁𝑛
|||
𝐿∞(𝑈)

(6.105)

Étape 3d : majoration du membre droit ; conclusion. D’après le changement de va-
riables (6.103), en appliquant l’estimée (6.105) avec 𝜏 = 𝑡, on a

|𝑔|𝐿2([0,𝑡]×𝜔) ≤
||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜁𝑛
|||

2

𝐿∞(𝒟)
. (6.106)
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En rassemblant la minoration (6.102) et la majoration (6.106), l’inégalité d’obser-
vabilité (6.98) implique

||| ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝜁𝑛
|||

2

𝐿2(𝐷(0,1))
≤ 𝐶′|| ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛+1𝜁𝑛||

2

𝐿∞(𝑈)
. ♦

On construit un contre-exemple à l’inégalité (6.99) du Lemme 6.29 comme d’ha-
bitude, avec le Théorème de Runge. Ainsi, l’inégalité d’observabilité (6.98) n’est pas
vraie, et les systèmes chaleur-demi chaleur ne sont pas contrôlables.





7 | Perspectives

NOUS formulons ici quelques questions ouvertes, et éventuellement des pistes
pour les résoudre.

Équations de Grushin avec potentiel perturbé

Les démonstrations que nous avons présentées lors du Chapitre 4 sont spécifiques
au cas du potentiel 𝑥2. Nous ne sommes pas parvenus actuellement à démontrer de
résultat pour l’équation de Grushin généralisée

(𝜕𝑡 − 𝜕2𝑥 − 𝑞(𝑥)2𝜕2𝑦)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 1𝜔𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦),

où 𝑞(𝑥) ∼0 𝑥. La raison est que nos résultats dépendent de l’analyse spectrale de
l’oscillateur harmonique complexe, cette analyse reposant sur des techniques d’équa-
tions différentielles, en particulier sur une représentation intégrales des solutions de
−𝑓″ + 𝑥2𝑓 − 𝜆𝑓 = 0. Mais de telles représentations intégrales sont rares, et nous ne
pouvons pas en espérer pour les solutions de −𝑓″ + 𝑞(𝑥)𝑓 = 0 hors de quelques cas
particuliers. Il faut donc adopter des techniques plus modernes.

Notons pour les opérateurs de Schrödinger de la forme −𝜕2𝑥 + 𝑉(𝑥) qui sont
autoadjoints, les outils d’analyse spectrale auto-adjointe permettent de donner des
approximations, asymptotiques etc. des valeurs propres (voir par exemple [34]). Mais
pour appliquer les théorèmes de la section 3.1.4, il nous faut étudier les opérateur
de Schrödinger complexes. Ces opérateurs n’étant plus auto-adjoints, leur analyse
est plus difficile. En particulier, il ne suffit pas de construire des quasi-modes pour
localiser le spectre.

Cependant, des techniques ont tout de même été développées pour analyser des
opérateurs non-autoadjoint, voir par exemple [47, Ch. 13–15] et les références de ces
chapitres, ou encore [49] et les références de cet article. Les résultats de ces articles
sont très proches de ce dont nous avons besoin, et la compréhension des méthodes
qu’ils déploient pour les adapter à nos besoins devrait nous permettre de démontrer
des résultats de non-contrôlabilité pour l’équation de Grushin généralisée.

Domaine de contrôle généraux pour l’équation de
Grushin

Le Théorème 4.29 donne le temps minimal de contrôlabilité pour certains domaines,
mais pas pour tous. Par exemple, on ne connait pas le temps minimal de non-
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Figure 7.1 – Exemples de domaines de contrôle pour l’équation de Grushin pour lesquels on
ne connait pas le temps minimal de contrôle.

contrôlabilité pour les domaines de la Figure 7.1. Dans le premier domaine, il n’existe
de chemin allant de la frontière inférieure à la frontière supérieure, on ne sait donc
pas si l’équation de Grushin est contrôlable dessus, même en temps très grand; on
sait seulement que 𝑎2/2 ≤ 𝑇min ≤ +∞. Également, si on a un domaine « pincé »,
comme pour le second domaine, on est dans un cas limite du Théorème 4.29 : le seg-
ment ouvert {(𝑥, 𝜋/2) ∶ −1 < 𝑥 < 1} est disjoint de 𝜔mais pas de 𝜔. Encore une fois,
on peut seulement dire que 𝑎2/2 ≤ 𝑇min ≤ +∞. Enfin, si le domaine contient une
« grotte », comme le troisième domaine, on peut seulement dire, avec les notations
de la figure, que 𝑎2/2 ≤ 𝑇min ≤ 𝑏2/2.

Non-contrôlabilité spectrale pour l’équation de Gru-
shin en domaine borné

Pour l’équation de Grushin posée sur ℝ × 𝕋, on a démontré un résultat de non
contrôlabilité spectrale en Théorème 4.17, si le domaine de contrôle est une bande
horizontale. Mais si on considère l’équation de Grushin posée sur ]−1, 1[ × 𝕋, nous
n’avons pas pu démontrer un résultat équivalent.

Nous aurions pu le faire si la fonction 𝜌∶ 𝑧 ↦ 𝜆𝑧 − 𝑧 était bornée sur un demi-
plan à droite (où 𝜆𝑧 est la première valeur propre de −𝜕2𝑥 + (𝑧𝑥)2 avec conditions de
Dirichlet sur ]−1, 1[). Si tel était le cas, les suites 𝛾𝑡 ≔ (e−𝜌(𝑛)𝑡)𝑛≥0 seraient dans 𝒮𝑟,0,
et on pourrait appliquer la même méthode que dans le cas Ω = ℝ × 𝕋.

Mais le mieux que l’on ai réussi à démontrer est que la fonction 𝜌 est bornée sur
des domaines de la forme

𝐷𝜖 ≔ {ℜ(𝑧) > (1/2 + 𝜖) ln+|ℑ(𝑧)| + 𝐶𝜖},

ce qui ne nous permet pas de conclure. Le problème est que si 𝑧 n’est pas dans ce
domaine, la gaussienne e−𝑧𝑥2/2 (qui est fonction propre sur ℝ) n’est plus un quasi-
mode sur ]−1, 1[ : les valeurs aux bords sont trop grandes. On peut aussi remarquer
que la condition 𝑧 ∈ 𝐷𝜖 équivaut à 𝜌(𝑧) = 𝑜(𝑧), ce qui correspond à l’idée de départ de
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la démonstration, qui est que l’oscillateur harmonique sur ]−1, 1[ est une perturbation
de l’oscillateur harmonique sur ℝ.

Notons qu’on pourrait essayer de reprendre la démonstration du Théorème 3.29
avec l’information que e−𝑡𝜌(𝑧) est borné sur 𝐷𝜖 (au lieu de {ℜ(𝑧) > 𝑅}). Il faut pour
cela contrôler la croissance de 𝐾𝛾𝑡(𝜁) = ∑𝑛≥0 e

−𝑡𝜌(𝑛)𝜁𝑛 lorsque |𝜁| → +∞, 𝜁 ∈
𝑆𝜍 = {𝜁 ∈ ℂ, 𝜎 ≤ arg(𝜁) ≤ 2𝜋 − 𝜎}. Mais le mieux que nous sommes parvenu à
trouver est |𝐾𝛾𝑡(𝜁)| ≤ 𝐶𝜖|𝜁|(1/2+𝜖) ln ln|𝜁|, ce qui ne nous permet pas de démontrer le
Théorème 3.29.

Nous ne savons pas si le Théorème 4.17 a un équivalent dans le casΩ = ]−1, 1[ ×
𝕋).

Tempsminimal pour le contrôle de l’équation deKol-
mogorov

Onadémontré enThéorème 5.4 que l’équation deKolmogorov (𝜕𝑡−𝜕2𝑣−𝑥2𝜕𝑥)𝑓 = 1𝜔𝑢
n’est pas contrôlable en temps petit sous des hypothèses générales sur𝜔. Une question
serait de savoir si la minoration du temps minimal que nous trouvons est optimale.
Si on disposait du temps minimal pour les bandes horizontales,1 on pourrait faire le
même argument de troncature qu’au Théorème 4.23 et obtenir le temps minimal
pour l’équation de Kolmogorov sur des domaines de la forme {𝛾1(𝑥) < 𝑣 < 𝛾2(𝑥)}.

Non-contrôlabilité en temps petit d’équations para-
boliques dégénérées générales

Une question plus ambitieuse serait d’essayer d’aborder les équations paraboliques
dégénérées de manière générale, et d’essayer de trouver des conditions nécessaire ou
suffisantes entre l’équation, le domaine de contrôle et le temps pour que la contrôla-
bilité à zéro soit vraie.

Une première piste serait d’essayer de construire des fonctions propres qui se
concentrent sur la dégénérescence, et ainsi obtenir un résultat de non-contrôlabilité
en temps petit si le domaine de contrôle reste loin de la dégénérescence.2 Malheu-
reusement, des résultats plus ambitieux semblent actuellement hors de portée. Les
techniques qui démontrent l’existence d’un temps minimal de contrôlabilité pour les
équations paraboliques dégénérées reposent sur des méthodes ad-hoc, et ne donnent
pas vraiment d’idée sur les mécanismes sous-jacents.

1Un travail par Dardé est en cours dans cette direction.
2Un travail avec Lissy et Prandi est en cours sur ce sujet.
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A | Semigroupes, contrôlabilité et
observabilité

LA dualité entre contrôlabilité et observabilité est classique, et nous en avons
déjà parlé en introduction. Cependant, nous passons ici en revue quelques

résultats plus précisément que ce que nous avons déjà fait, ne serait-ce que pour fixer
les notations, et nous en profitons pour donner l’inégalité d’observabilité associée à
quelques problèmes de contrôlabilité qui ne semblent pas disponibles dans des livres
(même si nous ne prétendons aucune originalité ici).

Dans ce chapitre, 𝐻 est un espace de Hilbert. Cette partie est essentiellement
basée sur [30, Annexe A & Sec. 2.3.1] (voir aussi [81], ainsi que [25, Ch. 7] et [73]
pour les démonstrations non présentes dans les autres références).

A.1 Solutions faibles

Définition A.1. Un semi-groupe fortement continu est une famille (𝑆(𝑡))𝑡≥0 d’opé-
rateurs bornés de𝐻 telle que 𝑆(0) = 𝐼, pour tout 𝑡, 𝑠 ≥ 0, 𝑆(𝑡 + 𝑠) = 𝑆(𝑡) ∘ 𝑆(𝑠) et pour
tout 𝑓 ∈ 𝐻, lim𝑡→0 𝑆(𝑡)𝑥 = 𝑥.

On appelle générateur infinitésimal de 𝑆 l’opérateur 𝐴 de domaine 𝐷(𝐴) = {𝑓 ∈
𝐻, limℎ→0 ℎ−1(𝑆(ℎ)𝑓 − 𝑓) existe} et défini par 𝐴𝑓 = limℎ→0 ℎ−1(𝑆(ℎ)𝑓 − 𝑓).

Proposition A.2. Le générateur infinitésimal 𝐴 d’un semi-groupe fortement continu
𝑆 vérifie les propriétés suivantes :

• le domaine de𝐴 est dense et𝐴 est fermé (c.-à-d. que le graphe {(𝑓, 𝐴𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴)}
est une partie fermée de𝐻 × 𝐻) ;

• pour tout 𝑓0 ∈ 𝐷(𝐴), la fonction 𝑓(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑓0 est dérivable de [0, +∞[ dans𝐻,
et vérifie pour tout 𝑡 ≥ 0, 𝑓(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) et 𝑓′(𝑡) = 𝐴𝑓(𝑡) ;

• le générateur d’un semi-groupe caractérise le semi-groupe : si 𝑆1 et 𝑆2 sont deux
semi-groupes fortement continus ayant le même générateur infinitésimal, alors
𝑆1 = 𝑆2 ;

• la famille (𝑆(𝑡)∗)𝑡≥0 est un semi-groupe fortement continu, dont le générateur
infinitésimal est 𝐴∗.

Rappelons aussi que 𝐴∗ est l’opérateur de domaine 𝐷(𝐴∗) = {𝑔, ∃𝐶 > 0, ∀𝑓 ∈
𝐷(𝐴), |⟨𝑔, 𝐴𝑓⟩| ≤ 𝐶|𝑓|𝐻} et défini par ∀𝑓 ∈ 𝐷(𝐴), ⟨𝐴∗𝑔, 𝑓⟩ = ⟨𝑔, 𝐴𝑓⟩.
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Si 𝑆 est un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal 𝐴, on
notera aussi 𝑆(𝑡) = e𝑡𝐴. On dispose en particulier du théorème de Lumer-Phillips
pour démontrer qu’un opérateur 𝐴 est le générateur d’un semi-groupe.

Théorème A.3 ([73], Cor. 4.4). On suppose que pour tout 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴),ℜ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≤ 0 et
que pour tout 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴∗), ℜ⟨𝐴∗𝑥, 𝑥⟩ ≤ 0 (on dit que 𝐴 et 𝐴∗ sont dissipatifs). Alors 𝐴
génère un semi-groupe. De plus, on a alors pour tout 𝑡 ≥ 0, |e𝑡𝐴| ≤ 1 (on dit que e𝑡𝐴 est
un semi-groupe de contractions).

On dispose également de la variante suivante du théorème de Lummer-Phillips.

Théorème A.4 ([25], Th. 7.4 ; [73], Th. 4.3). On suppose que pour tout 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴),
ℜ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≤ 0 et que (𝐼 + 𝐴)(𝐷(𝐴)) = 𝐻 (on dit que 𝐴 est maximal dissipatif). Alors 𝐴
génère un semi-groupe. De plus, on a alors pour tout 𝑡 ≥ 0, |e𝑡𝐴| ≤ 1 (on dit que e𝑡𝐴 est
un semi-groupe de contractions).

Ce théorème implique que si 𝑓0 ∈ 𝐷(𝐴), il existe une unique solution du problème
de Cauchy 𝑓′ = 𝐴𝑓, 𝑓(0) = 𝑓0. On définit maintenant ce qu’est une solution faible
de l’équation 𝑓′ = 𝐴𝑓 + 𝑢.

Définition A.5. On suppose que 𝐴 génère un semi-groupe fortement continu. Soit
𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝐻). Alors, une solution faible de l’équation 𝑓′ = 𝐴𝑓+𝑢 est une fonction
𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) telle que pour tout 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 et pour tout 𝑔0 ∈ 𝐻, si 𝑔(𝑠) = e𝑡𝐴∗𝑔0,

⟨𝑓(𝑡), 𝑔0⟩𝐻 − ⟨𝑓0, 𝑔(𝑡)⟩𝐻 = ∫
𝑡

0
⟨𝑢(𝑠), 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟩𝐻 d𝑠. (A.1)

Si𝐴 génère un semi-groupe, alors pour toute condition initiale et pour tout second
membre, il existe une unique solution faible de 𝑓′ = 𝐴𝑓+𝑢, et cette solution dépend
continument de la condition initiale et du second-membre.

ThéorèmeA.6. Soit 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝐻) et 𝑓0 ∈ 𝐻. Il existe une unique solution faible du
problème de Cauchy 𝑓′ = 𝐴𝑓 + 𝑢, 𝑓(0) = 𝑓0. Cette solution est donnée par la «formule
de Duhamel»

𝑓(𝑡) = e𝑡𝐴𝑓0 +∫
𝑡

0
e(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠) d𝑠. (A.2)

De plus, il existe 𝐶 > 0 indépendant de 𝑓0 et 𝑢 tel que la solution 𝑓 vérifie pour tout
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝐶(|𝑓0|𝐻 + |𝑢|𝐿2([0,𝑇];𝐻)). (A.3)

Remarquons qu’il n’y a aucune raison qu’une solution faible 𝑓 de 𝑓′ = 𝐴𝑓 + 𝑢
vérifie 𝑓(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) pour 𝑡 > 0 (ou même pour presque tout 𝑡 > 0). En revanche, si 𝐴
est autoadjoint, c’est le cas.
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ThéorèmeA.7 ([25], Prop. 7.6 et Th. 7.7). Si𝐴 est maximal dissipatif (voir Th. A.4), et
symétrique (c.-à-d. ⟨𝐴𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝐴𝑔⟩ pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴)), alors𝐴 est autoadjoint (c.-
à-d. que𝐴 est symétrique et𝐷(𝐴∗) = 𝐷(𝐴)) et pour tout𝑓0 ∈ 𝐻, la fonction𝑓(𝑡) ≔ e𝑡𝐴𝑓0
appartient à

𝐶([0, +∞[;𝐻) ∩ 𝐶1([0, +∞[;𝐻) ∩ 𝐶(]0, +∞[; 𝐷(𝐴)),

où 𝐷(𝐴) est muni de la norme du graphe |𝑓|2𝐷(𝐴) ≔ |𝑓|2𝐻 + |𝐴𝑓|2𝐻.

A.2 Inégalités d’observabilité

A.2.1 Inégalité d’observabilité pour la contrôlabilité partielle
à zéro

Nous démontrons la proposition A.8 suivante, généralisant la dualité entre contrôla-
bilité à zéro et observabilité au temps final du théorème 1.6. La démonstration en est
d’ailleurs une adaptation sans difficultés (voir p. ex. [39, Prop. 1]).

Proposition A.8. Soit 𝐴 le générateur d’un semi-groupe fortement continu sur 𝐻.
Soient 𝑈,𝑉 deux espaces de Hilbert, 𝐵 un opérateur linéaire borné de 𝑈 dans𝐻 et 𝐶 un
opérateur borné de𝐻 dans 𝑉. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout 𝑓0 ∈ 𝐻, il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que la solution 𝑓 de 𝑓′(𝑡) =
𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑓(0) = 𝑓0 vérifie 𝐶𝑓(𝑇) = 0 ;

2. il existe𝑀 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝑉, la solution 𝑔 de 𝑔′(𝑡) = 𝐴∗𝑔(𝑡), 𝑔(0) =
𝐶∗𝑔0 vérifie

|𝑔(𝑇)|2𝐻 ≤ 𝑀∫
𝑇

0
|𝐵∗𝑔(𝑡)|2𝑈 d𝑡. (A.4)

Le cas échéant, le contrôle 𝑢 peut-être choisi linéairement en 𝑓0 et tel que |𝑢|𝑈 ≤
√𝑀|𝑓0|𝐻.

On utilise le lemme de dualité suivant [30, Lem. 2.48] :

LemmeA.9. Soient𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 des espaces de Hilbert, soit𝐶2∶ 𝐻2 → 𝐻1 un opérateur
linéaire continu, et soit 𝐶3∶ 𝐻3 → 𝐻1 un opérateur linéaire continu. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. il existe𝑀 > 0 tel que pour tout ℎ1 ∈ 𝐻1, |𝐶∗
2ℎ1|𝐻2 ≤ 𝑀|𝐶∗

3ℎ1|𝐻3 ;

2. on a l’inclusion 𝐶2(𝐻2) ⊂ 𝐶3(𝐻3).
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Si l’une de ces conditions est vérifiées, il existe un opérateur linéaire continu 𝐶1∶ 𝐻2 →
𝐻3 tel que 𝐶2 = 𝐶3𝐶1 et |𝐶1|ℒ(𝐻2,𝐻3) ≤ 𝑀.

Démonstration. On note ℱ𝑇∶ 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) → 𝑓(𝑇) ∈ 𝐻, où 𝑓 est la solution de
𝑓′ = 𝐴𝑓 + 𝐵𝑢, 𝑓(0) = 0. On choisit 𝐻2 = 𝐻, 𝐻1 = 𝑉 et 𝐻3 = 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈). On pose
𝐶2 = 𝐶e𝑇𝐴 et 𝐶3 = 𝐶ℱ𝑇.

Alors, on affirme que la première propriété de la Proposition A.8 est équivalente
à l’inclusion 𝐶2(𝐻2) ⊂ 𝐶3(𝐻3). En effet, si la première propriété est vraie, et si ℎ ∈
𝐶2(𝐻2), autrement dit si ℎ = 𝐶e𝑇𝐴𝑓0, il existe 𝑢 tel que la solution 𝑓 de 𝑓′ = 𝐴𝑓+𝐵𝑢,
𝑓(0) = 𝑓0 vérifie 𝐶𝑓(𝑇) = 0. Or 𝑓(𝑇) = e𝑇𝐴𝑓0 + ℱ𝑇𝑢, donc 𝐶e𝑇𝐴𝑓0 = −𝐶ℱ𝑇𝑢,
autrement dit ℎ = 𝐶2𝑓0 = −𝐶3𝑢. Donc 𝐶2(𝐻2) ⊂ 𝐶3(𝐻3).

Inversement si 𝐶2(𝐻2) ⊂ 𝐶3(𝐻3) et 𝑓0 ∈ 𝐻, il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que
𝐶2𝑓0 = 𝐶3𝑢. Autrement dit, la solution 𝑓 de 𝑓′ = 𝐴𝑓 + 𝐵𝑢, 𝑓(0) = 0 vérifie 𝐶𝑓(𝑇) =
𝐶e𝑇𝐴𝑓0. Alors, la solution 𝑓 de 𝑓′ = 𝐴𝑓 − 𝐵𝑢 vérifie 𝑓(𝑇) = e𝑇𝐴𝑓0 − ℱ𝑇𝑢 et donc
𝐶𝑓(𝑇) = 𝐶2𝑓0 − 𝐶3𝑢 = 0.

Donc, d’après le Lemme A.9, la première propriété de la Proposition A.8 est
équivalente à l’existence de𝑀 tel que pour tout ℎ1 ∈ 𝐻1 = 𝑉, |𝐶∗

2ℎ1|𝐻1 ≤ 𝑀|𝐶∗
3ℎ1|𝐻3.

Or, on a 𝐶∗
2 = e𝑇𝐴∗𝐶∗ et 𝐶∗

3 = ℱ∗
𝑇 𝐶∗. On peut de plus vérifier grâce à la définition des

solutions faibles que ℱ∗
𝑇 𝑔0(𝑡) = 𝐵∗e(𝑇−𝑡)𝐴∗𝑓0 (voir [30, Lem. 2.47]). Donc l’inégalité

|𝐶∗
2ℎ1|𝐻1 ≤ 𝑀|𝐶∗

3ℎ1|𝐻3 est équivalente à l’inégalité d’observabilité (A.4).
Le fait que le contrôle puisse être choisi de manière linéaire continue en 𝑓0

provient de la dernière affirmation du Lemme A.9.

A.2.2 Inégalité d’observabilité pour la contrôlabilité à zéro
d’une condition initiale

On donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une condition initiale soit
contrôlable à zéro (voir aussi [24, Prop. 1.18])

Proposition A.10. Soit 𝐴 le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu sur𝐻 et 𝑓0 ∈ 𝐻. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que la solution 𝑓 de 𝑓′(𝑡) = 𝐴𝑓(𝑡)+𝐵𝑢(𝑡), 𝑓(0) = 𝑓0
vérifie 𝑓(𝑇) = 0 ;

2. il existe𝑀 > 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐻, la solution 𝑔 de 𝑔′(𝑡) = 𝐴∗𝑔(𝑡), 𝑔(0) = 𝑔0
vérifie

|⟨𝑓0, 𝑔(𝑇)⟩𝐻|2 ≤ 𝑀∫
𝑇

0
|𝐵∗𝑔(𝑡)|2𝑈 d𝑡. (A.5)



ANNEXE A. SEMIGROUPES, CONTRÔLABILITÉ ET OBSERVABILITÉ 197

Démonstration. Le cas 𝑓0 = 0 est trivial. On suppose donc que 𝑓0 ≠ 0. On considère
les applications

𝐶2∶ 𝑓1 ∈ ℂ𝑓0 ↦ e𝑇𝐴𝑓1 ∈ 𝐻
𝐶3∶ 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) ↦ 𝑓(𝑇) ∈ 𝐻,

où, dans la définition de 𝐶3, 𝑓 est la solution de 𝜕𝑡𝑓 = 𝐴𝑓 + 𝐵𝑢 avec 𝑓(0) = 0. Autre-
ment dit, en notant 𝜄𝑓0 l’inclusion ℂ𝑓0 ↪ 𝐻, et avec les notations de la démonstration
de la Proposition A.8, on a 𝐶2 = e𝑡𝐴 ∘ 𝜄𝑓0 et 𝐶3 = ℱ𝑇.

On affirme que la propriété 1. de la Prop. A.10 équivaut à Im(𝐶2) ⊂ Im(𝐶3). En
effet, si cette inclusion est vraie, il existe 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑇]; 𝑈) tel que −e𝑇𝐴𝑓0 = ℱ𝑇𝑢.
Alors 𝑢 est un contrôle qui amène 𝑓0 à zéro. Inversement, s’il existe 𝑢 qui amène 𝑓0 à
zéro, d’après la formule de Duhammel (A.6), on a −e𝑇𝐴𝑓0 = ℱ𝑇𝑢. Or, si 𝑓1 ∈ Im(𝐶2),
il s’écrit 𝑓1 = 𝜆e𝑇𝐴𝑓0, et on a donc 𝑓1 = −𝜆ℱ𝑇𝑢.

Donc, d’après le Lemme de dualité A.9, la propriété 1. de la Prop. A.10 est équiva-
lente à l’existence de𝑀 ≥ 0 tel que pour tout 𝑔0 ∈ 𝐻,

|𝐶∗
2𝑔0|2𝐻 ≤ |𝐶∗

3𝑔0|2𝐿2([0,𝑇];𝑈).

Or 𝐶∗
2 = 𝜄∗𝑓0 ∘ (e

𝑇𝐴)∗ et 𝐶∗
3 = ℱ∗

𝑇 . On a vu que ℱ∗
𝑇 𝑓0(𝑡) = 𝐵∗e(𝑇−𝑡)𝐴∗𝑓0 [30,

Lem. 2.47]. De plus, (e𝑇𝐴)∗ = e𝑇𝐴∗. Enfin, on affirme que 𝜄∗𝑓0 est la projection ortho-
gonale sur ℂ𝑓0. En effet, si 𝑔 = 𝑔𝑓0 + 𝑔𝑓⟂0 , on a ⟨𝑓0, 𝑔⟩𝐻 = ⟨𝑓0, 𝑔𝑓0⟩𝐻. Donc 𝜄

∗
𝑓0𝑔0 est

bien la projection de 𝑔0 sur 𝑓0, ou encore 𝜄∗𝑓0(𝑔0) = |𝑓0|−2𝐻 ⟨𝑔0, 𝑓0⟩𝐻𝑓0.
Donc l’équation donnée par le lemme de dualité s’écrit

|⟨e𝑇𝐴∗𝑔0, 𝑓0⟩|2 = |𝑓0|2𝐻|𝐶∗
2𝑔0|2𝐻 ≤ |𝑓0|2𝐻𝑀|𝐶∗

3𝑔0|2𝐿2([0,𝑇];𝑈)= 𝑀′∫
𝑇

0
|𝐵∗e(𝑇−𝑡)𝐴∗𝑔0|2𝑈 d𝑡,

qui est bien l’inégalité (A.5).
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