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Introduction générale

Ces dernières années ont connu une évolution fulgurante à la fois des technologies de l’in-
formatique et des réseaux de communication permettant de fournir des services de plus en plus
évolués aux utilisateurs. Ainsi, grâce à l’explosion des hauts débits après les années 2000, nous
avons vu le développement chez les particuliers de services très attractifs tels que la Vidéo à la
Demande, la TV haute définition, et les jeux 3D en réseaux.
Ces évolutions sur les débits mais aussi sur les technologies de l’informatique (précisément du
Web2.0) a permis aussi le développement de nouveaux services tels que les réseaux sociaux qui
connaissent un très grand succès actuellement.
Le Cloud computing n’en est pas en reste avec le développement sans précédent des offres vir-
tuelles comme les logiciels externes (SaaS, Software as a Service), les plateformes de dévelop-
pement d’applications (PaaS, Platform as a Service) et les infrastructures (IaaS, Infrastructure
as a Service).
Enfin, la téléphonie mobile fait complètement partie de notre vie et son développement ne se
pose plus en terme de taux de pénétration, l’ARCEP 1 annonçait dès 2011 un taux supérieur à
100% en France, mais de diversité et de qualité de service.

Il est donc clair que devant cette profusion de services, dont nous sommes de plus en plus
dépendants, nos exigences sur la qualité des services rendus s’accroissent. Ainsi, le 6 juillet
dernier le réseau Orange mobile a connu une panne nationale de 12 heures privant ses abonnés
d’appels, de SMS et d’accès à l’Internet mobile sur l’ensemble du territoire. Cet incident a
provoqué un grand mécontentement des abonnés.

C’est pour éviter ce genre de problèmes mais aussi parce que les réseaux de communication
ainsi que les systèmes informatiques sont de plus en plus complexes en termes de tailles, de

1. http ://www.arcep.fr/index.php ?id=35
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Figure 1 – Evaluation de performance d’un système

diversités techniques et technologiques qu’il faut mettre en œuvre une démarche rigoureuse de
prévision des performances et de la fiabilité. Et, aussi importante soit-elle, on ne peut plus se
reposer uniquement sur l’intuition et l’expérience.

1 Vers une démarche d’évaluation des performances et
de la fiabilité

L’évaluation de performance et de la fiabilité [1] désigne un ensemble d’étapes partant d’un
système et aboutissant au calcul des mesures de performances et de fiabilité (Voir Figure1).
Comme exemple de mesures de performances, citons le délai de bout en bout dans un réseau
ou la probabilité de rejet des appels dans un central téléphonique. En termes de fiabilité,
des mesures telles que le taux de pannes d’un routeur sont des paramètres dont les valeurs
sont cruciales pour garantir le bon fonctionnement d’un réseau. L’évaluation des performances
intervient à deux niveaux dans le cycle de vie d’un système : à sa conception et durant son
exploitation.

– En conception : Le système n’existe pas, il s’agit donc de le créer en respectant un cahier
des charges. Il est indispensable, vu la complexité des systèmes actuels et de l’exigence
des utilisateurs, de mettre en place une démarche claire d’évaluation des performances des
systèmes. Ainsi, construire un système sans mener au préalable des études de performance
et de fiabilité peut conduire aux problèmes suivants :

2



Introduction générale

a) Un sous-dimensionnement et donc des performances insuffisantes qui provoquent
une dégradation de la qualité de service (QoS). Mais aussi un déficit de fiabilité
pouvant engendrer des catastrophes. Nous avons vu l’exemple de l’opérateur Orange
mais nous pouvons citer aussi l’explosion de la fusée Ariane V en 96. Ces incidents
génèrent une forte dégradation de l’image de la société et des pertes financières
importantes.

b) Un surdimensionnement entrainant, là aussi, des coûts d’exploitation inutilement
élevés et dans certains cas des difficultés de réaliser le système.

– En exploitation : Lorsque, sur un système existant, on souhaite réaliser :

c) Une optimisation : Il s’agit alors d’améliorer les performances du système en évaluant
l’impact de tel ou tel changement. Par exemple, un nouveau plan de routage ou une
discipline de priorité.

d) Des tests pour évaluer les points de ruptures (cas pire) ou la survivabilité du sys-
tème. Par exemple, un système avionique se doit de résister à une défaillance d’un
ou plusieurs éléments du système et continuer à fonctionner même dans des états
dégradés. Dans un réseau, on peut s’intéresser à des cas de surcharge du trafic.

Il est donc indispensable de mettre en place une démarche efficace pour évaluer les per-
formances et la fiabilité des systèmes complexes. Cela est d’autant plus important quand
il s’agit de systèmes critiques ou sujets à dégradation (pannes). Cette condition de dégra-
dation leurs confère une certaine capacité à fonctionner sur plusieurs niveaux de perfor-
mances qui varient depuis le fonctionnement dans un état parfait (zéro défaut) jusqu’à
l’indisponibilité (hors service). Ces systèmes sont définis dans la littérature comme des
systèmes tolérants aux fautes ou Multi-states Systems (MSS) [2, 3].
Dans un réseau de communication, la panne d’un lien ou d’un noeud va provoquer une
surcharge entraînant une baisse de ses performances. Ainsi, l’analyse des performances
du réseau serait trop optimiste si on ignorait les états de panne/réparation. Afin de tenir
compte des états de fonctionnement où le système est dégradé, il est nécessaire d’évaluer
conjointement la fiabilité et la performance [4] des systèmes. Dans cette thèse, qui s’ins-
crit dans le thème plus global de la modélisation et de l’évaluation des systèmes, nous
nous intéressons entre autre à la prédiction des indicateurs de performabilité qui réfère
aux performances du système en présence de pannes et de réparations. Nous précisons
que ces indices de performances seront obtenus par des méthodes mathématiques basées
essentiellement sur les bornes stochastiques.
D’une manière générale, il existe différentes méthodes pour l’évaluation des performances
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des systèmes. Dans le cas où le système existe, le plus simple est peut-être d’effectuer
les mesures de performance directement sur le système lui-même, par le biais de sondes
matérielles ou logicielles. L’avantage est que les résultats proviennent directement du
système réel et non d’un modèle. Toutefois, cette méthode a ses limites d’une part à cause
de l’instrumentation qui peut être lourde, et d’autre part pour la collecte des informations
et leur interprétation. De plus, elle ne peut s’appliquer que sur un système existant. Or,
très souvent le système n’existe pas ou alors (s’il existe) y opérer des manipulations est
tout simplement impossible à envisager.
Dans cette thèse, nous nous intéressons à un modèle du système et notre objectif est de
développer des méthodes mathématiques d’évaluation des performances.
Dans la section suivante, nous présenterons les différents formalismes de modélisation les
plus courants dans l’évaluation de performance avant d’aborder dans les sections suivantes
les méthodes permettant de calculer des indices de performances.

2 Formalismes de modélisation

Les systèmes que nous étudions sont des systèmes à évènements discrets, c’est-à-dire que
l’état de ces systèmes est décrit par des variables d’états discrètes. L’évolution du système
est représentée par des changements qui se déclenchent sous l’occurrence d’évènements.
Par exemple, dans un réseau de communication, l’évolution du système peut-être décrite
par le nombre de paquets en attente dans un routeur. Ainsi, les évènements tels que
l’arrivée des paquets ou leur départ font augmenter ou diminuer la taille de la file d’attente
par exemple. Ces systèmes à événements discrets sont présents dans des domaines assez
variés tels que les systèmes informatiques, les systèmes de production ou encore les réseaux
de communication.
Différents formalismes de modélisation sont utilisés afin de représenter ces systèmes. Cer-
tains formalismes sont plus adaptés à une analyse qualitative, et d’autres à une analyse
quantitative. Dans [1], l’analyse qualitative définit les propriétés structurelles et com-
portementales du système, telles que la vivacité, les invariants du système ou la stabilité.
Alors que l’analyse quantitative s’intéresse plus au calcul des mesures de performance.
Les travaux qui sont présentés dans cette thèse ne traitent que de l’aspect quantitatif de
l’analyse. Pour les aspects qualitatifs, nous laissons le soin au lecteur de se référer à la
littérature correspondante [5–7].
L’un des formalismes de modélisation les plus répandus, dans le domaine de l’analyse des
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réseaux de communications, est le réseau de files d’attente pour modéliser l’attente sur
des ressources partagées. Les réseaux de Pétri et les réseaux d’automates stochastiques
sont également utilisés afin de modéliser la synchronisation des processus. Les chaînes
de Markov représentent un formalisme de modélisation à un niveau plus bas, permettant
d’utiliser des méthodes mathématiques efficaces d’analyse de performance.
Il existe sur le marché des outils logiciels permettant de générer automatiquement une
chaîne de Markov à partir des formalismes de spécification de haut niveau tels que les
réseaux de Pétri, les réseaux d’automates stochastiques ou les réseaux de files d’attente.
Dans cette thèse, nous avons utilisé l’outil SHARPE 2 [8] développé en 96 par Sahner et
Trivedi pour la génération et la résolution de chaînes de Markov et SimEvent 3 pour la
simulation des systèmes à événements discrets dans un réseau de files d’attente.
Dans la suite, nous présentons différents formalismes de modélisation.

2.1 Réseaux de Petri Stochastique

Dans leur version première, les réseaux de Petri (Petri Nets :PN) ont été développés dès
les années 60 [9–11] pour la modélisation et l’analyse qualitative des systèmes complexes
présentant des caractéristiques de concurrence et de synchronisation. Une première exten-
sion temporelle a été introduite pour adapter les PN à l’analyse quantitative en ajoutant
une temporisation sur les transitions [12, 13] ou alors sur les places [14]. Pour tenir compte
des comportements probabilistes des systèmes et avoir une équivalence avec les chaînes
de Markov, les PN stochastique (SPN) sont proposés dans [15–17] avec différentes séman-
tiques pour gérer les événements en conflit. Enfin, parmi les extensions des PN, citons la
généralisation des SPN (GSPN) qui considèrent à la fois des transitions avec des durées
non-nulles, et d’autres avec des durées nulles [18, 19] (transitions immédiates).

2.2 Réseaux d’Automates Stochastiques

Le formalisme des réseaux d’automates stochastique (SAN) est introduit par Plateau
[20, 21] pour une représentation à un haut niveau de spécification des chaînes de Markov
de grandes tailles. Le système est décrit comme un ensemble de sous-systèmes, exploi-
tant ainsi le fait que les composantes du système peuvent évoluer presque indépendam-
ment rendant ainsi possible le parallélisme (quand les automates n’interagissent pas) et
la synchronisation (quand ils interagissent). Chaque sous-système est représenté par un

2. Symbolic Hierarchical Automated Reliability Performance Evaluation
3. http ://www.mathworks.fr/products/simevents/
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automate traditionnel auquel on rajoute des comportements stochastiques et des méca-
nismes de synchronisation. Ainsi, l’intérêt des réseaux d’automates stochastiques est de
pouvoir exprimer la matrice de transition de la chaîne de Markov sous un format de pro-
duit tensoriel afin de calculer la distribution de probabilité transitoire et stationnaire. Les
premières études ont porté sur le cas des modèles à temps continu [20–22]. Pour représen-
ter les transitions d’un processus stochastique à échelle de temps discrète (distributions
géométrique), la notion d’événements compatibles a été introduite pour identifier les évé-
nements pouvant avoir lieu simultanément pendant une même unité de temps [23, 24].
Enfin, le formalisme SAN a été enrichi par l’ajout d’un niveau d’abstraction supplémen-
taire sur l’espace d’états. Une agrégation, directement sur le modèle de haut niveau, est
proposée sous certaines conditions. Ces SAN, avec réplications, sont basés sur le fait qu’un
système présente souvent plusieurs entités identiques.

2.3 Réseaux de Files d’Attentes

Le formalisme file d’attente (Queueing Network : QN) est développé pour la modélisation
des phénomènes de partage de ressources [19, 25–27]. Ce formalisme est essentiellement
utilisé pour l’analyse quantitative des systèmes. Une file d’attente est un système dans
lequel les clients arrivent, pour recevoir un service délivré par un ou plusieurs serveurs,
puis quittent le système. Les clients, accèdent aux ressources de façon prioritaire ou non
selon une discipline de service et peuvent même subir un temps d’attente (bufferisa-
tion). L’intérêt des files d’attentes est que, dans le cas où les temps des inter-arrivées et les
services sont exponentiels, ces systèmes peuvent-être décrits par des chaînes de Markov
de type processus de naissance et de mort dont les distributions de probabilité ainsi que
des indices de performances peuvent être calculés à partir de formules connues [1]. Ainsi,
dans le domaine des télécommunications, la formule d’Erlang B permet de calculer la
probabilité de rejet dans un central téléphonique, et l’Erlang C la probabilité d’attente.
Dans le cas de lois d’inter-arrivées et de service plus généraux les chaînes de Markov
peuvent être déduites, comme par exemple dans le cas de l’Erlang, mais avec des tailles
plus importantes que dans le cas de lois exponentielles [1].
Un réseau de files d’attente est un ensemble de files d’attente interconnectées. Ils per-
mettent de représenter par exemple un réseau de routeurs où les paquets sont routés
selon une certaine probabilité. Le routage peut être dynamique (selon l’état des files), ou
déterministe comme par exemple le routage cyclique. Il existe différents types de réseaux :
ouverts ou fermés, mono ou multiclasses qui on été largement étudiés. Les réseaux de files
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d’attente ont été généralisés aux réseaux à clients positifs et négatifs appelés G-Networks
(Generalized queueing network ou Gelenbe network) [28]. Les clients négatifs détruisent les
clients positifs, ce qui permet de modéliser par exemple des départs synchronisés comme
dans le cas de la primitive Join. Ils sont également utilisés dans le domaine des réseaux
neuronaux.
Dans cette thèse, nous avons essentiellement travaillé sur le formalisme des réseaux de files
d’attente et des chaînes de Markov. Nous nous sommes concentrés sur des méthodes ma-
thématiques pour l’analyse quantitative de systèmes dans l’évaluation des performances.
Dans la suite, nous présentons les principales méthodes d’analyse quantitative afin de
mieux situer celles sur lesquelles nous avons travaillé.

3 Méthodes d’analyse quantitative

3.1 La mesure

La mesure est une méthode empirique de collecte de données issues d’un système en exé-
cution. De ce point de vue, elle impose l’existence d’un système. C’est la façon la plus
directe pour évaluer les performances d’un système puisque les mesures sont celles du
système lui-même et non ceux d’un modèle.
La mesure peut être aussi employée pour valider les conclusions obtenues à partir d’un
modèle d’évaluation de performance. Toutefois, elle n’est pas tout à fait simple à im-
plémenter. En effet, il se pose le problème de la collecte et du stockage des volumes
d’informations souvent importants ainsi que leurs interprétations. Mais aussi une instru-
mentation lourde et des difficultés de positionner les sondes pour la capture des mesures
de performances attendues.
Enfin, la mesure est limitée de façon intrinsèque par l’existence d’un système. Ceci réduit
considérablement la classe des cas possibles pour son usage.

3.2 La simulation

La simulation à événements discrets consiste à reproduire l’évolution du système dans le
temps en étudiant une réalisation particulière du modèle stochastique. L’avantage de la si-
mulation est qu’elle permet d’analyser n’importe quel système ce qui est particulièrement
intéressant pour des systèmes où l’on ne peut pas utiliser des méthodes mathématiques.
Par contre, son inconvénient est qu’elle est très gourmande en temps de calculs. De plus,
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entrée sortie 

Figure 2 – Analyse opérationnelle sur une boite noire

il ne s’agit pas d’une technique exacte et les résultats devront être accompagnés d’un
intervalle de confiance pour estimer la précision des résultats. De ce point de vue, la si-
mulation nécessite un temps de simulation relativement long. Par exemple, dans le cas des
simulations de systèmes à évènements rares, il faut un nombre important de réalisations
pour rencontrer au moins une fois ce type d’évènements. Et dans le cas particuliers de
systèmes hautement critiques où la panne est un évènement rare, il arrive souvent que ce
type d’évènements ne se produise pas sur un ensemble d’exécutions. Donc la simulation
peut seulement confirmer l’existence d’un état critique mais ne peut jamais prouver son
absence.

3.3 Analyse opérationnelle

L’analyse opérationnelle, voir les travaux de Denning et Buzen [29], consiste à dériver
un ensemble de relations à partir d’observations faites sur le système sur une période de
temps donnée. Elle permet d’avoir une première approche des mesures de performance
d’un système vu comme une boite noire à partir des paramètres d’entrée et de sortie.
Dans le cas d’une file d’attente simple, l’analyse opérationnelle permet de définir des
paramètres de performances en régime transitoire. Dans le cas d’un système stable, on
s’intéressera aux valeurs de ces paramètres à l’infini. L’analyse opérationnelle permet
d’introduire des critères de performances comme le nombre moyen de clients par unité de
temps ou le temps moyen de réponse du système.
Dans le cas de réseaux de files d’attente, on pourra s’intéresser à des paramètres globaux
du réseau, ou par station.
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3.4 Méthodes analytiques

Les méthodes analytiques permettent une représentation formelle du système sous forme
d’équations mathématiques. Il s’agit d’appliquer la théorie des files d’attente afin d’analy-
ser les performances du système. Les mesures de performance peuvent être, dans certains
cas, calculées simplement et de façon exacte comme des solutions à forme-produit. Mais
le plus souvent, la classe de modèles admissibles aux solutions à forme-produit est très
limitée. Dans ce cas, on a recourt à des méthodes de résolutions approximatives ou à des
méthodes de bornes.
La section suivante détaille ces méthodes en particulier celles relatives aux encadrements
par les techniques de bornes stochastiques qui font l’objet de cette thèse.

4 Solutions à forme produit

Les solutions à forme-produit sont introduites dès les années 60 par Jackson[30] pour les
réseaux de files d’attente ouverts, exponentiels avec une discipline PAPS (premier arrivé,
premier servi). Dans le cas des réseaux fermés, Gordon et Nowell [31] ont proposé une
forme produit.
Cette propriété implique qu’un système multidimensionnel a une solution stationnaire
à forme produit lorsque sa solution à l’état stationnaire est le produit de solutions de
problèmes à une dimension (les nœuds du système par exemple).
Soit un réseau de Jackson décrit par le processus ( ~N(t)t≥0 où ~N(t) = (N1(t), , NM(t))
avec Ni(t) nombre de clients présents dans la station i au temps t, le théorème de Jackson
nous donne la propriété suivante :
Définition .1. La probabilité stationnaire du réseau possède la forme-produit suivante :

π(~n) =
M∏
i=1

πi(ni)

où (πi(ni)) est la probabilité stationnaire d’une file M/M/1 ayant un taux d’arrivée λi et
un taux de service µi, soit πi(ni) = (1− ρi)ρni

i où ρi = λi

µi
.

Les réseaux BCMP [32] généralisent les résultats obtenus, dans le cadre des réseaux de
Jackson, aux réseaux multiclasses ouverts, fermés et mixtes et avec différentes disciplines
de services et des distributions non-exponentielles.
Les solutions à forme produit sont efficaces pour l’analyse de systèmes multidimensionnels
mais les hypothèses sont assez restrictives. Par conséquent, nous devons utiliser d’autres
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méthodes pour les systèmes qui n’ont pas de solution à forme produit.

5 Méthodes numériques

Pour les chaînes de Markov n’ayant pas de structures à forme produit, on peut faire appel
à des méthodes numériques permettant de résoudre un système d’équations linéaires. Il
y a principalement deux types de méthodes numériques : les méthodes directes et les
méthodes itératives.
Les méthodes directes modifient la matrice et nécessitent un temps fixe pour calculer la
solution, il n’y a pas de problèmes de convergence. Les méthodes itératives consistent à
calculer itérativement la distribution de probabilité en utilisant une approche de point
fixe. Les méthodes les plus connues sont celle des puissances et de Gauss-Seidel [33].

6 Méthodes d’approximation

Dans un grand nombre de cas, les solutions à forme produit n’existent pas. D’après Van
Dijk [34], les phénomènes qui font qu’il n’y ait pas de forme produit sont : les contraintes
de capacité, les services bloqués ou les priorités. Il peut, alors, être judicieux de simplifier
les hypothèses et de modifier le système de façon à se ramener à un système plus simple
représentant une approximation ou un système bornant. Dans [34], on s’intéresse à la
mesure de l’écart entre le système modifié et le système original et on cherche à calculer
une borne sur l’erreur de la mesure de performance. Par exemple, un réseau de Jackson
avec pannes est approximé par un système sans pannes. Cette approximation peut être
judicieuse lorsque le système a un taux de pannes faible. Cette idée est reprise pour
simplifier un réseau de Jackson à capacité finie par un réseau à capacité infinie.
Les méthodes d’agrégations sont également assez répandues pour approximer les systèmes
complexes. Ainsi, dans le cas des réseaux à tandem, on peut regrouper les stations de façon
à définir un système simplifié représenté par une seule file [35]. Dans [33, 36], on propose
d’agréger des chaînes de Markov ayant des propriétés de "décomposabilité". On identifie
au préalable des sous-structures qui peuvent être analysées séparément. Une procédure
d’agrégation, qui utilise les résultats calculés de façon indépendante, est ensuite effectuée
pour composer les résultats définitifs. L’applicabilité de la méthode doit être vérifiée
dans chaque cas. Si la chaîne de Markov a des sous-ensembles d’états tels que ceux-
ci sont étroitement couplés les uns par rapport aux autres (taux de transition élevés) à
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l’intérieur du sous-ensemble et faiblement couplés avec les états en dehors alors, l’approche
peut être appliquée. Les états d’un sous ensemble d’états peuvent être alors agrégés pour
former un macro-état. Par conséquent, l’espace d’états est réduit permettant ainsi une
simplification de l’analyse. Des études similaires ont également été proposées dans Carasco
et Mahevas [37, 38] par analyse de sous-chaînes et/ou agrégation de l’espace d’états. Ces
études s’appliquent bien à des systèmes où on peut identifier un sous espace où le processus
passe le plus de temps. C’est le cas des systèmes soumis à des pannes car le processus
est essentiellement dans des états de fonctionnement ; la panne étant un événement rare.
L’intérêt de ces études est de calculer des bornes sur des mesures de performances obtenues
à partir des distributions de probabilité stationnaires de taille plus petites.

7 Méthodes des bornes stochastiques

D’une manière générale, l’idée des méthodes de bornes stochastiques consiste à modifier
le système initial de façon à définir un système bornant plus simple à étudier. Ainsi, l’ap-
proche est plus forte qu’une approximation car le système obtenu fournit une borne sur
la mesure de performance initiale. On peut ainsi définir des systèmes bornants inférieurs
et supérieurs pour encadrer la mesure de performance exacte. Les méthodes de bornes
stochastiques sont basées sur la théorie des ordres stochastiques. Un ordre stochastique
se définit comme une relation d’ordre sur des mesures de probabilités, des variables aléa-
toires, ou encore des processus. L’ordre le plus connu est l’ordre fort "st" [39] qui est
équivalent à une comparaison des réalisations. Sur des espaces multidimensionnels des
ordres moins contraignants peuvent être aussi définis (dits ordres "wk" et "wk*") [40].
La comparaison de chaînes de Markov, définies sur un même espace d’état, peut se faire
selon différentes méthodes. Le couplage de processus [41] revient à coupler les trajectoires
des processus de façon à comparer les réalisations après le déclenchement d’un même
événement. Cette méthode est assez intuitive et permet de générer l’ordre fort "st". La
méthode des ensembles croissants revient à comparer les processus à partir de familles
d’ensembles croissants [40]. Cette méthode est assez générale car elle permet de définir
l’ordre "st", mais aussi les ordres "wk" et "wk*". Dans [42], Castel-Taleb établi des liens
entre ces ordres. Ces liens sont évidents lorsqu’il s’agit de variables aléatoires, mais ce
n’est plus le cas pour des chaînes de Markov.
Les méthodes d’agrégations peuvent être également basées sur les bornes stochastiques,
en utilisant la comparaison stochastique par fonctions de projection [43]. Certaines études
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d’agrégations bornantes sur des espaces multidimensionnels concernent des espaces d’états
totalement ordonnés. Ainsi dans [44], la construction d’une matrice bornante "lumpable"
(ou agrégeable) a été proposée sur un espace totalement ordonné. Un algorithme basé sur
les bornes stochastiques et la propriété d’agrégeabilité (ou lumpability) a été défini dans
[45]. Dans [46], on borne la matrice initiale par une matrice "C-lumpable" afin de calculer
des mesures de performance bornantes. Contrairement à ces études, j’ai essentiellement
travaillé sur des espaces partiellement ordonnés avec, le plus souvent, l’ordre composante
par composante qui permet d’analyser nœud par nœud les performances dans un réseau
de communication.

8 Apport et organisation de la thèse

8.1 Apport de la thèse

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de l’évaluation des performances des systèmes com-
plexes de grandes tailles. Notre objectif est de contribuer au développement d’une méthode
d’analyse des performances des grands systèmes multidimensionnels. Pour ce faire, nous
utilisons la comparaison stochastique et la méthode du couplage pour analyser des sys-
tèmes difficilement analysables en raison de l’explosion combinatoire de l’espace d’états.
Le travail présenté ici s’articule autour des deux points suivants :
– Définition des sous-réseaux bornants pour les réseaux G-Nets et les réseaux multi-
serveurs.

– Applications :
– Evaluation de la performabilité sur le modèle d’Erlang avec perte proposé par Trivedi
dans [47]. Nous construisons des systèmes bornants, comme décrits dans le point
précédent, pour encadrer la mesure de performance recherchée.

– Introduction d’un nouveau mécanisme d’admission des appels et de contrôle d’occu-
pation des ressources dans les réseaux mobiles. Ce mécanisme est une amélioration
de celui proposé dans [3] par Trivedi. Nous tirons partie de l’occupation asymétrique
des cellules dans le temps pour provoquer des départs forcés (Forced HandOver) des
appels en périphérie de la cellule.

Nous décrivons, dans la suite, l’organisation de la thèse.
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8.2 Organisation de la thèse

Après ce premier chapitre consacré à l’introduction de cette thèse, la suite peut être
divisée en, principalement, deux parties. Une première partie théorique qui est constituée
des chapitres I et II. Dans le chapitre I, nous donnons les éléments théoriques nécessaires
à la compréhension de la comparaison stochastique. Dans le chapitre II, nous développons
une méthodologie basée sur le couplage par fonctions de projection pour la définition de
sous-réseaux bornants.
La seconde partie, est composée des chapitres III et IV. On peut la qualifier d’applica-
tive car nous évaluons les performances de réseaux complexes en utilisant la comparaison
stochastiques. Ce sont des réseaux de télécommunications mobiles où l’on étudie des pro-
blématiques de performabilité et de délestage de charges entre cellules voisines. Le dernier
chapitre de la thèse est réservé à la conclusion et aux perspectives de développement ou-
vert sur le thème, notamment la mise au point d’algorithmes basés sur le couplage pour
la génération de processus agrégés bornants.

Chapitre I : La comparaison stochastique sur des espaces multidimensionnels .
Dans ce chapitre, nous présentons une introduction intuitive des méthodes de bornes
stochastiques pour l’évaluation de performances. Nous donnons ensuite les principales
notions théoriques des différentes méthodes de la comparaison stochastique illustrées
par des exemples.
D’une manière générale, nous avons appliqué la comparaison stochastique de différentes
façons.

1. Dans un premier cas, on veut comparer des systèmes qui existent pour montrer que
les mesures de performances de l’un sont "inférieures" ou "supérieures" à l’autre.
Cela peut être utile quand un système est suffisamment complexe mais que l’on
peut comparer avec un autre, plus simple à analyser.

2. Dans un autre cas, seulement un des deux systèmes existe et est beaucoup trop
complexe à étudier. On cherche alors à construire, à partir de celui-ci, un système
bornant plus simple à analyser (forme produit ou agrégé).

Chapitre II : Définition de sous-réseaux bornants dans les réseaux de files d’attente .
Généralement, lorsque le réseau est de grande taille, l’analyse exacte est très difficile
voire impossible si la distribution des probabilités n’a pas de solution évidente (par
exemple une forme produit) à cause de l’explosion de l’espace d’états. Comme nous
nous intéressons également au calcul de la distribution des probabilités transitoires, les
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calculs sont encore plus complexes car les CMTC (Chaîne de Markov à Temps Continu)
sont multidimensionnelles.
Nous utilisons alors la méthode de couplage pour construire des sous-systèmes bornants.
L’intérêt de cette méthode est qu’elle est générale et ne suppose pas que l’un des
processus soit monotone.
Dans les systèmes de grandes tailles, l’analyse de performance ne porte, en général, que
sur une partie du système (un nœud ou un chemin). A partir de cette constatation,
nous allons produire des sous-systèmes bornants plus simples à étudier, que le système
d’origine. A partir de là, nous encadrons les mesures de performances stationnaires et
transitoires.
Nous montrons qu’avec cette approche, nous avons un compromis entre la taille de l’es-
pace d’états et la qualité des bornes obtenues. Nous montrons également que la qualité
des bornes est influencée par les paramètres des systèmes en étude.
Le chapitre contient deux illustrations de la comparaison stochastique sur des modèles
purement théoriques : les réseaux de files M/M/ci/ki et les G-Nets.

Chapitre III : Evaluation de la performabiblité d’un sytème de télécommunication .
Dans ce chapitre, nous considérons un système de commutation téléphonique composé
de n canaux avec un nombre infini d’appelants, sujets aux pannes et aux réparations.
Pour évaluer ce système complexe, à cause de la prise en compte à la fois des événements
arrivées /départs et pannes/réparations, nous proposons d’utiliser les bornes stochas-
tiques pour construire des modèles bornants selon deux approches. L’une consiste à
modifier le système initial pour obtenir un système à forme produit et l’autre obtenu
en réduisant l’espace d’états par agrégation. Nous comparons les résultats en termes de
probabilité de blocage et démontrons l’influence de certains paramètres sur les qualités
des bornes obtenues.

Chapitre IV : Mecanisme de CAC et évaluation de la performabilité .
Ce chapitre est consacré à l’évaluation de la performabilité des réseaux mobiles et
notamment aux mécanismes d’admission des appels (CAC).
Nous introduisons un nouveau mécanisme de CAC et proposons de le comparer avec
celui proposé dans [48] par Madan et Trivedi sur un système monocellulaire dans un
premier temps. Nous apportons la preuve et donnons quelques résultats numériques
pour justifier de la pertinence de notre mécanisme.
Dans la seconde section, nous étudions un modèle plus réaliste représenté par un en-
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semble de cellules afin de modéliser les états de toutes les cellules et l’itinérance (trafic
des handovers) entre elles. Nous utilisons l’approche développée dans le Chapitre.II
en proposant différents sous-réseaux bornants. Cela permet de contourner le problème
de l’explosion de l’espace d’états et de souligner l’importance du compromis entre la
taille et la qualité des bornes. Enfin, nous présentons quelques résultats qui illustrent
l’influence des paramètres sur la précision des bornes.
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Chapitre I

La comparaison stochastique sur des espaces
multidimensionnels

Les méthodes de bornes stochastiques s’appliquent essentiellement aux chaînes de Markov
et permettent d’apporter des solutions intéressantes pour l’évaluation des performances
des systèmes. Nous nous focaliserons sur des chaînes de Markov multidimensionnelles
permettant de modéliser des systèmes complexes. L’objectif de ce chapitre est d’expliquer
d’abord d’une manière intuitive comment utiliser les méthodes de bornes stochastiques
pour l’évaluation des systèmes complexes. Ensuite, on rentrera dans les détails théoriques
en présentant différentes méthodes de comparaison stochastique. Ce chapitre est organisé
comme suit :

1. Définition d’un ordre sur un espace d’états multidimensionnel.

2. La comparaison stochastique : définitions entre des variables aléatoires et des chaînes
de Markov.

3. Méthodes de comparaisons stochastiques : le couplage et les ensembles croissants

4. Comparaison par fonction de projection.

1 Introduction

Un système complexe, comme vu précédemment, peut-être un système de grande taille
représentant un réseau avec de multiples nœuds. Il peut être aussi un système où dif-
férents types d’événements peuvent se déclencher (arrivées/services, pannes/réparations
ou signaux déclencheurs). Ainsi la prise en compte de ces événements peut, de ce fait,
entrainer une augmentation du nombre de composantes nécessaires pour représenter un
état du système.

17
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Les solutions apportées par les méthodes de bornes stochastiques consistent à construire
des systèmes bornants plus faciles à étudier. A partir de ces derniers, on pourra générer des
mesures de performances bornantes (supérieures et inférieures) de la mesure exacte. Nous
soulignons que les bornes ainsi obtenues sont valables aussi bien en stationnaire qu’en
transitoire. La comparaison stochastique est basée sur la théorie des ordres stochastiques
qui est compliquée lorsque l’espace d’état est multidimensionnel [39, 40, 49] car plusieurs
ordres stochastiques peuvent être définis et les méthodes de comparaison sont plus difficiles
à utiliser que sur un espace monodimensionnel. L’ordre le plus connu est l’ordre fort
noté �st (dit ordre "strong"), équivalent à une comparaison des trajectoires ("sample
path ordering"). Dans cette thèse, nous ne travaillons que sur cet ordre et donc, nous ne
présenterons que celui-ci.
Nous supposons que le système peut être représenté par une chaîne de Markov à temps
continu (CMTC), notée {X(t), t ≥ 0}, et définie sur un espace d’état A (représenté en
général par Nn). On note par Π(x, t) la probabilité à l’instant t que le processus soit à
l’état x. Nous supposons que l’espace d’état A est muni d’un préordre 1 (exemple : l’ordre
composante par composante). Nous voulons calculer la mesure de performance suivante :

R(t) =
∑
x∈A

Π(x, t)f(x) (I.1)

où f est une fonction croissante A → R+. Quand t → ∞, si le processus a un com-
portement stationnaire, on note par Π(x) la probabilité stationnaire d’être à l’état x. R
représente alors la mesure calculée à partir de la distribution stationnaire. Si Π(t) (ou Π)
n’a pas de solution simple alors, le calcul de R(t) (ou R) devient difficile quand la taille
de l’espace d’état A est importante.
Nous proposons d’appliquer la comparaison stochastique. C’est-à-dire, borner {X(t), t ≥
0} par {XS(t), t ≥ 0} (au sens borne supérieure) et {XI(t), t ≥ 0} (au sens borne infé-
rieure) dans le sens de l’ordre stochastique �st : tel que {XS(t), t ≥ 0} et {XI(t), t ≥ 0}
soient plus faciles à analyser car les distributions sont calculables plus facilement ou dé-
finies sur un espace d’état plus petit (voir Fourneau et al. [45]). Ainsi, on peut déduire
la mesure bornante RS(t), calculée à partir de la distribution ΠS(t) et tel que :

R(t) ≤ RS(t) (I.2)

1. voir la section suivante pour la définition du préordre
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ou RI(t), calculée à partir de la distribution ΠI(t) et tel que :

RI(t) ≤ R(t) (I.3)

2 Les ordres sur des espaces multidimensionnels

Dans cette section, nous donnons les bases théoriques essentielles à l’utilisation des ordres
stochastiques sur des espaces multidimensionnels. Dans la plupart des cas, je travaillerai
sur l’espace A = Nn qui est discret, dénombrable, muni d’au moins un préordre � (relation
binaire au moins réflexive et transitive :

1. Réflexivité : ∀x ∈ A, x � x

2. Transitivité : ∀x, y, z ∈ A, si x � y et y � z alors, x � z.

Ainsi, un ordre partiel sur un ensemble A est un préordre vérifiant en plus l’anti-
symétrie :

3 Antisymétrie :∀x, y ∈ A, si x � y et y � x alors, x = y.

Un ordre total est un ordre partiel qui satisfait à la propriété de comparabilité :

4 Comparabilité : ∀x, y ∈ A, x � y ou y � x

Par exemple, sur A = Nn, l’ordre lexicographique est un ordre total alors que l’ordre
composante par composante (noté �) est partiel. Nous utilisons souvent l’ordre compo-
sante par composante, �, pour la comparaison des processus multidimensionnels :

∀x, y ∈ Nn, x � y ⇔ xi ≤ yi,∀1 ≤ i ≤ n

Ainsi, l’ordre composante par composante permet de comparer file par file les réseaux
de communication, ce qui génère des inégalités sur les mesures de performances telles
que les temps de réponses, ou les probabilités de blocage d’une file. On peut remarquer
que cet ordre partiel peut être plus intéressant que l’ordre total lexicographique car cela
génère moins d’inégalités à vérifier pour la comparaison de chaînes de Markov et donc, une
meilleure qualité des bornes. Dans la suite, nous définissons la comparaison stochastique
de variables aléatoires et des processus markoviens sur un espace A muni d’au moins un
préordre �.
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3 La comparaison stochastique

La comparaison stochastique est fondée sur les ordres stochastiques. Un ordre stochastique
est une relation d’ordre qui permet de comparer des variables aléatoires, des processus
stochastiques ou des distributions de probabilité. Il existe deux grandes familles d’ordres :
les ordres intégraux et les ordres ensemblistes. Nous orientons le lecteur intéressé à l’article
de Massey [40] pour les ordres ensemblistes et aux ouvrages de Stoyan [50] et de Shaked et
al. [51] pour les ordres intégraux. La thèse de Taleb [52] propose une couverture des deux
approches et regroupe les principaux résultats et définitions sur les ordres stochastiques
ensemblistes et intégraux ainsi que, les liens d’équivalences qui peuvent exister entre eux.
Nous présentons dans la suite les définitions de base dans le cas de l’ordre fort st.

3.1 Comparaisons stochastiques de variables aléatoires

Soit donc, un espace d’état Amuni d’un préordre �. Considérons deux variables aléatoires
X et Y définies sur A avec des mesures de probabilités respectives p et q telles que
p[i] = Prob(X = i), ∀i ∈ A (resp. q[i] = Prob(Y = i), ∀i ∈ A). Leur comparaison
suivant l’ordre fort �st, est définie comme suit [39] :
Définition .2. X �st Y si et seulement si E[f(X)] ≤ E[f(Y )], ∀f : A → R+, �
−croissante
Sur les espaces multidimensionnels d’autres ordres, plus faibles en termes de contraintes,
peuvent être définis. Par exemple, dans [40], l’ordre "weak" (noté �wk) permet de compa-
rer les queues de distribution et l’ordre "weak*" (noté �wk∗), les fonctions de répartition.
Il existe plusieurs formalismes pour définir un ordre stochastique : fonctions croissantes ou
ensembles croissants. Ces deux formalismes sont équivalents car les fonctions croissantes
peuvent être générées à partir des combinaisons linéaires des fonctions indicatrices des
ensembles croissants. Nous proposons d’utiliser celui des ensembles croissants afin de
nous ramener à des inégalités entre matrices (matrices des générateurs ou matrices des
probabilités de transitions) pour la comparaison de chaînes de Markov.
Soit Γ ⊂ A, Γ est un ensemble croissant si et seulement s’il est équivalent à une séquence
d’éléments croissants de A. On note par :

Γ ↑= {y ∈ A | y � x, x ∈ Γ}

et donc la définition formelle d’un ensemble croissant est la suivante :
Définition .3. Γ est un ensemble croissant si et seulement si Γ = Γ ↑
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Exemples :
– Soit A = {0, 1, 2, 3, 4}, muni de l’ordre total ≤. Γ1 = {2, 3, 4} est un ensemble croissant
contrairement à Γ2 = {1, 4}. En effet, nous avons 1 ≤ 2 et 1 ≤ 3 or 2 et 3 ne sont pas
dans Γ2 :

– Considérons l’ensemble A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} pour lequel nous définissons
l’ordre composante par composante �. Nous remarquons que :

Γ1 = {(1, 0), (1, 1)}

est un ensemble croissant alors que :

Γ2 = {(0, 0), (0, 1)}

n’en est pas un. En effet, l’état (1, 1) n’appartient pas à Γ2 alors que, (1, 1) � (0, 1).
Trois ordres stochastiques sont définis à partir des familles d’ensembles croissants [40]. Le
plus fort, l’ordre �st, est défini à partir de la famille Φst(A) qui contient tous les ensembles
croissants de A :

Φst(A) = {Γ ⊂ A | Γ = Γ ↑} .

Bien entendu, il existe d’autres familles d’ensembles croissants, définies pour les ordres
stochastiques faibles [40], mais elles ne sont pas présentées dans cette thèse. Donc pour la
suite, même si certaines définitions que nous présentons restent valables pour une famille
quelconque d’ordres croissants, nous ne travaillerons que sur l’ordre �st (et la famille
Φst(A)).
L’ordre stochastique �st est défini, à partir de la famille Φst(A) [53], comme suit :
Définition .4.

∀Γ ∈ Φst(A), X �st Y ⇔
∑
x∈Γ

p[x] ≤
∑
x∈Γ

q[x] (I.4)

Exemple : Soit A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, l’ensemble muni de l’ordre composante
par composante �.

Qst(A) = {{(1, 1)}, {(1, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (1, 1)}, {(0, 1), (1, 0), (1, 1)}, A}

On suppose que :

p = [0.4, 0.2, 0.2, 0.2] et q = [0.3, 0.2, 0.2, 0.3]
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On voit bien que pour

Γ = {(1, 1)},
∑
x∈Γ

p[x] = 0.2 <
∑
x∈Γ

q[x] = 0.3

Γ = {(1, 0), (1, 1)},
∑
x∈Γ

p[x] = 0.4 <
∑
x∈Γ

q[x] = 0.5

En étudiant tous les ensembles croissants on vérifie la définition .4 et donc X �st Y .
Dans la suite, nous nous intéressons à la comparaison stochastique de chaînes de Markov.

3.2 Comparaisons stochastiques de chaînes de Markov

Soit {X(t), t ≥ 0} (resp.
{
XS(t), t ≥ 0

}
) des CMTCs (Chaînes de Markov à Temps Continu)

définies sur A. La comparaison stochastique "�st" des chaînes est définie comme une com-
paraison à chaque instant t [39] :
Définition .5.

{X(t), t ≥ 0} �st
{
XS(t), t ≥ 0

}
si :

X(0) �st XS(0) =⇒ X(t) �st XS(t),∀t > 0

Supposons que la CMTC {X(t), t ≥ 0} (resp. {XS(t), t ≥ 0}) soit homogène dans le
temps, de générateur Q (resp. QS). Si p (resp. q) est un vecteur de probabilité sur A re-
présentant le vecteur des probabilités intitiales P (X(0)) ( resp. P (XS(0))), alors le vecteur
des probabilités à l’instant t est P (X(t)) = p exp(tQ) (resp. P (XS(t)) = q exp(tQS)).
Nous avons alors la définition suivante de la comparaison stochatique des CMTCs [40] :
Définition .6.

{X(t), t ≥ 0} �st
{
XS(t), t ≥ 0

}
si, pour tous les vecteurs de probabilités p et q sur A, nous avons :

p �st q ⇒ p exp(tQ) �st q exp(tQS),∀t > 0 (I.5)

La comparaison des CMTDs (Chaînes de Markov en Temps Discret) se définit par la
comparaison à l’instant n (où n ∈ N) des chaînes. Ainsi, si {X(n), n ≥ 0} et {XS(n), n ≥
0} sont deux CMTDs de matrices de probabilités de transition P et P S, alors nous avons
la définition suivante :
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Définition .7. {X(n), n ≥ 0} �st
{
XS(n), n ≥ 0

}
) si, pour tous vecteurs de probabilité

p et q sur A, nous avons :
p �st q ⇒ pP �st qP S (I.6)

Lorsque les chaînes sont définies sur des espaces d’états différents, elles peuvent être
comparées sur un espace commun [40, 43]. Supposons que {X(t), t ≥ 0} soit définie
sur un espace A, et

{
XS(t), t ≥ 0

}
sur F . Nous définisons une fonction de projection

g : A→ F afin de les comparer sur l’espace commun F , où le préodre � est défini.
Définition .8.

{g(X(t)), t ≥ 0} �Φst

{
XS(t), t ≥ 0

}
si :

g(X(0)) �st XS(0) =⇒ g(X(t)) �st XS(t),∀t > 0 (I.7)

Cette définition peut également s’écrire en fonction des générateurs infinitésimaux [40].
Comme nous verrons plus loin, la comparaison stochastique utilise la monotonie stochas-
tique qui est une propriété de croissance (ou de décroissance) du processus avec le temps.
Dans le sens croissant, cette propriété est très utilisée pour la comparaison stochastique.
Elle se définit comme suit [39] :
Définition .9. {X(t), t ≥ 0} est �st −monotone, si :

X(t) �st ∀τ ≥ 0 , X(t+τ),∀t ≥ 0. (I.8)

Dans le cas discret, la monotonie d’une chaîne de Markov {X(n), n ≥ 0} se définit comme
une croissance en fonction de n. Si P représente la matrice des probabilités de transition,
la monotonie se définit comme suit [40] :
Définition .10. {X(n), n ≥ 0} est �st- monotone si, pour tous les vecteurs de probabi-
lités p et q sur A, nous avons :

p �st q =⇒ pP �st qP (I.9)

Pour les CMTCs, la monotonie s’exprime en fonction du générateur infinitésimal [40].
Dans la suite, je présenterai les deux méthodes de comparaison stochastique des chaînes
de Markov multidimensionnelles : le couplage et les ensembles croissants.
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4 Le couplage

Le couplage, pour la comparaison stochastique �st de variables aléatoires, est équivalent
à une comparaison de leurs réalisations :
Théorème .11. Pour les variables X et Y , définies sur A et de fonctions de répartition
FX et FY , les points suivants sont équivalents :

1. X �st Y

2. Il existe un espace de probabilités (Ω,A,P) et des variables aléatoires X̂ et Ŷ , de
fonctions de répartition FX et FY , tel que :

X̂[ω] � Ŷ [ω], ∀ω ∈ Ω

Dans [54], le couplage est défini entre les mesures de probabilités P (resp. P ′) de X (resp.
Y ). Nous avons P �st P ′ si et seulement s’il existe une mesure de probabilité couplée sur
A × A à valeurs dans K = {(x, y) ∈ A × A | x � y} et dont la première distribution
marginale est P et la seconde P ′. C’est un cas spécial du théorème de Strassen [39].
Le couplage des chaînes est basé sur la construction d’un couple de trajectoires dépendant
des mêmes événements afin de les comparer [55]. Ce formalisme est intéressant car il est
intuitif et basé sur la description des systèmes à événements discrets. Pour le couplage de
{X(t), t ≥ 0} et {XS(t), t ≥ 0}, nous définissons les deux CMTCs sur A :
–

{
X̂(t), t ≥ 0

}
a le même générateur infinitesimal que {X(t), t ≥ 0}

–
{
X̂S(t), t ≥ 0

}
) a le même générateur infinitesimal que

{
XS(t), t ≥ 0

}
Le couplage des processus vise à définir un processus couplé à partir des processus à
comparer et dont les composantes représentent les réalisations des processus à comparer
[55] :
Théorème .12. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. {X(t), t ≥ 0} �st
{
XS(t), t ≥ 0

}
2. il existe la chaîne couplée :

{(X̂(t), X̂S(t)), t ≥ 0}

tel que :

X̂(0)[ω] � X̂S(0)[ω]⇒ X̂(t)[ω] � X̂S(t)[ω], ∀t > 0,∀ω ∈ Ω (I.10)
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3. il existe la chaîne {Z(t) = (X̂(t), X̂S(t)), t ≥ 0} à valeurs dans

K = {(x, y) ∈ A× A, x � y}

Le couplage est, bien sûr, appliquable à la comparaison des CMTD en comparant les
trajectoires à chaque étape n ∈ N. La monotonie stochastique peut se vérifier également
par le couplage en comparant la chaîne avec elle même et en prenant des conditions
initiales comparables [56].
Dans le cas où les processus ne sont pas définis sur le même espace d’états, on peut
appliquer le couplage par fonctions de projections [43]. Supposons que {X(t), t ≥ 0} soit
défini sur un espace A, et

{
XS(t), t ≥ 0

}
sur F . On définit une fonction de projection

g : A→ F afin de les comparer.
Théorème .13. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. {g(X(t)), t ≥ 0} �st
{
XS(t), t ≥ 0

}
2. Il existe la chaîne {(X̂(t), X̂S(t)), t ≥ 0} tel que ∀ω ∈ Ω :

g(X̂(0)(ω)) � X̂S(0)(ω)⇒ g(X̂(t)(ω)) � X̂S(t)(ω), ∀t > 0

3. Il existe la chaîne {Z(t) = (X̂(t), X̂S(t)), t ≥ 0} à valeurs dans

K = {(x, y) ∈ A× F, g(x) � y}

Notons que ce théorème peut également être utilisé pour comparer {g(X(t)), t ≥ 0} avec
un processus représentant une borne inférieure, il suffira alors d’inverser les inégalités.
Nous donnons un exemple de couplage par fonction de projection pour définir un processus
bornant supérieur.

4.1 Exemple

Pour illustrer l’application du Théorème .13, prenons l’exemple d’un réseau de n files
d’attente. Au niveau de chaque file 1 ≤ i ≤ n, les paramètres sont les suivants :
– Arrivées de type Poisson et de taux λi
– Services exponentiels et de paramètres µi.
– Avec la probabilité pi,j, les paquets transitent de la file i vers la file j
– Avec la probabilté di, ils quittent le système à partir de la file i.
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Ce système est représenté par une CMTC {X(t), t ≥ 0}, avec le générateur infinitésimalQ.
Considérons la CMTC {XS(t),≥ 0} avec le générateur infinitésimalQS, telle que g(X(t)) ≤st
XS(t). g est la fonction surjective de Nn → N, telle que g(x1, . . . , xn) = ∑n

i=1 xi, représente
le nombre total de clients dans le système.
Définisons QS, tel que (g(X(t)), XS(t)) reste dans l’ensemble K :

K = {(x, y) ∈ Nn × N | g(x) ≤ y}.

De toute évidence, nous avons deux cas où g(x) peut être modifiée :

1. la première modification est une augmentation correspondant à une arrivée dans une
file i.

2. et la seconde, à une dimunition traduisant un départ à partir de n’importe quelle
file i.

On notera, donc, qu’un transit entre deux files du système n’affecte en rien le nombre
total de clients dans le système.
Etudions maintenant les sauts qui font que le processus quitte l’ensemble K défini pré-
cédement. Et définisons les inégalités entre les taux de transition pour garantir que le
processus couplé reste dans l’ensemble K.

1. Pour toute transition de la première composante de x vers x′ tel que g(x′) = g(x)+1,
nous pouvons avoir : g(x) + 1 > y (si ∑n

i=1 xi = y). Alors, la seconde composante y
doit compenser en réalisant un saut de y vers y + 1 afin d’avoir g(x) + 1 ≤ y + 1.
Ainsi, la première composante doit augmenter moins vite que la seconde, et nous en
déduisons l’inégalité suivante :

∑
g(x′)=g(x)+1

Q(x, x′) ≤ QS(y, y′).

Comme ∑
g(x′)=g(x)+1Q(x, x′) = ∑n

i=1 λi, alors nous avons QS(y, y′) = ∑n
i=1 λi.

2. Si y a une transition vers y′ tel que nous ayons y′ = y − 1, alors nous devons avoir
une transition de x vers x′ tel que g(x′) = g(x) − 1. Par conséquent, la première
composante doit diminuer plus vite que la seconde.

∑
g(x′)=g(x)−1

Q(x, x′) ≥ QS(y, y′).

Comme ∑
g(x′)=g(x)−1Q(x, x′) = ∑n

i=1 µidi1xi>0, donc nous avonsQS(y, y′) = min1≤i≤n µidi.
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Ainsi avec ces taux de transition, {XS(t), t ≥ 0} fournit une borne supérieure du processus
image de {X(t), t ≥ 0}, par la fonction g :

{g(X(t)), t ≥ 0} ≤st {XS(t), t ≥ 0}

Dans cet exemple, on notera que le système original est constitué d’un réseau de n files
d’attente là où le modèle bornant ne possède qu’une file d’attente. Les taux d’arrivée et
de départ ont été définis pour avoir une borne supérieure sur le nombre total de clients
dans le système.
Abordons maintenant la comparaison stochastique en utilisant les ensembles croissants.
L’intérêt de ce formalisme est qu’il est basé sur l’utilisation de matrices, permettant ainsi
de définir des algorithmes. De plus, il permet à la fois la définition des ordres forts et
faibles. Cependant comme il a été dit plus tôt, nous n’introduirons que l’ordre �st.

5 Méthode des ensembles croissants

Dans le cas de CMTDs homogènes, la comparaison stochastique peut être démontrée à
partir d’inégalités sur les lignes des matrices de probabilités de transitions calculées à
partir de familles d’ensembles croissants. Par exemple, si nous considérons l’ordre �st,
nous avons des inégalités sur les lignes x et y comparables (x � y) de la façon suivante
[40] :
Théorème .14.

{X(n), n ≥ 0} �st {XS(n), n ≥ 0}

si et seulement si, ∀Γ ∈ Φst(A),∀x � y :

∑
z∈Γ

P (x, z) ≤
∑
z∈Γ

P S(y, z)

Exemple : Soit A = {0, 1, 2, 3} muni de l’ordre ≤

P =


0.3 0.3 0.2 0.2
0.4 0.3 0.1 0.3
0.2 0.3 0.1 0.4
0.1 0.2 0.2 0.5

 P S =


0.2 0.2 0.1 0.3
0.3 0.2 0.1 0.4
0.2 0.2 0.1 0.5
0.1 0.1 0.1 0.7


Qst(A) = {{(3}, {2, 3}, {1, 2, 3}, A}
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– On compare la ligne 0 de P avec les lignes 0, 1, 2 et 3 de P S.
– On vérifie les inégalités sur les autres lignes en utilisant le théorème .14.
On peut déduire donc d’après le théorème .14, que : {X(n), n ≥ 0} �st {XS(n), n ≥ 0}.
La comparaison stochastique de chaîne de Markov peut se faire en utilisant les chaînes
associées, en en utilisant donc le théorème .14. D’autres théorèmes sont basés sur la
comparaison des lignes de générateurs. Il faut considérer que l’utilisation du générateur
infinitésimal implique qu’il faut considérer l’élément de la diagonale comme appartenant
ou non aux ensembles croissants pour éviter le problème des éléments négatifs [39, 53].
Théorème .15.

{X(t), t ≥ 0} �st {XS(t), t ≥ 0}

si et seulement si, ∀Γ ∈ Φst(A), ∀x � y | x, y ∈ Γ x, y 6∈ Γ :

∑
z∈Γ

Q(x, z) ≤
∑
z∈Γ

QS(y, z)

Exemple : Soit A = {0, 1, 2, 3} muni de l’ordre ≤

Q =


−0.3 0 0.1 0.2
0.1 −0.5 0.3 0.1
0.2 0.3 −0.7 0.2
0 0.2 0.2 −0.4

 QS =


−0.4 0 0.2 0.2
0.2 −0.6 0.1 0.3
0.2 0.2 −0.8 0.4
0 0.1 0.2 −0.3


– On compare la ligne 0 de Q avec la ligne 0 de QS.
– en utilisant le théorème .15, on compare les autres lignes des générateurs.
D’après le théorème .15 on a donc que {X(t), t ≥ 0} �st {XS(t), t ≥ 0}.
Si l’un des processus à comparer est monotone, alors nous avons le théorème suivant pour
la comparaison stochastique [40] :
Théorème .16. {X(t), t ≥ 0} �st

{
XS(t), t ≥ 0

}
, si les conditions suivantes sont véri-

fiées :

1. X(0) �st XS(0)

2. {X(t), t ≥ 0} ou
{
XS(t), t ≥ 0

}
est �st-monotone

3. Comparaison des générateurs infinitésimaux :

∀Γ ∈ Φst(A), ∀x ∈ A,
∑
z∈Γ

Q(x, z) ≤
∑
z∈Γ

QS(x, z).
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Dans le domaine des réseaux de files d’attente, la monotonie a été vérifiée dans [56] pour
les réseaux de Jackson. Dans [55], elle est également vérifiée pour des réseaux avec des
hypothèses similaires, et multi-serveurs. Nous pouvons remarquer que les G-Networks ne
sont pas monotones à cause des départs synchronisés.
La monotonie peut se vérifier par des inégalités sur les matrices. Par exemple, pour
la monotonie �st d’une CMTD, on utilisera le théorème .14 avec la même matrice de
transition P . Nous avons le théorème suivant [39, 53] :
Théorème .17. {X(n), n ≥ 0} est �st-monotone si et seulement si, ∀Γ ∈ Φst(A),∀x �
y : ∑

z∈Γ
P (x, z) ≤

∑
z∈Γ

P (y, z)

D’une manière équivalente, on peut définir la monotonie stochastique d’une CMTC en
utilisant le théorème .15 avec le générateur Q.
Théorème .18. {X(t), t ≥ 0} est �st-monotone si et seulement si, ∀Γ ∈ Φst(A),∀x �
y | x, y ∈ Γ x, y 6∈ Γ : ∑

z∈Γ
Q(x, z) ≤

∑
z∈Γ

Q(y, z)

Lorsque les processus sont définis sur des espaces d’états différents, ils peuvent être com-
parés sur un espace commun.
Supposons que {X(t), t ≥ 0} soit défini sur un espace A, et

{
XS(t), t ≥ 0

}
sur F . Défi-

nissons la fonction de projection g : A→ F afin de les comparer.
Théorème .19. {g(X(t)), t ≥ 0} �st

{
XS(t), t ≥ 0

}
, si les conditions suivantes sont

vérifiées :

1. g (X(0)) �st XS(0)

2. {X(t), t ≥ 0} ou
{
XS(t), t ≥ 0

}
est �st-monotone

3. Comparaison des générateurs infinitésimaux Q et QS :

∀Γ ∈ Φst(F ), ∀x ∈ A, y ∈ F | g(x) = y,
∑

g(z)∈Γ
Q(x, z) ≤

∑
z∈Γ

QS(y, z).

Ce théorème peut aussi s’appliquer à des chaînes de Markov à temps discret (CTMD) en
remplaçant les générateurs par des matrices de probabilités de transitions.
Exemple : Soient A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} muni de l’ordre composante par com-
posante �, et F = {0, 1, 2} muni de l’ordre total ≤. On définit la matrice de probabilité
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de transition P de la chaîne {X(n), n ≥ 0}, et P S de la chaîne {XS(n), n ≥ 0}, comme
suit :

P =


0.3 0.3 0.2 0.2
0.4 0.2 0.1 0.3
0.2 0.3 0.1 0.4
0.1 0.2 0.2 0.5

 P S =


0.3 0.5 0.2
0.2 0.4 0.4
0.1 0.4 0.5


La famille des ensembles croissants sur F est :

Qst(F ) = {A, {2}, {2, 1}}

On peut remarquer que {XS(n), n ≥ 0} est ≤st-monotone (en appliquant le théorème
.17).
On peut remarquer que :

∀Γ ∈ Φst(F ), ∀x ∈ A, y ∈ F |
∑

g(z)∈Γ
P (x, z) ≤

∑
z∈Γ

P S(y, z)

et donc les CMTD sont comparables. Comme nous le verrons plus tard, la comparaison
par fonction de projection peut-être utile dans le cas de construction de chaînes agrégées
bornantes, quand g est une fonction de projection dans un espace d’état plus petit. Il peut,
aussi, être utile à la comparaison de processus non markoviens [40]. Nous reviendrons
sur ce point dans les perspectives.
Dans la suite de la thèse, nous présentons des exemples d’applications de la comparaison
stochastique. D’une manière générale, nous avons appliqué la comparaison stochastique de
différentes façons. Dans le premier cas, les systèmes à comparer existent et nous cherchons
à montrer qu’un système est inférieur ou supérieur à l’autre. Dans le second cas, le système
à étudier est difficilement analysable et nous cherchons à construire, à partir de celui-ci,
un système bornant plus simple à analyser par ce qu’il présente une forme produit ou
représente une forme agrégée.
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Chapitre II

Définition de sous-réseaux bornants dans les
réseaux de files d’attente

Dans l’évaluation des performances des réseaux de communication, on s’intéresse souvent
qu’à une partie du réseau : délai de bout en bout d’un chemin, probabilité de blocage
ou de panne d’un nœud. Lorsque le réseau est de grande taille, l’analyse exacte est très
difficile si la distribution de probabilité du système n’a pas de solution évidente (une forme
produit par exemple). De plus, la résolution du système par des méthodes numériques
ou sa simulation est quasi impossible à cause de l’explosion de l’espace d’états. Nous
nous intéressons également au calcul de la distribution de probabilité transitoire qui est
très complexe pour des CMTC multidimensionnelles. A partir de cette constatation, nous
allons définir des sous-systèmes bornants plus simples à étudier que le système d’origine,
et qui nous permettent d’encadrer les mesures de performance stationnaires et transitoires
en utilisant la comparaison stochastique.
Avec cette approche, nous proposons un compromis entre la taille de l’espace d’états
et la qualité des bornes obtenues. En ce sens, elle est une solution intéressante pour
l’évaluation des systèmes complexes. Nous verrons également, comment la qualité des
bornes est influencée par les paramètres des systèmes étudiés. Nous appliquons l’approche
en étudiant deux types de réseaux :
– Un réseau de files d’attente multi-serveurs pour calculer des bornes sur des probabilités
de blocage transitoires. Les résultats de ce travail ont fait l’objet d’une publication dans
la revue Computer journal en avril 2011.

– Un réseau G-Network avec catastrophe qui modélise par exemple un réseau de com-
munication infecté de virus. On cherchera à calculer des bornes sur les temps avant
l’arrivée dans une station d’un premier virus ou le nombre de fois qu’une station a été
infectée. Ce travail a été publié dans la conférence ValueTools en mai 2011.
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Chapitre II. Définition de sous-réseaux bornants dans les réseaux de files
d’attente

Ce chapitre comporte deux grandes sections, une pour chacun des deux réseaux ci-dessus.
Dans chacune d’elles, les systèmes sont décrits et la construction des systèmes bornants
est détaillée en utilisant la comparaison stochastique basée sur le couplage par fonction de
projection dans un espace d’état plus petit. Nous donnons, en fin de chacune des sections,
des résultats numériques avant de conclure par une discussion autour des paramètres qui
peuvent influer sur les systèmes bornants.
Comme nous l’avons dit, nous utilisons la méthode du couplage par fonction de projection.
L’intérêt de cette méthode est qu’elle est assez générale car elle ne suppose pas que l’un des
processus soit monotone. Ainsi, les réseaux multi-serveur sont monotones (voir [56]) mais
les G-Networks ne le sont pas à cause du départ synchronisé de clients . Nous proposons
d’utiliser cette méthode qui est intuitive car elle est basée sur les équations d’évolution des
systèmes et la comparaison des états du système après le déclenchement des événements.

1 Etude d’un réseau de files d’attente M/M/ci/ki

Nous considérons un système représenté par un réseau de files d’attente M/M/ci/ki.
Avec des hypothèses markoviennes, les modèles de bas niveau sous-jacents sont des CMTC
multidimensionnelles. Pour certains réseaux, avec certaines conditions [1, 35], les solutions
à forme produit sont connues à l’état d’équilibre. Par contre, s’il n’y a pas de solution à
forme produit, le calcul de la distribution de probabilité stationnaire s’avère très dur voire
insoluble en raison de l’explosion de l’espace d’états. L’analyse transitoire de ces systèmes
étant, bien évidemment, encore plus difficile [57] car il est impossible de dériver une
expression analytique de la distribution transitoire pour le système que nous étudions. De
plus, l’utilisation de méthodes numériques pour calculer les distributions stationnaire et
transitoire, est difficile à cause de l’explosion combinatoire de l’espace d’états. Dans ce cas,
la comparaison stochastique permet d’apporter des solutions intéressantes. Massey, [53], a
utilisé la comparaison par les ensembles croissants afin de définir l’ordre faible "weak" entre
un réseau de files d’attente du type Jackson et un réseau de files indépendantes M/M/1.
Il a ainsi pu borner la queue de la distribution transitoire d’un réseau de Jackson par
le produit des queues de distributions transitoires des files M/M/1. L’intérêt est que les
distributions de probabilités transitoires d’une M/M/1 sont calculables.
L’approche de Massey consiste à construire un système bornant en coupant les liens entre
toutes les files, pour se ramener à un système dont la distribution de probabilité transitoire
est calculable. L’approche que nous proposons est différente car nous coupons les liens
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entre un sous-réseau et le reste du réseau de façon à définir des sous-réseaux bornants.
Ainsi l’analyse transitoire par des méthodes numériques ou la simulation de réseaux de
taille plus petite est plus facile. De plus on garde la dynamique du sous-réseau et donc
nos bornes sont plus proches du système exact.
Un autre avantage de notre approche est donc, de proposer une famille de systèmes
bornants obtenus par découpage, plus ou moins important, des liens entre les files d’attente
afin de proposer un compromis entre la précision des bornes et la complexité des calculs.
Le point intéressant de ces sous-systèmes bornants est la capacité de maintenir inchangée
la dynamique interne puisque nous conservons le transit entre les files d’attente du sous-
réseau.
Les taux de transition des systèmes bornants sont calculés en utilisant le couplage par
fonction de projection [43] dans l’espace du sous-réseau. La technique est similaire à
l’agrégation [58] mais dans notre cas, l’espace d’états obtenu n’est pas un sous-ensemble
de l’espace d’état général mais un autre espace d’état qui est plus petit que celui d’origine.
De plus, certains algorithmes comme celui de Truffet [44] ne peut pas être utilisé car il
nécessite un espace totalement ordonné. Ces algorithmes sont basés sur un formalisme
matriciel, alors que la méthode du couplage est basée sur l’étude des équations d’évolution
et la comparaison des processus après le déclenchement des événements. Des relations
d’inégalités sont obtenues sur les taux de transitions des systèmes. Les résultats obtenus
sont assez intuitifs. Par exemple, pour la construction de la borne supérieure, le taux
d’arrivée dans une file du sous-réseau est la somme du taux d’arrivée des clients venant
de l’extérieur et le taux de transit provenant des files inter connectées et extérieures au
sous-réseau. Ainsi pour les files extérieures au sous-réseau, on considère le cas limite où
les serveurs sont toujours occupés.
Pour la borne inférieure, le taux d’arrivée dans une file du sous-réseau est égal au taux
d’arrivée des clients de l’extérieur. On ne tient pas compte des transits provenant des files
extérieures au sous-réseau. Ainsi pour les files extérieures au sous-réseau, on considère le
cas limite où elles sont toujours vides.
Dans la suite, nous allons décrire le système sur lequel nous basons cette première étude.

1.1 Description du système

Nous considérons un système général de files d’attente multi-serveurs qui contient n files
d’attente à capacités finies et illustré dans la Figure.II.1. Chaque file i est représentée par
ci serveurs et une capacité finie ki. Ainsi, le système représente l’interconnexion de n files
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Figure II.1 – Système de 5 files M/M/ci/ki

M/M/ci/ki où chaque file i est définie par les paramètres suivants :
– Arrivées : Les inter-arrivées sont exponentielles de taux λi
– Services : Chaque serveur a un temps de service exponentiel de taux µi
– Transits : Après qu’un client ait reçu son service, il y a deux possibilités :

1. avec la probabilité pi,j, le client transite de la file i vers la file j si cette dernière
n’est pas pleine. Si la file j est pleine, alors le client est perdu.

2. avec la probabilité di, le client quitte le réseau.
En outre, nous supposons qu’un client ne peut revenir sur la file qu’il vient de quitter soit
pi,i = 0. Alors, nous avons : ∑

j 6=i pi,j + di = 1, ∀i = 1 . . . n.
Soit ~ei ∈ Nn, un vecteur tel que tous ses composantes sont nulles à l’exception de la
composante i qui est égale à 1. A partir de l’état ~x = (x1, . . . , xn) ∈ Nn, les transitions
sont :
– ~x→ ~x+ ~ei avec le taux λi, si xi < ki, 1 ≤ i ≤ n.
– ~x→ ~x− ~ei avec le taux min(xi, ci)µidi, si xi > 0, 1 ≤ i ≤ n.
– ~x → ~x − ~ei + ~ej avec le taux min(xi, ci)µipi,j, si (xi > 0, xj < kj), 1 ≤ i, j ≤ n, avec
i 6= j.

1.2 Définition de la projection du processus X(t)

Nous notons par E = {1, . . . n}, l’ensemble des indices des nœuds du système de files
d’attente considéré. Nous partitionnons cet ensemble en sous-ensembles d’indices disjoints
J et H. De sorte que J contienne les nœuds du sous-réseau que nous prenons en compte
pour l’étude de la mesure de performance, alors que H est l’ensemble complémentaire.
Pour simplifier la notation, supposons que les nœuds du réseau ont une numérotation
qui débute par ceux du sous-réseau formé par l’ensemble J . Ainsi, si le sous-réseau J

possède k files k ≤ n, alors elles sont numérotées de {1, . . . k} tandis que pour H, elles
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sont numérotées de {k+ 1, . . . , n}. Le système que nous considérons est représenté par la
CMTC multidimensionnelle {X(t), t ≥ 0} définie sur l’espace d’états A = Nn. Il est clair
que la distribution de probabilités n’a pas de forme produit car les files sont de capacités
finies. Nous allons donc nous intéresser à une partie du système en réduisant l’espace
d’états grâce à la fonction de projection g : Nn → Nk. Le comportement du système par
la fonction de projection g est décrit par {g(X(t)), t ≥ 0}.
Supposons que nous nous intéressons à la probabilité de blocage de la file 3 du système
décrit dans la Figure II.1. Alors, le sous-système J , que nous utilisons pour encadrer
la mesure de performance, doit contenir la file 3 obligatoirement. Nous pourrions, par
exemple, étudier le sous-système J = {2, 3} défini en coupant les liens entre J et le reste
du système. A savoir, les liens entre 1 et 3 (noté 1-3), 2-4 et 3-5 et dont leurs trafics seront
considérés comme externes.

1.2.1 Projection du processus X(t)

Soit {g(X(t)), t ≥ 0}, le processus image de {X(t), t ≥ 0} par la fonction de projection
g. Si nous désignons par ~z les états du sous-réseau J , alors :

∀x ∈ Nn, g(~x) = ~z = ( ~x1, . . . , ~xk) ∈ Nk (II.1)

Nous définissons ~ei ∈ Nn et ~vi ∈ Nk, deux vecteurs dont toutes les composantes sont
nulles exceptée la composante i qui vaut 1.
Suite à un événement (une arrivée dans une file d’attente, un service, un transit entre
les files d’attente), le modèle original {X(t), t ≥ 0} évolue de l’état ~x ∈ Nn vers un état
~x′ ∈ Nn.
Nous distinguons deux cas, selon que l’événement modifie le sous-réseau J ou non. Si
l’événement n’a pas d’incidence sur les files d’attente dans J , alors g(~x) = g(~x′). Sinon,
pour g(~x′), nous devons prendre en compte les modifications des files d’attente de J en
raison de ces événements. Par exemple, considérons les deux cas suivants à partir de l’état
~x :
– si nous avons un transit de la file i vers la file j, n’appartenant pas au sous-réseau J ,
alors il existe une transition de l’état ~x vers l’état ~x − ~ei + ~ej (où i, j > k). Pour ce
cas, la projection donne g(~x − ~ei + ~ej) = g(~x) et cet événement n’a pas d’impact sur
g(X(t)).

– si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J , alors il y a une transition de l’état ~x vers
l’état ~x+ ~ei (où 1 ≤ i ≤ k). La projection de l’état ~x+ ~ei est g(~x+ ~ei) = g(~x) + ~vi (où
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1 ≤ i ≤ k), cet événement influe donc sur g(X(t)) car g(~x+ ~ei) 6= g(~x).
Selon les événements se déclenchant dans X(t), g(X(t)) évolue comme suit :

1. si nous avons une arrivée dans une file i /∈ J : si xi < ki alors ~x′ = ~x+ ~ei. Et comme
la file i n’est pas dans le sous-réseau alors, g(~x′) = g(~x).

2. si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J : si xi < ki alors ~x′ = ~x + ~ei. La file i
n’étant pas dans le sous-réseau alors, g(~x′) = g(~x) + ~vi.

3. si nous avons un transit de la file i /∈ J vers la file j ∈ J : si xi > 0 et xj < kj alors,
~x′ = ~x−~ei+ ~ej et g(~x′) = g(~x)+ ~vj. Autrement, si xj = kj alors ~x′ = ~x−~ei. Et comme
nous avons supposé la perte du client dans ce cas de figure alors, g(~x′) = g(~x).

4. si nous avons un transit de la file i ∈ J vers la file j ∈ J : si xi > 0 et xj < kj

alors, ~x′ = ~x − ~ei + ~ej et g(~x′) = g(~x) − ~vi + ~vj. Et si xj = kj alors, ~x′ = ~x − ~ei et
g(~x′) = g(~x)− ~vi.

5. si nous avons un transit de la file i /∈ J vers la file j /∈ J : si xi > 0 et xj < kj alors,
~x′ = ~x− ~ei + ~ej et g(~x′) = g(~x). Et si xj = kj alors, ~x′ = ~x− ~ei et g(~x′) = g(~x).

6. si nous avons un transit de la file i ∈ J vers la file j /∈ J : si xi > 0 et xj < kj

alors, ~x′ = ~x − ~ei + ~ej, et g(~x′) = g(~x) − ~vi. Et si xj = kj alors, ~x′ = ~x − ~ei et
g(~x′) = g(~x)− ~vi.

7. si nous avons un service dans la file i ∈ J pour quitter le réseau : si xi > 0 alors,
~x′ = ~x− ~ei et g(~x′) = g(~x)− ~vi.

8. si nous avons un service dans la file i /∈ J pour quitter le réseau : si xi > 0 alors
~x′ = ~x− ~ei, et g(~x′) = g(~x).

A ce stade, nous pouvons déduire l’évolution générale du processus g(X(t)). Pour les cas
1, 5 et 8, les événements n’ont pas d’influence sur le sous-réseau et g(~x′) = g(~x). Pour les
autres événements, on voit bien que le processus g(X(t)) est modifié.
Dans la suite, nous allons définir les taux de transition de g(X(t))

1.2.2 Définition des taux de transitions de g(X(t))

– Si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J (cas 2) ou une transition de la file j /∈ J
vers la file i ∈ J (cas 3 1) alors, g(~x′) = g(~x) + ~vi. Le taux de transition équivalent est

1. on notera que le sens du trafic est inversé entre les files i et j
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alors la somme des taux des cas 2 et 3 :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+~vi

Q(~x, ~x′) = λi +
∑
j /∈J

min(xj, cj)µj pj,i (II.2)

– Si nous avons un transit de la file i ∈ J vers la file j ∈ J (cas 4) si xj < kj, alors,
g(~x′) = g(~x)− ~vi + ~vj. Le taux de transition est alors :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−~vi+ ~vj

Q(~x, ~x′) = min(xi, ci)µi pi,j (II.3)

– Si nous avons un transit de la file i ∈ J vers l’extérieur (cas 7) ou un transit de la file
i ∈ J vers la file j /∈ J (cas 6) alors, g(~x′) = g(~x) − ~vi. Le taux de transition est alors
la somme de taux des cas 6 et 7 :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−~vi

Q(~x, ~x′) = min(xi, ci)µi [di +
∑
j /∈J

pi,j] (II.4)

Encadrons maintenant le processus {g(X(t)), t ≥ 0} en utilisant l’ordre partiel compo-
sante par composante noté � :

∀~x, ~y ∈ Nn, ~x � ~y ⇔ xi ≤ yi,∀i = 1, . . . , n

Nous utilisons le couplage pour définir les processus bornants {XS(t), t ≥ 0} pour la
borne supérieure et {XI(t), t ≥ 0} pour la borne inférieure :

∀t, XI(t) �st g(X(t)) �st XS(t) (II.5)

où {XS(t), t ≥ 0} (resp. {XI(t), t ≥ 0}) est définie dans l’espace d’états Nk avec le
générateur infinitésimal QS (resp. QI).

1.3 Le couplage pour la construction de la borne supérieure

Soit Z(t) = (X̂(t), X̂S(t)), le processus de couplage associé à K au sens du théorème .13
de la section 4.
Dans la suite, nous étudions Z(t) de telle sorte que ses réalisations restent dans :

K = {(~x, ~y) ∈ Nn × Nk | g(~x) � ~y}
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1. si nous sortons de K par un saut de la première composante, alors nous devons
compenser par un saut de la seconde composante pour rester dans K. Pour les états
(~x, ~y) ∈ K, si ~x transite vers ~x′ tel que (~x′, ~y) /∈ K (si g(~x′) 6� ~y), alors la seconde
composante ~y devra compenser ce saut, par une transition vers ~y′ de façon à ce que
(~x′, ~y′) ∈ K (g(~x′) � ~y′).

2. si nous quittons K par un saut de la seconde composante, alors nous devrons com-
penser ce saut par un saut de la première composante. Pour les états (~x, ~y) ∈ K, si
~y transite vers ~y′ tel que (~x, ~y′) /∈ K (si g(~x) 6� ~y′) alors, ~x devra compenser par une
transition vers ~x′ telle que (~x′, ~y′) ∈ K (g(~x′) � ~y′).

A partir des points (1) et (2), nous définissons les états frontières de K
Remarque : les états frontières sont les états (~x, ~y) ∈ K où se produisent les transitions
suivantes :

~x→ ~x′ tel que (~x′, ~y) /∈ K (cas1)
~y → ~y′ de sorte que (~x, ~y′) /∈ K (cas2).

Par exemple, si nous considérons la transition de ~x vers ~x + ~ei, alors (~x + ~ei, ~y) /∈ K si
xi = yi. Alors, les états frontières sont les états (~x, ~y) ∈ K pour lesquels xi = yi. D’une
manière générale, les états frontières sont définis en fonction du type de sauts :

1. Pour une arrivée ou un service, (saut qui modifie uniquement une file i de −1 ou
+1), les états frontières sont (~x, ~y) ∈ K tels que xi = yi.

2. Pour des transits entre des files i et j, les états frontières sont les états (~x, ~y) ∈ K
tels que xi = yi ou xj = yj

De plus, pour les états (~x, ~y) ∈ K considérés, nous supposons que pour que les événements
puissent se déclencher, nous avons les conditions suivantes :
– pour les services, xi > 0 et donc yi > 0 puisque x � y

– pour les transits de i→ j, (xi > 0, xj < kj) et donc (yi > 0, yj < kj) puisque x � y

Avec ces conditions, quand une composante effectue un saut, l’autre peut toujours en
effectuer un autre pour compenser.

Pour définir les systèmes bornants, nous allons étudier les états (~x, ~y) ∈ K qui sont
des états frontières, et avec les conditions citées précédemment. Pour définir les taux de
transition des systèmes bornants, nous étudierons les sauts qui font sortir le processus
couplé de K, c’est à dire dans les cas suivants :
– un saut de la composante ~x après le déclenchement d’une arrivée.
– un saut de la composante ~y après le déclenchement d’un service.
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– un saut de la composante ~x ou de la composante ~y après le déclenchement d’un transit
entre des files.

Nous considérons, par la suite, les différents événements qui se produisent sur la file i pour
analyser les sauts des composantes. Nous verrons que la compensation des sauts va nous
permettre d’obtenir des conditions sur les taux de transitions pour définir les systèmes
bornants.

1.4 Calculs des taux de transition des systèmes bornants

Nous commençons par les taux de la borne supérieure.

1.4.1 Borne supérieure

1. Si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J qui génère une transition de l’état ~x vers
~x′ telle que g(~x′) = g(~x) + ~vi alors, nous devons avoir une transition de ~y vers ~y′ telle
que ~y′ = ~y + ~vi pour avoir g(~x′) � ~y′. Ainsi, les taux de transition doivent satisfaire
la condition suivante :

QS(~y, ~y + ~vi) ≥
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+~vi

Q(~x, ~x′) (II.6)

Puisque l’inégalité (II.6) doit être satisfaite pour tous les états ~x tels que (~x, ~y) ∈ K,
alors nous prenons le maximum de la partie droite pour ~x ∈ Nn :

max
~x|g(~x)�~y

{
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+~vi

Q(~x, ~x′)}

L’évolution de {g(X(t)), t ≥ 0}, en raison de cet événement, est donnée dans l’équa-
tion (II.2) et le maximum du taux est atteint pour les états ~x tels que xj = cj,
∀j /∈ J . Ainsi, nous choisissons :

QS(~x, ~x+ ~vi) = λi +
∑
j /∈J

cj µj pj,i,∀i ∈ J.

2. Si nous avons un service dans une file d’attente i ∈ J pour ~y alors, nous devons
avoir aussi un service pour ~x. L’évolution de X(t) est donnée par l’équation (II.4).
Etant donné que, dans les états frontaliers, yi = xi nous prenons le même taux pour
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g(X(t)). Ainsi, nous avons :

QS(~y, ~y − ~vi) = min(yi, ci)µi [di +
∑
j /∈J

pi,j],∀i ∈ J.

3. le transit de la file i vers la file j peut générer un saut en dehors de K pour la
première ou la seconde composante :
(a) Pour la première composante ~x, si nous avons un transit entre les files d’attente i

et j alors, cet événement peut être compensé par une hausse similaire (−~vi+ ~vj)
ou par une arrivée dans la file d’attente j (+ ~vj) pour la seconde composante ~y.
Comme le taux d’arrivée dans la file d’attente j a déjà été utilisé pour la compen-
sation des arrivées dans la file d’attente j (cas 1 2), seul le taux de transit sera
pris en considération. L’évolution de g(X(t)) est donnée par l’équation (II.3)
alors, on obtient l’inégalité suivante :

min(xi, ci)µi pi,j ≤ QS(~y, ~y − ~vi + ~vj) (II.7)

(b) Pour la composante ~y, la transition entre les files d’attente i et j peut être
compensée par le même saut (−~vi + ~vj) ou par un service de la file d’attente i
(−~vi) sur la première composante ~x.
Ici aussi, le dernier événement a déjà été utilisé pour compenser le saut en raison
d’un service sur la deuxième composante dans le cas 2, seul la transition sera
pris en compte :

QS(~y, ~y − ~vi + ~vj) ≤ min(xi, ci)µipi,j (II.8)

A partir des équations (II.7) et (II.8), nous prenonsQS(~y, ~y−~vi+~vj) = min(xi, ci)µipi,j.
Et comme xi = yi alors, il est possible de remplacer xi par yi dans les équations (II.7)
et (II.8) et nous obtenons :

∀(i 6= j) ∈ J : QS(~y, ~y − ~vi + ~vj) = min(yi, ci)µipi,j.

Par conséquent, nous pouvons définir un système bornant supérieur. Dans le tableau
(II.1), nous avons récapitulé les taux de transition de ce système.
Notez que, si nous voulons comparer le sous-réseau et le système bornant, les inégalités
données par le théorème 2 dans [59] pour les réseaux de Jackson avec les taux de services

2. en prenant j au lieu de i
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généraux sont satisfaits.
Les taux d’arrivée de la borne supérieure sont plus grands, tandis que les taux de service
et les probabilités de routage sont identiques à ceux du sous-réseau.
Enfin, le sous-réseau et le système bornant évoluent, tous les deux, de la même manière
quand des transitions se produisent.
Intuitivement, pour définir les taux de transition de la borne supérieure :
– nous ajoutons le taux de transit des files extérieures à J au taux d’arrivée des files de
J . Comme le trafic provenant des files extérieures à J dépend du nombre de serveurs
occupés, on prend le cas limite où tous les serveurs sont occupés

– nous ajoutons le taux de transit sortant des files J et allant vers les files extérieures à
J au taux de service vers l’extérieur.

– nous considérons que les transits à l’intérieur d’un sous-réseau ne sont pas modifiés,
nous conservons donc la dynamique du sous-réseau.

Définissons maintenant les taux de transitions de la borne inférieure.

1.4.2 Borne inférieure

Nous appliquons le Théorème .13 (cas : ∀t, XI(t) �st g(X(t))) afin de définir {XI(t), t ≥
0}. Dans ce cas :

K = {(~x, ~y) ∈ Nk × Nn | ~x � g(~y)}

Les conditions sur les états frontières sont les mêmes que pour la borne supérieure. Nous
appliquons la technique du couplage général sur les états (~x, ~y) ∈ K et nous considérons
différents événements qui se produisent dans la file d’attente i dans le but d’analyser les
sauts des composantes :

1. si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J qui génère une transition de ~x vers ~x′

telle que ~x′ = ~x + ~vi alors, nous devons avoir également une transition de ~y vers ~y′

Tableau II.1 – Taux de transition des files du sous-réseau J (borne supérieure)

Taux Expression
arrivée dans la file i ∈ J λi + ∑

j /∈J cj µj pj,i, si yi < ki.
service dans la file i ∈ J min(yi, ci)µi [di + ∑

j /∈J pi,j], si yi > 0.
transit de i vers j (i, j ∈ J, i 6= j) min(yi, ci)µi pi,j, si yi > 0, et yj < kj.
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de sorte que, g(~y′) = g(~y) + ~vi :

QI(~x, ~x+ ~vi) ≤
∑

~y′|g(~y′)=g(~y)+~vi

Q(~y, ~y′) (II.9)

En considérant le taux minimal dans le second terme de l’équation (II.2) (xj =
0,∀j /∈ J), nous obtenons :

QI(~x, ~x+ ~vi) = λi,∀i ∈ J.

2. si nous avons un service dans la file i ∈ J pour ~y alors, nous devons avoir aussi un
service dans la file i pou ~x. Il résulte de l’équation.(II.4) :

QI(~x, ~x− ~vi) ≥ min(yi, ci)µi [di +
∑
j /∈J

pi,j] (II.10)

Comme cette inégalité doit être vérifiée pour tout ~y ∈ Nn tel que ~x � g(~y) et que
xi = yi alors, pour obtenir l’inégalité.(II.10) nous prenons :

QI(~x, ~x− ~vi) = min(xi, ci)µi [di +
∑
j /∈J

pi,j],∀i ∈ J,

3. si nous avons un transit entre les files d’attente i et j pour état ~y tel que i, j ∈ J
alors, nous devons avoir aussi un transit pour l’état ~x (la preuve est similaire au cas
de la borne supérieure). Donc :

QI(~x, ~x− ~vi + ~vj) = min(xi, ci)µipi,j,∀i 6= j ∈ J.

Le Tableau.II.2 résume les taux de transition pour une file i ∈ J .
Pour la borne inférieure, le taux d’arrivée est calculé en considérant le cas limite où les
files d’attente du reste du réseau sont vides, ce qui correspond à un trafic nul. Le taux de

Tableau II.2 – Taux de transition des files du sous-réseau J (borne inférieure)

Taux Expression
arrivée dans la file i ∈ J λi, si xi < ki.
service dans la file i ∈ J min(xi, ci)µi[di + ∑

j /∈J pi,j], si xi > 0.
transit de i vers j 6= i ∈ J min(xi, ci)µipi,j, si xi > 0 et xj < kj.
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service est semblable à celui de la borne supérieure car un client sortant du sous-réseau
est considéré comme quittant le système. Les transits entre les files du sous-réseau J ne
sont pas modifiés.
Dans la suite, nous effectuons une analyse numérique des systèmes bornants.

1.5 Analyse numérique des bornes

Nous considérons à nouveau le réseau de files d’attente de la Figure.II.1. Nous nous
intéressons à la probabilité de blocage de la file 3. Ainsi, les sous-réseaux considérés pour
calculer les bornes sur les mesures de performances contiennent la file d’attente 3. Nous
fournissons des valeurs numériques par le biais du simulateur SimEvent de MathWorks
puis discutons de la qualité des bornes proposées en fonction de la taille des systèmes
bornants. Nous considérons un intervalle de confiance de 95% avec un écart type de 0, 01.
En d’autres termes, si la valeur estimée est X̂, la valeur exacte X est comprise entre
X̂ − 0.01X̂ ≤ X ≤ X̂ + 0.01X̂ avec une probabilité de 0.95.
Nous proposons d’étudier le sous-réseau de files d’attente J1 = {2, 3}. Dans le Tableau.II.3,
nous donnons les taux de transition pour la borne supérieure. La borne inférieure a des
taux similaires à l’exception du taux d’arrivée dans la file d’attente 3 qui vaut λ3 (voir Ta-
bleau.II.4). Et nous récapitulons, dans le Tableau.II.5, les valeurs des paramètres d’entrée
utilisés dans les simulations.

1. Influence des paramètres d’entrée
Le lien entre les files 1 et 3 étant coupé dans le système bornant J1, nous étudions
l’influence de la probabilité de routage p1,3 sur la probabilité de blocage stationnaire
de la file 3. Dans la Figure.II.2, nous donnons les probabilités de blocage de la
file 3 pour les sous-réseaux bornants et le système exact par analyse de l’ensemble
du réseau. Nous notons, dans la figure, par I la borne inférieure et par S la borne
supérieure.

Tableau II.3 – Les taux de transition pour la borne supérieure pour J1 = {2, 3}

File 2 File 3
Taux d’arrivée λ2 λ3 + c1µ1 p1,3
Taux de transit 2→ 3 pas de transit

min(c2, x2)µ2p2,3
Taux de service min(c2, x2)µ2d2 min(c3, x3)µ3d3

+min(c2, x2)µ2p2,4 +min(c3, x3)µ3p3,5
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Figure II.2 – Probabilité de blocage de la file 3

Nous pouvons facilement constater que lorsque p1,3 augmente alors, la probabilité
de blocage augmente pour le système exact et la borne supérieure. Par contre, p1,3

n’influe pas ou très peu sur la qualité de la borne inférieure. En effet, p1,3 n’est pas
prise en compte dans le calcul des taux de transition de la borne inférieure.

Ensuite, nous fixons p1,3 = 0, 2 et nous faisons varier le nombre de serveurs c1 de la
file 1. Nous pouvons voir dans la Figure.II.3 que la qualité de la borne supérieure
baisse lorsque le nombre de serveurs c1 augmente. Ce résultat est évident car le taux
d’arrivée dans la file d’attente 3 augmente avec c1 et la probabilité de blocage de
la borne supérieure augmente avec ce taux d’arrivée (voir Tableau.II.3). Par contre,
dans le système exact nous atteignons l’état d’équilibre. On peut remarquer aussi
que c1 n’a aucune influence sur la borne inférieure puisque ce paramètre n’est pas
pris en compte dans les taux de transition.

Tableau II.4 – Les taux de transition pour la borne inférieure pour J1 = {2, 3}

File 2 File 3
Taux d’arrivée λ2 λ3
Taux de transit 2→ 3 pas de transit

min(c2, x2)µ2p2,3
Taux de service min(c2, x2)µ2d2 min(c3, x3)µ3d3

+min(c2, x2)µ2p2,4 +min(c3, x3)µ3p3,5
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Figure II.3 – Influence de c1 sur la probabilité de blocage de la file 3

Dans la suite, nous considérons les probabilités de blocage stationnaires et transi-
toires de la file 3 pour différents sous réseaux de façon à étudier l’impact de la taille
du sous-réseau sur la qualité des bornes.

2. Impact de la topologie du sous-réseau bornant
Soit J2 = {3}, le sous-réseau bornant obtenu en coupant tous les liens vers le nœud 3.
Les taux de transition sont donnés dans le Tableau.II.6. A noter que les sous-réseaux
bornant J1 et J2 fournissent, tous deux, des bornes sur la probabilité de blocage de
la file d’attente 3.
A noter également que J2 ⊂ J1. En effet, J2 est obtenu à partir de J1 en coupant le
lien entre les files d’attente 2 et 3.
Nous cherchons à mettre en évidence l’influence de la coupure du lien entre les files

Tableau II.5 – Valeurs de paramètres

Taux d’arrivée λi = 30, i = 1, . . . , 5
Taux de service µi = 2, i = 1, . . . , 5
Taille de la file ki = 100, i = 1, . . . , 5
Nombre de serveurs c1 = 20, c2 = c3 = c4 = c5 = 15
Probabilités de routage p1,4 = 0.4, p1,3 = 0.2, p2,3 = 0.3

p2,4 = 0.3, p3,5 = 0.6, p4,5 = 0.6
di = 0.4, i = 1, . . . , 5
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2 et 3 dans le sous réseau J2 sur la qualité des bornes.
Dans la Figure.II.4, nous supposons que c2 = 20 et conservons, pour les autres para-
mètres, les valeurs du Tableau.II.5. Nous notons par I1 (resp. I2) la borne inférieure
de J1 (resp. J2), et par S1 (resp. S2) la borne supérieure de J1 (resp. J2).
Nous constatons aisément l’influence de la définition des systèmes bornants sur la
qualité des bornes supérieures. S1 fournit une borne de meilleure qualité que S2.
Ceci est normal car la transition entre les files 2 et 3 est prise en considération dans
S1 tandis que pour S2, la même transition est considérée comme un flux externe
additionnel sur la file 3. Par contre, la complexité de S2 est moindre en comparaison
de S1 (si la taille des files est de 100, alors la taille de l’espace d’états de S2 est
divisée par 100). Nous remarquons également que la coupure du lien impacte aussi
la borne inférieure puisque I1 donne une meilleure borne que I2.
Dans la Figure.II.5, nous diminuons le nombre de serveurs de la file 2 à c2 = 15. Nous
constatons que les probabilités de blocages S1 et S2 de la file 3 sont moins élevées
que dans le cas précédent (voir Figure.II.4). On note que les bornes supérieures sont
plus proches entre elles.
Les résultats obtenus sont logiques : le taux d’arrivée de la borne supérieure S2 est
de λ3 + c1µ1p13 + c2µ2p23 et le flux d’arrivée venant de la file 2 considéré dans cette
somme est c2µ2p23. Cela suppose que tous les serveurs de la file 2 sont occupés. Quand
on diminue c2, la file 2 est plus chargée et donc le flux c2µ2p23 que l’on rajoute à la
borne supérieure est proche du comportement exact. Dans ce cas, il est intéressant
de prendre le sous-réseau bornant J2 puisqu’il est défini uniquement sur la file 3 et
donc les valeurs numériques sont obtenues plus rapidement.
La borne inférieure obtenue I2 n’a pas changé car elle ne dépend pas de c2. Par
contre, I1 diminue légèrement quand c2 diminue. Donc l’écart entre les deux bornes
inférieures est plus petit quand c2 = 15 que lorsque c2 = 20.
Nous pouvons conclure sur cet exemple, que la valeur de c2 a une influence sur la

Tableau II.6 – Taux de transitions pour les bornes supérieure et inférieure pour J2 = {3}

Borne supérieure 2 Borne inférieure 2
File 3 File 3

Taux d’arrivée λ3 + c1µ1p1,3 λ3
+ c2µ2p2,3

Taux de départ min(x3, c3)µ3d3 min(x3, c3)µ3d3
+min(x3, c3)µ3p3,5 +min(x3, c3)µ3p3,5
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Figure II.4 – Probabilité de blocage de la file 3 pour c2 = 20

qualité des bornes. Ainsi, on peut également remarquer que la topologie des sous
réseaux bornants (et donc leur taille) a une influence sur la qualité des bornes, et la
valeur des paramètres peut augmenter ou diminuer l’écart entre les bornes.

La Figure.II.6 illustre le comportement transitoire des différents systèmes dans l’in-
tervalle de temps [0, 100]. Nous pouvons voir la pertinence de notre approche en
fournissant des bornes pour des comportements à la fois stationnaires et transitoires.

3. Etude de systèmes de grande taille
Nous proposons maintenant d’étudier un système plus complexe de 10 files d’at-
tente représenté dans la Figure.II.7 et pour lequel nous considérons les paramètres
suivants : 

λi = 30 et µi = 2, ∀i ∈ [1, . . . , 10]
p1,2 = p1,3 = p3,5 = p3,6 = 0, 3
p1,4 = p3,7 = 0, 4
p2,5 = p2,9 = p5,8 = p5,9 = 0, 5
p6,9 = p8,10 = p9,10 = d10 = 1


L’objectif est de calculer la probabilité de blocage de la file 9 pour les sous-réseaux
bornants décrits dans le Tableau.II.7. Les systèmes de bornes sont construits en
coupant progressivement les liens de façon à obtenir J4 ⊂ J3 ⊂ . . . J1. Nous obtenons
ainsi des systèmes plus faciles à analyser et qui permettent d’encadrer l’indice de
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Figure II.5 – Probabilité de blocage de la file 3 pour c2 = 15
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Figure II.6 – Comportement transitoire de la probabilité de blocage de la file 3 pour différents sous-
réseaux bornants pour c2 = 15
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Figure II.7 – Système de 10 files d’attente M/M/ci/ki

performance recherché. Nous pouvons étudier l’impact de la relation d’inclusion et
l’influence des paramètres sur la qualité des bornes.
Dans la Figure.II.8, nous considérons que toutes les files ont le même nombre de
serveurs (ci = 15,∀i ∈ [1, . . . , 10]). Ensuite, nous augmentons ce nombre dans toutes
les files sauf pour la file 9 (ci = 25,∀i ∈ [1, . . . , 10] et c9 = 15) dans le cas de la
Figure.II.9.
On peut remarquer, dans la Figure.II.8, que la qualité des bornes supérieures dépend
peu du sous-réseau considéré, mais on peut noter que les bornes S1 et S2 fournissent
des valeurs qui sont, par ailleurs, très proches de la valeur exacte. Dans la Figure.II.9,
nous pouvons voir que les bornes supérieures sont aussi très proches, il y a cependant
un écart un peu plus important.
Ces résultats sont compatibles avec les courbes précédentes. Lorsque le nombre de
serveurs, pour les files d’attente interconnectées à la file 9, est élevé alors, la topologie
du sous-réseau a un impact sur la qualité de la borne supérieure de la probabilité de
blocage.
Nous savons que lorsque nous coupons un lien, le débit correspondant est ajouté
comme un flux supplémentaire à l’entrée de la file d’attente 9. Et comme le débit
augmente avec le nombre de serveurs, lorsque ce nombre est élevé la rupture du lien

Tableau II.7 – Description des sous-réseaux bornant

J1 {1, 2, 3, 5, 6, 9}
J2 {1, 2, 3, 6, 9}
J3 {1, 3, 6, 9}
J4 {9}
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dégrade la qualité de la borne supérieure. Ainsi, la définition du sous-réseau bornant
a un impact certain sur la qualité des bornes.
Par contre, lorsque le nombre de serveurs diminue, comme le flux supplémentaire est
moins important, la topologie n’est pas très importante pour la précision des bornes.

On constate que pour les bornes inférieures, la topologie a une influence sur la
qualité des bornes. Ainsi, I1 donne la meilleure qualité des bornes car ce système
tient compte des transits entre les files. Contrairement à I4 où tous les liens sont
coupés.
Par contre, par rapport à la borne supérieure, on constate que le nombre de serveurs
pour les files extérieures aux sous-réseaux a peu d’influence sur la qualité des bornes.
Ainsi on remarque, entre les Figures. II.8 et II.9, que la qualité des bornes inférieures
est similaires. C’est logique car contrairement à la borne supérieure, le taux d’arrivée
n’est pas modifié par les différents sous-réseaux bornants ; il n’y a que les transits
entre les files qui est considéré.
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Figure II.8 – Probabilité de blocage de la file 9 pour différents sous-réseaux bornants, ci = 15 ∀1 ≤ i ≤ 10.

Dans la suite, nous étudions un autre type de réseau de files d’attente. Il s’agit de
réseau de clients positifs et négatifs dit G-Networks ou G-Nets avec catastrophes.
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Figure II.9 – Probabilité de blocage de la file 9 pour différents sous-réseaux bornants, ci = 25 ∀i 6= 9 et
c9 = 15.

2 Etude d’un réseau G-Networks avec catastrophes

Depuis la série inaugurale de Gelenbe dans le début des années 90 [60–62], les réseaux
généralisés de files d’attente ont reçu une attention considérable. Actuellement, il y
a plusieurs centaines de références consacrées à ce sujet et un livre [63] donne un
aperçu de quelques-unes des orientations de la recherche, du développement et des
applications dans le domaine des réseaux de files d’attente avec des clients positifs
et négatifs. Les clients positifs sont les clients en attente dans le réseau et les clients
négatifs sont souvent appelés "Signaux", et leur rôle est de détruire les clients positifs.

Dans les modèles des réseaux de files d’attente (tels que Jackson ou BCMP), il
n’existe pas de mécanismes pour que certains clients éliminent d’autres clients, ou
les réorientent parmi les files d’attente. En d’autres termes, les clients de réseaux de
files d’attente traditionnelles ne peuvent pas exercer un contrôle direct sur les autres
clients. Les modèles des réseaux généralisés (G-Networks ou G-Net) permettent de
surmonter certaines des limites des modèles classiques de réseaux de files d’attente
tout en conservant la propriété de forme produit pour la distribution de probabilité
stationnaire. Ils contiennent des clients inhabituels pouvant avoir les comportements
suivants :
– les clients négatifs qui éliminent les clients normaux,
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– les catastrophes qui vident tous les clients dans une file d’attente [62]
– ou les déclencheurs qui déplacent les clients d’une file d’attente vers une autre [61].
Les réseaux G-Networks ont été introduits pour modéliser les réseaux de neurones
dans les échanges des signaux inhibiteurs et excitateurs [64]. Ils sont également uti-
lisés pour modéliser des opérations complexes telles que la suppression des travaux
[65] ou des infections virales des logiciels [66].

Comme vu au début de ce chapitre, l’analyse transitoire de ces réseaux de files d’at-
tente est très difficile et la comparaison stochastique offre des solutions intéressantes
pour résoudre ce problème en permettant la construction de bornes stationnaires et
transitoires des distributions des probabilités. Dans [67, 68], les études de Massey
[53] ont été reprises, et donc le formalisme des ensembles croissants est développé
en fonction des événements pour définir l’ordre "weak" dans le cas des G-Networks
et des G-Networks avec catastrophes. Les systèmes bornants sont des files d’attente
M/M/1 dont les paramètres sont définis. Cela permet de borner les queues des dis-
tributions de probabilités transitoires des G-Networks par le produit des queues des
distributions de probabilité transitoires deM/M/1. Dans le cas des G-Networks avec
catastrophes, on peut borner par des filesM/M/1 avec retour à 0 dont la distribution
transitoire a été calculée.

Ici, nous appliquons la méthode des bornes avec une approche complètement diffé-
rente de [68], afin de définir des systèmes bornants plus évolués. En effet, dans [68]
tous les liens entre les files ont été coupés et les bornes sont définies à partir d’une
file M/M/1 en isolation. Les bornes ainsi obtenues sont peu précises puisqu’aucune
dynamique interne entre les files d’attente n’est conservée. Dans notre travail, nous
conservons les transits entre les files d’attente à l’intérieur du sous-réseau. Nous cher-
chons donc, à généraliser cette approche en bornant le sous-réseau à l’étude par un
sous-réseau de même taille mais avec des taux obtenus en utilisant la comparaison
stochastique.

Nous appliquons la comparaison stochastique par fonction de projection [43] sur un
espace d’états plus petit afin de définir les systèmes bornants. Comme les G-Networks
ne sont pas monotones il n’est pas possible d’appliquer l’algorithme présenté dans
[58]. Et l’algorithme de Truffet [44] ne peut pas être utilisé car il nécessite un espace
totalement ordonné.

Dans cette étude, nous utilisons l’ordre partiel composante par composante sur l’es-
pace d’état afin de comparer file par file le processus.
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2.1 Description du G-Networks avec catastrophes

Considérons un réseau G-Networks avec catastrophes avec n files d’attente intercon-
nectées comme illustré dans la Figure.II.10. Chaque file i est définie par les para-
mètres suivants :
(a) la file i a un serveur avec un taux de service µi
(b) les arrivées sont de type Poisson avec un taux λ+

i pour les clients positifs et un
taux λ−i pour les clients négatifs

(c) à la fin d’un service, le client transite de la file i vers la file j comme un client
positif avec une probabilité p+

i,j, ou comme un client négatif avec une probabilité
p−i,j ou alors quitte le réseau avec une probabilité di

A son arrivée dans une file d’attente, si le serveur est occupé alors le client positif
attend son service et augmente la taille de la file de +1. Tandis qu’à son arrivée
dans une file d’attente, le client négatif va détruire tous les clients positifs qui sont
présents dans la file d’attente, s’ils existent, et va ensuite disparaitre.
Nous admettons qu’il n’y a pas de rebouclage dans les matrices de routage : c’est-à-
dire que ∀i, p+

i,i = p−i,i = 0. Nous avons la relation suivante pour toute file i :

∑
j

p+
i,j +

∑
j

p−i,j + di = 1

Soit {X(t), t ≥ 0}, la CMTC avec le générateur infinitésimal Q représentant l’évo-
lution du G-Net avec catastrophes. A partir d’un état ~x ∈ Nn, les transitions qui
décrivent ce système sont :
– ~x→ ~x+ ~ei avec le taux λ+

i , 1 ≤ i ≤ n.
– ~x→ ~x− xi~ei avec le taux λ−i , xi > 0, 1 ≤ i ≤ n.
– ~x→ ~x− ~ei avec le taux µidi, si xi > 0, 1 ≤ i ≤ n.
– ~x→ ~x− ~ej + ~ei avec le taux µjp+

j,i, si xj > 0, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j.
– ~x→ ~x− ~ej − xi~ei avec le taux µjp−j,i, si xj > 0, xi > 0, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j.
Nous rappelons que ~ei (resp. ~ej) ∈ Nn est un vecteur tel que toutes ses composantes
sont nulles à l’exception de la composante i (resp. j) qui est égale à 1.
Avec ces hypothèses, il est prouvé dans [62] que les G-Networks ont une forme pro-
duit pour les distributions stationnaires.
Le comportement transitoire de ce système étant très difficile à étudier, nous propo-
sons la comparaison stochastique afin de définir des systèmes bornants de sorte qu’il
soit possible de calculer la distribution des probabilités transitoires.
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2.2 Définition des bornes du G-Networks avec catastrophes

Soit E = {1, . . . n}, l’ensemble des indices des files d’attente considéré et J et H les
sous-ensembles d’indices disjoints tels que E = J ∪H (voir section 1.2) et la fonction
de projection g : Nn → Nk). Décrivons maintenant l’impact d’un événement à la fois
sur notre processus original {X(t), t ≥ 0} mais aussi sur son image par la fonction
de projection g :

2.2.1 Projection du processus X(t)

(a) si nous avons une arrivée d’un client positif sur la file i alors, ~x′ = ~x+ ~ei et nous
avons les cas suivants pour g(~x′) :

i. si la file i /∈ J alors, g(~x′) = g(~x).

ii. si la file i ∈ J alors, g(~x′) = g(~x) + ~vi (avec 1 ≤ i ≤ k). Cette fois, i est dans
le sous-réseau alors cet événement impacte g(X(t)) car g(~x+ ~ei) 6= g(~x).

(b) si nous avons un transit d’un client positif de la file i vers j : si xi > 0 alors,
~x′ = ~x− ~ei + ~ej et nous avons les cas suivants pour g(~x′) :

i. si i /∈ J et j /∈ J alors, g(~x′) = g(~x).

ii. si i /∈ J et j ∈ J alors, g(~x′) = g(~x) + ~vj.

iii. si i ∈ J et j /∈ J alors, g(~x′) = g(~x)− ~vi.

iv. si i ∈ J et j ∈ J alors, g(~x′) = g(~x)− ~vi + ~vj.

(c) si nous avons un service vers l’extérieur, à partir de la file i : si xi > 0 alors,
~x′ = ~x− ~ei et nous avons les cas suivants pour g(~x′) :

i. si i /∈ J alors, g(~x′) = g(~x).

ii. si i ∈ J alors, g(~x′) = g(~x)− ~vi.

(d) si nous avons une arrivée d’un client négatif sur la file i : si xi > 0 alors,
~x′ = ~x− xi~ei et nous avons pour g(~x′) :

i. si i /∈ J alors, g(~x′) = g(~x).

ii. si i ∈ J alors, g(~x′) = g(~x)− xi~vi.
(e) enfin, si nous avons un transit d’un client négatif de la file i vers j : si xi > 0

alors, ~x′ = ~x− ~ei − xj ~ej si xj > 0 sinon, ~x′ = ~x− ~ei et nous avons pour g(~x′) :

i. si i /∈ J et j /∈ J alors, g(~x′) = g(~x)
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ii. si i 6∈ J et j ∈ J alors, g(~x′) = g(~x)− xj ~vj si xj > 0.

iii. si i ∈ J et j /∈ J alors, g(~x′) = g(~x)− ~vi.

iv. si i ∈ J et j ∈ J alors, g(~x′) = g(~x) − ~vi − xj ~vj si xj > 0, sinon, g(~x′) =
g(~x)− ~vi.

Nous en déduisons les évolutions du processus g(X(t)) : dans les cas (a)-i, (b)-i,
(c)-i, (d)-i et (e)-i, les événements n’ont pas d’influence sur le sous-réseau et donc
g(~x′) = g(~x).
Pour les autres cas, les taux de transitions sont définis dans la section suivante.

2.2.2 Définition des taux de transition

– si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J (cas (a)-ii) ou un transit de la file j /∈ J
vers i ∈ J d’un client positif (cas (b)-ii) alors, g(~x′) = g(~x) + ~vi. Et le nouveau
taux de transition est la somme des cas (a)-ii et (b)-ii :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+~vi

Q(~x, ~x′) = λ+
i +

∑
j /∈J

µj p
+
j,i1xj>0 (II.11)

– si nous avons un transit d’un client positif de la file i ∈ J vers la file j ∈ J (cas
(b)-iv) alors, g(~x′) = g(~x)− ~vi + ~vj. Et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−~vi+ ~vj

Q(~x, ~x′) = µi p
+
i,j (II.12)

– si nous avons un départ d’un client positif à partir de i ∈ J vers l’extérieur (cas
(c)-ii) ou un transit d’un client positif ou négatif de la file i ∈ J vers j /∈ J (cas
(b)-iii et (e)-iii) alors, g(~x′) = g(~x)− ~vi. Le taux de transition correspondant est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−~vi

Q(~x, ~x′) = µidi +
∑
j /∈J

µip
+
i,j

+
∑
j /∈J

µip
−
i,j (II.13)

– si nous avons une arrivée d’un client négatif de l’extérieur dans la file i ∈ J

(cas (d)-ii) ou un transit de la file j /∈ J vers i (cas (e)-ii) alors, nous avons
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g(~x′) = g(~x)− xi~vi. Et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−xi ~vi

Q(~x, ~x′) = λ−i +
∑
j /∈J

µjp
−
j,i1xj>0 (II.14)

– si nous avons un transit d’un client négatif de la file j ∈ J vers i ∈ J (cas (e)-iv)
alors, g(~x′) = g(~x)− ~vj − xi~vi si xi ≥ 0. Le taux de transition est dans ce cas :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)− ~vj−xi ~vi

Q(~x, ~x′) = µj p
−
j,i (II.15)

Nous allons maintenant définir les systèmes bornants en utilisant la fonction de
projection g sur le processus X(t). Nous utilisons l’ordre partiel noté � sur l’espace
d’états Nn :

∀(~x, ~y) ∈ Nn, ~x � ~y ⇔ xi ≤ yi,∀i = 1, . . . , n

Nous appliquons le couplage par fonction de projection et le théorème .13 afin de
définir le processus de {XS(t), t ≥ 0} comme étant une borne supérieure pour le
sous-réseau J :

{g(X(t)), t ≥ 0} �st {XS(t), t ≥ 0} (II.16)

ainsi que le processus {XI(t), t ≥ 0} définie comme étant une borne inférieure :

{XI(t), t ≥ 0} �st {g(X(t)), t ≥ 0} (II.17)

Nous allons par la suite définir les taux de transitions pour la construction de la
borne supérieure.

2.3 Construction de la borne supérieure

Soient X̂(t) et X̂S(t), deux processus markoviens avec les générateurs infinitésimaux
Q et QS. Nous définisons le processus couplé Z(t) = (X̂(t), X̂S(t)) associé à K et
telles que les réalisations restent dans :

K = {(~x, ~y) ∈ Nn ×Nk | g(~x) � ~y}.

Examinons maintenant, en fonction des événements, comment un saut d’une com-
posante doit être compensé par le saut de l’autre composante, afin d’obtenir les
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conditions sur les taux de transition. On notera qu’une arrivée occasionne un saut
sur la composante ~x. Le processus couplé peut alors sortir de K et ce saut devra donc
être compensé par un saut équivalent sur ~y. Les sauts sur ~y, qui font que le processus
couplé quitte K, sont un service ou l’arrivée d’un signal dans une file d’attente. Il
faudra aussi les compenser par des sauts similaires de la composante ~x.

(a) si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J d’un client positif qui génère une
transition de l’état ~x vers ~x′ telle que g(~x′) = g(~x) + ~vi alors, nous devons avoir
une transition de ~y vers ~y′ telle que ~y′ = ~y + ~vi pour avoir g(~x′) � ~y′. Ainsi les
taux de transition doivent satisfaire la condition suivante :

QS(~y, ~y + ~vi) ≥
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+~vi

Q(~x, ~x′) (II.18)

Puisque l’inégalité (II.18) doit être satisfaite pour tous les états ~x tels que
(~x, ~y) ∈ K, alors nous prenons le maximum de la partie droite pour ~x ∈ Nn :

QS(~y, ~y + ~vi) = max
~x|g(~x)�~y

{
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+~vi

Q(~x, ~x′)}

L’évolution de {g(X(t)), t ≥ 0}, à cause de cet événement, est donnée dans
l’équation (II.11). Et le maximum pour ce taux est atteint pour les états ~x tels
que xj > 0 ∀j /∈ J . Nous choisissons donc :

QS(~y, ~y + ~vi) = λ+
i +

∑
j /∈J

µj p
+
j,i.

(b) un transit de la file i vers la file j d’un client positif peut générer un saut en
dehors de K pour la première ou la seconde composante.

i. pour la première composante, si nous avons une transition entre ~x et ~x′ telle
que g(~x′) = g(~x)− ~vi + ~vj alors, nous devons avoir une transition de ~y vers
~y′ telle que nous ayons :

~y′ = ~y − ~vi + ~vj ou ~y′ = ~y + ~vj.

ii. pour la seconde composante, si nous avons une transition de ~y vers ~y′ telle
que ~y′ = ~y− ~vi + ~vj alors, nous devons avoir une transition de ~x vers ~x′ telle
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que :
g(~x′) = g(~x)− ~vi + ~vj ou g(~x′) = g(~x)− ~vi.

Comme les sauts pour les services et les arrivées sont utilisés pour compenser
ces événements, nous ne prenons que la transition entre les files d’attente i et j.
Il en résulte le même taux de transition, donc à partir de l’équation (II.12) :

QS(~y, ~y − ~vi + ~vj) = µip
+
i,j.

(c) si nous avons un transit d’un client négatif de la file i vers la file j qui déclenche
une transition de ~y vers ~y′ telle que ~y′ = ~y − ~vi − yj ~vj alors, nous devons avoir
une transition de ~x vers ~x′ telle que g(~x′) = g(~x)− ~vi − xj ~vj si xi > 0.
Comme cet événement ne se produit dans le système exact que si xi > 0, alors
nous prenons le taux minimum :

QS(~y, ~y − ~vi − yj ~vj) = 0.

(d) si nous avons un service dans la file i ∈ J pour lequel nous avons une transition
de ~y vers ~y′ telle que ~y′ = ~y − ~vi alors, nous devons avoir une transition de ~x
vers ~x′ telle que g(~x′) = g(~x)− ~vi, ainsi nous avons l’inégalité suivante :

QS(~y, ~y − ~vi) ≤
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)−~vi

Q(~x, ~x′)

Comme elle doit être vérifiée pour tous les (~x, ~y) ∈ K alors, nous prenons :

QS(~y, ~y − ~vi) = minx|g(~x)�~y{
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)−~vi

Q(~x, ~x′)}

et à partir de l’équation (II.13), nous obtenons :

QS(~y, ~y − ~vi) = µidi +
∑
j /∈J

µip
+
i,j +

∑
j /∈J

µip
−
i,j.

Comme dans le cas précédent, supposons que QS(~y, ~y− ~vi− yj ~vj) = 0 (i, j ∈ J).
Si nous considérons aussi que, pour la borne supérieure, le taux µip−i,j n’a pas
d’impact sur la composante j et contribue seulement à diminuer la composante
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i, nous obtenons alors :

QS(~y, ~y − ~vi) = µidi +
∑
j /∈J

µip
+
i,j +

∑
j /∈J

µip
−
i,j +

∑
j∈J

µip
−
i,j.

(e) si nous avons une arrivée, de l’extérieur, d’un client négatif sur la file i ∈ J

qui génère une transition de ~y vers ~y′ telle que ~y′ = ~y − yi~vi alors, nous devons
avoir une transition de ~x vers ~x′ telle que g(~x′) = g(~x) − xi~vi si xj = 0 ou une
transition de ~x vers ~x′ telle que g(~x′) = g(~x) − ~vj − xi~vi (pour j 6= i et j ∈ J)
si xj > 0. Dans les deux cas, nous prenons les taux minimaux obtenus lorsque
xj = 0 ∀j 6= i. Donc à partir de l’équation (II.14), nous obtenons :

QS(~y, ~y − ~vi) = λ−i

Le Tableau.II.8 résume les taux de transition de la borne supérieure pour la file
i ∈ J .
Les taux de {XS(t), t ≥ 0} sont définis de sorte que le processus couplé reste dans
l’ensemble K et donc, l’équation II.16 est vérifiée.

Pour la borne supérieure, les taux de transition µjp
+
j,i, des clients positifs en pro-

venance du reste du réseau, sont ajoutés aux taux d’arrivée externes λ+
i de clients

positifs. Le taux de départ correspond au taux de départ du sous-réseau. Pour les
clients négatifs, seuls les taux d’arrivée externes sont considérés. À l’intérieur du
sous-réseau, les transitions des clients positifs sont maintenues mais pas celles des
clients négatifs qui sont prises en compte dans le taux de départ uniquement.

Intuitivement, une file d’attente de la borne supérieure a plus de clients positifs et
moins de clients négatifs car elle subit moins de remises à zéro des files que dans le
système exact.

Tableau II.8 – Taux de transition des files du sous-réseau J ( borne supérieure)

Taux Expression
arrivée client positif λ+

i + ∑
j /∈J µjp

+
j,i.

arrivée client négatif λ−i .
service µidi + ∑

j /∈J µip
+
i,j + ∑

j 6=i µip
−
i,j.

transit vers j ∈ J µip
+
i,j.
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On peut remarquer aussi que la borne supérieure est la plus précise que nous pour-
rions obtenir des contraintes d’inégalités. En outre, comme les transitions se pro-
duisent quels que soient les états, alors la borne est monotone (voir le théorème
.13).
Dans la suite, nous allons définir les taux des transitions de la borne inférieure.

2.4 Construction de la borne inférieure

Nous cherchons à définir le processus bornant {XI(t), t ≥ 0} de sorte que, le proces-
sus couplé Z(t) = ((XI(t), X(t)) puisse avoir ses réalisations dans

K = {(~x, ~y) ∈ Nk × Nn | ~x � g(~y)}

(a) Si nous avons une arrivée dans la file i ∈ J d’un client positif qui génère une
transition de ~x vers ~x′ telle que ~x′ = ~x + ~vi alors, nous devons avoir aussi une
transition de ~y vers ~y′ telle que g(~y′) = g(~y) + ~vi. On obtient donc la condition
suivante pour le taux de transition :

QI(~x, ~x+ ~vi) ≤
∑

~y′|g(~y′)=g(~y)+~vi

Q(~y, ~y′)

En considérons le taux minimum dans l’équation (II.11) (xj = 0, ∀j /∈ J), nous
prenons :

QI(~x, ~x+ ~vi) = λ+
i .

(b) un transit de la file i vers la file j d’un client positif peut générer un saut en
dehors de K pour la première ou la seconde composante. Ce cas est identique
au cas (b) de la borne supérieure. Nous prenons la même valeur pour le taux de
transition :

QI(~x, ~x− ~vi + ~vj) = µip
+
i,j.

(c) Si nous avons un service dans la file i ∈ J sur la composante ~y alors, nous devons
aussi avoir une diminution du nombre de clients dans la file i sur ~x soit par un
service dans la même file i de ~x soit par un transit d’un client positif ou négatif
de la file i vers tout autre file j /∈ J . Donc, à partir de l’équation (II.13), nous
avons :

QI(~x, ~x− ~vi) = µidi +
∑
j /∈J

µip
+
i,j +

∑
j /∈J

µip
−
i,j.
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(d) Si nous avons un transit de la file i vers la file j à l’intérieur du sous-réseau J ,
d’un client négatif qui provoque une transition de ~y vers ~y′ telle que g(~y′) =
g(~y) − ~vi − yj ~vj alors, nous pouvons avoir une transition de ~x vers ~x′ telle que
~x′ = ~x− ~vi − xj ~vj si xi > 0 ou ~x′ = ~x− xj ~vj si xi = 0.

si xi > 0, nous avons :

∑
~y′|g(~y′)=g(~y)−~vi−yj ~vj

Q(~y, ~y′) ≤ QI(~x, ~x− ~vi − xj ~vj)

en remplaçant la première partie de l’inégalité par le taux donné dans l’équation
(II.15), alors nous obtenons, si xi > 0 :

QI(~x, ~x− ~vi − xj ~vj) = µip
−
i,j

si xi = 0, alors nous obtenons :

∑
~y′|g(~y′)=g(~y)−~vi−yj ~vj

Q(~y, ~y′) ≤ QI(~x, ~x− xj ~vj) (II.19)

ce qui revient à écrire :

QI(~x, ~x− xj ~vj) ≥ µip
−
i,j (II.20)

Et donc on obtient :

QI(~x, ~x− xj ~vj) ≥
∑
i∈I

µip
−
i,j1xi=0 (II.21)

ici, seul le 1er cas nous intéresse (xi > 0), où l’on obtient le résultat suivant :

QI(~x, ~x− ~vi − xj ~vj) = µip
−
i,j

Le cas où xi = 0 est utilisé par la suite.

(e) Si nous avons une arrivée d’un client négatif dans la file i ∈ J qui génère une
transition de ~y vers ~y′ telle que g(~y′) = g(~y) − yi~vi, nous pouvons avoir une
transition de ~x vers ~x′ telle que :

i. ~x′ = ~x− xi~vi
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ii. ou bien ~x′ = ~x− xj − xi~vi ∀j ∈ J si xj > 0. Cette transition est déjà utilisée
pour compenser la transition de ~y vers ~y′ telle que g(~y′) = g(~y) − ~vi − yj ~vj
(dans le cas précédent).

A partir de l’équation (II.14), nous prenons la valeur maximale en considérant
xj > 0 ∀j 6= J .

En considérant en plus l’inégalité donnée par II.19, on obtient ainsi le taux
externe des clients négatifs de la file d’attente i :

QI(~x, ~x− xi~vi) = λ−i +
∑
j /∈J

µjp
−
j,i

+
∑

j∈J,j 6=i
µjp

−
j,i1xj=0.

Ainsi pour la file i ∈ J , les taux de transition de la borne inférieure sont résumés
dans le Tableau.II.9.
Comme les taux de {XI(t), t ≥ 0} sont définis de telle sorte que le processus couplé
reste dans l’ensemble K, alors l’équation II.17 est vérifiée.
Pour la borne inférieure, on remarque que les taux de transition µjp−j,i, des flux de
clients négatifs en provenance du reste du réseau, sont ajoutés aux flux externes de
clients négatifs. Le taux de départ est celui de départ vers l’extérieur du sous-réseau.
Pour les arrivées de clients positifs, seuls les taux d’arrivée des clients externes positifs
sont pris en compte. À l’intérieur du sous-réseau, les transitions de clients positifs et
négatifs sont maintenues.
En outre, le taux µip

−
i,j, des clients négatifs entre les files d’attente, est pris en

compte dans la borne inférieure ∀xi, si xi > 0. Et si xi = 0, ce taux est ajouté au
taux d’arrivée de signal externe. Donc, avec ce taux une file d’attente j est toujours

Tableau II.9 – Résumé des taux de transition de la borne inférieure

Taux Expression
arrivée client positif λ+

i .
arrivée client négatif λ−i + ∑

j /∈J µjp
−
j,i + ∑

j∈J,j 6=i µjp
−
j,i1xj=0.

service µidi + ∑
j /∈J µip

+
i,j + ∑

j /∈J µip
−
i,j.

transit d’un client positif vers j ∈ J µip
+
i,j

transit d’un client négatif vers j µip
−
i,j
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vidée quel que soit l’état des autres files d’attente.

On peut remarquer également que ce système est la borne inférieure la plus précise
pour le sous-réseau. Et comme la transition se produit quelque soit l’état, alors la
borne inférieure est monotone (voir le théorème .13).

Intuitivement, pour la borne inférieure, chaque file d’attente a moins de clients po-
sitifs car elle subit plus d’arrivées de signaux. que dans le processus exact.

2.5 Comparaison des mesures transitoires

Dans cette partie, nous identifions les mesures qui pourraient être comparées entre
le G-Network avec catastrophes et les systèmes bornants. Vu l’ordre à définir sur
l’espace d’états et la comparaison stochastique des processus, de toute évidence,
nous avons la comparaison du nombre moyen de clients dans la file d’attente i ∈ J
à tout instant t.

Les G-Networks sont des modèles très efficaces pour étudier les infections virales
des logiciels [66]. Dans ces réseaux, les remises à zéros (reset) des files d’attente
peuvent représenter les infections par des programmes malveillants qui causent la
suppression d’informations (représentées par les clients positifs) dans les stations.
Certaines mesures de performance intéressantes peuvent être calculées en utilisant
les méthodes de bornes stochastiques. Soit Ni(t), le nombre de fois qu’une station i
du sous-réseau J a été infectée dans l’intervalle de temps [0, T ]. Nous désignons par
NS
i (t) (resp. N I

i (t)) la mesure correspondante pour {XS(t), t ≥ 0} (resp. {XI(t), t ≥
0}). Nous avons alors la comparaison suivante :

Proposition .20. ∀t ≥ 0, ∀i ∈ J :

Ni(t) ≤st N I
i (t), et NS

i (t) ≤st Ni(t)

Preuve. Nous utilisons le couplage des processus avec l’événement de type signal car
il est le seul événement qui modifie le comportement de ces processus. On définit le
processus {N̂i(t), t ≥ 0} (resp. {N̂ I

i (t), t ≥ 0}) avec les mêmes taux de transitions que
{Ni(t), t ≥ 0} (resp. {N I

i (t), t ≥ 0}), avec la condition initiale suivante : N̂i(0)[ω] ≤
N̂ I
i (0)[ω]. Pour la preuve, nous supposons que :

N̂i(t)[ω] ≤ N̂ I
i (t)[ω] (II.22)
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apportons maintenant la preuve que l’inégalité reste vraie à t+ dt.
Nous avons montré que les processus {g(X(t)), t ≥ 0} et {XI(t), t ≥ 0} sont �st-
comparable. Nous avons plus d’occurrences des signaux (vidages) sur le processus
{XI(t), t ≥ 0} que dans le réseau correspondant au système exact. Donc, si N̂i(t)
augmente alors, N̂ I

i (t) augmente aussi et l’équation (II.22) est vérifiée au temps t+dt,
donc : Ni(t) ≤st N I

i (t). De même, nous pouvons prouver que NS
i (t) ≤st Ni(t).

Une autre mesure intéressante, qui peut être calculée, est le temps pour qu’une
première infection survienne dans la file d’attente i du sous-réseau J . Si Tfi désigne
le temps de la première infection, on en déduit l’inégalité suivante :

Proposition .21.
∀i ∈ J, Tfi ≤st TfSi et Tf Ii ≤st Tfi

Preuve. Soit T̂ f i (resp T̂ f
S

i ) une variable aléatoire avec la même distribution de
probabilité que Tfi (resp. TfSi ). Nous supposons le cas où aucune infection n’a
encore eu lieu dans l’intervalle de temps [0, t] pour les deux systèmes. Il est clair
que lorsqu’une infection se produit dans la file i de XS(t), alors elle a déjà eu lieu
dans X(t). Donc, nous en déduisons que : T̂ f i[ω] � T̂ f

S

i [ω],∀ω ∈ Ω. De même, nous
pouvons prouver que Tf Ii ≤st Tfi, et la proposition .21 est prouvée.

2.6 Analyse numérique des indices de performances transi-
toires

Nous présentons quelques résultats des mesures de performances transitoires pré-
sentées précédemment. Nous étudions un G-Net, avec 7 files d’attente, représenté
dans la figure II.10. Nous nous concentrons sur la file d’attente 7 pour le calcul des
mesures de performances transitoires.
Nous considérons les trois sous-systèmes bornants J3 = {7}, J2 = {5, 7} et J1 =
{5, 6, 7} (avec J3 ⊂ J2 ⊂ J1) pour étudier la précision des bornes face à la simplifica-
tion du système d’origine. Les résultats sont obtenus avec l’outil Matlab/Simevent
en considérant un intervalle de confiance de 95% et un écart type de 0, 01.

Pour la simulation, nous considérons les valeurs suivantes des paramètres :
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λ+
7 = 3 et d7 = 0.2
λ+
i = 2 et di = 0.2 ∀i ∈ [1, . . . , 6]
µi = 2 et λ−i = 1

25 ∀i ∈ [1, . . . , 7]
P+

1,3 = P+
1,4 = 0.3 et P−1,3 = P−1,4 = 0.1

P+
2,4 = 0.6 et P−2,4 = 0.2

P+
3,5 = P+

3,6 = 0.3 et P−3,5 = P−3,6 = 0.1
P+

4,6 = 0.4 et P−4,6 = 0.4
P+

5,7 = 0.6 et P−5,7 = 0.2
P+

6,7 = 0.3 et P−6,7 = 0.5



Figure II.10 – Le système G-Network étudié
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Figure II.11 – Temps Tf7 avant la première infection dans la file 7, selon les différents sous-réseaux.

Pour les sous-réseaux Ji, pour tout 1 ≤ i ≤ 3, nous désignons par
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Figure II.12 – Encadrement du temps de la première infection de la file 7.

– I1, I2 et I3, les bornes inférieures
– et S1, S2 et, S3, les bornes supérieures.
Dans la suite, nous donnons les résultats obtenus pour le système exact avec 7
files et les différents sous-réseaux J1, J2 et J3. Et les résultats obtenus confirment la
pertinence de la proposition des sous-réseaux bornants pour l’encadrement du réseau
exact.

(a) Temps de la première arrivée d’une panne Tf7

Nous étudions le temps nécessaire pour qu’une première panne survienne Tf7

au niveau de la file 7 dans l’intervalle de temps [0, t]. Dans la Figure.II.11, nous
constatons l’influence de la définition des sous-réseaux bornants. Et c’est le sous-
réseau J1 qui fournit la meilleure borne inférieure (I1) tandis que I3 est la moins
efficace des bornes inférieures.
Ce résultat est normal car pour le sous-réseau bornant J3, nous avons pris en
compte les taux de transit des clients négatifs des files 5 et 6 qui n’appartiennent
pas à J3. Par contre, pour J1 nous conservons la dynamique des transitions avec
la file 7 comme pour le système exact.
Nous remarquons également que sur l’intervalle de temps [0, 0.2], nous n’obser-
vons toujours pas de déclenchement pour les bornes supérieures. Cela s’explique
par le fait que, dans la définition des taux de transition des clients négatifs, les
taux des files connectées à la file 7 ne sont pas prix en considération.
La Figure.II.12 met en évidence la pertinence de l’approche en proposant un
encadrement de Tf7 comme mesure de performance du système exact où on
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prend en considération l’ensemble des nœuds.

(b) Influence des sous-réseaux sur le nombre de clients en attente dans
la file 7
Dans la Figure.II.13, nous représentons le nombre de clients dans la file 7 dans
le temps.
Comme on pouvait s’attendre, moins la file est soumise à l’arrivée de clients
négatifs et plus sa "population" de clients positifs augmente. Ainsi, la borne
S3 est la plus mauvaise puisqu’elle n’est constituée que de la file 7 et donc
qu’elle reçoit peu de clients négatifs qui détruisent les clients positifs. D’une
manière générale, les comportements des bornes supérieures sont éloignés du
système exact, car nous avons très peu pris en compte les clients négatifs dans les
systèmes bornants. Cela est du au fait que la comparaison stochastique engendre
des contraintes un peu trop fortes dans certains cas.
Par contre, les bornes inférieures sont proches du système exact car nous avons
conservé les arrivées des clients négatifs.
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Figure II.13 – Nombre de clients positifs dans la file 7 pour µ5 = µ6 = 2 et t ∈ [0, 10].

(c) Influence de la complexité sur le temps de simulation
Nous cherchons à mettre en évidence l’impact de la taille du système, donc sa
complexité, sur le temps de simulation.
Les systèmes que nous simulons ici sont relativement petits par rapport à des
systèmes avec plusieurs milliers de nœuds. Toutefois, nous pouvons remarquer
dans le Tableau.II.10 que le temps de simulation est 7 fois plus important pour
le modèle exact que pour la borne supérieure S3. Nous constatons donc, la perti-
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nence de notre approche et la nécessité de décider, dans certaines circonstances,
d’un compromis entre le temps de simulation et la qualité des bornes donc de
la complexité du système étudié.

3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que l’application de la comparaison stochastique
pour l’analyse transitoire des grands réseaux de files d’attente fournit une solution
intéressante car on obtient un compromis entre la qualité des bornes, et les temps
de simulations qui dépendent de la complexité de calcul.
Les bornes sont construites dans le sens de l’ordre �st par la méthode du couplage
par fonction de projection de l’espace d’états du réseau avec n files d’attente vers
l’espace d’états du sous-réseau de k files d’attente (où k < n).
Nous donnons des études de cas pour montrer la précision des bornes en fonction
des paramètres du modèle. De toute évidence, avec un sous-réseau bornant de plus
grande taille il est logique que l’on obtienne des résultats plus précis. Mais cette
précision à un coût notamment en temps de simulation ou en capacité de stockage.
La comparaison stochastique est une solution intéressante pour étudier les grands
réseaux de files d’attente en fournissant des bornes sur des mesures de performances
stationnaires et transitoires. Nous avons pu voir par ailleurs, que la qualité de ces
bornes dépendaient aussi de la taille des sous-réseaux mais aussi des paramètres du
système. Nous aurons l’occasion d’y revenir dans le chapitre IV.
Dans le chapitre suivant, nous étudions l’évaluation de la performabilité sur le modèle
d’Erlang avec perte proposé par Trivedi dans [47].

Sous-système bornant Temps de simulation
Exact 363 s
S1 149 s
S2 100 s
S3 53 s

Tableau II.10 – Temps de simulation (en seconds) pour les systèmes exacts et bornants
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Chapitre III

Evaluation de la performabiblité d’un
système de télécommunication

Dans les domaines de l’informatique (Cloud computing, système distribués) basés
sur le WEB et des télécommunications (réseaux optiques, mobiles), les systèmes
deviennent physiquement et logiquement plus complexes et la performance de ces
systèmes est souvent dégradée à cause des défauts internes et externes qui réduisent
la qualité du service rendu. La prise en compte de cette condition de dégradation
leurs confère une certaine capacité à fonctionner sur plusieurs niveaux de perfor-
mances qui varient depuis le fonctionnement d’un état parfait (zéro défaut) jusqu’à
l’indisponibilité (hors service). Ces systèmes sont définis dans la littérature comme
des systèmes à tolérance aux fautes ou Multi-states systems (MSS) [2, 3]. Dans [4],
on s’intéresse à la modélisation de ces systèmes, et une approche hiérarchique est
proposée afin de prendre en compte à la fois l’aspect performance et fiabilité. Il est
donc nécessaire dans l’évaluation des performances, d’évaluer l’impact de la fiabilité
sur les performances des systèmes car les modèles générés sont souvent de grandes
tailles.
Ainsi, l’évaluation de la performabilité induit une complexité dans la mesure où la
chaîne de Markov représentant le système possède un espace d’états très grand en rai-
son du nombre d’événements (occupation/libération et panne/réparation) à prendre
en compte. Ce qui rend difficile voire impossible une résolution directe même par des
méthodes numériques à cause de la taille de l’espace d’états. Il existe des méthodes
approximatives telles que celle de Courtois [33] qui permettent de décomposer le
système global en sous-systèmes représentant des macros-états. Cela permet d’ob-
tenir un système agrégé à partir duquel le calcul de la distribution de probabilité
stationnaire est plus facile à analyser. Nous proposons de reprendre l’étude menée
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par Trivedi [47] qui consiste à calculer la probabilité de blocage dans un système
de télécommunications soumis à des pannes. Le système étant multidimensionnel
et donc difficile à évaluer, son approche consiste à décomposer le système initial en
deux systèmes indépendants : un premier pour représenter l’occupation et un second
pour la disponibilité. Une solution approximative de la probabilité de blocage, basée
sur les modèles de Markov avec récompense (MRM), est obtenue.
Nous proposons, dans ce chapitre, une approche basée sur les bornes stochastiques
pour calculer à la fois une borne inférieure et une borne supérieure afin d’encadrer la
probabilité de blocage. Notre travail a fait l’objet d’une publication à la conférence
internationale ASMTA10 [69]. Ce chapitre est organisé comme suit :

(a) Présentation du système et de l’approche de Trivedi

(b) Construction d’un système bornant à forme produit

(c) Construction de systèmes bornants agrégés

(d) Résultats numériques des probabilités de blocage en fonction de différentes va-
leurs des paramètres d’entrée.

1 Modèle composite d’Erlang avec perte

Les systèmes dégradables sont conçus pour poursuivre leur exploitation, même en
présence de défaillances de composants bien qu’à un niveau de performance réduite.
Leur performance ne peut pas être évaluée avec précision sans tenir compte de l’im-
pact des changements structurels (pannes et réparations). Le modèle Erlang avec
perte composite est un modèle de performabilité car il combine les analyses de per-
formance et de fiabilité.

1.1 Description du modèle

Nous considérons un système de commutation téléphonique composée de n canaux
avec un nombre infini d’appelants [47, 70]. Le modèle composite pour l’analyse de
la performabilité peut être représenté par une CTMC {X(t), t ≥ 0} de générateur
infinitésimal Q. {X(t), t ≥ 0} est définie sur l’espace d’états A ⊂ E = {0, . . . , n} ×
{0, . . . , n}, où n est le nombre de canaux disponibles. Soit ~x = (x1, x2) ∈ A, un état
de X(t), où x1 est le nombre de canaux disponibles (qui ne sont en pannes) et x2
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III.1 Modèle composite d’Erlang avec perte

ceux qui sont occupés. On a les relations suivantes : x1 ≥ x2, et x1 ≤ n, x2 ≤ n. Les
événements qui se déclenchent dans ce système sont :
– Arrivées et services
Un nouvel appel arrive avec un processus poissonnien de taux λ et n’est admis
que s’il y a une disponibilité (au moins un canal libre et opérationnel). La durée
d’un appel (ou temps de service) suit une distribution exponentielle de moyenne
1/µ.

– Pannes et réparations
Les pannes et réparations sont distribués exponentiellement de taux γ pour les
pannes et τ pour les réparations. Les canaux occupés ne bénéficient pas de protec-
tion particulière. Donc si un canal occupé tombe en panne alors l’appel est perdu.
Enfin, nous supposons que tous les canaux partagent un serveur unique pour la
réparation.

Le diagramme d’états de la figure III.1 donne une illustration pour n = 3 canaux.
La taille de X(t) est (n+1)(n+2)/2 car x1 ≥ x2. Cependant, on comprend aisément
que l’augmentation de n entraine celle de l’espace d’états et par conséquent, rend
difficile le calcul de la distribution de la probabilité stationnaire.

(3, 0) (3, 1)λ
µ

(2, 1)

2γτ

(2, 0)

γ

(3, 2) (3, 3)

(2, 2)

(1, 0) (1, 1)

(0, 0)

λ λ

λ λ

λ

2µ 3µ

µ 2µ

µ

τ

τ

τ

τ

τ3γ

2γ

γ

γ

γ

γ

γ

2γ

2γ

3γ

Figure III.1 – Modèle composite Erlang avec perte pour n = 3

Les différents événements (arrivée, service, panne ou réparation) qui font évoluer
le processus X(t), à partir de l’état ~x, sont décrits par les équations d’évolutions
suivantes :
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(3) (2)λ
µ

(1) (0)λ λ
2µ 3µ

Figure III.2 – Modèle de performance pour n = 3

~x → (x1,min{n, x2 + 1}), avec le taux λ
→ (x1,max{0, x2 − 1}), avec le taux x2µ

→ (max{0, x1 − 1}, x2), avec le taux (x1 − x2)γ
→ (max{0, x1 − 1},max{0, x2 − 1}), avec le taux x2γ

→ (min{n, x1 + 1}, x2), avec le taux τ
(III.1)

En notant par Π, la probabilité de distribution stationnaire de X(t), l’objectif est
donc de calculer la probabilité totale de blocage Tb définie comme la probabilité pour
que le système n’accepte plus un nouvel appel :

Tb =
n∑

x1=0
Π[x1, x1] (III.2)

Nous remarquons qu’il n’existe pas de formule exacte pour Tb, et la résolution du
système par des méthodes numériques peut-être difficile quand n croit. Nous présen-
tons d’abord la solution approximative de Trivedi basée sur les modèles de Markov
avec récompenses MRM .

1.2 Résolution approximative par approche MRM

Dans [47], une approximation de la probabilité de blocage est obtenue avec une ap-
proche markovienne avec récompenses (Markov Reward Model : MRM). Un modèle,
haut niveau, de fiabilité est évalué avec pour récompenses les résultats du modèle de
performance.
Soit la récompense ri = pb(i) pour i ≥ 1, définie comme la probabilité de blocage
pour i canaux disponibles et calculée sur le modèle de performance de la Figure.III.2 :

pb(i) = (λ/µ)i/i!∑i
j=0(λ/µ)j/j!

(III.3)
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III.2 Système bornant à forme produit

L’équation III.3 est connue sous le nom de formule d’Erlang’B avec perte. La pro-
babilité pb(i) est utilisée comme une fonction de récompense dans le modèle de
disponibilité de la figure III.3 en régime stationnaire :

(3) (2)
3γ
τ

(1) (0)
2γ γ

τ τ

Figure III.3 – Modèle de disponibilité pour n = 3

πi = 1
i! (τ/γ)iπ0

avec π0 qui représente la probabilité stationnaire d’indisponibilité et qui est donnée
par π0 = [∑n

i=0
1
i!(τ/γ)i]−1.

Soit, pour la probabilité de blocage totale approximative, l’expression suivante :

T ∗b =
n∑
i=0

riπi =
n∑
i=1

pb(i)πi + π0 (III.4)

Dans l’étude de Trivedi, la probabilité exacte de blocage Tb a été comparée avec
l’approximation T ∗b . Dans la suite, à partir du système exact, nous définissons diffé-
rents systèmes bornants afin de calculer des bornes (supérieures et inférieures) sur
la probabilité de blocage.
Commençons par présenter le système bornant ayant une forme produit.

2 Système bornant à forme produit

Le principe est de construire un système multidimensionnel constitué de deux com-
posantes (l’une pour le nombre de canaux disponible, et l’autre pour le nombre de
canaux occupés), évoluant d’une manière indépendante, afin d’arriver à un système
à forme produit.

2.1 Définition d’un système bornant à forme produit

Considérons le processus XS1(t), de la Figure.III.4, où chacun des états ~y est re-
présenté par le couple (y1, y2). La première composante y1, désigne le nombre de
canaux disponibles et la seconde y2, le nombre de canaux occupés. Le processus
XS1(t) possède un comportement similaire à X(t) excepté les points suivants :
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(1) L’occurrence d’une panne sur un canal occupé, dans le processus X(t), génère
une transition d’un état (x1, x2) vers un état (x1 − 1, x2 − 1) avec un taux
x2γ. Tandis que, pour XS1(t), cet événement génère une transition de ~x vers
(x1 − 1, x2) avec le même taux. Intuitivement, cela signifie que lorsqu’un canal
occupé par un appel tombe en panne alors, cet appel bascule vers un autre canal
disponible. Il n’est donc pas perdu.

(2) Il est possible d’avoir, pour le processus XS1(t), y1 ≤ y2 ou y1 ≥ y2. Parce que
nous considérons que les composantes évoluent d’une manière indépendantes.
Ceci fait que, XS1(t) ne représente pas le système exact.

Intuitivement, nous pouvons déduire que XS1(t) représente une borne supérieure.
En effet, avec la modification des taux de transition décrite dans (1), il est clair que
nous augmentons les taux de transition vers les états (y1, y1) pour y1 = {0, . . . , n},
sur lesquels nous calculons la probabilité de blocage Tb.
En outre, dans XS1(t), une seule composante varie à chaque transition de sorte que
l’on retrouve l’indépendance des composantes. Et donc, la distribution de probabilité
stationnaire ΠS1 a une forme produit.
Les équations ci-dessous décrivent les différentes transitions de XS1(t) à partir d’un
état ~y :

~y → (y1,min{n, y2 + 1}) avec le taux λ
→ (y1,max{0, y2 − 1}) avec le taux y2µ

→ (max{0, y1 − 1}, x2) avec le taux y1γ

→ (min{n, y1 + 1}, y2) avec le taux τ
(III.5)

2.2 Comparaison stochastique des processus X(t) et XS1(t)

Nous proposons de comparer X(t) et XS1(t) afin d’obtenir des inégalités sur les pro-
babilités de blocage.
Les comparaisons stochastiques de processus de Markov peuvent être effectuées uni-
quement sur les espaces d’états où un préordre est défini. Sur les espaces d’états
multidimensionnels, l’ordre composante par composante est largement utilisé dans
l’évaluation des performances des systèmes informatiques car il génère la comparai-
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Figure III.4 – Modèle bornant à forme produit pour n = 3

son de certaines mesures de performance importantes comme : les probabilités de
blocage, les temps de réponse, etc.
Dans le cas présent, il n’est pas possible d’utiliser cet ordre. En effet, pour Tb la
récompense vaut, par exemple, 1 pour l’état (0, 0) et 0 pour (1, 0). De ce fait, pour
l’ordre composante par composante, la récompense n’est pas une fonction croissante.
Par contre, nous pouvons remarquer, d’après l’équation III.2, que Tb est calculée sur
les états ~x tels que x1− x2 = 0. C’est pourquoi, nous proposons que ces états repré-
sentent les états supérieurs de l’espace d’états. Ce qui nous permet de définir sur A,
le préordre � suivant :

~x � ~y ⇐⇒ x1 − x2 ≥ y1 − y2 (III.6)

Appliquer la technique de couplage pour comparer les processus X(t) et XS1(t)
requière qu’ils soient définis sur le même espace d’états. Or, nous remarquons que le
processus X(t) est défini sur A tandis que XS1(t) est défini sur E. Comme A ⊂ E,
nous définissons la fonction de projection g : E → A, afin de comparer les processus
sur l’espace d’états commun A. Donc g est définie comme suit :

g(x1, x2) =
 (x1, x1) si x1 ≤ x2

(x1, x2) sinon
(III.7)

75



Chapitre III. Evaluation de la performabiblité d’un système de
télécommunication

Nous pouvons, à présent, établir la preuve que le processus XS1(t) est pour X(t)
une borne supérieure aussi bien en régime stationnaire que transitoire.

Proposition .22.
{X(t), t ≥ 0} �st {g(XS1(t)), t ≥ 0} (III.8)

Preuve. Nous utilisons le théorème de couplage (voir Théorème .13) pour prou-
ver l’existence de deux processus {X̂(t), t ≥ 0} et {X̂S1(t), t ≥ 0} avec les
mêmes matrices de générateurs infinitésimaux que, respectivement, {X(t), t ≥ 0}
et {XS1(t), t ≥ 0}, représentants deux réalisations différentes et nous vérifions si :

X̂(0) � g(X̂S1(0))⇒ X̂(t) � g(X̂S1(t)), t > 0 (III.9)

Supposons que : X̂(t) � g(X̂S1(t)). Et comme X̂(t) = ~x et X̂S1(t) = ~y, alors nous
obtenons (x1, x2) � g(y1, y2). Vérifions maintenant si :

X̂(t+ ∆t) � g(X̂S1(t+ ∆t)) (III.10)

Si nous considérons l’évolution des événements survenus au cours de l’intervalle de
temps ∆t, on constate que les deux processus ont la même évolution. Leurs compor-
tements diffèrent à la survenue d’une panne sur un canal occupé par une communi-
cation.

(a) Arrivée des appels :
X̂(t+ dt) = (x1,min{n, x2 + 1}) et X̂S1(t+ dt) = (y1,min{n, y2 + 1}).
Comme g(X̂S1(t + dt)) = (y1, y2 + 1) ou (y1, y1) et comme nous avons supposé
que (x1, x2) � g(y1, y2) alors, X̂(t+ dt) � g(X̂S1(t+ dt)).

(b) Fin de service :
X̂(t+ dt) = (x1,max{0, x2 − 1}) et X̂S1(t+ dt) = (y1,max{0, y2 − 1}).
Comme g(X̂S1(t+ dt) = (y1, y2− 1) ou (y1, y1) alors, X̂(t+ dt) � g(X̂S1(t+ dt))

(c) Panne sur un canal :
X̂(t+dt) = (max{0, x1−1}, x2) ou (max{0, x1−1},max{0, x2−1}) et X̂S1(t+
dt) = (max{0, y1 − 1}, y2).
Comme g(X̂S1(t + dt)) = (y1 − 1, y2) ou (y1 − 1, y1 − 1) donc, quelque soit le
cas : X̂(t+ dt) � g(X̂S1(t+ dt)).
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(d) Réparation d’un canal :
X̂(t+ dt) = (min{n, x1 + 1}, x2) et X̂S1(t+ dt) = (min{n, y1 + 1}, y2).
Comme g(X̂S1(t + dt)) = (y1 + 1, y2) ou (y1 + 1, y1 + 1) alors, X̂(t + dt) �
g(X̂S1(t+ dt)).

Par conséquent, nous pouvons déduire que l’inégalité III.10 est vérifiée et donc, que
la proposition .22 est prouvée. �

D’après la comparaison des processus, nous pouvons déduire que :

∑
~z∈Γ

Π(~x) ≤
∑

g(~x)∈Γ
ΠS1(~x),∀Γ ∈ Φst(A) (III.11)

Γ = {(0, 0), (1, 1), . . . (n, n)}, étant un ensemble croissant de Φst(A) alors, à partir
de l’équation III.11 nous avons :

∑
~x | x1=x2

Π(~x) ≤
∑

~x∈E | x1≤x2

ΠS1(~x)

Donc, nous obtenons :
Tb ≤ T S1

b =
∑

~x∈E | x1≤x2

ΠS1(~x). (III.12)

L’intérêt de ce résultat est que T S1
b peut-être calculée facilement car la distribution

de probabilité ΠS1 a une forme produit.
Jusqu’ici nous avons une borne supérieure mais pas d’encadrement. Alors, nous pro-
posons maintenant d’utiliser une autre approche pour définir des systèmes bornants
par agrégation des états du système initial. Nous cherchons à construire des systèmes
de tailles plus petites.

3 Systèmes bornants agrégés

L’objectif est de construire des systèmes agrégés en tenant compte de la dynamique
du système initial et de la mesure de performance à calculer.

3.1 Construction des modèles agrégés

Pour mémoire, la probabilité de blocage Tb est calculée comme le produit d’une fonc-
tion de récompense par la distribution de probabilité Π (voir équation III.2). Cette
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fonction vaut 1 pour x1−x2 = 0 et 0 sinon. De plus, on peut remarquer que les états
ayant la même valeur de x1 − x2 ont une évolution similaire (voir Figure.III.5).
Nous exploitons cette caractéristique pour construire des processus markoviens agré-
gés et bornants sur l’espace d’états F = {0, . . . , n}. Pour cela, nous réalisons une
projection des états qui ont la même différence x1− x2 vers un état z = x1− x2 ∈ F
(voir Figure.III.5). Avec cette représentation, l’évolution est seulement soit de +1
(pour une fin de service ou une réparation) ou soit de −1 (pour une arrivée ou une
panne). Par conséquent, le processus de Markov agrégé est équivalent à un processus
de naissances et de morts, comme illustré dans la Figure.III.6, et avec des taux de
transition dépendants de l’état pour être plus généraliste. Le processus est main-

3,0 3,1 3,2 3,3

2,0 2,1 2,2

1,0 1,1

0,0

λ λ λ
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λ

µ 2µ 3µ

µ 2µ
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τ
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Figure III.5 – Agrégation des états avec z identiques

n n − 1 1 0ln l1
mn−1 m1

Figure III.6 – Modèle bornant agrégé de naissances et de morts

tenant représenté par une composante unique, il est donc plus facile de calculer les
probabilités de distribution stationnaires et transitoires. Nous définissons sur F , le
préordre � suivant :

∀x1, x2 ∈ F, x1 � x2 ⇐⇒ x1 ≥ x2 (III.13)
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L’ordre est défini de sorte que l’état 0 de F soit le plus grand et l’état n le plus petit.
Ainsi, les états tels que x1 − x2 = 0 sont les plus grands car ils sont utilisés pour
le calcul de Tb. Avec cet ordre, tout système bornant fournira une valeur bornante
pour cette mesure de performance.
A partir d’un état n � x � 0, un saut de −1 correspond à une transition de x vers
x − 1, soit une naissance ou une transition vers un état plus grand avec le taux lx.
Un saut de +1 correspond, quand à lui, à une transition de x vers x+ 1, équivalent
à une mort ou un transit vers un état petit, avec le taux mx.
Pour la comparaison des processus, nous utilisons la comparaison stochastique par
fonction de projection en appliquant le théorème .19, basé sur la monotonicité de
l’un des processus. Nous allons montrer que notre processus, de naissances et de
morts, est �st-monotone suivant la relation d’ordre établie.

3.2 Monotonicité du processus bornant agrégé

Nous désignons par Y (t) le processus de Markov de générateur QY , défini sur l’espace
d’états F avec le préordre � et, équivalent à un processus de naissances et de morts
comme décrit précédemment. Nous avons la proposition suivante :

Proposition .23. Y (t) est �st-monotone.

Preuve. Apportons maintenant la preuve que Y (t) est �st-monotone. Soit QY le
générateur infinitésimal, nous appliquons le théorème..18 et nous vérifions que :

∑
z∈Γ

QY (x, z) ≤
∑
z∈Γ

QY (y, z) (III.14)

∀x, y ∈ F , et ∀Γ ∈ Φst(F ) tel que :

∀(x, y) � F | x, y ∈ Γ ou x, y 6∈ Γ (III.15)

.
Nous considérons les deux états x et y, tel que x � y, et l’ensemble croissant Γ tel que
la condition (III.15) est vérifiée. Un ensemble croissant est une séquence croissante
d’états (voir définition .3). Soit Γx = {x, x − 1, . . . , 1, 0}, l’ensemble croissant qui
représente les états supérieurs à x. Si nous considérons les états x et y = x− 1 dans
l’équation (III.15) alors, nous prenons l’ensemble croissant Γx = {x, x−1, . . . , 0} et
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Γx−2 = {x−2, . . . , 0} pour la comparaison. En effet, cet ensemble vérifie la condition
(III.15) et au moins, un des taux de transitions ∑

z∈Γ QY (x, z) ou ∑
z∈Γ QY (y, z) est

non-nul dans l’inégalité (III.14). Pour les ensembles croissants Γx et Γx−2 nous avons :
∑
z∈Γx

QY (x, z) = −mx et
∑
z∈Γx

QY (x− 1, z) = 0∑
z∈Γx−2 QY (x, z) = 0 et

∑
z∈Γx−2 QY (x− 1, z) = lx−1

D’après ces résultats, on remarque bien que l’inégalité III.14 est vérifiée. Dans le cas
où x = y, il est évident que les taux de transition sont égaux. Nous allons généraliser
maintenant ces résultats pour n’importe quel couple d’états (x, y), tel que x ≺ y.
Dans le cas général, nous considérons les ensembles croissants Γx et Γy−1. Pour Γx,
nous obtenons ∑

z∈Γx
QY (x, z) = −mx, et

∑
z∈Γx

QY (y, z) = 0. Et pour Γy−1, nous
avons ∑

z∈Γy−1 QY (x, z) = 0 et ∑
z∈Γy−1 QY (y, z) = ly−1.

Ainsi l’inégalité (III.14) est vérifiée, et la proposition .23 est prouvée.

Dans la suite, nous allons calculer les taux de transition du processus de naissance
et de mort de façon à définir des systèmes bornants.

3.3 Calculs des taux des systèmes bornants agrégés

Soient XS2(t) et XI2(t), deux processus de naissances et de morts similaires à Y (t)
et définis respectivement pour être une borne supérieure et une borne inférieure pour
X(t). Pour chaque état x, nous désignons par :
– lx, le taux de transition de x vers x− 1,
– et par mx celui de x vers x+ 1.
– h : A→ F , la fonction de projection surjective telle que pour un état x = (x1, x2) ∈
A, h(x) = x1 − x2.

3.3.1 Définition des taux de la borne supérieure

Appliquons le théorème .19 pout définir le processus XS2(t) tel que :

h(X(t)) �st XS2(t)

Comme XS2(t) est �st-monotone alors, nous pouvons appliquer l’inégalité (3) du
théorème .19.
Nous prenons l’ensemble croissant pour lequel les taux de transition ne sont pas nuls.
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A partir d’un état x ∈ F , du processus XS2(t), le taux de transition sont différents
de 0 pour les ensembles croissants Γx−1, et Γx.
Ainsi, si nous prenons Γx−1 alors, nous obtenons pour chaque état x ∈ F :

∑
h(z)∈Γx−1

Q(y, z) ≤ lS2
x ,∀y ∈ A | h(y) = x (III.16)

et donc,
lS2
x = maxy | h(y)=x

∑
h(z)∈Γx−1

Q(y, z) = λ+ xγ (III.17)

Et si nous prenons l’ensemble croissant Γx alors, nous avons :

∑
h(z)∈Γx

Q(y, z) ≥ mS2
x ,∀y ∈ A | h(y) = x (III.18)

Donc :

mS2
x = miny | h(y)=x

∑
h(z)∈Γx−1

Q(y, z) (III.19)

Nous choisissons la valeur suivante :

mS2
x = min(µ, τ).

3.3.2 Définition des taux de la borne inférieure

Pour la borne inférieure XI2(t), l’inégalité sur les taux de transitions est inversée.
Ce qui nous donne les équations suivantes :

lI2x = miny | h(y)=x
∑

h(z)∈Γx−1

Q(y, z) = λ+ xγ. (III.20)

mI2
x = maxy | h(y)=x

∑
h(z)∈Γx

Q(y, z) = τ + (n− x)µ (III.21)

Nous effectuons ensuite le calcul de la distribution de probabilité stationnaire ΠS2

(respectivement ΠI2) de XS2(t) (respectivement XI2(t)). Nous en déduisons les pro-
babilités de blocage T S2

b = ΠS2(0) pour la borne supérieure et T I2b = ΠI2(0) pour
la borne inférieure. D’après la comparaison stochastique, si nous prenons l’ensemble
croissant Γ = {0} alors, nous obtenons la relation suivante :
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Tb =
n∑

x1=0
Π[x1, x1] ≤ ΠS2(0) = T S2

b (III.22)

et de la même manière ;
Tb ≥ T I2b . (III.23)

4 Résultats

Dans cette section, nous cherchons d’une part à vérifier numériquement les relations
d’inégalités entre les probabilités de blocage obtenues à partir des différents systèmes
et d’autre part, à évaluer l’influence des paramètres sur la qualité des bornes. Les
probabilités de blocage des différents systèmes bornants, sont calculées à partir des
distributions de probabilité obtenues avec l’outil logiciel SHARPE 1.
Nous considérons que le système a les valeurs suivantes de paramètres :
– Le nombre de canaux est n = 10
– La durée d’un appel est 1/µ = 2 minutes.
– Le un taux de panne γ = 1 par heure
– Le temps de réparation 1/τ = 30 minutes.
Enfin, les appels arrivent avec une fréquence λ qui varie de 2 à 50 appels par minute.
Dans les figures, nous désignons par S1, la borne supérieure fournie par le système
à forme produit et par S2 et I2, les bornes supérieure et inférieure calculées à partir
des systèmes agrégés.
a ) Influence du taux d’arrivée des appels λ
La Figure III.7 illustre ce point et nous constatons :
– La borne inférieure I2 est de très bonne qualité car ses taux sont assez proches
des taux du système exact.

– Le système à forme produit (S1) fourni une meilleure borne en comparaison du
système agrégé (S2). Parce que les taux de transition des systèmes agrégés sont
un peu loin du système exact En particulier, le min(µ, τ) qui est loin des valeurs
des taux du système exact

b ) Influence de n
Afin, d’évaluer l’influence de n sur la probabilité de blocage mais aussi sur la qua-
lité des bornes, nous augmentons le nombre de canaux de communications dans le

1. SHARPE (Symbolic Hierarchical Automated Reliability and Performance Evaluator).
http://www.sharpe.pratt.duke.edu/
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Figure III.7 – Influence de λ sur la probabilité de blocage

système à n = 27.
Nous remarquons sur la Figure III.8 que, l’ordre sur les bornes n’est pas modifié et
que S1 fourni toujours une meilleure borne par rapport à S2. Par contre, la qualité
des bornes s’est dégradée pour les bornes supérieures. En effet, ceci s’explique pour le
système à forme produit que le calcul de la probabilité de blocage est une somme de
probabilité sur plus d’états. Pour la borne supérieure du système agrégé, comme les
taux dépendent des états alors l’écart avec les taux exacts est plus important quand
n augmente. Par contre, pour la borne inférieure, la qualité demeure intéressante car
les taux de transition du système agrégé demeurent plus proches de ceux du système
exact.
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Figure III.8 – Influence du nombre de canaux n
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c ) Influence de la disponibilité sur les systèmes bornants
Nous décidons de dégrader fortement le système en augmentant la fréquence des
pannes, γ, qui est maintenant de 5 par heure. Le temps de réparation est de 1/τ = 15
minutes et nous supposons que la durée des appels est plus longue : 1/mu = 20
minutes. Nous nous intéressons maintenant aux bornes supérieures uniquement.
Dans ces conditions, la Figure.III.9 montre que le système agrégé (S2) possède une
meilleure qualité de borne par rapport au système à forme produit (S1). En effet,
l’augmentation du taux de panne γ doit certainement augmenter les probabilités
des états que l’on prend en plus dans la probabilité de blocage (états en dessous de
la diagonale) ce qui dégrade la borne du système à forme produit. Pour le système
agrégé, la plus grande proximité de µ et de τ améliore la qualité des bornes.
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Figure III.9 – Impact de l’indisponibilité sur les bornes, 1/µ = 20 min, γ = 5/hours, 1/τ = 15min,
n = 10

Dans la suite, nous comparons les résultats des bornes avec ceux de l’approximation
de Trivedi.
d ) Comparaison des bornes avec l’approximation de Trivedi
Dans le tableau III.1, nous donnons les probabilités de blocage pour les systèmes
bornants, le système exact et l’approximation de Trivedi. Nous prenons les valeurs
de paramètres utilisés pour obtenir la figure III.7. Nous remarquons que l’approxima-
tion de Trivedi donne des résultats bien meilleurs que ceux obtenus avec les systèmes
bornants. Dans cet exemple, la borne supérieure S1 donne de meilleurs résultats que
pour S2. On peut remarquer que lorsque λ ≥ 6, nous sommes capables de proposer
une borne supérieure (S1) de qualité intéressante ainsi qu’une borne inférieure assez
précise. Ce résultat est important car bien que l’approximation de Trivedi soit de
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λ Exact S1 S2 I2 Tb*
1 8,95E-04 1,27E-03 9,67E-01 3,65E-05 9,26E-04
6 3,46E-01 4,66E-01 9,94E-01 2,98E-01 3,48E-01
11 6,06E-01 7,20E-01 9,97E-01 5,73E-01 6,07E-01
16 7,22E-01 8,14E-01 9,98E-01 6,98E-01 7,23E-01
21 7,86E-01 8,62E-01 9,98E-01 7,67E-01 7,86E-01
26 8,26E-01 8,90E-01 9,99E-01 8,11E-01 8,26E-01
31 8,53E-01 9,08E-01 9,99E-01 8,41E-01 8,54E-01
36 8,73E-01 9,22E-01 9,99E-01 8,62E-01 8,74E-01
41 8,88E-01 9,32E-01 9,99E-01 8,79E-01 8,89E-01
46 9,00E-01 9,39E-01 9,99E-01 8,92E-01 9,01E-01

Tableau III.1 – Probabilité de blocage : mesures exactes, bornantes et approximatives de Trivedi

qualité, nous n’avons pas une preuve théorique sur le fait qu’elle soit supérieure ou
inférieure à la valeur exacte. L’intérêt de notre solution est de proposer un encadre-
ment de la valeur exacte, d’une qualité intéressante.

5 Conlusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que la comparaison stochastique est une technique
efficace dans les évaluations des systèmes complexes en proposant des bornes sur les
mesures de performabilité. Ces bornes sont très souvent suffisantes pour quantifier
un système dont la complexité rend difficile une résolution exacte.
Pour ce, nous avons défini des systèmes bornants en simplifiant le système exact.
L’objectif étant d’obtenir d’autres systèmes plus simples à analyser. La mesure de
performabilité, ici la probabilité de blocage, est encadrée par les valeurs obtenues à
partir des systèmes bornants.
Enfin, nous avons montré qu’il n’y a pas un seul système bornant mais plusieurs
dont les qualités dépendent des paramètres du système à évaluer. Ainsi l’intérêt de
ce travail est d’utiliser différentes approches basées sur la comparaison stochastique
afin de construire des systèmes bornants plus simples à analyser. On peut calcu-
ler différentes valeurs bornantes, supérieures et inférieures afin d’encadrer la valeur
exacte, ce qui peut être un résultat plus important qu’une valeur approximative dont
il n’est pas facile d’évaluer théoriquement la qualité.
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Chapitre IV

Contrôle d’admission et handover forcé
dans les réseaux mobiles

Depuis déjà plusieurs années, le succès de la téléphonie mobile ne cesse de se confir-
mer grâce à la diversité des services offerts (téléphonie, internet, GPS, réseaux so-
ciaux, etc... ). Les opérateurs doivent donc répondre à une explosion des volumes
des trafics engendrés par ces nouveaux usages de la part des utilisateurs. C’est pour-
quoi, il est indispensable de concevoir des réseaux mobiles capables de garantir des
contraintes de qualité de service (QoS). Parmi les indicateurs de la QoS qui nous
intéressent dans ce chapitre, nous étudierons la probabilité de blocage des nouveaux
appels notée Pb (qui est la probabilité pour que le réseau rejette les nouveaux appels)
et la probabilité de dropping des handovers (notée Pd ou dropping probability, qui
est la probabilité pour qu’un appel en cours soit rejeté dans une situation de mobilité
lors du transfert d’une cellule à une autre).
Il est clair que, du point de vue de l’utilisateur, la coupure d’un appel en cours est
plus ennuyeuse que la non-allocation de ressource pour un nouvel appel entrant. Par
conséquent, des mécanismes de contrôle des admissions des appels (CAC) [71–73]
sont mis en œuvre. Parmi lesquels, le mécanisme GC (Guard Channel) qui est basé
sur la réservation d’un certain nombre de canaux pour les appels en handovers. Cela
permet de donner la priorité aux appels handovers par rapport aux nouveaux appels,
afin de réduire la probabilité de dropping des handovers. Malheureusement, ces mé-
canismes ont un impact négatif sur la capacité du réseau à satisfaire la demande des
nouveaux appels entrants et donc augmentent la probabilité de blocage des nouveaux
appels.
Pour limiter cette dégradation, nous introduisons un nouveau mécanisme qui com-
bine à la fois les techniques de CAC et le partage de charge entre les cellules avoi-
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sinantes. Ce mécanisme, que nous désignons par LMG (pour Load sharing Mobile
assisted handover with Guard channel), est une amélioration du mécanisme MG

(MAHO with GC) introduit dans [48] par Madan et Trivedi. Nous reviendrons sur
ces différents mécanismes plus tard dans ce chapitre.
Nous décomposons ce chapitre en deux grandes parties. Dans la première, nous
étudierons un réseau monocellulaire et dans la seconde, un réseau multicellulaire.

(a) La première partie est organisée comme suit :
– Nous présentons le réseau étudié et les différents mécanismes impliqués dans
l’élaboration du mécanisme LMG

– Ensuite, nous validons sur un réseau monocellulaire, la pertinence de LMG

par rapport au mécanisme MG de Trivedi. Dans un premier temps, nous
apportons la preuve par la comparaison stochastique et ensuite par l’analyse
numérique en utilisant l’environnement de résolution SHARPE 1.
Ce travail a fait l’objet d’une publication dans la conférence internationale
ASMTA12 [74].

(b) La seconde partie est, quand à elle, organisée ainsi :
– Nous décrivons le nouveau réseau sur lequel nous travaillons. Ce réseau mul-
ticellulaire nous permet, pour un ensemble de cellules adjacentes, de tenir
compte de leurs états respectifs et également de l’itinérance (trafic de hando-
ver) entre elles à tout instant. En ce sens, ce réseau est plus réaliste que celui
de la section précédente.

– Enfin, le réseau étant multidimensionnel, il se pose le problème de l’explosion
de l’espace d’états. Pour contourner cette difficulté, nous utilisons l’approche
développée dans le Chapitre.II pour proposer différents sous-réseaux bornants
pour encadrer la mesure de performance recherchée.

Nous envisageons de publier les résultats de cette partie prochainement.

1 Approche combinée de contrôle d’admission et
de handovers forcés dans un réseau monocellulaire

Dans cette partie, nous introduisons un mécanisme qui propose à la fois un contrôle
sur les admissions pour les appels téléphoniques (nouveaux appels et handovers), et

1. Symbolic Hierarchical Automated Reliability Performance Evaluation
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une gestion de l’état de la cellule en effectuant des handovers forcés lorsque celle-ci
est surchargée.

1.1 Description du mécanisme proposé

Dans les réseaux cellulaires, maintenir les appels en cours durant les phases de mobi-
lité (HandOver) relève de la nature même du service fourni aux usagers. De nombreux
travaux ont été conduits dans le domaine du contrôle des admissions [71, 75] pour
réduire la probabilité de dropping des handovers.
Lorsqu’un appel est en cours dans une cellule, certains mécanismes se focalisent sur
la qualité du signal pour décider du transfert (handover) vers une cellule voisine.
C’est le cas du mécanisme MAHO (Mobile Assisted handover) [76] qui est basé sur
une décision collective entre le terminal mobile et la station de base à laquelle il est
rattaché. Le terminal mobile rend compte périodiquement des valeurs de son couple
RSSI/BER (force du signal reçu/ taux d’erreur binaire) pour aider la station de
base à prendre la décision du transfert (handover) vers une cellule voisine qui offre
de meilleures conditions radios. Ce mécanisme assure au terminal un bon niveau
de signal avant son transfert vers une cellule cible. Par contre, il ne fournit pas
d’information sur la disponibilité des canaux au niveau de cette même cellule. Le
risque de voir cet appel rejeté existe donc malgré la qualité du signal offert.
D’autres mécanismes sont plus orientés vers l’accès aux ressources pour limiter la
perte des appels en itinérance entre les cellules. Dans [72], les auteurs réservent un
certain nombre de canaux (désignés comme Canaux de Garde - GC) pour les appels
en handover qui sont transférés des cellules voisines. Le mécanisme GC donne une
plus grande priorité aux appels en handover par rapport aux nouveaux appels. Ces
derniers ne sont admis que si le nombre de canaux disponibles est supérieur à un
seuil (g) défini de façon statique ou dynamique. Par exemple, dans [73, 77, 78], le
nombre de canaux de garde n’est pas fixé, mais s’adapte en fonction de certains
paramètres de trafic et améliore donc le mécanisme GC initial. Dans [79], les auteurs
utilisent une évaluation conjointe de la disponibilité des ressources et la priorité des
appels pour gérer l’accès aux canaux de garde. Lorsque cette ressource ne suffit pas,
le CAC supprime les appels non prioritaires (préemption) ou réduit la ressource
allouée (privation). Il est évident que ce mécanisme présente un avantage certain
mais, il se pose deux problèmes. Le premier est que ce mécanisme ne garantit pas la
qualité du signal radio offerte à l’appel en handover. Le second problème, c’est que
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la mise en œuvre de ce mécanisme dégrade la probabilité de blocage des nouveaux
appels.

Pour faire face à une mauvaise qualité radio durant la mobilité intercellulaire, Trivedi
et al combinent les mécanismes MAHO et GC dans [47]. Cette approche, désignée
sous le nom de MAHO avec GC (noté MG), est proposée comme une amélioration
du mécanisme GC.
Contrairement à GC, qui réserve g ⊂ n canaux pour les appels de handovers mais
qui reste aveugle sur la qualité radio offerte,MG s’assure que l’appel reçoit un canal
libre mais aussi un signal de bonne qualité afin de limiter la probabilité de dropping.
Cette approche apporte effectivement une amélioration au mécanisme GC mais ne
résout pas le problème de l’augmentation de la probabilité de blocage des nouveaux
appels. En effet, réserver exclusivement un certain nombre de canaux pour protéger
les appels handovers améliore la probabilité de dropping des handovers Pd certes,
mais dégrade la probabilité de rejet des nouveaux appels Pb.

D’un autre côté, les expériences montrent que les cellules ne sont pas toujours occu-
pées de la même manière. Une cellule peut être densément chargée dans la journée
(quartier d’affaires par exemple) et moins chargée dans la soirée et vice-versa pour
une cellule correspondant à une zone résidentielle. Nous proposons donc de profiter
de la dynamique liée à l’asymétrie des charges entre les cellules voisines en répartis-
sant les charges entre elles. LMG agit donc comme un mécanisme préventif contre
la congestion au niveau de la cellule et améliore ainsi, l’efficacité du réseau. Donc,
si une cellule venait à entrer en surcharge alors, LMG déclenche un "transfert forcé"
d’un appel en périphérie de la cellule vers une cellule voisine à condition que celle-ci
soit en mesure d’offrir un canal de libre et de bonnes conditions radios. Si au moins
l’une de ces conditions n’est pas remplie alors, l’appel est conservé dans sa cellule
d’origine. Le mécanisme LMG fonctionne en deux étapes parallèles :

– Il agit comme un mécanisme de CAC pour contrôler l’admission aux ressources
avec une priorité pour les appels handovers sur les nouveaux appels entrants. Pour
cela, il est identique au mécanisme MG.

– Il exerce une gestion dynamique des ressources. Si une cellule dépasse le seuil de
surcharge, LMG force le transfert d’un appel en périphérie de la cellule surchargée
vers une cellule voisine.

Dans la suite, nous décrivons le réseau monocellulaire étudié et définissons les para-
mètres qui vont être utilisés.
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1.2 Description de la cellule étudiée

Nous considérons un réseau où les cellules ont un nombre fini n de canaux qui
sont sujets à des pannes et des réparations. Nous admettons que toutes les cellules
voisines sont statistiquement identiques. Dans ce cas, une seule cellule en isolation
est représentative du système et toutes les interactions entre les cellules adjacentes
seront capturées grâce à un processus d’arrivée des appels de handovers [72]. Nous
admettons également que chaque cellule dispose de deux régions distinctes, le centre
et la périphérie, et qu’il n’y a pas de mobilité entre ces deux régions. La mobilité
intracellulaire peut être désactivée [80] si on application la technique de saut de
fréquence car, dans ce cas, tous les canaux ont le même niveau d’interférence.
Ainsi, une cellule de notre système, est définie par les paramètres suivants
– Arrivées : Les inter-arrivées sont exponentielles avec les taux suivants :
– λc (resp. λe) pour les nouveaux appels arrivant au centre (resp. en périphérie)
de la cellule.

– λh pour les handovers arrivant en périphérie de la cellule.
– Services : Les temps de services sont exponentiels avec le paramètre µt pour un
appel qui se termine (au centre ou en périphérie de la cellule) .

– Handover vers une cellule voisine : Le temps de séjour d’un appel dans la cellule
avant un handover est exponentiel de paramètre µr.

– Panne : Un canal peut tomber en panne et, on suppose que, les temps entre deux
pannes sont exponentiels de paramètre γ. A noter que si un canal occupé tombe en
panne alors, l’appel en cours est transféré sur un canal disponible et perdu sinon
[47].

– Réparation : Les réparations sont effectuées avec un seul serveur et les durées sont
exponentielles de moyenne 1

τ
.

Sachant que n désigne le nombre de canaux de la cellule, nous notons par N =
{0, . . . , n}. Chacun des états de la cellule est défini par le tuple ~x = (x, xc, xe), où
x ∈ N désigne le nombre de canaux disponibles (en fonctionnement) et xc ∈ N (resp.
xe ∈ N) est le nombre de canaux occupés au centre (resp. en périphérique). Nous
avons logiquement la relation suivante (xe + xc) ≤ x car le nombre total de canaux
occupés ne peut pas dépasser le nombre de canaux en fonctionnement.
Ainsi, le modèle de performabilité décrit ci-dessus est une CMTC (Chaîne de Markov
à Temps Continu) homogène et irréductible prenant ses valeurs dans l’espace d’états
fini A = N3.
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Comme nous l’avons dit précédemment, le système LMG que nous proposons est
basé sur un ensemble de systèmes : le système MAHO, le système MG puis les
handovers forcés entre cellules voisines. Avant de présenter le système LMG, nous
présentons ces différents systèmes.

1.3 Définitions des transitions des différents mécanismes

1.3.1 Les transitions du système MAHO

Appliquons le mécanisme MAHO à la cellule décrite plus haut, qui nous rappelons
est un modèle qui combine la performance et la fiabilité. Comme le mécanisme
MAHO est basé uniquement sur la qualité du signal radio, l’accès aux ressources est
équitable entre les différents types d’appels (nouveaux et handovers). Les différents
cas de transitions sont alors les suivants :
– le taux d’arrivée des nouveaux appels au centre est λc si xc + xe < x, sinon il est
nul. Donc, l’équation d’évolution du système est telle que xc augmente de un (voir
transition IV.1).

– le taux d’arrivée des nouveaux appels en périphérie est λe si xc + xe < x et nul
sinon (voir transition IV.2).

– le taux d’arrivée pour les appels en handovers en périphérie est λh si xc + xe < x,
sinon ce taux est nul (voir transition IV.2).

– le taux de service µc des appels au centre est le taux pour qu’un canal se libère
au centre de la cellule (lorsqu’un appel se termine). Comme nous avons xc canaux
occupés alors µc = xcµt (voir transition IV.3).

– le taux de service µe des appels en périphérie est la somme des taux pour que
les appels se terminent dans la cellule ou qu’ils partent vers les cellules voisines
(handovers). Donc, nous avons µe = xe(µt + µr) (voir transition IV.4).

– le taux de panne est xcγ pour les canaux occupés dans le centre si tous les canaux
sont occupés ( c’est à dire x = xc+xe) et dans ce cas, x et xc diminuent de 1 (voir
transition IV.5). Nous avons une évolution similaire pour les appels en périphérie
de la cellule (voir transition IV.6).

– le taux de panne est de (x − (xc + xe))γ + (xc + xe)γ s’il y a au moins un canal
de disponible (x − (xc + xe) > 0). Si la panne survient sur un canal occupé (au
centre ou en périphérie) alors la communication passe sur un autre canal, qui est
disponible. Dans ce cas, seul le nombre x de canaux en fonctionnement décroit de
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1. De même, si la panne survient sur un canal non occupé alors, seul x décroit de
1 (voir transition IV.7).

– le taux de réparation est de τ et donc, x croit de un (voir transition IV.8).

Nous résumons ci-dessous les équations des différentes transitions du système avec le
mécanisme MAHO. Donc, à partir d’un état ~x du système nous avons les équations
suivantes :

~x → (x,min{n, xc + 1}, xe), avec le taux λc, (IV.1)
si xc + xe < x.

→ (x, xc,min{n, xe + 1}), avec le taux λe + λh, (IV.2)
si xc + xe < x.

→ (x,max{0, xc − 1}, xe), avec le taux µc = xcµt. (IV.3)
→ (x, xc,max{0, xe − 1}), avec le taux µe = xe(µt + µr). (IV.4)
→ (max{0, x− 1},max{0, xc − 1}, xe), (IV.5)

avec le taux xcγ si x = xc + xe.

→ (max{0, x− 1}, xc,max{0, xe − 1}), (IV.6)
avec le taux xeγ si x = xc + xe.

→ (max{0, x− 1}, xc, xe), (IV.7)
avec le taux (xe + xc)γ + (x− (xc + xe))γ,
si x > (xc + xe).

→ (min{n, x+ 1}, xc, xe), (IV.8)
avec le taux τ.

La Figure IV.1 représente la CMTC correspondant au système que l’on vient de
décrire et nous pouvons aisément remarquer la complexité du système à partir du
nombre d’états et les différents événements qui se produisent. Les mesures de per-
formabilité auxquels nous nous intéressons sont Pd et Pb. Elles sont calculées sur les
même états, précisément, sur les états ~x tels que x = xc + xe. Nous désignons par
πMAHO
i,j,k , la probabilité pour que l’état ~x = (x, xc, xe) ait la valeur (i, j, k). Ainsi, les

probabilités PMAHO
d et PMAHO

b sont exprimées comme suit :

PMAHO
d = PMAHO

b =
n∑
j=0

n∑
i=j

πMAHO
i,j,i−j (IV.9)
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Figure IV.1 – La chaîne de Markov du système avec le mécanisme MAHO

On rappelle que le mécanisme MAHO ne se base que sur le critère radio pour
décider de transférer un appel d’une cellule de service vers les cellules avoisinantes.
Et dans le cas où ces dernières ne disposent pas de canal de libre alors, l’appel est
perdu. Donc si nous désignons par α la probabilité pour que le handover soit un
succès alors, cette probabilité est telle que α ≤ 1.

Par la suite, nous présentons le mécanisme MG qui combine la technique MAHO

avec le mécanisme de contrôle d’admission GC (Canaux de Garde) qui accorde la
priorité aux handovers. L’objectif étant de réduire Pd.
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1.3.2 Les transitions du système MG

Le mécanisme MG considère à la fois la qualité du signal radio, avec MAHO, et
le mécanisme de CAC qui est basé sur un système de canaux de garde (GC). GC
réserve un nombre g de canaux pour les handovers entre les cellules. Chaque fois
que le nombre de canaux de libre, dans la cellule, est inférieur ou égal au seuil g,
le mécanisme GC donne la priorité aux appels handovers en rejetant les nouveaux
appels. Tous les types d’appels sont à nouveau acceptés dès que le nombre de canaux
disponibles remonte au-dessus du seuil. Dans le cas où tous les canaux sont occupés,
l’ensemble des appels qui se présentent sont rejetés. De plus, pour toujours garantir
une qualité de signal acceptable à tout appel en handover, le mécanisme MG utilise
la techniqueMAHO. Cela signifie que α = 1, avec α qui exprime la probabilité pour
que le handover soit un succès [48]. En d’autres termes, MG s’assure que l’appel
qui sera transféré va obtenir à la fois un canal de libre mais aussi un bon niveau de
signal radio.
Nous donnons maintenant les différentes transitions du système MG, à partir d’un
état ~x = (x, xc, xe) :

(a) Le taux total des arrivées des nouveaux appels au centre de la cellule est λc si
x− (xc + xe) > g et nul sinon (voir transition IV.10).

(b) Le taux total des arrivées en périphérie de la cellule est la somme du taux des
nouveaux appels et du taux des appels en handover. Ce taux est λe + λh si
le nombre de canaux disponibles est supérieur à g (x − (xc + xe) > g) (voir
transition IV.11). Autrement, seul les appels handover sont admis et le taux est
λh (voir transition IV.12).

(c) Le taux total de service pour les appels au centre est µc = xcµt, (voir transition
IV.13).

(d) Le taux total de service pour les appels en périphérie de la cellule est µe =
xe(µt + µr), (voir transition IV.14).

(e) Le taux de panne est xcγ pour les canaux occupés au centre de la cellule et
quand, tous les canaux sont occupés (x = xc + xe) on a la transition IV.15.
L’équation d’évolution est similaire concernant la panne d’un canal en périphérie
et le taux est xeγ (voir transition IV.16).

(f) Le taux de panne pour les canaux qui se trouvent au centre ou en périphérie de
la cellule, qu’ils soient occupés ou pas, est (x − (xc + xe))γ + (xc + xe)γ s’il y
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a au moins un canal de disponible (x− (xc + xe) > 0). A noter que si un canal
occupé tombe en panne alors, la communication passe sur un nouveau canal de
disponible. Donc, dans tous les cas de figure seul le nombre x de canaux qui
fonctionnent diminue de un (voir transition IV.17).

(g) Le taux de réparation est τ et x augmente de un (voir transition IV.18).

Donnons maintenant les équations d’évolution du système avec le mécanisme MG.
A partir d’un état ~x nous avons :

~x → (x,min{n, xc + 1}, xe), avec le taux λc, (IV.10)
si x− (xc + xe) > g.

→ (x, xc,min{n, xe + 1}), avec le taux λe + λh, (IV.11)
si x− (xc + xe) > g.

→ (x, xc,min{n, xe + 1}), avec le taux λh, (IV.12)
si x− (xc + xe) ≤ g.

→ (x,max{0, xc − 1}, xe), avec le taux µc = xcµt. (IV.13)
→ (x, xc,max{0, xe − 1}), avec le taux µe = xe(µt + µr). (IV.14)
→ (max{0, x− 1}, xc,max{0, xe − 1}), (IV.15)

avec le taux xeγ si x = xc + xe.

→ (max{0, x− 1},max{0, xc − 1}, xe), (IV.16)
avec le taux xcγ si x = xc + xe.

→ (max{0, x− 1}, xc, xe), (IV.17)
avec le taux (xe + xc)γ + (x− (xc + xe))γ,
si x > (xc + xe).

→ (min{n, x+ 1}, xc, xe), (IV.18)
avec le taux τ.

On peut remarquer que le système MG ressemble au système MAHO, sauf pour les
équations IV.10, IV.11 et IV.12 qui correspondent à la mise en place du CAC.
Nous nous intéressons maintenant aux mesures de performances du système MG.
Nous désignons par πMG(i, j, k), la probabilité pour que l’état ~x = (x, xc, xe) du
système soit égal à (i, j, k). Pour le modèle MG, PMG

d est calculée sur les états ~x
tels que x = xc +xe. PMG

d est donc la somme des probabilités des états (i, j, k) telles
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que k = i− j en considérant que 0 ≤ j ≤ n− g à cause de la réservation de canaux
pour les handovers. Elle est exprimée comme suit :

PMG
d =

n−g∑
j=0

n∑
i=j

πMG
i,j,i−j. (IV.19)

PMG
b est, quand à elle, calculée en sommant les probabilités πMG

i,j,k telles que i− (j +
k) ≤ g et est exprimée comme suit :

PMG
b =

n−g∑
j=0

g∑
k=0

n∑
i=j+k

πMG
i,j,i−j−k. (IV.20)

Il apparait logique que le mécanisme MG améliore la mesure PMG
d à cause du mé-

canisme de réservation des canaux pour le handover. A contrario, il est normal que
PMG
b augmente pour la même cause. Nous verrons plus tard, à travers les résultats

numériques les changements qu’à introduit MG.
Dans la suite, nous introduisons notre mécanisme, LMG, afin de limiter la dégrada-
tion de la probabilité de blocage des nouveaux appels.

1.3.3 Les transitions du système LMG

LMG est construit sur le mécanisme MG auquel on ajoute une fonction de contrôle
de l’état de congestion de la cellule. Donc, en plus du seuil g qui définit le nombre de
canaux de garde, nous utilisons un autre seuil, noté s, pour gérer l’état de la cellule
en temps réel. Ainsi, s représente le nombre minimum de canaux de disponibles et en
dessous duquel LMG déclenche un départ forcé d’un appel en périphérie de la cellule
(qui est rentrée en congestion) vers les cellules avoisinantes susceptibles d’offrir un
canal de libre et de bonnes conditions radio.
Le mécanisme de handover forcé modifie le temps de résidence des appels en péri-
phérie de la cellule lorsque celle-ci est surchargée. Nous supposons que le temps de
séjour des handovers forcés suit une loi exponentielle de paramètre µr0. En reprenant
les mêmes paramètres que ceux du système MG, nous avons les cas suivants pour
les taux de service des appels en périphérie. Si x− (xc+xe) > s, alors le taux de ser-
vice total est la somme du taux pour que les appels se terminent dans la cellule et le
taux correspondant au temps de séjour dans la cellule (channel residency) d’un appel
avant d’être transféré vers une autre cellule (handover). Ce taux est µe = xe(µt+µr)
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(voir transition IV.25).
Dans le cas où le nombre de canaux non occupés est inférieur à s, le taux de service
total est µe0 = xe(µt + µr + µr0) (voir transition IV.26).
Dans la suite du chapitre, nous adoptons la notation suivante :

– LMG1 et MG1 font référence respectivement aux mécanismes LMG et MG dans
le cas de l’étude du réseau à une cellule.

– LMG2 etMG2, quand à eux, font référence respectivement aux mécanismes LMG

et MG dans le cas de l’étude du réseau multicellulaire.

A partir des hypothèses sur les arrivées des appels et les services, nous en déduisons
que le système LMG1 est représenté par la chaîne de Markov {XLMG1(t), t ≥ 0} et
les différentes transitions qui ont lieu à partir d’un état ~x = (x, xc, xe) sont :

~x → (x,min{n, xc + 1}, xe), avec le taux λc, (IV.21)
si x− (xc + xe) > g.

→ (x, xc,min{n, xe + 1}), avec le taux λe + λh, (IV.22)
si x− (xc + xe) > g.

→ (x, xc,min{n, xe + 1}), avec le taux λh, (IV.23)
si x− (xc + xe) ≤ g.

→ (x,max{0, xc − 1}, xe), avec le taux µc = xcµt. (IV.24)
→ (x, xc,max{0, xe − 1}), avec le taux µe = xe(µt + µr), (IV.25)

si x− (xc + xe) > s.

→ (x, xc,max{0, xe − 1}), avec le taux µe0 = xe(µt + µr + µr0), (IV.26)
si x− (xc + xe) ≤ s.

→ (max{0, x− 1}, xc,max{0, xe − 1}), (IV.27)
avec le taux xeγ si x = xc + xe.

→ (max{0, x− 1},max{0, xc − 1}, xe), (IV.28)
avec le taux xcγ si x = xc + xe.

→ (max{0, x− 1}, xc, xe), (IV.29)
avec le taux (xe + xc)γ + (x− (xc + xe))γ,
si x > (xc + xe).

→ (min{n, x+ 1}, xc, xe), avec le taux τ. (IV.30)
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Figure IV.2 – La chaîne de Markov du système avec le mécanisme LMG1

Nous représentons dans la Figure.IV.2 la chaîne de Markov du système avec le mé-
canisme LMG1 pour g = s = 1 et n = 3. Pour ce modèle, le calcul des mesures
de performances PLMG1

d et PLMG1
b est identique (en utilise les mêmes états) au cas

précédent du mécanisme MG1. Si nous désignons par πLMG1(i, j, k), la probabilité
pour que l’état ~x = (x, xc, xe) du système LMG1 soit égal à (i, j, k) alors, PLMG1

d et
PLMG1
b sont exprimées comme suit :

PLMG1
d =

n−g∑
j=0

n∑
i=j

πLMG1
i,j,i−j . (IV.31)
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PLMG1
b =

n−g∑
j=0

g∑
k=0

n∑
i=j+k

πLMG1
i,j,i−j−k. (IV.32)

Dans la suite, nous allons comparer stochastiquement les systèmes MG1 et LMG1
de façon à vérifier les inégalités sur les mesures de performances.

1.4 Comparaison stochastique des systèmes MG1 et LMG1

Dans ce paragraphe, nous cherchons à prouver que le mécanisme LMG1 permet
d’améliorer la probabilité de dropping des handovers mais aussi la probabilité de
blocage des nouveaux appels par rapport au mécanisme MG1. La comparaison avec
MAHO est inutile car MG1 est déjà une amélioration de MAHO. Nous allons
effectuer une comparaison entre les mesures de performances grâce à la comparaison
stochastique qui est basée sur la théorie des ordres stochastiques.

Nous désignons par {XMG1(t), t ≥ 0}, le processus de Markov représentant le sys-
tème avec le mécanisme MG1 et par {XLMG1(t), t ≥ 0}, celui représentant le sys-
tème avec le mécanisme LMG1. Ces deux processus sont définis dans l’espace d’états
A = N3.
Comme Pd est calculée en sommant les états ~x = (x, xc, xe) ∈ A tels que nous avons
x = xc + ce alors, nous pouvons l’écrire comme une fonction de récompense sur la
distribution de probabilité avec une récompense qui vaut 1 pour les états tels que
x = xc + ce et 0 pour tous les autres. Pb est, elle aussi, écrite comme une fonction de
récompense avec une récompense qui vaut 1 pour les états tels que x− (xc + ce) ≤ g

et 0 dans les autres cas.
Comme la comparaison des systèmes ne peut être faite que si la fonction de récom-
pense est une fonction croissante selon le préordre défini sur l’espace d’états A alors,
celui-ci est tel que : quand le nombre de canaux libres diminue alors, l’état est plus
grand.

Pour tout ~x, ~y ∈ A, nous définissons le préordre �. Donc ~x ≺ ~y si :

x− (xe + xc) > y − (ye + yc)

ou
x− (xe + xc) = y − (ye + yc) et xe > ye, xc > yc

100



IV.1 Approche combinée de contrôle d’admission et de handovers forcés dans un
réseau monocellulaire

et
~x = ~y si x = y, et xc = yc, xe = ye

Nous allons apporter la preuve que :

{XLMG1(t), t ≥ 0} �st {XMG1(t), t ≥ 0} (IV.33)

Nous appliquons le Théorème .12, donc nous définissons {X̂LMG1(t), t ≥ 0}
(resp. {X̂MG1(t), t ≥ 0}) avec le même générateur infinitésimal que {XLMG1(t), t ≥
0} (resp. {XMG1(t), t ≥ 0}).
Nous supposons que : X̂LMG1(t) � X̂MG1(t) et nous allons prouver que :

X̂LMG1(t+ dt) � X̂MG1(t+ dt) (IV.34)

Considérons alors les différents événements qui se produisent dans les systèmes :
– si nous avons une arrivée dans la cellule : comme nous avons le même taux d’ar-
rivée (λc) dans les deux systèmes alors, si nous avons une arrivée pour XLMG1(t)
nous avons aussi une arrivée pour XMG1(t). Donc, l’inégalité (IV.34) est vérifiée.
Pour les autres types d’arrivées (en périphérie de la cellule pour des nouveaux
appels ou des handovers), l’inégalité est aussi vérifiée car les deux processus ont
un fonctionnement équivalent.

– pour la fin des communications dans le centre de la cellule, si nous avons une fin de
communication dans XMG1(t) alors, elle a lieu aussi dans XLMG1(t) car les deux
processus fonctionnent de la même façon. Donc, l’inégalité (IV.34) est vérifiée.

– si la fin de communications a lieu en périphérie de la cellule, nous avons deux cas
possibles :
(a) dans le cas où x− (xe + xc) > s, les processus fonctionnent de la même façon

et avec le même taux : donc si une fin de communication se produit dans
XMG1(t) alors, elle se produit aussi dans XLMG1(t)

(b) dans le cas où x − (xe + xc) ≤ s, en raison des handovers forcés, le taux de
service total pour libérer un canal en périphérie de la cellule est xe(µt+µr+µr0)
pour le processus XLMG1(t). Ce taux est plus grand que xe(µt +µr), qui est le
taux du processus XMG1(t) pour réaliser le même événement. Donc, l’inégalité
IV.34 est là aussi vérifiée.

– pour les pannes et les réparations, les processus ont des comportements similaires
donc, l’inégalité (IV.34) est vérifiée.
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Nous avons montré à travers les différents événements que l’inégalité IV.34 est
toujours vérifiée. Ce résultat est logique car vu le fonctionnement des systèmes,
XLMG1(t) a plus de canaux disponibles que XMG1(t) à cause du mécanisme actif
de libération des cellules s’il y a congestion. Par conséquent, nous en déduisons que
l’équation (IV.33) est vérifiée. Et pour la distribution de probabilité stationnaire
nous avons d’après la théorie des ordres stochastiques : πLMG1 �st πMG1.
Et comme les probabilités de dropping des handovers et les probabilité de blocage
des nouveaux appels de XMG1(t) et XLMG1(t) ont la même fonction de récompense
qui est aussi une fonction croissante selon le préordre � alors, nous en déduisons les
inégalités suivantes entre les mesures de performance :

PLMG1
d ≤ PMG1

d et PLMG1
b ≤ PMG1

b (IV.35)

Nous pouvons remarquer que la comparaison stochastique implique la comparaison
des distributions de probabilités transitoires, et donc des mesures de performances
transitoires. Dans cette partie, nous nous sommes intéressés qu’au comportement
stationnaire. Par la suite, nous allons donner quelques résultats numériques pour
comparer les mesures de performances des différents systèmes.

1.5 Résultats numériques des mécanismes étudiés

Nous voulons mettre en évidence l’intérêt du mécanisme LMG1 que nous avons pro-
posé en donnant les valeurs numériques des mesures de performances correspondant
aux différents systèmes : MAHO, MG1, et LMG1. Les valeurs ont été obtenues par
analyse numérique en utilisant SHARPE. Nous considérons les valeurs suivantes pour
les paramètres considérés dans la simulation :

– le nombre de canaux dans la cellule étudiée est de n = 10
– λ ∈ [10, 40], désigne le taux total des arrivées dans la cellule. On considère que 60
% arrivent au centre (λc = 0.6λ) et 40% en périphérie (λe = 0.4λ)

– les handovers arrivent avec un taux λh = 0.1λ
– les communications durent en moyenne 1/µt = 3 minutes
– le temps de séjour dans la cellule est d’en moyenne 1/µr = 1.5 minutes
– le taux des pannes est γ = 1/heure et le taux de réparation est 1/τ = 30 minutes
– on prendra g = s = 2.
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Figure IV.3 – Probabilité de blocage des nouveaux appels
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Figure IV.4 – Probabilité de dropping des handovers

Nous voulons observer l’apport de LMG1 en comparant les mesures de performances
du système avec les deux autres mécanismes :MAHO etMG1. Nous allons montrer
l’intérêt du taux de départ forcé µr0 et pour cela nous considérerons deux valeurs
pour µr0 : 1 et 2 par minute pour voir l’influence de ce paramètre. Dans les figures
IV.3 et IV.4, nous donnons les probabilités de blocage des nouveaux appels et les
probabilités de dropping des handovers pour les trois mécanismes : MAHO, MG1
et LMG1.

Dans un premier temps, d’après la figure IV.4, nous pouvons voir que le mécanisme
MG1 améliore la probabilité de dropping des handovers par rapport au mécanisme
MAHO mais que la probabilité de blocage des nouveaux appels dans MG1 est
dégradée d’après la figure IV.3. Ces résultats sont conformes à ce qui a été dit au
début de ce chapitre. En effet, la réservation de canaux de garde pour les handovers
permet de diminuer la probabilité de dropping mais en contre partie, cela dégrade
la probabilité de blocage des nouveaux appels car il y a moins de ressources (de
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canaux) pour eux.
D’après ces figures, nous remarquons aussi que le mécanisme LMG1 améliore à
la fois la probabilité de blocage mais aussi la probabilité de dropping par rapport
au mécanisme MG1. Ces résultats sont conformes à la comparaison stochastique
effectuée dans la section précédente. Cela est dû au fait que le mécanisme LMG1
libère des ressources en forçant des appels en périphérie de la cellule à transiter vers
les cellules adjacentes à condition qu’elles offrent des canaux disponibles et de bonnes
conditions radios.
Enfin, nous pouvons remarquer l’impact du taux µr0. En effet, quand ce taux aug-
mente alors, les mesures de performances sont améliorées. Ceci est logique car aug-
menter µr0 revient à déclencher le mécanisme LMG1 plus souvent et donc éviter la
congestion de la cellule.
Maintenant que nous avons apporté la preuve de l’efficacité de LMG1 sur une cellule,
nous voulons le valider sur un système plus réaliste composé de plusieurs cellules et
ainsi tenir compte de l’interaction qui existe entre elles.

2 Approche combinée de contrôle d’admission et
de handovers forcés dans un réseau multicellulaire

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence l’apport du mécanisme
LMG1 sur une cellule isolée. Nous avons supposé que le transfert forcé peut être
toujours accepté dans des cellules voisines ce qui peut être trop optimiste. Nous
considérons maintenant un système plus réaliste représenté par un ensemble de cel-
lules afin de modéliser les états de toutes les cellules ainsi que les handovers entre
elles.
Nous allons dans la suite décrire le mécanisme dans un système multicellulaire. Il
sera noté LMG2 dans la suite.

2.1 Description du système multicellulaire

Nous considérons un réseau, formé d’un ensemble de m cellules adjacentes. Chaque
cellule de ce réseau est définie comme dans la section précédente. Nous considérons
maintenant que des appels peuvent être routés entre une cellule et une autre voisine
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(par des handovers) selon des probabilités de routage.
Pour chaque cellule i, nous avons :

– pour les arrivées : λci est le taux d’arrivée des nouveaux appels au centre et λei , le
taux d’arrivée des nouveaux appels à la périphérie.

– pour les services : µti est le taux de service au centre et µri , le taux de service à la
périphérie de la cellule.

– pour les handovers : on considère que les handovers forcés, en cas de surcharge de
la cellule, se font à la périphérie avec un taux µr0i .

Pour l’ensemble du réseau de cellules, on note par pi,j, la probabilité qu’un appel
en périphérie de la cellule i soit transféré vers la cellule j en handover normal, et
di la probabilité pour qu’un appel se termine dans la cellule i. En supposant que
pi,i = 0 alors, nous avons ∑

j 6=i pi,j + di = 1. Nous notons par p0
i,j la probabilité de

routage forcée entre une cellule i et une cellule j, et nous avons pour toute cellule
i, ∑

j 6=i p
0
i,j = 1. On supposera également qu’un handover forcé ne pourra se faire

d’une cellule vers une autre cellule, que si la cellule cible n’est pas en surcharge.
Si au contraire, elle est surchargée alors la communication continue dans la cellule
d’origine.

On suppose que les temps d’inter-arrivées et de services suivent une loi exponentielle
dont les paramètres sont donnés plus haut. Dans ce cas, le système que nous étudions
peut être représenté par la chaîne de Markov {XLMG2(t), t ≥ 0} dont les états sont
décrits par ~x = ( ~x1, , ~xi, . . . , ~xm).

Pour chaque cellule i = 1 . . .m, nous définissons son état comme suit : ~xi = (xti, xci , xei ),
où xti désigne le nombre total de canaux disponibles (en fonctionnement), xci (resp.
xei ), le nombre de canaux occupés dans le centre (resp. périphérie). Nous avons l’in-
égalité suivante : xti ≥ (xci + xei ), car le nombre de canaux occupés dans la cellule i
ne dépasse pas le nombre de canaux en fonctionnement.
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Décrivons maintenant, les évolutions du système à partir d’un état ~x ∈ N3m :

→ ( ~x1, . . . , (xti,min{n, xci + 1}, xei ), . . . , ~xm), (IV.36)
avec le taux λci , si xti − (xci + xei ) > g.

→ ( ~x1, . . . , (xti, xci ,min{n, xei + 1}), . . . , ~xm), (IV.37)
avec le taux λei , si xti − (xci + xei ) > g.

→ ( ~x1, . . . , (xti,max{0, xci − 1}, xei ), . . . , ~xm), (IV.38)
avec le taux xciµti, si xci > 0.

→ ( ~x1, . . . , (xti, xci ,max{0, xei − 1}), . . . , ~xm), (IV.39)
avec le taux xeiµridi, si xei > 0.

→ ( ~x1, . . . , (xti, xci ,max{0, xei − 1}), . . . , (xtj, xcj,min{n, xej + 1}), . . . , ~xm),
avec le taux xeiµripi,j, si (xei > 0 et xtj − (xcj + xej) > 0). (IV.40)

→ ( ~x1, . . . , (xti, xci ,max{0, xei − 1}), . . . , (xtj, xcj,min{n, xej + 1}), . . . , ~xm),
avec le taux xeiµr0i p0

i,j, (IV.41)
si (xei > 0, xti − (xci + xei ) ≤ s), et (xtj − (xcj + xej) > s)

→ ( ~x1, . . . (max{0, xti − 1}, xci , xei ), . . . , ~xn), (IV.42)
avec le taux xtiγi, si xti > 0, et xti > (xci + xei )

→ ( ~x1, . . . (max{0, xti − 1},max{0, xci − 1}, xei ), . . . , ~xn), (IV.43)
avec le taux xciγi, si xci > 0, et xti = (xci + xei )

→ ( ~x1, . . . (max{0, xti − 1}, xci ,max{0, xei − 1}), . . . , ~xn), (IV.44)
avec le taux xeiγi, si xei > 0, et xti = (xci + xei )

→ ( ~x1, . . . (min{n, xti + 1}, xci , xei ), . . . , ~xn), (IV.45)
avec le taux τi.

Dans la suite, nous expliquons les équations d’évolution.

(a) Dans la transition (IV.36), le nombre de canaux occupés dans le centre de la
cellule i augmente de un avec le taux λci si xti − (xci + xei ) > g sinon, il reste
inchangé.

(b) Dans la transition (IV.37), le nombre de canaux occupés dans la périphérie de
la cellule i augmente de un avec le taux λei , si le nombre de canaux de libre est
supérieur au nombre de canaux de garde (xti − (xci + xei ) > g).
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(c) Dans la transition (IV.38), si un appel se termine dans le centre de la cellule i
alors, le nombre de canaux occupés dans le centre diminue de un avec le taux
xciµ

t
i.

(d) Dans la transition (IV.39), le nombre de canaux occupés en périphérie de la
cellule i diminue de un si l’appel se termine avec le taux xeiµridi.

(e) Dans la transition (IV.40), nous pouvons voir que lorsqu’un appel en périphérie
de la cellule i transite vers la périphérie de la cellule j à cause du handover
alors, l’appel est accepté si un canal est libre dans la cellule j, c’est à dire
(xtj > (xcj + xej)) sinon, l’appel est perdu. Donc le nombre de canaux occupés
en périphérie de la cellule i diminue de un et le nombre de canaux occupés en
périphérie de la cellule j augmente de un avec le taux xeiµripi,j.

(f) Dans la transition (IV.41), nous pouvons voir que lorsque le nombre de canaux
non occupés dans la cellule i est inférieur à s alors, nous forçons l’appel à tran-
siter vers la cellule j avec le taux µr0i p0

i,j, si la cellule j n’est pas en surcharge.
Dans le cas où la cellule cible est surchargée alors, l’appel se termine dans la
cellule d’origine et donc, il n’y a pas de handover forcé.

(g) Dans la transition (IV.42), comme xti − (xci + xei ) > 0 alors, nous pouvons avoir
des pannes sur des canaux de libre ou occupés. Dans le cas où un canal occupé
tombe en panne, la communication est commutée sur un autre canal de libre
donc, seul le nombre de canaux total xti de la cellule i diminue de un. Dans le cas
où c’est un canal non occupé qui tombe en panne, là aussi seul xti est modifié.
Le taux de panne est alors de (xti − (xci + xei ))γ + (xci + xei )γ = xtiγ.

(h) Dans les transitions (IV.43) et (IV.44), il n’existe aucun canal de disponible :
xti− (xci +xei ) = 0. Alors, quand un canal tombe en panne la communication est
perdue. Donc, dans la transition (IV.43) les deux composantes xti et xci diminuent
et dans (IV.44), ce sont xti et xei qui vont diminuer.

(i) Dans la transition (IV.45), le canal est réparé avec le taux τ donc, xti augmente
de un.

Nous considérons par la suite des mesures de performance transitoires. De ce qui
précède, nous pouvons déduire les expressions de PdLMG2

i (t) et de PbLMG2
i (t), à
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l’instant t et pour toute cellule i :

PdLMG2
i (t) =

n−g∑
~x | xc

i =0

n∑
xt

i=x
c
i

πLMG2
~x1,...,(xt

i,x
c
i ,x

t
i−x

c
i ),..., ~xn

(t) (IV.46)

PbLMG2
i =

n−g∑
~x | xc

i =0

g∑
xe

i =0

n∑
xt

i=x
c
i +xe

i

πLMG2
~x1,...,(xt

i,x
c
i ,x

t
i−x

c
i−x

e
i ),..., ~xn

(t) (IV.47)

Il est clair que ce système est complexe à analyser. Nous proposons alors d’utiliser la
comparaison stochastique par fonctions de projections et plus précisément l’approche
proposée au chapitre.?? afin de construire des sous réseaux bornants.

2.2 Définition des sous-réseaux bornants

Soit E = {1, . . .m}, l’ensemble des indices des cellules du réseau mobile et J =
{1, . . . , k}, k ≤ m, le sous-ensemble de cellules à partir desquelles nous voulons
calculer les mesures de probabilités. On rappelle que J doit contenir la cellule i si
cette dernière est utilisée pour calculer les mesures de probabilités. Ainsi, le sous-
réseau bornant J est obtenu en coupant les liens entre les cellules de J et le reste du
réseau, noté H. Nous avons bien-sûr E = J ∪H.
Intuitivement, pour la définition de la borne supérieure, le taux de transfert des
clients (appels handovers) d’une cellule j /∈ J vers une cellule i ∈ J est ajouté au
taux d’arrivée en périphérie de la cellule i. En revanche, les taux de transfert de
clients à partir d’une cellule i ∈ J vers une cellule j /∈ J est considéré comme un
taux de départ. Nous soulignons que la pertinence de ces bornes est de maintenir
inchangée la dynamique interne du sous-réseau puisque nous gardons les transferts
entre les cellules du sous-réseau.
Dans la suite, nous allons d’abord expliquer l’évolution du sous-réseau J .

2.2.1 Projection du processus XLMG2(t)

Afin de voir comment le sous-réseau J évolue, nous utilisons les fonctions de projec-
tions sur les processus.
Définissons {g(XLMG2(t)), t ≥ 0}, le processus image par g de la CMTC
{XLMG2(t), t ≥ 0}, où g est la fonction de projection N3m → N3k tel que nous soyons
en mesure de décrire les évolutions de l’image du processus {XLMG2(t), t ≥ 0} dans
le but de définir des sous-systèmes bornants.
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Ainsi, ∀~x ∈ N3m, g(~x) = ~z, où ~z représente un état du sous-réseau J , donc g(~x) =
~z = ( ~x1, . . . , ~xk) ∈ N3k.
Afin de calculer les taux de transitions, nous introduisons les vecteurs suivants :
– ~vci ∈ N3k, un vecteur où toutes ses composantes sont nulles sauf vci = 1,
– ~vei ∈ N3k, un vecteur où toutes ses composantes sont nulles sauf vei = 1.
– ~vti ∈ N3k, un vecteur où toutes ses composantes sont nulles sauf vti = 1.
Parmi les événements (une arrivée dans une cellule, un service, un transfert d’une
cellule à une autre cellule) qui déclenchent sur le modèle original {XLMG2(t), t ≥ 0}
une transition de l’état ~x vers l’état ~x′, on distingue deux cas selon que l’événement
modifie le sous-réseau J ou non. Si l’événement n’a pas d’incidence sur les cellules
dans J alors, g(~x) = g(~x′). Sinon, pour g(~x′), nous devons prendre en compte la
modification des cellules dans J en raison de certains événements qui se déclenchent.
On obtient les taux de transition suivants :

2.2.2 Définition des taux de transition

– Arrivée au centre : si nous avons une arrivée au centre de la cellule i ∈ J d’un
nouvel appel alors, dans le cas où le nombre de canaux libres est supérieur à g
nous avons g(~x′) = g(~x) + ~vci et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~vc

i

Q(~x, ~x′) = λci 1xt
i−(xe

i +xc
i )>g (IV.48)

– Arrivée en périphérie : si nous avons une arrivée d’un nouvel appel, quand le
nombre de canaux libres est supérieur à g, ou un transfert (handover) provenant
des cellules j /∈ J , ou enfin un départ forcé (handover forcé) d’un appel des cellules
j /∈ J quand les cellules j sont surchargées alors, g(~x′) = g(~x) + ~vei avec le taux
suivant :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~ve

i

Q(~x, ~x′) = λei 1xt
i−(xe

i +xc
i )>g (IV.49)

+ ∑
j /∈J min(xej , xtj)µrjpj,i

+ ∑
j /∈J min(xej , xtj)µr0j p0

j,i1xt
j−(xe

j+xc
j)≤s1xt

i−(xe
i +xc

i )>s
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– Transferts (handovers) entre cellules du sous-réseau J : si nous avons un
transfert entre la cellule i ∈ J vers la cellule j ∈ J alors, g(~x′) = g(~x) + ~vej − ~vei et
le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~ve

j− ~v
e
i

Q(~x, ~x′) = min(xei , xti)µripi,j (IV.50)

– Transferts (handovers) forcés entre cellules du sous-réseau J : si la cellule
i ∈ J est surchargée (xti − (xei + xci) ≤ s) alors, les appels en périphérie sont
forcés à transiter vers une cellule j ∈ J si celle-ci n’est pas surchargée, donc :
g(~x′) = g(~x) + ~vej − ~vei , et le taux de transition est le suivant :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~ve

j− ~v
e
i

Q(~x, ~x′) = min(xei , xti)µr0i p0
i,j1xt

i−(xe
i +xc

i )≤s1xt
j−(xe

j+xc
j)>s(IV.51)

– Départs d’appels de la périphérie de la cellule : si un appel se termine dans
la cellule i ou est transféré dans la cellule j /∈ J (normal ou forcé) alors, nous
avons une transition vers g(~x′) = g(~x)− ~vei et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)− ~ve

i

Q(~x, ~x′) = min(xei , xti)µri [di + ∑
j /∈J pi,j] (IV.52)

+min(xei , xti)µr0i [∑j /∈J p
0
i,j]1xt

i−(xe
i +xc

i )≤s1xt
j−(xe

j+xc
j)>s

– Pannes des canaux : nous avons différents cas de figures. S’il existe de canaux de
libres (xti− (xei +xci) > 0) alors, pour tout type d’appels au centre ou en périphérie
nous avons g(~x′) = g(~x)− ~vti et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−~vt

i

Q(~x, ~x′) = xtiγi (IV.53)

s’il y a pas de canal de libre (xti− (xei +xci) = 0) alors, si un canal au centre tombe
en panne nous avons g(~x′) = g(~x)− ~vti − ~vci et le taux de transition est :

∑
~x|g(~x′)=g(~x)−~vt

i− ~v
c
i

Q(~x, ~x′) = xciγi (IV.54)

s’il y a pas de canal de libre et si un canal en périphérie tombe en panne alors,
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nous avons g(~x′) = g(~x)− ~vti − ~vei et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)−~vt

i
~ve
i

Q(~x, ~x′) = xeiγi (IV.55)

– Réparations des canaux : le nombre de canaux disponibles augmente de 1 si
xti < n alors, g(~x′) = g(~x) + ~vti et le taux de transition est :

∑
~x′|g(~x′)=g(~x)+~vt

i

Q(~x, ~x′) = τi (IV.56)

Nous proposons maintenant de définir des sous-systèmes bornants supérieurs pour le
processus {g(XLMG2(t)), t ≥ 0}. L’objectif est de définir un sous-système de cellules
plus petit et qui représente une borne supérieure pour la probabilité de dropping
des handovers, et la probabilité de rejet des nouveaux appels de chaque cellule du
sous-système.

2.3 Construction de la borne supérieure

La définition de l’ordre sur l’espace d’états est très importante car elle doit permettre
la comparaison des différentes mesures de performances. Intuitivement, comme le
système bornant supérieur a des probabilités de dropping et de blocage des nouveaux
appels plus grandes alors, il a moins de canaux libres que le système exact. Donc,
nous disons que l’état ~x est plus petit que l’état ~y, si ~x a plus de canaux libres que
~y. Si nous désignons par � cet ordre alors, nous avons :

∀~x, ~y ∈ N3m,~x � ~y ⇔ ∀1 ≤ i ≤ m, xti − (xci + xei ) ≥ yti − (yci + yei ),

Les systèmes bornants sont des réseaux de k cellules où chacun d’eux fournit des
bornes sur le sous-réseau J . Nous appliquons le couplage par fonction de projection
afin de définir la CMTC {Y S(t), t ≥ 0}, représentant une borne supérieure :

∀t, g(XLMG2(t)) �st Y S(t)

où {Y S(t), t ≥ 0} est définie sur l’espace d’états Nk avec le générateur infinitésimal
QS.
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Nous suivons la même démarche que celle adoptée dans le chapitre II. Nous allons
étudier le processus couplé Z(t) = ( ˆXLMG2(t), Ŷ S(t)) telles que ses réalisations res-
tent dans :

K = {(~x, ~y) ∈ N3m × N3k|g(~x) � ~y}

où ˆXLMG2(t) et Ŷ S(t) sont aussi des chaînes de Markov avec les générateurs infinité-
simaux QLMG2 et QS. En dehors de K, les deux coordonnées peuvent être modifiées
indépendamment mais dans K, les sauts des deux coordonnées ne peuvent être indé-
pendants si l’on veut que le processus couplé reste dans K. Les étapes suivies pour
la construction de la borne supérieure ressemblent à celles utilisées dans le chapitre
II donc, nous ne donnerons que les principales étapes.
En considérant les événements qui se produisent dans {XLMG2(t), t ≥ 0} et qui
déclenchent une transition à partir de ~x vers ~x′, on calcule les taux de transition
de {Y S(t), t ≥ 0} telles que les transitions du processus couplé {Z(t), t ≥ 0} restent
dans K. Ci-après, nous décrivons les différents événements qui se produisent afin de
définir les taux de transition de la borne supérieure.

(a) Arrivée au centre de la cellule :
Si nous avons une arrivée dans la cellule i ∈ J si xti − (xci + xei ) > g, avec le
taux λci , qui génère une transition de l’état ~x vers ~x′ telle que g(~x′) = g(~x) + ~vci

alors, nous devons avoir une transition de ~y vers ~y′ telle que ~y′ = ~y + ~vci , afin
d’obtenir g(~x′) � ~y′. Ce taux de transition doit satisfaire la condition suivante :

QS(~y, ~y + ~vci ) ≥
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~vc
i

Q(~x, ~x′) (IV.57)

Comme l’inégalité IV.57 doit être satisfaite pour tous les états ~x tels que (~x, ~y) ∈
K, nous prenons le maximum de la partie droite, ~x ∈ N3m :

QS(~y, ~y + ~vci ) = max~x|g(~x)�~y


∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~vc
i

Q(~x, ~x′)


Et donc, nous obtenons :

QS(~y, ~y + ~vci ) = λci1xt
i−(xe

i +xc
i )>g (IV.58)

(b) Arrivée en périphérie de la cellule :
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Le taux de transition doit satisfaire la condition suivante :

QS(~y, ~y + ~vei ) ≥
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)+ ~ve
i

Q(~x, ~x′) (IV.59)

D’après l’équation IV.49, nous obtenons :

QS(~y, ~y+~vei ) ≥ λei1xt
i−(xe

i +xc
i )>g+

∑
j /∈J

xtjµ
r
jpj,i+

∑
j /∈J

xtjµ
r0
j pj,i1xt

j−(xe
j+xc

j)≤s1xt
i−(xe

i +xc
i )>s

en prenant le maximum du second terme, nous obtenons :

QS(~y, ~y + ~vei ) = λei1xt
i−(xe

i +xc
i )>g +

∑
j /∈J

xtjµ
r
jpj,i +

∑
j /∈J

xtjµ
r0
j p

0
j,i1xt

i−(xe
i +xc

i )>s

(c) Départs du centre de la cellule (fin d’appel)
Nous avons la condition suivante :

QS(~y, ~y − ~vci ) ≤
∑

~x′|g(~x′)=g(~x)− ~vc
i

Q(~x, ~x′) (IV.60)

Comme l’évolution de XLMG2(t) est donnée par min(xci , xti)µti, alors :

QS(~y, ~y − ~vci ) = min(xci , xti)µti

(d) Départs d’appels de la périphérie de la cellule :
Dans ce cas là, nous avons l’inégalité suivante :

∑
~x|g(~x′)=g(~x)− ~ve

i

Q(~x, ~x′) ≥ QS(~y, ~y − ~vei )

En prenant le minimum de l’équation de gauche, et d’après l’équation IV.52 on
obtient :

∑
~x|g(~x′)=g(~x)− ~ve

i

Q(~x, ~x′) = min(xei , xti)µri [di +
∑
j /∈J

pi,j] (IV.61)

Pour les autres transitions qui impactent seulement les cellules de J comme les
transferts, les transferts forcés, les pannes ou les réparations, nous prenons pour la
borne supérieure les mêmes taux que pour le système exact.
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Ainsi, la borne supérieure est caractérisée par les taux de transition suivants pour
une cellule i ∈ J :

– Taux des arrivées dans le centre de la cellule :

QS(~y, ~y + ~vci ) = λci1xt
i−(xe

i +xc
i )>g

– Taux des arrivées dans la périphérie de la cellule :

QS(~y, ~y + ~vei ) = λei1xt
i−(xe

i +xc
i )>g +

∑
j /∈J

xtjµ
r
jpj,i +

∑
j /∈J

xtjµ
r0
j p

0
j,i1xt

i−(xe
i +xc

i )>s

– Taux de départs des appels du centre de la cellule :

QS(~y, ~y − ~vci ) = min(xci , xti)µti

– Taux des départs des appels de la périphérie de la cellule :

QS(~y, ~y − ~vei ) = min(xei , xti)µri [di +
∑
j /∈J

pi,j]

– Taux de transition des handovers entre les cellules i ∈ J et j ∈ J pour les appels
en périphérie, à l’intérieur du sous-réseau J :

QS(~y, ~y − ~vei + ~vej ) = min(xei , xti)µripi,j

– Taux de transition des handovers forcés entre la cellule i et la cellule j du sous-
réseau, si xti − (xei + xci) ≤ s :

QS(~y, ~y − ~vei + ~vej ) = min(xei , xti)µe0i p0
i,j1xt

j−(xe
j+xc

j)>s

Dans la suite, nous définissons les taux de la borne inférieure.

2.4 Construction de la borne inférieure

Nous appliquons le couplage par fonction de projection afin de définir le processus {Y I(t), t ≥
0}, représentant une borne inférieure :

Y I(t) �st g(XLMG2(t)),∀t ≥ 0,
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IV.2 Approche combinée de contrôle d’admission et de handovers forcés dans un
réseau multicellulaire

où {Y I(t), t ≥ 0} est une CMTC définie sur l’espace d’états Nk avec le générateur infini-
tésimal QI .

Nous ne détaillerons pas le calcul des taux de transition, l’approche est similaire que pour
la borne supérieure, sauf que les inégalités sont inversées. Cela revient à minimiser les
taux d’arrivée, à maximiser les taux de départs et à garder la dynamique à l’intérieur du
sous-réseau.
– Taux des arrivées dans le centre de la cellule :

QI(~x,~x + ~vci ) = λci1xt
i−(xe

i +xc
i )>g

– Taux des arrivées en périphérie de la cellule :

QI(~x,~x + ~vei ) = λei1xt
i−(xe

i +xc
i )>g

– Taux des départs des appels du centre de la cellule : si xci > 0,

QI(~x,~x− ~vci ) = min(xci , xti)µti

– Taux des départs des appels de la périphérie de la cellule :

QI(~x,~x− ~vei ) = min(xei , xti)µri [di +
∑
j /∈I

pi,j] +min(xei , xti)µr0i
∑
j /∈I

p0
i,j1xt

i−(xe
i +xc

i )≤s

– Taux de transition des handovers entre les cellules i ∈ I et j ∈ I pour les appels en
périphérie de la cellule :

QI(~x,~x− ~vei + ~vej ) = min(xei , xti)µripi,j

– Taux de transition des handovers forcés entre une cellule i surchargée et une autre
cellule j à l’intérieur d’un sous-réseau :

QI(~x,~x− ~vei + ~vej ) = min(xei , xti)µr0i p0
i,j1xt

i−(xe
i +xc

i )≤s1xt
j−(xe

j+xc
j)>s

Pour résumer, les bornes agrégées obtenues sont assez intuitives. Comme l’idée générale
consiste à couper les liens entre le sous réseau J et le reste du réseau, on considère différemment
l’impact de cette rupture selon qu’il s’agit une borne supérieure ou inférieure. Ainsi, pour la
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borne supérieure, les taux de handovers normaux et forcés sont rajoutés aux taux d’arrivée des
appels en périphérie. Alors que pour la borne inférieure, ces taux ne sont pas rajoutés.

3 Resultats numériques sur un réseau multicellulaire

Nous étudions un ensemble de 7 cellules donné par la Figure.IV.5 avec un nombre n = 10
de canaux dans chaque cellule. Nous nous sommes intéressés aux probabilités de dropping des
handovers et de blocage des nouveaux appels de la cellule 1. Pour évaluer la pertinence de
LMG2, nous considérons que les cellules environnantes sont moins chargées.

En effet, nous sommes partis de l’hypothèse que le mécanisme peut-être utile lors d’une oc-
cupation asymétrique des cellules dans le temps. Pour cela, elles reçoivent un trafic équivalent à
50% du total du trafic qui arrive dans la cellule 1. Si nous avons un trafic de taux λ1 = λe1 + λc1

sur la cellule 1 alors, les autres cellules reçoivent 0.5λ1. Nous supposons que le trafic 0.5λ1 se
répartit d’une manière équilibrée sur les cellules avoisinantes de la cellule 1. Les résultats sont
comparés avec ceux que nous obtenons avec le système MG2.
La comparaison stochastique des systèmes MG1 et LMG1 est évidente et a été prouvée. Par
contre, dans le cas multicellulaire, la comparaison stochastique est impossible car dans le sys-
tème LMG2, on a des handovers forcés entre les files, alors que l’on n’en a pas dans le MG2.
Donc, vu que l’on a défini un ordre cellule par cellule et que les transits forcés existent dans un
système et pas dans un autre alors, l’ordre n’est plus vérifié entre les états des systèmes.

Les mesures de performance sont obtenues avec l’outil SimEvent. Les résultats sont obtenus
avec un intervalle de confiance de 95% et un écart type de moins de 0, 01. Nous reprenons les
valeurs des paramètres utilisés dans la section précédente et pour le reste des paramètres, ils
sont résumés dans le Tableau.IV.1.

Tableau IV.1 – Paramètres de la simulation

Seuils g = 2,
s = {2, 6},

Probabilités de fin d’appel d1 = 0.7,
di = 1− pi,1, ∀i ∈ m, i 6= 1

Probabilités de routage p1,i = 0.05, ∀i ∈ m, i 6= 1
avec la cellule 1 non surchargée p2,1 = 0.15, p3,1 = 0.1, p5,1 = 0.2, p4,1 = p6,1 = p7,1 = 0.3
Probabilités de routage p0

1,2 = p0
1,5 = 0.2, p0

1,3 = p0
1,4 = p0

1,6 = p0
1,7 = 0.15

avec la cellule 1 surchargée
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Figure IV.5 – Système de réseau mobile avec 7 cellules

3.1 LMG2 vs MG2 : l’influence de la charge

Nous varions λ1 et comparons, dans les figures IV.6 et IV.7, les probabilités de blocage et de
dropping dans la cellule 1 obtenues avec les mécanismes MG2 et LMG2. Différents scénarios
ont été étudiés. Par exemple pour un système peu ou fortement chargé. Par ailleurs, dans un
premier temps nous considérons que le trafic dans la cellule 1 est uniformement réparti entre le
centre et la périphérie. Nous avons donc, 50% du trafic au centre et 50% en périphérie. Nous
précisons que les résultats obtenus ne concernent que la cellule 1.

Nous observons que le mécanisme LMG2, dans les deux cas, donne de meilleurs résultats
à la fois pour les probabilités de dropping des handovers que pour les probabilités de blocage
pour les nouveaux appels. C’est conforme aux attentes puisque le mécanisme LMG2 agit contre
la congestion des cellules en forçant les appels en périphérie de la cellule à s’associer avec les
cellules adjacentes sous certaines conditions.

On note aussi que, l’amélioration est plus importante pour le système légèrement chargé que
le système fortement chargé. Ceci est normal car les cellules voisines offrent moins de canaux
pour les transferts forcés.

Dans les figures IV.8 et IV.9, nous étudions l’influence de la distribution des appels dans les
différentes régions de la cellule. Nous considérons alors, les cas suivants : le centre reçoit 70%
et la périphérie 30% du trafic (noté 70/30 dans la figure) ensuite, nous inversons. Donc, 30%
du trafic arrivent au centre quand la périphérie reçoit 70% (noté 30/70 dans la figure). Ces
cas seront désignés par la suite comme une distribution non-uniforme de trafic en opposition
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aux cas où nous avons une distribution uniforme du trafic. Nous observons alors, de meilleurs
résultats lorsque la majorité des appels sont en bordure de cellules. Ces résultats sont conformes
à nos attentes car le mécanisme LMG2 agit sur les appels en périphérie de la cellule alors qu’il
n’a aucune influence sur ceux au centre.
Nous remarquons, par ailleurs, que l’impact est plus marqué sur la probabilité de dropping
(Figure.IV.9) que sur la probabilité de blocage (Figure.IV.8). En effet, les premiers canaux
libérés par le mécanisme LMG2 vont bénéficier d’abord aux appels handovers à cause du
mécanisme d’admission des appels GC.

3.2 LMG2 et MG2 : l’influence du seuil s

Dans les figures IV.10 et IV.11, nous voulons évaluer l’influence du seuil s sur le mécanisme
LMG2. Nous décidons de déclencher le mécanisme LMG2 à différents niveaux de fonction-
nement du système (i.e s = 2 and s = 6). De plus, nous considérons à nouveau le cas où la
distribution du trafic est uniforme entre le centre et la périphérie.

Nous en déduisons que le déclenchement précoce des handovers forcés dans le mécanisme
LMG2, c’est à dire en augmentant le seuil s, donne de meilleures performances. Ceci s’explique
par le fait que le mécanisme de répartition de la charge entre en action plus tôt et par conséquent,
permet de réduire les mesures de performances.
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Figure IV.6 – Mesures de performances de la
cellule 1 pour un système peu chargé (λ1 = 10).
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Figure IV.7 – Mesures de performances de la
cellule 1 pour un système chargé (λ1 = 30).

Encore une fois, nous précisons que les résultats obtenus ne concernent que la cellule 1. Il est
clair que les performances des autres cellules vont être dégradées. Nous supposons qqu’elles sont
suffisament sous-chargées (hypothèse de départ) pour ne pas avoir une augmentation impor-
tantes des mesures sur les performances. On mise sur le fait que, globalement, les performances
du système sont meilleures grâce au partage de charge.
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Figure IV.8 – Comparaison de la probabilité
de blocage de MG2 vs LMG2 sur la cellule 1

0 50 100 150 200 250 300
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Temps (en secondes)

P
ro

ba
bi

lit
é 

de
 r

ej
et

 a
ve

c 
g=

2,
 s

=
6

 

 

Pd^{MG2} 30/70
Pd^{LMG2} 30/70
Pd^{MG2} 70/30
Pd^{LMG2} 70/30

Figure IV.9 – Comparaison de la probabilité
de dropping de MG2 vs LMG2 sur la cellule 1
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Figure IV.10 – Influence du seuil s sur la
proba. blocage dans la cellule 1 de MG2 vs
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Figure IV.11 – Influence du seuil s sur la
proba. dropping dans la cellule 1 de MG2 vs

LMG2

Nous remarquons que les simulations requièrent des ressources importantes et prennent donc
beaucoup de temps. Par exemple, le temps nécessaire pour la simulation de la figure IV.11 est
470 secondes en moyenne. Comme nous cherchons à calculer les probabilités de blocage et
de rejet de la cellule 1. Nous proposons d’étudier les différents sous-réseaux bornants décrits
dans le Tableau.IV.2 avec les relations d’inclusion suivantes J3 ⊂ J2 ⊂ J1. Les sous-systèmes
bornants sont définis par la suppression progressive des liens du réseau de façon à obtenir un
sous-système plus facile à analyser et générant des bornes sur les mesures de performances.

Nous allons étudier l’impact des relations d’inclusion sur la précision des bornes.

Tableau IV.2 – Subnetworks description

J1 {1, 2, 3, 4, 5}
J2 {1, 2, 3}
J3 {1}
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3.3 Agrégation bornante : l’impact de la taille des sous-systèmes
bornants sur la qualité

Dans la suite, nous considérons les mesures de performances stationnaires et transitoires de
la cellule 1 afin de voir l’impact de la taille du sous-réseau bornant sur la qualité des bornes.

Dans les figures IV.12 et IV.13, nous observons l’impact de la définition des sous-systèmes
bornants sur la qualité des bornes supérieures. Nous notons par S1, S2 et S3, les bornes
supérieures des sous-systèmes J1, J2 et J3. De toute évidence, S1 est plus précise que S2 et
S3. Nous expliquons ceci par le fait que, contrairement au sous-réseau J2 où les routages entre
les cellules 4 et 1 d’une part, et les cellules 5 et 1 d’autre part sont considérés comme des flux
additionnels, pour le sous-réseau J1, ces routages sont pris en compte.

En revanche, J1 reste plus complexe que les sous-réseaux J2 et J3. Ainsi, comme la taille
de l’espace d’états d’une cellule est (n+1)3 alors, la taille de l’espace d’états de J1 est (n+1)15

et celle de J2 est (n + 1)9, ainsi on a divisé la taille de l’espace d’états par n6 (où n=10).
Par conséquent, il est évident qu’il y a un compromis à faire entre la taille et la qualité des
sous-systèmes bornants.

De même la façon, dans les figures IV.14 et IV.15, nous avons les bornes inférieures. Et
en couplant les deux résultats (bornes inférieures et supérieures), nous sommes en mesure de
proposer des encadrements des mesures de performances recherchées.
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Figure IV.12 – Bornes supérieures de la pro-
babilité de blocage
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babilité de dropping.
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Figure IV.14 – Bornes inférieures de la pro-
babilité de blocage.
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Chapitre V

Conclusions générales et perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire concerne l’évaluation des mesures de performance sta-
tionnaires et transitoires des systèmes complexes de grandes tailles en utilisant la comparaison
stochastique, et plus précisément le couplage des chaînes de Markov. Dans ce chapitre, dans un
premier temps, nous résumons les travaux effectués au cours de cette thèse en soulignant les
contributions à travers les résultats obtenus. Pour mieux montrer l’intérêt des travaux, nous
avons essayé, pour certains cas, de comparer nos résultats avec ceux de la communauté scienti-
fique. Nous évoquons ensuite, les perspectives ouvertes sur le sujet et les axes de recherche en
cours.

1 Conclusions

Prédire les performances d’un système dès sa conception permet de s’assurer que le système
atteint les objectifs pour lesquels il a été conçu. Cependant, nous avons vu que les systèmes
à évaluer deviennent rapidement complexes notamment lorsque que l’on prend en compte un
certain nombre d’événements à la fois comme les pannes/réparation, et les arrivées/services dans
des systèmes de performabilité. La prise en compte de plusieurs évènements à la fois nécessite
parfois de générer des modèles multidimensionnels dont l’analyse peut être complexe. C’est le
cas également des réseaux de files d’attente, où l’analyse nœud par nœud nécessite de générer
un système multidimensionnel souvent difficile à analyser par des méthodes mathématiques.

L’application des méthodes de bornes stochastiques présente un intérêt certain car l’ap-
proche permet d’encadrer des mesures de performances stationnaires mais aussi transitoires.
Par exemple, on pourra déduire une probabilité de panne ou de non disponibilité sur un inter-
valle de temps, ou le temps moyen avant le déclenchement d’une panne.

D’une manière générale, nous avons utilisé les méthodes de bornes stochastiques de deux
façons dans cette thèse :
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1. Soit nous n’avons qu’un système, de grande taille et donc difficile à analyser, et nous
construisons un système bornant plus simple à analyser.

2. Soit nous avons deux systèmes et nous voulons les comparer pour montrer que les mesures
de performance qui nous intéressent sont comparables.

Pour notre part, nous avons utilisé essentiellement l’agrégation bornante basée sur le cou-
plage par fonction de projection sur des espaces d’états plus petits. La méthode du couplage a
l’avantage d’être intuitive car elle est basée sur la comparaison des trajectoires des processus
en fonction des événements qui se déclenchent dans les systèmes.

1.1 Méthode de couplage appliquée à des réseaux de files d’attente

Dans le chapitre II, nous expliquons concrètement comment appliquer les méthodes de
bornes et la comparaison stochastique par fonction de projection afin d’analyser plus facile-
ment les performances d’un réseau de files M/M/ci/ki et d’un G-Networks avec catastrophes.
Sur ces systèmes, souvent nous n’avons besoin que d’évaluer les indices de performances qui
ne dépendent que d’un nombre limité de nœuds (probabilité de blocage, disponibilité d’un sys-
tème). Nous avons donc construit des chaînes de Markov de tailles réduites à partir desquelles
nous calculons des mesures de performances bornantes (supérieures ou inférieures). L’intérêt
de ces techniques est de proposer un compromis entre la qualité de la borne et la complexité
de calcul. Pour illustrer nos propos, considérons par exemple notre système informatique sujet
aux infections de virus du chapitre II section.2.

Considérons le G-Net de la figure II.10. Nous remarquons que la précision du temps moyen
pour qu’un virus affecte la file 7 (Figure.V.1) est en rapport avec le type de sous-réseau (Ta-
bleau.V.1).

Nous avons également montré à travers les résultats numériques que les valeurs des pa-
ramètres intrinsèques au système original jouent également un rôle. C’est le cas des bornes
construites dans le Chapitre II pour le réseaux de files M/M/ci/ki. Ainsi dans le système de
la figure II.1, nous nous sommes intéressés à la probabilité de blocage de la file 3. On étudie

Sous-système bornant Temps de simulation
Exact={1, . . . , 7} 363 secondes
J1 = {5, 6, 7} 149 secondes
J2 = {5, 7} 100 secondes
J3 = {7} 53 secondes

Tableau V.1 – Temps de simulation (seconds)
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Figure V.1 – Temps avant la première infection dans la file 7 pour les différents sous-réseaux

le sous réseau J1 = {2, 3}, et un système bornant supérieur est défini. Une comparaison de la
borne supérieure de la probabilité de blocage de la file 3 et de la valeur exacte a été menée en
fonction des différents paramètres.
La Figure V.2 montre que, lorsque le nombre de serveurs augmente alors, la qualité de la borne
supérieure se dégrade. Ceci parce que, le taux d’arrivée dans la file d’attente 3 augmente avec
c1 et la probabilité de blocage de la borne supérieure augmente avec ce taux d’arrivée (voir
Tableau.3.3). Par contre, dans le système exact nous atteignons un état d’équilibre.
Ce type d’étude a été repris dans des réseaux de taille plus grande, avec différents sous-réseaux,
et la conclusion est similaire. Lorsque le nombre de serveurs, des files connectées à la file dont
on veut calculer la mesure de performance, augmente alors, couper le lien dégrade nettemment
la qualité de la borne.
Donc à travers les exemples, nous avons montré deux tendances :

– Premièrement, plus le sous-réseau a des files (structure proche du réseau exact), meilleure
est la qualité de la borne.

– Deuxièmement, des paramètres tels que le nombres de serveurs connectés aux files du
sous-réseau ont un impact sur la qualité de la borne.

Ainsi, lorsque le nombre de serveurs diminue alors, la coupure du lien a peu d’impact sur la qua-
lité de la borne, ainsi on peut trouver des sous-réseaux avec peu de files qui sont pratiquement
de qualité similaire à des grands sous-réseaux.

Nous constatons donc, l’intérêt de ces techniques qui est de proposer un compromis entre
la qualité de la borne et la complexité de calcul. Par contre, on notera que l’approche proposée
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Figure V.2 – Influence de c1 sur la probabilité de blocage de la file 3

est différente des autres types d’agrégations classiques telles que celles de Courtois [36] et aussi
celles de [37, 38, 81] qui obtiennent que des bornes sur des mesures stationnaires, alors que
les bornes stochastiques permettent d’obtenir à la fois des bornes sur les stationnaires et les
transitoires.

Dans la suite, nous expliquons comment nous avons appliqué la comparaison stochastique à
des cas de réseaux mobiles. L’objectif était essentiellement de comparer deux systèmes existants,
pour comparer leurs mesures de performance.

1.2 Application de la comparaison stochastique sur des réseaux de
communications

Dans le chapitre III, nous nous sommes intéressés à un problème de performabilité dans
les réseaux de télécommunication. On étudie le modèle de perte d’Erlang (Erlang loss model)
et on suppose que chaque canal peut tomber en panne pour être ensuite réparé au bout d’un
certain temps. Le fait de prendre en compte à la fois les problèmes d’occupation et de fiabilité
des ressources font que le système devient vite complexe. Trivedi a proposé, dans [47], une
approximation de la probabilité de blocage calculée sur un modèle composite de performance
et de fiabilité. Certes, son approximation est proche de la valeur exacte mais il n’est pas possible
de dire, à tout instant, si c’est une borne supérieure ou inférieure.
Nous avons proposé de construire différents systèmes bornants (supérieurs et inférieurs). Ainsi,
dans le tableau V.2, nous donnons différentes probabilités de blocage : valeurs exactes, bornantes
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λ Exact S1 S2 I2 Tb*
1 8,95E-04 1,27E-03 9,67E-01 3,65E-05 9,26E-04
6 3,46E-01 4,66E-01 9,94E-01 2,98E-01 3,48E-01
11 6,06E-01 7,20E-01 9,97E-01 5,73E-01 6,07E-01
16 7,22E-01 8,14E-01 9,98E-01 6,98E-01 7,23E-01
21 7,86E-01 8,62E-01 9,98E-01 7,67E-01 7,86E-01
26 8,26E-01 8,90E-01 9,99E-01 8,11E-01 8,26E-01
31 8,53E-01 9,08E-01 9,99E-01 8,41E-01 8,54E-01
36 8,73E-01 9,22E-01 9,99E-01 8,62E-01 8,74E-01
41 8,88E-01 9,32E-01 9,99E-01 8,79E-01 8,89E-01
46 9,00E-01 9,39E-01 9,99E-01 8,92E-01 9,01E-01

Tableau V.2 – Probabilités de blocage : valeurs exactes, bornantes et approximatives de Trivedi

et approximatives de Trivedi. Nous remarquons que l’approximation de Trivedi donne de très
bons résultats. L’avantage de notre approche est de proposer un encadrement (voir figure.V.3)
de la mesure de performance à étudier. Ce qui est important car on peut situer la mesure de
performance dans un intervalle.

Dans le chapitre IV, nous avons repris l’étude de Trivedi ([48]) qui a porté sur l’amélioration
de la probabilité de dropping des appels en itinérance (handovers). Le mécanisme, MG, proposé
dans cette étude a permis de diminuer la probabilité de dropping des appels handovers. Mais
il ne propose rien contre la dégradation de la probabilité de blocage des nouveaux appels en
raison de la réservation des canaux de gardes pour les appels en handovers.
Nous avons donc proposé un nouveau mécanisme, LMG, pour limiter à la fois la probabilité
de dropping des appels handovers mais aussi la probabilité de blocage des nouveaux appels en
tirant profit de l’occupation asymétrique des cellules dans le temps pour provoquer des départs
forcés ( handovers forcés) d’une cellule chargée vers des cellules moins chargées sous certaines
conditions.

Nous avons apporté la preuve que les processus de Markov représentant les systèmes MG

et LMG sont tels que {XLMG1(t), t ≥ 0} �st {XMG1(t), t ≥ 0}, dans l’hypothèse d’une seule
cellule en utilisant la comparaison stochastique. Puis, nous avons validé l’analyse numérique
par la simulation (voir Figures V.3 et V.4) afin de montrer que le système LMG, que nous
avons proposé, améliore à la fois la probabilité de dropping des handovers et la probabilité de
blocage des nouveaux appels.

Ensuite, nous avons considéré plusieurs cellules (Chapitre ?? section.2) afin de tenir compte
des états de toutes les cellules et l’itinérance (trafic de handover) entre elles. Le système devient
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Figure V.3 – Probabilité de blocage sur un
système monocellulaire.
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Figure V.4 – Probabilité de dropping sur un
système monocellulaire.

donc, rapidement complexe à cause du nombre d’états et des événements (arrivées de nouveau
appels voix, handovers, services, pannes et réparations).
Contrairement au cas où nous avions considéré une cellule unique, ici il est difficile de réali-
ser une comparaison stochastique des processus à cause du handover forcé qui ne se produit
que dans le mécanisme LMG. Par contre, les résultats numériques confirment la pertinence de
LMG puisqu’il permet d’obtenir des mesures de performances meilleures que dans le cas du
mécanisme MG (voir Figure.V.5). Cependant, ces résultats ont été obtenus pour une configu-
ration particulière de la charge du réseau. D’autres systèmes devraient être étudier pour tirer
des conclusions plus générales.

Enfin, ici aussi, nous avons pu mettre en évidence la nécessité du compromis entre la qualité
des bornes, obtenues avec des sous-systèmes bornants plus ou moins grands, et la complexité
(voir Figure.V.6).

Dans cette partie, nous avons vu qu’il est possible d’étudier des applications complexes
par les méthodes d’analyse mathématiques telles que les méthodes de bornes. L’avantage d’un
encadrement de mesures à la fois stationnaires et transitoires permet de déduire des mesures
de performances dont les calculs sont autrement beaucoup trop difficiles à envisager.

A partir des résultats obtenus dans cette thèse, nous allons voir maintenant dans quelles
voies nous aimerions diriger nos futures activités de recherche.
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2 Perspectives

Le formalisme du couplage est intéressant car en utilisant les événements, on se rapproche
d’un formalisme de spécification de haut niveau. Il est donc naturel d’envisager l’application
du couplage à des formalismes de haut niveau tels que les réseaux de Pétri et les automates
stochastiques.

2.1 Couplage par fonction de projection : application à des forma-
lismes de haut niveau

Comme nous l’avons vu, le couplage par fonction de projection appliqué à des modèles de
réseaux de files d’attente permet de proposer des bornes sur des sous-réseaux. Il existe également
des travaux appliqués aux réseaux d’automates stochastiques. Ainsi, dans [82], on applique les
méthodes de bornes à des automates stochastiques représentant des chaînes de Markov de
grande tailles. Les bornes sont obtenues en utilisant les informations relatives à un automate en
isolation, puis elles sont raffinées en incluant d’autres automates. La qualité des bornes dépend
du degré de dépendance entre les automates. Dans [83], on étudie des réseaux d’automates
stochastiques "lumpables" (ou agrégeables). On suppose que les chaînes de Markov générées
par ces automates ont cette propriété, ce qui simplifie le calcul de la distribution de probabilité
du système. Dans [84], on étudie des réseaux de Pétri stochastiques dont le graphe de marquage
(représentant des chaînes de Markov) ont des structures particulières de "lumpability" afin de
réduire la taille de l’espace d’états. Par rapport à ces différentes études, les agrégations que
nous avons proposées ne dépendent pas de la structure de la chaîne de Markov mais sont plus
générales car elles permettent de construire des chaînes définies dans un espace d’états différent
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de l’espace d’états initial et pas forcément un sous-espace d’états. C’est pourquoi, il nous paraît
intéressant, et pas impossible, d’appliquer ce type d’agrégation directement à un niveau de
spécification plus élevé tels que les réseaux d’automates ou de Pétri stochastiques.

Le couplage étant basé sur la comparaison des équations d’évolution en fonction des événe-
ments, nous l’avons appliquée dans cette thèse à différents systèmes. L’approche étant similaire
à chaque fois, il serait intéressant de développer un algorithme permettant d’automatiser ces
traitements.

2.2 Vers un algorithme de couplage de processus

On considère deux processus avec des évènements se déclenchant dans chacun d’eux. Ainsi
dans [85], nous avons développé une première partie de cet algorithme. On définit d’abord le
processus couplé et l’ensemble K de ses valeurs. L’idée est de définir les points frontières et de
considérer les événements qui font sortir le processus couplé de K par la première composante.
On vérifie que la deuxième composante peut compenser par des événements de façon à ce que le
processus couplé reste dans K. L’objectif est de considérer ces différents sauts et de comparer
les taux de transition correspondants, de façon à vérifier que les taux qui compensent sont
toujours supérieurs à ceux qui font sortir. Nous n’avons développé que la première partie de
l’algorithme, c’est à dire la sortie par la première composante, il faudrait donc le faire également
pour la seconde composante. De plus, nous avons considéré certaines hypothèses pour simplifier
l’algorithme, il faudrait proposer un algorithme plus complet et plus général.

2.3 Estimation de l’erreur entre les bornes

Nous avons vu que la comparaison stochastique a permis de fournir des encadrements des
mesures de performances exactes. Ce résultat est très intéressant par rapport à des approxima-
tions car nous avons comme résultat un intervalle de valeurs possibles pour la valeur exacte.
Les valeurs numériques nous permettent de voir l’écart entre la borne supérieure et la borne
inférieure. Par contre, nous n’avons pas obtenu pour l’instant de résultat théorique concernant
cet écart. Ainsi, si P S est une borne supérieure d’une mesure de performance, et P I une borne
inférieure, l’objectif est de trouver la valeur b tel que |P S−P I | < b. Il existe un certain nombre
de travaux que nous aimerions exploiter.

Dans [86], Van Dijk propose une méthode d’estimation de l’erreur pour un réseau avec un
nombre fini de stations avec pertes. Dans [87], Van Dijk propose des bornes sur les erreurs
dans le cas des réseaux de Jackson finis. L’encadrement de l’erreur est essentiellement basé
sur la théorie des modèles de Markov avec récompense (Markov Reward Model : MRM) et
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l’estimation de l’erreur. Ainsi, les travaux qui existent dans ce domaine concernent soit des
réseaux particuliers comme les réseaux de Jackson, ou soit des méthodes approximatives. Il est
donc important de pouvoir proposer une solution générale pour l’encadrement de l’erreur dans
le cas de bornes.

2.4 Choix de l’ordre sur l’espace d’états

Dans certains cas, le choix de l’ordre sur l’espace d’états n’est pas évident. Dans le cas de
réseaux de files d’attente, on utilise souvent l’ordre composante par composante. Dans le cas
général d’un système modélisé par une chaîne de Markov, il n’est pas toujours facile, à partir
des états utilisés pour calculer l’indice de performance, de choisir cet ordre. Plus précisément,
on peut définir l’ordre de telle façon que l’ensemble de ces états soit un ensemble croissant.
Ainsi, dans [88] la construction d’un ordre sur l’espace d’états est déduit de la fonction de
coût et des propriétés de monotonie de la matrice. Ainsi, la recherche d’un ordre sur l’espace
d’états permettant de comparer les mesures de performance est une étape importante. Il serait
intéressant de poursuivre pour voir l’impact de l’ordre choisi sur la qualité des bornes.

2.5 Comparaison de systèmes non-markoviens et semi-markoviens

La comparaison stochastique a été peu appliquée à des processus semi-markoviens ou non-
markoviens. Toutefois, il existe un certain nombre d’articles concernant ces sujets là.
Dans [89], la comparaison stochastique est appliquée à des processus semi-markoviens. Des
conditions suffisantes sur les taux de transitions sont établies pour définir l’ordre fort entre
les processus. De plus, il existe un certain nombre de travaux [90] consistant à appliquer la
comparaison stochastique par fonctions de projections afin de comparer un processus non-
markovien avec un processus markovien.

2.6 Ordres stochastiques faibles

La comparaison stochastique basée sur des ordres faibles (weak ou weak*) [53] peut être utile
lorsque l’ordre fort (strong) n’existe pas entre les processus. Il serait important de comprendre
quand on peut les utiliser. C’est à dire, de façon intuitive pourquoi dans certains cas un ordre
existe et pas un autre. Il serait important (sans passer par le formalisme matriciel) d’arriver à
deviner, à partir du comportement des systèmes, le type l’ordre pouvant être défini. Il en est
de même pour la monotonie stochastique.
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2.7 Applications futures

Les bornes stochastiques permettront certainement d’apporter des solutions à des applica-
tions actuelles et futures dans le domaine des réseaux et de l’informatique. Ainsi, dans le cloud
computing la complexité du système, du point de vue de la taille mais aussi de la dynamicité,
rend difficile l’analyse par des méthodes classiques. En effet, l’informatique répartie pose un
défi en termes de variation de la charge (demande de services, allocation de ressources) et de
la disponibilité des capacités (machine physique par groupe d’utilisateurs, machines virtuelles
par machine physique). Dans [91], une approche consistant à la décomposition du système en
sous modèles (sous chaîne de Markov) est proposée afin d’analyser les performances.

Nous pouvons également recourir à la comparaison stochastique dans les technologies du
Green Networking où des ressources peuvent être mises en veille quand la charge du réseau
diminue [92]. La prise en compte de la mise en veille des ressources engendre une complexité du
système. De plus, une analyse transitoire du système est importante pour évaluer la variation
de la charge dans le temps en raison de la mise en veille des ressources. Et donc, les méthodes
de bornes stochastiques peuvent apporter, dans ce contexte, des solutions intéressantes.
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Résumé
Notre travail s’inscrit dans le thème plus global de la modélisation et de l’évaluation des systèmes multidi-
mensionnels et adresse plus particulièrement la prédiction des indicateurs de performabilité qui réfère aux
performances des systèmes en présence de pannes et de réparations. L’analyse exacte, de ces derniers, est très
difficile voire impossible si la distribution des probabilités n’a pas de solution évidente (par exemple une forme
produit) à cause de l’explosion de l’espace d’états. Pour contourner ce problème, et parce que souvent on ne
s’intéresse qu’à une partie du système (nœud ou un chemin), nous utilisons l’agrégation bornante basée sur le
couplage par fonction de projection sur des espaces d’états plus petits. La méthode du couplage, basée sur la
comparaison des trajectoires des processus en fonction des événements qui se déclenchent dans les systèmes,
nous permet de construire à partir du système original des sous-systèmes bornants plus simple à analyser. Nous
pouvons, alors, proposer des mesures de performances bornantes (supérieures et inférieures) de la mesure exacte.
Ces bornes, ainsi obtenues, sont valables pour les régimes stationnaires mais aussi transitoires. Nous mettons
également en évidence l’influence des paramètres des systèmes, comme le nombre de serveurs ou la charge, sur
la qualité des bornes.
Enfin, nous proposons un nouveau mécanisme de contrôle d’admission (CAC) dans les réseaux mobiles. Nous
l’avons comparé à d’autres mécanismes et apporté la preuve stochastique que celui-ci améliore les probabilités
de dropping des handovers et de blocage des nouveaux appels dans le cas d’un réseau monocellulaire. De plus,
les résultats numériques nous ont permis de valider ce mécanisme sur un réseau multicellulaire.

Mots clés : Performabilité, comparaison stochastique, couplage, réseaux de files d’attente, G-Net, M/M/ci/ki,
CAC, espaces d’états

Abstract
Our work fits into the broader topic of modeling and evaluation of multidimensional systems and more specifically
address the prediction of performability indicators that refer to system performance in the presence of failures
and repairs. The exact analysis, of such systems, is very difficult or impossible if the probability distribution has
no obvious solution (eg a product form) because of the explosion of the state space. To circumvent this problem,
and because we often only interested in one part of the system (node or a path), we use bounds aggregation based
on the coupling by mapping function on smaller states space. Coupling methodology, based on the comparison
of the trajectories of processes based on events that trigger systems, allows us to construct, from the original,
sub-systems easier to analyze. We can, then, propose bounds (upper and lower) on the performances measures
that we are looking for. Thus bounds remain valid for the steady-states but also for transient regimes. We
highlight also the influence of the parameters of the systems, as the number of servers or load, on the precision
of the bounds.
Finally, we propose a new mechanism of call admission control (CAC) in mobile networks. We compared it with
other mechanisms and brought stochastic proof that it improves the handed calls dropping probability and new
call blocking probability in the case of a single network. And the numerical results have allowed us to validate
this mechanism on a network with cluster of cells.

Keywords : Performability, stochastic comparison, coupling, queuing networks, G-Net, M/M/ci/ki, CAC, state
space
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