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Résumé

Dans un monde où les �ux de données sont toujours plus intenses et omniprésents, les codes cor-
recteurs d’erreurs constituent une composante essentielle aux systèmes de télécommunications, en

permettant de compenser l’altération inévitable du message lors de la transmission, grâce à l’ajout de re-
dondance. Dernière famille de codes à avoir été découverte, en 2008, les codes polaires ont rapidement
attiré l’attention des chercheurs par leur aptitude à garantir une probabilité d’erreur arbitrairement faible
pour tout rendement inférieur ou égal à la capacité du canal de propagation – la limite théorique, dé�nie
par Shannon en 1948. Tout récemment, ces codes ont été adoptés pour être utilisés dans la Cinquième
génération de standards pour la téléphonie mobile 5G. Cette thèse porte sur l’étude de cette famille de
codes face aux contraintes applicatives rencontrées en pratiques, et notamment dans la 5G, à travers les
deux axes principaux que sont la construction des codes et leur décodage en longueur �nie.

Après avoir passé en revue la dé�nition et la caractérisation des codes polaires, ainsi que les aspects
relatifs au spectre des distances, cette thèse explore la question de la �exibilité des codes en termes de
longueurs, à l’aide des techniques de poinçonnage et de raccourcissement, et développe une méthodes
pour optimiser le choix des motifs de sorte à minimiser le taux d’erreur pour le décodeur par annulation
successive (SC, pour successive cancellation, en anglais). Dans un deuxième temps, un nouvel algorithme
de décodage à inversion est introduit, permettant une amélioration signi�cative des performances par
rapport à l’état de l’art pour une complexité moyenne réduite et proche de celle du simple décodeur
SC. Finalement, la question de l’utilisation des codes polaires avec les modulations d’ordre supérieur est
abordée. Tout d’abord, les deux principales approches de modulations codées utilisant un code binaire, à
savoir la modulation à entrelacement de bit et la modulation multi-niveaux, sont considérées, et il est mis
en évidence le net avantage de la deuxième citée. Par suite, l’utilisation de codes polaires non-binaires est
envisagée et il est montré qu’au prix d’une complexité de décodage supérieure, ceux-ci sont en mesure de
surpasser leurs homologues binaires.
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Abstract

I n a world of intensive and widespread numeric data�ow, the use of error correcting codes has be-
come an essential aspect of telecommunication systems, by allowing to compensate the unavoidable

alteration of the messages during the transmission, by means of additional redundancy to the initial mes-
sage. Last family of codes to be discovered, in 2008, polar codes have soon experienced a large interest of
the community, due to their ability to achieve the Shannon capacity, namely the theoretical limit of the
information rate, de�ned by Shannon in 1948. Very recently, these codes have been adopted in the �fth
generation of cellular mobile communications 5G. This thesis concentrates on the analysis of this family
of codes regarding constraints of practical systems, including in 5G, through the two major issues of the
construction of the code and the decoding in �nite length.

After reviewing the de�nition and the caraterization of polar codes and addressing the question of
the spectrum distance, this thesis considers the issue of the �exibility of the codes as function of the
codelength, using either puncturing or shortening techniques, and describes a new method to select the
pattern so as to minimize the error rate under successive cancellation decoding (SC). Secondly, a new
bit-�ipping decoding algorithm is proposed, improving signi�cantly the performance compared to state-
of-the-art approach, while o�ering a reduced average complexity, which stays close to the one of the SC
decoder. Thirdly, the issue of the use of polar codes with high order modulation is considered. On the one
hand, the case of coded modulations, where a high order modulation is combined with binary codes, is
considered through the bit-interleaved coded modulation and the multilevel coded modulation, and it is
shown that the second one is very well suitable for polar codes. On the other hand, the case of non-binary
codes, which can be mapped directly to the constellation, are considered and it is revealed they are able
to surpass their binary counterpart at the cost of additional decoding complexity.
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Introduction

I a y a exactement 70 ans, en 1948, C. Shannon publiait l’article fondateur de la théorie de l’information
“The Mathematical Theory of Information” [90], formalisation mathématiquement les concepts fon-

damentaux relatifs à la transmission d’information. En particulier, il y introduit la notion de capacité d’un
canal bruité, qui porte désormais son nom, comme le débit d’information théorique maximal en présence
de bruit. Cette notion trouve sa pertinence dans son fameux “deuxième théorème”, dit de codage canal,
qui a�rme qu’en ajoutant de la redondance au message initial, il est possible de transmettre avec une
probabilité d’erreur arbitrairement faible, pour tout rendement inférieur à la capacité du canal. Cepen-
dant, aucune méthode explicite n’est fournie pour construire des codes capables d’atteindre, ni même
d’approcher, cette limite théorique.

Dans les années qui suivirent, une large variété de codes correcteurs furent proposés a�n de répondre
à la problématique soulevée par Shannon, tels que les codes Reed-Muller [71], Reed-Solomon (RS) [79],
les codes convolutifs [29] ou encore les codes LDPC (Low density parity check) [36]. Cependant, il faut
attendre les années 1990 pour que le codage connaisse un second sou�e, grâce à la fois à la découverte par
C. Berrou en 1993 des codes Turbo [57], et à la résurgence des codes LDPC, suite aux travaux de McKay [61]
en 1996, puis à ceux de Richardson et al. introduisant la technique d’évolution de densité pour l’analyse et
l’optimisation de ces codes [25]. Toutefois, malgré ces progrès considérables, la question de l’atteignabilité
de la limite de Shannon continuait de résister aux chercheurs. Il faudra attendre jusqu’en 2008, soit 60
après la formulation par Shannon de son fameux théorème, pour qu’Arikan apporte �nalement la solution
par les codes polaires. Si, depuis, il a été montré que les SC-LDPC (Spatially-Coupled LDPC) en font
autant, les codes polaires sont apparus comme une solution particulièrement prometteuse du fait qu’un
décodeur par annulation successive (SC, pour Successive Cancellation) de faible complexité est su�sant
pour atteindre asymptotiquement la borne théorique. De plus, pour pallier aux performances limitées du
SC en longueur �nie, le décodage par liste [96], dit SC-Liste, proposé quelque temps plus tard, permettait
aux codes polaires de concurrencer les performances des codes LDPC et Turbo. En une décennie, les
codes polaires en sont venus à jouer les premiers rôles dans le domaine des codes correcteurs, entériné
par leur récente adoption pour la cinquième génération de standards de téléphonie mobile 5G, aux côtés
des incontournables LDPC.

Cette thèse se concentre sur l’étude des codes polaires et de leurs propriétés les rendant attractifs pour
les applications pratiques, ainsi que sur la question du décodage e�cace de ces codes, avec, en ligne de
mire, les contextes applicatifs de la 5G. Deux axes principaux et complémentaires sont étudiés, à savoir
la question de la construction des codes polaires ainsi que celle du décodage en longueur �nie. La con-
struction des codes polaires consiste à s’e�orcer de sélectionner, parmi l’ensemble des codes de la famille
des codes polaires, celui o�rant les meilleures performances. Si des solutions e�caces existent lorsqu’un
décodeur SC est utilisé, il s’avère qu’il n’en est pas de même pour les autres algorithmes de décodage. De
plus, la structure des codes polaires, contraignant la longueur du code à une puissance de deux, soulève la
question de l’emploi de techniques de poinçonnage ou de raccourcissement. Finalement, ces deux derniers
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aspects se retrouvent également lorsqu’une modulation d’ordre supérieure est utilisée. Le deuxième axe
de la thèse constitue le décodage des codes polaires en longueur �nie. Notamment, la recherche d’un
compromis intermédiaire entre le décodeur SC, de faible complexité mais aux performances insu�santes
en longueur �nie, et le décodeur par liste, excellent en termes de performances, mais dont la complexité
et la latence peuvent être un frein en pratique.

Organisation de la thèse
Le premier chapitre de la thèse revient sur la dé�nition des codes polaires et sur le phénomène de

polarisation à l’origine de leur aptitude à atteindre la capacité de Shannon. L’algorithme fondamental
de décodage, appelé décodage par annulation successive, est détaillé, ainsi que les méthodes de l’état de
l’art utilisées pour optimiser le code polaire pour ce décodeur. Les propriétés connues sur le spectre des
distances des codes polaires sont également abordées, auxquelles s’ajoutent une contribution supplémen-
taire permettant de déterminer le code maximisant la distance et minimisant la multiplicité des mot de
code de poids faible. Finalement, les principales alternatives au décodeur SC pour la longueur �nie sont
passées en revue, en particulier le décodeur par liste, le décodeur à inversion et le décodeur séquentiel.

Le deuxième chapitre explore la question de la �exibilité sur la longueur du code, indispensable dans
les standards de télécommunications, à travers les techniques du poinçonnage et du raccourcissement des
codes polaires. Il est montré que, du fait de la structure particulière des codes polaires, la recherche
du meilleur motif pour le décodeur SC peut être réduite par rapport à une recherche exhaustive. Deux
catégories de motifs sont dé�nies et caractérisées, et un algorithme est proposé a�n d’énumérer les motifs
de chaque catégorie. Il est ensuite montré que les problématiques du poinçonnage et du raccourcissement
sont étroitement liées, de sorte que les résultats obtenus dans le premier cas sont transposés au cas du
raccourcissement. Dans un second temps, il est montré que les codes polaires poinçonnés ou raccourcis
peuvent, sous certaines conditions, être assimilés à des codes polaires utilisant une combinaison de noyaux
et vice-versa. Ce parallèle donnera lieu à une approche radicalement di�érente pour l’optimisation des
motifs de poinçonnage, basée sur le critère de l’exposant d’erreur des matrices noyaux.

Le troisième chapitre décrit un nouvel algorithme de décodage pour les codes polaires, appelé dé-
codeur à inversion dynamique. Partant du décodeur à inversion existant dans l’état de l’art, une analyse
précise de ses limites est présentée, et des solutions concrètes pour les surmonter sont proposées, tant au
niveau de la dé�nition de la métrique, que du processus de sélection des nouvelles tentatives. Il est mon-
tré que le décodeur proposé est capable de se rapprocher des performances du décodeur par liste, tout en
conservant une complexité moyenne similaire à celle du SC. Finalement, il est également mis en évidence
le fait que la métrique proposée est susceptible d’améliorer les performances du décodeur séquentiel.

Le quatrième chapitre développe la question des modulations codées utilisant des codes polaires
binaires, à travers la comparaison des deux principales approches que sont la modulation codée à en-
trelacement de bit (BICM pour Bit-Interleaved Coded Modulation en anglais) et la modulation codée
multi-niveaux (MLCM pour Multilevel Coded Modulation en anglais). Il est notamment montré que la
problématique centrale de la MLCM, à savoir le choix des rendements des codes sur chaque niveau bi-
naire, peut être e�cacement résolue pour un décodeur SC et une nouvelle méthode est proposée pour le
cas du décodeur par liste. Finalement, il sera mis en évidence l’étroite compatibilité entre les codes polaires
et la modulation MLCM, permettant l’optimisation du décodage multi-niveaux, et o�rant un avantage sig-
ni�catif par rapport à la modulation BICM.
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Le cinquième chapitre s’intéresse à une question encore assez peu explorée pour les codes po-
laires, à savoir le cas des codes polaires non-binaires. Plus précisément, une généralisation de la matrice
noyau d’Arikan sur un alphabet non-binaire est considérée, en intégrant (au noyau) une permutation de
l’alphabet non-binaire. Trois cas de �gures sont successivement discutés, suivant que les permutations de
l’alphabet non-binaire sont dé�nies dans le groupe symétrique, dans le groupe général linéaire, ou dans
le corps de Galois. Une méthode est proposée a�n d’optimiser les permutations dans chacun de ses trois
ensembles. Finalement, il est mis en évidence qu’un gain signi�catif peut être obtenu en optimisation spé-
ci�quement les permutations, et que les codes non-binaires obtenus supplantent signi�cativement leurs
homologues binaires aussi bien sur un canal binaire que non-binaire.
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CHAPTER 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES CODES POLAIRES

C e chapitre introduit le phénomène de polarisation et la dé�nition des codes polaires, d’après l’article de
référence d’Arikan [5]. Il revient également sur certaines propriétés de la famille des codes polaires,

la question de la construction des codes polaires, ainsi que sur les principaux algorithmes de décodage.
Certaines contributions originales ont été insérées dans ce chapitre a�n de les présenter dans leur contexte,
mais la distinction avec l’état de l’art sera clairement indiquée.

1.1 Phénomène de polarisation
1.1.1 Canal binaire discret sans mémoire

Soit W un canal binaire discret sans mémoire (B-DMC pour binary-input discret memoryless channel,
en anglais), i.e.:

� L’alphabet d’entrée X est un ensemble à deux éléments X = {0,1}
� L’alphabet de sortie Y est �ni

� Pour tout (x0, . . . , xN−1) ∈ X N transmis et (y0, . . . ,yN−1) ∈ YN reçu, la propriété suivante est
véri�ée:

WN(y0, . . . ,yN−1 | x0, . . . , xN−1) = W(y0 | x0) · · ·W(yN−1 | xN−1), (1.1)

où :

– W(yi | xi) correspond à la probabilité de recevoir yi lorsque xi est transmis

– WN correspond au canal vectoriel correspondant à N utilisations successives de W

On supposera de plus que W est symétrique, i.e. il existe une permutation π : Y → Y , telle que π = π−1

et W(y|1) = W(π(y)|0), ∀y ∈ Y , et cette hypothèse sera faite implicitement tout au long de ce chapitre.
La capacité symétrique1 du canal W est dé�nie par la quantité :

I(W) = ∑
y∈Y

∑
x∈X

1
2

W(y|x) log2

(
W(y|x)

1
2W(y|0) + 1

2W(y|1)

)
, (1.2)

et le coe�cient de Bhattacharyya par:

Z(W) = ∑
y∈Y

√
W(y|0)W(y|1) (1.3)

Ces deux grandeurs sont toutes deux dans l’intervalle [0, 1]. La capacité symétrique d’un canal W cor-
respond, d’après le second théorème de Shannon, au rendement théorique maximal auquel il est possible
de transmettre avec une probabilité d’erreur arbitrairement faible. Le paramètre de Bhattacharyya, quant
à lui, permet de quanti�er la �abilité du canal W. Ces deux paramètres sont liés par la double inégalité
suivante :

log2

(
2

1 + Z(W)

)
≤ I(W) ≤

√
1− Z(W)2 (1.4)

En particulier, I(W) = 1 ⇐⇒ Z(W) = 0 et I(W) = 0 ⇐⇒ Z(W) = 1.

1Notons que, pour un canal à entrée binaire, la capacité d’un canal symétrique est égale à sa capacité symétrique.
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1.1. PHÉNOMÈNE DE POLARISATION

W

Wu1
∈{0,1}

u0 y0

y1

W

W

u0
∈{0,1}

u1

y0

y1

u0

(a) Canal virtuel W− (b) Canal virtuel W+

Figure 1.1: Représentation des canaux virtuels W− (a) et W+ (b)

1.1.2 Transformation élémentaire

Soit la matrice G2, appelée matrice noyau, dé�nie par :

G2 =


1 0

1 1


 (1.5)

Soit u1
0 ∈ X 2. La séquence codée à transmettre sur le canal W est donnée par x1

0 = u1
0 · G2 = (u0 +

u1 , u1). On dé�nit le canal vectoriel, noté W2, d’entrée (u0,u1) ∈ X 2 et de sortie (y0,y1) ∈ Y2, et de
probabilité de transition :

W2(y0,y1|u0,u1) = W(y0|u0 + u1) ·W(y1|u1) (1.6)

Ce canal vectoriel est alors divisé en deux canaux virtuels W+ et W−, caractérisés par :

W− : X 7→ Y2

u0→ (y0,y1)

W+ : X 7→ Y2 ×X
u1→ (y0,y1,u0)

avec pour probabilités de transition:

W−(y0,y1|u0) =
1
2 ∑

u1

W2(y0,y1|u0,u1)

W+(y0,y1,u0|u1) =
1
2

W2(y0,y1|u0,u1)

L’interprétation de ces canaux virtuels est donnée dans la �gure 1.1. Le canal virtuel W− tire la valeur
de u1 aléatoirement (avec Pr(u1 = 0) = Pr(u1 = 1) = 1

2 ) et transmet (u0 + u1,u1) sur le canal W. Le
canal virtuel W+ tire la valeur de u0 aléatoirement, transmet (u0 + u1,u1) sur le canal W, mais fourni
également la valeur de u0. Il peut être montré que [5]:

I(W+) + I(W−) = 2I(W) (1.7)
I(W−) ≤ I(W+) (1.8)

avec égalité si et seulement si I(W) ∈ {0,1}. Un cas très particulier, mais qui servira à titre illustratif,
est le cas du canal à e�acement (BEC pour Binary Erasure Channel en anglais), pour lequel les canaux
virtuels W− et W+ sont eux-mêmes assimilables à des canaux BEC dont les capacités symétriques sont
données par [5] :

I(W−) = I(W)2 (1.9)
I(W+) = 2I(W)− I(W)2 (1.10)
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Figure 1.2: Construction récursive du graphe

A noter que pour un canal BEC, l’information mutuelle et le coe�cient de Bhattacharrya sont liés par
la relation I(W) + Z(W) = 1.

On a donc, à partir de deux réalisations indépendantes du même canal B-DMC W et en appliquant la
transformation linéaire décrite par la matrice G2, dé�ni un canal vectoriel W2 (opération appelée “channel
combining” par Arikan), puis subdivisé celui-ci en deux canaux (virtuels) B-DMC W+ et W− (opération
appelée “channel splitting” par Arikan), dont l’un est amélioré et l’autre détérioré par rapport au canal W.
Dans la suite, on s’intéressera à la transformation (W,W) 7→ (W−,W+) permettant de passer des deux
réalisations indépendantes de W aux deux canaux virtuels.

1.1.3 Construction récursive

Le principe est d’exploiter la transformation (W,W) 7→ (W−,W+) de manière récursive a�n de
générer, à partir de N réalisations indépendantes du même canal W, N canaux virtuels dont les capacités
symétriques sont progressivement polarisées au fur et à mesure des étapes de la récurrence, c’est-à-dire
que leurs informations mutuelles tendent asymptotiquement vers 0 ou 1.

La transformation linéaire à appliquer sur la séquence uN−1
0 de manière à générer la polarisation des

canaux virtuels est décrite par la matrice GN = G⊗n
2 dé�nie comme la n-ième puissance de Kronecker de

la matrice G2, et où N = 2n. La transformation récursive s’écrit donc:

xN−1
0 = uN−1

0 · GN

= uN−1
0 · (GN/2 ⊗ G2)

= (uN/2−1
0 · GN/2 + uN−1

N/2 · GN/2 , uN−1
N/2 · GN/2)

Cette récurrence est visualisée sur la �gure 1.2. Similairement à ce qui a été fait au niveau du noyau, il
est possible, partant de N = 2n réalisations indépendantes du même canal W, de dé�nir un canal vectoriel
WN : X N 7→ YN , puis de le sub-diviser en N canaux virtuels W(i)

N : X 7→ YN ×X i−1, d’entrée ui et de
sortie (yN−1

0 ,ui−1
0 ), et de probabilité de transition:

W(i)
N (yN−1

0 ,ui−1
0 |ui) = ∑

uN
i+1∈X N−i

1
2N−1 WN(yN−1

0 |uN−1
0 ) (1.11)

La capacité symétrique d’un canal virtuel est notée I(W(i)
N ), et il s’agit de s’intéresser à la distribution des

valeurs I(W(i)
N ) pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1} lorsque N tend vers l’in�ni. Une illustration de l’évolution
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Figure 1.3: Valeurs des capacités symétriques des canaux virtuels pour un canal BEC de probabilité d’e�acement p = 0.4
(I(W) = 0.6)

de cette distribution est donnée dans la �gure 1.3 pour un canal BEC (d’après les équations (1.9) et (1.10)),
et permet de mettre en évidence la concentration des valeurs autour de 0 et 1.

La propriété (1.7) démontrée au niveau du noyau se généralise à l’ensemble des canaux virtuels par:

E(I(W(i)
N )) = I(W) ∀N = 2n,n ∈N (1.12)

En exploitant cette propriété, Arikan a démontré dans [5] que le processus stochastique (In)n≥0, avec
In = {I(W(i)

N ),∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, N = 2n} est en réalité une martingale. Dès lors, le théorème de
convergence indique qu’il existe une variable aléatoire I∞ telle que (In)n≥0 converge vers I∞ presque
sûrement. Arikan a démontré de plus que I∞ est donnée par:

I∞ =





1 avec probabilité I(W)

0 avec probabilité 1− I(W)
(1.13)

Le même résultat s’applique à la suite des (Zn)n≥0, où Zn = {Z(W(i)
N ),∀i ∈ {0, N − 1}, N = 2n}, à

ceci près que, d’après (1.4), Pr(Z∞ = 1) = 1 − I(W) tandis que Pr(Z∞ = 0) = I(W). Ce résultat
fondamental, connu sous le nom de phénomène de polarisation, indique que les canaux virtuels tendent
asymptotiquement à devenir soit totalement bruités (capacité symétrique nulle) soit parfaits (capacité
symétrique égale à 1). De plus, la fraction de canaux parfaits tend vers I(W), ce qui prouve qu’il est
possible de transmettre avec une probabilité d’erreur arbitrairement faible pour tout rendement inférieur
ou égal à I(W). C’est cette dernière propriété qu’exploitent les codes polaires a�n d’atteindre la capacité
de Shannon.

A noter que dans la formalisation initiale de la polarisation dans [5], la matrice de transformation est
en réalité dé�nie par FN = BN · GN , où BN représente la permutation par inversion de bit (permutation
“bit-reversal” en anglais). Par rapport à la description donnée ci-dessus, il ne s’agit que d’une permutation
d’indices, donc sans impact sur les propriétés associées.

Il faut �nalement mentionner que le phénomène de polarisation n’est pas spéci�que au noyau G2

proposé par Arikan, mais apparaît pour toute matrice carrée A = (ai,j)0≤i≤`−1,0≤j≤`−1, inversible et non
triangulaire supérieure après toute permutation de colonnes, en appliquant récursivement le produit de
Kronecker [55]. Ce chapitre se concentrera sur les codes polaires dé�nis à partir du noyau G2, appelé
“noyau d’Arikan”, tandis que l’utilisation d’autres noyaux [60, 17, 44], ou la combinaison de di�érents
noyaux [76, 16] sera considérée dans le chapitre suivant.
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1.2 Famille des codes polaires
1.2.1 Définition des codes polaires

Un code polaire est dé�ni par le triplet (N,K,I) où N = 2n correspond au nombre de bits codés, K au
nombre de bits d’information et I = {i0, . . . , iK−1} est un ensemble d’indices 0 ≤ ik < N servant à indi-
quer la position des bits d’information parmi le vecteur de longueur N. La séquence des bits d’information
est notée uI = {ui, i ∈ I}, tandis que la séquence uI c = {ui, i ∈ I c}, où I c est le complémentaire de
I dans {0, . . . , N − 1}, est appelée la séquence des bits �gés, dont les valeurs sont �xées et connues au
niveau de l’encodeur et du décodeur. L’opération d’encodage d’un code polaire s’écrit xN−1

0 = uN−1
0 ·GN ,

où GN = G⊗n
2 est la matrice de polarisation telle que dé�nie dans la partie précédente. Cette opération

peut se décomposer comme suit:

xN−1
0 = uN−1

0 · GN

= uI · GN(I) + uI c GN(I c),

où GN(I) et GN(I c) correspondent aux sous-matrices de GN obtenues en ne conservant que les lignes
dans I et I c respectivement. Il apparaît dès lors que la séquence uI c ne fait qu’ajouter à tous les mots de
code la séquence uI c GN(I c). Elle ne modi�e donc pas les propriétés du code, pas plus qu’elle n’a d’impact
sur les performances de décodage. On adoptera donc la convention la plus répandue, à savoir mettre à 0
tous les bits �gés (uI c = 0N−K).

En toute rigueur, la dé�nition ci-dessus ne caractérise pas la famille des codes polaires, mais une famille
plus large où n’importe quel ensemble I est envisageable, et qui n’atteint pas la capacité de Shannon. Pour
dé�nir une famille atteignant asymptotiquement la capacité d’un canal W, il est nécessaire d’ajouter une
condition sur I , garantissant l’utilisation des canaux virtuels les plus �ables pour transmettre les bits
d’information, et formulée par Arikan comme suit [5]:

∀i ∈ I , ∀j ∈ I c, Z(W(i)
N ) ≤ Z(W(j)

N ) (1.14)

L’opération consistant à déterminer I suivant ce critère est appelée la “construction du code” et les
principales méthodes pour cela seront passées en revue dans la partie suivante. Auparavant, il est impor-
tant de remarquer que ce critère dépend du canal W, de sorte qu’un code polaire est optimisé pour un
canal donné et il n’y a aucune garantie qu’il soit également optimal pour un autre canal. Cependant, il
a été mis en évidence le fait que l’ensemble I respecte au moins deux conditions, indépendamment du
canal W. Ces propriétés universelles reposent sur le fait qu’il existe un ordre partiel des canaux virtuels,
à savoir qu’il existe des indices i et j tels que les canaux virtuels associés véri�ent Z(W(i)

N ) ≤ Z(W(j)
N )

indépendamment du canal W.

1.2.2 Ordre partiel des canaux virtuels

Pour formaliser la règle relative à l’ordre partiel des canaux virtuels, il convient au préalable d’expliciter
le lien bien connu entre un canal virtuel d’indice i ∈ {0, . . . , N− 1} et le développement binaire de i, noté
par B(i)

n = (b(i)n [0], . . . ,b(i)n [n− 1]) avec i = ∑n−1
k=0 b(i)n [k] · 2n−1−k (b(i)n [0] est le bit de poids fort). Pour cela,

à partir de la �gure 1.2, il peut être observé que le bloc correspondant aux indices i ∈ {0, . . . , N/2− 1},
dont le bit de poids fort b(i)n [0] est égal à 0, est associé au canal W−, tandis que celui correspondant aux
indices i ∈ {N/2, . . . , N}, dont le bit de poids fort b(i)n [0] est égal à 1, est associé à W+. Plus généralement,
on peut véri�er par récurrence que le développement binaire B(i)

n fait o�ce de fonction indicatrice sur les
opérations appliquées sur le canal virtuel W(i)

N : dégradation si b(i)n [k] = 0 ou amélioration si b(i)n [k] = 1.
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La conséquence immédiate est que, pour un canal W quelconque:

b(i)n [k] ≥ b(j)
n [k],∀k ∈ {0, . . . ,n− 1} ⇒ Z(W(i)

N ) ≤ Z(W(j)
N ) (1.15)

Cette règle permet d’établir un ordre partiel entre deux indices dont le poids du développement binaire
est distinct. Il existe une deuxième règle établissant un ordre partiel entre des indices dont le développe-
ment binaire est de même poids, appelée parfois “left-swap”, et traduisant le fait que le canal obtenu à
l’issue d’une amélioration puis d’une dégradation (en partant du canal W) est plus �able que lorsque
l’ordre des opérations est inversé [87, 43, 9]. Celle-ci peut se décrire par:

∃k1 ∈ {0, . . . ,n− 1} tel que b(i)n [k1] = 1 et b(j)
n [k1] = 0

∃k2 > k1 tel que b(i)n [k2] = 0 et b(j)
n [k2] = 1

∀k ∈ {0, . . . ,n− 1}\{k1,k2}, b(i)n [k] = b(j)
n [k]




⇒ Z(W(i)

N ) ≤ Z(W(j)
N ) (1.16)

Précisons que ce cas de �gure peut se présenter plusieurs fois dans le développement binaire de i et j sans
changer la conclusion (pour autant que le “1” se présente toujours d’abord dans le développement de i).
Il faut également prendre en compte la combinaison de ces deux règles. Nous proposons la formalisation
suivante pour caractériser l’ordre partiel, incluant toute combinaison des deux règles précédentes:

Proposition 1 Soit un canal W. Pour tout (i, j) ∈ {0, . . . , N − 1}2

m

∑
k=0

b(i)n [k] ≥
m

∑
k=0

b(j)
n [k], ∀m ∈ {0, . . . ,n− 1} ⇒ Z(W(i)

N ) ≤ Z(W(j)
N ) (1.17)

La justi�cation de cette proposition est donnée en Annexe A.1. Dans la suite, on notera par i � j le fait
que deux indices i et j sont liés par l’équation (1.17). Dans ce cas, on a nécessairement :

j ∈ I ⇒ i ∈ I
i < I ⇒ j < I

On notera qu’on ne peut avoir i � j que si |B(i)
n | ≥ |B(j)

n |, dans la mesure où |B(i)
n | = ∑n−1

k=0 b(i)n [k] et
|B(j)

n | = ∑n−1
k=0 b(j)

n [k]. Dans le cas où la condition (1.17) n’est pas véri�ée entre deux canaux virtuels, cela
signi�e que la hiérarchie entre les deux dépend du canal W considéré et qu’il n’est pas possible de les
ordonner a priori. A titre d’exemple, le tableau 1.1 fournit le cas d’un code N = 8. Il peut être observé
que la propriété (1.17) est toujours véri�ée lorsque i > j sauf lorsque i = 4 et j = 3. Dès lors, il n’existe
que deux ordres possibles pour les capacités symétriques des canaux virtuels : {0,1,2,3,4,5,6,7} ou
{0,1,2,4,3,5,6,7}. La discrimination entre les deux étant dépendante du canal W.

La connaissance de l’ordre partiel peut servir à simpli�er la recherche de l’ensemble I pour un canal
donné. Il a été montré qu’il peut su�re de calculer de l’ordre de N/log3/2(N) coe�cients Z(W(i)

N ) pour
identi�er les meilleurs canaux virtuels [64]. Il est aussi possible de représenter l’ensemble des relations
d’ordre entre les canaux virtuels sur un diagramme de Hasse [87], et d’expliciter la construction de ce
diagramme de manière récursive [43].

Au delà de la simpli�cation de la construction de l’ensemble I , cet ordre partiel présente également
un intérêt pour le décodage. En mettant en lumière le fait que certains canaux virtuels sont nécessaire-
ment moins �ables que d’autres, l’ordre partiel permet d’identi�er des positions critiques, nettement plus
susceptibles de fausser le décodage [111].

Finalement, et c’est certainement la conséquence la plus importante, l’ordre partiel confère à la famille
des codes polaires des propriétés algébriques singulières, permettant d’expliciter analytiquement un cer-
tain nombre de propriétés relatives au spectre des distances de ces codes.
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Table 1.1: Détermination de l’ordre partiel des canaux virtuels pour N = 8

Indice Développement binaire Somme cumulée

0 000 000

1 001 001

2 010 011

3 011 0 1 2

4 100 1 1 1

5 101 112

6 110 122

7 111 123

1.2.3 Spectre des distances des codes polaires

La distance minimale d’un code obtenu à partir de la matrice GN (sans contrainte particulière sur I)
est donnée par [46]:

Dmin = min
i∈I

wh(i), (1.18)

où wh(i) est le poids de hamming de la i-ième ligne de GN . Il peut de plus être montré que wh(i) = 2|B
(i)
n |

où |B(i)
n | = ∑n−1

k=0 b(i)n [k] est le poids de hamming de B(i)
n . En revanche, il n’existe pas de formule analytique

pour déterminer le nombre de mots de code de poids faible pour un cas aussi général. Cependant, dans
[9], les auteurs se sont intéressés à la famille des codes issus de la matrice GN et véri�ant la condition
d’ordre partiel, appelée famille des codes monomiaux décroissants (CMD), et incluant la famille des codes
polaires.

Dé�nition 1 Un code C(N,K,I) est dit CMD si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

� si j ∈ I et i � j⇒ i ∈ I
� si i < I et i � j⇒ j < I

Il est révélé dans [9] que les CMD disposent d’une structure algébrique singulière, permettant d’expliciter
analytiquement le nombre de mots de code de poids faible, à partir de la dimension des diagrammes de
Ferrer des monomiaux. En combinant des résultats de [9], nous avons simpli�é la formule proposée, de
manière à ne faire intervenir que le développement binaire des indices i ∈ I :

Proposition 2 Le nombre de mots de code de poids faible d’un CMD C(N,K,I) de distance minimale
Dmin = 2d est donné par:

µmin = 2n− d(d+1)
2 ∑

i∈I
|B(i)

n |=d

2sn(i), (1.19)

avec

sn(i) =
∆

n−1

∑
j=0

j · b(i)n [j] (1.20)

La démonstration est fournie en Annexe A.2.1. Par ailleurs, le nombre de mots de code de poids faible d’un
CMD C(N,K,I) peut également se calculer de manière récursive, à partir de ceux des codes composites. Par
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Figure 1.4: Calcul du nombre de mots de code de poids faibles par accumulation

“codes composites”, on entend les deux codes C1(N/2, K1,I1) et C2(N/2,K2,I2) tels que K = K1 + K2

et:
I = I1∪{i + N/2, i ∈ I2} (1.21)

Il peut être montré que les codes composites C1 et C2 d’un CMD sont eux-mêmes des CMD, et sont tels
que D1 ≥ D2, où D1 et D2 sont les distances minimales de C1 et C2 respectivement (cf Annexe A.2.2).

Proposition 3 Soit un CMD C(N,K,I), dont les codes composites sont C1(N,K1,I1) et C2(N,K2,I2)

de distances minimales respectives D1 et D2 et de multiplicités µ1 et µ2, alors le code C est tel que:




Dmin = D1 et µmin = 2 · D1 · µ1 si D1 = D2

Dmin = 2D2 et µmin = µ2 + 2 · D1 · µ1 si D1 = 2D2

Dmin = 2D2 et µmin = µ2 si D1 > 2D2

(1.22)

A partir de cette propriété, le nombre de mots de code de poids faible peut se calculer par accumulation
au fur et à mesure des étapes de récursion. L’initialisation peut se faire à partir de N = 1 d’après:

(Di,µi) =





(+∞,0) si i < I
(1,1) si i ∈ I

(1.23)

Un exemple du processus est proposé dans la �gure 1.4 pour un code C(8,4,{3,5,6,7}), pour lequel on
obtient Dmin = 4 et µmin = 14.

Nous proposons également un corollaire de la proposition 2, caractérisant, pour tout couple (N,K),
le code maximisant la distance minimale et minimisant la multiplicité:

Proposition 4 Pour tout (N = 2n,K), le CMD maximisant la distance minimale et minimisant la multi-
plicité est caractérisé par:

∀i ∈ I ,∀j < I ⇒





|B(i)
n | > |B(j)

n |
ou |B(i)

n | = |B(j)
n | et sn(i) ≤ sn(j)

(1.24)
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La première condition garantit de maximiser la distance minimale et la deuxième de minimiser la multi-
plicité. Une condition importante à véri�er est que le code obtenu est bien CMD pour pouvoir appliquer
la proposition 2. Cette démonstration est donnée en Annexe A.2.3. Dans la suite, nous appellerons code
SDO (pour Spectrum Distance Optimal) tout code véri�ant la proposition 4. Un code SDO s’obtient en
sélectionnant les lignes par poids décroissant, puis pour un même poids par sn(i) croissant. Il convient
de préciser que, pour un couple (N,K) donné, il peut exister plusieurs codes SDO, ayant la même dis-
tance minimale et le même nombre de mots de code de poids minimal 2. Si l’on ajoute comme contrainte
de trouver le meilleur code SDO pour le décodeur par annulation successive (cf section suivante) sur un
canal W donné, il est possible d’utiliser les méthodes de construction d’un code polaire, détaillées dans la
section 1.3.2, pour discriminer dans les cas où |B(i)

n | = |B(j)
n | et sn(i) = sn(j).

Il convient de mentionner un cas très particulier de CMD (et également SDO), à savoir les codes
Reed-Muller (RM), inventés en 1954 [71]. Un code RM est dé�ni par deux paramètres r et n appelés
ordre et nombre de variables respectivement, dont la longueur est donnée par N = 2n, le nombre de bits

d’information par K = ∑r
k=0

(
n
k

)
et la distance minimale par 2n−r. Il a été montré qu’il peuvent s’obtenir

à partir de la matrice GN en sélectionnant I d’après le critère suivant [35]:

I (n,r)
RM = {i ∈ {0, . . . , N − 1} | |B(i)

n | ≥ n− r} (1.25)

Les codes RM font partie des familles de codes dont les propriétés algébriques sont les mieux connues,
et le rapprochement avec les codes CMD est tout à fait intéressant. Considérons un CMD C(N = 2n,K,I)
et le code RM(n,r) de même distance minimale, tel que I ⊆ I (n)RM. Dès lors, il est clair que :

X ∈ C ⇒ X ∈ RM(n,r). (1.26)

Or, il est connu de longue date que pour un code RM, les mots de code de poids compris entre Dmin et
2Dmin ont tous des poids de la forme 2Dmin − 2i [13]. Cette propriété se transmet directement aux CMD,
et permet de prouver, en particulier, qu’il n’existe pas de mots de code de poids compris strictement entre
Dmin et 3

2 Dmin (sachant que Dmin est une puissance de 2).
Un résultat signi�catif sur le lien entre les codes polaires et RM est donné dans [65], prouvant que

lorsque le canal W tend vers un canal parfait, et sous réserve que le rendement coïncide avec celui d’un
code RM, alors le code polaire tend vers un code RM. Une extrapolation directe de cette propriété con�rme
que la distance minimale d’un code polaire tend vers la valeur maximale possible pour le couple (N,K)
quand le canal tend vers le canal parfait.

Finalement, la connaissance du nombre de mots de code de poids faible permet d’obtenir une esti-
mation de la borne de l’union (UB pour union bound, en anglais), borne supérieure de la performance
maximum de vraisemblance (ML pour Maximum Likelihood, en anglais). En particulier, sur un canal BI-
AWGN (pour Binary-Input Additive white Gaussian noise, en anglais) de variance σ, celle-ci se calcule
par :

Ub(σ) =
N

∑
d=Dmin

µdQ

(√
d

σ

)
, (1.27)

où µd correspond au nombre de mots de code de poids d, et Q est reliée à la fonction d’erreur gaussienne
complémentaire par Q(x) = 1

2 erfc( x√
2
). Une approximation classique est de ne conserver que le terme

dominant:
Ub(σ) ≈Ub(σ) = µDmin Q

(√
Dmin
σ

)
. (1.28)

2Il n’y a en revanche aucune garantie d’égalité concernant le nombre de mot de code de poids D > Dmin.
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Figure 1.5: Multiplicité minimale des codes polaires N = 512

Cette approximation est d’autant plus précise pour les CMD, qu’il a été montré que le prochain terme
(éventuellement) non nul correspond à d = 3

2 Dmin. Par la suite, lorsqu’il sera question de tracer la borne
de l’union, celle-ci sera systématiquement estimée à partir de cette dernière approximation.

En guise de conclusion de cette section, la �gure 1.5 présente, pour N = 512 et tout rendement
1/6 ≤ R ≤ 5/6, la multiplicité minimale du code SDO ainsi que des codes polaires construits en util-
isant l’approximation gaussienne (cf Section 1.3.2) aux valeurs de SNR telles que le taux d’erreur paquet
du décodage SC, noté WERSC, soit égal à 10−3, 10−5 et 10−10 respectivement. Les ruptures des di�érentes
courbes correspondent aux changements de distance minimale des codes. Il apparaît que le code polaire
se rapproche bien du code SDO lorsque le SNR de construction augmente. Cependant, ce rapprochement
est assez lent et ne survient que pour des taux d’erreurs excessivement faibles, de sorte que les codes
polaires utilisés en pratique ont une distance minimale relativement basse comparée à celle du code SDO.
On notera toutefois que pour certaines valeurs de rendements, la di�érence entre les deux codes, tant en
termes de distance minimale que de multiplicité, peut être assez réduite. Dans ces cas là, on verra que le
code SDO peut être utilisé pour améliorer les performances avec certains décodeurs polaires (cf section
1.4).

1.3 Décodage par annulation successive et construction
du code

1.3.1 Décodage par annulation successive

Si l’opération d’encodage d’un code polaire peut aussi bien s’exprimer par le produit matriciel avec GN

que par la propagation des bits d’informations sur le graphe du code (tel que celui présenté sur la �gure
1.6), le processus de décodage s’exprime pour sa part exclusivement sur ce dernier. La di�érence étant que
l’encodage est une propagation de la gauche vers la droite de la séquence uN−1

0 , tandis que le décodage
part des valeurs reçues yN−1

0 à droite du graphe et propage des rapports de vraisemblance logarithmiques
(LLR pour Log-likelihood Ratio, en anglais) de manière à déterminer les estimations des bits d’information
ûI à gauche du graphe. Ce graphe de décodage contient deux types de nœuds: les nœuds xor, de symboles
⊕, correspondant à l’opérateur logique “ou exclusif”, et les nœuds répétitions, de symboles = , décrivant
l’égalité entre toutes les entrées et sorties. Un exemple de graphe est fourni sur la �gure 1.6, présentant le
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(a) Graphe N = 8 (b) Construction récursive

Figure 1.6: Graphe d’un code polaire de dimension N = 8 (a) et transformation récursive (b)

cas N = 8, ainsi que la transformation récursive permettant de générer le graphe pour toute valeur de N.
L’initialisation du décodeur consiste à calculer les LLRs d’entrée à partir des valeurs reçues:

L(i)
in = log

(
Pr(xi = 0 |yi)

Pr(xi = 1 |yi)

)
(1.29)

Dans le décodage par annulation successive (SC, pour successive cancellation, en anglais), fondé sur le
phénomène de polarisation, les bits d’information sont décodés les uns après les autres, par ordre crois-
sant d’indice, et chaque estimation est utilisée pour décoder les bits suivants3. Étant donné un bit ui, et
connaissant les estimations des bits d’information précédemment décodés ûi−1

0 , le décodeur procède au
calcul du LLR du bit:

Li(yN−1
0 , ûi−1

0 ) = log

(
Pr(ui = 0 |yN−1

0 , ûi−1
0 )

Pr(ui = 1 |yN−1
0 , ûi−1

0 )

)
, (1.30)

puis prend la décision dure ûi pour le bit en question d’après:

ûi = hI (Li)
def
=





ui if i < I
1−sign(Li)

2 if i ∈ I ,
(1.31)

où Li =
∆ Li(yN−1

0 , ûi−1
0 ). Ce processus est répété successivement pour chaque bit d’information, comme

présenté dans l’algorithme 1.
La propagation des LLRs dans le graphe suit deux règles distinctes, relatives à chacun des deux types

de nœuds. La �gure 1.7 décrit le sens de propagation des messages, depuis les LLRs d’entrée La et Lb vers
les sorties L(xor)

out et L(rep)
out respectivement. Les équations de mise à jour sont:

L(xor)
out

BP
= 2 · atanh

(
tanh

(
La

2

)
· tanh

(
Lb

2

))
(1.32)

L(xor)
out

MS≈ sign(La · Lb) ·min(La, Lb) (1.33)

L(rep)
out = (−1)vLa + Lb (1.34)

avec v correspondant à la valeur du bit de l’arrête en question. Cette valeur est issue de la repropagation
dans le graphe des décisions précédentes ûi−1

0 où i est l’indice du bit dont on cherche l’estimation.
3De la même manière que dans la polarisation étudiée dans la section précédente, les canaux virtuels étaient dé�nis con-

naissant les valeurs des bits précédents ui−1
0 .

16



1.3. DÉCODAGE PAR ANNULATION SUCCESSIVE ET CONSTRUCTION DU CODE

Algorithme 1 Décodage par annulation successive d’un code polaire C(N,K,I)
1: procédure SC( yN−1

0 )
2: Initialisation : calculer L(i)

in ,∀ i ∈ {0, . . . , N − 1}
3: pour i = 0, . . . , N − 1 faire
4: Calculer Li(yN−1

0 , ûi−1
0 );

5: Déterminer ûi = hI (Li);
6: �n pour
7: retourne ûI ;
8: �n procédure

Algorithme 2 Calcul du LLR du bit ui

1: procédure CalcLLR( i , (λ(0)
0 ,λ(0)

1 , . . . ,λ(0)
N−1), û

i−1
0 )

2: pour ` = 1, . . . ,n faire
3: si b(i)n [`− 1] = 0 alors . Nœuds xor
4: pour k = 0, . . . ,2n−` − 1 faire
5: λ

(`)
k = BP(λ(`−1)

k ,λ(`−1)
k+2n−1−`);

6: �n pour
7: sinon . Nœuds répétition
8: v = (û(bi·2`−nc−1)·2n−` , . . . , û(bi·2`−nc)·2n−`−1) · G⊗n−`

2 . Repropagation des décisions
9: pour k = 0, . . . ,2n−` − 1 faire

10: λ
(`)
k = (−1)v(k) · λ(`−1)

k + λ
(`−1)
k+2n−1−` ;

11: �n pour
12: �n si
13: �n pour
14: retourne λ

(n)
0 ;

15: �n procédure

La

Lb

Lb

L(xor)
out

La

Lb

(−1)vLa

v

L(rep)
out

(a) Nœud xor (b) Nœud répétition

Figure 1.7: Règles de propagation des LLRs pour les nœuds xor (a) et répétition (b)

A noter que la fonction de mise à jour du nœud xor existe sous forme exacte appelée BP (pour Belief-
propagation, en anglais, terminologie empruntée aux codes LDPC) faisant intervenir les fonctions com-
plexes tangente hyperbolique et sa réciproque, ou sous forme approchée MS (pour Min-Sum), nettement
plus adaptée pour les implémentations matérielles. Si cette approximation peut générer une dégradation
des performance par rapport à la formule exacte du BP pour les codes LDPC, il a été observé que cette
di�érence n’est pas signi�cative dans le cas des codes polaires [59].

Le détail du processus utilisé pour calculer le LLR du bit ui est donné dans l’algorithme 2, où λ
(0)
k

représente le k-ième LLR d’entrée (i.e. L(k)
in ), et λ

(`)
k la valeur d’un LLR après la propagation à travers
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` noyaux; le LLR �nal Li(yN−1
0 , ûi−1

0 ) est donné par λ
(n)
0 . Le type de nœud traversé est indiqué par le

développement binaire de i, à savoir xor si b(i)n [`] = 0 et répétition sinon.

La complexité d’un algorithme de décodage s’évalue sommairement à partir du nombre de calculs
de LLRs. Dans le cas du décodage SC, cette complexité est nettement réduite grâce à la ré-utilisation
des calculs intermédiaires. Pour cela, il convient de noter qu’à chaque arête horizontale du graphe est
associé un et un seul LLR durant tout le processus de décodage. Dès lors, le nombre total de LLRs à
calculer est donné par le nombre d’arêtes horizontales, à savoir N · n. La complexité du décodage SC est
donc de l’ordre de O(N log(N)). Cette réduction de complexité peut s’observer dans l’algorithme 2 en
considérant le calcul des LLRs de deux bits distincts ui et uj: tant que le développement binaire des indices
i et j est identique, les calculs intermédiaires restent exactement les mêmes dans les deux cas, de sorte
qu’il su�t de stocker les résultats en mémoire lors du décodage de ui et de les réutiliser lors du décodage
du bit uj.

Une propriété remarquable du décodeur SC est sa �exibilité en fonction du rendement. En e�et,
l’ensemble I peut être vu comme un paramètre dans l’algorithme 1 de telle sorte qu’un seul décodeur
est capable de fonctionner pour tout K ∈ {0, . . . , N − 1}. Cette aptitude est hautement intéressante dans
les applications pratiques tolérant di�érents schémas de modulation codée (MCS, de l’anglais Modulation
Coding Scheme) ayant chacun un rendement di�érent. Il convient cependant de souligner qu’il est délicat
d’obtenir une implémentation supportant toute valeur de rendement, et étant en même temps excellente
en termes de latence. Ainsi, les implémentations des codes polaires sacri�ent le plus souvent la �exibilité
au pro�t de la latence (cf section 1.4.4).

1.3.2 Construction d’un code polaire

On appelle « construction » d’un code polaire l’opération ayant pour objectif, connaissant le canal
W, de déterminer l’ensemble I , i.e. les K canaux virtuels les plus �ables. Il existe dans la littérature deux
principales approches pour traiter ce problème. La première, proposée initialement par E. Arikan [5],
repose sur une optimisation heuristique basée sur des simulations Monte-Carlo. La deuxième est basée
sur le concept d’évolution de densité, très utilisé notamment pour les codes LDPC [80]. Il existe cependant
une troisième approche [43], dont le but est de fournir une solution mathématique simple et immuable,
mais sans prise en compte rigoureuse du canal.

1.3.2.1 Méthode heuristiqe

Le grand avantage de cette méthode est la simplicité de sa mise en œuvre, puisqu’il su�t d’implémenter
l’encodeur et le décodeur pour pouvoir l’appliquer à tout modèle de canal. Il s’agit d’accumuler, en
générant un grand nombre de réalisations de bruit, des données statistiques relatives aux di�érents canaux
virtuels de manière à sélectionner, in �ne, les plus �ables. Pour cela, il convient d’utiliser un décodeur
genie-aided (traduit littéralement “aidé par un génie”) calculant pour chaque indice i ∈ {0, . . . , N − 1} le
LLR genie-aided en connaissant les vraies valeurs des bits précédents:

L(ga)
i (yN−1

0 ,ui−1
0 ) = log

(
Pr(ui = 0 |yN−1

0 ,ui−1
0 )

Pr(ui = 1 |yN−1
0 ,ui−1

0 )

)
. (1.35)

Notons que, pou une réalisation de bruit donnée, Li est rigoureusement égal à L(ga)
i dans le cas où tous

les bits précédents sont ou �gés ou correctement décodés. A partir de ces LLRs, il existe deux grandeurs
statistiques utilisées pour évaluer la �abilité des canaux virtuels :
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� La probabilité d’erreur genie-aided: pour chaque canal virtuel, il s’agit de calculer la décision genie-
aided u(ga)

i = (1− sign(L(ga)
i ))/2 et de la comparer avec la vraie valeur du bit ui:

pi| = Pr(u(ga)
i , ui |yN−1

0 ,ui−1
0 ) (1.36)

Le choix des positions d’information est alors donné par les indices des K canaux virtuels ayant les
plus faibles valeurs de pi|. De plus, ces probabilités permettent de déterminer une borne supérieure
de la probabilité d’erreur bloc du décodeur SC, notée WERSC (pour Word Error Rate, en anglais),
extrêmement précise pour les SNR modérés et élevés [70] :

WERSC ≤∑
i∈I

pi| (1.37)

� Le paramètre de Bhattacharyya : les valeurs des Z(W(i)
N ) peuvent s’obtenir d’après la relation [10]:

Z(W(i)
N ) = E

(
exp

(
1
2
(2ui − 1)L(ga)

i

))
(1.38)

Ce coe�cient peut s’estimer par simulation Monte-Carlo en moyennant sur un grand nombre de
réalisations de bruit. Par rapport au calcul des probabilités ci-dessus, il a l’avantage d’exploiter
directement les informations souples, et a donc une meilleure stabilité numérique et une moins
grande sensibilité au nombre total d’échantillons accumulés. En revanche, il ne permet pas d’obtenir
une estimation précise des performances, mais seulement un encadrement [5, 55] :

max
i∈I

1
2

(
1−

√
1− Z(W(i)

N )2

)
≤WERSC ≤∑

i∈I
Z(W(i)

N ) (1.39)

1.3.2.2 Méthode par évolution de densité

La méthode par évolution de densité (DE pour Density Evolution en anglais) consiste à propager dans
le graphe du code polaire non pas une séquence de LLRs (correspondant à une certaine réalisation du
canal), mais directement la distribution de probabilité (PDF, pour Probability Density Function, en anglais)
des LLRs, en utilisant un décodeur SC genie-aided. On suppose de plus que xN−1

0 = uN−1
0 = 0N , ce qui

n’a pas d’impact du fait de la symétrie du décodeur et du canal W. Il peut-être observé que, pour tout
noyau du graphe, les entrées sont indépendantes de sorte qu’aucun biais n’est introduit en propageant
la PDF. Une fois la distribution des LLRs obtenue pour chaque canal virtuel, la probabilité d’erreur pi|
de l’équation (1.36) peut être calculée comme l’intégrale de la PDF sur ]−∞,0] (puisqu’un LLR négatif
correspond à une mauvaise décision ûi). Le point délicat de cette méthode est de déterminer les équations
de propagation des PDFs. Si le nœud répétition se résume à une simple convolution des PDFs d’entrée, le
calcul exact pour les nœuds xor est particulièrement complexe [80]. Il existe toutefois des approximations
e�caces, notamment exploitant l’approximation Min-Sum [53]. A noter également qu’une convolution
double le support des PDFs (discrétisées), de sorte qu’une approximation est nécessaire en pratique pour
éviter l’explosion de la dimension du support des PDFs [94]. Dans le cas général d’un canal W, l’évolution
de densité repose essentiellement sur une discrétisation des PDFs sur un très grand nombre de valeurs et
reste exigeante en ressources de calcul, d’autant plus qu’elle doit être e�ectuée pour chaque canal W (y
compris pour di�érentes valeurs de SNR). Il existe néanmoins des cas dans lesquels il est possible de s’en
sortir à moindre frais.

Nous avons déjà vu que pour le canal BEC, il est possible de propager directement les valeurs des
capacités symétriques dans le graphe d’après les équations (1.9) et (1.10). Si de telles équations n’existent
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pas pour des modèles de canaux plus complexes, il existe une approximation pour le canal BI-AWGN
permettant de simpli�er considérablement le processus de construction, appelée approximation gaussienne
(DE-GA pour Density Evolution using Gaussian Approximation en anglais). Cette fois-ci, les PDFs des
canaux virtuels sont approximées par des distributions gaussiennes symétriquesN (µ,σ2) avec 2µ = σ2,
et les PDFs sont alors décrites à partir d’un unique paramètre, généralement la moyenne µ [98, 110, 27].
Bien que fondée sur une hypothèse mathématiquement inexacte, la méthode DE-GA s’avère être un choix
répandu en pratique, du fait que la di�érence avec l’évolution de densité exacte ou la méthode heuristique
n’apparaît que pour des codes très longs (n ≥ 18) [27].

A noter que si l’on suppose que toutes les distributions d’entrée du décodeur sont identiques, alors le
nombre de PDFs distinctes à évaluer – indépendamment de la méthode utilisée – est 2N − 2 = ∑n

`=1 2`,
soit une complexité linéaire en la longueur du code [70]. Cela s’explique par le fait que, partant d’une
unique PDF en entrée, il n’y a que 2 PDFs distinctes à l’issue du premier étage de noyaux, correspondant
aux sorties des nœuds xor et répétition respectivement. Par récurrence, le nombre de PDFs distinctes
après ` ∈ {1, . . . ,n} étages de noyaux vaut exactement 2`.

Pour les simulations présentées dans la suite de ce manuscrit sur le canal BI-AWGN, chaque point de
simulation utilisera le code construit pour la valeur courante de SNR par la méthode DE-GA.

1.3.2.3 Méthode arithmétiqe

La dernière approche, quali�ée ici d’arithmétique, vise à donner une caractérisation mathématique
simple de l’ensemble I . Elle a l’avantage d’être de faible complexité, facile d’implémentation et de fournir
toujours rigoureusement la même solution. En contrepartie, le canal n’est pris en compte qu’à posteriori
en véri�ant que la solution est e�cace pour le décodage SC. Les positions d’information correspondent
aux indices i ∈ {0, . . . , N − 1} maximisant la métrique suivante:

Γ(i) =
n−1

∑
k=0

(
1
β

)k

· b(i)n [k], (1.40)

où β est une valeur à choisir judicieusement 4. Il a été démontré que cette métrique respecte l’ordre partiel
pour tout β > 1, et que, pour le canal BI-AWGN, β = 1.1892 o�re des performances très comparables avec
les méthodes par approximation gaussienne [43]. Nous mentionnons également qu’il est possible de relier
ce critère avec celui permettant d’obtenir le code SDO:

Proposition 5 Pour tout couple (N,K), le code SDO peut être obtenu en sélectionnant les K indices max-
imisant:

Γ′(i) =
n−1

∑
k=0

(
1− k

ν

)
· b(i)n [k], (1.41)

pour tout n(n−1)
2 ≤ ν < +∞.

La démonstration est donnée en Annexe A.2.4. On peut remarquer qu’en prenant β−1 = 1 − 1
ν et en

appliquant un développement limité à l’ordre 1, la métrique (1.40) devient celle du code SDO (1.41), de
sorte que le code SDO peut être vu comme un cas particulier de la méthode basée sur le développement
β lorsque β→ 1.

La �gure 1.8 présente l’impact de la valeur de β−1 sur les performances du code avec le décodeur
SC d’une part et sur la borne de l’union d’autre part (calculée par l’équation (1.28)). Si l’on retrouve le
fait que β−1 = 1/1.1892 = 0.841 donne e�ectivement la meilleure performance pour le décodage SC, il

4Dans [43], le développement binaire est dé�ni avec b(i)n [0] comme LSB, ce qui revient à remplacer β par 1/β.
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Figure 1.8: Impact de la valeur β sur les propriétés du code (N,K) = (512,256) à SNR= 3dB
.

apparaît également que la borne de l’union continue de décroitre jusqu’à atteindre le seuil minimal corre-
spondant au code SDO. Pour les paramètres présentés sur la �gure, il est clair qu’il faudrait un décodeur
excessivement puissant – et d’une complexité certainement impraticable – pour atteindre la borne ML du
code SDO, sachant que le taux d’erreur du SC est supérieur à 10−1. Néanmoins, on verra dans la suite de
ce chapitre que pour certains rendements et avec le décodage par liste, le code SDO peut être largement
avantageux. Pour les autres valeurs de rendement, il est nécessaire de trouver un compromis entre ces
deux extrêmes, qui peut être obtenu en choisissant judicieusement la valeur de β, ou en utilisant un code
polaire obtenu pour une valeur de SNR supérieure au SNR de fonctionnement.

1.4 Décodage des codes polaires
Si les codes polaires décodés avec le SC sont capable d’atteindre asymptotiquement la limite de Shan-

non, il s’avère néanmoins que les performances du SC sur des codes de longueurs utilisées en pratique sont
très insu�santes comparées aux performances atteintes par les codes LDPC ou Turbo. D’où le développe-
ment d’une large variété d’algorithmes de décodage visant à améliorer les performances. Le but de cette
section est de passer en revue les principales solutions existantes.

1.4.1 Généralités sur le décodage

Les codes polaires sont construits sur la base d’un décodage successif des bits avec la réutilisation
des décisions dures précédentes. Dès lors, tout algorithme de décodage qui ne suivrait pas ce principe,
sans être nécessairement ine�cace, nécessiterait de revoir au moins le critère de sélection des positions
d’information, mais sortirait du cadre des codes polaires. Qui plus est, il a été montré que les codes polaires
ne sont pas optimaux en terme de distance minimale ou multiplicité minimale, et tout particulièrement
lorsque le rendement coïncide avec celui d’un code RM. De fait, tout algorithme de décodage garantissant
les performances ML gagnerait à être utilisé avec un critère de sélection des positions d’information visant
à optimiser le spectre des distances, comme cela a été mis en évidence pour les algorithmes ML [6] et SD
(pour Sphere Decoding, en anglais) [52, 40]. La question de la construction du code pour de tels décodeurs
pour tout couple (N,K) trouve sa solution avec les codes SDO dé�nis plus haut.

Un algorithme par propagation de croyance (communément appelé Belief Propagation en anglais),
inspiré par les décodeurs LDPC, a été proposé pour les codes polaires, arguant que la nature intrinsèque-
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ment séquentielle du décodage SC le rendait peu adapté pour le très haut-débit. Il repose sur des itéra-
tions droite-gauche dans le graphe polaire, sans tenir compte de l’ordonnancement spéci�que du SC. De
fait, ce décodeur requiert près d’une centaine d’itérations pour ne faire qu’approcher les performances
du SC, et sans apporter l’avantage en terme de latence escompté [38]. Des progrès signi�catifs ont été
obtenus récemment par un algorithme par propagation de croyancemulti-treillis [30], exploitant di�érents
graphes équivalents d’un même code polaire, bien que les performances restent encore assez éloignées
des meilleurs décodeurs polaires.

Un autre processus est celui de l’algorithme itératif à annulation souple SCAN (pour Soft-Cancellation
en anglais) [33], dans lequel chaque itération respecte l’ordonnancement du décodage SC, mais réutilise
les valeurs souples des bits d’information plutôt que les décisions dures. Il a été montré que ce décodeur
parvient à surpasser légèrement le SC en quelques itérations, tout en o�rant une complexité radicalement
inférieure à l’algorithme par propagation de croyance, tant au niveau computationnel qu’au niveau de
l’utilisation de la mémoire [12]. De plus, les performances peuvent être améliorées en reconsidérant la
position des bits d’information a�n de réduire le nombre de mots de code de poids faible [78].

Les algorithmes les plus performants pour les codes polaires sont tous basés sur le décodage SC.
Plutôt que d’explorer un unique chemin comme dans le SC, ces décodeurs s’e�orcent d’explorer plusieurs
chemins, en parallèle, en série, ou par un intermédiaire entre les deux. Le suite de ce chapitre est dédiée
à la description de ces algorithmes.

Auparavant, il convient d’expliciter la raison fondamentale permettant à ces algorithmes de surpasser
très largement le SC au point de concurrencer les codes LDPC et Turbo en longueur �nie. Il a été mis en
évidence le fait que la borne ML des codes polaire est en réalité relativement proche de la performance du
SC, de telle sorte que même un algorithme ML n’apporterait qu’un avantage limité [95]. Pour surmonter
cet obstacle, ces décodeurs utilisent le plus souvent un système concaténé d’un code polaire (interne)
avec un code détecteur (externe) de type CRC (Cyclic Redundancy Check en anglais). Concrètement, un
CRC est ajouté à la séquence des bits d’information uI avant l’encodage polaire. De fait, le nombre de
bits à décoder augmente de K à K + r, où r est le nombre de bits de CRC. Ce CRC permet d’améliorer
les performances des décodeurs en servant d’indicateur de succès ou d’échec d’un décodage, avec une
probabilité de non-détection d’une erreur de l’ordre de 2−r. Si l’on s’en tient au code polaire C(N,K +

r,I ′) où | I ′ | = K + r, sans tenir compte du CRC, il est possible de déterminer la distance minimale et la
multiplicité, mais le CRC n’autorise en réalité qu’un nombre réduit parmi ces mots de code, de telle sorte
que la multiplicité de la distance minimale, voire même la distance minimale, peuvent être améliorées
dans le système concaténé.

1.4.2 Décodage par liste

Le décodage par liste des codes polaires [95] suit exactement le même ordonnancement des opérations
que dans le SC, la di�érence reposant sur le fait qu’il explore en parallèle L chemins plutôt que l’unique
chemin du SC. Par “chemin”, on entend toute séquence ûi−1

0 en cours de décodage, et telle que ûj = uj

si j < I . La �gure 1.9 représente l’arbre des possibilités pour un code avec K = 4 bits d’information.
A chaque chemin est associée une métrique, calculée à partir des LLRs obtenus durant le décodage, et
évaluant sa probabilité de succès. Lors du décodage d’un bit d’information ui, i ∈ I , le décodeur commence
par mettre à jour la valeur de la métrique associée aux deux décisions ûi = 0 et ûi = 1, et ce pour
chaque chemin conservés en mémoire. Pour limiter la croissance exponentielle du nombre de chemins,
le décodeur ne conservera en mémoire que les L plus probables d’après la métrique, avant de continuer
le décodage des bits suivants. Dans le cas d’un bit �gé ui, i < I , le décodeur ne conserve que la vraie
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Figure 1.9: Représentation en arbre d’un processus de décodage polaire : le SCL explore en parallèle L trajectoires d’après
les valeurs de métriques calculées

décision ui et se contente uniquement de mettre à jour les valeurs des métriques d’après la valeur de Li. A
l’issue du décodage, la liste contient exactement L chemins de longueur N, soit autant de candidats pour
l’estimation de uI . La sélection du candidat �nal est e�ectuée en conservant le chemin véri�ant le CRC.
Si plusieurs candidats véri�ent le CRC, la métrique sert à départager. Si aucun candidat ne véri�e le CRC,
le résultat sera forcément en erreur.

La métrique d’un chemin vi−1
0 ∈ {0,1}i se calcule récursivement à partir de celle du chemin vi−2

0 et
du LLR du bit vi−1 associé à cette trajectoire Li−1( yN−1

0 ,vi−2
0 ) [8]:

Γ(vi−1
0 ) = Γ(vi−2

0 ) + log
(

1 + exp
(
−(1− 2 · vi−1) · Li−1( yN−1

0 ,vi−2
0 )

))
, (1.42)

avec par convention Γ(∅) = 0. Une approximation importante pour les implémentations matérielles est
donnée par [8]:

Γ′(vi−1
0 ) =





Γ′(vi−2
0 ), si vi−1 =

1
2

(
1− sign(Li−1( yN−1

0 ,vi−2
0 )

)

Γ′(vi−2
0 ) + |Li−1( yN−1

0 ,vi−2
0 )|, sinon

(1.43)

Les chemins à privilégier sont ceux minimisant cette métrique. Intuitivement, si la valeur du bit vi−1 est
contredite par le signe de son LLR, alors le chemin sera pénalisé d’autant plus que le LLR est élevé en
valeur absolue. Dans le cas contraire, aucune pénalité n’est appliquée.

A noter que ce décodeur peut aussi bien fonctionner sans CRC, auquel cas la décision �nale reviendra
uniquement à la métrique. Pour les distinguer, on utilisera l’acronyme CA-SCL (pour CRC-Aided SCL, en
anglais) pour le décodeur avec un CRC et SCL pour celui sans. Une problématique délicate concernant ces
deux décodeurs est la question du choix de I , dans la mesure où il n’existe pas de méthode de construction
analytique pour de tels décodeurs. En particulier, du fait que le SCL est capable d’approcher – sous réserve
que la taille de la liste soit su�sante – la borne ML, il est possible d’améliorer les performances en utilisant
un code avec une borne ML plus basse. L’intérêt d’une telle approche a été mis en évidence dans [65] où un
code construit pour un SNR plus élevé que le SNR de fonctionnement est utilisé. Concernant le CA-SCL,
il y a un très large consensus au sein de la communauté pour considérer la construction obtenue pour le
décodeur du SC (pour K + r bits sur le canal considéré) comme étant excellente, si ce n’est la meilleure.
Cela peut se justi�er intuitivement par le fait que l’identi�cation du bon candidat dans la liste est déléguée
au CRC, et qu’il su�t donc de chercher à maximiser le probabilité que le bon chemin soit dans la liste, la
construction du SC étant des plus pertinentes pour cela.

Puisque les performances du SCL peuvent être optimisées en améliorant le spectre du code, le code
SDO est un candidat qui mérite d’être considéré. La �gure 1.10 présente les performances pour les
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Figure 1.10: Performance du code SDO et des codes polaires (N,K) = (512,345)

paramètres (N,K) = (512,345) d’un code polaire et du code SDO avec les décodeurs SC et SCL avec
L = 16, ainsi que la valeur de l’UB. Les performances du CA-SCL sont également données avec L = 16 et
r = 12 bits de CRC. Il peut-être observé que les performances du SCL sont bien meilleures avec le code
SDO qu’avec le code polaire (puisque celui-ci bute sur la borne ML), et que le SCL du code SDO concur-
rence même le CA-SCL du code polaire pour une même taille de liste. Nous pensons qu’il devrait être
possible d’améliorer encore les performances en trouvant le bon compromis entre le code SDO et le code
polaire.

1.4.3 Décodage séqentiel

Le décodage séquentiel fut très étudié dans les années soixante-dix pour le décodage des codes convo-
lutifs [107]. Par rapport au décodeur par liste, le décodeur séquentiel repose sur l’exploration de chemins
de longueurs variables. Il existe plusieurs approches pour la stratégie d’exploration des branches de l’arbre,
chacune proposant un compromis di�érent entre performance, complexité calculatoire et quantité de mé-
moire requise, parmi lesquelles l’algorithme de Fano, l’algorithme Stack ou l’algorithme de Creeper [51].
Pour les codes polaires, l’application d’un tel décodeur a été proposé tantôt sous le nom de SC-Stack
(SCS) [72, 23] tantôt de “décodeur séquentiel”[63, 101, 100], mais les deux utilisent en réalité la stratégie
d’exploration de l’algorithme de Stack, et ne di�èrent que par la dé�nition de la métrique.

Par rapport au décodeur par liste, l’idée fondamentale du décodeur séquentiel est d’explorer des
chemins de longueurs di�érentes, conservés non plus dans une liste mais dans une “pile” (traduction
de stack en anglais) contenant les D meilleurs chemins en cours d’exploration. Le principe est de ne pro-
longer à chaque étape du processus que le chemin le plus probable d’après les valeurs des métriques. Lors
du prolongement d’un chemin par un bit d’information, les deux décisions sont envisagées et les chemins
associés sont stockés dans la pile. Seuls les D chemins les plus probables sont conservés dans la pile, les
autres étant simplement éliminés. En l’absence de CRC, le premier chemin atteignant la longueur N met
�n au décodage et constitue le candidat �nal. Avec un CRC, le décodage est interrompu lorsqu’un chemin
véri�e le CRC ou qu’un total de D chemins de longueur N a été obtenu.

Le principal défaut de ce décodeur est qu’il requière une quantité de mémoire signi�cativement plus
élevée que le décodage par liste, sous peine de détérioration dramatique des performances [23], et hy-
pothéquant sérieusement la possibilité qu’une implémentation matérielle atteigne une latence très faible.
Une autre problématique de cet algorithme est la dé�nition de la métrique permettant de comparer e�-
cacement des chemins de longueurs di�érentes. La métrique proposée dans [72] est équivalente à celle du
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û4

û5

û6
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Figure 1.11: Décodage SC simpli�é et SC simpli�é rapide pour un code N = 8

décodeur par liste, mais sans prise en compte des LLRs des bits �gés. Dans [100], il est proposé d’utiliser
la métrique du décodage par liste (en tenant compte des bits �gés), mais d’ajouter un biais pour a�ner la
comparaison des chemins de longueurs di�érentes. Ce biais est déterminé préalablement au décodage à
partir des �abilités des canaux virtuels.

1.4.4 Décodage à inversion

Le décodage à inversion [3] consiste à e�ectuer des tentatives de décodages les unes après les autres
tant qu’aucune ne passe le CRC ni qu’un nombre maximal de tentatives a été atteint. Dans [3], les ten-
tatives sont obtenues en inversant une unique décision par rapport au décodage SC. La position des in-
versions est déterminée par les T indices ayant les valeurs de LLR les plus faibles lors du décodage SC. Le
concept de décodage à inversion est le sujet du chapitre 3, nous n’en dirons donc pas plus pour l’instant.

1.4.5 Décodeurs faible latence

Puisque le processus de décodage SC est de nature intrinsèquement séquentielle, il est di�cilement
compatible avec les applications requérant une très faible latence. Cependant, un certain nombre d’optimi-
sations algorithmiques peuvent être implémentées de manière à réduire simultanément la complexité et la
latence sans a�ecter les performances. Cette version faible latence du SC, appelée décodeur SC simpli�é
(SSC) [4], permet la réduction signi�cative du nombre de calculs de LLRs, en exploitant les propriétés de
l’ensemble I du code. Le principe est d’identi�er dans le graphe des blocs de bits d’information (appelés
aussi nœuds) dont le décodage peut être accéléré. Dans le SSC, ceux de rendement R = 0 (contenant
uniquement des bits �gés) ne sont pas décodés, tandis que ceux de rendement R = 1 (uniquement des
bits d’information) sont décodés sous forme de décisions dures. Un exemple est fourni dans la �gure 1.11
pour un code (N,K) = (8,5), où blocs de rendement R = 1 et R = 0 sont visualisés en bleu. Un degré
supplémentaire d’optimisation est obtenu par le décodage SSC rapide (Fast SSC) dans lequel le décodage de
certains nœuds de rendement R ∈]0,1[ est accéléré [84]. Par exemple, un nœuds de rendement R = 1/N′,
comme celui en rouge sur la �gure, est en fait un code à répétition qui peut se décoder en un seul cycle
d’horloge. Pour le code (N,K) = (8,5) pris en exemple, le nombre de calculs de LLRs vaut 24, 11 et 9
tandis que le nombre de cycles d’horloge vaut 14, 4 et 3 pour le SC, SSC et Fast-SSC respectivement.

Il a été mis en évidence que le décodage par liste peut également béné�cier d’optimisations similaires
[41]. Pour les nœuds de rendement R = 0, la connaissance des LLRs à l’entrée du bloc est su�sante pour
mettre à jour les valeurs des métriques sans altérer les performances [83]. Pour les nœuds de rendement
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R = 1, le décodeur ne procède plus à un décodage SC, mais utilise le décodage de Chase, en recherchant
les candidats les plus probables à partir des LLRs d’entrée du bloc [83]. Pour les autres patterns pouvant
béné�cier d’optimisations, le lecteur pourra se référer à [83] et aux travaux concomitants.

Dans [37], l’application de ces mêmes optimisations algorithmiques est discutée pour un décodeur à
inversion. Il est proposé que les LLRs des nœuds de rendement R = 1 ne soient décodés par un processus
SC qu’à la première tentative, a�n de calculer les métriques nécessaires à la poursuite du décodage, mais
que ceux-ci soient par suite décodés en décisions dures. La question de certains nœuds de rendement
R ∈]0,1[ est également étudiée.

Finalement, il semble qu’il n’existe pas d’article de recherche concernant un décodeur SCS simpli�é,
mais il est clair que celui-ci peut également béné�cier des mêmes optimisations que le décodeur par liste.

1.5 Les codes polaires dans la 5G
Dans la cinquième génération de standards pour la téléphonie mobile (5G), les données utilisateurs

ainsi que les informations de contrôle de/vers la couche MAC sont codés/décodés pour assurer la trans-
mission sur le lien radio. Le processus complet d’encodage consiste en une combinaison de techniques de
détection d’erreurs (ajout de bits de CRC), correction d’erreurs (utilisation d’un code correcteur), ajuste-
ment du rendement de codage (rate matching, en anglais), et d’entrelacement.

La correspondance entre le canal de transport, le canal physique et le type de code correcteur associé
est donnée dans le tableau 1.2. Il peut être observé que les codes Polaires ont été adoptés pour les canaux
de contrôle, à savoir le canal UCI (pour Uplink Control Information, en anglais) en liaison montante, et
les canaux BCH (pour Broadcast Channel, en anglais) et DCI (pour Downlink Control Information, en
anglais) en liaison descendante.

Table 1.2: Correspondance canal de transport, canal physique et codage dans la norme 5G
Canal de transport Canal Physique Codage canal

Liaison montante (Uplink)

Random Access Channel (RACH) PRACH séquence de Zadoff-Chu

Uplink shared channel (UL-SCH) PUSCH LDPC

Uplink Control Information (UCI) PUCCH, PUSCH Polaire, ou codes en bloc courts

Liaison descendante (Downlink)

Broadcast Channel (BCH) PBCH Polaire

Downlink shared channel (DL-SCH) PDSCH LDPC

Paging Channel (PCH) PDSCH LDPC

Downlink Control Information (DCI) PDCCH Polaire

Le tableau 1.3 fournit les valeurs des paramètres des codes pour chacun des canaux physiques où les
codes polaires ont été adoptés (selon la norme 3GPP TS 38.212 V15.3.0 de septembre 2018). Le processus
complet d’encodage d’un code polaire dans le 5G se décompose en 8 étapes (les notations introduites ici
sont celles utilisées dans la norme [1], et non pas dans le reste du manuscrit):

0. Point de départ : A bits d’information et E bits transmis5

1. Ajout de L bits de CRC aux A bits d’information, de manière à obtenir les K = A + L bits à encoder

2. Calcul de la longueur N = 2n du code polaire : un encadrement nmin ≤ n ≤ nmax est imposé en
fonction du canal physique (cf tableau 1.3), mais la valeur exacte de n est déterminée à partir de

5Le paramètre A est le nombre de bits d’information par bloc de code, à l’issue la procédure de segmentation, dé�nie dans
5.2.1 de [1] et non détaillée ici.
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E. En général, n = dlog2(K)e, mais des contraintes supplémentaires sont appliquées pour garantir
K/N ≥ 1/8 ou éviter de devoir poinçonner/raccourcir une fraction trop importante des bits à
l’étape 7.

3. Pré-entrelacement : un entrelaceur est appliqué avant encodage, décrit dans la Table 5.3.1.1-1 de
[1]. Son intérêt est essentiellement lié à la détection aveugle sur le canal PBCH [14]. L’application
ou non de cet entrelaceur est indiquée par le booléen Iil ∈ {0,1}.

4. Positionnement des bits d’information : une unique séquence a été choisie pour déterminer les
positions d’information et les positions �gées. Cette séquence est décrite dans la Table 5.3.1.2-1 de
[1], listant les indices des canaux virtuels par �abilité croissante pour une longueur Nmax = 1024.
A partir de cette séquence, le positionnement des bits d’information s’obtient comme suit:

a Déterminer l’ensemble des indices des bits �gés, noté QN
F . Cela tient compte de l’ajustement

du rendement à l’étape 8, ainsi que des �abilités des canaux virtuels.

b L’ensemble des indices des bits non-�gés est obtenu par QN
I = {0, . . . , N − 1}\QN

F , avec
|QN

I | = K + npc. Cela regroupe à la fois les indices des bits d’information et des éventuels bits
de parités introduits pour aider le décodage. Le positionnement des deux catégories de bits
suit la règle suivante dans l’ordre:

– (npc − nwm
pc ) bits de parités sont positionnés sur les indices les moins �ables de QN

I

– nwm
pc bits de parités sont positionnés sur les indices de QN

I restants, dont les lignes de GN

associées sont de poids les plus faibles

– les K bits d’information sont positionnés sur les indices restants

5. Encodage polaire : xN−1
0 = uN−1

0 · GN

6. Appliquer l’entrelacement par bloc : la séquence codée est subdivisée en sous-blocs de longueurs
N′ = 32 bits, chacun étant entrelacée par une même permutation dé�nie dans la Table 5.4.1.1 de
[1].

7. Ajustement du rendement de codage (rate-matching) : utilisation du poinçonnage, du raccourcisse-
ment ou de la répétition (en fonction du rendement) a�n d’obtenir exactement les E bits à trans-
mettre. Lorsque N > E, Le poinçonnage est privilégié pour les rendements A+L

E ≤ 7
16 et le raccour-

cissement dans le cas contraire.

8. Post-entrelaceur : un entrelacement est �nalement appliqué a�n d’optimiser les performances pour
les modulations d’ordre supérieur. L’application ou non de cet entrelaceur est indiqué par le booléen
Ibil ∈ {0,1}.

Les modulation supportées dans la 5G sont BPSK, QPSK, 16-QAM, 64-QAM et 256-QAM. Pour plus
d’informations concernant les code polaires dans les standards 5G, le lecteur pourra se référer directement
à la norme [1] ou au précieux travail de vulgarisation [14].
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Table 1.3: Speci�cations 5G pour les codes polaires

Liaison montante

• Uplink control information (PUCCH/PUSCH)
Liaison descendante

• Broadcast channel (PBCH)

• Downlink Control information (PDCCH)A > 19
12 ≤ A ≤ 19

E− A ≤ 175 E− A > 175

N = 2n 5 ≤ n ≤ 10 5 ≤ n ≤ 9

L 11 6 24

nwm
pc 0 3 0

npc 0 0 1 0

Iil 0 1

Ibil 1 0

1.6 Conclusion
Ce chapitre a permis d’expliciter les notions fondamentales relatives aux codes polaires. Ceux-ci

exploitent le phénomène de polarisation garantissant asymptotiquement d’atteindre la limite de Shan-
non pour tout canal binaire discret sans mémoire, en utilisant les canaux virtuels les plus �ables pour
transmettre l’information. Si la position des bits d’information dépend du canal utilisé, la régularité de
la transformation récursive employée impose toutefois un ordre partiel universel entre certains canaux
virtuels. Cet ordre partiel a pour conséquence de conférer aux codes polaires des propriétés algébriques
singulières permettant notamment de déterminer l’ensemble I correspondant au code respectant l’ordre
partiel maximisant la distance minimale et minimisant le nombre de mots de code de poids faible. Dans le
même temps, ce chapitre a permis de revenir sur les principaux algorithmes de décodage pour les codes
polaires. Le décodeur SC est asymptotiquement optimal, de faible complexité, mais reste insu�sant en
longueur �nie. Les décodeurs les plus performants sont tous basés sur le décodeur SC, mais se permettent
d’explorer plusieurs chemins. Trois grandes stratégies d’explorations des chemins existent, appliquées
dans les algorithmes par liste, séquentiels et à inversion, o�rant chacune un compromis entre perfor-
mance et complexité di�èrent.
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CHAPTER 2. POINÇONNAGE ET RACCOURCISSEMENT DES CODES POLAIRES

Les codes polaires considérés dans le chapitre précédent ont une longueur nécessairement égale à
une puissance de deux. En pratique cependant, des codes �exibles en longueur sont requis. Les

deux principales méthodes pour cela sont appelées le poinçonnage et le raccourcissement d’un code. Une
approche alternative est d’utiliser un code polaire construit à partir d’un ou plusieurs autres matrices
noyaux. Ce chapitre a pour but de revenir sur ces di�érentes techniques, et de montrer dans quelle mesure
ces méthodes sont reliées.

2.1 Codes polaires flexibles
2.1.1 Poinçonnage

Un code polaire poinçonné Cp(N−Np,K,I) est obtenu à partir d’un code polaire mère C(N,K,I) en
ne transmettant que N − Np bits codés. Les bits non transmis sont indiqués par le motif de poinçonnage,
noté P ∈ {0,1}N . Puisque le décodeur ne dispose pas d’estimations des bits codés xi lorsque P(i) = 1,
celui-ci sera initialisé avec Lin(i) = 0 lorsque P(i) = 1 et au LLR calculé à partir de la valeur reçue yi

lorsque P(i) = 0. On notera par y[P]i = 0 si P(i) = 1, tandis que y[P]i = yi sinon.
Un code poinçonné transmis sur un canal W peut s’interpréter comme un code non-poinçonné trans-

mis sur des canaux parallèles {Wi}i∈{0,...,N−1} où Wi est soit le canal W soit un canal totalement bruité
(I(Wi) = 0). Considérons un noyau G2 dont les bits codés sont transmis sur deux canaux W0 et W1 de
capacités symétriques I(W0) et I(W1) respectivement. La généralisation des équations de polarisation
relatives à ce noyau s’écrit [22]:

I(W+) + I(W−) = I(W0) + I(W1) (2.1)
min(I(W0), I(W1)) ≥ I(W−) (2.2)
max(I(W0), I(W1)) ≤ I(W+) (2.3)

avec égalité si et seulement si I(W0) ∈ {0,1} ou I(W1) ∈ {0,1}. En particulier:

I(W−) = 0⇔ I(W0) = 0 ou I(W1) = 0

I(W+) = 0⇔ I(W0) = 0 et I(W1) = 0

Si la polarisation des canaux virtuels est maintenue pour un code poinçonné, il apparaît cependant
que, par induction, le fait que I(W0) = 0 implique qu’un ou plusieurs canaux virtuels peuvent être de
capacité symétrique rigoureusement nulle. Dans la suite, on notera W[P](i)N les canaux virtuels du code
poinçonné.

Dé�nition 2 Soit un code polaire C(N−Np,K,I) poinçonné par le motif P. On appelle motif d’e�acement
le vecteur binaire E[P] ∈ {0,1}N tel que:

E[P](i) = 1 ⇐⇒ I(W[P](i)N ) = 0 (2.4)

La proposition suivante a été démontrée dans [91]:

Proposition 6 Soit un code polaire C(N − Np,K,I) poinçonné par le motif P, alors:

|E[P]| = |P| = Np, (2.5)
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2.1. CODES POLAIRES FLEXIBLES

Puisque les positions des bits d’information d’un code polaire correspondent aux canaux virtuels les plus
�ables, il est clair que:

I ∩Supp(E[P]) = ∅, (2.6)

où Supp(E[P]) correspond au support de E[P], i.e. Supp(E[P]) = {i | E[P](i) = 1}.
Tout comme pour un code non-poinçonné, les canaux virtuels d’un code poinçonné peuvent être

partiellement ordonnés, d’après la règle donnée par l’équation (1.15):

b(i)n [k] ≥ b(j)
n [k] ∀k ∈ {0, . . . ,n− 1} ⇒ Z(W[P](i)N ) ≤ Z(W[P](j)

N ) ∀W (2.7)

En revanche, la règle d’ordre partiel (1.17) ne s’applique plus pour tout motif de poinçonnage P. Un contre-
example simple est donné par le motif de poinçonnage P = [1,0,1,0], où l’on véri�e que I(W(2)

4 ) = 0 <

I(W(1)
4 ).
Le décodage d’un code polaire poinçonné est parfaitement similaire au décodage du code mère, de

sorte que tous les algorithmes de décodages présentés dans le Chapitre 1 peuvent être appliqués.

La problématique majeure relative à un code poinçonné est le choix du motif de poinçonnage de
manière à garantir les meilleures performances du code poinçonné C(N − Np,K,I) pour le décodage
SC. Cette di�culté est accentuée par le fait que le choix optimal des positions d’information I d’un
code polaire est dépendant du canal – et donc d’un éventuel motif de poinçonnage P. Il est clair que
Z(W[P](i)N ) ≥ Z(W(i)

N ), mais il convient de noter que la dégradation Z(W(i)
N ) − Z(W[P](i)N ) n’est pas

uniforme pour tout indice i ∈ {0, . . . , N − 1} de sorte que l’ensemble I obtenu sans poinçonnage n’est
en général pas lié à celui obtenu lorsque le poinçonnage est pris en compte. Une di�culté supplémentaire
est que le meilleur motif P pour un code de rendement K/(N − Np) n’est pas garanti de rester optimal
pour une autre valeur de rendement. Pour un motif de poinçonnage P donné, il est néanmoins possible
de réactualiser les méthodes de construction de la section 1.3.2 a�n de trouver le meilleur ensemble I .
Par contre, trouver le couple (P,I), où P est un motif de poinçonnage avec |P| = Np, et I indique les
indices des bits d’information, de manière à minimiser le taux d’erreur du code C(N − Np,K,I) pour le
SC est excessivement complexe. Un cas légèrement plus simple, intervenant dans les systèmes utilisant de
la retransmission de type HARQ (Hybrid Automatic Repeat Request, en anglais), est le cas où l’ensemble
I est imposé et où il s’agit de trouver le motif de poinçonnage P minimisant le taux d’erreur du SC.

Dans la littérature, on peut distinguer trois grandes approches pour optimiser le motif de poinçonnage.
La première exploite les techniques d’évolution de densité pour étudier les performances des motifs de
poinçonnage tant que la complexité reste abordable. Pour réduire la complexité par rapport à l’exploration
exhaustive, des motifs sont prouvés comme étant équivalents et sont écartés de l’analyse [54, 109]. L’autre
approche consiste à concevoir un code poinçonné comme un code utilisant un ou plusieurs noyaux et en
s’e�orçant de rechercher les plus pertinents d’entre eux d’après l’exposant (cf plus loin) des matrices [91].
Finalement, la dernière approche est plus pragmatique dans la mesure où elle n’implique pas un processus
d’optimisation complexe, mais fournit des solutions simples ayant fait leurs preuves en pratiques. La pre-
mière est appelée le motif QUP (pour Quasi-Uniform Puncturing, en anglais) et qui consiste à poinçonner
les bits dans l’ordre P = [1, . . . ,1,0, . . . ,0] [73]. Il a également été proposé d’utiliser la permutation à inver-
sion de bit du motif QUP [15]. Finalement, une dernière possibilité est de choisir les positons poinçonnées
d’après les positions des canaux virtuels du code mère les moins �ables [109].

Précisons que la technique de poinçonnage proposée dans la 5G ne s’apparente à aucune méthode
connue. En e�et, la norme prévoit de poinçonner les positions en partant du début (comme pour QUP)
mais uniquement après l’application de l’entrelaceur par bloc (cf section 1.5). Si cela peut être équivalent
au motif QUP pour certaines valeurs de Np, cela n’est pas vrai dans le cas général.
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2.1.2 Raccourcissement

Le raccourcissement d’un code polaire mère C(N,K) a en commun avec le poinçonnage de ne trans-
mettre que N − Ns bits codés, mais cette fois-ci il est fait en sorte que les valeurs de ces bits non-
transmis soient connues au niveau du décodeur. On notera par S le motif de raccourcissement, avec
y[S]i = (1− 2xi)∞ si S(i) = 1, tandis que y[S]i = yi sinon.

Similairement à un code poinçonné, un code raccourci peut s’interpréter comme un code transmis sur
des canaux parallèles avec soit Wi = W soit Wi est un canal parfait. Les équations de polarisation (2.3)
donnent:

I(W−) = 1⇔ I(W0) = 1 et I(W1) = 1

I(W+) = 1⇔ I(W0) = 1 ou I(W1) = 1

Cette fois-ci, certains canaux virtuels deviennent parfaits, i.e. I(W(i)
N ) = 1. Cependant, ces canaux

parfaits sont en réalité inutilisables, puisque les valeurs des bits correspondants doivent être �xées de
manière à garantir que les bits non-transmis soient connus. On dé�nit le motif E[S] associé au motif de
raccourcissement S par:

E[S] = {i ∈ {0, . . . , N − 1}, I(W(i)
N ) = 1} (2.8)

Il s’ensuit que I ∩ Supp(E[S]) = ∅.

Dans [104], une technique de raccourcissement (bien que présentée comme du poinçonnage) est pro-
posée, et constitue l’exact pendant du motif QUP pour le poinçonnage, à savoir que les bits raccourcis sont
choisis dans l’ordre en partant de la �n: S = [0, . . . ,0,1, . . . ,1]. Dans la suite, ce motif sera dénommé QUS
(pour Quasi-Uniform Shortening en anglais), du fait de la similarité avec l’approche QUP pour le poinçon-
nage. La permutation à inversion de bit de ce motif est considérée dans [15]. Une autre solution consiste
à �xer à 0 les positions correspondant aux canaux virtuels les plus �ables du code mère. Dans [62], une
méthode pour explorer l’ensemble des motifs non-équivalents est proposée pour les codes courts. Pour les
codes plus longs, il est proposé de ne considérer le raccourcissement que d’un sous-ensemble de positions,
ou bien de répéter le motif de raccourcissement de manière cyclique lorsque Np = 2k · N′p.

Tout comme pour le cas du poinçonnage, l’entrelaceur par bloc empêche d’assimiler la solution con-
sidérée dans la 5G à une solution connue. Précisions que le choix entre le poinçonnage ou le raccourcisse-
ment dans la 5G est �xée par le rendement du code. Pour les rendements inférieurs à 7

16 le poinçonnage est
privilégié tandis que le raccourcissement est utilisé dans le cas contraire, conformément aux observations
présentées dans [15].

2.1.3 Utilisation d’autres noyaux

L’alternative aux deux techniques présentées ci-dessus est d’utiliser une autre matrice noyau, ou une
combinaison de plusieurs noyaux. Il a été montré que le phénomène de polarisation se manifeste égale-
ment en appliquant la puissance de kronecker sur toute matrice F` carrée, inversible et non triangulaire
supérieure après toute permutation de colonnes [55]. Ce résultat a été étendu dans le cas où F` s’exprime
comme le produit de kronecker de matrices respectant les conditions précédentes, F` = F`1 ⊗ · · · ⊗ F`m

[58, 11]. Dans ce dernier cas, la taille du noyau est donnée par `1 · `2 · · · `m, où `1, . . . ,`m sont les tailles
des noyaux, de sorte qu’il est possible d’obtenir une large variété de longueurs de code.

Il convient de préciser que l’étude des structures basées sur d’autres noyaux que celui proposé par
Arikan n’a pas, en premier lieu, été motivée par la �exibilité sur la longueur du code obtenue, mais bien
par les attentes relatives à l’amélioration de la vitesse de convergence du phénomène de polarisation.
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2.1. CODES POLAIRES FLEXIBLES

Pour cela, deux grandeurs théoriques d’un noyau, noté simplement F dans la suite, de taille `× `, ont été
dé�nies:

� l’exposant d’erreur E(F) [55]. Pour tout noyau F de taille `× `, considérons un canal (BDMC) W et
un code polaire de longueur N = `n et de rendement donné R < I(W). Alors, pour tout β < E(F),
si n est su�samment large, la probabilité d’erreur par bloc du décodage SC, notée Pe, est majorée
par:

Pe ≤ 2−Nβ (2.9)

� l’exposant d’échelle µ(F). Pour tout noyau F de dimension `× `, considérons un canal (BDMC) W
et un code polaire de rendement R < I(W) et une probabilité d’erreur Pe. Alors, la longueur du
code nécessaire pour garantir que la probabilité d’erreur par bloc du SC soit inférieure à Pe véri�e:

N ≤ α

(I(W)− R)µ(F)
, (2.10)

où α est une constante positive dépendante de Pe. [42, 67].
Ces deux grandeurs constituent les critères privilégiés pour choisir les meilleures matrices noyaux

([55] pour l’exposant d’erreur, et [34] pour l’exposant d’échelle). Précisons toutefois que l’exposant d’échelle
est nettement plus complexe à calculer (les méthodes proposées considèrent un canal BEC et nécessite un
processus heuristique), de sorte que l’exposant d’erreur est largement plus usuel dans la littérature.

Pour toute matrice F de dimension `× `, l’exposant d’erreur peut se calculer comme suit [55]:

E(F) =
1
`

`

∑
i=0

log`(Di), (2.11)

où les {Di} sont appelées les distances partielles et se calculent à partir des lignes de la matrices F, notées
F(i) d’après:

Di = dh(F(i), 〈F(i+1), . . . , F(`)〉), (2.12)

où 〈F(i+1), . . . , F(`)〉 est l’espace vectoriel engendré par les vecteurs binaires F(i+1), F(i+2), . . . , F(`) et dh

est la distance de hamming entre un vecteur et un espace vectoriel. Pour la dernière ligne, la distance
partielle est donnée par DN−1 = |F(N−1)|.

Précisons tout de suite que l’exposant d’erreur véri�e E(F⊗n) = E(F) [55] et qu’appliquer les opéra-
tions suivantes sur une matrice noyau n’a�ecte pas la valeur de celui-ci:

� permutations de colonnes

� remplacement d’une ligne F(i) par F(i) ⊕ F(j) avec j > i

Il a été montré que ce résultat est également valide pour l’exposant d’échelle [34]. On notera que, à
partir de ces deux opérations, toute matrice peut être transformée en une matrice triangulaire inférieure
(éventuellement l’identité si la matrice initiale ne polarise pas). Cependant, cette matrice n’est pas unique.
Par exemple, les noyaux

( 1 0 0
1 1 0
1 0 1

)
et
( 1 0 0

1 1 0
0 1 1

)
s’obtiennent l’un l’autre en permutant les deux premières

colonnes puis en remplaçant la première ligne par F(0) ⊕ F(1).
Dans [55], il est prouvé que E(G2) =

1
2 et qu’aucune matrice avec ` ≤ 15 n’a d’exposant supérieur.

Finalement, une méthode est proposée, basée sur le raccourcissement de codes BCH, pour trouver des
matrices d’exposant supérieur à 1

2 à partir de ` = 16.
Dans [58, 11], il est montré que l’exposant d’erreur d’une structure multi-noyaux est donné par :

E(F`1 ⊗ F`2 ⊗ · · · ⊗ F`m) =
m

∑
i=1

E(F`i)

log`i
(`1`2 · · · `m)

, (2.13)
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où `i est la dimension du noyaux Ai.
Si les bonnes performances des structures multi-noyaux ont été con�rmées notamment dans [44, 26],

le décodage devient en contrepartie plus complexe, de l’ordre deO(`2N log(N)) [44]. En e�et, la méthode
généralement appliquée est de déterminer les équations de mise-à-jour des messages entre l’entrée et la
sortie d’un noyau, sans gestion e�cace des LLRs intermédiaires.

Malgré tout, la notion d’exposant constitue un outil puissant pour discriminer les matrices et sélection-
ner les plus prometteuses, et il a été proposé d’utiliser ce critère pour optimiser les motifs de poinçonnage
dans [91].

2.1.4 Contributions

Les contributions de ce chapitre à la problématique de la �exibilité des codes polaires sont les suiv-
antes. Tout d’abord, partant de la structure spéci�que des codes polaires, une classi�cation précise des
motifs est introduite, permettant d’écarter un grand nombre de motifs équivalents. Si le passage en revue
des motifs non-équivalents a été exploré de manière indépendante dans [54] pour le poinçonnage, ou dans
[62] pour le raccourcissement, notre contribution est d’introduire deux sous catégories appelées motifs
symétriques et non-symétriques, bien caractérisées à partir des lignes de la matrice GN . Cette catégorisa-
tion est notamment utilisée pour déterminer un critère permettant de se concentrer sur un nombre réduit
de motifs tous non-équivalents, a�n de simpli�er la recherche d’un bon motif pour des longueurs de codes
ne permettant pas une analyse exhaustive. De plus, la caractérisation proposée permet de rendre explicite
le lien entre l’exploration des motifs de poinçonnage et de raccourcissement, de sorte que les deux peu-
vent être traités conjointement. Finalement, les propriétés des motifs symétriques permettent également
de renforcer le lien entre un code poinçonné ou raccourci et un code basé sur une structure multi-noyaux.

2.2 Classification des motifs de poinçonnage et de rac-
courcissement

2.2.1 Notations

Les notations et terminologies suivantes seront utilisées dans la suite de ce chapitre:
� Pour tout vecteur binaire A ∈ {0,1}N , |A| est le nombre de “1” dans A, i.e.:

|A| =
N

∑
i=0

Ai

� A =
∨L−1

`=0 A` représente l’opération de “ou inclusif” appliquée bit à bit entre les vecteurs binaires
A0, A1, . . . , AL−1. Ainsi:

A(i) = 1⇔ ∃` ∈ {0, . . . , L− 1}, A`(i) = 1

On dira dans ce cas que A est la réunion des vecteurs A0, A1, . . . , AL−1 (en réalité c’est le support de
A – i.e. l’ensemble des positions i, telles que A(i) = 1 – qui est la réunion des supports des vecteurs
A0, ..., AL−1).

� Pour deux vecteurs binaires (A, B) ∈ ({0,1}N)2, on dira que A est inclus dans B, noté A ⊆ B, si
A ∨ B = B (Là encore, c’est le support de A qui est e�ectivement inclus dans le support de B).
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u1

u2

x1

x2

motif de
poinçonnage [0,0] [1,0] [0,1] [1,1]

motif d’
e�acement [0,0] [1,0] [1,0] [1,1]

(a) Graphe du noyau (b) Liste des motifs

Figure 2.1: Liste des motifs pour le noyau G2 : les motifs d’e�acements possibles sont soit le motif [0,0] soit exactement
une ligne de G2.

� A <lex B représente l’ordre lexicographique de A et B, i.e., si l’on suppose A , B:

A <lex B⇔ A(k) < B(k) où k = min{i|A(i) , B(i)}

� La permutation à inversion de bit est notée BN

2.2.2 Caractérisation des motifs d’effacement

Rappelons qu’un code poinçonné de Np positions donne lieu à exactement Np canaux virtuels de ca-
pacités symétriques nulles, dont les positions sont désignées par le motif d’e�acement. Ce motif d’e�acement
est unique et indépendant du canal W. Nous proposons la caractérisation suivante des motifs d’e�acements
utilisant les lignes de la matrice GN :

Proposition 7 Si E[P] est le motif d’e�acement d’un motif de poinçonnage P, alors E[P] = 0N (si P = 0N)
ou E[P] est une réunion de lignes de la matrice GN :

∃L ⊂ {0, . . . , N − 1}, E[P] =
∨

i∈L
G(i)

N

La démonstration est donnée en Annexe B.1. Une illustration au niveau du noyau est donnée dans la
�gure 2.1. Il sera montré plus loin que cette propriété est en réalité une équivalence, en fournissant une
règle simple pour trouver, pour tout vecteur E correspondant à une réunion de lignes de GN , un motif de
poinçonnage ayant exactement E pour motif d’e�acement (i.e. tel que E = E[P]).

2.2.3 Permutations élémentaires et motifs éqivalents

Des motifs de poinçonnage distincts peuvent avoir les exactement les mêmes performances, de sorte
qu’il est su�sant de se concentrer sur un sous-ensemble réduit de motifs par rapport aux ( N

Np
) motifs

distincts de longueur N et de poids |P| = Np [54]. Considérons uN−1
0 = 0N et un bloc noyau quelconque

du graphe polaire, d’entrées La et Lb, de sorties LX et LR pour les nœuds xor et répétition respectivement
(dans le sens du décodage). Si l’on considère un décodage genie-aided, alors les équations de mise à jour
sont données par:

LX = 2 · atanh
(

tanh
(

La

2

)
· tanh

(
Lb

2

))

LR = La + Lb

LX

LR

La

Lb

Il peut être observé que les deux entrées La et Lb jouent des rôles symétriques, de sorte que permuter
les deux entrées du noyau n’a�ecte pas les sorties LX et LR. Plus généralement, il est possible de dé�nir
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L
(ga)
0 L

(0)
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L
(ga)
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L
(ga)
2 L

(2)
in

L
(ga)
3 L

(3)
in

K0,0

K1,0

K0,1

K1,1

Figure 2.2: Permutations élémentaires pour N = 4

j = 0 j = 1 j = 2

BN

L(0)
inL(0)

in

L(1)
inL(4)

in

L(2)
inL(2)

in

L(3)
inL(8)

in

L(4)
inL(1)

in

L(5)
inL(5)

in

L(6)
inL(3)

in

L(7)
inL(7)

in

Figure 2.3: Représentation équivalente du graphe polaire pour N = 8

un ensemble de permutations à appliquer sur les LLRs d’entrée du décodeur, de manière à ce que les LLRs
genie-aided en sortie du décodeur ne soient pas modi�és, car celles-ci se contentent d’inverser les entrées
d’un ou plusieurs noyaux du graphe polaire. Un exemple pour le cas N = 4 est fourni dans la �gure
2.2. Hormis les deux permutations consistant à inverser les entrées des noyaux K0,1 et K1,1, dé�nies par
φ0,1 : [0,1,2,3] → [2,1,0,3] et φ1,1 : [0,1,2,3] → [0,3,2,1] respectivement, il existe une permutation
supplémentaire, décrite par les �èches de la �gure, et dé�nie par φ0,0 : [0,1,2,3] → [1,0,3,2]. Cette
permutation revient en fait à permuter à la fois les entrées des noyaux K0,0 et K1,0, et n’a�ecte donc pas
les LLRs genie-aided.

A�n de visualiser ces permutations dans le cas général, il est utile de considérer une représentation
équivalente du graphe polaire, visible sur la �gure 2.3, où, après avoir appliqué la permutation à inver-
sion de bit (notée BN) sur les LLRs d’entrée, les blocs noyaux apparaissent distinctement. Sur ce graphe,
supposons que l’on intervertisse, après l’application de la permutation BN , les N/2 premiers LLRs avec
les N/2 suivants (i.e. inverser les entrées des deux blocs en pointillés rouge), il peut être observé que
cela revient à inverser les deux entrées de chaque bloc noyau du niveau j = 0, et ne modi�e donc pas
les LLRs genie-aided. Plus généralement, le même raisonnement peut s’appliquer à l’intérieur de chacun
des deux blocs marqués en rouge, où l’on peut intervertir les N/4 premiers LLRs d’entrée avec les N/4
suivants sans modi�cation de la sortie. Par récurrence, on peut associer à chaque niveau j exactement 2j

permutations des LLRs d’entrée telles que cela ne change pas les LLRs genie-aided obtenus.

Dé�nition 3 Pour tout j ∈ {0, . . . ,n− 1} et k ∈ {0, . . . ,2j − 1}, on appelle permutation élémentaire toute
permutation φk,j : {0, . . . , N− 1} → {0, . . . , N− 1}, inversant les éléments des blocs [k, . . . ,k + 2n−1−j− 1]

36



2.2. CLASSIFICATION DES MOTIFS DE POINÇONNAGE ET DE RACCOURCISSEMENT

et [k + 2n−1−j, . . . ,k + 2n−j − 1], i.e.:

φk,j(i) =





i si i < k ou i ≥ k + 2n−j

(i + 2n−1−j) si k ≤ i < k + 2n−1−j

(i− 2n−1−j) si k + 2n−1−j ≤ i < k + 2n−j

(2.14)

où a mod b représente la valeur de a modulo b.

Ces permutations élémentaires s’appliquent à un code non-poinçonné, mais sont tout particulièrement
utiles pour l’étude des motifs de poinçonnage et de raccourcissement, en permettant de regrouper deux
motifs distincts dont les performances sont rigoureusement identiques.

Dé�nition 4 Deux motifs de poinçonnage P et P′ sont dits équivalents, et notés P ≈ P′, s’il existe une série
de permutations élémentaires φk1,j1 , . . . ,φkt,jt transformant BN(P) en BN(P′):

P′ = BN(φkt,jt(φkt−1,jt−1(. . . (φk1,j1(BN(P))) . . . ))) (2.15)

La propriété suivante permet de valider l’égalité des performances de deux motifs équivalents:

Proposition 8 Soit deux motifs équivalents P et P′. Soit y[P]N−1
0 et soit y′[P′]N−1

0 la permutation de
y[P]N−1

0 par la permutation BN ◦ φkt,jt ◦ · · · ◦ φk1,j1 ◦ BN , où φki ,ji sont des permutations élémentaires telles

que dé�nies dans l’équation (2.14). Pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, soit L[P](ga)
i et L′[P′](ga)

i les valeurs des
LLRs obtenues à l’issue du décodage genie-aided de y[P]N−1

0 et y′[P′]N−1
0 respectivement, en supposant le

mot de code uN−1
0 = 0N . Alors:

L[P](ga)
i = L′[P′](ga)

i , ∀i ∈ {0, . . . , N − 1} (2.16)

Cette propriété est la conséquence immédiate des remarques précédentes. Deux motifs équivalents
véri�ent plusieurs conditions:

Proposition 9 Si deux motifs de poinçonnage P et P′ sont équivalents, alors:

(i) Les distributions des LLRs genie-aided Γ(W[P](i)N ) et Γ(W[P′](i)N ) d’un canal virtuel sont identiques
pour tout canal W:

Γ(W[P](i)N ) = Γ(W[P′](i)N ), ∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀W (2.17)

(ii) Les coe�cients de Bhattacharrya d’un canal virtuel sont identiques:

Z(W[P](i)N ) = Z(W[P′](i)N ), ∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀W (2.18)

(iii) Les motifs d’e�acement sont identiques:

E[P] = E[P′] (2.19)

Pour démontrer cette propriété, il su�t d’observer que (i) est la conséquence directe de la proposition
précédente, que (ii) est celle de (i) d’après l’équation (1.38), et que (iii) est celle de (ii). En particulier, cette
propriété prouve que toute méthode de construction du code par évolution de densité donnera systéma-
tiquement le même résultat pour les motifs P et P′.
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Table 2.1: Motifs non-équivalents ayant le même motif d’e�acement

motif de Z = {Z(W[P](i)8 ) | i = 0, . . . ,7}
poinçonnage p = {pi| | i = 0, . . . ,7} [W = BEC(ε = 0.5)]

P
Z = { 1, 1, 1, 0.75, 1, 0.625, 0.5625, 0.0625}
p = { 0.5, 0.5, 0.5, 0.375, 0.5, 0.3125, 0.2813, 0.0313}

P′
Z ′ = { 1, 1, 1, 0.75, 1, 0.750, 0.4376, 0.0.625}
p′ = { 0.5, 0.5, 0.5, 0.375, 0.5, 0.375, 0.2188, 0.0313}

P = [11101000], P′ = [11011000], E[P] = E[P′] = P

Algorithme 3 Function φ

1: procédure φ(P)
2: pour j = 0 : 1 : n− 1 faire
3: pour k = 0 : 2n−j : N − 1 faire
4: si Pk+2n−1−j−1

k <lex Pk+2n−j−1
k+2n−1−j alors

5: P← φk,j(P) . Permuter Pk+2n−1−j−1
k et Pk+2n−j−1

k+2n−1−j

6: �n si
7: �n pour
8: �n pour
9: return P

10: �n procédure

Mentionnons �nalement qu’il est possible de trouver deux motifs P et P′ tels que E[P] = E[P′], mais
sans que ces motifs ne soient équivalents, contrairement à ce qui est indiqué dans certains articles. Un
contre-exemple est fourni dans le tableau 2.1 pour un code polaire de longueur N = 8 sur un canal BEC
avec P = [1,1,1,0,1,0,0,0] et P′ = [1,1,0,1,1,0,0,0]. Il apparaît que l’on a bien E[P] = E[P′] = P, mais
que les valeurs des probabilités d’erreurs et des coe�cients de Bhattacharrya sont di�érentes pour les
indices i = 5 et i = 6.

Dans la suite, on appellera classe d’équivalence d’un motif de poinçonnage P l’ensemble des motifs
P′ ≈ P. Notons qu’il existe un total de N − 1 = ∑n−1

j=0 2j permutations élémentaires, soit potentiellement
2N−1 motifs équivalents; néanmoins un grand nombre de permutations possibles laissent le motif P in-
variant de sorte que la dimension d’une classe d’équivalence est nettement réduite (et dépend du motif
P). Pour simpli�er la recherche du meilleur motif, on se propose de dé�nir un unique représentant pour
chaque classe d’équivalence, appelé motif primitif dans la suite.

2.2.4 Motif primitif

Pour dé�nir un représentant d’une classe d’équivalence, il convient de dé�nir une règle relative aux
permutations élémentaires à appliquer sur tout motif P de manière à ce que le motif obtenu soit identique
pour tout membre d’une même classe d’équivalence. Une telle fonction est dé�nie dans l’algorithme 3.
Celui-ci décrit une procédure passant en revue toutes les permutations élémentaires φk,j dans un ordre
particulier, mais n’applique une permutation élémentaire sur P que si [P(k), . . . , P(k + 2n−1−j − 1)] <lex

[P(k + 2n−1−j), . . . , P(k + 2n−j − 1)], où <lex représente l’ordre lexicographique. A noter qu’appliquer
la permutation φk,j revient en fait à permuter ces deux blocs. On dé�nit alors le motif :

Φ(P) = BN(φ(BN(P))) (2.20)
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P = [ ]1 1 1 10 00 0

BN(P ) = [ ]1 1 1 10 0 0 0

[1, 1] [0, 0] [1, 0] [1, 0]

[1, 1, 0, 0] [1, 0, 1, 0]

φ0,2 φ1,2 φ2,2 φ3,2

φ0,1 φ1,1

φ0,0 4

2

2

1 1

0

0 0

2

1

1 0

1

1 0

(a) Action des permutations sur BN(P) (b) Représentation de BN(P) sous forme d’arbre binaire

Figure 2.4: Action des permutations et représentation en arbre du motif P = [1,1,0,1,1,0,0,0]

Proposition 10 Le motif Φ(P) véri�e les propriétés suivantes:

(i) Φ(P) ≈ P

(ii) P ≈ P′⇔ Φ(P) = Φ(P′)

Les démonstrations sont données en Annexe B.2. En particulier, celle-ci prouve que le motif Φ(P)
ne dépend que de la classe d’équivalence de P. Dans la suite, on appellera motif primitif de la classe
d’équivalence de P, le motif P′ ≈ P tel que Φ(P′) = P′. Nécessairement, chaque classe d’équivalence
contient un unique motif primitif.

L’action des permutations élémentaires sur un motif peut se visualiser par un arbre binaire. Un exem-
ple pour le motif P = [1,1,0,1,1,0,0,0] est présenté sur la �gure 2.4(a). A partir de cette représentation,
on peut utiliser le formalisme d’un arbre binaire pour représenter un motif, comme montré sur la �gure
2.4(b). La racine de l’arbre est �xée à la valeur Np, tandis que les valeurs des nœuds �ls correspondent
au nombre de positions poinçonnées dans les sous-motifs correspondants. Nécessairement, la somme des
valeurs des �ls est égale à la valeur du nœud parent. Notons que l’action de la fonction φ consiste à
s’assurer que la valeur d’un �ls de gauche est toujours supérieure ou égale à celle du �ls de droite. En
théorie des graphes, les arbres binaires associés à deux motifs équivalents sont appelés arbres isomor-
phes, tandis que l’arbre binaire associé à un motif primitif est souvent quali�é d’arbre monotone. Dès lors,
générer l’ensemble des motifs primitifs pour un couple (N, Np) donné revient à explorer l’ensemble des
arbres binaires monotones, i.e. les arbres obtenus par toutes les décompositions de Np telles que le �ls de
gauche soit supérieur ou égal à celui de droite.

La première conséquence de cette observation est que les motifs primitifs peuvent être obtenus de
manière récursive:

Proposition 11 Soit P0, P1 ∈ {0,1} N
2 deux motifs de poinçonnage. Alors :

P = BN([B N
2
(P0) B N

2
(P1)]) primitif ⇔ P0 et P1 primitifs et B N

2
(P0) ≥lex B N

2
(P1),

où BN(P) représente la permutation à inversion de bit du vecteur binaire P.

La deuxième conséquence est que le nombre total de motifs primitifs de longueur N, noté dans la suite
A(n), revient à dénombrer les arbres binaires monotones, dont le résultat est bien connu et donné par la
suite récurrente: 




A(1) = 3

A(n + 1) =
A(n) · (A(n) + 1)

2

(2.21)
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dont les premières valeurs sont données dans le tableau 2.2. Le nombre de motifs de poinçonnage primitifs
de longueur N et de poids |P| = Np, noté a(n, Np), peut se calculer par récurrence d’après la formule
suivante, démontrée dans [62, prop. 2] pour le cas du raccourcissement (on verra plus loin qu’il s’agit
exactement du même problème de dénombrement):





a(1, Np) = 1

a(n, Np) =




bNp/2c
∑

i=max(0,Np/2)
a(n− 1, i) · a(n− 1, Np − i)




−1
2

τ · a(n− 1, Np/2) ·
(
a(n− 1, Np/2)− 1

)

(2.22)

avec τ = Np (mod 2).

2.2.5 Motif symétriqe

Nous proposons de nous intéresser à une sous-catégorie très particulière de motifs primitifs, appelés
motifs symétriques, et pouvant être facilement caractérisés à partir de la matrice GN .

Dé�nition 5 Un motif de poinçonnage est dit symétrique si E[P] = P

Une caractérisation simple de ces motifs est donnée par la propriété suivante (pour la démonstration
voir l’Annexe B.3):

Proposition 12 Soit P ⊂ {0,1}N un motif de poinçonnage. La condition E[P] = P est véri�ée si et seule-
ment si P = 0N ou P est une réunion de lignes de la matrice GN , i.e. ∃L ⊂ {0, . . . , N − 1}, P =

∨
i∈L

G(i)
N .

Les motifs symétriques sont des motifs primitifs:

Proposition 13 Si P est un motif symétrique, alors Φ(P) = P, i.e. P est le motif primitif de sa classe
d’équivalence.

La Proposition 7 indique que les motifs d’e�acement sont nécessairement des réunions de lignes de
GN . La caractérisation des motifs symétriques ci-dessus prouve qu’il s’agit d’une condition nécessaire et
su�sante, puisque, pour tout vecteur E réunion de lignes de GN , le motif P = E est tel que E[P] = E. Un
corollaire est que, pour tout motif primitif non-symétrique Pns, il existe toujours un motif symétrique Ps

(nécessairement non équivalent avec Pns) tel que E[Pns] = E[Ps].
Notons une propriété particulière des lignes de la matrice GN :

Proposition 14 La permutation à inversion de bit d’une ligne de GN est une ligne de GN :

BN(G
(i)
N ) = G(j)

N , (2.23)

où j est tel que son développement binaire véri�e b(j)
n [k] = b(i)n [n− 1− k], ∀k ∈ {0, . . . ,n− 1}.

Cette démonstration est fournie en Annexe B.3. La conséquence est que, si l’on appelle S l’ensemble
des motifs symétriques, alors l’image de S par la permutation BN est exactement S. Cela permet de
simpli�er la génération des motifs symétriques de manière récursive :

Proposition 15 Soit P0, P1 ∈ {0,1} N
2 deux motifs de poinçonnage. Alors :

P = [P0 P1] symétrique ⇔ P0 et P1 symétriques et P1 ⊆ P0
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Table 2.2: Nombre total de motifs primitifs et symétriques

n 1 2 3 4 5 6 Série
Total motifs

primitifs 3 6 21 231 26796 > 3.59 · 108 A(n + 1) = A(n)A(n+1)
2

Total motifs
symétriques 3 6 20 168 7581 > 7.8 · 106 Nombres de Dedekind

Table 2.3: Dénombrement des motifs en fonction de Np

n Motif Dénombrement pour Np ∈ {0, . . . ,2n}

1
primitifs {1,1,1}

symétriques {1,1,1}

2
primitifs {1,1,2,1,1}

symétriques {1,1,2,1,1}

3
primitifs {1,1,3,3,5,3,3,1,1}

symétriques {1,1,3,3,4,3,3,1,1}

4
primitifs {1,1,4,6,14,17,27,28,35,28, ...}

symétriques {1,1,4,6,10,13,18,19,24,16, ...}

A titre d’exemple, le motif P = [1,1,0,1,1,0,0,0], présenté dans la �gure 2.4 est non-symétrique, du
fait que [1,1,0,0] 1 [1,0,1,0], mais reste primitif puisque [1,1,0,0] ≥ [1,0,1,0].

Tout comme pour les motifs primitifs, on peut s’intéresser au dénombrement des motifs symétriques.
Il s’avère que ce problème est lié à un problème de dénombrement bien connu et existant sous di�érentes
formes, et dont la solution est donnée par les nombres de Dedekind. Le rapprochement peut être fait à
partir de l’arbre présenté dans la �gure 2.4 en considérant les ensembles des indices tels que P(i) = 1,
formant un ensemble partiellement ordonné1. S’il existe bel et bien une formule analytique, celle-ci n’a
qu’un intérêt limité du fait de la croissance extrêmement rapide de cette suite. Les premières valeurs sont
données dans le tableau 2.2. Par contre, le nombre de motifs symétriques pour un Np donné ne semble
pas pouvoir s’obtenir simplement. Les résultats numériques présentés dans les tableaux 2.2 montrent que
le nombre de motifs primitifs et symétriques croît très rapidement avec n de sorte qu’il n’est déjà plus
envisageable d’explorer tous les motifs primitifs pour n ≤ 6, tandis que les motifs symétriques peuvent à
la rigueur être passés en revue jusqu’à n = 6.

2.2.6 Motifs de raccourcissement

La classi�cation introduite pour les motifs de poinçonnage peut également s’appliquer aux motifs
de raccourcissement. Tout d’abord rappelons que les positions raccourcies sont des bits codés dont la
valeur est connue, i.e. indépendante de tout bit d’information. Cela a pour conséquence que certains
canaux virtuels ont une capacité symétrique égale à 1, mais sans que ces canaux puissent être utilisés pour
transmettre de l’information. Pour tout motif de raccourcissement S, le motif E[S] désigne les positions

1D’ailleurs, il a été proposé dans [7] une méthode pour calculer les nombres de Dedekind revenant exactement à dénombrer
les motifs symétriques.
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de ces canaux inutilisables. Soit i tel S(i) = 1. Puisque:

xi = ∑
G(i)

N [N−1−j]=1

uj, (2.24)

il s’ensuit que l’ensemble des bits uj tels que G(i)
N [N− 1− j] = 1 ne peuvent pas être des bits d’information.

Autrement dit, πlr(G
(i)
N ) ⊂ E[S], où πlr : {0, . . . , N − 1} → {N − 1, . . . ,0} est la permutation inversant

les positions d’indices i et N − 1− i. En appliquant ce même raisonnement sur tous les bits i tels que
S(i) = 1, on obtient �nalement que πlr(E[S]) est nécessairement une réunion de lignes de GN .

Pour mettre en évidence le parallèle entre le raccourcissement et le poinçonnage, il convient d’observer
attentivement les règles de propagation des valeurs connues dans le cas d’un code raccourci:

I(W−) = 1⇔ I(W0) = 1 et I(W1) = 1

I(W+) = 1⇔ I(W0) = 1 ou I(W1) = 1,

et celles relatives aux e�acements pour un code poinçonné:

I(W−) = 0⇔ I(W0) = 0 ou I(W1) = 0

I(W+) = 0⇔ I(W0) = 0 et I(W1) = 0,

Si l’on considère le motif de poinçonnage P et le motif de raccourcissement S = πlr(P), alors on a néces-
sairement I(W[S](i)N ) = 1⇔ I(W[P](πlr(i)

N ) = 0.
Toute la classi�cation et les propriétés mises en évidence pour le poinçonnage se transposent au rac-

courcissement:

Dé�nition 6 On dira qu’une motif de raccourcissement S est:

� primitif si φ(S) = πlr(S)

� symétrique si E[S] = S

Les propriétés suivantes sont immédiates:

Proposition 16 Soit P un motif de poinçonnage et S = πlr(P) un motif de raccourcissement. Alors:

� P ≈ P′⇔ S ≈ S′

� P primitif⇔ S primitif

� P symétrique⇔ S symétrique

Une précision importante s’impose toutefois concernant le raccourcissement d’un code, et qui n’avait
pas lieu d’être pour le poinçonnage. Si l’on considère que tous les bits de l’ensemble E[S] ont des valeurs
�xées à 0 ou 1 (i.e. exactement comme les bits �gés), alors seuls les motifs symétriques sont à considérer. Il
su�t pour s’en rendre compte de repartir de l’équation (2.24). Pour obtenir un motif de raccourcissement
primitif non-symétrique, il est nécessaire que les valeurs des bits de E[S] soient en fait des combinaisons
particulières des bits d’information. Un exemple est donné dans la �gure 2.5 pour le motif primitif non-
symétrique S = [0,0,0,1,1,0,1,1] tel que E[S] = [0,0,0,1,0,1,1,1].

En conclusion, l’optimisation du motif de poinçonnage et du motif de raccourcissement est tout à fait
similaire dans les deux cas et les mêmes méthodes peuvent être utilisées. Précisons toutefois que, malgré
leurs similitudes, il n’est pas possible en général d’assimiler un code poinçonné à un code raccourci, de
sorte que trouver le meilleur code pour un couple (N,K) donné avec N , 2n nécessite d’explorer les deux
techniques parallèlement. Cette dernière a�rmation sera justi�ée plus loin.
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Figure 2.5: Raccourcissement d’un code par un motif primitif non-symétrique : le motif de raccourcissement S =

[0,0,0,1,1,0,1,1] ne peut être obtenu que lorsque u5 = u4.

2.2.7 Motifs de l’état de l’art

On se propose de revenir sur les principaux motifs de l’état de l’art à la lueur de la classi�cation
introduite ci-dessus.

Tout d’abord, le motif de poinçonnage QUP (poinçonnage des Np premières positions) est clairement
un motif symétrique, puisqu’il s’agit de la réunion des Np premières lignes de GN (d’après la proposition
13). Le motif de raccourcissement QUS (raccourcissement des Ns dernières positions) est obtenu via la
permutation πlr du motif de poinçonnage QUP, il est donc également symétrique. Une autre solution
proposée est d’utiliser le motif obtenu par la permutation à inversion du motif QUP [15]. Ce motif est
symétrique, puisqu’il est également une réunion de lignes de GN . Ce résultat s’étend également au motif
de raccourcissement obtenu par la permutation à inversion de bit du motif de raccourcissement QUS.

Considérons maintenant les motifs obtenus en poinçonnant les canaux virtuels les moins �ables du
code mère [109], ou en raccourcissant les plus �ables [82]. En Annexe B.3, nous démontrons que ces deux
motifs sont également symétriques. La démonstration exploite le fait que les canaux virtuels du code mère
respectent l’ordre partiel décrit par l’équation (1.15).

Finalement, précisons que la solution appliquée dans la 5G n’est pas associable à l’un des motifs précé-
dents, du fait que l’entrelaceur par bloc appliqué après l’encodage, mais avant de pratiquer le poinçonnage
ou le raccourcissement. Cependant, une analyse méticuleuse de cet entrelaceur permet de s’assurer que
cela revient à appliquer un motif de poinçonnage ou de raccourcissement symétrique directement après
l’encodage. Cette propriété de symétrie est d’ailleurs exploitée lors du choix des positions des bits �gés,
a�n de s’assurer que les canaux virtuels de capacité nulle (pour le poinçonnage) ou de capacité égale à 1
(pour le raccourcissement) ne sont pas utilisés pour transmettre des bits d’information.

2.3 Énumération des motifs de poinçonnage et de raccour-
cissement

La section précédente a permis d’identi�er une liste de motifs de poinçonnage, appelés motifs primitifs,
tous non-équivalents, et signi�cativement moins nombreux par rapport au nombre total de motifs de
poinçonnage. Elle a également mis en évidence le fait que tout motif de poinçonnage primitif peut être
transformé en un motif de raccourcissement primitif en appliquant la permutation πlr. L’étape suivante
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consiste à s’e�orcer d’identi�er, parmi tous ces motifs, celui donnant les meilleures performances pour
le décodage SC d’un code polaire C(N,K) avec N , 2n. Cependant, on a vu que le nombre de motifs
primitifs augmente très rapidement avec n, de sorte qu’une exploration exhaustive n’est possible que
pour des valeurs de N et/ou de Np assez faibles. Pour les codes longs, nous proposons également une
méthode se concentrant sur un sous-ensemble de motifs bien caractérisés et faciles à passer en revue
grâce à la classi�cation introduite précédemment.

2.3.1 Analyse exhaustive

Di�érentes méthodes sont possibles pour énumérer les motifs primitifs. La première consiste à les
construire de manière récursive d’après la propriété 6. La limite de cette méthode est qu’elle requiert de
stocker en mémoire tous les motifs primitifs de longueurs N/2 de poids |P| ≤ Np. Une autre approche ne
nécessitant pas d’une grande quantité de mémoire et pouvant fonctionner également pour N élevé et Np

faible, est d’énumérer les ( N
Np
) motifs de poids |P| = Np et d’écarter tous les motifs non primitifs. Notons

que ces deux approches peuvent également être utilisées pour énumérer les motifs symétriques.
Une fois un motif primitif obtenu, l’étape suivante consiste à estimer la performance du SC. Pour cela,

les techniques d’évolution de densité présentées dans le chapitre précédent constituent un outil précieux.
Elles sont en e�et capables de fournir, pour un code poinçonné aussi bien que raccourci, une estimation
précise des performances du SC, d’après la formule:

WER(C) ≈ 1−∏
i∈I

(1− pi|), (2.25)

où pi| = Pr(ûi , ui |ui−1
0 ). Ces probabilités sont calculées en tenant compte du fait que le code est

poinçonné ou raccourci. Dans la mesure où l’on projette de passer en revue un grand nombre de motifs, les
méthodes par approximation gaussienne (pour un canal AWGN) sont celles ayant la plus faible complexité.

La �gure 2.6 compare les performances des meilleurs motifs obtenus par poinçonnage et par rac-
courcissement pour un code de longueur N = 64 avec Np = 10 positions poinçonnées/raccourcies sur
un canal AWGN. Pour chaque motif primitif, une recherche par dichotomie est appliquée de manière à
déterminer le SNR tel que le taux d’erreur du SC estimé par DE-GA soit égal à 10−4 (à 0.01dB près). La
�gure présente les meilleurs motifs de poinçonnage et de raccourcissement. Les résultats corroborent
ceux présentés dans [15], et pris en compte dans la 5G, à savoir que le poinçonnage semble préférable
pour des rendements inférieurs à 1

2 , tandis que le raccourcissement semble préférable dans le cas inverse.

2.3.2 Application aux codes longs

Dans [62], l’exploration des motifs de raccourcissement utilise un algorithme de Stack pour tenter
d’orienter la recherche vers les meilleurs motifs. La métrique est basée sur une estimation du taux d’erreur
des sous-motifs primitifs de poids N/2k. Cependant, cet algorithme requiert une très grande quantité de
mémoire pour être réellement e�cace et des calculs supplémentaires sont nécessaires durant le processus
d’exploration.

Nous proposons une autre approche, consistant à se concentrer sur un sous-ensemble de motifs primi-
tifs. Tout d’abord, nous proposons de limiter la recherche aux motifs symétriques. Il sera montré plus loin
que cela n’entraîne qu’une perte légère en terme d’optimalité. Cependant, le nombre de motifs symétriques
reste encore impraticable pour des valeurs de N élevées et il convient de déterminer un critère pour ré-
duire encore davantage la zone de recherche. Pour cela, on propose d’utiliser la caractérisation des motifs
symétriques comme réunion de lignes de la matrice GN et on dé�nit l’ordre d’un motif symétrique, noté
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Figure 2.6: Comparaison poinçonnage et raccourcissement pour N = 64 et Np = 10 et un taux d’erreur cible de 10−4.
Pour chaque triplet (N,K, Np) les motifs primitifs sont exhaustivement explorés et l’on détermine par DE-GA le SNR le
plus faible garantissant un taux d’erreur de 10−4

λ, par:

λ = min{|L| | P =
∨

i∈L
G(i)

N } (2.26)

Nous proposons de rechercher tous les motifs symétriques d’ordre λ ≤ λmax où λmax est une valeur
choisie de manière à ce que le nombre de motifs considérés reste abordable. L’avantage d’une telle ap-
proche est que l’exploration peut s’implémenter simplement et ne requiert que très peu de mémoire.
L’algorithme proposé utilise la caractérisation des motifs symétriques à partir des lignes de la matrices
GN . Plus précisément, un motif symétrique est dé�ni par la liste des indices des lignes permettant de
l’obtenir, notée L = (L(1), L(2), . . . , L(λmax)), avec 0 ≤ L(τ) ≤ N pour tout τ ∈ {1, . . . ,λmax}. Pour
tout λ ∈ {1, . . . ,λmax}, on note Pλ =

∨
τ∈{1,...,λ}

G(L(τ))
N . Ainsi, L(1), . . . , L(λ) sont les indices des λ lignes

de GN permettant d’obtenir le motif symétrique Pλ. Puisque les lignes de GN sont indexées de 0 à N− 1,
on notera G(N)

N = 0N le vecteur constitué de N zéros, et l’on dé�nit également P0 = 0N . Pour une valeur
de Np et de λmax donnée, l’algorithme proposé fonctionne de la manière suivante:

0. Initialiser λ = 1 et la liste L par L(τ) = N, pour tout τ ∈ {1, . . . ,λmax} (équivalent à Pλ = 0N)

1. Calculer les poids complémentaires pour chaque ligne de GN , dé�nis par:

W(i)
cp = |G(i)

N | − |G
(i)
N ∨ Pλ−1|, ∀i ∈ {0, . . . , N − 1} (2.27)

2. Déterminer le plus grand indice i strictement inférieur à L(λ) tel que:





0 < Wcp(i) ≤ Np − |Pλ|, si λ < λmax

Wcp(i) = Np − |Pλ|, si λ = λmax

(2.28)

Si aucun indice i ne véri�e l’équation (2.28), alors λ = λ− 1 (remonter au niveau supérieur) et aller
directement à l’étape 4).
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Figure 2.7: Comparaison des motifs de poinçonnage primitifs et symétriques pour N = 64 et K = 20 et un taux d’erreur
cible de 10−4. Pour chaque triplet (N,K, Np) les motifs primitifs sont exhaustivement explorés et l’on détermine par
DE-GA le SNR le plus faible garantissant un taux d’erreur de 10−4

3. Mettre à jour la valeur L(λ) = i.
– Si |Pλ| = |Np|, alors conserver Pλ (motif primitif symétrique d’ordre λ et de poids Np), et re-

tourner à l’étape 2) pour continuer la recherche sur le même niveau;

– Sinon, incrémenter λ = λ + 1, et revenir à l’étape 1) (continuer la recherche sur le niveau in-
férieur).

4. Si λ = 0 alors tous les motifs ont été trouvés et le processus s’arrête; autrement, retourner à l’étape
1).

Il peut être observé que la complexité de cet algorithme est de l’ordre deO(Nλmax) de sorte que celle-ci
reste abordable même pour des codes longs lorsque la valeur de λmax reste limitée.

Proposition 17 Le motif QUP est un motif symétrique d’ordre λQUP = ∑n−1
k=0 b(Np)

n [k] ≤ n

La démonstration est donnée en Annexe B.4. La conséquence est que si l’on choisit λmax ≥ λQUP, alors
l’algorithme garantit une performance au moins aussi bonne que celle du motif QUP.

La �gure 2.7 compare les performances des motifs primitifs symétriques et non-symétriques pour
un code de longueur N = 64 et K = 20 en fonction de Np pour un canal AWGN. Pour chaque triplet
(N,K, Np) et chaque motif de poinçonnage, on détermine par dichotomie le SNR tel que l’estimation du
taux d’erreur du SC par DE-GA soit égale à 10−4. Les résultats présentés montrent que le fait de restreindre
l’exploration des motifs aux motifs symétriques n’induit au pire qu’une perte minime d’optimalité. De
plus, il apparaît également qu’introduire une limitation sur l’ordre (en l’occurrence λ ≤ λmax = 3)ne
pénalise pas signi�cativement les performances.

Les analyses ci-dessus sont uniquement basées sur des estimations par DE-GA. La �gure 2.8 fournit
une validation de la méthode proposée pour des codes de longueurs N = 256 et N = 1024. Pour N = 256
et Np = 85, la méthode proposée fait très légèrement mieux que le poinçonnage QUP pour λ = 5 >

λQUP = 4, tandis que pour N = 1024 et Np = 336, celle-ci fait aussi bien que le poinçonnage QUP pour
λ = λQUP = 3.

Malgré tout, pour les codes longs ou des valeurs de Np élevées, cet algorithme risque de nécessiter un
long processus d’optimisation. Il faut donc se tourner vers les approches alternatives.
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Figure 2.8: Comparaison des motifs de poinçonnage pour (N = 1024,K = 256, Np = 336) et (N = 256,K = 64, Np = 85)
sur un canal AWGN.

2.4 Poinçonnage, raccourcissement et structures multi-
noyaux

2.4.1 Matrice de transformation d’un code poinçonné ou raccourci

Tout comme la matrice GN permet de décrire l’opération d’encodage d’un code polaire par xN−1
0 =

uN−1
0 · GN , il est possible de dé�nir la matrice de transformation d’un code poinçonné, notée G[P]N ,

décrivant l’opération d’encodage du code x[P]N−1−Np
0 = u[E]N−1−Np

0 · G[P]N , où u[E]N−1−Np
0 corre-

spond à la séquence des uN−1
0 privée des bits e�acés, et x[P]N−1−Np

0 correspond à la séquence des bits
codés privée des bits poinçonnés. Pour tout motif de poinçonnage P, cette matrice s’obtient en supprimant
les colonnes de la matrice GN dont les indices sont tels que P(i) = 1 et les lignes dont les indices sont
tels que E[P](i) = 1 [91]. Cependant, il est clair qu’il est possible de se restreindre aux motifs primitifs,
dans la mesure où les matrices de deux motifs équivalents peuvent s’obtenir l’une à partir de l’autre par
les opérations de permutations de colonnes ou de remplacement d’une ligne d’indice i par la somme de
celle-ci avec une ligne d’indices j > i. On a vu notamment dans la Section 2.1.3 que ces opérations ne
modi�ent pas l’exposant d’erreur ni l’exposant d’échelle d’une matrice.

Pour ce qui est du raccourcissement, il convient de mettre à part le cas des motifs primitifs non-
symétriques (et leurs motifs équivalents), du fait que les bits raccourcis sont des combinaisons des bits
d’information, de sorte que la matrice de transformation ne peut pas être obtenue immédiatement. Par
contre, pour un motif de raccourcissement symétrique (ou équivalent) S, la matrice de transformation
s’obtient en supprimant les colonnes de la matrice GN dont les indices sont tels que S(i) = 1 et les lignes
dont les indices sont tels que E[S](i) = 1. Nécessairement, dans le cas d’un motif symétrique, la matrice
de transformation est triangulaire inférieure.

Dans cette partie, on propose d’étudier l’optimisation du motif de poinçonnage ou de raccourcissement
d’après le critère de l’exposant d’erreur des matrices de transformation. Pour cela, on considérera la
matrice de transformation d’un code poinçonné ou raccourci comme une matrice noyaux F` (au sens de
la Section 2.1.3) de taille `× `, où ` = N − Np. Dans la mesure où ces “noyaux” peuvent être décodés
avec une faible complexité, il est attendu que l’exposant d’erreur obtenu ne pourra pas atteindre celui des
meilleures matrices connues, mais servira de point de référence basse pour l’approche plus générale des
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structures multi-noyaux.

2.4.2 Combinaison de plusieurs noyaux

Proposition 18 Soit deux matrices de transformations F1 = G[P1]N1 et F2 = G[P2]N2 obtenues à partir de
motifs de poinçonnage symétriques P1 et P2 de longueurs N1 et N2. Alors, la structure multi-noyaux F1⊗ F2

est équivalente à un code de longueur N1 · N2 poinçonné par le motif symétrique:

P = (P1 ⊗ 1N2) ∨ (1N1 ⊗ P2) = P1 ⊗ 1N2 + 1N1 ⊗ P2 − P1 ⊗ P2 (2.29)

Le même résultat s’applique pour deux motifs de raccourcissement symétriques S1 et S2 avec:

S = (S1 ⊗ 1N2) ∨ (1N1 ⊗ S2) = S1 ⊗ 1N2 + 1N1 ⊗ S2 − S1 ⊗ S2 (2.30)

La démonstration est donnée en Annexe B.5.2. Cette proposition peut se réutiliser récursivement pour
obtenir le motif de poinçonnage (ou de raccourcissement ) pour une structure multi-noyaux G[P1]N1 ⊗
G[P2]N2 ⊗ · · · ⊗G[Pm]Nm avec un nombre quelconque de noyaux distincts. En revanche, cette proposition
ne s’applique pas dans le cas d’un motif primitif non-symétrique.

Cette propriété peut s’utiliser dans les deux sens. Tout d’abord, elle permet d’interpréter un code
poinçonné ou raccourci comme une structure multi-noyaux, et permettant ainsi d’utiliser l’exposant
d’erreur des matrices de transformation comme critère pour discriminer deux motifs. Inversement, elle
permet, sous certaines conditions, de considérer une structure multi-noyaux comme un code poinçonné
ou raccourci de sorte que la question du décodage e�cace du code en devient considérablement simpli-
�ée. Précisons cependant que la longueur du code poinçonné équivalent à une structure multi-noyaux
peut être nettement plus longue que celle du code multi-noyaux. Par exemple, pour le noyau F3 = G[P]4
de taille ` = 3 avec P = [1,0,0,0], le code poinçonné équivalent à F3 ⊗ F3 ⊗ F3 est de longueur N = 64
avec Np = 37 positions poinçonnées.

Notons deux applications particulières de la proposition précédente:

Proposition 19

� Appliquer le produit de Kronecker par G2 à gauche (i.e. G[P]N1 = G2) est équivalent à répéter le motif
P2 puisque cela revient à prendre P1 = [0,0]:

P = 12 ⊗ P2 = [P2 P2] (2.31)

Plus généralement, répéter cycliquement 2k fois le motif P2 revient à multiplier à gauche par G⊗k
2 .

� Appliquer le produit de Kronecker par G2 à droite (i.e., G[P2]N2 = G2) revient à choisir P2 = [0,0]:

P = P1 ⊗ 12 (2.32)

Cette dernière proposition peut être appliquée au motif QUP. Supposons un code de longueur N = 2n,
poinçonné de Np = 2k · N′p positions par le motif QUP, alors:

PQUP = [ 1, . . . ,1︸   ︷︷   ︸
2k ·N′p fois

, 0, . . . ,0 ]

= [ 1, . . . ,1︸   ︷︷   ︸
N′p fois

,0, . . . ,0 ]⊗ [1, . . . ,1︸   ︷︷   ︸
2k fois

]
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Ainsi, la structure du code poinçonné par le motif QUP peut s’écrire FN′p ⊗ G⊗k
2 où FN′p est la matrice

de transformation du code de longueur N′ = 2n−k poinçonné de N′p positions par le motif QUP. Ce
résultat peut être utilisé pour simpli�er la détermination de l’exposant d’erreur d’une matrice obtenue
par le poinçonnage QUP en utilisant l’équation (2.13).

Un autre motif utilisé dans l’état de l’art est le motif obtenu par la permutation à inversion de bit du
motif QUP, noté RQUP. Cette permutation peut s’écrire récursivement par BN = [2BN/2 BN/2 + 1]. La
propriété qui nous intéresse ici est de noter qu’une telle permutation regroupe les valeurs d’indices pairs
sur la première moitié et ceux d’indices impairs sur l’autre moitié. Dès lors, si l’on suppose Np = 2N′p,
alors on a:

PRQUP(N, Np) = BN(PQUP(N, Np))

= [BN/2(PQUP(N/2, Np/2)) BN/2(PQUP(N/2, Np/2))]

= [1,1]⊗ PRQUP(N/2, Np/2)

Il s’ensuit que le motif RQUP est, pour sa part, factorisable par G2 à gauche. Par récurrence, il est possible
de généraliser à Np = 2k · N′p. Mentionnons que les mêmes observations peuvent être obtenues pour
le cas du raccourcissement d’un code par le motif QUS et par le motif correspondant à la permutation à
inversion de bit du motif QUS.

2.4.3 Exposant d’erreur et distance minimale d’un code raccourci

Ainsi que présenté dans le début de cette section, la matrice de transformation d’un code poinçonné
ou raccourci peut être vue comme une matrice noyau d’un code polaire. Dès lors, on peut s’interroger
sur la valeur de son exposant d’erreur. La proposition suivante permet d’obtenir les valeurs des distances
partielles pour le cas d’un code raccourci par un motif symétrique:

Proposition 20 Soit un code polaire raccourci par un motif symétrique S de longueur N et poids |S| = Ns.
Alors les distances partielles sont données par:

D[S]i = |G[S](i)N | = |G
(i)
N |, ∀ i ∈ {0, . . . , N − Ns} (2.33)

La démonstration est donnée en Annexe B.5.3. L’exposant d’erreur s’obtient �nalement d’après l’équation
(2.11). Dans le cas particulier du motif de raccourcissement QUS, celui-ci s’écrit simplement:

E(G[S]N) =
1
`

`−1

∑
i=0

log`(2
|B(i)

n |)

=
1

` · log2(`)

`−1

∑
i=0
|B(i)

n |

A noter que l’on a E(G[S]N) ≤ 1
2 avec égalité si et seulement si N − |S| est une puissance de deux

(pour la démonstration voir les travaux sur la somme des développements binaires, par exemple dans [56,
Th. 9]).

La distance minimale d’un code s’obtient d’après le minimum des distances partielles sur les indices
i ∈ I [55]. Ce résultat, associé à la proposition précédente, permet à la fois de calculer simplement la
distance minimale d’un code raccourci, et de dé�nir le critère de choix de I de manière à garantir la
meilleure distance minimale possible, à savoir sélectionner les lignes de poids les plus élevés.

Dans [16], une méthode est proposée a�n d’optimiser la distance minimale d’un code polaire basé
sur une structure multi-noyaux, consistant en fait à maximiser le minimum des distances partielles du
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code, en exploitant le fait que les distances partielles du produit F1 ⊗ F2 s’obtiennent simplement à partir
des distances partielles des matrices noyaux F1 et F2. La Proposition 20 relève du même principe, mais
appliqué à un code raccourci. Mentionnons qe l’un des exemples de [16] utilise une structure s’écrivant
comme G⊗n1

2 ⊗ F⊗n2
3 ⊗ G⊗n3

2 , où F3 =
( 1 1 1

1 0 1
1 1 0

)
. Or en utilisant les opérations n’a�ectant pas l’exposant

d’erreur, décrites dans la section 2.1.3, il s’avère que cette matrice se réécrit comme G[S0]4 avec S0 =

[0,0,0,1]. Puisque ce motif est symétrique, et en utilisant la Proposition 19, la structure multi-noyaux
est équivalente à un code raccourci par le motif S = [1,1]⊗n1 ⊗ S⊗n2

0 ⊗ [1,1]⊗n3 , de sorte que l’on peut
utiliser la Proposition 20 de manière tout à fait équivalente.

Finalement, dans [74], une métrique est proposée pour optimiser le motif de raccourcissement, revenant
à choisir celui-ci de manière à maximiser la moyenne géométrique des poids des lignes de la matrice
G[S]N , soit autrement dit, d’après la proposition 20, maximiser l’exposant d’erreur de la matrice G[P]N .
En particulier, il est démontré que le motif QUS constitue l’une des solutions o�rant l’exposant d’erreur
maximal [74, Th. 11]. La même approche est également employée pour le poinçonnage, où il est montré
que le motif QUP est également optimal du point de vue de la métrique considérée. Cependant, pour
garantir que ce résultat se retrouve au niveau de l’exposant d’erreur, il est nécessaire de prouver que les
distances partielles du code poinçonné s’obtiennent également d’après les poids des lignes de la matrice de
transformation G[P]N . Si les simulations corroborent cette hypothèse, ce résultat reste encore à prouver.

2.5 Conclusion et perspectives
Ce chapitre s’est attelé à établir un panorama des méthodes pour obtenir une �exibilité sur la longueur

du code. Il est tout d’abord établi que les techniques de poinçonnage et le raccourcissement, exclusive-
ment abordées de manière séparées dans l’état de l’art, sont en réalité connexes et peuvent être traitées
conjointement. Il est de plus mis en évidence que, malgré ce rapprochement, les solutions de l’une et
l’autre méthode sont, sauf cas triviaux, distinctes et que les deux sont à considérer. A partir des permuta-
tions élémentaires du graphes polaires, les motifs équivalents sont caractérisés et un unique représentant
de chaque classe d’équivalence est dé�ni, appelé motif primitif. Une sous-catégorie de motifs primitifs,
appelée motifs symétriques, est introduite et caractérisée précisément à partir des lignes de la matrice GN .
Les problèmes de dénombrement et d’énumération de ces deux catégories de motifs sont abordées, et un
algorithme est proposé a�n de trouver le meilleur motif – de poinçonnage ou de raccourcissement – pour
les codes courts. Pour les codes longs, un algorithme est proposé, se concentrant sur un sous-ensemble
de motifs symétriques, pour une perte limitée en terme d’optimalité.

Dans un second temps, le parallèle entre un code poinçonné ou raccourci et une structure multi-
noyaux est explicité via la matrice de transformation du code. Il est montré qu’une structure multi-noyaux
utilisant des noyaux obtenus par poinçonnage ou raccourcissement symétrique est équivalente à un code
poinçonné ou raccourci respectivement. Une propriété est ensuite fournie indiquant que les distances
partielles d’un code raccourci par un motif symétrique s’obtiennent d’après les lignes de la matrice de
transformation. Ce résultat permet notamment de déterminer le critère pour optimiser la distance mini-
male du code raccourci, à savoir utiliser les lignes de poids maximal. Le lien avec les résultats de [74] est
également souligné et permet d’a�rmer que la solution QUS est celle o�rant l’exposant d’erreur maximal
parmi tous les motifs de raccourcissement symétriques. Toutefois, la transposition de ces résultats au
poinçonnage reste encore un problème ouvert.

Notons également que l’exposant d’erreur est un critère essentiellement asymptotique, dont la valeur
en longueur �nie doit être relativisée. En e�et, il n’est pas garanti qu’un code ayant un exposant d’erreur
supérieur donne nécessairement de meilleures performances pour le décodeur SC, de sorte que la question
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du critère pour choisir les matrices noyaux reste un problème ouvert. Si l’exposant d’échelle a notamment
été discuté dans [34], il manque encore une comparaison précise entre les performances des noyaux op-
timaux du point de vue de l’exposant d’erreur et d’échelle.
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CHAPTER 3. DÉCODAGE À INVERSION

Les deux principaux algorithmes o�rant des performances signi�cativement supérieures au décodeur
par annulation successive (SC pour successive cancellation, en anglais) en longueur �nie sont les

décodeurs par liste, avec ou sans CRC (SCL pour successive cancellation list, en anglais, ou CA-SCL pour
CRC-Aided SCL), et le décodeur SCS (pour Successive Cancellation Stack, en anglais). Une troisième est
dénommée le décodage à inversion pour les codes polaires, et permet d’atteindre d’excellentes perfor-
mances tout en o�rant une complexité réduite. En opérant des tentatives successives, ce décodeur se
contente en e�et d’une unique tentative identique à celle du SC, lorsque celle-ci est correcte. Par con-
tre, en cas d’erreur lors de cette tentative initiale, le choix des suivantes devient crucial pour garantir de
bonnes performances et une complexité moyenne faible.

3.1 Principe du décodage à inversion
Le décodage à inversion [3] est une alternative aux décodeurs CA-SCL et SCS (cf section 1.4), et per-

met d’améliorer signi�cativement les performances du SC, tout en conservant une complexité moyenne
proche de celle du SC. Tout comme les deux autres décodeurs, le décodage à inversion requiert un sys-
tème concaténé CRC-polaire et exploite le CRC pour déterminer le succès ou l’échec d’une tentative. Le
décodage à inversion commence par e�ectuer le décodage SC, puis, en cas d’échec, e�ectue des tentatives
de décodage successives, tant que le le CRC n’est pas véri�é, ou qu’un nombre maximal de T tentatives
additionnelles n’a pas été atteint. Les nouvelles tentatives sont obtenues en inversant une ou plusieurs
décisions par rapport au chemin du SC. Une notion très utile pour formaliser le décodage à inversion est
de décrire toute trajectoire par rapport à celle du SC, au moyen d’une inversion binaire (d’ordre ω):

Dé�nition 7 Une inversion binaire d’ordre ω ∈ {0, . . . , K} est une série de ω indices E = {i1, . . . , iω} ⊂ I
tels que i1 < i2 < · · · < iω . Notons que pour ω = 0, on a par dé�nition E = ∅.

A toute inversion binaire E est associée une tentative de décodage, notée SC(E), similaire au décodage
SC présenté dans l’algorithme 1, mais en modi�ant le critère de prise de décision dure tel que donné dans
l’équation (1.31) par le suivant:

û[E ]i = hI (Li[E ]) def
=





ui if i < I
1−sign(Li [E ])

2 if i ∈ I \E
1+sign(Li [E ])

2 if i ∈ E ,

(3.1)

où

Li[E ] = log

(
Pr(ui = 0 | yN−1

0 , û[E ]i−1
0 )

Pr(ui = 1|yN−1
0 , û[E ]i−1

0 )

)
, (3.2)

sont les LLRs calculés en utilisant les décisions dures û[E ]i−1
0 . Notons que ces LLRs sont identiques à ceux

calculés par le décodage SC jusqu’à la toute première position i1 ∈ E , mais ils di�érent pour i > i1, dû à
l’utilisation d’une décision dure û[E ]i10 inversée par rapport à celle du SC. On parlera donc d’un chemin
(ou trajectoire) de décodage di�érent. Le résultat d’un tel décodage est le vecteur û[E ]N−1

0 estimation de la
séquence uN−1

0 . Pour simpli�er les notations lorsqu’aucune confusion n’est possible, le vecteur û[E ]N−1
0

sera simplement noté ûN−1
0 . Soulignons que si E = ∅, le décodage est exactement celui du SC.

Puisque tout chemin dans l’arbre des possibilités peut être décrit par une inversion binaire, il existe,
pour toute séquence d’information uN−1

0 et toute séquence reçue Y = yN−1
0 , une unique inversion binaire

EY telle que û[EY]
N−1
0 = uN−1

0 (EY peut être calculé à l’aide d’un décodeur genie-aided, tel qu’expliqué
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Algorithme 4 Décodage par inversion d’un code polaire C(N,K,I)
1: procédure SC( yN−1

0 , T,L�ip = {E1, . . . ,ET})
2: ûN−1

0 ← SC(∅)

3: si CRC(ûN−1
0 ) correct alors retourner ûN−1

0 ; �n si
4: pour t = 1, . . . , T faire
5: ûN−1

0 ←SC(Et);
6: si CRC(ûN−1

0 ) correct alors retourner ûN−1
0 ; �n si

7: �n pour
8: retourner ûN−1

0 ; . Erreur de décodage, car CRC non véri�é
9: �n procédure

plus loin, à la Section 3.2). La problématique fondamentale du décodage à inversion est d’identi�er EY avec
une forte probabilité et en un minimum de tentatives de manière à limiter la complexité du décodage.

Une description haut-niveau du décodage par inversion est donnée dans l’algorithme 2. Cet algorithme
est muni d’une liste d’inversions binaires, notée L�ip = {E1, . . . ,ET}, décrivant les T tentatives, notées
SC(Et), à réaliser tant que le CRC n’est pas véri�é. Deux conditions sont nécessaires pour qu’un tel
décodeur obtienne la bonne séquence ûI (en supposant que le SC n’y est pas parvenu):

� que la liste L�ip contienne l’unique inversion binaire EY corrigeant la trajectoire du SC

� qu’aucune tentative précédente ne véri�e le CRC
Dès lors, il est clair que les performances d’un tel décodeur dépendent directement de la méthode util-
isée pour construire la liste L�ip, qui doit s’e�orcer de maximiser Pr(EY ∈ L�ip) et minimiser E(t ∈
{1, . . . , T} | Et = EY}. Cette dernière quantité est également associée au nombre moyen de tentatives
e�ectuées, et sa minimisation est essentielle pour limiter la complexité du décodeur.

Dans la description du décodage à inversion de l’algorithme 4, la liste L�ip est présentée comme étant
une donnée d’entrée du décodeur, laissant entendre qu’elle serait prédéterminée a priori et indépendante
de la réalisation de bruit (i.e. de la séquence reçue). Une telle approche est envisageable, par exemple, en
exploitant les informations relatives à la �abilité des canaux virtuels de manière à cibler les positions les
plus critiques. Néanmoins, il est clair que pour atteindre d’excellentes performances, il convient de con-
struire la liste dynamiquement pour chaque réalisation de bruit en exploitant les valeurs des LLRs obtenus
lors des tentatives de décodage. Cela suppose de dé�nir une métrique capable d’évaluer précisément la
probabilité qu’une inversion binaire corrige la trajectoire du SC. On verra qu’il est cependant possible de
combiner les deux approches en construisant la liste L�ip dynamiquement à partir d’un nombre réduit
d’inversions binaires, les autres étant jugées trop peu probables d’après des critères indépendants de la
réalisation de bruit.

Après une première approche simple illustrant l’avantage et la faisabilité de corriger plusieurs erreurs
[19], nous avons proposé un algorithme appelé décodage à inversion dynamique (D-SCFlip) dans [20]. Ce
chapitre s’inscrit dans le prolongement de ces travaux de recherche. Par rapport au décodeur à inversion
proposé dans [3], et appelé SCFlip, l’algorithme D-SCFlip dispose de deux améliorations:

� Dans le SCFlip, seuls les inversions binaires d’ordre ω = 1 sont considérées, mais il s’avère qu’une
telle contrainte introduit une limitation préjudiciable des performances (cf section 3.2). L’algorithme
proposé est capable de considérer des inversions binaires d’ordre supérieur et o�re un gain signi�-
catif.

� La métrique utilisée pour générer et trier dynamiquement la liste L�ip est re-dé�nie de manière à
prendre en compte des inversions binaires de tout ordre ω ≥ 1. Cette nouvelle métrique permet
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La

Lb

LX = 2atanh
(

tanh
(

La
2

)
tanh

(
Lb
2

))

LR = (−1)û0 La + Lb

Figure 3.1: Impact de la décision û0 sur û1 dans le noyau G2

également de mieux prendre en compte l’aspect successif du décodage SC et améliore notablement
les performances tout en apportant une réduction signi�cative du nombre moyen de tentatives.

La notion fondamentale du décodage à inversion est celle d’inversion binaire d’ordre ω. Imposer une
limite sur l’ordre maximal considéré (ou autrement dit sur le nombre maximum d’inversions appliquées)
réduit le nombre de trajectoires susceptibles d’être explorées et facilite l’identi�cation de EY lorsque celui-
ci en fait partie. Dans le cas contraire, le décodeur tournera dans le vide en cherchant une trajectoire qui
a dès le départ été écartée. La question de l’impact d’une limitation de l’ordre des inversions constitue le
point de départ incontournable de tout décodeur à inversion.

3.2 Bornes d’ordre ω

Rappelons que le décodage SC exploite les estimations dures des bits précédents ûi−1
0 pour le décodage

d’un bit ui, i ∈ I . Dès lors, toute erreur durant le décodage va se propager et a�ecter le décodage des bits
ultérieurs. Par contre, le simple fait de rétablir l’algorithme sur le bon chemin en inversant la toute première
erreur permet de compenser toute une série d’erreur dues à la propagation. Pour autant, cela ne su�t pas à
garantir un décodage correct, et il peut être nécessaire d’inverser plusieurs décisions. Lorsque l’on parlera
d’erreur dans la suite de ce chapitre, il ne sera pas question des erreurs dues à la propagation, mais de
celles apparaissant même lorsque tous les bits précédents sont correctement décodés/�gés, car seules ces
décisions-ci doivent être identi�ées et inversées. Dans cette section, on se propose d’étudier l’impact de
corriger ω erreurs.

On dé�nit le concept de décodeur à inversion idéal, d’ordre ω, un décodeur corrigeant toute réalisation
de bruit yN−1

0 si et seulement si |EY| ≤ ω. En notant ωY = |EY|, la performance d’un tel décodeur est
dé�nie par:

iWER-ω = Pr(ωY > ω) (3.3)

Cette probabilité correspond à la performance optimale qu’un décodeur pratiquant ω inversions est
susceptible d’atteindre – sous réserve d’identi�er toutes les inversions binaires EY lorsque |EY| ≤ ω.
Celle-ci peut être e�cacement obtenue à l’aide un décodeur genie-aided semblable à celui utilisé pour
réaliser la construction du code de manière heuristique (cf section 1.3.2). Pour rappel, un tel décodeur
calcule les valeurs des LLRs en connaissant les valeurs exactes des bits d’information précédents, puis
prend la décision dure u(ga)

i basée sur le signe de ce LLR. Étant donné un ensemble I , l’inversion binaire
EY permettant de décoder correctement la réalisation de bruit yN−1

0 s’obtient par:

EY = {i ∈ I ,ui , u(ga)
i }, (3.4)

d’où l’on dérive �nalement la valeur ωY = |EY|. Bien que cette méthode soit uniquement basée sur des
simulations, elle reste à ce jour la seule solution pour dériver ces bornes, dans la mesure où il n’existe
pas de formule analytique permettant de les calculer. Voici un exemple simple illustrant la di�culté du
problème.

Considérons le noyau G2 présenté dans la �gure 3.1. Ce noyau peut correspondre au cas trivial d’un
code N = 2, mais il convient plutôt de le considérer comme n’importe quel noyau du dernier niveau
dans le sens de décodage (i.e., le niveau le plus à gauche) du graphe d’un code polaire. Pour simpli�er,
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Figure 3.2: Probabilité d’erreur sur û1 dans di�érents cas de �gure
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Figure 3.3: Bornes idéales iWER-ω d’un décodeur à ω inversions (N,K) = (1024,512)

les notations utilisées resteront celles du noyau et on supposera que u0 = u1 = 0. On se propose de
comparer la probabilité d’erreur sur û1 dans les trois cas suivants: le cas où u0 est un bit �gé, celui où û0

est correctement décodé par le SC, et celui où û0 est correct après inversion (donc incorrectement décodé
par le SC). Sachant que sign(LX) = sign(La)sign(Lb), on obtient:

Pr(û1 , u1 | u0) = Pr(La + Lb < 0)

Pr(û1 , u1 | u0, LX > 0) = Pr(La + Lb < 0|La · Lb > 0)

= Pr(La < 0) · Pr(Lb < 0)

Pr(û1 , u1 | u0, LX < 0) = Pr(La + Lb < 0|La · Lb < 0)

= 2Pr(La + Lb < 0|La < 0, Lb > 0)

Si l’on suppose que La et Lb suivent des distributions gaussiennes symétriques, cette dernière probabilité
peut être e�cacement calculée. Les résultats sont présentés sur la �gure 3.2. Il apparaît nettement – et
assez logiquement – que le fait qu’une première inversion ait été nécessaire augmente signi�cativement
la probabilité qu’une nouvelle erreur survienne par rapport au cas où la décision était correcte dès le
décodage SC.

La �gure 3.3 présente ces bornes idéales pour un code (N,K) = (1024,512). Celles-ci sont représen-
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Figure 3.4: Bornes idéales en fonction de la longueur et du rendement du code

tées avec K′ = 528 par anticipation des bits de CRC nécessaires dans le décodage à inversion. Cela
explique la di�érence entre la courbe rouge (décodeur SC pour K = 512 bits) et la courbe correspondant
à ω = 0 (décodeur SC pour K′ = 528 bits) – notons néanmoins que c’est la première des deux qui doit
servir de référence. A titre de comparaison, les performances du CA-SCL sont également présentées pour
L = 4 et L = 16, respectivement. Si corriger une erreur apporte déjà un gain signi�catif (de l’ordre de
0.4dB pour un taux d’erreur de 10−3), parvenir à en corriger 2 voire 3 est nécessaire pour s’approcher du
CA-SCL utilisant une taille de liste jusqu’à L = 16.

Mentionnons tout de même que la dérivation des bornes iWER-ω est considérablement simpli�ée sur
un canal BEC, de sorte que des résultats analytiques sont possibles. Dans [66], une borne inférieure est
proposée et est utilisée pour démontrer que le scaling exponent d’un code polaire avec un décodeur genie-
aided reste constant. Dans [20], nous avons proposé une méthode analytique pour calculer précisément
ces bornes sur le canal BEC. Celle-ci repose sur l’interprétation d’une réalisation de bruit reçue comme
un code polaire poinçonné sur un canal BEC parfait, de sorte que les réalisations de bruit peuvent être
regroupées par classes d’équivalence, pouvant être exhaustivement énumérées tant que N ≤ 64. Le détail
de cette méthode est proposé en Annexe C.

Finalement, nous avons observé la variabilité du gain obtenu par un décodeur idéal d’ordre ω par
rapport au décodeur SC, pour des codes de longueurs et de rendements di�érents. Les résultats sont
donnés dans la �gure 3.4. Il peut être observé que, pour un même iWER-0, le gain reste très similaire
pour tous les codes considérés, de sorte que l’on peut estimer que deux ou trois inversions sont su�santes
en général pour obtenir un gain signi�catif – sous réserve d’identi�er e�cacement l’inversion binaire
correcte.

3.3 Métriqe pour le décodage à inversion
3.3.1 Problématiqe

Dans [3], la métrique utilisée pour évaluer la probabilité qu’une inversion binaire E = {i} d’ordre
ω = 1 corrige la trajectoire du SC est donnée par:

M( { i} ) = |Li(yN−1
0 , ûi−1

0 )|, (3.5)

et la liste L�ip est construite une fois pour toute à l’issue du décodage SC avec les T inversions binaires
ayant la plus faible métrique. A noter que la métrique (3.5) est équivalente à la version simpli�ée de la

58



3.3. MÉTRIQUE POUR LE DÉCODAGE À INVERSION

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 12010−1

100

101

102

103

Indice du LLR

|L
i|

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 12010−1

100

101

102

103

Erreur à
l’indice 34

Indice du LLR

|L
i|

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 12010−1

100

101

102

103

Erreur à
l’indice 4

Indice du LLR

|L
i|

Figure 3.5: Exemple de valeurs de LLRs pour un code (N,K) = (256,128)

métrique du décodage par liste, mais sans prendre en compte les LLRs des bits �gés. Cependant, cette
métrique ne parait pas la plus adaptée pour rendre le décodeur à inversion réellement compétitif, et ce
pour deux raisons.

Premièrement, la partie précédente a mis en évidence l’importance pour le décodeur à inversion d’être
capable de corriger plusieurs erreurs, ce que la métrique ci-dessus ne permet pas. Il faut donc redé�nir
une métrique permettant d’évaluer la probabilité d’une inversion binaire d’ordre ω > 1. En second lieu,
la métrique (3.5) ne prend pas pleinement en compte le processus successif du décodage. En e�et, il est
clair que lorsqu’une erreur survient, la probabilité d’erreur sur les bits d’information suivants augmente
drastiquement. Ce phénomène d’erreurs en cascade se retrouve au niveau des valeurs absolues des LLRs,
qui sont susceptibles d’être signi�cativement plus faibles après une erreur que lorsque la trajectoire est
correcte. La �gure 3.5 présente trois illustrations de la répartition des valeurs de LLRs à l’issue d’un
décodage SC pour un code (N,K) = (256,128). Le premier cas représente une réalisation de bruit décodée
correctement, les deux suivants étant des réalisations en erreur avec la première erreur en position 35 et 4
respectivement. Il peut être observé que lorsque la première erreur survient tôt dans le décodage, celle-ci
devient di�cile à identi�er uniquement à partir de la valeur absolue de son LLR. De fait, la métrique (3.5)
ne parait pas optimale pour le décodage à inversion, puisqu’elle n’identi�e pas la toute première erreur.

Un autre élément qui entre en ligne de compte pour la dé�nition d’une métrique pour le décodage à
inversion est la question de l’utilisation des bits �gés. Si le SCL est capable d’en tirer pro�t en comparant
des chemins parallèles, ils restent di�ciles à exploiter dans les approches nécessitant la comparaison de
trajectoires de longueurs variables, où le nombre de bit �gés utilisés dépend de la longueur du chemin
considéré. Qui plus est, les bits �gés correspondent aux canaux virtuels les moins �ables, ce qui implique
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que la quantité d’information à exploiter est réduite. Dans [100], une métrique pour le décodage SCS
exploitant les bits �gés est proposée mais sans amélioration des performances (seule la complexité est
réduite). D’un autre côté, le fait de ne pas utiliser les LLRs des bits �gés permet de se passer du calcul des
LLRs des bits �gés et d’utiliser la même optimisation algorithmique que dans le SSC pour ce qui est des
sous-blocs de rendement R = 0 (cf section 1.4.5).

Finalement, la question de la complexité de calcul de la métrique entre également en ligne de compte.
De la même manière que la métrique du décodeur par liste dispose d’une version simpli�ée essentielle
pour les implémentations matérielles, la simplicité calculatoire de la métrique proposée sera également
discutée.

3.3.2 Métriqe proposée

Le point de départ est d’évaluer la probabilité qu’une inversion binaire Eω = {i1, . . . , iω} ⊂ I d’ordre
ω corrige la trajectoire du SC. Par corriger la trajectoire, on entend que la tentative SC(Eω) décode cor-
rectement tous les bits de u0 à uiω

,mais sans garantie quant à l’exactitude du décodage des bits subséquents
uN−1

iω+1.
Considérons l’inversion binaire Eω−1 = {i1, . . . , iω−1} ⊂ Eω , et notons L[Eω−1]i et û[Eω−1]i les LLRs

et les décisions dures dérivés lors de la tentative SC(Eω−1). Si l’on compare les trajectoires SC(Eω−1) et
SC(Eω), il est clair que l’on a :

(i) L[Eω−1]
iω
0 = L[Eω]

iω
0 (3.6)

(ii) û[Eω−1]
iω−1
0 = û[Eω]

iω−1
0 (3.7)

(iii) û[Eω]iω
= 1− û[Eω]iω

(3.8)

La probabilité P(Eω) que l’inversion binaire Eω corrige la trajectoire du SC peut s’exprimer comme suit:

P(Eω) = Pr(û[Eω]
iω
0 = uiω

0 | yN−1
0 )

= Pr(û[Eω−1]iω
, uiω

, û[Eω−1]
iω−1
0 = uiω−1

0 | yN−1
0 )

= Pr
(

û[Eω−1]iω
, uiω

| yN−1
0 , û[Eω−1]

iω−1
0 = uiω−1

0

)
· Pr(û[Eω−1]

iω−1
0 = uiω−1

0 | yN−1
0 )

= Pr
(

û[Eω−1]iω
, uiω

| yN−1
0 , û[Eω−1]

iω−1
0 = uiω−1

0

)
· P(Eω−1)

· Pr(û[Eω−1]
iω−1
iω−1+1 = uiω−1

iω−1+1 | yN−1
0 , û[Eω−1]

iω−1
0 = uiω−1

0 )

= Pr
(

û[Eω−1]iω
, uiω

| yN−1
0 , û[Eω−1]

iω−1
0 = uiω−1

0

)
· P(Eω−1)

·
iω−1

∏
j=iω−1+1

Pr(û[Eω−1]j = uj | yN−1
0 , û[Eω−1]

j−1
0 = uj−1

0 )

= pe(û[Eω−1]iω−1) ·
iω−1

∏
j=iω−1+1

(1− pe(û[Eω−1]j)) · P(Eω−1)

avec pe(û[Eω−1]j)
def
= Pr

(
û[Eω−1]j , uj | yN−1

0 , û[Eω−1]
j−1
0 = uj−1

0

)
. Dans la mesure où pe(û[Eω−1]j) =

0 pour les bits �gés (j < I), ces valeurs pourront ne pas être prises en compte dans le produit ∏iω−1
j=iω−1+1(1−

pe(û[Eω−1]j)) ci-dessus. En raisonnant par récurrence, et en utilisant les équations (3.5)-(3.7) – dans
lesquelles ω pourra être remplacé par n’importe quel autre ω′ < ω – on obtient �nalement:

P(Eω) = ∏
j∈Eω

pe(û[Eω−1]j) · ∏
j<iω

j∈I\Eω

(
1− pe(û[Eω−1]j)

)
(3.9)
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Calculer pe(û[Eω−1]j) est très délicat dans la mesure où cette probabilité est conditionnelle du fait que
les bits précédents ont été correctement décodés lors de SC(Eω−1) (voir aussi l’exemple de la �gure 3.5).
A la place, il est possible de calculer la probabilité qe(û[Eω−1]j)

def
= Pr(û[Eω−1]j , uj|yN−1

0 , û[Eω−1]
j−1
0 ),

conditionnelle des bits précédemment décodés, mais sans considération sur l’exactitude de leurs valeurs,
et donnée par (cela provient directement de la dé�nition de L[Eω−1]j):

qe(û[Eω−1]j) =
1

1 + exp (|L[Eω−1]j|)
∀j ∈ I (3.10)

On se propose d’utiliser qe(û[Eω−1]j) comme approximation de pe(û[Eω−1]j), mais en introduisant
un paramètre de perturbation noté α. Ce paramètre, dont la valeur doit encore être déterminée, vise à
ajuster la valeur de qe de manière à mieux approximer pe et ainsi mieux tenir compte de la propagation
des erreurs dans le décodage. En pratique, cette valeur peut-être optimisée par simulation Monte-Carlo.
En remplaçant pe(û[Eω−1]j) ≈ 1

1+exp (α|L[Eω−1]j|) dans l’équation (3.9), la probabilité P(Eω) devient:

Pα(Eω) = ∏
j∈Eω

(
1

1 + exp (α|L[Eω−1]j)|)

)
· ∏

j<iω
j∈I\Eω

(
1

1 + exp (−α|L[Eω−1]j|)

)
(3.11)

En utilisant le fait que 1
1+exp(x) =

exp(−x)
1+exp(−x) , l’équation (3.11) se reformule par:

Pα(Eω) = ∏
j∈Eω

exp (−α|L[Eω−1]j)|) · ∏
j≤iω

j∈I

(
1

1 + exp (−α|L[Eω−1]j|)

)
(3.12)

Finalement, la métrique proposée s’obtient en prenant le logarithme de cette quantité:

Dé�nition 8 La métrique associée à une inversion binaire Eω = {i1, . . . , iω} ⊂ I , d’ordre ω, est donnée
par:

Mα(Eω) = ∑
j∈Eω

|L[Eω−1]j|+ ∑
j<iω

j∈I

ψα(| L[Eω−1]j |)

où ψα(x) =
1
α

log(1 + exp(−α · |x|))
(3.13)

Les inversions binaires ayant la plus forte probabilité de corriger la trajectoire sont ceux minimisant cette
métrique. La métrique d’une inversion binaire Eω peut se calculer à partir de celle de l’inversion binaire
Eω−1 ⊂ Eω et des LLRs obtenus lors de la tentative SC(Eω−1) par:

Mα(Eω) = Mα(Eω−1) + |L[Eω−1]iω
|+

iω−1

∑
j=iω−1+1

j∈I

ψα(| L[Eω−1]j |) (3.14)

Pour une inversion binaire E1 = {i1} d’ordre ω = 1, la métrique s’écrit:

Mα(E1) = |Li1 |+ ∑
j<i1
j∈I

ψα(| Lj |), (3.15)

où Lj, j ∈ I sont les LLRs calculés lors du décodage SC. Par rapport à la métrique (3.5), le terme supplé-
mentaire permet de prendre en compte l’aspect successif du décodeur, puisqu’une inversion binaire sera
pénalisé au niveau de sa métrique lorsque des LLRs faibles surviennent plus tôt dans le décodage.

Pour évaluer l’impact du coe�cient α, considérons les deux cas limites:
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� Quand α → +∞, lim
α→+∞

ψα(x) = 0, de sorte que M∞(Eω) = ∑j∈Eω
|L[Eω−1]j| est la somme des

valeurs absolues des LLRs des positions inversées. Dans le cas particulier d’une inversion binaire
d’ordre ω = 1, on retrouve la métrique (3.5). Ce cas revient à ne pas tenir compte de l’aspect
successif du décodage.

� Quand α = 0, on peut remarquer que P0(Eω) =
( 1

2

)kI , où kI correspond au nombre d’indices de I
inférieurs ou égaux à iω , de sorte que les inversions binaires sont triées d’après la valeur du dernier
indice de Eω .

� Pour α ∈]0,+∞[, la valeur de α décrit un compromis entre privilégier les bits ayant les plus faibles
LLRs en valeur absolue et donner la priorité à ceux situés tôt dans le décodage. Remarquons que
pour α = 1, la métrique est équivalente à la version exacte de celle du décodage par liste, mais sans
tenir compte des bits �gés.

L’impact du coe�cient α peut être visualisé en observant la capacité de la métrique à détecter la
première erreur. Pour cela, on utilise un décodeur genie-aided permettant d’identi�er l’ordre ωY de la
réalisation de bruit et, s’il y a lieu, de la position de la première erreur. On génère alors la liste de toutes
les inversions binaires d’ordre ω = 1 et l’on détermine la position moyenne de cette première erreur dans
la liste, en supposant la liste ordonnée d’après la métrique Mα. Les résultats sont fournis sur la �gure
3.6 pour un code polaire (N,K) = (1024,512). On peut observer qu’un minimum se dessine nettement,
entre 0.2 et 0.5 suivant la valeur du SNR, et qu’il y a un avantage signi�catif à utiliser la valeur optimale
de α plutôt que α→ +∞ ou α = 1. Il faut souligner que la valeur optimale du coe�cient α dépend du
SNR, de sorte que son optimisation doit être e�ectuée pour chaque canal.

Néanmoins, il s’avère que la valeur optimale du coe�cient α pour un code C(N,K) à un SNR donné
est fortement corrélée au taux d’erreur du décodeur SC pour le code et le canal considéré. Nous avons en
e�et observé la valeur de α optimisée par simulation Monte-Carlo sur le canal AWGN pour des codes de
longueurs N = {28,29,210} avec trois valeurs de rendements R ∈ { 3

8 , 1
2 , 4

8} et des valeurs de SNR telles
que le taux d’erreur du SC varie de 10−1 à 10−4. Les résultats sont présentés dans la �gure 3.7 et montrent
que la valeur optimal de α est fortement corrélée au taux d’erreur du SC, de sorte qu’un modèle empirique
peut être obtenu :

αm(WERSC) = a1 · log(WERSC)
2 + a2 · log(WERSC) + a3, (3.16)

avec a1 = 0.0038, a2 = 0.0779 et a3 = 0.5716.

Il s’avère que la métrique proposée fait intervenir des calculs complexes, peu adaptés à une implémen-
tation matérielle. Utiliser la même simpli�cation que celle du SCL ramène à la métrique (3.5), sans prise
en compte l’aspect successif du décodage. C’est pourquoi nous envisagerons également de remplacer la
fonction ψα par la fonction ψ réduite à deux segments:

ψ(x) =





0 si x ≥ θ

ψ0 · (1− x/θ) si 0≤ x < θ
(3.17)

où ψ0 et θ sont à déterminer par simulation. La valeur θ correspond à un seuil permettant de déter-
miner si les métriques ultérieures doivent être pénalisées ou non, au regard des valeurs des LLRs des bits
précédents.
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Figure 3.6: Impact du coe�cient α sur l’identi�cation de la première erreur pour un code (N,K) = (1024,512)
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Figure 3.7: Valeur optimale de α sur le canal AWGN en fonction du taux d’erreur du SC. Les points de simulations
correspondent à des codes de longueurs et rendements variables, mais la valeur optimale du coe�cient reste similaire
pour un WERSC donné.

3.3.3 Comparaison des métriqes

L’objectif de cette section est de comparer la métrique proposée avec celles de l’état de l’art, en ob-
servant la capacité des di�érentes métriques à identi�er la toute première erreur. Pour cela, on génère
des réalisations de bruits yN−1

0 et l’on détermine, à l’aide d’un décodeur genie-aided, l’inversion binaire
EY = {i1, . . . , iω}. A chaque fois que |EY| > 0, on procède au décodage SC puis l’on génère la liste L�ip de
toutes les inversions binaires d’ordre 1, ordonnée par la métrique considérée. On peut alors déterminer la
position de i1 dans cette liste. Finalement, on comparera l’e�cacité des métriques en observant la proba-
bilité que i1 ne soit pas dans les T premières positions de la liste f (T) = Pr(i1 < L�ip

(1:T)). Ce protocole
est reproduit à l’identique pour chaque métrique.

Les résultats sont présentés dans la �gure 3.8 pour un code (N,K) = (1024,512) à SNR= 2.0dB et
pour les métriques suivantes:

(a) La métrique du SCFlip [3] ( version simpli�ée de la métrique du SCL, sans tenir compte des bits
�gés)
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Figure 3.8: Comparaisons des métriques pour (N,K) = (1024,512) avec SNR= 2.0dB

(b) La métrique du SCL exacte, sans tenir compte des bits �gés (utilisée dans le SCS [72] et équivalente
à la métrique proposée pour α = 1)

(c) La métrique proposée avec α optimisé par simulation

(d) La métrique simpli�ée avec θ et ψ(0) optimisés par simulation
Les résultats mettent en évidence la nette supériorité de la métrique proposée sur les métriques de

l’état de l’art: si l’on se donne comme objectif une certaine valeur de f (T), la longueur de la liste T (et
donc le nombre maximum de tentatives) pourra être divisée par deux par rapport aux autres métriques.
De plus, il apparaît que la formule simpli�ée proposée fait tout aussi bien que la métrique exacte.

Si la détection rapide de la toute première erreur est fondamentale pour le décodage à inversion, cela
ne garantit pas pour autant de permettre une comparaison e�cace pour des inversions binaires d’ordre
di�érents. La partie suivante se chargera de décrire un processus de décodage à plusieurs inversions et
les simulations serviront à valider l’e�cacité de la métrique pour plusieurs inversions.

3.4 Décodage à inversion dynamiqe
Cette section décrit un algorithme de décodage à inversion basé sur la métrique proposée, capable de

corriger plusieurs erreurs et appelé décodeur à inversions dynamiques D-SCFlip. La principale caractéris-
tique de cet algorithme est la garantie d’explorer les trajectoires par probabilités de succès décroissantes
(i.e. par métriques croissantes) et permet ainsi de minimiser le nombre moyen de tentatives. Pour cela,
la liste L�ip, de longueur T, est construite au fur et à mesure des tentatives, en insérant dans la liste
les inversions binaires dont la probabilité est su�samment élevée. Pour rappel, il est nécessaire de dis-
poser des valeurs de LLRs relatives à la trajectoire SC(Eω−1) pour déterminer la métrique de l’inversion
binaire SC(Eω). Ainsi chaque tentative associée à une inversion binaire Eω−1 = {i1, . . . , iω−1} permet
d’évaluer les métriques des inversions binaires d’ordre immédiatement supérieur Eω = (Eω−1 ∪ {i}),
avec i > iω−1, i ∈ I . L’algorithme 5 décrit le processus proposé avec la fonction de mise à jour de la
liste dans l’algorithme 6, oùM�ip est la liste des métriques associées à chaque inversion binaire de L�ip.
La liste L�ip est initialisée à l’issue du décodage SC, par les T inversions binaires d’ordre 1 minimisant
la métrique Mα (dans l’ordre), tandis queM�ip est initialisée avec les valeurs des métriques associées à
chaque inversion binaire de la liste L�ip.

Il peut être montré qu’un tel algorithme explore les inversions binaires par métrique croissante.
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Algorithme 5 Décodeur D-SCFlip
1: procédure D-SCFlip(Y,I , T)
2:

(
ûN−1

0 ,{Li}i∈I
)
←SC(∅)

3: si CRC(ûN−1
0 ) correct alors

4: retourner ûN−1
0 ;

5: sinon
6: Init(L�ip,M�ip,{Li}i∈I );
7: �n si
8: pour t = 1, . . . , T faire
9: Et = L�ip[t];

10:
(

ûN−1
0 ,{L[Et]i}i∈I

)
←SC(Et);

11: si CRC(ûN−1
0 ) correct alors

12: retourner ûN−1
0 ;

13: sinon
14: Maj-liste(L�ip,M�ip,{L[Et]i}i∈I ,Et);
15: �n si
16: �n pour
17: retourner ûN−1

0 ;
18: �n procédure

Algorithme 6 Mise à jour de la liste
1: procédure Maj-liste(L�ip,M�ip,{L[Et]i}i∈I ,Et)
2: pour i = max(Et) + 1, . . . , N − 1 et i ∈ I faire
3: E = Et ∪ {i};
4: Calculer Mα(E);
5: si Mα(E) < max(M�ip) alors
6: Insérer E dans L�ip et Mα(E) dansM�ip;
7: �n si
8: �n pour
9: retourner (L�ip,M�ip);

10: �n procédure

Proposition 21 Soit T′ ≤ T, le nombre de tentatives e�ectuées avant l’arrêt du décodage. Alors les T′

premières inversions binaires de L�ip sont celles ayant la plus faible métrique parmi toutes les inversions
binaires.

Pour démontrer cette propriété, il su�t de montrer que pour toute inversion binaire E = {i1, . . . , iω}
d’ordre ω et tel que Mα(E) < Mα(ET′), alors E ∈ L�ip, où ET′ est la dernière inversion binaire dans la
liste, au moment où le décodage s’arrête. On procède par induction sur ω. Pour ω = 1, le résultat est
une conséquence directe du fait que la liste est initialisée avec les T ≥ T′ inversions binaires minimisant
la métrique. Pour ω > 1, considérons E ′ = {i1, . . . , iω−1} ⊂ E . Puisque Mα(E ′) < Mα(E) < Mα(ET′),
l’hypothèse de récurrence impose que E ′ ∈ L�ip. Dès lors, la tentative SC(E ′) est nécessairement e�ectuée
avant SC(ET′ ). Lors de la mise à jour de la liste à l’issue de SC(E ′), l’inversion binaire E est insérée dans
la liste L�ip à une position qui précède nécessairement l’inversion binaire ET′ . D’où E ∈ L�ip.
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Figure 3.9: Performance du décodeur D-SCFlip pour un code (N = 1024,K = 512) avec T = 10, T = 30 et T = 100
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Figure 3.10: Complexité moyenne du décodeur D-SCFlip pour un code (N = 1024,K = 512) avec T = 10, T = 30 et
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Dans l’algorithme proposé, il n’y a pas de restriction sur l’ordre des inversions binaires, de sorte que
le décodeur D-SCFlip n’est pas contraint par les bornes idéales dérivées dans la section 3.2. Pour autant,
il est possible, pour des raisons de complexité ou de facilité d’implémentation, d’en imposer une. Dans ce
cas, l’algorithme ne calculera les métriques que pour les inversions binaires d’ordre ω ≤ ωmax.

Les performances du décodeur D-SCFlip sont données sur la �gure 3.9, tandis que la �gure 3.10 donne
le nombre moyen de tentatives, pour un code(N,K) = (1024,512) avec un CRC de r = 16 bits. La valeur
optimale du coe�cient α est utilisée pour chaque SNR. Il peut être observé que le décodeur proposé
parvient à corriger les réalisations de bruit avec une erreur en quelques tentatives et peut même corriger
jusqu’à trois erreurs si le nombre de tentatives monte à T = 100. Le D-SCFlip avec T = 100 est capable
de concurrencer le CA-SCL avec L = 16, mais dispose d’une complexité moyenne très inférieure pour
des SNR modérés et élevés, et tendant rapidement vers celle du décodage SC. La �gure 3.11 compare les
performances des décodeurs D-SCFlip, CA-SCL et SCFlip [3] pour une longueur de code N = 256, des
rendements R ∈ { 1

3 , 1
2 , 2

3} et un CRC de R = 16 bits (sauf pour le SC). Il peut être observé que le décodeur
D-SCFlip avec T = 50 concurrence le CA-SCL avec L = 8 pour chaque valeur de rendement.

Les simulations présentées utilisent la métrique dé�nie par l’équation (3.13). Nous avons également
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Figure 3.11: Performance du D-SCFlip pour N = 256 et di�érents rendements

observé l’impact de l’utilisation de la métrique utilisant la fonction de pénalité simpli�ée ψ(x) de l’équation
(3.17). Les résultats montrent que, sous réserve d’une optimisation précise des coe�cients θ et ψ0, les per-
formances sont tout à fait similaires avec la métrique non simpli�ée.

3.5 Réduction de complexité du décodage à inversion
3.5.1 Décodage à inversion simplifié

Il a été expliqué que le décodeur SC a une latence relativement élevée, mais que la solution résidait dans
le SSC et l’utilisation d’optimisations algorithmiques permettant de réduire signi�cativement le nombre
de calculs de LLRs, notamment pour les sous-blocs de rendement 0 et 1. Puisque le décodage à inversion
ne prend pas en compte les LLRs des bits �gés, la simpli�cation relative aux nœuds de rendement R = 0
est directement applicable. Concernant les nœuds de rendement R = 1, le problème est plus délicat dans
la mesure où les LLRs sont nécessaires pour calculer les métriques des inversions binaires. Il a été proposé
que le SCFlip n’opère le décodage souple des nœuds R = 1 que pour la première tentative (celle du SC),
de manière à calculer les métriques pour les inversions binaires d’ordre ω = 1 [37]. Cependant, cette
solution n’est pas applicable avec un décodeur à plusieurs inversions comme le D-SCFlip. Cette partie
développe une solution alternative, inspirée par les solutions mises en place pour le décodage par liste,
pleinement compatible avec des inversions binaires d’ordres ω > 1 et avec un impact minime sur les
performances. Elle repose sur la re-dé�nition du concept d’inversion binaire, de sorte à pratiquer les
inversions directement à l’entrée des nœuds de rendement R = 1 1.

Supposons un code polaire (N,K,I) contenant un sous-bloc de rendement R = 1 sur les indices
{im, im + 1, . . . , im + 2n′} et de longueur N′ = 2n′ . L’encodage du sous-bloc est donné par:

vim+2n′

im
= uim+2n′

im
· GN′ (3.18)

Dans le SSC, l’optimisation du décodage d’un tel nœud consiste simplement à déterminer les v̂im+2n′

im
à

1On utilise ici le sens du décodage de sorte que la sortie d’un bloc de rendement R = 1 correspond aux estimations des bits
d’information.
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partir du signe de leurs LLRs:

L(vim+k,yN−1
0 , ûim−1

0 ) = log

(
Pr(vim+k = 0 |yN−1

0 , ûim−1
0 )

Pr(vim+k = 1 |yN−1
0 , ûim−1

0 )

)
(3.19)

puis à obtenir ûim+2n′

im
d’après (3.18). Dé�nissons maintenant un décodeur à inversion simpli�é SSCF, en

redé�nissant le concept d’inversion binaire de manière à ce que les inversions ne soient plus pratiquées
au niveau des ûi mais directement à l’intérieur du graphe au niveau des v̂i.

Soit uN−1
0 , on note par vN−1

0 la séquence obtenue en procédant aux encodage partiels pour les blocs
de rendement R = 1 d’après l’équation (3.18), par v̂i l’estimation du bit vi obtenue à partir du signe de son
LLR, et par v(ga)

i la décision genie-aided prise d’après le signe du LLR calculé lorsque les décisions précé-
dentes sont connues. Notons que pour un bit d’information n’appartenant pas à un bloc de rendement 1,
on aura simplement ui = vi et ûi = v̂i. On dé�nit alors l’inversion binaire E (S)Y par:

E (S)Y = {i ∈ I ,vi , v(ga)
i }, (3.20)

et le nombre d’inversions nécessaires pour décoder correctement yN−1
0 est donné par ω

(S)
Y = |E (S)Y |. Il

convient de noter que cette redé�nition de l’ordre d’une réalisation de bruit ne garantit pas nécessairement
d’avoir l’égalité entre ω

(S)
Y et ωY , de sorte que les bornes idéales sont susceptibles d’évoluer. Si l’on note

B = {im, . . . , im + 2n′} un nœud de rendement R = 1 et ωY[B] et ω
(S)
Y [B] les ordres de la réalisation de

bruit pour le bloc B dans le cas standard et simpli�é respectivement, alors les deux cas prépondérants
sont donnés par:

� ω
(S)
Y [B] = 0⇔ ωY[B] = 0

� s’il n’y a qu’une seule erreur en entrée de B et que cette erreur correspond au minimum des valeurs
absolues des LLRs d’entrée du bloc, alors:

ω
(S)
Y [B] = ωY[B] = 1

Les simulations montrent que les bornes idéales basées sur la dé�nition ci-dessus et celles dé�nies
dans la partie 3.2 sont rigoureusement confondues.

Il convient maintenant de redé�nir la métrique associée à la nouvelle dé�nition des inversions binaires.
Celle-ci ne se calcule plus à partir des LLRs des bits ui, mais directement à partir de ceux des vi pour i ∈ I .
On supposera que le code ne contient qu’un bloc de rendement 1 sur les indices {im, im + 1, . . . im + 2n′},
sans perte de généralité. Supposons une tentative E = {i1, . . . , ik}, la métrique associée à l’inversion
binaire E ′ = E ∪ {ik+1} est dé�nie par:

M(S)
α (E ′) =





Mα(E ′) si ik+1 < im ou ik+1 > im+2n′

∑
j∈E ′
|L[E ]j|+ ∑

j<im
j∈I

ψα(| L[E ]j |) sinon. (3.21)

La seule di�érence avec le cas standard est que les décisions v̂im , . . . , v̂im+2n′ ne dépendent que des
décisions v̂im−1

0 mais sont indépendantes entre elles. Dès lors, le fait que l’une de ces décisions soit associée
à un LLR faible en valeurs absolue ne doit pas pénaliser la métrique des autres. Par contre, pour les
métriques calculées après le bloc de rendement 1, la pénalité doit bien prendre en compte tous les LLRs
du bloc.

Les simulations sont données dans la �gure 3.12, con�rmant que cette re-dé�nition des inversions
binaires n’a qu’un coût négligeable sur les performances, tout en permettant d’éviter les calculs de LLRs
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Figure 3.12: Comparaison des décodeurs D-SCFlip standard et simpli�é pour un code (N = 1024,K = 512) avec T = 10,
T = 30 et T = 100

dans les nœuds de rendement R = 1. Sur le principe, on peut dire que le décodeur SSCF proposé combine
un décodeur à inversion, où les inversions sont pratiquées sur les bits d’information, et un décodeur de
Chase où les inversions sont pratiquées sur les bits codés des nœuds de rendement R = 1, et où une
unique métrique permet d’articuler les deux stratégies entre elles.

3.5.2 Réduction des calculs de métriqe

L’utilisation du décodage de Chase pour les nœuds de rendement R = 1 a été appliquée au décodage
par liste a�n d’optimiser la latence [83]. Dans [83], une observation empirique a été utilisée a�n de réduire
le nombre de chemin à explorer. Il est indiqué que pour un bloc B = {im, . . . , im + N′}, tel que:

|Lj1 | ≤ |Lj2 | ≤ · · · ≤ |LjN′ |, jk ∈ B, (3.22)

alors il est su�sant de ne considérer que les quatre inversions binaires suivantes ( où E [B] = E ∩ B):
1. Le chemin sans inversion (E [B] = ∅)

2. Une inversion sur j1 (E [B] = {j1})
3. Une inversion sur j2 (E [B] = {j2})
4. Une double inversion sur j1 et j2 (E [B] = {j1, j2})
Appliquer cette règle au décodage SSCF revient à limiter le nombre de calculs de métrique à un max-

imum de 3 pour chaque nœud de rendement 1. A noter qu’il est même possible de se limiter uniquement
aux deux premières trajectoires – soit une seule métrique – sans que les performances du SSCF ne soient
a�ectées signi�cativement 2.

Le fait de diminuer le nombre de calculs de métrique permet également de réduire la complexité en
réduisant le nombre d’inversions binaires susceptibles d’être intercalées dans la liste L�ip. Par contre, il
s’avère que cela ne rend pas l’identi�cation de l’inversion binaire EY plus e�cace dans la mesure où les
inversions binaires écartées ont le plus souvent des métriques élevées.

Mentionnons que la réduction du nombre de métriques à calculer peut également s’obtenir sur la
version non simpli�ée du décodage à inversion. Dans [111], un critère simple est donné pour caractériser

2Une telle simpli�cation ne devient préjudiciable que pour des taux d’erreurs que seul un décodeur par liste avec une taille
de liste élevée est capable d’atteindre.
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des inversions binaires dont la probabilité de corriger la trajectoire est négligeable, indépendamment de
la réalisation de bruit. Cependant ce critère est lié aux blocs de rendement R = 1 et peut-être vu comme
le pendant des optimisations du SSCF pour le décodage non-simpli�é. Il consiste à dire que la première
erreur ne survient que sur la première position d’un nœud de rendement R = 1. Si une inversion est
pratiquée, alors la deuxième inversion est à rechercher sur la première position des nœuds de rendement
R = 1 en considérant la position inversée comme un bit �gé.

3.6 Autres considérations et perspectives
3.6.1 Sur le décodage à inversion

A la suite de notre travail sur le décodage à inversion, d’autres chercheurs se sont intéressés à cette
stratégie de décodage, mais en empruntant une approche di�érente pour déterminer les tentatives.

Dans [32], un décodage à inversion partitionné est proposé, où le code est subdivisé en portions ayant
chacune son propre CRC, et où un décodage à inversion est appliqué successivement sur chaque portion.
Le décodeur utilisé est le SCFlip [3], ne pouvant donc pas corriger plus d’une erreur; mais le fait de
subdiviser le code permet malgré tout, dans certains cas, de corriger plusieurs erreurs.

Une autre approche est basée sur l’utilisation de listes non ordonnées. La di�érence fondamentale avec
les algorithmes SCFlip et D-SCFlip est qu’il n’y a plus de métrique ni une unique liste, mais une série de
listes contenant les positions candidates pour la première erreur, la deuxième, etc... Le décodage consiste
à tester les di�érentes combinaisons. Dans [31], les listes sont construites en instaurant un seuil sur les
valeurs absolues des LLRs, la valeur du seuil étant obtenue par simulation Monte-Carlo, tandis que [111]
propose un critère analytique pour discriminer les inversions binaires. L’avantage d’un telle approche
est d’éviter d’avoir à trier les inversions binaires par métrique, son inconvénient étant que l’ordre des
tentatives est sous-optimal et nécessite un nombre moyen de tentatives plus élevé que dans le décodeur
proposé.

Pour réduire davantage la complexité du décodage à inversion, une idée pourrait être d’appliquer des
bits de parités repartis le long du code, de manière à éviter que chaque tentative soit décodée jusqu’à la
�n, et permettant d’écarter au plus tôt des trajectoires non pertinentes. A ce jour, une telle approche a été
uniquement envisagée pour le décodage par liste dans [105] et a montré un gain substantiel par rapport
au système concaténé CRC-polaire.

Le décodage simpli�é proposé permet de réduire signi�cativement la complexité et la latence de
chaque tentative du décodage à inversion. Néanmoins, pour aller encore plus loin, la question de la gestion
intelligente de la complexité d’une tentative à l’autre peut également être envisagée. En e�et, il est clair
que si chaque tentative recommence le décodage depuis les LLRs d’entrée du décodeur, un nombre sig-
ni�catifs de calculs de LLRs seront redondants. Dans [20], nous mentionnions qu’une nouvelle tentative
pouvait recommencer le décodage uniquement après la première décision di�érent de celle de la tentative
précédente, et ce sans avoir à augmenter la mémoire nécessaire. Une solution plus radicale pourrait être
d’utiliser une pile pour stocker les résultats de tout ou partie des calculs e�ectués.

3.6.2 Décodage SCS vs D-SCFlip

Le décodage SCS nécessite également la comparaison de trajectoires de longueurs variables et il paraît
dès lors légitime de s’interroger sur la pertinence de lui appliquer la métrique proposée pour le décodage
à inversion. On considère un système concaténé Polaire-CRC avec un décodeur SCS de paramètres D, où
D est la taille de la pile (le nombre maximal de trajectoires conservées en mémoire) [23]. Le décodage
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Figure 3.13: Impact de la métrique du SCS pour un code (N = 1024,K = 512,r = 16)

s’interrompt lorsque un chemin de longueur N véri�e de CRC où que D chemins de longueurs N ont
été trouvés (avec ou sans véri�cation du CRC). L’impact de la métrique est donnée sur la �gure 3.13. On
observe un avantage substantiel à utiliser la métrique proposée (α optimisé par simulation), plutôt que
celle du SCL (α = 1) ou sa version simpli�ée (α = +∞). Le paramètre le plus important est la valeur de D
dans la mesure où la dégradation des performances est essentiellement due aux cas où le bon chemin n’est
pas stocké dans la pile faute de place. L’utilisation de la métrique proposée permet de mieux conserver le
bon chemin dans la pile et donc d’améliorer signi�cativement les performances. Vu sous un autre angle,
elle permet d’atteindre les mêmes performances pour une quantité de mémoire nettement réduite.

Dans [100], une comparaison de di�érentes métriques pour le SCS est fournie et montre des perfor-
mances très similaires entre toutes les métriques envisagées, dans le cas où la taille de la mémoire est
extrêmement élevée. Parmi ces métriques �gure la version simpli�ée du décodeur par liste (sans tenir
compte des bits �gés). Il s’avère que l’utilisation de cette métrique rend le décodeur très semblable à un
décodeur à inversion pour une raison qu’on se propose d’expliciter maintenant.

Considérons le SCS utilisant la métrique simpli�ée du SCL (sans tenir compte des bits �gés). Si l’on
considère la métrique associé à une chemin SCE , correspondant à une inversion binaire E = {i1, . . . , iω},
alors on obtient:

M(E) =
ω

∑
k=1
|Lik [E ]|, (3.23)

et en particulier, la métrique de la trajectoire du SC est rigoureusement nulle. Rappelons que le décodeur
séquentiel ne prolonge que la trajectoire ayant la plus faible métrique. Dès lors, il est clair que le décodeur
considéré commencera directement par explorer la trajectoire du SC jusqu’à la �n. En cas d’erreur avéré,
celui-ci se tournera vers la décision la moins �able du SC (le LLR minimum en valeur absolue), puis
prolongera cette trajectoire en se �ant aux signes des LLRs à nouveau jusqu’au bout, et ainsi de suite. On
se rend compte �nalement que ce décodeur a exactement la même stratégie d’exploration qu’un décodeur
D-SCFlip avec α = +∞, mais où les trajectoires incomplètes sont stockées en mémoire a�n d’éviter les
redondances calculatoires. Si l’on considère maintenant la métrique exacte du SCL, toujours sans tenir
compte des bits �gés, ou la métrique proposée, il n’y a plus de rapprochement direct avec le décodeur D-
SCFlip, mais les simulations tendent à montrer que les deux atteignent des performances proches lorsque
T = D. L’avantage du SCS apparait pour des valeurs de D élevées, où il est en mesure de réduire le
nombre de calculs de LLRs par rapport au D-SCFlip.
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3.7 Conclusion
Ce chapitre s’est concentré sur le décodage à inversion des codes polaires, tant au niveau de l’optimi-

sation des performances que de la réduction de complexité, à travers trois améliorations complémentaires.
Tout d’abord, la limitation à une seule inversion générant une saturation préjudiciable des performances,
un nouvel algorithme a été proposé, capable de corriger plusieurs erreurs par rapport au décodage SC.
Celui-ci repose sur une métrique adaptée à l’exploration de trajectoires avec plusieurs inversions, et garan-
tit d’explorer les celles-ci par probabilités de succès décroissantes. En second lieu, la métrique est optimisée
de manière à mieux prendre en compte la nature séquentielle du décodeur par annulation successive, et
o�re une amélioration signi�cative de l’identi�cation des erreurs de décodage, réduisant aussi bien le taux
d’erreur que le nombre moyen de tentatives. Finalement, sur la base des optimisations algorithmiques em-
ployées pour le décodage par liste, un décodeur à inversion simpli�é a été proposé permettant la réduction
signi�cative des calculs de LLRs et de métriques pour une dégradation minime des performances.

Il est possible de faire un rapprochement entre le décodage SCS et le décodage à inversion. Il a été
mis en évidence que la métrique proposée o�re également un avantage pour ce décodeur en améliorant
les performances et/ou permettant de réduire la mémoire nécessaire.
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CHAPTER 4. CODES POLAIRES POUR LES MODULATIONS D’ORDRE SUPÉRIEUR

C e chapitre propose d’explorer la question des modulations codées, combinant un code polaire binaire
avec une modulation d’ordre supérieur. Notons que l’utilisation d’une modulation d’ordre supérieur

implique que l’alphabet d’entrée du canal n’est plus binaire, contrairement aux chapitres précédents, et
que le phénomène de polarisation d’un tel canal n’as pas été discuté dans cette thèse jusqu’ici. Néanmoins,
l’utilisation d’un code polaire binaire permet de réduire le problème de polarisation (et donc de construc-
tion du code) à celui de plusieurs canaux à entrée binaire, correspondant à un ou à l’entrelacement de
plusieurs niveaux binaires de la modulation, selon la technique de modulation codée considérée (multi-
niveau ou à entrelacement de bits).

4.1 Introduction
La capacité d’un canal AWGN est donnée par:

C = log2(1 + SNR) [bit/s/Hz] (4.1)

Cette capacité décrit l’e�cacité spectrale maximale pouvant être atteinte sur un canal AWGN en fonc-
tion du rapport signal à bruit (SNR, pour Signal-to-Noise Ratio, en anglais).

La démonstration de l’atteignabilité de la capacité est donnée par Shannon pour un l’ensemble des
codes aléatoire, où la distribution du signal en entrée du canal est gaussienne. En pratique cependant, les
systèmes utilisent une constellation constituée d’un ensemble de M points dans le plan complexe, chacun
correspondant à un symbole à transmettre. A chacun de ces points de constellation est associé un “label”,
i.e. une séquence de m = log2(M) bits. Une modulation codée utilisant un ou plusieurs codes binaires
consiste à obtenir une séquence de mN bits codés, divisée en N bloc de m bits, et d’obtenir la liste des
symboles de la constellation à transmettre.

Il existe di�érents types de constellation, dont la forme est liée à la manière dont le signal est modulé
lors de la transmission : en fréquence (FSK, pour Frequency Shift Keying), en phase (PSK, pour Phase Shift
Keying), en Amplitude (ASK, pour Amplitude Shift Keying) ou une combinaison de ces deux dernières,
nommée QAM (pour Quadrature Amplitude Modulation en anglais). Cette dernière étant, de loin, la plus
répandue en pratique.

Le fait de restreindre le nombre de bits par symbole induit une limitation de la capacité du canal à
exactement m = log2(M). De plus, on fera l’hypothèse tout au long de ce chapitre que les symboles
de la constellation sont équiprobables. La �gure 4.1 présente les valeurs des capacités symétriques1 (en
bit/symbole) pour les principales modulations.

Dans la littérature, on distingue en général trois grandes approches pour associer un code correcteur
binaire avec une modulation m-aire, dénommées par ordre chronologique modulation en treillis (TCM,
pour Treillis Coded Modulation, en anglais) [102], modulation multi-niveaux (MLCM, pour Multilevel
Coded Modulation, en anglais) [47] et �nalement modulation à entrelacement de bits (BICM, pour Bit-
Interleaved Coded Modulation, en anglais) [18]. La TCM s’appliquant essentiellement en lien avec des
codes convolutifs, il n’en sera pas question dans ce chapitre. Par contre, nous reviendrons sur les mod-
ulations BICM et MLCM, toutes deux considérées pour les codes polaires notamment dans [92] et [88]
respectivement.

Ce chapitre reviendra sur le principe de la BICM et de la MLCM et leurs utilisations avec les codes po-
laires et s’attellera à mettre en évidence les avantages de l’utilisation des codes polaires pour la MLCM, où

1Contrairement au cas d’un canal à entrée binaire, la capacité symétrique n’est plus égale à la capacité du canal. Les solutions
pour recouvrer cette perte sont mentionnées en perspectives de ce chapitre.
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Figure 4.1: Informations mutuelles des modulation M-QAM

le problème du choix des rendements de codage par niveau binaire de la modulation2 peut être facilement
résolu par évolution de densité pour un décodeur SC. De plus, nous proposerons une méthode de construc-
tion basée sur la borne de l’union des codes, permettant d’optimiser les performances du décodeur SCL.
Finalement, nous montrerons que la structure récursive des codes polaires peut se conjuguer e�cacement
avec la modulation MLCM, de manière à améliorer les performances de décodages des algorithmes basés
sur le SC (décodage par liste, décodage à inversion, décodage séquentiel) tout en simpli�ant considérable-
ment le problème de l’optimisation des rendements de codage par niveau binaire de modulation.

4.2 Modulation multi-niveaux et modulation à entrelace-
ment de bits

On notera par C la constellation complexe, de dimension |C| = M = 2m. Le paramètre M correspond
au nombre de symboles complexes de la constellation, tandis que m, appelé l’ ordre de la modulation,
indique le nombre des bits par symbole. On supposera que tous les symboles sont équiprobables. On
considère de plus une fonction d’attribution3:

L : {0,1}m→ C, (4.2)

associant à chaque séquence de m bits codés (x1, . . . , xm) un symbole complexe de la constellation s =
L(x1, . . . , xm). On notera par N le nombre total de symboles transmis.

4.2.1 Modulation multi-niveaux

Dans l’approche multi-niveaux [47], les bits ayant la même position dans les symboles transmis sont
protégés par un même code correcteur binaire. Plus précisément, une approche multi-niveaux est carac-
térisée par m niveaux binaires, correspondant aux m positions des bits dans le symbole transmis, et un
code correcteur C`(N,k`,I (`)), où ` ∈ {0, . . . ,m− 1} est associé à chaque niveau binaire. Le processus
d’encodage d’une MLCM est présenté dans la �gure 4.2. Les K bits d’information sont répartis sur les

2Par niveau binaire de modulation, nous entendons l’ensemble des bits ayant une même position dans les symboles transmis.
3Également appelé codage (e.g., codage de Gray), mais on évitera d’utiliser ce terme déjà utilisé dans un autre sens.
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Figure 4.2: Structure d’encodage et de modulation des bits d’information en MLCM

m niveaux binaires, de rendements respectifs k0/N,k1/N, . . . km−1/N avec K = ∑m−1
`=0 k`. Pour chaque

niveau ` ∈ {0, . . . ,m − 1}, les bits d’information, notés (u(`)
0 , . . . ,u(`)

k`−1), sont encodés pour obtenir les
bits codés (x(`)0 , . . . , x(`)N−1). Par suite, les symboles à transmettre sont obtenus en appliquant la fonction
d’attribution L sur les bits codés (x(0)j , . . . , x(m−1)

j ), de sorte que chaque symbole contient un seul bit codé
de chaque niveau binaire.

L’intérêt de la structure de la MLCM est de permettre l’application d’un décodage multi-niveaux à la
réception, présenté sur la �gure 4.4, et consistant à successivement démoduler puis décoder les niveaux ` ∈
{0, . . . ,m− 1}, en exploitant le résultat du décodage des précédents niveaux, d’après les étape suivantes
(où s̄i correspond au i-ème symbole reçu):

� Le tout premier niveau binaire ` = 0 est démodulé puis décodé d’après:

λ(x(0)i ) = log

(
Pr(x(0)i = 0 | s̄i)

Pr(x(0)i = 1 | s̄i)

)
∀i ∈ {0, . . . , N − 1} (4.3)

x̂(0)0:N−1 = Dec(λ(x(0)0 ), . . . ,λ(x(0)N−1)) (4.4)

� Pour les niveaux binaires ` > 0, la démodulation prend en compte les résultats des décodages des
précédents niveaux:

λ(x(`)i ) = log

(
Pr(x(`)i = 0 | s̄i, x̂(0:`−1)

0:N−1 )

Pr(x(`)i = 1 | s̄i, x̂(0:`−1))
0:N−1

)
∀i ∈ {0, . . . , N − 1} (4.5)

x̂(`)0:N−1 = Dec(λ(x(`)0 ), . . . ,λ(x(`)N−1)) (4.6)

Ra�nant les travaux précédents sur la MLCM [45], Wachsmann a montré dans [103, Th.1] que la
MLCM, associée à un décodage multi-niveaux, atteint la capacité du schéma de modulation (indépendam-
ment de la fonction d’attribution), si et seulement si le rendement de codage sur chaque niveau binaire
est égal à la capacité du (canal à entrée binaire associé au) niveau. Une conséquence signi�cative de ce
théorème est que la capacité symétrique peut être atteinte sans l’utilisation de code non-binaire, mais
simplement à partir d’un décodage multi-niveaux de codes binaires. Notons toutefois que si la fonction
d’attribution n’a pas d’impact asymptotiquement (en termes de capacité), il s’avère que pour des codes de
longueur �nie, celle-ci joue un rôle essentiel. La solution o�rant les meilleures performances en pratique
est appelée SP (pour Set-Partitionning, en anglais) [102] et repose sur le principe de maximisation des
distances euclidiennes entre les points de la constellation à chaque niveau binaire.

La �gure 4.3(b) présente l’exemple du SP pour la constellation 16-QAM. La �gure 4.5 illustre quant à
elle les sous-constellations obtenues au fur et à mesure que le décodage avance d’un niveau binaire à un
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Figure 4.3: Principales fonctions d’attribution pour une constellation 16-QAM
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Figure 4.4: Structure de décodage et de démodulation des bits d’information en MLCM
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Figure 4.5: Constellation SP dans une modulation multi-niveaux (16-QAM). En noir, les points de constellation pris en
compte lors de la démodulation, en fonction de ce qui a été décodé sur les précédents niveaux. Il peut être observé que la
distance minimale entre deux points augmente d’un facteur

√
2 à chaque niveau binaire.

autre, pour une constellation 16-QAM. Puisque la distance euclidienne augmente avec le niveau binaire,
il en sera de même pour la capacité des canaux correspondant aux di�érents niveaux. Il est attendu donc
que la distribution des bits d’information sur les di�érent niveaux binaires véri�e k0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ km−1,
correspondant à des codes polaires de rendement croissant.
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Figure 4.6: Structure d’encodage et de modulation des bits d’information en BICM

4.2.2 Modulation à entrelacement de bits

Une fonction de attribution couramment utilisée en pratique est la fonction d’attribution de Gray
(appelée également codage de Gray), dû notamment aux avantages qu’elle procure pour la conception de
circuits de conversion analogique-numérique. Une caractéristique de cette fonction d’attribution et que
les séquences binaires correspondant à deux symboles voisins de la constellation complexe ne di�èrent
que par un seul bit, maximisant ainsi le taux d’erreur binaire des systèmes non-codés. Un exemple de
la fonction d’attribution de Gray pour la 16-QAM (m = 4) est donné dans la �gure 4.3(a). A l’inverse
du SP, où la distance euclidienne minimale augmente à chaque niveau binaire, celle-ci reste constante
pour la fonction d’attribution de Gray. Cela se traduit par le fait que la connaissance des résultats de
décodage des précédents niveaux n’apporte pas d’avantage signi�catif. Dès lors, il a été proposé de coder
et démoduler tous les bits parallèlement, sans tenir compte du niveau binaire. Ainsi, un unique code de
longueur mN est utilisé, et un entrelaceur est appliqué avant l’attribution des symboles à partir des bits
codés. Le schéma d’encodage de cette technique, appelée BICM [18], est présentée dans la �gure 4.6. Le
récepteur est constitué d’un unique décodeur polaire de longueur m · N. Les LLRs d’entrée sont obtenus
par le dé-entrelacement des LLRs calculés par l’opération de démodulation:

λ(xπ(i)) = log

(
Pr(xπ(i) = 0 | s̄i)

Pr(xπ(i) = 1 | s̄i)

)
, (4.7)

où s̄i correspond au i-ième symbole reçu.
Du fait de la démodulation parallèle des bits, indépendamment du niveau binaire, la BICM induit une

perte en terme de capacité par rapport à la MLCM. Cependant, il a été montré dans [18], que, à condition
que la fonction d’attribution de Gray soit e�ectivement utilisé, cette perte reste très limitée. La �gure 4.7
illustre cette très légère perte pour une modulation 16-QAM.

Notons tout de suite que la longueur du code est donnée par mN, de sorte que lorsque m n’est pas une
puissance deux, l’utilisation des techniques du Chapitre 2 (poinçonnage, raccourcissement ou structures
multi-noyaux) devient nécessaire pour les codes polaires. L’utilisation d’autres noyaux est envisagée dans
[92] et la question du choix de l’entrelaceur est également discutée. Les questions du poinçonnage, ainsi
que de l’optimisation de l’entrelaceur sont abordées dans [21]. La construction du code en BICM, i.e., le
choix des positions d’information, est obtenue en ré-utilisant les techniques de la Section 1.3.2 pour les
canaux à entrée binaire. Si la méthode heuristique peut toujours être appliquée, les techniques par évolu-
tion de densité (DE) sont privilégiées dans la littérature [89, 48]. Précisons tout de suite que la méthode
DE suppose que les LLRs en entrée du décodeur sont tous indépendants. Ce n’est cependant pas le cas en
pratique, puisque m LLRs sont calculées à partir d’un même symbole reçu. Néanmoins, la pratique montre
que le fait de ne pas tenir compte de ces dépendances n’empêche pas l’ED de fournir une solution e�-
cace. L’approximation gaussienne s’est imposée comme la méthode de DE principale, du fait de sa faible
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Figure 4.7: Valeurs des capacités symétriques de la MLCM et BICM en 16-QAM

complexité et sa simplicité de mise en œuvre. Elle consiste à reconstituer, par exemple de manière heuris-
tique, les distributions des LLRs à l’entrée du décodeur, puis à les assimiler à des distributions gaussiennes,
de manière à ce que les deux distributions (originale et assimilée) correspondent à deux canaux à entrée
binaire de même capacité. En d’autre termes, le canal correspondant à chaque niveau binaire est approx-
imé par un canal gaussien à entrée binaire, de même capacité. La construction du code s’obtient alors
exactement comme indiqué dans la Section 1.3.2, pour un canal gaussien à entrée binaire.

4.2.3 Comparaison MLCM et BICM

Du fait que la BICM induit une perte en termes de capacité, la MLCM o�re de meilleure performances
en général. Cette amélioration a été mise en évidence pour les codes polaires avec le décodeur SC, notam-
ment dans [89], puis plus tard dans [97]. Qui plus est, la MLCM o�re une réduction non négligeable en
termes de complexité lorsque le SC est utilisé, puisque celle-ci est de l’ordre de O(mN log(mN)) pour la
BICM, contre O(mN log(N)) pour la MLCM.

Pourtant, la stratégie BICM est devenue incontournable dans la grande majorité des standards actuels.
Les principales raisons sont les suivantes:

1. Par rapport à la BICM, la MLCM a l’inconvénient de nécessiter l’utilisation de m rendements de
codage distincts, un par niveau binaire, ce qui est délicat lorsque le code correcteur utilisé ne dispose
pas d’une grande �exibilité.

2. Si asymptotiquement le choix optimal des m rendements de codage est donné par la capacité des m
niveaux binaires correspondants, il s’avère qu’une optimisation plus �ne – et capable d’optimiser
conjointement les m rendements de codage – est souvent requise en longueur �nie. Cependant, il
n’existe pas toujours de méthode e�cace d’optimisation en longueur �nie, notamment lorsque des
codes LDPC ou Turbo codes sont utilisés.

3. La capacité des niveaux binaires augmente signi�cativement avec ` de sorte que les valeurs des
rendements varient drastiquement, depuis un rendement très faible pour ` = 0 à un rendement très
élevé pour ` = m− 1. Or, il est en général di�cile de garantir un gain de codage notable sur une
gamme si large de rendements

Les deux premiers points s’avèrent nettement moins contraignants lorsque les codes polaires sont
considérés. Tout d’abord, ceux-ci disposent d’une excellente �exibilité en fonction du rendement. Deux-
ièmement, les performances en longueurs �nie du SC peuvent être facilement estimées par évolution de
densité, de sorte que, pour le décodeur SC, le choix des rendements ainsi que la construction des codes
polaires n’est pas plus compliqué en MLCM qu’en BICM (cf. section suivante). Finalement, la question de
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la variabilité des rendements n’est pas un problème pour le SC, grâce à une méthode e�cace de construc-
tion. Cependant, cela impacte sérieusement le décodeur SCL, du fait que le gain reste très limité pour les
rendement proches de 0 ou 1 du fait que la borne ML est très proche des performances du SC.

Précisons que le problème devient particulièrement délicat si l’on envisage l’utilisation de décodeurs
CA-SCL sur chaque niveau binaire, du fait qu’il devient nécessaire de choisir, pour chaque niveau, le
nombre optimal de bits de CRC (pour des rendements très faibles ou très élevés, un choix sous-optimal
peut être excessivement dommageable), puis de s’e�orcer de choisir les rendements des codes. Hormis
utiliser une approche heuristique, une telle optimisation semble excessivement délicate.

Dans la partie suivante, nous reviendrons sur la méthode de construction des codes pour le décodeur
SC et proposerons une nouvelle méthode pour le cas du décodeur SCL.

4.3 Construction du code polaire pour la MLCM
Dans [103], pas moins de cinq méthodes distinctes sont recensées pour résoudre le problème du choix

des rendements des codes en MLCM, chacune utilisant un critère distinct. Parmi celles-ci, nous ne retien-
drons que les trois suivantes (les deux autres s’appliquant plutôt à des codes aléatoires ou convolutifs):

1. Choisir les rendements égaux aux capacités des niveaux binaires correspondants

2. Équilibrer les valeurs des (D`
min)

2 · δ`, où D`
min est la distance de hamming minimale du code du

niveau binaire ` et δ` est la distance euclidienne minimale entre les points de la constellation (dans
le cas du SP sur une constellation M-QAM, on a δ`+1/δ` =

√
2)

3. Équilibrer les taux d’erreurs sur chaque niveau binaire pour le décodeur considéré
C’est cette dernière règle qui est généralement utilisée pour faire la construction du code pour le

décodeur SC. Notons toutefois qu’il a été montré dans [88] que celle-ci s’avère en fait équivalente au
critère des capacités pour le décodage SC. Nous proposerons d’utiliser le même critère a�n d’optimiser la
construction pour un décodeur SCL.

4.3.1 Construction pour le décodeur SC

L’application de la 3-ième règle mentionnée ci-dessus requière de connaitre les performances – ou
au moins une estimation précise – d’un code pour un rendement donné. Il s’avère que dans le cas des
codes polaires avec un décodeur SC, une telle estimation peut être dérivée par simulation Monte-Carlo
ou par évolution de densité, à partir des valeurs des p(`)i| , en utilisant la notation de la Section 1.3.2, où
l’exposant (`) est utilisé pour indiquer le niveau binaire correspondant. De plus, les similitudes entre
les codes polaires et une structure multi-niveaux, mises en évidence dans [89], permettent de formaliser
simplement le critère pour la construction des codes polaires sur les di�érents niveaux binaires, grâce à
la borne supérieure suivante:

WERSC ≤
m−1

∑
`=0

∑
i∈I (`)

p(`)i| (4.8)

Cette dernière formule ne présente pas seulement un critère pour choisir les valeurs des rendements, mais
plus encore pour choisir, pour chaque niveaux binaires, les positions des bits d’information. En e�et, tout
comme pour un canal binaire où il s’agissait de trouver les K valeurs de pi| les plus faibles, les positions
d’information sont choisies comme les K ayant les plus faibles valeurs de p`i|. La valeur de k` est ensuite
déterminée en dénombrant les bits d’information sur chaque niveau binaire.

Pour calculer les p(`)i| , il est possible d’utiliser la méthode par simulation Monte-Carlo, mais la méthode
privilégiée en pratique reste l’évolution de densité. Pour cela, la PDF des LLRs d’entrée (précisons que tous
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les LLRs d’entrée d’un même niveau binaire suivent la même distribution) sont estimées par Monte-Carlo.
Il est alors possible de propager cette PDF d’après les méthodes mentionnées dans le Chapitre 1. Il est
également possible d’appliquer l’approximation gaussienne en assimilant le canal correspondant au `-
ième niveau binaire à un canal gaussien à entrée binaire de même capacité [48]. Par la suite, on dénotera
par σ(`) l’écart type du bruit blanc additif du canal gaussien assimilé.

4.3.2 Construction pour le décodeur SCL

Nous proposons maintenant une méthode pour optimiser la construction pour le décodeur SCL. Sup-
posons tout d’abord qu’un décodeur atteignant exactement la borne ML soit utilisé sur chaque niveau
binaire. Dès lors, en notant WER(`)

ML le taux d’erreur d’un tel décodeur sur le niveau binaire `, en sup-
posant les niveaux précédents corrects, le taux d’erreur total est donné par:

WER = 1−
n−1

∏
`=0

(1−WER(`)
ML) ≈

n−1

∑
`=0

WER(`)
ML (4.9)

Supposons qu’un code C(`)(N,k`,I (`)) est utilisé sur un niveau binaire `, alors la borne ML peut être
estimée d’après la borne de l’union (cf. Section 1.2.3):

Ub
(`)

= µ
(`)
Dmin

Q




√
D(`)

min

σ(`)


 , (4.10)

où D(`)
min est la distance minimale de C(`), µ

(`)
Dmin

le nombre de mot de code de poids D(`)
min, et σ(`) est l’écart

type du canal gaussien à entré binaire, ayant la même capacité que le canal correspondant au `-ième
niveau binaire.

En combinant les équations (4.9) et (4.10), il apparaît qu’un critère possible consiste à équilibrer les
valeurs des Ub

(`). Le Chapitre 1 a fourni une méthode de faible complexité pour calculer Dmin puis µ
(`)
Dmin

pour un code polaire donné, de sorte que ce problème d’optimisation peut être e�cacement résolu.
Il a été montré que les codes polaires ayant, pour tout couple (N,K), la plus grande distance minimale

et le plus faible nombre de mots de code de poids faible sont donnés par les codes SDO dé�nis dans le
Chapitre 1. Dès lors, le problème d’optimisation revient à trouver les codes SDO équilibrant les valeurs des
Ub

(`). Une solution e�cace consiste à utiliser un algorithme itératif tel que présenté dans l’algorithme
7. Celui-ci est muni de la liste “ListeCV”, contenant les indices des canaux virtuels i ∈ {0, . . . , N − 1},
de manière à ce que le code obtenu en utilisant les k < N premiers indices pour les bits d’information
soit un code SDO. Une telle liste peut être obtenue d’après la métrique dé�nie dans l’équation (1.41).
On dé�nit également la fonction UBcalc(ListeCV,k,σ) calculant, pour le code dont les bits d’information
sont positionnés sur les k premiers indices de la liste ListeCV, la distance minimale, puis la multiplicité,
puis �nalement l’estimation de la borne de l’union par l’équation (4.10). A chaque itération, l’algorithme
calcule Ub

(`) pour tout niveau binaire avec k` bits d’information, recherche les niveaux binaires ayant la
valeur la plus élevée (`max) et la plus basse (`min) respectivement, puis décrémente k`max et incrémente
k`min . Ce processus est itéré tant que la somme ∑` Ub

(`) continue de décroître.
La construction obtenue est optimisée pour un décodeur garantissant les performances ML. Si l’on

considère le décodeur SCL des codes polaires (sans concaténation avec un CRC), cette propriété n’est pas
véri�ée, mais l’on sait que l’on peut s’en approcher au fur et à mesure que la taille de la liste augmente.
Mentionnons toutefois que dans le cas où le code utilisé s’avère très peu performant pour le décodeur
SC, une taille de liste considérable risque d’être nécessaire. Pour trouver un compromis e�cace, nous
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Algorithme 7 Construction MLCM pour décodeur SCL
1: procédure CST-ML(σ0, . . . ,σm−1)
2: Initialiser ListeCV;
3: Initialiser (k0,k1, . . . ,km−1) tel que ∑` k` = K;
4: Initialiser UB= ∑m−1

`=0 UBcalc(ListeCV, k`,σ`);
5: tant que (1) faire
6: Trouver `min = argmin`∈{0,...,m−1} UBcalc(ListeCV, k`,σ`);
7: Trouver `max = argmax`∈{0,...,m−1} UBcalc(ListeCV, k`,σ`)
8: Calculer UBnew = ∑m−1

`=0 UBcalc(ListeCV, k` + [` = `min]− [` = `max],σ`);
9: si UBnew < UB alors

10: Faire k`min = k`min + 1;
11: Faire k`max = k`max − 1;
12: Faire UB = UBnew;
13: sinon
14: Sortir
15: �n si
16: �n tant que
17: retourner (k0,k1, . . . ,km−1);
18: �n procédure

Remarque 1: La liste “ListeCV” est initialisée de manière à contenir la liste des indices {0, . . . , N − 1}, ordonnés d’après la
métrique garantissant un code SDO, donnée dans l’équation (1.41) (pour optimiser la borne de l’union), ou d’après la métrique
basée sur le développement β, d’après l’équation (1.40) (pour trouver un compromis entre performance SC et borne de l’union).
Remarque 2: L’initialisation des valeurs (k0,k1, . . . ,km−1) peut être faite d’après les valeurs obtenues pour le SC, de manière à
limiter le nombre d’itérations.

proposons d’exploiter le rapprochement entre le critère de dé�nition d’un code SDO et la méthode de
construction utilisant le développement β, explicité dans la Section 1.3.2.3 du Chapitre 1. Rappelons que
β−1 = 0.84 donne un code e�cace pour le SC, tandis que l’on se rapproche d’un code SDO lorsque
β → 1. Pour construire un code polaire e�cace pour le SCL, l’algorithme 7 n’est plus initialisé avec la
liste “ListeCV” dé�nie d’après le critère du code SDO, mais d’après le développement β pour une valeur β ∈
[0.84,1[. La valeur de β dé�nissant un compromis e�cace entre la performance SC (estimée par DE) et la
performance ML (estimée d’après la formule (4.9)) peut s’obtenir facilement en testant di�érentes valeurs
de β, dans la mesure où ces deux techniques sont de faible complexité. Notons que nous utilisons une
seule et même liste ordonnée “ListeCV” pour tous les niveaux. Une granularité supplémentaire pourrait
être obtenue en considérant une liste distincte pour chaque niveau binaire, mais les simulations montrent
qu’un gain signi�catif est d’ores et déjà perceptible sans qu’il soit nécessaire de considérer un tel cas de
�gure.

L’impact des valeurs initiales des (k0, . . . ,km−1) concerne essentiellement le nombre d’itérations de
l’algorithme. En les choisissant égales aux valeurs obtenues pour le décodeur SC, le nombre d’itérations
est réduit à une dizaine en général.

La �gure 4.8 illustre l’avantage de la construction proposée sur une modulation 16-QAM avec N =

256 et K = 512 pour un canal AWGN. Alors que le SCL bute rapidement sur la borne ML lorsque la
construction est optimisée pour le SC, la méthode proposée permet d’obtenir un gain de 0.5dB pour une
taille de liste L = 8, tandis qu’un gain maximal de 0.7dB pourrait être obtenu lorsque des codes SDO

82



4.4. DÉCODEURS MULTI-NIVEAUX CONTINUS

6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 8.4
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

SNR [dB]

W
ER

Construction SC
SC
SCL, L = 8

UB
Construction SCL, β = 0.9
SC
SCL, L = 8

UB
Construction SDO
UB

Figure 4.8: Construction du code pour le SCL en MLCM pour une 16-QAM avec un canal AWGN. Le nombre de symboles
est N = 256 et le rendement total vaut K/(mN) = 0.5.

sont utilisés avec une taille de liste conséquente. Notons au passage que la borne de l’union utilisée pour
réaliser l’optimisation des codes s’avère très précise, et conforte ainsi la méthode proposée.

4.4 Décodeurs multi-niveaux continus
Le parallèle entre la structure d’un code polaire est une structure multi-niveaux est bien connu [89], et

nous proposons de l’exploiter dans la MLCM pour améliorer les performances de décodage des décodeurs
polaires basés sur le SC (SCL, CA-SCL, D-SCFlip, SCS,...) au prix d’une augmentation légère de complexité.
Contrairement au fonctionnement classique de la MLCM, où chaque niveau binaire dispose d’un décodeur
spéci�que et indépendant des autres niveaux binaires, la solution proposée consiste à considérer le dé-
codage de tous les niveaux binaires de la MLCM à partir d’un unique décodeur, appelé décodeur continu.
Dans le traitement classique de la MLCM, le décodage d’un niveau binaire fournit un unique candidat
(û(`)

0 , . . . , û(`)
k`
), qui n’est par suite jamais remis en cause, de sorte qu’une erreur à un niveau binaire donné

hypothèque les perspectives d’un décodage �nal correct. A l’inverse, les décodeurs continus considérés
sont en mesure de revenir sur la décision d’un niveau binaire précédent de sorte qu’un gain signi�catif
peut être obtenu.

L’approche proposée s’applique à tout décodeur dont le processus respecte l’aspect successif du SC.
Nous détaillerons le cas du décodeur par liste (SCL et CA-SCL), ainsi que du décodeur D-SCFlip.

4.4.1 Décodage par liste continu

Considérons dans un premier temps un décodeur par liste générique, i.e. un décodeur retournant, à
partir d’une unique séquence de LLRs d’entrée, un nombre L de candidats. De tels décodeurs existent
pour presque toutes les familles de code, depuis les codes LDPC aux codes Turbo, en passant par les
codes polaires. Pour améliorer les performances de la MLCM, il est possible de considérer un processus
de décodage où les L candidats sont conservés à l’issue du décodage du premier niveau binaire, puis
L démodulations sont e�ectuées en parallèle pour chacun des candidats, pour �nalement appliquer L
décodeurs par liste au niveau binaire suivant et ainsi de suite. Cette solution a l’inconvénient d’accroître
considérablement la complexité, puisque celle-ci est multipliée par L à chaque niveau binaire.
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Figure 4.9: Structure du décodeur SCL continu en MLCM

Cependant, le décodeur par liste des codes polaires permet d’appliquer une approche similaire de
manière signi�cativement plus simple et pour une augmentation limitée de la complexité. La raison fon-
damentale est que ce décodeur peut s’initialiser avec plusieurs candidats, selon les étapes suivantes:

1. Démodulation du niveau binaire ` : démoduler parallèlement les L résultats de décodage du niveau
précédant

2. Décodage du premier bit : calculer le LLR du premier bit d’information du niveau binaire `, û`
i , à

partir des L séquences d’entrée du décodeur

3. Calculer les métriques des 2L chemins et ne conserver que les L ayant la plus forte probabilité. Pour
renforcer le processus de sélection des trajectoires les plus probables, la métrique d’une trajectoire
au niveau binaire ` est initialisée à la valeur de la métrique à l’issue du niveau binaire `− 1.

4. Procéder de manière identiques pour les bits d’information suivants

La �gure 4.9 présente la structure du décodeur SCL, et tout particulièrement l’articulation des dé-
codeurs des di�érents niveaux binaires. Le décodeur d’un niveau ` reçoit du démodulateur les LLRs
d’entrée λ(x(`)0:N−1)[θm], calculés à l’issue de la démodulation lorsque les bits précédents correspondent à
la trajectoire θm avec m ∈ {1, . . . , L}, présente dans la liste du décodeur du niveau binaire `− 1 à la toute
�n de son décodage. Il reçoit également les valeurs des métriques obtenues lors du décodage du niveau
binaire `− 1 pour chaque trajectoire θm. Muni de ces deux informations, le décodage du niveau ` est ef-
fectué, puis le même processus est itéré avec le niveau binaire suivant. La décision �nale de la trajectoire,
i.e. du mot de code (û0, . . . , ûK−1) n’est opérée qu’à l’ultime �n du décodage de tous les niveaux binaires,
soit à partir de la valeur de la métrique, soit au moyen d’un CRC.

Durant ce processus, il est très probable que les candidats en erreur à la �n du niveau binaire précédent
soient écartés lors du décodage du niveau suivant, car trop peu probables. Ainsi, la décision du candidat
à l’issue d’un niveau n’est pas e�ectuée immédiatement, mais durant le décodage du niveau suivant. Cela
permet de ne pas utiliser de CRC sur chaque niveau binaire, dont l’impact pour les rendements faibles
ou élevés peut être problématique. En revanche, rien n’empêche d’utiliser un unique CRC, servant à
l’identi�cation de la bonne trajectoire à l’issue du tout dernier niveau.
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Comparativement au cas des décodeurs indépendants, la complexité du décodage continu augmente
pour les raisons suivantes:

� le nombre de démodulations est multiplié par L pour les niveaux binaires ` > 0.

� le décodage du premier bit des niveaux binaires ` > 0 requière L · (N − 1) calculs de LLRs, contre
N − 1 pour des décodeurs indépendants

� le décodage des blog2(L)c− 1 bits suivants requière un nombre de calculs de LLRs légèrement plus
élevé, par rapport au cas où le nombre de trajectoires considérées par le décodeur SCL est encore
strictement inférieur à L

Ainsi, la complexité augmente d’autant plus que la taille de la liste est élevée. Néanmoins, nous précisons
que le nombre de démodulations nécessaires peut être réduit. En e�et, pour un symbole reçu s̄i avec
i ∈ {0, . . . , N− 1}, correspondant au symbole transmis si = x(0:m−1)

i , la démodulation du niveau ` dépend
uniquement de la valeur des bits codés x̂(0:`−1)

i obtenus à l’issue du décodage de chacun des niveaux
précédents. Dès lors, deux trajectoires θ1 et θ2 nécessitent des démodulations distinctes seulement lorsque
x̂(0:`−1)

i [θ1] , x̂(0:`−1)
i [θ2]. Plus généralement, pour chaque symbole d’un niveau `, un maximum de 2`−1

démodulations sont su�santes pour obtenir les LLRs correspondants. Cet avantage est particulièrement
intéressant pour une taille de liste élevée, où le nombre d’opérations de démodulation est signi�cativement
réduit.

La question de la construction du code pour un tel décodeur paraît nettement moins évidente que pour
des décodeurs indépendants. Néanmoins, pour le CA-SCL les simulations montrent que la construction
du code obtenue pour le SC pour K + r bits, où r est le nombre de bits de CRC, s’avère très proche de
l’optimal.

4.4.2 Décodage à inversion continu

Le principe d’un décodeur à inversion continu est encore plus simple que pour le décodeur par liste. Le
décodeur D-SCFlip continu est muni d’une liste d’inversions binaires, correspondant à une série d’inversions
pouvant porter sur di�érents niveaux binaires. Ainsi, il est en mesure de corriger des erreurs sur tout
niveau binaire. La principale question relative à ce décodeur est de savoir si la métrique utilisée en canal
gaussien à entrée binaire (Eq. (3.13) , Section 3.3) s’avère tout aussi convaincante pour la MLCM, et no-
tamment, concernant le choix du paramètre α. Les simulations montrent cependant qu’un gain signi�catif
de performance peut être obtenu sans qu’une ré-optimisation délicate ne soit nécessaire.

4.4.3 Résultats des simulations

La �gure 4.10 compare les performances de de l’approche continue par rapport à l’utilisation de dé-
codeurs indépendants sur chaque niveau binaire en MLCM, avec un décodeur CA-SCL. Le canal est AWGN,
la constellation utilisée est une 16-QAM et le nombre de symboles codés est �xé à N = 256. Pour opti-
miser l’approche utilisant des décodeurs séparés, une optimisation heuristique est utilisée a�n d’équilibrer
les taux d’erreur des décodeurs sur chaque niveau binaire. Un gain substantiel est observé pour l’approche
continue, et a tendance à augmenter avec la taille de la liste, pour atteindre près de 0.35dB pour L = 8
pour un taux d’erreur de 10−4.

La �gure 4.11 compare les modulations MLCM et BICM pour une constellation 16-QAM avec un canal
AWGN et N = 256 symboles. Trois décodeurs sont considérés : le décodeur SC, le décodeur CA-SCL, et le
décodeur D-SCFlip. Pour la MLCM, on considère uniquement l’approche continue. Les résultats mettent
en évidence une supériorité signi�cative de la MLCM, avec un gain de plus de 0.6dB pour chacun des
décodeurs considérés pour un taux d’erreur de 10−3.
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Figure 4.10: Comparaison du décodeur CA-SCL continu avec des décodeurs séparés pour N = 256 sur une 16-QAM et
un canal AWGN
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4.5 Conclusion
Ce chapitre est revenu sur l’utilisation des codes polaires dans les modulations codées de type MLCM et

BICM. Il a été mis en évidence que les codes polaires présentent des aptitudes uniques, rendant l’utilisation
de la MLCM tout à fait attrayante. En e�et, les principales limitations de la MLCM expliquant la suprématie
de la BICM, sont essentiellement liées à la di�culté de choisir les valeurs des rendements des codes,
ainsi que la variété des rendements obtenus. Les codes polaires, en plus d’être parfaitement �exible en
fonction du rendement, disposent de deux méthodes d’analyses puissantes, que sont l’évolution de densité,
et l’analyse des propriétés du spectre des codes pour obtenir une estimation précise de la borne ML. Nous
avons montré comment exploiter ces deux techniques de manière à optimiser la construction du code
pour le décodeur SCL.

Dans un second temps, le rapprochement entre la structure d’un code polaire et le concept de multi-
niveaux est exploité a�n d’élaborer une approche continue pour les décodeurs polaires basés sur le SC.
Cette approche a été illustrée pour le décodage par liste des codes polaires, ainsi que le décodage D-SCFlip,
et apporte un gain tangible en termes de performance.

Durant ce chapitre, les symboles étaient supposés uniformément distribués. Il est cependant connu
qu’une telle hypothèse induit une perte par rapport à la capacité du canal. Une solution pour compenser
cette perte, s’appliquant aussi bien en MLCM qu’en BICM, consiste à utiliser du probabilistic shaping. Il
s’agit de modeler la probabilité des symboles de manière à se rapprocher de la distribution maximisant
l’information mutuelle du canal. Cette technique a été appliquée au codes polaires en MLCM dans [77]
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en BICM dans [49, 50] avec un gain substantiel à chaque fois.
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C e chapitre étudie l’utilisation de codes polaires non-binaires, aussi bien pour un canal à entrée binaire
que non-binaire. En particulier, les codes polaires binaires utilisant le noyau d’Arikan sont général-

isés sur un alphabet �ni (A,+) muni d’une structure de groupe additif, à partir de la transformation
(u0,u1) → (u0 + u1,π(u1)), où π : A → A est une permutation. Un code non-binaire de longueur
N = 2n,n ∈N∗ est obtenu en appliquant cette transformation de manière récursive, et en utilisant des
permutations potentiellement di�érentes à chaque étape de la récursion. Les algorithmes de décodage du
cas binaires peuvent se généraliser naturellement aux code polaires non-binaires ainsi construits. En par-
ticulier, ce chapitre détaille une méthode pour optimiser les permutations utilisées lors de la construction
récursive du code.

5.1 Polarisation d’un canal non-binaire
Soit W un canal non-binaire, discret, symétrique et sans mémoire, d’alphabet d’entrée X , de cardinal

|X | = M, et d’alphabet de sortie Y . On dé�nit l’information mutuelle du canal W par la quantité:

I(W) =∆ ∑
x∈A

∑
y∈Y

1
M

logM

(
W(y|x)

∑x′∈A
1
M W(y|x′)

)
(5.1)

On considérera par la suite que X est muni d’une loi additive +, telle que (X ,+) forme un groupe
commutatif. Dans [85], le phénomène de polarisation est étudiée pour la transformation:





x0 = u0 + u1

x1 = u1

(5.2)

Il est démontré que, pour tout q premier, cette transformation polarise lorsqu’elle est utilisée de manière
récursive, dans le sens où le processus stochastique In = {I(W(i)

N ),∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, N = 2n}, où
I(W(i)

N ) est l’information mutuelle du i-ième canal virtuel, est une martingale et converge vers la variable
aléatoire I∞ telle que Pr(I∞ = 1) = I(W) et Pr(I∞ = 0) = 1− I(W).

En revanche, ce résultat ne se généralise pas pour toute valeur de M. Une première solution proposée
dans [85] est de décomposer W en une succession de canaux dont le cardinal est un nombre premier,
similairement à un décodage multi-niveaux comme détaillé dans le Chapitre 4 (où un canal de dimension
M = 2m était décomposé en m canaux de dimension 2). L’autre solution envisagée dans [85] consiste à
considérer la transformation: 




x0 = u0 + u1

x1 = π(u1)
(5.3)

où π : X → X est une permutation. Cette transformation, que l’on quali�era de noyau, est appliquée de
manière récursive pour dé�nir un code polaire non-binaire de longueur N = 2n. Il est démontré qu’en
sélectionnant la permutation π de manière aléatoire et uniformément parmi l’ensemble des permutations
de X à chaque utilisation (dans la construction récursive), le processus obtenu polarise pour tout canal
discret sans mémoire W.

Le cas des noyaux de dimension ` > 2 est investigué dans [68], où une transformation linéaire g :
X `→X ` est envisagée avec un alphabet d’entréeX muni d’une structure d’anneau commutatif (X ,+, ·).
Cela autorise à représenter la transformation récursive par une matrice carrée G, telle que g(u`−1

0 ) =

u`−1
0 · G. Il est démontré que si le cardinal de X est premier, alors la transformation polarise. Lorsque le
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cardinal de X n’est pas premier, une condition su�sante pour que la transformation polarise est que G
ne soit pas diagonale et qu’il existe k ∈ {0, . . . ,`− 1} et j ∈ {0, . . . ,k− 1} tels que G(k, j) soit un élément
primitif (i.e. générateur du groupe multiplicatif).

Capitalisant sur ce résultat, [68] a proposé d’utiliser des matrices de code Reed-Solomon GRS(`). En
généralisant la notion d’exposant d’erreur pour les canaux non-binaires, il est démontré celui des matrices
GRS(`) excède facilement ceux des meilleures matrices binaires connues de longueurs ` < 32, et tend
vers 1 lorsque `→ ∞. Les performances de ces noyaux sont évaluées dans [69] et témoignent d’un gain
substantiel par rapport aux codes binaires, pour un canal BI-AWGN. D’autres méthodes pour obtenir des
noyaux avec un bon exposant d’erreur sont envisagées à partir des codes Reed-Muller généralisés ou des
codes Hermitiens.

Si les noyaux obtenus peuvent être excellents en termes de performance, le problème de la complex-
ité de décodage est un sérieux frein en pratique. Non seulement, un décodeur non-binaire requière un
nombre de calculs signi�cativement plus élevé qu’un décodeur binaire (cf section suivante), mais en plus,
l’utilisation de noyaux de dimension ` > 2 pose la même di�culté que pour le cas binaire, à savoir la
gestion e�cace des calculs intermédiaires, sans laquelle la complexité du décodeur est environ `2 fois
supérieure. Une méthode de décodage a été proposée dans [99] à partir d’un décodeur de Stack, mais la
complexité reste supérieure à celle des codes binaires d’un facteur 15 pour des performances comparables.

L’approche pragmatique consiste à se contenter de noyaux non-binaires de dimension ` = 2, pour
lesquels la complexité reste parfaitement abordable pour des valeurs de M limitées. Cette approche est
adoptée dans la suite de ce chapitre.

5.2 Codes polaires non-binaires
5.2.1 Définition d’un code non-binaire

Dans la suite on distinguera entre l’alphabet du code non-binaire, notéeA, et l’alphabet du canal, noté
X . Cela nous permettra en particulier de considérer aussi bien le cas où le code non-binaire est transmis
sur un canal binaire (donc X = F2), que celui où il est transmis sur un canal non-binaire (dans quel cas
on pourra potentiellement avoir X =A).

Pour des raisons pratiques évidentes, on supposera que le cardinal deA est une puissance de 2, |A| =
2p, et sans perte de généralité on pourra choisir A = F

p
2 . Un élément de A , correspondant donc à une

séquence de p bits, sera également appelé symbole. On note que A est muni d’une structure de groupe
additif (A,+), où l’addition a + b, avec (a,b) ∈ A2, correspond à l’opération du “ou exclusif” appliquée
sur chaque bit des symboles a et b. On considère la transformation :





x0 = u0 + u1

x1 = π(u1)

u0

u1

x0 = u0 + u1

x1 = π(u1)π

où π ∈ Sym(A) appartient au groupe symétrique de A, i.e. le groupe des permutations de A. Cette
transformation sera appelée noyau du code polaire, dont le graphe est représenté ci-dessus.

Nous considérerons ici le cas le plus général d’un noyau dé�ni par une permutation quelconque π ∈
Sym(A); on dira dans ce cas que le noyau est dé�ni sur Sym(A). Néanmoins, il est possible de dé�nir
des ensembles plus restrictifs, en imposant des contraintes spéci�ques sur la permutation π ∈ Sym(A).
En rappelant que A = F

p
2 , mais en privilégiant temporairement la notation F

p
2 pour plus de clarté, on

obtient les deux cas particuliers suivants:
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Figure 5.1: Graphe d’un code non-binaire de longueur N = 8

� Soit GL(F2, p) le groupe général linéaire d’ordre p, i.e., le groupe multiplicatif des matrices in-
versible de taille p× p, à coe�cients dans F2. S’il existe h ∈ GL(F2, p) tel que π(a) = h · a,∀a ∈
F

p
2 , alors on écrira π ∈ GL(F2, p) et on dira que le noyau est dé�ni sur GL(F2, p).

� Soit F2p le corps de Galois à 2p éléments. Alors F2p = F2[X]/P(X) est le quotient de l’anneau des
polynômes F2[X] par l’idéal engendré par un polynôme irréductible P(X) de degré p. Ainsi, chaque
élément de F2p peut être représenté sous la forme d’un polynôme de degré strictement inférieur à
p, et il existe un isomorphisme (F2p ,+) ' (F

p
2 ,+) identi�ant un polynôme de degré strictement

inférieur à p au vecteur de ses p coe�cients. Une permutation π ∈ Sym(F
p
2) s’identi�e, via cet

isomorphisme, à une permutation de F2p , que nous allons continuer de noter π. S’il existe h ∈ F2p

tel que π(a) = h · a,∀a ∈ F2p , alors on écrira π ∈ F2p et on dira que le noyau est dé�ni sur F2p (ici
h · a dénote la multiplication dans le corps de Galois).

En réactualisant la notationA = F
p
2 , nous noterons par la suite GL(A) =∆ GL(F2, p) et GF(A) =∆ F2p .

Un code non-binaire de longueur N = 2n est obtenu en utilisant la transformation noyau de manière
récursive, similairement au cas binaire. Un exemple du graphe de l’encodage non-binaire de longueur
N = 8 est présenté sur la �gure 5.1. Tout comme pour un code binaire, le décodage consiste à propager
les messages (cf section suivante) depuis la droite de ce même graphe vers la gauche. Outre les nœuds xor
et répétitions, chaque noyau du graphe contient un nœud de permutation, correspondant à l’application
d’une permutation π

(`)
i ∈ Sym(A), possiblement distincte d’un noyau à un autre. Si tous les noyaux sont

dé�nis sur GL(A) (resp. GF(A)) on dira que le code polaire est dé�ni sur GL(A) (resp. GF(A)).
On notera (u0,u1, . . . ,uN−1) ∈ AN les symboles d’entrée de l’encodeur, correspondant soit à des

symboles �gés, soit à des symboles d’information (voir aussi la section 5.2.3 concernant la construction
du code). Les symboles codés seront notés par (x0, x1, . . . , xN−1) ∈ AN .

5.2.2 Décodage d’un noyau non-binaire

Le décodage d’un code polaire non-binaire suit un processus très similaire au cas des codes binaires,
consistant à décoder les symboles par indices croissants, en ré-utilisant les décisions précédentes. La
di�érence repose sur le fait qu’il ne s’agit plus de propager dans le graphe des messages sous la forme d’un
unique LLR, mais sous la forme d’un vecteur de q =∆ |A| probabilités, noté λ = {Pr(u = a | y),∀a ∈ A},
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π−1

λ0

λ1

λX

π−1

λ0

λ1

v̂

λR

(a) Nœud xor (b) Nœud répétition

Figure 5.2: Règles de propagation des messages pour les nœuds xor (a) et répétition (b)

chacune correspondant à la probabilité que la valeur du symbole u ∈ A soit égale à a ∈ A. La propagation
des messages obéit à deux fonctions de mise à jour, relatives aux nœuds xor et répétition respectivement.
Considérons ces deux nœuds, présentés sur la �gure 5.2, où λ0 et λ1 correspondent aux vecteurs de
probabilités associés aux deux entrées du noyau, λX et λR aux messages de sortie des deux nœuds, et v
la décision dure, issue du décodage des précédents symboles. La permutation π se traduit par une simple
permutation du vecteur λ1, à savoir λ′1(a) = λ1(π(a)), où λ′1(a) est la probabilité du symbole a ∈ A à
la sortie du nœud de permutation. Le message λX en sortie du nœud xor s’obtient d’après:

λX(a) = µX · ∑
b∈A

λ0(a + b) · λ1(π(b)), ∀b ∈ A, (5.4)

où µX est un facteur de normalisation tel que ∑a∈AλX(a) = 1. A noter que, tout comme pour le cas
binaire, il existe une approximation “Min-Sum” pour cette fonction de mise à jour [106]. L’implémentation
directe de ce calcul est de complexité q2, mais il a été montré que celle-ci peut se réduire à q log(q) en
utilisant la transformée de Walsch-Hadamard [28].

Pour le calcul du message λR, en sortie du nœud répétition, la fonction de mise à jour est donnée par:

λR(a) = µR · λ0(a + v̂) · λ1(π(a)), (5.5)

où µR est un facteur de normalisation tel que ∑a∈AλX(a) = 1. La complexité de cette opération est
exactement de q multiplications.

La complexité totale des opérations à l’intérieur d’un noyau est donc de q(1 + log(q)) contre seule-
ment 2 opérations pour un décodeur binaire. Notons toutefois que ce facteur q(1+ log(q)) ne se retrouve
pas nécessairement au niveau de la latence, grâce notamment aux e�orts réalisés dans le contexte des codes
LDPC, où une réduction signi�cative de celle-ci a pu être obtenu pour les nœuds xor [86].

Sous réserve d’utiliser les fonctions de mises à jour ci-dessus, le processus de décodage est tout à fait
similaire à celui d’un code binaire, et les principaux algorithmes de décodages se généralisent naturelle-
ment. En dehors du décodage SC, le décodeur par liste (SCL et CA-SCL) est considéré dans [39], tandis que
[108] explore à la fois le décodage par propagation de croyance, le décodage à inversion et une technique
de réduction de complexité du décodeur par liste.

5.2.3 Construction du code non-binaire

Pour résoudre le problème de la construction du code polaire, i.e. le choix des positions des sym-
boles �gés et d’information, les techniques d’évolution de densité ont été généralisées au cas non-binaire
dans [39]. Cependant, l’approche la plus simple consiste à utiliser la méthode heuristique, exploitant
un décodeur genie-aided, a�n de calculer la probabilité d’erreur p(ga)

i = Pr(ûi , ui | ui−1
0 ) pour chaque

canal virtuel. Les symboles d’information sont alors transmis sur les canaux virtuels ayant la plus faible
probabilité d’erreur [24].

Il existe deux possibilités pour positionner les bits d’information:
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� Les symboles sont soit �gés, soit constitués uniquement de bits d’information. Dans ce cas, un
symbole d’information (i.e., constitué uniquement de bits d’information) peut prendre n’importe
quelle valeur dans l’alphabet du code A. On note que dans ce cas, le nombre de bits �gés (ou
d’information) est nécessairement un multiple de p.

� Les symboles peuvent être partiellement �gés, c’est-à-dire que chaque symbole ui prend des valeurs
dans un sous-ensemble Ai ⊆ A, avec notamment |Ai| = 2ki , où ki ≤ n correspond au nombre de
bits d’information dans le symbole ui [24].

Dans la suite de ce chapitre, seule la construction au niveau symbole sera considérée, et l’on supposera
que les symboles ui sont soit �gés, soit uniformément distribués sur A.

5.3 Optimisation des permutations du graphe
Pour la suite de cette section, nous introduisons la notion d’étage d’un noyau comme le nombre de

noyaux entre celui-ci (inclus) et le canal, noté par la lettre ` ∈ {1, . . . ,n}. Ainsi, au niveau du décodeur,
les entrées des noyaux du premier étage (` = 1) sont obtenues directement à partir des symboles reçus
du canal. A l’issue du décodage, les décisions pour les symboles d’information sont notées ûi.

Nous proposons d’optimiser les permutations du graphe graduellement, en commençant par le pre-
mier étage (dans le sens du décodage), puis l’étage suivant et ainsi de suite. Dans un premier temps on
présentera le critère d’optimisation. La méthode d’optimisation sera ensuite présentée, d’abord pour les
noyaux du premier étage , puis généralisée pour tout noyau du graphe polaire.

5.3.1 Critère d’optimisation

On considère dans cette section un unique noyau tel que présenté dans la �gure 5.3, où les symboles
d’entrée, supposés uniformément distribués surA, sont dénommés par u0 et u1 et les symboles codés par
x0 et x1. Pour le décodage, on appelle λ0, λ1 les messages d’entrée, λX le message en sortie du nœud xor
obtenu par l’équation (5.4), et λR le message en sortie du nœud répétition, obtenu par l’équation (5.5),
en supposant que u0 est connu (on considère ici le décodeur genie-aided). L’objectif est d’optimiser la
permutation π, de manière à minimiser les probabilités d’erreurs en sortie du noyau, lorsqu’un décodeur
genie-aided est utilisé. Les estimations des symboles u0 et u1 sont notées û0 et û1 respectivement et sont
obtenues d’après:

û0 = argmax
a∈A

λX(a)

û1 = argmax
a∈A

λR(a)

A�n de distinguer entre une variable aléatoire et ses réalisations, il sera utile par la suite de considérer les
symboles u0 et u1 comme des réalisations de deux variables aléatoires uniformes, notées U0 et U1. On
notera également X0 = U0 + U1 et X1 = π(U1) et par Û0 et Û1 les variables aléatoires associées aux
symboles û0 et û1 respectivement. La probabilité d’erreur sur chaque symbole est dé�nie par:

SEPX = Pr(Û0 ,U0) (5.6)
SEPR = Pr(Û1 ,U1 |U0) (5.7)
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u0

u1

x0 = u0 + u1

x1 = π(u1)π

Figure 5.3: Graphe du noyau non-binaire

Il s’avère qu’en pratique l’impact de la permutation π sur SEPX est négligeable, en particulier comparé
à l’impact sur SEPR. Notons que:

û0 = argmax
a∈A

λX(a)

= argmax
a∈A

∑
(a0,a1)∈A2

a0+π−1(a1)=a

λ0(a0) · λ1(a1)

Cette dernière expression ne peut se simpli�er, mais peut être approximée, tout particulièrement pour des
valeurs de SNR élevées, par:

∑
(a0,a1)∈A2

a0+π−1(a1)=a

λ0(a0) · λ1(a1) ≈ max
(a0,a1)∈A2

a0+π−1(a1)=a

λ0(a0) · λ1(a1)

Finalement, on véri�e que:

argmax
a∈A

max
(a0,a1)∈A2

a0+π−1(a1)=a

λ0(a0) · λ1(a1) = argmax
a0∈A

λ0(a0) + π−1(argmax
a1∈A

λ1(a1)) (5.8)

Cette dernière expression revient à considérer que le décodeur prend la décision û0 à partir des décisions
dures sur les entrées du noyaux, notés x̂0 et x̂1 respectivement, et propage alors ces décisions dans le
graphe. Les simulations con�rment d’ailleurs l’équivalence des performances à partir de cette dernière
approximation par rapport au cas d’un décodage souple. On note par X̂0 et X̂1 les variables aléatoires as-
sociées à x̂0 et x̂1, et SEP0 = Pr(X̂0 , X0) et SEP1 = Pr(X̂1 , X1). Si l’on suppose X0 et X1 indépendantes
(ce qui toujours le cas pour un décodeur genie-aided, pour autant que cette condition d’indépendance soit
véri�ée en entrée du décodeur), le taux d’erreur dans le cas d’un décodage en décision dure, noté SEPX

est donné par:

SEPX = Pr(X̂0 , X0, X̂1 = X1) + Pr(X̂0 = X0, X̂1 , X1)

+ Pr(X̂0 , X0, X̂1 , X1, X̂0 + π−1(X̂1) , X0 + π−1(X1))

= SEP0 · (1− SEP1) + (1− SEP0) · SEP1

+ Pr(X̂0 + π−1(X̂1) , X0 + π−1(X1) | X̂0 , X0, X̂1 , X1) · SEP0 · SEP1

= SEP0 + SEP1 − SEP0 · SEP1 · [2− Pr(X̂0 + π−1(X̂1) , X0 + π−1(X1) | X̂0 , X0, X̂1 , X1)]

Il apparaît que l’impact de π sur SEPX est d’autant plus négligeable que les probabilités d’erreurs SEP0 et
SEP1 sont faibles, du fait que le seul terme dépendant de π est multiplié par un facteur SEP0 · SEP1. Ainsi,
l’optimisation de la permutation π se résume à trouver celle minimisant la valeur de SEPR.
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La probabilité d’erreur SEPR peut être e�cacement approximée à partir de la borne de l’union (UB):

SEPR = Pr
(
Û1 ,U1 |U0

)

=
1
|A|2 ∑

(u0,u1)∈A2

Pr
(
Û1 , u1 |U0 = u0,U1 = u1

)

=
1
|A|2 ∑

(u0,u1)∈A2

Pr

(
argmax

u′1∈A
λR(u′1) , u1 |U0 = u0,U1 = u1

)

ub
≤ 1
|A|2 ∑

(u0,u1)∈A2
∑

u′1∈A\u1

Pr
(
λR(u′1) ≥ λR(u1) |U0 = u0,U1 = u1

)

On a de plus, en notant x0 = u0 + u1, x1 = π(u1), x′0 = u0 + u′1, x′1 = π(u′1) :

Pr
(
λR(u′1) ≥ λR(u1) |U0 = u0,U1 = u1

)
= Pr(λ0(u′1 + u′0)λ1(π(u′1)) ≥ λ0(u1 + u0)λ1(π(u1))

|U0 = u0,U1 = u1)

= Pr
(
λ0(x′0)λ1(x′1) ≥ λ0(x0)λ1(x1) | X0 = x0, X1 = x1

)

=∆ Pr
(
x′0, x′1 ; x0, x1

)

avec Pr (x′0, x′1 ; x0, x1) correspondant à la probabilité que (x′0, x′1) soit plus probable que (x0, x1) alors
que (X0, X1) = (x0, x1). Ainsi, la borne de l’union de SEPR, notée dans la suite SEPπ

R , s’écrit:

SEPπ
R =

1
|A|2 ∑

u0∈A
∑

(x1,x′1)∈A2∗

Pr
(

u0 + π−1(x′1), x′1 ; u0 + π−1(x1), x1

)
(5.9)

où A2
∗ =

{
(x1, x′1) ∈ A2 | x1 , x′1

}
.

Nous proposons d’utiliser le critère de la borne de l’union pour optimiser la permutation π, i.e. trouver
la permutation Π telle que:

Π = argmin
π∈Sym(A)

SEPπ
R (5.10)

Pour cela, il est nécessaire d’évaluer au préalable les probabilités Pr (x′0, x′1; x0, x1), relatives à l’entrée d’un
noyau. Dans un premier temps, on propose de considérer le cas où d’un noyau du premier étage, pour
lequel les messages d’entrée sont calculés directement à partir des symboles observés en sortie du canal.
Dans ce cas, en supposant un canal AWGN, les valeurs Pr (x′0, x′1; x0, x1) se calculent analytiquement à
partir de la distance euclidienne sur la constellation utilisée. Dans un deuxième temps, on considérera un
noyau d’un étage quelconque du graphe polaire. Les probabilités seront alors évaluées par simulations, et
la permutation Π sera obtenue d’après ces dernières.

5.3.2 Optimisation des noyaux sur le premier étage

On considère le cas d’un canal AWGN dont l’alphabet d’entrée est donnée par une constellation X ,
de dimension |X | = 2m, telle que m|p1. On considérera que X peut être aussi bien réelle que complexe,
et l’on écrira X ⊂K, avec soit K = R ou K = C. On considère de plus une fonction d’attribution:

ϕ : Fm
2 →X ,

1En pratique, les cas auxquels on intéressera sont celui d’un canal à entrée binaire, donc m = 1, ou celui d’un canal non-
binaire avec m = p
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associant un symbole de la constellation à chaque séquence de m bits. De plus, pour toute séquence
(c1, c2, . . . , ct) ∈ Fmt

2 , où ci ∈ Fm
2 , i = 1, . . . , t, on dé�nit:

ϕ(c1, c2, . . . , ct) = (ϕ(c1), ϕ(c2), . . . , ϕ(ct)) ∈ X t

En particulier, puisque A = F
p
2 = (Fm

2 )
p/m, pour tout x1, x2 ∈ A, on écrira ϕ(x1), ϕ(x2) ∈ X p/m et

ϕ(x1, x2) = (ϕ(x1), ϕ(x2)) ∈ X 2p/m. Pour (x′1, x′2) ∈ A2 et (x1, x2) ∈ A2, on dé�nit également:

DE (x′1, x′2 ; x1, x2) = ‖ϕ(x′1, x′2)− ϕ(x1, x2)‖,

c’est-à-dire la distance euclidienne (dans K2p/m) entre ϕ(x′1, x′2) et ϕ(x1, x2).

Proposition 22 Pour tout noyau du premier étage, et en supposant un canal AWGN, la probabilité SEPπ
R

s’écrit:

SEPπ
R =

1
|A|2 ∑

u0∈A
∑

(u1,u′1)∈A2∗

Q
( √

κ

2
√

2σ
DE (u0 + u′1,π(u′1) ;u0 + u1,π(u1))

)
(5.11)

où Q est reliée à la fonction d’erreur gaussienne complémentaire par Q(x) = 1
2erfc(

x√
2
).

Cette proposition est démontrée en Annexe D. Notons que la distance euclidienne correspond à:

DE (u0 + a,π(a);u0 + b,π(b)) =
√
‖ϕ(a + u0)− ϕ(b + u0)‖2 + ‖ϕ(π(a))− ϕ(π(b))‖2

En dé�nissant l’ensemble des valeurs des distances euclidiennes par:

D = {
√
‖ϕ(a + u0)− ϕ(b + u0)‖2 + ‖ϕ(π(a))− ϕ(π(b))‖2 | (a,b,u0) ∈ A2

∗ ×A}, (5.12)

et les multiplicités associées :

S(π)(d) = |{‖ϕ(a + u0)− ϕ(b + u0)‖2 + ‖ϕ(π(a))− ϕ(π(b))‖2 = d2 | (a,b,u0) ∈ A2
∗ ×A}|,

(5.13)
la borne de l’union peut se réécrire:

SEPπ
R =

1
|A|2 ∑

d∈D
S(π)(d) ·Q

(√
κ

d
2
√

2σ

)
(5.14)

Il apparaît qu’un critère possible pour optimiser la permutation π est de maximiser la distance eucli-
dienne minimale dé�nie par:

D(π)
min = min

(a,b,u0)∈A2∗×A

√
‖ϕ(a + u0)− ϕ(b + u0)‖2 + ‖ϕ(π(a))− ϕ(π(b))‖2 (5.15)

et de minimiser la multiplicité S(π)(D(π)
min).

Notons que dans le cas d’un canal à entrée binaire (X = {−1,+1}), la distance minimale s’écrit en
fonction de la distance de Hamming:

D(π)
min = 2 min

(a,b)∈A2∗

√
|a + b|2 + |π(a) + π(b)|2, (5.16)

où |a| correspond au poids de Hamming du vecteur a. Il s’avère �nalement qu’optimiser la permutation
π revient, pour un canal à entrée binaire, à optimiser l’image binaire du code, tandis que pour un canal
non-binaire, cela revient à optimiser la distance euclidienne des mots de code sur la constellation. Ces
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deux approches ont été toute deux considérées pour le cas des codes LDPC dans respectivement [75] et
[2].

Notons que, pour un canal non-binaire, la distance minimale dépend à la fois de π et de la fonction
d’attribution φ. Dans la suite, on considérera que la fonction d’attribution φ est �xée et correspond à la
fonction d’attribution de Gray.

Pour trouver la permutation Π optimale du point de vue de la distance minimale et de la multiplicité
associée, la méthode naïve consisterait à passer en revue l’ensemble des 2p! permutations, ce qui devient
très rapidement impraticable pour des valeurs de p ≥ 4. Nous proposons plutôt un algorithme pour
construire graduellement une permutation dont la distance minimale est supérieure à un seuil donné,
noté Dth. La recherche étant d’autant plus rapide que le seuil est élevé, la solution optimale peut être
e�cacement obtenue en initialisant le seuil à une valeur élevée, puis à le réduire tant qu’aucune solution
n’est trouvée. Cet algorithme est applicable aussi bien pour les canaux à entrée binaire que non-binaire.

L’algorithme proposé s’inspire de la méthode par séparation et évaluation (ou branch and bound en
anglais). La première étape, appelée séparation, consiste à diviser le problème d’optimisation en un certains
nombre de sous-problèmes dont la solution peut être obtenue e�cacement. Pour le cas qui nous occupe, il
s’agit de concevoir une permutation π comme un tableau indiquant, pour chaque symbole a ∈ A, l’image
de a par π. Dès lors, le problème se décompose à partir de tableaux π̃, dont seulement une partie des
valeurs sont dé�nies (on notera π̃(a) = ∅ pour indiquer que l’image du symbole a n’est pas dé�nie), et
pour simpli�er, on considérera que le tableau est rempli dans l’ordre (en �xant une fois pour toute un
ordre quelconque sur A). Dès lors, il est possible de construire un arbre complet des tableaux possibles
pour π̃, dont la racine est le tableau π(a) = ∅,∀a ∈ A, la profondeur est q, et les feuilles correspondent
à l’ensemble des permutations π possibles. La deuxième étape, appelée l’évaluation, consiste à associer à
chaque nœud de l’arbre un coût. La fonction de coût pour le problème considéré consiste à évaluer:

D(π̃)
min = min

(a,b)∈A2
∗

π̃(a),∅,π̃(b),∅

(
min
u0∈A
‖ϕ(a + u0)− ϕ(b + u0)‖2

)
+ ‖ϕ(π(a))− ϕ(π(b))‖2 (5.17)

Nécessairement, D(π̃)
min ≥ D(π)

min, où π est une feuille descendante du nœud π̃, de sorte que rechercher les
solutions telles que D(π)

min ≥ Dth impose d’avoir également D(π̃)
min ≥ Dth. Ainsi, dès lors qu’un nœud de

l’arbre est tel que D(π̃)
min < Dth, il est inutile d’explorer cette branche plus en profondeur. Finalement,

l’algorithme proposé consiste en une exploration exhaustive des branches de l’arbre tant que la valeur de
la fonction de coût reste supérieure à Dth. Cet algorithme permet de garantir l’optimalité du résultat tout
en o�rant une complexité radicalement inférieure à celle d’un exploration exhaustive.

5.3.2.1 Cas d’un canal à entrée binaire

Proposition 23 Soit π ∈ Sym(A) et D(π)
min tel que dé�ni à l’équation (5.16). Alors

D(π)
min ≤

√
2p, si p est pair

D(π)
min ≤

√
2
√

p2 + 1, si p est impair

La démonstration est donnée en Annexe D.

Nous avons déterminé les permutations optimales (i.e., maximisant la distance minimale et minimisant
la multiplicité de celle-ci) pour p = 2,3,4, et pour chacun des ensembles GF(A),GL(A),Sym(A). Pour
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GF(A) et GL(A) nous avons procédé par recherche exhaustive, alors que pour Sym(A) nous avons
utilisé la méthode par séparation et évaluation décrite dans la section précédente. Notons également
que GF(A) ⊂ GL(A) ⊂ Sym(A), et que pour chacun de ces ensembles plusieurs permutations peu-
vent correspondre à la solution optimale en termes de distance minimale et multiplicité. Nous nous
contenterons néanmoins d’indiquer une seule permutation optimale par ensemble, voire une permuta-
tion optimale pour plusieurs ensembles, lorsque ces ensembles ont les mêmes valeurs optimales (D(π)

min,
S(π)(D(π)

min)), auquel cas la permutation indiquée appartiendra au plus petit des ensembles. Les résultats
sont présenté dans le tableau 5.1. Les permutations optimales y sont indiquées en identi�ant un symbole
a = (a(0), ..., a(p− 1)) ∈ A = F

p
2 , à l’entier ∑

p−1
i=0 a(i) · 2i.

� Pour p = 2 et p = 3, les trois ensembles ont la même solution optimale (D(π)
min, S(π)(D(π)

min)). Les
permutations indiquées appartiennent à GF(A).

� Pour p = 4, la borne supérieure de la Proposition 24 ne peut pas être obtenue dans GF(A), mais il
existe toujours une solution linéaire atteignant cette borne et ayant d’ailleurs la même multiplicité
que la meilleure solution non-linéaire.

Notons que pour les valeurs de p considérées dans ce tableau, la borne sur la distance minimale dé�nie
dans la Proposition 24 est e�ectivement atteinte dans GF(A) ou GL(A) (et a fortiori dans Sym(A)), mais
ce résultat n’est pas garanti pour toute valeur de p.

Les trois permutations linéaires, pour p = 2, p = 3 et permutation dans GL(A) pour p = 4, corre-
spondent aux trois matrices ci-dessous:

H2 =


1 0

1 1


 , H3 =




0 1 1

1 0 1

1 1 1


 et H4 =




1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1




La �gure 5.4 présente, pour p = 4, les résultats de simulation pour la valeur de SEPR avec les permu-
tations optimales dans GF(A) et GL(A). Cela permet de con�rmer que les performances obtenues sont
fortement dépendantes de la distance minimale et sa multiplicité. La perte en termes de distance minimale
lorsque l’on se restreint à GF(A) se traduit par une détérioration des performances, s’élevant à près de
0.5dB pour un taux d’erreur de 10−3.

Table 5.1: Distances minimales et multiplicités des permutations pour un canal à entrée binaire

p
Ensemble de dé�nition

de π Permutation optimale D(π)
min S(π)(D(π)

min)

2 GF(A),GL(A),Sym(A) [0,3,2,1] 2
√

2 4

3 GF(A),GL(A),Sym(A) [0,6,7,1,5,3,2,4] 2
√

5 32

4 GF(A) [0,10,7,13,14,4,9,3,15,5,8,2,1,11,6,12] 2
√

5 64

GL(A), Sym(A) [0,14,13,3,11,5,6,8,7,9,10,4,12,2,1,15] 4
√

2 96
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Figure 5.4: Impact de la permutation π sur la valeur de SEPR pour p = 4 (BI-AWGN)

5.3.2.2 Cas d’un canal à entrée non-binaire

On s’intéresse maintenant à un canal non-binaire, et l’on compare la meilleure solution en terme
de distance minimale obtenue par l’algorithme proposé (donc dans Sym(A)) aux meilleures solutions
dans GF(A) et GL(A) respectivement, obtenues par recherche exhaustive. Le tableau 5.2 résume les
valeurs de distances minimales et multiplicités obtenues pour p = 4 avec une constellation 16-QAM et le
codage de Gray comme fonction d’attribution (Chapitre 4, Figure 4.3). Il apparaît une nouvelle fois que
la restriction à GF(A) induit une perte de distance minimale, tandis que GL(A) permet d’obtenir une
solution équivalente à la meilleure permutation dans Sym(A) du point de vue de la distance minimale
comme de la multiplicité. Il a été observé qu’il n’existe que deux matrices permettant d’obtenir cette
distance minimale et cette multiplicité, données par:

H′4 =




1 0 1 1

0 1 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1




et H′′4 =




0 1 1 1

1 0 1 1

0 1 0 1

1 0 1 0




Nous avons également envisagé le cas où la valeur de u0 n’est pas distribuée uniformément surAmais
�gée à la valeur 0 2. Dans ce cas, par contre, il s’avère que la meilleure solution dans GL(A) n’atteint pas
la valeur de distance minimale de la meilleure solution dans Sym(A). La �gure 5.5 présente la valeur du
SEPR obtenue par simulation. Tout comme pour un canal binaire, une perte signi�cative est induite par la
restriction à l’ensemble GF(A), s’élevant à près de 1dB pour un taux d’erreur de 10−4. La performance de
la meilleure solution dans Sym(A) lorsque u0 = 0 est également montrée. A�n de ne pas surcharger la
�gure, les performances lorsque u0 = 0 dans GL(A) et dans GF(A) n’ont pas été tracées dans la mesure
où elles se confondent avec le cas où u0 ∈ A. Dès lors, il apparaît qu’un gain de 0.2dB peut être obtenu
lorsque u0 = 0 dans Sym(A) par rapport à GL(A).

2Un tel cas de �gure pourrait se présenter lorsque l’on sait que le symbole u0 correspond à un symbole �gé, ou dépend
uniquement de symboles �gés.
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Figure 5.5: Impact de la permutation π sur la valeur de SEPR pour une constellation 16-QAM (BI-AWGN)

Table 5.2: Distances minimales et multiplicités des permutations pour la modulation 16-QAM

u0

Ensemble de dé�nition
de π Permutation optimale (Dπ

min)
2 S(π)(D(π)

min)

u0 ∈ A GF(A) [0,3,6,5,12,15,10,9,11,8,13,14,7,4,1,2] 1.2 128

u0 ∈ A GL(A),Sym(A) [0,12,13,1,3,15,14,2,7,11,10,6,4,8,9,5] 1.6 16

u0 = 0 GF(A) [0,3,6,5,12,15,10,9,11,8,13,14,7,4,1,2] 1.2 8

u0 = 0 GL(A) [0,12,13,1,3,15,14,2,7,11,10,6,4,8,9,5] 1.6 2

u0 = 0 Sym(A) [15,12,13,14,1,2,3,0,7,4,5,6,9,10,11,8] 2.0 32

5.3.3 Cas général

Si un gain notable peut être obtenu pour les noyaux du premier étage du graphe polaire, il s’avère
cependant que celui-ci ne se retrouve pas au niveau du taux d’erreur du code non-binaire si les permu-
tations des étages suivants ne sont pas également optimisées. Cela constitue l’objet de cette section, à
savoir, généraliser la méthode proposée pour le premier étage à tout étage du graphe. Notons que si l’on
suppose que les symboles transmis sont uniformément distribués surA, alors le nombre de permutations
à optimiser est réduit signi�cativement. En e�et, considérons le graphe polaire présenté dans la �gure
5.6, et intéressons-nous tout d’abord aux N/2 noyaux du premier étage. Tous ces noyaux ont les mêmes
distributions en entrée. Dès lors, la même permutation π

(1)
1 est appliquée à chaque fois. De manière

générale, le graphe d’un code polaire de longueur N s’obtient à partir de deux graphes de codes non-
binaires de longueurs N/2 (en rouge sur la �gure), associés par un ultime étage de noyaux. Ainsi, les
deux sous-blocs de longueur N/2 jouent des rôles symétriques et “voient” le même canal, de sorte que les
permutations optimales obtenues pour l’un s’appliquent aussi bien à l’autre. On obtient �nalement qu’il
su�t d’optimiser exactement ∑n−1

i=0 2i = N − 1 permutations du graphe.
Cette remarque sur la réduction de nombre de permutations à optimiser a également son importance

pour le processus d’optimisation des permutations. Les permutations vont en e�et être optimisées étage
par étage, en commençant par le tout premier pour �nir avec l’étage ` = n. Pour chaque permutation à
optimiser, on verra qu’il est nécessaire d’évaluer de manière heuristique certaines probabilités relatives
aux entrées (dans le sens du décodage) du noyau concerné. Pour cela, il n’est cependant pas nécessaire de
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Figure 5.6: Optimisation des permutations dans le graphe N = 8

procéder à un encodage-décodage sur tout le graphe du code non-binaire. Considérons, par exemple, que
l’on souhaite optimiser les permutations de l’étage ` = 3 du graphe représenté sur la 5.6. On remarque
d’abord que les deux entrées de chaque noyau correspondent à deux sorties appariées de deux codes non-
binaires identiques, de longueur N′ = 4 (encadrés en rouge sur la �gure). Pour obtenir les propriétés
statistiques de celles-ci, il est alors su�sant de réaliser des simulations Monte-Carlo uniquement sur le
code non-binaire de longueur N′ = 4. Plus généralement, pour obtenir les entrées d’un noyau de l’étage
`, il est su�sant d’utiliser le code non-binaire de longueur N′ = 2`−1.

En général il n’est pas possible d’obtenir simplement les distributions en entrée d’un noyau autre que
sur le premier étage. L’exception à cette règle concerne les permutations apparaissant sur le dernière ligne
du graphe (π(3)

4 ,π(2)
2 ,π(1)

1 sur la �gure 5.6). Dans ce cas particulier, il peut être montré que SEPπ
R peut

également s’exprimer en fonction des distances euclidiennes sur la constellation. Toutefois, il n’est pas
praticable d’optimiser toutes ces permutations conjointement. Soulignons de plus qu’une optimisation
conjointe améliorerait la probabilité d’erreur sur le tout dernier symbole ûN−1, mais risque de détériorer
celles des symboles précédents, et est donc susceptible d’engendrer en réalité une perte sur le taux d’erreur
global.

Rappelons l’expression de la borne de l’union du taux d’erreur pour un noyau:

SEPπ
R =

1
|A|2 ∑

u0∈A
∑

(u1,u′1)∈A2∗

Pr
(
u0 + u′1,π(u′1);u0 + u1,π(u1)

)
(5.18)

avec Pr (x′0, x′1; x0, x1) correspondant à la probabilité que (x′0, x′1) soit plus probable que (x0, x1) alors que
(x0, x1) = (X0, X1). A défaut de relier la probabilité SEPπ

R aux distances euclidiennes, il est su�sant de
disposer des probabilités Pr (x′0, x′1; x0, x1) pour tout quadruplet (x′0, x′1, x0, x1) ∈ A4 et l’on va montrer
que ces probabilités sont su�santes pour optimiser la permutation π. Tout d’abord, notons qu’il est
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Algorithme 8 Calcul des probabilités PM(u1 + u′1,π(u′1),π(u1))

1: procédure CalculPm
2: Initialiser PM(x, x′1, x1) = 0;
3: pour (x0, x1) ∈ A2 faire
4: pour t = 0 : T − 1 faire
5: Encoder (v0, . . . ,vk−1, x0, x1,vk+2, . . . ,v2`−1);
6: Décoder et obtenir λ0 et λ1;
7: pour (x, x′1) ∈ A2 faire
8: si λ0(x + x0) · λ(x′1) ≤ λ0(x0) · λ1(x1) alors
9: PM(x, x′1, x1)← PM(x, x′1, x1) + 1;

10: �n si
11: �n pour
12: �n pour
13: �n pour
14: PM = PM/T;
15: �n procédure

possible de réduire le nombre de probabilités nécessaires de q4 à q3 de la manière suivante:

SEPπ
R =

1
|A|2 ∑

u0∈A
∑

(u1,u′1)∈A2∗

Pr
(
u0 + u′1,π(u′1) ; u0 + u1,π(u1)

)

=
1
|A|2 ∑

(u1,u′1)∈A2∗
∑

u0∈A
Pr
(
u0 + u′1,π(u′1) ; u0 + u1,π(u1)

)

=
1
|A|2 ∑

(u1,u′1)∈A2∗

PM(u1 + u′1,π(u′1),π(u1)) (5.19)

avec :

PM(u1 + u′1,π(u′1),π(u1)) = ∑
u0∈A

Pr
(
u0 + u′1,π(u′1) ; u0 + u1,π(u1)

)
(5.20)

Les probabilités PM(u1 + u′1,π(u′1),π(u1)) sont calculées de manière heuristique par l’algorithme 8 pour
chaque noyau dont on cherche à optimiser la permutation. Supposons un noyau de l’étage ` ∈ {0, . . . ,n−
1}. Il s’agit de générer les symboles (x0, x1) uniformément surA2 un nombre q2 · T de fois (T est supposé
su�samment large pour que les probabilités obtenues soient �ables), de les encoder dans un code non-
binaire de longueur 2`−1, pour lequel les autres symboles (notés vi dans l’algorithme 8) sont générés
aléatoirement et uniformément surA. On procède ensuite au décodage genie-aided de manière à obtenir
les messages en entrée du noyau considéré, notés λ0 et λ1, pour �nalement incrémenter la valeur de
PM(x, x′1, x1) dans les cas où (x + x0, x′1) est plus probable que (x0, x1).

Finalement, à partir de ces probabilités, nous expliquons comment optimiser la permutation π. Le
principe est tout à fait similaire à l’algorithme proposé pour le premier étage, à savoir une méthode par
séparation et évaluation, où la permutation est construite graduellement. La di�érence vient du fait que
la fonction d’évaluation ne peut plus être la distance minimale, mais nous proposons d’utiliser directe-
ment la valeur de SEPπ

R , calculée d’après la formule (5.19) et des probabilités PM obtenues préalablement.
Pour toute branch de l’arbre, associé à une permutation π̃ (partiellement dé�nie ou non), on dé�nit la
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Figure 5.7: Impact du choix des permutations du graphe (p = 4, N = 256, R = 1/2, BI-AWGN)

probabilité S̃EPR par:

S̃EPR =
1
|A|2 ∑

(u1,u′1)∈A2
∗

π̃(u1),∅,π̃(u′1),∅

PM(u1 + u′1,π(u′1),π(u1)) (5.21)

Lorsque cette probabilité dépasse un seuil �xé SEPth, l’algorithme n’explorera pas la branche de l’arbre
plus en profondeur, du fait que que S̃EPR ≤ SEPπ

R , de sorte que le taux d’erreur SEPπ
R pour tous les nœuds

descendants de la branche considérée auront nécessairement un taux d’erreur supérieur au seuil.
Il s’avère cependant que cet algorithme est excessivement couteux en termes de ressources de calculs.

Hormis pour les codes courts, où le nombre de permutations à déterminer est limité, l’optimisation des
permutations dans Sym(A) reste di�cilement abordable. Une manière de simpli�er la complexité d’un
tel algorithme consiste à se restreindre à GL(A) voire GF(A), où il est su�sant de calculer la valeur de
SEPπ

R pour chaque π ∈ GL(A) ou π ∈ GF(A) respectivement, à partir des probabilités PM. Pour rester
dans Sym(A) tout en s’e�orçant de réduire la complexité, une méthode pourrait être de considérer un
algorithme par liste ou un algorithme de Stack.

5.4 Résultats de simulations
La méthode proposée pour optimiser les permutations dans Sym(A) nécessite un long processus

d’optimisation, c’est pourquoi nous nous contenterons ici de discuter de l’optimisation des permutations
dans GF(A) et GL(A).

On considère un code non-binaire, avec p = 4, de longueur N = 28 symboles avec K = 512 bits
d’informations (rendement 512/(pN) = 1/2). La �gure 5.7 montre les performances sur un canal BI-
AWGN. Les trois solutions comparées sont les suivantes:

(i) pour chaque noyau, une permutation di�érente est choisie aléatoirement dans GF(A).
(ii) pour chaque noyau, la permutation est optimisée dans GF(A), en utilisant la méthode proposée.

(iii) pour chaque noyau, la permutation est optimisée dans GL(A), en utilisant la méthode proposée.
Les simulations montrent que le fait d’optimiser les permutations dans GF(A) ou GL(A) fournit un

avantage léger mais clair par rapport au cas où chaque permutation est choisie aléatoirement dans GF(A).
Par contre, la di�érence entre l’optimisation dans GF(A) et dans GL(A) s’avère très limitée.
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Figure 5.8: Comparaison des décodeurs binaire et non-binaire (p = 4, N = 256, R = 1/2, BI-AWGN)
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Figure 5.9: Impact du choix des permutations du graphe (p = 4, N = 256, R = 1/2, 16-QAM, AWGN)
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Figure 5.10: Comparaison du décodage non-binaire et du décodage binaire MLCM (p = 4, N = 256, R = 1/2, 16-QAM,
AWGN)

La �gure 5.8 utilise exactement le même code et les mêmes paramètres que précédemment, mais com-
pare les performances entre un code binaire et le code non-binaire dont les permutations sont optimisées
dans GL(A). En particulier, un décodeur CA-SCL avec L = 8 et 16 bits de CRC est employé. Le code
binaire utilisé pour la comparaison est un code de longueur N = 1024 et K = 512. Il apparait que le dé-
codeur non-binaire supplante assez nettement le décodeur binaire, tant pour le décodeur SC que CA-SCL.

Les �gures 5.9 et 5.10 fournissent les mêmes observations avec une modulation 16-QAM. Là encore,il
apparait qu’optimiser les permutations dans GF(A) ou GL(A) apporte un avantage tangible par rapport

105



CHAPTER 5. CODES POLAIRES NON-BINAIRES

au cas où les permutations sont choisies aléatoirement, mais que la di�érence entre GF(A) et GL(A) est
très limitée. Qui plus est, la �gure 5.10 met en évidence l’avantage des codes non-binaires avec permu-
tations optimisées dans GL(A) par rapport à la modulation MLCM, aussi bien avec le décodeur SC que
CA-SCL. Soulignons que les codes non-binaires considérés maintiennent un gain de 0.2dB par rapport à
la meilleure solution du Chapitre 4, à savoir le MLCM avec un décodeur par liste continu.

5.5 Conclusion
Ce chapitre a abordé la question des codes polaires non-binaires, dé�nis récursivement à partir de

la transformation élémentaire (u0,u1) → (u0 + u1,π(u1)). La question du choix des permutations du
graphe a été abordée et une méthode a été proposée a�n d’optimiser ces permutations pour tout noyau
du graphe. Pour les noyaux situés directement après le canal, l’optimisation revient à optimiser l’image
binaire du code pour un canal à entrée binaire, ou à optimiser la distance euclidienne sur la constellation
pour un canal non-binaire. Il a été mis en évidence qu’une optimisation précise de la permutation pour
un noyau du premier étage pouvait apporter un gain signi�catif. Néanmoins, il apparaît qu’une optimisa-
tion tout aussi �ne des permutations des étages suivants est également nécessaire a�n de capitaliser sur
l’avantage obtenu sur ce premier étage. La méthode proposée est étendue à tous les étages du graphe, où
la distance euclidienne est remplacée par une matrice de probabilités, calculées de manière heuristique.
Si la méthode proposée exige un long processus d’optimisation pour le cas où la permutation est dé�nie
dans Sym(A), et elle reste parfaitement praticable lorsque l’on se restreint à GF(A) ou GL(A).

Les résultats dans GF(A) et GL(A) montrent que l’optimisation des permutations o�re un gain léger
mais clair par rapport au choix aléatoire de chaque permutation du graphe, aussi bien pour un canal
binaire que non-binaire. De plus, il a été mis en évidence le fait que les codes non-binaires apportent un
avantage signi�catif par rapport à leurs homologues binaires.

Les résultats présentés dans ce chapitre considèrent le cas où p = 4, pour lequel l’analyse exhaustive
dans GL(A) est d’une complexité abordable. Pour des valeurs de p supérieure, une méthode sous-optimale
permettant de réduire le nombre de permutations considérées est requise. L’utilisation d’un algorithme
de Stack apparaît comme une solution possible.
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Depuis leur découverte en 2008 par Arikan, les codes polaires ont connu un essor excessivement
rapide jusqu’à leur récente adoption dans les standards de la 5G. Si cet engouement initial s’explique

par leur aptitude à atteindre asymptotiquement la capacité de Shannon, grâce au phénomène de polar-
isation, les années qui suivirent ont révélé leur attractivité face à une large variété de problématiques
rencontrées. Cette thèse s’est concentrée autour de deux problématiques complémentaires concernant les
codes polaires. D’une part, la construction des codes est investiguée du point de vue de l’optimisation du
spectre des distances, de l’utilisation du poinçonnage ou du raccourcissement et �nalement dans le con-
texte des modulations d’ordre supérieur. D’autre part, la question du décodage est explorée et un nouvel
algorithme est proposé, capable de concurrencer le décodeur par liste tout en conservant une complexité
moyenne proche de celle du décodeur SC.

Le Chapitre 1 est revenu sur la structure récursive des codes polaires, décrite par la puissance de Kro-
necker d’une matrice noyau. Le phénomène de polarisation, selon lequel N réalisations indépendantes du
même canal W permettant d’obtenir N canaux virtuels, dont les informations mutuelles tendent asymp-
totiquement vers 0 ou 1 est détaillé. La notion d’ordre partiel universel des canaux virtuels, conséquence
de la structure récursive du graphe polaire, est également abordée. Une caractérisation simple de cet ordre
partiel est proposée, réunissant les deux règles connues dans l’état de l’art. Cet ordre partiel induit des
propriétés structurelles très particulières des codes polaires impactant le spectre des distances des codes.
Une nouvelle formule est proposée, permettant de facilement calculer, pour tout code polaire, le nombre
de mots de codes de poids minimaux, ainsi qu’une méthode de calcul par accumulation. Cette nouvelle
formule est également exploitée a�n de caractériser une nouvelle famille de codes, appelés codes SDO,
garantissant, pour tout couple (N,K) la maximisation de la distance minimale en même temps que la min-
imisation du nombre de mot de codes de poids faible. Le passage en revue des principaux algorithmes de
décodage existants pour les codes polaires a mis en évidence qu’un certains nombre d’entre eux peuvent
béné�cier d’une construction non plus optimisée pour le décodeur par annulation successive, mais ayant,
sinon une meilleure distance minimale, au moins un nombre de mots de code de poids faible réduit. En
fournissant un lien explicite simple entre les indices des canaux virtuels et leur impact sur le spectre des
distances du code, la nouvelle formule proposée constitue un outil puissant pour optimiser les codes en
fonction des algorithmes de décodage.

Le Chapitre 2 s’est intéressé à la question de la construction de codes polaires �exibles en longueur.
Les deux principales méthodes pour cela, à savoir le poinçonnage et le raccourcissement, ont été consid-
érées. Tout d’abord, l’équivalence de deux motifs de poinçonnage est caractérisée à partir de permuta-
tions élémentaires appliquées sur les motifs considérés. Pour chaque classe d’équivalence ainsi dé�nie, un
unique représentant, appelé motif primitif, est explicité. Une sous-catégorie de motifs primitifs, appelés
motifs symétriques, est également dé�nie et une caractérisation précise est fournie à partir des lignes de
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la matrice GN . Il est notamment mis en évidence le fait que les principaux motifs de l’état de l’art sont
symétriques. Le dénombrement des motifs de ces deux catégories est abordé. Dans un deuxième temps,
le cas du raccourcissement des codes est étudié, mais il est montré qu’il s’agit d’un problème tout à fait
connexe à celui du poinçonnage, de sorte que la même classi�cation est introduite. Plus encore, il est mis
en évidence le fait qu’une exploration exhaustive des motifs de poinçonnage peut être très simplement
transposée aux motifs de raccourcissement. Un algorithme est proposé a�n de déterminer le meilleur
motif, poinçonnage et raccourcissement compris, pour le décodeur SC et les résultats fournissent une
con�rmation nette de l’avantage de l’utilisation du poinçonnage pour les rendements faibles et du rac-
courcissement pour les rendements élevés. Un second algorithme est proposé pour les codes plus longs,
pour lesquels une exploration exhaustive n’est plus envisageable, exploitant la caractérisation des motifs
symétriques. Finalement, le chapitre s’est e�orcé de mettre en évidence un lien entre un code poinçonné
ou raccourci, et un code polaire obtenu en combinant plusieurs noyaux. Il est montré que ce lien existe
lorsque les noyaux sont eux-mêmes assimilables à des codes poinçonnés ou raccourcis par des motifs
symétriques. Dès lors, la notion d’exposant d’erreur, utilisée essentiellement pour estimer la vitesse de la
polarisation d’une matrice noyau, est étudiée sur les matrices de transformation de code poinçonnés ou
raccourcis. Il est notamment montré que cet exposant se calcule simplement pour les codes raccourcis
par un motif symétrique, que cet exposant est maximal notamment pour le motif QUS, et �nalement que
celui-ci ne dépasse jamais la valeur 1

2 .

Le Chapitre 3 a abordé la question du décodage des codes polaires en longueur �nie, et plus par-
ticulièrement le décodage à inversion. Ce décodeur consiste à e�ectuer des tentatives de décodage en
série, tant qu’aucune ne véri�e le CRC ou qu’un nombre maximal de tentatives n’a pas été atteint. Une
étude préliminaire de l’impact de corriger un nombre ω d’erreurs est exploitée a�n de mettre en évidence
l’avantage de parvenir à corriger plusieurs erreurs. Un nouvel algorithme de décodage est proposé, appelé
décodeur dynamique à inversion, capable de corriger plusieurs erreurs, grâce à la mise à jour d’une liste
d’inversions binaires, ordonnées par probabilités de succès décroissantes. En plus de sa capacité à corriger
plusieurs erreurs, un soin particulier est porté sur l’optimisation de la métrique. Il est mis en évidence que
le processus séquentiel d’un décodage polaire rend la comparaison de trajectoires de longueurs di�érentes
particulièrement délicate. Une nouvelle métrique est proposée, et utilisant un paramètre de perturbation,
dont la valeur est optimisée de manière heuristique, et il est montré la nette supériorité de la métrique
proposée sur les métriques de l’état de l’art. Par suite, la question de la réduction de la complexité et de
la latence du décodeur proposé est envisagée, à travers un décodeur à inversion simpli�é, pour lequel
les nœuds de rendement 1 du code n’ont plus besoin d’être décodés, et pour une dégradation très légère
des performances. Finalement, il est montré qu’il existe de similitudes entre le décodeur à inversion et
le décodeur séquentiel pour les codes polaires, et notamment que la métrique proposée peut également
être béné�que pour le décodage séquentiel, en o�rant un gain signi�catif de performance pour une même
quantité de mémoire.

Dans le Chapitre 4, la question de la combinaison d’un code polaire binaire avec une modulation
d’ordre supérieur est considérée. En particulier, celui-ci s’attèle à comparer la modulation multi-niveaux
et la modulation à entrelacement de bits lorsque des codes polaires sont utilisés. Il est mis en évidence
le fait que les codes polaires se conjuguent parfaitement avec une approche multi-niveaux, grâce à leur
excellente �exibilité et la possibilité de facilement résoudre le problème du choix des rendements sur les
di�érents niveaux binaires pour le décodage par annulation successive. Une méthode de construction est
également proposée pour optimiser le choix des rendements lorsqu’un décodeur par liste est utilisé, en
s’e�orçant d’équilibrer les taux d’erreurs estimés grâce à la borne de l’union, estimée à partir du nombre
de mots de code de poids faible obtenu par la formule introduite dans le chapitre 1. Finalement, il est mis
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en évidence le fait qu’en modulation multi-level, le processus successif des décodeurs polaires peut être
exploité par un décodeur opérant continument sur les di�érents niveaux binaires, plutôt que d’utiliser
des décodeurs séparés. Cette stratégie est appliquée au décodeur par liste et au décodeur dynamique à
inversion, et garantit dans les deux cas un gain signi�catif en termes de performances, au prix d’une
augmentation modeste de la complexité.

Le Chapitre 5 a abordé la question des codes polaires non-binaires. En particulier, un noyau non-
binaire de dimension ` = 2 est considéré, permettant un processus de décodage tout à fait similaire à celui
des codes binaires. La question du choix de la permutation introduite dans la transformation noyau est
abordée. Dans un premier temps, il est montré qu’en se contentant d’un unique noyau, un gain signi�catif
pouvait être obtenu, aussi bien pour un canal à entrée binaire que non-binaire, lorsque la permutation est
optimisée dans le groupe symétrique de A, ou plus simplement dans le groupe général linéaire, plutôt
que lorsque celle-ci est réduite à la multiplication par un coe�cient dans le corps de Galois. Une méthode
est ensuite proposée a�n d’optimiser chaque bloc de permutation du graphe du code non-binaire spéci-
�quement, aussi bien pour une permutation sur le groupe symétrique que dans le groupe général linéaire
ou le corps de Galois. Les simulations montrent qu’un gain substantiel peut être obtenu en optimisant
les coe�cients dans le corps de Galois par rapport à un choix aléatoire, mais aussi que la di�érence entre
l’optimisation dans le corps de Galois ou dans le groupe général linéaire reste très limitée. Finalement,
il apparait que, au prix d’une complexité supérieure, les codes polaires non-binaires supplantent assez
signi�cativement leurs homologues binaires.

Perspectives
A partir des résultats présentés dans cette thèse, plusieurs perspectives peuvent être considérées.

La thèse présente une méthode pour obtenir le code appelé SDO, étant, parmi tous les codes véri�ant
l’ordre partiel, celui ayant la distance minimale la plus élevée et le plus faible nombre de mots de code de
poids faible. S’il a été montré que ce code peut être intéressant pour le décodeur par liste, il est également
susceptible d’améliorer les performances d’une large gamme de décodeurs pour les codes polaires. Parmi
ceux-ci, le décodeur par propagation de croyance est probablement l’un de ceux qui peut le plus béné�cier
d’un tel code, du fait que celui-ci n’est pas adapté pour une concaténation avec un CRC.

Toujours en lien avec les mots de codes de poids faible, un outil inexploité dans la thèse, mais par-
ticulièrement prometteur pour un grand nombre de problématiques liées aux codes polaires, consiste en
un algorithme capable d’énumérer (et non plus simplement dénombrer) les mots de code de poids faible.
Jusqu’à maintenant, la seule approche appliquée dans l’état de l’art consiste à utiliser un décodeur par
liste avec une taille de liste considérable, ce qui est à la fois complexe et sans garantie absolue quant
à l’exhaustivité du résultat. En revanche, la démonstration de la formule de dénombrement des mots de
codes de poids faible exploitant le formalisme polynomial dans [9] fournit tous les outils pour implémenter
un algorithme simple et rapide pour résoudre ce problème. Celui-ci pourrait être utilisé pour observer le
spectre des distances d’un système concaténé polaire-CRC, optimiser le polynôme générateur du CRC,
optimiser les bits de parités (ou bits �gés dynamiques) introduits, notamment, dans les standards de la 5G,
analyser le spectre des distances d’un code poinçonné ou raccourci,...

Le Chapitre 3 a mis en évidence que le critère de l’exposant d’erreur a une valeur essentiellement
asymptotique, et qu’un exposant d’erreur maximal ne garanti pas pour autant de meilleure performances
en longueur �nie. Pourtant, il reste le critère privilégié pour décider des matrices noyaux pour les codes
polaires basés sur un ou plusieurs noyaux. La pertinence de ce critère doit donc être relativisée, mais il
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n’est pas évident de déterminer quels critères pourraient a�ner ces choix. L’exposant d’échelle, autre
critère dont la signi�cation est asymptotique, reste encore peu considéré. Les résultats de l’état de l’art
montrent que les meilleures matrices du point de vue de chacun de ces critères sont distinctes. Dès lors,
une question ouverte reste de savoir si l’un de ces critères peut être privilégié, ou bien si d’autres critères
sont susceptible de fournir une meilleure discrimination des noyaux en longueur �nie.

En lien avec la remarque précédente, la question du décodage d’un noyau de dimension ` > 2 reste
encore délicate. Cependant, il est certain que toutes les matrices noyaux ne sont pas équivalentes du
point de vue de la possibilité d’implémentation d’un décodage e�cace. Dès lors, au delà du critère des
performances, les noyaux peuvent également être choisis d’après la simplicité du décodage. Une telle ap-
proche a été entamée avec les travaux sur les permutations dans le graphe polaire permettant d’améliorer
les performances du SC, sans nécessiter une augmentation de la complexité du décodage. Cependant,
il est probable qu’un compromis intéressant entre l’augmentation de la complexité et l’amélioration des
performances pourrait être obtenu grâce à un choix judicieux du noyau.

Il existe trois grandes approches pour obtenir de bonnes performances en longueur �nie: le décodage
par liste, le décodage séquentiel et le décodage à inversion. Chacun de ces algorithmes présente un défaut
majeur. Le premier a une complexité et une latence relativement élevées. Le deuxième nécessite une taille
de mémoire considérable, sous peine de détérioration excessivement problématique des performances.
En�n, le décodage à inversion dynamique proposé constitue une solution e�cace pour un nombre réduit
de tentatives, mais la latence maximale augmente considérablement avec le nombre de tentatives. A la �n
du chapitre 3, un rapprochement entre les décodeurs à inversion et séquentiel était mis en évidence. Ce
rapprochement mériterait d’être approfondi a�n, peut-être, de trouver un compromis palliant aux défauts
respectifs de ces deux décodeurs.

Une possibilité pour réduire la latence du décodeur à inversion proposé serait de considérer l’utilisation
de bits �gés dynamiques, susceptibles d’éviter au décodeur de décoder l’ensemble d’une trajectoire pour
s’assurer que le décodage est correct ou non. Une telle technique pourrait également faciliter l’identi�cation
des erreurs et donc potentiellement apporter une amélioration des performances.

Les codes polaires non-binaires constituent une piste particulièrement prometteuse pour atteindre
d’excellentes performances en longueur �nie. Néanmoins, la complexité du décodage reste un frein en
pratique et des algorithmes de décodages ayant une complexité réduite sont nécessaires. De plus, la thèse
s’est concentrée sur une constellation 16-QAM, tandis qu’il a été mis en évidence que l’avantage des codes
non-binaires par rapport aux codes binaires augmente avec l’ordre de modulation [39], de sorte qu’un gain
encore plus important est attendu pour des ordres supérieurs.
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AGénéralités sur les codes polaires

A.1 Ordre partiel (Proposition 1)
Nous avons proposé de formaliser l’ordre partiel pour les codes polaires par la formule suivante:

m

∑
k=0

b(i)n [k] ≥
m

∑
k=0

b(j)
n [k], ∀m ∈ {0, . . . ,n− 1} ⇒ Z(W(i)

N ) ≤ Z(W(j)
N ) (A.1)

Démonstration : L’idée est de construire une séquence i1, i2, . . . , iT , avec i1 = i et iT = j, et telle que
pour chaque t = 1, . . . , T − 1, it et it+1 véri�ent une des deux règles des équations (1.15) et (1.16). En
utilisant cette séquence et les règles de l’état de l’art, on en déduit que:

Z(W(i)
N ) = Z(W(i1)

N ) ≤ Z(W(i2)
N ) ≤ · · · ≤ Z(W(iT)

N ) = Z(W(j)
N )

Soit deux indices (i, j) ∈ {0, N − 1}2, i , j, véri�ant l’équation (A.1), et k0 < k1 < · · · < km tels
que b(i)n [k`] , b(j)

n [k`]. Nécessairement, b(i)n [k0] = 1 et b(j)
n [k0] = 0. Considérons maintenant les deux cas

suivants:
� si b(i)n [k`] ≥ b(j)

n [k`],∀` ≥ 1, d’après l’équation (1.15), on a Z(W(i)
N ) ≤ Z(W(j)

N ).

� sinon, soit kq le premier indice tel que b(i)n [kq] = 0 (et donc que b(j)
n [kq] = 1). On dé�nit alors l’indice

i1 obtenu par un “left-swap” dans le développement binaire de i entre b(i)n [k0] et de b(i)n [kq]. D’après
l’équation (1.16), il s’ensuit que Z(W(i)

N ) ≤ Z(W(i1)
N )

On applique alors le même procédé sur i1 autant de fois que nécessaire a�n de montrer �nalement que :

Z(W(i)
N ) = Z(W(i1)

N ) ≤ Z(W(i2)
N ) ≤ · · · ≤ Z(W(iT)

N ) = Z(W(j)
N )

�

A.2 Dénombrement des mots de codes de poids faible
A.2.1 Démonstration de la formule directe (Proposition 2)

Cette partie fait intervenir le formalisme polynomial développé pour les codes RM et appliqué aux
codes polaires dans [9]. Nous ne reviendrons pas sur la dé�nition de ce formalisme, le lecteur pouvant
se référer par exemple à [81, ch. 6]. Avant d’attaquer la démonstration qui nous occupe, il convient de
rappeler le lien entre les lignes de GN et leurs monomiaux associés donné dans [9, partie II]1:

GN [i] = ev(x1−b(i)n [n−1]
0 x1−b(i)n [n−2]

1 · · · x1−b(i)n [0]
n−1 ) (A.2)

1Il y a une légère di�érence avec [9] du fait que la matrice GN y est dé�nie de sorte à être triangulaire supérieure. Cela
revient à faire un changement d’indice de i à N − 1− i et de changer b(i)n [k] en b(N−1−i)

n [k] = 1− b(i)n [k]. Il y a également une
inversion MSB et LSB pour le développement binaire.
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où ev(g) est appelée la fonction d’évaluation du polynôme g et sert à associer à un polynôme un vecteur
binaire caractérisé par l’évaluation du polynôme pour toutes les entrées (u0,u1, . . . ,un−1) ∈ {0,1}n. Une
conséquence immédiate de cette propriété est la relation entre le degré d’un monomial et le poids de la
ligne de GN associée:

deg(i) =
n−1

∑
k=0

(1− b(i)n [k]) = n− |B(i)
n | (A.3)

La formule donnée dans [9] pour dénombrer les mots de codes de poids minimal fait intervenir la
dimension du diagramme de Ferrer des monomiaux et se présente sous la forme:

µmin = 2r+ ∑
g∈Ir+

2|λg|, (A.4)

où:
� r+ = min{ r | C(I) ⊆ R(r,n)}. Il s’agit de l’ordre du code RM ayant la même distance minimale

que le code considéré. D’où r+ = n− d avec les notations utilisées dans le manuscrit, où la distance
minimale du code polaire est donnée par Dmin = 2d.

� Ir+ = { f ∈ I | deg( f ) = r+} est l’ensemble des monomiaux de degré r+ = n − d associés aux
indices f ∈ I . En utilisant l’équation (A.3), cette expression devient:

Ir+ = {i ∈ I | |B(i)
n | = d} (A.5)

� λg est le diagramme de Ferrer du monomial g, et |λg| représente sa dimension.
Dans [9, prop.10], il est indiqué que si g = xi1 xi2 . . . xid′ est un monomial de degré d′, alors la partition

associée à g est donné par λg = (id′ − (d′ − 1), id′−1 − (d′ − 2), . . . , i1 − 0). D’où l’on déduit:

|λg| =
d′

∑
k=1

(ik − (k− 1)) (A.6)

=
d′

∑
k=1

ik − d′(d′ − 1)/2 (A.7)

En appliquant cette expression aux lignes de poids minimal, on obtient:

|λg| =
n−1

∑
k=0

k · (1− b(i)n [n− 1− k])− (n− d)(n− d− 1)
2

=
n(n− 1)

2
− (n− d)(n− d− 1)

2
−

n−1

∑
k=0

k · b(i)n [n− 1− k]

=
n(n− 1)

2
− (n− d)(n− d− 1)

2
−

n−1

∑
k=0

(n− 1− k) · b(i)n [k]

=
n(n− 1)

2
− (n− d)(n− d− 1)

2
− (n− 1)d +

n−1

∑
k=0

k · b(i)n [k]

= −d(d− 1)
2

+
n−1

∑
k=0

k · b(i)n [k]

Finalement, le nombre de mots de code de poids minimal est donné par:

µmin = 2n−d · 2−d(d−1)/2
n−1

∑
i∈I
|B(i)

n |=d

2sn(i), (A.8)
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avec sn(i) dé�ni par:

sn(i) =
n−1

∑
k=0

k · b(i)n [k] (A.9)

A.2.2 Démonstration de la méthode par accumulation (Proposition 3)

Le fait que les codes composites sont eux-mêmes CMD découle directement de [43, prop.1]. Pour
montrer que D1 ≥ D2, on procède par l’absurde en supposant que I1 1 I2. Dès lors, il existe i ∈
{0, N/2 − 1} tel que i ∈ I1 et i < I2. Or, on a B(i)

n = (0,b(i)n−1[1], . . . ,b(i)n−1[n − 1]) et B(i+N/2)
n =

(1,b(i)n−1[1], . . . ,b(i)n−1[n− 1]), ce qui contredit la condition d’ordre partiel. Finalement, si I1 ⊂ I2, alors
D1 ≥ D2.

Démontrons maintenant la proposition 2. La détermination de la distance minimale suit la règle bien
connue [93, chap.3]:

Dmin = min(D1,2D2) (A.10)

Commençons par expliciter le lien entre sn(i) et sn−1(i):

sn(i) =
n−1

∑
j=0

j · b(i)n [j]

=
n−1

∑
j=1

j · b(i)n [j]

=
n−2

∑
j=0

(j + 1) · b(i)n [j + 1]

=





n−2

∑
j=0

(j + 1) · b(i)n−1[j] si i < N/2

n−2

∑
j=0

(j + 1) · b(i−N/2)
n−1 [j] si i ≥ N/2

=





s(i)n−1 + |B(i)
n−1| si i < N/2

s(i−N/2)
n−1 + |B(i−N/2)

n−1 | si i ≥ N/2

On considère tout d’abord le cas où Dmin = D1 = 2D2 :
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µmin = 2n− d(d+1)
2 ∑

i∈I
|B(i)

n |=d

2sn(i)

= 2n− d(d+1)
2


 ∑

i∈I1

|B(i)
n |=d

2sn(i) + ∑
i∈I2

|B(i+N/2)
n |=d

2sn(i+N/2)




= 2n− d(d+1)
2


 ∑

i∈I1

|B(i)
n−1|=d

2sn−1(i)+|B(i)
n−1| + ∑

i∈I2

|B(i)
n−1|=d−1

2sn−1(i)+|B(i)
n−1|




= 2n−1− d(d+1)
2 · 2d+1


 ∑

i∈I1

|B(i)
n−1|=d

2sn−1(i)


+ 2n−1− d(d−1)

2


 ∑

i∈I2

|B(i)
n−1|=d−1

2sn−1(i)




= 2 · D1 · µ1 + µ2

Cette dernière ligne utilisant le fait que les codes composites sont eux-mêmes des CMD, dont les multi-
plicités se calculent donc par (1.19). Pour démontrer les cas D1 = D2 et D1 > 2D2 de la Proposition 3,
il su�t de considérer la démonstration ci-dessus lorsque {i ∈ I1, |B(i)

n−1| = d} = ∅ et {i ∈ I2, |B(i)
n−1| =

d− 1} = ∅ respectivement.

Il s’avère qu’en réalité le cas D1 = D2 ne survient que dans un cas très particulier:

Proposition 24 Si C1(N/2,K1,I1) et C2(N/2,K2,I2) sont les codes composites d’un code monomial
C(N,K,I), alors nécessairement:

D1 = D2⇒ I1 = I2 = ∅ ou I1 = I2 = {0, . . . , N/2− 1} (A.11)

Démonstration:
Soit le code C1(N/2,K1,I1) avec K1 ∈ {1, N/2− 1} et D1 = 2d1 . Dès lors (puisque | I1 | = K1 > 0):

∃i1 ∈ I1, tel que |B(i1)
n−1| = d1 (A.12)

De plus, puisque K1 < N/2− 1, il est clair que 0 < I1. D’où i1 > 0 et:

∃k ∈ {0, . . . ,n− 1}, tel que b(i1)n−1[k] = 1 (A.13)

Considérons l’index i2 = i1 − 2n−1−k. Montrons que, d’après les règles d’ordre partiel, i2 ∈ I2:

B(i1)
n = (0,b(i1)n−1[0], . . . ,b(i1)n−1[k], . . . ,b(i1)n−1[n− 1])

B(i2+N/2)
n = (1,b(i1)n−1[0], . . . , 0 , . . . ,b(i1)n−1[n− 1])

La somme cumulée du vecteur B(i2+N/2)
n est toujours supérieure à B(i1)

n d’où nécessairement i2 ∈ I2.
Finalement, la distance minimale de C2 est telle que:

D2 ≤ 2|B
(i2)
n−1| = 2d1−1 < D1 (A.14)

La conséquence de cette propriété est que le cas D1 = D2 ne survient en réalité que si les codes
composites sont tous deux constitués soit uniquement de bits d’information soit uniquement de bits �gés.
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A.2.3 Maximisation de la multiplicité (Proposition 4 )

Le point délicat de la démonstration est de prouver que le code décrit est bien CMD. Le fait qu’il
maximise la distance minimale et minimise la multiplicité découle ensuite simplement de l’équation (1.19).

Il a été indiqué dans la section 1.2.2 que si i et j sont tels que |B(i)
n | > |B(j)

n |, alors j � i. Dès lors le
fait de sélectionner les lignes par poids décroissants ne peut contredire l’ordre partiel. Il reste à montrer
que si deux lignes sont de même poids, alors les sélectionner par valeurs de sn croissantes ne contredit
pas l’ordre partiel. Pour cela, il su�t de montrer la propriété suivante:

Proposition 25 ∀(i, j) ∈ {0, . . . , N − 1}2, i , j avec |B(i)
n | = |B(j)

n |, alors :
i � j⇒ sn(i) < sn(j) (A.15)

Démonstration: Récrivons tout d’abord le calcul de sn(i) de la manière suivante:

sn(i) =
n−1

∑
k=0

k · b(i)n [k]

=
n−1

∑
k=0

n−1

∑
k′=k

b(i)n [k′]

=
n−1

∑
k=0

(
n−1

∑
k′=0

b(i)n [k′]−
k−1

∑
k′=0

b(i)n [k′]

)

= n|B(i)
n | −

n−1

∑
k=0

k−1

∑
k′=0

b(i)n [k′]

D’où l’on obtient �nalement, en supposant que i � j:

sn(i)− sn(j) = n|B(i)
n | − n|B(j)

n |︸                ︷︷                ︸
=0

+
n−1

∑
k=0

(
k−1

∑
k′=0

b(j)
n [k′]−

k−1

∑
k′=0

b(i)n [k′]

)

︸                                ︷︷                                ︸
≤0

Puisque i , j, on obtient �nalement que sn(i) < sn(j).

La conséquence est que si deux indices i et j sont tels que |B(i)
n | = |B(j)

n | et que sn(i) = sn(j), alors
peu importe le critère de discrimination entre les deux, le code restera CMD et minimisera toujours la
multiplicité.

A.2.4 Métriqe de caractérisation d’un code SDO (Proposition 5)

Tout d’abord, notons que:

sn(i) =
n−1

∑
k=0

k · b(i)n [k] ≤
n−1

∑
k=0

k =
n(n− 1)

2

Soit ν ≥ n(n−1)
2 . La métrique associée à l’index i peut être dé�nie par:

Γ′(i) = |B(i)
n | · ν− sn(i)

= ν
n−1

∑
k=0

b(i)n [k]−
n−1

∑
k=0

k · b(i)n [k]

= ν

(
n−1

∑
k=0

b(i)n [k]
(

1− k
ν

))

117





BCodes polaires �exibles

B.1 Motif d’effacement (Proposition 7)
On démontre ici la Proposition 7, à savoir que tout motif d’e�acement est une réunion de lignes de la

matrice GN . Dans [5], Arikan fournit une formule simple pour caractériser les coe�cients de la matrice
GN par:

G(i)
N [j] =

n−1

∏
k=0

(1⊕ b(i)n [k]⊕ b(i)n [k] · b(j)
n [k]),∀(i, j) ∈ {0, . . . , N − 1} (B.1)

Nous fournissons une autre formule tout aussi simple et équivalente:

G(i)
N [j] =

n−1

∏
k=0

b(i)n [k]b
(j)
n [k],∀(i, j) ∈ {0, . . . , N − 1} (B.2)

L’égalité entre les deux formules provient du fait que ab = ab⊕ b⊕ 1, dont la table de vérité est donnée
dans le tableau B.1. Cette formule sera utilisée dans la démonstration de la Proposition 7 ci-dessous.

Démonstration : Soit P un motif de poinçonnage et E[P] le motif d’e�acement associé. Soit i ∈
{0, . . . ,n− 1} tel que E[P](i) = 1. Rappelons qu’un code polaire poinçonné véri�e la propriété d’ordre
partiel donnée par l’équation (1.15), d’où:

∀k ∈ {0, . . . ,n− 1},b(i)n [k] ≥ b(j)
n [k]⇒ Z(W[P](i)N ) ≤ Z(W[P](j)

N ) (B.3)

Dès lors, le fait que E[P](i) = 1 impose que E[P](j) = 1 pour tout j ∈ {0, . . . , N − 1} tel que:

b(i)n [k] ≥ b(j)
n [k] ∀k ∈ {0, . . . ,n− 1} (B.4)

Or:

b(i)n [k] ≥ b(j)
n [k] ∀k ∈ {0, . . . ,n− 1} ⇒

n−1

∏
k=0

b(i)n [k]b
(j)
n [k] = 1

⇒ G(i)
N [j] = 1

Table B.1: Table de vérité de ab⊕ b⊕ 1 et ab

a b ab⊕ b⊕ 1 ab

0 0 1 1

0 1 0 0

1 0 1 1

1 1 1 1
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Autrement dit, si E[P](i) = 1 alors E[P](j) = 1 pour tout indice j tel que G(i)
N [j] = 1, et donc G(i)

N ⊆ E[P].
Réitérer le même raisonnement pour tout indice i tel que E[P](i) = 1 prouve le résultat. �

B.2 Motif primitif (Proposition 10)
Il s’agit de démontrer la Proposition 10, selon laquelle le motif primitif Φ(P) véri�e:

(i) Φ(P) ≈ P

(ii) P ≈ P′⇔ Φ(P) = Φ(P′)

Démonstration : (Proposition 10) Les démonstrations de (i) et (ii) s’obtiennent facilement en exploitant
la représentation des motifs par un arbre binaire. Nécessairement, l’arbre de Φ(P) est isomorphe à l’arbre
de P, et les motifs sont donc équivalents. De plus, pour tout motif P, il existe un unique arbre monotone
isomorphe à celui de P, ce qui prouve que P ≈ P′⇒ Φ(P) = Φ(P′). Le sens inverse s’obtient par le fait
que si deux motifs P et P′ sont tels que les arbres binaires associés à Φ(P) et Φ(P′) sont identiques, alors
les arbres associés à P et P′ sont isomorphes et P ≈ P′. �

Démontrons maintenant la Proposition 11, indiquant comment construire récursivement les motifs
primitifs.

Démonstration : (Proposition 11) Il convient de remarquer que tout arbre monotone (associé à un motif
P) se décompose en deux arbres monotones dont la valeur des nœuds racines, notées N(1)

p et N(2)
p respec-

tivement, véri�e N/2 ≥ N(1)
p ≥ N(2)

p avec N(1)
p + N(2)

p = Np. A chacun de ces deux arbres monotones
peut être associé un motif de poinçonnage, de longueur N/2, noté P1 et P2 respectivement. Ceux-ci sont
liés au motif P par la relation:

BN(P) = [BN/2(P1) BN/2(P2)], (B.5)

ce qui prouve le résultat. �

B.3 Motif symétriqe
La démonstration de la prochaine propriété utilisera une récurrence basée sur la structure récursive

du graphe polaire. On se propose d’introduire les notations et de démontrer quelques propriétés prélimi-
naires.

D’après la �gure B.1, un motif de poinçonnage P de longueur N donne, à l’issue du premier étage de
noyau en deux motifs P+ et P− de longueur N

2 . Si l’on note P = [Pa Pb] où Pa et Pb correspondent aux
indices i ∈ {0, . . . , N

2 − 1} et i ∈ {N
2 , . . . , N − 1} respectivement, alors:

P+ = 1N − (1N − Pa) ∗ (1N − Pb)

P− = Pa ∗ Pb

où ∗ représente le produit terme à terme. Les deux motifs P+ et P− sont les motifs de poinçonnages des
sous-blocs polaires de dimension N

2 , et génèrent donc deux motifs d’e�acements E+ et E− respectivement.
Le motif d’e�acement E(P) est donné par la concaténation des deux, i.e. E[P] = [E+ E−].

Proposition 26 Pour tout motif P ∈ {0,1}N , les propriétés suivantes sont véri�ées:

(i) P− ⊆ P+
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PC(N/2)

PC(N/2)

E

E+

E−

P+

P−

P

Figure B.1: Construction récursive du graphe polaire

(ii) E− ⊆ E+

Démonstration : Pour (i), il su�t de montrer que P+(i) ≥ P−(i),∀i ∈ {0, . . . , N
2 }. Cela suit directe-

ment le fait que 1 − (1 − a) · (1 − b) = a + b − ab ≥ ab. La propriété (ii) est la conséquence de (i).
Puisque P− ⊆ P+, alors Z(W[P+]

(i)
N
2
) ≥ Z(W[P−]

(i)
N
2
), d’où Z(W[P−]

(i)
N
2
) = 1⇒ Z(W[P+]

(i)
N
2
) = 1, soit

E− ⊆ E+. �

Proposition 27 P est une réunion de lignes de GN si et seulement si P+ et P−] sont des réunions de lignes
de GN/2 et P− ⊆ P+. On a de plus P = [P+ P−].

Démonstration : Commençons par l’implication directe. Supposons que P =
∨

i∈L
G(i)

N . Puisque les

lignes de GN sont telles que GN = [GN/2 GN/2] ou GN = [GN/2 0N/2], on a P(i) ≥ P(i + N/2),∀i ∈
{0, . . . , N/2− 1}. D’où:

P−(i) = P(i) · P(i + N
2
)

= P(i +
N
2
)

P+(i) = 1− (1− P(i)) · (1− P(i +
N
2
))

= P(i) + P(i +
N
2
) + P(i +

N
2
) · P(i)

= P(i)

D’où:

P− =
∨

i∈L
i≥N/2

G(i−N/2)
N/2

P+ =
∨

i∈L
i<N/2

G(i)
N/2
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Ce qui prouve le sens direct, de même que P = [P+ P−]. Pour démontrer le sens inverse, on suppose que
P− =

∨
i∈L−

G(i)
N/2 et P+ =

∨
i∈L+

G(i)
N/2. En notant P = [Pa Pb], et puisque P− ⊆ P+, on a:

Pa = P+
Pb = 1− (1− P+) ∗ (1− P−)

= P−

D’où �nalement:
P = [P+ P−] =

∨

i∈L−
G(i+N/2)

N

∨

i∈L+
G(i)

N (B.6)

�

Le motif P peut s’exprimer comme la concaténation de deux motifs de longueur N
2 , étant tous deux

une réunion de lignes de G N
2

, à partir de:

L+ = {i(mod
N
2
), i ∈ L}

L− = {i(mod
N
2
), i ∈ L, i ≥ N

2
}

Dès lors, on a P = [P+P−] avec P+ =
∨

i∈L+
G(i)

N et P− =
∨

i∈L−
G(i)

N . D’après l’hypothèse de récurrence,

E[P+] = P+ et E[P−] = P−. Notons que L− ⊆ L+, d’où P− ⊆ P+ et:

P(i) =





P+(i) si i < N
2

P−(i) si i ≥ N
2

(B.7)

On peut maintenant démontrer la Proposition 12 :

E[P] = P⇔ P = 0N ou ∃L ⊂ {0, . . . , N − 1}, P =
∨

i∈L
G(i)

N (B.8)

Démonstration : (Proposition 12) D’après la proposition 7, on a soit E[P] = 0N soit E[P] est une
réunion de lignes de GN , ce qui prouve immédiatement le sens direct. La démonstration du sens inverse
se fait par récurrence. L’initialisation au niveau du noyau provient du fait que les seuls motifs d’e�acement
possible sont [0,0], [1,0] et [1,1]. La propriété précédente prouve que P = [P+P−], P+ et P− étant eux-
mêmes des réunion de lignes de G N

2
. De fait, d’après l’hypothèse de récurrence:

E[P] = [E[P+] E[P−]] = [P+ P−] = P

�

Démontrons maintenant la Proposition 13, à savoir que tout motif symétrique est le motif primitif de
sa classe d’équivalence.

Démonstration : (Proposition 13) La démonstration de cette propriété repose sur le fait que toute ligne
de GN est invariante par la fonction φ. Pour cela rappelons que φ applique des permutations élémentaires
φk,j en permutant les vecteurs Pa et Pb lorsque Pa <lex Pb, où:

Pa = {P(k + q · 2n−j),q ∈ {0, . . . 2j−1}}
Pb = {P(k + q · 2n−j + 2n−1−j),q ∈ {0, . . . 2j−1}}

122



B.3. MOTIF SYMÉTRIQUE

avec j ∈ {0, . . . ,n− 1} et k ∈ {0, . . . ,2n−1−j − 1}. Il su�t de montrer que si P est une ligne de GN , alors
Pa ≥lex Pb:

G(i)
N [k + q · 2n−j] =

n−1

∏
`=0

b(i)n [`]b
(k+q·2n−j)
n [`]

G(i)
N [k + q · 2n−j + 2n−1−j] =

n−1

∏
`=0

b(i)n [`]b
(k+q·2n−j+2n−1−j)
n [`]

Notons que b(k+q·2n−j)
n [`] ≤ b(k+q·2n−j+2n−1−j)

n [`],∀` ∈ {0, . . . ,n− 1}. D’où:

G(i)
N [k + q · 2n−j] ≥ G(i)

N [k + q · 2n−j + 2n−1−j]

Ce qui prouve bien que toute ligne de GN est invariante par φk,j et donc par φ. Finalement:

Φ(P) = φ(
∨

i∈L
G(i)

N ) =
∨

i∈L
φ(G(i)

N ) =
∨

i∈L
G(i)

N = P

�

Démontrons maintenant que la permutation à inversion de bit d’une ligne de la matrice GN reste une
ligne de GN .

Démonstration : (Proposition 14)

BN(G
(i)
N )[j] = G(i)

N [BN(j)])

=
n−1

∏
k=0

b(i)n [k]πlr(b
(j)
n [k])

=
n−1

∏
k=0

πlr(b
(i)
n )[k]b

(j)
n [k]

= G(`)
N [j])

avec m tel que B(m)
n = πlr(B(i)

n ). �

Finalement, démontrons que les motifs symétriques peuvent s’obtenir par récurrence.

Démonstration : (Proposition 15) Soit P0 et P1 deux motifs symétriques de longueurs N
2 tels que P1⊆

P0. Dès lors, il existe L0 et L1 avec L1 ⊆ L0 tels que :

P0 =
∨

i∈L0

G(i)
N/2 et P1 =

∨

i∈L1

G(i)
N/2

Soit P = [P0 P1]. P peut s’obtenir par:

P =

(
∨

i∈L0

G(i)
N

)
∨
(
∨

i∈L1

G(i+N/2)
N

)

ce qui prouve que P est bien symétrique. Le sens inverse se démontre en partant du motif P symétrique
et en montrant que celui-ci se décompose en deux motifs symétriques P0 et P1 en exploitant le fait que les
lignes de GN s’écrivent G(i)

N = [G(i)
N/2 0N/2] si i < N/2 et G(i)

N = [G(i)
N/2 G(i)

N/2] sinon. �
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B.3.1 Motifs de l’état de l’art

On veut démontrer que le motif de poinçonnage P obtenu en sélectionnant les Np moins bons canaux
virtuels du code mère est un motif symétrique, i.e. une réunion de lignes de GN . Cette démonstration est
semblable à celle prouvant que tout motif d’e�acement E[P] est une réunion de lignes de GN . Soit i tel
que P(i) = 1. Dès lors, puisque le code mère véri�e l’ordre partiel donné par l’équation (1.15), on est sûr
que G(i)

N ⊆ P. Réitérer le même raisonnement pour tout i tel que P(i) = 1 donne le résultat.
Le même raisonnement s’applique au cas du raccourcissement en montrant que si i est tel que S(i) = 1,

alors πlr(G
(N−1−i)
N ) ⊆ S.

B.4 Énumération des motifs de poinçonnage et de rac-
courcissement (Proposition 17)

Démontrons que l’ordre du motif QUP est donné par λQUP = ∑n
k=0 b(Np)

n [k] ≤ n.

Démonstration : (Proposition 17) L’ordre du motif QUP de longueur N = 2n et de poids Np, noté
λn(Np), peut se calculer récursivement de la manière suivante:

λn(Np) =





λn−1(Np) si Np < N/2

λn−1(Np − N
2 ) + 1 sinon.

(B.9)

Cette récurrence est due au fait que si Np ≥ N/2, alors G(N/2−1)
N ⊆ P puisque G(N/2−1)

N = [1N/2 0N/2].
On considère alors le motif QUP de longueur N/2 et de poids N′p = Np − N/2 et on réitère la même
opération jusqu’à ce que Np = 0. Il apparaît clairement que cela revient à faire la décomposition binaire
de Np et à calculer la somme, ce qui est le résultat annoncé. �

B.5 Poinçonnage, Raccourcissement et structures multi-
noyaux

B.5.1 Combinaison de noyaux (Proposition 18)

On se propose de démontrer la Proposition 18 sur permettant d’obtenir le motif de poinçonnage cor-
respondant à la combinaison de deux noyaux poinçonnés par des motifs symétriques. Pour cela, plusieurs
résultats préliminaires sont nécessaires.

Proposition 28

(A ∨ B)⊗ C = (A⊗ C) ∨ (B⊗ C), (B.10)

Démonstration : Notons que:

A ∨ B = A + B− A ∗ B
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ou A ∗ B dénote la multiplication élément par élément (produit de Hadamard). Dès lors:

(A ∨ B)⊗ C = (A + B− A ∗ B)⊗ C

= A⊗ C + B⊗ C− (A ∗ B)⊗ C

= A⊗ C + B⊗ C− (A⊗ C) ∗ (B⊗ C)

= (A⊗ C)V(B⊗ C)

�

Proposition 29 Le produit de kronecker d’une ligne de GN1 et de GN2 est une ligne de GN1·N2

Démonstration : Puisque GN1·N2 = GN1 ⊗ GN2 , il s’ensuit que G(i)
N1
⊗ G(j)

N2
correspond à la ligne i ·

N2 + j de GN1·N2 . �

Nous allons maintenant démontrer la Proposition 18.

Démonstration : (Proposition 18)
Les deux résultats ci-dessus permettent de démontrer que le motif P est bien symétrique. En e�et:

P = P1 ⊗ 1N2 + 1N1 ⊗ P2 − P1 ⊗ P2

= (P1 ⊗ 1N2) ∨ (1N1 ⊗ P2)

Puisque P1 est une réunion de lignes de GN1 et 1N2 une ligne de GN2 , alors P1 ⊗ 1N2 est une réunion de
lignes de GN1·N2 . Le même raisonnement s’applique à 1N1 ⊗ P2. Finalement, P est donc une réunion de
lignes de GN1·N2 et est donc symétrique.

Il s’agit maintenant de s’assurer que la matrice G[P]N1·N2 = G[P1]N1 ⊗ G[P2]N2 lorsque P = (P1 ⊗
1N2) ∨ (1N1 ⊗ P2). Tout d’abord, appelons P′2 = (1N1 ⊗ P2) = [P2 P2 . . . P2]. D’après la dé�nition du
produit de Kronecker, il est clair que G[P′2]N1·N2 = GN1 ⊗G[P2]N2 . En e�et, la matrice G[P′2]N2 est obtenue
en supprimant les colonnes et les lignes d’indices i tels que P′2(i) = 1, mais cela revient à remplacer chaque
matrice GN2 par G[P2]N2 . Un raisonnement similaire peut être e�ectué en considérant le motif P′1 = (P1⊗
1N2), pour lequel on a G[P′1]N1·N2 = G[P1]N1 ⊗ GN2 . Finalement, G[P1 ∨ P2]N1·N2 = G[P1]N1 ⊗ G[P2]N2 .
�

B.5.2 Exposant d’erreur des matrices QUP

Démonstration : (Proposition 20)

On veut montrer que, pour un code raccourci par un motif S symétrique, les distances partielles, notées
D[S]i, correspondent aux poids des lignes de la matrice de transformation. Pour cela rappelons que les
bits raccourcis sont des bits codés dont les valeurs sont contraintes à xi = 0. Dans le cas d’un motif de
raccourcissement symétrique, cela revient à imposer à ui = 0 pour tous les bits impliqués dans le calcul
de xi, d’après l’équation (2.24):

xi = ∑
G(i)

N [N−1−j]=1

uj, (B.11)

Autrement dit, la matrice de transformation d’un code raccourci par un motif symétrique est obtenue
en supprimant les colonnes d’indices i tels que S(i) = 1, puis toutes les lignes ayant au moins un 1 sur
l’une de ces colonnes (il s’avère qu’il s’agit des lignes d’indices i également, mais cela n’est pas utile
pour cette étape de la démonstration). Dès lors, il est clair que les lignes conservées dans la matrice de
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transformation G[S]N gardent le même poids que dans la matrice GN . Or la matrice GN véri�e la propriété
suivante [58]:

Di = dH(G
(i)
N , 〈G(i+1)

N , . . . , G(N−1)
N 〉) = |G(i)

N | = 2|B
(i)
n |

Il s’ensuit �nalement que:
D[S]i = Di = |G(i)

N | = |G[S](i)N |
�
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CDécodage a inversion

C.1 Bornes idéales sur canal BEC
Il s’agit de dériver une expression analytique pour les bornes d’ordre ω, notés iWER-ω ,pour le canal

à e�acement. Cette expression exploite la classi�cation des motifs de poinçonnages introduite dans le
Chapitre 2.

Tout d’abord, en supposant le mot de code est xN−1
0 = 0N , l’ordre d’une réalisation de bruit est donné

par:
ωY = |EY| = |{i ∈ I ,u(ga)

i , 0}|, (C.1)

où u(ga)
i est la décision prise d’après le signe du LLR genie-aided L(ga)

i , i.e. lorsque les positions précédentes
sont connues. Sur un canal BEC et pour un décodeur genie-aided, on a L(ga)

i ≥ 0, 1 de sorte que l’ordre
d’une réalisation de bruit pour un code C(N,K,I) est lié au nombre de fois où L(ga)

i = 0 avec i ∈ I .

Toute réalisation de bruit Y sur un canal BEC peut être assimilé à un motif de poinçonnage, déterminé
par les positions des e�acements introduits par le canal. Pour toute réalisation de bruit Y, on note par E[Y],
le motif des bits d’information e�acés, dé�ni par E[Y] def

= {i = 0, . . . , N− 1 | L(ga)
i = 0}. Par analogie avec

le poinçonnage, on a |E[Y]| = |Y|. De plus, il apparait clair que si deux réalisations de bruits Y et Y′ sont
telles que E[Y] = E[Y′], alors celles-ci sont équivalentes du point de vue du décodeur SC pour le canal
BEC. Notons que la notion de réalisations de bruit équivalentes sur le canal BEC est plus forte que la notion
d’équivalence de deux motifs de poinçonnage, explicitée dans le Chapitre 2. En e�et, deux réalisations de
bruit d’un canal le BEC ayant le même motif d’e�acement sont bien équivalentes, tandis qu’il a été montré
dans le Chapitre 2 que deux motifs de poinçonnage peuvent avoir le même motif d’e�acement sans être
équivalents. Dès lors, considérer uniquement les motifs symétriques est représentatif de tous les résultats
de décodage distincts.

Considérons un code polaire C(N,K,I) sur un canal BEC de probabilité d’e�acement ε, et dé�nis-
sons Pe(λ,ε,C) def

= Pr(|E[Y] ∩ I | = λ) la probabilité d’avoir exactement λ e�acements sur les bits
d’information. Puisque le décodeur prend une décision aléatoire lorsque le LLR est nul, il s’ensuit que:

iWER-ω =
K

∑
λ=ω+1

(1− 2ω−λ) · Pe(λ,ε,C) (C.2)

La valeur de Pe(λ,ε,C) peut être déterminée en comptant le nombre de réalisations de bruit telles
que |E[Y] ∩ I| = λ, où chaque réalisation est pondérée par sa probabilité donnée par ε|Y|(1− ε)N−|Y|.
En exploitant l’analogie avec le poinçonnage, il s’ensuit que Pe(λ,ε,C) peut être évaluée en énumérant

1Le cas L(ga)
i = −∞ ne peut pas survenir pour un décodeur genie-aided avec le mot de code xN−1

0 = 0N , du fait que si deux
LLRs λa et λb sont positifs, alors BP(λa,λb) ≥ 0 (où BP(.) correspond à la fonction de mise à jour du nœud xor, donnée par
l’équation (1.32)) et λa + λb ≥ 0. Par récurrence cette propriété, véri�ée sur l’entrée du décodeur, se propage à l’ensemble des
LLRs du graphe.
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Table C.1: Énumération des motifs symétriques (lorsque |E[YS] ∩ I| > 0)

motif |YS| |E[YS] ∩ I| Multiplicité

[1,0,1,0,1,0,1,0] 4 1 2

[1,1,0,0,1,1,0,0] 4 1 4

[1,1,1,0,1,0,1,0] 5 1 8

[1,1,1,0,1,1,0,0] 5 1 16

[1,1,1,1,0,0,0,0] 4 1 16

[1,1,1,1,1,0,0,0] 5 1 32

[1,1,1,0,1,1,1,0] 6 2 4

[1,1,1,1,1,0,1,0] 6 2 8

[1,1,1,1,1,1,0,0] 6 2 16

[1,1,1,1,1,1,1,0] 7 3 8

[1,1,1,1,1,1,1,1] 8 4 1

uniquement les motifs symétriques, ainsi que leurs multiplicités, notées M(Ys), correspondant au nombre
de motifs ayant pour motif d’e�acement le motif E[Y], . Le résultat donne la formule suivante:

Pe(λ,ε,C) = Pr(|E[Y] ∩ I | = λ)

= ∑
Ys∈S

Pr(Ys) · Pr(|E[YS] ∩ I | = λ | Ys)

= (1− ε)N ∑
Ys∈S

|E[Ys]∩I |=λ

(
ε

1− ε

)|Ys|
·M(Ys)

où S est l’ensemble des motifs symétriques.

Nous fournissons un exemple pour le code (N,K) = (8,4) avec I = {3,5,6,7}. La liste des motifs
symétriques tels que |E[YS] ∩ I| > 0 est donnée dans le tableau C.1. On en déduit que (on notera x =

ε
1−ε ):

Pe(1,ε,C) = (1− ε)8 · [22x4 + 56x5]

Pe(2,ε,C) = (1− ε)8 · [28x6]

Pe(3,ε,C) = (1− ε)8 · [8x7]

Pe(4,ε,C) = (1− ε)8 · [x8]
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Figure C.1: Bornes d’ordre ω pour un code N = 64, K = 32

D’où:

iWER-0 = (1− ε)8 · [11x4 + 28x5 + 21x6 + 7x7 +
15
16

x8]

iWER-1 = (1− ε)8 · [14x6 + 6x7 +
7
8

x8]

iWER-2 = (1− ε)8 · [4x7 +
3
4

x8]

iWER-3 = (1− ε)8 · [1
2

x8]

Finalement, la �gure C.1 illustre la correspondance parfaite entre les résultats issus de la formule (C.2)
et les simulations pour un code (N,K) = (64,32).
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D.1 Démonstration de la Proposition 23
On se propose de démontrer la proposition 23, à savoir que lorsque le noyau est positionné sur le

premier étage du graphe (et ses entrées sont donc obtenues directement du canal), et en supposant un
canal AWGN, alors la probabilité SEPπ

R peut s’exprimer en fonction de la distance euclidienne sur la con-
stellation.

Démonstration (Proposition 23) :
Reprenons de l’équation (5.11):

SEPπ
R =

1
|A|2 ∑

u0∈A
∑

(x1,x′1)∈A2∗

P
(

u0 + π−1(x′1), x′1;u0 + π−1(x1), x1

)
(D.1)

oùA2
∗ =

{
(x1, x′1) ∈ A2 | x1 , x′1

}
et P

(
u0 + π−1(x′1), x′1;u0 + π−1(x1), x1

)
est la probabilité que (x′0, x0)

soit plsu probable que (x0, x1) sachant que (X0, X1) = (x0, x1).

Soit x′ = (x′1, x′2) ∈ A2 et x = (x0, x1) ∈ A2. Considérons que x est associé à un symbole de la
constellation X 2p/m par la fonction d’attribution ϕ, et transmis ensuite sur un canal AWGN de variance
σ2. Le symbole reçu y ∈K2p/m est donné par:

y = ϕ(x) + ζ,

où ζ = (z1, . . . ,z2p/m) ∈K2p/m, avec zi ∼N (0,σ2). A l’issue de la démodulation, on obtient:

λ(a) := λ0(a0)λ1(a1)

= Pr(x = a | y) = µ · exp
(
−‖y− ϕ(a)‖2

κσ2

)
, ∀a = (a0, a1) ∈ A2,

où κ = 2 si K = R (constellation réelle) ou κ = 1 si K = C (constellation complexe), et µ est un facteur
de normalisation, tel que ∑a∈Aλ(a) = 1.

Ainsi, P (x′0, x′1 ; x0, x1) peut se ré-écrire:

P (x′0, x′1 ; x0, x1) = Pr
(
‖y− ϕ(x′)‖2 ≤ ‖y− ϕ(x)‖2)

= Pr
(
‖θ + ζ‖2 ≤ ‖ζ‖2)

où θ = ϕ(x)− ϕ(x′). Soit θ = (t1, . . . , t2p/m) ∈K2p/m. Alors:

‖θ‖2 = ∑
2p/m
j=1 |tj|2

‖ζ‖2 = ∑
2p/m
j=1 |zj|2

‖θ + ζ‖2 = ∑
2p/m
j=1 |tj + zj|2 = ∑

2p/m
j=1

(
|tj|2 + |zj|2 + 2〈tj,zj〉R

)

131



APPENDIX D. CODES POLAIRES NON-BINAIRES

où 〈t,z〉R correspond au produit scalaire de t,z ∈K, lorsque K est considéré comme un espace vectoriel
réel. Ainsi 〈t,z〉R = tz, si K = R, et 〈t,z〉R = real(t)real(z) + imag(t)imag(z), si K = C, et l’on obtient
alors :

‖θ + ζ‖2 = ‖θ‖2 + ‖ζ‖2 + 2〈θ,ζ〉R,

avec 〈θ,ζ〉R := ∑
2p/m
j=1 〈tj,zj〉R. Il s’ensuit que:

P
(
x′0, x′1 ; x0, x1

)
= Pr

(
‖θ‖2 + 2〈θ,ζ〉R ≤ 0

)
= Pr

(
〈θ,ζ〉R ≤ −

‖θ‖2

2

)

Puisque 〈θ,ζ〉R suit une loi normale de moyenne nulle et de variance σ2
θ = 2

κ‖θ‖2σ2, avec κ dé�nit
précédemment (κ = 2 si K = R, où κ = 1 si K = C), l’expression précédente devient:

P (x′0, x′1 ; x0, x1) = Pr
( 〈θ,ζ〉R

σθ
≤ −
√

κ‖θ‖
2
√

2σ

)

= Q
(√

κ‖θ‖
2
√

2σ

)

avec DE (x′0, x′1 ; x0, x1) = ‖θ‖ la distance euclidienne entre (x′0, x′1) et (x0, x1). En remplaçant cette ex-
pression dans l’expression de SEPπ

R , on obtient �nalement :

SEPπ
R =

1
|A2| ∑

u0∈A
∑

(u1,u′1)∈A2∗

Q
( √

κ

2
√

2σ
DE (x′0, x′1 ; x0, x1)

)
(D.2)

D.2 Démonstration de la Proposition 24
Démonstration (Proposition 24) : On considère, pour chaque w = 1, . . . , p − 1, les deux ensembles
suivants:

S−w = {(a,b) ∈ A2
∗ | |a + b| ≤ w}

S+
p−w = {(a,b) ∈ A2

∗ | |a + b| > p− w}
dont le nombre d’éléments se calcule par:

|S−w | = q
w

∑
k=1

(
p
k

)

|S+
p−w| = q

p

∑
k=p−w+1

(
p
k

)
= q

w−1

∑
k=0

(
p
k

)

On véri�e facilement que |S+
p−w| < |S−w |,∀w = 1, . . . , p− 1.

Puisque |S+
p−w| < |S−w |, il existe au moins un couple (a,b) ∈ S−w , tel que (π(a),π(b)) < S+

p−w. Des
lors, |a + b| ≤ w et |π(a) + π(b)| ≤ p− w, et par conséquent:

|a + b|2 + |π(a) + π(b)|2 ≤ w2 + (p− w)2 = 2w2 − 2pw + p2

Il s’ensuit que:
D(π)

min ≤ min
w=1,...,p−1

2
√

2w2 − 2pw + p2

On véri�e facilement que pour p pair le minimum ci-dessus est égal a
√

2p (et est obtenu pour w = p
2 ),

alors que pour p impair le minimum ci-dessus est égal a
√

2
√

p2 + 1 (et est obtenu pour w = p−1
2 ou

w = p+1
2 )
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