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1.1 Contexte

En commençant cette introduction générale, notons que l’origine des travaux relatifs à cette
thèse émane d’un besoin industriel exprimé par la société FAURECIA Automotive Seating
(FAS) du site de Caligny. FAS est un équipementier automobile d’envergure internationale qui
conçoit, développe et fabrique l’ensemble des composants du siège automobile comme les ar-
matures, les mécanismes ou les moteurs. Il assemble également des sièges complets avant et
arrière. Les mécanismes (figure 1.1) ont pour but d’assurer le réglage du siège et sont répartis
en trois principaux types de produits génériques à savoir les glissières, permettant de faire cou-
lisser le siège ; les articulations, permettant de régler l’inclinaison du dossier et les poignées à
pompage, permettant de régler la hauteur du siège. A noter qu’un siège représente 5% du coût
global d’un véhicule. FAURECIA est premier mondial des mécanismes et structures de sièges
et troisième mondial des sièges complets.

Fig. 1.1. Les Différents types de mécanismes de siège automobile chez FAURECIA

L’automobile est un secteur très concurrentiel pour les équipementiers. De plus, afin de garantir
la sécurité des clients finaux (les automobilistes), les réglementations en matière de sécurité et
de sûreté de fonctionnement sont de plus en plus exigeantes aux regards de la complexité des
fonctions à assurer et des environnements de fonctionnement. Dans ce contexte, pour garder sa
part de marché et l’étendre à d’autres partenaires, il devient incontournable pour l’équipementier
d’assurer et de prouver la qualité dans le temps de ses produits. Cette notion de qualité dans le
temps ou dans la durée, sous entend la fiabilité du produit.

En effet, il est largement reconnu aujourd’hui, en particulier dans l’industrie automobile, que la
fiabilité est l’un des paramètres les plus importants qui caractérisent la performance des produits.
On admet donc que, les produits ayant le plus haut niveau de fiabilité sont les plus disponibles et
les plus sûrs. Pour ces raisons, les clients sont de plus en plus intéressés par des produits de haut
niveau de fiabilité, et les fabricants sont contraints de recourir à des méthodes et outils efficaces
de prévision, d’estimation et de démonstration de fiabilité.

La particularité de FAURECIA se situe dans la diversité de ses produits avec un fort aspect
d’innovation. Ceci rend difficile la standardisation d’une démarche de fiabilité englobant toute
la diversité de produits. En effet, FAURECIA a une organisation particulière de son processus
de conception dans le sens où il y a deux phases de conception : la phase innovation où sont
développés des produits dits « génériques » et une phase programme où les génériques sont
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adaptés et deviennent des « applicatifs ». Les génériques sont donc des concepts innovants de
mécanismes pouvant être utilisés pour plusieurs cahiers des charges et/ou plusieurs clients. Pour
le service mécanisme, il n’existe que quelques références génériques de chaque type de produit.
En revanche, il existe un grand nombre d’applicatifs de chaque référence. Par exemple, pour une
glissière le profil est générique en revanche les accroches avec le siège, ou le planché véhicule
peuvent être différents selon les applicatifs.

Dans ce contexte, l’estimation de la fiabilité de nouveaux produits, au début du processus de
développement (Phase innovation), présente un grand intérêt. Elle aidera l’équipementier à amé-
liorer la fiabilité de ses produits avant d’atteindre le marché et, par conséquent, à faire face
efficacement à la concurrence. En effet, à ce stade, au tout début du cycle de vie du produit,
les ingénieurs ont encore une grande marge de manœuvre pour revoir la conception. Dans le
cas contraire, où ces modifications sont apportées durant des étapes plus avancées du cycle de
vie du produit (Phase programme), cela pourrait engendrer d’énormes pertes de temps et en-
traîner des coûts supplémentaires. Il est alors nécessaire pour FAURECIA de mettre en place,
une démarche de fiabilité propre à ses réalités et qui englobe des méthodes et outils efficaces
d’estimation et de démonstration de fiabilité s’intégrant au plus tôt dans l’étude de conception
des produits. C’est ce contexte qui motive la présente thèse de doctorat.

1.2 Problématique de l’estimation de fiabilité en phase de dé-
veloppement

Par le passé, on note lors du processus de développement de produits, l’introduction tardive
d’une démarche de formalisation de la fiabilité future des produits. Les essais de fiabilité ne
viennent que comme une validation finale du produit conçu. Autrement dit, une estimation de
la fiabilité du produit n’est disponible qu’après avoir déroulé tout le processus de conception.
Dans le cas où le niveau de cette fiabilité n’est pas satisfaisant, il faut réitérer toutes les étapes de
ce processus jusqu’à l’atteinte du niveau requis. Cette manière traditionnelle de faire ne permet
plus aujourd’hui aux entreprises, de faire face efficacement aux nouvelles exigences des clients
et la tendance est l’intégration d’une démarche de fiabilité au plus tôt dans le processus de
développement (figure 1.2).

En mécanique, les trois dernières décennies ont vu l’émergence de méthodes de calcul pro-
babiliste (Schuëller and Stix, 1987) qui pourraient constituer une alternative intéressante pour
résoudre le problème d’estimation de la fiabilité en phase de développement. En plus de l’es-
timation de la fiabilité, ces méthodes permettent aussi d’effectuer des analyses de sensibilité,
ou encore des analyses de tendance centrale. Brièvement, et dans le contexte d’estimation de
la fiabilité, ces méthodes nécessitent d’abord la modélisation des différentes sources d’incerti-
tudes, ensuite le développement d’un modèle physique, explicite ou implicite, permettant de
décrire avec précision le mode de défaillance auquel est soumis le composant mécanique, enfin
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Fig. 1.2. Fiabilité en conception dans le processus de développement

l’estimation de fiabilité est obtenue en utilisant une stratégie de couplage mécano-probabiliste
permettant la propagation des incertitudes à travers le modèle physique.

Malheureusement, la plupart de ces approches d’évaluation de la fiabilité sont inefficaces pour
le traitement de problèmes d’ingénierie, principalement parce que, d’une part, la simulation des
modèles mécaniques demandent des simplifications au niveau de la modélisation et d’important
temps de calcul puisqu’ils sont souvent disponibles sous forme implicite (par exemple, le mo-
dèle éléments finis) ; d’autre part le nombre de paramètres incertains pourrait être très élevé ce
qui induirait une évolution exponentielle du nombre d’appels du modèle mécanique (Caflisch
et al., 1997). De plus, le temps de calcul est sensible au niveau de fiabilité cible. En effet, plus
le niveau de fiabilité cible est élevé (moins la probabilité de défaillance de la cible est faible),
ce qui est le cas des composants automobiles, plus le temps de calcul est élevé pour obtenir des
résultats précis. L’utilisation des approches fiabilistes nécessite souvent de faire certaines hypo-
thèses, par exemple, sur le type de distribution des paramètres incertains (normale, uniforme, ...)
et/ou sur les paramètres statistiques (moyenne, écart-type, ...) associés, puisque les informations
ne sont pas souvent disponibles. Ceci peut expliquer l’écart significatif souvent observé entre
les estimations obtenues par ces méthodes fiabilistes et la fiabilité réelle du produit. Par consé-
quent, la seule utilisation d’approches numériques brutes pour réaliser une analyse de fiabilité
au cours d’un processus de qualification de produits peut conduire à des résultats erronés.

Dans le même temps, une analyse de fiabilité basée sur des données expérimentales limitées
(pour raisons de coûts) n’est pas une tâche triviale, et réaliser des essais supplémentaires, chaque
fois que l’on a de nouveaux produits, ne serait pas non plus la meilleure solution. Heureusement,
les composants mécaniques sont principalement évolutifs et non révolutionnaires, en particulier
pour l’industrie automobile. En effet, pour un produit donné, les nouvelles versions ont souvent
la même structure que le modèle de référence, et seules quelques petites modifications sont
effectuées. Ainsi, l’estimation de la fiabilité au début du processus de développement du produit
peut être bien traitée, si l’on est en mesure d’intégrer les données disponibles sur des produits
similaires ou des versions antérieures, comme information préalable.
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Dans ce contexte, les approches bayésiennes, qui combinent des données expérimentales et
numériques de fiabilité, ont suscité un grand intérêt dans la littérature. Un type d’approches
bayésiennes consiste d’abord à attribuer une distribution a priori à la probabilité de défaillance
ou aux paramètres de la distribution de durées de vie en fonction des connaissances existantes
sur le produit, puis à mettre à jour cette distribution lorsque de nouvelles informations sont dis-
ponibles (Martz and Waller, 1982). Par exemple, pour améliorer la précision de l’estimation de
distribution de durées de vie d’un composant automobile (Joint) tout en réduisant le nombre de
d’essais, (Guerin and Hambli, 2007) ont proposé une estimation bayésienne des paramètres de
la loi de distribution (LogNormale) en incorporant comme connaissances a priori, des résultats
obtenus par calcul éléments finis (durée de vie moyenne en fatigue mécanique) et avis d’expert
(variance). Une telle approche ne peut être utilisée que lorsque des informations pertinentes sont
disponibles pour construire la distribution a priori. Le deuxième type d’approches (Kiureghian,
1989) consiste tout d’abord à caractériser les réponses (par exemple le niveau de contrainte) du
modèle constitutif (c’est-à-dire le modèle mécanique) à travers une propagation des incertitudes
associées aux paramètres d’entrée. Ensuite, les données fournies au moyen d’essais sur les para-
mètres d’entrée sont utilisées pour mettre à jour leur distribution respective et, par conséquent,
mettre à jour l’estimation de fiabilité. Malheureusement, cette dernière approche souffre d’un
manque de cohérence, puisqu’elle n’utilise pas les données des essais de fiabilité. Pour cette
raison (Zhang and Mahadevan, 2001) ont développé une approche originale capable d’utiliser
les données d’essais de fiabilité en conjonction avec les méthodes fiabilistes. Malgré que, les
auteurs aient démontré son efficacité que sur des exemples académiques ; cette méthode pourrait
être étendue facilement à des problèmes pratiques d’ingénierie.

(Guida and Pulcini, 2002 ; Guida et al., 2009) ont proposé une procédure bayésienne pour l’es-
timation de la fiabilité de nouveaux composants automobiles améliorés, en utilisant à la fois
des données de défaillance relatives à des versions précédentes et des informations préalables
sur le processus technique utilisé pour la modification du produit lui-même au lieu de données
nécessitant des essais de fiabilité supplémentaires. En effet, dans le cadre d’une amélioration
de produits, l’objectif principal des concepteurs est d’éviter les modes de défaillance critiques
observés dans les versions précédentes, à travers des modifications. Si de telles modifications
sont efficaces, on peut éliminer la plupart des défauts de la conception précédente et, par consé-
quent, réduire la probabilité de défaillance associée à la nouvelle conception. L’efficacité des
modifications de conception est mesurée au moyen d’un facteur d’amélioration défini comme
étant le rapport entre la nouvelle probabilité moyenne de défaillance du modèle amélioré et la
probabilité de défaillance du modèle de référence. Ces facteurs sont ensuite représentés par des
variables aléatoires pour capturer les incertitudes sur l’efficacité des modifications de concep-
tion. Cette approche prend également en compte l’effet des conditions de travail et la réduction
des coûts. Avec une application sur un sous-système amélioré utilisé dans un modèle de voiture
déjà commercialisé, les auteurs ont démontré que l’approche fournit une estimation plus précise
de la probabilité de défaillance.
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L’utilisation conjointe du calcul bayésien et de l’inférence floue est également étudiée en vue
d’analyse de fiabilité en phase de développement. Dans ce contexte, (Yadav et al., 2003) ont
développé une approche capable de prendre en compte des informations qualitatives telles que
le jugement d’ingénieurs, l’avis d’experts, les conditions d’exploitation et environnementale.
En effet, au début du processus de développement de nouveaux produits, peu ou pas d’infor-
mations quantitatives sont disponibles, en particulier pour l’analyse de fiabilité. En utilisant le
système d’inférence floue, différents types d’informations qualitatives peuvent être abordées
et intégrées à l’approche bayésienne pour améliorer sa capacité. La distribution a priori de la
probabilité de défaillance est modélisée par la distribution de Weibull où ses paramètres sont
estimés à partir des données de garantie d’anciens produits similaires, puis elle est mise à jour
via le système d’inférence floue. L’applicabilité de cette approche aux problèmes d’ingénierie
a été illustrée, à travers l’analyse de fiabilité d’un système amélioré de direction automobile,
pour lequel des informations qualitatives et des données d’essais de fiabilité sont disponibles.
Cette même dernière idée a été reprise par (Liu et al., 2013) et améliorée par l’intégration d’un
réseau de neurones artificiel qui fournit une cartographie précise entre les entrées et les sorties,
lorsque des modèles explicites et implicites ne sont pas disponibles. Cette approche est très utile
pour effectuer des analyses de fiabilité sur des systèmes non linéaires complexes, tels que ceux
rencontrés dans l’industrie automobile.

1.3 Objectifs de la thèse

On retient de ce qui précède que l’estimation de la fiabilité en phase de développement reste
un problème difficile, principalement en raison du manque de données disponibles et du coût
élevé des campagnes d’essais, et nécessite de toujours chercher à développer des méthodologies
adaptées au contexte. En effet, les approches expérimentales nécessitent des prototypes et des
équipements de tests et peuvent devenir coûteux, notamment dans un contexte d’innovation in-
tense, où chaque nouveau développement peut parfois remettre en question les moyens de test
existants. Par conséquent, il est clair que lorsque les méthodes basées sur la simulation numé-
rique sont suffisamment efficaces et pertinentes, elles peuvent constituer une alternative intéres-
sante. En effet, les solutions numériques offrent de nombreuses possibilités et avantages. Elles
fournissent une estimation de la fiabilité plus tôt dans le processus de développement à faible
coût et permettent d’étudier plusieurs solutions de conception pour en choisir une meilleure. Ce-
pendant, à cause des simplifications et hypothèses dont elles sont sujettes, elles restent limitées
pour des applications industrielles.

Dans l’industrie automobile, au sein d’une même famille de produits mécaniques, les produits
présentent de grandes similitudes d’une version à l’autre car les nouveaux développements sont
des adaptations de précédentes pour répondre aux nouvelles spécifications des clients ou pro-
poser des produits innovants sur le marché. Pour l’équipementier FAS, l’estimation de fiabilité
des versions de mécanismes, au cas par cas, indépendamment des versions antérieures, est une
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approche inopportune et coûteuse qui ne permet pas de répondre rapidement aux exigences de
fiabilité. L’objectif de FAS est donc de standardiser une démarche efficace d’estimation de fia-
bilité, pouvant englober toute la diversité des versions, et s’intégrant au plus tôt dans l’étude de
conception des produits. Pour ce faire, aux vues des difficultés relevées précédemment, le travail
de thèse vise au développement d’une méthodologie pour l’estimation de fiabilité combinant ap-
proches numériques et retour d’expérience existant pour améliorer l’estimation de fiabilité en
phase de développement de sous ensembles mécaniques développés par FAS. Comme illustré
sur la figure 1.3, la méthodologie envisagée se subdivise en plusieurs phases.

La première phase des travaux de la thèse sera la construction de distribution de fiabilité d’un
mécanisme de référence sélectionné pour l’étude en exploitant le Retour d’expériences (RET EX)

dont dispose FAURECIA. Ce RET EX est essentiellement constitué de résultats d’essais de plu-
sieurs natures. Selon le but particulier visé par l’essai, on peut distinguer les essais de sûreté, les
essais fonctionnels, et les essais de durabilité ou d’endurance. Il existe aussi des essais accélérés
réalisés dans le cadre de projet d’étude de fiabilité sur certains mécanismes.

Parallèlement à la construction des modèles de fiabilité basée sur le RET EX , la deuxième phase
consiste au développement de l’analyse de la fiabilité prévisionnelle par simulation numérique
permettant d’étudier l’influence des différents paramètres de conception qui peuvent représen-
ter la géométrie, les propriétés des matériaux et le chargement. Généralement les structures
mécaniques sont dimensionnées dans un contexte déterministe, mais dans la réalité les para-
mètres de conception ne sont pas parfaitement connus et il est plus judicieux de les modéliser
par des variables aléatoires afin de tenir compte de l’incertitude inhérente à chacun d’eux. Le
modèle numérique envisagé sera donc un modèle mécano-probabiliste. Il sera alors possible en
définissant des critères de résistance, d’établir une ou plusieurs fonctions de performance du
sous-ensemble mécanique et obtenir une estimation prévisionnelle de sa fiabilité.

Dans la troisième phase, il s’agira de réaliser pour ce mécanisme de référence, une analyse com-
parative des fonctions de fiabilité expérimentale (obtenue à partir du RET EX) et celle obtenue
à partir du modèle numérique mécano-probabiliste. En effet, à cause d’un certain nombre de
simplifications nécessaires dans la modélisation numérique (au niveau de la géométrie, des ca-
ractéristiques matériaux, des chargements, des conditions limites, choix de maillage, etc...), un
écart est induit entre la fonction de fiabilité prévisionnelle (numérique) et la fonction de fiabilité
expérimentale. La quatrième phase, une des plus importantes de la méthodologie, consistera
donc à définir une méthode de passage entre les deux fonctions de fiabilité. Ensuite, dans le
cadre de développement d’un mécanisme similaire au mécanisme de référence, on réalisera
dans un premier temps une analyse pour juger de la similarité des deux versions de méca-
nismes ; c’est la cinquième phase. Si les deux mécanismes sont jugés similaires, on procède
donc à la construction de la loi de fiabilité numérique prévisionnelle pour la nouvelle version
de mécanisme (sixième phase), et enfin en septième phase, grâce à la méthode de passage entre
fiabilité expérimentale et numérique précédemment définie, on peut déterminer une estimation
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Fig. 1.3. Organigramme de la méthodologie proposée

de la fiabilité expérimentale pour la nouvelle version du mécanisme. Notons qu’à ce stade, cette
appellation est abusive pour la nouvelle version de mécanisme, car il ne s’agit pas de la vraie
fonction de fiabilité obtenue par analyse de résultats d’essais, mais plutôt d’une estimation inté-
grant la fonction de fiabilité numérique et le retour d’expérience existant sur le mécanisme de
référence. Nous désignerons donc cette estimation par fonction de fiabilité a priori associée au
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nouveau développement.

Pour finir, les travaux de thèse visent également à développer une méthode de qualification du
nouveau développement utilisant une démarche bayésienne pour augmenter la qualité d’estima-
tion dans un contexte de faibles tailles d’échantillon, permettant ainsi l’optimisation des coûts
d’essais.

1.4 Organisation du document

Dans le présent chapitre, chapitre 1, ont été exposé le contexte dans lequel se situe ce travail de
thèse, la problématique à résoudre ainsi que les objectifs visés. Le chapitre 2 est une synthèse
bibliographique présentant les notions générales de la fiabilité. Dans ce chapitre, nous avons eu
à définir les différentes caractéristiques de la fiabilité, à situer la fiabilité dans les différentes
phases du cycle de développement de produits. Les méthodes d’estimation de fiabilité tout au
long du cycle de développement ont été exposées avec un accent particulier sur l’estimation
prévisionnelle de fiabilité par couplage mécano-probabiliste. Le chapitre 3 est consacré à la
présentation de la méthodologie proposée dans le cadre de ce travail de thèse. Il détaille une
technique de couplage mécano-probabiliste basée sur un méta-modèle pour l’estimation prévi-
sionnelle de fiabilité, puis une méthode d’intégration du retour d’expérience existant dans l’es-
timation de fiabilité d’un nouveau développement. Le chapitre 4 présente une application de
la méthodologie sur un composant mécanique automobile sollicité en fatigue mécanique. Il est
composé d’une partie sur l’analyse du retour d’expérience qui est disponible sous forme de ré-
sultats d’essais accélérés, une partie sur l’analyse de modèles mécaniques déterministes (Calcul
éléments finis), une partie sur l’estimation prévisionnelle de fiabilité, une partie sur l’estima-
tion de fiabilité de la nouvelle conception et une démarche d’optimisation de la qualification.
Pour finir, le chapitre 5, expose les conclusions générales ainsi que les différentes perspectives
relatives à ce travail de thèse.
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2.1 Introduction

La notion de fiabilité devient incontournable dans presque tous les secteurs d’activités, notam-
ment l’aéronautique, le ferroviaire, l’automobile et les systèmes d’informations. Dans ces sec-
teurs, les systèmes développés sont de plus en plus complexes et doivent fonctionner dans des
environnent très contraignants. En effet, dans le contexte industriel actuel, les besoins évoluent
très rapidement, la concurrence plus rude avec des clients de plus en plus exigeants en ma-
tière de fiabilité et de sécurité, exigences auxquelles les industriels doivent répondre pour rester
concurrentiels. Qu’est ce donc la fiabilité ? quelles sont ses caractéristiques et quelles sont les
méthodes d’évaluations? C’est ce qui fait l’objet de ce chapitre bibliographique.

Il serait inapproprié d’introduire la fiabilité sans au préalable définir la sûreté de fonctionne-
ment. La sûreté de fonctionnement (SdF), est l’ensemble des outils et méthodes qui permettent
d’analyser, de caractériser, d’évaluer, de quantifier, de prévoir et de maîtriser les défaillances
des systèmes.

Par défaillance, on sous-entend, la cessation de l’aptitude d’une entité à accomplir une fonction
requise.

On rencontre dans la littérature, plusieurs propositions de définition de la sûreté de fonction-
nement. Elle se définit comme; la science des défaillances (Villemeur, 1988) ; la confiance
justifiée dans le service délivré (Arlat and Laprie, 1995) ; ou encore le maintien de la qualité
dans le temps (Mortureux, 2001).

La (SdF) se caractérise par la mise en place d’un processus d’étude intégré aux différentes
phases de développement du système et se décrit généralement sous l’acronyme FMDS (d’après
la définition dans (Fournier, 1993)) qui rappelle ses quatre grandeurs caractéristiques que sont
la fiabilité, la maintenabilité, la disponibilité et la sécurité ou en anglais RAMS (Reliability,
Availability, Maintainability, Safety). On peut définir ces termes comme suit :

— La fiabilité est l’aptitude d’une entité à accomplir les fonctions requises dans des condi-
tions données pendant une durée donnée.

— La disponibilité est l’aptitude d’une entité à être en état d’accomplir les fonctions requises
dans les conditions données et à un instant donné.

— La maintenabilité est l’aptitude d’une entité à être maintenue ou rétablie dans un état
dans lequel elle peut accomplir une fonction requise, lorsque la maintenance est réalisée
dans des conditions données avec des procédures et des moyens prescrits.

— La sécurité est l’aptitude d’une entité à éviter de faire apparaître, dans des conditions
données, des événements critiques ou catastrophiques.

On peut ressortir de là que la fiabilité d’un système ou d’une entité, est une grandeur qui permet
de juger de la performance dudit système dans le temps.
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L’analyse de fiabilité recouvre de multiples aspects : l’analyse de défaillance des systèmes, la
fiabilité prévisionnelle, les banques de données de fiabilité, les essais de fiabilité, la fiabilité
opérationnelle, les méthodes prévisionnelles de fiabilité et de sécurité, l’assurance de la fiabilité
et de la qualité (Villemeur, 1988).

Dans le domaine de la mécanique, l’analyse de la fiabilité est un outil très important pour ca-
ractériser le comportement du produit dans les différentes phases de vie, mesurer l’impact des
modifications de conception sur l’intégrité du produit, qualifier un nouveau produit et améliorer
ses performances tout au long de sa mission (Tebbi, 2005).

Ainsi, il est important pour les concepteurs, de veiller tout au long du processus de dévelop-
pement d’un système, à la croissance de fiabilité, afin d’atteindre les objectifs escomptés de
fiabilité. La croissance de fiabilité se définit comme un ensemble de moyens à déployer afin
de respecter les engagements de fiabilité contractuels imposés par le client et ce, dès la phase
d’offre ou d’avant-projet. L’objectif est que le système soit mature lors de la mise en service
opérationnel et que le déverminage ait été idéalement effectué avant livraison chez le client.

2.2 Caractérisation de la fiabilité

2.2.1 Mesures associées à la fiabilité

2.2.1.1 Fonction de fiabilité

La fiabilité ou fonction de survie (figure 2.1) est une caractéristique d’un dispositif exprimée
par la probabilité qu’il accomplisse une fonction requise, dans des conditions données pendant
une durée donnée. En terme mathématique, elle est représentée par la fonction R(t) qui est la
probabilité que le dispositif soit non défaillant sur l’intervalle de temps [0, t], en supposant
qu’il n’est pas défaillant à l’instant t = 0. Soit T la variable aléatoire non négative représentant
le temps de bon fonctionnement du dispositif. T peut être continue ou discrète. La fonction de
fiabilité s’écrit donc :

R(t) = Prob(T ≥ t) (2.1)

R(t) est une fonction décroissante sur l’intervalle [0, +∞] avec R(0) = 1 et limx→+∞ R(t) = 0

La variable temps peut prendre plusieurs sens en fonction du type de problème étudié. Elle peut
désigner par exemple, le nombre de cycles de verrouillage - déverrouillage d’une articulation
de siège automobile, le nombre de tours pour un moteur, ou le nombre de kilomètres (distance
parcourue) pour une voiture, etc...

De la fonction de fiabilité, nous définissons dans les paragraphes suivants, quelques autres ca-
ractéristiques de la fiabilité.
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Fig. 2.1. (a) Fonction de fiabilité et (b) fonction de répartition

2.2.1.2 Fonction de répartition et fonction de densité

Le complément de la fiabilité, appelé fonction cumulée de défaillance ou fonction de répartition
des temps de défaillance (figure 2.1), est défini par :

F(t) = 1−R(t) (2.2)

La dérivée de la fonction de répartition par rapport au temps, permet de définir une nouvelle
fonction f (t) appelée fonction de densité :

f (t) = dF(t)/dt =−dR(t)/dt (2.3)

f (t).dt représente la probabilité instantanée de défaillance à un temps spécifique t.

2.2.1.3 Taux de défaillance instantané

Le taux de défaillance λ(t) ou encore taux de panne, représente la probabilité conditionnelle,
divisée par dt, de défaillance du matériel dans l’intervalle de temps [t, t +dt], sachant que ce
matériel a survécu jusqu’à l’instant t :

λ(t) =
−dR(t)/dt

R(t)
= f (t)/R(t) (2.4)

On en déduit l’expression suivante de la fiabilité :

R(t) = e−
∫ t

0 λ(ν).dν (2.5)

Dans le cas où le taux de défaillance λ est constant, on a alors une loi de survie exponentielle,
c’est à dire R(t) = e−λt .

Terminons cette partie par la définition d’une autre caractéristique qui est le temps moyen de
fonctionnement.
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2.2.1.4 MTTF

Le temps moyen de fonctionnement jusqu’à la première défaillance que l’on désigne en anglais
MT T F (Mean Time To Failure) est défini par l’expression suivante :

MT T F =
∫ ∞

0
t. f (t).dt (2.6)

On démontre grâce à l’équation (2.3) et une intégration par partie de l’équation (2.6), l’expres-
sion suivante du MTTF :

MT T F =
∫ ∞

0
R(t).dt (2.7)

2.2.2 Principales lois de distributions utilisées en fiabilité

Dans les études de fiabilité, de nombreuses lois statistiques sont utilisées pour analyser les don-
nées de durée de vie. Il a été vérifié que dans la démarche fréquentielle ou classique que nous
expliciterons par la suite, plus de quatre-vingt-dix pour cents des études probabilistes de fiabi-
lité utilisent la loi exponentielle, la loi normale, la loi LogNormale, la loi de Weibull à deux
paramètres, la loi bêta, la loi Gamma et la loi uniforme. Dans le cadre de cette thèse nous
nous intéresserons aux lois les plus utilisées en fiabilité mécanique à savoir ; la loi normale,
la loi LogNormale, la loi Weibull et la loi de Birnbaum-Saunders qui sont des lois à taux de
défaillance variable contrairement à la loi exponentielle qui est une distribution à taux de dé-
faillance constant. Pour finir, la loi Khi-deux beaucoup plus utilisée pour estimer les intervalles
de confiance est présentée.

2.2.2.1 Loi normale

La loi normale (ou de Laplace-Gauss) est la plus répandue et la plus utilisée des lois de pro-
babilités usuelles. Lorsqu’une variable est le résultat de la multiplication d’un grand nombre
de petits facteurs indépendants, elle peut être modélisée par une loi normale. Ceci vaut à la loi
normale, l’appellation de loi des grands nombres.

Pour une loi normale de moyenne µ et d’écart-type σ, on définit la fonction de densité par :

f (t) =
1

σ
√

2π
exp

[
−1

2

(
t−µ

σ

)2
]
= ϕ

(
x−µ

σ

)
(2.8)

Et sa fonction de répartition par :

F(t) =
∫ t

−∞
f (x).dx =

1
σ
√

2π

∫ t

−∞
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

.dx = Φ
(

x−µ
σ

)
(2.9)
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Où ϕ et Φ représentent respectivement la fonction de densité et la fonction de répartition de la
loi normale centrée réduite.

En fiabilité, la distribution normale est utilisée pour représenter la distribution des durées de vie
de dispositifs en fin de vie (usure) (Chapouille, 1980) car le taux de défaillance λ(t) = f (t)/R(t)

est toujours croissant (figure 2.2). Le même auteur suggère l’utilisation de la distribution nor-
male que dans le cas où la moyenne des durées de vie est supérieure à trois fois l’écart-type,
ceci afin de réduire jusqu’à 0.1% la probabilité théorique de trouver une durée de vie négative.

2.2.2.2 Loi LogNormale

La loi LogNormale aussi appelée loi de Galton est souvent utilisée en fiabilité pour modéliser
la défaillance par fatigue. En effet, elle est basée sur le modèle de dommage cumulatif. C’est à
dire, la quantité de dégradation d’un instant à l’autre est un petit multiple aléatoire de la quantité
totale des dégradations déjà présentes (Ammar, 2013). Notons que lorsqu’une variable t est
distribuée suivant une loi LogNormale, son logarithme népérien ln(t) est distribué suivant une
loi normale. Lorsqu’elle est définie par les paramètres µLN et σLN , l’expression de sa fonction
de survie est la suivante :

R(t) = 1−Φ
(

ln(t)−µLN

σLN

)
(2.10)

µLN représente le paramètre d’échelle et σLN le paramètre de forme.

La fonction de densité d’une distribution LogNormale est la suivante :

f (t) =
1

tσLN
√

2π
e−

1
2 (

ln(t)−µLN
σLN

)2
(2.11)

Sa fonction de répartition F(t) s’obtient par :

F(t) = 1−R(t) =
∫ t

0

1
xσLN

√
2π

e−
1
2

(
ln(x)−µLN

σLN

)2

dx (2.12)

La loi LogNormale peut être utile dans la modélisation de données asymétriques vers la droite.
On peut remarquer comme représenté sur la figure 2.2, que le taux de défaillance obtenu par
distribution LogNormale, croît rapidement vers un maximum, puis décroît.

2.2.2.3 Loi Weibull

Elle est très utilisée pour évaluer la mortalité infantile ou le vieillissement des matériels. Elle
concerne les matériels dont les taux de défaillance évoluent comme une fonction puissance du
temps. La fonction de survie d’une loi Weibull de paramètre η, β, et γ est définie par :
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R(t) = e−
(

t−γ
η

)β

(2.13)

Où (η > 0) est le paramètre d’échelle ; (β >) est le paramètre de forme et γ le paramètre de
position.

Pour une loi Weibull à deux paramètres (plus usuelle), γ = 0. On en déduit le taux de défaillance
λ(t) :

λ(t) =
β
η

(
t
η

)β−1

(2.14)

Interprétation du taux de défaillance(voir figure 2.2) :

— Quand β > 1, le taux de défaillance est croissant et traduit donc un comportement de
vieillissement du système.

— Quand β < 1, le taux de défaillance est décroissant. Ceci modélise un système dans sa
phase de mortalité infantile.

— Quand β= 1, le taux de défaillance devient constant. On retrouve alors le cas d’un modèle
exponentiel des durées de vie qui en réalité, n’est qu’un cas particulier du modèle de
Weibull.

L’expression de la vitesse du vieillissement est obtenue par la dérivée du taux de défaillance. On
remarque donc que dans le cas de vieillissement du système, le vieillissement s’accélère quand
β > 2 (Bousquet, 2006).

2.2.2.4 La loi de Birnbaum-Saunders

Cette loi à deux paramètres (α et β), a été proposée par Birnbaum et Saunders (Birnbaum
and Saunders, 1969a,b) pour caractériser la distribution des temps de défaillances dues à la
propagation de fissure par fatigue.

Dans le cas d’une variable aléatoire non négative T représentant les instants de défaillance, cette
distribution est obtenue en tenant compte des caractéristiques de base du processus de fatigue.
La densité de probabilité d’une loi Birnbaum et Saunders est donnée par la formule :

f (t) =
(

1
2
√

2πα2βt2

)
t2−β2(

t
β

) 1
2 −
(

t
β

) 1
2

exp
[
− 1

2α2

(
t
β
+

β
t
−2
)]

(2.15)

Avec t > 0, α > 0, β > 0.

La fonction de fiabilité s’écrit :
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Fig. 2.2. Fonction de taux de défaillance pour différentes distributions

R(t) = 1−Φ

{
1
α

[(
t
β

) 1
2

−
(

β
t

) 1
2
]}

,α > 0,β > 0 (2.16)

Où Φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

2.2.2.5 La loi du Khi-deux

Contrairement aux lois précédentes, la loi du Khi-deux, ne sert pas à modéliser directement
la fiabilité, mais essentiellement au calcul des limites de confiance lors des estimations par
intervalle de confiance (Tebbi, 2005). Cette loi est caractérisée par un paramètre ν ∈ N appelé
degrés de liberté.

La fonction densité de probabilité d’une loi de Khi-deux à ν degrés de liberté s’écrit :

fν(t) =
2−

ν
2

Γ
(ν

2

) .e− t
2 .t

ν
2−1 (2.17)

Dans cette formule, Γ est la fonction Gamma d’Euler définie par :
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Γ(x) =
∫ ∞

0
e−uux−1du (2.18)

Lors de l’analyse de la distribution d’observations données qui peuvent être par exemple dans
le cas de ce travail de thèse, des temps de défaillance obtenus par essais ; une fois la classe
de loi choisie, il est nécessaire d’estimer les paramètres de la loi de distribution. Pour poser
quelques bases de la démarche statistique généralement utilisée, nous présentons brièvement
dans la section suivante, la théorie de l’estimation.

2.2.3 Théorie de l’estimation

En statistique quand on parle d’estimation d’un paramètre, ceci consiste à déterminer ce qu’on
appelle l’estimateur ponctuel ainsi qu’un intervalle de confiance associé. Après avoir défini l’es-
timateur ponctuel, nous présentons, la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance
(MV ) Le Cam (1990) qui permet de déterminer en même temps que les estimateurs ponctuels,
la matrice variance covariance qui rend possible la construction des intervalle de confiance.

2.2.3.1 Estimateur ponctuel

On s’intéresse à une caractéristique X d’une population dont la loi appartient à une famille para-
métrique de lois dépendantes d’un paramètre réel inconnu θ ∈Θ⊂ Rp, p≥ 1. Pour une variable
continue X , on note fθ(x) la densité de la loi de X au point x. On considère un sondage de taille
n de la population (l’observation de X sur n individus), noté (x1, ...,xn). Soit, X = (X1, ...,Xn)

l’échantillon aléatoire associé à ce sondage, dont une réalisation particulière est (x1, ...,xn). On
appelle statistique toute Variable Aléatoire (V.A.) qui dépend de l’échantillon (X1, ...,Xn) mais
qui ne dépend pas du paramètre inconnu θ. On peut citer par exemple la moyenne empirique X̄n

ou encore ∑n
j=1 X j.

Soit gn une application sur Θ. On appelle estimateur ponctuel de g(θ) toute statistique T prenant
ses valeurs dans g(Θ). Ici on utilise l’indice n pour souligner la dépendance de l’estimateur à la
taille de léchantillon X . Si l’on considère un échantillon simple suivant une loi normale,

Xi ∼ N(µ,σ2) ∈ R+ (2.19)

on peut inférer sur les valeurs de l’espérance σ et de la variance σ2, de la fonction de répartition
de la loi normale : Φ(x−µ

σ ).

On détermine donc l’estimateur θ̂ de θ grâce à la moyenne empirique comme estimateur de
l’espérance et la variance empirique comme estimateur de la variance.
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2.2.3.2 L’estimation par Maximum de Vraisemblance

Considérons n matériels identiques mis en essai, sur lesquels on observe k défaillances aux
instants (t1, t2, ..., tk) et (n− k) censures à l’instant tc. On suppose que ces occurrences sont in-
dépendantes. Si f et R représentent respectivement les fonctions de densité et de fiabilité de
paramètres θ = (θ1, ...,θr), on définit la fonction de vraisemblance par le produit des probabili-
tés de chaque occurrence :

L(t,θ) =

(
k

∏
j=1

f (t j,θ)

)
R(tc,θ)n−k (2.20)

L’estimateur du MV θ̂ est la valeur de θ qui permet de maximiser la fonction de vraisemblance
Nikulin et al. (2007a) :

θ̂ = argmax(L(t,θ)) (2.21)

Pour des raisons de simplicité, on préfère généralement maximiser la log-vraisemblance lnL(t,θ)
par rapport à θ sans altérer le point de maximisation de la fonction. Si la fonction de log-
vraisemblance est dérivable par rapport à θ alors l’estimateur du MV vérifie :(

∂lnL(T,θ)
∂θ

)T

=

(
∂lnL(T,θ)

∂θ1
, . . . ,

∂lnL(T,θ)
∂θ2

)T

= 0 (2.22)

Dans la méthode de détermination des intervalles de confiance, on utilise l’information de Fisher
sous l’hypothèse de normalité Nikulin et al. (2007b). Elle est définie comme la matrice des
dérivées d’ordre deux de la log-vraisemblance calculée pour θ= θ̂ qui satisfait l’équation (2.22).
Elle est alors définie comme la matrice de covariance :

I(θiθ j) = Ea

[(
∂lnL(T,θ)

∂θ1

)(
∂lnL(T,θ)

∂θ2

)]
(2.23)

On suppose que ψ(θ) est le vecteur d’estimateur de E(T ) avec T = (T1, ...,Tn)
T , de matrice

de covariance covθ. Si la matrice d’information de Fisher I(θ) est définie positive, la borne de
Cramer-Rao impose :

covθ(T )≥
(

∂ψ(θ)
∂θ

)
[I(θ)]−1

(
∂ψ(θ)

∂θ

)T

(2.24)

Où : ∂ψ(θ)
∂θ est une matrice qui a le i jeme élément donné par ∂ψi(θ)

∂θ j
.

D’après Fisher, si T est un estimateur sans biais de θ, c’est à dire que ψ(θ) = θ, alors l’inéqua-
tion (2.24) est simplifiée par :

covθ(T )≥ I(θ)−1 (2.25)
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La variance de θ̂, Var(θ̂) est calculée par la matrice de Fisher qui s’écrit, si la log-vraisemblance
Li(ti,θi) est dérivable d’ordre deux, telle que :

F̂ =


−∂2Li

∂θ2
1
− ∂2Li

∂θ1∂θ2
. . . − ∂2Li

∂θ1∂θr

− ∂2Li
∂θ1∂θ2

. . . − ∂2Li
∂θ2∂θr

. . .
. . . . . .

− ∂2Li
∂θr∂θ1

− ∂2Li
∂θr∂θ2

. . . −∂2Li
∂θ2

r

 (2.26)

La matrice inverse de Fisher représente la matrice estimée de Variance Covariance

Σ̂F̂−1 =


Var(θ̂1) Cov(θ̂1, θ̂2) . . . Cov(θ̂1, θ̂r)

Cov(θ̂1, θ̂2)
. . . Cov(θ̂2, θ̂r)

. . .
. . . . . .

Cov(θ̂1, θ̂r) Cov(θ̂2, θ̂r) . . . Var(θ̂r)

 (2.27)

La construction des intervalles de confiance se base sur l’hypothèse de normalité de distribution
d’un paramètre, issue du fait que les évaluations de MV sont asymptotiquement normales. Ainsi,
pour un paramètre θ dont l’estimateur de MV à partir d’une grande taille d’échantillon est θ̂, on
a :

z =
θ̂−θ√

θ̂
(2.28)

avec :
P(x≤ z) = Φ(z) =

1√
2π

∫ z

−∞
e−

t2
2 dt (2.29)

Pour un niveau de confiance α donné, on peut encadrer z par :

P(zmin < z < zmax) = α (2.30)

Soit, à partir de l’équation (2.29) :

P

(
−ω1−α/2 <

θ̂−θ√
θ̂

< ω1−α/2

)
= α (2.31)

avec ωα définit par α = 1√
2π

∫ ∞
ωα

e−
t2
2 dt

On obtient donc les limites de confiance de θ̂ pour un niveau de confiance α donné en simplifiant
l’équation (2.31) :

θ̂−ω1−α/2

√
Var(θ̂)< θ̂ < θ̂+ω1−α/2

√
Var(θ̂) = α (2.32)
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2.2.3.3 Classification des méthodes d’estimation de fiabilité

Les méthodes d’estimation peuvent être classées selon deux grandes considérations. Une pre-
mière classification peut être opérée selon la connaissance ou non d’une loi paramétrique pour
décrire la courbe de fiabilité et une deuxième classification suivant la démarche statistique en-
gagée.

a) Classification selon la connaissance sur la loi paramétrique

On distingue les méthodes suivantes :

— Méthodes non-paramétriques : elles n’émettent aucune hypothèse sur l’existence d’une
loi de distribution (caractérisée par un ou plusieurs paramètres), pour approcher la courbe
de fiabilité. Elles consistent essentiellement à construire de manière empirique des courbes
de fiabilité, sous forme d’ escalier. Elles sont très utiles lorsqu’aucune distribution ne dé-
crit de manière satisfaisante les données de durées de vie, cependant ce sont des méthodes
de faible précision.

— Méthodes paramétriques : elles font l’hypothèse d’une loi continue, dépendante de cer-
tains paramètres et qui approche la courbe de fiabilité (par régression ou maximum de
vraisemblance par exemple). Elles sont plus précises que les méthodes non-paramétriques
mais pour cela il faut au préalable connaître et bien définir une loi de distribution des don-
nées.

b) Classification selon la démarche statistique

On distingue ici les méthodes dites « fréquentielles » et les méthodes dites « Bayésiennes ».

La démarche fréquentielle ou classique s’appuie sur un retour d’expérience de faits observés.
Elle est basée sur la notion de probabilité objective (Usureau, 2001). La probabilité d’occurrence
d’un événement est approchée sa fréquence. La démarche fréquentielle se heurte à certaines li-
mites et difficultés (Guerin, 2005) comme, la nécessité d’avoir un échantillon suffisamment
grand pour réduire l’intervalle de confiance sur les estimateurs ; la complexité mathématique,
une forte sensibilité aux données fortement censurées. La méthode du Maximum de Vraisem-
blance est de type fréquentiel.

Prendre en compte à la fois le retour d’expérience objectif et les connaissances « a priori » plus
subjectives (avis d’expert, etc...) pour évaluer la probabilité des événements dans le futur, est
la caractéristique de la démarche bayésienne. Les techniques bayésiennes permettent de lever
certaines limites et difficultés rencontrées avec les techniques fréquentielles, notamment :

— Elles sont utilisées pour réduire la taille des essais à réaliser,

— Elles améliorent l’estimation des paramètres de la fiabilité du produit par l’intégration
du passé (données disponibles sur le produit concerné), surtout lorsque la connaissance a
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priori est très informative.

— Elles permettent de traiter le cas « zéro » défaillance observée.

2.2.4 Fiabilité dans le cycle de vie d’un produit

2.2.4.1 Courbe en baignoire

La courbe en baignoire représente l’évolution du taux de défaillance en fonction du temps le
long du cycle de vie du matériel. Elle permet de diviser le cycle de vie en trois phases princi-
pales : la phase de jeunesse, la phase de vie utile et la phase de vieillissement. Le positionnement
dans l’une des trois différentes phases de la courbe en baignoire est lié à la valeur du paramètre
de forme de la loi de Weibull (voir sous section 2.2.2.3).

t0

λ(t)

décroissant

Période de
jeunesse

constant

Période de vie utile

croissant

Période de
vieillissement

Fig. 2.3. Courbe en baignoire

L’allure de la courbe en baignoire peut changer selon le type de produit (électronique, infor-
matique ou mécanique) (O’Connor, 1987). Le cycle de vie des composants électroniques est
représenté de la même manière que la courbe en baignoire présentée sur la figure 2.3. Dans ce
cas, la phase de jeunesse où l’on observe une décroissance rapide du taux de défaillance repré-
sente la période de déverminage ou d’élimination des défauts de conception ou de fabrication
du produit. Ensuite dans la deuxième phase, on observe un taux de défaillance constant qui
signifie que la fréquence des défaillances (qui ont un caractère aléatoire) est indépendante de
l’âge du produit. C’est généralement dans cette phase que les études de fiabilité prévisionnelle
sont réalisées (Estimation du paramètre λ du modèle exponentiel de fiabilité). Pour finir, dans
la phase de vieillissement, le taux de défaillance croît au fil du temps. L’on est alors en présence
des phénomène d’usure, de corrosion, fatigue etc...

2.2.4.2 Cycle de vie d’un système mécanique

La particularité du cycle de vie d’un système mécanique (figure 2.4) est l’inexistence de la phase
de durée de vie utile. Il comporte deux phases :
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— La première et la plus courte, définit la période de mortalité infantile. Elle est caractérisée
par une décroissance du taux de défaillance dues généralement aux améliorations des pro-
priétés internes et surfaciques (traitement thermique, rodage etc...). Les lois de probabilité
utilisées pour cette phase sont la loi de Weibull (β < 1) et la loi LogNormale (σ > 1).

— La deuxième phase et la plus longue, est la période de vieillissement du système, modéli-
sée par un taux de défaillance croissant au cours du temps caractéristique des phénomènes
de corrosion, d’usure, de déformation, de fatigue etc... Les lois de probabilité utilisées
pour cette phase sont la loi de Weibull (β > 1) et la loi LogNormale (σ < 1).

t0

λ(t)

Rodage

Période de
mortalité
infantile

Usure

Période de vieillissement

Fig. 2.4. Cycle de vie d’un système mécanique

Contrairement aux composants électroniques, les calculs de la fiabilité pour des composants
mécaniques se font essentiellement dans la période de vieillissement, en utilisant des lois de
probabilité dont le taux de défaillance est fonction du temps telles que la loi LogNormale, Wei-
bull, etc...(Tebbi, 2005).

2.2.4.3 Fiabilité dans le cycle de développement d’un produit

En fonction du niveau où l’on se situe dans le cycle de développement du produit, on distingue
trois catégories d’étude de fiabilité :

— La fiabilité prévisionnelle (dès le début du projet) ;

— La fiabilité expérimentale (développement, maturité, production) ;

— La fiabilité opérationnelle (en exploitation, données du retour d’expériences).

La figure 2.5, permet de situer dans le cycle de développement du produit, chaque type d’étude
de fiabilité ainsi que les méthodes et outils associés :

Comme le montre la figure 2.5, la fiabilité prévisionnelle, fait appel d’une part à des méthodes
dites qualitatives comme l’Analyse des Risques Préliminaires (APR), l’Analyse des Modes de
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Fig. 2.5. Cycle de fiabilisation d’un produit

Défaillances, de leurs Effet et Criticité (AMDEC) etc..., et d’autre part à des méthodes quan-
titatives comme les Arbres de Défaillances, les diagrammes de fiabilité etc... Dans le cas de
systèmes complexes, des méthodes de modélisation comme les réseaux de pétri (RdP) ou les
chaînes de Markov sont utilisées. Il faut noter qu’en mécanique, l’estimation de fiabilité pré-
visionnelle en phase de conception est généralement obtenue par des méthodes de couplage
mécano-probabiliste faisant appels aux calculs par éléments finis.

L’étude de la fiabilité expérimentale donne lieu à la mise en œuvre de trois types d’essais de
fiabilité que nous détaillons dans la suite. Ce sont les essais de robustesse ou essais aggravés (sur
les premiers prototypes), les essais d’estimation de la fiabilité (lorsque le produit est mature) et
les essais de déverminage (lors de la production).

La fiabilité opérationnelle quant à elle, s’appuie sur les données obtenues du retour d’expérience.
Ce dernier est généralement basé sur la collecte et la gestion de faits techniques, observés pen-
dant toute la durée de vie du système, de sa mise en service jusqu’à sa désintégration (Mihalache,
2007).

2.2.5 Particularité de la fiabilité mécanique

Pour mener à bien une étude de fiabilité, il est important d’identifier en fonction du profil de
mission du produit, les différents modes de défaillance associés. En mécanique, les défaillances
des composants ont des origines variées, dont les plus fréquentes sont détaillées ci-après.

2.2.5.1 Mécanismes de défaillance des composants mécaniques

Les composants mécaniques sont caractérisés par des mécanismes de dégradation souvent com-
plexes, d’origines variées (fatigue, fluage, fissuration, usure, corrosion/oxydation, désagréga-
tion) (Mihalache, 2007) :
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— La fatigue consiste en la dégradation ou la modification des propriétés mécaniques des
matériaux, suite à l’application répétée d’un chargement cyclique ou d’une vibration,
conduisant à une rupture.

— Le fluage est un mécanisme de dégradation lié au chargement et à la température condui-
sant à une déformation du matériau (allongement ou élongation). Ce mécanisme devient
prépondérant dès que la température du matériau dépasse le tiers de la température de
fusion (exprimée en ◦ K).

— L’usure est liée au frottement entre deux pièces mécaniques provoquant l’augmentation
du jeu entre elles (élimination de matière). Exemple : les pneus, les roulements.

— La plupart des métaux sont détériorés par l’interaction avec l’oxygène (la corrosion ou
l’oxydation).

Dans la suite de cette thèse, nous nous intéressons à la fatigue mécanique qui est la plus impor-
tante source de défaillance pour les composants mécaniques.

2.2.5.2 Modèle de fiabilité de composants mécaniques standards

L’une des méthodes classique d’estimation de fiabilité mécanique est l’utilisation des recueils
de données qui constituent de recommandations ou de règles établies grâce à un processus
d’expertise.

En électronique, un domaine où le calcul de fiabilité est pratiqué depuis de nombreuses an-
nées, les bases de données de fiabilité sont disponibles et nombreuses (à l’instar de la norme
MIL-HDBK-217-F et du guide méthodologique de fiabilité FIDES) ce qui n’est pas le cas en
mécanique, où l’utilisation des recueils est plus récente (Demri, 2009).

En mécanique, les recueils de données peuvent être utilisés pour étudier la fiabilité d’un com-
posant mécanique standard. On peut énumérer comme recueils de données mécaniques, AVCO,
NPRD, NSWC, EIREDA, etc...dont une bonne synthèse est réalisée dans (Tebbi, 2005) :

— AVCO : c’est un manuel américain très ancien regroupant des tables de données de fia-
bilité comme des durées de vie moyennes des taux de défaillance génériques sous forme
de nombre de défaillances par million d’heures et par million de cycles en fonction des
conditions d’environnement.

— NPRD : c’est un rapport du centre RAC (Reliability Analysis Center), très utilisé pour
évaluer la fiabilité des composants et dispositifs non électronique.

— NSWC : c’est un catalogue publié par la Marine des États-Unis (Naval Surface Warfare
Center), il fournit des modèles de taux de défaillance, supposés constants, pour des classes
fondamentales de composants mécaniques tels que les ressorts, les moteurs, les freins, les
embrayages, etc.
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— EIREDA (European Reliability Industry Data Handbook) : donne des taux de défaillance,
supposés constants, pour des produits mécaniques et électroniques en fonctionnement et
en sollicitation, à l’usage des centrales nucléaires.

— FARADA (Failure Rate Data) fournit des données de fiabilité pour des composants de
toutes natures : une estimation des taux de défaillance, nombre de pannes observées, type
de pièce, mode d’utilisation, etc.

Dans le cas d’un composant mécanique spécifique, les méthodes probabilistes comme la mé-
thode résistance-contrainte seront plus adaptées pour estimer la fiabilité de ce composant.

2.2.5.3 Fiabilité de composants mécaniques spécifiques : Méthode R-C

De manière générale, le dimensionnement de structures se fait en considérant un mode de dé-
faillance donné. Il est basé sur l’établissement d’une relation mécanique caractérisant son état en
fonction des variables de la structure. Cette relation mécanique est composée de deux termes :

1. un premier terme noté C donnant l’état de sollicitation de la structure (efforts internes
s’exerçant dans la structure) en fonction d’un mode de ruine donné (statique, fatigue,
etc...),

2. et un deuxième noté R caractérisant la résistance à cette sollicitation ou contrainte exer-
cée.

Deux démarches de dimensionnement se distinguent : l’approche déterministe et l’approche
probabiliste encore appelée la méthode résistance-contrainte (R−C).

Le principe de l’approche déterministe est basé sur l’utilisation d’un coefficient de sécurité K

(imposé par des normes) qui intègre toutes les incertitudes et marges de sécurité. Le coefficient
de sécurité K se calcule comme suit :

K =
R
C

(2.33)

Ensuite, pour valider la conception on vérifie si le coefficient K calculé reste supérieur à un
coefficient de sécurité seuil préalablement fixé. Cette approche conduit généralement d’une
part à un surdimensionnement de la structure (K grand pour réduire les risques), et d’autre part
à une augmentation du risque de ruine ou de défaillance, lorsqu’on cherche à réduire K sans
maîtriser son évaluation.

Pour intégrer de manière plus adéquate les incertitudes relatives aux variables de conception, la
méthode probabiliste d’évaluation de la fiabilité a été développée depuis de nombreuses années
(Mayer, 1926).
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Fig. 2.6. Méthode contrainte résistance probabiliste : Diagramme de Warmer

Dans une démarche probabiliste, les variables du problème mécanique à savoir R et C ne sont
pas déterministes. Elles sont considérées comme des variables aléatoires avec des lois de distri-
butions associées (figure 2.6). La figure 2.6 prend l’appellation de diagramme de Warmer. La
probabilité de défaillance Pf est estimée à partir de ces deux variables aléatoires, comme la
probabilité que la résistance soit inférieure à la contrainte appliquée durant la durée de vie du
système. D’un point de vue mathématique Pf est calculée à partir de la relation suivante :

Pf = Prob(R≤C) (2.34)

Pf =
∫ ∫

{(R,S)|r≤c}
fR,S(r,c)drdc (2.35)

Où fR,S, représente la densité de distribution conjointe des variables R et S.

Dans le cas où les deux variables sont indépendantes l’expression de Pf devient :

Pf =
∫ +∞

−∞

(∫ c

r=0
fR(r)dr

)
fC(c)dc (2.36)

ou

Pf =
∫ +∞

−∞

(∫ r

c=0
fC(c)dr

)
fR(r)dr (2.37)

Avec fR, et fC les densités de distribution respectives des variables R et S.

Selon les cas, l’intégrale peut s’avérer plus ou moins complexe à évaluer. Plusieurs méthodes
d’évaluation existent et seront présentées dans la section suivante, où nous abordons l’estimation
de fiabilité mécanique prévisionnelle dans un cadre plus globale qu’est le couplage mécano-



2.3. FIABILITÉ PRÉVISIONNELLE PAR COUPLAGE MÉCANO-PROBABILISTE 51

probabiliste.

2.3 Fiabilité prévisionnelle par couplage mécano-probabiliste

Une analyse de fiabilité en mécanique porte essentiellement sur le calcul de probabilité de dé-
faillance ou de ruine d’un système mécanique vis-à-vis d’un critère de défaillance qui prend en
considération les incertitudes sur les paramètres de conception dudit système. Le fait d’inclure
les incertitudes comme des variables aléatoires permet de modéliser le risque comme une proba-
bilité de défaillance. Cette approche est plus fine qu’une approche déterministe où les grandeurs
sont fixées à des valeurs nominales (Lemaitre, 2014).

Le concept de critère de défaillance peut être défini comme la confrontation de deux quanti-
tés fondamentales désignées respectivement par la « Capacité » et la « Demande » du système
(Riahi, 2013).

Avant de présenter les différentes méthodes, il nous convient de rappeler certaines notions de
base relatives au couplage mécano-probabiliste (figure 2.7).

Fig. 2.7. Illustration du couplage mécano-probabiliste

En effet, généralement en mécanique, l’analyse prévisionnelle de la fiabilité nécessite la construc-
tion d’un modèle dit mécano-fiabiliste. On appelle modèle mécano-fiabiliste, le modèle qui as-
socie une procédure de calcul mécanique et une procédure de calcul fiabiliste (Lemaire, 2005).

Le calcul mécanique est généralement réalisé par la méthode des éléments finis (MEF). La
MEF Oudin (2008) est une méthode de résolution par discrétisation de problèmes physiques
(qu’on peut décrire par des équations aux dérivées partielles sur un domaine spatial). En résumé,
les étapes suivantes sont nécessaires :

— Le maillage qui consiste en un découpage du modèle spatial en éléments finis ;

— Écriture de l’équation aux dérivées partielles (simplifiée) sur chaque élément fini ;

— Rassemblement des expressions des équations aux dérivées partielles locales pour appli-
quer les conditions aux limites du problème.
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Il faut noter que chaque système d’équations linéaires peut se représenter par une matrice ce qui
permet d’obtenir après rassemblement une matrice globale. La résolution de ce système global
donne la solution approchée au problème. Cette résolution peut demander d’énormes efforts de
calculs en fonction de la nature du problème. Dans la pratique, les ingénieurs calculs utilisent
des logiciels de calcul comme Cast3m, Abaqus, Ansys, etc. . .

Le couplage de modèles mécaniques et des approches probabilistes a gagner beaucoup d’intérêt
dans la littérature au cours des dernières années (Sudret, 2012).

Ces méthodes cherchent à estimer la probabilité de défaillance de la structure en tenant compte
de la variabilité des paramètres tels que la géométrie des structures, les propriétés des matériaux
et le chargement. Elles sont structurées en trois principales phases : la modélisation des sources
d’incertitudes (figure 2.7 (a)), l’analyse du comportement de la structure au travers d’un modèle
mécanique (figure 2.7 (b)), et la propagation des incertitudes ou la quantification de l’effet des
incertitudes sur les réponses du modèle mécanique (figure 2.7 (c)).

Cette section est essentiellement inspirée des travaux de thèses de (Gille-Genest, 1999) (Du-
bourg, 2011) et les références (Ditlevsen and Madsen, 1996), (Lemaire, 2005), (Lemaitre, 2014),
(Sudret, 2012), (El Hami and Radi, 2011).

2.3.1 Modélisation probabiliste de l’incertain

L’intérêt de l’analyse probabiliste des structures, est la prise en compte de la variabilité des
paramètres incertains tels que, les propriétés des matériaux constitutifs, les dimensions géomé-
triques et les sollicitations appliquées.

Les sources d’incertitudes peuvent être diverses. En mécanique, on peut avoir des incertitudes
d’ordre statistique et des incertitudes épistémiques.

La modélisation des différentes sources d’incertitudes est une étape capitale quand on veut
mener des analyses probabilistes. Cela fait appel principalement à des méthodes statistiques
pour le choix du modèle probabiliste adéquat (variable ou processus aléatoire), ainsi que leurs
paramètres (moments statistiques, auto-corrélation).

2.3.1.1 Types d’incertitudes

Dans la littérature on rencontre deux types d’incertitudes qui impactent l’activité de modélisa-
tion au cours du processus de conception de systèmes mécaniques ainsi que l’évaluation de leur
fiabilité (Oberkampf et al., 2001) : les variabilités intrinsèques ou incertitudes aléatoires et les
incertitudes épistémiques ou résultant d’un manque de connaissance.

Nous reprenons dans les paragraphes suivants, la description proposée par (Hähnel, 2007) sur
ces différents types d’incertitudes :
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a) Incertitudes aléatoires

Décrivent les variations inhérentes à la nature même des paramètres ou des phénomènes consi-
dérés. De manière générale, ce type d’incertitude peut être décrit par une quantité distribuée,
définie sur un intervalle de valeurs possibles. Ces variabilités intrinsèques sont par exemple
observées au niveau :

— des propriétés géométriques des systèmes mécaniques issues des procédé de fabrication
(e.g. diamètre ou longueur d’un axe) ;

— des durées et des amplitudes de sollicitation dues à l’environnement (e.g. températures,
profil de la chaussée) ;

— des propriétés de matériaux non uniformes (e.g. module de Young).

Ces incertitudes aléatoires sont donc également dénommées incertitudes irréductibles dans la
mesure où même si l’on dispose d’une connaissance complète du paramètre, celui-ci ne peut
tout simplement pas être caractérisé de manière déterministe.

b) Incertitudes épistémiques

Elles modélisent un manque de connaissance, ou une incomplétude de l’information sur les
caractéristiques du système mécanique en cours de conception donnant lieu à la définition de
modèles mathématiques qui idéalisent de manière inexacte les paramètres ou les phénomènes
physiques.

Ces incertitudes sont également appelées incertitudes réductibles ou subjectives. En particulier,
elles peuvent être réduites en utilisant des modèles plus fins et/ou en collectant des données en
nombre plus important et plus précises.

2.3.1.2 Modèles probabilistes

Soit un ensemble Ω muni d’une probabilité P. On appelle variable aléatoire, V (ω) une fonction
de l’aléa ω ∈Ω. Fixer ω revient à tirer une réalisation de cette variable aléatoire v =V (ω = ω0)

(Lemaire, 2005).

On considère à présent une fonction V (x, t,ω) de l’espace du temps et de l’aléa. Une réalisation
V (x, t,ω0) est une trajectoire de cette fonction pour un aléa fixé. Le terme processus stochastique
(ou processus aléatoire) désigne une telle fonction. Elle peut être indexée uniquement sur le
temps (exemple : l’accélération d’un séisme en un point) ou sur l’espace (exemple : la répartition
spatiale d’un module d’élasticité).

Le choix de l’un de ces deux modèles est dicté d’une part, par la nature physique du paramètre
incertain à modéliser (à titre d’exemple, pour les paramètres à valeurs positives, le choix d’une
loi normale peut être problématique puisqu’elle est définie sur R) ; d’autre part du degré de réa-
lisme qu’on veut apporter à nos analyses. Par exemple, si on veut prendre en compte la dépen-
dance de la variabilité du module d’élasticité de la position (x) le long d’une poutre, un modèle
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probabiliste de type processus aléatoire sera le plus adéquat, sinon un modèle probabiliste de
type variable aléatoire sera suffisant.

2.3.1.3 Transformation isoprobabiliste

Souvent, la résolution d’un problème probabiliste dans l’espace physique (Domaine de défi-
nition réel des paramètres incertains) n’est pas triviale. Pour cette raison on lui préfère, une
résolution dans un espace standard dans lequel les paramètres incertains sont représentés par
des variables aléatoires normales centrées réduites indépendantes.

Cela est dû principalement aux caractéristiques mathématiques de ces dernières, qui rend plus
facile la manipulation du calcul probabiliste.

Le passage de l’espace physique à l’espace standard se fait, à l’aide de transformations isopro-
babilistes. Les plus connues sont celles développées par Nataf et Rosenblatt.

a) Cas des variables indépendantes

Si les variables Xi sont indépendantes et si les fonctions de distributions sont connues, la trans-
formation T la plus simple consiste à transformer séparément chaque variable Xi en une variable
Ui normale centrée réduite par :

ui = Ti(xi) (2.38)

T : ui = Φ−1(FXi(xi)) (2.39)

T−1 : xi = F−1
Xi

(Φ(ui)) (2.40)

Où FXi est la fonction de distribution de la variable Xi.

Dans le cas particulier où la variable Xi suit une loi gaussienne N(µXi,σXi) la transformation T
est :

T : ui =
xi−mXi

σXi

(2.41)

Il s’agit d’une transformation linéaire qui associe une loi Gaussienne pour xi à une loi Gaus-
sienne (de moyenne nulle et de variance unitaire N(0,1)) pour ui.
Si la variable Xi suit une loi LogNormale LN(µXi,σXi), ln(Xi) suit une loi normale de paramètres
(λ,ζ), avec :
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λXi = ln(mXi

√
1+(

σXi

mXi

)2) (2.42)

Et

ζXi =

√
ln(1+(

σXi

mXi

)2) (2.43)

On se ramène ainsi au cas d’une variable gaussienne. La transformation T est alors :

T : ui =
ln(xi)−mXi

σXi

(2.44)

Si les variables Xi suivent des lois quelconques de fonction de répartition FXi(xi), il est possible
de trouver la transformation T en écrivant l’égalité des probabilités pour les variables xi et ui :

Φ(ui) = FXi(xi) (2.45)

On a donc :

T : ui = Φ−1(FXi(xi)) (2.46)

On note que si FXi est inversible pour toute valeur de xi, la transformation inverse est définie
par :

T−1 : xi = F−1
Xi

(Φ(ui)) (2.47)

Dans le cas où les variables sont dépendantes, les transformations de Rosenblatt ou de Nataf
peuvent être utilisées.

b) Transformation de Rosenblatt

La transformation de Rosenblatt (Rosenblatt, 1952) est utilisable lorsque la fonction de réparti-
tion conjointe et la fonction de densité conjointe des variables sont connues. On considère aussi
dans cette transformation, que toutes les fonctions de répartition sont absolument continues
(Ditlevsen and Madsen, 1996). Elle est obtenue par la forme récursive suivante :
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u1 = Φ−1(FX1(x1))

u2 = Φ−1(FX2(x2|x1))

. . .

ui = Φ−1(FXi(xi|(x1 . . . xi−1))

. . .

un = Φ−1(FXn(xn|(x1 . . . xn−1))

(2.48)

où FXi(xi|(x1 . . . xi−1) est la fonction de répartition de Xi conditionnellement à X1 = x1, ...,Xi−1 =

xi−1.

Cette définition de la transformation de Rosenblatt requiert la connaissance de la densité conjointe.
Or en pratique, on ne connaît généralement que les moyennes, les écart-types et parfois une ma-
trice de covariances, ainsi que les densités marginales des variables aléatoires (Nguyen, 2007).

c) Transformation de Nataf

La transformation de Nataf (Nataf, 1962) ne nécessite que la connaissance des moyennes mXi ,
des écarts-types σXi , de la matrice de corrélation ρXiX j = ρi j et des distributions marginales de
Xi.

Connaissant les distributions marginales des composantes Xi de X , soit FXi(Xi) pour la fonc-
tion de répartition, on définit d’abord les variables normales centrées unitaires Û = (Û1, ...,Û2),
lesquelles sont corrélées deux à deux :

ûi = Φ−1(FXi(xi)), i = 1,2 (2.49)

Les corrélations ρi j des variables sont obtenues par l’équation suivante :

ρi j =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(
xi−mXi

σXi

)(
x j−mX j

σX j

)ϕ2(ûi, û j,ρ∗i j)dûidû j (2.50)

ϕ2 est la densité conjointe d’un vecteur gaussien de dimension 2, de composantes centrées
réduites et de coefficient de corrélation fictif ρ∗i j.

La transformation en variables indépendantes s’écrit alors :

ui = Ti(x j) = ∑
j

Γ0,i jû j = ∑
j

Γ0,i jΦ−1(FX j(x j)) (2.51)

Où [Γ0] est l’inverse de la matrice triangulaire inférieure de la décomposition de Cholesky de la
matrice de corrélation [ρ].
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2.3.1.4 Propagation de l’incertitude

Soit le modèle numérique constitué d’un ensemble de variables d’entrée représentées par le
vecteur aléatoire X = (X1, ...,Xp) et d’une fonction mathématique (a priori inconnue) qui fait
correspondre à ces entrées un ensemble de variables aléatoires de sortie Y .

Si l’on fait l’hypothèse que la variable de sortie Y est un scalaire, on peut écrire le modèle
comme suit :

f : Rp→ R

X 7→ Y = f (X)
(2.52)

Une fois que le modèle probabiliste utilisé pour représenter la variabilité des paramètres in-
certains (X1, ...,Xp) est identifié, l’étape suivante du calcul probabiliste sera d’évaluer l’effet
de ces incertitudes sur la variabilité des paramètres de sortie du modèle mécanique. Dans le
vocabulaire du calcul probabiliste, cette étape est désignée par "propagation d’incertitudes". Gé-
néralement, cette dernière peut avoir trois finalités (Figure 2.8) : l’analyse de tendance centrale,
l’analyse de sensibilité, l’analyse de fiabilité. Dans la suite nous développons que la finalité
analyse de fiabilité.

Fig. 2.8. Finalités de la propagation d’incertitudes

Pour effectuer de la propagation d’incertitudes, on aura besoin d’une stratégie de couplage. Elle
peut être soit intrusive, soit non-intrusive :

— Méthodes intrusives : Dans ce cas, on est contraint de manipuler les équations gouvernant
le comportement mécanique pour introduire l’aléa associé aux paramètres incertains. On
fait appel le plus souvent à des développements en série entières. La méthode intrusive
demande beaucoup d’hypothèses et de développement théorique.
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— Méthodes non-intrusives : Elle ne nécessite que la connaissance d’un échantillon (fini)
de couples entrées-sorties du modèle et ne fait aucune hypothèse structurelle sur f . Dans
ce cas, le modèle mécanique est considéré comme une "boite noire" et la propagation
d’incertitudes est effectuée par la simulation de ce dernier (calcul déterministe) en un
nombre fini de points échantillonnés dans l’espace de variabilité des paramètres incertains.
Ensuite, un post-traitement statistique est effectué sur les réponses du modèle mécanique
pour obtenir une estimation de la probabilité de défaillance dans le cas où on visait des
analyses de fiabilité. Les méthodes non-intrusives sont les plus utilisées lorsque le modèle
mécanique est sous forme implicite.

Avant d’aborder les méthodes d’estimations de fiabilité, il nous convient de poser certaines
bases de la formulation mathématique du problème de fiabilité.

2.3.2 Formulation mathématique du problème de fiabilité

Plusieurs phénomènes physiques peuvent être à l’origine d’une défaillance. On peut citer par
exemple, la fatigue, le fluage, la présence de fissures, la plastification etc... Dans l’analyse de
fiabilité des structures, la performance du système est mathématiquement décrite par un critère
de défaillance qui dépend de la réponse mécanique (aléatoire) du système, d’éventuels para-
mètres déterministes additionnels (par exemple, un seuil codifié) ou des variables aléatoires
(par exemple, une résistance incertaine).

L’insatisfaction à ce critère de défaillance, provoque un mode de défaillance de la structure. La
modélisation probabiliste d’un mode de défaillance se fait par la définition d’une fonction G

appelée fonction d’état limite ou fonction de performance.

2.3.2.1 Fonction d’état limite

Elle est définie comme une fonction des variables aléatoires (X1,X2, . . . ,Xn), qui représentent
les paramètres incertains (x1,x2, . . . ,xn), souvent rassemblés dans le vecteur aléatoire X =

{X1,X2, . . . ,Xn}T par soucis de simplicité. La fonction G(X) est par construction une variable
aléatoire qui permet de définir en fonction de ses valeurs, l’état de fonctionnement de la struc-
ture. Ainsi, l’espace aléatoire peut être divisé en deux régions :

— le domaine de défaillance, ΩF = {x ∈DX |G(x)≤ 0}. On parle d’état de défaillance de
la structure ;

— le domaine de sécurité, ΩS = {x ∈DX |G(x)> 0}. On dit aussi que la structure est en état
de bon fonctionnement.

L’ensemble des points Γ = {x ∈DX |G(x) = 0} représente la surface de l’état limite qui est la
frontière entre les domaines de défaillance et de sécurité.
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En mécanique de structures et en particulier en génie civil, on distingue deux typologies d’état
limite :

— ELS (État Limite de Service) qui permet de vérifier que les déformations ne gênent pas
le bon fonctionnement du système,

— ELU (État Limite Ultime) pour vérifier qu’il n’y a pas de dégradations irréversibles.

La figure 2.9, illustre schématiquement ces concepts dans le cas d’un espace aléatoire bidimen-
sionnel.

Fig. 2.9. Notions de surface d’état limite, de domaine de défaillance et de domaine de sécurité

2.3.2.2 Expression de la probabilité de défaillance

Fig. 2.10. probabilité de défaillance

A partir de la construction de la fonction d’état limite, la probabilité de défaillance Pf (Figure
2.10), qui est par définition complémentaire de la fiabilité R, i.e. R = 1−Pf , s’obtient comme
suit :

Pf = Prob [G(x≤ 0)] =
∫

G(x≤0)
pX(x)dx (2.53)
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où pX est la densité de probabilité conjointe du vecteur aléatoire X . On constate donc que,
l’estimation de la probabilité de défaillance Pf n’est autre que le calcul d’une intégrale multidi-
mensionnelle.

Outre, la probabilité de défaillance, une autre mesure de la performance ou de la sécurité d’une
structure mécanique est l’indice de fiabilité que nous abordons ci-après.

2.3.3 Notion d’indice de fiabilité

La notion d’indice de fiabilité est introduite dans les années 1950 par Rjanitzyne. Les deux
indices de fiabilité les plus utilisées en fiabilité des structures sont l’indice de de Rjanitzyne-

Cornell et l’indice de Hasofer et Lind.

2.3.3.1 Indice de Rjanitzyne-Cornell

Il est obtenu à partir de la moyenne et de l’écart type de la fonction de performance G :

βc =
µG

σG
(2.54)

Fig. 2.11. Représentation de l’Indice de Cornel

Comme représenté sur la figure 2.11, l’écart entre le point moyen µG et l’état limite (G = 0) est
mesuré par βc fois l’écart type σG.

Pour différentes expressions du même état limite, l’indice βc conduit à différentes valeurs. C’est
son inconvénient. On peut illustrer cela à travers l’exemple suivant :

1. Première expression de l’état limite G(r,s)=r-c=0
Dans ce cas l’indice est :

βc =
mr−mc√

σ2
s +σ2

r
(2.55)
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2. Deuxième expression de l’état limite G(r,s)=1-c/r=0
L’indice devient :

βc =
ms√(

σr
ms

)2
+σ2

s

(
mr
ms

)2
(2.56)

L’indice de Hasofer et Lind présenté ci-dessous permet de lever cette difficulté.

2.3.3.2 L’indice de Hasofer et Lind

La proposition faite par Hasofer et Lind est de ramener les variables physiques dans un nouvel
espace des variables aléatoires centrées réduites et statistiquement indépendantes (espace aléa-
toire standard). C’est la transformation isoprobabiliste que nous avons abordé plus haut dans la
section 2.3.1.3. En résumé, pour une variable aléatoire gaussienne x de moyenne µX et d’écart
type σX dans l’espace physique, son image dans l’espace standard est u = (x−µX)/σX .

Pour une variable aléatoire indépendante mais de loi quelconque, elle s’obtient à partir de l’éga-
lité des fonctions de répartition.

En lui appliquant la transformation isoprobabiliste T : X →U , la fonction d’état limite G(X)

devient :

H(U) = G◦T (U) (2.57)

La probabilité de défaillance Pf est alors égale à :

Pf = Prob(H(U)≤ 0) (2.58)

soit :

Pf =
∫

H(u)≤0
Φm(u)du (2.59)

Φm est la densité multi-normale centrée réduite. L’indice de fiabilité est défini comme étant
la distance euclidienne de l’origine O de l’espace normal standard à la surface d’état limite
H(u) = 0 au point P∗ le plus proche de l’origine.

Il faut donc résoudre le problème de minimisation sous contrainte suivant :

βHL = distance(O,H(u) = 0)

= min︸︷︷︸
H(u)≤0

√
{u}T .{u} (2.60)
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Par convention, l’indice βHL est compté positif si le point origine O appartient au domaine de
sûreté et négatif sinon.

Fig. 2.12. Représentation de indice de Hasofer Lind

Soient u∗ le vecteur solution du problème et P∗ le point de la surface d’état limite tel que
OP∗ = u∗. P∗ est appelé le point de conception ou point de défaillance le plus probable (MPFP :

Most Probable Failure Point). Par ailleurs :

u∗ =−βHLα (2.61)

α est le vecteur normal à la surface H(u) = 0 au point u∗, soit son gradient normalisé. La valeur
αi représente l’influence de la variable aléatoire Ui sur l’état limite et une approximation de
l’influence de la variable physique Xi qui lui est associée.

2.3.3.3 Recherche du point de conception

Afin de déterminer le point de conception, il faut résoudre le problème de minimisation sous
contraintes. Dans le cas d’analyse de fiabilité, on fait appel à l’algorithme d’optimisation du
premier ordre de Hasofer-lind-Rackwitz-Fiessler (HL-RF) (Rackwitz and Flessler, 1978 ; Rack-
witz, 1976) est une amélioration de l’algorithme de Hasofer-lind, qui suppose gaussiennes et
non corrélées les variables de base. Le principe de cet algorithme est illustré par la figure 2.13.

On peut le résumer par les étapes suivantes (Lemaire, 2005) :

1. Choisir le point de départ {u}0, généralement l’origine du repère (k = 0) ;

2. Évaluer la fonction d’état limite H(u(k)) ;

3. Ensuite, calculer le gradient de l’état limite {∇H(u)}(k) et sa norme
∥∥∥{∇H(u)}(k)

∥∥∥, puis

on en déduire le vecteur des cosinus directeur à l’itération k {α}k par :

{α}k =
{∇H(u)}(k)∥∥∥{∇H(u)}(k)

∥∥∥ (2.62)
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Fig. 2.13. Illustration de l’algorithme HLRF (Diop, 2015)

4. Calculer βk comme suit :

β(k) =−(〈u〉(k)α(k))+
{∇H(u)}(k)∥∥∥{∇H(u)}(k)

∥∥∥ (2.63)

5. Calculer {u}(k+1) avec la relation :

u(k+1) =−β(k)α(k) (2.64)

6. Si
∥∥∥{u}(k+1)−{u}(k)

∥∥∥ ≤ ε, la convergence est atteinte, on arrête le calcul itératif, sinon
on incrémente k : k = k+1 et on passe à l’étape 2.

2.3.4 Calcul de la probabilité de défaillance

Comme nous l’avons précédemment établi, l’évaluation de la probabilité de défaillance, revient
à calculer l’intégrale multidimensionnelle (voir équation (2.53)). Cette intégrale peut savérer
très complexe à calculer. En effet, l’intégrante n’est pas toujours connue de manière explicite,
et la frontière du domaine d’intégration G(X ≤ 0) est souvent non linéaire.

Les méthodes de calcul peuvent être regroupées en diverses catégories :

— Calcul formel (analytique) ou numérique (quadrature) ;

— Les méthodes de simulation pour évaluer Pf sur l’intégralité du domaine de défaillance
ΩF : simulations de Monte-Carlo, tirages d’importance, tirages conditionnés ;

— Les méthodes d’approximation, qui consiste en une idéalisation du domaine de défaillance
ΩF permettant le calcul d’une valeur approchée de Pf à partir d’un indice de fiabilité β :
la méthode FORM et méthode SORM, etc... ;

— Les méta-modèles : les méthodes de surface de réponse quadratique par exemple.
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Un calcul analytique n’est en réalité envisageable que dans de cas simples. Pour contourner cette
difficulté, des méthodes numériques sont les plus utilisées. Leur efficacité dépendra principale-
ment de la complexité de la fonction d’état limite G (explicite ou implicite) et de la dimension
n du problème (le nombre de paramètres incertains). Notons aussi que, le calcul par intégration
numérique peut être délicat, surtout dans le cas où Pf est du même ordre de grandeur que celui
des erreurs numériques.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques méthodes de calcul de la probabilité de défaillance
Pf .

2.3.4.1 Simulations Monte-Carlo

La méthode de simulations de Monte-Carlo (MCS) (Metropolis and Ulam, 1949) est la plus
populaire des méthodes d’estimation de probabilité de défaillance. Pour évaluer l’intégrale Pf

donnée par l’équation (2.53) on introduit la fonction indicatrice de défaillance IΩF définie par :

IΩF (x) =

{
1 si G(X)≤ 0

0 si G(X)> 0
(2.65)

Le principe de base de la méthode MCS consiste à interpréter la probabilité de défaillance Pf

comme l’espérance mathématique de la fonction indicatrice IΩF . C’est à dire :

Pf =
∫

D
IΩF (x)pX(x)dx

Pf = E [IΩF (x)]
(2.66)

où, pX est la densité conjointe de probabilité du vecteur aléatoire X .

Les principales étapes d’implémentation de la méthode de simulations Monte-Carlo sont les
suivantes :

— Étape 1 : Soit le vecteur aléatoire de conception X = (X1,X2, ...,Xn)
T . La fonction de

répartition FXi de chacune des variables Xi étant connue, l’échantillon xr = (xr
1,x

r
2, ...,x

r
n),

réalisation du vecteur aléatoire X , est obtenu en calculant chaque xr
i par :

xr
i = F−1

Xi
(ur) (2.67)

Où ur est un tirage aléatoire d’un nombre uniformément distribué entre 0 et 1 (figure
2.14).

— Étape 2 : Évaluation de la fonction indicatrice de défaillance, IΩF , pour chaque échan-
tillon.

— Étape 3 : Calcul d’un estimateur P̂f de la probabilité de défaillance Pf après M simula-
tions des étapes 1−2, par la moyenne empirique :
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P̂f =
1
M

M

∑
r=1

IΩF (x
k) (2.68)

dont la variance est donnée par :

var[P̂f ] =
1
M

P̂f
(
1− P̂f

)
(2.69)

et le coefficient de variation par :

CVMCS =
√

var[P̂f ]/P̂f =
1
M

P̂f
(
1− P̂f

)
(2.70)

Fig. 2.14. Tirage aléatoire d’un nombre ur uniformément distribué entre 0 et 1

Il est important de noter que P̂f est un estimateur sans biais de Pf , et le taux de convergence
(i.e le coefficient de variation) des simulations de Monte-Carlo, défini au sens des moindres car-
rés, est indépendant de la dimension n du vecteur aléatoire X . Malheureusement, l’expérience a
montré que la méthode de simulations de Monte-Carlo devient inutilisable pour calculer la pro-
babilité de défaillance d’ordre élevé, principalement en raison de sa convergence lente (en

√
M).

En pratique, il faut un nombre important de simulations pour obtenir une bonne approximation
de la probabilité de défaillance (le résultat est exact lorsque le nombre de tirage M tend vers l’in-
fini) ; entre 10p+2 et 10p+3 pour obtenir une probabilité de 10−p pour un niveau de confiance de
95% et une erreur admise de 20% sur les résultats. Par exemple, pour estimer une probabilité
de défaillance de 10−6, qui est souvent le niveau cible pour les composants automobiles, avec
un coefficient de variation ∆MCS de 5%, plus de 4.108 évaluations de l’intégrante de l’équation
(2.53) devraient être effectuées.

Pour illustration, sur la figure 2.9 (b), les points noirs sont dans le domaine de sécurité ou de
non-défaillance (tels que G(x)> 0) et les croix rouges sont dans le domaine de défaillance (tel
que G(x) < 0). Comme on peut le voir, puisque la défaillance simulée est un événement rare
(i.e. Pf < 10−3), seul un des 103 tirages appartient au domaine de défaillance.

Ainsi, la méthode de Monte-Carlo reste un outil efficace lorsque, d’une part, la probabilité de
défaillance Pf à estimer n’est pas trop faible et d’autre part, lorsque la fonction d’état limite
G est explicitement connue. En effet, dans le cas où G est représentée par un modèle implicite
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(code éléments finis par exemple) nécessitant des temps de calcul conséquents, le coût de calcul
nécessaire à une bonne approximation du p f par la méthode MCS devient insupportable.

La convergence des simulations de Monte-Carlo peut être améliorée si la répartition des points
de simulation dans l’espace aléatoire est plus uniforme. On peut citer dans ce sens, des mé-
thodes de tirages Hyper-cube latin (McKay et al., 1979) et les séquences quasi-Monte-carlo
(Niederreiter, 1992).

Fig. 2.15. Illustration de la méthode de simulations de Monte-Carlo

Pour surmonter l’inefficacité des méthodes de simulations dans le traitement de problèmes réels
plus complexes, des méthodes d’approximation ont été proposées dans la littérature (Madsen
et al., 1986). Nous nous intéressons dans ce qui suit aux méthodes d’approximations de premier
ordre (FORM) et de deuxième ordre (SORM).

2.3.4.2 First and Second Order Reliability Method (FORM/SORM)

L’idée principale est de calculer la probabilité de défaillance au moyen d’un nombre limité
d’évaluations de la fonction d’état limite G en contournant le calcul de l’intégrale multidimen-
sionnelle dans l’équation (2.53).

a) First Order Reliability Method (FORM)

Pour appliquer la méthode FORM, le problème de fiabilité est réécrit dans l’espace aléatoire
standard, où le vecteur aléatoire X = {X1,X2, . . . ,Xn}T est écrit en fonction de variables aléa-
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toires normales standard U = {U1,U2, . . . ,Un}T , au moyen de la transformation isoprobabiliste
X = T (U) (voir figure 2.16 (a)).

Dans le cas général, où les composantes du vecteur aléatoire X sont dépendantes, la transforma-
tion de Rosenblatt ou celle de Nataf (Ditlevsen and Madsen, 1996) sont utilisées.

Par conséquent, la probabilité de défaillance dans l’équation (2.53) est récrite comme suit :

Pf =
∫

G(x≤0)
pX(x)dx =

∫
H(u)≤0

φU(u)du (2.71)

Où H(U) ≡ G ◦T (U) = G(X) est la fonction d’état limite dans l’espace aléatoire standard et
φU est la fonction de densité de probabilité multinormale standard.

L’idée de la méthode FORM est de substituer, dans l’espace aléatoire standard, la fonction
d’état limite H par un hyperplan qui lui est tangent (notons le Z), au point de défaillance le plus
probable P∗, qui est défini comme le point de la surface d’état limite le plus proche de l’origine
de l’espace aléatoire standard (voir figure 2.16 (b)). Il est obtenu en résolvant le problème
d’optimisation sous contraintes suivant :

 ‖u∗‖= min
u∈Rn
‖u‖

sub ject to H(u) = 0
(2.72)

Fig. 2.16. (a) Surface d’état limite et point de conception dans l’espace physique aléatoire, (b) Approxi-
mations FORM et SORM dans l’espace aléatoire standard

Une fois les coordonnées u∗ = {u1,u2, . . . ,un}T du point de défaillance le plus probable P∗

trouvées, l’indice de fiabilité de Hasofer-Lind est calculé par :
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βHL = ‖u∗‖ (2.73)

Ensuite, l’approximation de premier ordre de la probabilité de défaillance s’obtient par :

Pf ≈ Pf ,FORM = Φ(−βHL) (2.74)

Un des inconvénients majeurs de la méthode FORM est la difficulté à estimer l’erreur de calcul
de la probabilité de défaillance. Une solution de validation est alors de faire appel aux simu-
lations de Monte-Carlo. Le nombre de calculs nécessaires dépend directement du nombre de
variables aléatoires du problème.

L’équation de l’hyperplan Z, peut s’écrire comme suit :

z(u) = αT u+βHL (2.75)

Où α, représente le vecteur des cosinus directeur αi (dont la valeur varie entre −1 et 1) associé
à Ui.

A l’issue de la méthode FORM, on obtient donc en plus d’une estimation de la probabilité de
défaillance Pf , le point de de défaillance le plus probable P∗ dans l’espace normé et potentiel-
lement la sensibilité de la probabilité de défaillance aux différents aléas du problème grâce aux
cosinus directeurs obtenus à partir de l’équation (2.76) :

αi =−
1

βhl
u∗i (2.76)

Si le cosinus directeur d’une variable aléatoire Ui est positif, la variable est dite de résistance, et
si le cosinus directeur est négatif, la variable est dite de sollicitation.

L’approximation FORM est souvent satisfaisante, surtout pour les valeurs élevées de l’indice
de fiabilité, à condition que le point de défaillance le plus probable P∗ soit bien identifié.

La précision de la méthode FORM dépend fortement de la courbure de la surface d’état limite
au point de conception et donc de la non linéarité de la fonction H(u) = 0. Si la surface d’état
limite est :

— convexe alors PfFORM > Pf , on surestime Pf ;

— concave alors PfFORM < Pf , on sous-estime Pf ;

Il est clair à partir de la figure 2.16 (b) que l’approximation FORM est exacte que lorsque la
fonction d’état limite réelle est linéaire. Malheureusement, cette situation est rarement rencon-
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trée dans les problèmes réels. Pour cette raison, la méthode de fiabilité du second ordre a été
développée.

b) Second Order Reliability Method (SORM)

La méthode SORM , schématiquement représenté sur la figure 2.16 (b), cherche à mieux ap-
procher la surface d’état limite, en utilisant une surface quadratique au lieu d’un hyperplan, ce
qui convient pour réduire l’erreur qu’on peut commettre sur l’estimation de la probabilité de
défaillance.

D’après Breitung (Breitung, 1984), l’estimation SORM de la probabilité de défaillance écrit :

Pf ≈ Pf ,SORM = Φ(−βHL)×
n−1

∏
i=1

1√
1+βHL.κi

= Pf ,FORM×
n−1

∏
i=1

1√
1+βHL.κi

(2.77)

où κi, i ∈ 1, . . . ,(n−1) sont les courbures principales de la fonction d’état limite au point de
défaillance le plus probable P∗.

Comme on peut le voir de l’équation (2.77), SORM améliore simplement l’estimation de la
probabilité de défaillance donnée par FORM, à travers une pondération par un facteur de cor-
rection ∏n−1

i=1
1√

1−βHL.κi
incluant des informations sur la courbure de la fonction d’état limite.

On note que ces courbures sont prises comme des quantités positives pour la fonction d’état
limite convexe.

Cette approximation (Equation (2.77)) est appelée formule de Breitung (Breitung, Karl, 1984).
On parle aussi de méthode « FORM asymptotique ». Dans le même contexte, Tvedt (Tvedt,
1983) propose une autre forme de correction :

Pf,SORM,T vedt = T1 +T2 +T3 (2.78)

Avec :

T1 = Φ(−βHL)
m−1

∏
i=1

1√
1+ kiβHL

T2 = [βHLΦ(−βHL)−ϕ(−βHL)]

(
m−1

∏
i=1

1√
1+ kiβHL

−
m−1

∏
i=1

1√
1+ ki(1+βHL)

)

T2 = (1+β) [βHLΦ(−βHL)−ϕ(−βHL)]

(
m−1

∏
i=1

1√
1+ kiβHL

−ℜ
m−1

∏
i=1

1√
1+ ki( j+βHL)

)
(2.79)
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Breitung (Breitung, 1984) a montré que l’approximation donnée par SORM est exacte pour des
valeurs élevées de l’indice de fiabilité, car elle tend vers la valeur exacte de la probabilité de dé-
faillance lorsque l’indice de fiabilité est infini. Cependant, SORM devient inefficace lorsque la
dimension du problème de fiabilité n est élevée. Ceci est principalement dû au calcul des (n−1)
courbures, qui nécessitent l’évaluation des dérivées du second ordre de la fonction d’état limite
par rapport aux variables aléatoires. Cela pourrait induire un coût de calcul insupportable, en
particulier pour des fonctions d’état limite implicites, où les dérivées du second ordre sont cal-
culées au moyen d’une méthode de différences finies. Pour cette raison, seule l’analyse FORM

est souvent réalisée pour des problèmes d’ingénierie.

L’effort de calcul majeur, lorsqu’on utilise des approximations FORM et SORM, est induit
par la procédure de recherche du point de défaillance le plus probable P∗. En effet, pour ré-
soudre le problème d’optimisation sous contrainte défini par l’équation (2.72), des techniques
de calcul basée sur une projection de gradient sont souvent utilisées (Liu and Der Kiureghian,
1991), comme l’algorithme bien connu de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiesser (HLRF) (Rackwitz
and Flessler, 1978), qui nécessitent le calcul des dérivées du premier ordre de la fonction d’état
limite par rapport aux variables aléatoires à chaque itération, jusqu’à ce que la convergence soit
obtenue. Malheureusement, l’algorithme HLRF est inefficace pour les problèmes où la fonction
d’état limite est bruitée ou fortement non linéaire, puisque la convergence est obtenue après un
grand nombre d’itérations et par conséquent un grand nombre d’évaluations de la fonction d’état
limite.

2.3.4.3 Méthode de surface de réponse quadratique

La méthode de Surface de Réponse Quadratique (SRQ) offre une bonne alternative pour ré-
duire le coût de calcul par rapport aux méthodes classiques présentées précédemment, tout en
conservant une bonne capacité prédictive (Bereriche, 2010).

a) Principe de la méthode de SRQ

La méthode SRQ cherche à substituer la fonction d’état limite H(u) implicite par une autre
fonction explicite H̃(u) obtenue par approximation polynomiale quadratique.

La surface de réponse (SR) est dite (El Hami and Radi, 2011) :

— Globale si elle simule le phénomène mécanique sur l’ensemble du domaine de variation
des paramètres entrant en jeu appelés facteurs,

— Locale si elle est construite dans un sous-domaine particulier.

Les méthodes SRQ diffèrent, soit par les termes retenus dans la formulation de l’approxima-
tion polynomiale quadratique (avec ou sans termes croisés), soit par le critère de convergence
adopté, soit par le type de plan d’expériences (i.e. les points d’expérimentation utilisés dans la
régression) (Riahi, 2013).
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Le plan d’expériences dont le choix doit être judicieusement étudié, permettra de générer un
jeu de réalisations de la réponse du modèle mécanique étudié en combinant différents niveaux
des variables aléatoires de base. Ces points, serviront ensuite à évaluer la fonction d’état limite.
Généralement, les points d’expérimentation sont générés autour du point moyen (c’est à dire
autour des valeurs moyennes des variables aléatoires de base).

b) Formulation mathématique de la méthode de SRQ

L’expression d’une surface quadratique sous sa forme complète est donnée par :

H̃(u) = a0 +
n

∑
i=1

aiui +
n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai juiu j (2.80)

Où les ai, ai j sont les coefficients du polynôme, et ui les composantes du vecteur u.

Sous forme matricielle, l’équation 2.80 devient :

H̃(u) =
[
...(up

i uq
j)k...

]
{...ak...}T H̃(u) = [Z]{a} (2.81)

telles que p+q ∈ {0,1,2} ; i, j = 1...n ; k = 1, ..., l.

Une surface de réponse par plan d’expériences passe par les deux étapes suivantes :

1. On recherche une surface de réponse approchée, H̃(k+1)(u), par une méthode de régres-
sion en utilisant le résultat d’un plan d’expériences autour de la kime approximation du
point de défaillance le plus probable P∗(k) .

2. On recherche le nouveau point P∗(k+1) par une méthode d’optimisation (par exemple
l’algorithme HLRF) en se basant sur la nouvelle surface de réponse (approchée a l’étape
1).

Les deux étapes seront ensuite itérées jusqu’à convergence vers le point de défaillance le plus
probable.

c) Calcul des coefficients d’une SRQ

Dans un plan d’expériences constitué de ne expériences, l’ensemble des ne évaluations de la
fonction d’état limite, décrites par l’équation (2.81), peut s’écrire sous la forme matricielle
suivante :

{
H(u(r))

}
=
{

z(r)
}
{a} ; r = 1, ...,ne (2.82)

{
z(r)
}

est une matrice de dimension ne× l.
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Par la méthode des moindres carrées, on déduit, un estimateur {â} des ne coefficients {a} :

Min
ne

∑
r=1

(H̃(u(r))−H(u(r))2 (2.83)

Et on obtient :

{â}= ([Z]T [Z])−1 [Z]T
{

H(u(r)
}

(2.84)

Bien que l’approximation polynomiale quadratique soit construite à chaque itération de l’algo-
rithme d’optimisation, la méthode reste efficace par rapport aux simulations de Monte-Carlo ou
à l’utilisation brute de la méthode FORM.

Dans les dernières années, les techniques de méta-modélisation ont connu une grande avan-
cée, et d’autres approches ont été développées, telles que celles basées sur le développement
en chaos polynomial (PCE), la méthode de collocation (Bressolette et al., 2010 ; Riahi et al.,
2010, 2011), la méthode Support Vector Machine (SV M) (Tipping, 2001 ; Rocco and Moreno,
2002 ; Bichon et al., 2011), le krigeage (Bichon et al., 2011 ; Zhang et al., 2015), les réseaux de
neurones (Hurtado and Alvarez, 2001) et la méthode de décomposition de la dimension (MDD)

(Xu and Rahman, 2005).

Après avoir présenté différentes méthodes d’estimation prévisionnelle de fiabilité mécanique,
en gardant la logique de la fiabilité dans le cycle de développement de produits, nous abordons
à présent, la fiabilité expérimentale, ou encore l’estimation de fiabilité basée sur les essais.

2.4 Fiabilité expérimentale par les essais

Cette partie reprend les notions essentielles rencontrées en essais de fiabilité et se base essentiel-
lement sur les références suivantes : (Guerin, 2005 ; Tebbi, 2005 ; Beaumont, 2013 ; Voiculescu,
2009 ; Fatemi, 2012 ; Augé, 1998 ; Laronde, 2011).

L’étude de la fiabilité expérimentale donne lieu à la mise en œuvre de trois types d’essais de
fiabilité que nous détaillons dans les sections suivantes : Ce sont les essais de robustesse ou
essais aggravés (sur les premiers prototypes), les essais d’estimation de la fiabilité (lorsque le
produit est mature) et les essais de déverminage (lors de la production).

2.4.1 Les types d’essais

2.4.1.1 Les essais de robustesse

Les essais dits de robustesse ou essais aggravés sont réalisés sur les premiers prototypes pour
connaître les faiblesses et les marges de conception, en les soumettant à des sollicitations éche-
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lonnées (climatiques, vibratoires, électriques, etc...) c’est à dire des sollicitations dont on aug-
mente les niveaux jusqu’à apparition d’une défaillance.

Selon (CETIM, 2005), « les essais aggravés consistent à soumettre une entité matérielle de
conception nouvelle (pièce, composant, assemblage, etc...), à des contraintes d’environnement
et/ou de fonctionnement sous des niveaux croissants pouvant atteindre les limites de résistance
des technologies, à évaluer les marges de fonctionnement et à déceler rapidement, pour pou-
voir les corriger, les défauts inhérents à la conception (produit et/ou procédés qui réduisent ces
marges à des valeurs inacceptables) »

Les essais aggravés sont en général préconisés pour trois catégories de produit ou système :

1. Les nouveaux systèmes (en particulier lorsque ceux-ci revêtent un caractère complexe
et/ou innovant) ;

2. Les systèmes soumis à de lourdes contraintes sécuritaires ;

3. Les systèmes évoluant dans des environnements sévères et/ou difficiles à quantifier.

Les essais aggravés permettent d’améliorer :

— la robustesse du système par l’amélioration des marges de fonctionnement ;

— le processus de maturation rendant par définition le système d’avantage « mâture ».

De nombreux essais aggravés existent comme : STRIFE (STRess for LIFE) (McLean, 1993),
ESS (Environmental Stress Screen) (Kececioglu and Sun, 1999), HALT (McLean, 2009).

2.4.1.2 Les essais d’estimation de la fiabilité

Ce sont des essais menés en phase de maturité du produit pour estimer sa fiabilité. Ils consistent
à vérifier que les objectifs de fiabilité sont respectés en reproduisant les conditions d’utilisation
du produit (cycle de marche/arrêt, température, humidité, etc...).

Pour cela, on dispose de deux stratégies d’essai :

1. les essais de détermination consistant à déterminer la valeur d’une caractéristique (MTTF,
probabilité de défaillance, etc...) ou les paramètres de la loi de mortalité d’un système ;

2. les essais de démonstration permettant de montrer si la valeur d’une caractéristique de
fiabilité d’un système est conforme ou non aux objectifs fixés.

2.4.1.3 Les essais de déverminage

Le principe de ces essais consiste à soumettre les produits sortant de fabrication à des sollicita-
tions d’environnement (climatiques, vibratoires, etc...) pendant une durée donnée de manière à
faire apparaître les défauts de jeunesse qui peuvent être de différentes natures :
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— composants faibles ;

— défauts de fabrication ;

— faiblesses de conception (produits nouveaux) si elles n’ont pas été éliminées auparavant.

A l’issue de l’opération de déverminage, tous les produits de la production triée se trouvent
dans la période utile. Il existe de nombreuses techniques d’essai de déverminage (McLean,
2009 ; Kececioglu and Sun, 2003) dont : Burn in, ESS (environmental stress screening), HASS
(Highly Accelerated Stress Screen), HASA (Highly Accelerated Stress Audit) .

2.4.2 Estimation de la fiabilité par les essais accélérés

Le but des essais accélérés et de réduire les durées des campagnes d’essais. Plusieurs cher-
cheurs ont travaillé à la mise en place de ces types d’essais. On peut citer les références sui-
vantes (Nelson, 1990), (O’Connor, 2003), (Caruso and Dasgupta, 1998), (Vassilious and Mettas,
2001),(Guérin et al., 2004).

Le principe de ces essais est de sévériser les conditions d’essais, c’est à dire en testant les unités
à des niveaux de stress ou sollicitation plus élevés (température élevée, tension électrique élevée,
humidité élevée, contrainte mécanique élevée etc...) qu’en conditions nominales ce qui permet
de mettre plus rapidement en évidence les défaillances du système.

Les essais accélérés peuvent s’appliquer à toutes les catégories de matériels en employant dif-
férents types de stress (mécaniques, électriques, climatiques ...) les plus adaptées vis à vis des
modes de défaillance attendus sur ces matériels (Fatemi, 2012) :

— Contraintes mécaniques : torsion, flexion, flexion rotative, chocs mécaniques, vibrations,
vibrations acoustiques, traction/compression, etc. La fatigue est le mode de dégradation
le plus communément utilisé pour les composants mécaniques ;

— Contraintes électriques : cela inclue la tension, l’intensité du courant, la fréquence, choc
électrique etc... La tension est le stress électrique le plus communément utilisé puisqu’il
génère rapidement des défaillances ;

— Contraintes climatiques (ou environnementales) : la température et les cycles thermiques
sont les stress les plus couramment utilisés. Il est nécessaire d’appliquer des niveaux
appropriés pour conserver les modes de défaillance d’origine. D’autres stress peuvent
être appliqués comme les ultraviolets, le brouillard salin, la poussière, l’humidité, etc...

— Contraintes spécifiques au matériel.

Il existe plusieurs types d’essais accélérés :

1. Les essais de robustesse : les essais HALT pour (Highly Accelerated Life Test) ;

2. Les essais d’estimation : les essais accélérés ALT (Accelerated Life Test) ;

3. Les essais de déverminage : les essais HASS (Highly Accelerated Stress Screen).
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2.4.2.1 Plan d’essais accélérés

A partir des travaux de (Pham, 2003), (Nelson, 1990), (Vassilious and Mettas, 2001), (Meeker
and Escobar, 2014), on résume comme suit, les paramètres dont dépend la définition d’un plan
d’essais accélérés :

— Les stress d’accélération et les limites opérationnelles (les limites sont obtenues par
des essais aggravés). Les stress peuvent être de toute nature (mécanique, électrique, cli-
matique, etc...) et leurs durées de manifestation de tout ordre (constante, échelonnée, pro-
gressive, cyclique ou aléatoire). Le nombre et les niveaux des stress appliqués sont choisis
en fonction du produit étudié avec la conservation du mécanisme de défaillance d’origine
tout en accélérant suffisamment l’essai ;

— Les modes et mécanismes de défaillance : dans un essai accéléré, les mécanismes d’en-
dommagement provoqués doivent être représentatifs des conditions normales d’emploi.
Chaque mode de défaillance peut être provoqué par un ou plusieurs types de contraintes ;

— Le nombre de dispositifs testés à chaque niveau de contrainte, donnant la précision des
estimations ;

— Un modèle de vie accélérée, qui relie la durée de vie sous les conditions accélérées à
celles sous les conditions normales d’utilisation.

On rencontre plusieurs profils de stress :

a) Le chargement constant (indépendant du temps)

On soumet chaque composant à un niveau de contrainte constant supérieur à la normale.

Fig. 2.17. Profil d’essai sous stress constant

b) Le chargement variable (en fonction du temps)

La contrainte choisie, évolue en fonction du temps. Elle peut être augmentée d’une manière
échelonnée, progressive, cyclique ou aléatoire etc...

— La contrainte échelonnée : la contrainte est appliquée de manière échelonnée par des
niveaux croissants ou décroissants dans le temps (par paliers) jusqu’à l’apparition d’une
défaillance,
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Fig. 2.18. Profil d’essai sous stress échelonné

— La contrainte progressive : la contrainte est augmentée de manière linéaire dans le temps
(croissance linéaire).

— La contrainte cyclique : la contrainte est appliquée selon une amplitude et une fréquence
données.

Fig. 2.19. Profil d’essai sous stress cyclique

— La contrainte aléatoire : la sollicitation suit un profil aléatoire (couramment utilisée en
vibration).

2.4.2.2 Modèles Standards de Vie Accélérée

Les SVA définis par Bagdonavicius et Nikulin ((Nikulin et al., 2007b),(Bagdonavičius et al.,
2000), (Tebbi, 2005), (Voiculescu, 2009)) sont des modèles basés sur une fonction de transfert
et qui permettent d’obtenir les fonctions de fiabilité à partir de résultats d’essais effectués à des
niveaux de contraintes plus élevés que les conditions nominales d’utilisation (cf. figure 2.20).
Cela permet a priori de réduire la durée de l’essai (d’où son "accélération"). On considère un
ensemble de contraintes, pour lequel on dit que plus la contrainte augmente, plus la fiabilité
devient faible. L’objectif des essais accélérés Dodson and Schwab (2006) est de déterminer
l’évolution de la fonction de fiabilité en fonction de l’évolution de la contrainte. On suppose
que la durée de vie Ts d’un produit sous le stress S est une variable aléatoire de fonction de
fiabilité :

RS(t) = Prob(TS > t), t > 0 (2.85)
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Soit RS0 la fiabilité au niveau d’effort nominal S0, et RS la fiabilité sous un stress constant S, le
modèle SVA décrit :

RS(t) = RS0(r(S).t) (2.86)

Fig. 2.20. Principe des modèles SVA

Où r représente la fonction de transfert où encore loi d’accélération (voir figure 2.20) et r(S0) =

1. Si la fonction de transfert est complètement inconnue, il devient impossible d’estimer la
fiabilité sous conditions nominales. C’est pourquoi r est choisie dans une certaine classe de
fonction (e.g. Arrhenius, Eyring (Voiculescu, 2009), (Tebbi, 2005)). Pour l’analyse de la durée
de vie le modèle log-linéaire est souvent choisi pour définir le modèle de régression

Fig. 2.21. Définition du modèle de régression

Considérons un plan d’essai classique (Nelson, 1990) consistant à utiliser plusieurs niveaux
de contraintes constantes S1,S2, ...,Sk avec S1 < S2 < < Sk et soit S0(S0 < S1) la contrainte
usuelle qui ne sera pas utilisée dans la construction du plan d’essai. On considère r dans une
certaine classe de fonctions. Nikulin et Bagdonavicius considèrent une forme exponentielle. Si
le modèle (équation (2.87)) est vérifié sur l’ensemble des contraintes considérées, alors pour
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tout S1, S2 appartenant à cet ensemble :

RS2(t) = RS1(ρ(S1,S2).t) (2.87)

où ρ(S1,S2) =
r(S2)
r(S1)

Supposons une contrainte (stress) unidimensionnelle S appartenant à l’ensemble considéré. Le
taux de changement d’échelle est déterminé par la dérivée :

δ(S) = lim
∆S→0

ρ(S,S+∆S)−ρ(S,S)
∆S

=
dlog(r(S))

dS
(2.88)

On a donc pour tout S de l’ensemble :

r(S) = e
∫ S

S0
δ(ν)dν (2.89)

Supposons que δ(S) soit proportionnelle à une fonction connue u(S) de la contrainte :

δ(S) = β1u(S),β1 > 0 (2.90)

Alors,
r(S) = eβ0+β1z(S) (2.91)

où z(S) est une fonction primitive de u(S), β0 et β1 sont des paramètres inconnus. Dans le cas
particulier de δ(S) = β1/S, alors on a :

r(S) = eβ0+β1log(S) = αSβ1, (2.92)

avec α = eβ0 . Ce modèle correspond au modèle de puissance inverse de Basquin. Ainsi, l’équa-
tion (2.87) s’écrit :

RS(t) = RS0(e
βT zt) (2.93)

Où β = (β0, ...,βm)
T est le vecteur de paramètres et z = (z0, ...,zm) le vecteur de primitives

(avec z0 = 1) de u1, ...,um, avec δ(s) = β1u1(s)+ · · ·+βmum(s). On trouve dans la littérature
de nombreuses applications des modèles SVA, principalement dans l’électronique (Caruso and
Dasgupta, 1998),(Nelson, 1990) mais beaucoup moins en mécanique.



2.4. FIABILITÉ EXPÉRIMENTALE PAR LES ESSAIS 79

2.4.2.3 Modèles d’accélération courants

Plusieurs modèles d’accélération, définis pour chaque type de composants et matériaux existent
dans la littérature (Nelson, 1990). Dans les paragraphes suivants sont présentés quelques mo-
dèles d’accélération les plus utilisés pour des stress à profil constants.

a) Modèle d’Arrhenius

Il est utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à la température (en particu-
lier : diélectrique, semi-conducteur, batterie, lubrifiant et graisse, plastique et filament de lampe
incandescente). La loi d’Arrhenius modélise la durée de vie τ du produit comme fonction de la
température T :

τ = Ae(
B
T ) (2.94)

Avec : A et B des constantes positives, et T la température absolue.

b) Modèle de Peck

Ce modèle est utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à la température T

et à l’humidité H (en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants
mécaniques soumis à la rupture). Le modèle de Peck est définie par :

τ = A(H)−me(
Ea
kT ) (2.95)

Avec : A et m les paramètres de la loi d’accélération de Peck, T la température, H l’humidité, k

la constante de Boltzmann (8.617110−5eV/K) et Ea (en eV) l’énergie d’activation.

c) Modèle puissance inverse

Le modèle de puissance inverse convient au cas où le mécanisme d’endommagement est sen-
sible à un stress particulier (par exemple : diélectrique, roulement à billes ou rouleaux, com-
posants optoélectroniques, composants mécaniques soumis à la fatigue et filament de lampe
incandescente).

La loi de puissance inverse décrit la cinétique d’une dégradation sous stress constant V , et la
durée de vie est donnée par l’équation :

τ = (
A
V
)γ (2.96)

Avec : A et γ les constances du modèle, V un stress constant.
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Le modèle de Basquin (très utilisé pour la fatigue) est un modèle puissance inverse.

d) Modèle d’Eyring

Ce dernier est utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à la température T

et un stress V (en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants
mécaniques soumis à la rupture). Le modèle d’Eyring est défini par :

τ = (
A
T
)e(

B
kT )e(V (C+ D

kT )) (2.97)

Avec : T la température absolue, V un stress donné, k : 8.617110−5eV/K (constante de Boltz-
mann) ; A, B, C et D les paramètres du modèle.

Fig. 2.22. Principe des essais accélérés

Pour finir on peut résumer le principe d’un plan d’essai accéléré (Figure 2.22) comme suit :

— On réalise des essais accélérés qui consistent à solliciter les composants à différents ni-
veaux accélérés de stress si (plus sévères qu’en conditions nominales s0) ;

— On fait l’hypothèse que la distribution des temps de défaillance est identique aux diffé-
rents niveaux de stress (y compris dans les conditions nominales) et que le paramètre de
forme de la distribution soit le même pour tous les niveaux de stress ;

— On choisit un modèle d’accélération adapté à la nature du problème du mécanisme d’en-
dommagement et dont les résultats d’essais à différents niveau de stress permettent de
déterminer les paramètres ;

— Ainsi, il est possible de construire la fonction de fiabilité dans les conditions sévérisées
Rs(t) et à l’aide de la loi d’accélération (Facteur d’accélération FA), de déduire la fiabilité
dans les conditions nominales Rs0(t) :

Rs(t) = Rs0(FA.t) (2.98)
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Les essais accélérés permettent de réduire les durées des essais. Dans la section suivante nous
présenterons les essais de type bayésiens dont l’objectif et l’intérêt est d’améliorer la qualité
d’estimation des paramètres de fiabilité dans un contexte de faible taille d’échantillon.

2.4.3 Essais bayésiens

Les essais accélérés permettent de précipiter plus rapidement la défaillance des composants ré-
duisant ainsi les longues durées que peuvent nécessiter certains essais, surtout pour des produits
avec des niveaux de fiabilité élevés. Cependant, il reste la problématique de la taille d’échan-
tillon nécessaire à investir dans les essais pour une bonne estimation des paramètres de fiabilité.

2.4.3.1 Objectif des essais bayésiens

En effet, les prototypes sur lesquels sont souvent effectués les essais d’estimation prennent une
proportion importante dans le coût de développement des produits et les industriels cherchent
un meilleur compromis entre investissement et qualité d’estimation de fiabilité. Pour apporter
une solution à la problématique posée, certains chercheurs ont proposé et développé une métho-
dologie d’essai s’inspirant du domaine médical et basée sur l’inférence bayésienne.

Les principaux travaux sur l’inférence bayésienne en fiabilité se retrouvent essentiellement dans
les références suivantes : (Ringler, 1979 ; Procaccia et al., 1992 ; Procaccia and Morilhat, 1996 ;
Lannoy et al., 1994 ; Lannoy and Procaccia, 2001 ; Sander and Badoux, 1991 ; Ross, 2003) etc...
Parmi les travaux récents, nous pouvons énumérer les travaux de (Guerin, 2005 ; Guérin et al.,
2010 ; Usureau, 2001 ; Bousquet, 2006) qui ont une forte contribution dans le développement
des techniques des essais bayésiens et sur lesquels se repose principalement cette partie de notre
document.

2.4.3.2 Principe des essais bayésiens

Supposons que l’on souhaite estimer la distribution de la durée de vie d’un composant indus-
triel donné. On désigne par X = {x1,x2, . . . ,xn} un échantillon de résultats d’essais où xi cor-
respond à une durée de vie du composant. On suppose que cet échantillon est issu d’une loi
de distribution dont les paramètres représentés par le vecteur θ sont inconnus. On désigne par
f (x1,x2, . . . ,xn|θ), la fonction de vraisemblance de la réalisation X .

Soit g(θ) la densité de probabilité de θ connue à partir des avis d’experts, du retour d’expérience
(essais sur produits similaires) ou de bases de données de fiabilité. On appelle g(θ) la densité de
probabilité a priori de θ. Elle modélise une connaissance a priori ou une information subjective
sur le vecteur des paramètres inconnus θ.

L’approche bayésienne cherche à améliorer l’estimation de θ en combinant cette connaissance
à priori avec la fonction de vraisemblance (connaissance objective) obtenue par les essais au
travers du théorème de Bayes (figure 2.23).
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Fig. 2.23. Principe des essais bayésiens

La fonction de densité de probabilité résultante notée ici g(θ/X) est appelée densité à posteriori
de θ. Elle est obtenue par l’équation :

g(θ|X) =
f (x1,x2, ...,xn|θ) .g(θ)∫

D(θ) f (x1,x2, ...,xn|θ) .g(θ).dθ
(2.99)

A partir de la densité à priorité de θ, on peut déduire les densités de chaque paramètre θi :

g(θi) =
∫

j=1,...,n, j 6=i
. . .

∫
g(θ|X).dθ j (2.100)

Ensuite, il sera possible de déterminer les estimateurs ponctuels du paramètre θi qui correspond
au moment d’ordre 1 (équation (2.101)) et sa variance qui correspond au moment centré d’ordre
2 (équation (2.102)) :

θ̂i =
∫

D(θi)
θigi(θi).dθi (2.101)

g(θi) =
∫

D(θi)

(
θi− θ̂i

)2
gi(θi).dθi (2.102)

On pourra également définir l’intervalle de confiance bilatérale symétrique au niveau de confiance
1−α tel que :

Prob
(

θin f
i ≤ θ̂i ≤ θsup

i

)
= 1−α (2.103)

Où les bornes θin f
i et θsup

i sont obtenues en résolvant les équations suivantes :
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∫ θin f
i

D(θi)
gi(θi).dθi = α/2 (2.104)

∫ θsup
i

D(θi)
gi(θi).dθi = 1−α/2 (2.105)

La figure suivante (figure 2.23) résume l’application de l’inférence bayésienne pour l’estimation
de la fiabilité.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre bibliographique, nous avons abordé les différentes notions relatives à la fiabi-
lité. Nous avons situé la fiabilité aussi bien dans les différentes phases du cycle de développe-
ment de produits, que dans le cycle de vie de produits. On comprend ainsi, le grand intérêt que
les industriels qui conçoivent les produits et les clients ou utilisateurs finaux portent à la fiabilité.
En effet, pour l’un, un produit fiable garantie une bonne performance en fonctionnement et donc
une réduction de retour clients ; et pour l’autre, un produit fiable réduit les coûts de maintenance,
et garantie un allongement de durée de vie. En résumé, un produit fiable assure une sécurité et
une bonne qualité sur la durée.

Nous avons ensuite présenté, les méthodes d’estimation de fiabilité prévisionnelle, en partant
des plus classiques aux plus avancées, en relevant les limites des unes et des autres. Dans le
même contexte, une part importante a été accordée au couplage mécano-probabiliste. En effet,
comme nous l’avons relevé, en mécanique, les bases de données de fiabilité sont très limitées
et portent sur des composants très spécifiques, contrairement aux composants électroniques.
Lorsqu’il ne s’agit plus de composants standard, les formes des structures mécaniques sont très
variables et nécessitent une évaluation particulière de fiabilité.

Le couplage mécano-probabiliste semble une alternative intéressante pour étudier la fiabilité en
conception. Il permet, l’étude de la fiabilité prévisionnelle d’une structure mécanique au regard
d’une performance attendue, en tenant compte de la variabilité des différents paramètres de
conception de la structure (matériaux, géométrie, chargement) et de l’effet de cette variabilité
sur la réponse du modèle mécanique. Lorsque les modèles mécaniques sont très complexes, ce
qui est souvent le cas, nous avons montré l’intérêt de recourir aux méta-modèles encore appelés
modèles de substitution.

Pour finir, dans un premier temps, les méthodes d’estimation de fiabilité par essais ont été
présentées, avec un accent sur les essais accélérés qui permettent de réduire les durées de cam-
pagnes d’essais, et les méthodes bayésiennes qui elles permettent de réduire les nombres d’es-
sais à réaliser.

La problématique d’estimation de fiabilité est donc d’un grand intérêt et la tendance est l’amé-



84 CHAPITRE 2. NOTIONS GÉNÉRALES SUR LA FIABILITÉ

lioration de la qualité d’estimation tout en optimisant les coûts inhérents. Dans le cas de dé-
veloppement de nouveaux produits, l’autre défi est d’obtenir cette estimation au plus tôt dans
la phase de développement, avant d’anticiper les améliorations si nécessaires. Les approches
purement numériques et purement expérimentales sont limitées dans ce contexte.

Dans la suite de ce manuscrit, nous proposons donc une méthodologie pour répondre à la pro-
blématique d’estimation de fiabilité au plutôt dans la phase de développement d’un nouveau
produit. Les notions abordées dans ce chapitre bibliographique, à l’instar de la fiabilité pré-
visionnelle mécanique, les essais accélérés et les essais bayésiens, constituent des ingrédients
pour la méthodologie envisagée.
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3.1 Introduction

Il est largement reconnu aujourd’hui et en particulier dans l’industrie automobile, que la fiabi-
lité est l’un des paramètres les plus importants qui caractérisent la performance des produits. En
effet, la fiabilité traduit l’aptitude du produit à fonctionner sans défaillance dans des conditions
données et sur une durée donnée. Les produits ayant le plus haut niveau de fiabilité sont suscep-
tibles d’être plus sûrs et dans une mesure plus disponibles. Pour ces raisons, les clients sont de
plus en plus intéressés par des produits très fiables, et les industriels sont contraints de fournir
le niveau de fiabilité associé à leurs produits au même niveau que leurs prix. Dans ce contexte,
l’estimation de la fiabilité des nouveaux produits, au début de leur cycle de vie, présente un
grand intérêt. Elle aide les industriels à améliorer la fiabilité de leurs produits avant qu’ils at-
teignent le marché et, par conséquent, à faire face efficacement à la concurrence. En effet, à ce
stade de développement, les ingénieurs ont encore une grande marge de manœuvre pour revoir
la conception. Dans le cas contraire, les modifications apportées aux stades ultérieures du cycle
de vie des produits pourraient prendre du temps et entraîner des coûts supplémentaires.

Dans le cas des composants automobiles, l’évaluation de la fiabilité mécanique est généralement
basée sur l’analyse statistique des données, qui sont issues d’essais dans le cas d’un nouveau
produit, tels que les essais accélérés (Escobar and Meeker, 2006) ; ou des données collectées pen-
dant le cycle de vie d’anciennes versions dans le cas de développement de versions améliorées
d’un produit existant. Dans les deux cas, l’estimation de la fiabilité en phase de développement,
reste un problème difficile, principalement en raison du coût élevé du processus de tests d’une
part, et d’autre part, du manque et/ou de la qualité insuffisante de données disponibles.

Dans la phase de développement d’un produit, l’analyse de fiabilité mécanique par des mé-
thodes de simulation numérique, est de plus en plus appréciée dans l’industrie automobile. Ceci,
en raison des différentes possibilités qu’elles offrent. Cependant, ces méthodes numériques ne
permettent pas à elles seules, une validation suffisante et réaliste de la fiabilité future du pro-
duit. Par ailleurs, les concepteurs automobiles disposent très souvent, d’un retour d’expérience
(notamment issu d’essais) suffisant sur la fiabilité de leurs développements antérieurs. Aussi,
dans un contexte où les produits présentent des similarités importantes, l’exploitation du retour
d’expérience est opportune.

Au regard des difficultés exposées ci-dessus, il est plus que nécessaire, d’exploiter d’autres voies
de solutions afin de proposer une méthodologie plus adaptée à la problématique d’estimation
de fiabilité mécanique en phase de développement. Nous proposons deux approches que nous
décrivons brièvement dans un premier temps du plus simple au plus complexe avant de les
détailler plus tard.

La première approche repose sur l’analyse de similitude entre la fiabilité prévisionnelle obte-
nue par une méthode numérique et la fiabilité expérimentale. L’idée est d’établir un facteur
permettant de quantifier le degré de similitude entre ces deux distributions, pour une version
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de référence Dre f d’un produit donné. Ensuite, ce facteur peut être utilisé dans des conditions
données pour améliorer l’usage direct des résultats de la méthode numérique d’estimation de
fiabilité dans le cadre de développement d’une nouvelle version Dup.

La deuxième proposition consiste à combiner l’analyse de fiabilité numérique et le principe de
la fonction de transfert temporel (FT T ), inspiré de l’analyse des essais accélérés (Nelson, 1990 ;
Bagdonavicius and Nikulin, 2001). La FT T dans notre contexte est une fonction associée au
design de référence Dre f , et permettant le passage d’une fiabilité prévisionnelle numérique à la
fiabilité expérimentale et vice-versa. Ainsi, pour une nouvelle version Dup du produit, sa fonc-
tion de fiabilité escomptée est estimée en utilisant la FT T et sa fonction de fiabilité numérique.

Nous noterons par la suite par fiabilité expérimentale, celle estimée par notre méthodologie,
pour la distinguer de la fiabilité expérimentale basée sur de vrais essais.

Dans les deux approches proposées, nous faisons recourt à un modèle mécanique pour calculer
numériquement les durées de vie et en déduire la fiabilité prévisionnelle. Nous détaillons dans
la section suivante le choix de la méthode d’estimation numérique de fiabilité prévisionnelle.

3.2 Estimation numérique de la fiabilité prévisionnelle

Les stratégies classiques de couplage mécano-probabiliste, telles que celles présentées dans le
chapitre 2, souffrent d’inefficacité lors du traitement de problèmes d’ingénierie pour lesquels,
d’une part, le modèle mécanique est le plus souvent disponible sous une forme implicite com-
plexe, et d’autre part, le nombre de paramètres incertains peut être très élevé induisant une
monté exponentielle du nombre d’appels au modèle mécaniques lors du calcul probabiliste.
Pour pallier à ce problème, l’idée est d’utiliser des stratégies de couplage basées sur la tech-
nique de méta-modélisation, dont l’efficacité a été approuvée (Boyd, 1989). Dans ce qui suit,
on explorera deux d’entre elles à savoir, la méthode de développement en polynômes de chaos
(DCP) (Ghanem and Spanos, 1990) et la méthode de décomposition de la dimension (MDD)

(Rabitz and Ali, 1999).

3.2.1 Méthode de développement en polynômes de chaos (DCP)

Considérons un modèle mécanique, représenté mathématiquement par la fonction y=M (x), où
certains de ses paramètres d’entrée, rassemblés dans le vecteur n-dimensionnel x= {x1,x2, . . . ,xn}T

sont incertains, et soit X = {X1,X2, . . . ,Xn}T un vecteur aléatoire associé à x, qui est entièrement
décrit par sa fonction de densité de probabilité conjointe fX . Sous cette condition, il est clair que
la réponse y (qui peut représenter par exemple, une contrainte mécanique, un déplacement ou
une durée de vie en fatigue ...) fournie par le modèle M est une quantité aléatoire, avec Y

le modèle probabiliste (variable aléatoire) associé. L’approximation polynomiale d’ordre p de
la réponse Y , donnée par la méthode DCP, peut être écrite dans l’espace aléatoire standard,
comme :
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Y ≈ M̂ = M̂ ◦T (U) = ∑
|α|≤p

aαψα(U) (3.1)

avec α = {α1,α2, . . . ,αn} des multi-index, et aα des coefficients déterministes inconnus,

U = {U1,U2, . . . ,Un}T est la variable gaussienne standard n-dimensionnelle associée à la va-
riable aléatoire n-dimensionnelle X = {X1,X2, . . . ,Xn}T , obtenue grâce à la transformation pro-
babiliste T . Les ψα sont des polynômes multivariés.

Puisque le méta-modèle DCP est écrit dans l’espace aléatoire standard, c’est-à-dire que l’ap-
proximation polynomiale M̂ est une fonction de variables aléatoires gaussiennes indépendantes,
les polynômes multivariés ψα peuvent être facilement obtenus par tensorisation de N polynômes
d’Hermite orthonormés uni-variés {Hαk}

n
k=1 :

ψα(u) = Hα1(u1)×·· ·×Hαn(un) (3.2)

En exploitant l’orthonormalité de la base polynomiale tronquée {ψα, |α| ≤ p}, les coefficients
inconnus aα peuvent être calculés par des méthodes de projection spectrale telles que, les tech-
niques de simulation ou de quadrature. Ici, la méthode de régression basée sur un plan d’expé-
rience efficace est utilisée. Les estimations des aα sont calculées par la minimisation de l’erreur
quadratique moyenne du méta-modèle M̂ de la réponse mécanique y.

Le problème de régression peut être posé comme suit :

Trouver â qui minimise E
[
(aT ψα(U)−M (U))2] (3.3)

où E [.] désigne l’espérance mathématique.

Le taux de convergence des estimateurs des coefficients inconnus peut être amélioré en utilisant
des suites à discrépance faible telles que celles de Sobol (Dai and Wang, 2009), qui donnent une
meilleure uniformité du remplissage de l’espace que les nombres pseudo-aléatoires ou l’échan-
tillonnage hypercube latin (figure 3.1).

Soit ℑp
n = {α ∈ nn tel que |α| ≤ p} un ensemble d’index associé à un PC de degré p, avec

|α|= α1 + · · ·+αn. Par conséquent, le nombre de termes dans le DCP est :

card(ℑp
n) = (n+p

p ) =
(n+ p)!

n!p!
. (3.4)

Il est clair que le nombre d’appels au modèle mécanique implicite, nécessaire pour construire
le DCP, peut s’avérer prohibitif, puisque le nombre de termes du DCP est à croissance polyno-
miale avec le nombre de paramètres d’entrée incertains n, et l’ordre ou le degré p du DCP. Pour
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Fig. 3.1. Comparaison de l’uniformité du remplissage spatial des nombres pseudo-aléatoires, de l’échan-
tillonnage de l’hypercube latin et de la séquence de Sobol

contourner ce problème, une stratégie de troncature efficace, qui vise à conserver les termes
du DCP associés à l’interaction d’ordre faible (Blatman, 2009), est employée. En effet, les pra-
tiques d’ingénierie ont montré que souvent les interactions d’ordre élevé (i.e > 3) n’ont pas
d’effets significatifs sur les réponses du modèle mécanique.

Soit i l’ordre maximum des interactions conservées, selon (An and Owen,
2001), le nombre de termes du méta-modèle DCP est card(ℑp,i

n ), avec ℑp,i
n ={

α ∈ nn de sorte que |α| ≤ p et ∑n
k=1 Iαk>0 ≤ i

}
. Il est clair que, si les interactions

d’ordre élevé ont un effet faible, l’économie définie comme le rapport de card(ℑp,i
n ) à card(ℑp

n)

peut être très significative comme le montre la figure 3.2.

Fig. 3.2. L’économie card(ℑp,i
N )/card(ℑp

n) par rapport au nombre de variables aléatoires pour un PC de
degré p = 8

Une fois les estimateurs âα des coefficients inconnus sont obtenus, les moments statistiques tels
que la moyenne µp,i

Y et la variance V p,i
Y de Y peuvent être calculés analytiquement (Blatman,

2009), comme suit :

µp,i
Y = â0 (3.5)
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V p,i
Y = ∑

|α|≤p
â2

α (3.6)

Notons que les moments statistiques d’ordre supérieur, tels que l’asymétrie et l’aplatissement,
peuvent être facilement obtenus de la même manière.

La fonction de densité de probabilité fY de la réponse mécanique peut être obtenue par une tech-
nique basée sur les moments (Pearson, 1963) en utilisant les estimateurs des quatre premiers mo-
ments statistiques, ou en effectuant des simulations de Monte-Carlo sur le méta-modèle DCP.

En plus, des analyses de sensibilités basées sur la décomposition de la variance peuvent être
effectuées sans efforts de calcul supplémentaires. En effet, les indices de sensibilité de Sobol
(Sobol, 1993) peuvent être obtenus via un post-traitement sur les coefficients du DCP.

Soit ℑk l’ensemble des indices α = {α1,α2, . . . ,αn} tels que seuls les composants αk, k ∈
{1, . . . ,n} sont non nuls, les indices de sensibilité de Sobol du premier ordre (Sudret, 2008),
associés au kth variable aléatoire, sont les suivants :

Sp,i
1,k =

1

V p,i
Y

∑
α∈ℑk

â2
α (3.7)

Les indices de sensibilité totaux de Sobol sont donnés par :

Sp,i
T,k =

1

V p,i
Y

∑
α∈ℑT

k

â2
α (3.8)

où ℑT
k désigne l’ensemble de tous les indices α = {α1,α2, . . . ,αn} avec un kth composant non

nul.

3.2.2 Méthode de décomposition de la dimension (MDD)

L’idée clé de la méthode de décomposition de la dimension est de construire une surface de ré-
ponse pour approximer une relation de type entrée-sortie. Cette approche consiste à discrétiser
une fonction multidimensionnelle en un ensemble de sommes finies et hiérarchiques de fonc-
tions simples des variables aléatoires de base. Dans la suite, les formulations mathématiques
sont développées dans l’espace aléatoire standard.

Considérons à nouveau le modèle mathématique M représentatif du modèle mécanique à étu-
dier. Soit u= {u1,u2, . . . ,un}T , le vecteur n-dimensionnel représentant les paramètres incertains
dans l’espace aléatoire standard. Selon la méthode de décomposition de la dimension, la réponse
y peut être décomposée en fonctions élémentaires, comme suit :
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y = M (u) = y0 +
n

∑
k=1

yk(uk)+
n

∑
k1=1

n

∑
k2>k1

yk1,k2(uk1,uk2)+ · · ·+ yk1,··· ,kn(uk1, · · · ,xkn) (3.9)

avec y0 est une constante réelle, obtenue comme réponse en évaluant le modèle M à un point
de référence spécifique ur = {ur

1,u
r
2, . . . ,u

r
n}

T (par exemple le point moyen). yk, yk1,k2 et yk1,··· ,kn

sont respectivement des fonctions unidimensionnelles, bidimensionnelles et n-dimensionnelles.
Il est à noter que ce développement n’est valide que pour des variables aléatoires indépendantes,
et peut être facilement étendue au cas de réponse non-scalaire y = {y1,y2, . . . ,ym}T ,m > 1.

Pour une mise en œuvre pratique, le développement ci-dessus doit être tronqué et seuls les com-
posants d’ordre faible doivent être pris en compte. Par conséquent, l’approximation s-dimensionnelle
ŷs de la réponse y est la suivante :

y∼= ỹs =
s

∑
i=0

(−1)iCi
n−s+i−1

n−s+i−1

∑
k1=1

· · ·
n

∑
ks−i=ks−i−1−1

yk1,··· ,ks−i(ũ) (3.10)

avec yk1,··· ,ks−i des fonctions à (s− i) variables représentant la contribution d’ordre (s− i) parmi
les paramètres uk1, . . . ,us−i rassemblés dans le vecteur ũ.

Dans le cas où l’effet des interactions d’ordre élevé est faible, il est clair à partir de l’équation
(3.10) que la méthode de décomposition de la dimension peut être très efficace pour appro-
cher des modèles implicites coûteux en temps de calcul. En effet, dans la littérature, on dis-
tingue deux usages : la réduction de la dimension des intégrales multidimensionnelles telles
que celles rencontrées dans les calculs de moments statistiques d’une quantité aléatoire, ou
encore la construction de surface de réponse de modèles non connus sous forme explicite.

Par définition, le moment statistique d’ordre l de la variable aléatoire Y représentant la variabi-
lité de la réponse y induite par les paramètres incertains du modèle M , s’écrit :

ml
Y
∼= E[Y l] =

∫
ΩY

yl pY (y)dy =
∫
Rn

M l(u)φU(u)du (3.11)

où E[.] désigne l’espérance mathématique et φU est la fonction de densité de probabilité multi-
normale standard.

L’évaluation de l’intégrale (3.11), en utilisant des algorithmes de calcul traditionnels tels que
les règles de quadratures, n’est pas une tâche triviale, en particulier dans le cas d’intégrante im-
plicite et d’intégration de dimension élevée. En remplaçant, l’intégrante dans l’équation (3.11)
par son approximation donnée par la méthode de décomposition de la dimension, basée sur
l’équation (3.10), le moment statistique ml

Y d’ordre l est réécrit comme suit :
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ml
Y
∼=

s

∑
i=0

(−1)iCi
n−s+i−1

n−s+i−1

∑
k1=1

· · ·
n

∑
ks−i=ks−i−1−1

E
[
yl

k1,··· ,ks−i
(ũ)
]

(3.12)

Le terme d’espérance E
[
yl

k1,··· ,ks−i
(ũ)
]

dans l’équation ci-dessus, a l’expression suivante :

E
[
yl

k1,··· ,ks−i
(ũ)
]
=

∫
R(s−i)

yl
k1,··· ,ks−i

(ũ)φŨ(ũ)dũ (3.13)

avec φũ, la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire normale (s − i)-
dimensionnelle Ũ = {Uk1, . . . ,Uksi}

T .

Maintenant, à partir des équations (3.12) et (3.13), il est clair que le calcul du moment statis-
tique ml

Y est réduit à l’évaluation d’un ensemble d’intégrales de dimension (s− i) au plus, au
lieu de dimension n, plus fastidieux. Ces intégrales élémentaires peuvent être calculées avec pré-
cision et efficacité par quadrature de Gauss. Afin d’avoir une image complète de la variabilité
de la réponse y, sa fonction de densité de probabilité pY peut être facilement construite en uti-
lisant une technique basée sur les moments statistiques (Pearson and Tukey, 1965). Notez que
l’utilisation d’une telle technique nécessite un niveau de précision élevé sur les estimateurs des
quatre premiers moments statistiques de la quantité aléatoire, à savoir la moyenne, l’écart-type,
l’asymétrie et l’aplatissement.

Dans le développement précédent, l’approximation donnée par la méthode de décomposition de
la dimension est utilisée implicitement pour réduire la dimension des intégrales. Autrement dit,
sans vraiment construire la surface de réponse. Il ressort de l’équation 3.10 qu’une formulation
analytique de la réponse du modèle est obtenue si et seulement si les fonctions composantes
yk1,...,ks−i , dérivées par le processus de décomposition, sont connues. Ce problème peut être
facilement résolu en les considérant comme des fonctions de forme. En effet, les fonctions com-
posantes peuvent être simplement construites par projection sur une base polynomiale. Dans ce
travail, l’interpolation polynomiale est basée sur la base de Lagrange, comme suit :

yk1,...,ks−i(uk1, . . . ,uks−i) =
N

∑
j1=1

. . .
N

∑
js−i=1

M (u j1
k1
, . . . ,uJs−i

ks−i
)× l j1(uk1)×·· ·× l js−i(uks−i) (3.14)

où l js−i(uks−i) sont des polynômes de Lagrange unidimensionnels construits autour d’un en-
semble de points expérimentaux u js−i

ks−i
,1≤ js−i≤N, M (u j1

k1
, . . . ,uJs−i

ks−i
) sont des coefficients réels.

Une étape supplémentaire nécessaire avant la construction de l’approximation polynomiale, est
de construire un plan d’expérience approprié. Les composantes du plan d’expérience peuvent
être choisies comme les points d’intégration de Gauss-Hermite, utilisés précédemment dans le
calcul de l’espérance dans l’équation (3.13), ou des points répartis uniformément autour d’un
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Fig. 3.3. Plan d’expériences (a) n = 1, s = 1, (b) n = 2, s = 1, (c) n = 2, s = 2 (d) Points d’intégration
Gauss-Hermite

point de référence ur = {ur
1,u

r
2, . . . ,u

r
n}

T , obtenus par la formule récursive suivante (Xu and
Rahman, 2005) :

{
u j

k

}N

j=1
=

{
ur

k−
N−1
2δk

,ur
k−

N−3
2δk

, ...,ur
k, ...,u

r
k +

N−3
2δk

,ur
k +

N−1
2δk

}
(3.15)

où ur
k est la coordonnée du point de référence dans la direction k de l’espace aléatoire et δk est

une perturbation qui contrôle la distance entre les points du plan d’expérience.

Le choix approprié du point de référence est d’une grande importance pour avoir une interpo-
lation précise. Il a été démontré que le point moyen donne de bons résultats lorsqu’il s’agit de
l’analyse des moments statistiques. Dans le cas de l’analyse de fiabilité, le point de défaillance
le plus probable P∗ est le meilleur candidat. Cependant, une analyse FORM doit être effectuée
pour calculer ses coordonnées, ce qui augmente probablement le temps de calcul. La figure 3.3
montre une comparaison de plans expérimentaux obtenus par la formule récursive (équation
(3.15)) pour différentes dimensions n et ordre de décomposition s, et les points d’intégration de
Gauss-Hermite.

3.2.3 Étude comparative

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l’évaluation de la précision et l’efficacité des deux
approches de construction de méta-modèle présentées précédemment, pour effectuer de la pro-
pagation d’incertitudes à travers un modèle mécanique. Nous considérons un tuyau fissuré sol-
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licité par une pression interne P = 15.5 MPa et une traction axiale σt = 100 MPa, comme il est
montré sur la figure 3.4(a). Le tuyau de longueur L = 1000 mm, a un rayon interne Ri = 393.5
mm, et une épaisseur t = 62.5 mm. Il contient une fissure circonférentielle de longueur initiale
a = 15 mm.

Fig. 3.4. (a) Tuyau fissuré, (b) Loi de comportement de Rambreg-Osgood

Compte tenu des conditions aux limites, aux extrémités du tuyau, la pression interne P induit
des efforts de traction longitudinale, en plus de la traction axiale σt . La pression σ0 due aux
effets de bord s’écrit :

σ0 =
R2

i

(Ri− t)2−R2
i

P (3.16)

Le tuyau est fabriqué en acier dont le comportement suit la loi de Ramberg-Osgood :

ε =
σ
E
+α

σy

E

(
σ
σy

)n

(3.17)

où σ et ε désignent respectivement la contrainte et la déformation, E le module de Young, σy la
limite élastique, n le coefficient d’écrouissage et α le coefficient de la loi de Ramberg-Osgood.
La courbe contrainte-déformation associée à cette loi de comportement est donnée par la figure
3.4 (b).

Plusieurs méthodes ont été développées afin de caractériser la singularité du champ de contraintes
au voisinage de la pointe de la fissure. Les facteurs d’intensité de contraintes sont souvent uti-
lisés lorsque le comportement du matériau constitutif est élastique. Dans le cas où le matériau
exhibe un comportement élastoplastique, on fait appel à l’intégrale J dont l’évaluation est basée
sur le calcul du taux de restitution d’énergie. La propagation de fissures est observée lorsque
l’intégrale J dépasse la ténacité du matériau JIc . Malheureusement, dans le cas de problèmes
d’ingénierie, pour lesquels la géométrie des structures et les conditions de chargement sont com-
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plexes, l’évaluation de l’intégrale J n’est possible qu’à l’aide d’approches numériques. Dans ce
contexte, un modèle éléments finis est développé sur le logiciel Cast3m afin d’évaluer le com-
portement du tuyau fissuré. En raison de la symétrie du tuyau (i.e. problème axisymétrique), seul
le quart de la géométrie est modélisé. Le maillage est composé de 709 éléments quadratiques et
de 1553 nœuds. La figure 3.5 illustre le maillage et les conditions de chargement.

Fig. 3.5. Conditions de chargement et maillage

Dans un premier temps nous nous intéressons à l’étude de l’effet de l’incertitude qui entache le
module de Young E, la limite élastique σy et les deux paramètres n et α de la loi de Ramberg-
Osgood, sur la variabilité de la réponse mécanique représentée par l’intégrale J. Les paramètres
incertains sont modélisés par des variables aléatoires indépendantes dont le type et les caracté-
ristiques statistiques sont donnés dans le tableau 3.1.

TABLE 3.1 Caractéristiques statistiques des paramètres incertains

Paramètre Distribution µ σ
E lognormale 175500 MPa 1000 MPa
σy lognormale 259.5 MPa 10 MPa
n normale 3.5 0.1
α normale 1.15 0.15

TABLE 3.2 Estimations des moments statistiques

Méthode
Moments statistiques

Nombre d’appels au MEF
µ σ δ κ

DCP
p=1, q=2 28.212 2.093 0 3 16
p=2, q=3 28.161 1.960 0.253 3.093 81

MDD
p=1

q=2 28.145 1.969 -0.048 0.353 9
q=3 28.146 1.967 -0.002 1.596 13
q=4 28.152 1.967 0.003 1.606 17
q=5 28.158 1.965 -0.002 1,612 21
q=6 28.160 1.963 0.005 1.609 25

p=2
q=2 28.144 1.964 0.210 1.946 33
q=3 28.161 1.961 0.255 3.092 67

SMC 28.162 1.962 0.254 3.091 10000

Les quatre premiers moments statistiques de la réponse mécanique sont calculés par différentes
approches : la méthode du Développement en Chaos Polynômial (DCP) et la Méthode de Dé-
composition de la Dimension (MDD). Les estimations sont comparées à celles obtenues par
10000 Simulations de Monte-Carlo (SMC) effectuées directement sur le modèle éléments finis.
On note que, les coefficients du DCP sont calculés par quadrature de Gauss-Hermite, dont le
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nombre de points d’intégration q = p+ 1 est choisi automatiquement en fonction de l’ordre p

du DCP. Quant aux intégrales élémentaires résultantes de l’approche MDD elles sont calculées
aussi par quadrature de Gauss-Hermite dont l’ordre q est pris comme variable afin d’étudier son
effet sur la précision des estimations.

Les résultats donnés dans le tableau 3.2 montrent que la méthode DCP d’ordre 2 et la méthode
MDD aussi d’ordre 2 donnent des estimations précises des quatre premiers moments statis-
tiques puisque l’écart avec les résultats des Simulation de Monte-Carlo est très faible pour une
précision ε = 10−3 . On constate aussi que la méthode MDD est la plus efficace puisque la
convergence est atteinte au bout de 67 appels au modèle éléments finis contre 81 appels pour la
méthode DCP. En plus de sa facilité d’implémentation, la méthode MDD offre le meilleur com-
promis entre précision et efficacité, par conséquent elle sera utilisée dans la suite de ce travail
pour faire de la propagation d’incertitudes. En plus de l’estimation des moments statistiques,
la densité de probabilité de la réponse mécanique est construite en utilisant une méthode de
moments, et est comparée à celle obtenue par les simulations de Monte-Carlo.

La figure 3.6 (a) montre que les résultats obtenus par les deux méthodes sont en bon accords.
La densité de probabilité donne plus d’informations, que les moments statistiques, sur la varia-
bilité de la réponse mécanique puisque pour chaque scénario possible elle donne sa probabilité
d’occurrence. L’intégration de la densité de probabilité donne la fonction de répartition de la
réponse mécanique. Cette dernière peut être interprétée comme l’évolution de la probabilité
de défaillance vis-à-vis d’un état-limite G(X) = JIc − J (E,σy,n,α), où JIc est la ténacité du
matériau, prise ici comme déterministe.

Fig. 3.6. Réponse mécanique J, (a) densité de probabilité, (b) fonction de répartition
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3.3 Estimation de fiabilité par couplage RETEX-Numérique

3.3.1 Position du problème

Soit un design Dre f dont on connaît la fonction de fiabilité expérimentale Rexp
Dre f

(t) construite à
partir de données de retour d’expérience (RET EX), ainsi que la fonction de fiabilité numérique
Rnum

Dre f
(t) obtenue par une méthode de couplage mécano-probabiliste.

La question qui se pose est la suivante : comment utiliser les deux fonctions Rexp
Dre f

(t) et Rnum
Dre f

(t)

comme a priori pour déterminer la fonction de fiabilité expérimentale Rexp
Dup

(t) d’une nouvelle
version Dup de la version de référence Dre f . Afin de répondre à cette question, deux méthodes
seront développées dans la suite ; la première basée sur la définition d’un facteur de similitude
(FS) et la deuxième faisant appel à la construction d’une fonction de transfert temporel (FTT).

3.3.2 Méthode basée sur un facteur de similitude

En procédant à une analyse comparative de la fonction prévisionnelle (numérique) de fiabilité
avec la fonction de fiabilité obtenue par retour d’expérience, il arrive généralement qu’on ob-
serve un écart entre les deux fonctions de fiabilité. En effet, le but de la simulation numérique
en ingénierie est de disposer d’une première solution, afin d’optimiser si nécessaire les concep-
tions avant la phase de prototypage. Il n’est pas question ici de construire une solution exacte
de la fiabilité attendue du mécanisme. Par ailleurs, lors de la simulation numérique, plusieurs
hypothèses simplificatrices sont implicitement utilisées. Elles peuvent concerner la géométrie,
les caractéristiques matériaux, ainsi que les chargements et les conditions limites. On note aussi
que les influences du procédé de mise en forme des pièces ne sont pas souvent prises en compte
dans les modèles.

En supposant que les conditions de simulation du modèle mécanique sont bien contrôlées, on
peut déduire que l’écart observé entre la fiabilité numérique et celle de référence obtenue à par-
tir du retour d’expérience (RET EX), est dû essentiellement au manque d’informations sur le
matériau et les simplifications opérées dans la modélisation. La méthodologie vise donc à pro-
poser une manière d’utiliser néanmoins ces résultats numériques pour une première estimation
de fiabilité de nouveaux mécanismes (nouvelles version d’un mécanisme de référence existant)
en développement. Pour ce faire, nous nous proposons dans la section suivante, d’établir un
facteur de similitude entre la fiabilité numérique et expérimentale.

3.3.2.1 Définition d’un facteur de similitude

Par définition, d’un point de vue géométrique, la similitude est une transformation isomorphe
dans laquelle le rapport de similitude ou facteur de similitude, est une constante, une relation,
etc... qui permet de mesurer le degré de similitude entre deux grandeurs et de retrouver une
grandeur à partir de la connaissance de ce facteur.
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Fig. 3.7. Représentation de la fiabilité numérique et expérimentale sur le graphe fonctionnelle LogNor-
male

Dans cette étude, les durées de vie des produits sont supposées distribuées suivant une loi Lo-
gNormale (µ,σ), où µ désigne le facteur d’échelle et σ le facteur de forme. On s’intéresse
dans un premier temps à la version de référence Dre f d’un produit donné. Supposons, qu’on
représente sur le graphe fonctionnel de la distribution LogNormale, les courbes de fiabilité
expérimentale et numérique (figure 3.7) associées à Dre f . Sur ce graphe, les distributions expé-
rimentale et numérique sont représentées par des droites d’équations respectives :

F1 = a1× ln(Nexp
f )+b1 (3.18)

et

F2 = a2× ln(Nnum
f )+b2 (3.19)

où, Nexp
f et Nnum

f représentent respectivement la durée de vie expérimentale et numérique.

Il faut noter que la position relative des deux droites F1 et F2 sur la figure 3.7 est juste illustrative.
On peut avoir le cas où F1 est positionnée avant F2.

Pour chacune des droites, l’abscisse correspondant à l’ordonnée F = 50% correspond à la valeur
du paramètre µ. Notons, que la valeur médiane de durée de vie s’obtient par exp(µ).

Si a1 ≈ a2, cela suppose que les deux droites sont parallèles. C’est le cas où les paramètres de
forme des deux distributions LogNormales (expérimentale et numérique) sont identiques. On
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aura alors qu’un décalage horizontal entre les deux droites fonctionnelles. Par conséquent, la
similitude entre les deux droites se résume dans le rapport des abscisses, images d’une même
valeur donnée (Fi) de l’ordonnée, par chacune des deux droites.

On sait que pour (F = 50%), l’abscisse pour chacune des droites, correspond au paramètre
d’échelle µ de la distribution LogNormale qu’elle représente. On peut donc établir le facteur de
similitude comme suit :

FS =
µnum

µexp (3.20)

Hypothèse : On peut considérer que ce facteur de similitude reste constant d’une version de
mécanisme à l’autre. En effet, pour chaque conception, les hypothèses et les approximations
faites lors des simulations numériques de fiabilité, sont de mêmes natures et aux mêmes niveaux,
car les conceptions sont souvent semblables.

Ainsi, il sera envisageable de déterminer une première estimation de la distribution du retour
d’expérience (fiabilité expérimentale) pour une nouvelle version Dup du produit à partir de la
connaissance de la loi de fiabilité numérique obtenue par simulation et en appliquant le facteur
de similitude. C’est ce qui fera l’objet de la section suivante.

3.3.2.2 Estimation de fiabilité pour une nouvelle conception

a) Processus d’estimation

Pour une nouvelle conception Dup, on ne dispose que du modèle mécanique. La simulation
numérique permet d’avoir une première estimation de fiabilité. Cette solution étant obtenue à
partir d’hypothèses simplificatrices, quasiment identiques à celles de la version de référence, il
est possible de déterminer la fiabilité expérimentale, en utilisant le coefficient de similitude, qui
sera confirmée par des essais ultérieurs.

Le but de l’utilisation du facteur de similitude établi précédemment, est de pouvoir atténuer les
effets d’une solution numérique peu précise sur l’estimation de fiabilité de la nouvelle concep-
tion, en intégrant la connaissance expérimentale disponible sur la conception de référence Dre f .

A partir de ce qui précède, les étapes de la procédure d’estimation de fiabilité pour une nouvelle
conception peuvent se résumer comme suit (figure 3.8) :

— Définir le facteur de similitude sur la version Dre f du mécanisme,

— Estimer par simulation numérique la fiabilité pour la version Dup,

— Appliquer le facteur de similitude pour obtenir l’estimation du RET EX (fiabilité expéri-
mentale) pour la version Dup.

Une étape intermédiaire, peut s’avérer nécessaire entre l’étape 2 et 3. En effet, nous avons
supposé que le facteur de similitude reste identique et transposable sur les versions ultérieures
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Fig. 3.8. Procédure d’utilisation du facteur de similitude

du produit, à cause de la similarité des conceptions. Dans ce qui suit, nous proposons une
démarche permettant de valider cette hypothèse. Elle est basée sur l’étude de linéarité entre les
versions.

b) Linéarité entre les deux conceptions M re f et M up
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Fig. 3.9. Linéarité des versions de mécanismes

Considérons à nouveau le modèle mécanique M , dont la réponse est représentée mathématique-
ment par la fonction : y=M (x), où x= {x1,x2, . . . ,xn}T est un vecteur aléatoire n-dimensionnel
de l’espace physique, regroupant les paramètres d’entrée incertains du modèle mécanique. Chaque
paramètre xi est défini par une valeur moyenne mxi et un coefficient de variation CVxi

Pour la version de référence, le modèle mécanique M re f associé s’écrit :

yre f = M re f (xre f ) (3.21)

De même pour la nouvelle version, on a le modèle mécanique M up décrit par :

yup = M up(xup) (3.22)

La procédure d’étude de linéarité, consiste à introduire des niveaux de perturbation (coeffi-
cients de variation) identiques sur les paramètres d’entrée aléatoires des deux modèles mécano-
probabilistes M re f et M up, puis calculer les coefficients de variation CV (y) de la réponse y

pour chaque niveau de perturbation et pour chaque modèle. Ensuite on représente sur un gra-
phique l’ensemble de points

{
CV (yre f

i ), CV (yup
i )
}

; i = 1,2, ...,P où i correspond à un niveau
de perturbation, et P, le nombre total de niveaux.

Pour déterminer la linéarité des deux versions M re f et M up, on ajuste l’ensemble des points de
la figure 3.9 par une fonction linéaire :

fL = α+βX (3.23)

En fonction de la valeur de la pente β on jugera de la linéarité des deux versions : si β est proche
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de 1, cela suppose que les deux versions de mécanisme conservent presque la même sensibilité
aux perturbations (i.e variabilités) sur les paramètres d’entrée de leur modèle numérique. On
peut ainsi valider l’hypothèse de constance du facteur de similitude.

c) Estimation de la fiabilité

Une fois, la constance du facteur de similitude vérifiée et validée, on pourra donc obtenir une
estimation de la fiabilité expérimentale du nouveau développement, à partir de la fiabilité numé-
rique basée sur la méthode de couplage mécano-probabiliste et le facteur de similitude.

En effet, la constance du facteur de similitude entre les versions revient à écrire :

FS =
µnum

Dre f

µexp
Dre f

=
µnum

Dup

µexp
Dup

(3.24)

Le paramètre d’échelle µexp
Dup

de la distribution LogNormale des durées de vie de la nouvelle
conception s’obtient facilement par :

µexp
Dup

=
µnum

Dup

FS
(3.25)

La constance du facteur de similitude supposant par le même biais, la constance du paramètre
de forme de la distribution LogNormale. On peut donc en déduire que le paramètre de forme de
la distribution des durées de vie de la nouvelle conception est identique à celui de la distribution
de durées de vie de la conception de référence :

σexp
Dup

= σexp
Dre f

(3.26)

Une estimation de la fonction de fiabilité expérimentale Rexp
Dup

du nouveau développement s’ob-
tient finalement par :

R̂exp
Dup

(N) = 1−Φ

(
ln(N)−µexp

Dup

σexp
Dup

)
(3.27)

3.4 Méthode basée sur une fonction de transfert temporel

3.4.1 Principe de la fonction de transfert

Au cours du processus de qualification de produits, une approche basée sur les essais accélérés
(Nelson, 1990) est souvent utilisée pour l’estimation de fiabilité. Brièvement, la technique des
essais accélérés (figure 3.10 (a)), vise à réduire la durée d’essai nécessaire pour observer la
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défaillance des organes testés, en appliquant des niveaux de contraintes beaucoup plus sévères
que celles endurées dans les conditions de fonctionnement normales.

Fig. 3.10. (a) Principe des essais accélérés, (b) Définition de la fonction de transfert temporel

Les durées de vie observées lors de ces essais accélérés sont ensuite utilisées pour construire la
fonction de fiabilité RSi(t) associée aux conditions de chargement accélérées. Enfin, au moyen
d’une fonction de transfert, également appelée loi d’accélération, la fonction de fiabilité RSi(t)

est extrapolée pour obtenir la vraie fonction de fiabilité RSnom(t), associée aux conditions de
fonctionnement normales (voir figure 3.10 (b)). Pour des raisons pratiques, il est supposé (Ni-
kulin et al., 2010) que les temps de défaillance observés à différents niveaux de contraintes sont
linéairement dépendants, et que la transformation de l’échelle de temps est constante, c’est-à-
dire que nous avons une véritable accélération linéaire. Par conséquent, la fonction de fiabilité
dans les conditions accélérées RSi(t) peut être liée à la fonction de fiabilité dans les conditions
normales RSnom(t) comme suit :

RSi(t) = RSnom (FT T (t)) (3.28)

où FT T est la fonction de transfert temporel.

La méthodologie proposée dans cette section s’inspire du principe du FT T . Considérons la
conception de référence Dre f et h(t) la fonction de transfert temporel associée, qui mesure
en quelque sorte l’écart entre la fonction de fiabilité expérimentale Rexp

Dre f
(t) et la fonction de

fiabilité numérique Rnum
Dre f

(t). Notons que, les deux fonctions de fiabilité Rexp
Dre f

(t) et Rnum
Dre f

(t)

correspondent aux conditions normales de fonctionnement du composant.

Maintenant, considérons une nouvelle version Dup, de la conception de référence Dre f , pour
laquelle, la fonction de fiabilité numérique Rnum

Dup
(t) peut être calculée.

hypothèse : On suppose que seules quelques modifications sont effectuées sur Dre f pour conce-
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voir la nouvelle conception Dup. Les matériaux ainsi que le procédé de fabrication sont consi-
dérés identiques entre les deux versions. Les conceptions étant similaires, et de plus, les mêmes
niveaux de simplifications étant opérés sur leurs modèles numériques, la fonction de transfert
temporel h(t) est conservée, c’est à dire valable pour les deux versions de mécanismes.
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Fig. 3.11. Procédure d’estimation de fiabilité pour une nouvelle conception

Par conséquent, la fonction de fiabilité expérimentale Rexp
Dup

(t) de la nouvelle version Dup, peut
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être approchée comme suit :

R̂exp
Dup

(t) = Rnum
Dup

(h(t)) = Rnum
Dup
◦h(t) (3.29)

La procédure suivie par la méthodologie est représentée sur le diagramme de la figure 3.11 et
détaillée dans les paragraphes suivants.

3.4.2 Construction de la fonction de transfert

Les étapes suivantes décrivent en détail la procédure proposée pour construire la fonction de
transfert temporel h(t) et l’approximation de la fonction de fiabilité de la nouvelle conception.

3.4.2.1 Discrétisation du domaine de la fiabilité

Soit [0,1] l’intervalle contenant l’ensemble des valeurs possibles de la fonction de fiabilité et
∆R un incrément de pas utilisé pour discrétiser le domaine de la fiabilité. On fixe, ∆R de sorte
à obtenir une taille d’échantillon nR suffisamment grande (au moins nR = 30), nR étant obtenu
par :

nR =
1−∆R

∆R
(3.30)

On suppose que la durée de vie t est strictement positive et modélisée comme une distribution
LogNormale. Ainsi, pour éviter une valeur de t nulle ou infinie en utilisant la fonction de distri-
bution inverse, les bornes R = 0 et R = 1 sont exclues. Les points d’échantillonnage dans ]0,1[
sont obtenus selon la formule récursive suivante :

DR = {∆R, 2×∆R, . . . , 1−∆R} (3.31)

3.4.2.2 Durées de vie expérimentale et numérique de la conception de référence

Soit (µexp
Dre f

,σexp
Dre f

) les paramètres de la la distribution LogNormale de durées de vie, obtenus
à partir de l’expérimentale et (µnum

Dre f
,σnum

Dre f
), les paramètres de la distribution LogNormale de

durées de vies, obtenus à partir du modèle numérique mécano-probabiliste, pour la conception
de référence Dre f .

Pour une valeur donnée DR(i) ∈ DR, i = 1, . . . ,nR de la fonction de fiabilité, la durée de vie ex-
périmentale texp

Dre f
et numérique tnum

Dre f
correspondantes (figure 3.12) s’obtiennent respectivement

par :

texp
Dre f

(i) = exp
[
Φ−1(1−DR(i))×σexp

Dre f
+µexp

Dre f

]
(3.32)
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Fig. 3.12. Durées de vie texp
Dre f

(i) et tnum
Dre f

(i) pour une même fiabilité DR(i)

et

tnum
Dre f

(i) = exp
[
Φ−1(1−DR(i))×σnum

Dre f
+µnum

Dre f

]
(3.33)

où Φ indique la fonction de répartition de la distribution normale standard.

3.4.2.3 Fonction de transfert temporel de la conception de référence

Comme nous l’avons explicité plus haut, la fonction de transfert temporel h(t) représente la
relation entre les fonctions de fiabilité expérimentale et numérique. Il s’agit à présent de définir
la forme de la fonction h(t). Dans le cadre de cette étude, la loi paramétrique puissance bien
connue est utilisée pour modéliser la fonction h(t). Cette loi est particulièrement utilisée lorsque
le processus d’endommagement est sensible à des conditions de chargement particulières, telles
que la fatigue. Elle s’écrit comme suit :

h(t) = A× tB1 ,∀t > 0 (3.34)

où A et B1 sont deux paramètres à déterminer.

Supposant que la durée de vie numérique tnum est connue. En appliquant le logarithme aux deux
membres de l’équation 3.34, et en notant B0 = ln(A), la durée de vie expérimentale associée
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texp peut être dérivée comme suit :

ln(texp) = ln(h(tnum)) = B0 +B1× ln(tnum) (3.35)

Pour déterminer les paramètres B0 et B1, on procède à une analyse de régression basée
sur l’ensemble des points

{
texp
Dre f

(i), tnum
Dre f

(i)
}n

i=1
associé à l’échantillon de fiabilité DR =

{∆R,2×∆R, . . . , i×∆R, . . . ,1−∆R} précédemment défini :

B1 =
∑n

i=1

(
ln(tnum

Dre f
(i))−µnum

Dre f

)
×
(

ln(texp
Dre f

(i))−µexp
Dre f

)
∑n

i=1

(
ln(tnum

Dre f
(i))−µnum

Dre f

)2 (3.36)

B0 = µexp
Dre f
−β1×µnum

Dre f
(3.37)

où µexp
Dre f

et µnum
Dre f

sont respectivement les valeurs moyennes des distributions expérimentales et
numériques :

µexp
Dre f

=
1
n

n

∑
i=1

ln
(

texp
Dre f

(i)
)

(3.38)

µnum
Dre f

=
1
n

n

∑
i=1

ln
(

tnum
Dre f

(i)
)

(3.39)

3.4.3 Construction de la distribution des durées de vie et estimation de
fiabilité

A partir de la fonction de fiabilité numérique de la nouvelle conception, un ensemble de durées
de vie numériques est obtenu en effectuant une analyse de fiabilité inverse basée sur l’échan-
tillon de fiabilité DR = {∆R,2×∆R, . . . , i×∆R, . . . ,1−∆R} :

tnum
Dup

(i) = exp
[
Φ−1(1−DR(i))×σnum

Dup
+µnum

Dup

]
(3.40)

A présent, puisque la fonction de transfert temporel reste la même pour les deux conceptions, la
durée de vie expérimentale de la nouvelle conception peut être obtenue par :

texp
Dup

(i) = A×
(

tnum
Dup

(i)
)β1

(3.41)

En évaluant texp
Dup

(i) pour chaque DR(i) ∈ DR, i = 1, . . . ,nR, on obtient un échantillon de durées
de vie expérimentales texp

Dup
pour la nouvelle conception Dup (figure 3.13).
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Fig. 3.13. Obtention de durées de vie texp
Dup

(i) à partir de la FTT et de tnum
Dup

(i)

Une fois cet échantillon obtenu, une distribution LogNormale peut y être ajustée et ses para-
mètres estimés. Pour construire l’intervalle de confiance sur les paramètres de cette distribution
LogNormale ainsi que l’intervalle de confiance sur la fonction de fiabilité estimée par la mé-
thode FT T pour Dup, en prenant en compte les incertitudes sur les paramètres de la fonction de
transfert, la méthode de Bootstrap (Efron and Tibshirani, 1994) est utilisée. Cette méthode nu-
mérique, basée sur la technique de ré-échantillonnage d’une population a priori, est largement
utilisée pour de nombreux problèmes statistiques tels que les tests d’hypothèse et l’estimation
des intervalles de confiance. Elle fournit les estimateurs ponctuels des paramètres de distribu-
tion ainsi que les intervalles de confiance associés. De plus, les intervalles de confiance de la
fonction de fiabilité peuvent également être déduits.

Le processus est le suivant. Soit, B , le nombre total d’itérations Bootstrap ; texp
Dre f

, et tnum
Dre f

les deux
échantillons de durées de vie expérimentales et numériques de Dre f obtenus précédemment à
partir de l’échantillon de fiabilité DR. A chaque itération Bootstrap k, on génére aléatoirement
grâce à une technique d’échantillonnage avec remise, un nouvel échantillon Bootstrap pour texp

Dre f

et un nouvel échantillon Bootstrap aussi pour texp
Dre f

. Par conséquent, il est clair que le Bootstrap
a la même taille que l’échantillon d’apprentissage, c’est-à-dire n points. Certains points parmi
eux sont redondants et d’autres ne sont pas sélectionnés. Ces deux échantillons Bootstrap, sont
utilisés pour estimer les paramètres Ak et Bk

1 de la fonction de transfert temporel, l’échantillon de

durées de vie expérimentales
{

texp
Dup

}k
pour la nouvelle conception Dup, les paramètres (µk,σk)

de la loi LogNormale associée, et la fonction de fiabilité expérimentale pour Dup.
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A chaque itération Bootstrap k, les estimateurs des paramètres (µk,σk) de la distribution Lo-
gNormale de durées de vie sont obtenus par la méthode de maximum de vraisemblance :

µ̂k =
1
n

n

∑
i=1

ln(ti) (3.42)

σ̂2
k =

1
n

n

∑
i=1

(ln(ti)− µ̂k)
2 (3.43)

Lorsque tous les B échantillons Bootstrap sont évalués, un ensemble de valeurs B de chacun
des paramètres de distribution de durée de vie LogNormale µ̂ et σ̂ sont obtenues, et rassem-
blées, respectivement dans les échantillons ΞB = {µ̂k}B

k=1 et ΣB = {σ̂k}B
k=1. Après avoir trié les

composants de ces échantillons dans l’ordre croissant, les valeurs moyennes associées à µ̂ et σ̂
correspondent au quantile d’ordre 0.5, soit respectivement le composant de rang 0.5×B de ΞB

et ΣB :

µ̂exp
Dup

= ΞB (0.5×B) (3.44)

σ̂exp
Dup

= ΣB (0.5×B) (3.45)

Considérons un intervalle de confiance cible δ× 100%. Dans le cas d’une distribution symé-
trique des paramètres, les bornes inférieure et supérieure correspondantes sont respectivement
les quantiles d’ordre (1− δ)/2 et (1+ δ)/2 de la distribution Bootstrap. Par exemple, si nous
nous intéressons au paramètre µ̂exp

Dup
, les limites inférieure et supérieure associées sont données

par :

µ̂exp
Dup

(lower) = ΞB ( 1−δ
2 ×B)

(3.46)

µ̂exp
Dup

(upper) = ΞB ( 1+δ
2 ×B)

(3.47)

Notons que l’intervalle de confiance de l’estimateur σ̂exp
Dup

et enfin les bornes de confiance pour
la distribution de fiabilité sont construites de la même manière. En effet, pour une durée de vie
ti, la fiabilité est calculée pour chaque valeur ΞB(k) et ΣB(k), comme suit :

Rk
i = 1−Φ

(
ln(ti)−ΞB(k)

ΣB(k)

)
(3.48)

Les B valeurs
{

Rk
i
}B

k=1 obtenues, sont ensuite rangées par ordre croissant et les quantiles d’ordre
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(1−δ)/2 et (1+δ)/2 sont respectivement retenus comme valeurs minimale et maximale de la
fiabilité pour la durée de vie ti. Les courbes des limites inférieure et supérieure de la fonction de
fiabilité estimée pour la nouvelle conception sont obtenues en répétant le processus ci-dessus
pour toutes les durées de vie ti (i = 1, ...,B).

Notons qu’à la fin de l’application de la méthode Bootstrap, les intervalles de confiance sur les
paramètres A et B1 de la fonction de transfert sont aussi facilement calculés comme pour les
paramètres de la distribution LogNormale, à partir des quantiles d’ordre (1−δ)/2 et (1+δ)/2.

Nous avons relevé en introduisant les deux méthodologies proposées, la méconnaissance dont
fait souvent objet la distribution des paramètres incertains du modèle mécano-probabiliste, no-
tamment les paramètres matériaux. Cette méconnaissance participe énormément à l’imprécision
des résultats de simulations de fiabilité prévisionnelle. Dans ce qui suit, nous nous intéressons à
une approche d’amélioration des résultats de simulations, par actualisation Bayésienne inverse
des paramètres d’entrée à partir de la connaissance de durées de vie expérimentale du méca-
nisme.

3.5 Amélioration par actualisation Bayésienne inverse

Dans la littérature on note deux manières différentes d’aborder le problème d’actualisation :
l’actualisation-directe et l’actualisation-inverse. La première approche consiste à améliorer di-
rectement la prédiction du modèle, c’est-à-dire à actualiser la réponse du modèle à partir d’ob-
servations données, et la seconde approche considérée comme un problème stochastique inverse
ou encore comme une approche bayésienne inverse, consiste à améliorer la connaissance des
paramètres d’entrée. Dans un problème stochastique inverse, la description probabiliste de la
variable aléatoire est actualisée conditionnellement aux observations de la réponse du système
et selon l’hypothèse de l’état de la structure et de la relation avec les observations. De nom-
breuses approches sont disponibles pour l’analyse inverse des paramètres d’entrée du modèle.
L’approche probabiliste bayésienne parait robuste pour actualiser les paramètres d’entrée (Tang,
1971 ; Beck and Au, 2002 ; Zhang et al., 2010 ; Wang et al., 2010), et propose une procédure
pour actualiser la fonction de distribution de probabilité des paramètres d’entrée sous condition
de disponibilité de données observées (Miranda et al., 2009).

3.5.1 L’approche Bayésienne inverse

Considérons un modèle mécanique M défini par la fonction mathématique y = M (x). Ici, y

est un scalaire représentant la réponse du modèle M qui dépend d’un ensemble de paramètres
d’entrée incertains rassemblés dans le vecteur n-dimensionnel x = {x1,x2, . . . ,xn}T . Soit x̃ la
vraie valeur des paramètres d’entrée et yexp la valeur de mesure (ou expérimentale) de la réponse
du système mécanique. Habituellement x n’est pas bien connu et le modèle numérique M est
imparfait. Par conséquent, la relation entre la réponse expérimentale et le modèle s’écrit :
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M (x̃) = yexp + e (3.49)

où e est une réalisation d’une variable globale ε qui inclut une erreur de mesure ainsi qu’une
erreur due à l’imperfection du modèle. ε est supposé être une variable aléatoire gaussienne de
moyenne nulle et de variance σ2.

A condition que x̃ soit connu, l’équation ci-dessus peut être interprétée comme le fait que e est
une réalisation d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne M (x̃)− yexp et d’écart-type σ.

La vraisemblance des données expérimentales (correspondant à la réponse du système méca-
nique) de taille N, sachant x̃, est la suivante :

L(y1, . . . ,yN |x̃) ∝
N

∏
j=1

1
σ

exp

[
−1

2

(
y j−M (x̃)

)2

σ2

]
(3.50)

Posons pX , la distribution a priori de x. La fonction de densité de probabilité a posteriori résul-
tante (PDF), notée fX , s’écrit selon le théorème de Bayes (O’Hagan and Forster, 2004) :

fX
(
x̃|y j
)
≡ fX(x̃) = c.pX(x̃).L

(
y j|x̃
)

(3.51)

où c est une constante de normalisation.

A des fins de calcul, il peut être utile de transformer d’abord le vecteur aléatoire d’entrée X

en un vecteur normal standard U via une transformation isoprobabiliste X = T (U) telle que la
transformation de Nataf ou Rosenblatt (Ditlevsen and Madsen, 1996).

3.5.2 Actualisation Bayésienne par Markov Chain Monte Carlo

Lorsque la distribution a posteriori (équation (3.51)) n’a pas de forme explicite, ce qui est très
récurrent, elle peut être estimée par des techniques d’échantillonnage. La simulation de Monte-
Carlo par Chaînes de Markov (MCMC) est l’une des méthodes les plus utilisées. MCMC est
une technique d’échantillonnage efficace qui peut générer des échantillons d’une distribution a
posteriori (Beck and Au, 2002) basée sur la construction d’une chaîne de Markov ergodique qui
converge rapidement vers sa distribution stationnaire qui est la fonction de densité de probabilité
a posteriori recherchée ou une fonction de celle-ci.

Cette approche est très générale et facile à implémenter. Cependant, l’algorithme MCMC est
une procédure très exigeante, car il faut évaluer la réponse du système pour chaque nouveau
échantillon proposé. L’évaluation commence avec des échantillons utilisés comme entrée dans
le modèle direct M ; Une fois que la réponse pour chaque échantillon est calculée, les mesures
prédites sont comparées avec des données réelles, ce qui entraîne en outre une mesure de diffé-
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rence entrant dans la fonction de vraisemblance. De cette manière, un échantillon a posteriori
est obtenu et le processus est répété à nouveau pour l’échantillon suivant.

La caractéristique distinctive de MCMC est que les échantillons aléatoires sont corrélés, tandis
que dans les méthodes de Monte-Carlo conventionnelles, ces échantillons sont statistiquement
indépendants. Les méthodes MCMC simulent une chaîne de Markov homogène en temps dis-
cret : en considérant une fonction de densité de probabilité fX(x), les réalisations xi sont géné-
rées séquentiellement, à partir d’une valeur arbitraire x0, de telle sorte que xi+1 soit indépendant
de xi−1,xi−2,x0. Les diverses propriétés des méthodes MCMC permettent d’assurer la conver-
gence d’une chaîne de Markov à partir de n’importe quel point de départ x0 en un nombre fini
d’itérations (O’Hagan and Forster, 2004).

Il existe de nombreux types d’algorithmes MCMC. Les deux plus basiques et largement utili-
sés sont l’algorithme de Metropolis-Hastings (MH) (Metropolis et al., 1953 ; Hastings, 1970)
et l’échantillonneur de Gibbs. La méthode d’échantillonnage de Gibbs peut être considérée
comme un cas particulier de MH (Gelfand and Smith, 1990), où les actualisations sont les dis-
tributions conditionnelles complètes de chaque paramètre connaissant le reste des paramètres.
L’algorithme Metropolis-Hastings est connu pour son efficacité à mettre en oeuvre l’échantillon-
nage MCMC.

3.5.3 L’algorithme de Metropolis-Hastings (MH)

L’algorithme de MH a été largement utilisé en physique, puis, (Muller and Kuhn, 1993) et (Tier-
ney, 1994) ont exposé la valeur de cet algorithme aux statisticiens. Cet algorithme peut générer
des échantillons à partir de toute densité de probabilité (distribution cible) fX des paramètres
incertains X nécessitant seulement que cette densité puisse être calculée à X .

L’algorithme de MH est une méthode d’échantillonnage interactif qui fournit un moyen de
générer une chaîne de Markov X0,X1, . . . ,Xi,Xi+1, . . . ayant comme distribution stationnaire, la
distribution cible. La transition entre xi et xi+1 s’écrit :

{
xi+1 ∝ q(x|xi) avec la probabilite α(xi,xp)

xi sinon
(3.52)

où q(xp|xi) est la distribution de transition ou de proposition et α(xi,xp), la probabilité d’ac-

ceptation :

α(xi,xp) = min
{

1,
fX(xp)q(xi|xp)

fX(xi)q(xp|xi)

}
(3.53)

La distribution de proposition q est généralement construite en générant le candidat xp par
ajout d’un incrément de variable aléatoire ε à xi, c’est à dire xp = xi + ε. ε est une variable
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aléatoire gaussienne de moyenne nulle ou une variable aléatoire uniforme. Cette implémentation
est appelée algorithme Random Walk Metropolis (RWM) (Metropolis et al., 1953). Dans ce
cas particulier, la distribution de proposition q(xp|xi) = q(xp− xi). En raison de la symétrie,
c’est-à-dire q(xp− xi) = q(xi− xp), la probabilité d’acceptation définie par l’équation (3.53) se
simplifie comme suit :

α(xi,xp) = min
{

1,
fX(xp)

fX(xi)

}
(3.54)

Les équations (3.52)-(3.54) permettent de tirer des échantillons à partir de n’importe quelle
distribution à condition qu’une expression algorithmique (c’est-à-dire pas nécessairement ana-
lytique) pour fX soit disponible.

Afin de simuler l’équation d’actualisation Bayésienne indirecte, un algorithme Metropolis-Hastings
en cascade est utilisé, comme proposé par Tarantola (2005). L’algorithme proposé est décrit ci-
dessous :

1. i = 0, initialiser la chaîne dans l’espace normal standard U à u0 (de façon déterministe ou
aléatoire) ; tant que i≤ K.

2. générer un incrément aléatoire ε, calculer up = ui + ε et évaluer xp = T (up) ; où T (.)

représente une transformation isoprobabiliste.

3. évaluer la probabilité d’acceptation a priori : αp(xi,xp) = min
{

1, pX (xp)
pX (xi)

}
.

4. calculer un échantillon up ∼U[0,1] :

— si up < αp(xi,xp) (acceptation), passer à l’étape 5,

— sinon aller à l’étape 2 (rejet).

5. évaluer la probabilité d’acceptation de la vraisemblance : αL(xi,xp) = min
{

1, L(xp)
L(xi)

}
où

L(.) fait référence à la fonction de vraisemblance. Notons qu’une évaluation de la réponse
du modèle M est requise.

6. calculer un échantillon uL ∼U[0,1]

— si uL < αL(xi,xp) (acceptation) alors xi+1←− xp, ui+1←− ui et i←− i+1,

— sinon aller à l’étape 2 (rejet).

En utilisant l’algorithme ci-dessus, les K réalisations du vecteur aléatoire X avec la fonction de
densité de probabilité a posteriori fX sont générées. Notez que MCMC a été initialement conçu
pour simuler des variables aléatoires scalaires et par extension des vecteurs aléatoires avec des
composants indépendants. Son utilisation dans l’espace-U avec la transformation isoprobabi-
liste inverse directe est nécessaire pour obtenir des échantillons de variables aléatoires corrélées
X . Ces échantillons permettent de définir un modèle probabiliste actualisé qui peut être couplé
au modèle mécanique M .
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3.5.4 Réglage paramétrique de l’algorithme MCMC−HS

Bien que cet algorithme soit puissant en théorie, en pratique son efficacité et sa précision dé-
pendent fortement de la sélection des paramètres de réglage et de la sélection de la fonction du
noyau. Les paramètres de réglage englobent le taux d’acceptation (le pourcentage de fois qu’un
déplacement vers un nouveau point est effectué) et le facteur d’échelle (l’étalement de la densité
de génération de candidats). Le taux d’acceptation est étroitement lié à l’efficacité d’échantillon-
nage d’une chaîne Metropolis et le paramètre d’échelle de la distribution de proposition contrôle
efficacement la probabilité d’acceptation.

Pour un algorithme Metropolis à marche aléatoire, un taux d’acceptation élevé signifie que
la plupart des nouveaux échantillons se réalisent juste autour du point actuel. Leur accepta-
tion fréquente signifie que la chaîne de Markov se déplace plutôt lentement et n’explore pas
complètement l’espace des paramètres. D’un autre côté, un taux d’acceptation faible signifie
que les échantillons proposés sont souvent rejetés ; par conséquent, la chaîne ne bouge pas
beaucoup. Un échantillonneur Metropolis efficace a un taux d’acceptation ni trop élevé ni trop
faible. (Roberts et al., 1997) ont montré que si les densités cibles et de proposition sont nor-
males, la probabilité d’acceptation optimale pour la chaîne de Markov devrait être d’environ
0.45 et asymptotiquement de 0.234 dans un problème unidimensionnel ; le taux d’acceptation
optimal étant d’environ 0.25 pour des dimensions d’à peu près 6. En raison de la nature des
simulations stochastiques, il est impossible d’affiner un ensemble de variables de sorte que la
chaîne Metropolis ait exactement le taux d’acceptation souhaité. Par conséquent, (Roberts and
Rosenthal, 2001) ont démontré empiriquement qu’un taux d’acceptation entre 0.15 et 0.5 est
d’au moins 80% efficace, et qu’il n’y a donc pas besoin d’affiner les algorithmes pour atteindre
la probabilité d’acceptation située dans la petite tolérance des valeurs optimales. (Gelman et al.,
2004) de leur côté ont suggéré que la simulation de la chaîne de Markov est plus efficace lorsque
le taux d’acceptation est compris entre 0.20 et 0.40. Pour (Droesbeke and Fine, 2002), l’ajus-
tement du paramètre d’échelle peut être effectué avec quelques échantillonnages afin d’obtenir
un taux d’acceptation compris entre 0.25 et 0.5.

Bien que la sélection du noyau de transition puisse affecter les performances de l’échantillon-
neur (Gelman et al., 2004), le choix du noyau est moins important que les paramètres de réglage.
En général, la construction de bons noyaux de transition nécessite plusieurs passages de l’algo-
rithme dans une approche d’essai et erreur, jusqu’à ce que l’on soit satisfait des qualités mixtes
de l’échantillonneur. Ce processus peut prendre beaucoup de temps et les choix faits pour un
problème ne sont pas susceptibles de se généraliser à d’autres problèmes même lorsque le même
modèle est utilisé.

Il est également important de s’assurer que la chaîne de Markov simulée de taille K obtenue par
l’algorithme de Metropolis-Hastings est susceptible d’être générée par la fonction de densité de
probabilité d’intérêt fX . Plusieurs classes de méthodes de surveillance assurent le contrôle de
la convergence (voir les détails dans (Brooks and Roberts, 1998)). En particulier, une méthode
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consiste à éliminer, les premiers échantillons n0 qui correspondent à la période de d’instabilité
ou de chauffe (burn-in).

3.6 Qualification en phase de développement

La qualification d’un produit vise à vérifier, avec un niveau de confiance donné, l’atteinte des
objectifs de performance du produit à travers un plan d’essais judicieusement défini.

Le défi est d’optimiser au mieux les coûts d’essais tout en garantissant une prise de décision
fiable. On cherche donc à réduire d’une part, le nombre d’essais à réaliser, et d’autre part la
durée de ces campagnes d’essais. Pour le deuxième objectif, les essais accélérés, comme nous
les avons exposés, sont les plus souvent utilisés. Pour le premier objectif, on a recourt aux essais
bayésiens, qui consistent à intégrer la connaissance a priori existante sur le produit.

Généralement, les essais de qualification prennent l’appellation d’essais de démonstration. Nous
présentons ici, dans un premier temps, la démarche de définition de plan de démonstration de
fiabilité utilisé pour montrer si la fiabilité du mécanisme étudié est conforme ou non à l’objectif
fixé et dans un deuxième temps, l’estimation Bayésienne de fiabilité utilisée pour déterminer
les paramètres de la loi de distribution de durée de vie du mécanisme.

3.6.1 Plan de démonstration

Il consiste à définir les paramètres d’un plan (taille d’échantillon et/ou temps d’essai) permettant
de garantir un niveau de fiabilité exigé (exprimé en termes de probabilité p de défaillance) aux
niveaux de risque client α (plan unilatéral) et, si nécessaire, fournisseur β (plan bilatéral).

3.6.1.1 Plan de démonstration classique

L’objectif est de déterminer le meilleur plan de démonstration associé au produit. Dans tous
les cas, la méthode d’essai zéro défaillance est envisagée en premier lieu (Gerville-Réache and
Couallier, 2009). L’essai est déterminé de telle sorte que l’on vérifie :

k

∑
j=0

(
n
k

)
(1−Ressai)

j Rn− j
essai ≤ α (3.55)

avec α le risque, k le nombre de défaillances observées, n la taille d’échantillon et Ressai est la
fiabilité correspondant au temps d’essai nécessaire tessai.

Dans le cas d’un essai à zéro défaillance, donc k = 0, l’équation (3.55) devient :

Rn
essai ≤ α (3.56)
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Si la distribution des durées de vie est une loi LogNormale, la fiabilité à démontrer Rdemo au
temps tdemo, s’écrit :

Rdemo = 1−Φ
(

ln(tdemo)−µLN

σLN

)
(3.57)

L’équation (3.56), devient donc :

Rn
essai =

[
1−Φ

(
ln(tessai)−µLN

σLN

)]n

≤ α (3.58)

Généralement, le paramètre de forme σLN est connu à partir du retour d’expériences. En connais-
sant donc Rdemo et tdemo, le paramètre d’échelle µLN peut se déduire facilement de l’équation
(3.57) comme suit :

µLN = ln(tdemo)−Φ−1 (1−Rdemo)×σLN (3.59)

Dans le cas d’un nouveau produit, la difficulté réside évidement dans la connaissance des para-
mètres de la loi de distribution de fiabilité. Dans ce contexte, la méthodologie que nous avons
proposée plus haut pourra servir d’alternative pour obtenir une estimation de ces paramètres.

A partir de l’équation (3.58), deux cas de configurations sont possibles : Soit on fixe la durée de
l’essai tessai, puis on déduit le nombre d’essais nécessaire à réaliser n (la taille d’échantillon à
tester) ; soit on fixe le nombre d’essais et on déduit la durée nécessaire tessai de l’essai à réaliser.

Un compromis est donc à trouver pour conserver des coûts et durée d’essai moindres. Néan-
moins, le plan d’essai n’est souvent pas soutenable du point de vue industriel (échantillon trop
large ou temps d’essai trop long). Il est envisageable de recourir alors à un plan d’essai Bayésien,
si n trop grand.

3.6.1.2 Plan de démonstration Bayésien

Intéressons nous à présent à la définition d’un plan de démonstration Bayésien. Dans le cas
binomial on a :

P [X = k] =Ck
nRk(1−R)n−k (3.60)

Le nombre d’essais n est connu et la fiabilité R est le paramètre inconnu qui caractérise la
distribution de X et auquel nous allons attribuer une densité de probabilité a priori g(R). La
distribution de R est de la famille des fonctions Bêta :

g(R) =
Rα0(1−R)α0

B(α0 +1,β0 +1)
,0≤ R≤ 1 (3.61)
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avec :

Beta(α0 +1,β0 +1) =
∫ 1

0
Rα0(1−R)β0dR =

Γ(α0 +1)Γ(β0 +1)
Γ(α0 +β0 +2)

(3.62)

α0 et β0 sont deux paramètres réels positifs.

Après inclusion des résultats d’essais n, X par l’intermédiaire du théorème de Bayes, la distri-
bution a posteriori de R est de même nature, avec les paramètres α′ et β′ :

{
α′ = α0 + x

β′ = β0 +n− x

ce qui montre que α0 s’interprète comme un nombre de succès a priori et β0 comme un nombre
d’échecs a priori.

Il est donc plus commode de réécrire les fonctions Bêta pour faire apparaître cette propriété en
effectuant le changement de paramétrage correspondant :

a priori

{
α0 = x0

β0 = n0− x0

a posteriori

{
α′ = x0 + x

β′ = n0 +n− x0− x

Avec ces nouveaux paramètres le formalisme devient (en écrivant x et n au lieu de x0 et n0 ou
bien x0 + x, n0 +n pour alléger les notations)

g(R|n,x) = Rα′(1−Rα′)

Beta(α′+1,β′+1)
(3.63)

Par conséquent la différence entre ce modèle Bayésien et le modèle binomial classique est
simplement que le premier utilise à la fois des données subjectives et objectives alors que le
second n’utilise que les données objectives. Cette identité justifie évidemment le choix d’une
fonction Bêta comme densité de probabilité a priori de R.

La construction d’un plan Bayésien consiste à déterminer la taille d’échantillon n, en fixant le
nombre de défaillances à observer x à 0, en résolvant l’équation suivante :

∫ Rmin

0
Beta(α0 + x+1,β0 +n− x+1)dR =

α
2

(3.64)

avec α0 et β0 les paramètres de la distribution a priori, x le nombre de défaillances à observer
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(souvent x = 0) et n taille d’échantillon.

La définition de la distribution a priori se fait généralement à partir de plusieurs sources d’infor-
mation (Résultats d’essais sur systèmes antérieurs, RET EX , avis d’experts). Notre méthodolo-
gie peut aussi servir dans ce cadre.

Considérons le cas où l’information est donnée par un expert. Il nous donne un intervalle :
R ∈ [Rmin,Rmax]. Cet intervalle est fourni pour un niveau de confiance donné (1−α). On peut
déterminer les paramètres de la loi a priori par la méthode des moments :

 α0 = E2[R]
σ2[R] (1−E[R])−E[R]

β0 = E[R]
σ2[R](1−E[R])2 +E[R]−1

Avec :

{
E[R] = Rmin+Rmax

2

σ2[R] = (Rmax−Rmin)
2

2

3.6.2 Estimation Bayésienne de fiabilité

L’estimation de fiabilité consiste généralement à caractériser à partir de données expérimentales,
les paramètres du modèle de fiabilité associée à la distribution de durées de vie d’un composant
donné. Sur le plan statistique cela nécessite un volume de données conséquent pour garantir
la qualité d’estimation. Dans la pratique, cet aspect est contraignant pour les industriels qui
eux cherchent, comme nous venons de le voir dans la définition du plan de démonstration, à
minimiser les coûts d’essais. La tendance est donc de recourir à des approches Bayésiennes.

3.6.2.1 Principe de l’approche Bayésienne

L’approche Bayésienne est une démarche se basant sur l’exploitation du retour d’expériences
et/ou de connaissances a priori sur les paramètres à estimer, qui sont alors considérés comme
des variables aléatoires.

Dans le cas d’une distribution LogNormale à deux paramètres (µ,σ), la fonction de densité de
probabilité s’écrit avec θ = 1/σ2 :

g(x/µ,θ) =
θ1/2

x
√

2π
exp−θ(x−µ)2

(3.65)

Pour un échantillon d’observations x = {xi} de taille n, la vraisemblance est donc donnée par :

L(x/µ,θ) =
n

∏
i=1

g(xi/µ,θ) =
θn/2

(∏n
i=1 xi)(

√
2π)n

exp−(1/2)θ∑n
i=1(xi−µ)2

(3.66)
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Soit f (µ) la distribution a priori du paramètre µ et f ′(θ) la distribution a priori du paramètre θ.
D’après le principe Bayésien, la distribution a posteriori f (µ,θ/x) de µ et θ obtenue à partir x

et les fonctions distributions a priori f (µ) et f ′(θ) est donnée par :

f (µ,θ/x) =
L(x/µ,θ). f (µ). f ′(θ)∫

D(µ)
∫

D(θ)L(x/µ,θ). f (µ). f ′(θ).dµ.dθ
(3.67)

Dans le cas où aucune connaissance n’est disponible sur µ et θ, la densité uniforme non in-
formative est utilisée pour définir la fonction de densité de probabilité a priori f (µ) et f ′(θ) :
f (µ) = 1/2K sur l’intervalle ]−K,+K[ et f ′(θ) = 1/K′ sur l’intervalle ]0,+K′[.

Par conséquent, la fonction de densité de probabilité à posteriori s’écrit :

f (µ,θ/x) =
L(x/µ,θ). f (µ). f ′(θ)∫ +K

−K
∫ +K′

0 L(x/µ,θ). f (µ). f ′(θ).dµ.dθ
(3.68)

Avec K, K′→ ∞.

soit :

f (µ,θ/x) =

√ n
2π
[
∑n

i=1(xi− x)2](n+1)/2 θn/2e(−1/2)θ∑n
i=1(xi−x)2

e(−1/2)θn(µ−x)2

2(n+1)/2Γ
(n+1

2

) (3.69)

On démontre que f (µ,θ/x) est une combinaison des distributions Gamma et Normale :

f (µ,θ/x) =
ba

Γ(a)
θa−1e−bθ︸ ︷︷ ︸

G(a,b)

√
nθ
2π

e−(nθ/2)(µ−c)2

︸ ︷︷ ︸
N[c, 1√

θ(2a−1)
]

(3.70)

avec :

a =
n+1

2
(3.71)

b =
1
2

n

∑
i=1

(xi− x)2 (3.72)

c = x (3.73)

A partir de la méthodologie d’estimation de fiabilité en phase de développement que nous avons
proposée, il est possible de construire une connaissance a priori sur les paramètres µ et θ de la
loi de fiabilité.
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Dans ce cas, on choisit l’équation (3.70) comme la distribution a priori. La distribution a poste-
riori s’écrit alors :

f (µ,θ/x) =
θ(n−1/2+a)e−[(1/2)∑n

i=1(xi−x)2+b]θ√
2πΓ(n

2 +a)
× e−(1/2)θ(n+2a−1)(µ−M)2

×θ−(1/2)θ[x2+(2a−1)c2−(nx+(2a−1)c)2/n+2a−1]×
√

n+2a−1(
n
2
+a)

×

[
1
2 ∑

i=1
n(xi− x)2 +b+

n(2a−1)(x− c)2

n+2a−1

] (3.74)

où M = nx+(2a−1)c/n+2a−1.

f (µ,θ/x) est une combinaison de distributions Gamma et Normale :

f (µ,θ/x) =
b′a

Γ(a′)
θa′−1e−b′θ︸ ︷︷ ︸

G(a′,b′)

√
(2a′−1)θ

2π
e−(nθ/2)(µ−c′)2︸ ︷︷ ︸

N
[

c′, 1√
θ(2a′−1)

]
(3.75)

a′ =
n
2
+a (3.76)

b′ =
1
2

n

∑
i=1

(xi− x)2 +b+
n(2a−1)(x− c)2

2(n+2a−1)
(3.77)

c′ = M =
nx+(2a−1)c

n+2a−1
(3.78)

3.6.2.2 Détermination des estimateurs Bayésiens

Une fois la distribution à posteriori définie, les estimateurs des paramètres µ et θ peuvent s’ob-
tenir en utilisant les distributions marginales associées à µ et θ. La distribution marginale du
paramètre θ s’écrit :

f (θ/x) =
∫ +∞

−∞
f (µ,θ/x)dµ (3.79)

f (θ/x) = G(a′,b′)
∫ +∞

−∞
N
[

c′,
1

θ(2a′−1)

]
dµ (3.80)

f (θ/x) =
b′aθa′−1e−b′θ

Γ(a′)
= G(a′,b′) (3.81)
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L’estimateur ponctuel de θ est défini par le mode de f (θ/x) :

θ̂ =
a′−1

b′
(3.82)

L’estimateur ponctuel de la variance est obtenu par :

ŝ2 =
b′

a′−1
(3.83)

L’intervalle de confiance bilatéral (défini par θmin et θmin) est calculé de sorte que :


γ
2
=

∫ θmin

0
f (θ/x)dθ⇒ θmin

1− γ
2
=

∫ θmax

0
f (θ/x)dθ⇒ θmax

(3.84)

où 1− γ
2 un niveau de confiance donné.

La distribution marginale de µ s’écrit :

f (µ/x) =
∫ +∞

0
f (µ,θ/x)dθ (3.85)

f (µ/x) =
ba√2a−1
αa+1/2

√
2π

Γ(a+ 1
2)

Γ(a)
(3.86)

avec α = b+ 1
2(2a−1)(µ− c)2.

L’estimateur ponctuel de µ est défini par le mode de f (µ/x) :

µ̂ = c′ (3.87)

L’intervalle de confiance bilatéral (défini par µmin et µmin) est calculé de sorte que :


γ
2
=

∫ µmin

0
f (µ/x)dµ⇒ θmin

1− γ
2
=

∫ µmax

0
f (µ/x)dµ⇒ θmax

(3.88)

où 1− γ
2 un niveau de confiance donné.

Dans le cas où il n’y a aucune connaissance disponible, les estimateurs ponctuels de la moyenne
et de la variance sont définis par les relations suivantes :
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µ̂ = c = x (3.89)

ŝ2 =
b

a−1
=

∑n
i=1(xi− x)2

n−1
(3.90)

avec a, b, c définis par l’équation (3.70).

Dans le cas, où une connaissance a priori est disponible, les estimateurs ponctuels de la moyenne
et de la variance sont définis par :

µ̂ = c′ =
nx+(2a−1)c

n+2a−1
(3.91)

ŝ2 =
b′

a′−1
=

1
2 ∑n

i=1(xi− x)2 +b+ n(2a−1)(x−c)2

2(n+2a−1)
n
2 +a−1

(3.92)

où a, b, c sont les paramètres de la distribution a priori et Avec a′, b′, c′ les paramètres de la
distribution à posteriori.

3.6.2.3 Détermination de la distribution a priori à partir d’informations disponibles

La connaissance a priori est donnée par une estimation de la moyenne µ et un intervalle supposé
contenir l’inverse de la variance :

[
θmin =

1
s2

max
,θmax =

1
s2

min

]
.

La distribution a priori est définie par l’équation (3.70) avec les paramètres inconnus a, b, c.

Calcul de a et b par la méthode des moments :

La distribution marginale de θ s’écrit :

f (θ/x) =
baθa−1e−bθ

Γ(a)
= G(a,b) (3.93)

L’intervalle [θmin,θmax] définit une distribution uniforme dont la moyenne et la variance sont :

E(θ) =
θmin +θmax

2
(3.94)

et

V (θ) =
(θmax−θmin)

2

12
(3.95)

La moyenne et la variance d’une distribution Gamma G(a,b) sont données par :
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E ′(θ) =
a
b

(3.96)

et

V ′(θ) =
a
b2 (3.97)

En égalisant les moyennes et les variances (E(θ) = E ′(θ) et V (θ) = V ′(θ)), les valeurs des
paramètres a et b se déduisent et on obtient :

a =
3(θmin +θmax)

2

(θmax−θmin)2 (3.98)

et

b =
6(θmin +θmax)

(θmax−θmin)2 (3.99)

Calcul de c

La distribution marginale de µ s’écrit :

f (µ/x) =
ba√2a−1
αa+1/2

√
2π

Γ(a+ 1
2)

Γ(a)
(3.100)

avec α = b+ 1
2(2a−1)(µ− c)2.

Cette distribution est symétrique autour de la valeur de c. a et b sont aussi définis, donc la valeur
de c est donnée par :

c = µ (3.101)

3.6.3 Estimation Bayésienne avec pondération de l’a priori

Dans l’approche Bayésienne classique (voir l’équation (3.67)), les informations contenues dans
la vraisemblance et dans la connaissance a priori sont considérées avec le même poids. Pour les
cas où l’une des deux serait trop informative, on observe que l’autre ne compte plus. Il est tout
de même nécessaire de vérifier la cohérence de l’a priori et des résultats de l’essai, en donnant
un poids à l’a priori.

Usureau (2001) a présenté une approche qui permet de pondérer la connaissance a priori en
fonction du degré de compatibilité entre l’a priori et la vraisemblance. L’approche est basée
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sur la détermination d’un facteur Kp de pondération normalisé compris entre 0 et 1. Elle com-
pare l’information a priori qu’on a pour chaque paramètre avec l’information contenue par la
vraisemblance définie par les fonctions marginales (Équations (3.85) et (3.79)).

Dans le cadre de cette thèse, ce facteur peut permettre de mesurer la similitude entre la distribu-
tion a priori construite à partir de notre méthodologie d’estimation en phase de développement,
et la fonction de vraisemblance représentant, les données réelles observées au moment de la
phase d’essais sur le produit, afin de ne pas biaiser les résultats de l’analyse de fiabilité.

3.6.3.1 Principe de détermination du facteur de pondération

Soit C(ζ), le produit de convolution entre l’a priori f (θ) et la vraisemblance L(θ/X) :

C(ζ) =
∫

D(θ)
f (θ−ζ)L(θ/X)dθ (3.102)

Fig. 3.14. Principe de détermination du facteur de pondération

Comme illustré sur la figure 3.14, plus les deux fonctions f (θ) et L(θ/X) se recoupent, plus
C(ζ) est élevée ; et moins elles se recoupent, plus C(ζ) est faible. On déduit donc que C(ζ)
évolue avec la similitude entre la distribution a priori f (θ) et la vraisemblance L(θ/X)

Afin d’établir le facteur de pondération Kp, on cherche une valeur cohérente avec C(ζ) qui
évolue uniquement entre 0 et 1. La solution consiste à normaliser C(ζ). Le facteur Kp est donc
obtenu par :

Kp =
C(0)

Cmax(ζ)
(3.103)

avec :

C(0) obtenue pour ζ = 0

Cmax(ζ) représente la valeur maximale de C(ζ), correspondant au maximum de l’aire qui se
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trouve sous la courbe produit des deux fonctions f (θ) et L(θ/X) quand on fait glisser les deux
courbes l’une sur l’autre (voir figure 3.14).

3.6.3.2 Utilisation du facteur de pondération

La première utilité du facteur Kp est de permettre de statuer sur la pertinence de l’a priori. La
deuxième utilité de Kp est de pondérer l’a priori, quel que soit son état, afin d’améliorer sa
compatibilité avec la vraisemblance :

— Plus Kp sera proche de 1 et plus la connaissance a priori originale sera intégrée, permettant
ainsi d’exploiter au mieux l’un des intérêts des méthodes Bayésiennes, à savoir de réaliser
des gains considérables sur les plans d’essais de Sécurité/Fiabilité.

— Plus Kp sera proche de 0, moins la connaissance a priori initiale sera intégrée dans l’in-
férence Bayésienne, évitant ainsi de prendre des décisions pouvant être lourdes de consé-
quences sur le plan de la Sécurité ou sur le plan économique, ceci sur la base de résultats
faux.

On peut caractériser la force d’une connaissance a priori par le ratio suivant :

φ =
Var(θ)
E(θ)

(3.104)

où Var(θ) est la variance et E(θ), la moyenne du paramètre θ.

On parlera donc de a priori fort si φ est faible, et de a priori faible si φ est élevé. A espérance
égale, on déduit donc que c’est la variance qui donne le poids à une distribution par rapport à
une autre.

Ainsi pour faire la pondération, on ne modifiera pas le mode de la distribution a priori, mais la
variance sera 1/Kp fois plus grande. On aboutit donc à un a priori pondéré.

3.6.3.3 Estimation de la distribution a posteriori pondérée

A partir de la méthodologie d’estimation développée dans la thèse, nous pouvons obtenir un
intervalle de confiance sur les paramètres (µ,σ) de loi de fiabilité : µ ∈ [µmin,µmax] et σ ∈
[σmin,σmax].

Soit θ = 1/σ2, et θ ∈ [θmin,θmax] =
[

1
σ2

max
, 1

σ2
min

]
On suppose que le paramètre θ est distribué

suivant une loi Gamma de paramètres (a0,b0) : G(a0,b0).

Comme nous l’avons déjà établi, il est facile de déduire la valeur des paramètres (a0,b0) à partir
de la méthode des moments.

On s’intéresse maintenant à la pondération de la distribution a priori. A partir de la démarche
d’utilisation du facteur Kp, l’espérance de θ ne change pas, mais seulement sa variance. La
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pondération de la distribution a priori du paramètre θ par le facteur Kp donne donc une nouvelle
distribution Gamma de paramètres (a′0,b

′
0) qui peuvent être déduits des équations des moments

d’ordre 1 et 2 :

{
a0b0 = a′0b′0
a0b2

0 = Ka′0b
′2
0

Dans le cas de lois plus complexes, une résolution numérique est nécessaire.

La nouvelle distribution a priori est alors utilisée dans l’inférence Bayésienne permettant d’es-
timer les paramètres a posteriori.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthodologie, combinant une technique
efficace de méta-modélisation permettant de substituer le modèle mécano-probabiliste impli-
cite, et deux approches différentes d’intégration du retour d’expérience existant, pour traiter
la problématique d’estimation de fiabilité de nouveaux produits, au plus tôt dans la phase de
développement.

La technique de méta-modélisation appelée MDD, est basée sur la méthode de décomposition
dimensionnelle et la projection sur une base polynomiale de Lagrange. Son efficacité et pré-
cision ont été comparées par rapport à celles de la technique de méta-modélisation basée sur
développement en polynômes de chaos.

Deux approches d’intégration du retour d’expériences sont proposées : La première est basée sur
un facteur de similitude entre la loi de fiabilité expérimentale connue d’un produit de référence
et la loi de fiabilité prévisionnelle obtenue numériquement. La deuxième approche proposée est
basée sur une fonction de transfert temporel entre la fiabilité expérimentale et prévisionnelle.
Elle permet de lever une limite de la première approche en constituant une approche moins
restrictive. En effet, la première approche basée sur le facteur de similitude repose sur l’hypo-
thèse de constance de facteur de forme entre la loi de fiabilité expérimentale et prévisionnelle
(numérique), ce qui n’est pas toujours vrai.

Un autre point crucial de la méthodologie est l’étude objective de similarité entre une version de
référence et une nouvelle version d’un produit donné. En effet, cette étape est importante pour
pouvoir transposer le facteur de similitude ou la fonction de transfert temporel de la version de
référence à la nouvelle version. Nous avons proposé une méthode d’analyse de similarité basée
sur l’étude de linéarité entre les sensibilités des modèles des deux versions aux perturbations de
leurs paramètres d’entrée.

L’estimation prévisionnelle de fiabilité dans le cadre de notre méthodologie est basée sur un
couplage mécano-probabiliste, qui nécessite une connaissance préalable des distributions des
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paramètres d’entrée du modèle, notamment les paramètres matériaux. Dans la réalité, ces dis-
tributions sont souvent méconnues et peuvent participer énormément à l’erreur observée sur
l’estimation prévisionnelle de fiabilité. Nous avons donc proposé l’utilisation d’une méthode
d’identification inverse probabiliste pour recaractériser la distribution des paramètres d’entrée à
partir de la distribution expérimentale de durées de vie existante sur le produit de référence, ce
qui permettra d’améliorer l’estimation prévisionnelle de fiabilité par simulations numériques.

Pour finir, nous avons abordé la qualification en phase de développement. La méthodologie
proposée, nous permet en effet de construire une connaissance a priori sur les paramètres de
fiabilité d’une nouvelle conception. Cette connaissance est ensuite intégrée dans une démarche
de qualification Bayésienne pour réduire les tailles d’échantillons nécessaires à réaliser dans la
phase de qualification. A ce niveau, les approches de calculs de plan de démonstration largement
utilisées dans le domaine de la fiabilité sont présentées. Pour l’estimation de fiabilité dans un
contexte Bayésien, nous avons aussi introduit la notion de pondération de l’a priori qui devra
permettre de vérifier la cohérence de la connaissance a priori construite par notre méthodologie
avec la vraisemblance issue de vrais essais, afin de ne pas biaiser les résultats.

Dans le chapitre suivant, nous allons évaluer l’efficacité de la méthodologie au travers de l’ana-
lyse de fiabilité de deux versions de conception d’un composant mécanique automobile.
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4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons détaillé la méthodologie que nous proposons pour l’esti-
mation de fiabilité en phase de développement. Dans le présent chapitre, nous nous intéressons à
un cas d’application. Le contexte est le suivant : nous disposons de retour d’expérience sur une
version de référence d’un composant mécanique automobile. Dans le cadre de la conception
d’une nouvelle version qui a nécessité des modifications dans le but d’adapter le mécanisme
à l’exigence client. On cherche donc à avoir une première estimation de la fiabilité de la nou-
velle version dans la phase de conception, ensuite à définir un plan d’essai à réaliser pour la
qualification réelle du mécanisme.

Le mécanisme est un verrou utilisé pour verrouiller et déverrouiller le coulissement avant ou ar-
rière d’un siège automobile. Il est logé dans le sous-ensemble du siège appelé glissière (Encadré
sur la figure 4.1).

Fig. 4.1. Localisation du verrou de commande sur le siège auto

Fig. 4.2. Verrou de commande : Version Dre f

Nous précisons que la méthodologie envisagée dans le cadre de ce travail n’est pas dédiée à ce
composant mécanique, mais plutôt vise une approche générique indépendante de la famille de
mécanisme.

La version de référence Dre f du mécanisme est représentée sur la figure 4.2.

Une analyse de fiabilité d’un produit, est nécessairement associée à un mode de défaillance
donné, qu’il convient de bien connaître afin de proposer un essai représentatif. Le mécanisme
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étudié subit des cycles répétitifs de verrouillage-déverrouillage qui le conduisent à une rupture
par fatigue mécanique.

Dans un premier temps, nous allons donc nous intéresser au phénomène de l’endommagement
par fatigue avant d’enchaîner avec l’analyse du retour d’expérience existant pour en déduire la
loi de fiabilité expérimentale du mécanisme Dre f . Ensuite, afin de construire la distribution de
durées de vie et la loi de fiabilité prévisionnelle par simulations numérique, nous avons étudié le
modèle numérique mécanique déterministe du mécanisme. L’étape suivante est l’application des
deux approches d’estimation de fiabilité dans le cadre d’un nouveau développement (nouvelle
version) Dup.

Pour finir, nous aborderons la définition de plan de qualification (démonstration de fiabilité)
et l’estimation Bayésienne de fiabilité en prenant pour connaissance a priori la loi de fiabilité
obtenue par l’approche proposée.

4.2 Mécanisme d’endommagement du verrou

4.2.1 Définition du dommage par fatigue

On rencontre plusieurs définitions dans la littérature. D’après (Jiang, 1994), la fatigue des pièces
métalliques est définie par l’apparition de fissures macroscopiques et leur propagation, sous des
charges répétées. (Herbland, 2009) définie la fatigue comme un phénomène par lequel une struc-
ture rompt après avoir subi une succession de chargements qui se répètent dans le temps. Pour
(Kececioglu et al., 1998), on appelle dommage par fatigue la modification des caractéristiques
d’un matériau, tenant essentiellement à la formation de fissures et résultant de l’application de
cycles de contrainte conduisant à une rupture.

En fatigue, un cycle de chargement ou de contrainte est défini par (voir figure 4.3) :

— une contrainte maximale, σmax et une contrainte minimale, σmin,

— une contrainte moyenne σm,

— une amplitude de contrainte σa,

— une étendue de variation de contrainte ∆σ = σmax−σmin,

— un rapport de charge R = σmin/σmax, qui permet de caractériser les différents types de
cycles.

Un cycle de chargement est dit purement alterné lorsque R =−1, alterné lorsque R < 0 et répété
lorsque R > 0. Ces différents types de chargement sont représentés sur la figure 4.4.

En fatigue, le chargement en un point donné correspond à la valeur de la réponse de la structure
en ce point. Cette valeur est par exemple une contrainte ou une déformation. On désigne par
histoire de chargement l’évolution du chargement au cours temps (figure 4.3).
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Fig. 4.4. Types de cycle de chargement

Les différents types de chargement que l’on rencontre sont les suivants :

— Amplitude constante et chargement proportionnel : C’est le cas classique de charge-
ment. Les exemples d’un chargement à amplitude constante sont les cas de chargement
purement alterné (R = −1) ou de chargement à ratio nul. Le chargement est dit propor-
tionnel lorsque les principaux axes des contraintes ne changent pas au cours du temps.

— Amplitude constante et chargement non-proportionnel : Dans ce cas les principaux axes
de déformation ou de contraintes peuvent changer au cours du temps. C’est par exemple
le cas où on alterne entre un chargement de flexion et de torsion ; le cas où on superpose
un chargement alterné à un chargement statique.

— Amplitude non constante et chargement proportionnel : C’est le cas où le ratio de
contrainte varie au cours du temps. On a un historique de chargement à amplitude de
contrainte variable. On utilise des méthodes de comptage de cycles pour analyser ce type
de fatigue. La méthode de comptage la plus connue est celle du Rain-flow que nous dé-
taillerons plus tard.

— Amplitude non constante et chargement non-proportionnel : C’est le cas le plus général.
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Il est similaire au précédent sauf que les axes principaux de déformation ou de contrainte
changent au cours du temps. L’analyse de ce type de chargement nécessite des méthodes
plus avancées de comptage à l’exemple de la méthode de pas de pics indépendants ou la
méthode des plans critiques multi-axiaux.

4.2.2 Les phases de l’endommagement par fatigue

Le phénomène de l’endommagement par fatigue se scinde principalement en trois différentes
phases dont chacune participe à la rupture finale de la pièce :

— La première phase : c’est la phase d’amorçage ou d’initiation de la fissure longue (ou
macroscopique) et peut représenter 80 à 90% de la durée de vie totale ;

— La deuxième phase : concerne la propagation de la fissure à l’échelle macroscopique en
fonction du temps et selon une certaine vitesse jusqu’à une longueur critique ;

— Et la troisième phase : est celle de la rupture finale brutale de la pièce.

On peut encore décomposer la première phase en une phase de fissuration microscopique (fis-
sure courte), de propagation de cette fissure à l’échelle microscopique, qui se termine par
l’amorce de la fissure macroscopique. La figure 4.5 représente une évolution de l’endomma-
gement par fatigue au niveau microscopique et macroscopique :
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Propagation de la fissure  

macroscopique 

Ecrouissage/Ad

oucissement 

initial 

Nucléation de la 
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Fig. 4.5. Évolution de l’endommagement en fatigue

On exprime généralement la durée de vie totale d’une structure soumise à la fatigue comme la
somme de deux composantes :

N f = Na +Np (4.1)

avec : Na, le nombre de cycles requis pour amorcer une fissure à l’échelle macroscopique (0.1
à 1mm). Il correspond à la période entre le premier cycle et la détection d’une fissure macrosco-
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pique propageant. Np, est le nombre de cycles requis pour propager cette fissure jusqu’à rupture
de la structure.

En fatigue, les méthodes de prévision de durée de vie peuvent être regroupées en trois grandes
catégories :

— Méthodes basées sur la courbe de Wöhler : Approche S-N,

— Méthodes basées sur la déformation locale : Approche ε−N,

— Méthodes basées sur la mécanique linéaire de la rupture : Approche ∆K−N, K étant le
facteur d’intensité de contrainte.

4.2.3 Calcul de durée de vie en fatigue

4.2.3.1 Approche S−N : Diagramme d’endurance de Wöhler

La courbe S-N (Stress - Number of cycles), encore appelée diagramme de Wöhler (figure 4.6),
traduit l’évolution des nombres de cycles à rupture N en fonction de l’amplitude de la contrainte
appliquée σa et ce pour une contrainte moyenne σm donnée :

ln(N)
0

Stress : σa

σ f

105 106 107

Zone 1

Zone 2

Zone 3

Fig. 4.6. La courbe de Wöhler

La courbe S−N est obtenue expérimentalement en soumettant successivement un échantillon
d’éprouvettes à des cycles de contraintes périodiques (généralement sinusoïdaux) d’amplitudes
différentes, et en notant le nombre de cycles N au bout duquel la rupture se produit. Elle délimite
deux régions : celle de rupture (au-dessus de la courbe) et de non rupture (en dessous de la
courbe).

En fonction des nombres de cycles on distingue trois principaux domaines de fatigue :

1. le domaine de fatigue plastique olygocyclique, ou encore de faibles durées de vie (LCF :

Low Cycle Fatigue) considéré en général pour des nombres de cycles entre 0 et 104 ou
(50.104) cycles pour les aciers doux. Ce domaine correspond aux contraintes les plus
grandes (supérieures à la limite élastique du matériau) induisant de grandes déformations
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plastiques macroscopiques (la rupture survient après un certain nombre de cycles et est
précédée d’une déformation plastique notable).

2. le domaine de fatigue polycyclique encore appelé d’endurance limitée, ou de fatigue à
grand nombre de cycles (HCF : High Cycle Fatigue) pour des chargements qui abou-
tissent à des durées de vie entre 104 et 107) cycles en général. Plus on va tendre vers des
grandes durées de vie, plus basses seront les déformations plastiques et on peut tendre
vers un comportement macroscopique purement élastique.

3. le domaine d’endurance illimitée, dans lequel N > 107 cycles en général. La courbe
présente alors une asymptote horizontale dont la valeur représente la limite de fatigue σ f .

On note que la limite entre le domaine HCF et LCF correspond à la plastification macrosco-
pique de la structure. Dans la littérature, on trouve de récents travaux qui traitent de la fatigue
pour des durées de vie atteignant plus de 109 cycles, on parle de fatigue gigacyclique (Sonsino,
2007 ; Shiozawa et al., 2009).

La courbe de Wöhler encore appelée courbe S−N ou courbe de résistance en fatigue peut-
être modélisée par différentes lois analytiques, soit dans un domaine particulier, soit dans son
ensemble. Les principaux modèles sont reportés dans le tableau 4.1 avec :

— σa, l’amplitude de contrainte ;

— N, le Nombre de cycle à rupture ;

— σD, la limite de fatigue conventionnelle ;

— σu, la contrainte ultime à rupture en traction quasi-statique ;

— Et A,B,C,a,b sont des constantes définies expérimentalement.

En pratique, la courbe de Wöhler est généralement donnée pour une probabilité de rupture
p = 0.5. En effet, pour un chargement uni-axial d’amplitude constante, la courbe de Wöhler
porte l’amplitude de contrainte σa pour laquelle il y a une probabilité de rupture de 50% en
fonction du nombre de cycles à rupture N (Herbland, 2009).

Des chercheurs comme (Shigley, 1972 ; Lalanne, 1999 ; Bompas-Smith, 1973) ont montré qu’à
une amplitude de contrainte donnée, on observe une distribution LogNormale des nombres de
cycles à défaillance, et qu’à un nombre de cycles donné la contrainte d’amplitude suit une loi
normale (figure 4.7).

D’après la littérature, notamment (Jakubczak et al., 2005), l’écart-type de la distribution des
contraintes varie selon la géométrie du système et son coefficient de variation varie de 5% à
10% pour les systèmes non soudés et de 10% à 20% pour les assemblages soudés. En ce qui
concerne la distribution LogNormale des nombres de cycles à la rupture, son écart-type est
supposé constant quel que soit le niveau de contrainte.
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TABLE 4.1 Modèles mathématiques de courbe S-N

Nom de modèle Domaines modélisés Formule
Wöhler (1870) Fatigue oligocyclique, σa = a−b.ln(N) avec a,b > 0

endurance limitée et illimitée

Basquin (1910) Endurance limitée ln(σa) = a−b.ln(N) avec a,b > 0

Stromeyer (1914) Endurance limitée et illimitée ln(σa−σD) = a−b.ln(N) avec a,b > 0

Palmgreen (1924) Endurance limitée et illimitée σa = σD +( C
A+Nr

)
1
b

Bastenaire Fatigue oligocyclique, N = A
σa−σD

.exp
[
−
(σa−σD

B

)C]
endurance limitée et illimitée

Weibull (1949) Fatigue oligocyclique, σa−σD
σu−σD

=
(

C
A+Nr

) 1
b

endurance limitée et illimitée

Corson (1949) Fatigue oligocyclique, (σa−σD)A(σa−σD) = C
Nr

endurance limitée et illimitée

N
0

σa

σD(N)

σu

Densité de probabilité
des durées de vie

(LogNormale)

Densité de probabilité
des contraintes

(Normale)

Domaine
olygocyclique

Domaine
d’endurance

limitée

Domaine
d’endurance

illimitée

Fig. 4.7. Variabilité de la courbe S-N

4.2.3.2 Approche ε−N : Diagramme de Manson-Coffin

Alors que pour la fatigue à grand nombre de cycles la durée de vie est gouvernée par des
amplitudes de contrainte et des contraintes moyennes, la durée de vie en fatigue oligocyclique
(LCF) ou de faibles durées de vie dépend des amplitudes de déformation. Dans le domaine de
la fatigue oligocyclique, une déformation plastique significative se produit à chaque cycle, c’est
pour cette raison que les modèles de fatigue LCF utilisent la courbe déformation-durée de vie
de Manson-Coffin-Basquin (figure 4.8), représentée par l’équation :
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∆εt = ∆εe +∆εp =
σ′f
E
(2N f )

b + ε
′
f (2N f )

c (4.2)

où :

— ∆εt est l’amplitude de la déformation totale constituée par deux contributions ∆εe et ∆εp ;

— ∆εe est l’amplitude de la déformation élastique ;

— ∆εp est l’amplitude de la déformation plastique ;

— σ′f est le coefficient de résistance à la fatigue ;

— ε′f est le coefficient de ductilité à la fatigue ;

— b est l’exposant de Basquin ou exposant de la résistance à la fatigue ;

— c est l’exposant de Coffin ou exposant de ductilité à la fatigue ;

— E est le module de Young du matériau ;

— N f représente le nombre de d’interversions (reversals en anglais) ou de changement de
signe. Dans le cas d’un chargement à amplitude constante, 2N f représente un cycle de
chargement.

10610

∆ε%

∆εp

∆εe
∆εt

10

1

0.1

102 103 104 105

Durée de vie N f

Fig. 4.8. Courbe de Manson-Coffin-Basquin

Pour modéliser le diagramme de résistance ε−N, on sépare les déformations totale (εt), élas-
tique (εe) et plastique (εp) comme représenté sur la figure 4.8. On peut décrire chaque droite
par les équations suivantes :

∆εe = A×N−a
f (4.3)

∆εp = B×N−b
f (4.4)
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∆εt = A×N−a
f +B×N−b

f (4.5)

où a, b définis plus haut et A, B, respectivement, le coefficient élastique et le coefficient plastique,
sont des paramètres qui dépendent du matériau. En général a est voisin de 0.5 et b voisin de
0.12).

Remarque : sur le diagramme Manson-Coffin, pour les faibles nombres de cycles, c’est la
déformation plastique qui prédomine, alors que pour les nombres de cycles plus élevées, c’est
principalement de la déformation élastique que dépend la durée de vie. Cela indique que l’on se
rapproche de la fatigue HCF.

Différentes méthodes d’approximation des courbes de Manson-Coffin existent. Ces méthodes
consistent à déduire la courbe de Manson-Coffin d’un matériau donné à l’aide de ses caractéris-
tiques déterminées à partir d’un essai de traction monotone. Nous présentons ci-après, quelques
unes de ces méthodes.

La méthode des 4 points

Dans cette méthode proposée par Manson (1965), la relation ∆ε−N f est formulée comme ci-
après :

∆εt = ∆εe +∆εp = CeNb
f︸ ︷︷ ︸

Elastique

+ CpNc
f︸ ︷︷ ︸

Plastique

(4.6)

Sur une échelle bi-logarithmique, les droites élastiques et plastiques sont déterminées à l’aide
des coordonnées de 4 points (figure 4.9) dont deux pour déterminer la droite élastique, et les
deux autres pour déterminer la droite plastique, d’où le nom de méthode des 4 points.

∆εp

1
4 D0.75

∆εt

10

1

0.1

1
4

2.5σ′f /E

0.0132
1.91 ∆εe

0.9σu/E

10 104 105

Durée de vie N f

Fig. 4.9. Méthode des 4 points

La droite élastique est définie par les couples de points :
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(
N f = 1/4 , ∆εe =

σ′f
E

)
et

(
N f = 105 , ∆εe = 0.9

σu

E

)
(4.7)

Pour la droite plastique :

(
N f = 10 , ∆εp =

1
4

D0.75
)

et
(

N f = 104 , ∆εp =
0.0132
1.91

∆εe

)
(4.8)

où D est la ductilité en traction et σu, la contrainte ultime.

La méthode des pentes universelles :

Elle est l’une des premières méthodes proposées par Manson (1965) pour estimer de manière
simple, les deux droites (élastique et plastique) du modèle de fatigue. Dans cette méthode, les
deux droites sont construites en considérant que quel que soit le matériau, leurs pentes restent
constantes.

— Pour la droite élastique, la pente est fixée à b =−0.12 et on donne les coordonnées d’un
point de la droite comme suit :

N f = 1; ∆εel = 3.5
σu

E
(4.9)

— Pour la droite plastique, la pente c = −0.6 et on donne les coordonnées d’un point de la
droite par :

N f = 1; ∆εp = D0.6 (4.10)

On a finalement l’équation :

∆εt = ∆εe +∆εp = 3.5
σu

E
N−0.12

f︸ ︷︷ ︸
Elastique

+σ0.6
f N−0.6

f︸ ︷︷ ︸
Plastique

(4.11)

avec σu, la résistance mécanique à la traction.

La méthode de Mitchell

Il est généralement admis que la pente de la droite plastique de la courbe de fatigue ε−N f est
presque constante pour tous les matériaux. Cependant, la pente de la droite élastique présente
une variabilité considérable et dépend du matériau. Mitchell (1978) a alors proposé une méthode
pour estimer la pente de la droite élastique à partir de la résistance à la traction du matériau (Rm).
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∆εt = ∆εe +∆εp =
Rm +345

E
(2N f )

− 1
6 log[ 2(σB+345)

σB
]︸ ︷︷ ︸

Elastique

+ε
′
f (2N f )

−0.6︸ ︷︷ ︸
Plastique

(4.12)

avec :

ε
′
f = ln

[
100

100−RA

]
(4.13)

où RA est le coefficient de striction ou facteur de réduction de section après la rupture en traction.

Méthode des pentes universelles modifiée

Dans la version originale de la méthode des pentes universelles, méthode très simple d’utilisa-
tion, les pentes c et b sont fixées respectivement à −0.6 et −0.12 pour tous les matériaux. Ce-
pendant, elle tend à produire des résultats très conservatifs dans le domaine de grands nombre de
cycles. Pour palier à cela, une nouvelle modification fut proposée par Muralidharan et Manson
(Muralidharan and Manson, 1988) :

∆εt = ∆εe +∆εp = 1.17(
Rm

E
)0.832N−0.09

f︸ ︷︷ ︸
Elastique

+0.0266ε0.155
f (

Rm

E
)−0.53N−0.56

f︸ ︷︷ ︸
Plastique

(4.14)

Uniform material Law’s method

Cette méthode fut proposée par Baumel et Seeger (Baumel Jr and Seeger, 1990). Elle trouve
son intérêt dans le fait que la résistance à la traction du matériau (Rm) est la seule caractéristique
nécessaire pour estimer les paramètres de la courbe de fatigue, ce qui n’est pas forcément le cas
des autres méthodes qui peuvent nécessiter en plus, la connaissance du coefficient de striction
(RA) où le coefficient de ductilité du matériau. Pour les aciers :

∆εt = ∆εe +∆εp = 1.5
σu

E
(2N f )

−0.087︸ ︷︷ ︸
Elastique

+0.59ψ(2N f )
−0.58︸ ︷︷ ︸

Plastique

(4.15)

avec :

σu
E ≤ 0.003,⇒ ψ = 1

σu
E > 0.003,⇒ ψ = 1.375−125σB

E

Roessle-Fatemi’s method (2000)



142 CHAPITRE 4. APPLICATION À UN COMPOSANT MÉCANIQUE AUTOMOBILE

Roessle et Fatemi (Roessle and Fatemi, 2000) ont proposé une méthode basée sur la dureté du
matériau. Dans cette approche, les valeurs des pentes à savoir b et c sont gardées constantes
(b =−0.09, c =−0.56) tandis que les coefficients σ′f et ε′f sont décrits comme des fonctions
de la dureté de Brinel (BHN) :

σ
′
f = 4.25BHN +225 (4.16)

où :

σ
′
f = 1.0425Rm +345 (4.17)

ε
′
f =

1
E
(0.32BHN2−487BHN +191000) (4.18)

4.3 Fiabilité expérimentale par analyse du RETEX

Dans cette section, nous étudions la fiabilité expérimentale du mécanisme de référence Dre f

illustré par la figure 4.10 en exploitation le retour d’expériences disponible sur ce dernier.

Fig. 4.10. Essais accélérés sur verrou de commande Dre f

Par « retour d’expérience » (RETEX), on désigne toutes les informations disponibles et issues
de l’expertise, de l’exploitation, ou d’essais sur un produit. Dans le cadre de cette application,
le RETEX est essentiellement constitué par des essais d’endurance fatigue. Lorsqu’on étudie
la fatigue d’un composant mécanique, les essais de fatigue nécessitent de longues durées de
test pour voir apparaître les modes de défaillances attendues. Pour optimiser ces essais, les
ingénieurs ont eu recours à des essais accélérés qui consistent à sévériser les conditions de test
afin de précipiter les instants de défaillances.
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4.3.1 Présentation des résultats d’essais accélérés

Dans le cadre des essais accélérés, le terme « stress » désigne le chargement imposé qui peut
être de diverses natures (mécanique, thermique, électrique, etc...). En laboratoire, on pilote la
plupart des essais de fatigue, soit par contrainte imposée (le cas de la fatigue à grandes du-
rées de vie), soit par déformation imposée (le cas de la fatigue à faibles durées de vie). Ceci
peut nécessiter des équipements dédiés, raison pour laquelle, en pratique, pour les composants
mécaniques, l’équipementier FAURECIA utilise, généralement des chargements usuels (c’est à
dire les plus facilement accessibles) comme un effort, un couple mécanique ou un déplacement.
Par conséquent, dans le présent cas d’application, le chargement correspond à des niveaux de
courses (des déplacements) de déverrouillage.

Ici, trois différents niveaux de déplacement sévères (i.e supérieur au déplacement en condition
d’utilisation nominale)

{
u j
}k=3

j=1 sont utilisés (Figure 4.10). Pour chaque niveau u j, quatre à cinq
composants ont été testés.

Les essais accélérés de fatigue réalisés sur le verrou ont pour but l’estimation de la distribution
des durées de vie. Les résultats des essais, sont donnés dans le tableau 4.2.

TABLE 4.2 Résultats des essais accélérés sur le mécanisme Dre f

Niveau de Stress 1 Niveau de Stress 2 Niveau de Stress 3
u1 = 29.3 mm u2 = 27.3 mm u3 = 24.3 mm

N
f(

cy
cl

es
) 9088 12797 27305

9909 16845 31457
8883 13177 26580
8358 14252 23759
8899 24275
9936

Pour analyser les essais accélérés de fatigue, deux caractéristiques importantes doivent être
définies : Un modèle mathématique qui ajuste la distribution des durées de vie pour chaque
niveau de stress, et un modèle d’accélération qui décrit la relation entre le niveau de stress et la
durée de vie en fatigue.

4.3.2 Choix du modèle de durée de vie accélérée

Le modèle de durée de vie accélérée inclut la loi de distribution de durée de vie et la loi d’ac-
célération. Pour le choix de la loi de distribution, comme nous l’avons déjà souligné dans le
chapitre 2, en fatigue, une loi LogNormale est généralement admise pour la distribution des
durées de vie.

On peut alors calculer pour chaque niveau de stress, les paramètres (µ j
Ln,σ

j
Ln) de la distribution

LogNormale. Les résultats sont donnés dans le tableau 4.3.
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TABLE 4.3 Moments statistiques distribution LogNormale des résultats d’essais

Moments statistiques Stress u1 Stress u2 Stress u3

µ j
Ln 9.123 9.560 10.186

σ j
Ln 0.068 0.123 0.112

Une hypothèse sur laquelle se base l’analyse des essais accélérés est la constance du facteur
de forme σ j

Ln. Comme on peut le remarquer, les résultats du tableau 4.3 montrent que cette
hypothèse n’est généralement pas vérifiée dans la réalité.

Pour déterminer une valeur du paramètre de forme σLn constante pour tous les niveaux de stress,
on procède au calcul d’une valeur équivalente en pondérant chaque paramètre d’échelle par la
taille d’échantillon testé à ce niveau de stress. On obtient donc la formule :

σLn =
∑k

j=1

(
n j×σ j

LN

)
∑k

j=1 n j
(4.19)

Pour vérifier la constance du paramètre de forme quelque soit le niveau de stress, on utilise
le test de ratio de la vraisemblance (Likelihood Ratio). Pour ce faire, la log-vraisemblance L j

est calculée pour chaque niveau de stress j, ensuite la log-vraisemblance L0 est estimée en
considérant tous les niveaux de stress. Les L j sont calculés à partir des paramètres estimés dans
le tableau 4.3 et LO est obtenue en utilisant pour chaque niveau de stress j, le paramètre µ j

Ln

estimé dans le tableau 4.3 et le paramètre de forme σLn obtenu par l’équation 4.19.

On calcule ensuite la statistique T = 2∗(∑k
j=1 L j−L0) qu’on compare au quantile d’ordre 1−α

de la loi du χ2 à k−1 degrés de liberté, avec α le risque d’erreur :

— si T ≤ χ2 (1−α,k−1), l’hypothèse de constance est vérifiée ;

— si T > χ2 (1−α,k−1), l’hypothèse de constance est refusée.

Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 4.4 et montrent que l’hypothèse de la constance
du facteur de forme avec une valeur de σLn = 0.09725 pour chaque niveau de stress est validée.

TABLE 4.4 Résultats du Test de Ratio de vraisemblance

L1 L2 L3 L0 σLn α T χ2

-46.567 -35.042 -46.608 -129.002 0.09725 10% 1.568 4.605

A présent nous nous intéressons au choix de la loi d’accélération. La loi puissance inverse, plus
courante en mécanique est choisie a priori. Cette loi décrit la cinétique de la dégradation en
fonction du niveau de stress constant. On a la formulation suivante :
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N f (S) =
1

K×Sγ1
(4.20)

où S est le niveau de stress, et K et γ1 sont des paramètres à déterminer.

Maintenant, en appliquant le logarithme sur les deux membres de l’équation 4.20, on obtient la
relation linéaire suivante :

µN f (S) = ln
(
N f (S)

)
= γ0− γ1× ln(S) (4.21)

où γ0 = −ln(k) et µN f (S) représente le paramètre d’échelle de la distribution LogNormale au
niveau de stress S.

Pour estimer les paramètres du modèle d’accélération ainsi que le paramètre de forme de la
distribution LogNormale, la méthode de maximum de vraisemblance peut être utilisée. Comme
nous avons déjà estimé le paramètre de forme σLN, et pouvant disposer de trois équations li-
néaires indépendantes, nous avons choisi pour simplifier d’utiliser une méthode de moindre
carrés pour estimer les paramètres γ0 et γ1 de la loi d’accélération. En effet, en écrivant l’équa-
tion pour les 3 niveaux de déplacement

{
u j
}k=3

j=1, on obtient un système d’équations, qui permet
de déterminer facilement une estimation des paramètres γ0 et γ1 :


µN f (u1) = γ0− γ1× ln(u1)

µN f (u2) = γ0− γ1× ln(u2)

µN f (u3) = γ0− γ1× ln(u3)

Soit : µN f (u1)

µN f (u2)

µN f (u3)

=

1 −ln(u1)

1 −ln(u2)

1 −ln(u3)

(γ0

γ1

)
(4.22)

En posant Y f =

µN f (u1)

µN f (u2)

µN f (u3)

 , M f =

1 −ln(u1)

1 −ln(u2)

1 −ln(u3)

 et Γ f =

(
γ0

γ1

)
, on obtient la solution sui-

vante :

Γ =
((

MT
f M f

)−1
.MT

f

)
.Y f (4.23)

Une fois les paramètres du modèle d’accélération déterminés, il devient possible de déterminer
les paramètres de la distribution de durées de vies correspondant aux conditions de fonctionne-
ment nominal du mécanisme. Soit u0 le niveau de déplacement nominal, le paramètre d’échelle
de la distribution LogNormale pour ce niveau de stress, s’obtient par :
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µN f (u0) = γ0− γ1× ln(u0) (4.24)

La durée de vie médiane est estimée par exp
(
µN f (u0)

)
et on en déduit la fonction de répartition

de la distribution LogNormale sous la forme suivante :

F
(
N f /µN f (u0),σLn

)
= Φ

(
ln(N f )−µN f (u0)

σLN

)
(4.25)

où Φ est la fonction de répartition de la distribution normale standard.

La loi de fiabilité est finalement construite à partir de la fonction de répartition par :

R
(
N f /µN f (u0),σLn

)
= 1−F

(
N f /µN f (u0),σLn

)
(4.26)

4.3.3 Loi d’accélération et fiabilité expérimentale

Les estimateurs des paramètres du modèle d’accélération (γ̂0, γ̂1) et de la loi de distribution de
durées de vie (µ̂exp

re f , σ̂
exp
re f ) ainsi que la durée de vie médiane N̂exp

f ,0 sont reportés dans le tableau
4.5).

TABLE 4.5 Paramètres du modèle d’accélération et de la répartition de la durée de vie en fatigue du
modèle de référence

stress u0 γ̂0 γ̂1 µ̂exp
re f σ̂exp

re f N̂exp
f ,0

22.3 28.236 -5.654 10.681 0.09725 43525

Pour valider à la fois la distribution des durées de vie et la loi d’accélération, on convertit tous les
temps de défaillance dans les mêmes conditions et on vérifie ensuite que les points se retrouvent
alignés sur la feuille fonctionnelle de la loi de distribution choisie (ici la loi LogNormale).

Nous choisissons de transformer les données de durées de vies obtenues sous conditions u1, u2

et u3 en données équivalentes sous conditions nominales u0. Pour ce faire, il faut calculer ce
qu’on appelle facteur d’accélération d’un niveau de stress à l’autre. Par exemple entre le niveau
ui et u0, ce facteur s’obtiendra par la formule :

FAui−>u0 =
N f (ui)

N f (u0)
=

(
u0

ui

)γ1

(4.27)
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Fig. 4.11. Représentation des durées de vies accélérées en condition nominale

La figure 4.11 représente les données converties sur le graphe fonctionnel de la loi LogNormale
avec :

Zi = Φ−1( fi) (4.28)

où, Φ est la fonction de répartition de la loi normale standard et fi une fréquence cumulée
obtenue par la méthode des rangs médians.

La régression linéaire (Figure 4.11) donne un coefficient de détermination de 0.93 et un coeffi-
cient de corrélation linéaire de ρ = 0.966.

Pour accepter la linéarité nous procédons à un test de Student. Pour ce faire, nous calculons la
statistique Tl =

r
√

nt−2
1−r2 qui sera ensuite comparée à tα(nt−2) qui représente le quantile d’ordre

α de la loi de Student avec nt−2 degré de liberté.

— Si Tl ≥ tα(nt−2), la linéarité est validée ;

— si T < tα(nt−2), l’hypothèse de la linéarité est rejetée.

Ici nt = 15 (nombre total de points) et le risque α = 0.1. Nous obtenons Tl = 13.473 et tα(nt −
2) = 1.77, ce qui permet de valider la linéarité des points et par conséquent le modèle de vie
accéléré (Loi d’accélération plus loi de distribution des durées de vie).

Nous avons pu ainsi analyser les résultats d’essais et déduire le modèle de vie accélérée pour le
mécanisme de référence Dre f .

La figure 4.12 représente la loi d’accélération du mécanisme de référence Dre f et la fonction
de fiabilité expérimentale du mécanisme de référence ainsi que ses bornes de confiance de
1−α = 95% sont représentées sur la figure 4.13.
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Fig. 4.12. Loi d’accélération

Fig. 4.13. Fiabilité expérimentale de la version de référence Dre f du mécanisme

Les bornes sont construites par :

R̂

R̂+(1− R̂)e
u1−α/2

√
V (R̂)

R̂(1−R̂)

≤ R1−α ≤
R̂

R̂+(1− R̂)e
−

u1−α/2
√

V (R̂)

R̂(1−R̂)

(4.29)

Où R̂ est un estimateur ponctuel de la fonction de fiabilité R, fonction des paramètres de la
loi d’accélération γ0, γ1 et du paramètre de forme σexp

re f de la loi de distribution de durées de
vie. Var(R̂) est la variance de R̂ obtenue en fonction des variances des paramètres du modèle
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d’accélération regroupés dans le vecteur ϑ = (γ0,γ1,σ
exp
re f ) par la méthode suivante :

V (R̂) =
3

∑
i=1

(
∂R(ϑ)

∂ϑi

)2

ϑ̂
Var(ϑ̂i)+

r

∑
i=1

r

∑
j=1, j 6=i

(
∂R(ϑ)

∂ϑi

)
ϑ̂

(
∂R(ϑ)

∂ϑ j

)
ϑ̂

Cov(ϑ̂iϑ̂ j) (4.30)

Ces variances sont obtenues de la matrice de covariance déduite elle même de la matrice de
Fisher présentée dans la section 2.2.3.2. Dans notre cas d’application, les coefficients de la
matrice de Fisher sont calculés par méthode des différences finies et non par maximum de
vraisemblance.

4.4 Fiabilité prévisionnelle par simulation numérique

En parallèle de l’analyse de fiabilité expérimentale du mécanisme de référence, nous nous pro-
posons de réaliser par simulation numérique l’étude de la fiabilité prévisionnelle. Cela passe par
la construction d’un modèle mécano-probabiliste. L’étude est réalisée en deux étapes : La pre-
mière concerne la mise en place du modèle numérique mécanique déterministe et la deuxième
étape concerne la propagation des incertitudes inhérentes aux paramètres du modèle mécanique,
permettant ainsi d’aboutir à la loi de fiabilité prévisionnelle.

4.4.1 Modèle mécanique déterministe

Une esquisse illustrant le chargement du mécanisme est donnée sur la figure 4.14. Le char-
gement consiste à l’application d’un déplacement verticale U sur la petite tête située au côté
supérieur droit. En première étape, la précontrainte induite par l’insertion du mécanisme dans
son environnement de fonctionnement qui est la glissière du siège automobile, est simulée par
le pré-chargement up correspondant à la position de verrouillage. En deuxième étape, le charge-
ment est poursuivi jusqu’à un niveau de déplacement maximal uc correspondant à la position de
déverrouillage du mécanisme. Le chargement cyclique (figure 4.14 (b)) est donc réalisé entre
les positions up - uc. Un cycle de chargement part de up monte à uc et revient à up.

Pour estimer numériquement la réponse mécanique du composant automobile aux sollicitations
appliquées (déplacements), un modèle éléments finis 3D du mécanisme de référence Dre f a été
développé en utilisant le code de calcul Abaqus (Abaqus, 2013) (figure 4.15).

Le modèle éléments finis, nécessite de connaître au préalable, les propriétés du matériau consti-
tutif du mécanisme. Une fois la réponse mécanique (contrainte ou déformation) obtenue, un
modèle de fatigue sera utilisée pour prédire la durée de vie du mécanisme. Dans ce contexte,
nous présentons ci-après la loi de comportement du matériau ainsi que le modèle de fatigue
utilisé.



150 CHAPITRE 4. APPLICATION À UN COMPOSANT MÉCANIQUE AUTOMOBILE

Fig. 4.14. (a) Esquisse de Dre f , (b) Cycles de chargement subis par le mécanisme

Fig. 4.15. Modèle éléments finis 3D de la conception de référence Dre f

4.4.1.1 Modèle élastoplastique et modèle de fatigue oligocyclique

Sur la base de la distribution expérimentale des durées de vie en condition nominale (moyenne
< 50.103 cycles), obtenues précédemment par les essais accélérés, il apparaît que la défaillance
du mécanisme survient dans le domaine des faibles durées de vie ou encore fatigue oligocy-
clique. Par conséquent, un modèle élastoplastique est utilisé pour modéliser le comportement
du matériau.

Le comportement mécanique élastoplastique du matériau constitutif est décrit par une loi bien
connue, celle de Ramberg-Osgood (Ramberg and Osgood, 1943), et représentée sur la figure
4.16 (a). La relation entre la contrainte σ et la déformation ε s’écrit :
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ε =
σ
E
(1+K) (4.31)

où K et n sont des constantes à déterminer et qui sont propres au matériau considéré.

La loi de comportement a été donc obtenue à partir d’informations disponibles sur les propriétés
de traction du matériau à savoir le module de Young (E), le coefficient de poisson (ν), la limite
élastique (Re), la résistance à la traction (Rm), résumées dans le tableau 4.6.

TABLE 4.6 Paramètres matériau du mécanisme

E ν Re Rm

210 GPa 0.3 1468 MPa 1535 MPa

Fig. 4.16. (a) Loi de Ramberg-Osgood, (b) Modèle Coffin-Manson-Morrow

Le modèle de fatigue de Coffin-Manson-Morrow Ince and Glinka (2011) (figure 4.16 (a)) est
utilisé pour prédire le nombre de cycles à la défaillance (rupture par fatigue mécanique). Ce
modèle (équation 4.32) est une correction du modèle classique de Manson-Coffin (équation
4.2), et permet de prendre en compte l’effet d’une contrainte moyenne non nulle σm, car en
réalité, le mécanisme est soumis à des chargements cycliques non purement alternés à cause de
la mise en position de verrouillage (pré-chargement up).

On note que la correction de la contrainte moyenne a été incluse seulement dans le terme élas-
tique du modèle de de fatigue comme montré dans l’équation 4.32. Le modèle de fatigue de
Coffin-Manson-Morrow suppose donc que la contrainte moyenne a un effet significatif sur de
longues durées de vie, là où la déformation élastique est prédominante. En effet, il est géné-
ralement admis que l’effet de la contrainte moyenne se retrouve compensé par la présence de
déformation plastique importante.
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∆εt

2
=

σ′f −σm

E
(2N f )

b + ε
′
f (2N f )

c (4.32)

On rappelle que ∆εe est la déformation élastique, ∆εp représente la déformation plastique, σ′f
est le coefficient de résistance à la fatigue, ε′f est le coefficient de ductilité de la fatigue, b est
l’exposant de la résistance à la fatigue, c est l’exposant de la ductilité à la fatigue, E est le module
de Young. Nous notons aussi que ce modèle bien que utilisable comme loi d’accélération, n’a
pas été choisi pour l’analyse de fiabilité expérimentale basée sur les essais accélérés (section
4.3.3), car nécessiterait au niveau des essais une instrumentation plus complexe pour mesurer
les déformations, d’où l’utilisation du modèle puissance inverse (équation 4.20) qui permettait
de relier directement les déplacements aux durées de vie.

4.4.1.2 Identification des paramètres du modèle de fatigue

L’identification des paramètres du modèle de fatigue Coffin-Manson est d’un intérêt particulier,
car elle peut considérablement affecter la qualité de prédiction de durées de vie. Cependant, les
essais nécessaires à ce travail d’identification peuvent s’avérer coûteux. Par ailleurs, ils sont
réalisés sur des éprouvettes en laboratoire et ne sont pas toujours adaptés à l’estimation de
durées de vie sur des composants mécaniques, qui généralement présentent des géométries et
des modes de sollicitation plus complexes. Aussi, plusieurs auteurs ont investigué pour proposer
des méthodes permettant une approximation moins coûteuse et acceptable des paramètres du
modèle de fatigue Coffin-Manson.

Dans la section 4.2.3.2, nous avons présenté quelques méthodes d’approximations de la courbe
de fatigue Coffin-Manson. Meggiolaro and Castro (2004) ont réalisé une analyse statistique sur
les estimations de durées de vie obtenues par ces différentes méthodes, et ont proposé ensuite
une méthode dite des médianes dans laquelle, des valeurs constantes sont attribuées aux para-

mètres b et c relatifs aux pentes, au coefficient ε′f et au rapport
σ′f
E . On a donc pour les aciers :

σ′f
Rm

= 1.5; ε
′
f = 0.45; b =−0.09; c =−0.59 (4.33)

L’usage d’une méthode d’approximation du modèle de fatigue n’est admissible que dans les
toutes premières phase de conception, autrement toutes les propriétés devront être obtenues par
des essais réels.

Dans le cadre de notre étude, nous opterons pour la méthode proposée par Meggiolaro and
Castro (2004), pour l’identification des paramètres du modèle de fatigue. En effet, nous ne
disposons pas assez d’informations sur les propriétés matériaux du mécanisme et dans un soucis
de limiter le nombre de paramètres inconnus et de simplifier le modèle, cette méthode est la plus
adaptée. En plus, les auteurs l’ont testé sur 724 nuances d’acier et en ont obtenu des résultats
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satisfaisants.

Comme illustré sur la figure 4.17, une fois le modèle de fatigue connu, il est couplé au modèle
mécanique et, la durée de vie en fatigue N f est obtenue en résolvant numériquement l’équation
4.32, dans laquelle l’amplitude de déformation totale ∆εt/2 est donnée par le modèle éléments
finis.

Fig. 4.17. Processus de calcul de la durée de vie en fatigue N f

4.4.2 Modèle mécano-probabiliste

L’approche mécano-probabiliste permet d’étudier l’influence de la variabilité des différents pa-
ramètres de conception à savoir : les propriétés des matériaux, la géométrie, et le chargement.
Généralement les composants ou les structures mécaniques sont dimensionnés dans un contexte
déterministe, mais dans la réalité les paramètres de conception sont entachés d’incertitudes et
il est plus judicieux de les modéliser par des variables aléatoires afin de tenir compte de cette
incertitude inhérente à chacun d’eux.

Pour le mécanisme Dre f les paramètres considérés incertains se résument aux éléments sui-
vants : module d’élasticité E, coefficient de résistance à la fatigue σ′f , exposant de résistance
à la fatigue b, déplacement uc. Ils sont modélisés par des distributions LogNormales indépen-
dantes, où les caractéristiques statistiques (i.e. la valeur moyenne et l’écart-type) sont données
dans la table 4.7. Les écart-types sont obtenus à partir de coefficient de variation qui sont de
l’ordre de 1% (avis ingénieurs) pour les paramètres E, σ′f , b et uc. Les paramètres ε′f et c sont
considérés constants. En effet, ils modélisent la partie des faibles durée de vie (fatigue oligo-
cyclique) sur la courbe de fatigue où les variabilités sont moins importants que sur la partie
des grands nombres de cycles (fatigue polycyclique). Le paramètre up qui correspond à la mise
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en position de pré-chargement (verrouillage de la glissière) et mieux maîtrisé que up (position
déverrouillage de la glissière) est aussi considéré constant. Pour chaque paramètre aléatoire
dans le tableau 4.7, l’écart type est donc obtenu simplement en multipliant la moyenne par le
coefficient de variation.

TABLE 4.7 Type de distribution et caractéristiques statistiques des paramètres incertains du modèle de
référence

Paramètres Distribution Moyenne Écart-type
E(GPa) LogNormale 210 2.1

σ′f (MPa) LogNormale 2339.724 23.39
ε′f Constant 0.45 -
b LogNormale 0.09 9.10−4

c Constant 0.59 -
up(mm) Constant 4.15 -
uc(mm) LogNormale 14.8 0.148

Ainsi, contrairement au modèle mécanique déterministe, grâce à la propagation d’incertitudes ;
la réponse du modèle mécano-probabiliste pourra être obtenue sous forme de densité de dis-
tribution dont les moments statistiques peuvent être calculés : il s’agit d’analyse de tendance
centrale présentée dans la section 2.3.1.4.

Pour construire cette densité, la démarche classique consiste à générer plusieurs fois, une réali-
sation des paramètres d’entrée du modèle mécanique et à exécuter pour chacune des réalisations,
le modèle mécanique pour obtenir un échantillon suffisant de réponses. Puisque le modèle méca-
nique est disponible sous forme implicite (i.e. modèle éléments finis), cette démarche classique
nécessiterait un temps de calcul prohibitif. Comme alternatif, le modèle mécanique ne sera pas
directement utilisé pour réaliser la propagation d’incertitudes, mais sera remplacé par un modèle
de substitution plus efficient.

4.4.2.1 Construction du modèle de substitution

Le modèle de substitution ou méta-modèle est construit à partir de la méthode de décompo-
sition dimensionnelle (MDD) présentée dans le chapitre 3 (Section 3.2.2). Elle nous permet
de construire la surface de réponse du modèle mécano-probabiliste du mécanisme Dre f . La fi-
gure 4.18 illustre la procédure suivie. En amont du modèle-mécanique, un plan d’expérience
décrivant l’espace aléatoire des paramètres incertains du modèle est nécessaire.

Les caractéristiques du plan d’expérience sont fonction de l’ordre s de la décomposition ainsi
que du nombre de points expérimentaux dans chaque direction de l’espace aléatoire.

Dans cette application, la réponse du modèle mécanique, définie comme la durée de vie en
fatigue N f , est représentée par une approximation polynomiale N̂ f (E,σ

′
f ,b,uc), basée sur une

décomposition unidimensionnelle (s = 1) avec 7 points expérimentaux dans chaque direction
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Fig. 4.18. Technique de méta-modélisation

de l’espace aléatoire. Les points expérimentaux sont répartis uniformément autour d’un point
de référence ur, grâce à la formule définie par l’équation 3.15.

Le point moyen correspondant aux valeurs moyennes des paramètres incertains, est pris comme
point de référence autour duquel est construit le plan d’expérience. Le plan d’expérience est
composé de 7 points dans chaque direction donnant au total 25 points. En effet, on calcule un
seul point moyen parmi les 4, d’où les 25 = 7× 4− 3. pour l’ensemble des quatre paramètres
incertains. Ainsi seulement 25 évaluations du modèle mécanique ou calculs éléments finis sont
nécessaires pour construire le modèle de substitution. Il faut noter que le plan expérimental est
d’abord construit dans l’espace aléatoire standard puis ramené dans l’espace aléatoire physique
grâce à une transformation isoprobabiliste.

Afin d’évaluer la précision du modèle de substitution obtenu, l’approximation polynomiale est
tracée en fonction des paramètres incertains E,σ′f ,b et uc (figure 4.19). A chaque fois, un seul
paramètre est pris comme grandeur variable et les autres paramètres restants sont fixés à leurs
valeurs moyennes respectives.

Il est important de noter que les points expérimentaux utilisés pour évaluer la précision de l’ap-
proximation polynomiale sont différents de ceux utilisés dans la construction du modèle de sub-
stitution. Ils sont échantillonnés en divisant équitablement l’intervalle [µi±3σi] par le nombre
de points voulu, soit 5 dans cette application. µi et σi représentent respectivement la moyenne
et l’écart type du iieme paramètre incertain. Comme le montre la figure 4.19, l’approximation
obtenue correspond bien au modèle mécanique exact, car elle passe par les réponses obtenus
directement par le modèle éléments finis.

4.4.2.2 Moments statistiques et analyse de fiabilité

Dans la partie précédente, nous avons construit une approximation polynomiale de la réponse du
modèle mécano-probabiliste implicite. Cette approximation permet de réaliser à moindre coût
une analyse de tendance centrale et une analyse de fiabilité. En effet, lorsqu’on dispose d’une
approximation explicite de la réponse du modèle, des simulations de Monte-Carlo peuvent y
être appliquées pour réaliser efficacement une analyse de tendance centrale. Cette procédure est
efficace car elle ne nécessite aucun calcul éléments finis supplémentaire. Cette combinaison per-
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Fig. 4.19. Évaluation de la précision du modèle de substitution pour la conception de référence Dre f

met en effet de générer à moindre coût un nombre suffisamment grand de réponses du modèle à
partir desquelles, on peut déduire la densité de distribution, et aussi calculer les quatre moments
statistiques.

Ainsi, sur la base 105 simulations de Monte-Carlo, les quatre premiers moments statistiques à
savoir, la moyenne, l’écart-type, le coefficient de symétrie et le coefficient d’aplatissement de
la durée de vie en fatigue sont calculés (voir tableau 4.8).

TABLE 4.8 Moments statistiques de la durée de vie en fatigue de la conception de référence

Moyenne Écart type Asymétrie Kurtosis CV
65546.68 10826.76 0.178 3.078 16.5%

A partir de l’échantillon de durées de vie en fatigue obtenu par les simulations Monte-Carlo, un
histogramme (non représenté) peut être construit. Ensuite, comme représenté sur la figure 4.20,
une première estimation (non paramétrique) de la fonction de densité de probabilité de la durée
de vie en fatigue est obtenue en faisant un lissage par noyau Gaussien sur l’histogramme. Cette
fonction de densité est ensuite comparée à la fonction densité de la loi normale et celle de la loi
LogNormale toutes deux résultats d’une estimation paramétrique. On peut ainsi remarquer sur
la figure 4.20, que la distribution des durées de vie obtenue par simulations Monte-Carlo peut
être approchée par une loi normale aussi bien que par une loi LogNormale. Ces dernières sont
plus simples à utiliser (une formulation analytique étant déjà disponible) pour construire une loi
de fiabilité correspondante.
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Fig. 4.20. Densité de probabilité de la durée de vie en fatigue N f de Dre f

Considérant une distribution LogNormale, le paramètre d’échelle µ̂num
re f et le paramètre de forme

σ̂num
re f du modèle LogNormale équivalent à la distribution prévisionnelle (numérique) de la durée

de vie en fatigue du mécanisme de référence sont calculés et reportés dans le tableau 4.9.

TABLE 4.9 Paramètres de la distribution numérique des durées de vie de Dre f

Distribution µ̂num
re f σ̂num

re f
LogNormale 11.08 0.164

Une fois ces paramètres obtenus, la fonction de fiabilité numérique Rnum
Dre f

est construite et repré-
sentée sur la figure 4.21. Elle est comparée sur la même figure avec la loi de fiabilité expérimen-
tale Rexp

Dre f
que nous avons construite précédemment à partir du retour d’expériences constitué

de résultats d’essais accélérés.

On remarque sur la figure 4.21, un écart considérable entre les deux lois de fiabilité. En effet,
les simplifications que nécessitent les modèles numériques mécaniques (au niveau de la forme
ainsi que des conditions limites), la non prise en compte de l’état de surface réel, la méconnais-
sance de certains paramètres matériaux ainsi que la variabilité des paramètres de chargement
réels peuvent conduire à des résultats numériques incohérents avec les performances réelles des
mécanismes. Une autre source d’erreurs participant à cet écart, est la modélisation des distri-
butions des paramètres incertains et les caractéristiques statistiques associées qui doivent être
obtenues par analyse statistique sur des données suffisamment larges, afin de pouvoir représen-
ter la véritable variabilité des paramètres incertains. Or ce n’est pas souvent le cas, comme dans
notre application où, les coefficients de variation des paramètres incertains sont obtenus par avis
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Fig. 4.21. Comparaison des fonctions de fiabilité expérimentale et numérique du mécanisme de référence
Dre f

d’ingénieurs ainsi que le choix des distributions.

Nous allons maintenant déployer la méthodologie d’estimation de fiabilité que nous avons pro-
posé dans le chapitre précédent, pour améliorer l’estimation de fiabilité en phase de conception
d’une nouvelle version Dup du mécanisme.

4.5 Analyse de fiabilité du nouveau développement

Le nouveau développement Dup est une version modifiée de la conception de référence Dre f

pour répondre à de nouvelles exigences clients. Dup est représentée sur la figure 4.22 et à titre de
comparaison, au dessus de la version de référence Dre f . Il est donc nécessaire d’évaluer l’effet
des modifications, sur la fiabilité de la nouvelle conception.

L’idée est d’utiliser les résultats de l’analyse de fiabilité réalisée sur des conceptions précédentes
et similaires, en tant que connaissances préalables dans la démarche d’estimation en phase de
développement, de la fiabilité de la nouvelle conception Dup.

Puisque les modifications ne sont pas significatives, la fonction de transfert temporel devrait être
la même pour les deux conceptions. En d’autres termes, la fonction de transfert temporel est plu-
tôt liée au produit et invariante par rapport au design. Ainsi, une approximation de la fiabilité

réelle ou fiabilité expérimentale, peut être obtenue en appliquant la fonction de transfert tempo-
rel aux résultats de l’analyse de fiabilité numérique réalisée sur le modèle mécano-probabiliste
de Dup. La fiabilité numérique étant obtenue par Simulations de Monte-Carlo sur le modèle de
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Fig. 4.22. Nouvelle version Dup du mécanisme

substitution construit par la méthode de décomposition dimensionnelle.

4.5.1 Fiabilité prévisionnelle du nouveau développement

Pour obtenir une estimation numérique de la loi de fiabilité, un modèle éléments finis 3D du mé-
canisme Dup est développé sur le logiciel Abaqus, avec les mêmes hypothèses sur les conditions
aux limites que pour la conception de référence. Il est important de noter que la conception Dup

est réalisée avec le même matériau que le modèle de référence. Aussi, la même loi de compor-
tement de Ramberg-Osgood ainsi que le même modèle de fatigue de Coffin-Manson-Morrow

précédemment définis, seront utilisés. Cependant, les conditions de chargement ont été un peu
modifiées, notamment le déplacement de mise en position de verrouillage (pré-chargement) up

et le déplacement de déverrouillage uc (figure 4.23 (a)). De plus, comme représenté schémati-
quement sur la figure 4.23 (b), un modèle à ressort est pris en compte dans l’analyse par élé-
ments finis pour reproduire les conditions réelles de fonctionnement du mécanisme. Une image
du modèle éléments finis est représentée sur la figure 4.24.

Le modèle mécanique déterministe est ensuite couplé à un modèle probabiliste représentant
les paramètres matériaux et chargement par des variable aléatoires distribuées suivant une loi
LogNormale.

Les paramètres d’entrée du modèle mécano-probabiliste de la nouvelle conception sont rensei-
gnés dans le tableau 4.10, où uc et up représentent respectivement, le déplacement de précon-
trainte et le déplacement maximal du cycle de chargement ; K la raideur de ressort.

Pour les mêmes raisons de coûts de calculs, nous avons ensuite construit le modèle de substitu-
tion par la méthode de décomposition dimensionnelle avec un ordre s = 1 et les polynômes de
Lagrange construit sur le même plan d’expérience que pour le modèle de référence.
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Fig. 4.23. (a) Esquisse de la nouvelle conception Dup, (b) Chargement appliqué à la nouvelle conception
Dup

Fig. 4.24. Modèle éléments finis 3D de la nouvelle conception Dup

TABLE 4.10 Paramètres incertains de la nouvelle conception Dup

Paramètre Distribution Moyenne Écart-type
E(GPa) LogNormale 210 2.1

σ′f (MPa) LogNormale 2339.72 23.3972
ε′f Constant 0.45 -
b LogNormale 0.09 0.0009
c Constant 0.59 -

up(mm) Constant 4.8 -
uc(mm) LogNormale 8 0.08

k(N/mm) Constant 3.359 -
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Fig. 4.25. Évaluation de l’exactitude du modèle de substitution pour Dup

Comme on peut le voir sur la figure 4.25, l’approximation polynomiale construite par la mé-
thode de décomposition dimensionnelle (MDD) reproduit très bien le comportement du compo-
sant mécanique représenté ici par un modèle d’éléments finis. Elle peut donc être utilisée pour
effectuer une analyse de fiabilité.

Les quatre premiers moments statistiques (tableau 4.11) de la durée de vie en fatigue N f sont
calculés à l’aide de 105 simulations de Monte-Carlo sur le modèle de substitution. La densité
de probabilité est aussi construite (figure 4.26) et les paramètres µ̂num

up et σ̂num
up de la distribution

LogNormale équivalente sont également estimés (tableau 4.12).

Finalement, la fonction de fiabilité numérique de la nouvelle conception est déduite et représen-
tée sur la figure 4.27.

TABLE 4.11 Moments statistiques de la durée de vie numérique pour la nouvelle conception Dup

Moyenne Écart-type Asymétrie Kurtosis CV
32382.93 5751.87 0.335 3.249 17.8%

TABLE 4.12 Paramètres de la distribution de durées de vie numérique pour Dup

Distribution µ̂num
up σ̂num

up
LogNormale 10.370 0.176

Nous allons à présent utiliser les approches proposées dans le chapitre précédent, pour obtenir
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Fig. 4.26. Fonction de densité de probabilité de la durée de vie en fatigue N f pour Dup

une estimation de la fiabilité de la nouvelle conception Dup, à partir du modèle numérique et du
retour d’expérience existant sur la version de référence Dre f .

Fig. 4.27. Fonction de fiabilité numérique obtenue pour Dup
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4.5.2 Estimation basée sur le facteur de similitude

Nous présentons brièvement, les résultats obtenus par la première méthodologie basée sur le
facteur de similitude. Comme nous l’avons explicité, cette méthode se base sur l’hypothèse de
constance de forme entre la distribution de durées de vie expérimentale et la distribution de
durées de vie numérique. Nous procédons premièrement à la vérification de cette hypothèse.

Pour ce faire, nous avons défini P = 5 niveaux de perturbations (coefficients de variation) sur
les paramètres d’entrée aléatoires des deux modèles mécano-probabilistes M re f et M up. En-
suite nous avons calculé les coefficients de variation de la réponse y pour chaque niveau de
perturbation et pour chaque modèle.

Nous avons donc obtenu un ensemble de points
{

CV (yre f
i ), CV (yup

i )
}

; i = 1,2, ...,5, représen-
tés sur le graphique (figure 4.28).

La régression linéaire sur ces points a donné comme pente βL = 1.0796 qui est donc proche de
1 et comme ordonnée à l’origine αL =−0.0502 proche de 0. Cela signifie que les deux modèles
mécano-probabilistes M re f et M up ont pratiquement les mêmes sensibilités aux perturbations
ou variabilités de leurs paramètres d’entrée. On déduit donc qu’il existe une linéarité entre les
deux versions du mécanisme, et par conséquent la constance du facteur de similitude est vérifiée.

Fig. 4.28. Linéarité entre les modèles mécaniques M re f et M up

Pour rappel, les résultats relatifs aux premiers moments et coefficient de variations de la durée
de vie expérimentale de la version de référence Dre f sont reportés dans le tableau 4.13. On note
qu’il existe des relations équivalentes permettant d’obtenir les paramètres µLN et σLN d’une



164 CHAPITRE 4. APPLICATION À UN COMPOSANT MÉCANIQUE AUTOMOBILE

loi LogNormale à partir des moments statistiques, notamment la moyenne m̂y et l’écart-type
ŝy, soit le coefficient de variation donné par ĈV y = ŝy/m̂y. Les paramètres de la distribution
LogNormale associée sont obtenus par :

µLN = ln(m̂y)−
1
2

(
1+ĈV

2
y

)
(4.34)

σLN =

√
ln(1+ĈV

2
y) (4.35)

A partir de l’équation (4.35), on peut déduire que si le paramètre de forme σLN de la distribu-
tion LogNormale est constant, alors le coefficient de variation ĈV y l’est autant. Les résultats
obtenus par simulations numériques pour les deux versions Dre f et Dup doivent donc avoir des
coefficients de variation de même ordre ou très proches du coefficient de variation expérimen-
tale pour conserver la constance du facteur de forme de la distribution Lognormale. Finalement,
les valeurs les plus proches sont ceux données dans le tableau 4.14.

TABLE 4.13 Moments statistiques des durées de vie expérimentales de la version Dre f du mécanisme

Moyenne Écart-type Coef. de variation
43480 4128 9.79%

TABLE 4.14 Moments statistiques des durées de vie numériques versions Dre f et Dup du mécanisme

Versions Moyenne Écart-type Coef. de variation
Dre f 64811.522 6420.114 9.906%
Dup 31914.478 3399.560 10.652%

Les paramètres de la distribution LogNormale des durées de vie numériques correspondants aux
moments statiques du tableau 4.14 sont calculés dans le tableau 4.16 pour la version de référence
et dans le tableau 4.15 pour la nouvelle version du mécanisme. Les résultats obtenus pour le
paramètre de forme sont respectivement très légèrement supérieur et inférieur au paramètre de
forme de la distribution LogNormale des durées de vie expérimentale (σ̂exp

Dup
= 0.09725), mais

restent du même ordre pour considérer la constance du paramètre de forme.

TABLE 4.15 Paramètres de la distribution de durées de vie numérique pour la nouvelle version

Distribution µ̂num
Dup

σ̂num
Dup

LogNormale 10.365 0.106

TABLE 4.16 Paramètres de la distribution de durées de vie numérique pour la version de référence

Distribution µ̂num
Dre f

σ̂num
Dre f

LogNormale 11.074 0.099
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Ensuite, en appliquant sur la version de référence, la procédure de calcul du facteur de simi-
litude (FS = µnum

Dre f
/µexp

Dre f
), nous avons calculé le facteur de similitude FS. La similarité et la

constance du facteur de similitude entre les deux versions du mécanisme étant précédemment
vérifiées, une estimation de la fiabilité de la nouvelle version Dup du mécanisme est simplement
déduite. Les paramètres de la distribution de durées de vie sont donnés dans le tableau 4.15 et
la figure 4.29 compare la fonction de fiabilité ainsi obtenue par la méthodologie, avec la fiabi-
lité numérique et quelques points expérimentaux (obtenus à partir de la fonction de répartition
empirique) issus d’essais réels sur des prototypes de Dup.

TABLE 4.17 Paramètres de la distribution de durées de vie estimées pour la nouvelle version

FS Distribution µ̂exp
Dup

σ̂exp
Dup

1.0196 LogNormale 10.1655 0.09725

Fig. 4.29. Courbe de fiabilité estimée de Dup comparée à la courbe numérique et points expérimentaux

On note donc une amélioration de l’estimation par rapport à la méthode numérique pure, ce
qui est un résultat très intéressant, même si en comparant la courbe de fiabilité estimée aux
quelques points expérimentaux réels, un écart plus ou moins important est observé vers les
queues de distribution.

La limite de la méthode FS est l’hypothèse de conservation du facteur de similitude d’une ver-
sion à l’autre. Cela suppose, comme nous l’avons expliqué plus haut, que les coefficients de
variation des durées de vies simulées pour Dre f et Dup doivent être identiques. Or le coefficient
de variation est donné par la variabilité des paramètres d’entrée c’est à dire leurs coefficients de
variations. On est donc amené à simuler plusieurs fois les modèles numériques avec à chaque
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fois un niveau de coefficient de variation arbitraire sur les paramètres d’entrée, jusqu’à appro-
cher cette égalité. Dans la réalité, les coefficients de variation des paramètres d’entrée du mo-
dèles sont donnés par expertises d’ingénieurs ou déterminés par des essais de caractérisations.
Par conséquent, le fait de les attribuer arbitrairement n’est pas très réaliste. Il est donc néces-
saire que la méthodologie d’estimation soit plus générale et indépendante de cette contrainte de
constance de coefficients de variation.

4.5.3 Estimation basée sur la fonction de transfert temporel

Cette méthodologie passe par la construction d’une fonction de transfert temporel entre la loi
de fiabilité expérimentale et numérique du mécanisme de référence. Nous suivons la procédure
proposée dans le chapitre 3 pour la construction de cette fonction de transfert qui est définie
comme une relation entre les deux fonctions de fiabilité.

Pour ce faire, prenons la version de référence Dre f . Nous avons choisi ici un pas pour discrétiser
le domaine de fiabilité ∆R = 0.125 ce qui permet d’obtenir un échantillon DR composé de nR =

79 points.

Soient Nexp
f ,Dre f

(i) et Nnum
f ,Dre f

(i) les estimations expérimentales et numériques de la durée de vie
en fatigue associées aux niveaux de fiabilité DR(i) ∈ DR, i = 1, . . . ,nR la fonction de transfert
temporel h(t) s’écrit comme suit :

Nexp
f ,Dre f

(i) = h
(

Nnum
f ,Dre f

(i)
)
= A×

(
Nnum

f ,Dre f
(i)
)β1

(4.36)

Les paramètres A et β1 de la fonction de transfert (voir tableau 4.18) ont été calculés par régres-
sion sur le jeu de données

(
Nexp

f ,Dre f
(i),Nnum

f ,Dre f
(i)
)

. La loi puissance est comparée aux approxi-
mations polynomiales linéaires et d’ordre 2, et ajuste mieux les points de régression comme le
montre la figure 4.30.

TABLE 4.18 Estimations des paramètres de la fonction de transfert temporel

Linéaire Polynôme d’ordre 2 Loi puissance
R2 R2 R2 Â β̂1

0.9984 0.9914 1 61.198 0.593

Pour 95% de confiance, l’intervalle de confiance sur les paramètres Â et β̂1 de la fonction de
transfert est construit par la méthode de ré-échantillonnage Bootstrap (section 3.4.3) sur Nexp

f ,Dre f

et Nnum
f ,Dre f

: Â ∈ [15.433, 195.145] et β̂1 ∈ [0.4875, 0.7158].

Nous avons précédemment montré dans le cadre de l’application de la méthodologie d’estima-
tion par facteur de similitude, la linéarité des deux versions de mécanismes. En effet, cette étude
de linéarité est un moyen objectif de confirmer la similarité supposée des deux versions de méca-
nisme. En réalité, les mécanismes sont des produits d’une même famille, conçus pour répondre
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Fig. 4.30. Comparaison des modèles de régression utilisés pour construire la fonction de transfert tem-
porel

à une même fonction, sans oublier que les matériaux restent identiques. Aussi, la fonction de
transfert obtenue à partir du mécanisme de référence, est considérée identique sur la nouvelle
version du mécanisme.

Par conséquent, pour obtenir une estimation expérimentale de la durée de vie de la nouvelle
conception, il suffit de déterminer par approche numérique la durée de vie et de déduire l’esti-
mation expérimentale grâce à la fonction de transfert temporel.

Nous avons donc, pour chaque niveau de fiabilité DR(i) ∈ DR, i = 1, . . . ,n, généré à partir de la
loi de fiabilité numérique de la nouvelle conception, la durée de vie correspondante Nnum

f ,Dup
(i),

et en déduire par la fonction de transfert temporel, la durée de vie expérimentale Nexp
f ,Dup

(i)

associée :

Nexp
f ,Dup

(i) = A×
(

Nnum
f ,Dup

(i)
)β1

(4.37)

Cette dernière procédure est couplée avec la technique de ré-échantillonnage Bootstrap présen-
tée dans la section 3.4.3 permettant d’obtenir les estimateurs ponctuels µ̂exp

up et σ̂exp
up des para-

mètres de la distribution LogNormale des durées de vie de la nouvelle conception Dup ainsi que
leurs intervalles de confiance à 95% (tableau 4.19).

Une fois que les paramètres de la distribution LogNormale de durée vie expérimentale de la
nouvelle conception Dup sont estimés, la loi de fiabilité expérimentale Rexp

Dup
est construite. Elle

est premièrement comparée à la loi de fiabilité numérique sur la figure 4.31.
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TABLE 4.19 Paramètres estimés par la méthode FT T de la distribution LogNormale de durées de vie
expérimentale de la nouvelle version Dup

µ̂exp
up σ̂exp

up

Inférieure Médiane Supérieure Inférieure Médiane Supérieure
10.237 10.261 10.283 0.085 0.0986 0.113

Fig. 4.31. Comparaison de fiabilité expérimentale estimée et de fiabilité numérique de Dup

On observe sur la figure 4.31 que pour des niveaux de fiabilité élevés (i.e ∼ 1), un petit écart
est observé entre les estimations expérimentales et numériques. Cependant, cet écart est plus
significatif dans la partie centrale. Ceci est principalement dû aux hypothèses retenues dans les
calculs éléments finis et dans la modélisation de la variabilité des paramètres incertains.

La figure 4.32 compare les résultats provenant de quelques essais réels, réalisés sur des pro-
totypes de la nouvelle version Dup, avec la fonction de fiabilité obtenue par l’approche FT T

proposée. Le résultat montre une bonne approximation en particulier pour les niveaux de fia-
bilité élevés et faibles puisque ceux-ci sont proches de la courbe médiane et appartiennent à
l’intervalle de confiance de 95%.

Nous allons à présent comparer les résultats obtenus par les deux approches proposées pour l’es-
timation de fiabilité en phase de développement, à savoir celle basée sur un facteur de similitude
(FS) et celle basée sur une Fonction de Transfert Temporel (FT T ). Une comparaison graphique
est premièrement obtenue (figure 4.33). Les deux approches donnent des résultats nettement
meilleurs que la seule estimation numérique. Cependant, l’approche basée sur le facteur de si-
militude est plus conservatrice, comparée aux données expérimentales. La zone des valeurs de
fiabilité élevées est d’un grand intérêt car correspond aux niveaux de fiabilité provenant des
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Fig. 4.32. Comparaison de la fonction de fiabilité obtenue par l’approche FT T proposée et des résultats
d’essais réalisés sur la nouvelle conception Dup

Fig. 4.33. Comparaison des résultats des deux approches d’estimation proposées

exigences clients, soit entre 70% et 100%. La courbe de fiabilité estimée par la méthode basée
sur la fonction de transfert temporel, permet donc une précise de décision plus judicieuse, vu
qu’elle donne une meilleure estimation dans cette zone.

Pour juger plus objectivement de la précision des deux approches, nous nous basons sur une
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distance DKS particulière dite de Kolmogorov-Smirnov qui permet de mesurer l’adéquation de
la fonction de répartition empirique F̂ des résultats d’essais réalisés sur le nouveau design et
les fonction de répartition F obtenues par les deux approches proposées. Pour obtenir cette
distance DSK , on calcule la différence entre F̂ et F aux points Xi et on cherche le maximum
selon la formule :

DKS(F, F̂) = max
i=1,...,n

{|F(Xi)−
i
n
|, |F(Xi)−

i−1
n
|} (4.38)

Les résultats sont reportés dans le tableau 4.20 et donnent respectivement comme distance maxi-
male de Kolmogorov-Smirnov DFS

KS = 0.403 pour la méthode FS et DFT T
KS = 0.389 pour la mé-

thode FT T .

TABLE 4.20 Calcul des distances de Kolmogorov-Smirnov

Méthode Calcul des écarts

Essais

i 1 2 3 4 5
Xi 24983 26660 27400 27970 32500
i
n 0.2 0.4 0.6 0.8 1

i−1
n 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FS
F(Xi) 0.342 0.603 0.706 0.775 0.989

|F(Xi)− i
n | 0.142 0.203 0.106 0.025 0.011

|F(Xi)− i−1
n | 0.342 0.403 0.306 0.175 0.189

FT T
F(Xi) 0.085 0.239 0.332 0.411 0.903

|F(Xi)− i
n | 0.115 0.161 0.268 0.389 0.097

|F(Xi)− i−1
n | 0.085 0.039 0.067 0.189 0.103

Pour conclure sur la meilleure méthode, les deux distances DFS
KS et DFS

KS sont comparées à la
distance critique Dc

KS = 0.565 donnée par la table de Kolmogorov-Smirnov pour n = 5 au seuil
α = 0.05. On a DFS

SK < DFT T
SK < Dc

SK , ce qui donne la méthode basée sur la fonction de transfert
FT T meilleure que celle basée sur le Facteur de similitude FS.

4.5.4 Amélioration de l’estimation de la fiabilité par actualisation inverse
des paramètres de conception

Les paramètres matériaux du modèle mécano-probabiliste développé pour l’estimation de fia-
bilité numérique, sont définis à partir d’avis d’ingénieurs et d’une recherche bibliographique.
Nous avons donc pensé à réaliser une identification inverse des distributions de ces paramètres,
grâce à une méthode d’actualisation inverse basée sur une technique d’échantillonnage Monte-

Carlo-Markov-Chain (MCMC) que nous avons présenté au chapitre 3.

Nous nous proposons d’utiliser comme donnée observable, la distribution expérimentale de
durées de vie obtenue de l’analyse du RETEX, à savoir les essais accélérés réalisés sur la version
de référence du mécanisme Dre f .
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Afin de simuler l’équation d’actualisation Bayésienne indirecte, l’algorithme Metropolis-Hastings
(M-H) en cascade est utilisé. La distribution de proposition est supposée normale multivariée
avec une moyenne définie à chaque fois, comme point courant de la chaîne de Markov et la
matrice de covariance est égale à s×Cu, où s est un facteur d’échelle et Cu est la matrice de
covariance de la distribution a priori de X .

La distribution normale multivariée est choisie pour ses bonnes propriétés de convergence dans
l’inférence bayésienne Draper and Krnjajic (2006).

Le choix du facteur d’échelle s lors du paramétrage de l’algorithme M-H à marche aléatoire est
important. Comme le montrent les figures 4.35 et 4.36, plus s est faible, plus le déplacement
de la chaîne est lent, signifiant qu’elle n’exploite pas totalement l’espace des paramètres ; et
plus s est grande, plus les échantillons proposés sont rejetés. La figure 4.37 correspond à un
compromis acceptable .

Pour aider à mieux définir le facteur d’échelle s, on peut aussi simuler d’abord les chaînes
de markov avec une taille d’échantillon de 104 par exemple, pour différents facteurs d’échelle
et calculer à chaque fois le taux d’acceptation correspondant. La courbe d’efficacité (figure
4.34) ainsi obtenue, montre que le facteur d’échelle s fixé à 0.55 permet à la chaîne de Markov
d’atteindre un taux d’acceptation de 0.25, ce qui se situe bien dans l’intervalle de 0.2 à 0.4
recommandé par (Gelman et al., 2004).

Fig. 4.34. Évolution du taux d’acceptation en fonction du facteur d’échelle

Sur la base du paramétrage sélectionné, l’actualisation inverse des paramètres d’entrée du mo-
dèle mécano-probabiliste correspondant aux propriétés matériaux et au déplacement, est réali-
sée. La taille des chaînes de markov MCMC générées est de 105. Sur la figure 4.38, on remarque
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Fig. 4.35. Algorithme M-H avec une variance trop large variance (s=10)

Fig. 4.36. Algorithme M-H avec une variance trop petite variance (s=0.005)

que la période de Burn-in dans les chaînes de Markov obtenues, n’est pas prépondérante. Par
conséquent, il n’y aura pas d’échantillon de burn-in à éliminer.

Les échantillons MCMC sont ensuite ajustés par une densité de probabilité LogNormale et
comparées aux densités a priori (figure 4.39). Le tableau 4.21 contient les moments statistiques
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Fig. 4.37. Algorithme M-H avec une variance raisonnable (s=0.55)

Fig. 4.38. Algorithme M-H avec (s=0.55) et une taille d’échantillon de N = 105

obtenus à l’issue de l’actualisation des paramètres d’entrée du modèle mécano-probabiliste pour
la version de référence Dre f du mécanisme.
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Fig. 4.39. Comparaison des densités a priori et actualisées des paramètres d’entrée de Dre f

TABLE 4.21
Résultats de l’actualisation inverse des paramètres du modèle mécano-probabiliste de Dre f

Paramètre Distribution Moyenne Écart-type
E(GPa) LogNormale 212.0664 1.7897

σ′f (MPa) LogNormale 2313.3602 17.2266
ε′f Constant 0.45 -
b LogNormale 0.0906 7.9001.10−4

c Constant 0.59 -
up(mm) Constant 4.15 -
uc(mm) LogNormale 14.9990 0.1151

Une fois les nouvelles distributions des paramètres obtenues, elles sont ensuite utilisées pour re-
faire l’analyse de fiabilité prévisionnelle par couplage mécano-probabiliste et toujours grâce à la
construction du méta-modèle de substitution par la méthode de décomposition de la dimension
suivie des simulations Monte-Carlo.

Les moments statistiques de la durée de vie de la conception de référence Dre f , obtenus après
actualisation sont reportés dans le tableau 4.22 et les paramètres de la distribution de durée de
vie, reportés dans le tableau 4.23.

La courbe de fiabilité numérique après actualisation pour la conception de référence Dre f est
construite et représentée sur la figure 4.40. Elle y est comparée avec la courbe de fiabilité numé-
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TABLE 4.22 Moments statistiques actualisés de la durée de vie numérique pour Dre f

Moyenne Écart-type Asymétrie Kurtosis CV
46283.578 5623.509 0.138 3.042 12.15%

TABLE 4.23 Paramètres actualisés de la distribution de durées de vie numérique pour Dre f

Distribution µ̂numAc
Dre f

σ̂numAc
Dre f

LogNormale 10.742 0.121

Fig. 4.40. Comparaison de la fiabilité numérique actualisée et a priori pour la conception Dre f

rique a priori de Dre f . On constate une amélioration importante de l’estimation prévisionnelle
de fiabilité.

Les paramètres matériaux étant identiques pour les deux versions du mécanisme, nous réalisons
à nouveau l’estimation de la courbe de fiabilité numérique de la nouvelle version Dup en utilisant
les distributions actualisées des paramètres d’entrée (paramètres matériaux) du modèle mécano-
probabiliste.

Les moments statistiques et les paramètres de distribution de la durée de vie sont respectivement
reportés dans les tableaux 4.24 et 4.25.

TABLE 4.24 Moments statistiques actualisés de la durée de vie numérique pour Dup

Moyenne Écart-type Asymétrie Kurtosis CV
27245.086 4220.100 0.402 3.384 15.489%
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TABLE 4.25 Paramètres actualisés de la distribution de durées de vie numérique pour Dup

Distribution µ̂numAc
Dup

σ̂numAc
Dup

LogNormale 10.2126 0.154

Pour finir, la loi de fiabilité numérique actualisée de la conception Dup est construite sur la
figure 4.41. Sur cette même figure, la loi de fiabilité numérique construite a priori ainsi que les
résultats des quelques essais réalisés sur la nouvelle version Dup du mécanisme, sont comparés
à la loi de fiabilité actualisée. On remarque donc, une amélioration importante de la qualité
d’estimation de la fiabilité prévisionnelle de Dup, en intégrant de la connaissance existante sur
le mécanisme de référence Dre f , par l’intermédiaire de l’identification inverse des distributions
des paramètres matériaux en entrée du modèle mécano-probabiliste.

Ensuite sur la figure 4.42, en comparant la loi de fiabilité numérique actualisée de Dup obtenue
avec l’approche d’actualisation inverse, avec les lois de fiabilité expérimentales estimées par
l’approche basée sur le facteur de similitude et celle basée sur la fonction de transfert temporel,
on peut conclure que les trois approches permettent d’obtenir, une meilleure estimation de fia-
bilité qu’une estimation numérique pure. Plus particulièrement dans la zone d’intérêt qui est la
zone de fiabilité située entre 70% et 100%, la méthode FT T donne une meilleure estimation de
fiabilité. Ce résultat montre en même temps l’intérêt de la méthodologie d’estimation de fiabilité
que nous avons proposée, dans la mesure où cette dernière se passe d’une bonne connaissance
des distributions des paramètres d’entrée, et constitue donc une solution intéressante pour l’es-
timation de la fiabilité dès la phase de conception.

Fig. 4.41. Comparaison de la fiabilité numérique actualisée et a priori pour la conception Dup
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Fig. 4.42. Comparaison de la fiabilité numérique actualisée et celles obtenues par méthodes FS et FT T
pour la conception Dup

Pour une comparaison plus objective, nous avons calculé et reporté dans le tableau 4.26 les dis-
tances de Kolmogorov-Smirnov des trois méthodes par rapport aux données essais. En considé-
rant toutes la plage de niveaux de fiabilité [0,1], nous obtenons respectivement comme distance
maximale de Kolmogorov-Smirnov DFS

KS = 0.403 pour la méthode FS et DFT T
KS = 0.389 pour

la méthode FT T et DActu
KS = 0.316 pour la méthode d’actualisation inverse. A partir de ces dis-

tances, on peut déduire que la méthode d’actualisation inverse donne une meilleure estimation
globale, suivie par la méthode FT T .

TABLE 4.26 Comparaison des distances de Kolmogorov-Smirnov après actualisation

Méthode Calcul des écarts

Essais

i 1 2 3 4 5
Xi 24983 26660 27400 27970 32500
i
n 0.2 0.4 0.6 0.8 1

i−1
n 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FS
F(Xi) 0.342 0.603 0.706 0.775 0.989

|F(Xi)− i
n | 0.142 0.203 0.106 0.025 0.011

|F(Xi)− i−1
n | 0.342 0.403 0.306 0.175 0.189

FT T
F(Xi) 0.085 0.239 0.332 0.411 0.903

|F(Xi)− i
n | 0.115 0.161 0.268 0.389 0.097

|F(Xi)− i−1
n | 0.085 0.039 0.067 0.189 0.103

Actualisation
F(Xi) 0.313 0.474 0.545 0.598 0.889

|F(Xi)− i
n | 0.113 0.074 0.055 0.202 0.111

|F(Xi)− i−1
n | 0.316 0.275 0.145 0.002 0.089
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4.6 Plan de qualification du nouveau mécanisme

Pour terminer cette application, nous nous intéressons à la qualification (démonstration de fiabi-
lité) de la nouvelle version de mécanisme Dup. Comme nous l’avons présenté dans le chapitre
précédent, un plan de qualification cherche à définir la taille d’échantillon et/ou le temps d’essai
nécessaire pour garantir un niveau de fiabilité exigé avec un niveau de risque donné.

On se propose de définir un plan de démonstration de la fiabilité de la nouvelle version Dup du
mécanisme que nous étudions. Dans un premier temps, le plan de démonstration classique sera
comparé à un plan de démonstration Bayésien. Ensuite en prenant comme vraisemblance les
quelques essais réalisés sur le mécanisme Dup, la loi de fiabilité Bayésienne sera aussi étudiée.

4.6.1 Plan de démonstration classique et Bayésien

Les données d’entrée sont les suivantes :

— On opte pour un plan à zéro défaillance (k = 0),

— On cherche à démontrer un niveau de fiabilité de Rdemo = 0.95 pour une durée de vie
tdemo = 24000 cycles.

— Le risque client est fixé à α = 5%

La distribution des durées de vie est une loi LogNormale de paramètres (µLN ,σLN).

On s’intéresse premièrement au cas d’un plan de démonstration classique. Dans ce cas, le para-
mètre de forme σLN étant généralement déduit du retour d’expérience sur des produits similaires,
il serait dans notre cas égal au paramètre de forme de la distribution LogNormale expérimentale
de la version de référence, soit σLN = 0.09725.

Pour le plan de démonstration classique, en fixant la durée de l’essai (tessai), la taille d’échan-
tillon nécessaire n s’obtient par :

n≥ ln(α)
ln(Ressai)

(4.39)

où Ressai est le niveau de fiabilité correspondant à (tessai.

Connaissant aussi la fiabilité à démontrer Rdemo et la durée de vie à démontrer tdemo, on peut
donc calculer le paramètre d’échelle µLN à partir de l’écriture de Rdemo en fonction de la fonction
de répartition d’une distribution LogNormale :

1−Rdemo = Φ
(

ln(tdemo)−µLN

σLN

)
(4.40)

soit :
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µLN = ln(tdemo)−σLN×Φ−1 (1−Rdemo) (4.41)

Ensuite, le niveau de fiabilité Ressai dans l’équation 4.39 est calculé par l’équation 4.42 et la
taille d’échantillon n obtenue.

Ressai = 1−Φ
(

ln(tessai)−µLN

σLN

)
(4.42)

Le tableau 4.27 récapitule les résultats pour différents tessai fixés, sans défaillance.

TABLE 4.27 Plan démonstration zéro défaillance : nombre d’essais à réaliser pendant tessai

tessai(cycles) Ressai n
22500 0.9895 285
25000 0.8897 26
27500 0.5967 6
30000 0.2579 3

Étudions à présent le plan de démonstration Bayésien. Les mêmes données d’entrée que pré-
cédemment sont utilisées. A partir de la méthodologie d’estimation de fiabilité en phase de
développement, que ce soit celle basée sur le facteur de similitude ou celle basée sur la fonction
de transfert temporel, nous avons une première estimation de la fiabilité Rdemo pour un nombre
de cycles à démontrer tdemo. L’information est donnée par une valeur médiane et un intervalle
de confiance à 95%. Pour tdemo = 24000, les niveaux de fiabilité obtenus par la méthode basée
sur la fonction de transfert, sont contenus dans le tableau 4.28.

TABLE 4.28 Information sur la fiabilité Rdemo à tdemo

tdemo Rmin
demo Rmoy

demo Rmax
demo

24000 0.9230 0.9610 0.9807

La fiabilité R est supposée être distribuée suivant une loi Beta(α0,β0). Par la méthode des mo-
ments, nous déduisons donc à partir de l’intervalle de confiance

[
Rmin

demo,R
min
demo

]
, les paramètres

(α0,β0). On obtient :

{
α0 = 112.1854
β0 = 12.2559

La taille d’échantillon n pour un plan à zéro défaillance se déduit en résolvant l’équation :

∫ Rmin
demo

0
Beta(α0 +1,β0 +n+1)dR =

α
2

(4.43)
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Nous obtenons donc un échantillon de n = 9 composants à tester chacun pendant 24000 Cycles
sans défaillance. Comparé au plan de démonstration classique, on note une diminution de la
taille d’échantillon. Par exemple, le plan classique nécessiterait n = 26 composants à tester sans
défaillance pendant 25000 cycles.

Dans le cadre de ce travail, à cause de certaines contraintes, ce plan d’essai n’a pas pu être
déployé. Par contre, dés la disponibilité des premiers prototypes du nouveau mécanisme Dup,
un certain nombre d’essais ont été conduits par FAURECIA. Cette dernière étant très intéressée
par la courbe de fiabilité expérimentale de Dup, nous avons alors dans un esprit de réduction de
coûts, identifié et retenu parmi ces essais, ceux qui pourront servir à construire une estimation
de la loi de fiabilité expérimentale du mécanisme Dup. Ce sont ces essais qui constituent les
points expérimentaux que nous avons utilisés dans les sections 4.5.2 et 4.5.3 pour comparer
les résultats obtenus par les deux méthodologies FS et FT T que nous avons développées. Ces
essais étant en faible quantité, une approche Bayésienne a donc été utilisée dans ce cens. C’est
ce qui fera l’objet de ce qui suit.

4.6.2 Estimation Bayésienne de fiabilité après essais

Une fois des résultats d’essais sont disponibles, il est possible de procéder à l’estimation ex-
périmentale de la courbe de fiabilité. Pour obtenir une meilleure estimation, il est nécessaire
d’avoir réalisé suffisamment d’essais. Cependant, dans un soucis d’optimisation de coûts d’es-
sais, les industriels ont tendance à limiter autant que possible la taille d’échantillon à tester.
Comme nous l’avons déjà présenté, une méthode d’estimation Bayésienne peut s’avérer fort
utile lorsque utilisée avec considération de la compatibilité de l’information disponible a priori.
Dans le cas de la nouvelle version du mécanisme étudiée Dup, nous nous proposons de réaliser
une estimation Bayésienne de la loi de fiabilité en utilisant le résultat obtenu par notre méthodo-
logie d’estimation de fiabilité en phase de conception basée sur la fonction de transfert temporel
et la vraisemblance constituée des quelques essais réalisés par les ingénieurs projets.

Premièrement, nous étudions l’estimation Bayésienne classique présentée dans la section 3.6.2.
Comme information a priori, nous considérons la valeur médiane du paramètre µ et l’intervalle
de confiance du paramètre σ estimés par la méthode FT T (voir tableau 4.19). Les paramètres a,
b, c de la fonction de densité conjointe a priori (équation (3.70)) sont calculés respectivement
par les équations 3.98, 3.99, et 3.101. Ensuite les paramètres a′, b′, c′ de la fonction de densité
conjointe a posteriori (équation 3.75) sont aussi calculés respectivement par les équations 3.76,
3.77, et 3.78. Nous obtenons comme résultats, a = 39.5730, b = 0.3617, c = 10.2326 et a′ =

42.0730, b′ = 0.3826, c′ = 10.2598.

Les estimateurs Bayésiens
(

µ̂BC
Dup

, σ̂BC
Dup

)
des paramètres de la distribution de durées de vie sont

obtenus à partir des équations 3.91 et 3.92, et les bornes correspondants à un intervalle de
confiance 95% sont calculés et reportés dans le tableau 4.29.
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TABLE 4.29 Résultats par approche Bayésienne classique

Distribution µ̂BC
Dup

σ̂BC
Dup

LogNormale
Min Moy Max Min Moy Max

10.2390 10.2598 10.2806 0.0829 0.0965 0.1123

La figure 4.43 compare la courbe de fiabilité Bayésienne avec l’estimation a priori et la vrai-
semblance.

Fig. 4.43. Estimation de la fiabilité de Dup par approche Bayésienne classique

Une étude de compatibilité de l’a priori permet de limiter le biais dans l’estimation Bayésienne,
en pondérant l’information a priori en fonction de son degré de compatibilité avec la vraisem-
blance. Ainsi, l’estimation Bayésienne avec pondération de l’a priori présentée dans la section
3.6.3 a aussi été réalisée.

Le coefficient de pondération obtenu par calcul numérique à partir de l’équation 3.103 est de
kp = 0.9547. Ce coefficient très proche de 1 signifie une forte compatibilité entre l’a priori don-
née par la méthodologie d’estimation de fiabilité que nous avons proposée, et la vraisemblance
donnée par les quelques essais. Dans ce cas l’a priori prend un poids très important, c’est à dire
il est totalement intégré dans l’actualisation Bayésienne. Par conséquent, la courbe de fiabilité
obtenue reste très proche de la courbe de fiabilité a priori (figure 4.44).

Une autre interprétation du coefficient Kp élevé, est donc la cohérence des résultats obtenus par
la méthodologie d’estimation de fiabilité proposée, avec les essais réels.

Comme on peut le remarquer, les résultats obtenus sur l’estimation des paramètres
(

µ̂BP
Dup

, σ̂BP
Dup

)
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de la distribution LogNormale après pondération (tableau 4.30) et les bornes de confiance à 95%,
sont pratiquement égaux à ceux obtenus précédemment par la méthode Bayésienne classique.

Fig. 4.44. Estimation de la fiabilité de Dup par approche Bayésienne avec pondération

TABLE 4.30 Résultats par approche Bayésienne avec pondération

Distribution µ̂BP
Dup

σ̂BP
Dup

LogNormale
Min Moy Max Min Moy Max

10.2368 10.2583 10.2798 0.0836 0.0977 0.1141

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé une étude de cas pour tester les capacités de la méthodolo-
gie d’estimation de fiabilité en phase de développement que nous avons développée. L’applica-
tion porte sur un mécanisme de verrouillage/déverrouillage de coulissement longitudinal d’une
glissière de siège automobile. Le retour d’expérience existant sur la version de référence Dre f

du mécanisme est constitué de résultats d’essais accélérés, et nous a permis grâce à un modèle
de durée de vie accélérée, de construire dans un premier temps une loi de fiabilité expérimentale
de référence.

Le principe de base de la méthodologie d’estimation de fiabilité proposée, est la combinaison
de retour d’expérience avec une méthode d’estimation prévisionnelle (numérique) de fiabilité.
Aussi, pour obtenir les lois de fiabilité numériques pour la version de référence et la nouvelle ver-
sion du mécanisme, leurs modèles numériques mécano-probabilistes ont été développés. Ceci
à nécessiter d’une part, la construction de modèles éléments finis 3D déterministes, et d’autres
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part la modélisation des paramètres de conceptions incertains (notamment les paramètres maté-
riaux et chargement) par des distributions statistiques. Ensuite, nous avons construit un modèle
de substitution (méta-modèle) du modèle mécano-probabiliste initial implicite (constitué d’un
modèle éléments finis), afin de réduire les temps de calculs nécessaires. Ce modèle de substitu-
tion est construit en utilisant la méthode de décomposition dimensionnelle et la projection sur
une base polynomiale de Lagrange.

Les résultats ont montré que l’utilisation de la technique de méta-modélisation pour la propa-
gation de l’incertitude à travers un modèle mécanique contribue significativement à l’efficacité
de l’approche proposée, puisque seulement 25 calculs éléments finis pour chaque version du
mécanisme sont nécessaires, pour obtenir un modèle de substitution capable de reproduire avec
précision le comportement mécanique réel. Ceci est principalement dû à la structure de l’ap-
proximation polynomiale donnée par la méthode de décomposition dimensionnelle, où les in-
teractions d’ordre élevé mais à effet faible sont automatiquement omises. En effet, une simple
décomposition unidimensionnelle a été suffisante pour bien reproduire le comportement non
linéaire du composant mécanique. Par la suite, pour chaque version du mécanisme, la distribu-
tion de la durée de vie en fatigue est obtenue en réalisant des simulations de Monte-Carlo sur le
modèle de substitution correspondant.

Pour la première approche proposée, l’utilisation du facteur de similitude est fortement lié à
l’hypothèse de constance de facteur de forme des distributions, ce qui ne permet pas une gé-
néralisation. Les résultats obtenus montrent tout de même une meilleure estimation de fiabilité
par rapport aux résultats purement numériques, et sont plus acceptables comparés aux quelques
résultats issus d’essais réels. En ce qui concerne la deuxième approche, nous avons montré
sur l’application, que la loi puissance est bien adaptée pour construire la fonction de transfert
temporel entre les courbes de fiabilités expérimentale et numérique. La fonction de fiabilité

expérimentale estimée pour la nouvelle conception grâce à cette méthodologie, est proche des
résultats expérimentaux.

L’écart observé entre fiabilité numérique et expérimentale, peut être principalement dû aux hy-
pothèses faites sur les modèles probabilistes (c’est-à-dire le type de distribution et caractéris-
tiques statistiques des variables aléatoires) représentant la variabilité des paramètres d’entrée
incertains. Nous avons implémenté une méthode d’identification inverse des distributions des
paramètres incertains du modèle mécano-probabiliste. La démarche basée sur une technique
d’échantillonnage Monte-Carlo-Markov-Chain (MCMC), a consisté à redéterminer à partir de
résultats expérimentaux de durées de vie du mécanisme de référence Dre f , les paramètres d’en-
trée du modèle mécanique correspondant, notamment les paramètres matériaux. Ensuite ces
nouvelles distributions son utilisées pour reconstruire les lois de fiabilité numériques pour les
deux versions Dup et Dre f du mécanisme. Les résultats montrent une nette amélioration de
l’estimation prévisionnelle de la fiabilité.

En résumé, les résultats sont encourageants, et l’approche globale proposée offre une alternative
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intéressante pour réaliser des estimations de fiabilité en phase de développement.

Pour finir, nous avons utilisé les résultats obtenus par la méthodologie développée comme une
connaissance a priori pour améliorer dans un premier temps, le plan de démonstration classique
(réduction de taille d’échantillon à tester). Ensuite, cette connaissance a priori est couplée aux
premiers essais réalisés sur le mécanisme pour l’estimation Bayésienne (classique et pondérée)
de la fonction de fiabilité.
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5.1 Introduction

Ce chapitre vient clore les travaux de thèses présentés dans ce manuscrit. La problématique
traitée est un axe de recherche important dans le monde de l’ingénierie de la fiabilité. Intitulée
méthodologie d’estimation de fiabilité et de qualification de systèmes mécaniques en phase
de développement, elle visait à proposer des solutions pour répondre aux difficultés suivantes,
exprimées plus spécifiquement par l’équipementier FAURECIA :

— Comment capitaliser le retour d’expérience existant dans le cadre développements de de
nouveaux produits ?

— Comment obtenir au plus tôt dans la phase de développement une estimation de fiabi-
lité garantissant une bonne prise de décision quant à la tenue du produit en conditions
clientèles?

— Et pour finir, comment optimiser la démarche de qualification du produit ?

Dans un cadre plus générale, pour tout industriel, face aux exigences accrues de fiabilité et
sûreté, la problématique d’estimation de fiabilité est d’un grand intérêt. La tendance est l’amé-
lioration de la qualité d’estimation tout en optimisant les coûts inhérents. Dans le cas de déve-
loppement de nouveaux produits, l’autre défi est d’obtenir cette estimation au plus tôt dans la
phase de développement, afin d’anticiper les améliorations si nécessaire. Les approches pure-
ment numériques et purement expérimentales sont limitées dans ce contexte. Nous avons donc
proposé une méthodologie combinant le retour d’expérience existant sur un produit de réfé-
rence, pour répondre à la problématique d’estimation de fiabilité au plus tôt dans la phase de
développement d’un nouveau produit similaire.

Nous résumons ici dans un premier temps, les approches proposées dans le cadre de la mé-
thodologie, ainsi que les résultats obtenus. Dans un second temps, pour aller plus loin dans
l’amélioration de la méthodologie, nous proposons en perspectives quelques axes.

5.2 Propositions et résultats obtenus

La méthodologie d’estimation de fiabilité développée est constituée de trois grandes parties.
La première est la construction de loi de fiabilité de référence à partir d’une analyse du retour
d’expérience existant. La deuxième partie est l’estimation de fiabilité prévisionnelle à partir
de modèles numériques basés sur un couplage mécano-probabiliste. Enfin la troisième partie
et le coeur de la méthodologie concerne l’intégration du retour d’expérience dans l’approche
numérique pour déterminer une première estimation de la fiabilité expérimentale d’un nouveau
développement.

Le type d’analyse du retour d’expérience dépend de la nature des données. Dans le cadre de
ce travail, il était constitué de résultats d’essais accélérés. Un modèle de durée de vie accélérée
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basé sur une loi d’accélération puissance inverse et une loi de distribution LogNormale a été
proposé et validé. Nous avons pu ainsi déduire une loi de fiabilité expérimentale en condition
normale de fonctionnement du mécanisme de référence Dre f .

L’estimation de fiabilité prévisionnelle, a nécessité le développement de modèles éléments fi-
nis 3D. Ces modèles sont ensuite couplés à un modèle probabiliste représentant les paramètres
incertains par des variables aléatoires dont les caractéristiques statistiques sont identifiées en
se basant sur le jugement des ingénieurs et la nature physique des paramètres incertains. Les
méthodes classiques de propagation d’incertitudes n’étant pas adaptées pour construire les distri-
butions de durées de vie, nous avons eu à construire un méta-modèle ou modèle de substitution,
grâce à la méthode de décomposition dimensionnelle. Cette technique de méta-modélisation
a permis d’obtenir à un coût de calcul réduit, une surface de réponse approximant avec une
grande précision le comportement du modèle mécanique. Le modèle de substitution couplé aux
simulations de Monte−Carlo a permis ensuite d’obtenir facilement la distribution des durées
de vie et par déduction les lois de fiabilité numériques des mécanismes étudiés.

Pour obtenir une approximation de la fiabilité expérimentale de la nouvelle conception Dup,
deux approches ont été utilisées : La première basée sur un facteur de similitude entre la fia-
bilité numérique (ou prévisionnelle) et la fiabilité expérimentale ; la deuxième basée sur une
fonction de transfert temporel entre la fiabilité numérique et la fiabilité expérimentale. Une fois
le facteur de similitude ou la fonction de transfert obtenus à partir de la version de référence
Dre f du mécanisme, la fiabilité expérimentale attendue pour toute nouvelle version Dup du
même mécanisme est facilement déduite en appliquant le facteur de similitude ou la fonction
de transfert temporel à la fiabilité numérique de cette nouvelle version.

La première approche est fortement liée à l’hypothèse de conservation du facteur de forme de la
loi de fiabilité expérimentale et celui de la fiabilité numérique. cette hypothèse n’est pas toujours
vérifiable dans la réalité. La deuxième approche basée sur une fonction de transfert temporel, a
permis de passer outre cette hypothèse, en offrant une méthode plus généralisable.

La version de référence, et la nouvelle version d’un même type de produit sont considérées a
priori de manière subjective comme deux produits similaires. C’est sur cette base que le facteur
de similitude ou la fonction de transfert construits à partir de la version de référence, peuvent
être transposés sur la nouvelle version. Pour apprécier plus objectivement, la similarité entre
les deux versions, nous avons proposé une méthode basée sur l’étude de linéarité entre les
sensibilités des modèles mécano-probabilistes des deux versions, aux perturbations de leurs
paramètres d’entrée.

Les deux approches ont finalement été testées sur un cas d’application industriel. Le produit étu-
dié est un mécanisme automobile utilisé pour le verrouillage et déverrouillage du coulissement
longitudinal d’une glissière automobile. Les résultats obtenus, nous donnent une estimation de
fiabilité plus réaliste en début de phase de développement, qu’une estimation purement numé-
rique n’intégrant pas de retour d’expérience existant. Ce résultat est très intéressant, car montre
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qu’on peut construire à partir d’un modèle numérique de référence, imparfait et probablement
entaché d’erreurs dues aux hypothèses simplificatrices, une information (facteur de similitude,
fonction de transfert temporel) qui intégrée dans l’étude de fiabilité prévisionnelle de nouveaux
développements, peut s’avérer fort utile à l’amélioration des estimations. Pour un industriel
c’est ce qui est recherché : prédire tôt, à moindre coût, avec une précision acceptable.

Nous avons aussi montré, grâce à une technique d’identification inverse probabiliste des para-
mètres d’entrée des modèles mécano-probabilistes, qu’on peut améliorer énormément la qua-
lité d’estimation prévisionnelle de la fiabilité. En effet l’une des sources principales d’erreurs
dans l’estimation de fiabilité par les méthodes numériques mécano-probabiliste, est la mécon-
naissance de la distribution des paramètres d’entrée. Plus particulièrement dans notre cas, les
paramètres matériaux étaient difficilement accessibles. La technique d’échantillonnage Monte-
Carlo-Markov-Chain (MCMC) basée sur l’algorithme Metropolis-Hastings, nous a permis de
reconstruire ces distributions à partir du retour d’expérience existant qui est la distribution ex-
périmentale de durées de vie du mécanisme Dre f .

La dernière partie des travaux, portant sur l’optimisation de la démarche de qualification du
nouveau développement Dup, n’a pu être abordée que sommairement. Nous nous sommes limi-
ter au plan de démonstration d’un objectif de fiabilité, par une démarche connue qui consiste
soit, à déterminer la taille d’échantillons en fixant la durée d’essais et le nombre de défaillances
acceptable, soit à déterminer la durée d’essais en fixant un nombre d’essais et un nombre de dé-
faillances acceptables. L’utilisation d’une telle démarche dans un cadre Bayésien faisant appel
à une connaissance existante a été possible, grâce à la méthodologie d’estimation de fiabilité
que nous avons proposé, qui a donc permis de construire cette connaissance a priori nécessaire.
On constate avec cet apport d’information, une réduction de la taille d’échantillon à tester. Dans
le même contexte, l’estimation Bayésienne de fiabilité a été réalisée dès alors qu’on dispose de
quelques résultats d’essais. L’approche Bayésienne classique ainsi qu’une approche Bayésien
incluant une pondération de l’information a priori en fonction de sa compatibilité avec la vrai-
semblance (les résultats d’ essais) ont été implémentées. Dans notre cas d’application, l’écart
entre les résultats obtenus n’est pas significatif, puisque la compatibilité entre l’a priori (donnée
par la méthodologie proposée) et la vraisemblance (les essais) étant trouvée très grande (Proche
de 1). Néanmoins, ceci montre que la fiabilité estimée par notre méthodologie est en bon accord
avec la vraie fiabilité expérimentale du mécanisme Dup.

Les travaux de cette thèse ont fait l’objet des publications et communications suivantes :

— Proceedings of the 51st ESReDA Seminar, Clermont-Ferrand, France, October 20th 21st,
2016 : Reliability assessment of automotive components under fatigue using numericalsi-

mulation and accelerated testing.

— Journée des Doctorants (EDSTIM), Nantes Avril 2017 : Méthodologie destimation de fia-

bilité de systèmes mécaniques en phase de développement.(Premier Prix, meilleur Poster

Scientifique JDOC 2017).
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— Séminaire Doctoral International Francophone, Mai 17-18, 2017, Angers ISTIA : Métho-

dologie destimation de fiabilité de systèmes mécaniques en phase de développement.

— Conférence QUALITA 2017 : Reliability assessment of mechanical product using nume-

rical simulation and a similarity factor.

— Journée d’Etude et Exposition SIA fiabilité qualité-sécurité : Integration of the feedback

experience in the reliability estimation of new designs : Approach based on a similarity

factor.

— Article soumis à Reliability Engineering and System Safety, International Journal et en
cours de révision : A novel approach based on meta-modeling technique and time trans-

formation function for reliability analysis of upgraded automotive components.

5.3 Perspectives

En perspectives, d’autres travaux pourraient être envisagés en vue de l’amélioration de la mé-
thodologie proposée.

Un axe d’amélioration concerne la modélisation probabiliste des paramètres d’entrée des mo-
dèles mécano-probabilistes. En effet les types de distributions et les valeurs des paramètres
statistiques devraient découler d’une analyse de données suffisantes, et validés par des tests
statistiques ; ce qui n’a pas été le cas.

L’approche proposée pour étudier objectivement la similarité entre deux versions d’un méca-
nisme, attribue arbitrairement des coefficients de variations (appelés niveaux de perturbation)
sur les paramètres d’entrée des modèles mécano-probabilistes. Cette pratique n’est pas réaliste.
Une étude plus approfondie sera nécessaire pour obtenir une approche plus pertinente.

Nous n’avons pu réaliser qu’un cas d’application au cours des travaux de la thèse. D’autres
cas d’applications devront être réalisés, pour d’une part explorer au mieux la capacité de la
méthodologie, et d’autre part définir ses limites.

Enfin, l’optimisation d’un plan d’essais Bayésiens accélérés dans un contexte de qualification
pourra être envisagée. En effet, dans le cadre d’un nouveau développement de produit, la fonc-
tion de transfert temporel (FTT) entre fiabilité prévisionnelle (numérique) et fiabilité expéri-
mentale d’une version similaire de référence, transposable sur le nouveau produit, peut être
construite comme nous l’avons montré. Ensuite, sur le nouveau produit, pour un niveau d’essai
accéléré donné, la distribution de durées de vie peut être estimée premièrement par une approche
numérique, puis ajustée grâce à la fonction de transformation pour déduire une distribution de
durées de vie expérimentale équivalente. En procédant ainsi pour tous les niveaux de stress,
on obtient les distributions de durées de vie expérimentales associées, ce qui permet d’estimer
les paramètres de la loi d’accélération. Ces connaissances ainsi construites, serviront ensuite
comme information a priori dans l’optimisation Bayésienne d’un plan accéléré de qualification
(réduction du nombre et durées des essais).
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É
 Pour garantir la tenue en conditions clientèles, l’estimation de fiabilité est indispensable dans toutes les phases de 

développement des produits. Cette tâche peut s’avérer lente et coûteuse en l’absence d’une démarche optimisée, 

surtout dans un contexte où les produits sont divers. 
Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans une démarche d’optimisation de la procédure d’estimation et de 

qualification de fiabilité lors des phases de développement de sous-ensembles mécaniques développés par la 
société FAURECIA. 
Pour disposer d’une estimation réaliste dès la phase de conception, la méthodologie proposée intègre le retour 
d’expérience (RETEX) existant sur des produits de référence dans l’estimation prévisionnelle de fiabilité de 
nouvelles conceptions, cette dernière étant traditionnellement réalisée via méthodes numériques mécano-
fiabilistes. 
L’intégration du RETEX est réalisée par deux approches proposées. L’une utilisant un facteur de similitude entre 

fiabilité expérimentale et numérique, et l’autre utilisant une fonction de transfert temporel entre fiabilité 
expérimentale et numérique. 
La méthodologie proposée permet de construire une meilleure loi de fiabilité prévisionnelle, pour une nouvelle 
conception au plus tôt dans le processus de développement, avant même la phase de fabrication de prototypes. 
Ceci permet d’anticiper sur la performance du nouveau produit afin d’opérer des modifications si nécessaires, ou 
encore de construire ainsi une information a priori, qui sera ensuite importante dans une démarche d’optimisation 

de plan de qualification Bayésienne de la fiabilité du nouveau produit. 

 

A
B
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R
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C

T
 In order to guarantee performance under customer conditions, reliability estimation is essential in all phases of product 

development. This task can be long and costly in the absence of an optimized approach, especially in a context where 
products are various. 
The work of this thesis is part of an optimization of the procedure of estimation and qualification of reliability during the 
development phases of mechanical subassemblies developed by FAURECIA company. 
To obtain a realistic estimate at the design phase, the proposed methodology incorporates the existing data (RETEX) 
on reference products in the predictive reliability estimation of new designs, the latter being traditionally carried out 
using numerical structural reliability methods. The integration of RETEX is performed by two proposed approaches. 
One using a similarity factor between experimental and numerical reliability, and the other using a time transfer function 
between experimental and numerical reliability. 
The proposed methodology allows building a better predictive reliability function, for a new design at the 
earliest stage of the development process, even before the prototype manufacturing phase. This makes it possible to 
anticipate the performance of the new product in order to make modifications if necessary, or to build prior information 
that will be important in a Bayesian reliability qualification plan optimization for the new product.  
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Résumé : Pour garantir la tenue en conditions 
clientèles, l’estimation de fiabilité est indispensable 
dans toutes les phases de développement des 
produits. Cette tâche peut s’avérer lente et coûteuse 
en l’absence d’une démarche optimisée, surtout 
dans un contexte où les produits sont divers.  
Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans une 
démarche d’optimisation de la procédure 
d’estimation et de qualification de fiabilité lors des 
phases  de  développement  de  sous-ensembles 
mécaniques développés par la société FAURECIA.  
Pour disposer d’une estimation réaliste dès la phase 
de conception, la méthodologie proposée intègre le 
retour  d’expérience (RETEX)  existant  sur  des 
produits de référence dans l’estimation 
prévisionnelle de fiabilité de nouvelles conceptions, 
cette dernière étant traditionnellement réalisée via  

méthodes numériques mécano-fiabilistes.  
L’intégration  du  RETEX  est  réalisée  par  deux 
approches proposées. L’une utilisant un facteur de 
similitude entre fiabilité expérimentale et numérique, 
et l’autre utilisant une fonction  de  transfert  
temporel  entre  fiabilité expérimentale et numérique.  
La méthodologie proposée permet de construire une 
meilleure loi de fiabilité prévisionnelle, pour une 
nouvelle conception au plus tôt dans le processus de  
développement,  avant  même  la  phase  de 
fabrication de prototypes. Ceci  permet d’anticiper 
sur la performance du nouveau produit afin d’opérer 
des modifications si nécessaires, ou encore de 
construire ainsi une information a priori, qui sera 
ensuite importante dans une démarche 
d’optimisation de plan de qualification Bayésienne de 
la fiabilité du nouveau produit. 
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Abstract :   In order to guarantee performance under 
customer conditions, reliability estimation is essential 
in all phases of product development. This task can 
be long and costly in the absence of an optimized 
approach, especially in a context where products are 
various.  
The work of this thesis is part of an optimization of 
the procedure of estimation and qualification of 
reliability during the development phases of 
mechanical subassemblies developed by FAURECIA 
company.  
To obtain a realistic estimate at the design phase, 
the proposed methodology incorporates the existing 
data (RETEX) on reference products in the predictive 
reliability estimation of new designs, the latter being 
traditionally carried out using numerical  structural   
 

reliability methods. The integration of RETEX is 
performed by two proposed approaches. One using 
a similarity factor between experimental and 
numerical reliability, and the other using a time 
transfer function between experimental and 
numerical reliability.  
The proposed methodology allows building a better 
predictive reliability function, for a new design at the 
earliest stage of the development process, even 
before the prototype manufacturing phase. This 
makes it possible to anticipate the performance of 
the new product in order to make modifications if 
necessary, or to build prior information that will be 
important in a Bayesian reliability qualification plan 
optimization for the new product. 
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