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Résumé

Dans cette these, je présente une nouvelle construction du complexe de Fukaya enroulé
d’une lagrangienne ainsi que de 'algebre de Chekanov d’une legendrienne en utilisant des
techniques développées par Cieliebak, Ekholm et Oancea. Ces constructions vérifient des
propriétés de fonctorialité par rapport aux cobordismes et sont donc adaptées pour étudier
un attachement d’anse symplectique. Ainsi, je démontre que le complexe de Fukaya enroulé
de la codme est isomorphe a 'algebre de Chekanov de la sphére d’attachement d’anse et je
montre que cet isomorphisme se factorise par I’application « Open-Closed » de Abouzaid.
Je présente ensuite une stratégie pour déduire de ces résultats deux théoremes importants
annoncés par Bourgeois, Ekholm et Eliashberg concernant le comportement de I’homologie
symplectique par attachement d’anse et la génération de la catégorie de Fukaya enroulée.
Dans le dernier chapitre, je définis en suivant une idée de A’Campo un flot géodésique
sur le squelette des variétés de Brieskorn-Pham et je relie ce dernier au flot de Reeb sur
I’entrelacs de contact de la singularité dans 'optique de généraliser le théoréme de Viterbo

qui relie homologie symplectique du cotangent et homologie d’un espace de lacets.

Mots-clés

Géométrie différentielle, géométrie symplectique, sous-variété lagrangienne, catégorie de

Fukaya, homologie de Floer, attachement d’anse, variétés de Brieskorn-Pham.



Lagrangian and symplectic homologies and handle
attachment

Abstract

In this PhD thesis, I present a new construction of the wrapped Fukaya complex of a
Lagrangian and of the Chekanov algebra of a Legendrian using techniques developed by
Cieliebak, Ekholm and Oancea. These constructions behave well under cobordisms and
thus are fit to study the symplectic handle attachment procedure. I prove that the wrapped
Fukaya complex of the cocore is isomorphic to the Chekanov algebra of the attachment
sphere and show that this isomorphism factors through Abouzaid’s Open-Closed map.
I then give a strategy in order to deduce from these results two important theorems
announced by Bourgeois, Ekholm and Eliashberg concerning the behaviour of symplectic
homology under handle attachment and the generation of the Fukaya category. In the
last chapter, I define following an idea of A’Campo a geodesic flow on the skeleton of a
Brieskorn manifold and relate this flow to the Reeb flow on the link of the singularity in
order to try to generalize Viterbo’s isomorphism between the symplectic homology of a

cotangent bundle and the homology of a loop space.

Keywords

Differential geometry, symplectic geometry, Lagrangian, Floer homology, Fukaya category,

handle attachment, Brieskorn-Pham manifolds.
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Introduction

1 De la mécanique classique a la géométrie symplectique

Considérons une particule se déplagant sur une variété X (par exemple 'espace standard
a 3 coordonnées R?). On souhaite comprendre au mieux la dynamique de cette particule,

c’est-a-dire I’ensemble de ses trajectoires possibles.

Formulation Newtonienne

Un des principes fondamentaux de la mécanique classique assure que la position et la
vitesse initiale déterminent tout le mouvement de la particule. Par exemple, en langant un
objet, on lui communique une vitesse initiale depuis la position ot on le lance. Ce principe
assure alors que la trajectoire de ’objet est déterminée uniquement par cette position
et cette vitesse initiale. C’est pourquoi on peut estimer le point d’arrivée de 'objet en
se rappelant de lancers précédents avec vitesse initiale similaire. Mathématiquement, on

traduit ce principe par I’équation différentielle suivante :
q="F(tq.q) (1)

ou ¢ désigne la position de la particule, ¢ sa dérivée (c’est-a-dire la vitesse de la particule)
et F' est une fonction dépendant de X et des forces qui s’appliquent sur la particule. Le
théoreme de Cauchy-Lipschitz assure que pour toute donnée initiale (q(to), ¢(¢o)), il existe
une unique solution de ’équation (1) : on retrouve le principe énoncé plus haut. Une

solution de 1’équation (1) vit dans l’espace tangent de X qu’on note T'X.

Formulation lagrangienne

On se place maintenant dans le cas ou ’équation est dite conservative. Cela veut dire
qu’on suppose que le champ de vecteurs F' peut s’écrire sous la forme d’un gradient :
F = —% ou U est une fonction de ¢q. Lagrange va alors proposer une autre équation
pour déterminer la trajectoire de la particule ¢. Il énonce le principe de moindre action
qui affirme qu’une particule se déplace en minimisant l’action (ou, en reformulant, on dit

qu’une particule se déplace sur le chemin qui oppose le moins de résistance). Donc les

13
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chemins 7 : [to;t1] — X qui correspondent aux solutions ¢(t) de 1’équation de Newton (1)

sont les minima de la fonctionnelle d’action :

B(y) = f "LV, 4(0)

0

ot L(q,v) = $mv? — U(q) est une fonction TX — R. Le calcul variationnel assure alors

que les v minimisant la fonctionnelle d’action ® vérifient les équations d’ Euler-Lagrange :

& (B ewsm) - Eaw.o) )

Hamilton va alors utiliser cette équation pour en écrire une nouvelle qui vit dans ’espace

des phases T* X en utilisant la transformée de Legendre.

Formulation hamiltonienne

Supposons que la fonction L est convexe par rapport a la variable v. Donc, pour tout
(¢,p) € T* X, il existe un unique v(q,p) € TX tel que %(q,v(q,p)) = p. On note alors H

la fonction définie sur T* X suivante :

H(q,p) = p-v(q,p) — L(q,v(q,p))-

Un calcul direct assure que 1’équation de Lagrange (2) est équivalente aux équations de

Hamilton :
s _0H
b= aq (3)
_ 0H
4= "3y

Géomeétrie symplectique

On va dorénavant généraliser la question que I’on souhaite se poser. Soit M une variété
et w une 2-forme de M non dégénérée. On dit que (M,w) est une variété symplectique et
toute variété symplectique est de dimension paire. Prenons maintenant H : R x M — R une
fonction 1-périodique suivant la variable R et définissons le champ de vecteur Xy comme
I'unique champ de vecteur vérifiant ix,w = —dH. Le champ de vecteur Xy s’appelle le
champ de vecteur hamiltonien de H. Le flot !’ de ce champ de vecteur vérifie I'équation
suivante pour tout x € M :

Lol () = Xn(el (). @

L’équation (4) est une généralisation de 1’équation de Hamilton. En effet, si on se place
dans le cas particulier ou M est le cotangent d’une variété T* X, on retrouve exactement
I’équation (3). Si on comprend bien, dans ce cadre plus général, la dynamique du flot

hamiltonien pour n’importe quel hamiltonien H, on aura donc en particulier compris la
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dynamique des objets soumis a un champ de force conservatif. On se ramene donc a la

question suivante :

Question 1. Soit M une variété symplectique et H un hamiltonien sur M. Quelle est la

dynamique du flot du champ de vecteur hamiltonien Xy ¢

Une bonne fagon de comprendre la dynamique d’un champ de vecteur est de s’intéresser

a ses orbites périodiques. On reformule la question 1 en :

Question 2. Quelles sont les orbites périodiques du champ de vecteur hamiltonien ?

2 Invariants de Morse, invariants symplectiques

On va maintenant faire un détour par ’homologie de Morse d’une fonction sur une
variété différentielle.
Homologie de Morse

Soient X une variété compacte et f : X — R est une fonction de Morse (c’est-a-dire
une fonction dont tous les points critiques sont non dégénérés).
Choisissons g une métrique riemannienne sur X et notons Vf le champ de vecteur

gradient de f qui vérifie I’équation :

g(Vf,-) = df.

Finalement, notons ¢; le flot de ce champ de vecteur. Pour tout point x € X, le flot de
V f converge en +co vers un point critique de f. Pour tout point critique ¢ de f, on peut

définir la variété stable et la variété instable de ¢ par :
s _ R E —
W3(g) = {z € X5 lim ¢i(z) = g},

W(g) = {z € X; lim @i(z) = g}
La dimension de la variété W?*(q) s’appelle I'indice de ¢ et sera noté ind(q).

Théoréme 1. (chapitre 3 de [AD10])

(i) Pour une métrique Riemannienne générique g, les variétés stables et instables des
différents points critiques de f s’intersectent transversalement. En particulier, pour

tous qy et q_ points critiques de f, l’espace
M(gr,q-) =W3g) n WH(g-) = {z € X5 lim ¢(z) = q+}

est une variété de dimension ind(qy )-ind(q—).
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FIGURE 1 — Présentation d’une fonction de Morse (la fonction hauteur) sur la sphere qui a
4 points critiques (2 maximums, 1 point selle et 1 minimum). La différentielle du complexe
de Morse engendré par les points critiques compte modulo 2 le nombre de trajectoires
bleues reliant deux points critiques.

(ii) L’espace vectoriel MC(f) = @gecrit()Z/2-{q) gradué par lindice des points critiques

peut étre muni d’une structure de complexe de chaines via la différentielle :

d:MC(f) - MC(f)
g D #Mlgd)/R) 4.

qeCrit(f)
la'|=lq|—1

Ce complexe de chaines s’appelle le complexe de Morse de la fonction f.

(iii) L’homologie du complexe de Morse de f est isomorphe d I’homologie singuliére de X .

Ce théoreme est particulierement intéressant si I’on s’intéresse aux points critiques
de la fonction f : en effet, il nous assure par exemple que toute fonction de Morse f sur
une variété X posséde au moins dim(H*"9(X)) points critiques. Si I’on arrive donc a
prouver un théoréeme similaire ou les orbites périodiques hamiltoniennes jouent le role
des points critiques, on obtiendra donc des informations sur le nombre de telles orbites
périodiques. D’ou la question suivante pour M une variété symplectique et H un hamiltonien

quelconque :

Question 3. Peut-on construire une fonctionnelle sur ’espace des lacets de M dont
les points critiques sont les orbites périodiques hamiltoniennes et dont on peut calculer

I’homologie de Morse ¢

Homologie de Floer et homologie symplectique

La fonctionnelle d’action était déja connue par Lagrange mais c’est Andreas Floer qui

aura 'idée de construire un complexe de Morse & partir de cette fonctionnelle. On se place
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maintenant dans la situation suivante : M est une variété symplectique exacte (cela signifie
qu’il existe une primitive A a la 2-forme symplectique w). La forme A s’appelle une forme
de Liouville et vérifie donc ’équation d\ = w. On peut lui associer le champ de Liouwville
qui est I'unique champ de vecteur X, vérifiant I’équation ix,w = A.

Prenons H : R x M — R un hamiltonien sur M. On note Ag la fonctionnelle d’action

hamiltonienne définie par :
LM — R

1
v | = [ EeEAw)
St 0

Les points critiques de Ay sont exactement les orbites périodiques du flot hamiltonien
de H et on peut prouver un théoréme similaire au théoréme 1. Avant de I’énoncer, on va
dire comment toutes les notions introduites dans I’homologie de Morse se transposent dans
ce nouveau cadre et on pourra se référer au chapitre 2 pour plus de détails sur la colonne
de droite.

Variété X Espace de lacets LM
Fonction de Morse f Fonctionnelle d’action Ag
Point critique de f Orbite périodique de X g
Métrique Riemannienne g Structure presque complexe J
Trajectoires de gradient u : Ry — X | Cylindres u: R — LM ou u: Ry x S} — M
vérifiant I’équation de gradient vérifiant I’équation de Floer
Osu =V f(u) Osu~+ J(0uw — Xpg(u)) =0

Le théoréme 1 devient alors :

Théoréme 2. [Floer]
On suppose que M est une variété compacte et symplectiquement asphérique c’est-da-dire

que w s’annule sur mwo(M).

(i) En suivant l’analogie avec le cas des fonctions de Morse, on peut définir I’homologie
de Morse de la fonctionnelle d’action Ap. Cette homologie s’appelle I’homologie de
Floer du hamiltonien H et est notée FH(H).

(ii) Si M est une variété symplectique compacte et symplectiquement asphérique (c’est-d-
dire que w s’annule sur wo(M)), alors pour tout hamiltonien H sur M, il existe un
isomorphisme FH(H) ~ H,(M).

Ce théoréeme répond en partie a la question 2 dans le cadre des variétés symplectiques
compactes et symplectiquement asphériques. En effet, on arrive a donner par exemple un
nombre minimum (dim(H.(M)) d’orbites périodiques pour n’importe quel hamiltonien
sur une variété M. On va maintenant se demander si on peut avoir un résultat similaire

dans le cadre des variétés symplectiques non compactes (pour traiter notamment le cas
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du cotangent d’une variété). La question étant assez vaste, on va se restreindre & un cas
particulier de variété symplectique non compacte : il s’agit des complétions de domaines
de Liouville. Cette condition permet de mieux contréler la dynamique dans la partie non
compacte de la variété car on suppose que celle-ci est cylindrique.

Avant de définir plus précisément ce qu’est un domaine de Liouville et sa complétion, il
faut parler des variétés de contact qui sont les analogues en dimension impaire des variétés
symplectiques. Une variété de contact est un couple (Y, ) ot Y est une variété fermée de
dimension 2n — 1 et o une 1-forme de Y telle que a A (da)™ ! est une forme volume sur Y.
A toute variété de contact, on peut associer sa symplectisation positive S,Y = [1; +o0[, xY
munie de la forme symplectique exacte d(ra). Un domaine de Liouville est une variété
symplectique compacte & bord M munie d’une forme de Liouville A tel que le champ de
Liouville soit sortant sur le bord M. Cela assure en particulier que (M, A|,,,) est une
variété de contact. On définit alors la complétion M du domaine de Liouville M comme la

variété symplectique non compacte suivante :
M=MUS,(0M) =M U [1;4+0[x M.

Cette complétion peut étre donc découpée en deux parties : une partie compacte qui
correspond au domaine de Liouville M de départ et une partie non compacte qui correspond
a la symplectisation positive du bord ¢M . En particulier, si X est une variété riemannienne,
alors DT* X est un domaine de Liouville dont la complétion est isomorphe a T*X. L’étude
des domaines de Liouville est aujourd’hui centrale en géométrie symplectique (voir par
exemple [CE12], [CO18] et [Sei08al).

Pour tout domaine de Liouville M, une approche similaire a celle développée par Floer
pour prouver le théoréeme 2 permet de définir I’homologie symplectique de M qu’on note
SH(M). Cette homologie est ’'homologie d’un complexe de chaines dont les générateurs sont
les orbites périodiques d’un flot hamiltonien. Donc si on arrive & trouver un isomorphisme
entre SH(M) et une autre homologie connue, on trouvera une borne inférieure sur le

nombre d’orbites hamiltoniennes périodiques de maniére similaire au théoréme 2.

Question 4. Que peut-on dire sur l'invariant SH(M) quand M est un domaine de

Liouville ¢

3 Homologie symplectique

Définition de I’homologie symplectique

Soit M un domaine de Liouville. On rappelle que M est une variété symplectique
compacte a bord contact. L’homologie symplectique est un invariant construit en mélangeant
deux dynamiques : la dynamique du flot hamiltonien sur M et la dynamique du flot de

Reeb sur la variété de contact oM.
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Le champ de Reeb sur une variété de contact (Y, «) est 'unique champ de vecteur
R vérifiant les équations R € ker(da) et ira = 1. Par exemple, le flot de Reeb du fibré
unitaire cotangent ST*X de X est le flot géodésique de X. Le flot de Reeb peut étre
vu comme un cas particulier de flot hamiltonien de la maniére suivante. On prend H un
hamiltonien sur S (Y) = [1; +o0[, xY ne dépendant que de la variable r. Alors le champ
de vecteur hamiltonien Xy est proportionnel au champ de Reeb R.

L’homologie symplectique est définie comme 1'homologie de Floer d’un hamiltonien H
défini sur la complétion M=Mu S4(0M) d’un domaine de Liouville et qui est quadratique
sur la partie S; (0M). Cette hypothése permet de contrdler la dynamique sur la partie non
compacte de M. On peut aussi utiliser des hamiltoniens linéaires sur S, (0M) et prendre
la limite quand la pente tend vers l'infini. Les générateurs de ’homologie symplectique
peuvent étre décomposés en deux sous-ensembles : d’une part les orbites périodiques du flot
hamiltonien situées dans la partie compacte de M et d’autre part les orbites périodiques
du flot de Reeb de 0 M.

Cotangent de variété

On peut répondre assez précisément a la question 4 quand le domaine de Liouville

considéré est un cotangent de variété :

Théoréme 3. [Vit99], [AS06], [SW06], [Abo15]
Il existe un isomorphisme SH(T*X) = H(LX).

Ce théoreme répond a la question 4 mais permet aussi de mieux comprendre la structure
sous-jacente de I’homologie symplectique. En effet, les espaces de lacets ont été trés étudiés
(voir par exemple [GM69], [Hin84]) et possédent une structure riche (voir par exemple
[GHO09]). Mettons en évidence une structure de I’homologie de lacets qui possede un
analogue pour ’homologie symplectique et qui jouera un role important dans cette these :

il s’agit de la catégorie de Fukaya.

Théoréme de Goodwillie et catégorie de Fukaya

Soit X une variété fermée munie d’un point base x € X. On note £LX l'espace des
lacets de X et QX l’espace des lacets basés en z. Le complexe de chaines C,(Q2X) peut
étre muni d’une structure d’algebre différentielle graduée en considérant le produit venant

de la composition des lacets.

Théoréme 4. [Goo85], [BF86]

1l existe un isomorphisme :

ou HH désigne I’homologie de Hochschild d’une algébre différentielle graduée.
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On peut reformuler ce théoreme d’un point de vue catégorique en suivant I’approche de
[BCT09]. On considere la catégorie C(Q2X) (appelée parfois catégorie de Pontryagin dans la
littérature) suivante : les objets de C(2X) sont les points de la variété X et les morphismes
entre deux points 1 et x2 correspondent aux complexes de chaines Cy (g, 2, X) ot Qg 7, X
désigne I’ensemble des chemins reliant 21 & xo. Alors le théoréme 4 peut se réécrire sous la

forme :

HH,(C(QX)) = H, (LX)

ou HH est ’homologie de Hochschild de la dg-catégorie C(2X).

Un théoreme analogue peut s’écrire pour ’homologie symplectique d’'un domaine de
Liouville. Prenons M un domaine de Liouville. Une lagrangienne de M est une sous-variété
1 : L — M de dimension moitié sur laquelle la forme symplectique w s’annule. Si on suppose
de plus que la forme de Liouville i* A restreinte a L admet une primitive, c’est-a-dire qu’il
existe f : L — R telle que df = i*\, on dit que la lagrangienne est ezacte. Pour une
variété de contact de dimension 2n — 1 (Y, ar), 'analogue d’une lagrangienne s’appelle une
legendrienne et il s’agit d’une variété A de dimension n — 1 sur laquelle la forme « s’annule.

On peut alors définir la catégorie de Fukaya enroulée W Fuk(M) de M dont les objets
sont les lagrangiennes exactes de M & bord legendrien (qu’on appellera dans la suite du
texte lagrangiennes pour raccourcir les notations). Si on se donne deux telles lagrangiennes
Ly et Ly, on note SC(L1, Lo) 'ensemble des morphismes de L1 & Lo appelé complexe de
Fukaya enroulé de la paire (L, Ly). 11 est engendré par les cordes hamiltoniennes reliant L;
a Lo qu’on munit d’une structure de complexe de chaines en comptant des bandes solutions
de I’équation de Floer. On appellera I’homologie de ce complexe 1’homologie lagrangienne
de la paire (L1, Ly) dans ce manuscrit. La construction précise de la catégorie de Fukaya
enroulée est longue et difficile (voir par exemple [Aurl4] et [Sei0O8b]) et on ne donnera pas
plus de détails dans cette introduction. Cependant, il existe un analogue symplectique au

théoréme de Goodwillie :

Théoréme 5. [Abo10/[Gan12]

(i) Pour tout domaine de Liouville M, il existe un morphisme Open-Closed ! noté OC
entre [’homologie de Hochschild de W Fuk(M) et I’homologie symplectique de M :

OC : HH (W Fuk(M)) — SH(M)

(ii) L’application OC est un isomorphisme pour les cotangents de variétés. Les domaines
de Liouville M tels que OC est un isomorphisme sont appelés non dégénérés (définition
1.1 de [Gan12]).

(1it) Si une sous-catégorie C de W Fuk(M) est telle que OC|, : HH(C) — SH(M) est un

1. Ce morphisme envoie des cordes hamiltoniennes (dites ouvertes) sur des orbites hamiltoniennes (dites
fermées) d’ou son nom.



21
isomorphisme, alors C engendre formellement la catégorie W Fuk(M) (on parle de
split-génération ).

Présentons ’analogie développée dans cette partie entre I’homologie d’un espace de

lacets et homologie symplectique dans le tableau suivant :

Variété X Domaine de Liouville M
Lacets de X Orbites périodiques hamiltoniennes
Courbes v: 81 —» X v:SY = M, 5= Xg(v)
Catégorie de Pontryagin Catégorie de Fukaya enroulée
C(QX) W Fuk(M)
Espace des chemins entre deux points | Espace des cordes hamiltoniennes entre
Ci () 2, X) deux lagrangiennes SC(Lq, Ls)
Homologie de I'espace de lacets Homologie symplectique
H.(LX) SH(M)
Théoreme de Goodwillie Application OC
HH,(C(Q2X)) = H. (LX) HH,(WFuk(M)) — SH(M)
Si M = T*X, cette analogie peut étre rendue rigoureuse et ce fait est utilisé

dans Darticle [Aboll] pour prouver un résultat important sur la catégorie de Fukaya
W Fuk(T*X). Dans cet article, Abouzaid prouve que cette catégorie est formellement
engendrée par la sous catégorie composée d'un seul objet de W Fuk(T*X) (n’importe
quelle fibre cotangente au dessus d’un point base T X fonctionne) en utilisant le théoréme

4 et le (i7i) du théoreme 5.

Attachements d’anses symplectiques

Comme on I’a vu, le théoreme 3 a permis de mettre en évidence plusieurs structures de
I’homologie symplectique. Mais il ne répond a la question 4 que dans les cas des cotangents
de variétés. L’idée pour donner une réponse plus complete est maintenant la suivante :
il s’agit de décomposer chaque domaine de Liouville en briques élémentaires et d’étudier
I’évolution de 'homologie symplectique quand on ajoute une brique élémentaire. De manieére
similaire au cas des variétés standard (voir par exemple les travaux de Smale [Sma62]), les
briques élémentaires seront les anses symplectiques. Il y a évidemment un lien entre les
notions d’attachement d’anses pour les variétés et d’attachements d’anses symplectiques
pour les variétés symplectiques. Par exemple, si la variété X est obtenue a partir de la
variété Y via un attachement d’anse, alors T*X est obtenue a partir de T*Y via un
attachement d’anse symplectique.

Rappelons la construction de ’attachement d’anse symplectique due a Weinstein
[Wei91] : on se donne M un domaine de Liouville de dimension 2n et A une sphere isotrope
de dimension k — 1 dans M ce qui signifie que T'A < ker(«) ou « est la forme de contact

de 0M. On fixe aussi une trivialisation du fibré symplectique normal de A. Alors le domaine
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FIGURE 2 — Trois représentations graphiques de ’attachement d’anse de la moins schéma-
tique a la plus schématique. Dans ces figures, X est obtenue par attachement d’anse a
partir de Xy le long de A € Xy = Yy. L’ame de 'anse est L et la codme est C' de bord
I'c 0X =Y. Finalement, C et L s’intersectent en un unique point qu’on note q.

Xo

de Liouville My obtenu par attachement d’anse symplectique le long de A est défini comme

la variété obtenue par un recollement :
My = M U (DT* Dy, x D*2F)

ou le recollement est tel que le bord de la section nulle D* dans DT*D* coincide avec la
sphére A ¢ dM (voir figure 2) et tel que D?"~2F est induit par la trivialisation du fibré
symplectique normal. Quand la spheére A est de dimension n — 1, alors I’anse attachée
correspond & DT™* D™ qui posséde deux lagrangiennes remarquables : D™ sera appelée I’ame

de I'anse et DTy D™ sera appelée la coame de I'anse.

Théoréme 6. Théoréme 1 de [Cie02] et théorémes 5.6, 5.8 de [BEE12]
Prenons M un domaine de Liouville de dimension 2n et A € 0M une sphére isotrope.

Alors on peut relier I’homologie symplectique de My a celle de M de la maniére suivante :
i) Si A est de dimension < n —1 (on dit que Uattachement d’anse est sous-critique ),
(i) q q
alors SH(My) ~ SH(M).
1) Si A est de dimension n — 1 (on dit que l'attachement d’anse est critique et que
q q q

A est une sphére legendrienne), alors il existe une homologie LHY°(A) dépendant

uniquement de A < My et un triangle exact :

SH(M)) » SH(M)

~

LHMo(A)

(iii) Si A est de dimension n — 1, alors il existe un Ag-isomorphisme entre [’homologie
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de Fukaya enroulée de la coame et l'algébre de Chekanov de A.

Le triangle exact du théoréme 6 fait penser & un résultat récent de [CO18]. Dans leur

article, les auteurs prouvent le théoreme :

Théoréme 7. [Théoréme 1.2 de [CO18]]
Si My < M est un sous-domaine de Liouville de M, alors il existe une homologie

symplectique relative SH (M, My) et un triangle exact :

SH(M) SH(Mo)

\ /

SH (M, Mp)

Question 5. Peut-on relier les triangles exacts des théorémes 6 et 7?2 Ou plus précisément
existe-t-il un isomorphisme entre LH"°(A) et SH(My, M) quand My est obtenue d partir

de M par attachement d’anse le long d’une sphére legendrienne A ¢

Pour construire I'homologie symplectique relative SH (M, My), les auteurs de [CO18]
utilisent 1’équation de Floer dsu + J(dyu — Xpr) pour u : R x St — M avec différents types
d’hamiltoniens H (certaines de ces familles sont illustrées en figure 17). Cette approche leur
permet, en reliant les différentes familles d’hamiltoniens considérées, de montrer le triangle
exact du théoreme 7 ainsi que d’autres propriétés fonctorielles de I’homologie symplectique
(morphisme de transfert, propriété d’excision...). La question 5 améne naturellement a
vouloir utiliser leur formalisme afin de définir différentes versions de I’homologie lagrangienne
c’est-a-dire a adopter la méme démarche pour étudier des cordes hamiltoniennes et non
des orbites hamiltoniennes. En effet, I'invariant LH°(A) est un invariant construit en
considérant des cordes et non des orbites.

Or, comme on I'a vu, les cordes hamiltoniennes reliant des lagrangiennes sont utilisées
dans la définition de la catégorie de Fukaya enroulée. De plus, on sait que la catégorie de
Fukaya enroulée est reliée a I’homologie symplectique via le théoreme 5 d’ou la question

suivante :

Question 6. Peut-on étendre les constructions de [CO18] a la catégorie de Fukaya enroulée
d’un domaine de Liouville ¢ Existe-t-il un théoréme analogue au théoréme 6 au niveau des

catégories de Fukaya enroulées de M et My ¢

Répondre positivement a la premiere partie de cette question devrait permettre, si on
reprend les preuves de [CO18], de mieux comprendre la structure de la catégorie de Fukaya
enroulée et notamment son comportement sous les cobordismes de domaines de Liouville.

Une derniére question que pose le théoréme 6 concerne sa preuve située dans l’ar-
ticle [BEE12]. En effet, les auteurs utilisent des espaces de modules de courbes pseudo-

holomorphes dont on ne maitrise pas totalement la définition a cause de difficultés liées a la
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transversalité des espaces de modules en question (on pourra voir & ce sujet les travaux de
[HWZ17], de [FOOO09] et de [Parl6]). Or de nombreux travaux (voir par exemple [BO10]
et [BO09b]) relient des espaces de modules de courbes pseudo-holomorphes & des espaces
de modules de courbes avec perturbation hamiltonienne qui eux sont systématiquement

transverses.

Question 7. Peut-on réinterpréter la preuve de [BEE12] en utilisant uniquement des

espaces de modules bien définis ?

4 Mon travail de thése

Mon travail de these s’inscrit dans le cadre posé par les questions 5, 6 et 7.

On se place dans la situation géométrique suivante : on considére un domaine de
Liouville Xy et une sphere legendrienne A < 0Xy possédant un remplissage lagrangien
exact (c’est-a-dire qu’il existe une lagrangienne Ly X a bord A). On dira que (Xo, L)
remplit (0Xy, A). On note X la variété obtenue & partir de Xy par attachement d’anse le
long de A. Finalement, on note C' la codme de I'anse attachée (on pourra se reporter a la

partie de droite de la figure 2).

4.1 Homologies lagrangiennes
Complexe de Fukaya enroulé

Si C est une lagrangienne de X, il existe dans la littérature deux définitions de I’homo-
logie lagrangienne SC(C, C) (notée aussi WF(C, C) dans la littérature) : la premiere dans
[Abol10] et la seconde dans [AS10]. Il n’y a actuellement pas de preuve de I'isomorphisme
entre ces deux définitions et aucune des deux n’était utilisable dans mon cadre. En effet,
on a besoin d’une définition qui utilise deux propriétés de I’homologie lagrangienne. D’une

part, on veut pouvoir construire I’application OC, comme introduite dans le théoréme 5 :
OC: HH(SC(C,C)) » SH(X).

D’autre part, on veut que SC(C)? vérifie des propriétés de fonctorialité vis-a-vis
des inclusions : si (X, Cp) < (X,C) est une inclusion de domaines de Liouville et de

lagrangiennes, alors il doit exister un morphisme de transfert :

FG, 1 SC(C) — SC(Cy).

2. abbréviation de SC(C,C).
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De plus, ces deux morphismes doivent s’intégrer dans le diagramme commutatif suivant :
HH(SC(C)) 25X sH(x)
HH(F)l (5)
0C(Xy)

ou la fleche verticale de droite est le morphisme de transfert de Viterbo construit dans
[Vit99] et dont [CO18] donne une nouvelle définition.

Or la définition de [AS10] vérifie la propriété de fonctorialité sous l'inclusion mais je ne
suis pas arrivé a construire I'application OC en utilisant cette définition. D’autre part, la
définition de [Abol0] permet de construire 'application OC mais n’est pas adaptée pour
construire un morphisme de transfert. Je donne donc une nouvelle définition de I’homologie

lagrangienne de maniére analogue a la définition de I’homologie symplectique dans [CO18] :

Théoréme A. [Théorémes 4.1, 4.2 et 4.5]
On peut construire des homologies HH(SC(C)) fonctorielles sous les cobordismes de
domaines de Liouville. De plus, il existe des applications OC : HH(SC(C)) —» SH(X)

telles que le diagramme (5) soit commutatif.

Je définis HH(SC(C')) comme une limite directe d’homologies de Floer lagrangiennes
définies en utilisant des hamiltoniens a pente linéaire sur la partie non compacte de la
complétion du domaine de Liouville. C’est ce qui permet de récupérer la propriété de
fonctorialité (théoreme 4.2) de HH (SC(C)) en s’inspirant de la définition du morphisme
de transfert SH(X) — SH(X() dans [CO18] (définition 5.2 de [CO18]).

D’autre part cette définition vérifie une propriété universelle (théoréme 4.1) qui la
rend simple d’utilisation et, en I'utilisant, je construis le foncteur OC (théoréme 4.5). La
construction de [AS10] ne vérifie pas de telle propriété universelle (ou alors elle n’est pas
énoncée dans larticle) et c’est ce qui m’a empéché de P'utiliser pour définir 'application OC.
Finalement, la commutativité du diagramme (5) découle du fait qu’on a utilisé la méme
démarche pour définir les deux morphismes de transfert qui correspondent aux applications
verticales du diagramme.

Deux extensions naturelles de ce théoreme sont en cours de rédaction. La premiere
consiste a démontrer le fait, bien connu des spécialistes, que la catégorie des Ay -algebres
admet les colimites homotopiques. Cela permettrait de donner une nouvelle définition
de SC(C) et, en généralisant, de la catégorie de Fukaya enroulée alors que je n’ai pour
I'instant qu’une nouvelle définition de HH (SC(C)). La seconde extension du théoréeme A

est la conjecture suivante :

Conjecture 1 (Conjecture 4.2).
Notons SC9%%(C) la construction de [Abo10] et HH(SC(C')) ’homologie de Hochschild
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comme définie dans le théoreme 4.1. Il existe un isomorphisme
HH(SC(C)) X HH(SC™(C)).

Algeébre de Chekanov

Soit A une legendrienne dans une variété de contact Y. L’article [BEE12] utilise I'algebre
de Chekanov de A dans son cadre le plus général (sans hypotheses sur Y ou A). Or cette
algebre a été définie en dimension 3 par Chekanov [Che02] et dans le cas Y = P x R
ou P est une variété symplectique par Ekholm, Etnyre et Sullivan [EES07]. L’algebre de
Chekanov est un objet central dans ’étude des noeuds legendriens en dimension 3.

Sans hypotheses sur Y ou A, la définition de I'algebre de Chekanov nécessite d’utiliser
des courbes pseudo-holomorphes qui peuvent étre non transverses. Afin de répondre
positivement a la question 7, il a fallu donc donner une définition hamiltonienne de cette
algebre de Chekanov. Pour ce faire, j’ai eu besoin de rajouter ’hypothese suivante : il existe
un remplissage de (Yp, A) par (Xo, Lo) c’est-a-dire que X est un domaine de Liouville a
bord Yy et que Lj est une lagrangienne de Xy a bord A. J’ai alors construit une homologie

de Chekanov hamiltonienne HCH (A, Lg) qui vérifie le théoréme suivant :

Théoréme B. [Définitions 4.1, 4.2 et théoréme 4.3]
Soit A une legendrienne d’une variété de contact Yy telle qu’il existe un remplissage de

(Yo, A) par (Xo, Lo). Alors il existe un isomorphisme
HL(CH(A, L)) = HCH(A, Lo)

ot CH(A, Lg) désigne la construction standard de l’algébre de Chekanov de A augmentée

par Uaugmentation géométrique provenant du remplissage Lo (définition 4.2).

La construction de HCH (A, L) n’utilise que des courbes & perturbation hamiltonienne
qui vérifient donc la propriété de transversalité. Il s’agit donc d’une extension de la défi-
nition de l'algebre de Chekanov dans un nouveau cadre. Il existe une autre construction
hamiltonienne de CH (A, L) dans [EO17]. Ils utilisent des hamiltoniens convexes a poids
indicés par des simplexes alors que la définition 4.1 n’a pas besoin de poids car elle utilise
des hamiltoniens concaves.

La comparaison entre ces deux définitions m’a amené a développer dans ’annexe A
I’heuristique suivante : les hamiltoniens concaves sont plus adaptés pour perturber des
espaces de modules de courbes avec plusieurs pointes négatives alors que les hamiltoniens
convexes sont plus adaptés pour perturber des espaces de modules de courbes avec plu-
sieurs pointes positives. Si on souhaite utiliser un hamiltonien convexe (respectivement
concave) pour perturber un espace de modules de courbes avec plusieurs pointes négatives
(respectivement positives), il faudra tenir compte des poids associés a chaque pointe. Je

pense que cette heuristique est une émanation d’une propriété de dualité concernant les
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homologies lagrangiennes similaires aux propriétés de dualité de I’homologie symplectique
présentes dans [CO18]. Une premiére conjecture qui permettrait d’explorer ces propriétés

de dualité serait la suivante :

Conjecture 2. Il existe un isomorphisme canonique entre les deux constructions hamilto-
niennes de I’algebre de Chekanov : la définition 4.1 et la définition donnée dans la section
5.3 de [EO17].

Les deux constructions présentées dans les théoremes A et B constituent un premier pas
vers une réponse a la premiere partie de la question 6. En effet, on adopte des démarches
similaires pour définir HCH (A, Lg) et HH(SC(C)) : on considére un complexe de chaines
engendré par des cordes hamiltoniennes et la forme de la famille d’hamiltoniens choisie

change la structure algébrique sous-jacente.

4.2 Liens entre la coame et ’ame d’un attachement d’anse
Homologie de Hochschild de I’algébre de Chekanov

Je construis dans 'annexe C un nouveau complexe de chalnes qui calcule I’homologie

de Hochschild de la construction cobar d’une Ay -cogebre :

Théoréme C (Théoreme C.1).
(i) Soit C une Ax-cogébre et QC sa construction cobar. On construit un compleze de
chaines CC%(QC) rétracte par déformation forte de CCy(QC) c¢’est-a-dire qu’il existe
des applications p, I et H tels que :

p
H@CC’*(QC), dccy) T (COUQC), docy).

(ii) LHH°(A) = HHP(CH(A)) ot CH(A) désigne lalgébre de Chekanov de A (non
augmentée) définie dans la proposition 4.3 de [BEE12].

J’ai construit le complexe C'C? en m’inspirant d’une construction bien connue analogue
pour I’homologie de Hochschild d’une algebre tensorielle (voir section C.4). Ce théoreme
présente un intérét double : d’une part, il construit un complexe plus simple qui calcule
I’homologie de Hochschild de la construction cobar d’une As-cogebre. D’autre part, il

apporte un éclairage nouveau sur la définition de LH"°(A) (proposition 4.10 de [BEE12]).

Diagramme commutatif

On définit ensuite un isomorphisme entre ’homologie lagrangienne de la codme et

lalgebre de Chekanov de A définie de maniére hamiltonienne.
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Théoréme D. [Théorémes 4.7, 4.8, 4.10, 5.4]

(a) Soient Xo ¢ X deux domaines de Liouville et L et C' deux lagrangiennes de X vérifiant

les propriétés suivantes :
(Z) CnXg=2,
(ii) pour tout hamiltonien H de H(X, Xo) (voir définition dans la section 4.1.2), il
existe une unique corde hamiltonienne reliant L a C.
Alors il existe des morphismes HHP(F') : HH(SC(C)) - HHP(HCH(A, Ly)) et
CO: HHP(HCH(A, Ly)) - SH(X, Xy) tels que le diagramme suivant commute :

HHP(F)

HH(SC(C)) HHP(HCH(A, L))

&y’

SH(X, Xo)

(b) Soit X obtenu par attachement d’anse d partir de Xo le long de A. On suppose que
(0Xo, ) posséde un remplissage lagrangien (Xg, Lo). Notons respectivement C' et Ly la
coime et I’ame de l'attachement d’anse. Alors C' et L = Lgu Ly vérifient les conditions

de (a). De plus Uapplication HHP(F) introduite en (a) est un isomorphisme.

Toutes les constructions dans ce théoreme n’utilisent que des espaces de modules
de courbes a perturbations hamiltoniennes. Ce théoreme répond donc positivement a la

question 7 pour le (iii) du théoréeme 6.

4.3 Génération de la catégorie de Fukaya

Le théoréme D est la conséquence de résultats concernant la dynamique du flot de Reeb

sur la variété obtenue apres chirurgie :
Théoréme 8. [section 6.1 de [BEE12]]
Pour tout A > 0, il existe une maniére d’attacher ’anse telle que :

(i) les cordes de Reeb de longueur < A reliant C' n 0X dans 0X sont en bijection avec

les mots de longueur < X en les cordes de Reeb de A,
(ii) les orbites de Reeb de longueur < \ dans 0X sont en bijection avec :
(a) les mots cycliques de longueur < X en les cordes de Reeb de A,
(b) les orbites de Reeb de 60Xy de longueur < .
L’énoncé (i) de ce théoreme est un des ingrédients de la preuve du théoreme D. Je

ne suis pas arrivé a appliquer la méme procédure pour les orbites hamiltoniennes afin de

déduire du (ii) le résultat suivant :
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Conjecture 3. [Reformulation de la conjecture 5.1]

11 existe une famille d’hamiltoniens H admissibles sur X de type H (X, Xo) (voir section
4.1.2) dont les orbites périodiques contribuant a I’homologies de Floer de H sont en
correspondance avec des S'-familles indicées par les mots cycliques en les cordes de Reeb
de A.

Cette conjecture m’a posé un probleme car il faut arriver a& ne pas tenir compte des
anciennes orbites hamiltoniennes venant de Xg. Ce probléme n’apparait pas quand on étudie
les cordes hamiltoniennes de la coame C' car C' n Xy = &, il n’y a donc pas d’anciennes
cordes hamiltoniennes de C.

Pour arriver a déduire du théoreme 5.1 la conjecture ci-dessus, il s’agit donc de construire
une famille d’hamiltoniens dont les anciennes orbites périodiques ((b) dans le théoréme
5.1) ne contribuent pas a I’homologie. Or la variété X\ Xy peut étre décomposée en deux
parties : une partie correspond a 'anse DT™* D" et 'autre partie est un cobordisme trivial
de la forme [1;2] x Y ou Y est une variété de contact. Si on arrive a prolonger une famille
de hamiltoniens linéaires sur le cobordisme trivial [1;2] x Y dans I’anse, alors on pourrait
démontrer la conjecture ci-dessus car on arriverait a décomposer le complexe de Floer en
la somme d’un complexe acyclique et d'un complexe engendré par les nouvelles orbites de

Reeb. En admettant la conjecture 3, on démontre :

Théoréme E. [Utilise la conjecture 3, théoréme 5.5/

Le diagramme commutatif du théoréme D reproduit ici

HHP(F)

HH(5C(C)) HHP(HCH (A, L))

&y

SH(X, Xo)

n’est composé que d’isomorphismes.

Ce théoréme, sous condition de la conjecture 3, répond completement a la question
5 : en effet on montre que l'application CO : SH(X, Xg) - HHP(HCH(A, L)) est un
isomorphisme. Or les théorémes B et C assurent que HHP(HCH (A, Lg)) ~ LHM°(A).
D’autre part ce théoreme donne une réponse partielle a la question 6. En effet, comme
I’indique le théoreme 4, 'application OC est extrémement importante pour comprendre
la catégorie de Fukaya enroulée d’un domaine de Liouville. Or on montre ici que cette
application OC réalise un isomorphisme entre HH (SC(C)) et SH(X, Xy). En particulier,
si Xo est sous-critique c’est-a-dire si SH(Xy) = 0, alors, comme SH(X) ~ SH(X, Xy), on
en déduit que X est non dégénéré et que C split-engendre la catégorie de Fukaya de X. Ce
résultat suffit pour récupérer le théoreme de split-génération d’Abouzaid sur les cotangents

de variétés.
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J’ai ensuite cherché a étendre par récurrence le résultat de split-génération ci-dessus
au cas ou on attache plusieurs anses successivement en partant d’'un domaine de Liouville
sous-critique (par exemple D?"). Notons dorénavant Xg le domaine de Liouville obtenu &
partir de D?" en attachant successivement des anses de coames C1, . ..C). On suppose que
application OC : HH(SC({C},...,CP})) — SH(X) est un isomorphisme. On construit
X par attachement d’anse a partir de Xy et on note C la codme de cet attachement.
Finalement, on prolonge par des cylindres triviaux au-dessus de leur bord legendrien les
lagrangiennes CY < Xy pour obtenir des lagrangiennes C; = X. On construit dans la

section 4.4.1 un diagramme commutatif (diagramme (4.14)) de suites exactes longues :

H,(Cone(F)) —— HH(SC({C{}; u{C})) —— HH(SC({C{}:))
l@ lOC(X) N lOC(Xo) (6)
H,(Cone(F§ )) —————— SH(X) o SH(Xo).

On sait que H(Cone(F))gO)) ~ SH(X, Xp) (théoreme 7.1 de [CO18]). On conjecture un

résultat analogue dans notre cas :

Conjecture 4. [Conjecture 4.3]

Il existe un isomorphisme
HH,(SC(C,)) ~ Hy(Cone(F)).
De plus I'application G de (6) correspond a OC(X, Xy) via les isomorphismes
HH,(SC(C,2)) ~ Hy(Cone(F)) et SH,(X, Xo) ~ H, (Cone (F))((O)) .

Cette conjecture permet alors de finir la récurrence souhaitée en appliquant le lemme

des 5 au diagramme (6) et d’obtenir ainsi le théoréme suivant :

Théoréme F. [Utilise les conjectures 3 et 4]
Si X est un domaine de Liouville obtenu a partir du disque D*™ par attachements
d’anses successifs le long de legendriennes possédant des remplissages lagrangiens, alors

l’ensemble des coames split-engendre la catégorie de Fukaya de X.

Ce théoreme répond positivement a la question 6. Une version plus forte de ce théoreme
a été démontrée dans [CDGG17] avec des techniques complétement différentes qui ont été

développées aussi dans [GPS17].

En conclusion de ce travail, on peut tout d’abord remarquer que les théorémes énoncés
dans la these n’utilisent que des espaces de modules transverses. On retrouve ainsi une

nouvelle preuve du théoréme 6 qui constitue le résultat principal de [BEE12]. De plus, on
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prolonge les résultats de [BEE12] en démontrant les théorémes E et F qui permettent de
mieux comprendre la catégorie de Fukaya apres attachement d’anse. Toutefois, certains
théoremes ont des preuves incompletes a cause des conjectures admises. On récapitule les

différentes dépendances dans le diagramme suivant :

Théorémes A, B, C | ———
J

(iii) du théoréme 6

— ——— | (i) et (ii) du theoréme 6 = | Théoréme 6

|
Conjecture 4 | —— _— ‘ Nouveaux résultats ‘

Les constructions des théoremes A, B et C ont permis de mener & bien la preuve du

théoreme 6. On s’attend a ce que ces constructions aient un champ vaste d’applications.
On pourrait ainsi explorer les propriétés de fonctorialité et de dualité que vérifient les
homologies lagrangiennes définies dans cette these (conjecture 2). On pourrait aussi chercher
a généraliser la conjecture 4 en définissant une catégorie de Fukaya relative de la méme

maniere qu’on définit I’homologie symplectique relative.

4.4 Variétés de Brieskorn-Pham

Les variétés de Brieskorn-Pham font l'objet d’un chapitre a part, le chapitre 6, pour
présenter un travail de recherche en cours et sans lien direct avec les autres chapitres de la
these. Il s’agit d’une généralisation d’un travail de A’Campo [A’C09] qui relie le flot de Reeb
sur le lien d’une singularité a un flot dit "de billard" sur le squelette de la fibre de Milnor de
la singularité en dimension 2. On espere ainsi voir dans quelle mesure le théoreme 3 qui relie
SH(T*M) et H.(LM) peut se généraliser dans le cas des variétés de Brieskorn-Pham. On
définit un flot de billard sur le squelette de la variété de Brieskorn-Pham qu’on conjecture

étre isomorphe au flot de Reeb. On énonce de plus dans ce chapitre la conjecture suivante :

Conjecture 5 (Conjecture 6.1). [A’C09]
Soit W une fibre de Milnor dont le squelette S est une variété branchée. Alors on peut
munir le squelette S de structures supplémentaires qui permettent de reconstruire la variété

W. La définition d’un flot de billard sur S ferait partie de ces structures supplémentaires.

5 Présentation des chapitres

Dans le chapitre 1, je présente les espaces de modules de surfaces épointées et le

théoreme de compactification de Deligne-Mumford. Cette présentation, assez élémentaire,
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est souvent laissée en exercice dans les articles de recherche et j’ai profité de la liberté
qu’offre un manuscrit de these pour donner des détails et présenter des exemples personnels
(notamment les figures 6, 8 et 11).

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’équation pseudo-holomorphe avec perturbation
hamiltonienne appelée aussi équation de Floer. La définition complete et précise de cette
équation est assez longue et technique et a été effectuée dans quelques articles et livres
fondateurs (par exemple [FHS95], [MS04] et [Sei08b]). J’ai choisi de mettre I’accent sur
I’ensemble des données nécessaires pour définir un espace de modules de solutions de
I’équation de Floer et sur les méthodes utilisées pour construire ces données de maniere
cohérente. Pour quiconque découvre ce domaine des mathématiques, il est difficile d’avoir
une vision globale de toute cette construction et le but de ce chapitre est justement de
présenter une telle vision globale et en donnant des références utiles pour les vérifications
nécessaires et non effectuées dans ce manuscrit.

Dans le troisieme et le quatrieme chapitre, on effectue des constructions d’invariants de
variétés symplectiques et de morphismes entre ces différents invariants. C’est notamment
la ou se trouvent les théoremes A, B et la premiere partie du théoreme D. Pour des raisons
de présentation, cette partie a été divisée en deux chapitres afin de séparer la construction
algébrique (chapitre 4) de la géométrie sous-jacente (chapitre 3). Je conseille de lire le
chapitre 4 et de se reporter au chapitre 3 (notamment aux figures récapitulatives 12 et 13)
quand cela est nécessaire.

On trouve dans le chapitre 5 les théoremes D, E et F. On y présente une version
élémentaire de 'attachement d’anse qui a cependant le défaut de ne pas étre lisse. L’analyse
nécessaire pour adapter les résultats qu’on prouve dans le cadre de cette construction non
lisse au cadre standard n’est pas effectuée et c’est pour cela qu’on admet le théoréeme 8
(annoncé dans la section 6.1 de [BEE12]). On adapte ensuite les preuves de [BEE12] dans
notre cadre hamiltonien.

Le chapitre 6 est indépendant et consacré aux variétés de Brieskorn-Pham. On y
présente une construction d’un flot de billard généralisé sur le squelette d’une variété de
Brieskorn-Pham.

L’annexe A présente un calcul élémentaire qui a guidé les constructions effectuées dans
les chapitres 3 et 4 et qui explique ’heuristique derriére la conjecture 2.

Les annexes B et C fixent les définitions des Ay -algebres, Ag-cogebres et de ’homologie
de Hochschild qu’on utilise dans le reste de la thése. On y présente notamment une version
condensée et utilisable de la construction de I’homologie de Hochschild avec quelques
calculs élémentaires mais éclairants. Les références dans la littérature pour la définition et
les propriétés de I’homologie de Hochschild sont assez éparpillées dans des articles parfois
trés algébriques et j'espeére que le fait de regrouper dans ces annexes une présentation
élémentaire aidera les géometres & mieux appréhender les Ay -algebres et ’homologie de

Hochschild. De plus, on démontre dans I’annexe C le théoreme C.



Chapitre 1

Espaces de modules de surfaces

1.1 Notations et définitions

On souhaite décrire géométriquement des compactifications d’espaces de modules de

surfaces.

Soit S une surface compacte possiblement & bord. Un ensemble ordonné I' de points

marqués avec marqueurs asymptotiques de S est la donnée :

(i) d’une collection ordonnée de points I de S (qui sont soit intérieurs soit sur le bord

de 5),

(ii) d’un marqueur asymptotique - i.e. un élément de I'espace projectif P, (7.S) - pour

chaque point intérieur z de I'.

La surface S = S\I' est appelée la surface épointée associée a la surface avec points

marqués (S,T).

Une structure complexe sur une surface épointée S = S\I' est une structure com-
plexe sur S qui s’étend en une structure complexe sur S. Un ensemble de coordonnées
cylindriques pour une structure complexe est la donnée de coordonnées holomorphes ¢,
allant d’un modele standard dans un voisinage V' de z dans S = S\I', ot le modele standard

varie :
(i) si z est un point marqué sur le bord : ¢, : [0; +00[x[0; 1] — V,

(ii) si z est un point marqué intérieur muni d’'un marqueur asymptotique u, @, :
[0; +o0[x ST — V tel que la génératrice [0; +o0[x{1} soit envoyée sur la direction
u si I'on étend ¢, en une application D? — V U {z} = S en utilisant le théoréme

d’élimination des singularités.

Pour simplifier écriture du modele standard selon les cas, I(z) désignera respective-

ment [0;1] ou S! selon que la pointe est sur le bord ou intérieure. Il existe toujours des

33
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coordonnées cylindriques et ’ensemble des choix de coordonnées cylindriques est contractile
(lemme 2.5.2 de [Abol5]).

Pour une surface avec points marqués (S, T"), on appelle espace de pré-modules de (S,T)
I'ensemble MP"(S,T") des structures complexes sur la surface épointée S. On introduit une
relation d’équivalence sur MP"(S,T) en disant que j ~ j' s’il existe un biholomorphisme
¥ (S,7) — (S,7') qui vérifie de plus :

(i) pour tout zg € ', ¢(z0) = 2o,

(ii) pour toute pointe intérieure z munie d’un marqueur asymptotique u, di,(u) = u.

Un tel ¢ s’appelle un biholomorphisme de surfaces épointées.

Quand pour tout élément j, j' € MP"(S,T'), 'ensemble des biholomorphismes de surfaces
épointées qui réalisent I’équivalence entre j et 5’ est un ensemble fini, on dit que la surface
est stable. On définit alors ’espace de modules M(S,I') de (S,I") comme le quotient de
MPT(S,T') par cette relation d’équivalence. On admet que M et MP" peuvent étre munis
naturellement d’une structure d’orbifold topologique et que si (S,I") est difféomorphe a
(S, "), M(S,T) et M(S’,T") sont homéomorphes.

Une surface nodale est une collection de surfaces épointées avec un ensemble de
noeuds c’est-a-dire d’une collection de points marqués supplémentaires regroupés par paires
disjointes de mémes types (c’est-a-dire qu'un point sur le bord et un point intérieur ne
peuvent étre appariés). On travaillera avec des surfaces nodales décorées c’est-a-dire que

chaque noeud intérieur (z1, z2) est muni d’une application renversant 'orientation :
0 : P+(Tz181) - P+(TZQSQ)‘

On remarque que si on fixe des coordonnées cylindriques prés de z1 et 29, cela fournit une
identification P, (71%,S;) ~ R/Z et donc une décoration € est juste un angle 0 € R/Z.
Une surface nodale est dite stable si ’ensemble de ses automorphismes (biholomor-

phismes de surfaces épointées qui préservent les noeuds et les décorations) est fini.

On peut éliminer un nceud 27 ~ 2o entre deux surfaces épointées S7 et Sy (on autorise
le cas S1 = S2) de la maniére suivante. On se donne des coordonnées cylindriques pour
chaque S; pres du neeud, c’est a dire des plongements holomorphes :

o1 |0; 400 xI — Sy, linolonpl(s, ) = 21,
S—

w2 | — ;0] x I — Sy, lim o(s,-) = 29,
S§—>—00
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oit I = S! si le noeud est un point intérieur et I = [0;1] si le noeud est un point sur le
bord et ot on a choisi des coordonnées cylindriques négatives pres de z5 afin de simplifier
la description du recollement (ce qui est possible car | — 00;0] x I est biholomorphe &
[0; +00[x ). Si le noeud est sur le bord, alors on définit pour R > 0 :

S1#rS2 = (S1\@1([R; +o0[x1)) U (S2\w2(]—00; —R] x )/ ~, ol 1 (R, ) ~ pa(—R,1).

(1.1)
Si le noeud est intérieur (et donc muni d’une décoration c’est-a-dire d’un angle 6), alors on
définit :

S1#rS2 = (S1\@1([R; +o0[xT)) U (S2\p2(]—00; —R|xI))/ ~, ol @1(R,) ~ pa(—R, t+0).

Les surfaces épointées (S1#rS2,I") sont toutes difféomorphes. Cela assure que 'es-
pace de modules M(S1#RrS2,T") est indépendant de R et on note cet espace M(S1#S52,T).

On dit que S7#S55 est la surface épointée obtenue aprés recollement le long du noeud (21, 29).

Si N est une surface nodale, on appelle #N la surface obtenue apres recollement

le long de tous ses nceuds. On peut alors formuler le théoreme admis suivant :

Théoréme 1.1 (Compactification de Deligne-Mumford décorée, théoréme 4.2 de [BEH'03]).

Soit S une surface de Riemann munie d’un ensemble ordonné de points marqués I' avec
marqueurs asymptotiques. Alors l'ensemble N'(S) des surfaces nodales décorées stables N

(a difféomorphisme prés) telles que #N ~ S est fini et

M) = ) Mm@
NeN(S)

peut étre muni d’une structure d’orbifold topologique. Cet orbifold est compact et on Uappelle

la compactification de Deligne-Mumford décorée de l’espace de modules de S.

Remarque 1.1. Tous les espaces de modules qu’on considérera dans ce chapitre seront des
variétés topologiques a coins. Cela est du au fait que les courbes stables qu’on considere
dans ce chapitre ont toutes un groupe d’automorphisme réduit a I'identité.

En particulier, on peut dans ce cas préciser le théoréme 1.1 de la maniére suivante :

i) I'espace M est une variété topologique a coins,

i) I’ M(S) est té t 1
(i) Tintérieur de M(S) est M(S),
iii) si IV est une surface nodale stable apparaissant dans la compactification de Deligne-
iii) si N est f dale stabl i t dans 1 tification de Deli

Mumford décorée de M(S), le nombre de noeuds de N est égal a la codimension du

coin M(N) c M(S).

Remarque 1.2. Par la suite, si (S,T") est une surface avec points marqués, on associera
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un signe + ou - a chaque pointe. Cela permettra dans les chapitres suivants de définir
une équation de Floer pour une application allant d’une surface épointée dans une variété

symplectique (voir chapitre 2).

1.2 Quelques compactifications d’espaces de modules

Dans toutes les descriptions de bord, N désigne un nceud qui doit apparaitre deux
fois. Afin de simplifier les notations, on introduira dans cette section deux termes non

standards : anneau pincé et demi-cylindre.

1.2.1 Disques épointés

Le lemme suivant est classique.

Lemme 1.1 (Condition de stabilité pour un disque). Les biholomorphismes du disque D>
agissent transitivement et librement sur les triplets de points de 0D?> = S'. De plus un

disque épointé est stable si l’on se trouve dans l'un des deuz cas suivants :
(i) il y a au moins trois points marqués sur le bord du disque,

(ii) il y a au moins un point marqué intérieur avec un marqueur asymptotique.

On appellera D, la surface épointée (D, {z1,...,2,}) O 21,..., 2z, sont des points sur
le bord de D ordonnés dans le sens trigonométrique. On remarque que d’apres le lemme
1.1, les surfaces épointées Dy, D1 et D ne sont pas stables. Une autre conséquence directe
du lemme 1.1 est que M(D3) est réduit a un point. Les espaces de modules M(D,) et

M(D5) sont représentés dans les figures 3 et 4 respectivement.

Dans un premier temps, on va appliquer le théoréme de Deligne-Mumford pour traiter

le cas général. Pour faciliter I'écriture, on dira que I'1, 's est une décomposition cyclique de
{z1,...,2n} si

(1) 21 € Fl,

(ii) I'; et I's contiennent chacun un élément qu’on notera N (abréviation de noeud) et

partitionnent les z;. On demande de plus que N soit le dernier élément de I'; et le

premier de I's.
(iii) si z; est dans I'; ou I'g, alors 1’élément qui suit z; ne peut étre que z;11 ou N,

(iv) on récupere 'ordre cyclique de I' si on lit les éléments de T'9\{N} & la suite des
éléments de I'1\{N}.

Par exemple, {z¢, 21, 22, N} et {N, 23, 24, 25} est une décomposition cyclique de {z1, 22, 23, 24, 25, 26}

mais pas {25, 21, N} et {N, z3, 24, 26, 22}
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29 21

29 21

z9 “1

z3 Z4

N } /

z3 24 24

FIGURE 3 — L’espace de modules M(D,) est un segment.

zZ2 21

)

23

z3 & 23 22

FIGURE 4 — On obtient 1'associahédre de Stasheff quand on considere I'espace de modules

M(Ds).
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Lemme 1.2. La variété topologique M(D,,) est une variété compacte de dimension n — 3.
Pour chaque décomposition cyclique T'1,T'y de {z1,...,2,} telle que T'y et T'a soient chacun
de cardinal supérieur a 3, on voit une copie de M(D,T'1) x M(D,T's) dans le bord de
codimension 1.

Cet espace de modules correspond a l’espace de modules de la courbe nodale formée de
deux disques épointés (D1,T'1) et (D2,T9) et o N est le neud. On peut résumer par la

formule suivante :

81/V1(D,1“) = U M(D,{Zj+17...,zn,21,...,Zi,N}) XM(D, {N,ZiJr]_,...,Zj}).
I<i<j<n
j—i=2
n—(j—i)=2
Par exemple, il n’y a que deux décompositions cycliques de {z1, 22, 23, 24} qui vérifient

les conditions du lemme :
1. Iy = {Zl,ZQ,N} et I'y = {N, 2’3,2’4},
2. I'1 = {Z4,Zl,N} et I'y = {N, 2’2,2’3}.

Démonstration. On applique le théoreme de compactification de Deligne-Mumford et on sait
qu’on cherche des courbes nodales stables N avec un nceud N tel que #N = (D, {z1,..., 2n}.
Nécessairement, les deux surfaces apparaissant dans la courbe nodale N seront des disques
épointés. On sait donc que I' sera partitionné en deux ensembles I'1\{N} et I'2\{N}. La
condition de stabilité assure que les cardinaux de I'y et I'y seront plus grands que 3. Les
conditions (ii) et (iii) imposés sur les décompositions cycliques de I' assurent qu’apres
recollement le long du noeud on retrouve l'ordre cyclique de I'. Les conditions (i) et (iv)

permettent de ne pas compter plusieurs fois les mémes courbes nodales. ]

On va donner une autre description dans le lemme suivant afin de voir dans ce
cas simple les différentes approches qui permettent de construire la compactification de
Deligne-Mumford. Cette description sera celle utilisée dans la suite de la these car elle brise
la symétrie du probleme et isole z;. Or, dans la suite, z; sera I'unique pointe de signes

différents des autres pointes et jouera donc un réle particulier.

Lemme 1.3. La variété topologique M(D,,) est une variété compacte de dimension n — 3.
Le bord de codimension 1 de M(D,,) est :

61 M(Dn) = U M(D,{Zl,‘. . ,Zi,N, Zi4ly .- ,Zn}) X M(D,{N, Zid+1ye - ,Zj}).

1<i<j<n
2<j—i<n—2
Démonstration. Pour tout élément de M(D,{z1,...,2,}), on choisit 'unique représentant
D tel que z; soit envoyé sur 1, zo sur 7 et z, sur —i, ou D est identifié avec le disque

unité dans C. Les autres éléments z3, ..., 2,_1 se déplacent alors sur le demi-cercle reliant
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1 & —i. L’espace de modules est alors en bijection avec ’ensemble des configurations de
n — 3 points ordonnés sur un segment. Cet espace est clairement de dimension n — 3 et les
différents éléments du bord de codimension 1 sont obtenus quand des points se rejoignent

sur le segment [29; 2, ] ou touchent le bord. Distinguons quelques cas dans 'union du lemme.

On obtient les cas ou n > j > ¢ > 1 quand les points z;41,...,2; se rejoignent
en un unique point a l'intérieur du segment [z2; z,|. Les cas ou ¢ = 1 sont obtenus quand
les points 23, ..., 2; rejoignent le point z3. Finalement les cas ou j = n sont obtenus quand

les points z;11,..., 2,1 rejoignent le point z,. O

Dans la suite de la these, on notera M(D,.1) I'espace de modules des disques avec
n pointes positives et 1 pointe négative, M(D;1.,) 'espace de modules des disques avec 1
pointe positive et n pointes négatives, et M(D,, +1) st les signes des n + 1 pointes ne sont

pas précisés. La description ci-dessus est toujours valable.

1.2.2 Demi-cylindres épointés

On appelle demi-cylindre épointé un disque avec un point marqué intérieur et un
nombre arbitraire de pointes sur le bord. Selon que le point marqué intérieur est positif ou
négatif, on parlera respectivement de demi-cylindre positif ou négatif. On appelle un tel
disque un demi-cylindre épointé car D\{0} est homéomorphe & [0; +oo[xS*.

Considérons donc un disque avec n points marqués z1, ..., z, sur le bord et 1 point
marqué intérieur z avec un marqueur asymptotique. On remarque que le marqueur asymp-
totique détermine un point sur le bord du disque. On va distinguer deux cas pour la
suite : soit le marqueur asymptotique est aligné avec un point marqué du bord, soit il
pointe strictement entre des points marqués du bord. Cette distinction de cas correspond a
considérer ce qu’on appelle des chambres dans ’espace de modules total dans lequel il y a

toutes les structures complexes de tels disques sans se préoccuper de questions d’alignement.

On notera M(IN)}l) I’espace des disques avec n points marqués sur le bord et un
point marqué intérieur avec le marqueur asymptotique qui est aligné avec le premier point
marqué, et M (D)) I'analogue quand le marqueur asymptotique est aligné avec un point
dans l'intervalle ouvert ]z,; z1[. Des éléments de ces espaces sont représentés dans la figure

5. Si on souhaite spécifier le nom des pointes, on écrira aussi :
M(D, {221, .., 20}) et M(D, {z;21, ..., 2,})

ou z est 'unique pointe intérieure et zq, ..., z, les pointes sur le bord.
On décrit dans le lemme suivant la compactification de ces espaces de modules et

'espace M(D3) est représenté dans la figure 6.
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z
Z1 2

z3
<3

FIGURE 5 — A gauche, un élément de M(D}) et & droite un élément de M(D3)

Lemme 1.4.
(i) La variété topologique M(ﬁ}l) est une variété compacte de dimension n — 1.
Son bord de codimension 1 est composé de copies de M(Djy11) X M(ﬁ}%kﬂ) ot
n=k=>=2.
(ii) La variété topologique M(DL) est une variété compacte de dimension n.
Son bord de codimension 1 est composé de deux copies de M(ﬁ%) et de copies de
M(Djy1) x M(D}:_; 1) pourn =k = 2.

Démonstration. Pour chaque demi-cylindre épointé D, on choisit 'unique représentant tel
que z = 0 et ou le marqueur asymptotique vise 1. L’espace de modules M(D}) est donc en
bijection avec 1’espace des configurations de n points ordonnés sur S'\{1}, de dimension n.
Par contre M(IN)}L) est de dimension n — 1 car z; est fixé en 1. Commencons par donner
une description explicite du bord de codimension 1 de M(B}L) dans la compactification de
Deligne-Mumford. On sait qu’il s’agit des courbes nodales avec un nceud tel que lorsqu’on
recolle le nceud, on tombe sur 'espace de modules du départ. On voit qu’il y a deux cas
a distinguer selon que le nceud N coincide ou pas avec z; = 1 (i.e. le point aligné avec le

marqueur asymptotique) :

81/\/1(5}1) = U M(ﬁ, {Z; 21y .,Zi,N,Zj+1, .. ‘,Zn}) X M(D, {N,Zi+1, e ,Zj})

1<i<j<n
j—i>2

v U M(ﬁ,{z;N,ziH,...,zj}) X M(D,{N, 2j41,. .., Zn, 21, - -5 Zi})-
1<i<j<n
n—(j—i)=2

(1.2)

Quand des points se rejoignent en z; = 1, on voit qu’ils peuvent arriver des deux co6-

tés ce qui explique qu’on voie dans la deuxiéme ligne de (1.2) les pointes dans l'ordre

{Zj+1, ey Rmy Ry . .,Zi}.

Dans le cas de D}

,» cela ne peut pas se produire car z; et z, ne peuvent pas "tra-

verser" le point aligné avec le marqueur asymptotique. De plus, il y a deux nouvelles
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FIGURE 6 — L’espace de modules des disques avec un point intérieur et deux points sur
le bord est un cylindre. Quand on le découpe en plusieurs chambres selon I'alignement
des points sur le bord avec le marqueur asymptotique, on voit apparaitre deux triangles
inscrits dans le cylindre qui le remplissent. L’espace de modules M(DJ) est le triangle dont

Pintérieur est colorié en vert et l'espace ./\71(5%) est le segment bleu.
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possibilités de bord dans D} : quand 27 ou z, s’alignent avec le marqueur asymptotique. A

part cela, la description du bord de codimension 1 de M(D}) est similaire :

a1'/\/I(D'rll): U M(D,{Z,Zl,...,Zi,N,Zj_A,_l,...,Zn}XM(D,{N,ZZ‘+1,...,Zj})

o<igjsn
j—1=2

v M(IND, {z;21,...,2n}) U /\/l(ZN?, {z;2n, 21,y Zn—1)- (1.3)
O]

Remarquons que la distinction des cas selon ’alignement avec le marqueur asymptotique
rajoute artificiellement un bord intérieur a espace M(D2) : les deux copies de M(DL).
En effet M(D}) est une chambre (i.e. une cellule de dimension maximale) dans un espace

de modules total plus grand.

Dans la suite de la these, on notera M(ﬁ}i) I’espace de modules des disques avec
une pointe intérieure positive et n pointes sur le bord négatives tel que le marqueur
asymptotique vise la premieére pointe négative. On utilisera aussi les notations M(D,llf),

M(D}7) et M(Dy3).

1.2.3 Anneaux pincés

On appellera anneau pincé une courbe nodale composée d’un disque avec n + m + 2
points marqués sur le bord dont un noeud. On pourra voir la figure 7 pour voir I’anneau
pincé quand on attache les noeuds ensemble !.

Supposons que dans l'ordre trigonométrique, on voit n points marqués puis le noeud N
puis m points et finalement le noeud N. Pour préciser les notations, on va noter z1, ..., z,
et y1,...,Ym les points marqués situés respectivement sur les deux arcs de cercles délimités
par les deux noeuds. Si on considére que les noeuds N sont situés en —1 et 1, les points
sont ordonnés sur les arcs de cercles en partant du noeud —1 et en allant vers le noeud 1.
On note Dy.2., la surface pointée (D, {N, z1,..., 25, N, Ym,...,y1}) et on la notera aussi

pour unifier I’écriture avec la section suivante qui s’intéressera aux anneaux non pincés :

M(D7{Z17“'7Zn;N;y17"')ym})'

On va décrire une compactification géométrique de l'espace de modules M(Dy,.2.,) en
le considérant comme étant une chambre dans un espace de modules plus grand : celui de
tout les anneaux pincés ayant le méme ordre cyclique de pointes. Intuitivement, cela veut
dire qu’on laisse le droit aux z; et aux y; a "traverser le noeud" et a se retrouver sur le

méme arc de cercle que celui de départ mais de 'autre coté. Cet espace de modules plus

1. Il est utile de visualiser I’anneau pincé comme s’il s’agissait d’un anneau infiniment fin.



1.2. QUELQUES COMPACTIFICATIONS D’ESPACES DE MODULES 43
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FIGURE 7 — On munit 'anneau pincé de l'orientation de l'anneau induite par le sens
trigonométrique. Quand on le "déplie", cela induit une orientation particuliére sur le bord
du disque (a droite).

grand peut donc s’écrire :

U M(-Da{zl+i7"')ZTLJri;N;lerja"'7ym+j})'
i€Z/nZ
JEZ/MZ
On va maintenant décrire la compactification de 'espace de modules M(Dy,.2.,) et P'exemple
M(D1;2.2) est illustré dans la figure 8.

Lemme 1.5. La variété topologique M(Dy.2.m) est une variété compacte de dimension

n +m — 1. Son bord de codimension 1 est composé de
(i) copies de M(Dy,—i11.2:m) X M(D;y1) pourn =i > 2,
(ii) copies de M(Dp2:m—j+1) * M(Dji1) pour m = j = 2,

141) copies de n—i:2m—i) X o) pourn =120, m=2j53=20etn+m—12=
jes de M(Dy_inm—j) X M(Di.a.j >i>0,m>j=0 et 1>
i+5=1.

Les cas (i) et (i) se produisent quand des points parmi zq,...,2p OU Y1,...,Ym
respectivement se rencontrent. Le cas (ii1) arrive quand des points vont sur le noeud
N et créent une nouvelle bulle du méme type. En effet, le disque privé des deux noeuds
peut étre identifié a une bande infinie. Quand des points se rapprochent d’un noeud, c’est
comme s’ils partaient a 'infini dans cette bande. En reparamétrant la bande pres de l'infini,
on obtient donc deux bandes qui se séparent a la limite : c’est le cas (iii).

On peut écrire une formule explicite, ot on note z = 21, ..., zp et y = y1,.. ., Ym :

OM(D,{z; N;y}) =
U M(D7{Z17'"7Zi7NIaZj+17-"7Zn;N;y}) X M(D7 {NI,ZZ‘+17...,Zj})

n—j+i+mz=1
j—i=2
o U M(Da{Z;N;yla"'>yiaN,7yj+17'-'aym})XM(D;{vayH-l’"'ayj})

n+m—j+i=1
j—i=2
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U U M{z1, .z Ny, -, y5) X MDD {zig1, - 20 NiYjst, -, Ym ).

1<j+isn+m—1

On écrira quelques fois la derniere ligne M(2(1); N;ya1)) x M(2(2); N3 y(2)) pour signifier
que z et y ont été coupés en 2 ensembles z = z(1), 2(2) €t ¥ = y(1), Y(2)-
Dans la suite de la these, M(Dp.2.m, {#1,-- -, 2n; N;y1,...,ym}) désigne l'espace de

module muni des signes suivants : tous les z; ont un signe + et tous les y; ont un signe —.

1.2.4 Anneaux épointés

Lemme 1.6. Le groupe des biholomorphismes de Uanneau est difféomorphe & R x S1. I
s’agit des homothéties et des rotations. Un anneau avec points marqués sur le bord est

stable si et seulement s’il posséde au moins un point marqué sur chacun des deux bords de

l'anneau.
On considere un anneau avec ki pointes sur le bord intérieur qu’on note z1, ..., zx, et
k_ pointes sur le bord extérieur qu’on note 1, ..., yr_ numérotées dans ’ordre donné par

I’orientation. On va distinguer les cas selon l'alignement de z; avec les points y; situés sur

le bord extérieur. Le premier cas qui nous intéresse est celui ou z; pointe entre y;_ et y;.
k ~k R

On notera cet anneau A,*. D’autre part, on notera A, I'anneau épointé ot z; et y; sont

alignés (voir figure 9). Les espaces de modules s’écriront :

M(A {21,y 205Uty - -, Um ) €t M(K,{zl, e 2 YLy e Ym))-

Encore une fois ces conditions d’alignement permettent de partitionner ’espace de
modules de tout les anneaux avec k. points sur le bord intérieur et k_ points sur le bord
extérieur en plusieurs chambres. On s’intéresse & des chambres spécifiques dont on va
préciser maintenant la dimension et le bord. On pourra voir la figure 11 pour voir une
compactification de I'espace de modules total et le découpage en chambre dans le cas de
AL

Lemme 1.7.

(i) La variété topologique /Vl(gif) est une variété compacte de dimension k_ + k, — 1.

Son bord de codimension 1 est composé de :

(a) copies de M(Ejil) X M(Dy, —it1) pour k. —2>1i >0,

(b) copies de M(Eﬁ“l) X M(Dy_ _;41) pour k_ —2>1i>0,

(c) une copie de M(ﬁh) X M(ﬁi_),

(d) copies de M(Dj.2.5) x M(Dy, —io.5 —j) pour k— +ky —1>i435>1.

(i) La variété topologique /W(A’,zt) est une variété compacte de dimension k_ + k.

Son bord de codimension 1 est composé de :
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Y1

A1 Y2

Al

FIGURE 8 — L’espace de modules de tous les anneaux pincés avec (1,2) points est un
cylindre. Quand on le découpe en plusieurs chambres selon la rencontre de points avec le
noeud, on voit apparaitre deux chambres qui le remplissent. L’espace de modules M (D1;2;2)
est colorié en vert. Les segments colorés le sont pour anticiper le fait que cet espace de
module apparait comme le cas R = 0 de I’espace de module situé dans la figure 11 et pour
montrer comment ce bord se recolle sur ’espace de module plus grand de la figure 11.
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y 4 y4

segment Jy4; y1[

\
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point aligné avec z;

Y1
Y2

FIGURE 9 — A gauche, un élément de M(A3) et & droite un élément de M(A3).

(a) copies de M(AJTY) x M(Dy, —i+1) pourky —2>1i >0,

(b) copies de M(Afj:l) X M(Dg__ijy1) pour k- —2>1 >0,

(c) une copie de M(IN),;) x M(D}. ),
(d) copies de M(Dy_ .2.1_),
(e) deuz copies de M(/T]Zf)

Calculons la dimensions de M(A],zf) : les k4 + k_ points se déplacent librement sur des
espaces de dimension 1 et les parametres des rayons p; et py varient chacun sur R*. Cela
fait donc un espace de dimension k. + k_ + 2 qu’on quotiente par I'action de R x S' ce
qui enléve deux dimensions d’ou la formule annoncée. Il est de plus clair que la dimension
de de M(ﬁzf) est égale a celle de M(AIZJ:) moins un.

Explicitons maintenant comment les différentes courbes nodales apparaissent dans
le bord de notre espace de module. Il est important de remarquer que tout biholomor-
phisme de I'anneau fixe le parametre R = In (g—f) € [0; +0] (qu’on appelle le module de
I’anneau) et on va donc distinguer les cas selon que le bord de codimension 1 est situé sur
la fibre R =0, R = w0, et R €]0; +0].

Les cas (a) et (b) se produisent quand des points se rencontrent soit sur le bord

intérieur (cas a), soit sur le bord extérieur (cas b) pour R €]0; +o.

Le cas (c) arrive quand R = 400 et alors 'anneau se scinde en deux cylindres semi-
infinis. La condition d’alignement impose une restriction sur la position relative des deux
marqueurs asymptotiques. Pour fixer le deuxiéme degré de liberté (car on a deux marqueurs
asymptotiques), on demande que celui du demi-cylindre négatif soit aligné avec la premiere
pointe sur le bord. Le deuxiéme marqueur doit alors pointer soit sur |yi_;yi| soit sur y;

selon qu’on se place dans le cas de A ou A.
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FIGURE 10 — Le découpage de 'anneau en une bande permet de mieux voir comment
I’anneau pincé apparait quand le module tend vers 0.

Le cas (d) se produit quand R = 0 et 'anneau devient infiniment fin et donc se
pince en un point qu’on peut choisir étre celui aligné avec z; vu qu’on travaille sur une
chambre spécifique. On peut expliquer d’une autre maniére comment ’anneau pincé appa-
rait. Si pour chaque élément de I’espace de pré-modules de module suffisamment petit, on
choisit 'unique représentant tel que po = p; + 1 et 23 € RT*, le fait que le module In (%)
tende vers 0 correspond au cas ou pi1, pa — +00. On peut alors se représenter ’anneau
comme une bande [—r;7| x [=1;1]/(—=7r,t) ~ (r,t) et avec z; = (0,1) (cf figure 10). Quand
p1, p2 — 40, cela signifie que r — +00 et donc que la bande devient infinie, le point a
I'infini correspondant au point opposé a z;. On voit 'anneau pincé apparaitre.

Quand z; et y; ne sont pas alignés, on voit sur le bord de la bande infinie qui corres-
pondait au bord extérieur les éléments y1,...,yr_ qui apparaissent dans le "bon" ordre.
Par contre, sur le bord de la bande infinie qui correspondait au bord intérieur, on voit
une permutation cyclique de z1,..., 2, . Quand on suppose que les points z1 et y; sont
alignés, on voit que la distance sur la bande entre z; et y; devient elle aussi infinie ce qui
correspond au fait qu’on voit & la limite deux bandes infinies (donc deux anneaux pincés)
avec I'une qui contient z; et 'autre y;. Toutes les combinaisons de pointes sur les deux
bandes infinies qui sont compatibles avec I’ordre cyclique et le fait que z1 et y1 ne soient

pas sur la méme bande peuvent alors se produire.

Finalement le cas (e) est une conséquence du fait qu’on travaille sur une chambre
de l'espace de modules d’anneaux total et on voit apparaitre un bord "intérieur' & l’espace

de modules. Il se produit quand soit y;_ soit y; se retrouve aligné avec z;.

On va maintenant donner des formules explicites pour les bords de codimension 1. Ces
formules sont techniques mais elles seront utiles dans la suite. On note z = z1,..., 2, et

Y =%91,...,Yr_. D’une part, on a :

alM(Av {Z; y}) =
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U M(A, {Zl, ey Zi,N, Zj+1, ey Zk+;y}) X M(D, {N, 7 N ,Zj})
Iigy<ky
2<)—1

V) U MAAN, zig1, .-, 2555}) X M(D{N, 2j41, o5 2y, 215 - - -5 Zi})
1<i<j<ky
2<k‘+*j+’i

% U M(Au{z;y17"‘7yi7N7yj+17"'7/yk,})XM(-Du{N7yi+17‘°'7yj})
0<i<y<k
2<j—1

U M(DL,. {N,z}) x M(D}_,{N.y})

(& U M(Dk:+;2;k:7,{Zl+ia"'7Zk++i;N;yla"'ayk’f})
1€Z/k+Z

U M(A, {z;y}) U M(A, {Z; 9, y1,- Uk 1))

Et d’autre part :

HM(A {z;y}) =
U M(g, {Zl, . ,Zi,N, Zj+1, e ,Zk+;y}) X M(D, {N,Z»H_l, .. .,Zj})

1<i<j<ky
2<j—i

U U M(A AN, zig1, .., 2555} X M(D{N, 2jq1,. ., 2y, 21, - - - Zi})
1<i<j<ks
2§k‘+*j+i

U U M(Aa{z;yh'"7yi7Nayj+17”'7yk,}) XM(D7{Nayi+17"‘7yj})
1<i<y<k_
2<j—1

Y U M(Av{Z;N,y’iJrla-"?yj})XM(D’{Naijrl""aykL»yla--'ayi})
1<i<y<k_
2<k_—jti

UMD, {N:z}) x M(DL_,{N;y})

U U M(D){Zj+l)"'azk+7zl)'"azi;N;yT‘Jrlv"’vyl})
kyzjzizl
k_zlzr=1

X M(-Da{Zi+17"')zj;N;yl+la'"ayk77yl)'")yT‘})'

(a)

(a)

(b)

(d)

Dans la suite de la these, les pointes situées sur le bord intérieur seront positives et les

pointes sur le bord extérieur seront négatives.

1.3 Données sur courbes nodales

En anticipant sur le chapitre 2, on va expliquer comment on peut recoller des don-

nées sur une courbe nodale afin d’en obtenir sur son recollé #N. Cela permettra par

exemple de définir des choix de structures presques complexes ou de termes de pertur-

bations hamiltoniennes qui se comportent bien sur la compactification de Deligne-Mumford.
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M(Dl;g;g) —y

(voire figure 8)

in ()

M(D}) x M(D})
(voire figure 6) ¢
FIGURE 11 — L’espace de modules M (A}) des anneaux avec (1,2) points sur le bord colorié

en vert fibre au dessus du parametre In (%) € [0; +o0]. L’espace de modules M(Z;) est
en bleu.
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Soit (S,I') une surface avec points marqués et ¥ € MP"(S). Un ensemble de coor-

données cylindriques pres des pointes de X est la donnée pour chaque pointe z
(i) d’un voisinage V, de la pointe z dans X,
(ii) d’un biholomorphisme, ¢, : R&™2) x [(z) — V,,

ou sgn(z) désigne le marqueur + ou — de z.

On définit ainsi le fibré des coordonnées cylindriques Cylg(X) au dessus de MP"(S). Si
N est une courbe nodale et N' € MP"(N), le fibré Cyly(N) est similaire : on demande des
coordonnées cylindriques pres des pointes et preés des nceuds (des deux cotés de chaque
nceud). On remarque que le groupe des biholomorphismes agit sur le fibré des coordonnées

cylindriques.

Prenons N une courbe nodale avec un unique nceud z; ~ z9, 21 positif et z9 né-
gatif. Supposons donnée une section lisse du fibré Cyly au dessus de MP"(N). On a donc
pour chaque élément N' € MP"(N) des coordonnés cylindriques prés de chacune des pointes
et notamment ., : [0; +oo[x] — V(21,N) et ¢, :] —0;0] x I — V{29, N'). Gréice & cette

section de C'yly, on peut définir I’application :

MPT(N) x [0; +o0[ — MP"(#N)
(N, R) = #pN. (1.4)

ou #rN est la variété complexe définie en (1.1). On rappelle aussi que I’ensemble des
points marqués vérifie : I'yn = I'n\{21, 22}

Cette application se reléve en un morphisme de fibrés :

# : Cyly x [0; 400 — Cylun
(Nv (QOZ)zEFN\{zl,@% Pz1yPzas R) — (#RN7 (QPZ)ZEF#N)' (1'5)

Toutes ces applications ont été définies sur MP" mais, quitte & prendre des objets
invariants sous I'action du groupe des biholomorphismes, on peut faire de méme sur M.
Par abus de notation, on appellera Cyly le fibré des coordonnées cylindriques qu’il soit

considéré au-dessus de MP"(N) ou au-dessus de M(N).

Donnons nous une section s de C'ylg, on dira que cette section a été choisie de maniere
cohérente avec la compactification de Deligne-Mumford de M(S) si pour toute courbe
nodale N apparaissant dans la compactification de .S, il existe une section sy de Cyly
tel que pour N' € MP"(N) et R suffisamment grand, s(#rN) et #rsy (cf formule (1.5))

coincident en tant que coordonnées cylindriques au dessus de #gN.
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Prenons (5,T") une surface épointée. On suppose avoir choisi une section de Cylg
de maniére compatible avec la compactification de Deligne-Mumford de M(S). On se

donne un fibré F tel que :
(i) Fn est un fibré défini au-dessus de MP"(N) pour toute courbe nodale N,
(ii) I'application # : MP"(N) x [0; +00[— MP"(#N) se prolonge en un morphisme de
fibrés Fy — Fun.

On dira alors qu’une section s : MP"(S) — Fg est compatible avec la compactification
de Deligne-Mumford de M(S) si

(i) s est invariante sous 'action du groupe des biholomorphismes,

(ii) pour toute courbe nodale N apparaissant dans la compactification de Deligne-
Mumford de M(S), il existe une section sy de Fy tel que s et sy coincident

via # des que R est suffisamment grand.

On aurait pu aussi considérer un fibré au-dessus de la variété a coin M(S) et dire
que les sections compatibles sont les sections de ce fibré au-dessus de la variété a coins.
La version présentée ci-dessus est cependant différente car on demande une stabilisation
des données pres des coins vis-a-vis de cartes spécifiques. Cela permettra de recoller plus

facilement les équations de Floer.

Afin de construire des données compatibles avec la compactification de Deligne-Mumford
d’un espace de module, I'idée générale est assez simple méme si techniquement compliquée.
On choisit des sections des fibrés au-dessus des strates les plus profondes de 1’espace
de module. Ces choix imposent des conditions sur des voisinages de ces strates les plus
profondes a cause de la condition de compatibilité. On cherche alors a prolonger ces choix
en remontant progressivement vers la strate de dimension maximale. Afin de pouvoir

prolonger, on utilisera la contractibilité des fibrés considérés.

1.4 Ce qu’il faut retenir

Dans la suite, on considére des espaces de modules de surface épointée et on suppose
avoir fixé des coordonnées cylindriques pour chaque élément de l’espace de modules pres

des pointes de maniere compatible avec la compactification de Deligne-Mumford.

Soit S une variété de dimension 2 avec un ensemble de points marqués I', les points
étant ordonnés et avec signes. Quand on dit qu’on se donne 3 un élément de ’espace
de modules MP"(S,T") (souvent noté MP"(S) pour raccourcir les notations), cela signifie

qu’on a :

(i) une structure complexe j sur § = S\T,
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(ii) des coordonnées cylindriques au voisinage de chacun des pointes, c’est a dire des
applications biholomorphes ¢, : I(z) x R%*2) — V ou I(2) est [0;1] ou S* selon que

la pointe est sur le bord ou intérieure, et ou V est un voisinage de z dans S,
(iii) ce choix doit étre invariant sous 'action des biholomorphismes,

(iv) ce choix de coordonnées doit étre compatible avec la compactification de Deligne-
Mumford.

On se réferera a la section 1.3 pour une définition précise de la compatibilité avec la
compactification de Deligne-Mumford. Cela veut dire approximativement que les choix
de coordonnées cylindriques se stabilisent quand on se rapproche du bord de I'espace de

modules M(S) ce qui permet d’assurer que ces choix restent bien définis pour les courbes

nodales qui apparaissent dans le bord.



Chapitre 2

Equation de Floer, transversalité

et compacité

2.1 Un peu de géométrie symplectique

Dans cette section, on présentera juste les notions clés qui serviront dans le reste
du manuscrit. On invite le lecteur & se référer a [Gei08], [Wei79] et [Wenl0] pour des
introductions au sujet. On recommande aussi les livres [MS04] et [Sei08b] qui ont servi de

références pour les chapitres 1 et 2.

2.1.1 Variétés symplectiques, domaines de Liouville

Une wvariété symplectique est un couple (M, w) tel que :
(i) M est une variété sans bord de dimension 2n,
(ii) w est une 2-forme différentielle,

(iii) dw =0,

) w

(iv) w™ est une forme volume sur M ou, de maniére équivalente, w, est une forme

quadratique non-dégénérée pour tout x € M.

On dira que la variété symplectique (M,w) est ezacte si elle a une forme de Liouville,
c’est-a-dire une 1-forme A qui vérifie dA = w. Dans ce cas, on notera X le champ de

Liouville qui est I'unique champ de vecteur vérifiant : ix,w = A.

Une variété de contact (avec forme de contact) est un couple (Y, «) tel que :
(i) Y est une variété sans bord de dimension 2n — 1,
(ii) « est une 1-forme différentielle de Y,

(iii) a A (da)™ ! est une forme volume sur Y.

93
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Le champ d’hyperplans ¢ = ker(a) s’appelle la structure de contact de la variété Y L.

On remarque que (£, da) est un fibré symplectique au-dessus de Y.

A toute variété de contact (Y, a), on peut associer sa symplectisation SY . Plusieurs
définitions de la symplectisation d’une variété de contact coexistent dans la littérature et

on va donner 3 définitions différentes :
a) S.Y =]0; +0[, xY munie de la forme symplectique exacte w = d(rmia) ou my est la
3 ymp q 2
projection,
b) S,Y = R; x Y munie de la forme symplectique exacte w = d(elm¥a) ou m est la
Yy 2
projection,
c) S.Y = {(q,p) € T*"Y;ker(p) = munie de la forme symplectique exacte w =
q
wT*y|Scy.

Les applications suivantes fournissent des symplectomorphismes :

SpY —» S Y et SY —» 5.

(r,y) — (e",y) (r,y) = (y,ra).

Dans la suite, on notera SY la variété S,Y donnée dans la définition (a). La variété SY
est donc une variété symplectique exacte munie de la forme de Liouville ra ou « désigne,
par abus de notation, la 1-forme 75« avec my : SY — Y la projection. On utilisera aussi

les demi-symplectisations positives et négatives : S.Y = [1;+0o[xY et S_Y =]0;1] x Y.

On va regrouper ces définitions dans la notion de domaine de Liouville. Un domaine de

Liouwille est un couple (X, \) tel que :
1. X est une variété compacte de dimension 2n a bord 06X,
2. X est une 1-forme de Liouville pour X (I'intérieur de X),
3. le champ de Liouville X est sortant sur le bord ¢X.

Si (X, ) est un domaine de Liouville alors (60X, \) est une variété de contact (par
abus de notation, on identifie A et i*X ot 7 : 0X — X). On peut donc dire qu'un domaine
de Liouville est une variété symplectique exacte a bord positif contact.

On définit aussi la complétion d'un domaine de Liouville (X, \) comme la variété

symplectique exacte et non compacte suivante :

X =X U S4(0X)
=X U [l;+oo[x0X.

1. On peut définir de maniére plus intrinseque la notion de variété de contact sans spécifier une forme
de contact particuliere. On n’a pas choisi cette approche dans le manuscrit afin de simplifier la présentation
qui suit.
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Le flot de Liouville donne un plongement :

[1—¢;1] x X = Vois(0X)

(r,y) = Pty (®)-

En utilisant ce plongement pour recoller le long de 0X ~ {1} x X, on peut munir X
d’une structure de variété symplectique lisse et exacte. On appelle X la partie compacte de
X et [1; +0[x0X le bout cylindrique de X.

Un cobordisme de domaines de Liouville? W est un couple de domaines de Liouville

(X0, X) tel que Xy < X. La complétion d’un cobordisme W est :

—

W = (X, X()) = Xgu X\X@ U [1; +OO[><§X.

On écrira souvent W sous une forme légerement différente pour mettre en évidence un
bout de la symplectisation négative de 0. X¢. Pour tout 6 > 0, on peut plonger |J; 1] x 0.Xy —
Xy via le flot du champ de Liouville de Xy. On peut donc écrire pour tout > 0 :

W = (Xo\ 16:1] x 6X0)u]8; 1] x 0Xo U X\Xo U [1; +o0[x0X.

Par abus de notation, on s’autorisera quelques fois a prendre § = 0 dans la description

ci-dessus et a écrire alors :
W = (Xo\ ]0;1] x 0X0)u]0;1] x 80X U X\Xo U [1; +o0[x0X.

Il sera utile de considérer une autre complétion que cette dernieére quand on a un cobordisme

de domaines de Liouville : Xy < X. On notera :
X\Xo = S_(0X0) u X\Xo U S+ (8X) =]0;1] x 8Xo U X\ Xo U [1; +00[x 0X.

On pourra voir des illustrations de ces différentes complétions dans la figure 17.

On va définir les notions de lagrangienne et legendrienne dans les différentes variétés

vues ci-dessus.

1. Si M est une variété symplectique, une lagrangienne L dans M est une sous-variété de

dimension n sur laquelle w s’annule : ¢jw = 0 ou if, : L — M.

2. Si M est une variété symplectique exacte, une lagrangienne exacte L est une sous-variété

de dimension n tel que ¢7 A est une 1-forme exacte.

3. Si Y est une variété de contact, une legendrienne A est une sous-variété de dimension

n — 1 tel que i} (o) = 0 (ou de maniere équivalente, on peut demander que T'A  §).

2. Cet objet est aussi appelé dans la littérature cobordisme de Liouville avec remplissage du bord négatif.
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4. Si X est un domaine de Liouville, une lagrangienne exacte a bord legendrien est une
sous-variété de dimension n tel que L n X soit une lagrangienne exacte et tel que

L n 0X soit une legendrienne.

5. Si X est un domaine de Liouville et L une lagrangienne exacte a bord legendrien, on
définit la complétion de L par : L = L U [1;+00[x(L n 0X). On dira que L est une
lagrangienne a bout cylindrique.

6. Si (X, Xg) est un cobordisme de domaines de Liouville, alors un cobordisme lagrangien®

est un couple (L, L) ou L est une lagrangienne dans X, Ly est une lagrangienne dans
X(] et LozLﬁXo.

Dans ce manuscrit, on travaillera systématiquement dans des variétés symplectiques

exactes et toutes les lagrangiennes seront supposées exactes.

2.1.2 Flots hamiltoniens et flot de Reeb

On va définir maintenant des champs de vecteurs sur ces variétés.

Flots hamiltoniens

Sur une variété symplectique M, un hamiltonien est une fonction
H:Mx|[0;1] - R

tel que H(-,1) = H(-,0) (on parle aussi de hamiltoniens périodiques et on peut aussi
considérer de maniére équivalente des hamiltoniens H : M x S' — R ot S! = R/Z). On

notera :

Hy = H(,t).

Si H est un hamiltonien, on note Xy le champ de vecteur hamiltonien défini par
I’équation, pour t € [0;1],
QJ(XHt, ) = —dHt.

Ce champ de vecteurs est bien défini et unique car w est une 2-forme non dégénérée. Le flot
hamiltonien (gof{ )ter est le flot de ce champ de vecteurs qui vérifie donc I’équation pour
tout z € M,
Sl () = X, (el (@)
Une orbite périodique hamiltonienne de H est une 1-orbite du flot hamiltonien c’est-a-
dire un point x € M tel que

1 (z) = .

3. L’appellation est encore une fois non standard. On pourrait définir d’autres types de cobordismes
lagrangiens.
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On dira qu’une orbite est non dégénérée si (dgp{{)x :T.M — T,M n’admet pas 1 comme

valeur propre. L’action hamiltonienne d’une orbite hamiltonienne est donnée par la formule

1
Ap(y) = Ll VA - fo H(y(t).1) dt

suivante :

ot y(t) = ¢f ().

Si Ly, L1 € M sont deux lagrangiennes, une corde hamiltonienne de Ly a Ly est

une corde de temps 1 du flot hamiltonien, c¢’est-a-dire un point x € M tel que :
x€ Loy et o (x) e Ly.

On dit qu'une corde hamiltonienne est non dégénérée si (dpt), (T Lo) intersecte transver-
salement Tso{{ (@)L ;
(dp1)e(ToLo) ® Tty L1 = Tyt (M.

L’action hamiltonienne d’une orbite hamiltonienne est donnée par la formule suivante :

J )\ — JH

[0;1]

1

JAC dt—JH
0

oit ¢(t) = ¢ (x) est la corde hamiltonienne.

Flot de Reeb

Sur une variété de contact (Y, a), on peut définir le champ de Reeb comme 1'unique
solution R, des équations :

ip,a=1etig, da=0.

Le flot de Reeb est le flot (cpfa) de ce champ de vecteur. Une orbite de Reeb est une orbite
périodique du champ de Reeb c’est-a-dire un couple (z,7T) € Y x R** tel que

phe(z) = .

T s’appelle la longueur de l'orbite de Reeb. On définit de la méme maniere que pour
les orbites hamiltoniennes les orbites non dégénérées : une orbite est non dégénérée si
I’application

(d@T&)x ¢ 2 — &

x

n’admet pas 1 comme valeur propre.
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Si Ag et Ay sont deux legendriennes, une corde de Reeb reliant Ay ¢ Ay est un couple
(2, T) €Y x RT* tel que
x € Ao et o (x) € Aq.

T s’appelle la longueur de 'orbite de Reeb. On définit de la méme maniere que pour les

cordes hamiltoniennes les cordes non dégénérées, on demande la condition suivante :

(dp7*)e (TeBo) DT ey A1 = & ey

Quelques liens

Sur une symplectisation |0; +o0[ xY d’une variété de contact Y, on va faire le lien entre
les champs de vecteurs hamiltoniens et le champ de Reeb. On considére un hamiltonien

indépendant du temps et de la forme :

H :]0;+o[xY x [0;1] > R
(r,y,t) = h(r).

Alors le champ de vecteur hamiltonien vérifie X = h'(r)R,. Donc le flot hamiltonien
laisse la stratification {r} x Y invariante et les orbites périodiques du flot hamiltonien
sur la strate {r} x Y sont en bijection avec les orbites périodiques du champ de Reeb de

longueur A/(r). De plus I'action hamiltonienne d’une orbite v vaut
Ag(y) =rh'(r) — h(r) = rT — h(r).

Ces orbites hamiltoniennes viennent en S'-familles car le hamiltonien est indépendant
du temps : si x est le point de départ d’une orbite, alors gpf{ () est aussi le point de départ
d’une orbite pour tout ¢t € S?.

Si Ag et A sont deux legendriennes de Y alors les cordes hamiltoniennes reliant R x Ag
a R x Aj sur la strate {r} x Y sont en bijection avec les cordes de Reeb reliant Ag a A; de
longueur h'(r). De plus on a une formule similaire pour action hamiltonienne d’une corde
c:

Ag(e) = rh/(r) — h(r) = rT — h(r).

2.2 Indices de Conley-Zehnder

Dans cette section, on va définir I'indice de Conley-Zehnder des orbites hamiltoniennes,
orbites de Reeb, cordes hamiltoniennes et cordes de Reeb et relier ces notions en s’inspirant
de Darticle [BO09b]. Ces indices seront utiles pour calculer des indices d’opérateurs de

Fredholm et des dimensions d’espaces de module.
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2.2.1 Indices de Conley-Zehnder d’orbites
Orbites hamiltoniennes

On considére des orbites hamiltoniennes contractiles v d’un hamiltonien H défini sur
une variété symplectique X 2" exacte. On supposera aussi que la premiére classe de Chern
s’annule ¢ (TX) = 0.

Soit H : X x S' — R un hamiltonien et (v,0,) un couple formé d’une orbite ha-
miltonienne contractile de H, v : S' — X, et d’un remplissage oy D? — X, de cette
orbite, i.e. o, se restreint a 7 sur le bord du disque D?. Remarquons que o3 TX est un

fibré symplectique sur D?, un espace contractile. Ce fibré est donc trivialisable :

o*TX ~ D? x R
D? D2,

Grace a cette trivialisation, on peut considérer dgpgl : Tyo)X — Ty X comme une
application symplectique de R?”. On obtient donc un chemin d’applications symplectiques
doH :[0,1] — Sp(2n).

Si on suppose que l'orbite hamiltonienne est non dégénérée, alors dpl! n’a pas 1
comme valeur propre. D’apres [AD10], on peut calculer I'indice de Maslov d’un tel chemin
et cela nous définit ’indice de Conley-Zehnder de (v, 0,) : CZ(7y) = p(dpll)

Si on choisit un autre o, pour la méme orbite hamiltonienne v qu’on note 0’7, alors
on va trouver un indice de Conley-Zehnder qui différera de 2 fois la classe de Chern
c1(T'X) appliqué a la sphere o, #0”,. L'hypothese c1(TX) = 0 assure donc que I'indice de

Conley-Zehnder est bien défini indépendamment du choix de o.

Si 'orbite hamiltonienne est dégénérée, on peut quand méme associer un indice au
chemin de symplectomorphisme : on utilise pour cela I'indice de Robbin-Salamon [RS93]. 11
s’agit alors d’un demi-entier et on pose RS(7) = RS(dp!'). Les deux définitions coincident
si lorbite 7 est non dégénérée : RS(vy) = CZ(y).

Orbite de Reeb

On suppose que ¢1(§) = 0.
On fait essentiellement la méme chose sur la variété de contact (Y"1 a).Siy: St > Y
est une orbite périodique contractile de R, de longueur 7', alors grace a un choix de

remplissage o : D? — Y, on va associer un indice de Conley-Zehnder & cette orbite y. On
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trivialise o*¢ :

i
0':;5 ~ D2 XFQVLQ
D? D2

Ainsi on peut considérer d(pg(’ ; : §&4(0) = &y(p) comme un chemin de symplectomor-
phisme : dp;* ‘ ¢ [0,T] — Sp(2n — 2). Le fait de supposer l'orbite de Reeb non dégénérée

implique que d(p?”‘ n’a pas 1 comme valeur propre. On peut donc définir I'indice de

Conley-Zehnder de (vy,0) :
CZp(y) = p (dw. "\5) :

Un autre choix de remplissage 0'7 différent de o, fera que I'indice de Conley-Zehnder
differera de 2 - {c1(§), o), #0).
Lien entre les deux définitions sur une symplectisation

Soit un hamiltonien H :]0; +o[,xY — R indépendant du temps sur la variété symplec-
tique exacte ]0; +o0[, xY munie de la 1-forme ra. Supposons que cet hamiltonien s’écrit
H(r,y) = h(r) et pour simplifier, supposons aussi que h'(r) > 0 partout. Dans ce cas,

d’apres la section 2.1.2 :
Xy =W (r)Ry avec ix,w = —dH.

Le flot hamiltonien préserve les sous niveaux {r} x Y. Les orbites 1-périodiques du flot
hamiltonien sur ce niveau sont exactement les orbites périodiques du flot de Reeb R, de

longueur A'(r) et viennent en S'-familles car H est indépendant du temps .
Le flot hamiltonien est donc dégénéré, on doit utiliser I'indice de Robbin-Salamon.
Notre but est de comparer cet indice de Robbin-Salamon avec I'indice de Conley-Zehnder

de l'orbite de Reeb en suivant [BO09b].

On décompose T(Y xR) = £@® R- 2 @®R- R, ot £ = ker a, puis on écrit la

matrice dp}! dans cette base :
® 1 0
3 R"(r)t 1

L’indice de Robbin-Salamon est tel que RS(dp!) = u <d<p§°(‘r)t é) + Lsign(h"(r)) car

l’orbite de Reeb étant non dégénérée, le chemin de matrices symplectiques dgof,?r) .| est
3

dei’ = deyii,,

non dégénéré aussi.
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Cela permet de conclure que si vy est une orbite hamiltonienne sur [1; +o0[,xY au
niveau r associée a une orbite de Reeb g sur Y, alors

RS() = OZn(ym) + gsign(h'(r)).

On pourra voir dans [CEFHW96] et [BO09D] la suite logique de cette construction ot on
perturbe la S'-famille d’orbites hamiltoniennes v en deux orbites non dégénérées v™" et

~
de ~

AT ot ot on compare I'indice de Robbin-Salamon de « et les indices de Conley-Zehnder

N et 4% On trouve alors que :

; 1
CZ(y™n ™) = RS(7) £ 5

N =

= CZr(vR) + %sign(h”(r)) +

Si on avait fait les mémes calculs pour 2/(r) < 0, on aurait

1 0
£® R"(r)o 1

—CZn(vr) + %sign(h”(r)).

ot

dgph’?r)t

ce qui nous donne

RS(7)

2.2.2 Indices de Conley-Zehnder de cordes
Corde hamiltonienne

On se donne ¢ : [0,1] — X une corde hamiltonienne entre deux lagrangiennes L et L'
tel que ¢(0) = x € L et ¢(1) = 2’ € L'. On souhaite définir un indice de Conley-Zehnder
pour cette corde. On va se ramener a calculer I'indice de Maslov d’un lacet de lagrangiennes
dans R?",

Pour cela, on sait que dpf?(T,L) fournit un chemin de lagrangiennes dans TonX
et que la lagrangienne dcp{{ (T, L) est transverse & T,vL' dans T, X si la corde est non
dégénérée. On peut donc composer ce chemin avec un chemin court canonique qui permet
d’envoyer une lagrangienne sur une autre lagrangienne transverse. On obtient ainsi un

chemin

d H
T,L — dpH (T, L) <t T, 1.

Pour clore le chemin, il manque un chemin de lagrangiennes entre T,/ L’ et T, L pour
tout couple (z,x'), via des lagrangiennes dans Ty»nX ou vy est un chemin reliant = a x

dans X. Cela peut étre fait de maniére a ce que ce choix ne dépende que des composantes
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connexes de z dans L et de 2’ dans L' et cela est expliqué dans la section 4.1 de [EO17].
Si on compose ¢ et v et si on a une application o, : D?> — X dont le bord est exactement

c#ty, alors on peut trivialiser :

o*TX ~ D? x R?"
D? D2.

Sous cette identification, on a un lacet de lagrangiennes dans R?>" dont on peut calculer
I'indice de Maslov. Il s’agit de l'indice de Conley-Zehnder CZ(c).

On a fait deux choix : le choix du chemin reliant T,/L’ et T, L ainsi que le choix
de o.. L’indice de Conley-Zehnder est indépendant du choix de o, si ¢1(TX) = 0 et va
différer d'une constante si on effectue un autre choix de chemin. Comme on ne consideérera
que des différences d’indices de Conley-Zehnder dans la suite pour calculer les dimensions
d’espaces de modules, cette constante sera systématiquement éliminée de nos calculs et on

fera comme si elle n’existait pas.

Corde de Reeb

Les mémes techniques permettent de définir I'indice de Conley-Zehnder d’une corde de

Reeb quand on considere des lagrangiennes dans £ au lieu de T'X.

Lien entre les deux définitions sur une symplectisation

On se donne un hamiltonien H :]0; +00[, xY — R indépendant du temps sur la variété
symplectique exacte SY = (]0; +owo[xY, d(ra)) tel que H(r,y) = h(r). Supposons de plus
que h'(r) > 0 pour simplifier la situation. Rappelons que ce flot hamiltonien préserve les

sous-niveaux {r} x Y.

Si on se donne deux lagrangiennes coniques : L =]0;+ow[xA et L' =]0; +oo[x A’
alors les cordes hamiltoniennes reliant {r} x A et {r} x A’ sont en bijection avec les
cordes de Reeb reliant A et A’ de longueur A/(r). Considérons une telle corde hamiltonienne

creliant (r,y) € L a (r,y’) € L et notons cg,, la corde de Reeb correspondante reliant y & y/'.
Comme dpf (£) = Z + h"(r)tR, et TL = TA x RZ, on peut écrire que :

dp(TL) = dgo,]?,(r)t(TA) xR - <;T + h”(r)tRa) .
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Si on choisit les chemins qui relient T¢,. L' & T,y L comme relévement de chemins
qui relient T,y A’ a T, A, on voit que dans le lacet de lagrangiennes qu’on considere selon
qu’on calcule CZ(c) ou CZ(cpr,) il y a trés peu de changements. La seule chose qui change

e 1e . . . . 9 N 0
dans l'indice de Maslov est le chemin court canonique qui relie R (% + h" (r)Ra) a Ry
dans R? = RZ @ RR,.

Le chemin court consiste dans ce cadre a tourner dans le sens positif donc on voit que
si h"(r) > 0, on va faire un tour complet ce qui va augmenter I'indice de Maslov de 1 alors
que si A”(r) < 0, on ne changera pas 'indice de Maslov. Ce qui nous ameéne au résultat
suivant :

C2(c) = CZ(cg) +1si h'(r) >0,
CZ(cRr) si h'(r) < 0.

2.3 Equation de Floer a surface de Riemann fixée

2.3.1 Surface de Riemann épointée a bord cylindrique

On se donne une surface épointée (S,T") stable comme définie au chapitre 1 : S est une
surface, et I' un ensemble ordonné de points de S avec signes et marqueurs asymptotiques.
On se donne un élément de l’espace de modules MP"(S,T') : on choisit j une structure
complexe sur S\I' qui respecte les signes (cf section 1.4). On note ¥ la surface de Riemann
obtenue. On se donne des coordonnées cylindriques pres des pointes, c’est a dire des

biholomorphismes entre des voisinages de ces pointes et :
e ] — ;0] x St si il s’agit d'une pointe intérieure négative,
e [0;+oo[xS! si il s’agit d’une pointe intérieure positive,
e | — ;0] x [0;1] si il s’agit d’une pointe sur le bord négative,
e [0;+oo[x[0;1] si il s’agit d’une pointe sur le bord positive.
On note les coordonnées de ces surfaces modeles z = s + it ou ¢ est la structure
complexe, s est le parametre RE et ¢ est respectivement un élément de S* ou de [0;1] si la
pointe est respectivement intérieure ou sur le bord. On notera par la suite C'yl(X) le fibré

des coordonnées cylindriques pres des pointes de X.

A partir de maintenant, on supposera qu’une section du fibré des coordonnées cy-

lindriques a été fixée.

2.3.2 Structures presque complexes cylindriques

On note Jg(X) l'ensemble des applications lisses allant de ¥ dans les structures
presque complexes de X cylindriques pres des pointes c’est a dire ’ensemble des J €
C*®(X, End(TX)) vérifiant :
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e pour tout z € %, J(2)? = —Idry,

e pour tout z € 3, w(-, J(2)-) est une métrique Riemannienne sur X,

e au voisinage d’une pointe, J(s + it) ne dépend que de t.

On remarque que Jg définit ainsi un fibré au-dessus de MP"(S,T") et que la fibre est convexe.

Cela assure que I’ensemble des sections de Jg est un espace convexe donc contractile.

2.3.3 Terme de perturbation hamiltonienne

Le cas le plus général de terme de perturbation hamiltonienne sur une surface de
Riemann ¥ est le suivant. On se donne un hamiltonien H € C*(X x X, R) dépendant de la
surface ¥ et une 1-forme 3 € Q'(X) vérifiant :

e pres de chaque pointe z, Hgy i ne dépend que de ¢t € I(z), on notera cet hamiltonien
H=(t),

e pres des pointes, 5 = dt.

On associe & un tel hamiltonien une famille de champs de vecteurs Xy € I'(TX)* vérifiant

pour tout 2z € ¥, ix, w = —dH.. Xp, s’appelle le champ de vecteurs hamiltonien associé

a H,. On note alors B = Xy ® § une 1-forme d valeur dans les champs de vecteurs

hamiltoniens.

On note Bg(X) I'ensemble des 1-formes de ¥ & valeurs dans les champs de vecteurs

hamiltoniens tel que décrit ci-dessus :
Bs(X) = {B:TY - T(TM),38e QY(),3H e C*(X x X,R), B(v) = £.(v)Xp.}.

Le cas le plus simple est quand H, ne dépend pas de z. Dans ce cas, un terme de
perturbation hamiltonien est simplement un hamiltonien H € C*°(X,R) et une 1-forme
B € Q) qui vaut dt pres des pointes.

On remarque qu’on définit ainsi un fibré Bg au dessus de MP"(S,T") et que la fibre
est convexe. Cela assure que 'ensemble des sections de Bg est un espace convexe donc

contractile.

2.3.4 Equation de Floer

Pour (X, 7) € MP"(S,T), J € Js(X) et B € Bs(X), on appelle équation de Floer associée

a (%, 4, J, B) I'équation suivante d’inconnue u : ¥ — X de régularité H? :
(du — B)*! = (du — Xg(u) @ B3)*' =0 (2.1)
ou (du — Xg(u)®p) : TS — u*TX s’évalue en v € T, X de la manieére suivante :

(du — Xp(u) ® B)(v) = du(v) — B.(v) - Xp, (u(z)) € Ty X.
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On rappelle que 'équation (2.1) signifie que (du — X (u) ® 8) est (J, j)-holomorphe c’est-
a~dire que (du — Xpg ® ) oj = Jo(du— Xg ® ). 1l est aussi utile d’écrire explicitement

ce que devient cette équation pres d’une pointe :

2-(du— Xp, @)™ =du — Xp, ® B+ J(du — X, ® B)j
= (Osu-ds+ du-dt — Xp, -dt) + J(Osu - ds + Opu - dt — X, - dt)j
= (Osu-ds+ dwu-dt — Xp, -dt) + J(—0su-dt + dpu - ds — Xg, - ds)
= (Osu + J(Opu — Xp,))ds + (—J0su + Opu — Xp, )dt.

Donc I’équation de Floer est équivalente prés d’une pointe a I’équation :
Osu + J(Ou — X, (u)) = 0. (2.2)

2.3.5 Conditions asymptotiques

On choisit un ensemble de décorations lagrangiennes, c’est-a-dire des lagrangiennes
L¢ dans X pour chaque composante connexe C' du bord 0¥ = 0(S\I'). Pour chaque
pointe z sur le bord, on note L§ et L les lagrangiennes associées aux deux composantes
connexes de 0% adjacentes a la pointe z. Si z est une pointe positive, Lj est la lagran-

gienne située avant la pointe pour I'orientation de 03 et 'inverse si z est une pointe négative.

Pour z une pointe et H* : X x I(z) — R un hamiltonien dépendant du temps (qui a

été fixé en section 2.3.3 par le choix de B), on définit A(z, H*) comme étant :
¢ 'ensemble des orbites hamiltoniennes de H? si z est une pointe intérieure,
e 'ensemble des cordes hamiltoniennes allant de L§ a L si z est une pointe sur le bord.

On se donne un ensemble de convergences asymptotiques, c’est-a-dire pour chaque
pointe z € I'; on choisit un élément c, € A(z, H?).

On définit Uespace des solutions de l’équation de Floer associée a (X, j,J, B) avec

conditions (L,{c;}ser), noté S(X, j, J, B; L,{c.}), comme étant l’ensemble des u : ¥ — X

de régularité H? vérifiant :

e u est solution de ’équation de Floer (2.1),

e si z € C ou C est une composante connexe de 0%, alors u(z) € L¢,
e pres d’une pointe positive z, Sli)r}rloou(s +it) = c,(t),

e prés d'une pointe négative z, limoou(s +it) = c.(t).
5——

2.3.6 Transversalité

Théoréme 2.1 ([FHS95], théoreme 3.1.6 de [MS04] et section 4.4 de [MS17]).

Fizons (3,7, B) des données et (L, {c,}) des conditions définies comme ci-dessus c’est
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a dire que :

(i) (X,J) est une surface de Riemann épointée,

(ii) B est un terme de perturbation hamiltonienne sur X,
(iii) L est un ensemble de décorations lagrangiennes,

(iv) pour chaque pointe z, c, est soit une corde hamiltonienne reliant deuz lagrangiennes
soit une orbite hamiltonienne de H? selon que z est une pointe sur le bord ou

intérieure,
(v) toutes les cordes et orbites hamiltoniennes sont non dégénérées.

Alors il existe un sous-ensemble dense Jreq de J(X) tel que pour tout J € Jreq, l'espace

des solutions de l’équation de Floer S(X,j,J, B; L, c) est une variété de dimension finie.

2.4 Espaces de modules de solutions de I’équation de Floer

On veut maintenant définir un espace de solutions de 1’équation de Floer sans que cela
dépende du choix de la structure complexe (X, ) € MP"(S,I'). On va donc faire ce qui
a été fait dans la section 2.3 en famille sur MP"(S,T). On recommence la présentation

depuis le début.

2.4.1 Conditions asymptotiques

Soit X une variété symplectique et (S,T") une surface épointée. On choisit dans 'ordre :
e pour chaque pointe z, un hamiltonien H* : R/Z x X — R périodique,
e un ensemble de décorations lagrangiennes (cf section 2.3.5),
e un ensemble de convergences asymptotiques non dégénérées (cf section 2.3.5).
On rappelle que pour toute pointe z, A(z, H*) désigne I'ensemble
- des orbites 1-périodiques du flot de H” si z est une pointe intérieure,
- des cordes hamiltoniennes allant de L§ a L si z est une pointe sur le bord.

Alors un ensemble de convergences asymptotiques non dégénérées est la donnée d’un

élément ¢, € A(z, H*) non dégénéré pour toute pointe z.

2.4.2 Choix des données
Tout les choix qu’on a fait dans la section 2.3 doivent étre faits en famille sur MP"(S,T').
On doit donc faire, dans ’ordre suivant, des choix de section :
(i) (Vi,¢2)zer du fibré coordonnées cylindriques pres des pointes Cyl(X) (2.3.1),

(ii) B du fibré des termes de perturbation hamiltonienne Bg (2.3.3) tel que pres de la
pointe z, B soit égal a Xpg- ® dt,



2.4. ESPACES DE MODULES DE SOLUTIONS DE L’EQUATION DE FLOER 67

(iii) J du fibré des structures presque complexes cylindriques Jg (2.3.2).

Tout ces choix doivent étre invariants sous ’action des biholomorphismes et compatibles
avec la compactification de Deligne-Mumford de I'espace de modules M(S,T") (voir 1.4).
On peut alors définir 1’équation de Floer pour un couple (X,u) ou ¥ € MP"(S,T) et
u:d— X

1
(du — B(%))%! = 5 (du — B(X) + J(X) o (du — B(X)) sz) = 0.
Dans la suite de cette section, on suppose que ces choix ont été fixés.

La procédure pour faire en sorte qu'un choix de données est compatible avec la
compactification de Deligne-Mumford est expliquée dans la section 9g de [Sei08b]. 1l faut
faire des choix de données sur les strates les plus profondes de 'espace de module de
surface. Ensuite, en recollant ces choix, on obtient des données pres du bord de la strate
de dimension +1. Comme les espaces de choix sont contractiles, on sait qu’on peut alors
prolonger ces données définies sur le bord a I’ensemble de la strate. On procede ainsi jusqu’a

arriver a I’ensemble de ’espace de modules.

2.4.3 Espaces de modules

Pour toute pointe z, on a déja choisi un élément de ¢, € A(z, H*) qui est donc soit une

corde hamiltonienne, soit une orbite hamiltonienne.

Si on se donne un couple (X, u) ou ¥ € MP"(S) et u € C*(X,u), on dit que u converge

prés de la pointe z vers ¢, si :
1. quand z est une pointe positive, 81’13100 u(ps(s +it)) = c,(t),
2. quand z est une pointe négative, SEr_rloou(goz(s +it)) = c(t).
On rappelle que ¢, est un biholomorphisme fixé qui va de R%9™(2) x | (z) dans un voisinage

de la pointe dans X et que I(z) vaut [0;1] ou S! selon que la pointe z est sur le bord ou &

I'intérieur de X.

L’espace des solutions de ’équation de Floer associés a tout ces choix (coordonnées
cylindriques, structures presque complexes cylindriques, termes de perturbations hamil-
tonienne, cordes c,, décorations lagrangiennes) est ’ensemble M?"(S, J, B; L¢, {H?, c,})
des couples (X, u) ou (X,7) € MP"(S,T) et ue S(X, 4, J(X), B(X); L, c) pour reprendre les
notations de la section 2.3.5. Pour étre plus explicite, cela signifie que u € C* (X, X) doit
vérifier :

1. u est solution de I'équation de Floer : (du — B(X))%! =0,

2. pour tout z € C, u(z) € L¢,
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3. u converge pres de la pointe z vers c,.

On remarque que le groupe des biholomorphismes agissant sur MP"(S,T") agit sur
I’espace des solutions de I’équation de Floer. L’espace de modules des solutions de I’équa-
tion de Floer M(S, J, B; L¢,{H?,c,}) est 'espace quotient de MP"(S, J, B; Lc, {H?,c.})
par cette action. Si on suppose que la surface (S,I") est stable, 'action du groupe des
biholomorphismes sur MP"(S,T") est libre par définition et le quotient définit donc bien
une variété. Quand les données nécessaire a la définition de cet espace de modules ont été

spécifiées, on notera souvent cet espace M(c,) pour simplifier les notations.

2.4.4 Transversalité

. . bl . _ Jr — Jr — .
On divise 'ensemble des pointes I' =T, o I, o I, U T . selon que les pointes
sont positives ou négatives et intérieures ou sur le bord.

On a alors le théoreme suivant qui est une conséquence directe du théoreme 2.1.

Théoréme 2.2 (Conséquence du théoreme 2.1).

On fize Lo, H?, ¢, des conditions de convergence et on choisit B une section de Bg
compatible avec le choix de H?. Pour un choix de section J de Jg générique, l'espace de
modules M(S, J, B; Lc,{H?,c,}) est une variété de dimension finie.

On a la formule suivante pour la dimension :

dim M(c;) = dim M(S,T) + nx(S) + Z (CZ(v}) —n)

+
Zerint

+ >, (CZ()—n) = Y (CZ(v7)+n)— ), CZ(c).

+ — —
2€0y g z€l, 2€0%50q

On propose une méthode pour retrouver rapidement cette formule dans la section 3.1.

2.4.5 Compacité et bord
Sur une variété compacte

On suppose que X est une variété symplectique compacte. Dans ce cas, les espaces
de modules considérés peuvent étre compactifiés en des variétés a coins : ce sont les
compactifications de Gromou-Floer. On va décrire seulement le bord de codimension 1 de
cette compactification et, par itération, on pourra comprendre la compactification totale.
Si N est une courbe nodale, on peut définir, de la méme maniére que précédemment,
I'espace de modules des solutions u de I’équation de Floer ayant MP"(N) comme domaine
de départ. Plus précisément, pour définir une équation de Floer sur une courbe nodale, on

demande que pour chaque noeud z; ~ zo :
1. les décorations lagrangiennes soient compatibles : LZ* = L?? pour € =0, 1,

2. les hamiltoniens coincident : H*' = H?2,
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3. on a choisi la méme corde hamiltonienne ¢ € A(zy, H*') = A(zy, H*?) des deux cotés

du nceud.

Dans ce cas, on peut recoller les structures presque complexes cylindriques et les termes
de perturbation le long d’un nceud et on peut aussi recoller les solutions de I’équation de
Floer. En effet, comme on a demandé des modeles standards pres des noeuds, les données

se recollent directement sur les variétés recollées (voir formule (1.4)).

Dans le bord de codimension 1 de M(S, J, B; L¢, H?, c,), il peut se produire :

(i) La surface de Riemann 3 € MP"(S,T") dégénere en une courbe nodale N de codimen-
sion 1 et les données pour définir I’équation de Floer sur N proviennent naturellement

de celles choisies pour S. Ce cas de figure est décrit par les éléments de

M(N;c,,c). (2.3)
Nedy M(S,T)
ceA(nceud, Hoeud)

(ii) L’équation de Floer dégénere pres d’une pointe de maniére similaire au cas d’une
équation de gradient dans le cas de ’homologie de Morse. Ce cas de figure est décrit

alors par (quand zg est une pointe positive) :

U M(S;(€2) 220, €) X MR x I(20); 2, €) (2.4)
zo€ell
CEA(Z(),HZO)

ot I(zg) est égal & [0;1] ou S* selon que la pointe zy est sur le bord ou intérieur. On
définira plus précisément au chapitre 3 'espace de modules M(R x I(zp); ¢z, ¢) (cela
est légerement différent du cas qu’on a considéré jusque la car on travaille sur une

surface épointée non stable).

Souvent ces deux cas peuvent étre décrits de maniere simultanée en considérant des
dégénérescences de S en surfaces nodales stables et non stables. En effet, les dégénérescences
de type (ii) n’apparaissent pas dans la compactification de Deligne-Mumford car R x I n’est
pas stable mais on a quand méme la propriété de recollement : S#R x I est homéomorphe
as.

On dira que les dégénérescences de type (i) viennent de la compactification de Deligne-
Mumford de l'espace de modules et que les dégénérescences de type (ii) sont de type
Floer.

4. Un lecteur attentif pourra remarquer que H™°¢%? n’a jamais été défini explicitement. Cela a été fait de
maniére cachée en choisissant un terme de perturbation hamiltonien B compatible avec la compactification
de Deligne-Mumford.
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Sur une variété non compacte

Prenons maintenant X une variété non compacte. Plus précisément, supposons que X

s’écrit comme la complétion d'un domaine de Liouville (voir section 2.1)
X = X U[1;+0[xdX.

On suppose que toutes les lagrangiennes considérées sont des complétions cylindriques
de lagrangiennes définies sur X. La partie non compacte de X est [1; +o0[ x0X et il suffit
donc de faire en sorte que toutes les solutions u de I’équation de Floer restent uniformément
dans une sous-partie compacte de X pour obtenir la compacité des espaces de modules.
Pour cela on demande que pour tout z € X et ¥ € MP"(S,T), si B(X) = HZfx, alors

d(H(2)Bs) € Q2() < 0. (2.5)

Dans ce cas, on sait que si a : X - Rt désigne la fonction projection sur R sur
[1; +00[x0X et égale a 1 ailleurs (qu’on a lissé pres de {1} x 0X), alors a o u vérifie le
principe du maximum (voir section (3c) de [Sei08a]). Donc aou < C ou la constante C' est
le maximum des a o ¢,(t) pour z € I' ce qui assure que les solutions de 1’équation de Floer

restent uniformément dans une sous-partie compacte de X.

On peut trouver une section B € B(X) qui vérifie la condition (2.5) si et seulement si

pour tout x € X
D J H (@)t — Y J HE(z)dt <0.
zer+ V1(2) zer- V1(2)

Dans ce cas, la description du bord de codimension 1 décrite dans le cadre des variétés
symplectiques compactes est toujours valable. De plus si la forme B vérifie la condition
(2.5), alors on sait que les éléments u € M(c;) font décroitre 'action, c’est-a-dire que s’il
existe u € M(S,T;c,), alors :

D1 Aps(e:) <)) Ap=(cz)

zel'— zel't

ou Ay désigne I'action hamiltonienne définie dans la section 2.1.2.

On peut aussi affaiblir la condition (2.5) et demander que 'inégalité ne soit véri-
fiée que sur la partie non compacte [1; +00[x X . Dans ce cas, le principe du maximum
s’applique de la méme maniére ce qui donne la compacité voulue. Cependant la décroissance

de l'action n’est plus vérifiée. On obtient quand méme une inégalité sur les actions pour B
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bien choisie :

D Aps(e) < Y Aps(e) +|| D) HP = > H* (2.6)
zel'— zel'+ zel'+ zel'~ 0, X
ol || - ||eo,x est la norme infinie calculée sur la partie compacte X < X.

2.5 Espaces de modules a parametres et cobordismes

Il est souvent utile de considérer des solutions de I’équation de Floer en famille sur
d’autres espaces que MP"(S,I"). Par exemple pour montrer une certaine forme d’indépen-
dance de l'espace M(S, B, J; L, H,c) en fonction du choix des sections B et J nécessaires
pour définir I’équation de Floer, on considere des solutions de I’équation de Floer en famille
sur l'espace MP"(S,T") x [0;1]. Notons P 'espace des parametres sur lequel on veut définir
I’équation de Floer et on suppose que le groupe des biholomorphismes de MP"(S,T") agit

sur P et que P est une variété compacte a coin. On définit alors

MP(P; L, H,e) = | ] M (p; L, H,c)

peP

et M(P; L, H,c) est égal au quotient de MP" par I’action du groupe des biholomorphismes.

Tout les théoremes de transversalité et de compacité valables dans le cas des so-
lutions de I’équation de Floer & parametres p € P fixé se transmettent aux espaces M(P)
et MP"(P) (dans le cas des surfaces épointées stables pour assurer que le quotient reste
bien une variété). La description du bord de codimension 1 est de méme similaire et peut

se résumer approximativement en la formule suivante :

HAMP)=M@P)u ] M(P)x MR x I(2);c,c)

zel'*
ceA(z,H?)

v U M(P) x M(R x I(z);¢,c.).
r

zel ™
ceA(z,H?)

2.6 Ce qu’il faut retenir

Equation de Floer

Pour définir une équation de Floer sur une surface de Riemann 3 € MP"(S,T') a valeurs
dans un domaine de Liouville X, on doit choisir une 1-forme # € Q'(X), un hamiltonien
H € C*(X x X, R) et une structure presque complexe dépendant de &, J € C* (X, End(T X))

tels que :
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1. dans des coordonnées cylindriques s + it pres des pointes, 8 = dt, Hs it et Js 4 ne

dépendent que de t,
2. pour tout z € X, J, est une structure presque complexe sur X.

L’équation de Floer s’écrit alors pour u: ¥ — X :
(du — Xg(uw) ® )"t = 0. (2.7)

Solutions de I’équation de Floer

Pour définir I’ensemble des solutions de ’équation de Floer, il faut faire un choix de
décorations lagrangiennes pour chaque composante connexe de d(S\I') et des cordes ou
orbites hamiltoniennes pour chaque pointe selon que la pointe est sur le bord ou intérieure.
L’ensemble des solutions de ’équation de Floer avec données (L, H, ¢) est alors l’ensemble

des u : X — X vérifiant :
1. w est solution de 'équation de Floer (2.7),
2. u converge pres des pointes vers les cordes ou orbites hamiltoniennes choisies,

3. u envoie les composantes connexes de 0(S\I') sur les lagrangiennes choisies.

Espaces de modules de solutions

Pour définir un espace de modules de solutions de ’équation de Floer, on procede
dans 'ordre suivant. On a (S,T") une surface épointée. Dans un premier temps, on choisit
I’ensemble des décorations lagrangiennes, des hamiltoniens H* périodiques pour chaque

pointe z € ' et des orbites ou cordes hamiltoniennes ¢, € A(z, H*) pour chaque pointe z.

Ensuite on sait qu’il existe une section B du fibré Bg des termes de perturbations

hamiltoniens qui sont compatibles avec les choix des H? et qu’il existe aussi une section
Je F(js).

L’espace MP"(S,B,J; L, H,c) est 'ensemble des couples (3,u) oun ¥ € MP"(S,T)
et u: ¥ — X est solution de I’équation de Floer avec données (L, H, ¢). On suppose que
cette action est libre (ce qui est automatique si (S,T") est stable) et on définit alors I’espace
de modules des solutions de I’équation de Floer M(S, B, J; L, H, ¢) comme le quotient de

MP" sous cette action.

Transversalité

Si toutes les cordes ¢, choisies précédemment sont non dégénérées, alors pour J
générique, tout les espaces M et MP" définis précédemment sont des variétés : la propriété
de transversalité est vérifiée. De plus, on a la formule donnée dans le théoreme 2.2 pour la

dimension de cet espace.
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Compacité

On veut que les espaces définis ci-dessus (espace de modules de solutions et espace de
solutions) soient compactifiables en des variétés compactes a coins : il s’agit de la compac-
tification de Gromov-Floer. On suppose que les conditions demandées précédemment pour
la transversalité sont vérifiées. Si on travaille dans une variété symplectique X compacte,

la compacité est automatique pour tout ces espaces de modules.

Dans le cas ou la variété est non compacte, on demande la condition suivante :

H(x)dt — ) Hi(x)dt <0
zel't 1(z) zel'— 1(z)

qui est notamment vraie si
Y H*< Y H”. (2.8)
zel't zel'—

Alors on peut choisir des termes de perturbations hamiltoniens qui rendent ’espace de

module compact.

Bord

Quand ’espace de modules M(S; (c;).er) est coupé transversalement et compact, on
peut décrire le bord de codimension 1 de cet espace. Les éléments de 01 M (S; (c.).er) sont

de deux types :

(i) les dégénérescences de type Floer qui font apparaitre des espaces de modules de

solutions définis sur R x I ou I = [0;1] ou S,

(ii) les dégénérescences dues a la compactification de Deligne-Mumford de M(S,I") qui

font apparaitre des espaces de modules de solutions définis sur des courbes nodales

dans 0, M(S,T).
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Chapitre 3
Etude d’espaces de modules

On présente un tableau récapitulatif (figures 12 et 13) qui sera surement utile au
lecteur tout au long de la these avec les principaux espaces de modules qu’on va utiliser.
On avait étudié au chapitre 1 des compactifications d’espaces de modules de surfaces de
Riemann et au chapitre 2 comment on pouvait définir des équations de Floer définies sur
ces compactifications. On va maintenant utiliser ces résultats pour définir des variétés
de solutions d’équations de Floer, calculer leurs dimensions et expliciter leur bord. On
conseille de lire d’abord le chapitre 4 et de se reporter aux figures 12, 13 et au chapitre 3

quand cela est nécessaire.

3.1 Calcul d’indices d’opérateur de Fredholm

En s’inspirant de la section 4.1 de [EO17], on va présenter une maniére simple de
retrouver des formules de dimension pour tous types d’espaces de modules de courbes
solutions de I’équation de Floer ou pseudo-holomorphes. On rappelle que si P est un espace
de parametres (par exemple un espace de pré-modules d’une surface épointée) sur lequel

I’équation de Floer est définie avec conditions asymptotiques ¢, alors :
dim M(P;c)) = dim(P) + ind(D,.) — dim(Aut) (3.1)

ou D, est I'opérateur de Fredholm de I’équation de Floer a parametre p € P fixé et Aut
désigne ’ensemble des automorphismes de I'espace de pré-module de la surface épointée
considérée.

Si ¢ est une corde hamiltonienne, alors 'opérateur de Fredholm associé a I’équation de
Floer définie sur le disque avec une unique pointe sur le bord est noté o (c) si la pointe
est positive et o_(c) si la pointe est négative. De méme on définit 'opérateur o (y) (resp.
o_ (7)) associé a I’équation de Floer défini sur la sphére avec une unique pointe positive

(resp. négative) et condition asymptotique 7 prés de cette pointe. On a le lemme suivant :
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Nom de I’espace
de modules

Dessin de la surface

Dessin holomorphe
avec conditions

Application qui

Disque épointé

(selon conditions épointée ) utilise
asymptotiques) asymptotiques ces espaces
C1 ()] C3
Disque épointé
"‘71+ z U v Structure de
M(Di;1) Ax-algebre sur
ou 5C«(C)
M(617627C3;b) Z; Zg_
b
c

Structure de

M(D; i) Ag-cogebre sur
ou SC4(A, Lo)
M(C7 b17 b27 b3)
Demi-cylindre
négatif épointé Application

M(D,T)
ou

M(; b1, b2, b3)

~ Open-Closed
M(Dy3)
on oc
M(Ch C2, C3; ’7)
Demi-cylindre
positif épointé Application

Closed-Open

CO;

FIGURE 12 — Partie 1 du tableau récapitulatif.
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Nom de I’espace
de modules
(selon conditions
asymptotiques)

Dessin de la surface
épointée

Dessin holomorphe
avec conditions
asymptotiques

Application qui
utilise
ces espaces

Anneau épointé

Cl1 Ccy C3

JYUL

M(cr, e, c3:q; b1, b2)

A
Y2

AU

bo b1

M ( AIZ t) Homotopie
. Ay
ou :
M(ClacQaC3;b1’b2) Q] l I {p
b b1
Anneau épointé € ¢ %
avec conditions . U U
d’alignement
N Homotopie
M (&)
: A2
ou Q\: ﬁ
/\7(01,02,03;1?1’52) b.l b2
Anneau pincé 2o a
Z92 J U
M(Dkﬁ?%kf) p 23 icati
1 Application
q
ou N N F

FIGURE 13 — Partie 2 du tableau récapitulatif.
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Lemme 3.1 (Section 4.1 de [EO17]).
Si on considére des courbes d valeurs une variété symplectique X de dimension 2n,

alors on a les formules suivantes :

(i) sur une surface sans pointe S, ind(Dg) = nx(S),

(
(iii) ind(o—(c) =n— CZ(c),
(iv) ind(o1 (7)) =n+ CZ(7),
(v) ind(o (7)) =n—CZ(y)

De plus quand on recolle le long d’un noeud N deuz surfaces avec conditions asymptotiques,
lindice de l'opérateur sur la surface recollée est égal a la somme des indices des opérateurs

sur les surfaces de départ.

Avec ce lemme, on peut calculer I'indice d’'une équation de Floer définie sur une surface
quelconque S : il suffit de recoller les opérateurs o4+ au niveau de chaque pointe pour
obtenir une surface sans pointe et d’appliquer les formules du lemme. Par exemple I’'indice
de I'opérateur de Fredholm Dy associé a I’équation de Floer définie sur un disque avec
k pointes positives et [ pointes négatives sur le bord et des conditions asymptotiques

c1,...,CL et by, ..., b vérifie :

k k
ind(Diy) + Y ind(o—(c;)) + Y | ind(o. (b)) = ind(Doy) = n
=1 i=1

Et donc :

On va donner les formules similaires dans le cas ot on considere des équations pseudo-
holomorphes (sans termes de perturbations hamiltonienne donc) définis sur des bouts
cylindriques et conditions asymptotiques en cordes ou orbites de Reeb.

Si vg est une orbite périodique du flot de Reeb sur une variété de contact Y2"~! on
note o4 (yr) 'opérateur de Fredholm associé a I’équation holomorphe suivante :

w:SN\{z4} > R xY, du®! = O,ZILI?+ u(z) = {£oo} x 7.

Si cr est une corde de Reeb reliant A sur une variété de contact Y, on note o4 (c)

I'opérateur de Fredholm associé a 1’équation holomorphe suivante :

w: (D\{z4},0D?\{24}) = (R x Y,R x A), du®' = O,Zlir?+ u(z) = {£w} x c.
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Lemme 3.2. [DR16], [EES07], [BM04], [Bou02]
Si on considére des courbes a valeurs dans une symplectisation SY d’une variété de

contact Y de dimension 2n — 1, alors on a les formules suivantes :
(i) pour une surface sans pointe S, ind(S) = nx(9),
(i1) ind(o. (cr)) = CZ(cr) +1,
(iii) ind(o—(cr) =n — CZ(cRr),
(iv) ind(o+(yr)) = n+ CZ(yr) + 1,
(v) ind(o—(vr)) = n—CZ(yr) + 1.
De plus si on recolle deux surfaces le long d’un noeud sur le bord, l’indice de l'opérateur sur
la surface recollée est égal a la somme des indices moins un. Si on recolle deuz surfaces le

long d’un noeud intérieur, indice de l'opérateur sur la surface recollée est égal a la somme

des indices moins 2.

Par exemple 'indice de I’équation holomorphe définie sur un disque avec 1 pointe

positive et d pointes négatives avec conditions asymptotiques ¢, by, ..., bq vérifie :
d
ind(D) + Y (CZ(bi) +1) +n—CZ(c) = (d+ 1) =n
i=1

d
et donc ind(D) = CZ(c) + 1 — 2 CZ(b;).
i=1

3.2 Espaces de modules a hamiltonien fixé

Dans toute cette section, on va réintroduire les surfaces épointées (S, I") présentées au
chapitre 1 et décrire explicitement les espaces de modules des solutions de ’équation de
Floer définies sur ces surfaces comme dans la section 2.4. On rappelle que pour définir ces

espaces de modules, on a besoin de spécifier des conditions :

(i) un ensemble de décorations lagrangiennes c’est-a-dire une lagrangienne L¢ pour
chaque composante connexe C' de 0(S\I'),
(ii) des hamiltoniens pres de chaque pointe H* : I(2) x X — R,

(iii) pour chaque pointe z, un élément de A(z, H?) c’est-a-dire une corde hamiltonienne
de H* allant de L§ a L5 si z est sur le bord ou une orbite hamiltonienne de H* si z

est intérieure.

On doit ensuite construire les données nécessaires pour définir I’équation de Floer

c’est-a-dire :

(i) une section du fibré Bg des termes de perturbations hamiltoniens compatibles avec

les choix des H?,
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(ii) une section du fibré Jgeg des structures presque complexes sur TX.

On sait qu’il existe de telles données et on ne les construira pas explicitement. On peut
alors définir MP"(S,T", J, B; {L¢c}, {H?,c.}) et M(S,T,J, B;{Lc},{H?, c.}) de la maniére

suivante :

MpT(S7F’J7B;{LC}v{HZ7CZ}) = U S(E7j7j(2)73(2);{LC}7{HZ7Cz})
(Z,5)empr(S,I)

et M est le quotient de MP" sous 'action du groupe des biholomorphismes. On sous-

entendra la majorité des données pour raccourcir les notations et on écrira uniquement

M(c,).

On suppose systématiquement que les conditions nécessaires pour avoir des espaces
de modules transverses et compacts sont vérifiées. En particulier, dans tout ce chapitre,

toutes les cordes et orbites hamiltoniennes considérées seront supposées non dégénérées.

3.2.1 Surfaces épointées non stables
Spheére avec 2 points marqués

Plutot que de travailler sur le pré-espace de modules de la sphére avec 2 points marqués,

on va présenter une autre approche équivalente et plus standard dans ce cadre.

Prenons H : S' x X — R un hamiltonien et (.J;);eq1 un lacet de structures presque

complexes de X. On définit I’équation de Floer pour u: R x S! — X par
(du — Xp, @ dt)™ = 0 <= d,u + J;(8u — Xp, (u)) = 0.

Si on se donne maintenant deux orbites hamiltoniennes non dégénérées v et ~v_, on définit
MPT (4 ~4_) comme I'ensemble des u : R x S* — X vérifiant :

(i) w est solution de 1’équation de Floer,

(ii) w converge en +oo vers l'orbite v+, c’est-a-dire, Sli)grloou(s +it) = v+ (¢).
L’espace de modules qui nous intéresse est I’espace MP" (7+; ~v—) quotienté par I'action de

la translation le long du facteur R. On note cet espace M(vy4,v-).

Théoréme 3.1 (Théoréme 9.2.1 de [AD10]).

Si Jy est générique et vy # y— sont non dégénérées, l'espace M(vy4;y—) est une variété
de dimension CZ(vy) — CZ(y-) — 1. Le bord de codimension 1 de sa compactification de
Floer notée M(~y.,v_) est égal a :

o1 M(yy,7-) = U M(ys57) x M(737-).
v orbite de H
CZ(y-)+1<CZ(v)KCZ(v4+)—1
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Disque avec 2 points marqués

Comme précédemment, on choisit de travailler sur R x [0; 1] plutét que sur l'espace de
pré-modules des disques avec 2 points marqués. Cette approche est plus classique dans la

littérature et équivalente.

Prenons Lg et L; deux lagrangiennes de X (on autorise Lo = L), H : [0;1] x X - R
un hamiltonien et (Ji)e [o;1] un segment de structures presque complexes. On définit

I’équation de Floer pour u : R x [0;1] — X par
(du — Xpg, ®dt)™ = 0 <= d,u + J;(6ru — Xp, (u)) = 0.

Soient ¢, et ¢ deux cordes hamiltoniennes non dégénérées allant de Lg a L1, on définit
MP"(cy;c) comme ensemble des u : R x [0;1] — X tels que :
(i) u est solution de I’équation de Floer,
(ii) u(R x {0}) < Lo,
(iii) w(R x {1}) c Ly,
(iv) w converge en 00 vers c4 c’est-a-dire limOO u(s +it) = c+(t).

S—T
L’espace de modules des solutions est 1’espace MP"(cy;c_) quotienté par Paction des

translations le long du facteur R. On note cet espace M(c4;c—)

Théoréme 3.2 (Chapitre 8 de [Sei08b]).
Si Jy est générique et ¢y # c_, Uespace M(cy;c_) est une variété de dimension
CZ(cy) — CZ(c—) — 1. Le bord de codimension 1 de sa compactification de Floer notée

M(cy;c_) est égal a :

OM(cy,c ) = U Mcx;e) x M(c;eo).

¢ corde reliant Lo a Lj
CZ(c_)+1<CZ(c)<CZ{c4)—1

3.2.2 Disques épointés
Une pointe positive et un nombre arbitraire de pointes négatives

On travaille sur 'espace de modules M(Dy,;), représenté dans les figures 3, 4 et 12,
des disques avec une pointe positive et k pointes négatives sur le bord ou k£ = 2. Suivant la

section 2.6, on choisit :
1. la méme lagrangienne L pour chacune des k + 1 composantes connexes de 0D,

2. des cordes hamiltoniennes ¢*, b, ..., b, de H reliant L pour chacune des k + 1 pointes

sur le bord,

3. un choix compatible de 1-forme ( tel que 8 = dt pres des pointes et df < 0
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On note M(c™;by,...,bx), représenté dans la figure 12, 'ensemble des couples (D, u) ou
D e M(D1y), u: (D,0D) — (X, L) solutions de 'équation de Floer : (du— Xy ® )% =0

et convergeant pres des pointes vers les cordes choisies. On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 3.3 (Chapitre 9 de [Sei08b]).

On peut munir M(ct;by,...,bx) d’une structure de variété de dimension
k
dim M(c"5by, ... bg) = CZ(ct) = Y CZ(b;) + (k- 2)
i=1

=(CZ(c")—1) - Zk:(C’Z(bi) —1)—1.
=1

Quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de la compactification de Gromov-Floer

de cet espace de modules est décrit de la maniére suivante :

6/\7(c+; b) = U M(C+;bl,...,bi,b, bj+1,... ,bk) X M(b, bi+1,...,bj) (3.2)
bzcjﬂde
v U M(c"5e) x M(c;by, ..., by). (3.3)
c corde

On note de plus que dans l'union ci-dessus, CZ(b) ne peut prendre qu’une seule valeur si
on veut que l’ensemble considéré soit non vide. En effet il faut que CZ(b) vérifie :
J

(CzZb)—1)— > (CZ(b)—1) = 1.

r=i+1

Démonstration. D’apres la formule (3.1), on sait que la dimension de cet espace de modules

vérifie :
dim M(C+; bl, ce ,bk) = dimMpT(DkJrl) - dim(Aut(DkH)) + ind(Dc;b)

ou D,y désigne I'opérateur de Fredholm associé a I’équation de Floer avec conditions

asymptotiques ¢ et by,...,b,. Le lemme 3.1 assure que
k
ind(Dey) +n— CZ(c™) + Y CZ(b;) =n
i=1

et donc que ind(D.,p) = CZ(cT) — Zle CZ(b;). D’autre part d’apres la section 1.2.1, on
sait que dim MP"(Dgyq) = k+ 1 et que dim(Aut(Dg41)) = 3. On retrouve ainsi la formule
annoncée pour la dimension de M(c™;by,. .., bg).

La description du bord découle des formules (2.3) et (2.4) : les cas j > ¢ + 1 dans (3.2)

correspondent & des dégénérescences dues a la compactification de I’espace de modules de
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D; j. Les autres éléments du bord (j = i+ 1 dans (3.2) et (3.3))) sont des dégénérescences
de type Floer. O

Une pointe négative et un nombre arbitraire de pointes positives

On considere I'espace de modules M(Dy.;) des disques avec une pointe négative et k

pointes positives (représenté dans les figures 3, 4 et 12). Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la méme lagrangienne C' pour chacune des k + 1 composantes connexes de 0D,

2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées cq, ..., c; de H reliant C' pour chacune des

k pointes positives sur le bord,
3. une corde hamiltonienne non dégénérée b de kH reliant C,

4. un choix compatible de 1-forme B vérifiant dB = 0 et B = Xy ® dt dans des
coordonnées cylindriques pres des pointes positives et B = Xy ® dt pres de 'unique

pointe négative.

On note M(cq,...,cp;b), représenté dans la figure 12, 'ensemble des couples (D, u) ou
D e M(Dyy) et u: (D,0D) — (X, L) vérifie (du — B)®! = 0 et converge prés des pointes

vers les orbites choisies.

Théoréme 3.4. On peut munir M(ci,...,cg;b) d’une structure de variété de dimension
k
dim M(cq, ..., ck;b) Z (CZ(c;) —n)—(CZ(b) —n) + k — 2.
=1

Quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de Gromov-Floer

est décrit de la maniére suivante :

OM(ct,. .., cpb) = U M(ciz1,. ., ¢55¢) x M(e1, ... ,6,¢,Cj41, ., C; b)
i<j
¢ corde

U U M(ct, ..., ;b)) x M(V';b).

b’ corde

Démonstration. Ce théoreme est dual au théoreme 3.3 et les mémes techniques de preuve

fournissent le résultat. O

A partir de maintenant, les espaces qu’on considére servent & définir des applications.
11 faudra que ces applications commutent aux opérations de cobordisme (cf section 3.3) a
la fois en entrée et en sortie. On se donnera systématiquement deux hamiltoniens H et K

ou H jouera le role d’entrée et K celui de sortie.
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3.2.3 Demi-cylindres négatifs

Par demi-cylindre négatif, on entend les espaces de modules introduits a la section
1.2.2 c’est-a-dire des disques épointés avec une pointe intérieure négative et un nombre

arbitraire de pointes positives sur le bord noté D,;

Avec marqueur asymptotique pointant sur la premiére pointe

Considérons ’espace de modules M(ﬁi;) des disques avec 1 pointe intérieure négative
avec marqueur asymptotique et k_ pointes positives sur le bord et tel que le marqueur
asymptotique de la pointe intérieure soit aligné avec la premiere pointe sur le bord, comme

représentés dans les figures 5 et 12.

On se donne H, K deux hamiltoniens et ry,...,r; des entiers plus grands que 1
tels que :
(’I“1+"'+T‘k)H<K.

Suivant la section 2.6, on choisit :
1. la méme lagrangienne C' pour chacune des k + 1 composantes connexes de ¢D,
2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées cy,...,c, de riH, ..., rp,H reliant C,
3. une orbite hamiltonienne non dégénérée v de K,

4. un choix de 1-forme a valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B tel
que B = X,, g ® dt preés des pointes positives z; et B = Xx ® dt pres de la pointe
négative et dB < 0.

On note alors /\7(01, ..., Ck;7Y), représenté dans la figure 12, 'espace de modules des
couples (D,u) ou D € M(lw?llﬁjr) et u: (D,0D) — (X,C) solution de I’équation de Floer
(du — B)*! = 0 et qui converge prés des pointes vers les cordes et orbites choisies. Un
lément de M (c1,...,ck;7y) est représenté dans la figure 12 ol on a dessiné en pointillé

Porbite 7 située a 'infini. On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.5 (section 5.3 de [Abol0]).

On peut munir M(Cl, .oy Ck;Y) d’une structure de variété de dimension
— k
dim M(ci,...,cp;7y) = Z(C’Z(ci) —n)+k—-1—-CZ(y)
i=1

De plus quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de
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Gromov-Floer (qu’on note encore M) est décrit de la maniére suivante :

8]\/1\/(0; v) = U M(Cl, co e y) x ML) (3.4)

~' orbite

CZ(y)=CZ(y)-1

v U M(Cig1,..-5¢55¢) X M(c1,..0,66,C,Cjg1, -+ Cl3 ) (3.5)
0<i<<g
¢ corde

v U M(Cjt1,-- - 6n,ct,. ., c5¢) X M(e, ¢, ..., ¢537) (3.6)
1<i<j<n
c corde

Démonstration. La formule de la dimension découle des méthodes décrites dans la section

3.1. On trouve en effet que 'opérateur de Fredholm associé a 1’équation a pour indice :

k
ind(De;,) = Y (CZ(e;) = n) — CZ(7)

i=1

et la section 1.2.2 assure que les automorphismes sont de dimension 3 et que 'espace de
prémodule est de dimension k + 2.
Dans la description du bord, les dégénérescences de type Floer correspondent aux cas

suivants :
(a) la ligne (3.4),
(b) les cas j =i+ 1 dans (3.5),
(c) lecas j =neti=1dans (3.6).
Le reste des dégénérescences vient de la compactification de Deligne-Mumford de

Pespace DL et on se réfere a la formule (1.2). O

3.2.4 Demi-cylindres positifs
Avec marqueur asymptotique aligné avec une pointe sur le bord

On travaille sur I’espace de modules M(ﬁif) des demi-cylindres positifs avec conditions
d’alignement et k£ pointes négatives sur le bord (voir section 1.2.2). On se donne deux
hamiltoniens H et K tels que H < K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la méme lagrangienne L pour chacune des k + 1 composantes connexes de D,
2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, ..., b, de K reliant L,

3. une orbite hamiltonienne non dégénérée v de H,
4

. un choix de 1-forme a valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B = Xy ® dt pres de la pointe positive et B = Xg & dt preés des pointes
négatives et dB < 0.
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On note alors M(y; by, ..., bg) I'espace de modules des couples (D,u) ot D € M(lw)llcf) et
u: (D,0D) — (X, L) solution de I’équation de Floer (du — B)%! = 0 et qui converge pres

des pointes vers les cordes et orbites choisies. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.6. On peut munir Mv(*y; bi,...,bg) d’une structure de variété de dimension

=1

k
dim M(vy1;b1,...,by) = CZ(v) — (2(02(@) 1)+ 1) .

De plus quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de

Gromouv-Floer est décrit de la maniére suivante :

OM(v;by, ..., by) = U M) x M(3'5b1, .., by)
~' orbite
CZ(1)=CZ(7)-1

Y U M(V;bla"'abhbvbj#*la"'7bk) XM(b;bilea""bj)

O<i<j<k
b corde

U U ./f\/lv("}/;b,bi+1,...,bj) ><M(b;bj+1,...,bk,b1,...,bi).
1<i<j<k
b corde

Démonstration. Ce théoreme est dual au théoréme 3.5 et la méme preuve s’applique. [

Avec marqueur asymptotique pointant entre la derniére et la premiére pointe

On travaille sur ’espace de modules M(D,i) des disques avec une pointe intérieure
positive et k pointes négatives sur le bord et tel que le marqueur asymptotique de la pointe

intérieure pointe sur l'intervalle |zx; 21| du cercle unité.

On se donne deux hamiltoniens H et K tels que H < K. Suivant la section 2.6,

on choisit :
1. la méme lagrangienne L pour chacune des k + 1 composantes connexes de ¢D,
des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, ..., b, de K reliant L,

une orbite hamiltonienne non dégénérée v de H,

= W

un choix de 1-forme a valeurs dans les termes de perturbation hamiltoniennes B
tel que B = Xy ® dt prés de la pointe positive et B = Xg ® dt preés des pointes
négatives et dB < 0.

On note alors M(~;by,...,b;), représenté dans la figure 12, 'espace de modules des
couples (D,u) ou D € M(Dif) et u: (D,0D) — (X, L) solution de I’équation de Floer
(du — B)%! = 0 et qui converge prés des pointes vers les cordes et orbites choisies. On a

alors le théoréme suivant :
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Théoréme 3.7. On peut munir M(~;b1,...,b;) d’une structure de variété de dimension
k
dim M(y;b, ..., bx) = CZ(v) = Y (CZ(bi) - 1).
i=1

De plus quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de

Gromouv-Floer est décrit de la maniére suivante :

oMb = ) M) x MO b b (3.7)
~' orbite
CZ(g')=CZ(g9)-1

Y U M(’Y;blv"'7bi7babj+17"'abk) XM(b;bi-‘rla"':bj) (38)

I<i<j<k
b corde

O M1, ... bg) U M (i by, b, - .. be1). (3.9)

Démonstration. L’indice de 'opérateur de Fredholm associé a I’équation de Floer avec ces

conditions asymptotiques est égal a :

k
ind(D.yp,) = CZ(y) — Y, CZ(by).
i=1
L’espace de pré-module est de dimension k + 3 et les automorphismes sont de dimension 3.

On retrouve donc la formule annoncée.

Dans la formule pour le bord, les dégénérescences de type Floer correspondent aux cas

suivants :
(a) ligne (3.7),
(b) cas j =i+ 1 dans (3.8).

Le reste du bord correspond a des dégénérescences dues a la compactification de Deligne-

Mumford et on retrouve la formule (1.3). O

3.2.5 Anneaux pincés épointés

A partir de maintenant C et L désignent deux lagrangiennes telles que, pour tout
hamiltonien considéré, il existe une unique corde hamiltonienne allant de L a C qu’on
note ¢. On travaille sur 'espace de modules M(Dy,.2,) des anneaux pincés avec k pointes
positives, [ pointes négatives et 2 pointes qui forment un nceud sachant que les deux
nceuds marquent la séparation entre pointes positives et négatives (cf figure 7). Les pointes
positives sont ordonnées dans le sens indirect et les pointes négatives sont ordonnées dans

le sens direct.
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On se donne 71, ..., des entiers plus grands que 1 et deux hamiltoniens H et K tels
que :
(ri+---+r)H < K.
Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la lagrangienne C' pour chacune des k + 1 composantes connexes de ¢D touchant au

moins une pointe positive,

2. la lagrangienne L pour chacune des [ + 1 composantes connexes du bord de ¢D

touchant au moins une pointe négative,
des cordes hamiltoniennes non dégénérées cy,...,ci de r1 H, ..., rpH reliant C,
des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, ...,b; de K reliant L,

la corde hamiltonienne ¢ de H allant de L a C pour le noeud,

SR A el

un choix de 1-forme a valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B = X, g ® dt pres des pointes positives z; et B = X @ dt pres des pointes
négatives, B = X g ® dt prés du noeud et dB < 0.

On note alors M(cy,...,ck;q;b1,...,b;), représenté dans la figure 13, 'espace de modules
des couples (D, u) ot D € M(Dy.2.) et u: (D,0D) — (X, L u C) solution de I'équation
de Floer (du — B)*! = 0 et qui converge prés des pointes vers les cordes choisies. On a

alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.8. On peut munir M(ci,...,ci;q;b1,...,b) d’une structure de variété de
dimension

k l
dim M(cy,...,cr; ;b1 ..., 01) = D (CZ(e;) —n) = Y CZ(bi) +k+1—1
i=1

i=1

k l
= <Z(CZ(C¢) —n)+ (k- 1)) - (Z(CZ(bi) - 1)) .
i=1 i=1

Quand cette variété est de dimension 1, le bord de sa compactification de Gromov-Floer

peut étre décrit de la maniére suivante :

6/\7(01,...,ck;q;b1,...,bl) =
U M(Czurl,...,cj;c) X M(Cl,...,CZ',C,CjJrl,...,Ck+;q;b1,...,bl)

¢ corde reliant C
0<i<j<k

Y U M(Cb'"7C/€;Q;b1a"'abi7b7bj+17"'abl)XM(b;bi+1a---7bj)

b corde reliant L

o<i<g<l

% U M(Cl,...ci;q;bl,...,bj) ><M(Ci+1,...Ck;q;bj+1,...,bl).
0<i<k
0<y<l

O<i+jy<k+l
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3.2.6 Anneaux épointés
Avec alignement de deux pointes

On travaille sur 'espace de modules d’anneaux M(/Tf) avec k pointes positives sur le
bord intérieur, ! pointes négatives sur le bord extérieur et tels que les premieres pointes de

chaque bord soient alignées (voir figure 9)

On se donne 7y, ..., r; des entiers plus grands que 1 et deux hamiltoniens H et K tels
que :
(T1+"'+T‘]€)H§K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la méme lagrangienne C' pour chacune des k + 1 composantes connexes du bord

intérieur de J0A,

2. la méme lagrangienne L pour chacune des [ + 1 composantes connexes du bord

extérieur de 0A,
3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées cy,...,c, de riH, ..., rp,H reliant C,
4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées by, ...,b; de K reliant L,

5. un choix de 1-forme a valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B = X, g @ dt pres de la pointes positive z;, B = Xx @ dt pres des pointes
négatives et dB < 0.

On note alors /\7(@1, ey Cky b1, ... by), représenté dans la figure 13, 'espace de modules
des couples (A,u) ou A € ./\/l(gf) et u: (A,0A) — (X,C u L) solution de I’équation de
Floer (du — B)%! = 0 et qui converge prés des pointes vers les cordes choisies. On a alors

le théoréeme suivant :

Théoréme 3.9. On peut munir M(cl, ceyCry b1, b)) d'une structure de variété de
dimension
— k l
dim M(ci,...,cpb1,...,0) = <2(CZ(C¢) —-n)+k— 1) — (2(02((%) - 1)) .
i=1 i=1

De plus, quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de

Gromouv-Floer est décrit de la maniére suivante :

OM(c;b) = U M(cist,. . rcji¢) X M(cry. .o i e, ity e b)  (3.10)

¢ corde reliant C
1<i<j<k+1

v U M(cjs1,-- -5 ¢, €150, C55€) X./,\—/IV(C,Ci+1,...C]’;b) (3.11)

¢ corde reliant C
1<i<j<k
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() U M(C;bl,...,bi,b,bj_,_l,...,bl) XM(b;bi_;,_l,...,bj) (312)
b corde reliant L
I<i<j<l

() U M(C;b,bi+1,...,bj) ><M(b;bj+1,...,bl,bl,...,bi) (313)

b corde reliant L

SIEVAS

Y U Mv(clv"wck;’}/) XMV(/Y;bla‘-'abl) (314)
v orbite
Y U M(Cj+1,---,Ck,Cl,-..,Ci;q;br+1,.-.,bt)
kzjzizl
Iztzr=1
X M(Ci+1, - G554, bt+1, .. .,bl,bl, o .,br) (3.15)

ot q est l'unique corde hamiltonienne reliant L a C.

Démonstration. On trouve la dimension en appliquant le lemme 3.1. En effet des calculs

directs assurent que l'indice de 'opérateur de Fredholm associé & I’équation vérifie

k I
ind = Y (CZ(c;) —n) = Y. CZ(by),
i=1 i=1
que lespace de pré-module est de dimension k +1 — 1 + 2 et que les automorphismes sont
de dimension 2.
On va expliciter d’ou viennent les différentes dégénérescences. Pour plus de détails, on

pourra se référer a la preuve du lemme 1.7.

(a) Dans (3.10), les cas j =i + 1 correspondent & des dégénérescences de type Floer et les
cas j > i + 1 apparaissent dans la compactification de Deligne-Mumford quand une

bulle ne contenant pas c¢; se forme sur le bord intérieur.

(b) Dans (3.11), le cas j = n et i = 1 correspond a la dégénérescence de type Floer pres
de c1. Les autres cas correspondent a la formation d’une bulle contenant ¢; sur le bord
intérieur.

(c) Les cas (3.12) et (3.13) sont similaires aux deux précédents si on considere des bulles

sur le bord extérieur et non intérieur.

(d) Le cas (3.14) arrive quand le module de I'anneau tend vers I'infini et que ’anneau

devient infiniment grand. Il se scinde alors en demi-cylindres.

(e) Le dernier cas (3.15) arrive quand le module de anneau tend vers 0 et on renvoie a la
preuve du lemme 1.7 pour expliquer pourquoi on voit alors deux anneaux pincés, I'un

contenant c¢; et 'autre b;. ]

Sans alignement de pointes

On travaille sur I’espace de modules d’anneaux M(Af) avec k pointes positives sur

le bord intérieur et [ pointes négatives sur le bord extérieur. On demande aussi que la
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génératrice passant par la premiere pointe positive intersecte I'intervalle entre la derniere

et la premiere pointe négative du cercle intérieur (cf figure 9).

On se donne 71,...,7, des entiers plus grand que 1 et des hamiltoniens H et K
tels que :
(ri+-+r)H < K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la méme lagrangienne C' pour chacune des k + 1 composantes connexes du bord

intérieur de J0A,

2. la méme lagrangienne L pour chacune des [ + 1 composantes connexes du bord

extérieur de 0A,
3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées cq, ..., c de r;H reliant C,
4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées by, ...,b; de K reliant L,

5. un choix de 1-forme a valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B = X, g ®dt pres des pointes positives z; et B = X @ dt pres des pointes
négatives et dB < 0.

On note alors M(cy,...,ck;b1,...,b), représenté dans la figure 13, ’'espace de modules
des couples (A, u) ot A€ M(AF) et u: (A,04) - (X,C U L) solution de I’équation de
Floer (du — B)%! = 0 et qui converge prés des pointes vers les cordes choisies. On a alors

le théoréme suivant :

Théoréme 3.10. On peut munir M(cy,...,ck;b1,...,b) d’une structure de variété de

dimension :

k l
dim M(Cl,. .o, Cey by, ,bl) = (Z(CZ(Q) - n) + (k — 1)) — <Z(CZ(bl) — 1)) + 1.

i=1 i=1

De plus quand cette variété est de dimension 1, le bord de sa compactification de Gromov-

Floer peut étre décrit de la maniére suivante (cf figure 14) :

8M(c,b): U M(Ci+17"'7cj;c)XM(Cl>"'7ci7cacj+17'"7Cl€;b17"'7bl)

c corde reliant C
1<i<j<k

Y U M(Cj+1,...,Ck,Cl,...,Ci;C) XM(C;Cier-"?Cj;b)

¢ corde reliant C'

<i<y<

Y U M(Cla'--ack;bla"'7biab7bj+1>"'7bl)XM(b;biJrla"'vbj)

b corde reliant L
0<i<y<l

Y U M(Cla"'ack;’}/)XM(’V;bla'--abl)

v orbite
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v U M(Cl-}-i,---;Ck+i;q;b17---;bl)
qe@mi
1€Z/kZ

UM(er, . ekibr, b)) w Mens o eks by by brg)
ot q est l'unique corde hamiltonienne reliant L a C.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoreme 3.9 et les espaces de modules

apparaissant dans le bord sont illustrés dans la figure 14. O

3.3 Espaces de modules de cobordismes entre hamiltoniens

On devra souvent considérer des limites et colimites indicées par des hamiltoniens. Il
s’agit donc cette fois de décrire des espaces de modules qui permettent d’interpoler entre
différents hamiltoniens

Dans cette section, on ne va pas traiter exactement de la méme maniere les cas ou
on a considéré un seul hamiltonien H pour définir les espaces de module dans la section
3.2 et ceux ou on a utilisé deux hamiltoniens H et K. La raison est simple : dans les
premiers cas, les espaces de modules serviront a définir des structures de complexes de
chaines alors que dans les deuxiémes cas, ils serviront & construire des morphismes entre ces
complexes de chaines (cf chapitre 4). Or quand on définit des applications, il faut montrer
des compatibilités avec les applications de continuation des "deux cotés". C’est pour cela

qu’on parlera de cobordismes complets ou de cobordismes partiels.

3.3.1 Cobordismes complets

Dans un premier temps, on va présenter I'idée générale pour traiter les cas des disques
épointés, spheres épointées et demi-cylindres. On notera S une surface épointée qui peut
donc étre soit un disque épointé, soit une sphere épointée soit un demi-cylindre.

On se donne deux hamiltoniens H < H' et on veut que H soit I’hamiltonien associé a
toutes les pointes positives et H’ celui associé aux pointes négatives. On note respectivement
By et By les formes qui auraient été celles utilisées dans la section 3.2 en considérant
respectivement le hamiltonien H ou le hamiltonien H'.

On construit alors une famille de 1-formes indicée par R qu’on note (B;)ier qui vérifie :
1. pour tout t € R, B, = Xy ® dt pres des pointes positives,

2. pour tout t € R, By = Xy ® dt preés des pointes négatives,

3. pour tout z € S, si t est suffisamment proche de +00, By(z) = By(z),

4. pour tout z € S, si t est suffisamment proche de —oo, Bi(z) = Bg(2).
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,\, M(es, c1, 25 ; b1, b2, b3)
M(CbCQa C3; b37 b17 b2)

~ M(ct, ca, ¢33 b1, b2, b3) (et autres permutations
(et M(c1, ca, ¢35 b1, b2,b3)) cycliques des ¢;)

Cc1 C2 C3 C1 C2 C3 1 C2 C3

0 : 0

D . — f
b.g by by b3 b1 by b3 b1 by
0
4 o

\’f Ul
S |

: mll
Tala A NN

b3 bl b2 bl b2
M(e1, ca, c35¢) M(e1, e, ¢35 b, b3) M(e1, 2, c337)
X X X
M(c; b1, b2, bs) M(b; by, bo) M(; b, ba, bs)

FIGURE 14 — Description du bord de codimension 1 de ’espace de modules d’anneaux avec
conditions asymptotiqges.
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On dira qu’une telle famille B; est admissible pour linterpolation entre H et H'.

On note alors Mp l'espace de modules UerM(B;) ou M(B;) désigne 'espace de
modules considéré avec I’équation associée a By : (du — Bt)o’l = 0. L’espace My sera
toujours de dimension égale a la dimension de M plus un. Le but dans les sections suivantes
sera juste de décrire le bord de ces espaces pour un choix particulier de familles B;. La
construction de familles B; admissibles est technique et longue, on ne le fera pas et on se
reportera a [EO17] pour un cas détaillé d’une telle construction (section 2.6 de [EO17]).

Donnons maintenant quelques exemples.

Disques épointés

On se donne H < H'. Sur 'espace de modules M(Dy,;) des disques avec une pointe
positive et k pointes négatives, on associe a la pointe positive I’hamiltonien H et aux

pointes négatives ’hamiltonien H’.

On se donne une famille de B; admissible pour I'interpolation entre H et H', des
cordes by, ...,br de H' et une corde ¢ de H. Alors Mg(c;b) désigne I'ensemble des triplets

(t, D,u) ou (D,u) est une solution de I’équation de Floer pour By c’est-a-dire
(du — B)" =0
et ol u converge pres des pointes vers les cordes choisies.

Théoréme 3.11 (Théoreéme 4.6 de [EO1T]).

Il existe une famille (Bt) de 1-formes admissible pour l'interpolation telle que

6MR(C;61,...,bk) = U M]R(C;bl,...bi,b,bj+1...,bk) XM(b;bi+1,...,bj;H/)

beFC(H')
i,J
v U M(c; s H) x Mg(c'by,...,b)
ceFC(H)
v U Mg(e;d) x M(5bq,... b H)
JeFC(H")

v U M(e;dy, ... dry H) x My(di;by,...,b5) X -o x Mr(dribi_ 41, .-,bg).

O=ip<---<ir=k
djEFC(H)
On pourra voir la figure 15 pour une illustration des dégénérescences apparaissant sur la

derniére et l'avant-derniére ligne.

La situation pour les disques avec pointes positives et une unique pointe négative est
similaire et il suffit d’inverser les roles de b et ¢ dans ’exemple précédent pour obtenir le
bord.
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H
t =+
H' A
/ 7 \
zone d’interpolation grisée —— t
Hl
J /\ t<<0
AN
Hl
b Wl Tl (AL TA
= —w0

H, HI H, HI / Hl \ / HI \

FIGURE 15 — En dehors des zones grisées, la forme B; est égale & By ou By. Le parameétre
t joue le role de hauteur de la zone d’interpolation. Différentes dégénérescences des espaces

de modules M(By; D1.4) sont illustrées dans cette figure quand ¢ tend vers 400 ou

— Q0.
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Demi-cylindres

On se donne H' < H. Sur 'espace de modules M(IND,ICJ:), on associe a la pointe positive

I’hamiltonien H et aux pointes négatives ’hamiltonien H’.

Théoréme 3.12. II existe une famille (By) de 1-formes admissible pour l’interpolation

telle que

OMe(vibi, b)) = | MOy H) x Me(v3b1,. . be)

v'eFC(H)
v U Mg (b1, bisbybisn, . by) X M(b;biga,. .., by H')
be FC(H')
o U MVR(V;b,biJrl)""bj) XM(b;ijrla"'abnabla"')bi;H,)
be FC(H')
v U MeOY) x MY, bes HY)
~'eFC(H')

U U ./’\\/l/(’y;dl,...,dr;H) XMR(deir—i-ly---ybkybla"-abh)-'-MR(dTSbiT,1+1a---7bi7«)-
dZEFC(H)

3.3.2 Cobordismes partiels

On va présenter I'idée générale pour traiter les cas des anneaux pincés et anneaux
épointés et on traitera un exemple graphiquement ensuite. Dans la section 3.2, on avait choisi
deux hamiltoniens H et K qui vérifiaient une certaine inégalité et H était ’hamiltonien
associé aux entrées alors que K était 'hamiltonien associé aux sorties. Supposons qu’on
souhaite interpoler 1'entrée et donc prendre H < H' tels que les couples (H, K) et (H', K)
vérifient tout deux 'inégalité souhaitée. On se donne des formes By k) et By k) qui
auraient été les formes considérées dans la section 3.2 si on avait travaillé avec les couples
(H,K) ou (H| K).

On construit alors une famille (By),cp+ qui vérifie :

1. By = By k),

2. pour tout t € R, B; = Xy ® dt pres des pointes positives,

3. pour tout t € R", B; = Xx ® dt pres des pointes négatives,

4. pour tout z € X, si t est suffisamment grand, alors By(z) = B (%)

A ¢t fixé, B, joue un role similaire & la forme B(n k) standard mais quand ¢ tend vers +o0,
By se rapproche de la forme B(p ) tout en restant pres des pointes égale a Xy ® dt.
On définit, si on se donne des conditions asymptotiques non dégénérées, I'espace de

module :

Mg+ = [ M(By).

teR+
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On peut définir des espaces Mp- de maniére similaire si I’on souhaiter interpoler la

sortie K. Traitons maintenant un exemple.

Anneau pincé

Soient C' et L deux lagrangiennes avec un unique point d’intersection. On travaille sur

M(Dy2,1) et on se donne des hamiltoniens H, H', K et des entiers rq,. .., vérifiant :
H<HI et (7"1+---+7“k)HI < K.

On choisit :

1. la lagrangienne C' pour chacune des k + 1 composantes connexes de ¢D touchant au

moins une pointe positive,

2. la lagrangienne L pour chacune des [ + 1 composantes connexes du bord de ¢D

touchant au moins une pointe négative,
3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées cq, ..., c de r; H reliant C,

4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées by, ...,b; de K reliant L.

Théoréme 3.13. Il existe une famille de 1-formes (By)ier+ telle que le bord de la variété
Mp+(c1, ... ek q;01, ..., by) soit comme celui illustré dans la figure 16. On peut donner

une formule explicite pour le bord :

01 Mp+(c;q;b) = U M(ciy1,. .. ¢55¢) x Mg+(ci,...,¢,¢Ci41, .-, Ck; G5 )
k=j>i=0
¢ corde de (17, )H

7

Y U MR+(CI7"'aCi;Q;blw"?bj)XM(dlw"adl;q;bj—‘rla"'7bl)

0<i<k
0<j<k
O<it+j<k+l
dgq corde de H’

X MR(Ci+1, .. .,Ctl;dl) X e X MR(Ctl71+1, . .,Ck;dl) (ii)
v U M(Cl,...,ci;q;bl,...,bj) ><MR+(Ci+1,...,Ck;q;bj+1,...,bl) (iii)

o<i<k
0<j<k
O<i+j<k+l

U Mee(G @by bbb, ) x M(bsbiga, . by) (iv)
1=j>i=0
b corde de K
U M(c; ¢;b) (v)

U U MR(Cl,...,Cil;dl) Xoeee XMR(Cir71+1,...,Ck;dr)
1<r<k
O0=ip<-+<ip=k

dp corde de (T;571+1)H,
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x M(d; ¢; b; By k) (vi)

On pourra voir dans la stratégie de preuve les descriptions des différentes dégénérescences
(i)-(vi).

Stratégie de preuve. Commentons la figure 16. On travaille sur 'anneau pincé vu comme
une bande infinie. Au centre se trouve I'espace Mp+, la ligne d’interpolation en rouge se
déplace a droite quand ¢t — 0 et a gauche quand ¢t — +c0. Elle vérifie pour tout ¢ le fait que
si on se place trés a droite de la bande infinie, on voit la forme By i et si on se place trés
a gauche, on voit la forme By x. On va maintenant décrire les différentes dégénérescences

qui apparaissent en partant de la figure située en haut et en suivant le sens horaire.

(i) La figure du haut décrit les dégénérescences a ¢ fixé qui concernent les cordes de
H. Une dégénérescence de type Floer est illustrée sur la figure mais il pourrait se

produire aussi des rencontres de pointes du bord supérieur.

(ii) La deuxiéme figure décrit les dégénérescences a ¢ fixé quand des pointes s’échappent
vers la droite de la bande. Il faut alors zoomer prés des pointes pour voir 'interpolation
entre H et H' se produire : la bande de droite se brise donc en 2 étages : I'un avec la

forme By i, l'autre avec un espace de module d’interpolation entre H et H'.

(iii) La troisieme figure décrit les dégénérescences a t fixé quand des pointes s’échappent
vers la gauche de la bande. Il n’y alors plus d’interpolation entre H et H' sur la bande

de gauche.

(iv) La quatrieme figure décrit les dégénérescences a t fixé quand des pointes du bord
inférieur de la bande se rencontrent. On pourrait aussi voir des dégénérescences de

type Floer.
(v) La cinquiéme figure décrit le cas ¢t = 0.

(vi) La sixiéme et derniére figure décrit le cas ¢ = +co. O

Stratégie de preuve pour disques épointés

Méme si les résultats présentés dans les théoremes de cobordisme ne sont pas des
résultats classiques et représentent une interprétation personnelle inspirée de la lecture de
l'article [EO17], on ne les démontrera pas dans ce manuscrit. On va donner cependant les
idées principales derriére ces constructions. Pour simplifier, on va présenter cette stratégie
dans le cas de la figure 15.

On pense au parametre ¢ comme a la "hauteur" de l'interpolation (cf figure 15). Si on
choisit une fonction hauteur pour tout élément D d’un espace de module ¢ : D — R tel
que ¢ soit égal & +oo0 pres des pointes positives et & —o0 prés des pointes négatives, alors
on construit la 1-forme B, (la forme B; correspond a la forme B, définie en (2.8) dans
[EO17] via ]0; 1[~ R) telle que :
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Q

FIGURE 16 — Au centre se trouve l’espace de module My+(c; ¢; b). Autour de cet espace,
sont illustrés différents éléments qui peuvent apparaitre dans le bord.
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1. Bi(z) = Bu(z) si p(z) >t +¢,
2. Bi(z) = Byi(z) si p(2) <t —c¢,
3. By interpole entre By et By sur ¢ ([t — e;t + €]).

On va maintenant décrire les dégénérescences qui peuvent apparaitre dans le bord d’un
Mg avec une telle forme. A t fixé, on voit le bord de ’espace module standard car B; est
juste un choix de 1-forme compatible et donc la situation est similaire au cas des espaces
de modules a hamiltoniens fixés. Le bord supplémentaire de Mp apparait quand t tend
soit vers 400 soit vers —oo. Par exemple, quand ¢ — —oo, on voit alors que ’espace de
modules de départ s’approche d’un espace de modules a hamiltonien fixé, celui associé a H.
Il faut alors redimensionner 1’équation pres des pointes négatives pour voir I'interpolation

se produire : c’est ainsi que se créent des bulles pres de chaque pointe négative.

Dans le cas ou, simultanément au fait que le paramétre ¢ tende vers —oo, des pointes
convergent ensemble & une vitesse proportionnelle & ¢, on peut voir apparaitre des espaces
de modules d’interpolation faisant apparaitre plusieurs pointes négatives comme illutrées

en bas a droite dans la figure 15.



Chapitre 4

Homologies lagrangiennes et

symplectiques

Dans ce chapitre, on revisite des constructions bien connues : le complexe de Fukaya

enroulé d’une lagrangienne, l’algebre de Chekanov d’une legendrienne, 'application OC...

4.1 Hamiltoniens et variétés non compactes

On travaille avec des hamiltoniens indépendants du temps et non lisses. Systématique-
ment, il faudra prendre une petite perturbation de ces modéles standards de maniére a avoir
un hamiltonien lisse dépendant du temps qui a des orbites et des cordes hamiltoniennes
non dégénérées. Ces perturbations seront sous-entendues.

On se place dans la situation suivante : X est obtenu a partir de X via un attache-
ment d’anse. En particulier, Xy est un sous-domaine de Liouville de X et (X, X() est un
cobordisme de domaines de Liouville. Si H est un hamiltonien, on note F'C,(H) ’espace
vectoriel gradué engendré par les orbites 1-périodiques de H. La graduation dépend de
I'indice de Conley-Zehnder C'Z(7). Si C est une lagrangienne, on note F'Cy(C, H) I'espace
vectoriel gradué engendré par les cordes hamiltoniennes de H reliant C' avec une graduation
qui dépendra de I'indice de Conley-Zehnder des cordes hamiltoniennes. Il se peut de plus
qu’on veuille considérer seulement des sous-espaces vectoriels engendrés par des orbites ou
des cordes spécifiques de ces hamiltoniens, on va donc essayer de comprendre les différentes
zones de générateurs et calculer les actions de ces générateurs. Si A € R, FCI=°4] désigne
I’ensemble des cordes ou orbites d’action inférieures a A.

Pour éviter de distinguer les cas entre orbites et cordes hamiltoniennes qui sont traités
exactement de la méme maniere dans cette section, les cordes et les orbites hamiltoniennes

seront appelées des générateurs et notées ~.

101
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Action hamiltonienne

On rappelle que pour un générateur v dans un domaine de Liouville, la fonction d’action

hamiltonienne vaut

An () :J

1
TN = J H(t,~(t)).
I(7) 0
En particulier, si le générateur considéré est constant (donc correspond & un point
critique z de H), alors la formule donne Ay (v) = —H(z).
Si le générateur v considéré est situé dans une zone de symplectisation du type I, x Y
avec H = h(r) un hamiltonien ne dépendant que de r, alors Ag(y) = rh/(r) — h(r) (cf

section 2.1.2)

4.1.1 Hamiltoniens sur domaine de Liouville

On rappelle (cf section 2.1) que la complétion d'un domaine de Liouville X est donnée
par X = X U [1; +00[, x@X muni de la 1-forme de Liouville égale a Ax sur X et ra sur
[1; +00[x0X. L’ensemble H(X) désigne I’ensemble des hamiltoniens H, représentés en

figure 17, tels que :
(i) H(z) =0 sur X,

(ii) H(r,y) = pr sur [1;+00[x0X ou pu > 0 est une constante qui n’appartient pas au
spectre du flot de Reeb de 0.X.

ou le spectre du flot de Reeb est 'ensembles des longueurs des générateurs de Reeb qui
se situent sur 0X. Plus précisément, si on s’intéresse a des cordes hamiltoniennes reliant
une lagrangienne C' € X, le spectre est égal a I’ensemble des longueurs des cordes de
Reeb de 0C < 0X et si on s’intéresse a des orbites hamiltoniennes, le spectre est égal a
I’ensemble des longueurs des orbites de Reeb de ¢ X. En particulier, on voit que la définition
de H(X, Xy) dépend de la situation qu’on consideére.

On remarque que cet hamiltonien n’est pas lisse en {1} x 0X. Il s’agit d’un abus de
notation pour considérer un hamiltonien de la forme H(r,y) = h(r) ou h est une fonction
convexe croissante qui vaut 0 en 1 et ur pour r = 1 + € avec ¢ tres petit. Dans ce cas, le
champ de vecteur hamiltonien Xy est égal & h'(r)R ou R est le champ de Reeb sur dX.
On sait donc que les générateurs hamiltoniens sont de deux types : soit ils se trouvent
dans la partie compacte X (et alors le complexe engendré ressemble & un complexe de
Morse) soit ils se trouvent dans la partie de jonction, c’est-a-dire proche de {1} x 0X.
On parlera respectivement de générateurs de type I° et de type I*. Avec la convention
choisie pour I’action, on sait que les générateurs de type I° ont une action nulle et que
les générateurs de type I" ont une action comprise entre I, et p — Ny OU Iy, désigne la
longueur du plus petit générateur de Reeb et 7, la distance entre p et le spectre du flot de
Reeb. En particulier, on constate que I? < It c’est-a-dire que toutes les générateurs de I°

ont une action strictement plus petite que tout les générateurs de I™. On peut résumer ces
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informations par le tableau suivant :

nom type zone action
I9 | Morse dans X X 0
It | Reebsur 0X | {1} x 0X | [lmin; gt — 0yl

4.1.2 Hamiltoniens sur cobordisme

On rappelle (cf section 2.1) qu'un cobordisme de domaines de Liouville est une paire
W = (X, Xp) ou Xy est un sous-domaine de Liouville de X. Dans ce cas W=2X mais,

pour tout § > 0, on peut décomposer W de la maniére suivante :

—_

le domaine Xo\]e; 1] x 06Xy,

2. le collier |e; 1] x 04 X,

3. la partie X\ Xo,

4. la partie non compacte [1; +oo[x 04 X.

On dira qu’un hamiltonien est dans H(X, Xo) s’il est défini sur W (cf figure 17) et de la

forme :
(i
(i
(i
(i

Dans ce cas, on va distinguer 5 types de générateurs hamiltoniens : I°, I+, IT—,11° et

x) = =M1 —¢) sur Xp\[g;1] x 04+ Xp ou 0 < & < 1 est une constante,
r,y) = =1 =) sur [g;1] x 0+ Xo,

)
)
i) x) = 0 sur X\ X,
v)

,y) = pr sur [1;+00[xd1 X ot p > 0 est une constante.

IT* (voir la figure 17) et le tableau ci-dessous décrit ot se situent ces générateurs et leurs

actions.
nom type zone action
10 Morse dans Xo | Xo\[g;1] x 0Xo A1l —¢)
It Reeb sur X {e} x 0Xo M1 —e) + [ell 6N —n)]
11~ Reeb sur 0Xy {1} x 0Xp [0 i A — 8]
I1° | Morse sur X\ X X\ Xy 0
It Reeb sur ¢X {1} x 0X [Lmin; 1t — 1]

On dit qu’une orbite est de type IT si elle est dans 11—, 11° ou I17. A X fixé, si on choisit
¢ suffisamment petit, on peut montrer que IT < I° < I'*. En effet fixons A >> p et on sait

alors que 1y > 0. Alors la plus grande valeur possible pour 11 est A — 7]9\ et

ML—¢)=(A=nY) = 1) —eX > 0 si ¢ est suffisamment petit.



104 CHAPITRE 4. HOMOLOGIES LAGRANGIENNES ET SYMPLECTIQUES

H e H(X) H e H(X, Xo) H e H(2, Xo)
H(x) H(x) H(z)
A A A
It II-

......... \
___________ :74

1

IO

Xo\]E; 1] X 6X0

FIGURE 17 — Domaines de définitions et graphe des différents hamiltoniens considérés.

4.1.3 Hamiltoniens concaves

On rappelle que )/(\0 = Xy v [1; +00[x0X(. Pour tout § > 0, on peut décomposer )/(\0
en :

1. Xo\|e; 1] x 0Xo,

2. ]e; 1] x 0Xo,

3. [1; +oo[x0Xp.

On dira qu'un hamiltonien H est dans H(&, Xo) (cf figure 17) s’il est défini sur X; et de

la forme
(i) H(z) = —A\(1 —¢) sur Xp\|e;1] x 0Xp ou A > 0 et € > 0 sont des constantes,
(ii) H(r,y) = =1 —r) sur ]Je; 1] x 0Xp ou A > 0,

(iii) H(z) = 0 sur [1; +o0[xdXp.

Si H est un hamiltonien dans H(9, Xg), on distingue 3 types d’orbites : 1°, It IT~.

nom type zone action

I° | Morse dans Xg | Xo\]e; 1] x 60X, A1 —¢)

I™ | Reeb sur 0X {e} x 0Xo M1 =€) + [elmin; (A —10)]
I~ | Reeb sur 60X {1} x 0Xp [Lmin; A — M)
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A

N

ﬁv

FIGURE 18 — Ces trajectoires de Floer sont interdites d’apres [CO18].

On remarque que, a \ fixé, si ¢ est suffisamment petit, on a 11~ < I° < IT. En effet fixons

A > 0 et donc 1y, > 0. Alors la plus grande valeur possible pour 11~ est A —n) et
AM1—¢) = (A=mn)) =nx—eX > 0 si e est suffisamment petit.

Cette remarque assurera que les générateurs de type II forment un sous-complexe. On
aurait pu arriver au méme résultat en utilisant les lemmes 2.2 et 2.3 de [CO18] (cf figure

18) sans avoir a supposer ¢ treés petit.

4.1.4 Trajectoires de Floer

On rappelle ici suivant [CO18] quelques restrictions sur les trajectoires de Floer qui
seront utiles dans la suite. La premiere remarque clé est que les trajectoires de Floer font

01 =0 ou

décroitre 'action : si u est une solution de 1’équation de Floer de forme (du — B)
dB est une forme négative (formule (2.5)), alors la somme des actions hamiltoniennes des
pointes positives est supérieure a celle des pointes négatives. Les autres contraintes sur les
trajectoires de Floer qu’on utilisera ont été prouvées dans [CO18| aux lemmes 2.2 et 2.3.

Pour présenter ces lemmes, on se donne quelques notations. Soit X une variété symplec-
tique qui comprend des bouts de symplectisation I x Y ou I est un intervalle de ]0; +oo[
et Y est une variété de contact. On note a : X —]0; +oo[ I'application de projection sur les
intervalles 1. Si u : ¥ — X est une solution de 'équation de Floer a asymptotes (c.): pointe,
alors on sait que a(c,) est une constante pour toute pointe z. Les lemmes 2.2 et 2.3 de

[CO18] disent que (voir figure 18) :

1. sia(c,) atteint son maximum en a(c,,) dans une zone de symplectisation ou H(r,y) =
h(r) avec h convexe, alors c,, ne peut pas étre une pointe négative,

2. sia(c,) atteint son maximum en a(c,,) dans une zone de symplectisation ou H(r,y) =
h(r)

(r) avec h concave, alors c;, ne peut pas étre une pointe positive.
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4.2 Cordes hamiltoniennes et lagrangiennes

4.2.1 Homologie lagrangienne
Construction pour un hamiltonien fixé

Soit C' une lagrangienne dans un domaine de Liouville X. On souhaite définir le com-
plexe de Fukaya enroulé de C' qu’on notera SC,(C) dans ce manuscrit. On va s’inspirer
de [AS10] pour définir ce complexe mais il serait beaucoup trop technique de refaire dans
ce manuscrit toute la démarche de I’article. On propose donc une maniere plus rapide et
plus pratique dans notre cadre de définir ’homologie de Hochschild de SC,(C) et non la

structure de Ag-algebre complete.

On suppose qu’on a une lagrangienne C' dans un domaine de Liouville X. On considere
alors un hamiltonien H € H(X) dont la pente & U'infini n’est pas rationnellement propor-
tionnelle & la longueur d’une corde de Reeb reliant dC'. La graduation de 'espace vectoriel

FC,(C, H) est donnée par la formule suivante dépendant de I'indice de Conley-Zehnder :
le| = CZ(c) — n.

On remarque que si H est un hamiltonien dans H(X), nH est aussi dans H(X) si n > 1.
On note A(C, H) l'espace vectoriel gradué A(C, H) = @, FC«(C,kH).

Pour d > 1, on note g : A(C,H)® — A(C,H)[d — 2] I'application définie sur

les générateurs par :

pg: FC(C ki H)® - ® FCW(C, kgH) — FCW(C, (r1 + - - + rg) H)[d — 2]

®---Qcyg— Z #M(c1, ..., cq;c)c
le|=|e1 |+ +]eq|+d—1
ceFC(CyréH)
ou TZ]- = {:i rp et M(cq,...,cq;c) a été introduit dans la section 3.2.2. Cette variété est

une variété compacte de dimension 0 si CZ(c) —n = Y% (CZ(¢;) —n) +d — 2.
Lemme 4.1. Les pq définissent une structure de Ag-algebre sur A(C, H) = @,,», FC«(C,kH).

Démonstration. Un calcul direct montre que :

Z <;Lk_j+1+i(61, e ,ci,uj,i(cHl, cey Cj), Cj+1, ceey Ck); b> = #5/\/1(01, v ooy Cy b)

o<i<j<k

Or si |b] = |¢| + k — 3, 'espace de modules M(cy,...,c;b) est une variété compacte de
dimension 1 et donc #0M(cy, ..., cx;b) = 0. O
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Pour tout H € H(X), A(C, H) est donc une Ay -algebre. D’une part, on a des inclusions

triviales

i(n,H) : A(C,nH) — A(C, H).

D’autre part, si H < H’, on peut construire un Ag-morphisme A(C, H) — A(C, H') qui

correspond a un morphisme de continuation par la formule :

((pgl)d : FC*(k‘lH) ®---®FC*(k‘dH) — FC, ((lﬁ + -+ k’d)Hl) [d— 1]
c1®--Qecg— Z #Mg(c1, ..., cq;c)c.

le|=lc1] 4+ +|ca|+1—d

De plus, les cpg, commutent & homotopie prés. A partir de maintenant, pour simplifier les
notations, on suppose que les colimites a homotopie pres existent dans la catégorie des

Ax-algebres. On écrit donc la conjecture suivante :
Conjecture 4.1. La catégorie des Ay -algebres admet les colimites homotopiques.

Je n’ai pas trouvé de référence dans la littérature sur ce sujet mais il semblerait que
cette conjecture est une conséquence du fait que toute Ay -algebre est quasi-isomorphe a
une dg-algebre et que la catégorie des dg-algebres admet les colimites homotopiques. 11
s’agit d’un travail en cours. On donnera a la fin de la construction de SC(C) un argument
permettant d’éviter cette conjecture et qui construit seulement HH(SC(C)) et non SC(C).
On note :

A(C, Hy) = hocolim ((A(C, H)),¢)).
HeH(X)

De plus, pour tout n = 1, il est clair que :

A(C, Hy) = hocolim ((A(C,nH)), ).
HeH(X)

car {nH, H € H(X)} = H(X). On remarque que les i(n, H) commutent aux applications de
continuation ¢ a homotopie pres. On a donc le diagramme commutatif suivant a8 homotopie
pres :
A(C,nH) — A(C,H) —— A(C,Hy)
\LSDZZI \L‘PZ/ ’ (41)
AC,nH) ) A, 1Y P AC, He).

On vérifie directement que le carré de gauche de (4.1) est commutatif & homotopie
pres (les i sont juste des injections de sous-Ag-algébres). D’autre part, le carré de droite

commute par la propriété de la colimite homotopique. Cela assure donc que pour tout
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n = 1, il existe une unique application définie & homotopie pres :
i(n) : A(C,Hy) — A(C, Hy) vérifiant i(n) o g = ¥y o i(n, H)

et ou (1) est juste lidentité. On définit maintenant SC(C) comme le coégalisateur
homotopique de tout les i(n) pour n > 1, c’est-a-dire comme la colimite homotopique du
diagramme composé de deux copies de A(C, Hy) et ayant pour tout n > 1, une fleche i(n)

allant de la premiére copie de A(C, Hy) & la seconde copie de A(C, Hy,).
SC(C) = hocoeg({i(n)}n=1). (4.2)

On note 0 : A(C, Hy) — SC(C') 'unique morphisme de Ay -algeébres a homotopie pres
vérifiant 6 o i(n) homotope a 6 pour tout n > 1.

Pour éviter d’utiliser la conjecture 4.1, on propose de réécrire la procédure ci-dessus

en passant a ’homologie de Hochschild. Cela signifie que I’on remplace les A(C, H) par

H(A(C,H)), les ¢ par HH(p) et les i par HH (i). Les diagrammes commutent alors et

il suffit de prendre des colimites standard dans la catégorie des espaces vectoriels gradués.

On définit ainsi une homologie :

H(SC(C)) = coeg colim HH (A(C, H)). (4.3)
HH(i) HH(¢)

Théoréme 4.1. (i) Supposons que la conjecture 4.1 soit vraie. Alors la As-algébre
SC(C) définie en (4.2) vérifie la propriété universelle suivante. Soit B une Aq-

algebre et gy des morphismes tels que :

gH' © gog, homotope a gy,
gH|A(nH) = 0UnH-

Alors il existe un unique morphisme de Ax-algébres g a homotopie prées telle que,

pour tout H € H(X), le diagramme suivant commute da homotopie prés :

A(C, H) 5 A(C,Hy) —— SC(C)

\/

(ii) Soit B une Ax-algébre et gy : A(C, H) — B des Ax-morphismes vérifiant pour tout
H<H etn=>=1:

gH' © gog, homotope a gy,

9H|A(nH) = 9nH-
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Alors il existe une unique application
HH,.(g): HH.(SC(C)) » HH.(B)

relevant les HH . (gm).
(iii) Si D est un complexe de chaines et fr : CCw(A(C,H)) — D des morphismes de

complexes de chaines vérifiant pour tout H < H' etn >1 :
frr 0 CCL (™) homotope a fr,
falocyammy = fan-

Alors il existe une unique application
H.(f) : HH«(SC(C)) — H.(D)

relevant les H(fr).

Démonstration. Prouvons dans un premier temps (i). On admet la conjecture 4.1. Alors,
comme le carré de gauche dans le diagramme ci-dessous commute a homotopie pres pour

tout H < H’, on sait qu’il existe un unique go, & homotopie pres tel que :

11’1—1'

ACH) 250 A(C, 1Yy s A(C, o)

\ lgH’ ,///
e [*s]

Donc go est 'unique morphisme de Ay -algébres & homotopie pres vérifiant
(VH € H(X), 9o © Y1 = gu) <= (VH € H(X), goo © Yt = gnir)-
Or, on sait que le diagramme suivant commute & homotopie pres :

A(C, Hy)

AC,nH) A0, HY P AC, Hy)
\ lgf/

En effet, la partie du haut commute de par la définition de i(n) et la partie du bas commute
par la définition de go, et I’équation de commutation entre g et i. Donc g 0i(n)otng = gnm
et donc gy o i(n) vérifie la méme propriété universelle que go. Cela assure que go, © i(n)

est homotope a go. Il existe donc une unique application g vérifiant, pour tout n > 1, que
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le diagramme suivant commute a homotopie pres.

A(C, Hy) ~ A(C, Hy) —2— SC(C)

\\gxgx

Finalement, I'unicité a homotopie pres est claire car, si h est telle que :

A(C, H) — A(C, Hy) —2 SC(C)

\/

Alors hoy = h o @ vérifie la méme propriété universelle que go et donc hy, est homotope a
Joo- Finalement, h vérifie la méme propriété universelle que g et donc h = g a homotopie
pres.

Pour prouver (iii), on recopie la preuve de (i) en passant a ’homologie de Hochschild.

Finalement, (ii) est une conséquence directe de (iii) si 'on pose fg = CCy(gn). O

Essayons d’expliquer heuristiquement 'intuition derriere la définition de SC(C') comme
limite directe des ¢ puis coégalisateur des i(n). Idéalement, la Ay-algebre SC(C) est égale
au complexe F'C(C, Hy,) ou Hy, est un hamiltonien avec une pente linéaire infinie. Quand
on prend la limite directe selon les applications de continuation wg, des A(C, H), on obtient
la Ag-algebre A(C, Hy,). Cette derniere contient encore une infinité de fois le complexe
FC(C,Hy) :

A(C,Hy) = @ E, o0 Vn 2 1,E, = FC(C, Hy).

n=1

Les i(n) sont alors les applications identité Ey — FE,i. En effet & H fixé, i(2, H) :
A(C,2H) - A(C, H) envoie FC(k - (2H)) sur FC((2k) - H). Dans ce cadre heuristique,
il est alors facile de vérifier que le coégalisateur de tout les i(k) est tout simplement
FC(C, Hy). En effet, on cherche un espace vectoriel G tel que se donner une application de
G dans un autre espace vectoriel G’ est équivalent & se donner une application de A(C, Hy,)
dans G’ qui commute avec tout les i(n).

Donc en considérant le coégalisateur de tout les i(n), on obtient bien F'C(C, Hy).

Remarque 4.1. (a) On remarque qu’on pourrait directement considérer la colimite homoto-
pique du diagramme de Aq-algebres composé des A(C, H) munis des applications cpg,
des que H < H' et i(n, H). Cela donnerait le méme résultat et fournirait une preuve
plus rapide. On a cependant choisi de faire en deux temps afin de clarifier les colimites
étudiées (notamment montrer qu’on considére un coégalisateur selon les injections )

et pour présenter ’heuristique ci-dessus.

(b) Dans le théoreme 4.1, on pourrait demander seulement une commutation a homotopie
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pres avec les i. Dans la pratique, cela n’est pas utile car il parait peu judicieux de
considérer des applications sur FC(nH) définies différemment selon qu’on considére
FC(nH) dans A(C, H) ou A(C,nH). Dans toute les constructions effectuées dans ce
manuscrit, les applications sont définies directement sur les complexes F'C(H) et donc

la commutation avec 7 est triviale.

Conjecture 4.2. Notons SC94(C) la construction de [Abol0] et HH (SC(C)) I'homo-

logie de Hochschild comme définie dans le théoréeme 4.1. Il existe un isomorphisme
HH(SC(C)) = HH(SC™4(CY).

Pour prouver cette conjecture, on propose de considérer des hamiltoniens linéaires
qui coincident avec un hamiltonien quadratique avant de devenir linéaire. On peut alors
montrer que les applications de continuation entre les hamiltoniens linéaires et le hamiltonien

quadratique commutent avec les wg, ce qui permet de construire un Ax-morphisme :
F: SC(C) — SC™Mad(C).

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, il suffit alors de montrer que Fj est un
isomorphisme. Or, si on borne I'action hamiltonienne, les générateurs sont en bijection
avec méme action. On peut alors vérifier que F} est triangulaire supérieure et que les
éléments diagonaux comptent uniquement la bande triviale entre mémes générateurs de

méme action. Cela est un travail en cours.

4.2.2 Fonctorialité de I’homologie lagrangienne

Soit Xg = X un cobordisme de domaines de Liouville et C' une lagrangienne dans X.

Quitte a perturber C, on peut supposer que C' n X est une lagrangienne de Xj.

Théoreme 4.2. [l existe un morphisme de transfert
HH,(SC(C)) » HH,(SC(C n Xjp)).

On énoncera dans la section 4.4.1 une propriété de commutation avec le morphisme de
transfert de Viterbo ce qui assurera que le morphisme de transfert construit ici n’est pas

trivial.

Démonstration. Un tel morphisme de transfert a déja été construit dans [AS10]. On va juste
construire le morphisme de transfert et ’équivalence avec leur construction est directe si
leur construction de SC(C') vérifie les mémes propriétés universelles que notre construction
(cf théoréme 4.1). Soit K un hamiltonien de (m) défini de la maniére suivante (voire

figure 19) avec u, A, > 0 des constantes :
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K

o Ay

v U/

FIGURE 19 — Hamiltoniens en escalier pour la définition de ’application de transfert et
preuve du fait que Ay, (C, K) est une Ay-algebre.

Ik

1. K(x) = 0 sur Xo\Je; 1] x 8Xo,
2. K(z) = \(r — ) sur [&; 1] x X,

3. K(z) = M1 — £) sur X\ Xy,

4. K(z) = p(r — 1) + M1 — £) sur [1; +o0[x0X.

On peut distinguer différents types de cordes pour un tel hamiltonien K :

nom type zone action

10 Morse dans Xo | Xo\|e;1] x 0Xo 0

It Reeb sur X {e} x 0Xp [l inie(A —n)]
Il Reeb sur 0Xo {1} x 0X, A1 =)+ 10, A—nY]
II9. | Morse dans X\ X, X\Xo A1 —¢)

s Reeb sur 0X {1} x 0X A1 =€) + [lmin; 1t — 0]

Si € est suffisamment petit et A >> pu, alors on voit que Ilx < Ix. En particulier
cela implique que FCr, (C, K) est un complexe quotient de FC(C, K). On va maintenant
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démontrer que les opérations uy définies par :

fig :FCr,.(C,rK)®---® FCy,. (C,rgK) — FCr, (C,r¢K)[d — 2]
aA®--®cy— > #M(ci, ..., ca;0)c

ceFCry, (ri{K.c)
le|=|er|+---+]|cq|+d—2
définissent une structure de Ag-algebre sur Ay, (C, K). Prenons ¢y, ..., cq,c de type I et
tels que |c¢| = |e1] + -+ + |ca] +d — 1, alors le bord de I'espace de modules M(cy, ..., cq;¢)

est :

OM(cy, ... cq;c) = U M(ciz1,.-.,¢550) x M(et,...,¢,b,¢541, ..., ¢45C).
0<i<j<d
beFC(Cyrl  K)

On peut montrer que [ définit une Ay -algebres si les seules cordes b apparaissant dans
le bord (cf figure 19) sont elles aussi de type I. Les lemmes 2.2 et 2.3 de [CO18] assurent
que b ne peut ni étre de type I1~ ni de type II". En effet, comme H est concave en I1,
M(ei, ... ¢i,b, ¢y, .., cq;c) est vide si b est de type I1~. Comme H est convexe en I17,
M(ciq1, ..., ¢5;b) est vide si b est de type II1 (cf figure 18).

Finalement, le lemme 2.5 de [CO18] assure que b ne peut pas étre de type I1°. Cela
conclut la preuve du fait que A(Ix, K) est une Ay-algebre. Les applications i ne comptent
que des courbes dont les conditions asymptotiques sont toutes comprises dans le domaine de
Liouville Xj. On sait alors que ces courbes restent contenues dans X (lemme 2.2 de [CO18]).
Cela assure que A, (C, K) est une Ag-algébre égale a la Ag-algebre A(C n Xo, KX°) ol
KXo egt définie sur )/(\o et vérifie :

KXo = K sur X,
KXo(r,y) = Agr sur [1 + oo[x0X,.

En passant a la limite, on trouve donc que :

h_H}HH*(AIK(C7K)) = HH*(SO(C M XO))
K

On choisit maintenant H un hamiltonien de type H(X) avec pente p & I'infini. Alors il est

clair (cf figure 19) que H < K et il existe donc un morphisme de Ay -algebre :
A(C,H) - A1, (C,K)

Les mémes arguments qui assuraient que Ay, (C, K) est une Ay -algeébre permettent de
montrer que l'application :
A(C,H) - A1, (C,K)
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est aussi un morphisme de Ay -algebre. En particulier, il existe des applications
HH.(A(C,H)) » HH.(A1,(C,K)) > HH.(SC(C n Xj)).

Il suffit alors de montrer que ces applications commutent aux applications de continuation

pour construire le morphisme de transfert voulu :

HH,(SC(C)) » HHL(SC(C n Xp)). O

4.2.3 L’algebre de Chekanov d’une legendrienne
Construction hamiltonienne

Soient Xy un domaine de Liouville et Ly une lagrangienne dans Xy a bord legendrien
A dans 0X( et un hamiltonien H € H (&, Xp). On remarque que FCy;-(Lo, H) est un
sous-complexe de FCy (Lo, H) car I1- < I° < I'*. On gradue ce complexe via I'indice de
Conley-Zehnder :
le| = CZ(c).

On définit alors le morphisme Ay pour d = 1, par

Ag: FCy(Lo, H) — FCy(Lo, H)®[d — 2]
b > #M(b; by, ..., ba)b1 ® - @by

|b1]++++|bg|=|b]+d—2

Montrons que Aq(FCrr{(Lo, H)) € FCr(Lo, H)®. On a choisi un hamiltonien H tel
que IT < I. Donc si M(b;by,...,bq) est non vide, on sait que :

Or comme toutes les actions sont positives, pour tout j, 2?:1 Ap(bi) = Ag(bj). Cela
assure que si b est une corde de type I, alors tout les b; sont de type I1 car I > II. Cela
permet de munir F'Crr(Lg, H) d’une structure de Ay -cogebre.

Si H' est un autre hamiltonien du méme type avec H' < H (c’est-a-dire que la pente
A\ de H’ est plus grande que la pente A de H), alors on peut construire des applications de

continuation entre ces Ay -cogebres. Pour k£ > 1, on pose :

fr : FCy(Lo, H) — FCy(Lo, H®*[k — 1]

|b1]++-++|bk|=]b|+k—1
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On remarque que les fj ne font pas décroitre 'action (car on a H' < H et non H < H'
mais on a quand méme la compacité de notre espace de modules et on sait aussi que si

lespace Mg(b; by, ...,bx) est non vide, alors (voir formule (2.6) dans la section2.4.5)) :
Agr(by ... b)) < Ap(b) + |[H — H'|[oo-

Or si on choisit b de type IIy et si on a choisi H de telle sorte que Iy > IIp (c’est-a-dire
Ny — eX > 0, voir section 4.1.3), cela suffit pour assurer que by, ... by sont de type I1g/. En

effet, on sait que :

Agr(by...by) S Ag(d) + +||H — H'llo S A—m + (1 —)(N = X) < N(1—¢) +eX—m
<N -¢)

Et donc aucun des b; ne peut étre de type Iy: car Iy = N (1 — €) et toutes les cordes ont
une action positive. Cela assure que ces applications fj se factorisent naturellement par

FCyr (et on note aussi f ces applications par abus de langage) :
fk: : FC[[(L(),H) - FC[[(Lo,HI)®k[k} - 1]

L’étude des espaces Mp(b;by,...,b;) assure que les fi définissent des morphismes de
Ax-cogebres (on pourra comparer les figures 15 et 37).

En passant a la construction cobar, on obtient un morphisme Qf : QFCy;(Lo, H') —
QFCrr(Lg, H). Pour ne pas avoir a considérer des limites dans la catégorie des algebres

différentielles graduées & homotopie pres (et donc des Aq-algebres), on passe a ’homologie.
Définition 4.1. L’algébre augmentée de Chekanov version hamiltonienne de A est :

HCH. (A, Lo) = lim H,(QFCrr(Lo, H))

>\H>0

ou Ay désigne la pente de H.

Construction holomorphe

On va décrire brievement une construction de 1’algébre de Chekanov associée a une
legendrienne A dans une variété de contact Yy (la référence est [EES07] et on suivra la

présentation de [BEE12]). Pour ¢, by,...,b, des cordes de Reeb reliant A, on note :

du®l =0
MMl ey = | w: (D,0D) — (R x Yy, R x A); 4 Hm u(z) = {+o0} x¢

DeM(D1.x) lim u(z) = {—o0} x b;

Z*)Zi
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ﬁ%ﬁﬁ

9 >

FIGURE 20 — Exemple d'une courbe de M"(¢; by, by, b3) ancrée dans Xj.

ancrées dans (Xo, Lg). On rappelle (voir section 2.2 de [BEE12]) qu'une courbe ancrée
Mhel(c; b) peut étre définie sur des surfaces de Riemann avec des pointes supplémentaires
(intérieures ou sur le bord) et que pour chacune de ces pointes, il existe des plans ou des
demi-plans holomorphes & valeurs dans (Xg, Lo) qui "bouchent" ces pointes supplémentaires
(cf figure 20). Dans la suite, on fera comme si ces pointes supplémentaires n’existent pas
pour simplifier les notations. Une fois quotienté par les automorphismes de D, et par la

translation selon R dans R x Y, 'espace M"! est de dimension (cf lemme 3.2) :

dim M"(¢;by, ... b)) = CZg(c ZCZR y+d—2.

Définition 4.2. Soit Y une variété de contact et A < Y une legendrienne de Y. On
suppose que (Y, A) posséde un remplissage par (X, Lg) ou X est un domaine de Liouville et
Lo une lagrangienne de X a bord A. On suppose de plus que Y est hypertendue, c¢’est-a-dire
que Y ne possede pas d’orbites périodiques contractiles. On peut munir ’espace vectoriel
engendré par les cordes de Reeb reliant A d’une structure de Ay -cogebre en la graduant

par l'indice de Conley-Zehnder et en posant :

Ag: P Z/2-c—>< P Z/2-c>[d—2]

c corde de A ccorde de A

cr— > H#M by, b)bi @ -+ @ by.

b1 |+ +[bg|=]|c|]+d—2

L’algeébre de Chekanov augmentée de Chekanov ! de A est la construction cobar de cette

Ag-cogebre et on la note CH(A, Ly), il s’agit d’une algebre différentielle graduée.

Théoréme 4.3. Pour chaque H € H(, Xo) suffisamment petit, il existe des morphismes

1. Si on avait considéré des courbes non ancrées dans (Xo, Lo), on aurait obtenu 1’alg¢bre de Chekanov.
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d’algebres différentielles graduée :
CH(A, Lo) — QFC][(L(], H)

qui commutent aux applications de continuation. De plus, l'application induite quand on

prend la limite selon la pente de H induit un isomorphisme en homologie :

H(CH(A, L)) > HCH(A).

Démonstration. Pour prouver ce théoreme, on va construire des nouveaux espaces de
modules dont on ne fera pas I’analyse précise comme dans les chapitres 1 et 2. Les résultats
sur ces espaces de modules sont classiques et on pourra se référer a [BO09a] pour voir
des discussions analogues dans le cadre des orbites hamiltoniennes et non des cordes

hamiltoniennes.

Soit H € H(2, Xp). On note Bp une section du fibré des 1-forme sur M(D;.q) qui
valent dt preés de chacune des pointes. Pour ¢ corde de Reeb de A dans Yy = 0Xg, d = 0 et
bi,...bq cordes hamiltoniennes de type II de H, on pose :

lim u(z) = {+0} x ¢

z—zt
M (e b) = U w:D — Xo; lim wu(z) = {r:i} xb;
DeM(Dy ) e
(du— Xg ®Bp)* =0

ol on note r; 'abscisse ot on voit la corde b;. Si b; est la corde hamiltonienne de [//B
correspondant & une corde de Reeb de A de longueur [ alors r; est tel que h'(r;) = 1. Si on
applique les formules des lemmes 3.1 et 3.2, on trouve que la dimension de cet espace de

modules est :

d
dimM (c;by,. .., bg) = CZr(c) + 1= Y. CZu(bi) +d — 2.
=1

Pour d > 1, on définit :

fa: CH(A, Ly) — FCr(Lo, H)®[d — 1]
c— 2 #M%)Z(C;bl,...,bk)bl...bk.

|b1 |+ +]bk|=|c]+d—1

On va décrire le bord de codimension 1 de M (¢;by,. .., by) et la formule du bord assurera
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F1GURE 21 — Quand on décrit le bord d’un espace de module de courbes non compactes,
on a un nouveau type de dégénérescence qui correspond a ’empilement d’ "immeubles"
holomorphes a l'infini (en haut & droite dans la figure).

que (fq)g=1 définit un morphisme de Ay -cogebre. On a (cf figure 21) :

6M};}’l(c;b1,...,bd) = U M}IL{OZ(C;bl,...,bi,b,bj+1,...,bd) XM(b;bZ’+1,...,bj)

0<i<j<d
(4.4)
U U MhOl(C; Cly.-- aCk:;’Yh e ”Wﬂ) X M’ﬁ)l(cl; bl’ T 7bi1) X
ClyensC
x MW (crs iy —1, -+ ba) X M(y1) x ... M(7) (4.5)

ol on autorise i, = ix,1. La ligne (4.4) correspond a des dégénérescences de type Floer
ou Deligne-Mumford standards. Le fait que les courbes de M}}fl soient non compactes
en +o0 rajoute des nouveaux éléments au bord qui correspond a ’empilement d’un étage
holomorphe a valeurs dans R x Yy dans la ligne (4.5). On voit alors des courbes ancrées
apparaitre et les ; correspondent a des pointes intérieures qui sont bouchées par les des
demi plans M(~;).

Cette formule du bord assure que f est un morphisme de Ay -cogebres. Montrons

maintenant que pour tout Ay, f établit un isomorphisme :

WASM (A, Lo) = QFCyy(Lo, H)



4.2. CORDES HAMILTONIENNES ET LAGRANGIENNES 119

ott WAS M désigne la sous-dga de CH (A, Lg) des mots en les cordes de Reeb de longueur
plus petite que Ay (on demande que chaque corde de Reeb dans le mot est de longueur
plus petite que A\p7). Il suffit de montrer que f; est un isomorphisme au niveau des com-
plexes de chaines sous-jacents qui ont les mémes générateurs (les cordes de Reeb de A
de longueur inférieures a Ag). Si ¢ est une corbe de Reeb de A de longueur inférieure a
Am, on note ¢ la corde hamiltonienne correspondante de H reliant Ly de type I1. On va
faire la démonstration en deux étapes : d’abord on va montrer que les graduations coinci-

dent sous cette bijection puis on va construire explicitement 'unique courbe de M"°(c; cgr).

Le fait que les graduations coincident est une conséquence de la section 2.2 car H est
concave dans la zone I1. Cela assure CZg(cr) = CZ(cy) et donc que 'espace M (c;cp)

est de dimension 0.

L’unique courbe dans M"!(c;cp) va étre construite de la méme maniére que dans
[BO09a]. On cherche une courbe u € M"°!(c; cy) de la forme :

u: R x [0;1] = [1; +00] x0 Xy
(s,0) — (a(s,0),cob(s,0)). (4.6)

Cela implique que :
0su = (05a)0y + (0sb)R et dpu = (Fpa)d, + (Ogb)R.
L’équation de Floer devient donc :

Osu + Jo(dgu — Xp(u)) = 0 < (05a)0, + (0sb)R + J((99a)d, + (9gb)R — I (a)R) = 0
& (0sa — Ogb + W' (a))0r + (0sb + dpa)R = 0 (4.7)

avec conditions asymptotiques :

lim a(s,0) = +oo, lim a(s, ) = ao,
§—>+00 §——00

Sligloo b(s,0) = h'(ap)0.
L’analyse d’une équation aux dérivées partielles du méme type est effectuée dans
[BO09a] (équation 79 page 41) et cette analyse assure qu'’il existe une unique solution &
cette équation. En effet, on doit d’abord montrer que toute courbe u € M"(¢;cpr) est

bien de la forme (4.6). Cela est fait en remarquant que si u est dans M"(c; cpr), alors

J]RX[O;l] wilde) = J[O;l] - J[O;l] i) =0. (4.8)
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Ordu:T(Rx[0;1]) » T(R x 0Xy) = R% ARR, @ est une application (J, j)-holomorphe.

Si on note dut la projection de du sur le fibré &, on sait que

J u*(da) = J dovy (s, (du(0s), du(0t)) = f dau(si)(dué(&s),duﬁ(é’t))
Rx[0;1] Rx[0;1] Rx[0;1]

= E(du®).

En effet duf est une application (.J¢, j)-holomorphe & valeurs dans le fibré symplectique
(¢,da) et donc un calcul classique assure que cette intégrale est égale a 1’énergie de dut
qui est donc nulle d’apres (4.8). Donc u est bien de la forme souhaitée. Pour effectuer
lanalyse de I’équation (4.7), il suffit de vérifier que la preuve de la proposition 4.2 de 77 se
transpose telle quelle si I'on travaille sur R x [0; 1] plutét que R x R/Z. On déduit alors
que M"™(c; cpr) est un espace de modules réduit & un élément ce qui assure que f; est un

isomorphisme. Donc on a établi que :

~

WASM 25 QFCr (Lo, H).

Or on sait que :
HCH(A, Ly) = cc;\lim H.(QFCrr(Lo, H))
H

et on va montrer que :
H.(CH(A, Lo)) = cc;\l}ilm H, (WASAT), (4.9)
Comme le foncteur colim est covariant, on en déduit qu’il existe une application :
H.(CH(A,Ly)) > HCH(A, Loy)

et que cette application est un isomorphisme. Dans (4.9), on remarque que les W ASAH
forment une suite croissante de sous-dga de CH(A, Ly) qui la remplissent a U'infini. La
colimite d’une telle filtration est la dga compléte et on peut vérifier directement la propriété

universelle. O

4.3 Orbites hamiltoniennes et homologies symplectiques

4.3.1 Homologie symplectique d’un domaine de Liouville

On suit la construction de [CO18] (voir définition 2.13). On note X un domaine de
Liouville et on prend H un hamiltonien dans H(X). On gradue FCy(H) par I'indice de
Conley-Zehnder : |y| = CZ(y) et on munit FC,(H) d’une structure de complexe de chaines
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par la formule suivante :

d:FCy(H) > FC«(H)
e > #MO )

[v—|=|v+]-1

La formule du bord donnée dans le théoréme 3.1 assure que d?> = 0. De plus, on peut
montrer que si H < H', il existe un morphisme de continuation ¢, : FC(H) — FC(H')
et les morphismes de continuation commutent & homotopie prés. On pourrait prendre la
colimite dans la catégorie des complexes de chaines a homotopie pres pour définir SC,(X)

mais, on va simplement définir SH,(X) :

SH(X) = lim FH.(H).
HeH(X)

4.3.2 Homologie symplectique d’un cobordisme de Liouville

On se réferera a la définition 2.13 de [CO18] pour les détails de la construction de
SH(X, Xp), on n’exposera ici que les principales étapes. On se donne Xy < X un cobordisme
de Liouville et H € H(X, Xp). On considere alors FCI/(H) le sous-complexe de chaines

muni de la différentielle usuelle c¢’est-a-dire :

d:FCH(H) > FCI(H)
e DL #M -

Iy =l -1

On rappelle que dans la définition de H (X, X(y) donnée en section 4.1.2, H est définie par
zones et que H(z) = pr sur [1; +o0[x0X et H(x) = Ar — A sur |e; 1] x dXp. Notons un tel
hamiltonien H»*. Prenons X' > X et fixons p << A, N. On sait alors que HY# < H .

On va utiliser une application de continuation :
FCy(HM) = FC(H ")

qui compte les courbes v : R x ST — (m) asymptotes en 400 & une orbite de HM* et en
—o0 & une orbite de H* . La condition de compacité (2.8) n’est pas vérifiée sur la partie
compacte pour ces espaces de module (car H N < HM et non linverse) mais comme on
I’a remarqué dans la section 2.4.5, ces espaces de modules admettent quand méme une
compactification de Gromov-Floer. La seule différence est que ’action ne décroit pas le

long de ces espaces mais on a 'inégalité suivante (cf formule 2.6) :

AHA,W' (fy—) s AHA,/,L (")/+) —|— ||H)‘7N' — H)\,”u,

|oo- (4.10)
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Montrons maintenant que cette application se factorise en une application :
FCH(HM) - FO (HY M.

En effet, si v, € FCL(HM) alors, Apxu(v1) < A De plus [[HM — HNH||o = (N —
A)(1 —€) et donc la formule (4.10) assure que :

A (=) < A (74) + (N = N1 — )
KA+N=N1-g) < N1 —¢)—eX
Ay, (=) < N1 —¢) (4.11)
Donc 7 est bien de type 1., car les orbite de type I, sont d’action plus grandes

que A(1 — ) (voir le tableau de la section 4.1.1). D’autre part, a A fixé, si y/ > u, comme

HM < HM ] existe une application de continuation standard :
FCL(HM) > FC,(HM)
Cette application se factorise :
FC(HM) — FC (HM)

car Ilyxu < Ipa,s. Tout ces morphismes de continuation commutent a homotopie pres.

On peut donc définir SH(X, Xy) comme étant la limite directe suivante :

SH(X, Xo) = lim lim FHY(HM).

—

Théoréme 4.4 (Théoréme 2.2 de [Vit99], théoreme 7.1 de [CO18]).
St Xg est un sous-domaine de Liouville de X, alors il existe un morphisme de transfert
[Vit99] :
Fg, 1 SC(X) — SC(Xo).

De plus, il existe un isomorphisme

SH(X,Xy) — H*(Cone(F))fO)).
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4.4 Quelques morphismes

4.4.1 Application Open-Closed
Construction

L’application OC qu’on consideére est similaire a celle définie par Abouzaid dans [Abol0)]
mais avec une définition légerement différente et des indices inversés (on utilise la convention
inverse de celle d’Abouzaid, cela est explicité dans 'annexe B). On se donne C' une

lagrangienne dans un domaine de Liouville X et H, K € H(X) tels que H < K.

Définition 4.3. Pour 71, ..., 7 des entiers plus grands que 1 tels que (11 +---+7,)H < K,

I’application

OC(H,dK) :FC(C,riH)®---®@ FC(C,ryH) > FC.(K)|k — 1]
a®- - @c - > #M(cr, - emi)y-

IvI=le1|+++lek|+k—1
est bien définie et vérifie la relation suivante :
OC o dCC*(A(C,H)) = dFC(K) o OC
Démonstration. Une vérification rapide assure que

CCEK(A(C,H)) — U FC(C,TIH)@)FC(C, TQH)[—l]"'®FC(Ca TkH)[_l]
(rite+rp) HSK

est bien un sous-complexe de CC\(A(C, H)).

D’aprés le théoréme 3.5, la dimension de la variété compacte Jf\/lv(cl, ceeyCRyY) est
égale & X7 (CZ(c;) —n)—CZ(Y) +k—1 = ||+ 35 ,(les] + 1) — || et done application
est bien définie et de degré 0.

On va montrer que :

<((’)C odce, +drc(r) © (’)C) (c1, .. .,ck);’y> = #é’ﬂ(cl,...,ck;’y)

Prenons donc ¢; . .. ¢; dans le sous-complexe CCSK(A(C, H)) et on peut simplifier :

OC(dCC*(Cl,...,Ck)) =0C Z Cl‘--Ciﬂj—i(ci-i-l,--';Cj)cj-&-l--'ck

1<i<j<k

+0OC 2 Pk—j+i(Cja1y e vy ChyCLy e v Ci)CigL - . Cf

1<i<j<k
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Donc on a d’une part :

<OC(dCC*(C))77>: 2 #M(Ci+1,...,Cj;C)#MV(Cl,...,Ci,C,Cj+1,...,Cd;’7)
1<i<y<k
c€FC(Cyrl,  H)

+ Z #H#M(cjg1... ¢k, €1, Ci OFM(c, Cip1,s -, C537)
1<i<j<k

CEFC(C,(T§+TQ?+1)H)

ot 1t = Z?:a r;. D’autre part, on a :

{dpegny o OC(e)ivy = D) #Mler,... e )#MA37).
v'eFC(H)

On retrouve bien le bord de la compactification de Gromov-Floer de Mv(cl, ce s CR3Y)
(cf formules (3.4), (3.5) et (3.6)). Comme M(ci,...,c;7y) est une variété compacte de

dimension 1 quand |g| = |e1| + - -+ + |ck| + k, cela suffit pour conclure. O

Théoréme 4.5. I existe une application relevant les H,(OC(H, K)) c’est-a-dire une
application

H,(OC) : HH,(SC(C)) — SH,(X)

Démonstration. On va procéder en deux étapes : d’abord prendre la limite selon K puis
prendre la limite selon H. La description des espaces M]_w;o](cl, ..., Ck;7y) assure que,

pour tout K < K’, il existe une homotopie 6 telle que :
¢ 0 OC(H,K) — OC(H,K') = dpc(xny 0 0 + 0 o doc,.

Cela permet de montrer que H,(OC(H,-) commute aux applications de continuation
4,0%,. D’autre part, quand on fait tendre K vers ’infini, on voit que les sous-complexes
CCsK(A(C, H)) remplissent CC,(A(C, H)). En passant a la limite, on peut donc définir
H.(OC(H,")): HH.(A(C,H)) - SH.(X).

La description des espaces M [0; +00[(cl, ..., Ck;7y) assure maintenant que ces applications
commutent avec les applications de continuation A(C, H) — A(C, H'). En effet, on sait

que pour tout H < H’, il existe 6 tel que :
OC(H',K) o CC(pip) — OC(H, K) = dpc(ey © 0 + 0 o docy (ac,m)
Si on passe a ’homologie et qu’on prend la limite selon K, on trouve donc que :
H,(OC(H',") o HH,(oH,)) = H,(OC(H,")).

Et donc cela permet de considérer 'application limite en utilisant la propriété universelle
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du théoreme 4.1. On a donc bien construit une application :

H.(OC): HH,(SC(C)) - SH.(X). O

Fonctorialité

Précisons quelques éléments sur I’homologie de Hochschild d’une lagrangienne présentée
dans la section 4.2.1. Si X est un domaine de Liouville et {C;}; une famille de lagran-
giennes de X, alors on peut définir une A-catégorie SC({C;};) et construire I’homologie
de Hochschild de cette Ay -catégorie en reprenant les arguments de la section 4.2.1 dans ce
cadre plus compliqué. Le morphisme de transfert se récupere aussi : prenons Xg < X un
sous-domaine de Liouville. Quitte & perturber les C;, la famille {C; n X}; est une famille
de lagrangiennes de Xj.

On a montré la fonctorialité de HH,(SC(C)) (théoreme 4.2) pour une unique lagran-
gienne et on peut de méme montrer qu’il existe un morphisme de transfert entre les

homologies de Hochschild :
HH,.(SC({C;}i)) = HH,.(SC{Ci n Xo}4))

ou on considere des homologies de Hochschild définies sur des sous Ag-catégories de
la catégorie de Fukaya (voir définition 2.28 de [Ganl2]). De plus, on peut montrer que
I'application OC est fonctorielle vis-a-vis des morphismes de transfert, c’est-a-dire que le

carré suivant commute :

HH(SC({Ci})) —— HH(SC({C; n Xo}:))
lOC(X) loc(xo) (4.12)
SH(X) SH(Xo).

On se place maintenant dans la situation suivante : X est obtenue a partir de Xy via
attachement d’anse le long d’une sphére legendrienne A c dXjy. En particulier (X, Xj)
est un cobordisme de domaines de Liouville. On se donne (CZQ)Z'ZL.“’]{; des lagrangiennes
coniques de Xy qui ne rencontrent pas A. Si on fait 'attachement d’anse sur un voisinage
suffisamment petit qui ne rencontre pas les CZQ, alors on sait que C’ZQ induit une lagrangienne
conique de X qu’on note CiX car le cobordisme (X, Xj) est trivial en dehors de la zone
d’attachement d’anse. En particulier CiX N Xg = CZQ. Finalement, on note C' la codme de

I’attachement d’anse qui vérifie C n Xy = @.
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Dans ce cadre le diagramme commutatif (4.12) devient :

HH(SC({CX}; v {C})) —F— HH(SC({C?},))
lOC(X) JOC(XO) (4.13)
SH(X) SH(Xo).

FX
X0

On sait alors qu’on peut compléter ce diagramme en des suites exactes longues et on
obtient :
H,(Cone(F)) —— HH(SC({C{}; u {C})) —— HH(SC({C}}))
lc lOC(X) lOC(Xo) (4.14)
H*(Cone(F))((O)) —— > SH(X) SH(Xp).

FX
Xo

Avant d’aller plus loin, on va construire une application OC(X, Xy) : HH.(SC(C, 2)) —
SH(X, Xg) et préciser ce qu'on entend par SC(C, ).

Lemme 4.2. Soient Xy un sous-domaine de Liouville de X et C' est une lagrangienne de
X telle que C n Xy = @.

Alors on peut utiliser des hamiltoniens H € H(X, Xo) pour définir une homologie de
Hochschild HH(SC(C, @)) isomorphe a HH(SC(C)) (cf section 4.2.1). Plus précisément,
si on note HM les hamiltoniens de H(X,Xy) de pentes (\, ) (voir section 4.1.2), on

montre que :

A(C, Hy) = hocolim A(C, H%*) = hocolim hocglim A(C, HM).
I I

Démonstration. On note HM* les hamiltoniens de H/(X, Xg) avec pente A sur Je;1] x X

et de pente p sur [1; +00[x0X. On remarque alors que les hamiltoniens de H(X) sont des

hamiltoniens H* et que H** = HM* en dehors de Xy. On répéte les arguments de la

section 4.2.1 pour munir A(C, HM*) d’une structure de Ay -algeébre. Montrons maintenant

que le morphisme de continuation
phion + A(C, HMY) — A(C, H ")

est un isomorphisme de Ay -algebre. Ce morphisme est bien défini car clairement HM* <
HO%*, Montrons maintenant que ¢ : FC(nHM) — FC(nH%") est un isomorphisme.
On peut supposer sans perdre de généralités que n = 1. On remarque alors que, comme
C n Xy = @, les générateurs de FC(HM*) et FC(H"*) sont exactement les mémes avec
méme action. Comme ¢, fait décroitre 'action, sa matrice est triangulaire supérieure. Ses
éléments diagonaux comptent les courbes R x [0;1] — X reliant deux cordes de méme

action. Il ne peut donc s’agir que de la bande triviale. Cette bande est comptée par 1 si
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on avait bien choisi une interpolation triviale sur X\ Xy u [1; +00[x0X, zone sur laquelle
HM = HO#,

Les coefficients diagonaux de ¢ sont donc égaux a 1 ce qui assure que ;1 est un
isomorphisme de complexe de chalnes et donc ¢ est un isomorphisme de Ay -algebre. Donc
A(C, HMY ~ A(C, H**) pour tout A et donc hocolimy A(C, HM) = A(C, HO") ce qui

conclut la preuve du lemme 4.2. ]

En considérant maintenant des hamiltoniens de type H(X, Xy), on peut construire une
application
OC(X, Xy): HH.(SC(C,2)) - SH(X, X))

de la méme maniere qu’on a construit I'application OC avec des hamiltoniens de type

H(X). On peut maintenant conjecturer la propriété de fonctorialité suivante :
Conjecture 4.3. Il existe un isomorphisme
HH,(SC(C,)) ~ Hy(Cone(F)).
De plus I'application G de (4.14) correspond a OC(X, Xo) via les isomorphismes
HH,(SC(C,2)) ~ Hy(Cone(F)) et SH,(X, Xo) ~ H, (Cone (F))((O)) :

Cette conjecture impliquerait notamment la commutativité du diagramme suivant entre

les suites exactes longues :

HH(SC(C,2)) —— HH(SC({C{*}i v {C})) —— HH(SC({C}}))
lOC(X,Xo) lOC(X) lOC(Xo)
SH(X, Xo) SH(X) SH(Xo).

4.4.2 Application "Closed-Open"

Avant de définir I’application Closed-Open, il est important de faire une remarque
sur la construction de l'algebre de Chekanov Hamiltonienne. On se place dans le cadre
suivant : Xy € X est un sous-domaine de Liouville et L est une lagrangienne de X telle
que L n0X = . On note Lo = L n Xg et A =L n 0Xy. Alors on a le lemme élémentaire

suivant :

Lemme 4.3. On peut utiliser indifféremment des hamiltoniens de type H(X, Xo) sur
(X, Xo) ou de type H(D, X) sur Xo pour construire la version hamiltonienne de l'algébre
de Chekanov HCH(A, Ly) :

HCH(A, Lo) = lim lim H,(QFCy; (L, H)).

AH pH
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Lagrangienne L

D )
/ \ :
17 17 HH
AV’

A

FIGURE 22 — A droite, on présente la situation géométrique pour la construction de CO
ainsi que le hamiltonien considéré. A gauche, on illustre un raisonnement sur l'action qui
assure que, dans ce cas, ¢ doit étre une corde de type I1 .

Démonstration. Soit H € H(X, Xo) qui vérifie Iy > I1. Les cordes hamiltoniennes de H

reliant L sont de type I%*, I1—°. Montrons maintenant directement que les

Ay :FCpp-(L,H) - FCpyp- (L, H)®[d - 2]

b— Z M(b;bl,...,bd)bl...bd
(bi)e(FO S )®4
|b1|+...|bg|=|b|+d—2

définissent bien une structure de Aq-cogebre sur F C’f[‘i (L, H). Pour cela, il suffit de
remarquer que quand b, by,...,bg € FC;- (L, H) sont tels que M(b;by,...,bq) est de
dimension 1, le bord de cet espace de module ne fait intervenir que des cordes de type
II~. La seule corde qui pourrait ne pas étre de type I/~ dans la description du bord qui
apparait dans le théoreme 3.3 est la corde intermédiaire qui est associée au noeud qu’on

note ¢ (cf figure 22) :

8M(b;b1,...,bk)= U M(b;bl,...,bi,c,bj+1,...,bk) XM(C;bi+1,...,bj).
O<i<j<k
ceFC(H)
Or cette corde c ne peut pas étre de type I car Iétage "supérieur” M(b; by, ..., b, ¢, bj41,. .., bk)
serait vide par décroissance de 'action : en effet toutes les actions des cordes sont positives
et Ig > 11y.

La corde ¢ ne peut pas étre de type I1° car alors, 'étage "inférieur" M(c; big1,. .., bi)
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serait vide par décroissance de 'action. En effet, ¢ serait d’action nulle et chaque b; d’action
strictement positive. Donc ¢ est forcément de type 11~ ce qui conclue le fait que A définit

bien une structure de Ay-cogebre.

Les applications A ne comptent que des courbes dont les conditions asymptotiques sont
toutes comprises dans le domaine de Liouville Xy. On sait alors que ces courbes restent
toutes contenues dans le domaine de Liouville X (lemme 2.2 de [CO18]). Donc ces courbes
ne voient pas la partie qui distingue les hamiltoniens H (X, X() des hamiltoniens H (&, Xj).
Tous les comptages de courbes sont donc strictement égaux pour tout les p et il est clair

qu’on retrouve ainsi une définition de l’algebre de Chekanov HCH (A, Ly)) :

HCH(A, Ly) = ligr)nligr)nH*(QFCHf(L,H)). O
AH HH

Soient H, K € H(X, Xo) tels que A\ > Ay et ux > py et vérifiant Iy > Iy et
Ix > IIk. On va décrire une fleche FCr(H) — CCL(QFCy-(L, K)). On rappelle que si
C est une Ay-cogebre, le complexe CCL(QC) est égal a (cf section C.5) :

d1 dl
0 QcC 0 QCRC +——0

ol di : QC — QC est la différentielle standard de QC, do(a ® b) = ab — ba, di(a @ b) =
dia ®b + aS(dyb) et

k k
CLS(blbk) = 2ab1bzbk = Zbi—i-l'--blabl---bi—l@bi-
i=1 1=1
On pose :
COl . FC][(H) — QFCII—(L, K)
v > #M(7;b)b
b,...,bp€FCy— (L, K)OF
[b1...bk|=|7]
et :

COy : FCrj(H) — QFCy;-(L,K) ® FCp;- (L, K)

b1, bk €FCy — (L, K)®F
|b1...bk|=]7]
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Théoréme 4.6. L application (CO1®CO2)(H,K) : FC;(H) — CCY(QFCr-(L,K)) est

bien définie et est un morphisme de complexe de chaines.

Démonstration. Avant toute chose, il faut vérifier que les applications CO sont bien a
valeurs dans CCP(QFCy;-) c’est-a-dire que toutes les cordes de K apparaissant dans les
espaces de modules considérés sont bien de type I1—. Il suffit pour cela de calculer la
décroissance de I’action en appliquant la formule (2.6) exactement de la méme maniére que
dans (4.11).

On sait que dim M(~v;by,...,bx) = CZ(~y) — Zle(CZ(bi) — 1) d’apres la section 3.2.4
et donc quand |y| = |b; ... b, cet espace est une variété compacte de dimension 0. Donc
CO est bien définie et on montre la méme chose pour CO,y. Vérifions maintenant que

CO1 @ CO4 est bien un morphisme de complexes de chalnes c’est-a-dire que
(COy +CO) od = (di + do + dy)(COy + COY)
c’est-a-dire que
COy0d =d; 0CO3 et COyod = dyoCOs + dy 0 COL.

Prenons 7y et by, ..., b tel que |y| = |bA1 ... bg|+1. On souhaite alors montrer que (COy(dvy)+
d1C02('y); b1 e bk> = 0.

COs(dvy) = COq Z #M(v,7 )y

Iy [=|v]—-1
= Y Y #MEAEG b bbb

Y 1=1V1=1181...bg | =]

et donc (COx(dy); by ... by) = 2=y |1 HM (v, 7 )#EM(+'; b1, . .., by). On calcule mainte-

nant :

~

Qo) =di | D) #Myidi... d)di...dy

|d1...dy] =]
= Z Z #Mv(’}/;dh...,dl)#M(di;el,...,er)C/l\l...dz‘_lel...erdz‘+1...dl
|dy...dy|=|y] |61...ei\>:2|di|fl
+ D] Mo #Myidy,. . d)#EM(dsen, . eer .. G epds . dy.
|dy...dy| =] |€1---§gi=<|;l1|—1
Donc
(L (COY)ibr. by = D #HMysbr,. . bid by, b)#EM(dsbiga, . by)+

ld|=Ibis1...b;]+1



4.4. QUELQUES MORPHISMES 131

hK

HH

Y

AH

AK

FIGURE 23 — Hamiltoniens pour CO.

S RIbbi, e b)) EM(i b1, b b D).
|d|=[bj+1---bnb1...bi

Donc la formule du bord donnée dans le théoreéme 3.6 assure bien que CO50d +d~1 oCOy =
0. On montre de méme que la formule du bord donnée dans le théoréme 3.7 implique
CO1o0d=dyoCOy+ dy oCOs. OJ

Théoréme 4.7. Il existe une application
H.(CO1®COs) : SH.(X, Xog) » HHY(Q2SC(L))

relevant les applications H.(CO1 @ CO2)(H, K).

On peut montrer que H,(CO; ®CO2) commute aux applications de continuation en
utilisant des espaces Mg. Pour simplifier les notations, posons CO = CO1 @ CO,.

On note Ap, p, Ak et px les pentes respectives de H et K (cf figure 23). On remarque
que toutes les limites sont directes selon tout les A, ;. Donc, essentiellement, on utilise juste
la covariance du foncteur limite directe. Cependant, il faut penser a prendre les limites
selon K avant celles selon H car on a utilisé I’hypotheése Ay < Ax et pp < pug. On montre
que si N = Ag et pugr = pg, le diagramme suivant commute a homotopie prés :

FCr(H) 2 oop(QFCr(K)) — hocolimy, ., COP(QFCy(K)).

| _—

CCP(QFCr(K")))
On pose :

CO(H, ) : FCU(H) - CCP(QFC[[(K)) - hocolimC’C’p(QFCU(K)).

AKGHEK
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D’autre part, on montre que, si Agr = Ag et pg = pp, le diagramme suivant commute :

FCr(H) —— CCP(QFC(K)) — hocolimy,, .. CCP(QFC(K))

! /

FCy(H)
Et la propriété universelle de colimite homotopique assure qu’il existe une application :

CO : hocolim FCrr(H) — hocolim CCP(QFCrr(K))

AHHH AKGHK

et donc en prenant I’homologie, on obtient bien :
H,(CO1®C0Os) : SH(X, Xyg) » HHY(Q2SC(L)).

4.4.3 Morphisme F

Soient Xy < X un cobordisme de Liouville et C' et L deux lagrangiennes de X telles

que :
1. CnXg=9
2. LndX =g,

3. pour tout hamiltonien H considéré, il existe une unique corde hamiltonienne reliant

L a C qu’on note gq.

On note A = L ndXp et Ly = L n Xp. Soient H, K € H(X, Xp) tels que \g = g,
pwr = i, Ix > Il et Ip > Ilg. Pourd>=1,1>1et ry,...,ry des entiers tels que

(ri+-+ra)dg < Ag et (r+ - +rdun < g (4.15)
on pose :

FYFC(C,rH)® - Q@ FC(C,rqH) — FCp— (L, K)®'[l +d — 1]

Cl...cq> 2 H#M(cr, .. cq;q b1, ..,00)by . Dy
b|=|c|+n—1
bieFC,,— (LK)

On rappelle que 'espace M(cy,...,cq;¢;b1,...,b;) est de dimension Zle(C'Z(ci) —
n) — Zizl(CZ(bi) —1) + (d — 1) d’apres le théoréeme 3.8 donc quand |b| = |c| + 1+ d — 1,
I’espace considéré est bien une variété compacte de dimension 0. D’autre part, on peut

vérifier que les cordes b; apparaissant dans F| fl sont bien de type II en appliquant la formule
(4.11).

En considérant (—BFé, on définit une application Fy : A(C, H)®? — QFC;; (L, K)[d—1].
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Iy Iy Ilg

U

q X Xq
b Iy
P I Iy

FIGURE 24 — Construction du morphisme F' et vérification de la factorisation de F sur
FCr-(L,K).

Lemme 4.4. Les F; ainsi définis forment un morphisme de Aw-algébre de ASK(C, H)
dans QS°FCy;- (L, K)

Démonstration. On remarque que Fé n’est pas défini sur A(C, H) mais sur une sous-
Ag-algebre de A(C, H) a cause de la condition (4.15). On note cette sous-Ag-algebre
ASE(C, H). Cela ne posera pas de difficultés dans la discussion qui suit car on prendra
la limite selon K. On remarque d’abord que les seules cordes de K apparaissant dans les
espaces de modules considérés et leurs bords sont de type I1, . En effet, le seul cas ot des
cordes de type Ix ou [ I?( peut apparaitre est illustré dans la figure 24. Or on voit que b ne
peut étre de type [ I?( car I’étage inférieur serait interdit par décroissance de l’action sur
I’étage inférieur. D’autre part, b ne peut pas étre de type Ix car I’étage supérieur serait

interdit par décroissance de 'action (voir formule (4.11)).

On rappelle que (QFC, I (L,K),A,®) est une algebre différentielle graduée et donc

QFC. (LK)
une Ax-algebre avec des p, i nuls pour d = 3. Montrons que, pour tout d > 1 et
c1,...,cq € ASK(C, H)®", I vérifie les relations des Ag-morphismes :

A=Fy py1(crs o p(Civts -5 Cik)ys -+ -5 ) + AFy(er, ..., cq)

+ Z Fdl(Cl,...,Cd1)®Fd2(Cd1+1,...,Cd) =0.
di+do=d
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Fixons by ...b € FCy- (L, K)® et montrons que (A;b; ...b) = 0. On sait que :

(Fapr(et, - e (Cit1s -5 Cink) s - -5 Ca)s B)
= 2 #M(Ci+1,.--7CZ‘+]<;;C)#M(01,-~-,Ci,C,Ci+k+17.--,Cd;q;bl,-..,bl)-

|C|=|Ci+1‘..6i+k|—1

Et :

(AFy(cr, ... caliby = > (DpFi(er,... ca);b)
p+q=l+1

= Z #M(Clw"acn;Q;bla”'7bi7b7bj+17'"bl)#M(b;bi-‘rla"'?bj)‘

‘b‘:|bi+1...bj|+l

Et :

() Faleqy) ®Falce)iby = >0 #Mlcay gibr .- by )J#M(c@y; @by 1, - b).-

dy +d2=d di+da=d
l1+1la=1
On retrouve la formule du bord de M(eq, ..., cq;q;b1,-..,b;) et cela assure que A =0
d’apres le théoreme 3.8 et donc que F' est bien un morphisme Ag. O

Théoréme 4.8. Les Fcll induisent une application :
HH.(F): HH.(SC(C)) > HH.(HCH(A, Ly)).

Démonstration. On remarque que la preuve du lemme 4.3 assure que les HH, (QFCr- (L, K))
permettent de calculer HH,(HCH (A, Ly)) quand on fait passer A\g et px a la limite.
D’autre part, le lemme 4.2 assure que les H H,(A(C, H)) permettent de calculer H H,(SC(C))
quand on fait passer Ay et pg a la limite. Il s’agit donc de montrer que les Ay -morphismes
F,;(H, K) commutent bien aux applications de continuation & homotopie de Ay-morphisme
pres.

Soient H < H' et r1,...,7q tels que ril/\H/ < Ak et r‘li,uH/ < pr . On note

0, :FC(rH)®--- @ FC(rgH) — QFCy; (L, K)[d]

Q- Qcg Z M[0;+oo[(C1,...,Cd;q;bl,...,bl)
bieF(JH, (L,K)
‘bl...bd‘:‘CH*d
On souhaite montrer que # réalise une homotopie entre les morphismes de Ay -algebres
F(H',K)o gpg, et F(H,K). On écrit la relation d’homotopie sous forme graphique (figure
25) et on laisse le lecteur comparer cette relation et la figure 16 qui décrit le bord de Mp-.
On pourrait montrer de méme que F' commute bien aux homotopies de K. On passe alors

a la limite de la méme maniére que pour 'application CO (voir la preuve du théoréme 4.7)
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F1GURE 25 — Condition de compatibilité pour le A -morphisme F' avec les applications de
continuation.

pour obtenir le résultat voulu. ]

On rappelle (cf section C.5) qu'il existe une application
p: HH.(HCH(A, Ly)) > HHY(HCH (A, Ly)).

On pose
HHP(F) =po HH,(F)

et on va donner une formule explicite pour HHE(F) :

HHE(F)(c1,...,cq) = p(CC*(F)(cl,...,cd))

= > p(Falcisn--scack)) + D) P(Fa(Crans - Carer) ® Fay(Cayeiins - - > Cavn) +0

keZ/dZ. di+da=d
keZ]dZ.

Z Fy(cisk, - -5 Carn) + Z Fijvi(Cit1s-ooscascry ) S(Fj—ilCivty - ooy ¢5)
keZ/dZ d=j>ix>1

= > #M(C14k, - - -5 Carn; 3 b)b
kezZ/dz,
‘bl...bl‘:‘CH*dfl

+ Z #H#M(Cjr1,...,cq,¢1,. .. i )HFM(Civ1, ..., ci5q;e)b1 ... bS(er ... ep).

d=j>iz1

On a donc construit une application :

HHY(F) : HH,(SC(C)) —» HH?(HCH (A, Lo))

4.4.4 Homotopie A

Soient Xy < X et C et L des lagrangiennes de X comme dans la section 4.4.3. On fixe
H,KE H(X,Xo) tels que >\H < /\K, UH < UK, IH > IIH et IK > IIK.
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Pourd>1,1>1et r,...,ry des entiers plus grands que 1 vérifiant
(r1+-+r)) g < Ag et (1 +--- +ra)py < pir,
on pose :

AL FC(CmH)® - @ FC(CyrgH) — FCrp- (L, K)®'[d + 1]

Cl...Cq— 2 #M(Cl,...,Cd;bl,...,bl)bl...bl
|b]=lc|+d

On remarque que quand |b|q = |¢| + d, 'espace de modules considéré est bien de dimension

0 car, d’apres le théoreme 3.10,

dim M(Cl,...,cd;bl,...,bl)

I
N
x>
gl
Q
N
i)
|
S
~_
|
g
Q
N
Sa
|
=
N—
_l’_
Q.

On pose de méme :

AP FC(C,mH)®---® FO(C,rgH) — FC - (L, K)®Y @ FCy - (L, K)

Cl...Cq—> 2 H#M(cry. .. cq;b1, ..., b)b1 .. by
(b1...by|=lc|+d

Théoréme 4.9. L’application A' @ A% : CC.(A(C, H)) - CCL(QFC;;-(L,K)) de degré

1 vérifie I’équation d’homotopie suivante :
Aodcc, + doce 0A=CCE(F)—COoOC.
Démonstration. 11 s’agit de montrer d’une part que :
A% odee, + diA% = COP2(F) — COy0OC
et d’autre part que :
Al odoe, + di A + dgA* = COPH(F) — COy 0 OC.

Or, pour ¢i,...,¢q €t by,...by, des calculs directs (se reporter aux théoremes 3.10 et 3.9)

montrent que :
<(A2 odoc, + diA% — CCPA(F) + CO5 0 OC)(c);by ... bl> — #OM(c;b).
En effet, si on reprend la preuve du théoréme 3.9, on voit que :

(a) les lignes (3.10) et (3.11) correspondent & {A? o doc, (c); by...bp),
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(b) les lignes (3.12) et (3.13) correspondent a {d; A2(c); b ... bk,
(c) la ligne (3.14) correspond a (CO, 0 OC)(c); by .. bk,
(d) la ligne (3.15) correspond & (CCE2(F)(c); b ... by ).

On montre de la méme maniere que :
{(A' o dcoc, + diA' + dgA? = CCEHF) — CO1 0 OC)(c); by = #M(c;b)

ce qui permet de conclure la preuve. ]

Cette relation d’homotopie assure que HHY(F(H, K)) = H,(CO(H, K))oH,(OC(H, K))

pour tout hamiltoniens H et K. Donc a la limite, on obtient le théoréme

Théoréme 4.10. Les applications suivantes qui vont de H H,(SC(C)) dans HHLY(HCH (A, Ly))
sont égales :

H,(CO) o Ho(OC) = HHE(F).



138 CHAPITRE 4. HOMOLOGIES LAGRANGIENNES ET SYMPLECTIQUES



Chapitre 5

Attachement d’anse symplectique

et catégorie de Fukaya

Le but de ce chapitre est de décrire I’évolution d’invariants symplectiques apres un
attachement d’anse critique sur un domaine de Liouville. Pour cela, on étudie la dynamique
de Reeb sur une variété de contact obtenue apres chirurgie dans un premier temps. On
donne une heuristique permettant de comprendre deux théoremes annoncés dans la section
6.1 de [BEE12] : les théorémes 5.1 et 5.2. Les arguments donnés dans cette section, s’ils
étaient plus détaillés, devraient étre suffisants pour démontrer ces théorémes. Dans la
section 5.2, on en déduit I'isomorphisme de Ay -algebres entre le complexe de Fukaya
enroulé de la codme et 1'algebre de Chekanov de I’ame (le théoreme 5.4). Le théoreme de
split-génération 5.6 devrait découler de cet isomorphisme mais on a du admettre deux

conjectures pour compléter la preuve : les conjectures 5.1 et 4.3.

5.1 Dynamique de ’attachement d’anse

On va décrire une construction non lisse de 'attachement d’anse symplectique et
travailler tout le long de cette these avec cette construction. Pour voir une construction
plus précise de 'attachement d’anse symplectique, on pourra lire [Wei91].

On se donne Xy un domaine de Liouville ainsi qu’une sphére legendrienne A < ¢X.

On sait qu'un voisinage de A dans 0X( ressemble au fibré en disques :
Vois(A) ~ D(T*S" 1 x R) = {(z,v,t) e T*S™ 1 x R; [v]? + t? < 2}

et on fixe un tel contactomorphisme & partir de maintenant. Or on peut remplir 7*S"~! x R
par T* D™ car

T*Dn|Sn71 l) T*Snfl <« R
(x,v + tx) — (x,v,t) ou (v;x) = 0.

139
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coame
pr*py > T

~

anse
. DT*D"
ame

n
D"
.
.

:_\A/

[1;1 +6] x 0Xg

FIGURE 26 — Attachement d’anse sur un domaine de Liouville X le long d’une spheére
legendrienne A.

On dira alors que la variété obtenue par attachement d’anse symplectique sur Xg le

long de A est la variété (illustrée en figure 26) :
X = Xou[l;1+6] x 8Xg U D.T*D"

ou D./T*D"™ est attaché sur Vois(A) < {1 + ¢} x 0Xp. On munit X de la 1-forme de

Liouville A définie par morceaux :

(a) A = Ax, sur X,

(b) A =7 Ax,lax, sur [151 + 6], x dXo,
(¢) A= (2pdq + qdp) sur D.T*D™.

Cette forme de Liouville n’est pas lisse mais on la traitera comme si elle I’était dans
la suite. On supposera ¢ trés petit de maniere a justifier 'approximation suivante : les
cordes de Reeb sur {1 + §} x dXy sont de méme longueur que les cordes de Reeb sur
{1} x 0X. La constante § n’apparaitra pas dans les calculs de longueur de corde de Reeb.
Cette approximation n’aura aucun effet quand on calculera 1’action hamiltonienne '. L’aAme
de I'anse est la section nulle L = D" < D.T*D" et la coame est C' = D.T;f D™ de bord

1. L’action hamiltonienne associée & une corde de Reeb est égale a rh’(r) ot h'(r) est la longueur de la

corde de Reeb. Or si la corde de Reeb se trouve sur la tranche {r} x Y, le flot de Reeb est a vitesse % :

I’action hamiltonienne est inchangée.
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I' = STy D". On peut maintenant décrire le flot de Reeb sur le bord de X. On remarque
que :
0X = 0Xo\Vois(A) u S.T*D"

et on dira que 0X est la variété obtenue par chirurgie de 0Xg le long de A.

Lemme 5.1 (Description du flot de Reeb). Avant lattachement d’anse, le flot de Reeb

sur 0Xg pouvait étre décrit comme un flot défini par morceaus :

1. pfo sur 0Xo\ Vois(A),

2. (goé%o)(a:,v +tx) = (z,v + (t + 0)x) sur Vois(A) ~ D.T*D"|gn 1 ot (v;) = 0.

Apres Uattachement d’anse, le flot de Reeb sur 0X peut étre décrit comme un flot défini

par morceaus :
1. B sur 0Xo\ Vois(A),
2. (gof)(x,w) =(z + L Ow,w) sur ST*D™.

2e2
On remarque aussi que si le flot de Reeb rentre dans la zone dite de chirurgie en (x,w), on

a (qu’on se place avant ou aprés la chirurgie) :
{z;wy < 0,2e S" ! et |w| =e.
Démonstration. On travaille dans R?” munie de la 1-forme de Liouville
A = 2pdq + qdp.

On remarque que S™ ! x R™ est une hypersurface de contact dans R?” et que S™ ! x {0}
est une legendrienne dans S"~! x R™. On peut alors montrer [Wei91] qu’il existe un
difféomorphisme :

Y : Voisax,(A) ~ 8"t x D

et on peut étendre ¢ & un voisinage de A dans Xy & valeurs dans un voisinage de S"~! x {0}
dans {(q,p) € R?";|q| = 1} grace au flot de Liouville. Avec cet isomorphisme ), on attache
sur Xo I'anse D" x D7 < R?".

Sur la variété de contact S"! x D = R?" munie de la forme de contact 2pdq + qdp,

le champ de Reeb vaut :

On vérifie de méme que :
n n—1 1 a
RD XSE = _p—.
252p6q

Cela nous donne les formules annoncées. O

Remarque 5.1. On attache une variété a coins sur Xy ce qui fait que la variété X obtenue

par attachement d’anses n’est pas lisse en les coins de rattachement. Cela n’est pas génant
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car on peut toujours lisser 'anse afin qu’elle n’ait pas de coins. Les calculs seront effectués

par la suite dans le cadre non lisse pour éviter de s’occuper des petites perturbations.

On va maintenant s’intéresser aux cordes de Reeb reliant A avant chirurgie et a leur
évolution apres attachement d’anse. Une corde de Reeb est un couple (z,T) tel que z € A

et 4,0?0 (x) =y e A avec T > 0. D’apres le lemme 5.1, on sait donc que

plo(x) = (z,e2) et p° (2) = (y,—ey).

On suppose de plus qu’on a choisi € suffisamment petit afin que la corde de Reeb ne
passe pas dans la zone Vois(A) en dehors des temps [0;¢] U [T'—¢;T']. On peut alors décrire
le comportement de cette corde apres la chirurgie. D’une part on a un segment de Reeb de
longueur 7' — 2¢ qui relie (x,ex) a (y, —€y) en dehors de la zone de chirurgie et d’autre

part :

0 0
@]—%6(337556) = (x - 27811’511) et ¢¥—25+6($75x) = @gz(yv —{-:y) = (y + 275 : (—y), _Ey)‘

En particulier, on remarque que :

(p¥+26(07 E.Z') = (Oa _Ey)'

Donc toute corde de Reeb de A dans ¢.X induit une corde de Reeb de I' = S, T* D" de
quasiment méme longueur, cette situation est représentée dans la figure 27. Ce fait est un

cas particulier du théoreme suivant :

Théoréme 5.1 (section 6.1 de [BEE12]).

Pour tout A > 0, si on choisit € suffisamment petit, alors

(i) les cordes de Reeb de longueur < A reliant I' dans 0X sont en bijection avec les mots

de longueur < X en les cordes de Reeb de A,
(ii) les orbites de Reeb de longueur < A dans 6X sont en bijection avec :
(a) les mots cycliques de longueur < X en les cordes de Reeb de A,

(b) les orbites de Reeb de 0Xy de longueur < .

Stratégie de démonstration. On ne va pas prouver ce théoréeme dans ce manuscrit. 1l a
été annoncé dans [BEE12] et leur preuve actuellement non publiée a été écrite dans la
proposition 2.2.10 de [Roul7] . J’ai aussi prouvé ce résultat dans mon mémoire de Master
[PS13] avec une méthode différente. On va présenter les étapes essentielles de cette derniere
preuve.

Prés de chaque corde ¢ de Reeb de A reliant (z,0) € S~ & (y,0) € S"~!, on sait que
or—2:(x,ex) = (y, —ey). On peut alors considérer 'application P de retour de Poincaré qui

établit une bijection entre un voisinage U de (z,ex) € S.T *D"il‘ gn—1 dans un voisinage
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points d’entrée des cordes dans
la zone de chirurgie : S.T*D"|gn 1

/

ame L = D"
_.--"de bord A = ™!

coame C' = D,/ TyD"
de bord I' = S. Ty D™

L’anse D.T*D"

(z,ex)  (0,ex)

corde de Reeb

apres chirurgie quarts de plans holomorphes
inclus dans D™ x D™ < C"

Cordf d}f‘ Reeb 1:R*(0,2) ®R*(z,0)

avant, chirurgie 2 : R+ (0, —y) @ R*(y, 0)

FIGURE 27 — Représentation graphique de 1’évolution du champ de Reeb a l'intérieur de
I’anse le long d’une corde de Reeb. Afin de ne pas surcharger la figure, on présente I'anse
en haut et les cordes de Reeb en bas.
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V de (y,—cy) € SET*D"“‘STLA.

Cette application de retour de Poincaré ne fait intervenir que le flot de Reeb en dehors
de la zone de chirurgie donc 'application est invariante sous la chirurgie. De plus, les tailles
des voisinages U et V sont indépendantes de €. Donc si on choisit € assez petit, on sait que
pour tout u € S"7!, (y,eu) e V.

Si & partir de ce point (y,cu), on continue de suivre le flot de Reeb aprés la chirurgie
(c’est-a-dire le flot géodésique de D™), on ressortira de S.T*D"™ en (y + t(y, u)u,u) ou
t(y,u) est I'unique t > 0 tel que |y + t(y,u)u| = 1. On appelle f 'application qui consiste
a suivre le flot de Reeb en partant du voisinage U de (x,ez) jusqu’a arriver en V' puis de

suivre le flot géodésique de S.T* D" jusqu’a sortir de la zone de chirurgie :
f:U— S.T*D" Y,

Alors on peut montrer que :
(i) lapplication f est hyperbolique,

(ii) lapplication f est surjective & 2 pres (c’est-a-dire que pour tout z € SgT*D"_l‘Sn_17

il existe z € U tel que |f(z) — z| < 2¢).

Ces deux propriétés permettent de refermer des mots en cordes de Reeb de A en orbite de
Reeb ou en cordes de Reeb reliant I' (cf figure 28). O

Pour tout corde de Reeb x de A, on note G(k) la corde de Reeb de I' induite par
cette corde en appliquant le théoreme 5.1. On note de plus que I'dme et la codme ne
s’intersectent qu’en un point qu’on notera ¢ : C' n L = {g}. On note M" (G (k);q; k)
I'espace de modules des disques holomorphes u : M(D1.2.1) — m asymptote pres de la
pointe positive a {+o0} x G(k) et pres de la pointe négative a {0} x k et ou on rappelle
que m =]0;1] x 0Xo U X\Xo LU 0X x [1;+oo[.

Théoréme 5.2 (section 6.1 de [BEE12]).
L’espace de modules M"Y (G (k); q; k) est réduit a un point. De plus l'indice de Conley-
Zehnder de G(k) vaut :
CZr(G(k)) = CZp(k) +n — 2.

Stratégie de démonstration. On présente une preuve incompléte de ce théoreme sachant
qu’il a été annoncé dans [BEE12]. On va juste construire explicitement dans notre modele
non lisse le disque holomorphe (cf figures 27 et 29) et montrer son unicité. On note
(z,0) € S~ = A le point de départ de la corde ¢ et (y,0) son point d’arrivée. On va
construire le disque holomorphe dans X\ Xy et il suffira de prendre la complétion cylindrique

de ce disque dans X\ X, pour conclure. On rappelle que

X\XO = D.T*D"™ U 0Xq x [1; 1+ (5]
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Orbite associé au mot cyclique cjcy

zone sur laquelle

1
/  Danse est attachée

Deux cordes de Reeb reliant A : ¢1 et ¢

Corde reliant I' associée au mot ¢jca

Avant attachement d’anse Apres attachement d’anse

FIGURE 28 — Heuristiquement, quand on rentre dans la zone de chirurgie, quitte a perturber
légerement, on peut ressortir n’importe ou. Cela permet de refermer des mots en les cordes
de A en des cordes de I' ou en orbites.
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On définit D comme la réunion Dy U Dy u Dj (cf figure 29) ou

1. D1 = (R*(x,0) x RT(0,ex)) n D.T*D",

2. Dy =R (y,0) x R*(0,—ey) n D.T*D™,

3. D3 =[1;1+40] x k< [1;14 0] x 0Xo.
Dy et Dy sont des quarts de plans holomorphes de C" et D3 est un disque holomorphe car
il 8’écrit comme un produit d’une corde de Reeb par un intervalle dans une symplectisation.
Les disques D; et Dy sont évidemment réguliers (c’est-a-dire que 1’équation du®! = 0
vérifie la propriété de transversalité, on pourra voir le lemme 9.24 de [EES05]) et on le
lemme 8.2 de [DR16] assure la régularité de Ds.

On a donc construit un disque D € M (G(k); ¢; k). L'unicité découle du fait que G(x)
et k ont des actions extrémement proches et donc nécessairement tout disque de M doit
se trouver dans la partie [1;1 + 6] x 0X dans un voisinage de [1;1 + 0] x x. On peut alors
se placer dans des modeles locaux pour vérifier 'unicité.

Le disque est régulier c’est-a-dire que 1’équation holomorphe est transverse. Donc

’espace de modules M est de dimension 0. Or un calcul de dimension assure que :
dimM"™ (G (k); q: k) = CZR(G(k)) —n — CZg(K) + 2.

En effet, pour calculer 'indice de 'opérateur de Fredholm, on colle 2 disques de type o (c)

au niveau de chacune des pointes du disque D € M"(G(k); ¢; %). On trouve donc que :
ind(D) +n—CZr(G(k)) + CZr(k) +1—-2=0
car ind(Do,1;0) = 0.
Donc dim M" (G (k);q; k) = ind(D) + 1 = CZr(G(k)) —n — CZgr(k) + 2.

Cela nous donne la formule annoncée pour l'indice de Conley-Zehnder de G(k). O

5.2 Homologie symplectique de ’attachement d’anse

On commence par prouver le lemme qui assure qu’on peut utiliser les constructions de
F et le théoreme 4.10.

Lemme 5.2. Pour tout hamiltonien H € H(X, Xy), il existe une unique corde hamilto-

nienne reliant L a C. On notera cette corde q.

Démonstration. En dehors du point d’intersection ¢, les lagrangiennes L et C' vivent dans
deux parties distinctes du cobordisme. En effet, heuristiquement : C\{q} <]0; +o0[x0X et
L\{q} < Xo U [1; +00[x0Xp ou on a plongé dans X les parties |0;1] x 0X et [1;+00[x0Xo

via le flot de Liouville. Un hamiltonien H € H(X, X) ne pourra donc pas créer de nouveaux
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[1;1+(5] x 0Xp

0Xo

corde ¢ reliant A dans 06X

corde G(c) reliant I' dans 0X

|
|
Disque holomorphe de M"!(G(c); q;c) découpé en 3 parties
- 1 et 2 : cf figure 27
3 : disque holomorphe [1;1 + 0] x ¢ < [1;1 + 0] x X ou ¢ corde de Reeb

FIGURE 29 — L'unique élément de M"(G(c); q;c) est représenté en gris. Il est défini par
morceaux et donc non lisse (car le modele qu’on a choisi pour I'attachement d’anse est non
lisse).
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points d’intersection autres que le point géométrique q.

En effet un tel hamiltonien est C?-petit prés du point d’intersection de 1’ame et de
la codme qui est transverse. On peut donc méme assurer que 'unique corde hamilto-
nienne reliant L & C est arbitrairement proche du point d’intersection si on choisit un H

suffisamment petit. O

On se place maintenant dans (m) avec un hamiltonien H de type (X, Xp). On
suppose de plus que la sphére A sur laquelle on fait un attachement d’anse possede un
remplissage Lo dans Xj. On sait que les cordes hamiltoniennes de C' sont en bijection
avec les cordes de Reeb de I' dans X et que les cordes hamiltoniennes de L u Ly de type
11~ sont en bijection avec les cordes de Reeb de A dans ¢Xp. On fixe A et on choisit un

attachement d’anse tel que le théoréme 5.1 soit vrai. On a alors le lemme :

Lemme 5.3.
Les générateurs de FCf)"HJr(C, H) sont en bijection avec les mots en les cordes de

Reeb de A dans 0 X de longueur < .

Les générateurs de FOSMI= (L v Lo, H) sont en bijection avec les cordes de Reeb de

A.

Théoréme 5.3. Soit ¢ une corde hamiltonienne de L v Lo de type II~. On note G(c)
la corde hamiltonienne de C' correspondante. Alors le cardinal de ’espace de modules
M(G(c); q;¢) est impair et donc égal a 1 dans Z/27.
Démonstration. Afin de clarifier la situation, on va se donner des notations. Les différents
types de cordes qui apparaitront seront notées de la maniere suivante :

(i) k désigne la corde de Reeb reliant A,

(ii) G(k) désigne la corbe de Reeb reliant I' associée a x (cf théoreme 5.1),
(iii) cr désigne la corbe hamiltonienne reliant L u Lg associée a k ot T est un hamiltonien,

)

(iv) G(cr) désigne la corde hamiltonienne reliant C' associée a G(k) ot T est un hamilto-

nien.

On sait que M (G(k); ¢q; k) est un ensemble & 1 élément d’apres le théoréme 5.2. On
souhaite montrer que cela implique que M(G(cgr); q; cgr) est lui aussi de cardinal impair pour
H e H(X, Xy). Avant de commencer la preuve, on propose de vérifier que M(G(cg); q;cr)

est bien de dimension O :
dim M(G(cn);q;cn) = CZ(G(cn))—n—CZ(cy)+1l = CZr(G(k))+1-n—CZgr(k)+1 =0
ou on a utilisé le théoréme 3.8 et les formules de la section 2.2.

On va procéder a deux allongements de cous ("neck stretching") successifs illustrés en
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[1—9;1] x 0X

b

z) A H(z) A A HS(@X) ()

Y
l

X

=

S_(0X)|S, (8X)

Xy iX\Xoii Sy (0X
0 \ 0 +( ) XO X\X() [8; 1] X 6XS+(5X) XO X\XO S+(5X)
FIGURE 30 — Allongement du cou pres de {1} x 0.X.

[1;1+¢] x 0Xo

y

Inam

Xo #X\Xois, (ax) Yo HEADOXINXIS0X)  x e ox,) X

FIGURE 31 — Allongement du cou pres de {1} x 0Xj.

figures 30 et 31. Les notations précises seront assez techniques et on invite a se référer aux
figures pour visualiser la preuve. On montrera ainsi qu’il existe un cobordisme entre (figure
30) :

M(Glen)s gien) et M(G(R); g; cx) x My (Glengy )i G(r))

et entre (figure 31) :

M(G(R): g5 cxc) et M(G(r); g; ) x MG (K5 iy, )-

Procédons au premier allongement de cou. On va décomposer X en plusieurs morceaux
et définir sur ces morceaux des structures presques complexes Ji, J4 pour A = 1 et deux

hamiltoniens H et K comme indiqué dans le tableau suivant :
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zone H K J1 Ja

Xo\Je; 1] x 0Xp AMe—=1) | Me—1)) JIx, JIx,

le; 1] x 6Xo AMr—=1)| AMr—-1) ngl ngl

X\([l—é;l]an) 0 0 JX JX
1 A

[1 — 5; 1] X 6X 0 0 J§0 @ 0 J£0 @ 01
-1 0 -5 0

[1; +o0[x0X wr 0 Jg;l Jc)?gl

Dans la quatrieme ligne du tableau, les structures presques complexes sont écrites dans la

décomposition suivante :
T([1—6;1] x 0X) = E®RR™X @ R0,

On peut vérifier qu’il existe un isomorphisme :

<[1—6;1] x&Xo,Jgo@< 01 A)) ~ <[A(1—6);A] x 0Xo, Je, @ ( ! 1))
1 -1 0

Les structures J4 permettent d’allonger le cou situé en 06Xy x [1 — ;1] et J; est juste
une structure standard sur (X, Xo). Finalement on note Hg(,x le hamiltonien défini sur
S(0X) par :

1. H(r,y) =0 sur ]|0;1] x X,
2. H(r,y) = pr sur [1; +oo[x0X.
On définit 'espace Ma(G(cH);q;chr) comme ensemble des couples (D,u) ou D €
M(Dl;Q;l) et
w:D — (X, Xo), et (du— Xy ®pB)oj+Jao(du—Xpy®p) =0

avec les conditions asymptotiques :

lim u(z2) = {rg(e,)} x Glem) et lim u(z) = {r} x cy.

z—zt z—z~

On pose :
Mol (Glen)igien) = | Ma(Glen)igen).

Ag[1;+00]
Le bord de I'espace M1, [ peut étre constitué de :
1. dégénérescences de type Floer,
2. dégénérescences dues a la compactification de Deligne-Mumford de M(D1.2.1),

3. dégénérescences quand A =1 ou A — +c0.
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Comme les actions de G(cg) et ¢y sont tres proches, on peut interdire les courbes de type

1 et 2. Quand A tend vers l'infini, on voit (cf figure 30) que la courbe se sépare en deux :

Mo(Glen)igem) = | MM gier) x My (Glemgo, )i /-

k/corde de T’

Comme les actions de G(cp) et ¢y sont tres proches, la seule corde «' de T' qui pourrait

apparaitre dans My, est G(k). On obtient finalement :

o H l
OM14oo[(Glen); 4 cnr) = M(Glen); @ err) oMM (G (K); g5 e ) x My © (Glerig o x) )i G ()

ol

L’argument dual de celui utilisé pour prouver 1’équivalence entre ’algebre de Che-

kanov holomorphe et ’algebre de Chekanov hamiltonienne du théoréme 4.3 assure que

Hgo
M, 50 (G(cHgox,); G(K)) est réduit & un élément (cela est une conséquence de [BO09a]).

On en déduit donc que :
M(Gen); s emr) = MM (G (k); ; exc) mod 2. (5.1)

On peut maintenant procéder au deuxieme allongement de cou comme présenté dans la

figure 31. On découpe X en:
X = Xo\Je; 1] x 0Xou]e; 1] x 80X U X\]1 — ;1] x 0X U]l — ;1] x 0X U S, (0X).

On allonge alors le cou en modifiant une structure presque complexe J; sur la zone
]1—=19;1] x 6X et on définit I'espace M 4(G(k); ¢; cx) comme P'ensemble des couples (D, u)
ouD e M(Dl;g;l) et

u:DH(m), et (du—Xg®B)oj+Jao(du—Xrg®pP) =0
avec les conditions asymptotiques :

lim u(z) = {400} x G(k) et lim u(z) = {1} x c.

z—zt 22~

On pose :
Mo (G(a)igiex) = | MalGr)igiex).

Ag[1;400[

On peut ensuite effectuer 'allongement de cou illustré en figure 31. Les mémes arguments

que précedemment assurent que :
N Moo (G(K); g ci) = MG (R); g3 k) x MIEL (k3 ery) © Mi(G(R); g cx)-

ou Kx, est un hamiltonien de H (@, Xo) vérifiant :
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L. sur Xo\Je: 1] x 2Xo, Kx,(x) = Al — 1),
2. sur J&; 1] x 0Xo, Kx,(2) = A(r — 1),
3. sur S;(0Xp), K(r,y) = 0.

Or on on sait que les espaces M" (G (k);q; k) et ./\/lff(oio (K; CKy,) sont constitués dun

élément (cf preuve du théoréme 4.3 pour ’étude de I’espace M}}gl( (K; Ciy,))- Cela assure
0
donc que l'espace M1(G(kK); q; ck) est de cardinal impair. L’équation (5.1) assure donc que

M(G(cr); q; cr) est de cardinal impair. O

Une conséquence du théoreme 5.3 est le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.
Supposons que la sphere legendrienne A sur laquelle on attache l'anse est remplie par

une lagrangienne exacte Ly.

(a) Pour tout X\ € R, le Ag-morphisme F : ASNC, H) — QFCS(Lg, H) introduit dans

le théoréeme 4.4 est un isomorphisme.

(b) L’application HHP(F) : HH(SC(C)) - HHP(HCH(A, Ly)) est un isomorphisme.

Démonstration. On suit la preuve de la section 6.3 de [BEE12] dans notre cadre hamilto-
nien. On sait que le morphisme H H, (F) est la limite directe de morphisme H H,(F(H, K))
ot les F(H, K) sont des morphismes de Ag-algébres ASA(C, H) — QFC (LU Lo, K). 11
suffit donc de montrer que Fy : FCSN(C, H) — QFC55* (L U Lo, K) est un isomorphisme
a H et K fixé puis prendre la limite. On sait que ces deux complexes de chaines ont les
mémes générateurs avec méme action (deés que les pentes de H et K sont suffisamment
grandes) et le morphisme Fj décroit ’action hamiltonienne. Donc ce morphisme est trian-
gulaire supérieure dans la famille génératrice décrite dans le lemme 5.3. On rappelle que
cette famille génératrice est I’ensemble des mots en les cordes de Reeb de A de longueur < A.
On sait d’apres le théoreme 5.3 que pour les mots avec un unique élément ¢, (F(G(c)); c) =
1[2]. Considérons maintenant un mot & 2 éléments c; et co. On note G(cy, c2) la corde hamil-
tonienne de C correspondant au mot cjco. Comme on connait les indices de Conley-Zehnder
de ¢; et co, on sait que l'espace de modules M(G(c1), G(c2); q; ¢1, c2) est de dimension 1 et

le bord de cet espace de modules est composé de :
oM = JM(G(e1), Glez); ) x M(c5q; e, c2)
U JM(Ger)ie) x M(e, Glez)sgs en,e2)
U JM(G(e2);0) x M(G(er), 53 ¢1,¢2)

U - U M(G(e2); 5 c2) X M(G(e1); g5 1)
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Or on sait que l'action des disques dans M(G(c1), G(ca); q; c1,ca) est trés petite car
¢i et G(c;) ont des actions tres proches. On peut donc éliminer la plupart des espaces de
modules apparaissant dans I'union ci-dessus. Par exemple, on sait qu’il n’y a pas de cordes
¢ de C avec une action suffisamment proche de G(¢q) pour qu’il y existe un disque de type
M(G(c1);¢) dans le bord de M(G(c1), G(c2);q;c1,c2). Apres élimination, on voit qu’il ne

reste que :

oM =M(G(c1),G(c2); G(er, c2)) x M(G(ere2); q;c1, c2)
U M(G(c2); gs c2) x M(G(c1); g; 1)

Or on sait que les espaces M(G(c2);q; c2) et M(G(c1);q;c1) sont de cardinaux impairs.

Cela implique donc que les espaces M(G(ci¢2);q; c1,c2) et M(G(c1), G(c2); ¢) sont aussi

de cardinaux impairs. Plus particulierement, on en déduit que;
#FM(G(c1c2); 5 ¢1,02) = 1[2].

On peut appliquer ce raisonnement par récurrence pour montrer que pour tout n € N et

c1,...,Cpy cordes de A :
#M(G(er...en)q;c1,. .., 0q) = 1[2].

En effet, on considére le bord de 'espace de module M(G(¢y ...cn-1),G(cn);q;c1-..¢p) et
on fait le méme raisonnement que pour les mots & 2 cordes pour obtenir le résultat voulu.
Cela veut dire que tout les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire F} sont impairs

donc non nuls ce qui implique que F} est un isomorphisme de complexe de chaines. ]

On va maintenant s’intéresser aux orbites hamiltoniennes de H et on n’a pas réussi a

montrer la conjecture technique suivante sur SH(X, Xy).

Conjecture 5.1. Il existe un hamiltonien H € H (X, Xy) tel qu'une famille d’éléments de
FC'SA(H) soit en bijection avec

{b1...bx; b; cordes de Reeb de A} U {bAl ... bg; b; cordes de Reeb de A}.

De plus, le sous-complexe engendré par cette famille est un rétracte de SC(X, Xp). On
notera ce complexe SC™(X, Xo) 2.

Idée de démonstration. On travaille sur I'attachement d’anse non lisse présenté dans la
section 5.1 et avec un hamiltonien H € H(X) indépendant du temps. Dans ce cadre, on

sait que les orbites hamiltoniennes est la réunion de S'-familles d’orbites de Reeb de 0X et

2. Ce complexe est engendré seulement par les nouvelles orbites hamiltoniennes d’ou le n.
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de S'-familles d’orbites de Reeb de Xp. On avait décrit dans le théoreme 5.1 les orbites

de Reeb de dX et on rappelle que cet ensemble est en bijection avec
(a) les orbites de Reeb de Xy,
(b) les mots cycliques en les cordes de Reeb de A < 0X.

Quand on a un hamiltonien autonome, on peut le perturber en utilisant des fonctions de
Morse afin d’avoir un nombre fini d’orbites hamiltoniennes et non des S'-familles. Chaque
S1-famille donne alors naissance & une orbite hamiltonienne par point critique de la fonction
de Morse choisie [BO09b]. On définit des sous-espaces vectoriels de SC(X, Xy) :

(i) C_(Xp) est l'espace vectoriel engendré par les orbites hamiltoniennes situées en

{1} x 60Xy qui correspondent donc aux orbites de Reeb de ¢Xj,

(ii) C4(Xo) est lespace vectoriel engendré par les orbites hamiltoniennes situées en

{1} x 60X qui correspondent aux orbites de Reeb de ¢.X de type (a),

(iii) C1(X) est espace vectoriel engendré par les orbites hamiltoniennes situées en
{1} x 0X qui correspondent aux orbites de Reeb de dX de type (b).

On va perturber les orbites de Reeb apparaissant dans (i) et (ii) de la méme maniére
afin d’obtenir les mémes espaces vectoriels C_(Xo)[1] ~ C1(Xo) (le décalage de 1 vient du
calcul effectué dans la section 2.2 de I'indice de Conley-Zehnder dans le cas d’un hamiltonien
concave). Les orbites de Reeb de type (b) seront perturbées de la manieére suivante. On se
donne by . ..bg un mot cyclique en les cordes de Reeb de A. On choisit alors une fonction de
Morse avec 2d points critiques, d maximum et d minimum (un maximum et un minimum

pour chaque b;). On note alors les orbites hamiltoniennes obtenues :

~

bi...bi...bgetbr.. b . b
On peut montrer géométriquement que dans la décomposition
SC(X7 X()) - Cf(XO) (‘B C+(X0) (‘B C+ ()()7

la différentielle peut s’écrire sous forme matricielle :

do[1] f *
0 do *

0 *  do,(x)

ou f est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale (donc un isomor-
phisme). En effet, les 0 sont des conséquences de restrictions sur les trajectoires de Floer
(on ne peut pas aller {1} x 0Xq vers {1} x 0X par le lemme 2.3 de [CO18]). Le fait que f

est un isomorphisme vient de la géométrie de I’attachement d’anse choisi : on ordonne les
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orbites hamiltoniennes par ’action et on sait que f est triangulaire supérieure car f décroit
I’action. De plus les coefficients diagonaux comptent tout simplement les cylindres triviaux
car le cobordisme entre X et 0X( est trivial en dehors de la zone d’attachement d’anse.

Une analyse détaillée des coefficients * apparaissant dans cette matrice devrait permettre
de perturber le sous-espace vectoriel C; (X)) afin d’obtenir un sous-complexe SC™(X) qui

vérifie les propriétés de la conjecture. O

Remarque 5.2. Les conjectures 4.3 et 5.1 sont similaires et ’analyse qui permettrait de
prouver 'une s’appliquerait & l'autre. En effet dans les deux conjectures, on souhaite
simplifier un cone en enlevant des générateurs qui semblent s’annuler entre eux.

Dans la conjecture 4.3, on souhaite montrer que I’on peut oublier les cordes reliant les
lagrangiennes C;* et C? dans le cone de 'application SC({C:X}; U C) — SC({C?}) et se
ramener & 'étude de SC(C, @) car le cobordisme entre C:X et C? est trivial.

De méme dans la conjecture 5.1, on souhaite oublier les orbites hamiltoniennes de X
(qui ne rencontrent pas la zone de chirurgie) dans SH (X, Xj) et se ramener a I’étude des
nouvelles orbites hamiltoniennes de X car le cobordisme est trivial en dehors de la zone de

chirurgie.

Théoréme 5.5. [Utilise conjecture 5.1]
On suppose qu’on attache 'anse le long d’une legendrienne possédant un remplissage

lagrangien exact. L’application
H,.(OC): HH,.(SC(C)) —» SH(X, Xy)

entre I’homologie de Hochschild de la coame et [’homologie symplectique relative de l'atta-

chement d’anse est un isomorphisme.

Démonstration. On sait que H,(CO)o H,(OC) : HH*(SC(C)) — HHE(QSC(L U Ly)) est
un isomorphisme en combinant les théorémes 4.10 et 5.4. On sait de plus que H H%(QSC(L))

est I’homologie d’'un complexe engendré par la famille
{b1...bg; b; cordes de Reeb de A} U {bAl ... bg; b; cordes de Reeb de A}.

Donc si on intercale via la rétraction le complexe SC™(X, X) dans le diagramme commutatif
entre les complexes de chaines, on obtient le diagramme suivant qui commute & homotopie

pres :
COR(F)

CCL(SC(C)) CCL(QSC(L u Ly))
SC(X, Xo)
(

SC™M(X, Xo)

poOC COo1
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Or on sait que les complexes CC%L(QSC(L U Lg)) et SC™(X, Xg) ont les mémes familles
génératrices avec mémes actions hamiltoniennes. Via I'isomorphisme CC%(F), on peut
transférer cette famille génératrice & C'C,(SC(C')) pour obtenir un sous-complexe quasi-
isomorphe. On obtient ainsi un diagramme commutatif entre trois complexes de chaines
avec la méme famille génératrice et donc les morphismes peuvent étre représentés par des
matrices carrées. Or vu que toutes les applications décroissent I'action, on sait que les
matrices sont triangulaires supérieures dans la famille génératrice choisie. On a montré
que CCL(F) avait des 1 sur la diagonale dans le théoréme 5.4, cela implique donc que
poOC et COo1i sont des isomorphismes entre les complexes de chaines. C’est ce qu’il fallait

démontrer. 0

Avec le critere d’Abouzaid [Abo10], on peut alors montrer le théoréme de split-génération

suivant :

Théoréme 5.6. [Utilise conjectures 4.3 et 5.1]
Si X est obtenu a partir de D*™ via des attachements d’anses successifs le long de
legendriennes remplies par des lagrangiennes exactes, alors l’ensemble des coames de ces

attachements d’anse split-engendrent la catégorie de Fukaya de X.

Démonstration. On note C4,...C, les coAmes et on va effectuer une récurrence sur n. S’il

y a un unique attachement d’anse de codme C1, on sait que
SH(D?) =0 et SH(X,D*) ~ SH(X).
Or on a montré que
H.(OC): HH,(SC(C)) — SH(X,D*") ~ SH(X)

est un isomorphisme. Cela implique donc, en utilisant le critére de split-génération de
[Abol0], que C split-engendre la catégorie de Fukaya de X.

On raisonne ensuite par récurrence sur le nombre d’attachement d’anses. Soit X
obtenu par attachement d’anses successifs & partir de D?" avec coames C1,...,C,. On
sait par I’hypothese de récurrence que C1, ..., C, split-engendrent la catégorie de Fukaya.
On attache alors sur X une anse de coame C' et on note X le domaine de Liouville ainsi
obtenu. On peut maintenant écrire le diagramme commutatif & homotopie pres entre les

suites exactes longues d’homologie de la conjecture 4.3 :

HH,(SC(C,2)) —— HH(SC({C1,...,Cpn,C})) —— HH,(SCUCh,...,Cu}))
lOC(X,XU) lOC(X) lOC(XU)
SH(X, Xo) SH(X) SH(X,)

Comme (4, . ..C), split-engendrent la catégorie de Fukaya de Xy, OC(Xj) est un isomor-
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phisme. Le théoreme 5.5 assure que OC(X, Xj) est aussi un isomorphisme. On conclue
donc que OC(X) est un isomorphisme par le lemme des cing. En appliquant le critere de

split-génération, cela finit la récurrence et donc la preuve du théoréme. O

Remarque 5.3. On remarque qu’on montre indépendamment des conjectures 5.1 et 4.3
le théoreme de split-génération quand il y a un unique attachement d’anse critique. Si
on applique ce résultat & T*X muni d’une décomposition en anse adaptée, cela fournit
une nouvelle preuve du fait que pour toute variété compacte X, T X split-engendre la

catégorie de Fukaya de T* X, résultat déja prouvé dans [Aboll].
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Chapitre 6

Variétés de Brieskorn-Pham

On rappelle que si 0 est un point critique (aussi appelé une singularité dans ce cadre)

d’une fonction holomorphe f : C"*! — C, on peut définir :
1. la fibre de Milnor de la singularité qui est une variété de Stein,
2. le lien de la singularité qui est une variété de contact et le bord de la fibre de Milnor,

3. le squelette de la fibre de Milnor.

En dimension 2, A’Campo ([A’C09] et [A’C03]) montre qu’on peut décrire un flot
particulier sur le squelette d’une singularité réelle qu’il appelle flot de billard et que ce
flot correspond au flot de Reeb sur le lien de la singularité. Le but de ce chapitre est de
démontrer une généralisation de ce fait en dimension supérieure dans le cadre des variétés

de Brieskorn-Pham.

Soient ag,...,a, des entiers supérieurs a 2. On rappelle que le lien de la singula-
rité de f(zo,...,2n) = 22" en 0 s’appelle la variété de Brieskorn-Pham. Le squelette
de la singularité est homéomorphe au joint J = Z/a1Z * - - - * Z/a,Z défini par Milnor
[Mil56] -

J = {xoso @ - Drnen;z € R et g, € Zja;Z et sz = 1} . (6.1)
i=0

soit (i, ;) = (&}, }),

=7ZJa1Z x -+ x LjapZ x A) ~ ou (g,2) ~ (¢',2") ssi Vi,

. _ , _
soit @; = x; = 0.

Dans la deuxieme ligne A désigne le simplexe standard : A = {z € (RT)"T1; 37" 2, =

1}. On va proposer une construction naturelle du cotangent de J et d’un flot de billard
(qu’on appellera géodésique) sur J. Si on admet la conjecture 6.2, on démontre le théoréme

suivant :
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Théoréme 6.1 (Utilise conjecture 6.2).

La fibre de Milnor M est difféomorphe a la variété DT*J ou J est le joint Z/a1 L - - -
ZjapZ. Via ce difféomorphisme, le flot de Reeb sur 0MJ‘% est envoyé sur le flot géodésique
de ST*J.

De plus le diffécomorphisme construit ci-dessus généralise le difféomorphisme standard
qui identifie la fibre de Milnor M3 et T*S™ quand ag = -+- = ap = 2.

Ce théoreme appelle la généralisation suivante :

Conjecture 6.1. [A’C09]
Soit W une fibre de Milnor dont le squelette S est une variété branchée. Alors on peut
munir le squelette S de structures supplémentaires qui permettent de reconstruire la variété

W. La définition d’un flot de billard sur S ferait partie de ces structures supplémentaires.

Précisons ce qu’on entend par la fibre de Milnor MF car la définition est non standard.
On va donner deux définitions différentes de la fibre de Milnor de la fonction f(z) = D" 2.

Les articles [Mil68] et [KvK16] définissent la fibre de Milnor M de la maniere suivante :

TL_ Zfli c R—i—*
im0 % . (6.2)

Mfz (zo,...,zn)E(C"H;
Ylico |2:> =1

Le bord de M est égal & f~1({0}) n S?"*1 et correspond a la variété de Brieskorn-Pham.

Pour des raisons de symétries, on va plutét considérer la variété MJ? = fTIRT*) G2t
ou 2"+ est une sphere & poids c’est-a-dire S2" ! = {(z0,...,2,) € C"TL 3T ]2 = 1}.

La définition de la fibre de Milnor M}l devient alors :

m oozt e RTH
M¢ =< (20,...,2n) € cntl 0% . (6.3)
Yiolzl® =1

Dans la premiere section, on va essayer de définir une structure symplectique sur
MJ‘} et identifier clairement les problémes qui apparaissent. La seconde section décrit une
construction de S™ en union de simplexes (les octants de la sphere) et introduit la définition
du flot de billard sur un simplexe sphérique. Dans la troisiéme section, on construit DT*.J
et un flot qu’on appelle géodésique sur ’espace topologique J. On explicite ensuite la
bijection entre DT™.J et My dans la quatriéme section et on vérifiera que le flot de Reeb

sur 0M correspond bien au flot géodésique sur ST™*.J via cette bijection.
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6.1 Fibre de Milnor déformée

On souhaite munir la fibre de Milnor MJ‘? d’une structure de domaine de Liouville et
le bord de la fibre d’une structure de contact dont on précisera la forme de contact et le
champ de Reeb. On sait ([Gei08], chapitre 7 et [KvK16]) que sur le domaine de Liouville
My, le flot de Reeb induit sur 0M (voir définition en (6.2)) est donné par la formule :

it it

O (20,. .., 20) = (€0 20, ..., e 2p). (6.4)

Conjecture 6.2. Il existe une 1-forme de Liouville sur My tel que le flot de Reeb sur

0M7F soit donné par la formule (6.4).

La conjecture signifie qu’on peut modifier la variété My en la variété MJ‘? tout en
gardant le méme flot de Reeb sur le bord contact. On va présenter maintenant des calculs
partiels qui utilisent des formes de Liouville et symplectiques singuliéres pour retrouver la
formule (6.4).

Preuve incompléte. On travaille dans C"*! et on considére la forme symplectique & poids

W = 7 Z] 0 J|z]|“ﬂ 2dzj A dz;j et la forme de Liouville A\, = %Z?:o ajlzj|% 2 (z;dz; —
zjdz;). On ne se préoccupera pas des singularités de ces formes sur les hyperplans {z; = 0}
dans la suite de cette preuve car je ne sais actuellement pas comment les gérer. On rappelle

la formule suivante :
d(|2|*) = %|z|a’2(zd,§ + 7dz).

Vérifions dans un premier temps que )\, est une forme de Liouville de C**! pour w,

c’est-a-dire que dA\, = wy :
. n
i . o _ L
dAa = 7 D aid(z1%72) A (z5dz5 — Zidzg) + ajlz|2d(zdz; — Zdz))
(aj —2
> Mlzjlaj_4(zjd% + Zjdzg) A (2jdZ) — Zdz) + 2a25|Y 2dz; A dZ
7: n
=1 Z a?|zj|aj_2dzj A dZj = Wq.

Vérifions maintenant que w, est bien une forme symplectique quand on la restreint a
My = f~H{R™™) A S2""1. On note

g(z) = Im( 212”: 7 —z;% et h(z 2|z|“7

On remarque alors que My = g 1({0}) n A1 ({1}) et (M, wa|Mf) est une variété symplec-
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tique si et seulement si

Wa(Xg’ ) = —dg,

dh(Xg) = —dg(X}) = wa(Xy, Xp) # 0 ou X, "
WalAhp, ) = —an.

En effet T(g71(0) n h71(1))1 = Vect(X,, Xp) et si dg(Xp) # 0, alors Xj, ¢ T(g~(0) n

h~1(1)) et de méme pour X,. Or on calcule que :

n

n W Q. w B 3
dh = Z d(|z]| J) = Z ?J|zj| J 2(zjd2j + Zdej).
j=0 J=0

Et donc Xh—zz (zjai—z_]ai_>
J J

Jj= 0

1 o a;
Or dg = 2— Z z' dz] — 7% 1dz)

et donc

9(Xp) = i I 4 2% = 2Re(f(2)) > 0.

Et donc (M}, A,) est bien un domaine de Liouville. Le bord a I'infini de M est S2ntl A

~1({0}) et on peut vérifier que :

&1 0 0
RE(aa)

est le champ de Reeb sur My c’est-a-dire que igA, = 1 et ird\, = 0 ol @ = )\a|aM}z sur
8M]‘}. Le flot de R est alors :

R & it
o1 (205 ..., 2n) = (€% z0,...,ean z,). [

6.2 Premier exemple

Pour illustrer ce qu’on va faire dans le cas général, on va commencer par donner
une description assez compliquée de la sphere S™, de son espace tangent et de son flot
géodésique. On va découper la sphére S™ — R™*! en 2"*! octants via les signes comme

illustré dans la figure 32. On note A™ le simplexe sphérique standard :

A" = {(zq,...,z,) € (RT)"H Z
1=0
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—> 8Xx

FIGURE 32 — Découpage de la sphere en octant

On définit alors la sphere découpée en octant comme :

soit (g4, x;) = (el, o),
Soct — (Z/QZ)n-H « An/ ~ ol (€,IL‘) ~ (gl’xl) si Vi, ( 7 1) ( i z)
soit z; = x} = 0.

On remarque qu’il existe une bijection :

Sn N Soct

((L.Oa cee 7xn) = (Sgn(xO)a s ,Sgn(l'n), |.'L'()|, sy |.’L'n|)
On peut définir I'espace tangent de S°? de la maniére suivante :

soit x; = !

— R
pVi=v,ete =¢

79

TSt = (Z/2Z)" T xTA"/ ~ ot (e,z,v) ~ (¢/,2/,v) si Vi,
soit z; = x} = 0 et g;v; = elv].

La bijection S™ — S§°“ se prolonge en une bijection :

TS™ TSoct
(T0y -+ oy T,y V0, .oy ) > (sg(x0), ..., sg0(Tn), |Tol, - - -, ||, sgn(zo)vo, . - ., sgn(x, )vy,).
On peut alors définir le flot géodésique sur TS comme I'image du flot géodésique de

S™ via cette application comme illustré en figure 33. En fait, le flot géodésique de T'S°%

est un cas particulier d'un flot de billard avec comptage comme défini ci-dessous.

Définition 6.1. On définit le flot de billard sur le simplexe sphérique A < S™ comme la

projection du flot géodésique de S™ via I'application :

m: TS — TA"

(T, y T, 00, -5 0n) > (2ol -y |2n], sgn(zo)vo, - . ., sgn(x, )vy)
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AR
= S

F1GURE 33 — Découpage du flot géodésique selon les octants.

A

FIGURE 34 — Flot de billard sur un simplexe sphérique.

Le flot de billard avec comptage est I'application

@1 :STA — Z" x STA
(z,v) — (ag(t,z,0), ..., an(t, z,v), @z, v))
ou a;(t,x,v) compte le nombre de fois ou le flot de billard a "rebondi" sur la face i.
Le lemme suivant est juste une conséquence triviale de ces définitions (cf figures 34 33).

Lemme 6.1. Le flot géodésique de STS° est exactement le flot de billard de A avec
comptage dans 7./27.

On va s’inspirer de cette description de la sphére en réunion d’octants pour les définitions
qui vont suivre : on définira des objets avec non plus 2"*! octants mais ag .. . a, octants.
6.3 Cotangent du squelette

Prenons ay, ..., a, des entiers supérieurs a 2. On remarque qu’il existe un homéomor-

phisme :

Z)aoZ % ... L)anZ x A} ~ —> Z)agZ % -+ - = L]anZ

2 2
(€0y -+ Eny TOy vy Tp) > THEQD -+ - D TR
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On va donc suivre 'exemple de S° pour définir I'espace tangent de J et le flot géodésique

de J ou J désigne le joint Z/agZ # - - - * Z/a,Z. On définit 'espace tangent du joint J par :
TJ=7/ayZ % -+ X Lja,Z x TA/ ~

soit (g;, x4, v;) = (€}, x}, v}),

~

N / / ! . . .
ot (¢, x,v) ~ (&,2',v") si Vi, { soit x; = 2} = 0,v; = v =0,

~

soit z; = @} = 0,v; = —v} # 0 et &} = &; + sgn(v;).

N

(6.5)
On peut comprendre le joint J comme une sphére dans un espace & n + 1 dimensions

ou la j-ieme composante a a; signes différents indicés par Z/a;Z.

Définition 6.2. Le flot géodésique de J est défini comme le flot de billard A avec comptage
dans Z/agZ x - -+ x Z/a,Z.

On a donc défini un flot ¢’ : STJ — STJ qu’on appellera le flot géodésique de ST*.J

(on se permet d’identifier ST'J et ST*J car on a choisi une métrique sphérique sur le joint).

6.4 Flot de Reeb et flot géodésique

On va ici donner la formule de ¢ : M}l — DT'J qui réalise 'homéomorphisme entre
la fibre de Milnor M§ (formule (6.3)) et DT'J comme défini dans la section 6.3. Il est
intéressant de remarquer que dans la définition de M¢, seul z;lj apparait et jamais z; en
tant que tel. Or si on connait z;-zj , il y a a; antécédents possibles pour z; qui correspondent
aux a; signes dont on parlait précédemment. Cela est a l'origine de la formule que I'on va

donner ci-dessous.

Prenons z € C"*! et écrivons chaque zj sous la forme :

) +
2ie i€ RY,
J— . 0, a; - T . T
zj =rje'e i ou 1 6;€ [_?j’ =1 (6.6)
et € € Z/a;Z.
M}l —s DT*J (6.7)
) Zicgm 2 aTO ‘1090 2 GTO : a090
roe'®e o V TraTo o8 (% Tialo sin (%" n
. . . N aj
(G : = : , : ou = Z z;’.
i=0

. 2ienT an an
0 2 2 anbn 2 2 o anbn
it ot cos () | \(/iZord sin () ||
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Lemme 6.2. La fonction v définie en (6.7) est bien définie, continue et bijective.

Démonstration. Notons (g5, 2;,v;) = 1;(2). Pour vérifier que 9 est bien définie, il faut
) 2is]-7r
vérifier que 1 ne dépend pas du choix de I’écriture z; = rjewje “ et que ¥(z) € DT*A,,

c’est-a-dire que :

2?:0553 =1, 2] —07j’ os(a;b;) =

2;;0 rju; =0, sachant que 2] 0 ] sin(a;0;) = (6.8)
2
2j=ovj <1 2jory =1L
2i€j7\'

Pour la non unicité de I'écriture de z; = rjeieje % , on voit que le cas r; = 0 correspond

au cas t; = v; = 0 dans (6.5) et que le cas 0; € {Z7; -} correspond au dernier cas
J J

d’équivalence dans (6.5).

Vérifions maintenant les équations (6.8) :

2 A a;b; 2 & 1+cosa6)
2 _ aj 2 [ & 3%5) _
125 () < 2 Sy,

§=0 §=0 §=0
L 2 ) L

a; (l
Z TV = T Z r;’ cos ( ) sin ( ]23) Tta Z r;’ sin(a;6;) = 0,
7=0 7=0 7=0
Z 22— 2 & U in? a;b; _ 2 i — cos ]9]) _ 11—«
LT L fa T 2 1+ o+ 1+a
7=0 7=0 7=0

La continuité de v découle directement des vérifications ci-dessus concernant la bonne
définition de 1 et de la topologie quotient.

On pourrait donner la formule de 'application inverse de ¥ pour montrer que ¢ est bien
bijective mais on va plutdét montrer comment on reconstruit z & partir de ¥ (z). Supposons

Y(z) = (e, z,v) connu et essayons de retrouver z. On sait qu’on peut retrouver f(z) = «

a;

J a5
.. . -5 i0; i0;
en calculant |v|?. Ainsi, on connait le couple <Tj2 cos (aJQ’ ) ,7“].2 sin ( 5 )) et gj. Cela

suffit pour connaitre de maniere unique z;.

Remarque 6.1. La fonction 1 identifie le squelette J < DT™*J avec I’ensemble des z € S,
tels que pour tout j, z; est proportionnel a une racine j-ieme de 1'unité, c’est a dire avec
Pensemble {z € C", Y27 = 3} |z|% = 1}.

L’ensemble ST'J est quant a lui identifié avec ce qu’on appelle le lien de la singularité

~1({0}) N Sa.

Lemme 6.3. L’homéomorphisme 1p envoie le flot donné par la formule (6.4) de GMJ‘% sur
le flot géodésique de STJ.
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Démonstration. Soit z € C**! et t € R* suffisamment petit tel que :

225j7r it i it 21€j7r

“it 30 ¢ 4 soient de la forme (6.6).

e
zj =rje'e

a.;

iet zje* =rje

Dans ce cas,

St 2 E?O aobo 2 GTO : agbo
€290 2 T5alo cos{ =5 +t Tralo sin{ =5+ +t

it an an
e 20 e’ cos (U +t) |\ oigrn’ sin (45 + 1)
2 7 0 2 7 0
2 aopbo 2 a1 aobo
A/ T7a'0 COS( 2 ) A/ T1a’0 51“( 2 )

an an

A cos () |\ sin (o)

1+o 2
= (pgeo(w(z()u v 7ZTL))'

£

€
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Donc le flot de Reeb est bien envoyé sur le flot géodésique pour les petits ¢. Il suffit de

vérifier que cela continue d’étre dans le cas quand on traverse une face pour conclure la

preuve du lemme 6.3 :

Vt e R, w(gp?(zo, vy zn)) = @I (z0, ..y 20)).

Le théoreme 6.1 est une conséquence des lemmes 6.2 et 6.3 si on admet la conjecture

6.2.

O
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Annexe A

Coproduit et hamiltoniens

convexes

Idée générale

Soit X un domaine de Liouville. On va définir une application SH(X) — SH(X)®?
de maniere naive et on va montrer que cette application se factorise par une application

SH(X) — SH™(X)®2. Cela permettra d’expliciter la remarque suivante :

Remarque A.1. Il n’est pas judicieux de compter les solutions d’une équation de Floer
perturbée par un hamiltonien convexe définis sur une surface S avec plusieurs pointes
négatives. Il vaut mieux tenir compte de poids a chaque pointe négative comme dans
[EO17].

La version duale de ce fait dit qu’il n’est pas judicieux de compter les solutions d’une
équation de Floer perturbée par un hamiltonien concave définis sur une surface S avec

plusieurs pointes positives.

Algébriquement, cette remarque indique que les hamiltoniens convexes donnent natu-
rellement naissance a des structures d’algebres alors que les hamiltoniens concaves donnent
naturellement naissance a des structures de cogebres.

Explicitons maintenant pourquoi la définition naive d’un coproduit en utilisant des

hamiltoniens convexes produit une opération triviale.

Un exemple

On note S3 la sphére privée de 3 points intérieurs avec marqueurs asymptotiques qu’on
note z,z; et z, . On se donne aussi un réel 1 > w > 0. On peut construire une 1-forme

B telle que :

(i) Preés de z*, B, = dt dans des coordonnées cylindriques [0; +oo[x S!,

169
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(ii) pres de 21, By = wdt,
(iii) pres de z,, Bw = (1 —w)dt,
(iv) dBy = 0.
On fixe aussi un réel A > 0 et un hamiltonien H € H(X) de pente p a l'infini (cf figure
17). On remarque que, quand p est suffisamment grand, les complexes de chaines FCSMH)
et FC<*(wH) sont isomorphes et que sous cet isomorphisme, I’action hamiltonienne est pré-

servée. C’est pourquoi on n’utilisera que le complexe FCS*(H) dans la suite de cette section.

Pour v*,47 et 75 orbites 1-périodiques de H, on définit :

S\

( (du— X ®Bu)! =0
lim u(z) =~y (t)
MOTSAT 5 Bu) = 4 (Su)i S € M(Ss)us§ > Koot € oy oy 2
z—»zl_
lim u(z) =7, (t)
Z—>22 J

Si on travaille avec des orbites non dégénérées, alors cet espace de modules est transverse

et compact et de dimension :
dmM(Y 59, 7) =CZ(v") = CZ(v) = CZ(vy) —n="| = ln | =g —n
On peut alors définir un morphisme de complexes de chaines de degré —n par :

VH . FCSMNH) - FCS (H) @ FCOS* (H)
ol > #FM(v; 71,725 Buw) 1 @ Yo

Iril+lyzl=[vl-n
En considérant H, (1)) et en prenant la limite directe selon le hamiltonien H (donc quand

la pente 1 — +00), on construit une opération 1, : SHNX) — SHNX)®2[-n].

Les lemmes suivants sont élémentaires :
Lemme A.1. Pour tout 1 > w > 0, 1, = ¢1 sur SHMX).
2

Lemme A.2. L’application 1/}5 se factorise en une application
FCMNH) - FOS"MNH) @ FC<U—A () .

Les lemmes 1 et 2 nous assurent le résultat voulu :

Théoréme A.l. Pour tout A > 0, l'application @ZJ% : SHMNX) —» SHMNX)®? est a
valeurs dans SH="(X)®2.
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Démonstration du théoréeme A.1. On sait que 11 = 1), d’apres le lemme A.1 et que, pour
tout 1> w > 0, by : SHMNX) —» SHSYMNX) @ SHSI="A (X) d’apres le lemme A.2. 11

suffit donc de faire tendre w vers 0 et 1 pour conclure. O

Démonstration du lemme A.1. 11 s’agit juste d’un lemme d’interpolation entre 3, et ﬁ%.
On considére une famille lisse de 1-forme f,, ol wg = w et w; = % et on définit pour
V71,72 € FCSA(H)

Mio;11 (V715 72) = U M(¥; 71,725 By )
te[0:1]

de dimension : dim M{.11(7v;71,72) = [7] = Im| = |2l —=n + 1.

On définit alors I'application ¢y, par :

Ui - FOSNH) —» FC=* (H) @ FC=* (H)
s Z #FM{0,11(7; 71, 72)71 @ .

71 l+[v2|=]v]—n+1

Et la formule pour le bord de codimension 1 de Miq.;j assure que :
i — W; = drcgFrc © ¢fg;1] + w[fgﬂ] odpc.
Cela assure donc que H, (X)) = H,(4) ce qui conclue la preuve du lemme. O
2

Démonstration du lemme A.2. On fixe w et on considére une courbe v € M(y*;v,,7; )

et on note :
lim u(z) = (r*,77(t)).

z—zt

On définit de méme r] et r, . L’hamiltonien H = h(r) choisi est convexe pres de
{1} x éX donc on sait d’apres le lemme 2.3 dans [CO18] (cf figure 35) que nécessairement :

ri <rtetry <rt.Or pour tout € > 0, il existe un H tel que :
A= Ag(yH) =rTHO@T) = h(rT) > H(rT) —¢
et donc, comme h est convexe,
Apr(yy) =wr{ K (ry) —wh(r;) <wh'(r;) +e <wh'(r') + e <wA + 2¢
et de méme pour 7, . O

Ce méme raisonnement fonctionne des que plusieurs pointes négatives sont présentes
sur une zone ou le hamiltonien est convexe. On peut aussi montrer un théoréeme similaire

s’il y a plusieurs pointes positives la ot ’hamiltonien est concave.
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h(r) = pr

<
=)
[t
—+
™

r STt ST Auwr(77) < wA
(1 —w)h'(ro) = (1 —w)A = -
wh! (rg) = wh Ap—wyn (1) < (1 - w)A

FIGURE 35 — Quand on fait un zoom sur la zone proche de {1} x X ou se situent toutes
les orbites périodiques de H d’action strictement positives, le principe du maximum sur la
courbe u assure que v est 'orbite située la plus a droite. C’est 1’élément clé de la preuve
du lemme A.2.
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On peut conclure par ’heuristique suivante. Si H est défini sur une variété symplectique

qui possede des bouts de symplectisation I, x Y et est de la forme h(r), alors :

(i) si on veut compter des courbes avec plusieurs pointes positives, il faut que h soit
convexe ou alors que h soit concave et qu’on tienne compte des poids associés aux

pointes,

(ii) si on veut compter des courbes avec plusieurs pointes négatives, il faut que h soit
concave ou alors que h soit convexe et qu’on tienne compte des poids associés aux

pointes.
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Annexe B

Ay -algeébres et A,-cogebres

Avant de commencer ce chapitre, il parait important d’expliquer certains choix de
graduation. En effet, on va demander que les opérations Ay qu’on notera ug et Ay soient

de degré d — 2 et non 2 — d ce qui est rare dans la littérature.

En géométrie symplectique, deux conventions de graduation coexistent et si on veut
obtenir un document cohérent, il faut faire un choix de convention cohérent. Or, dans cette
these, on mélange beaucoup de structures et toutes sont interconnectées donc le choix
d’une convention implique une graduation pour tout le reste. On présente tout les choix
qu’on a fait dans le tableau récapitulatif suivant. On a choisi la convention de la colonne

de gauche afin d’avoir une homologie de Hochschild homologique et non cohomologique.
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Convention choisie

Convention alternative

Nom de I'objet

Graduation

Graduation

Homologie symplectique
SH.(X) ou
cohomologie
symplectique SH*(X)

Convention homologique

Orbite hamiltonienne ~
vl =CZ(v)

Convention cohomologique

Orbite hamiltonienne ~
vl =-CZ()

Homologie lagrangienne
SC(C) ou
complexe de Fukaya
enroulé CW*(C)

Convention homologique

Corde hamiltonienne ¢
el =CZ(c) —n

Convention cohomologique

Corde hamiltonienne ¢
lel =n—CZ(c)

Algebre de Chekanov
CH,.(A) ou CH*(A)

Corde hamiltonienne b
bl =CZ(b) — 1

Corde hamiltonienne b
|b| =1—-CZ(b)

Algebre différentielle
graduée (A,d, )
DGA

d) = —1

jdl =1

Cogebre différentielle
graduée (C,b,A) (coDGA)

b = —1

Ag-algebre (A, p)

|pa| = d —2

Construction Bar

d’une A -algebre

(BAa d) = (TCA[—l],ﬁ)

Ag-cogebre (C, A)

|Agl=d—2

|Agl=2-d

Construction Cobar

(QC,d) = (TC[1],A)

(QC,d) = (TC[-1],A)

d’une Ay-cogebre |A| =-1 |£| =1
Homologie de Hochschild
d’une DGA ou Ay-algebre Homologique Cohomologique
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B.1 A, -algebre

Les définitions données dans cette partie sont bien connues. Pour avoir une vision plus
complete du sujet, on recommande [Ganl2] ainsi que I'excellent [LH03]. On fixe un corps
de base k.

Une Ay -algebre est un espace vectoriel gradué A muni d’opérations
,ud:A®d—>A,d>1
de degré d — 2 tel que pour tout k£ > 1,

X -
Z (=" pg(wr, ooy @iy pj—i(Tig 1y -5 5) Tjrs e, Ta) =0
1<i<j<k
ou le signe est déterminé par : "4 = |z1| + - - - + |x;| — i. Les premiéres relations donnent

par exemple :
pa(p(z)) =0,

pa(pa(z1, 2)) = £pe(rr, p1(re)) & p2(pi(z1), v2),

pa(w1, p2(r2, v3)) F po(pe(r1, x2), 23) = p1(ps(r1, 2, 73)) + tps(pa (1), v2, x3)
* ps(w1, pa(we), x3) + pus(z1, v, p1(xs))

ce qui nous assure par exemple que (A, p1) est un complexe de cochaines et que uo descend

en un produit associatif sur Hy (A, u1).

Remarque B.1. Prenons (A4,d,-) une algebre différentielle graduée c’est-a-dire que d est
une différentielle sur A de degré —1, que (A, -) est une algebre associative et que la relation
de Leibnitz est vérifiée : d(z -y) = dx -y + (—1)%8@) 2 . dy. Alors on peut munir A d’une
structure de Ay -algebre en posant g = d, ps(z,y) = x -y et p, = 0 pour n > 3.

Il est utile de donner une autre interprétation des relations Ay via la construction bar.
Notons
TA[-1] = P A[-1]®F
k=1
la cogebre tensorielle de I'espace vectoriel décalé A[—1] munie du coproduit usuel et ou
le degré | - | vérifie || 4[_1] = || + 1. Pour n’importe quel morphisme d’espace vectoriel
gradué 1 : T°A[—1] — A[—1], il existe une unique extension O T A[-1] » T A[-1]

morphisme de cogebre définie par :

%Z(fl,---wk) = Z 11Q - ®T; ®Y(Tit1,..., 1) T ®- - @ T

1<i<j<k
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G nB

FIGURE 36 — Représentation graphique des équations que vérifient un Ag-morphisme f.
Les branches en haut sont des éléments de A qui sont en entrées et la branche du bas est
la sortie dans B.

Les opérations A forment ensemble une application p : T°A[—1] — A[—1] de degré 1.
Donc, d’apres la propriété universelle ci-dessus, on peut construire fi. Les relations Ao,

peuvent s’écrire de la maniére suivante :

~

pop=0

ce qui est équivalent au fait que [i> = 0 c’est-a-dire que [i définit une différentielle sur
T°A[—1]. On appelle (T°A[~1], i) la construction bar de la Ac-algebre A et on la notera
par la suite BA. Il s’agit d’une cogebre différentielle graduée (la définition d’une cogebre

différentielle graduée est donnée dans la remarque B.2).

Un morphisme f: A — B de Ay-algebre est la donnée de morphismes gradués
fu: A®" — B[n —1]
de degrés n — 1 vérifiant, pour tout n > 1, ’équation (cf figure 36)

Y, M EYeuie1f) = Y D (fa®- 9 fi,)

JH1+l=i ooorzl
k+j+l=n i1+ tir=n
k=1

oits= > ((1—@)- > z)

2<u<sr 1<v<u

Un morphisme de Ag-algebre induit un morphisme de cogebre différentielle graduée entre

les constructions bar.

Une homotopie entre deux Ag-morphismes f,g : A — B est la donnée d’applica-
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tions pour n > 1 :
hy : A®™ — Bn]

telle que pour tout n > 1,

Jn—gn = Z ulo o (f® - ®f;, ®®g;, ® - -®gj,)+ Z +hi (15 @ui ©1F).
P14 ikt jr i =n JHl+l=i
Jjt+k+l=n

Un idéal I d’'une Ag-algebre est un sous-espace vectoriel I de A tel que pour tout n > 1,

ieletay,...,ap_1€ A, ona:

pn(at, ... i, ... a,) € 1.

Si I est un idéal, alors A/I peut étre muni d’une structure de Ay -algebre et la projection

m: A— A/I est un Ag-morphisme.

B.2 Ay -cogebre
Une Ax-cogebre est un espace vectoriel gradué C' muni d’opérations
Ay: C — C® d>1
de degré d — 2 tel que pour tout n =1, on a :

D ()T R A; @ 18F)A; = 0.
i+1+k=l
i+j+k=n
On demande aussi une condition technique supplémentaire : on demande que pour tout
ce C, lasomme »;,, Ag(c) est bien définie c’est-a-dire qu'il existe un K tel que pour
tout k = K, Ag(c) = 0.

Remarque B.2. Une cogebre différentielle graduée est un triplet (C, b, A) ou C' est un espace
vectoriel gradué, b est une dérivation de degré —1 et A : C' — C®? est un coproduit de

degré 0 et vérifiant :
1. A est coassociatif : (A® 10)A = (1c ® A)A,
2. la regle de Leibnitz duale : Aob = (b® 10)A + (1¢ ® b)A,

Alors C peut étre muni d’une structure de Ay -cogebre en posant Ay = b, Ay = A et

A, =0 pour n = 3.

On va maintenant présenter la construction cobar d’une As-cogebre. On considere
I"algeébre tensorielle TC[1] ou la graduation vérifie |z|cp) = |z| — 1. On sait que la somme

des Ay est bien définie comme application vectorielle de C[1] dans TC[1] de degré —1 et
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~
>
)

|

FIGURE 37 — Représentation graphique des équations que vérifient un morphisme f de
Aq-cogebres. La branche en haut est la branche d’entrée qui prend un élément de C et les
branches du bas sont les sorties qui sont des éléments de D.

donc, par la propriété universelle de I'algebre tensorielle, il existe un unique morphisme
d’algebre
A : TC[1] - TC[1].

Cette application est de degré —1 et les relations A, impliquent que A2 =0. Le triplet
(TC[1],®,A) forme ainsi une algebre différentielle graduée qu’on appelle construction

cobar de C' . On la notera dorénavant QC.

Un morphisme de Ap-cogebres f : C — D est la donnée d’applications fj, : C — D®*
pour k = 1 qui vérifient, pour tout n > 1, les équations duales aux équations des Aq-

morphismes :

Yo (fu®@fi)eAf = Y (1T @AP®1F)of
k21 GH1+1=i
i1+ tig=n j+k+l=n



Annexe C

Homologies de Hochschild

On aurait pu donner directement les formules qui nous intéressent mais on choisit ici
une approche plus "pédagogique" ou on détaille de nombreuses preuves et définitions. Le but
de cette annexe est de fixer certaines conventions concernant ’homologie de Hochschild et
aussi de démontrer le théoreme C.1 pour justifier I'introduction du complexe de Hochschild

petit dans le corps de la these.

C.1 Algebres et foncteurs dérivés

Soit A une algebre. L’homologie de Hochschild de A notée C'Cy(A) est ’homologie du

complexe de chalnes suivant :
0 A AB? - A®3 . A®

ott A®(™*+1) ge trouve en degré n et o les floches AR+ 5 A®" gont données par la

formule :
n—1 ‘
(0 ® Q) = (—1)"(2n20 ® - @xp_1) + Z (—1)'z20®...xizi11 - Q@ .
i=0

Pour la culture générale, on va faire le lien avec une définition équivalente utilisant
les foncteurs dérivés ce qui permet de retrouver la formule donnée ci-dessus et qui nous
sera utile & la section C.4. On munit A d’une structure de A ® A°’-module & gauche
par la formule (a ® a') - © = azxa’ et d’'une structure de A ® A°’-module a droite par la
formule z - (a ® ') = a’xa. Or on rappelle que si M est un B-module & droite et N un
B-module & gauche, on peut définir le produit tensoriel M ®p N 1. On peut donc définir le
produit tensoriel A ® 49400 A ce qui nous amene a la seconde définition de I’homologie de

Hochschild suivante :

1. On a alors (mb) ® n ~ m ® (bn). Si on avait deux B-modules & gauche, on aurait un probléme de
définition quand B est non commutatif car dans ce cas m® (bb'n) ~ (bb'm)@n ~ (b'm)@ (bm) ~ m® (b'bn).

181
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Définition C.1. L’homologie de Hochschild de A est I’homologie du complexe de chaines
A ®HA® 4op A O ®HA® 40p désigne le produit tensoriel dérivé dans la catégorie des A @ AP-

modules.

On ne va pas définir le produit tensoriel dérivé (on pourra consulter [KS06] pour une
introduction au sujet) et on va plutdt admettre un résultat usuel des catégories dérivées
dans la suite du document en faisant un détour par la construction bar. On connait une
résolution de A en A ® A°P-modules a gauche libres , il s’agit de la résolution bar de A qui

est la suivante :
0 A®2 A®3 ARt

ot les fleches A®" — A®(=1) sont données par la formule suivante :
n—1 .
dy 21 Q- Qxp = Z(—l)%lm@"'@xil‘iﬂ®---®$n~

i=1

Il s’agit d’une résolution de 0 <= A « 0 car la suite 0 < A « A®? « A®3 « . est
une suite exacte [Lod92]. On admet alors que I’homologie de A ®g® 40p A est isomorphe a

I’homologie du complexe de chaines (car on dispose d’une résolution libre donc plate) :
0« A®A®Aop A®2 «— A®A®Aop A®3 — ...

ou les fleches sont données par A @agaor dy. Or ce complexe de chalnes peut étre simplifié

de la maniére suivante :

0 +— AQagar A®? «—— A®agaor AD +—— AR@agaor A®* ...

; ; -

0 A A®? A

ou les fleches verticales sont données par a ® (1 ® -+ @ x,) — (Tpazx1 - @ xp—1) €t

d’'inverse (21 ® - @ xp—1) > (11 Q (1 ®r2® -+ ®xyp_1 ® 1)). Sous ces identifications, on

(n+1)

peut comprendre les fleches A® — A®" de la seconde ligne (pour simplifier 'écriture

on note B = A® A°P) en suivant le diagramme :

A®(n+1)_, Ay 5 AB(1+2)

(20111 @z, ®1)

A A®(n+2) _, 4, A®(n+1) " p
i ~ xo®<x1®---®xn®1+2(—1)1®x1®xixi+1---®xn®1>

i=1
n—1
Z (—1D)'20®... 2% Qap + (= 1) (2020 ® - @ Tpp—1)
i=0

AQpA®(n+1)_, A®n

On retrouve ainsi la définition de I’homologie de Hochschild donnée au début.
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C.2 Algebres différentielles graduées

On prend A une algebre différentielle graduée c’est-a-dire une algebre munie d’une
différentielle de degré —1. La graduation d’un élément a € A est notée deg(a). On définit
un bicomplexe de chaines @,>1A®" avec les deux graduations lap ® - - ® aplo = n et
lap® -+ ®anli = X deg(a;). Les différentielles sont données par la régle de Leibnitz et

par la différentielle de Hochschild usuelle c¢’est-a-dire :

n—1

do(ao ® -+ ®an) = (—1)"(anao ® -+ @ an—1) + Z (—1)'ar®-...aiai11 - @ ay.
i=0

n
di(a®- - ®ay) = 2(_1)*ia0®"'®dlai®'"®an
i=0
ou *; = Zf;t deg(a,). Le complexe de Hochschild est le complexe total associé a ce
bicomplexe et on le note CCy(A). Par la définition du complexe total, CC,(A) est le com-
plexe de chaines @;,>1 A®" muni de la graduation |-| = |-|o+]-|1 et de la différentielle do+d;.

Si f: A — B un morphisme d’algebres différentielles graduées, alors f induit un mor-
phisme C'Cy(f) entre les homologies de Hochschild par la formule CCy(f)(a1 ® - - ®ay,) =
fla1) ®---® flan).

C.3 Ay -algebre

Si A est une Ay -algebre, le complexe Bar cyclique de A s’appelle le complexe de
Hochschild de A. On le note CC,(A) et il est défini de la maniére suivante :

COA) = P A A[-1]®+ D

k=1

et la différentielle doo est définie par :

dCC(xl7"'vxd) = Z iud_j+i(aj+1a-"aadyaly'"7ai)®ai+1®"‘®aj)

1<i<j<d

+ Y e ® - ®ai®p 4, ,0) ®aj 1 @ ®ag

1<i<j<d

On remarque que les définitions pour les Ay -algebres et les algebres différentielles
graduées sont compatibles : on obtient la méme définition pour ’homologie de Hochschild
d’une algebre différentielle graduée qu’on la considére comme Aq-algébre ou comme algebre

différentielle graduée.

Si f: A — B est un morphisme de Ay -algeébres, alors f induit un morphisme CCy(f)
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entre les homologies de Hochschild (lemme 4.2 de [Aboll]). Cette application est définie

de la maniére suivante :

CC*(f)(al,...,ad) = 2 ifd+sl,sk(ask+1,...,ad,al,...,asl)

1§81<“-<Sk<d

® fszfsl (CL51+1, e 70’82) ® o ® fskfsk_l(ask_1+1> sy ask)

C.4 Homologie de Hochschild d’une algebre tensorielle

On prend V un espace vectoriel sur un corps k et on rappelle que ’algebre tensorielle
de V est notée TV = @,>1V®". On rappelle que I'homologie de Hochschild est calculée
par le complexe (CC,(TV),dp) (cf section C.1) :

0TV TV . TY®  Ty® |

On définit maintenant un autre complexe qu’on notera (CCE(TV),dy)? qui est le

suivant :

0TV «<TVRV «—0

ou T'V se situe aussi en degré 0, TV ® V est en degré 1 et I'unique fleche non triviale est :

do TVRV - TV

a®@v— av — va.

On va démontrer le lemme suivant :

Lemme C.1 (Proposition 1.1.13 de [Lod92)).
Le complexe CCL(TV, d~g) est un rétracte par déformation forte du complexe CC(TV, dy)

c’est-a-dire qu’il existe des applications p,i et h tels que
(i) p: CCy — CCY est un morphisme de complezes de chaines,
(ii) i : CCY — CCy est un morphisme de complexes de chaines,
(iii) poi= ldgen,
(iv) iop =idcc, + doh + hdy, ot h: CCy — CCyyq est une homotopie.

On peut résumer ces énoncés par le diagramme suivant :

hC (COLTV),d) T (CCUTV), d).

7

2. La lettre p est une abréviation de petit car on utilise la résolution petite de T'V dans la preuve.
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En particulier, cela implique que p et i induisent des isomorphismes en homologie et donc
que HHY(TV,dy) ~ HH,(TV, dy).

C.4.1 Avec les catégories dérivées

Pour les deux preuves du lemme C.1, on va simplifier I’écriture en posant A = TV . 1l
existe une résolution de A en A ® A°P-bimodule libre plus simple que la résolution bar. On

appelle cette derniere la résolution petite de A :

0—A—ARA—-AQVR®A 0
Y — QY
TYRXR2z2—rTQRQYz — QYR 2

Donc on peut donner un nouveau complexe pour calculer 'homologie de Hochschild de A :

0 +— AQuagaor A®? «—— AQ@asgar AQV @A +— 0

: L

0 A AQV +—— 0

Et en faisant les calculs, on trouve que 'application A ® V' — A est induite par a ® v —
av — va. La théorie des catégories dérivées assure que ce complexe calcule bien I’homologie
de Hochschild. Dans [Lod92], on donne une homotopie explicite entre ce complexe et le
complexe bar cyclique de A comme défini ci-dessus. C’est ce que 'on va faire dans la

section suivante.

C.4.2 Calculs explicites

Dorénavant on va noter A = TV et on travaille sur Z/2Z pour faciliter la lecture.
L’application i est juste I'injection CCL — CC,, une vérification triviale assure que i est
bien un morphisme de chaines. Avant de construire les applications p et h, il est utile de se

donner des notations :

20 ® -+ @ (2,0y) = (y20) @ - @, Qv € AT oy ye Aet veV

l
S(vi...v) = Zvl...{)}...vl ouvy...vye€Aetv; eV
i=1
On pose pg : A — A égale a I'identité, hg : A — A®? égale a I'application nulle et :

p1 =g0:A®2—>A®V
T®y+— rS(y)
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! l
m@vl...leval...@-...vl:Zviﬂ...mxvl...vi_l@vi,
=1 =1

et :

hn : A@(nJrl) _)A®(n+2)

T ® - @uim, > o ® - QuS(x))

l l
:IZ0®---®U1...U[HZ:L’o---@Ul...{)\Z'...Ul:ZUZ‘_H...Uﬂ:o@---@@l...vi_l@vi.
=2 1=2

On a alors les diagrammes suivant :

0 Al g2 4 og®3
|l [o
0+— A <T ARV 0
et
0 D ope2 B yes

A
LN e
0 A A®? A®3

Lemme C.2. (a) p et i sont des morphismes de complexes de chaines,

(b) dihg + h_1dy =0,
(C) daohi + hody = Id +i0,

(d) dni1hp + hp_1d, = Id pour n = 2.

Démonstration.

(a) L’application ¢ est juste une inclusion de sous-complexe de chaines. Montrons
maintenant que p est un morphisme de complexes de chaines. Vu que p s’annule sur A®"
pour n > 3, il suffit de montrer que pd(a ® b) = dp(a ® b) et que pd(a ®b®c) = 0. On
prenda€ Aetvy...v;€ Aeton a :

l
dp(a@uvy...v) =d (Z Vigl ... VTV ... Vi 1 ®vi>
i=1

l
= 2 Vi1 ...V ... Vj—1V; — VU471 ...0[ZV] ... V;—1
i=1

=vV1...U9 —V1...0T

=pd(a®uv;...vp).
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Prenons maintenant a ® b ® ¢ € A®? et on montre :
pd(a®b®c) =plab®c+a®bc+ ca®b) = abS(c) + aS(bc) + caS(b) =

ce qui finit la démonstration de (a).

Le cas (b) est clair car hg = 0 et dp = 0.

(c) Prenons n > 1 et calculons (on note vy ...v; = via}, = x,) :
11h(Zo® - @Tp 1 ®@vi...v) = d(@o @+ ®@v1S(7,))

!
= (2 Vit1 ... 0%0) Q-+ @ (v1 ~Ui—1)®vi>

— l
2 $0®...$j$j+1 ®U15 ZUZ+1...’UZZE0®'--®U1...U¢)

!
+Z( i @ @ U ... V1)
i=2

Z (20 ®...zjzjp1 ®uiS@),)) + 20 Q@ QUi... U +To® @ Tp_10] ...

n—2
=20Q® - Qxp + Z($0®...wjxj+1---®xn_1 Qu1S(2))) + 2o ® -+ @ xp_15(xn).
§=0

Le cas (c) découle directement de ce calcul car hg = 0.

(d)Prenons maintenant n > 2 et on note x, = vy ...y = v1x, et Tp_1 = Wiz, 4

hn—1dn (o ® -+ Q@ ) = <Z 0@ ... Tjxj41 @ xn> +h(rg® - ®xp_12n)
+ (2o ® - @ Ty 1)
= (2 20Q® ... TjTj41 @ Tp—1 ®vlS(a;;l)> +20® - @uwiS(xp_12n)
=0
+ 210 @ - Qw1 S(x), 1)
Or o ® - @ W1S(xp_12n) = (£p20) @ - @ w1 S(x),_1) + 0 ® - @ p—15(xy) et donc
dpt1hn + hp_1d, = 1d si n = 2 ce qui achéve la preuve du lemme C.1. L]
C.5 Homologie de Hochschild d’une construction cobar

Prenons C une Ay-cogebre et considérons (Q2C, dq,®) la construction cobar de C'. 11

s’agit une algebre différentielle graduée et on rappelle qu’on a défini a la section C.2 le
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complexe CC(QC) de la maniére suivante :

dl dl <(117
0 QC QCROC +——— QO3 ...
do do do

On définit maintenant de maniére similaire a la section C.4 un complexe CCE(Q0) :

d1 dl
0 QC = QCRC «+—0
0

de la maniére suivante :

(i) la graduation sur QC est celle de QC,
(ii) la graduation sur QC ® C' est donnée par |a ® ¢| = |a|ac + |clac + 1,
(iii) l'application QC ® C — QC est dNo ca®c— ac— ca,

(iv) lapplication d; est donnée par la formule di(a ®c) = dia ® ¢ + (—1)19aS(d;c).

Afin d’avoir des sections indépendantes, on fait quelques rappels de la section C.4. On
rappelle que :
20y =yr@uvouxe QC,ve C,ye QC,

l
S(vl...vl):Zvl...@-...vl ouvy...1€NC et v; €C.

L’application p jouera aussi un role particulierement important et on rappelle sa

définition :

p :CCL(QC) — CCP(Q0)
reQCvr—zx
r®yeQC®QC — zS(y)

a € QC®M+3) 0,n = 0.

Théoréme C.1. L’application p est un morphisme de bicomplexe de chaines qui induit
un isomorphisme en homologie.
De plus, sous des conditions techniques supplémentaires (la condition (C.1)), CC%

est un rétracte par déformation forte de CCy, c’est-a-dire qu’il existe des applications
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I1:CCY - CCy et H:CCy — CCyyq tel que :

p ~ ~
HC(CC*(QC), do + 1) = (CCYQC), do + o).

Ce théoréme est en fait un théoréme de transfert de structure : on avait montré a la

section C.4 qu’il y avait une rétraction forte

v (cedacya) S ©ecuoc). ),

()

On ajoute une structure supplémentaire a (CC,(Q2C),dp) c’est-a-dire une nouvelle
différentielle d; et on veut transférer cette nouvelle différentielle & CC%. Cela est possible
en utilisant la théorie des multicomplexes (qu’on pourrait définir comme les bicomplexes a
homotopie preés) car CCY est un rétracte par déformation forte de CCy. On pourra trouver
dans [Mey78], [Lap01] et [DSV15] les résultats nécessaires pour conclure. Cependant, on
préfere donner une preuve directe et calculatoire (avec une condition technique supplémen-
taire) afin de ne pas avoir a introduire toute la théorie nécessaire pour obtenir ce résultat.
On démontrera donc la deuxiéme partie du théoréme qui est vraie sous I’hypothese (C.1)
et le cas général (qui est une conséquence de la théorie des multicomplexes) du théoreme

ne sera pas démontré ici.

Démonstration avec I’hypothése (C.1). La preuve se résume a des manipulations algé-
briques une fois qu’on a trouvé les bons objets & considérer. Notons i, = (hdy)* o :
CC% — CCy et hy, = (hdy)k o h: CC, — CC,. On suppose que :

Vze CCy,3K > 1,Vk = K, (hd))*(z) = 0. (C.1)

Dans les cas que nous considérerons, cette hypothese sera vérifiée a cause de la décrois-

sance stricte de I’action. Cela nous assure que les sommes
+o0 +0
I=>liget H=) Iy
k=0 k=0
sont bien définies. On travaille aussi dans Z/2Z. On découpe la preuve du théoréeme en le

lemme suivant :

Lemme C.3. (a) p est un morphisme de bicomplexes,
(b) ik+1d~0 + zkd~1 = dyip + doigpy1 pour tout k =0,
(¢) I(do +dy) = (do + d1)1,
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(d) pol =idoce e

(6) Top= ’idcc*(gc) + (do + dl)H + H(do + dl).

(a) On sait d’apres la section C.4 que dNOp = pdy. On remarque que dp = pdii et donc
dip = pdyip = pdy(1d + hdy + doh) = pdy + pdihdy + pdidoh = pdy + pdihdy + dopdi h.

Or on sait que I'image de h dans CC, est incluse dans @k>3(QC)k , que d; laisse cet
ensemble stable et que p s’annule sur cet ensemble donc pdih = 0 et donc lep = pd;. Cela

permet de conclure que p est bien un morphisme de bicomplexes.

(b) On note que sur I'image de dih, dih et dy commutent : en effet d1hdy = dyi(dph +
Id + ip) = didph + di + dyip. Or comme on est sur 'image de dyh, on sait que p s’annule
et que d; s’annule et donc dihdy = didyph = dpd1h. Donc :

ikurldN() + Zk;le = (hdl)kJrlZdo + (hdl)kldl
= (hd1)** Y dgi + (hdy)*ipdyi
= (hdl)k“dgz + (hdy)
)*

= 0 + (hdy)*dohdyi + (hdy)*dyi.

Distinguons maintenant le cas k = 0 et K > 1 : si k = 0, le calcul donne : i1d~0 + iod~1 =
dohdyi + dii = doi1 + diig ce qui est la formule souhaitée. Si & > 1, on remarque que
(hdy1)kd; = 0 et donc :

ik+1(1~() + de~1 = (hdl)kdohdli
= h(d1h)* dydo(hdyi)
= h(d1h)* tdo(dyh)dyi.

Or on sait que dg et dih commutent sur 'image de dih donc :

iny1do + indy = hdo(dih)*dyi
= (doh + 1d + ip)(d1h)*dyi
= do(hd1)* Vi + dy (hdy)¥i + ip(dih)*dyi
= dyigys1 + dyig +0

ce qui était la formule souhaitée dans (b).
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On peut maintenant prouver (c) :

- - +00 - +00 -
I(do + dl) = Z ipdy + Z ipdy
k=0 k=0
- +00 - +00 -
= todo + 2 tg1do + 2 ipdy

+00

= doio + ), (ik41do + ixdy)
k=0
a0

= doig + 2 (doik+1 + dlik) d’apres (b)
k=0

+o0
Z do + d1
k=0

= (do + d1)1.

La formule (d) est claire car :

pl =) pir = Y. p(hdy)¥i = pi+0=1d.
k=0 k=0

Pour montrer la formule (e), on simplifie :

+
8

Hdy = Y (hdy)*hdy

+ >
8 o

(hdy)*(doh + 1d + ip)

x>
Il
o

k > k &> k.
(hd1)doh + ' (hdy)E + > (hdy)¥ip
k=0 k=0

I
gk

T
o

+00 +00
=doh + Y (hdy)* doh +1d + ) (hdy)* ! + Ip
k=0 k=0
+00
=doh + Y. h(dih)Fdydoh +1d + Z hd1)Fhdy + Ip
k=0 k=0
+00
= doh + hdy Y (dih)*" +1d + Hdy + Ip
k=0
+0o0
= doh + (doh +1d + ip) > (d1h)*! +1d + Hdy + Ip
k=0
+00 +00
=doh +do Y (hd))" b+ > (dih)* ! + 0+ 1d + Hdy + Ip
k=0 k=0

191
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=doH +diH +1d + Hdy + Ip.

Cela conclut la preuve de (e). On sait donc que p : (CCy,do + d1) — (CCP, dy + d)

admet un inverse a homotopie pres et donc induit un isomorphisme en homologie. O
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