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Résumé

Dans cette thèse, je présente une nouvelle construction du complexe de Fukaya enroulé
d’une lagrangienne ainsi que de l’algèbre de Chekanov d’une legendrienne en utilisant des
techniques développées par Cieliebak, Ekholm et Oancea. Ces constructions vérifient des
propriétés de fonctorialité par rapport aux cobordismes et sont donc adaptées pour étudier
un attachement d’anse symplectique. Ainsi, je démontre que le complexe de Fukaya enroulé
de la coâme est isomorphe à l’algèbre de Chekanov de la sphère d’attachement d’anse et je
montre que cet isomorphisme se factorise par l’application « Open-Closed » de Abouzaid.
Je présente ensuite une stratégie pour déduire de ces résultats deux théorèmes importants
annoncés par Bourgeois, Ekholm et Eliashberg concernant le comportement de l’homologie
symplectique par attachement d’anse et la génération de la catégorie de Fukaya enroulée.
Dans le dernier chapitre, je définis en suivant une idée de A’Campo un flot géodésique
sur le squelette des variétés de Brieskorn-Pham et je relie ce dernier au flot de Reeb sur
l’entrelacs de contact de la singularité dans l’optique de généraliser le théorème de Viterbo
qui relie homologie symplectique du cotangent et homologie d’un espace de lacets.

Mots-clés

Géométrie différentielle, géométrie symplectique, sous-variété lagrangienne, catégorie de
Fukaya, homologie de Floer, attachement d’anse, variétés de Brieskorn-Pham.
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Lagrangian and symplectic homologies and handle
attachment

Abstract

In this PhD thesis, I present a new construction of the wrapped Fukaya complex of a
Lagrangian and of the Chekanov algebra of a Legendrian using techniques developed by
Cieliebak, Ekholm and Oancea. These constructions behave well under cobordisms and
thus are fit to study the symplectic handle attachment procedure. I prove that the wrapped
Fukaya complex of the cocore is isomorphic to the Chekanov algebra of the attachment
sphere and show that this isomorphism factors through Abouzaid’s Open-Closed map.
I then give a strategy in order to deduce from these results two important theorems
announced by Bourgeois, Ekholm and Eliashberg concerning the behaviour of symplectic
homology under handle attachment and the generation of the Fukaya category. In the
last chapter, I define following an idea of A’Campo a geodesic flow on the skeleton of a
Brieskorn manifold and relate this flow to the Reeb flow on the link of the singularity in
order to try to generalize Viterbo’s isomorphism between the symplectic homology of a
cotangent bundle and the homology of a loop space.

Keywords

Differential geometry, symplectic geometry, Lagrangian, Floer homology, Fukaya category,
handle attachment, Brieskorn-Pham manifolds.
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Introduction

1 De la mécanique classique à la géométrie symplectique

Considérons une particule se déplaçant sur une variété X (par exemple l’espace standard
à 3 coordonnées R3). On souhaite comprendre au mieux la dynamique de cette particule,
c’est-à-dire l’ensemble de ses trajectoires possibles.

Formulation Newtonienne

Un des principes fondamentaux de la mécanique classique assure que la position et la
vitesse initiale déterminent tout le mouvement de la particule. Par exemple, en lançant un
objet, on lui communique une vitesse initiale depuis la position où on le lance. Ce principe
assure alors que la trajectoire de l’objet est déterminée uniquement par cette position
et cette vitesse initiale. C’est pourquoi on peut estimer le point d’arrivée de l’objet en
se rappelant de lancers précédents avec vitesse initiale similaire. Mathématiquement, on
traduit ce principe par l’équation différentielle suivante :

:q � F pt, q, 9qq (1)

où q désigne la position de la particule, 9q sa dérivée (c’est-à-dire la vitesse de la particule)
et F est une fonction dépendant de X et des forces qui s’appliquent sur la particule. Le
théorème de Cauchy-Lipschitz assure que pour toute donnée initiale pqpt0q, 9qpt0qq, il existe
une unique solution de l’équation (1) : on retrouve le principe énoncé plus haut. Une
solution de l’équation (1) vit dans l’espace tangent de X qu’on note TX.

Formulation lagrangienne

On se place maintenant dans le cas où l’équation est dite conservative. Cela veut dire
qu’on suppose que le champ de vecteurs F peut s’écrire sous la forme d’un gradient :
F � �BU

Bq où U est une fonction de q. Lagrange va alors proposer une autre équation
pour déterminer la trajectoire de la particule q. Il énonce le principe de moindre action
qui affirme qu’une particule se déplace en minimisant l’action (ou, en reformulant, on dit
qu’une particule se déplace sur le chemin qui oppose le moins de résistance). Donc les
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14 INTRODUCTION

chemins γ : rt0; t1s Ñ X qui correspondent aux solutions qptq de l’équation de Newton (1)
sont les minima de la fonctionnelle d’action :

Φpγq �
» t1
t0

Lpγptq, 9γptqq

où Lpq, vq � 1
2mv

2 � Upqq est une fonction TX Ñ R. Le calcul variationnel assure alors
que les γ minimisant la fonctionnelle d’action Φ vérifient les équations d’ Euler-Lagrange :

d

dt

�
BL

Bv
pγptq, 9γptqq



�
BL

Bq
pγptq, 9γptqq. (2)

Hamilton va alors utiliser cette équation pour en écrire une nouvelle qui vit dans l’espace
des phases T �X en utilisant la transformée de Legendre.

Formulation hamiltonienne

Supposons que la fonction L est convexe par rapport à la variable v. Donc, pour tout
pq, pq P T �X, il existe un unique vpq, pq P TX tel que BL

Bv pq, vpq, pqq � p. On note alors H
la fonction définie sur T �X suivante :

Hpq, pq � p � vpq, pq � Lpq, vpq, pqq.

Un calcul direct assure que l’équation de Lagrange (2) est équivalente aux équations de
Hamilton : $&% 9p � �BH

Bq ,

9q � BH
Bp .

(3)

Géométrie symplectique

On va dorénavant généraliser la question que l’on souhaite se poser. Soit M une variété
et ω une 2-forme de M non dégénérée. On dit que pM,ωq est une variété symplectique et
toute variété symplectique est de dimension paire. Prenons maintenant H : R�M Ñ R une
fonction 1-périodique suivant la variable R et définissons le champ de vecteur XH comme
l’unique champ de vecteur vérifiant iXHω � �dH. Le champ de vecteur XH s’appelle le
champ de vecteur hamiltonien de H. Le flot ϕHt de ce champ de vecteur vérifie l’équation
suivante pour tout x PM :

d

dt
ϕHt pxq � XHpϕ

H
t pxqq. (4)

L’équation (4) est une généralisation de l’équation de Hamilton. En effet, si on se place
dans le cas particulier où M est le cotangent d’une variété T �X, on retrouve exactement
l’équation (3). Si on comprend bien, dans ce cadre plus général, la dynamique du flot
hamiltonien pour n’importe quel hamiltonien H, on aura donc en particulier compris la
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dynamique des objets soumis à un champ de force conservatif. On se ramène donc à la
question suivante :

Question 1. Soit M une variété symplectique et H un hamiltonien sur M . Quelle est la
dynamique du flot du champ de vecteur hamiltonien XH ?

Une bonne façon de comprendre la dynamique d’un champ de vecteur est de s’intéresser
à ses orbites périodiques. On reformule la question 1 en :

Question 2. Quelles sont les orbites périodiques du champ de vecteur hamiltonien ?

2 Invariants de Morse, invariants symplectiques

On va maintenant faire un détour par l’homologie de Morse d’une fonction sur une
variété différentielle.

Homologie de Morse

Soient X une variété compacte et f : X Ñ R est une fonction de Morse (c’est-à-dire
une fonction dont tous les points critiques sont non dégénérés).

Choisissons g une métrique riemannienne sur X et notons ∇f le champ de vecteur
gradient de f qui vérifie l’équation :

gp∇f, �q � df.

Finalement, notons ϕt le flot de ce champ de vecteur. Pour tout point x P X, le flot de
∇f converge en �8 vers un point critique de f . Pour tout point critique q de f , on peut
définir la variété stable et la variété instable de q par :

W spqq � tx P X; lim
tÑ�8

ϕtpxq � qu,

W upqq � tx P X; lim
tÑ�8

ϕtpxq � qu.

La dimension de la variété W spqq s’appelle l’indice de q et sera noté ind(q).

Théorème 1. (chapitre 3 de [AD10])

(i) Pour une métrique Riemannienne générique g, les variétés stables et instables des
différents points critiques de f s’intersectent transversalement. En particulier, pour
tous q� et q� points critiques de f , l’espace

Mpq�, q�q �W spq�q XW upq�q � tx P X; lim
tÑ�8

ϕtpxq � q�u

est une variété de dimension ind(q�)-ind(q�).
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M1

M2

m

c

Figure 1 – Présentation d’une fonction de Morse (la fonction hauteur) sur la sphère qui a
4 points critiques (2 maximums, 1 point selle et 1 minimum). La différentielle du complexe
de Morse engendré par les points critiques compte modulo 2 le nombre de trajectoires
bleues reliant deux points critiques.

(ii) L’espace vectoriel MCpfq � `qPCritpfqZ{2 � xqy gradué par l’indice des points critiques
peut être muni d’une structure de complexe de chaînes via la différentielle :

d :MCpfq ÑMCpfq

q ÞÑ
¸

q1PCritpfq
|q1|�|q|�1

p#Mpq; q1q{Rq � q1.

Ce complexe de chaînes s’appelle le complexe de Morse de la fonction f .

(iii) L’homologie du complexe de Morse de f est isomorphe à l’homologie singulière de X.

Ce théorème est particulièrement intéressant si l’on s’intéresse aux points critiques
de la fonction f : en effet, il nous assure par exemple que toute fonction de Morse f sur
une variété X possède au moins dimpHsingpXqq points critiques. Si l’on arrive donc à
prouver un théorème similaire où les orbites périodiques hamiltoniennes jouent le rôle
des points critiques, on obtiendra donc des informations sur le nombre de telles orbites
périodiques. D’où la question suivante pourM une variété symplectique etH un hamiltonien
quelconque :

Question 3. Peut-on construire une fonctionnelle sur l’espace des lacets de M dont
les points critiques sont les orbites périodiques hamiltoniennes et dont on peut calculer
l’homologie de Morse ?

Homologie de Floer et homologie symplectique

La fonctionnelle d’action était déjà connue par Lagrange mais c’est Andreas Floer qui
aura l’idée de construire un complexe de Morse à partir de cette fonctionnelle. On se place
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maintenant dans la situation suivante : M est une variété symplectique exacte (cela signifie
qu’il existe une primitive λ à la 2-forme symplectique ω). La forme λ s’appelle une forme
de Liouville et vérifie donc l’équation dλ � ω. On peut lui associer le champ de Liouville
qui est l’unique champ de vecteur Xλ vérifiant l’équation iXλω � λ.

Prenons H : R�M Ñ R un hamiltonien sur M . On note AH la fonctionnelle d’action
hamiltonienne définie par :

LM ÝÑ R

γ ÞÝÑ

»
S1
λ�γ �

» 1

0
Hpt, γptqq.

Les points critiques de AH sont exactement les orbites périodiques du flot hamiltonien
de H et on peut prouver un théorème similaire au théorème 1. Avant de l’énoncer, on va
dire comment toutes les notions introduites dans l’homologie de Morse se transposent dans
ce nouveau cadre et on pourra se référer au chapitre 2 pour plus de détails sur la colonne
de droite.

Variété X Espace de lacets LM
Fonction de Morse f Fonctionnelle d’action AH
Point critique de f Orbite périodique de XH

Métrique Riemannienne g Structure presque complexe J
Trajectoires de gradient u : Rs Ñ X Cylindres u : RÑ LM ou u : Rs � S1

t ÑM

vérifiant l’équation de gradient vérifiant l’équation de Floer
Bsu � ∇fpuq Bsu� JpBtu�XHpuqq � 0

Le théorème 1 devient alors :

Théorème 2. [Floer]
On suppose que M est une variété compacte et symplectiquement asphérique c’est-à-dire

que ω s’annule sur π2pMq.

(i) En suivant l’analogie avec le cas des fonctions de Morse, on peut définir l’homologie
de Morse de la fonctionnelle d’action AH . Cette homologie s’appelle l’homologie de
Floer du hamiltonien H et est notée FHpHq.

(ii) Si M est une variété symplectique compacte et symplectiquement asphérique (c’est-à-
dire que ω s’annule sur π2pMq), alors pour tout hamiltonien H sur M , il existe un
isomorphisme FHpHq � H�pMq.

Ce théorème répond en partie à la question 2 dans le cadre des variétés symplectiques
compactes et symplectiquement asphériques. En effet, on arrive à donner par exemple un
nombre minimum (dim(H�pMq) d’orbites périodiques pour n’importe quel hamiltonien
sur une variété M . On va maintenant se demander si on peut avoir un résultat similaire
dans le cadre des variétés symplectiques non compactes (pour traiter notamment le cas
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du cotangent d’une variété). La question étant assez vaste, on va se restreindre à un cas
particulier de variété symplectique non compacte : il s’agit des complétions de domaines
de Liouville. Cette condition permet de mieux contrôler la dynamique dans la partie non
compacte de la variété car on suppose que celle-ci est cylindrique.

Avant de définir plus précisément ce qu’est un domaine de Liouville et sa complétion, il
faut parler des variétés de contact qui sont les analogues en dimension impaire des variétés
symplectiques. Une variété de contact est un couple pY, αq où Y est une variété fermée de
dimension 2n� 1 et α une 1-forme de Y telle que α^ pdαqn�1 est une forme volume sur Y .
À toute variété de contact, on peut associer sa symplectisation positive S�Y � r1;�8rr�Y
munie de la forme symplectique exacte dprαq. Un domaine de Liouville est une variété
symplectique compacte à bord M munie d’une forme de Liouville λ tel que le champ de
Liouville soit sortant sur le bord BM . Cela assure en particulier que pBM, λ|BM q est une
variété de contact. On définit alors la complétion xM du domaine de Liouville M comme la
variété symplectique non compacte suivante :

xM �M Y S�pBMq �M Y r1;�8r�BM.

Cette complétion peut être donc découpée en deux parties : une partie compacte qui
correspond au domaine de LiouvilleM de départ et une partie non compacte qui correspond
à la symplectisation positive du bord BM . En particulier, si X est une variété riemannienne,
alors DT �X est un domaine de Liouville dont la complétion est isomorphe à T �X. L’étude
des domaines de Liouville est aujourd’hui centrale en géométrie symplectique (voir par
exemple [CE12], [CO18] et [Sei08a]).

Pour tout domaine de Liouville M , une approche similaire à celle développée par Floer
pour prouver le théorème 2 permet de définir l’homologie symplectique de M qu’on note
SHpMq. Cette homologie est l’homologie d’un complexe de chaînes dont les générateurs sont
les orbites périodiques d’un flot hamiltonien. Donc si on arrive à trouver un isomorphisme
entre SHpMq et une autre homologie connue, on trouvera une borne inférieure sur le
nombre d’orbites hamiltoniennes périodiques de manière similaire au théorème 2.

Question 4. Que peut-on dire sur l’invariant SHpMq quand M est un domaine de
Liouville ?

3 Homologie symplectique

Définition de l’homologie symplectique

Soit M un domaine de Liouville. On rappelle que M est une variété symplectique
compacte à bord contact. L’homologie symplectique est un invariant construit en mélangeant
deux dynamiques : la dynamique du flot hamiltonien sur M et la dynamique du flot de
Reeb sur la variété de contact BM .
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Le champ de Reeb sur une variété de contact pY, αq est l’unique champ de vecteur
R vérifiant les équations R P kerpdαq et iRα � 1. Par exemple, le flot de Reeb du fibré
unitaire cotangent ST �X de X est le flot géodésique de X. Le flot de Reeb peut être
vu comme un cas particulier de flot hamiltonien de la manière suivante. On prend H un
hamiltonien sur S�pY q � r1;�8rr�Y ne dépendant que de la variable r. Alors le champ
de vecteur hamiltonien XH est proportionnel au champ de Reeb R.

L’homologie symplectique est définie comme l’homologie de Floer d’un hamiltonien H
défini sur la complétion xM �MYS�pBMq d’un domaine de Liouville et qui est quadratique
sur la partie S�pBMq. Cette hypothèse permet de contrôler la dynamique sur la partie non
compacte de xM . On peut aussi utiliser des hamiltoniens linéaires sur S�pBMq et prendre
la limite quand la pente tend vers l’infini. Les générateurs de l’homologie symplectique
peuvent être décomposés en deux sous-ensembles : d’une part les orbites périodiques du flot
hamiltonien situées dans la partie compacte de M et d’autre part les orbites périodiques
du flot de Reeb de BM .

Cotangent de variété

On peut répondre assez précisément à la question 4 quand le domaine de Liouville
considéré est un cotangent de variété :

Théorème 3. [Vit99], [AS06], [SW06], [Abo15]
Il existe un isomorphisme SHpT �Xq �

ÝÑ HpLXq.

Ce théorème répond à la question 4 mais permet aussi de mieux comprendre la structure
sous-jacente de l’homologie symplectique. En effet, les espaces de lacets ont été très étudiés
(voir par exemple [GM69], [Hin84]) et possèdent une structure riche (voir par exemple
[GH09]). Mettons en évidence une structure de l’homologie de lacets qui possède un
analogue pour l’homologie symplectique et qui jouera un rôle important dans cette thèse :
il s’agit de la catégorie de Fukaya.

Théorème de Goodwillie et catégorie de Fukaya

Soit X une variété fermée munie d’un point base x P X. On note LX l’espace des
lacets de X et ΩX l’espace des lacets basés en x. Le complexe de chaînes C�pΩXq peut
être muni d’une structure d’algèbre différentielle graduée en considérant le produit venant
de la composition des lacets.

Théorème 4. [Goo85], [BF86]
Il existe un isomorphisme :

HH�pC�pΩXqq Ñ H�pLXq

où HH désigne l’homologie de Hochschild d’une algèbre différentielle graduée.
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On peut reformuler ce théorème d’un point de vue catégorique en suivant l’approche de
[BCT09]. On considère la catégorie CpΩXq (appelée parfois catégorie de Pontryagin dans la
littérature) suivante : les objets de CpΩXq sont les points de la variété X et les morphismes
entre deux points x1 et x2 correspondent aux complexes de chaînes C�pΩx1,x2Xq où Ωx1,x2X

désigne l’ensemble des chemins reliant x1 à x2. Alors le théorème 4 peut se réécrire sous la
forme :

HH�pCpΩXqq
�
ÝÑ H�pLXq

où HH est l’homologie de Hochschild de la dg-catégorie CpΩXq.
Un théorème analogue peut s’écrire pour l’homologie symplectique d’un domaine de

Liouville. Prenons M un domaine de Liouville. Une lagrangienne de M est une sous-variété
i : L ãÑM de dimension moitié sur laquelle la forme symplectique ω s’annule. Si on suppose
de plus que la forme de Liouville i�λ restreinte à L admet une primitive, c’est-à-dire qu’il
existe f : L Ñ R telle que df � i�λ, on dit que la lagrangienne est exacte. Pour une
variété de contact de dimension 2n� 1 pY, αq, l’analogue d’une lagrangienne s’appelle une
legendrienne et il s’agit d’une variété Λ de dimension n� 1 sur laquelle la forme α s’annule.

On peut alors définir la catégorie de Fukaya enroulée WFukpMq de M dont les objets
sont les lagrangiennes exactes de M à bord legendrien (qu’on appellera dans la suite du
texte lagrangiennes pour raccourcir les notations). Si on se donne deux telles lagrangiennes
L1 et L2, on note SCpL1, L2q l’ensemble des morphismes de L1 à L2 appelé complexe de
Fukaya enroulé de la paire pL1, L2q. Il est engendré par les cordes hamiltoniennes reliant L1

à L2 qu’on munit d’une structure de complexe de chaînes en comptant des bandes solutions
de l’équation de Floer. On appellera l’homologie de ce complexe l’homologie lagrangienne
de la paire pL1, L2q dans ce manuscrit. La construction précise de la catégorie de Fukaya
enroulée est longue et difficile (voir par exemple [Aur14] et [Sei08b]) et on ne donnera pas
plus de détails dans cette introduction. Cependant, il existe un analogue symplectique au
théorème de Goodwillie :

Théorème 5. [Abo10][Gan12]

(i) Pour tout domaine de Liouville M , il existe un morphisme Open-Closed 1 noté OC
entre l’homologie de Hochschild de WFukpMq et l’homologie symplectique de M :

OC : HH�pWFukpMqq Ñ SHpMq

(ii) L’application OC est un isomorphisme pour les cotangents de variétés. Les domaines
de LiouvilleM tels que OC est un isomorphisme sont appelés non dégénérés (définition
1.1 de [Gan12]).

(iii) Si une sous-catégorie C de WFukpMq est telle que OC|C : HHpCq Ñ SHpMq est un

1. Ce morphisme envoie des cordes hamiltoniennes (dites ouvertes) sur des orbites hamiltoniennes (dites
fermées) d’où son nom.
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isomorphisme, alors C engendre formellement la catégorie WFukpMq (on parle de
split-génération).

Présentons l’analogie développée dans cette partie entre l’homologie d’un espace de
lacets et homologie symplectique dans le tableau suivant :

Variété X Domaine de Liouville M
Lacets de X Orbites périodiques hamiltoniennes

Courbes γ : S1 Ñ X γ : S1 ÑM , 9γ � XHpγq

Catégorie de Pontryagin Catégorie de Fukaya enroulée
CpΩXq WFukpMq

Espace des chemins entre deux points Espace des cordes hamiltoniennes entre
C�pΩx1,x2Xq deux lagrangiennes SCpL1, L2q

Homologie de l’espace de lacets Homologie symplectique
H�pLXq SHpMq

Théorème de Goodwillie Application OC
HH�pCpΩXqq

�
ÝÑ H�pLXq HH�pWFukpMqq Ñ SHpMq

Si M � T �X, cette analogie peut être rendue rigoureuse et ce fait est utilisé
dans l’article [Abo11] pour prouver un résultat important sur la catégorie de Fukaya
WFukpT �Xq. Dans cet article, Abouzaid prouve que cette catégorie est formellement
engendrée par la sous catégorie composée d’un seul objet de WFukpT �Xq (n’importe
quelle fibre cotangente au dessus d’un point base T �xX fonctionne) en utilisant le théorème
4 et le piiiq du théorème 5.

Attachements d’anses symplectiques

Comme on l’a vu, le théorème 3 a permis de mettre en évidence plusieurs structures de
l’homologie symplectique. Mais il ne répond à la question 4 que dans les cas des cotangents
de variétés. L’idée pour donner une réponse plus complète est maintenant la suivante :
il s’agit de décomposer chaque domaine de Liouville en briques élémentaires et d’étudier
l’évolution de l’homologie symplectique quand on ajoute une brique élémentaire. De manière
similaire au cas des variétés standard (voir par exemple les travaux de Smale [Sma62]), les
briques élémentaires seront les anses symplectiques. Il y a évidemment un lien entre les
notions d’attachement d’anses pour les variétés et d’attachements d’anses symplectiques
pour les variétés symplectiques. Par exemple, si la variété X est obtenue à partir de la
variété Y via un attachement d’anse, alors T �X est obtenue à partir de T �Y via un
attachement d’anse symplectique.

Rappelons la construction de l’attachement d’anse symplectique due à Weinstein
[Wei91] : on se donne M un domaine de Liouville de dimension 2n et Λ une sphère isotrope
de dimension k � 1 dans BM ce qui signifie que TΛ � kerpαq où α est la forme de contact
de BM . On fixe aussi une trivialisation du fibré symplectique normal de Λ. Alors le domaine
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Figure 2 – Trois représentations graphiques de l’attachement d’anse de la moins schéma-
tique à la plus schématique. Dans ces figures, X est obtenue par attachement d’anse à
partir de X0 le long de Λ � BX0 � Y0. L’âme de l’anse est L et la coâme est C de bord
Γ � BX � Y . Finalement, C et L s’intersectent en un unique point qu’on note q.

de Liouville MΛ obtenu par attachement d’anse symplectique le long de Λ est défini comme
la variété obtenue par un recollement :

MΛ �M Y pDT �Dk �D2n�2kq

où le recollement est tel que le bord de la section nulle Dk dans DT �Dk coïncide avec la
sphère Λ � BM (voir figure 2) et tel que D2n�2k est induit par la trivialisation du fibré
symplectique normal. Quand la sphère Λ est de dimension n � 1, alors l’anse attachée
correspond à DT �Dn qui possède deux lagrangiennes remarquables : Dn sera appelée l’âme
de l’anse et DT �0 Dn sera appelée la coâme de l’anse.

Théorème 6. Théorème 1 de [Cie02] et théorèmes 5.6, 5.8 de [BEE12]
Prenons M un domaine de Liouville de dimension 2n et Λ � BM une sphère isotrope.

Alors on peut relier l’homologie symplectique de MΛ à celle de M de la manière suivante :

(i) Si Λ est de dimension   n� 1 (on dit que l’attachement d’anse est sous-critique),
alors SHpMΛq � SHpMq.

(ii) Si Λ est de dimension n � 1 (on dit que l’attachement d’anse est critique et que
Λ est une sphère legendrienne), alors il existe une homologie LHHopΛq dépendant
uniquement de Λ �M0 et un triangle exact :

SHpMΛq SHpMq

LHHopΛq

(iii) Si Λ est de dimension n� 1, alors il existe un A8-isomorphisme entre l’homologie
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de Fukaya enroulée de la coâme et l’algèbre de Chekanov de Λ.

Le triangle exact du théorème 6 fait penser à un résultat récent de [CO18]. Dans leur
article, les auteurs prouvent le théorème :

Théorème 7. [Théorème 1.2 de [CO18]]
Si M0 � M est un sous-domaine de Liouville de M , alors il existe une homologie

symplectique relative SHpM,M0q et un triangle exact :

SHpMq SHpM0q

SHpM,M0q

Question 5. Peut-on relier les triangles exacts des théorèmes 6 et 7 ? Ou plus précisément
existe-t-il un isomorphisme entre LHHopΛq et SHpMΛ,Mq quand MΛ est obtenue à partir
de M par attachement d’anse le long d’une sphère legendrienne Λ ?

Pour construire l’homologie symplectique relative SHpM,M0q, les auteurs de [CO18]
utilisent l’équation de Floer Bsu� JpBtu�XHq pour u : R� S1 ÑM avec différents types
d’hamiltoniens H (certaines de ces familles sont illustrées en figure 17). Cette approche leur
permet, en reliant les différentes familles d’hamiltoniens considérées, de montrer le triangle
exact du théorème 7 ainsi que d’autres propriétés fonctorielles de l’homologie symplectique
(morphisme de transfert, propriété d’excision...). La question 5 amène naturellement à
vouloir utiliser leur formalisme afin de définir différentes versions de l’homologie lagrangienne
c’est-à-dire à adopter la même démarche pour étudier des cordes hamiltoniennes et non
des orbites hamiltoniennes. En effet, l’invariant LHHopΛq est un invariant construit en
considérant des cordes et non des orbites.

Or, comme on l’a vu, les cordes hamiltoniennes reliant des lagrangiennes sont utilisées
dans la définition de la catégorie de Fukaya enroulée. De plus, on sait que la catégorie de
Fukaya enroulée est reliée à l’homologie symplectique via le théorème 5 d’où la question
suivante :

Question 6. Peut-on étendre les constructions de [CO18] à la catégorie de Fukaya enroulée
d’un domaine de Liouville ? Existe-t-il un théorème analogue au théorème 6 au niveau des
catégories de Fukaya enroulées de M et MΛ ?

Répondre positivement à la première partie de cette question devrait permettre, si on
reprend les preuves de [CO18], de mieux comprendre la structure de la catégorie de Fukaya
enroulée et notamment son comportement sous les cobordismes de domaines de Liouville.

Une dernière question que pose le théorème 6 concerne sa preuve située dans l’ar-
ticle [BEE12]. En effet, les auteurs utilisent des espaces de modules de courbes pseudo-
holomorphes dont on ne maîtrise pas totalement la définition à cause de difficultés liées à la
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transversalité des espaces de modules en question (on pourra voir à ce sujet les travaux de
[HWZ17], de [FOOO09] et de [Par16]). Or de nombreux travaux (voir par exemple [BO10]
et [BO09b]) relient des espaces de modules de courbes pseudo-holomorphes à des espaces
de modules de courbes avec perturbation hamiltonienne qui eux sont systématiquement
transverses.

Question 7. Peut-on réinterpréter la preuve de [BEE12] en utilisant uniquement des
espaces de modules bien définis ?

4 Mon travail de thèse

Mon travail de thèse s’inscrit dans le cadre posé par les questions 5, 6 et 7.
On se place dans la situation géométrique suivante : on considère un domaine de

Liouville X0 et une sphère legendrienne Λ � BX0 possédant un remplissage lagrangien
exact (c’est-à-dire qu’il existe une lagrangienne L0 � X à bord Λ). On dira que pX0, L0q

remplit pBX0,Λq. On note X la variété obtenue à partir de X0 par attachement d’anse le
long de Λ. Finalement, on note C la coâme de l’anse attachée (on pourra se reporter à la
partie de droite de la figure 2).

4.1 Homologies lagrangiennes

Complexe de Fukaya enroulé

Si C est une lagrangienne de X, il existe dans la littérature deux définitions de l’homo-
logie lagrangienne SCpC,Cq (notée aussi WF pC,Cq dans la littérature) : la première dans
[Abo10] et la seconde dans [AS10]. Il n’y a actuellement pas de preuve de l’isomorphisme
entre ces deux définitions et aucune des deux n’était utilisable dans mon cadre. En effet,
on a besoin d’une définition qui utilise deux propriétés de l’homologie lagrangienne. D’une
part, on veut pouvoir construire l’application OC, comme introduite dans le théorème 5 :

OC : HHpSCpC,Cqq Ñ SHpXq.

D’autre part, on veut que SCpCq 2 vérifie des propriétés de fonctorialité vis-à-vis
des inclusions : si pX0, C0q � pX,Cq est une inclusion de domaines de Liouville et de
lagrangiennes, alors il doit exister un morphisme de transfert :

FX,CX0,C0
: SCpCq Ñ SCpC0q.

2. abbréviation de SCpC, Cq.
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De plus, ces deux morphismes doivent s’intégrer dans le diagramme commutatif suivant :

HHpSCpCqq SHpXq

HHpSCpC0qq SHpX0q

OCpXq

HHpF q

OCpX0q

(5)

où la flèche verticale de droite est le morphisme de transfert de Viterbo construit dans
[Vit99] et dont [CO18] donne une nouvelle définition.

Or la définition de [AS10] vérifie la propriété de fonctorialité sous l’inclusion mais je ne
suis pas arrivé à construire l’application OC en utilisant cette définition. D’autre part, la
définition de [Abo10] permet de construire l’application OC mais n’est pas adaptée pour
construire un morphisme de transfert. Je donne donc une nouvelle définition de l’homologie
lagrangienne de manière analogue à la définition de l’homologie symplectique dans [CO18] :

Théorème A. [Théorèmes 4.1, 4.2 et 4.5]
On peut construire des homologies HHpSCpCqq fonctorielles sous les cobordismes de

domaines de Liouville. De plus, il existe des applications OC : HHpSCpCqq Ñ SHpXq

telles que le diagramme (5) soit commutatif.

Je définis HHpSCpCqq comme une limite directe d’homologies de Floer lagrangiennes
définies en utilisant des hamiltoniens à pente linéaire sur la partie non compacte de la
complétion du domaine de Liouville. C’est ce qui permet de récupérer la propriété de
fonctorialité (théorème 4.2) de HHpSCpCqq en s’inspirant de la définition du morphisme
de transfert SHpXq Ñ SHpX0q dans [CO18] (définition 5.2 de [CO18]).

D’autre part cette définition vérifie une propriété universelle (théorème 4.1) qui la
rend simple d’utilisation et, en l’utilisant, je construis le foncteur OC (théorème 4.5). La
construction de [AS10] ne vérifie pas de telle propriété universelle (ou alors elle n’est pas
énoncée dans l’article) et c’est ce qui m’a empêché de l’utiliser pour définir l’application OC.
Finalement, la commutativité du diagramme (5) découle du fait qu’on a utilisé la même
démarche pour définir les deux morphismes de transfert qui correspondent aux applications
verticales du diagramme.

Deux extensions naturelles de ce théorème sont en cours de rédaction. La première
consiste à démontrer le fait, bien connu des spécialistes, que la catégorie des A8-algèbres
admet les colimites homotopiques. Cela permettrait de donner une nouvelle définition
de SCpCq et, en généralisant, de la catégorie de Fukaya enroulée alors que je n’ai pour
l’instant qu’une nouvelle définition de HHpSCpCqq. La seconde extension du théorème A
est la conjecture suivante :

Conjecture 1 (Conjecture 4.2).
Notons SCquadpCq la construction de [Abo10] etHHpSCpCqq l’homologie de Hochschild
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comme définie dans le théorème 4.1. Il existe un isomorphisme

HHpSCpCqq
�
ÝÑ HHpSCquadpCqq.

Algèbre de Chekanov

Soit Λ une legendrienne dans une variété de contact Y . L’article [BEE12] utilise l’algèbre
de Chekanov de Λ dans son cadre le plus général (sans hypothèses sur Y ou Λ). Or cette
algèbre a été définie en dimension 3 par Chekanov [Che02] et dans le cas Y � P � R
où P est une variété symplectique par Ekholm, Etnyre et Sullivan [EES07]. L’algèbre de
Chekanov est un objet central dans l’étude des noeuds legendriens en dimension 3.

Sans hypothèses sur Y ou Λ, la définition de l’algèbre de Chekanov nécessite d’utiliser
des courbes pseudo-holomorphes qui peuvent être non transverses. Afin de répondre
positivement à la question 7, il a fallu donc donner une définition hamiltonienne de cette
algèbre de Chekanov. Pour ce faire, j’ai eu besoin de rajouter l’hypothèse suivante : il existe
un remplissage de pY0,Λq par pX0, L0q c’est-à-dire que X0 est un domaine de Liouville à
bord Y0 et que L0 est une lagrangienne de X0 à bord Λ. J’ai alors construit une homologie
de Chekanov hamiltonienne HCHpΛ, L0q qui vérifie le théorème suivant :

Théorème B. [Définitions 4.1, 4.2 et théorème 4.3]
Soit Λ une legendrienne d’une variété de contact Y0 telle qu’il existe un remplissage de

pY0,Λq par pX0, L0q. Alors il existe un isomorphisme

H�pCHpΛ, L0qq
�
ÝÑ HCHpΛ, L0q

où CHpΛ, L0q désigne la construction standard de l’algèbre de Chekanov de Λ augmentée
par l’augmentation géométrique provenant du remplissage L0 (définition 4.2).

La construction de HCHpΛ, L0q n’utilise que des courbes à perturbation hamiltonienne
qui vérifient donc la propriété de transversalité. Il s’agit donc d’une extension de la défi-
nition de l’algèbre de Chekanov dans un nouveau cadre. Il existe une autre construction
hamiltonienne de CHpΛ, L0q dans [EO17]. Ils utilisent des hamiltoniens convexes à poids
indicés par des simplexes alors que la définition 4.1 n’a pas besoin de poids car elle utilise
des hamiltoniens concaves.

La comparaison entre ces deux définitions m’a amené à développer dans l’annexe A
l’heuristique suivante : les hamiltoniens concaves sont plus adaptés pour perturber des
espaces de modules de courbes avec plusieurs pointes négatives alors que les hamiltoniens
convexes sont plus adaptés pour perturber des espaces de modules de courbes avec plu-
sieurs pointes positives. Si on souhaite utiliser un hamiltonien convexe (respectivement
concave) pour perturber un espace de modules de courbes avec plusieurs pointes négatives
(respectivement positives), il faudra tenir compte des poids associés à chaque pointe. Je
pense que cette heuristique est une émanation d’une propriété de dualité concernant les
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homologies lagrangiennes similaires aux propriétés de dualité de l’homologie symplectique
présentes dans [CO18]. Une première conjecture qui permettrait d’explorer ces propriétés
de dualité serait la suivante :

Conjecture 2. Il existe un isomorphisme canonique entre les deux constructions hamilto-
niennes de l’algèbre de Chekanov : la définition 4.1 et la définition donnée dans la section
5.3 de [EO17].

Les deux constructions présentées dans les théorèmes A et B constituent un premier pas
vers une réponse à la première partie de la question 6. En effet, on adopte des démarches
similaires pour définir HCHpΛ, L0q et HHpSCpCqq : on considère un complexe de chaînes
engendré par des cordes hamiltoniennes et la forme de la famille d’hamiltoniens choisie
change la structure algébrique sous-jacente.

4.2 Liens entre la coâme et l’âme d’un attachement d’anse

Homologie de Hochschild de l’algèbre de Chekanov

Je construis dans l’annexe C un nouveau complexe de chaînes qui calcule l’homologie
de Hochschild de la construction cobar d’une A8-cogèbre :

Théorème C (Théorème C.1).

(i) Soit C une A8-cogèbre et ΩC sa construction cobar. On construit un complexe de
chaînes CCp�pΩCq rétracte par déformation forte de CC�pΩCq c’est-à-dire qu’il existe
des applications p, I et H tels que :

pCC�pΩCq, dCC�q pCCp�pΩCq, dCCp�q.H

p

I

(ii) LHHopΛq � HHppCHpΛqq où CHpΛq désigne l’algèbre de Chekanov de Λ (non
augmentée) définie dans la proposition 4.3 de [BEE12].

J’ai construit le complexe CCp en m’inspirant d’une construction bien connue analogue
pour l’homologie de Hochschild d’une algèbre tensorielle (voir section C.4). Ce théorème
présente un intérêt double : d’une part, il construit un complexe plus simple qui calcule
l’homologie de Hochschild de la construction cobar d’une A8-cogèbre. D’autre part, il
apporte un éclairage nouveau sur la définition de LHHopΛq (proposition 4.10 de [BEE12]).

Diagramme commutatif

On définit ensuite un isomorphisme entre l’homologie lagrangienne de la coâme et
l’algèbre de Chekanov de Λ définie de manière hamiltonienne.



28 INTRODUCTION

Théorème D. [Théorèmes 4.7, 4.8, 4.10, 5.4]

(a) Soient X0 � X deux domaines de Liouville et L et C deux lagrangiennes de X vérifiant
les propriétés suivantes :

(i) C XX0 � ∅,

(ii) pour tout hamiltonien H de HpX,X0q (voir définition dans la section 4.1.2), il
existe une unique corde hamiltonienne reliant L à C.

Alors il existe des morphismes HHppF q : HHpSCpCqq Ñ HHppHCHpΛ, L0qq et
CO : HHppHCHpΛ, L0qq Ñ SHpX,X0q tels que le diagramme suivant commute :

HHpSCpCqq HHppHCHpΛ, L0qq

SHpX,X0q

OC

HHppF q

CO

(b) Soit X obtenu par attachement d’anse à partir de X0 le long de Λ. On suppose que
pBX0,Λq possède un remplissage lagrangien pX0, L0q. Notons respectivement C et L1 la
coâme et l’âme de l’attachement d’anse. Alors C et L � L0YL1 vérifient les conditions
de (a). De plus l’application HHppF q introduite en (a) est un isomorphisme.

Toutes les constructions dans ce théorème n’utilisent que des espaces de modules
de courbes à perturbations hamiltoniennes. Ce théorème répond donc positivement à la
question 7 pour le piiiq du théorème 6.

4.3 Génération de la catégorie de Fukaya

Le théorème D est la conséquence de résultats concernant la dynamique du flot de Reeb
sur la variété obtenue après chirurgie :

Théorème 8. [section 6.1 de [BEE12]]
Pour tout λ ¡ 0, il existe une manière d’attacher l’anse telle que :

(i) les cordes de Reeb de longueur   λ reliant C X BX dans BX sont en bijection avec
les mots de longueur   λ en les cordes de Reeb de Λ,

(ii) les orbites de Reeb de longueur   λ dans BX sont en bijection avec :

(a) les mots cycliques de longueur   λ en les cordes de Reeb de Λ,

(b) les orbites de Reeb de BX0 de longueur   λ.

L’énoncé piq de ce théorème est un des ingrédients de la preuve du théorème D. Je
ne suis pas arrivé à appliquer la même procédure pour les orbites hamiltoniennes afin de
déduire du piiq le résultat suivant :
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Conjecture 3. [Reformulation de la conjecture 5.1]
Il existe une famille d’hamiltoniens H admissibles sur X de type HpX,X0q (voir section

4.1.2) dont les orbites périodiques contribuant à l’homologies de Floer de H sont en
correspondance avec des S1-familles indicées par les mots cycliques en les cordes de Reeb
de Λ.

Cette conjecture m’a posé un problème car il faut arriver à ne pas tenir compte des
anciennes orbites hamiltoniennes venant de X0. Ce problème n’apparait pas quand on étudie
les cordes hamiltoniennes de la coâme C car C XX0 � ∅, il n’y a donc pas d’anciennes
cordes hamiltoniennes de C.

Pour arriver à déduire du théorème 5.1 la conjecture ci-dessus, il s’agit donc de construire
une famille d’hamiltoniens dont les anciennes orbites périodiques ((b) dans le théorème
5.1) ne contribuent pas à l’homologie. Or la variété XzX0 peut être décomposée en deux
parties : une partie correspond à l’anse DT �Dn et l’autre partie est un cobordisme trivial
de la forme r1; 2s � Y où Y est une variété de contact. Si on arrive à prolonger une famille
de hamiltoniens linéaires sur le cobordisme trivial r1; 2s � Y dans l’anse, alors on pourrait
démontrer la conjecture ci-dessus car on arriverait à décomposer le complexe de Floer en
la somme d’un complexe acyclique et d’un complexe engendré par les nouvelles orbites de
Reeb. En admettant la conjecture 3, on démontre :

Théorème E. [Utilise la conjecture 3, théorème 5.5]
Le diagramme commutatif du théorème D reproduit ici

HHpSCpCqq HHppHCHpΛ, L0qq

SHpX,X0q

OC

HHppF q

CO

n’est composé que d’isomorphismes.

Ce théorème, sous condition de la conjecture 3, répond complètement à la question
5 : en effet on montre que l’application CO : SHpX,X0q Ñ HHppHCHpΛ, L0qq est un
isomorphisme. Or les théorèmes B et C assurent que HHppHCHpΛ, L0qq � LHHopΛq.
D’autre part ce théorème donne une réponse partielle à la question 6. En effet, comme
l’indique le théorème 4, l’application OC est extrêmement importante pour comprendre
la catégorie de Fukaya enroulée d’un domaine de Liouville. Or on montre ici que cette
application OC réalise un isomorphisme entre HHpSCpCqq et SHpX,X0q. En particulier,
si X0 est sous-critique c’est-à-dire si SHpX0q � 0, alors, comme SHpXq � SHpX,X0q, on
en déduit que X est non dégénéré et que C split-engendre la catégorie de Fukaya de X. Ce
résultat suffit pour récupérer le théorème de split-génération d’Abouzaid sur les cotangents
de variétés.
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J’ai ensuite cherché à étendre par récurrence le résultat de split-génération ci-dessus
au cas où on attache plusieurs anses successivement en partant d’un domaine de Liouville
sous-critique (par exemple D2n). Notons dorénavant X0 le domaine de Liouville obtenu à
partir de D2n en attachant successivement des anses de coâmes C1, . . . Ck. On suppose que
l’application OC : HHpSCptC0

1 , . . . , C
0
l uqq Ñ SHpX0q est un isomorphisme. On construit

X par attachement d’anse à partir de X0 et on note C la coâme de cet attachement.
Finalement, on prolonge par des cylindres triviaux au-dessus de leur bord legendrien les
lagrangiennes C0

i � X0 pour obtenir des lagrangiennes Ci � X. On construit dans la
section 4.4.1 un diagramme commutatif (diagramme (4.14)) de suites exactes longues :

H�pConepF qq HHpSCptCXi ui Y tCuqq HHpSCptC0
i uiqq

H�pConepFXX0
qq SHpXq SHpX0q.

G

F

OCpXq OCpX0q

FXX0

(6)

On sait que HpConepFXX0
qq � SHpX,X0q (théorème 7.1 de [CO18]). On conjecture un

résultat analogue dans notre cas :

Conjecture 4. [Conjecture 4.3]
Il existe un isomorphisme

HH�pSCpC,∅qq � H�pConepF qq.

De plus l’application G de (6) correspond à OCpX,X0q via les isomorphismes

HH�pSCpC,∅qq � H�pConepF qq et SH�pX,X0q � H�

�
Cone

�
FXX0

��
.

Cette conjecture permet alors de finir la récurrence souhaitée en appliquant le lemme
des 5 au diagramme (6) et d’obtenir ainsi le théorème suivant :

Théorème F. [Utilise les conjectures 3 et 4]
Si X est un domaine de Liouville obtenu à partir du disque D2n par attachements

d’anses successifs le long de legendriennes possédant des remplissages lagrangiens, alors
l’ensemble des coâmes split-engendre la catégorie de Fukaya de X.

Ce théorème répond positivement à la question 6. Une version plus forte de ce théorème
a été démontrée dans [CDGG17] avec des techniques complètement différentes qui ont été
développées aussi dans [GPS17].

En conclusion de ce travail, on peut tout d’abord remarquer que les théorèmes énoncés
dans la thèse n’utilisent que des espaces de modules transverses. On retrouve ainsi une
nouvelle preuve du théorème 6 qui constitue le résultat principal de [BEE12]. De plus, on
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prolonge les résultats de [BEE12] en démontrant les théorèmes E et F qui permettent de
mieux comprendre la catégorie de Fukaya après attachement d’anse. Toutefois, certains
théorèmes ont des preuves incomplètes à cause des conjectures admises. On récapitule les
différentes dépendances dans le diagramme suivant :

Théorèmes A, B, C Théorème D

(iii) du théorème 6

Conjecture 3 Théorème E (i) et (ii) du theorème 6 Théorème 6

Conjecture 4 Théorème F Nouveaux résultats

Les constructions des théorèmes A, B et C ont permis de mener à bien la preuve du
théorème 6. On s’attend à ce que ces constructions aient un champ vaste d’applications.
On pourrait ainsi explorer les propriétés de fonctorialité et de dualité que vérifient les
homologies lagrangiennes définies dans cette thèse (conjecture 2). On pourrait aussi chercher
à généraliser la conjecture 4 en définissant une catégorie de Fukaya relative de la même
manière qu’on définit l’homologie symplectique relative.

4.4 Variétés de Brieskorn-Pham

Les variétés de Brieskorn-Pham font l’objet d’un chapitre à part, le chapitre 6, pour
présenter un travail de recherche en cours et sans lien direct avec les autres chapitres de la
thèse. Il s’agit d’une généralisation d’un travail de A’Campo [A’C09] qui relie le flot de Reeb
sur le lien d’une singularité à un flot dit "de billard" sur le squelette de la fibre de Milnor de
la singularité en dimension 2. On espère ainsi voir dans quelle mesure le théorème 3 qui relie
SHpT �Mq et H�pLMq peut se généraliser dans le cas des variétés de Brieskorn-Pham. On
définit un flot de billard sur le squelette de la variété de Brieskorn-Pham qu’on conjecture
être isomorphe au flot de Reeb. On énonce de plus dans ce chapitre la conjecture suivante :

Conjecture 5 (Conjecture 6.1). [A’C09]
Soit W une fibre de Milnor dont le squelette S est une variété branchée. Alors on peut

munir le squelette S de structures supplémentaires qui permettent de reconstruire la variété
W . La définition d’un flot de billard sur S ferait partie de ces structures supplémentaires.

5 Présentation des chapitres

Dans le chapitre 1, je présente les espaces de modules de surfaces épointées et le
théorème de compactification de Deligne-Mumford. Cette présentation, assez élémentaire,
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est souvent laissée en exercice dans les articles de recherche et j’ai profité de la liberté
qu’offre un manuscrit de thèse pour donner des détails et présenter des exemples personnels
(notamment les figures 6, 8 et 11).

Le deuxième chapitre est consacré à l’équation pseudo-holomorphe avec perturbation
hamiltonienne appelée aussi équation de Floer. La définition complète et précise de cette
équation est assez longue et technique et a été effectuée dans quelques articles et livres
fondateurs (par exemple [FHS95], [MS04] et [Sei08b]). J’ai choisi de mettre l’accent sur
l’ensemble des données nécessaires pour définir un espace de modules de solutions de
l’équation de Floer et sur les méthodes utilisées pour construire ces données de manière
cohérente. Pour quiconque découvre ce domaine des mathématiques, il est difficile d’avoir
une vision globale de toute cette construction et le but de ce chapitre est justement de
présenter une telle vision globale et en donnant des références utiles pour les vérifications
nécessaires et non effectuées dans ce manuscrit.

Dans le troisième et le quatrième chapitre, on effectue des constructions d’invariants de
variétés symplectiques et de morphismes entre ces différents invariants. C’est notamment
là où se trouvent les théorèmes A, B et la première partie du théorème D. Pour des raisons
de présentation, cette partie a été divisée en deux chapitres afin de séparer la construction
algébrique (chapitre 4) de la géométrie sous-jacente (chapitre 3). Je conseille de lire le
chapitre 4 et de se reporter au chapitre 3 (notamment aux figures récapitulatives 12 et 13)
quand cela est nécessaire.

On trouve dans le chapitre 5 les théorèmes D, E et F. On y présente une version
élémentaire de l’attachement d’anse qui a cependant le défaut de ne pas être lisse. L’analyse
nécessaire pour adapter les résultats qu’on prouve dans le cadre de cette construction non
lisse au cadre standard n’est pas effectuée et c’est pour cela qu’on admet le théorème 8
(annoncé dans la section 6.1 de [BEE12]). On adapte ensuite les preuves de [BEE12] dans
notre cadre hamiltonien.

Le chapitre 6 est indépendant et consacré aux variétés de Brieskorn-Pham. On y
présente une construction d’un flot de billard généralisé sur le squelette d’une variété de
Brieskorn-Pham.

L’annexe A présente un calcul élémentaire qui a guidé les constructions effectuées dans
les chapitres 3 et 4 et qui explique l’heuristique derrière la conjecture 2.

Les annexes B et C fixent les définitions des A8-algèbres, A8-cogèbres et de l’homologie
de Hochschild qu’on utilise dans le reste de la thèse. On y présente notamment une version
condensée et utilisable de la construction de l’homologie de Hochschild avec quelques
calculs élémentaires mais éclairants. Les références dans la littérature pour la définition et
les propriétés de l’homologie de Hochschild sont assez éparpillées dans des articles parfois
très algébriques et j’espère que le fait de regrouper dans ces annexes une présentation
élémentaire aidera les géomètres à mieux appréhender les A8-algèbres et l’homologie de
Hochschild. De plus, on démontre dans l’annexe C le théorème C.



Chapitre 1

Espaces de modules de surfaces

1.1 Notations et définitions

On souhaite décrire géométriquement des compactifications d’espaces de modules de
surfaces.

Soit S une surface compacte possiblement à bord. Un ensemble ordonné Γ de points
marqués avec marqueurs asymptotiques de S est la donnée :

(i) d’une collection ordonnée de points Γ de S (qui sont soit intérieurs soit sur le bord
de S),

(ii) d’un marqueur asymptotique - i.e. un élément de l’espace projectif P�pTzSq - pour
chaque point intérieur z de Γ.

La surface pS � SzΓ est appelée la surface épointée associée à la surface avec points
marqués pS,Γq.

Une structure complexe sur une surface épointée pS � SzΓ est une structure com-
plexe sur pS qui s’étend en une structure complexe sur S. Un ensemble de coordonnées
cylindriques pour une structure complexe est la donnée de coordonnées holomorphes ϕz
allant d’un modèle standard dans un voisinage V de z dans pS � SzΓ, où le modèle standard
varie :

(i) si z est un point marqué sur le bord : ϕz : r0;�8r�r0; 1s Ñ V ,

(ii) si z est un point marqué intérieur muni d’un marqueur asymptotique u, ϕz :
r0;�8r�S1 Ñ V tel que la génératrice r0;�8r�t1u soit envoyée sur la direction
u si l’on étend ϕz en une application D2 Ñ V Y tzu � S en utilisant le théorème
d’élimination des singularités.

Pour simplifier l’écriture du modèle standard selon les cas, Ipzq désignera respective-
ment r0; 1s ou S1 selon que la pointe est sur le bord ou intérieure. Il existe toujours des

33
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coordonnées cylindriques et l’ensemble des choix de coordonnées cylindriques est contractile
(lemme 2.5.2 de [Abo15]).

Pour une surface avec points marqués pS,Γq, on appelle espace de pré-modules de pS,Γq
l’ensemble MprpS,Γq des structures complexes sur la surface épointée pS. On introduit une
relation d’équivalence sur MprpS,Γq en disant que j � j1 s’il existe un biholomorphisme
ψ : pS, jq Ñ pS, j1q qui vérifie de plus :

(i) pour tout z0 P Γ, ψpz0q � z0,

(ii) pour toute pointe intérieure z munie d’un marqueur asymptotique u, dψzpuq � u.

Un tel ψ s’appelle un biholomorphisme de surfaces épointées.

Quand pour tout élément j, j1 P MprpS,Γq, l’ensemble des biholomorphismes de surfaces
épointées qui réalisent l’équivalence entre j et j1 est un ensemble fini, on dit que la surface
est stable. On définit alors l’espace de modules MpS,Γq de pS,Γq comme le quotient de
MprpS,Γq par cette relation d’équivalence. On admet que M et Mpr peuvent être munis
naturellement d’une structure d’orbifold topologique et que si pS,Γq est difféomorphe à
pS1,Γ1q, MpS,Γq et MpS1,Γ1q sont homéomorphes.

Une surface nodale est une collection de surfaces épointées avec un ensemble de
noeuds c’est-à-dire d’une collection de points marqués supplémentaires regroupés par paires
disjointes de mêmes types (c’est-à-dire qu’un point sur le bord et un point intérieur ne
peuvent être appariés). On travaillera avec des surfaces nodales décorées c’est-à-dire que
chaque noeud intérieur pz1, z2q est muni d’une application renversant l’orientation :

θ : P�pTz1S1q Ñ P�pTz2S2q.

On remarque que si on fixe des coordonnées cylindriques près de z1 et z2, cela fournit une
identification P�pTziSiq � R{Z et donc une décoration θ est juste un angle θ P R{Z.

Une surface nodale est dite stable si l’ensemble de ses automorphismes (biholomor-
phismes de surfaces épointées qui préservent les noeuds et les décorations) est fini.

On peut éliminer un nœud z1 � z2 entre deux surfaces épointées S1 et S2 (on autorise
le cas S1 � S2) de la manière suivante. On se donne des coordonnées cylindriques pour
chaque Si près du nœud, c’est à dire des plongements holomorphes :

ϕ1 : r0;�8r�I ãÑ S1, lim
sÑ8

ϕ1ps, �q � z1,

ϕ2 : s � 8; 0s � I ãÑ S2, lim
sÑ�8

ϕ2ps, �q � z2,
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où I � S1 si le nœud est un point intérieur et I � r0; 1s si le nœud est un point sur le
bord et où on a choisi des coordonnées cylindriques négatives près de z2 afin de simplifier
la description du recollement (ce qui est possible car s � 8; 0s � I est biholomorphe à
r0;�8r�I). Si le noeud est sur le bord, alors on définit pour R ¡ 0 :

S1#RS2 �
�
S1zϕ1prR;�8r�Iq

�
Y
�
S2zϕ2ps�8;�Rs�Iq

�
{ �, où ϕ1pR, tq � ϕ2p�R, tq.

(1.1)
Si le noeud est intérieur (et donc muni d’une décoration c’est-à-dire d’un angle θ), alors on
définit :

S1#RS2 �
�
S1zϕ1prR;�8r�Iq

�
Y
�
S2zϕ2ps�8;�Rs�Iq

�
{ �, où ϕ1pR, tq � ϕ2p�R, t�θq.

Les surfaces épointées pS1#RS2,Γq sont toutes difféomorphes. Cela assure que l’es-
pace de modules MpS1#RS2,Γq est indépendant de R et on note cet espace MpS1#S2,Γq.
On dit que S1#S2 est la surface épointée obtenue après recollement le long du nœud pz1, z2q.

Si N est une surface nodale, on appelle #N la surface obtenue après recollement
le long de tous ses nœuds. On peut alors formuler le théorème admis suivant :

Théorème 1.1 (Compactification de Deligne-Mumford décorée, théorème 4.2 de [BEH�03]).

Soit S une surface de Riemann munie d’un ensemble ordonné de points marqués Γ avec
marqueurs asymptotiques. Alors l’ensemble N pSq des surfaces nodales décorées stables N
(à difféomorphisme près) telles que #N � S est fini et

MpSq �
¤

NPN pSq

MpNq

peut être muni d’une structure d’orbifold topologique. Cet orbifold est compact et on l’appelle
la compactification de Deligne-Mumford décorée de l’espace de modules de S.

Remarque 1.1. Tous les espaces de modules qu’on considèrera dans ce chapitre seront des
variétés topologiques à coins. Cela est du au fait que les courbes stables qu’on considère
dans ce chapitre ont toutes un groupe d’automorphisme réduit à l’identité.

En particulier, on peut dans ce cas préciser le théorème 1.1 de la manière suivante :

(i) l’espace MpSq est une variété topologique à coins,

(ii) l’intérieur de MpSq est MpSq,

(iii) si N est une surface nodale stable apparaissant dans la compactification de Deligne-
Mumford décorée de MpSq, le nombre de nœuds de N est égal à la codimension du
coin MpNq � MpSq.

Remarque 1.2. Par la suite, si pS,Γq est une surface avec points marqués, on associera
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un signe + ou - à chaque pointe. Cela permettra dans les chapitres suivants de définir
une équation de Floer pour une application allant d’une surface épointée dans une variété
symplectique (voir chapitre 2).

1.2 Quelques compactifications d’espaces de modules

Dans toutes les descriptions de bord, N désigne un nœud qui doit apparaitre deux
fois. Afin de simplifier les notations, on introduira dans cette section deux termes non
standards : anneau pincé et demi-cylindre.

1.2.1 Disques épointés

Le lemme suivant est classique.

Lemme 1.1 (Condition de stabilité pour un disque). Les biholomorphismes du disque D2

agissent transitivement et librement sur les triplets de points de BD2 � S1. De plus un
disque épointé est stable si l’on se trouve dans l’un des deux cas suivants :

(i) il y a au moins trois points marqués sur le bord du disque,

(ii) il y a au moins un point marqué intérieur avec un marqueur asymptotique.

On appellera Dn la surface épointée pD, tz1, . . . , znuq où z1, . . . , zn sont des points sur
le bord de D ordonnés dans le sens trigonométrique. On remarque que d’après le lemme
1.1, les surfaces épointées D0, D1 et D2 ne sont pas stables. Une autre conséquence directe
du lemme 1.1 est que MpD3q est réduit à un point. Les espaces de modules MpD4q et
MpD5q sont représentés dans les figures 3 et 4 respectivement.

Dans un premier temps, on va appliquer le théorème de Deligne-Mumford pour traiter
le cas général. Pour faciliter l’écriture, on dira que Γ1,Γ2 est une décomposition cyclique de
tz1, . . . , znu si

(i) z1 P Γ1,

(ii) Γ1 et Γ2 contiennent chacun un élément qu’on notera N (abréviation de nœud) et
partitionnent les zi. On demande de plus que N soit le dernier élément de Γ1 et le
premier de Γ2.

(iii) si zi est dans Γ1 ou Γ2, alors l’élément qui suit zi ne peut être que zi�1 ou N,

(iv) on récupère l’ordre cyclique de Γ si on lit les éléments de Γ2ztNu à la suite des
éléments de Γ1ztNu.

Par exemple, tz6, z1, z2,Nu et tN, z3, z4, z5u est une décomposition cyclique de tz1, z2, z3, z4, z5, z6u

mais pas tz5, z1,Nu et tN, z3, z4, z6, z2u.
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Figure 3 – L’espace de modules MpD4q est un segment.
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Figure 4 – On obtient l’associahèdre de Stasheff quand on considère l’espace de modules
MpD5q.
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Lemme 1.2. La variété topologique MpDnq est une variété compacte de dimension n� 3.
Pour chaque décomposition cyclique Γ1,Γ2 de tz1, . . . , znu telle que Γ1 et Γ2 soient chacun
de cardinal supérieur à 3, on voit une copie de MpD,Γ1q � MpD,Γ2q dans le bord de
codimension 1.

Cet espace de modules correspond à l’espace de modules de la courbe nodale formée de
deux disques épointés pD1,Γ1q et pD2,Γ2q et où N est le nœud. On peut résumer par la
formule suivante :

B1MpD,Γq �
¤

1¤i j¤n
j�i¥2

n�pj�iq¥2

MpD, tzj�1, . . . , zn, z1, . . . , zi,Nuq �MpD, tN, zi�1, . . . , zjuq.

Par exemple, il n’y a que deux décompositions cycliques de tz1, z2, z3, z4u qui vérifient
les conditions du lemme :

1. Γ1 � tz1, z2, Nu et Γ2 � tN, z3, z4u,

2. Γ1 � tz4, z1, Nu et Γ2 � tN, z2, z3u.

Démonstration. On applique le théorème de compactification de Deligne-Mumford et on sait
qu’on cherche des courbes nodales stables N avec un nœud N tel que #N � pD, tz1, . . . , znu.
Nécessairement, les deux surfaces apparaissant dans la courbe nodale N seront des disques
épointés. On sait donc que Γ sera partitionné en deux ensembles Γ1ztNu et Γ2ztNu. La
condition de stabilité assure que les cardinaux de Γ1 et Γ2 seront plus grands que 3. Les
conditions (ii) et (iii) imposés sur les décompositions cycliques de Γ assurent qu’après
recollement le long du nœud on retrouve l’ordre cyclique de Γ. Les conditions (i) et (iv)
permettent de ne pas compter plusieurs fois les mêmes courbes nodales.

On va donner une autre description dans le lemme suivant afin de voir dans ce
cas simple les différentes approches qui permettent de construire la compactification de
Deligne-Mumford. Cette description sera celle utilisée dans la suite de la thèse car elle brise
la symétrie du problème et isole z1. Or, dans la suite, z1 sera l’unique pointe de signes
différents des autres pointes et jouera donc un rôle particulier.

Lemme 1.3. La variété topologique MpDnq est une variété compacte de dimension n� 3.
Le bord de codimension 1 de MpDnq est :

B1 MpDnq �
¤

1¤i¤j¤n
2¤j�i¤n�2

MpD, tz1, . . . , zi,N, zj�1, . . . , znuq �MpD, tN, zi�1, . . . , zjuq.

Démonstration. Pour tout élément de MpD, tz1, . . . , znuq, on choisit l’unique représentant
D tel que z1 soit envoyé sur 1, z2 sur i et zn sur �i, où D est identifié avec le disque
unité dans C. Les autres éléments z3, . . . , zn�1 se déplacent alors sur le demi-cercle reliant
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i à �i. L’espace de modules est alors en bijection avec l’ensemble des configurations de
n� 3 points ordonnés sur un segment. Cet espace est clairement de dimension n� 3 et les
différents éléments du bord de codimension 1 sont obtenus quand des points se rejoignent
sur le segment rz2; zns ou touchent le bord. Distinguons quelques cas dans l’union du lemme.

On obtient les cas où n ¡ j ¡ i ¡ 1 quand les points zi�1, . . . , zj se rejoignent
en un unique point à l’intérieur du segment rz2; zns. Les cas où i � 1 sont obtenus quand
les points z3, . . . , zj rejoignent le point z2. Finalement les cas où j � n sont obtenus quand
les points zi�1, . . . , zn�1 rejoignent le point zn.

Dans la suite de la thèse, on notera MpDn;1q l’espace de modules des disques avec
n pointes positives et 1 pointe négative, MpD1;nq l’espace de modules des disques avec 1
pointe positive et n pointes négatives, et MpDn�1q si les signes des n� 1 pointes ne sont
pas précisés. La description ci-dessus est toujours valable.

1.2.2 Demi-cylindres épointés

On appelle demi-cylindre épointé un disque avec un point marqué intérieur et un
nombre arbitraire de pointes sur le bord. Selon que le point marqué intérieur est positif ou
négatif, on parlera respectivement de demi-cylindre positif ou négatif. On appelle un tel
disque un demi-cylindre épointé car Dzt0u est homéomorphe à r0;�8r�S1.

Considérons donc un disque avec n points marqués z1, . . . , zn sur le bord et 1 point
marqué intérieur z avec un marqueur asymptotique. On remarque que le marqueur asymp-
totique détermine un point sur le bord du disque. On va distinguer deux cas pour la
suite : soit le marqueur asymptotique est aligné avec un point marqué du bord, soit il
pointe strictement entre des points marqués du bord. Cette distinction de cas correspond à
considérer ce qu’on appelle des chambres dans l’espace de modules total dans lequel il y a
toutes les structures complexes de tels disques sans se préoccuper de questions d’alignement.

On notera Mp rD1
nq l’espace des disques avec n points marqués sur le bord et un

point marqué intérieur avec le marqueur asymptotique qui est aligné avec le premier point
marqué, et MpD1

nq l’analogue quand le marqueur asymptotique est aligné avec un point
dans l’intervalle ouvert szn; z1r. Des éléments de ces espaces sont représentés dans la figure
5. Si on souhaite spécifier le nom des pointes, on écrira aussi :

Mp rD, tz; z1, . . . , znuq et MpD, tz; z1, . . . , znuq

où z est l’unique pointe intérieure et z1, . . . , zn les pointes sur le bord.
On décrit dans le lemme suivant la compactification de ces espaces de modules et

l’espace MpD1
2q est représenté dans la figure 6.
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Figure 5 – A gauche, un élément de MpD1
3q et à droite un élément de Mp rD1

3q

Lemme 1.4.

(i) La variété topologique Mp rD1
nq est une variété compacte de dimension n� 1.

Son bord de codimension 1 est composé de copies de MpDk�1q � Mp rD1
n�k�1q où

n ¥ k ¥ 2.

(ii) La variété topologique MpD1
nq est une variété compacte de dimension n.

Son bord de codimension 1 est composé de deux copies de Mp rD1
nq et de copies de

MpDk�1q �MpD1
n�k�1q pour n ¥ k ¥ 2.

Démonstration. Pour chaque demi-cylindre épointé D, on choisit l’unique représentant tel
que z � 0 et où le marqueur asymptotique vise 1. L’espace de modules MpD1

nq est donc en
bijection avec l’espace des configurations de n points ordonnés sur S1zt1u, de dimension n.
Par contre Mp rD1

nq est de dimension n� 1 car z1 est fixé en 1. Commençons par donner
une description explicite du bord de codimension 1 de Mp rD1

nq dans la compactification de
Deligne-Mumford. On sait qu’il s’agit des courbes nodales avec un nœud tel que lorsqu’on
recolle le nœud, on tombe sur l’espace de modules du départ. On voit qu’il y a deux cas
à distinguer selon que le nœud N coïncide ou pas avec z1 � 1 (i.e. le point aligné avec le
marqueur asymptotique) :

B1Mp rD1
nq �

¤
1¤i¤j¤n
j�i¥2

Mp rD, tz; z1, . . . , zi,N, zj�1, . . . , znuq �MpD, tN, zi�1, . . . , zjuq

Y
¤

1¤i¤j¤n
n�pj�iq¥2

Mp rD, tz; N, zi�1, . . . , zjuq �MpD, tN, zj�1, . . . , zn, z1, . . . , ziuq.

(1.2)

Quand des points se rejoignent en z1 � 1, on voit qu’ils peuvent arriver des deux cô-
tés ce qui explique qu’on voie dans la deuxième ligne de (1.2) les pointes dans l’ordre
tzj�1, . . . , zn, z1, . . . , ziu.

Dans le cas de D1
n, cela ne peut pas se produire car z1 et zn ne peuvent pas "tra-

verser" le point aligné avec le marqueur asymptotique. De plus, il y a deux nouvelles
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Figure 6 – L’espace de modules des disques avec un point intérieur et deux points sur
le bord est un cylindre. Quand on le découpe en plusieurs chambres selon l’alignement
des points sur le bord avec le marqueur asymptotique, on voit apparaître deux triangles
inscrits dans le cylindre qui le remplissent. L’espace de modules MpD1

2q est le triangle dont
l’intérieur est colorié en vert et l’espace Mp rD1

2q est le segment bleu.
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possibilités de bord dans D1
n : quand z1 ou zn s’alignent avec le marqueur asymptotique. À

part cela, la description du bord de codimension 1 de MpD1
nq est similaire :

B1MpD1
nq �

¤
0¤i¤j¤n
j�i¥2

MpD, tz, z1, . . . , zi,N, zj�1, . . . , znu �MpD, tN, zi�1, . . . , zjuq

YMp rD, tz; z1, . . . , znuq YMp rD, tz; zn, z1, . . . , zn�1q. (1.3)

Remarquons que la distinction des cas selon l’alignement avec le marqueur asymptotique
rajoute artificiellement un bord intérieur à l’espace MpD1

nq : les deux copies de Mp rD1
nq.

En effet MpD1
nq est une chambre (i.e. une cellule de dimension maximale) dans un espace

de modules total plus grand.

Dans la suite de la thèse, on notera Mp rD1�
n�q l’espace de modules des disques avec

une pointe intérieure positive et n pointes sur le bord négatives tel que le marqueur
asymptotique vise la première pointe négative. On utilisera aussi les notations MpD1�

n�q,
Mp rD1�

n�q et MpD1�
n�q.

1.2.3 Anneaux pincés

On appellera anneau pincé une courbe nodale composée d’un disque avec n�m� 2
points marqués sur le bord dont un noeud. On pourra voir la figure 7 pour voir l’anneau
pincé quand on attache les noeuds ensemble 1.

Supposons que dans l’ordre trigonométrique, on voit n points marqués puis le noeud N
puis m points et finalement le noeud N. Pour préciser les notations, on va noter z1, . . . , zn

et y1, . . . , ym les points marqués situés respectivement sur les deux arcs de cercles délimités
par les deux noeuds. Si on considère que les noeuds N sont situés en �1 et 1, les points
sont ordonnés sur les arcs de cercles en partant du noeud �1 et en allant vers le noeud 1.
On note Dn;2;m la surface pointée pD, tN, z1, . . . , zn,N, ym, . . . , y1uq et on la notera aussi
pour unifier l’écriture avec la section suivante qui s’intéressera aux anneaux non pincés :

MpD, tz1, . . . , zn;N ; y1, . . . , ymuq.

On va décrire une compactification géométrique de l’espace de modules MpDn;2;mq en
le considérant comme étant une chambre dans un espace de modules plus grand : celui de
tout les anneaux pincés ayant le même ordre cyclique de pointes. Intuitivement, cela veut
dire qu’on laisse le droit aux zi et aux yj à "traverser le noeud" et à se retrouver sur le
même arc de cercle que celui de départ mais de l’autre côté. Cet espace de modules plus

1. Il est utile de visualiser l’anneau pincé comme s’il s’agissait d’un anneau infiniment fin.
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Figure 7 – On munit l’anneau pincé de l’orientation de l’anneau induite par le sens
trigonométrique. Quand on le "déplie", cela induit une orientation particulière sur le bord
du disque (à droite).

grand peut donc s’écrire :¤
iPZ{nZ
jPZ{mZ

MpD, tz1�i, . . . , zn�i;N ; y1�j , . . . , ym�juq.

On va maintenant décrire la compactification de l’espace de modules MpDn;2;mq et l’exemple
MpD1;2;2q est illustré dans la figure 8.

Lemme 1.5. La variété topologique MpDn;2;mq est une variété compacte de dimension
n�m� 1. Son bord de codimension 1 est composé de

(i) copies de MpDn�i�1;2;mq �MpDi�1q pour n ¥ i ¥ 2,

(ii) copies de MpDn;2;m�j�1q �MpDj�1q pour m ¥ j ¥ 2,

(iii) copies de MpDn�i;2;m�jq � MpDi;2;jq pour n ¥ i ¥ 0, m ¥ j ¥ 0 et n �m � 1 ¥
i� j ¥ 1.

Les cas piq et piiq se produisent quand des points parmi z1, . . . , zn ou y1, . . . , ym

respectivement se rencontrent. Le cas piiiq arrive quand des points vont sur le noeud
N et créent une nouvelle bulle du même type. En effet, le disque privé des deux noeuds
peut être identifié à une bande infinie. Quand des points se rapprochent d’un noeud, c’est
comme s’ils partaient à l’infini dans cette bande. En reparamétrant la bande près de l’infini,
on obtient donc deux bandes qui se séparent à la limite : c’est le cas piiiq.

On peut écrire une formule explicite, où on note z � z1, . . . , zn et y � y1, . . . , ym :

B1MpD, tz;N ;yuq �¤
n�j�i�m¥1

j�i¥2

MpD, tz1, . . . , zi, N
1, zj�1, . . . , zn;N ;yuq �MpD; tN 1, zi�1, . . . , zjuq

Y
¤

n�m�j�i¥1
j�i¥2

MpD, tz;N ; y1, . . . , yi, N
1, yj�1, . . . , ymuq �MpD; tN 1, yi�1, . . . , yjuq
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Y
¤

1¤j�i¤n�m�1
Mptz1, . . . , zi;N ; y1, . . . , yjuq �MpD, tzi�1, . . . , zn;N ; yj�1, . . . , ymuq.

On écrira quelques fois la dernière ligne Mpzp1q;N ; yp1qq �Mpzp2q;N ; yp2qq pour signifier
que z et y ont été coupés en 2 ensembles z � zp1q, zp2q et y � yp1q, yp2q.

Dans la suite de la thèse, MpDn;2;m, tz1, . . . , zn;N ; y1, . . . , ymuq désigne l’espace de
module muni des signes suivants : tous les zi ont un signe � et tous les yi ont un signe �.

1.2.4 Anneaux épointés

Lemme 1.6. Le groupe des biholomorphismes de l’anneau est difféomorphe à R� S1. Il
s’agit des homothéties et des rotations. Un anneau avec points marqués sur le bord est
stable si et seulement s’il possède au moins un point marqué sur chacun des deux bords de
l’anneau.

On considère un anneau avec k� pointes sur le bord intérieur qu’on note z1, . . . , zk� et
k� pointes sur le bord extérieur qu’on note y1, . . . , yk� numérotées dans l’ordre donné par
l’orientation. On va distinguer les cas selon l’alignement de z1 avec les points yi situés sur
le bord extérieur. Le premier cas qui nous intéresse est celui où z1 pointe entre yk� et y1.
On notera cet anneau Ak�k� . D’autre part, on notera rAk�k� l’anneau épointé où z1 et y1 sont
alignés (voir figure 9). Les espaces de modules s’écriront :

MpA, tz1, . . . , zn; y1, . . . , ymuq et Mp rA, tz1, . . . , zn; y1, . . . , ymuq.

Encore une fois ces conditions d’alignement permettent de partitionner l’espace de
modules de tout les anneaux avec k� points sur le bord intérieur et k� points sur le bord
extérieur en plusieurs chambres. On s’intéresse à des chambres spécifiques dont on va
préciser maintenant la dimension et le bord. On pourra voir la figure 11 pour voir une
compactification de l’espace de modules total et le découpage en chambre dans le cas de
A1

2.

Lemme 1.7.

(i) La variété topologique Mp rAk�k�q est une variété compacte de dimension k� � k� � 1.
Son bord de codimension 1 est composé de :

(a) copies de Mp rAi�1
k�
q �MpDk��i�1q pour k� � 2 ¥ i ¥ 0,

(b) copies de Mp rAk�i�1q �MpDk��i�1q pour k� � 2 ¥ i ¥ 0,

(c) une copie de Mp rD1
k�
q �Mp rD1

k�
q,

(d) copies de MpDi;2;jq �MpDk��i;2;k��jq pour k� � k� � 1 ¥ i� j ¥ 1.

(ii) La variété topologique MpA
k�
k�
q est une variété compacte de dimension k� � k�.

Son bord de codimension 1 est composé de :
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Figure 8 – L’espace de modules de tous les anneaux pincés avec p1, 2q points est un
cylindre. Quand on le découpe en plusieurs chambres selon la rencontre de points avec le
noeud, on voit apparaître deux chambres qui le remplissent. L’espace de modules MpD1;2;2q
est colorié en vert. Les segments colorés le sont pour anticiper le fait que cet espace de
module apparait comme le cas R � 0 de l’espace de module situé dans la figure 11 et pour
montrer comment ce bord se recolle sur l’espace de module plus grand de la figure 11.
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Figure 9 – À gauche, un élément de MpA3
4q et à droite un élément de Mp rA3

4q.

(a) copies de MpAi�1
k�
q �MpDk��i�1q pour k� � 2 ¥ i ¥ 0,

(b) copies de MpA
k�
i�1q �MpDk��i�1q pour k� � 2 ¥ i ¥ 0,

(c) une copie de Mp rD1
k�
q �MpD1

k�
q,

(d) copies de MpDk�;2;k�q,

(e) deux copies de Mp rAk�k�q.
Calculons la dimensions de MpA

k�
k�
q : les k�� k� points se déplacent librement sur des

espaces de dimension 1 et les paramètres des rayons ρ1 et ρ2 varient chacun sur R�. Cela
fait donc un espace de dimension k� � k� � 2 qu’on quotiente par l’action de R� S1 ce
qui enlève deux dimensions d’où la formule annoncée. Il est de plus clair que la dimension
de de Mp rAk�k�q est égale à celle de MpA

k�
k�
q moins un.

Explicitons maintenant comment les différentes courbes nodales apparaissent dans
le bord de notre espace de module. Il est important de remarquer que tout biholomor-
phisme de l’anneau fixe le paramètre R � ln

�
ρ2
ρ1

	
P r0;�8s (qu’on appelle le module de

l’anneau) et on va donc distinguer les cas selon que le bord de codimension 1 est situé sur
la fibre R � 0, R � 8, et R Ps0;�8r.

Les cas (a) et (b) se produisent quand des points se rencontrent soit sur le bord
intérieur (cas a), soit sur le bord extérieur (cas b) pour R Ps0;�8r.

Le cas (c) arrive quand R � �8 et alors l’anneau se scinde en deux cylindres semi-
infinis. La condition d’alignement impose une restriction sur la position relative des deux
marqueurs asymptotiques. Pour fixer le deuxième degré de liberté (car on a deux marqueurs
asymptotiques), on demande que celui du demi-cylindre négatif soit aligné avec la première
pointe sur le bord. Le deuxième marqueur doit alors pointer soit sur syk� ; y1r soit sur y1

selon qu’on se place dans le cas de A ou rA.
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z1

z1z3 z2

y1

y2

y3

y1 y2 y3
z3

z2

Figure 10 – Le découpage de l’anneau en une bande permet de mieux voir comment
l’anneau pincé apparaît quand le module tend vers 0.

Le cas (d) se produit quand R � 0 et l’anneau devient infiniment fin et donc se
pince en un point qu’on peut choisir être celui aligné avec z1 vu qu’on travaille sur une
chambre spécifique. On peut expliquer d’une autre manière comment l’anneau pincé appa-
rait. Si pour chaque élément de l’espace de pré-modules de module suffisamment petit, on
choisit l’unique représentant tel que ρ2 � ρ1 � 1 et z1 P R��, le fait que le module ln

�
ρ2
ρ1

	
tende vers 0 correspond au cas où ρ1, ρ2 Ñ �8. On peut alors se représenter l’anneau
comme une bande r�r; rs � r�1; 1s{p�r, tq � pr, tq et avec z1 � p0, 1q (cf figure 10). Quand
ρ1, ρ2 Ñ �8, cela signifie que r Ñ �8 et donc que la bande devient infinie, le point à
l’infini correspondant au point opposé à z1. On voit l’anneau pincé apparaître.

Quand z1 et y1 ne sont pas alignés, on voit sur le bord de la bande infinie qui corres-
pondait au bord extérieur les éléments y1, . . . , yk� qui apparaissent dans le "bon" ordre.
Par contre, sur le bord de la bande infinie qui correspondait au bord intérieur, on voit
une permutation cyclique de z1, . . . , zk� . Quand on suppose que les points z1 et y1 sont
alignés, on voit que la distance sur la bande entre z1 et y1 devient elle aussi infinie ce qui
correspond au fait qu’on voit à la limite deux bandes infinies (donc deux anneaux pincés)
avec l’une qui contient z1 et l’autre y1. Toutes les combinaisons de pointes sur les deux
bandes infinies qui sont compatibles avec l’ordre cyclique et le fait que z1 et y1 ne soient
pas sur la même bande peuvent alors se produire.

Finalement le cas (e) est une conséquence du fait qu’on travaille sur une chambre
de l’espace de modules d’anneaux total et on voit apparaître un bord "intérieur" à l’espace
de modules. Il se produit quand soit yk� soit y1 se retrouve aligné avec z1.

On va maintenant donner des formules explicites pour les bords de codimension 1. Ces
formules sont techniques mais elles seront utiles dans la suite. On note z � z1, . . . , zk� et
y � y1, . . . , yk� . D’une part, on a :

B1MpA, tz;yuq �
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¤
1¤i¤j¤k�

2¤j�i

MpA, tz1, . . . , zi,N, zj�1, . . . , zk� ;yuq �MpD, tN, zi�1, . . . , zjuq (a)

Y
¤

1¤i¤j¤k�
2¤k��j�i

MpA, tN, zi�1, . . . , zj ;yuq �MpD, tN, zj�1, . . . , zk� , z1, . . . , ziuq (a)

Y
¤

0¤i¤j¤k�
2¤j�i

MpA, tz; y1, . . . , yi,N, yj�1, . . . , yk�uq �MpD, tN, yi�1, . . . , yjuq (b)

YMp rD1
k� , tN, zuq �MpD1

k� , tN,yuq (c)

Y
¤

iPZ{k�Z
MpDk�;2;k� , tz1�i, . . . , zk��i; N; y1, . . . , yk�uq (d)

YMp rA, tz;yuq YMp rA, tz; yk� , y1, . . . , yk��1uq. (e)

Et d’autre part :

B1Mp rA, tz;yuq �¤
1¤i¤j¤k�

2¤j�i

Mp rA, tz1, . . . , zi,N, zj�1, . . . , zk� ;yuq �MpD, tN, zi�1, . . . , zjuq (a)

Y
¤

1¤i¤j¤k�
2¤k��j�i

�MpA, tN, zi�1, . . . , zj ;yuq �MpD, tN, zj�1, . . . , zk� , z1, . . . , ziuq (a)

Y
¤

1¤i¤j¤k�
2¤j�i

�MpA, tz; y1, . . . , yi,N, yj�1, . . . , yk�uq �MpD, tN, yi�1, . . . , yjuq (b)

Y
¤

1¤i¤j¤k�
2¤k��j�i

�MpA, tz;N, yi�1, . . . , yjuq �MpD, tN, yj�1, . . . , yk� , y1, . . . , yiuq (b)

YMp�D1
k�
, tN ; zuq �Mp�D1

k�
, tN ;yuq (c)

Y
¤

k�¥j¥i¥1
k�¥l¥r¥1

MpD, tzj�1, . . . , zk� , z1, . . . , zi;N ; yr�1, . . . , yluq

�MpD, tzi�1, . . . , zj ;N ; yl�1, . . . , yk� , y1, . . . , yruq. (d)

Dans la suite de la thèse, les pointes situées sur le bord intérieur seront positives et les
pointes sur le bord extérieur seront négatives.

1.3 Données sur courbes nodales

En anticipant sur le chapitre 2, on va expliquer comment on peut recoller des don-
nées sur une courbe nodale afin d’en obtenir sur son recollé #N . Cela permettra par
exemple de définir des choix de structures presques complexes ou de termes de pertur-
bations hamiltoniennes qui se comportent bien sur la compactification de Deligne-Mumford.
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(voire figure 6)

MpD1;2;2q

(voire figure 8)

Figure 11 – L’espace de modules MpA1
2q des anneaux avec p1, 2q points sur le bord colorié

en vert fibre au dessus du paramètre ln
�
ρ1
ρ2

	
P r0;�8s. L’espace de modules Mp�A1

2q est
en bleu.
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Soit pS,Γq une surface avec points marqués et Σ P MprpSq. Un ensemble de coor-
données cylindriques près des pointes de Σ est la donnée pour chaque pointe z

(i) d’un voisinage Vz de la pointe z dans Σ,

(ii) d’un biholomorphisme, ϕz : Rsgnpzq � Ipzq Ñ Vz,

où sgnpzq désigne le marqueur � ou � de z.
On définit ainsi le fibré des coordonnées cylindriques CylSpΣq au dessus de MprpSq. Si

N est une courbe nodale et N P MprpNq, le fibré CylN pN q est similaire : on demande des
coordonnées cylindriques près des pointes et près des nœuds (des deux côtés de chaque
nœud). On remarque que le groupe des biholomorphismes agit sur le fibré des coordonnées
cylindriques.

Prenons N une courbe nodale avec un unique nœud z1 � z2, z1 positif et z2 né-
gatif. Supposons donnée une section lisse du fibré CylN au dessus de MprpNq. On a donc
pour chaque élément N P MprpNq des coordonnés cylindriques près de chacune des pointes
et notamment ϕz1 : r0;�8r�I Ñ V pz1,N q et ϕz2 :s �8; 0s � I Ñ V pz2,N q. Grâce à cette
section de CylN , on peut définir l’application :

MprpNq � r0;�8r Ñ Mprp#Nq

pN , Rq ÞÑ #RN . (1.4)

où #RN est la variété complexe définie en (1.1). On rappelle aussi que l’ensemble des
points marqués vérifie : Γ#N � ΓNztz1, z2u.

Cette application se relève en un morphisme de fibrés :

# : CylN � r0;�8r ÝÑ Cyl#N

pN , pϕzqzPΓN ztz1,z2u, ϕz1 , ϕz2 , Rq ÞÝÑ p#RN , pϕzqzPΓ#N q. (1.5)

Toutes ces applications ont été définies sur Mpr mais, quitte à prendre des objets
invariants sous l’action du groupe des biholomorphismes, on peut faire de même sur M.
Par abus de notation, on appellera CylN le fibré des coordonnées cylindriques qu’il soit
considéré au-dessus de MprpNq ou au-dessus de MpNq.

Donnons nous une section s de CylS , on dira que cette section a été choisie de manière
cohérente avec la compactification de Deligne-Mumford de MpSq si pour toute courbe
nodale N apparaissant dans la compactification de S, il existe une section sN de CylN
tel que pour N P MprpNq et R suffisamment grand, sp#RN q et #RsN (cf formule (1.5))
coïncident en tant que coordonnées cylindriques au dessus de #RN .
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Prenons pS,Γq une surface épointée. On suppose avoir choisi une section de CylS
de manière compatible avec la compactification de Deligne-Mumford de MpSq. On se
donne un fibré F tel que :

(i) FN est un fibré défini au-dessus de MprpNq pour toute courbe nodale N ,

(ii) l’application # : MprpNq � r0;�8rÑ Mprp#Nq se prolonge en un morphisme de
fibrés FN Ñ F#N .

On dira alors qu’une section s : MprpSq Ñ FS est compatible avec la compactification
de Deligne-Mumford de MpSq si

(i) s est invariante sous l’action du groupe des biholomorphismes,

(ii) pour toute courbe nodale N apparaissant dans la compactification de Deligne-
Mumford de MpSq, il existe une section sN de FN tel que s et sN coïncident
via # dès que R est suffisamment grand.

On aurait pu aussi considérer un fibré au-dessus de la variété à coin MpSq et dire
que les sections compatibles sont les sections de ce fibré au-dessus de la variété à coins.
La version présentée ci-dessus est cependant différente car on demande une stabilisation
des données près des coins vis-à-vis de cartes spécifiques. Cela permettra de recoller plus
facilement les équations de Floer.

Afin de construire des données compatibles avec la compactification de Deligne-Mumford
d’un espace de module, l’idée générale est assez simple même si techniquement compliquée.
On choisit des sections des fibrés au-dessus des strates les plus profondes de l’espace
de module. Ces choix imposent des conditions sur des voisinages de ces strates les plus
profondes à cause de la condition de compatibilité. On cherche alors à prolonger ces choix
en remontant progressivement vers la strate de dimension maximale. Afin de pouvoir
prolonger, on utilisera la contractibilité des fibrés considérés.

1.4 Ce qu’il faut retenir

Dans la suite, on considère des espaces de modules de surface épointée et on suppose
avoir fixé des coordonnées cylindriques pour chaque élément de l’espace de modules près
des pointes de manière compatible avec la compactification de Deligne-Mumford.

Soit S une variété de dimension 2 avec un ensemble de points marqués Γ, les points
étant ordonnés et avec signes. Quand on dit qu’on se donne Σ un élément de l’espace
de modules MprpS,Γq (souvent noté MprpSq pour raccourcir les notations), cela signifie
qu’on a :

(i) une structure complexe j sur pS � SzΓ,
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(ii) des coordonnées cylindriques au voisinage de chacun des pointes, c’est à dire des
applications biholomorphes ϕz : Ipzq �Rsgnpzq Ñ V où Ipzq est r0; 1s ou S1 selon que
la pointe est sur le bord ou intérieure, et où V est un voisinage de z dans pS,

(iii) ce choix doit être invariant sous l’action des biholomorphismes,

(iv) ce choix de coordonnées doit être compatible avec la compactification de Deligne-
Mumford.

On se réfèrera à la section 1.3 pour une définition précise de la compatibilité avec la
compactification de Deligne-Mumford. Cela veut dire approximativement que les choix
de coordonnées cylindriques se stabilisent quand on se rapproche du bord de l’espace de
modules MpSq ce qui permet d’assurer que ces choix restent bien définis pour les courbes
nodales qui apparaissent dans le bord.



Chapitre 2

Équation de Floer, transversalité
et compacité

2.1 Un peu de géométrie symplectique

Dans cette section, on présentera juste les notions clés qui serviront dans le reste
du manuscrit. On invite le lecteur à se référer à [Gei08], [Wei79] et [Wen10] pour des
introductions au sujet. On recommande aussi les livres [MS04] et [Sei08b] qui ont servi de
références pour les chapitres 1 et 2.

2.1.1 Variétés symplectiques, domaines de Liouville

Une variété symplectique est un couple pM,ωq tel que :

(i) M est une variété sans bord de dimension 2n,

(ii) ω est une 2-forme différentielle,

(iii) dω � 0,

(iv) ωn est une forme volume sur M ou, de manière équivalente, ωx est une forme
quadratique non-dégénérée pour tout x PM .

On dira que la variété symplectique pM,ωq est exacte si elle a une forme de Liouville,
c’est-à-dire une 1-forme λ qui vérifie dλ � ω. Dans ce cas, on notera Xλ le champ de
Liouville qui est l’unique champ de vecteur vérifiant : iXλω � λ.

Une variété de contact (avec forme de contact) est un couple pY, αq tel que :

(i) Y est une variété sans bord de dimension 2n� 1,

(ii) α est une 1-forme différentielle de Y ,

(iii) α^ pdαqn�1 est une forme volume sur Y .

53
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Le champ d’hyperplans ξ � kerpαq s’appelle la structure de contact de la variété Y 1.
On remarque que pξ, dαq est un fibré symplectique au-dessus de Y .

A toute variété de contact pY, αq, on peut associer sa symplectisation SY . Plusieurs
définitions de la symplectisation d’une variété de contact coexistent dans la littérature et
on va donner 3 définitions différentes :

(a) SaY �s0;�8rr�Y munie de la forme symplectique exacte ω � dprπ�2αq où π2 est la
projection,

(b) SbY � Rt � Y munie de la forme symplectique exacte ω � dpetπ�2αq où π2 est la
projection,

(c) ScY � tpq, pq P T �Y ; kerppq � ξqu munie de la forme symplectique exacte ω �

ωT�Y |ScY .

Les applications suivantes fournissent des symplectomorphismes :

SbY Ñ SaY et SaY Ñ ScY

pr, yq ÞÑ per, yq pr, yq ÞÑ py, rαq.

Dans la suite, on notera SY la variété SaY donnée dans la définition (a). La variété SY
est donc une variété symplectique exacte munie de la forme de Liouville rα où α désigne,
par abus de notation, la 1-forme π�2α avec π2 : SY Ñ Y la projection. On utilisera aussi
les demi-symplectisations positives et négatives : S�Y � r1;�8r�Y et S�Y �s0; 1s � Y .

On va regrouper ces définitions dans la notion de domaine de Liouville. Un domaine de
Liouville est un couple pX,λq tel que :

1. X est une variété compacte de dimension 2n à bord BX,

2. λ est une 1-forme de Liouville pour Xint (l’intérieur de X),

3. le champ de Liouville Xλ est sortant sur le bord BX.

Si pX,λq est un domaine de Liouville alors pBX,λq est une variété de contact (par
abus de notation, on identifie λ et i�λ où i : BX Ñ X). On peut donc dire qu’un domaine
de Liouville est une variété symplectique exacte à bord positif contact.

On définit aussi la complétion d’un domaine de Liouville pX,λq comme la variété
symplectique exacte et non compacte suivante :

pX � X Y S�pBXq

� X Y r1;�8r�BX.

1. On peut définir de manière plus intrinsèque la notion de variété de contact sans spécifier une forme
de contact particulière. On n’a pas choisi cette approche dans le manuscrit afin de simplifier la présentation
qui suit.
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Le flot de Liouville donne un plongement :

r1� ε; 1s � BX
�
ÝÑ VoispBXq

pr, yq ÞÝÑ ϕXλlnprqpyq.

En utilisant ce plongement pour recoller le long de BX � t1u � BX, on peut munir pX
d’une structure de variété symplectique lisse et exacte. On appelle X la partie compacte depX et r1;�8r�BX le bout cylindrique de pX.

Un cobordisme de domaines de Liouville 2 W est un couple de domaines de Liouville
pX0, Xq tel que X0 � X. La complétion d’un cobordisme W est :

xW � {pX,X0q � X0 YXzX0 Y r1;�8r�BX.

On écrira souvent xW sous une forme légèrement différente pour mettre en évidence un
bout de la symplectisation négative de BX0. Pour tout δ ¡ 0, on peut plonger sδ; 1s�BX0 ãÑ

X0 via le flot du champ de Liouville de X0. On peut donc écrire pour tout δ ¡ 0 :

xW � pX0z sδ; 1s � BX0qYsδ; 1s � BX0 YXzX0 Y r1;�8r�BX.

Par abus de notation, on s’autorisera quelques fois à prendre δ � 0 dans la description
ci-dessus et à écrire alors :

xW � pX0z s0; 1s � BX0qYs0; 1s � BX0 YXzX0 Y r1;�8r�BX.

Il sera utile de considérer une autre complétion que cette dernière quand on a un cobordisme
de domaines de Liouville : X0 � X. On notera :

{XzX0 � S�pBX0q YXzX0 Y S�pBXq �s0; 1s � BX0 YXzX0 Y r1;�8r�BX.

On pourra voir des illustrations de ces différentes complétions dans la figure 17.

On va définir les notions de lagrangienne et legendrienne dans les différentes variétés
vues ci-dessus.

1. Si M est une variété symplectique, une lagrangienne L dans M est une sous-variété de
dimension n sur laquelle ω s’annule : i�Lω � 0 où iL : LÑM .

2. SiM est une variété symplectique exacte, une lagrangienne exacte L est une sous-variété
de dimension n tel que i�Lλ est une 1-forme exacte.

3. Si Y est une variété de contact, une legendrienne Λ est une sous-variété de dimension
n� 1 tel que i�Λpαq � 0 (ou de manière équivalente, on peut demander que TΛ � ξ).

2. Cet objet est aussi appelé dans la littérature cobordisme de Liouville avec remplissage du bord négatif.
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4. Si X est un domaine de Liouville, une lagrangienne exacte à bord legendrien est une
sous-variété de dimension n tel que L XXint soit une lagrangienne exacte et tel que
LX BX soit une legendrienne.

5. Si X est un domaine de Liouville et L une lagrangienne exacte à bord legendrien, on
définit la complétion de L par : pL � L Y r1;�8r�pL X BXq. On dira que pL est une
lagrangienne à bout cylindrique.

6. Si pX,X0q est un cobordisme de domaines de Liouville, alors un cobordisme lagrangien 3

est un couple pL,L0q où L est une lagrangienne dans X, L0 est une lagrangienne dans
X0 et L0 � LXX0.

Dans ce manuscrit, on travaillera systématiquement dans des variétés symplectiques
exactes et toutes les lagrangiennes seront supposées exactes.

2.1.2 Flots hamiltoniens et flot de Reeb

On va définir maintenant des champs de vecteurs sur ces variétés.

Flots hamiltoniens

Sur une variété symplectique M , un hamiltonien est une fonction

H : M � r0; 1s Ñ R

tel que Hp�, 1q � Hp�, 0q (on parle aussi de hamiltoniens périodiques et on peut aussi
considérer de manière équivalente des hamiltoniens H : M � S1 Ñ R où S1 � R{Z). On
notera :

Ht � Hp�, tq.

Si H est un hamiltonien, on note XH le champ de vecteur hamiltonien défini par
l’équation, pour t P r0; 1s,

ωpXHt , �q � �dHt.

Ce champ de vecteurs est bien défini et unique car ω est une 2-forme non dégénérée. Le flot
hamiltonien pϕHt qtPR est le flot de ce champ de vecteurs qui vérifie donc l’équation pour
tout x PM ,

d

dt
ϕHt pxq � XHt

�
ϕHt pxq

�
.

Une orbite périodique hamiltonienne de H est une 1-orbite du flot hamiltonien c’est-à-
dire un point x PM tel que

ϕH1 pxq � x.

3. L’appellation est encore une fois non standard. On pourrait définir d’autres types de cobordismes
lagrangiens.
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On dira qu’une orbite est non dégénérée si pdϕH1 qx : TxM Ñ TxM n’admet pas 1 comme
valeur propre. L’action hamiltonienne d’une orbite hamiltonienne est donnée par la formule
suivante :

AHpγq �

»
S1
γ�λ�

» 1

0
Hpγptq, tq dt

où γptq � ϕHt pxq.

Si L0, L1 � M sont deux lagrangiennes, une corde hamiltonienne de L0 à L1 est
une corde de temps 1 du flot hamiltonien, c’est-à-dire un point x PM tel que :

x P L0 et ϕH1 pxq P L1.

On dit qu’une corde hamiltonienne est non dégénérée si pdϕH1 qxpTxL0q intersecte transver-
salement TϕH1 pxqL1 :

pdϕH1 qxpTxL0q ` TϕH1 pxqL1 � TϕH1 pxqM.

L’action hamiltonienne d’une orbite hamiltonienne est donnée par la formule suivante :

AHpcq �

»
r0;1s

c�λ�

» 1

0
Hpcptq, tq dt

�

» 1

0
λcptqp 9cptqqdt�

» 1

0
Hpcptq, tq dt

où cptq � ϕHt pxq est la corde hamiltonienne.

Flot de Reeb

Sur une variété de contact pY, αq, on peut définir le champ de Reeb comme l’unique
solution Rα des équations :

iRαα � 1 et iRαdα � 0.

Le flot de Reeb est le flot (ϕRαt q de ce champ de vecteur. Une orbite de Reeb est une orbite
périodique du champ de Reeb c’est-à-dire un couple px, T q P Y � R�� tel que

ϕRαT pxq � x.

T s’appelle la longueur de l’orbite de Reeb. On définit de la même manière que pour
les orbites hamiltoniennes les orbites non dégénérées : une orbite est non dégénérée si
l’application

pdϕRαT qx

���
ξx

: ξx Ñ ξx

n’admet pas 1 comme valeur propre.
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Si Λ0 et Λ1 sont deux legendriennes, une corde de Reeb reliant Λ0 à Λ1 est un couple
px, T q P Y � R�� tel que

x P Λ0 et ϕRαT pxq P Λ1.

T s’appelle la longueur de l’orbite de Reeb. On définit de la même manière que pour les
cordes hamiltoniennes les cordes non dégénérées, on demande la condition suivante :

pdϕRαT qxpTxΛ0q ` T
ϕRαT pxq

Λ1 � ξ
ϕRαT pxq

.

Quelques liens

Sur une symplectisation s0;�8r�Y d’une variété de contact Y , on va faire le lien entre
les champs de vecteurs hamiltoniens et le champ de Reeb. On considère un hamiltonien
indépendant du temps et de la forme :

H :s0;�8r�Y � r0; 1s Ñ R

pr, y, tq ÞÝÑ hprq.

Alors le champ de vecteur hamiltonien vérifie XH � h1prqRα. Donc le flot hamiltonien
laisse la stratification tru � Y invariante et les orbites périodiques du flot hamiltonien
sur la strate tru � Y sont en bijection avec les orbites périodiques du champ de Reeb de
longueur h1prq. De plus l’action hamiltonienne d’une orbite γ vaut

AHpγq � rh1prq � hprq � rT � hprq.

Ces orbites hamiltoniennes viennent en S1-familles car le hamiltonien est indépendant
du temps : si x est le point de départ d’une orbite, alors ϕHt pxq est aussi le point de départ
d’une orbite pour tout t P S1.

Si Λ0 et Λ1 sont deux legendriennes de Y alors les cordes hamiltoniennes reliant R�Λ0

à R� Λ1 sur la strate tru � Y sont en bijection avec les cordes de Reeb reliant Λ0 à Λ1 de
longueur h1prq. De plus on a une formule similaire pour l’action hamiltonienne d’une corde
c :

AHpcq � rh1prq � hprq � rT � hprq.

2.2 Indices de Conley-Zehnder

Dans cette section, on va définir l’indice de Conley-Zehnder des orbites hamiltoniennes,
orbites de Reeb, cordes hamiltoniennes et cordes de Reeb et relier ces notions en s’inspirant
de l’article [BO09b]. Ces indices seront utiles pour calculer des indices d’opérateurs de
Fredholm et des dimensions d’espaces de module.
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2.2.1 Indices de Conley-Zehnder d’orbites

Orbites hamiltoniennes

On considère des orbites hamiltoniennes contractiles γ d’un hamiltonien H défini sur
une variété symplectique X2n exacte. On supposera aussi que la première classe de Chern
s’annule c1pTXq � 0.

Soit H : X � S1 Ñ R un hamiltonien et pγ, σγq un couple formé d’une orbite ha-
miltonienne contractile de H, γ : S1 Ñ X, et d’un remplissage σγ : D2 Ñ X, de cette
orbite, i.e. σγ se restreint à γ sur le bord du disque D2. Remarquons que σ�γTX est un
fibré symplectique sur D2, un espace contractile. Ce fibré est donc trivialisable :

σ�γTX � D2 � R2n

D2 D2.

Grâce à cette trivialisation, on peut considérer dϕHθ : Tγp0qX Ñ TγpθqX comme une
application symplectique de R2n. On obtient donc un chemin d’applications symplectiques
dϕH
 : r0, 1s Ñ Spp2nq.

Si on suppose que l’orbite hamiltonienne est non dégénérée, alors dϕH1 n’a pas 1
comme valeur propre. D’après [AD10], on peut calculer l’indice de Maslov d’un tel chemin
et cela nous définit l’indice de Conley-Zehnder de pγ, σγq : CZpγq � µpdϕH
 q

Si on choisit un autre σγ pour la même orbite hamiltonienne γ qu’on note σ1γ , alors
on va trouver un indice de Conley-Zehnder qui différera de 2 fois la classe de Chern
c1pTXq appliqué à la sphère σγ#σ1γ . L’hypothèse c1pTXq � 0 assure donc que l’indice de
Conley-Zehnder est bien défini indépendamment du choix de σγ .

Si l’orbite hamiltonienne est dégénérée, on peut quand même associer un indice au
chemin de symplectomorphisme : on utilise pour cela l’indice de Robbin-Salamon [RS93]. Il
s’agit alors d’un demi-entier et on pose RSpγq � RSpdϕH
 q. Les deux définitions coïncident
si l’orbite γ est non dégénérée : RSpγq � CZpγq.

Orbite de Reeb

On suppose que c1pξq � 0.
On fait essentiellement la même chose sur la variété de contact pY 2n�1, αq. Si γ : S1 Ñ Y

est une orbite périodique contractile de Rα de longueur T , alors grâce à un choix de
remplissage σγ : D2 Ñ Y , on va associer un indice de Conley-Zehnder à cette orbite γ. On
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trivialise σ�γξ :
σ�γξ � D2 � R2n�2

D2 D2.

Ainsi on peut considérer dϕRαθ
���
ξ

: ξγp0q Ñ ξγpθq comme un chemin de symplectomor-

phisme : dϕRα

��
ξ

: r0, T s Ñ Spp2n� 2q. Le fait de supposer l’orbite de Reeb non dégénérée

implique que dϕRαT

���
ξ
n’a pas 1 comme valeur propre. On peut donc définir l’indice de

Conley-Zehnder de pγ, σγq :
CZRpγq � µ

�
dϕRα


��
ξ

	
.

Un autre choix de remplissage σ1γ différent de σγ fera que l’indice de Conley-Zehnder
diffèrera de 2 � xc1pξq, σ

1
γ#σγy.

Lien entre les deux définitions sur une symplectisation

Soit un hamiltonien H :s0;�8rr�Y Ñ R indépendant du temps sur la variété symplec-
tique exacte s0;�8rr�Y munie de la 1-forme rα. Supposons que cet hamiltonien s’écrit
Hpr, yq � hprq et pour simplifier, supposons aussi que h1prq ¡ 0 partout. Dans ce cas,
d’après la section 2.1.2 :

XH � h1prqRα avec iXHω � �dH.

Le flot hamiltonien préserve les sous niveaux tru � Y . Les orbites 1-périodiques du flot
hamiltonien sur ce niveau sont exactement les orbites périodiques du flot de Reeb Rα de
longueur h1prq et viennent en S1-familles car H est indépendant du temps t.

Le flot hamiltonien est donc dégénéré, on doit utiliser l’indice de Robbin-Salamon.
Notre but est de comparer cet indice de Robbin-Salamon avec l’indice de Conley-Zehnder
de l’orbite de Reeb en suivant [BO09b].

On décompose T pY � Rq � ξ ` R � B
Br ` R � Rα où ξ � ker α, puis on écrit la

matrice dϕHt dans cette base :

dϕHt � dϕRαh1prqt

���
ξ
`

�
1 0

h2prqt 1

�

L’indice de Robbin-Salamon est tel que RSpdϕHt q � µ

�
dϕRαh1prqt

���
ξ



� 1

2signph
2prqq car

l’orbite de Reeb étant non dégénérée, le chemin de matrices symplectiques dϕRαh1prqt
���
ξ
est

non dégénéré aussi.
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Cela permet de conclure que si γ est une orbite hamiltonienne sur r1;�8rr�Y au
niveau r associée à une orbite de Reeb γR sur Y , alors

RSpγq � CZRpγRq �
1
2signph

2prqq.

On pourra voir dans [CFHW96] et [BO09b] la suite logique de cette construction où on
perturbe la S1-famille d’orbites hamiltoniennes γ en deux orbites non dégénérées γmin et
γmax et où on compare l’indice de Robbin-Salamon de γ et les indices de Conley-Zehnder
de γmin et γmax. On trouve alors que :

CZpγmin,maxq � RSpγq �
1
2

� CZRpγRq �
1
2signph

2prqq �
1
2

Si on avait fait les mêmes calculs pour h1prq   0, on aurait

dϕHt � dϕRαh1prqt

���
ξ
`

�
1 0

h2prqθ 1

�

ce qui nous donne
RSpγq � �CZRpγRq �

1
2signph

2prqq.

2.2.2 Indices de Conley-Zehnder de cordes

Corde hamiltonienne

On se donne c : r0, 1s Ñ X une corde hamiltonienne entre deux lagrangiennes L et L1

tel que cp0q � x P L et cp1q � x1 P L1. On souhaite définir un indice de Conley-Zehnder
pour cette corde. On va se ramener à calculer l’indice de Maslov d’un lacet de lagrangiennes
dans R2n.

Pour cela, on sait que dϕHt pTxLq fournit un chemin de lagrangiennes dans TcptqX
et que la lagrangienne dϕH1 pTxLq est transverse à Tx1L1 dans Tx1X si la corde est non
dégénérée. On peut donc composer ce chemin avec un chemin court canonique qui permet
d’envoyer une lagrangienne sur une autre lagrangienne transverse. On obtient ainsi un
chemin

TxL dϕH1 pTxLq Tx1L
1.

dϕHt court

Pour clore le chemin, il manque un chemin de lagrangiennes entre Tx1L1 et TxL pour
tout couple px, x1q, via des lagrangiennes dans TγptqX où γ est un chemin reliant x à x1

dans X. Cela peut être fait de manière à ce que ce choix ne dépende que des composantes
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connexes de x dans L et de x1 dans L1 et cela est expliqué dans la section 4.1 de [EO17].
Si on compose c et γ et si on a une application σc : D2 Ñ X dont le bord est exactement
c#γ, alors on peut trivialiser :

σ�c TX � D2 � R2n

D2 D2.

Sous cette identification, on a un lacet de lagrangiennes dans R2n dont on peut calculer
l’indice de Maslov. Il s’agit de l’indice de Conley-Zehnder CZpcq.

On a fait deux choix : le choix du chemin reliant Tx1L1 et TxL ainsi que le choix
de σc. L’indice de Conley-Zehnder est indépendant du choix de σc si c1pTXq � 0 et va
différer d’une constante si on effectue un autre choix de chemin. Comme on ne considèrera
que des différences d’indices de Conley-Zehnder dans la suite pour calculer les dimensions
d’espaces de modules, cette constante sera systématiquement éliminée de nos calculs et on
fera comme si elle n’existait pas.

Corde de Reeb

Les mêmes techniques permettent de définir l’indice de Conley-Zehnder d’une corde de
Reeb quand on considère des lagrangiennes dans ξ au lieu de TX.

Lien entre les deux définitions sur une symplectisation

On se donne un hamiltonien H :s0;�8rr�Y Ñ R indépendant du temps sur la variété
symplectique exacte SY � ps0;�8r�Y, dprαqq tel que Hpr, yq � hprq. Supposons de plus
que h1prq ¡ 0 pour simplifier la situation. Rappelons que ce flot hamiltonien préserve les
sous-niveaux tru � Y .

Si on se donne deux lagrangiennes coniques : L �s0;�8r�Λ et L1 �s0;�8r�Λ1

alors les cordes hamiltoniennes reliant tru � Λ et tru � Λ1 sont en bijection avec les
cordes de Reeb reliant Λ et Λ1 de longueur h1prq. Considérons une telle corde hamiltonienne
c reliant pr, yq P L à pr, y1q P L1 et notons cRα la corde de Reeb correspondante reliant y à y1.

Comme dϕHt p BBr q �
B
Br � h2prqtRα et TL � TΛ� R B

Br , on peut écrire que :

dϕHt pTLq � dϕRh1prqtpTΛq � R �

�
B

Br
� h2prqtRα



.
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Si on choisit les chemins qui relient Tpr,y1qL1 à Tpr,yqL comme relèvement de chemins
qui relient Ty1Λ1 à TyΛ, on voit que dans le lacet de lagrangiennes qu’on considère selon
qu’on calcule CZpcq ou CZpcRαq il y a très peu de changements. La seule chose qui change
dans l’indice de Maslov est le chemin court canonique qui relie R

�
B
Br � h2prqRα

�
à R B

Br

dans R2 � R B
Br ` RRα.

Le chemin court consiste dans ce cadre à tourner dans le sens positif donc on voit que
si h2prq ¡ 0, on va faire un tour complet ce qui va augmenter l’indice de Maslov de 1 alors
que si h2prq   0, on ne changera pas l’indice de Maslov. Ce qui nous amène au résultat
suivant :

CZpcq �

$&%CZpcRq � 1 si h2prq ¡ 0,

CZpcRq si h2prq   0.

2.3 Equation de Floer à surface de Riemann fixée

2.3.1 Surface de Riemann épointée à bord cylindrique

On se donne une surface épointée pS,Γq stable comme définie au chapitre 1 : S est une
surface, et Γ un ensemble ordonné de points de S avec signes et marqueurs asymptotiques.
On se donne un élément de l’espace de modules MprpS,Γq : on choisit j une structure
complexe sur SzΓ qui respecte les signes (cf section 1.4). On note Σ la surface de Riemann
obtenue. On se donne des coordonnées cylindriques près des pointes, c’est à dire des
biholomorphismes entre des voisinages de ces pointes et :


 s � 8; 0s � S1 si il s’agit d’une pointe intérieure négative,


 r0;�8r�S1 si il s’agit d’une pointe intérieure positive,


 s � 8; 0s � r0; 1s si il s’agit d’une pointe sur le bord négative,


 r0;�8r�r0; 1s si il s’agit d’une pointe sur le bord positive.

On note les coordonnées de ces surfaces modèles z � s � it où i est la structure
complexe, s est le paramètre R� et t est respectivement un élément de S1 ou de r0; 1s si la
pointe est respectivement intérieure ou sur le bord. On notera par la suite CylpΣq le fibré
des coordonnées cylindriques près des pointes de Σ.

A partir de maintenant, on supposera qu’une section du fibré des coordonnées cy-
lindriques a été fixée.

2.3.2 Structures presque complexes cylindriques

On note JSpΣq l’ensemble des applications lisses allant de Σ dans les structures
presque complexes de X cylindriques près des pointes c’est à dire l’ensemble des J P

C8pΣ, EndpTXqq vérifiant :
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 pour tout z P Σ, Jpzq2 � �IdTX ,

 pour tout z P Σ, ωp�, Jpzq�q est une métrique Riemannienne sur X,

 au voisinage d’une pointe, Jps� itq ne dépend que de t.
On remarque que JS définit ainsi un fibré au-dessus de MprpS,Γq et que la fibre est convexe.
Cela assure que l’ensemble des sections de JS est un espace convexe donc contractile.

2.3.3 Terme de perturbation hamiltonienne

Le cas le plus général de terme de perturbation hamiltonienne sur une surface de
Riemann Σ est le suivant. On se donne un hamiltonien H P C8pX �Σ,Rq dépendant de la
surface Σ et une 1-forme β P Ω1pΣq vérifiant :

 près de chaque pointe z, Hs�it ne dépend que de t P Ipzq, on notera cet hamiltonien
Hzptq,


 près des pointes, β � dt.
On associe à un tel hamiltonien une famille de champs de vecteurs XH P ΓpTXqΣ vérifiant
pour tout z P Σ, iXHzω � �dHz. XHz s’appelle le champ de vecteurs hamiltonien associé
à Hz. On note alors B � XH b β une 1-forme à valeur dans les champs de vecteurs
hamiltoniens.

On note BSpΣq l’ensemble des 1-formes de Σ à valeurs dans les champs de vecteurs
hamiltoniens tel que décrit ci-dessus :

BSpΣq � tB : TΣ Ñ ΓpTMq, Dβ P Ω1pΣq, DH P C8pΣ�X,Rq, Bpvq � βzpvqXHzu.

Le cas le plus simple est quand Hz ne dépend pas de z. Dans ce cas, un terme de
perturbation hamiltonien est simplement un hamiltonien H P C8pX,Rq et une 1-forme
β P Ω1pΣq qui vaut dt près des pointes.

On remarque qu’on définit ainsi un fibré BS au dessus de MprpS,Γq et que la fibre
est convexe. Cela assure que l’ensemble des sections de BS est un espace convexe donc
contractile.

2.3.4 Équation de Floer

Pour pΣ, jq P MprpS,Γq, J P JSpΣq et B P BSpΣq, on appelle équation de Floer associée
à pΣ, j, J,Bq l’équation suivante d’inconnue u : Σ Ñ X de régularité H2 :

pdu�Bq0,1 � pdu�XHpuq b βq0,1 � 0 (2.1)

où pdu�XHpuq b βq : TΣ Ñ u�TX s’évalue en v P TzΣ de la manière suivante :

pdu�XHpuq b βqpvq � duzpvq � βzpvq �XHzpupzqq P TupzqX.
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On rappelle que l’équation (2.1) signifie que pdu�XHpuq b βq est pJ, jq-holomorphe c’est-
à-dire que pdu�XH b βq � j � J � pdu�XH b βq. Il est aussi utile d’écrire explicitement
ce que devient cette équation près d’une pointe :

2 � pdu�XHt b βq0,1 � du�XHt b β � Jpdu�XHt b βqj

� pBsu � ds� Btu � dt�XHt � dtq � JpBsu � ds� Btu � dt�XHt � dtqj

� pBsu � ds� Btu � dt�XHt � dtq � Jp�Bsu � dt� Btu � ds�XHt � dsq

� pBsu� JpBtu�XHtqqds� p�JBsu� Btu�XHtqdt.

Donc l’équation de Floer est équivalente près d’une pointe à l’équation :

Bsu� JpBtu�XHtpuqq � 0. (2.2)

2.3.5 Conditions asymptotiques

On choisit un ensemble de décorations lagrangiennes, c’est-à-dire des lagrangiennes
LC dans X pour chaque composante connexe C du bord BΣ � BpSzΓq. Pour chaque
pointe z sur le bord, on note Lz0 et Lz1 les lagrangiennes associées aux deux composantes
connexes de BΣ adjacentes à la pointe z. Si z est une pointe positive, Lz1 est la lagran-
gienne située avant la pointe pour l’orientation de BΣ et l’inverse si z est une pointe négative.

Pour z une pointe et Hz : X � Ipzq Ñ R un hamiltonien dépendant du temps (qui a
été fixé en section 2.3.3 par le choix de B), on définit Apz,Hzq comme étant :


 l’ensemble des orbites hamiltoniennes de Hz si z est une pointe intérieure,


 l’ensemble des cordes hamiltoniennes allant de Lz0 à Lz1 si z est une pointe sur le bord.

On se donne un ensemble de convergences asymptotiques, c’est-à-dire pour chaque
pointe z P Γ, on choisit un élément cz P Apz,Hzq.

On définit l’espace des solutions de l’équation de Floer associée à pΣ, j, J,Bq avec
conditions pL, tczuzPΓq, noté SpΣ, j, J,B;L, tczuq, comme étant l’ensemble des u : Σ Ñ X

de régularité H2 vérifiant :


 u est solution de l’équation de Floer (2.1),


 si z P C où C est une composante connexe de BΣ, alors upzq P LC ,


 près d’une pointe positive z, lim
sÑ�8

ups� itq � czptq,


 près d’une pointe négative z, lim
sÑ�8

ups� itq � czptq.

2.3.6 Transversalité

Théorème 2.1 ([FHS95], théorème 3.1.6 de [MS04] et section 4.4 de [MS17]).
Fixons pΣ, j, Bq des données et pL, tczuq des conditions définies comme ci-dessus c’est



66 CHAPITRE 2. ÉQUATION DE FLOER, TRANSVERSALITÉ ET COMPACITÉ

à dire que :

(i) pΣ, jq est une surface de Riemann épointée,

(ii) B est un terme de perturbation hamiltonienne sur Σ,

(iii) L est un ensemble de décorations lagrangiennes,

(iv) pour chaque pointe z, cz est soit une corde hamiltonienne reliant deux lagrangiennes
soit une orbite hamiltonienne de Hz selon que z est une pointe sur le bord ou
intérieure,

(v) toutes les cordes et orbites hamiltoniennes sont non dégénérées.

Alors il existe un sous-ensemble dense Jreg de J pΣq tel que pour tout J P Jreg, l’espace
des solutions de l’équation de Floer SpΣ, j, J,B;L, cq est une variété de dimension finie.

2.4 Espaces de modules de solutions de l’équation de Floer

On veut maintenant définir un espace de solutions de l’équation de Floer sans que cela
dépende du choix de la structure complexe pΣ, jq P MprpS,Γq. On va donc faire ce qui
a été fait dans la section 2.3 en famille sur MprpS,Γq. On recommence la présentation
depuis le début.

2.4.1 Conditions asymptotiques

Soit X une variété symplectique et pS,Γq une surface épointée. On choisit dans l’ordre :


 pour chaque pointe z, un hamiltonien Hz : R{Z�X Ñ R périodique,


 un ensemble de décorations lagrangiennes (cf section 2.3.5),


 un ensemble de convergences asymptotiques non dégénérées (cf section 2.3.5).

On rappelle que pour toute pointe z, Apz,Hzq désigne l’ensemble

- des orbites 1-périodiques du flot de Hz si z est une pointe intérieure,

- des cordes hamiltoniennes allant de Lz0 à Lz1 si z est une pointe sur le bord.

Alors un ensemble de convergences asymptotiques non dégénérées est la donnée d’un
élément cz P Apz,Hzq non dégénéré pour toute pointe z.

2.4.2 Choix des données

Tout les choix qu’on a fait dans la section 2.3 doivent être faits en famille sur MprpS,Γq.
On doit donc faire, dans l’ordre suivant, des choix de section :

(i) pVz, ϕzqzPΓ du fibré coordonnées cylindriques près des pointes CylpΣq (2.3.1),

(ii) B du fibré des termes de perturbation hamiltonienne BS (2.3.3) tel que près de la
pointe z, B soit égal à XHz b dt,
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(iii) J du fibré des structures presque complexes cylindriques JS (2.3.2).

Tout ces choix doivent être invariants sous l’action des biholomorphismes et compatibles
avec la compactification de Deligne-Mumford de l’espace de modules MpS,Γq (voir 1.4).
On peut alors définir l’équation de Floer pour un couple pΣ, uq où Σ P MprpS,Γq et
u : Σ Ñ X :

pdu�BpΣqq0,1 � 1
2 �
�
du�BpΣq � JpΣq � pdu�BpΣqq � jΣ



� 0.

Dans la suite de cette section, on suppose que ces choix ont été fixés.

La procédure pour faire en sorte qu’un choix de données est compatible avec la
compactification de Deligne-Mumford est expliquée dans la section 9g de [Sei08b]. Il faut
faire des choix de données sur les strates les plus profondes de l’espace de module de
surface. Ensuite, en recollant ces choix, on obtient des données près du bord de la strate
de dimension �1. Comme les espaces de choix sont contractiles, on sait qu’on peut alors
prolonger ces données définies sur le bord à l’ensemble de la strate. On procède ainsi jusqu’à
arriver à l’ensemble de l’espace de modules.

2.4.3 Espaces de modules

Pour toute pointe z, on a déjà choisi un élément de cz P Apz,Hzq qui est donc soit une
corde hamiltonienne, soit une orbite hamiltonienne.

Si on se donne un couple pΣ, uq où Σ P MprpSq et u P C8pΣ, uq, on dit que u converge
près de la pointe z vers cz si :

1. quand z est une pointe positive, lim
sÑ�8

upϕzps� itqq � czptq,

2. quand z est une pointe négative, lim
sÑ�8

upϕzps� itqq � czptq.

On rappelle que ϕz est un biholomorphisme fixé qui va de Rsgnpzq � Ipzq dans un voisinage
de la pointe dans Σ et que Ipzq vaut r0; 1s ou S1 selon que la pointe z est sur le bord ou à
l’intérieur de Σ.

L’espace des solutions de l’équation de Floer associés à tout ces choix (coordonnées
cylindriques, structures presque complexes cylindriques, termes de perturbations hamil-
tonienne, cordes cz, décorations lagrangiennes) est l’ensemble MprpS, J,B;LC , tHz, czuq

des couples pΣ, uq où pΣ, jq P MprpS,Γq et u P SpΣ, j, JpΣq, BpΣq;L, cq pour reprendre les
notations de la section 2.3.5. Pour être plus explicite, cela signifie que u P C8pΣ, Xq doit
vérifier :

1. u est solution de l’équation de Floer : pdu�BpΣqq0,1 � 0,

2. pour tout z P C, upzq P LC ,
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3. u converge près de la pointe z vers cz.

On remarque que le groupe des biholomorphismes agissant sur MprpS,Γq agit sur
l’espace des solutions de l’équation de Floer. L’espace de modules des solutions de l’équa-
tion de Floer MpS, J,B;LC , tHz, czuq est l’espace quotient de MprpS, J,B;LC , tHz, czuq

par cette action. Si on suppose que la surface pS,Γq est stable, l’action du groupe des
biholomorphismes sur MprpS,Γq est libre par définition et le quotient définit donc bien
une variété. Quand les données nécessaire à la définition de cet espace de modules ont été
spécifiées, on notera souvent cet espace Mpczq pour simplifier les notations.

2.4.4 Transversalité

On divise l’ensemble des pointes Γ � Γ�int Y Γ�int Y Γ�bord Y Γ�bord selon que les pointes
sont positives ou négatives et intérieures ou sur le bord.

On a alors le théorème suivant qui est une conséquence directe du théorème 2.1.

Théorème 2.2 (Conséquence du théorème 2.1).
On fixe LC , Hz, cz des conditions de convergence et on choisit B une section de BS

compatible avec le choix de Hz. Pour un choix de section J de JS générique, l’espace de
modules MpS, J,B;LC , tHz, czuq est une variété de dimension finie.

On a la formule suivante pour la dimension :

dim Mpczq � dim MpS,Γq � nχpSq �
¸

zPΓ�int

pCZpγ�z q � nq

�
¸

zPΓ�bord

pCZpc�z q � nq �
¸

zPΓ�int

pCZpγ�z q � nq �
¸

zPΓ�bord

CZpc�z q.

On propose une méthode pour retrouver rapidement cette formule dans la section 3.1.

2.4.5 Compacité et bord

Sur une variété compacte

On suppose que X est une variété symplectique compacte. Dans ce cas, les espaces
de modules considérés peuvent être compactifiés en des variétés à coins : ce sont les
compactifications de Gromov-Floer. On va décrire seulement le bord de codimension 1 de
cette compactification et, par itération, on pourra comprendre la compactification totale.
Si N est une courbe nodale, on peut définir, de la même manière que précédemment,
l’espace de modules des solutions u de l’équation de Floer ayant MprpNq comme domaine
de départ. Plus précisément, pour définir une équation de Floer sur une courbe nodale, on
demande que pour chaque nœud z1 � z2 :

1. les décorations lagrangiennes soient compatibles : Lz1
ε � Lz2

ε pour ε � 0, 1,

2. les hamiltoniens coïncident : Hz1 � Hz2 ,
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3. on a choisi la même corde hamiltonienne c P Apz1, H
z1q � Apz2, H

z2q des deux côtés
du nœud.

Dans ce cas, on peut recoller les structures presque complexes cylindriques et les termes
de perturbation le long d’un nœud et on peut aussi recoller les solutions de l’équation de
Floer. En effet, comme on a demandé des modèles standards près des noeuds, les données
se recollent directement sur les variétés recollées (voir formule (1.4)).

Dans le bord de codimension 1 de MpS, J,B;LC , Hz, czq, il peut se produire :

(i) La surface de Riemann Σ P MprpS,Γq dégénère en une courbe nodale N de codimen-
sion 1 et les données pour définir l’équation de Floer sur N proviennent naturellement
de celles choisies pour S. Ce cas de figure est décrit par les éléments de¤

NPB1MpS,Γq
cPApnœud,Hnœudq

MpN ; cz, cq. 4 (2.3)

(ii) L’équation de Floer dégénère près d’une pointe de manière similaire au cas d’une
équation de gradient dans le cas de l’homologie de Morse. Ce cas de figure est décrit
alors par (quand z0 est une pointe positive) :¤

z0PΓ
cPApz0,Hz0q

MpS; pczqz�z0 , cq �MpR� Ipz0q; cz0 , cq (2.4)

où Ipz0q est égal à r0; 1s ou S1 selon que la pointe z0 est sur le bord ou intérieur. On
définira plus précisément au chapitre 3 l’espace de modules MpR� Ipz0q; cz0 , cq (cela
est légèrement différent du cas qu’on a considéré jusque là car on travaille sur une
surface épointée non stable).

Souvent ces deux cas peuvent être décrits de manière simultanée en considérant des
dégénérescences de S en surfaces nodales stables et non stables. En effet, les dégénérescences
de type (ii) n’apparaissent pas dans la compactification de Deligne-Mumford car R�I n’est
pas stable mais on a quand même la propriété de recollement : S#R� I est homéomorphe
à S.

On dira que les dégénérescences de type piq viennent de la compactification de Deligne-
Mumford de l’espace de modules et que les dégénérescences de type piiq sont de type
Floer.

4. Un lecteur attentif pourra remarquer que Hnoeud n’a jamais été défini explicitement. Cela a été fait de
manière cachée en choisissant un terme de perturbation hamiltonien B compatible avec la compactification
de Deligne-Mumford.
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Sur une variété non compacte

Prenons maintenant pX une variété non compacte. Plus précisément, supposons que pX
s’écrit comme la complétion d’un domaine de Liouville (voir section 2.1)

pX � X Y r1;�8r�BX.

On suppose que toutes les lagrangiennes considérées sont des complétions cylindriques
de lagrangiennes définies sur X. La partie non compacte de pX est r1;�8r�BX et il suffit
donc de faire en sorte que toutes les solutions u de l’équation de Floer restent uniformément
dans une sous-partie compacte de pX pour obtenir la compacité des espaces de modules.
Pour cela on demande que pour tout x P X et Σ P MprpS,Γq, si BpΣq � HΣ

z βΣ, alors

dpHΣ
z pxqβΣq P Ω2pΣq ¤ 0. (2.5)

Dans ce cas, on sait que si a : pX Ñ R� désigne la fonction projection sur R� sur
r1;�8r�BX et égale à 1 ailleurs (qu’on a lissé près de t1u � BX), alors a � u vérifie le
principe du maximum (voir section (3c) de [Sei08a]). Donc a � u ¤ C où la constante C est
le maximum des a � czptq pour z P Γ ce qui assure que les solutions de l’équation de Floer
restent uniformément dans une sous-partie compacte de pX.

On peut trouver une section B P BpΣq qui vérifie la condition (2.5) si et seulement si
pour tout x P X ¸

zPΓ�

»
Ipzq

Hz
t pxqdt�

¸
zPΓ�

»
Ipzq

Hz
t pxqdt ¤ 0.

Dans ce cas, la description du bord de codimension 1 décrite dans le cadre des variétés
symplectiques compactes est toujours valable. De plus si la forme B vérifie la condition
(2.5), alors on sait que les éléments u P Mpczq font décroître l’action, c’est-à-dire que s’il
existe u P MpS,Γ; czq, alors : ¸

zPΓ�
AHzpczq ¤

¸
zPΓ�

AHzpczq

où AH désigne l’action hamiltonienne définie dans la section 2.1.2.

On peut aussi affaiblir la condition (2.5) et demander que l’inégalité ne soit véri-
fiée que sur la partie non compacte r1;�8r�BX. Dans ce cas, le principe du maximum
s’applique de la même manière ce qui donne la compacité voulue. Cependant la décroissance
de l’action n’est plus vérifiée. On obtient quand même une inégalité sur les actions pour B
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bien choisie :

¸
zPΓ�

AHzpczq ¤
¸
zPΓ�

AHzpczq �

�����
����� ¸
zPΓ�

Hz �
¸
zPΓ�

Hz

�����
�����
8,X

(2.6)

où || � ||8,X est la norme infinie calculée sur la partie compacte X � pX.

2.5 Espaces de modules à paramètres et cobordismes

Il est souvent utile de considérer des solutions de l’équation de Floer en famille sur
d’autres espaces que MprpS,Γq. Par exemple pour montrer une certaine forme d’indépen-
dance de l’espace MpS,B, J ;L,H, cq en fonction du choix des sections B et J nécessaires
pour définir l’équation de Floer, on considère des solutions de l’équation de Floer en famille
sur l’espace MprpS,Γq � r0; 1s. Notons P l’espace des paramètres sur lequel on veut définir
l’équation de Floer et on suppose que le groupe des biholomorphismes de MprpS,Γq agit
sur P et que P est une variété compacte à coin. On définit alors

MprpP;L,H, cq �
¤
pPP

Mprpp;L,H, cq

et MpP ;L,H, cq est égal au quotient de Mpr par l’action du groupe des biholomorphismes.

Tout les théorèmes de transversalité et de compacité valables dans le cas des so-
lutions de l’équation de Floer à paramètres p P P fixé se transmettent aux espaces MpPq
et MprpPq (dans le cas des surfaces épointées stables pour assurer que le quotient reste
bien une variété). La description du bord de codimension 1 est de même similaire et peut
se résumer approximativement en la formule suivante :

B1MpPq � MpB1Pq Y
¤
zPΓ�

cPApz,Hzq

MpPq �MpR� Ipzq; cz, cq

Y
¤
zPΓ�

cPApz,Hzq

MpPq �MpR� Ipzq; c, czq.

2.6 Ce qu’il faut retenir

Équation de Floer

Pour définir une équation de Floer sur une surface de Riemann Σ P MprpS,Γq à valeurs
dans un domaine de Liouville X, on doit choisir une 1-forme β P Ω1pΣq, un hamiltonien
H P C8pX�Σ,Rq et une structure presque complexe dépendant de Σ, J P C8pΣ, EndpTXqq
tels que :
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1. dans des coordonnées cylindriques s� it près des pointes, β � dt, Hs�it et Js�it ne
dépendent que de t,

2. pour tout z P Σ, Jz est une structure presque complexe sur X.

L’équation de Floer s’écrit alors pour u : Σ Ñ X :

pdu�XHpuq b βq0,1 � 0. (2.7)

Solutions de l’équation de Floer

Pour définir l’ensemble des solutions de l’équation de Floer, il faut faire un choix de
décorations lagrangiennes pour chaque composante connexe de BpSzΓq et des cordes ou
orbites hamiltoniennes pour chaque pointe selon que la pointe est sur le bord ou intérieure.
L’ensemble des solutions de l’équation de Floer avec données pL,H, cq est alors l’ensemble
des u : Σ Ñ X vérifiant :

1. u est solution de l’équation de Floer (2.7),

2. u converge près des pointes vers les cordes ou orbites hamiltoniennes choisies,

3. u envoie les composantes connexes de BpSzΓq sur les lagrangiennes choisies.

Espaces de modules de solutions

Pour définir un espace de modules de solutions de l’équation de Floer, on procède
dans l’ordre suivant. On a pS,Γq une surface épointée. Dans un premier temps, on choisit
l’ensemble des décorations lagrangiennes, des hamiltoniens Hz périodiques pour chaque
pointe z P Γ et des orbites ou cordes hamiltoniennes cz P Apz,Hzq pour chaque pointe z.

Ensuite on sait qu’il existe une section B du fibré BS des termes de perturbations
hamiltoniens qui sont compatibles avec les choix des Hz et qu’il existe aussi une section
J P ΓpJSq.

L’espace MprpS,B, J ;L,H, cq est l’ensemble des couples pΣ, uq où Σ P MprpS,Γq
et u : Σ Ñ X est solution de l’équation de Floer avec données pL,H, cq. On suppose que
cette action est libre (ce qui est automatique si pS,Γq est stable) et on définit alors l’espace
de modules des solutions de l’équation de Floer MpS,B, J ;L,H, cq comme le quotient de
Mpr sous cette action.

Transversalité

Si toutes les cordes cz choisies précédemment sont non dégénérées, alors pour J
générique, tout les espaces M et Mpr définis précédemment sont des variétés : la propriété
de transversalité est vérifiée. De plus, on a la formule donnée dans le théorème 2.2 pour la
dimension de cet espace.
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Compacité

On veut que les espaces définis ci-dessus (espace de modules de solutions et espace de
solutions) soient compactifiables en des variétés compactes à coins : il s’agit de la compac-
tification de Gromov-Floer. On suppose que les conditions demandées précédemment pour
la transversalité sont vérifiées. Si on travaille dans une variété symplectique X compacte,
la compacité est automatique pour tout ces espaces de modules.

Dans le cas où la variété est non compacte, on demande la condition suivante :

¸
zPΓ�

»
Ipzq

Hz
t pxqdt�

¸
zPΓ�

»
Ipzq

Hz
t pxqdt ¤ 0

qui est notamment vraie si ¸
zPΓ�

Hz ¤
¸
zPΓ�

Hz. (2.8)

Alors on peut choisir des termes de perturbations hamiltoniens qui rendent l’espace de
module compact.

Bord

Quand l’espace de modules MpS; pczqzPΓq est coupé transversalement et compact, on
peut décrire le bord de codimension 1 de cet espace. Les éléments de B1MpS; pczqzPΓq sont
de deux types :

(i) les dégénérescences de type Floer qui font apparaître des espaces de modules de
solutions définis sur R� I où I � r0; 1s ou S1,

(ii) les dégénérescences dues à la compactification de Deligne-Mumford de MpS,Γq qui
font apparaître des espaces de modules de solutions définis sur des courbes nodales
dans B1MpS,Γq.
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Chapitre 3

Étude d’espaces de modules

On présente un tableau récapitulatif (figures 12 et 13) qui sera surement utile au
lecteur tout au long de la thèse avec les principaux espaces de modules qu’on va utiliser.
On avait étudié au chapitre 1 des compactifications d’espaces de modules de surfaces de
Riemann et au chapitre 2 comment on pouvait définir des équations de Floer définies sur
ces compactifications. On va maintenant utiliser ces résultats pour définir des variétés
de solutions d’équations de Floer, calculer leurs dimensions et expliciter leur bord. On
conseille de lire d’abord le chapitre 4 et de se reporter aux figures 12, 13 et au chapitre 3
quand cela est nécessaire.

3.1 Calcul d’indices d’opérateur de Fredholm

En s’inspirant de la section 4.1 de [EO17], on va présenter une manière simple de
retrouver des formules de dimension pour tous types d’espaces de modules de courbes
solutions de l’équation de Floer ou pseudo-holomorphes. On rappelle que si P est un espace
de paramètres (par exemple un espace de pré-modules d’une surface épointée) sur lequel
l’équation de Floer est définie avec conditions asymptotiques c, alors :

dim MpP; cqq � dimpPq � indpDcq � dimpAutq (3.1)

où Dc est l’opérateur de Fredholm de l’équation de Floer à paramètre p P P fixé et Aut
désigne l’ensemble des automorphismes de l’espace de pré-module de la surface épointée
considérée.

Si c est une corde hamiltonienne, alors l’opérateur de Fredholm associé à l’équation de
Floer définie sur le disque avec une unique pointe sur le bord est noté o�pcq si la pointe
est positive et o�pcq si la pointe est négative. De même on définit l’opérateur o�pγq (resp.
o�pγq) associé à l’équation de Floer défini sur la sphère avec une unique pointe positive
(resp. négative) et condition asymptotique γ près de cette pointe. On a le lemme suivant :

75
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Nom de l’espace
de modules Dessin holomorpheDessin de la surface

épointée
Application qui

utilise
ces espaces

MpDk;1q

MpD1;kq

Mp rD1�
k�q

MpD1�
k�q

Structure de

A8-algèbre sur

SC�pCq

Structure de

A8-cogèbre sur

SC�pΛ, L0q

Application

Open-Closed

OC

Application

Closed-Open

CO1

z�z�1

z�2
z�3

z�z�1

z�2 z�3

z�1

z�2

z�3

z�

z�

z�2

z�3

z�1

ou

Mpc1, c2, c3; bq

c1 c2 c3

b

ou

Mpc; b1, b2, b3q

ou

�Mpc1, c2, c3; γq

ou

Mpγ; b1, b2, b3q

avec conditions
asymptotiques(selon conditions

asymptotiques)

c

b1 b2 b3

c1 c2 c3

γ

γ

b1 b2 b3

Disque épointé

Disque épointé

Demi-cylindre

Demi-cylindre
positif épointé

négatif épointé

Figure 12 – Partie 1 du tableau récapitulatif.
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Nom de l’espace
de modules Dessin holomorpheDessin de la surface

épointée
Application qui

utilise
ces espaces

avec conditions
asymptotiques(selon conditions

asymptotiques)

z1

z2

N N

y1
y2

MpDk�;2;k�q

ou

Mpc1, c2, c3; q; b1, b2q

z3

y2

y1

z1

z2

z3

y2
y1 z1

z2

z3

c1 c2 c3

b1b2
c1 c2 c3

b1 b2

c1c2 c3

b1b2

M
� rAk�k�	

ou

�Mpc1, c2, c3; b1, b2q

M
�
A
k�
k�

	
ou

Mpc1, c2, c3; b1, b2q

Homotopie

A1

Homotopie

A2

Application

F

Anneau épointé

Anneau épointé

d’alignement

Anneau pincé

avec conditions

q

Figure 13 – Partie 2 du tableau récapitulatif.
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Lemme 3.1 (Section 4.1 de [EO17]).
Si on considère des courbes à valeurs une variété symplectique X de dimension 2n,

alors on a les formules suivantes :

(i) sur une surface sans pointe S, indpDSq � nχpSq,

(ii) indpo�pcqq � CZpcq,

(iii) indpo�pcq � n� CZpcq,

(iv) indpo�pγqq � n� CZpγq,

(v) indpo�pγqq � n� CZpγq.

De plus quand on recolle le long d’un noeud N deux surfaces avec conditions asymptotiques,
l’indice de l’opérateur sur la surface recollée est égal à la somme des indices des opérateurs
sur les surfaces de départ.

Avec ce lemme, on peut calculer l’indice d’une équation de Floer définie sur une surface
quelconque S : il suffit de recoller les opérateurs o� au niveau de chaque pointe pour
obtenir une surface sans pointe et d’appliquer les formules du lemme. Par exemple l’indice
de l’opérateur de Fredholm Dk;l associé à l’équation de Floer définie sur un disque avec
k pointes positives et l pointes négatives sur le bord et des conditions asymptotiques
c1, . . . , ck et b1, . . . , bl vérifie :

indpDk;lq �
ķ

i�1
indpo�pciqq �

ķ

i�1
indpo�pbiqq � indpD0;0q � n.

Et donc :

indpDk;lq �
ķ

i�1
pCZpciq � nq �

ķ

i�1
CZpbiq � n.

On va donner les formules similaires dans le cas où on considère des équations pseudo-
holomorphes (sans termes de perturbations hamiltonienne donc) définis sur des bouts
cylindriques et conditions asymptotiques en cordes ou orbites de Reeb.

Si γR est une orbite périodique du flot de Reeb sur une variété de contact Y 2n�1, on
note o�pγRq l’opérateur de Fredholm associé à l’équation holomorphe suivante :

u : S2ztz�u Ñ R� Y, du0,1 � 0, lim
zÑz�

upzq � t�8u � γ.

Si cR est une corde de Reeb reliant Λ sur une variété de contact Y , on note o�pcq
l’opérateur de Fredholm associé à l’équation holomorphe suivante :

u : pD2ztz�u, BD
2ztz�uq Ñ pR� Y,R� Λq, du0,1 � 0, lim

zÑz�
upzq � t�8u � c.
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Lemme 3.2. [DR16], [EES07], [BM04], [Bou02]
Si on considère des courbes à valeurs dans une symplectisation SY d’une variété de

contact Y de dimension 2n� 1, alors on a les formules suivantes :

(i) pour une surface sans pointe S, indpSq � nχpSq,

(ii) indpo�pcRqq � CZpcRq+1,

(iii) indpo�pcRq � n� CZpcRq,

(iv) indpo�pγRqq � n� CZpγRq � 1,

(v) indpo�pγRqq � n� CZpγRq � 1.

De plus si on recolle deux surfaces le long d’un noeud sur le bord, l’indice de l’opérateur sur
la surface recollée est égal à la somme des indices moins un. Si on recolle deux surfaces le
long d’un noeud intérieur, l’indice de l’opérateur sur la surface recollée est égal à la somme
des indices moins 2.

Par exemple l’indice de l’équation holomorphe définie sur un disque avec 1 pointe
positive et d pointes négatives avec conditions asymptotiques c, b1, . . . , bd vérifie :

indpDq �
ḑ

i�1
pCZpbiq � 1q � n� CZpcq � pd� 1q � n

et donc indpDq � CZpcq � 1�
ḑ

i�1
CZpbiq.

3.2 Espaces de modules à hamiltonien fixé

Dans toute cette section, on va réintroduire les surfaces épointées pS,Γq présentées au
chapitre 1 et décrire explicitement les espaces de modules des solutions de l’équation de
Floer définies sur ces surfaces comme dans la section 2.4. On rappelle que pour définir ces
espaces de modules, on a besoin de spécifier des conditions :

(i) un ensemble de décorations lagrangiennes c’est-à-dire une lagrangienne LC pour
chaque composante connexe C de BpSzΓq,

(ii) des hamiltoniens près de chaque pointe Hz : Ipzq �X Ñ R,

(iii) pour chaque pointe z, un élément de Apz,Hzq c’est-à-dire une corde hamiltonienne
de Hz allant de Lz0 à Lz1 si z est sur le bord ou une orbite hamiltonienne de Hz si z
est intérieure.

On doit ensuite construire les données nécessaires pour définir l’équation de Floer
c’est-à-dire :

(i) une section du fibré BS des termes de perturbations hamiltoniens compatibles avec
les choix des Hz,
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(ii) une section du fibré J reg
S des structures presque complexes sur TX.

On sait qu’il existe de telles données et on ne les construira pas explicitement. On peut
alors définir MprpS,Γ, J, B; tLCu, tHz, czuq et MpS,Γ, J, B; tLCu, tHz, czuq de la manière
suivante :

MprpS,Γ, J, B; tLCu, tHz, czuq �
¤

pΣ,jqPMprpS,Γq
SpΣ, j, JpΣq, BpΣq; tLCu, tHz, czuq

et M est le quotient de Mpr sous l’action du groupe des biholomorphismes. On sous-
entendra la majorité des données pour raccourcir les notations et on écrira uniquement
Mpczq.

On suppose systématiquement que les conditions nécessaires pour avoir des espaces
de modules transverses et compacts sont vérifiées. En particulier, dans tout ce chapitre,
toutes les cordes et orbites hamiltoniennes considérées seront supposées non dégénérées.

3.2.1 Surfaces épointées non stables

Sphère avec 2 points marqués

Plutôt que de travailler sur le pré-espace de modules de la sphère avec 2 points marqués,
on va présenter une autre approche équivalente et plus standard dans ce cadre.

Prenons H : S1 �X Ñ R un hamiltonien et pJtqtPS1 un lacet de structures presque
complexes de X. On définit l’équation de Floer pour u : R� S1 Ñ X par

pdu�XHt b dtq0,1 � 0 ðñ Bsu� JtpBtu�XHtpuqq � 0.

Si on se donne maintenant deux orbites hamiltoniennes non dégénérées γ� et γ�, on définit
Mprpγ�, γ�q comme l’ensemble des u : R� S1 Ñ X vérifiant :

(i) u est solution de l’équation de Floer,

(ii) u converge en �8 vers l’orbite γ�, c’est-à-dire, lim
sÑ�8

ups� itq � γ�ptq.

L’espace de modules qui nous intéresse est l’espace Mprpγ�; γ�q quotienté par l’action de
la translation le long du facteur R. On note cet espace Mpγ�, γ�q.

Théorème 3.1 (Théorème 9.2.1 de [AD10]).
Si Jt est générique et γ� � γ� sont non dégénérées, l’espace Mpγ�; γ�q est une variété

de dimension CZpγ�q � CZpγ�q � 1. Le bord de codimension 1 de sa compactification de
Floer notée Mpγ�, γ�q est égal à :

B1 Mpγ�, γ�q �
¤

γ orbite de H
CZpγ�q�1¤CZpγq¤CZpγ�q�1

Mpγ�; γq �Mpγ; γ�q.
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Disque avec 2 points marqués

Comme précédemment, on choisit de travailler sur R� r0; 1s plutôt que sur l’espace de
pré-modules des disques avec 2 points marqués. Cette approche est plus classique dans la
littérature et équivalente.

Prenons L0 et L1 deux lagrangiennes de X (on autorise L0 � L1), H : r0; 1s �X Ñ R
un hamiltonien et pJtqtP r0;1s un segment de structures presque complexes. On définit
l’équation de Floer pour u : R� r0; 1s Ñ X par

pdu�XHt b dtq0,1 � 0 ðñ Bsu� JtpBtu�XHtpuqq � 0.

Soient c� et c� deux cordes hamiltoniennes non dégénérées allant de L0 à L1, on définit
Mprpc�; c�q comme l’ensemble des u : R� r0; 1s Ñ X tels que :

(i) u est solution de l’équation de Floer,

(ii) upR� t0uq � L0,

(iii) upR� t1uq � L1,

(iv) u converge en �8 vers c� c’est-à-dire lim
sÑ�8

ups� itq � c�ptq.

L’espace de modules des solutions est l’espace Mprpc�; c�q quotienté par l’action des
translations le long du facteur R. On note cet espace Mpc�; c�q

Théorème 3.2 (Chapitre 8 de [Sei08b]).
Si Jt est générique et c� � c�, l’espace Mpc�; c�q est une variété de dimension

CZpc�q � CZpc�q � 1. Le bord de codimension 1 de sa compactification de Floer notée
Mpc�; c�q est égal à :

B1Mpc�, c�q �
¤

c corde reliant L0 à L1
CZpc�q�1¤CZpcq¤CZpc�q�1

Mpc�; cq �Mpc; c�q.

3.2.2 Disques épointés

Une pointe positive et un nombre arbitraire de pointes négatives

On travaille sur l’espace de modules MpD1;kq, représenté dans les figures 3, 4 et 12,
des disques avec une pointe positive et k pointes négatives sur le bord où k ¥ 2. Suivant la
section 2.6, on choisit :

1. la même lagrangienne L pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD,

2. des cordes hamiltoniennes c�, b1, . . . , bk de H reliant L pour chacune des k�1 pointes
sur le bord,

3. un choix compatible de 1-forme β tel que β � dt près des pointes et dβ ¤ 0
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On note Mpc�; b1, . . . , bkq, représenté dans la figure 12, l’ensemble des couples pD,uq où
D P MpD1;kq, u : pD, BDq Ñ pX,Lq solutions de l’équation de Floer : pdu�XHbβq

0,1 � 0
et convergeant près des pointes vers les cordes choisies. On a alors le théorème suivant :

Théorème 3.3 (Chapitre 9 de [Sei08b]).
On peut munir Mpc�; b1, . . . , bkq d’une structure de variété de dimension

dim Mpc�; b1, . . . , bkq � CZpc�q �
ķ

i�1
CZpbiq � pk � 2q

� pCZpc�q � 1q �
ķ

i�1
pCZpbiq � 1q � 1.

Quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de la compactification de Gromov-Floer
de cet espace de modules est décrit de la manière suivante :

BMpc�; bq �
¤
i j

b corde

Mpc�; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , bkq �Mpb; bi�1, . . . , bjq (3.2)

Y
¤

c corde
Mpc�; cq �Mpc; b1, . . . , bkq. (3.3)

On note de plus que dans l’union ci-dessus, CZpbq ne peut prendre qu’une seule valeur si
on veut que l’ensemble considéré soit non vide. En effet il faut que CZpbq vérifie :

pCZpbq � 1q �
j̧

r�i�1
pCZpbrq � 1q � 1.

Démonstration. D’après la formule (3.1), on sait que la dimension de cet espace de modules
vérifie :

dim Mpc�; b1, . . . , bkq � dimMprpDk�1q � dimpAutpDk�1qq � indpDc;bq

où Dc;b désigne l’opérateur de Fredholm associé à l’équation de Floer avec conditions
asymptotiques c� et b1, . . . , bk. Le lemme 3.1 assure que

indpDc;bq � n� CZpc�q �
ķ

i�1
CZpbiq � n

et donc que indpDc;bq � CZpc�q �
°k
i�1CZpbiq. D’autre part d’après la section 1.2.1, on

sait que dim MprpDk�1q � k� 1 et que dimpAutpDk�1qq � 3. On retrouve ainsi la formule
annoncée pour la dimension de Mpc�; b1, . . . , bkq.

La description du bord découle des formules (2.3) et (2.4) : les cas j ¡ i� 1 dans (3.2)
correspondent à des dégénérescences dues à la compactification de l’espace de modules de
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D1,k. Les autres éléments du bord (j � i� 1 dans (3.2) et (3.3))) sont des dégénérescences
de type Floer.

Une pointe négative et un nombre arbitraire de pointes positives

On considère l’espace de modules MpDk;1q des disques avec une pointe négative et k
pointes positives (représenté dans les figures 3, 4 et 12). Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la même lagrangienne C pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD,

2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées c1, . . . , ck de H reliant C pour chacune des
k pointes positives sur le bord,

3. une corde hamiltonienne non dégénérée b de kH reliant C,

4. un choix compatible de 1-forme B vérifiant dB � 0 et B � XH b dt dans des
coordonnées cylindriques près des pointes positives et B � XkH b dt près de l’unique
pointe négative.

On note Mpc1, . . . , ck; bq, représenté dans la figure 12, l’ensemble des couples pD,uq où
D P MpD1;kq et u : pD, BDq Ñ pX,Lq vérifie pdu�Bq0,1 � 0 et converge près des pointes
vers les orbites choisies.

Théorème 3.4. On peut munir Mpc1, . . . , ck; bq d’une structure de variété de dimension

dim Mpc1, . . . , ck; bq �
ķ

i�1
pCZpciq � nq � pCZpbq � nq � k � 2.

Quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de Gromov-Floer
est décrit de la manière suivante :

BMpc1, . . . , ck; bq �
¤
i j

c corde

Mpci�1, . . . , cj ; cq �Mpc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , ck; bq

Y
¤

b1 corde
Mpc1, . . . , ck; b1q �Mpb1; bq.

Démonstration. Ce théorème est dual au théorème 3.3 et les mêmes techniques de preuve
fournissent le résultat.

À partir de maintenant, les espaces qu’on considère servent à définir des applications.
Il faudra que ces applications commutent aux opérations de cobordisme (cf section 3.3) à
la fois en entrée et en sortie. On se donnera systématiquement deux hamiltoniens H et K
où H jouera le rôle d’entrée et K celui de sortie.
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3.2.3 Demi-cylindres négatifs

Par demi-cylindre négatif, on entend les espaces de modules introduits à la section
1.2.2 c’est-à-dire des disques épointés avec une pointe intérieure négative et un nombre
arbitraire de pointes positives sur le bord noté D1�

k�.

Avec marqueur asymptotique pointant sur la première pointe

Considérons l’espace de modules Mp rD1�
k�q des disques avec 1 pointe intérieure négative

avec marqueur asymptotique et k� pointes positives sur le bord et tel que le marqueur
asymptotique de la pointe intérieure soit aligné avec la première pointe sur le bord, comme
représentés dans les figures 5 et 12.

On se donne H, K deux hamiltoniens et r1, . . . , rk des entiers plus grands que 1
tels que :

pr1 � � � � � rkqH ¤ K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la même lagrangienne C pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD,

2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées c1, . . . , ck de r1H, . . . , rkH reliant C,

3. une orbite hamiltonienne non dégénérée γ de K,

4. un choix de 1-forme à valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B tel
que B � XriH b dt près des pointes positives zi et B � XK b dt près de la pointe
négative et dB ¤ 0.

On note alors �Mpc1, . . . , ck; γq, représenté dans la figure 12, l’espace de modules des
couples pD,uq où D P Mp rD1�

k�q et u : pD, BDq Ñ pX,Cq solution de l’équation de Floer
pdu � Bq0,1 � 0 et qui converge près des pointes vers les cordes et orbites choisies. Un
élément de �Mpc1, . . . , ck; γq est représenté dans la figure 12 où on a dessiné en pointillé
l’orbite γ située à l’infini. On a le théorème suivant :

Théorème 3.5 (section 5.3 de [Abo10]).
On peut munir �Mpc1, . . . , ck; γq d’une structure de variété de dimension

dim �Mpc1, . . . , ck; γq �
ķ

i�1
pCZpciq � nq � k � 1� CZpγq

De plus quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de
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Gromov-Floer (qu’on note encore �M) est décrit de la manière suivante :

B�Mpc; γq �
¤

γ1 orbite
CZpγ1q�CZpγq�1

�Mpc1, . . . , ck; γ1q �Mpγ1, γq (3.4)

Y
¤

0 i j
c corde

Mpci�1, . . . , cj ; cq � �Mpc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , ck; γq (3.5)

Y
¤

1¤i¤j¤n
c corde

Mpcj�1, . . . , cn, c1, . . . , ci; cq � �Mpc, ci�1, . . . , cj ; γq (3.6)

Démonstration. La formule de la dimension découle des méthodes décrites dans la section
3.1. On trouve en effet que l’opérateur de Fredholm associé à l’équation a pour indice :

indpDc;γq �
ķ

i�1
pCZpciq � nq � CZpγq

et la section 1.2.2 assure que les automorphismes sont de dimension 3 et que l’espace de
prémodule est de dimension k � 2.

Dans la description du bord, les dégénérescences de type Floer correspondent aux cas
suivants :

(a) la ligne (3.4),

(b) les cas j � i� 1 dans (3.5),

(c) le cas j � n et i � 1 dans (3.6).

Le reste des dégénérescences vient de la compactification de Deligne-Mumford de
l’espace rD1

n et on se réfère à la formule (1.2).

3.2.4 Demi-cylindres positifs

Avec marqueur asymptotique aligné avec une pointe sur le bord

On travaille sur l’espace de modules Mp rD1�
k�q des demi-cylindres positifs avec conditions

d’alignement et k pointes négatives sur le bord (voir section 1.2.2). On se donne deux
hamiltoniens H et K tels que H ¤ K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la même lagrangienne L pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD,

2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, . . . , bk de K reliant L,

3. une orbite hamiltonienne non dégénérée γ de H,

4. un choix de 1-forme à valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B � XH b dt près de la pointe positive et B � XK b dt près des pointes
négatives et dB ¤ 0.
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On note alors �Mpγ; b1, . . . , bkq l’espace de modules des couples pD,uq où D P Mp rD1�
k�q et

u : pD, BDq Ñ pX,Lq solution de l’équation de Floer pdu�Bq0,1 � 0 et qui converge près
des pointes vers les cordes et orbites choisies. On a alors le théorème suivant :

Théorème 3.6. On peut munir �Mpγ; b1, . . . , bkq d’une structure de variété de dimension

dim �Mpγ1; b1, . . . , bkq � CZpγq �

�
ķ

i�1
pCZpbiq � 1q � 1

�
.

De plus quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de
Gromov-Floer est décrit de la manière suivante :

B�Mpγ; b1, . . . , bkq �
¤

γ1 orbite
CZpγ1q�CZpγq�1

Mpγ; γ1q � �Mpγ1; b1, . . . , bkq

Y
¤

0 i j¤k
b corde

�Mpγ; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , bkq �Mpb; bi�1, . . . , bjq

Y
¤

1¤i¤j¤k
b corde

�Mpγ; b, bi�1, . . . , bjq �Mpb; bj�1, . . . , bk, b1, . . . , biq.

Démonstration. Ce théorème est dual au théorème 3.5 et la même preuve s’applique.

Avec marqueur asymptotique pointant entre la dernière et la première pointe

On travaille sur l’espace de modules MpD1�
k�q des disques avec une pointe intérieure

positive et k pointes négatives sur le bord et tel que le marqueur asymptotique de la pointe
intérieure pointe sur l’intervalle szk; z1r du cercle unité.

On se donne deux hamiltoniens H et K tels que H ¤ K. Suivant la section 2.6,
on choisit :

1. la même lagrangienne L pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD,

2. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, . . . , bk de K reliant L,

3. une orbite hamiltonienne non dégénérée γ de H,

4. un choix de 1-forme à valeurs dans les termes de perturbation hamiltoniennes B
tel que B � XH b dt près de la pointe positive et B � XK b dt près des pointes
négatives et dB ¤ 0.

On note alors Mpγ; b1, . . . , bkq, représenté dans la figure 12, l’espace de modules des
couples pD,uq où D P MpD1�

k�q et u : pD, BDq Ñ pX,Lq solution de l’équation de Floer
pdu�Bq0,1 � 0 et qui converge près des pointes vers les cordes et orbites choisies. On a
alors le théorème suivant :
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Théorème 3.7. On peut munir Mpγ; b1, . . . , bkq d’une structure de variété de dimension

dim Mpγ; b1, . . . , bkq � CZpγq �
ķ

i�1
pCZpbiq � 1q.

De plus quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de
Gromov-Floer est décrit de la manière suivante :

BMpγ; bq �
¤

γ1 orbite
CZpg1q�CZpgq�1

Mpγ; γ1q �Mpγ1; b1, . . . , bkq (3.7)

Y
¤

1¤i j¤k
b corde

Mpγ; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , bkq �Mpb; bi�1, . . . , bjq (3.8)

Y �Mpγ; b1, . . . , bkq Y �Mpγ; bk, b1, . . . , bk�1q. (3.9)

Démonstration. L’indice de l’opérateur de Fredholm associé à l’équation de Floer avec ces
conditions asymptotiques est égal à :

indpDγ;bq � CZpγq �
ķ

i�1
CZpbiq.

L’espace de pré-module est de dimension k � 3 et les automorphismes sont de dimension 3.
On retrouve donc la formule annoncée.

Dans la formule pour le bord, les dégénérescences de type Floer correspondent aux cas
suivants :

(a) ligne (3.7),

(b) cas j � i� 1 dans (3.8).

Le reste du bord correspond à des dégénérescences dues à la compactification de Deligne-
Mumford et on retrouve la formule (1.3).

3.2.5 Anneaux pincés épointés

A partir de maintenant C et L désignent deux lagrangiennes telles que, pour tout
hamiltonien considéré, il existe une unique corde hamiltonienne allant de L à C qu’on
note q. On travaille sur l’espace de modules MpDk;2;lq des anneaux pincés avec k pointes
positives, l pointes négatives et 2 pointes qui forment un nœud sachant que les deux
nœuds marquent la séparation entre pointes positives et négatives (cf figure 7). Les pointes
positives sont ordonnées dans le sens indirect et les pointes négatives sont ordonnées dans
le sens direct.
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On se donne r1, . . . , rk des entiers plus grands que 1 et deux hamiltoniens H et K tels
que :

pr1 � � � � � rkqH ¤ K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la lagrangienne C pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD touchant au
moins une pointe positive,

2. la lagrangienne L pour chacune des l � 1 composantes connexes du bord de BD
touchant au moins une pointe négative,

3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées c1, . . . , ck de r1H, . . . , rkH reliant C,

4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, . . . , bl de K reliant L,

5. la corde hamiltonienne q de H allant de L à C pour le noeud,

6. un choix de 1-forme à valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B � XriH b dt près des pointes positives zi et B � XK b dt près des pointes
négatives, B � XH b dt près du noeud et dB ¤ 0.

On note alors Mpc1, . . . , ck; q; b1, . . . , blq, représenté dans la figure 13, l’espace de modules
des couples pD,uq où D P MpDk;2;lq et u : pD, BDq Ñ pX,LY Cq solution de l’équation
de Floer pdu � Bq0,1 � 0 et qui converge près des pointes vers les cordes choisies. On a
alors le théorème suivant :

Théorème 3.8. On peut munir Mpc1, . . . , ck; q; b1, . . . , blq d’une structure de variété de
dimension

dim Mpc1, . . . , ck; q; b1, . . . , blq �
ķ

i�1
pCZpciq � nq �

ļ

i�1
CZpbiq � k � l � 1

�

�
ķ

i�1
pCZpciq � nq � pk � 1q

�
�

�
ļ

i�1
pCZpbiq � 1q

�
.

Quand cette variété est de dimension 1, le bord de sa compactification de Gromov-Floer
peut être décrit de la manière suivante :

BMpc1, . . . ,ck; q; b1, . . . , blq �¤
c corde reliant C

0¤i j¤k

Mpci�1, . . . , cj ; cq �Mpc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , ck� ; q; b1, . . . , blq

Y
¤

b corde reliant L
0¤i j¤l

Mpc1, . . . , ck; q; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , blq �Mpb; bi�1, . . . , bjq

Y
¤

0¤i¤k
0¤j¤l

0 i�j k�l

Mpc1, . . . ci; q; b1, . . . , bjq �Mpci�1, . . . ck; q; bj�1, . . . , blq.
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3.2.6 Anneaux épointés

Avec alignement de deux pointes

On travaille sur l’espace de modules d’anneaux Mp rAkl q avec k pointes positives sur le
bord intérieur, l pointes négatives sur le bord extérieur et tels que les premières pointes de
chaque bord soient alignées (voir figure 9)

On se donne r1, . . . , rk des entiers plus grands que 1 et deux hamiltoniens H et K tels
que :

pr1 � � � � � rkqH ¤ K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la même lagrangienne C pour chacune des k � 1 composantes connexes du bord
intérieur de BA,

2. la même lagrangienne L pour chacune des l � 1 composantes connexes du bord
extérieur de BA,

3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées c1, . . . , ck de r1H, . . . , rkH reliant C,

4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, . . . , bl de K reliant L,

5. un choix de 1-forme à valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B � XriH b dt près de la pointes positive zi, B � XK b dt près des pointes
négatives et dB ¤ 0.

On note alors �Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq, représenté dans la figure 13, l’espace de modules
des couples pA, uq où A P Mp rAkl q et u : pA, BAq Ñ pX,C Y Lq solution de l’équation de
Floer pdu�Bq0,1 � 0 et qui converge près des pointes vers les cordes choisies. On a alors
le théorème suivant :

Théorème 3.9. On peut munir �Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq d’une structure de variété de
dimension

dim �Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq �
�

ķ

i�1
pCZpciq � nq � k � 1

�
�

�
ļ

i�1
pCZpbiq � 1q

�
.

De plus, quand cette variété est de dimension 1, alors le bord de sa compactification de
Gromov-Floer est décrit de la manière suivante :

B�Mpc; bq �
¤

c corde reliant C
1¤i j¤k�1

Mpci�1, . . . , cj ; cq � �Mpc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , ck; bq (3.10)

Y
¤

c corde reliant C
1¤i¤j¤k

Mpcj�1, . . . , ck, c1, . . . , ci; cq � �Mpc, ci�1, . . . cj ; bq (3.11)



90 CHAPITRE 3. ÉTUDE D’ESPACES DE MODULES

Y
¤

b corde reliant L
1¤i j¤l

�Mpc; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , blq �Mpb; bi�1, . . . , bjq (3.12)

Y
¤

b corde reliant L
1¤i¤j¤l

�Mpc; b, bi�1, . . . , bjq �Mpb; bj�1, . . . , bl, b1, . . . , biq (3.13)

Y
¤

γ orbite

�Mpc1, . . . , ck; γq � �Mpγ; b1, . . . , blq (3.14)

Y
¤

k¥j¥i¥1
l¥t¥r¥1

Mpcj�1, . . . , ck, c1, . . . , ci; q; br�1, . . . , btq

�Mpci�1, . . . , cj ; q; bt�1, . . . , bl, b1, . . . , brq (3.15)

où q est l’unique corde hamiltonienne reliant L à C.

Démonstration. On trouve la dimension en appliquant le lemme 3.1. En effet des calculs
directs assurent que l’indice de l’opérateur de Fredholm associé à l’équation vérifie

ind �
ķ

i�1
pCZpciq � nq �

ļ

i�1
CZpbiq,

que l’espace de pré-module est de dimension k � l � 1� 2 et que les automorphismes sont
de dimension 2.

On va expliciter d’où viennent les différentes dégénérescences. Pour plus de détails, on
pourra se référer à la preuve du lemme 1.7.

(a) Dans (3.10), les cas j � i� 1 correspondent à des dégénérescences de type Floer et les
cas j ¡ i� 1 apparaissent dans la compactification de Deligne-Mumford quand une
bulle ne contenant pas c1 se forme sur le bord intérieur.

(b) Dans (3.11), le cas j � n et i � 1 correspond à la dégénérescence de type Floer près
de c1. Les autres cas correspondent à la formation d’une bulle contenant c1 sur le bord
intérieur.

(c) Les cas (3.12) et (3.13) sont similaires aux deux précédents si on considère des bulles
sur le bord extérieur et non intérieur.

(d) Le cas (3.14) arrive quand le module de l’anneau tend vers l’infini et que l’anneau
devient infiniment grand. Il se scinde alors en demi-cylindres.

(e) Le dernier cas (3.15) arrive quand le module de l’anneau tend vers 0 et on renvoie à la
preuve du lemme 1.7 pour expliquer pourquoi on voit alors deux anneaux pincés, l’un
contenant c1 et l’autre b1.

Sans alignement de pointes

On travaille sur l’espace de modules d’anneaux MpAkl q avec k pointes positives sur
le bord intérieur et l pointes négatives sur le bord extérieur. On demande aussi que la
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génératrice passant par la première pointe positive intersecte l’intervalle entre la dernière
et la première pointe négative du cercle intérieur (cf figure 9).

On se donne r1, . . . , rk des entiers plus grand que 1 et des hamiltoniens H et K
tels que :

pr1 � � � � � rkqH ¤ K.

Suivant la section 2.6, on choisit :

1. la même lagrangienne C pour chacune des k � 1 composantes connexes du bord
intérieur de BA,

2. la même lagrangienne L pour chacune des l � 1 composantes connexes du bord
extérieur de BA,

3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées c1, . . . , ck de riH reliant C,

4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, . . . , bl de K reliant L,

5. un choix de 1-forme à valeurs dans les termes de perturbations hamiltoniennes B
tel que B � XriH b dt près des pointes positives zi et B � XK b dt près des pointes
négatives et dB ¤ 0.

On note alors Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq, représenté dans la figure 13, l’espace de modules
des couples pA, uq où A P MpAkl q et u : pA, BAq Ñ pX,C Y Lq solution de l’équation de
Floer pdu�Bq0,1 � 0 et qui converge près des pointes vers les cordes choisies. On a alors
le théorème suivant :

Théorème 3.10. On peut munir Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq d’une structure de variété de
dimension :

dim Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq �
�

ķ

i�1
pCZpciq � nq � pk � 1q

�
�

�
ļ

i�1
pCZpbiq � 1q

�
� 1.

De plus quand cette variété est de dimension 1, le bord de sa compactification de Gromov-
Floer peut être décrit de la manière suivante (cf figure 14) :

BMpc, bq �
¤

c corde reliant C
1¤i j¤k

Mpci�1, . . . , cj ; cq �Mpc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , ck; b1, . . . , blq

Y
¤

c corde reliant C
1¤i¤j¤k

Mpcj�1, . . . , ck, c1, . . . , ci; cq �Mpc; ci�1, . . . , cj ; bq

Y
¤

b corde reliant L
0¤i j¤l

Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , blq �Mpb; bi�1, . . . , bjq

Y
¤

γ orbite

�Mpc1, . . . , ck; γq �Mpγ; b1, . . . , blq
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Y
¤

qP pCXpL
iPZ{kZ

Mpc1�i, . . . , ck�i; q; b1, . . . , blq

Y �Mpc1, . . . , ck; b1, . . . , blq Y �Mpc1, . . . , ck; bl, b1, . . . , bl�1q

où q est l’unique corde hamiltonienne reliant L à C.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 3.9 et les espaces de modules
apparaissant dans le bord sont illustrés dans la figure 14.

3.3 Espaces de modules de cobordismes entre hamiltoniens

On devra souvent considérer des limites et colimites indicées par des hamiltoniens. Il
s’agit donc cette fois de décrire des espaces de modules qui permettent d’interpoler entre
différents hamiltoniens

Dans cette section, on ne va pas traiter exactement de la même manière les cas où
on a considéré un seul hamiltonien H pour définir les espaces de module dans la section
3.2 et ceux où on a utilisé deux hamiltoniens H et K. La raison est simple : dans les
premiers cas, les espaces de modules serviront à définir des structures de complexes de
chaînes alors que dans les deuxièmes cas, ils serviront à construire des morphismes entre ces
complexes de chaînes (cf chapitre 4). Or quand on définit des applications, il faut montrer
des compatibilités avec les applications de continuation des "deux côtés". C’est pour cela
qu’on parlera de cobordismes complets ou de cobordismes partiels.

3.3.1 Cobordismes complets

Dans un premier temps, on va présenter l’idée générale pour traiter les cas des disques
épointés, sphères épointées et demi-cylindres. On notera S une surface épointée qui peut
donc être soit un disque épointé, soit une sphère épointée soit un demi-cylindre.

On se donne deux hamiltoniens H ¤ H 1 et on veut que H soit l’hamiltonien associé à
toutes les pointes positives et H 1 celui associé aux pointes négatives. On note respectivement
BH et BH 1 les formes qui auraient été celles utilisées dans la section 3.2 en considérant
respectivement le hamiltonien H ou le hamiltonien H 1.

On construit alors une famille de 1-formes indicée par R qu’on note pBtqtPR qui vérifie :

1. pour tout t P R, Bt � XH b dt près des pointes positives,

2. pour tout t P R, Bt � XH 1 b dt près des pointes négatives,

3. pour tout z P S, si t est suffisamment proche de �8, Btpzq � BH 1pzq,

4. pour tout z P S, si t est suffisamment proche de �8, Btpzq � BHpzq.
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c1 c2 c3

b3 b2b1

Mpc1, c2, c3; b1, b2, b3q

c1 c2 c3

b3 b2b1

b1 b2 b3b3 b2b1

c1 c2 c3c1 c2

γ

bb3

b1 b2

c1 c2 c3

b3 b2b1

Mpc3, c1, c2; q; b1, b2, b3q

q

(et autres permutations
�Mpc1, c2, c3; b3, b1, b2q

(et �Mpc1, c2, c3; b1, b2, b3q)

Mpc1, c2, c3; cq Mpc1, c2, c3; b, b3q �Mpc1, c2, c3; γq

cycliques des ci)

�
Mpc; b1, b2, b3q

�

Mpb; b1, b2q
�

Mpγ; b1, b2, b3q

c1 c2 c3
c3

c

B B

B
B

B

Figure 14 – Description du bord de codimension 1 de l’espace de modules d’anneaux avec
conditions asymptotiqes.
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On dira qu’une telle famille Bt est admissible pour l’interpolation entre H et H 1.
On note alors MR l’espace de modules YtPRMpBtq où MpBtq désigne l’espace de

modules considéré avec l’équation associée à Bt : pdu � Btq
0,1 � 0. L’espace MR sera

toujours de dimension égale à la dimension de M plus un. Le but dans les sections suivantes
sera juste de décrire le bord de ces espaces pour un choix particulier de familles Bt. La
construction de familles Bt admissibles est technique et longue, on ne le fera pas et on se
reportera à [EO17] pour un cas détaillé d’une telle construction (section 2.6 de [EO17]).
Donnons maintenant quelques exemples.

Disques épointés

On se donne H ¤ H 1. Sur l’espace de modules MpD1;kq des disques avec une pointe
positive et k pointes négatives, on associe à la pointe positive l’hamiltonien H et aux
pointes négatives l’hamiltonien H 1.

On se donne une famille de Bt admissible pour l’interpolation entre H et H 1, des
cordes b1, . . . , bk de H 1 et une corde c de H. Alors MRpc; bq désigne l’ensemble des triplets
pt,D, uq où pD,uq est une solution de l’équation de Floer pour Bt c’est-à-dire

pdu�Btq
0,1 � 0

et où u converge près des pointes vers les cordes choisies.

Théorème 3.11 (Théorème 4.6 de [EO17]).
Il existe une famille pBtq de 1-formes admissible pour l’interpolation telle que

BMRpc; b1, . . . , bkq �
¤

bPFCpH 1q
i,j

MRpc; b1, . . . bi, b, bj�1 . . . , bkq �Mpb; bi�1, . . . , bj ;H 1q

Y
¤

c1PFCpHq

Mpc; c1;Hq �MRpc
1; b1, . . . , bkq

Y
¤

c1PFCpH 1q

MRpc; c1q �Mpc1; b1, . . . , bk;H 1q

Y
¤

0�i0 ��� ir�k
djPFCpHq

Mpc; d1, . . . , dr;Hq �MRpd1; b1, . . . , bi1q � � � � �MRpdr; bir�1�1, . . . , bkq.

On pourra voir la figure 15 pour une illustration des dégénérescences apparaissant sur la
dernière et l’avant-dernière ligne.

La situation pour les disques avec pointes positives et une unique pointe négative est
similaire et il suffit d’inverser les rôles de b et c dans l’exemple précédent pour obtenir le
bord.
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zone d’interpolation grisée t

t � �8

t    0

t � �8

H

H 1

H 1

H 1

H 1 H 1 H 1 H 1
H 1

H

H

H

H

H H

H

H H HH

H 1 H 1 H 1 H 1 H 1 H 1

H 1

Figure 15 – En dehors des zones grisées, la forme Bt est égale à BH ou BH 1 . Le paramètre
t joue le rôle de hauteur de la zone d’interpolation. Différentes dégénérescences des espaces
de modules MpBt;D1;4q sont illustrées dans cette figure quand t tend vers �8 ou �8.
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Demi-cylindres

On se donne H 1 ¤ H. Sur l’espace de modules Mp rD1�
k�q, on associe à la pointe positive

l’hamiltonien H et aux pointes négatives l’hamiltonien H 1.

Théorème 3.12. Il existe une famille pBtq de 1-formes admissible pour l’interpolation
telle que

B�MRpγ; b1, . . . , bkq �
¤

γ1PFCpHq

Mpγ; γ1;Hq � �MRpγ
1; b1, . . . , bkq

Y
¤

bPFCpH 1q

�MRpγ; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , bkq �Mpb; bi�1, . . . , bj ;H 1q

Y
¤

bPFCpH 1q

�MRpγ; b, bi�1, . . . , bjq �Mpb; bj�1, . . . , bn, b1, . . . , bi;H 1q

Y
¤

γ1PFCpH 1q

MRpγ, γ
1q � �Mpγ1; b1, . . . , bk;H 1q

Y
¤

diPFCpHq

�Mpγ; d1, . . . , dr;Hq �MRpd1; bir�1, . . . , bk, b1, . . . , bi1q . . .MRpdr; bir�1�1, . . . , birq.

3.3.2 Cobordismes partiels

On va présenter l’idée générale pour traiter les cas des anneaux pincés et anneaux
épointés et on traitera un exemple graphiquement ensuite. Dans la section 3.2, on avait choisi
deux hamiltoniens H et K qui vérifiaient une certaine inégalité et H était l’hamiltonien
associé aux entrées alors que K était l’hamiltonien associé aux sorties. Supposons qu’on
souhaite interpoler l’entrée et donc prendre H ¤ H 1 tels que les couples pH,Kq et pH 1,Kq

vérifient tout deux l’inégalité souhaitée. On se donne des formes BpH,Kq et BpH 1,Kq qui
auraient été les formes considérées dans la section 3.2 si on avait travaillé avec les couples
pH,Kq ou pH 1,Kq.

On construit alors une famille pBtqtPR� qui vérifie :

1. B0 � BpH,Kq,

2. pour tout t P R�, Bt � XH b dt près des pointes positives,

3. pour tout t P R�, Bt � XK b dt près des pointes négatives,

4. pour tout z P Σ, si t est suffisamment grand, alors Btpzq � BpH 1,Kqpzq.

À t fixé, Bt joue un rôle similaire à la forme BpH,Kq standard mais quand t tend vers �8,
Bt se rapproche de la forme BpH 1,Kq tout en restant près des pointes égale à XH b dt.

On définit, si on se donne des conditions asymptotiques non dégénérées, l’espace de
module :

MR� �
¤
tPR�

MpBtq.
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On peut définir des espaces MR� de manière similaire si l’on souhaiter interpoler la
sortie K. Traitons maintenant un exemple.

Anneau pincé

Soient C et L deux lagrangiennes avec un unique point d’intersection. On travaille sur
MpDk;2;lq et on se donne des hamiltoniens H, H 1, K et des entiers r1, . . . , rk vérifiant :

H ¤ H 1 et pr1 � � � � � rkqH
1 ¤ K.

On choisit :

1. la lagrangienne C pour chacune des k � 1 composantes connexes de BD touchant au
moins une pointe positive,

2. la lagrangienne L pour chacune des l � 1 composantes connexes du bord de BD
touchant au moins une pointe négative,

3. des cordes hamiltoniennes non dégénérées c1, . . . , ck de riH reliant C,

4. des cordes hamiltoniennes non dégénérées b1, . . . , bl de K reliant L.

Théorème 3.13. Il existe une famille de 1-formes pBtqtPR� telle que le bord de la variété
MR�pc1, . . . , ck; q; b1, . . . , blq soit comme celui illustré dans la figure 16. On peut donner
une formule explicite pour le bord :

B1MR�pc; q; bq �
¤

k¥j¡i¥0
c corde de prji�1qH

Mpci�1, . . . , cj ; cq �MR�pc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , ck; q; bq

(i)

Y
¤

0¤i¤k
0¤j¤k

0 i�j k�l
dq corde de H 1

MR�pc1, . . . , ci; q; b1, . . . , bjq �Mpd1, . . . , dl; q; bj�1, . . . , blq

�MRpci�1, . . . , ct1 ; d1q � � � � �MRpctl�1�1, . . . , ck; dlq (ii)

Y
¤

0¤i¤k
0¤j¤k

0 i�j k�l

Mpc1, . . . , ci; q; b1, . . . , bjq �MR�pci�1, . . . , ck; q; bj�1, . . . , blq (iii)

Y
¤

l¥j¡i¥0
b corde de K

MR�pc; q; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , blq �Mpb; bi�1, . . . , bjq (iv)

YMpc; q; bq (v)

Y
¤

1¤r¤k
0�i0 ��� ir�k

dp corde de pripip�1�1qH
1

MRpc1, . . . , ci1 ; d1q � � � � �MRpcir�1�1, . . . , ck; drq
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�Mpd; q; b;BH 1,Kq. (vi)

On pourra voir dans la stratégie de preuve les descriptions des différentes dégénérescences
(i)-(vi).

Stratégie de preuve. Commentons la figure 16. On travaille sur l’anneau pincé vu comme
une bande infinie. Au centre se trouve l’espace MR� , la ligne d’interpolation en rouge se
déplace à droite quand tÑ 0 et à gauche quand tÑ �8. Elle vérifie pour tout t le fait que
si on se place très à droite de la bande infinie, on voit la forme BH 1,K et si on se place très
à gauche, on voit la forme BH,K . On va maintenant décrire les différentes dégénérescences
qui apparaissent en partant de la figure située en haut et en suivant le sens horaire.

(i) La figure du haut décrit les dégénérescences à t fixé qui concernent les cordes de
H. Une dégénérescence de type Floer est illustrée sur la figure mais il pourrait se
produire aussi des rencontres de pointes du bord supérieur.

(ii) La deuxième figure décrit les dégénérescences à t fixé quand des pointes s’échappent
vers la droite de la bande. Il faut alors zoomer près des pointes pour voir l’interpolation
entre H et H 1 se produire : la bande de droite se brise donc en 2 étages : l’un avec la
forme BH 1,K , l’autre avec un espace de module d’interpolation entre H et H 1.

(iii) La troisième figure décrit les dégénérescences à t fixé quand des pointes s’échappent
vers la gauche de la bande. Il n’y alors plus d’interpolation entre H et H 1 sur la bande
de gauche.

(iv) La quatrième figure décrit les dégénérescences à t fixé quand des pointes du bord
inférieur de la bande se rencontrent. On pourrait aussi voir des dégénérescences de
type Floer.

(v) La cinquième figure décrit le cas t � 0.

(vi) La sixième et dernière figure décrit le cas t � �8.

Stratégie de preuve pour disques épointés

Même si les résultats présentés dans les théorèmes de cobordisme ne sont pas des
résultats classiques et représentent une interprétation personnelle inspirée de la lecture de
l’article [EO17], on ne les démontrera pas dans ce manuscrit. On va donner cependant les
idées principales derrière ces constructions. Pour simplifier, on va présenter cette stratégie
dans le cas de la figure 15.

On pense au paramètre t comme à la "hauteur" de l’interpolation (cf figure 15). Si on
choisit une fonction hauteur pour tout élément D d’un espace de module ϕ : D Ñ R tel
que ϕ soit égal à �8 près des pointes positives et à �8 près des pointes négatives, alors
on construit la 1-forme Bt (la forme Bt correspond à la forme Bτ définie en (2.8) dans
[EO17] via s0; 1r� R) telle que :
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BH,K
BH 1,K

BH,K
BH 1,K

H H

K K

K

K K

BH,K
BH 1,K

H

K K

H

BH,K
BH 1,K

K

BH 1,K

K

H 1

K K

BH 1,K

H 1

H

H 1

K K

BH,K

HH

BH,K
BH 1,K

KK

BH,K

H

H H

H
H

H

Figure 16 – Au centre se trouve l’espace de module MR�pc; q; bq. Autour de cet espace,
sont illustrés différents éléments qui peuvent apparaître dans le bord.
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1. Btpzq � BHpzq si ϕpzq ¡ t� ε,

2. Btpzq � BH 1pzq si ϕpzq   t� ε,

3. Bt interpole entre BH et BH 1 sur ϕ�1prt� ε; t� εsq.

On va maintenant décrire les dégénérescences qui peuvent apparaître dans le bord d’un
MR avec une telle forme. A t fixé, on voit le bord de l’espace module standard car Bt est
juste un choix de 1-forme compatible et donc la situation est similaire au cas des espaces
de modules à hamiltoniens fixés. Le bord supplémentaire de MR apparait quand t tend
soit vers �8 soit vers �8. Par exemple, quand t Ñ �8, on voit alors que l’espace de
modules de départ s’approche d’un espace de modules à hamiltonien fixé, celui associé à H.
Il faut alors redimensionner l’équation près des pointes négatives pour voir l’interpolation
se produire : c’est ainsi que se créent des bulles près de chaque pointe négative.

Dans le cas où, simultanément au fait que le paramètre t tende vers �8, des pointes
convergent ensemble à une vitesse proportionnelle à t, on peut voir apparaître des espaces
de modules d’interpolation faisant apparaître plusieurs pointes négatives comme illutrées
en bas à droite dans la figure 15.



Chapitre 4

Homologies lagrangiennes et
symplectiques

Dans ce chapitre, on revisite des constructions bien connues : le complexe de Fukaya
enroulé d’une lagrangienne, l’algèbre de Chekanov d’une legendrienne, l’application OC...

4.1 Hamiltoniens et variétés non compactes

On travaille avec des hamiltoniens indépendants du temps et non lisses. Systématique-
ment, il faudra prendre une petite perturbation de ces modèles standards de manière à avoir
un hamiltonien lisse dépendant du temps qui a des orbites et des cordes hamiltoniennes
non dégénérées. Ces perturbations seront sous-entendues.

On se place dans la situation suivante : X est obtenu à partir de X0 via un attache-
ment d’anse. En particulier, X0 est un sous-domaine de Liouville de X et pX,X0q est un
cobordisme de domaines de Liouville. Si H est un hamiltonien, on note FC�pHq l’espace
vectoriel gradué engendré par les orbites 1-périodiques de H. La graduation dépend de
l’indice de Conley-Zehnder CZpγq. Si C est une lagrangienne, on note FC�pC,Hq l’espace
vectoriel gradué engendré par les cordes hamiltoniennes de H reliant C avec une graduation
qui dépendra de l’indice de Conley-Zehnder des cordes hamiltoniennes. Il se peut de plus
qu’on veuille considérer seulement des sous-espaces vectoriels engendrés par des orbites ou
des cordes spécifiques de ces hamiltoniens, on va donc essayer de comprendre les différentes
zones de générateurs et calculer les actions de ces générateurs. Si A P R, FCs�8;As désigne
l’ensemble des cordes ou orbites d’action inférieures à A.

Pour éviter de distinguer les cas entre orbites et cordes hamiltoniennes qui sont traités
exactement de la même manière dans cette section, les cordes et les orbites hamiltoniennes
seront appelées des générateurs et notées γ.

101
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Action hamiltonienne

On rappelle que pour un générateur γ dans un domaine de Liouville, la fonction d’action
hamiltonienne vaut

AHpγq �

»
Ipγq

γ�λ�

» 1

0
Hpt, γptqq.

En particulier, si le générateur considéré est constant (donc correspond à un point
critique z de H), alors la formule donne AHpγq � �Hpzq.

Si le générateur γ considéré est situé dans une zone de symplectisation du type Ir � Y

avec H � hprq un hamiltonien ne dépendant que de r, alors AHpγq � rh1prq � hprq (cf
section 2.1.2)

4.1.1 Hamiltoniens sur domaine de Liouville

On rappelle (cf section 2.1) que la complétion d’un domaine de Liouville X est donnée
par pX � X Y r1;�8rr�BX muni de la 1-forme de Liouville égale à λX sur X et rα sur
r1;�8r�BX. L’ensemble HpXq désigne l’ensemble des hamiltoniens H, représentés en
figure 17, tels que :

(i) Hpxq � 0 sur X,

(ii) Hpr, yq � µr sur r1;�8r�BX où µ ¡ 0 est une constante qui n’appartient pas au
spectre du flot de Reeb de BX.

où le spectre du flot de Reeb est l’ensembles des longueurs des générateurs de Reeb qui
se situent sur BX. Plus précisément, si on s’intéresse à des cordes hamiltoniennes reliant
une lagrangienne C � X, le spectre est égal à l’ensemble des longueurs des cordes de
Reeb de BC � BX et si on s’intéresse à des orbites hamiltoniennes, le spectre est égal à
l’ensemble des longueurs des orbites de Reeb de BX. En particulier, on voit que la définition
de HpX,X0q dépend de la situation qu’on considère.

On remarque que cet hamiltonien n’est pas lisse en t1u � BX. Il s’agit d’un abus de
notation pour considérer un hamiltonien de la forme Hpr, yq � hprq où h est une fonction
convexe croissante qui vaut 0 en 1 et µr pour r ¥ 1� ε avec ε très petit. Dans ce cas, le
champ de vecteur hamiltonien XH est égal à h1prqR où R est le champ de Reeb sur BX.
On sait donc que les générateurs hamiltoniens sont de deux types : soit ils se trouvent
dans la partie compacte X (et alors le complexe engendré ressemble à un complexe de
Morse) soit ils se trouvent dans la partie de jonction, c’est-à-dire proche de t1u � BX.
On parlera respectivement de générateurs de type I0 et de type I�. Avec la convention
choisie pour l’action, on sait que les générateurs de type I0 ont une action nulle et que
les générateurs de type I� ont une action comprise entre lmin et µ� ηµ où lmin désigne la
longueur du plus petit générateur de Reeb et ηµ la distance entre µ et le spectre du flot de
Reeb. En particulier, on constate que I0   I� c’est-à-dire que toutes les générateurs de I0

ont une action strictement plus petite que tout les générateurs de I�. On peut résumer ces
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informations par le tableau suivant :

nom type zone action
I0 Morse dans X X 0
I� Reeb sur BX t1u � BX rlmin;µ� ηµs

4.1.2 Hamiltoniens sur cobordisme

On rappelle (cf section 2.1) qu’un cobordisme de domaines de Liouville est une paire
W � pX,X0q où X0 est un sous-domaine de Liouville de X. Dans ce cas xW � pX mais,
pour tout δ ¡ 0, on peut décomposer xW de la manière suivante :

1. le domaine X0zsε; 1s � BX0,

2. le collier sε; 1s � B�X0,

3. la partie XzX0,

4. la partie non compacte r1;�8r�B�X.

On dira qu’un hamiltonien est dans HpX,X0q s’il est défini sur xW (cf figure 17) et de la
forme :

(i) Hpxq � �λp1� εq sur X0zrε; 1s � B�X0 où 0   ε   1 est une constante,

(ii) Hpr, yq � �λp1� rq sur rε; 1s � B�X0,

(iii) Hpxq � 0 sur XzX0,

(iv) Hpr, yq � µr sur r1;�8r�B�X où µ ¡ 0 est une constante.

Dans ce cas, on va distinguer 5 types de générateurs hamiltoniens : I0, I�, II�, II0 et
II� (voir la figure 17) et le tableau ci-dessous décrit où se situent ces générateurs et leurs
actions.

nom type zone action
I0 Morse dans X0 X0zrε; 1s � BX0 λp1� εq

I� Reeb sur BX0 tεu � BX0 λp1� εq � rεl0min; εpλ� η0
λqs

II� Reeb sur BX0 t1u � BX0 rl0min;λ� η0
λs

II0 Morse sur XzX0 XzX0 0
II� Reeb sur BX t1u � BX rlmin;µ� ηµs

On dit qu’une orbite est de type II si elle est dans II�, II0 ou II�. À λ fixé, si on choisit
ε suffisamment petit, on peut montrer que II   I0   I�. En effet fixons λ ¡¡ µ et on sait
alors que ηλ ¡ 0. Alors la plus grande valeur possible pour II est λ� η0

λ et

λp1� εq � pλ� η0
λq � η0

λ � ελ ¡ 0 si ε est suffisamment petit.



104 CHAPITRE 4. HOMOLOGIES LAGRANGIENNES ET SYMPLECTIQUES

Hpxq

r

H P HpXq

B�X0
�
sε; 1sr

Hpxq Hpxq

X
XzX0

B�X

�
r1;�8rr

B�X
�

r1;�8rr

BX0
�

sε; 1s

BX0
�

r1;�8rr

I0

I�

I0 I�

II� II0 II�

I0 I�

II�

H P HpX,X0q H P Hp∅, X0q

r r

0

X0zsε; 1s � BX0
X0zsε; 1s � BX0

Figure 17 – Domaines de définitions et graphe des différents hamiltoniens considérés.

4.1.3 Hamiltoniens concaves

On rappelle que xX0 � X0 Y r1;�8r�BX0. Pour tout δ ¡ 0, on peut décomposer xX0

en :

1. X0zsε; 1s � BX0,

2. sε; 1s � BX0,

3. r1;�8r�BX0.

On dira qu’un hamiltonien H est dans Hp∅, X0q (cf figure 17) s’il est défini sur xX0 et de
la forme

(i) Hpxq � �λp1� εq sur X0zsε; 1s � BX0 où λ ¡ 0 et ε ¡ 0 sont des constantes,

(ii) Hpr, yq � �λp1� rq sur sε; 1s � BX0 où λ ¡ 0,

(iii) Hpxq � 0 sur r1;�8r�BX0.

Si H est un hamiltonien dans Hp∅, X0q, on distingue 3 types d’orbites : I0, I�, II�.

nom type zone action
I0 Morse dans X0 X0zsε; 1s � BX0 λp1� εq

I� Reeb sur BX0 tεu � BX0 λp1� εq � rεlmin; εpλ� ηλqs

II� Reeb sur BX0 t1u � BX0 rlmin;λ� ηλs
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��

H

r

Figure 18 – Ces trajectoires de Floer sont interdites d’après [CO18].

On remarque que, à λ fixé, si ε est suffisamment petit, on a II�   I0   I�. En effet fixons
λ ¡ 0 et donc ηλ ¡ 0. Alors la plus grande valeur possible pour II� est λ� ηλ et

λp1� εq � pλ� ηλq � ηλ � ελ ¡ 0 si ε est suffisamment petit.

Cette remarque assurera que les générateurs de type II forment un sous-complexe. On
aurait pu arriver au même résultat en utilisant les lemmes 2.2 et 2.3 de [CO18] (cf figure
18) sans avoir à supposer ε très petit.

4.1.4 Trajectoires de Floer

On rappelle ici suivant [CO18] quelques restrictions sur les trajectoires de Floer qui
seront utiles dans la suite. La première remarque clé est que les trajectoires de Floer font
décroître l’action : si u est une solution de l’équation de Floer de forme pdu�Bq0,1 � 0 où
dB est une forme négative (formule (2.5)), alors la somme des actions hamiltoniennes des
pointes positives est supérieure à celle des pointes négatives. Les autres contraintes sur les
trajectoires de Floer qu’on utilisera ont été prouvées dans [CO18] aux lemmes 2.2 et 2.3.

Pour présenter ces lemmes, on se donne quelques notations. Soit X une variété symplec-
tique qui comprend des bouts de symplectisation I � Y où I est un intervalle de s0;�8r
et Y est une variété de contact. On note a : X Ñs0;�8r l’application de projection sur les
intervalles I. Si u : Σ Ñ X est une solution de l’équation de Floer à asymptotes pczqz pointe,
alors on sait que apczq est une constante pour toute pointe z. Les lemmes 2.2 et 2.3 de
[CO18] disent que (voir figure 18) :

1. si apczq atteint son maximum en apcz0q dans une zone de symplectisation où Hpr, yq �
hprq avec h convexe, alors cz0 ne peut pas être une pointe négative,

2. si apczq atteint son maximum en apcz0q dans une zone de symplectisation où Hpr, yq �
hprq avec h concave, alors cz0 ne peut pas être une pointe positive.
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4.2 Cordes hamiltoniennes et lagrangiennes

4.2.1 Homologie lagrangienne

Construction pour un hamiltonien fixé

Soit C une lagrangienne dans un domaine de Liouville X. On souhaite définir le com-
plexe de Fukaya enroulé de C qu’on notera SC�pCq dans ce manuscrit. On va s’inspirer
de [AS10] pour définir ce complexe mais il serait beaucoup trop technique de refaire dans
ce manuscrit toute la démarche de l’article. On propose donc une manière plus rapide et
plus pratique dans notre cadre de définir l’homologie de Hochschild de SC�pCq et non la
structure de A8-algèbre complète.

On suppose qu’on a une lagrangienne C dans un domaine de Liouville X. On considère
alors un hamiltonien H P HpXq dont la pente à l’infini n’est pas rationnellement propor-
tionnelle à la longueur d’une corde de Reeb reliant BC. La graduation de l’espace vectoriel
FC�pC,Hq est donnée par la formule suivante dépendant de l’indice de Conley-Zehnder :

|c| � CZpcq � n.

On remarque que si H est un hamiltonien dans HpXq, nH est aussi dans HpXq si n ¥ 1.
On note ApC,Hq l’espace vectoriel gradué ApC,Hq �

À
k¥1 FC�pC, kHq.

Pour d ¥ 1, on note µd : ApC,Hqbd Ñ ApC,Hqrd � 2s l’application définie sur
les générateurs par :

µd : FC�pC, k1Hq b � � � b FC�pC, kdHq Ñ FC�pC, pr1 � � � � � rdqHqrd� 2s

c1 b � � � b cd ÞÑ
¸

|c|�|c1|�����|cd|�d�1
cPFCpC,rd1Hq

#Mpc1, . . . , cd; cqc

où rji �
°j
l�i rl et Mpc1, . . . , cd; cq a été introduit dans la section 3.2.2. Cette variété est

une variété compacte de dimension 0 si CZpcq � n �
°d
i�1pCZpciq � nq � d� 2.

Lemme 4.1. Les µd définissent une structure de A8-algèbre sur ApC,Hq �
À

k¥1 FC�pC, kHq.

Démonstration. Un calcul direct montre que :¸
0¤i j¤k

xµk�j�1�ipc1, . . . , ciµj�ipci�1, . . . , cjq, cj�1, . . . , ckq; by � #BMpc1, . . . , ck; bq.

Or si |b| � |c| � k � 3, l’espace de modules Mpc1, . . . , ck; bq est une variété compacte de
dimension 1 et donc #BMpc1, . . . , ck; bq � 0.
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Pour tout H P HpXq, ApC,Hq est donc une A8-algèbre. D’une part, on a des inclusions
triviales

ipn,Hq : ApC, nHq ãÑ ApC,Hq.

D’autre part, si H ¤ H 1, on peut construire un A8-morphisme ApC,Hq Ñ ApC,H 1q qui
correspond à un morphisme de continuation par la formule :

pϕHH 1qd : FC�pk1Hq b � � � b FC�pkdHq Ñ FC�
�
pk1 � � � � � kdqH

1
�
rd� 1s

c1 b � � � b cd ÞÑ
¸

|c|�|c1|�����|cd|�1�d
#MRpc1, . . . , cd; cqc.

De plus, les ϕHH 1 commutent à homotopie près. À partir de maintenant, pour simplifier les
notations, on suppose que les colimites à homotopie près existent dans la catégorie des
A8-algèbres. On écrit donc la conjecture suivante :

Conjecture 4.1. La catégorie des A8-algèbres admet les colimites homotopiques.

Je n’ai pas trouvé de référence dans la littérature sur ce sujet mais il semblerait que
cette conjecture est une conséquence du fait que toute A8-algèbre est quasi-isomorphe à
une dg-algèbre et que la catégorie des dg-algèbres admet les colimites homotopiques. Il
s’agit d’un travail en cours. On donnera à la fin de la construction de SCpCq un argument
permettant d’éviter cette conjecture et qui construit seulement HHpSCpCqq et non SCpCq.
On note :

ApC,H8q � hocolim
ÝÑ

HPHpXq

�
pApC,Hqq, ϕq

�
.

De plus, pour tout n ¥ 1, il est clair que :

ApC,H8q � hocolim
ÝÑ

HPHpXq

�
pApC, nHqq, ϕn�n�q

�
.

car tnH,H P HpXqu � HpXq. On remarque que les ipn,Hq commutent aux applications de
continuation ϕ à homotopie près. On a donc le diagramme commutatif suivant à homotopie
près :

ApC, nHq ApC,Hq ApC,H8q

ApC, nH 1q ApC,H 1q ApC,H8q.

ϕnH
nH1

ipn,Hq

ϕH
H1

ψH

ipn,H 1q ψH1

(4.1)

On vérifie directement que le carré de gauche de (4.1) est commutatif à homotopie
près (les i sont juste des injections de sous-A8-algèbres). D’autre part, le carré de droite
commute par la propriété de la colimite homotopique. Cela assure donc que pour tout
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n ¥ 1, il existe une unique application définie à homotopie près :

ipnq : ApC,H8q Ñ ApC,H8q vérifiant ipnq � ψnH � ψH � ipn,Hq

et où ip1q est juste l’identité. On définit maintenant SCpCq comme le coégalisateur
homotopique de tout les ipnq pour n ¥ 1, c’est-à-dire comme la colimite homotopique du
diagramme composé de deux copies de ApC,H8q et ayant pour tout n ¥ 1, une flèche ipnq
allant de la première copie de ApC,H8q à la seconde copie de ApC,H8q.

SCpCq � hocoeg
�
tipnqun¥1

�
. (4.2)

On note θ : ApC,H8q Ñ SCpCq l’unique morphisme de A8-algèbres à homotopie près
vérifiant θ � ipnq homotope à θ pour tout n ¥ 1.

Pour éviter d’utiliser la conjecture 4.1, on propose de réécrire la procédure ci-dessus
en passant à l’homologie de Hochschild. Cela signifie que l’on remplace les ApC,Hq par
HHpApC,Hqq, les ϕ par HHpϕq et les i par HHpiq. Les diagrammes commutent alors et
il suffit de prendre des colimites standard dans la catégorie des espaces vectoriels gradués.
On définit ainsi une homologie :

HHpSCpCqq � coeg
HHpiq

colim
HHpϕq

HHpApC,Hqq. (4.3)

Théorème 4.1. (i) Supposons que la conjecture 4.1 soit vraie. Alors la A8-algèbre
SCpCq définie en (4.2) vérifie la propriété universelle suivante. Soit B une A8-
algèbre et gH des morphismes tels que :$&%gH 1 � ϕHH 1 homotope à gH ,

gH |ApnHq � gnH .

Alors il existe un unique morphisme de A8-algèbres g à homotopie près telle que,
pour tout H P HpXq, le diagramme suivant commute à homotopie près :

ApC,Hq ApC,H8q SCpCq

B.

gH

ψH θ

g

(ii) Soit B une A8-algèbre et gH : ApC,Hq Ñ B des A8-morphismes vérifiant pour tout
H ¤ H 1 et n ¥ 1 : $&%gH 1 � ϕHH 1 homotope à gH ,

gH |ApnHq � gnH .
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Alors il existe une unique application

HH�pgq : HH�pSCpCqq Ñ HH�pBq

relevant les HH�pgHq.

(iii) Si D est un complexe de chaînes et fH : CC�pApC,Hqq Ñ D des morphismes de
complexes de chaînes vérifiant pour tout H ¤ H 1 et n ¥ 1 :$&%fH 1 � CC�pϕ

H 1

H q homotope à fH ,

fH |CC�pApnHqq � fnH .

Alors il existe une unique application

H�pfq : HH�pSCpCqq Ñ H�pDq

relevant les H�pfHq.

Démonstration. Prouvons dans un premier temps (i). On admet la conjecture 4.1. Alors,
comme le carré de gauche dans le diagramme ci-dessous commute à homotopie près pour
tout H   H 1, on sait qu’il existe un unique g8 à homotopie près tel que :

ApC,Hq ApC,H 1q ApC,H8q

B.

ϕH
H1

gH gH1

ψH1

g8

Donc g8 est l’unique morphisme de A8-algèbres à homotopie près vérifiant

p@H P HpXq, g8 � ψH � gHq ðñ p@H P HpXq, g8 � ψnH � gnHq.

Or, on sait que le diagramme suivant commute à homotopie près :

ApC,H8q

ApC, nHq ApC,Hq ApC,H8q

B

ipnq

gnH

ψnH

ipn,Hq

gH

ψH

g8

En effet, la partie du haut commute de par la définition de ipnq et la partie du bas commute
par la définition de g8 et l’équation de commutation entre g et i. Donc g8�ipnq�ψnH � gnH

et donc g8 � ipnq vérifie la même propriété universelle que g8. Cela assure que g8 � ipnq

est homotope à g8. Il existe donc une unique application g vérifiant, pour tout n ¥ 1, que
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le diagramme suivant commute à homotopie près.

ApC,H8q ApC,H8q SCpCq

B.

ipnq

g8 g8

θ

g

Finalement, l’unicité à homotopie près est claire car, si h est telle que :

ApC,Hq ApC,H8q SCpCq

B.
gH

ψH θ

h

Alors h8 � h � θ vérifie la même propriété universelle que g8 et donc h8 est homotope à
g8. Finalement, h vérifie la même propriété universelle que g et donc h � g à homotopie
près.

Pour prouver (iii), on recopie la preuve de (i) en passant à l’homologie de Hochschild.
Finalement, (ii) est une conséquence directe de (iii) si l’on pose fH � CC�pgHq.

Essayons d’expliquer heuristiquement l’intuition derrière la définition de SCpCq comme
limite directe des ϕ puis coégalisateur des ipnq. Idéalement, la A8-algèbre SCpCq est égale
au complexe FCpC,H8q où H8 est un hamiltonien avec une pente linéaire infinie. Quand
on prend la limite directe selon les applications de continuation ϕHH 1 des ApC,Hq, on obtient
la A8-algèbre ApC,H8q. Cette dernière contient encore une infinité de fois le complexe
FCpC,H8q :

ApC,H8q �
à
n¥1

En où @n ¥ 1, En � FCpC,H8q.

Les ipnq sont alors les applications identité Ek Ñ Enk. En effet à H fixé, ip2, Hq :
ApC, 2Hq Ñ ApC,Hq envoie FCpk � p2Hqq sur FCpp2kq �Hq. Dans ce cadre heuristique,
il est alors facile de vérifier que le coégalisateur de tout les ipkq est tout simplement
FCpC,H8q. En effet, on cherche un espace vectoriel G tel que se donner une application de
G dans un autre espace vectoriel G1 est équivalent à se donner une application de ApC,H8q

dans G1 qui commute avec tout les ipnq.
Donc en considérant le coégalisateur de tout les ipnq, on obtient bien FCpC,H8q.

Remarque 4.1. (a) On remarque qu’on pourrait directement considérer la colimite homoto-
pique du diagramme de A8-algèbres composé des ApC,Hq munis des applications ϕHH 1

dès que H ¤ H 1 et ipn,Hq. Cela donnerait le même résultat et fournirait une preuve
plus rapide. On a cependant choisi de faire en deux temps afin de clarifier les colimites
étudiées (notamment montrer qu’on considère un coégalisateur selon les injections i)
et pour présenter l’heuristique ci-dessus.

(b) Dans le théorème 4.1, on pourrait demander seulement une commutation à homotopie
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près avec les i. Dans la pratique, cela n’est pas utile car il parait peu judicieux de
considérer des applications sur FCpnHq définies différemment selon qu’on considère
FCpnHq dans ApC,Hq ou ApC, nHq. Dans toute les constructions effectuées dans ce
manuscrit, les applications sont définies directement sur les complexes FCpHq et donc
la commutation avec i est triviale.

Conjecture 4.2. Notons SCquadpCq la construction de [Abo10] et HHpSCpCqq l’homo-
logie de Hochschild comme définie dans le théorème 4.1. Il existe un isomorphisme

HHpSCpCqq
�
ÝÑ HHpSCquadpCqq.

Pour prouver cette conjecture, on propose de considérer des hamiltoniens linéaires
qui coïncident avec un hamiltonien quadratique avant de devenir linéaire. On peut alors
montrer que les applications de continuation entre les hamiltoniens linéaires et le hamiltonien
quadratique commutent avec les ϕHH 1 ce qui permet de construire un A8-morphisme :

F : SCpCq Ñ SCquadpCq.

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, il suffit alors de montrer que F1 est un
isomorphisme. Or, si on borne l’action hamiltonienne, les générateurs sont en bijection
avec même action. On peut alors vérifier que F1 est triangulaire supérieure et que les
éléments diagonaux comptent uniquement la bande triviale entre mêmes générateurs de
même action. Cela est un travail en cours.

4.2.2 Fonctorialité de l’homologie lagrangienne

Soit X0 � X un cobordisme de domaines de Liouville et C une lagrangienne dans X.
Quitte à perturber C, on peut supposer que C XX0 est une lagrangienne de X0.

Théorème 4.2. Il existe un morphisme de transfert

HH�pSCpCqq Ñ HH�pSCpC XX0qq.

On énoncera dans la section 4.4.1 une propriété de commutation avec le morphisme de
transfert de Viterbo ce qui assurera que le morphisme de transfert construit ici n’est pas
trivial.

Démonstration. Un tel morphisme de transfert a déjà été construit dans [AS10]. On va juste
construire le morphisme de transfert et l’équivalence avec leur construction est directe si
leur construction de SCpCq vérifie les mêmes propriétés universelles que notre construction
(cf théorème 4.1). Soit K un hamiltonien de {pX,X0q défini de la manière suivante (voire
figure 19) avec µ, λ, ε ¡ 0 des constantes :
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Figure 19 – Hamiltoniens en escalier pour la définition de l’application de transfert et
preuve du fait que AIK pC,Kq est une A8-algèbre.

1. Kpxq � 0 sur X0zsε; 1s � BX0,

2. Kpxq � λpr � εq sur rε; 1s � BX0,

3. Kpxq � λp1� εq sur XzX0,

4. Kpxq � µpr � 1q � λp1� εq sur r1;�8r�BX.

On peut distinguer différents types de cordes pour un tel hamiltonien K :

nom type zone action
I0
K Morse dans X0 X0zsε; 1s � BX0 0
I�K Reeb sur BX0 tεu � BX0 rεl0min; εpλ� η0

λqs

II�K Reeb sur BX0 t1u � BX0 �λp1� εq � rl0min;λ� η0
λs

II0
K Morse dans XzX0 XzX0 �λp1� εq

II�K Reeb sur BX t1u � BX �λp1� εq � rlmin;µ� ηµs

Si ε est suffisamment petit et λ ¡¡ µ, alors on voit que IIK   IK . En particulier
cela implique que FCIK pC,Kq est un complexe quotient de FCpC,Kq. On va maintenant
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démontrer que les opérations µd définies par :

rµd :FCIK pC, r1Kq b � � � b FCIK pC, rdKq Ñ FCIK pC, r
d
1Kqrd� 2s

c1 b � � � b cd ÞÑ
¸

cPFCIK pr
d
1K,cq

|c|�|c1|�����|cd|�d�2

#Mpc1, . . . , cd; cqc

définissent une structure de A8-algèbre sur AIK pC,Kq. Prenons c1, . . . , cd, c de type I et
tels que |c| � |c1| � � � � � |cd| � d� 1, alors le bord de l’espace de modules Mpc1, . . . , cd; cq
est :

BMpc1, . . . , cd; cq �
¤

0¤i j¤d
bPFCpC,rji�1Kq

Mpci�1, . . . , cj ; bq �Mpc1, . . . , ci, b, cj�1, . . . , cd; cq.

On peut montrer que rµ définit une A8-algèbres si les seules cordes b apparaissant dans
le bord (cf figure 19) sont elles aussi de type I. Les lemmes 2.2 et 2.3 de [CO18] assurent
que b ne peut ni être de type II� ni de type II�. En effet, comme H est concave en II�,
Mpc1, . . . , ci, b, cj�1, . . . , cd; cq est vide si b est de type II�. Comme H est convexe en II�,
Mpci�1, . . . , cj ; bq est vide si b est de type II� (cf figure 18).

Finalement, le lemme 2.5 de [CO18] assure que b ne peut pas être de type II0. Cela
conclut la preuve du fait que ApIK ,Kq est une A8-algèbre. Les applications rµ ne comptent
que des courbes dont les conditions asymptotiques sont toutes comprises dans le domaine de
LiouvilleX0. On sait alors que ces courbes restent contenues dansX0 (lemme 2.2 de [CO18]).
Cela assure que AIK pC,Kq est une A8-algèbre égale à la A8-algèbre ApC XX0,K

X0q où
KX0 est définie sur xX0 et vérifie :$&%KX0 � K sur X0,

KX0pr, yq � λKr sur r1�8r�BX0.

En passant à la limite, on trouve donc que :

lim
ÝÑ
K

HH�pAIK pC,Kqq � HH�pSCpC XX0qq.

On choisit maintenant H un hamiltonien de type HpXq avec pente µ à l’infini. Alors il est
clair (cf figure 19) que H ¤ K et il existe donc un morphisme de A8-algèbre :

ApC,Hq Ñ AIK pC,Kq

Les mêmes arguments qui assuraient que AIK pC,Kq est une A8-algèbre permettent de
montrer que l’application :

ApC,Hq Ñ AIK pC,Kq
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est aussi un morphisme de A8-algèbre. En particulier, il existe des applications

HH�pApC,Hqq Ñ HH�pAIK pC,Kqq Ñ HH�pSCpC XX0qq.

Il suffit alors de montrer que ces applications commutent aux applications de continuation
pour construire le morphisme de transfert voulu :

HH�pSCpCqq Ñ HH�pSCpC XX0qq.

4.2.3 L’algèbre de Chekanov d’une legendrienne

Construction hamiltonienne

Soient X0 un domaine de Liouville et L0 une lagrangienne dans X0 à bord legendrien
Λ dans BX0 et un hamiltonien H P Hp∅, X0q. On remarque que FCII�pL0, Hq est un
sous-complexe de FC�pL0, Hq car II�   I0   I�. On gradue ce complexe via l’indice de
Conley-Zehnder :

|c| � CZpcq.

On définit alors le morphisme ∆d pour d ¥ 1, par

∆d : FC�pL0, Hq Ñ FC�pL0, Hq
bdrd� 2s

b ÞÑ
¸

|b1|�����|bd|�|b|�d�2
#Mpb; b1, . . . , bdqb1 b � � � b bd.

Montrons que ∆dpFCIIpL0, Hqq � FCIIpL0, Hq
bd. On a choisi un hamiltonien H tel

que II   I. Donc si Mpb; b1, . . . , bdq est non vide, on sait que :

AHpbq ¥
ḑ

i�1
AHpbiq.

Or comme toutes les actions sont positives, pour tout j,
°d
i�1AHpbiq ¥ AHpbjq. Cela

assure que si b est une corde de type II, alors tout les bi sont de type II car I ¡ II. Cela
permet de munir FCIIpL0, Hq d’une structure de A8-cogèbre.

Si H 1 est un autre hamiltonien du même type avec H 1 ¤ H (c’est-à-dire que la pente
λ1 de H 1 est plus grande que la pente λ de H), alors on peut construire des applications de
continuation entre ces A8-cogèbres. Pour k ¥ 1, on pose :

fk : FC�pL0, Hq Ñ FC�pL0, H
1qbkrk � 1s

b ÞÑ
¸

|b1|�����|bk|�|b|�k�1
#MRpb; b1, . . . , bkqb1 b � � � b bk.
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On remarque que les fk ne font pas décroître l’action (car on a H 1 ¤ H et non H ¤ H 1

mais on a quand même la compacité de notre espace de modules et on sait aussi que si
l’espace MRpb; b1, . . . , bkq est non vide, alors (voir formule (2.6) dans la section2.4.5)) :

AH 1pb1 . . . bkq ¤ AHpbq � ||H �H 1||8.

Or si on choisit b de type IIH et si on a choisi H de telle sorte que IH ¡ IIH (c’est-à-dire
ηλ � ελ ¡ 0, voir section 4.1.3), cela suffit pour assurer que b1, . . . bk sont de type IIH 1 . En
effet, on sait que :

AH 1pb1 . . . bkq ¤ AHpbq � �||H �H 1||8 ¤ λ� ηλ � p1� εqpλ1 � λq ¤ λ1p1� εq � ελ� ηλ

  λ1p1� εq

Et donc aucun des bi ne peut être de type IH 1 car IH 1 ¥ λ1p1� εq et toutes les cordes ont
une action positive. Cela assure que ces applications fk se factorisent naturellement par
FCII (et on note aussi f ces applications par abus de langage) :

fk : FCIIpL0, Hq Ñ FCIIpL0, H
1qbkrk � 1s.

L’étude des espaces MRpb; b1, . . . , bkq assure que les fk définissent des morphismes de
A8-cogèbres (on pourra comparer les figures 15 et 37).

En passant à la construction cobar, on obtient un morphisme Ωf : ΩFCIIpL0, H
1q Ñ

ΩFCIIpL0, Hq. Pour ne pas avoir à considérer des limites dans la catégorie des algèbres
différentielles graduées à homotopie près (et donc des A8-algèbres), on passe à l’homologie.

Définition 4.1. L’algèbre augmentée de Chekanov version hamiltonienne de Λ est :

HCH�pΛ, L0q � lim
ÝÑ
λH¡0

H�pΩFCIIpL0, Hqq

où λH désigne la pente de H.

Construction holomorphe

On va décrire brièvement une construction de l’algèbre de Chekanov associée à une
legendrienne Λ dans une variété de contact Y0 (la référence est [EES07] et on suivra la
présentation de [BEE12]). Pour c, b1, . . . , bd des cordes de Reeb reliant Λ, on note :

Mholpc; bq �
¤

DPMpD1;kq

$''''&''''%u : pD, BDq Ñ pR� Y0,R� Λq;

$''''&''''%
du0,1 � 0

lim
zÑz�

upzq � t�8u � c

lim
zÑz�i

upzq � t�8u � bi

,////.////-
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R� Y0
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Figure 20 – Exemple d’une courbe de Mholpc; b1, b2, b3q ancrée dans X0.

ancrées dans pX0, L0q. On rappelle (voir section 2.2 de [BEE12]) qu’une courbe ancrée
Mholpc; bq peut être définie sur des surfaces de Riemann avec des pointes supplémentaires
(intérieures ou sur le bord) et que pour chacune de ces pointes, il existe des plans ou des
demi-plans holomorphes à valeurs dans pX0, L0q qui "bouchent" ces pointes supplémentaires
(cf figure 20). Dans la suite, on fera comme si ces pointes supplémentaires n’existent pas
pour simplifier les notations. Une fois quotienté par les automorphismes de D1;n et par la
translation selon R dans R� Y0, l’espace Mhol est de dimension (cf lemme 3.2) :

dim Mholpc; b1, . . . , bkq � CZRpcq �
ḑ

i�1
CZRpbiq � d� 2.

Définition 4.2. Soit Y une variété de contact et Λ � Y une legendrienne de Y . On
suppose que pY,Λq possède un remplissage par pX,L0q où X est un domaine de Liouville et
L0 une lagrangienne de X à bord Λ. On suppose de plus que Y est hypertendue, c’est-à-dire
que Y ne possède pas d’orbites périodiques contractiles. On peut munir l’espace vectoriel
engendré par les cordes de Reeb reliant Λ d’une structure de A8-cogèbre en la graduant
par l’indice de Conley-Zehnder et en posant :

∆d :
à

c corde de Λ
Z{2 � c ÝÑ

� à
ccorde de Λ

Z{2 � c
�
rd� 2s

c ÞÝÑ
¸

|b1|�����|bd|�|c|�d�2
#Mholpc; b1, . . . , bdqb1 b � � � b bd.

L’algèbre de Chekanov augmentée de Chekanov 1 de Λ est la construction cobar de cette
A8-cogèbre et on la note CHpΛ, L0q, il s’agit d’une algèbre différentielle graduée.

Théorème 4.3. Pour chaque H P Hp∅, X0q suffisamment petit, il existe des morphismes

1. Si on avait considéré des courbes non ancrées dans pX0, L0q, on aurait obtenu l’algèbre de Chekanov.
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d’algèbres différentielles graduée :

CHpΛ, L0q Ñ ΩFCIIpL0, Hq

qui commutent aux applications de continuation. De plus, l’application induite quand on
prend la limite selon la pente de H induit un isomorphisme en homologie :

H�pCHpΛ, L0qq
�
ÝÑ HCHpΛq.

Démonstration. Pour prouver ce théorème, on va construire des nouveaux espaces de
modules dont on ne fera pas l’analyse précise comme dans les chapitres 1 et 2. Les résultats
sur ces espaces de modules sont classiques et on pourra se référer à [BO09a] pour voir
des discussions analogues dans le cadre des orbites hamiltoniennes et non des cordes
hamiltoniennes.

Soit H P Hp∅, X0q. On note βD une section du fibré des 1-forme sur MpD1;dq qui
valent dt près de chacune des pointes. Pour c corde de Reeb de Λ dans Y0 � BX0, d ¥ 0 et
b1, . . . bd cordes hamiltoniennes de type II de H, on pose :

Mhol
H pc; bq �

¤
DPMpD1;kq

$''''&''''%u : D Ñ xX0;

$''''&''''%
lim
zÑz�

upzq � t�8u � c

lim
zÑz�i

upzq � triu � bi

pdu�XH b βDq
0,1 � 0

,////.////-
où on note ri l’abscisse où on voit la corde bi. Si bi est la corde hamiltonienne de xL0

correspondant à une corde de Reeb de Λ de longueur l alors ri est tel que h1priq � l. Si on
applique les formules des lemmes 3.1 et 3.2, on trouve que la dimension de cet espace de
modules est :

dimMhol
H pc; b1, . . . , bdq � CZRpcq � 1�

ḑ

i�1
CZHpbiq � d� 2.

Pour d ¥ 1, on définit :

fd : CHpΛ, L0q Ñ FCIIpL0, Hq
bdrd� 1s

c ÞÑ
¸

|b1|�����|bk|�|c|�d�1
#Mhol

H pc; b1, . . . , bkqb1 . . . bk.

On va décrire le bord de codimension 1 de Mholpc; b1, . . . , bkq et la formule du bord assurera
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Figure 21 – Quand on décrit le bord d’un espace de module de courbes non compactes,
on a un nouveau type de dégénérescence qui correspond à l’empilement d’ "immeubles"
holomorphes à l’infini (en haut à droite dans la figure).

que pfdqd¥1 définit un morphisme de A8-cogèbre. On a (cf figure 21) :

BMhol
H pc; b1, . . . , bdq �

¤
0¤i j¤d

Mhol
H pc; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . , bdq �Mpb; bi�1, . . . , bjq

(4.4)

Y
¤

c1,...,ck

Mholpc; c1, . . . , ck; γ1, . . . , γkq �Mhol
H pc1; b1, . . . , bi1q � . . .

�Mhol
H pck; bik�1�1, . . . , bdq �Mpγ1q � . . .Mpγkq (4.5)

où on autorise ik � ik�1. La ligne (4.4) correspond à des dégénérescences de type Floer
ou Deligne-Mumford standards. Le fait que les courbes de Mhol

H soient non compactes
en �8 rajoute des nouveaux éléments au bord qui correspond à l’empilement d’un étage
holomorphe à valeurs dans R� Y0 dans la ligne (4.5). On voit alors des courbes ancrées
apparaître et les γi correspondent à des pointes intérieures qui sont bouchées par les des
demi plans Mpγiq.

Cette formule du bord assure que f est un morphisme de A8-cogèbres. Montrons
maintenant que pour tout λH , f établit un isomorphisme :

WA¤λH pΛ, L0q
�
ÝÑ ΩFCIIpL0, Hq
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où WA¤λH désigne la sous-dga de CHpΛ, L0q des mots en les cordes de Reeb de longueur
plus petite que λH (on demande que chaque corde de Reeb dans le mot est de longueur
plus petite que λH). Il suffit de montrer que f1 est un isomorphisme au niveau des com-
plexes de chaînes sous-jacents qui ont les mêmes générateurs (les cordes de Reeb de Λ
de longueur inférieures à λH). Si c est une corbe de Reeb de Λ de longueur inférieure à
λH , on note cH la corde hamiltonienne correspondante de H reliant L0 de type II. On va
faire la démonstration en deux étapes : d’abord on va montrer que les graduations coinci-
dent sous cette bijection puis on va construire explicitement l’unique courbe de Mholpc; cHq.

Le fait que les graduations coincident est une conséquence de la section 2.2 car H est
concave dans la zone II. Cela assure CZRpcRq � CZpcHq et donc que l’espace Mholpc; cHq
est de dimension 0.

L’unique courbe dans Mholpc; cHq va être construite de la même manière que dans
[BO09a]. On cherche une courbe u P Mholpc; cHq de la forme :

u : R� r0; 1s Ñ r1;�8r�BX0

ps, θq ÞÑ
�
aps, θq, c � bps, θq

�
. (4.6)

Cela implique que :

Bsu � pBsaqBr � pBsbqR et Bθu � pBθaqBr � pBθbqR.

L’équation de Floer devient donc :

Bsu� JθpBθu�XHpuqq � 0 ô pBsaqBr � pBsbqR� JppBθaqBr � pBθbqR� h1paqRq � 0

ô pBsa� Bθb� h1paqqBr � pBsb� BθaqR � 0 (4.7)

avec conditions asymptotiques :

lim
sÑ�8

aps, θq � �8, lim
sÑ�8

aps, θq � a0,

lim
sÑ�8

bps, θq � h1pa0qθ.

L’analyse d’une équation aux dérivées partielles du même type est effectuée dans
[BO09a] (équation 79 page 41) et cette analyse assure qu’il existe une unique solution à
cette équation. En effet, on doit d’abord montrer que toute courbe u P Mholpc; cHq est
bien de la forme (4.6). Cela est fait en remarquant que si u est dans Mholpc; cHq, alors»

R�r0;1s
u�pdαq �

»
r0;1s

c�pαq �

»
r0;1s

c�Hpαq � 0. (4.8)
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Or du : T pR�r0; 1sq Ñ T pR�BX0q � R B
Br `RRα`ξ est une application pJ, jq-holomorphe.

Si on note duξ la projection de du sur le fibré ξ, on sait que»
R�r0;1s

u�pdαq �

»
R�r0;1s

dαups,tqpdupBsq, dupBtqq �

»
R�r0;1s

dαups,tqpdu
ξpBsq, duξpBtqq

� Epduξq.

En effet duξ est une application pJξ, jq-holomorphe à valeurs dans le fibré symplectique
pξ, dαq et donc un calcul classique assure que cette intégrale est égale à l’énergie de duξ

qui est donc nulle d’après (4.8). Donc u est bien de la forme souhaitée. Pour effectuer
l’analyse de l’équation (4.7), il suffit de vérifier que la preuve de la proposition 4.2 de ?? se
transpose telle quelle si l’on travaille sur R� r0; 1s plutôt que R� R{Z. On déduit alors
que Mholpc; cHq est un espace de modules réduit à un élément ce qui assure que f1 est un
isomorphisme. Donc on a établi que :

WA¤λH
�
ÝÑ ΩFCIIpL0, Hq.

Or on sait que :
HCHpΛ, L0q � colim

λH
H�pΩFCIIpL0, Hqq

et on va montrer que :

H�pCHpΛ, L0qq � colim
λH

H�pWA¤λH q. (4.9)

Comme le foncteur colim est covariant, on en déduit qu’il existe une application :

H�pCHpΛ, L0qq Ñ HCHpΛ, L0q

et que cette application est un isomorphisme. Dans (4.9), on remarque que les WA¤λH

forment une suite croissante de sous-dga de CHpΛ, L0q qui la remplissent à l’infini. La
colimite d’une telle filtration est la dga complète et on peut vérifier directement la propriété
universelle.

4.3 Orbites hamiltoniennes et homologies symplectiques

4.3.1 Homologie symplectique d’un domaine de Liouville

On suit la construction de [CO18] (voir définition 2.13). On note X un domaine de
Liouville et on prend H un hamiltonien dans HpXq. On gradue FC�pHq par l’indice de
Conley-Zehnder : |γ| � CZpγq et on munit FC�pHq d’une structure de complexe de chaînes
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par la formule suivante :

d :FC�pHq Ñ FC�pHq

γ� ÞÑ
¸

|γ�|�|γ�|�1
#Mpγ�, γ�qγ�

La formule du bord donnée dans le théorème 3.1 assure que d2 � 0. De plus, on peut
montrer que si H ¤ H 1, il existe un morphisme de continuation ϕHH 1 : FCpHq Ñ FCpH 1q

et les morphismes de continuation commutent à homotopie près. On pourrait prendre la
colimite dans la catégorie des complexes de chaînes à homotopie près pour définir SC�pXq
mais, on va simplement définir SH�pXq :

SHpXq � lim
Ñ

HPHpXq

FH�pHq.

4.3.2 Homologie symplectique d’un cobordisme de Liouville

On se réfèrera à la définition 2.13 de [CO18] pour les détails de la construction de
SHpX,X0q, on n’exposera ici que les principales étapes. On se donneX0 � X un cobordisme
de Liouville et H P HpX,X0q. On considère alors FCII� pHq le sous-complexe de chaînes
muni de la différentielle usuelle c’est-à-dire :

d :FCII� pHq Ñ FCII� pHq

γ� ÞÑ
¸

|γ�|�|γ�|�1
#Mpγ�, γ�qγ�.

On rappelle que dans la définition de HpX,X0q donnée en section 4.1.2, H est définie par
zones et que Hpxq � µr sur r1;�8r�BX et Hpxq � λr� λ sur sε; 1s � BX0. Notons un tel
hamiltonien Hλ,µ. Prenons λ1 ¡ λ et fixons µ    λ, λ1. On sait alors que Hλ1,µ ¤ Hλ,µ.
On va utiliser une application de continuation :

FC�pH
λ,µq Ñ FC�pH

λ1,µq

qui compte les courbes u : R�S1 Ñ {pX,X0q asymptotes en �8 à une orbite de Hλ,µ et en
�8 à une orbite de Hλ1,µ. La condition de compacité (2.8) n’est pas vérifiée sur la partie
compacte pour ces espaces de module (car Hλ1,µ ¤ Hλ,µ et non l’inverse) mais comme on
l’a remarqué dans la section 2.4.5, ces espaces de modules admettent quand même une
compactification de Gromov-Floer. La seule différence est que l’action ne décroit pas le
long de ces espaces mais on a l’inégalité suivante (cf formule 2.6) :

AHλ1,µpγ�q ¤ AHλ,µpγ�q � ||Hλ,µ �Hλ1,µ||8. (4.10)
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Montrons maintenant que cette application se factorise en une application :

FCII� pH
λ,µq Ñ FCII� pH

λ1,µq.

En effet, si γ� P FCII� pH
λ,µq alors, AHλ,µpγ�q ¤ λ. De plus ||Hλ,µ � Hλ1,µ||8 � pλ1 �

λqp1� εq et donc la formule (4.10) assure que :

AHλ1,µpγ�q ¤ AHλ,µpγ�q � pλ1 � λqp1� εq

¤ λ� pλ1 � λqp1� εq ¤ λ1p1� εq � ελ

AHλ1,µpγ�q   λ1p1� εq (4.11)

Donc γ� est bien de type IIHλ1,µ car les orbite de type IHλ1,µ sont d’action plus grandes
que λp1� εq (voir le tableau de la section 4.1.1). D’autre part, à λ fixé, si µ1 ¡ µ, comme
Hλ,µ ¤ Hλ,µ1 , il existe une application de continuation standard :

FC�pH
λ,µq Ñ FC�pH

λ,µ1q

Cette application se factorise :

FCII� pH
λ,µq Ñ FCII� pH

λ,µ1q

car IIHλ,µ   IHλ,µ1 . Tout ces morphismes de continuation commutent à homotopie près.
On peut donc définir SHpX,X0q comme étant la limite directe suivante :

SHpX,X0q � lim
µ
ÝÑ

lim
λ
ÝÑ

FHIIpHλ,µq.

Théorème 4.4 (Théorème 2.2 de [Vit99], théorème 7.1 de [CO18]).
Si X0 est un sous-domaine de Liouville de X, alors il existe un morphisme de transfert

[Vit99] :
FXX0 : SCpXq Ñ SCpX0q.

De plus, il existe un isomorphisme

SHpX,X0q
�
ÝÑ H�pConepFXX0qq.
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4.4 Quelques morphismes

4.4.1 Application Open-Closed

Construction

L’application OC qu’on considère est similaire à celle définie par Abouzaid dans [Abo10]
mais avec une définition légèrement différente et des indices inversés (on utilise la convention
inverse de celle d’Abouzaid, cela est explicité dans l’annexe B). On se donne C une
lagrangienne dans un domaine de Liouville X et H,K P HpXq tels que H ¤ K.

Définition 4.3. Pour r1, . . . , rk des entiers plus grands que 1 tels que pr1�� � ��rkqH ¤ K,
l’application

OCpH, dKq :FCpC, r1Hq b � � � b FCpC, rkHq Ñ FC�pKqrk � 1s

c1 b � � � b ck ÞÑ
¸

|γ|�|c1|�����|ck|�k�1
#�Mpc1, . . . , ck; γqγ.

est bien définie et vérifie la relation suivante :

OC � dCC�pApC,Hqq � dFCpKq �OC.

Démonstration. Une vérification rapide assure que

CC¤K
� pApC,Hqq �

¤
pr1�����rkqH¤K

FCpC, r1Hq b FCpC, r2Hqr�1s � � � b FCpC, rkHqr�1s

est bien un sous-complexe de CC�pApC,Hqq.

D’après le théorème 3.5, la dimension de la variété compacte �Mpc1, . . . , ck; γq est
égale à

°k
i�1pCZpciq�nq�CZpγq�k� 1 � |c1|�

°k
i�2p|ci|� 1q� |γ| et donc l’application

est bien définie et de degré 0.

On va montrer que :

@�
OC � dCC� � dFCpKq �OC

�
pc1, . . . , ckq; γ

D
� #B�Mpc1, . . . , ck; γq

Prenons donc c1 . . . ck dans le sous-complexe CC¤K
� pApC,Hqq et on peut simplifier :

OCpdCC�pc1, . . . , ckqq � OC

�� ¸
1¤i j¤k

c1 . . . ciµj�ipci�1, . . . , cjqcj�1 . . . ck

�

�OC

�� ¸
1¤i¤j¤k

µk�j�ipcj�1, . . . , ck, c1, . . . , ciqci�1 . . . cj

�
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Donc on a d’une part :

xOCpdCC�pcqq; γy �
¸

1¤i j¤k
cPFCpC,rji�1Hq

#Mpci�1, . . . , cj ; cq#�Mpc1, . . . , ci, c, cj�1, . . . , cd; γq

�
¸

1¤i¤j¤k
cPFCpC,pri1�r

k
j�1qHq

#Mpcj�1 . . . , ck, c1, . . . ci; cq#�Mpc, ci�1, . . . , cj ; γq

où rba �
°b
l�a rl. D’autre part, on a :

xdFCpHq �OCpcq; γy �
¸

γ1PFCpHq

#�Mpc1, . . . , ck; γ1q#Mpγ1; γq.

On retrouve bien le bord de la compactification de Gromov-Floer de �Mpc1, . . . , ck; γq
(cf formules (3.4), (3.5) et (3.6)). Comme �Mpc1, . . . , ck; γq est une variété compacte de
dimension 1 quand |g| � |c1| � � � � � |ck| � k, cela suffit pour conclure.

Théorème 4.5. Il existe une application relevant les H�pOCpH,Kqq c’est-à-dire une
application

H�pOCq : HH�pSCpCqq Ñ SH�pXq

Démonstration. On va procéder en deux étapes : d’abord prendre la limite selon K puis
prendre la limite selon H. La description des espaces Ms�8;0spc1, . . . , ck; γq assure que,
pour tout K ¤ K 1, il existe une homotopie θ telle que :

ϕKK1 �OCpH,Kq �OCpH,K 1q � dFCpK1q � θ � θ � dCC� .

Cela permet de montrer que H�pOCpH, �q commute aux applications de continuation
ϕKK1 . D’autre part, quand on fait tendre K vers l’infini, on voit que les sous-complexes
CC¤K

� pApC,Hqq remplissent CC�pApC,Hqq. En passant à la limite, on peut donc définir
H�pOCpH, �qq : HH�pApC,Hqq Ñ SH�pXq.

La description des espaces �Mr0;�8rpc1, . . . , ck; γq assure maintenant que ces applications
commutent avec les applications de continuation ApC,Hq Ñ ApC,H 1q. En effet, on sait
que pour tout H ¤ H 1, il existe θ tel que :

OCpH 1,Kq � CC�pϕ
H
H 1q �OCpH,Kq � dFCpKq � θ � θ � dCC�pApC,Hqq

Si on passe à l’homologie et qu’on prend la limite selon K, on trouve donc que :

H�pOCpH 1, �q �HH�pϕ
H
H 1q � H�pOCpH, �qq.

Et donc cela permet de considérer l’application limite en utilisant la propriété universelle
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du théorème 4.1. On a donc bien construit une application :

H�pOCq : HH�pSCpCqq Ñ SH�pXq.

Fonctorialité

Précisons quelques éléments sur l’homologie de Hochschild d’une lagrangienne présentée
dans la section 4.2.1. Si X est un domaine de Liouville et tCiui une famille de lagran-
giennes de X, alors on peut définir une A8-catégorie SCptCiuiq et construire l’homologie
de Hochschild de cette A8-catégorie en reprenant les arguments de la section 4.2.1 dans ce
cadre plus compliqué. Le morphisme de transfert se récupère aussi : prenons X0 � X un
sous-domaine de Liouville. Quitte à perturber les Ci, la famille tCi XX0ui est une famille
de lagrangiennes de X0.

On a montré la fonctorialité de HH�pSCpCqq (théorème 4.2) pour une unique lagran-
gienne et on peut de même montrer qu’il existe un morphisme de transfert entre les
homologies de Hochschild :

HH�pSCptCiuiqq Ñ HH�pSCptCi XX0uiqq

où on considère des homologies de Hochschild définies sur des sous A8-catégories de
la catégorie de Fukaya (voir définition 2.28 de [Gan12]). De plus, on peut montrer que
l’application OC est fonctorielle vis-à-vis des morphismes de transfert, c’est-à-dire que le
carré suivant commute :

HHpSCptCiuqq HHpSCptCi XX0uiqq

SHpXq SHpX0q.

OCpXq OCpX0q (4.12)

On se place maintenant dans la situation suivante : X est obtenue à partir de X0 via
attachement d’anse le long d’une sphère legendrienne Λ � BX0. En particulier pX,X0q

est un cobordisme de domaines de Liouville. On se donne pC0
i qi�1,...,k des lagrangiennes

coniques de X0 qui ne rencontrent pas Λ. Si on fait l’attachement d’anse sur un voisinage
suffisamment petit qui ne rencontre pas les C0

i , alors on sait que C0
i induit une lagrangienne

conique de X qu’on note CXi car le cobordisme pX,X0q est trivial en dehors de la zone
d’attachement d’anse. En particulier CXi XX0 � C0

i . Finalement, on note C la coâme de
l’attachement d’anse qui vérifie C XX0 � ∅.
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Dans ce cadre le diagramme commutatif (4.12) devient :

HHpSCptCXi ui Y tCuqq HHpSCptC0
i uiqq

SHpXq SHpX0q.

F

OCpXq OCpX0q
FXX0

(4.13)

On sait alors qu’on peut compléter ce diagramme en des suites exactes longues et on
obtient :

H�pConepF qq HHpSCptCXi ui Y tCuqq HHpSCptC0
i uiqq

H�pConepFXX0
qq SHpXq SHpX0q.

G

F

OCpXq OCpX0q

FXX0

(4.14)

Avant d’aller plus loin, on va construire une application OCpX,X0q : HH�pSCpC,∅qq Ñ
SHpX,X0q et préciser ce qu’on entend par SCpC,∅q.

Lemme 4.2. Soient X0 un sous-domaine de Liouville de X et C est une lagrangienne de
X telle que C XX0 � ∅.

Alors on peut utiliser des hamiltoniens H P HpX,X0q pour définir une homologie de
Hochschild HHpSCpC,∅qq isomorphe à HHpSCpCqq (cf section 4.2.1). Plus précisément,
si on note Hλ,µ les hamiltoniens de HpX,X0q de pentes pλ, µq (voir section 4.1.2), on
montre que :

ApC,H8q � hocolim
µ

ApC,H0,µq � hocolim
µ

hocolim
λ

ApC,Hλ,µq.

Démonstration. On note Hλ,µ les hamiltoniens de HpX,X0q avec pente λ sur sε; 1s � BX0

et de pente µ sur r1;�8r�BX. On remarque alors que les hamiltoniens de HpXq sont des
hamiltoniens H0,µ et que H0,µ � Hλ,µ en dehors de X0. On répète les arguments de la
section 4.2.1 pour munir ApC,Hλ,µq d’une structure de A8-algèbre. Montrons maintenant
que le morphisme de continuation

ϕH
λ,µ

H0,µ : ApC,Hλ,µq Ñ ApC,H0,µq

est un isomorphisme de A8-algèbre. Ce morphisme est bien défini car clairement Hλ,µ ¤

H0,µ. Montrons maintenant que ϕ1 : FCpnHλ,µq Ñ FCpnH0,µq est un isomorphisme.
On peut supposer sans perdre de généralités que n � 1. On remarque alors que, comme
C XX0 � ∅, les générateurs de FCpHλ,µq et FCpH0,µq sont exactement les mêmes avec
même action. Comme ϕ1 fait décroître l’action, sa matrice est triangulaire supérieure. Ses
éléments diagonaux comptent les courbes R � r0; 1s Ñ X reliant deux cordes de même
action. Il ne peut donc s’agir que de la bande triviale. Cette bande est comptée par ϕ1 si
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on avait bien choisi une interpolation triviale sur XzX0 Y r1;�8r�BX, zone sur laquelle
Hλ,µ � H0,µ.

Les coefficients diagonaux de ϕ1 sont donc égaux à 1 ce qui assure que ϕ1 est un
isomorphisme de complexe de chaînes et donc ϕ est un isomorphisme de A8-algèbre. Donc
ApC,Hλ,µq � ApC,H0,µq pour tout λ et donc hocolimλApC,H

λ,µq � ApC,H0,µq ce qui
conclut la preuve du lemme 4.2.

En considérant maintenant des hamiltoniens de type HpX,X0q, on peut construire une
application

OCpX,X0q : HH�pSCpC,∅qq Ñ SHpX,X0q

de la même manière qu’on a construit l’application OC avec des hamiltoniens de type
HpXq. On peut maintenant conjecturer la propriété de fonctorialité suivante :

Conjecture 4.3. Il existe un isomorphisme

HH�pSCpC,∅qq � H�pConepF qq.

De plus l’application G de (4.14) correspond à OCpX,X0q via les isomorphismes

HH�pSCpC,∅qq � H�pConepF qq et SH�pX,X0q � H�

�
Cone

�
FXX0

��
.

Cette conjecture impliquerait notamment la commutativité du diagramme suivant entre
les suites exactes longues :

HHpSCpC,∅qq HHpSCptCXi ui Y tCuqq HHpSCptC0
i uiqq

SHpX,X0q SHpXq SHpX0q.

OCpX,X0q OCpXq OCpX0q

4.4.2 Application "Closed-Open"

Avant de définir l’application Closed-Open, il est important de faire une remarque
sur la construction de l’algèbre de Chekanov Hamiltonienne. On se place dans le cadre
suivant : X0 � X est un sous-domaine de Liouville et L est une lagrangienne de X telle
que LX BX � ∅. On note L0 � LXX0 et Λ � LX BX0. Alors on a le lemme élémentaire
suivant :

Lemme 4.3. On peut utiliser indifféremment des hamiltoniens de type HpX,X0q sur{pX,X0q ou de type Hp∅, X0q sur xX0 pour construire la version hamiltonienne de l’algèbre
de Chekanov HCHpΛ, L0q :

HCHpΛ, L0q � lim
ÝÑ
λH

lim
ÝÑ
µH

H�pΩFCII�pL,Hqq.
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II�

II� II� II�

II� II�

c

I0

II� II0
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H

I�

L0

Λ

Lagrangienne L

µH

λH

Figure 22 – À droite, on présente la situation géométrique pour la construction de CO
ainsi que le hamiltonien considéré. À gauche, on illustre un raisonnement sur l’action qui
assure que, dans ce cas, c doit être une corde de type II�.

Démonstration. Soit H P HpX,X0q qui vérifie IH ¡ IIH . Les cordes hamiltoniennes de H
reliant L sont de type I0,�, II�,0. Montrons maintenant directement que les

r∆d :FCII�pL,Hq Ñ FCII�pL,Hq
bdrd� 2s

b ÞÑ
¸

pbiqPpFC
¤a

II�
qbd

|b1|�...|bd|�|b|�d�2

Mpb; b1, . . . , bdqb1 . . . bd

définissent bien une structure de A8-cogèbre sur FC¤a
II�

pL,Hq. Pour cela, il suffit de
remarquer que quand b, b1, . . . , bd P FCII�pL,Hq sont tels que Mpb; b1, . . . , bdq est de
dimension 1, le bord de cet espace de module ne fait intervenir que des cordes de type
II�. La seule corde qui pourrait ne pas être de type II� dans la description du bord qui
apparait dans le théorème 3.3 est la corde intermédiaire qui est associée au noeud qu’on
note c (cf figure 22) :

BMpb; b1, . . . , bkq �
¤

0¤i j¤k
cPFCpHq

Mpb; b1, . . . , bi, c, bj�1, . . . , bkq �Mpc; bi�1, . . . , bjq.

Or cette corde c ne peut pas être de type I car l’étage "supérieur" Mpb; b1, . . . , bi, c, bj�1, . . . , bkq

serait vide par décroissance de l’action : en effet toutes les actions des cordes sont positives
et IH ¡ IIH .

La corde c ne peut pas être de type II0 car alors, l’étage "inférieur" Mpc; bi�1, . . . , bjq
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serait vide par décroissance de l’action. En effet, c serait d’action nulle et chaque bi d’action
strictement positive. Donc c est forcément de type II� ce qui conclue le fait que r∆ définit
bien une structure de A8-cogèbre.

Les applications r∆ ne comptent que des courbes dont les conditions asymptotiques sont
toutes comprises dans le domaine de Liouville X0. On sait alors que ces courbes restent
toutes contenues dans le domaine de Liouville X0 (lemme 2.2 de [CO18]). Donc ces courbes
ne voient pas la partie qui distingue les hamiltoniens HpX,X0q des hamiltoniens Hp∅, X0q.
Tous les comptages de courbes sont donc strictement égaux pour tout les µH et il est clair
qu’on retrouve ainsi une définition de l’algèbre de Chekanov HCHpΛ, L0qq :

HCHpΛ, L0q � lim
ÝÑ
λH

lim
ÝÑ
µH

H�pΩFCII�pL,Hqq.

Soient H,K P HpX,X0q tels que λK ¥ λH et µK ¥ µH et vérifiant IH ¡ IIH et
IK ¡ IIK . On va décrire une flèche FCIIpHq Ñ CCp�pΩFCII�pL,Kqq. On rappelle que si
C est une A8-cogèbre, le complexe CCp�pΩCq est égal à (cf section C.5) :

0 ΩC ΩC b C 0

d1 �d1

d0

où d1 : ΩC Ñ ΩC est la différentielle standard de ΩC, d0pa b bq � ab � ba, rd1pa b bq �

d1ab b� aSpd1bq et

aSpb1 . . . bkq �
ķ

i�1
ab1 . . . pbi . . . bk � ķ

i�1
bi�1 . . . blab1 . . . bi�1 b bi.

On pose :

CO1 : FCIIpHq ÝÑ ΩFCII�pL,Kq

γ ÞÑ
¸

b1,...,bkPFCII� pL,Kq
bk

|b1...bk|�|γ|

#Mpγ; bqb

et :

CO2 : FCIIpHq ÝÑ ΩFCII�pL,Kq b FCII�pL,Kq

γ ÞÑ
¸

b1,...,bkPFCII� pL,Kq
bk

| pb1...bk|�|γ|

#�Mpγ; bqpb1b2 . . . bk.
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Théorème 4.6. L’application pCO1`CO2qpH,Kq : FCIIpHq Ñ CCp�pΩFCII�pL,Kqq est
bien définie et est un morphisme de complexe de chaînes.

Démonstration. Avant toute chose, il faut vérifier que les applications CO sont bien à
valeurs dans CCppΩFCII�q c’est-à-dire que toutes les cordes de K apparaissant dans les
espaces de modules considérés sont bien de type II�. Il suffit pour cela de calculer la
décroissance de l’action en appliquant la formule (2.6) exactement de la même manière que
dans (4.11).

On sait que dim Mpγ; b1, . . . , bkq � CZpγq �
°k
i�1pCZpbiq � 1q d’après la section 3.2.4

et donc quand |γ| � |b1 . . . bk|, cet espace est une variété compacte de dimension 0. Donc
CO1 est bien définie et on montre la même chose pour CO2. Vérifions maintenant que
CO1 ` CO2 est bien un morphisme de complexes de chaînes c’est-à-dire que

pCO2 � CO1q � d � p rd1 � d0 � d1qpCO2 � CO1q

c’est-à-dire que

CO2 � d � rd1 � CO2 et CO1 � d � d0 � CO2 � d1 � CO1.

Prenons γ et b1, . . . , bk tel que |γ| � |pb1 . . . bk|�1. On souhaite alors montrer que xCO2pdγq�rd1CO2pγq; pb1 . . . bky � 0.

CO2pdγq � CO2

�� ¸
|γ1|�|γ|�1

#Mpγ, γ1qγ1

�

�

¸
|γ1|�|γ|�1

¸
| pb1...bk|�|γ1|

#Mpγ, γ1q#�Mpγ1; b1, . . . , bkqpb1 . . . , bk
et donc xCO2pdγq; pb1 . . . bky � °|γ1|�|γ|�1 #Mpγ, γ1q#�Mpγ1; b1, . . . , bkq. On calcule mainte-
nant :

rd1pCO2pγqq � rd1

�� ¸
|xd1...dl|�|γ|

#�Mpγ; d1, . . . , dlq pd1 . . . dl

�

�

¸
|xd1...dl|�|γ|

¸
i¥2

|e1...er|�|di|�1

#�Mpγ; d1, . . . , dlq#Mpdi; e1, . . . , erq pd1 . . . di�1e1 . . . erdi�1 . . . dl

�
¸

|xd1...dl|�|γ|

¸
|e1...er|�|d1|�1

1¤i¤r

#�Mpγ; d1, . . . , dlq#Mpd1; e1, . . . , erqe1 . . . pei . . . erd2 . . . dl.

Donc

x rd1pCO2pγqq; pb1 . . . , bky � ¸
|d|�|bi�1...bj |�1

#�Mpγ; b1, . . . , bi, d, bj�1, . . . , bkq#Mpd; bi�1, . . . , bjq�
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K

H

λH

λK

µK

µH

Figure 23 – Hamiltoniens pour CO.

�
¸

|d|�|bj�1...bnb1...bi|

#�Mpγ; b, bi�1, . . . , bjq#Mpd; bi�1, . . . , bn, b1, . . . , biq.

Donc la formule du bord donnée dans le théorème 3.6 assure bien que CO2�d� rd1�CO2 �

0. On montre de même que la formule du bord donnée dans le théorème 3.7 implique
CO1 � d � d0 � CO2 � d1 � CO1.

Théorème 4.7. Il existe une application

H�pCO1 ` CO2q : SH�pX,X0q Ñ HHp
�pΩSCpLqq

relevant les applications H�pCO1 ` CO2qpH,Kq.

On peut montrer que H�pCO1 ` CO2q commute aux applications de continuation en
utilisant des espaces MR. Pour simplifier les notations, posons CO � CO1 ` CO2.

On note λH , µH , λK et µK les pentes respectives de H et K (cf figure 23). On remarque
que toutes les limites sont directes selon tout les λ, µ. Donc, essentiellement, on utilise juste
la covariance du foncteur limite directe. Cependant, il faut penser à prendre les limites
selon K avant celles selon H car on a utilisé l’hypothèse λH ¤ λK et µH ¤ µK . On montre
que si λ1K ¥ λK et µK1 ¥ µK , le diagramme suivant commute à homotopie près :

FCIIpHq CCppΩFCIIpKqq hocolimλK ,µK CC
ppΩFCIIpKqq.

CCppΩFCIIpK 1qqq

COpH,Kq

COpH,K1q

On pose :

COpH, �q : FCIIpHq Ñ CCppΩFCIIpKqq Ñ hocolim
λK ,µK

CCppΩFCIIpKqq.
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D’autre part, on montre que, si λH 1 ¥ λH et µH 1 ¥ µH , le diagramme suivant commute :

FCIIpHq CCppΩFCIIpKqq hocolimλK ,µK CC
ppΩFCIIpKqq

FCIIpH
1q

Et la propriété universelle de colimite homotopique assure qu’il existe une application :

CO : hocolim
λH ,µH

FCIIpHq Ñ hocolim
λK ,µK

CCppΩFCIIpKqq

et donc en prenant l’homologie, on obtient bien :

H�pCO1 ` CO2q : SH�pX,X0q Ñ HHp
�pΩSCpLqq.

4.4.3 Morphisme F

Soient X0 � X un cobordisme de Liouville et C et L deux lagrangiennes de X telles
que :

1. C XX0 � ∅,

2. LX BX � ∅,

3. pour tout hamiltonien H considéré, il existe une unique corde hamiltonienne reliant
L à C qu’on note q.

On note Λ � L X BX0 et L0 � L X X0. Soient H,K P HpX,X0q tels que λK ¥ λH ,
µK ¥ µH , IK ¡ IIK et IH ¡ IIH . Pour d ¥ 1, l ¥ 1 et r1, . . . , rd des entiers tels que

pr1 � � � � � rdqλH ¤ λK et pr1 � � � � � rdqµH ¤ µK (4.15)

on pose :

F ld :FCpC, r1Hq b � � � b FCpC, rdHq Ñ FCII�pL,Kq
blrl � d� 1s

c1 . . . cd ÞÑ
¸

|b|�|c|�n�1
biPFCII� pL,Kq

#Mpc1, . . . , cd; q; b1, . . . , blqb1 . . . bl

On rappelle que l’espace Mpc1, . . . , cd; q; b1, . . . , blq est de dimension
°d
i�1pCZpciq �

nq �
°l
i�1pCZpbiq � 1q � pd� 1q d’après le théorème 3.8 donc quand |b| � |c| � l � d� 1,

l’espace considéré est bien une variété compacte de dimension 0. D’autre part, on peut
vérifier que les cordes bi apparaissant dans F ld sont bien de type II en appliquant la formule
(4.11).

En considérant `F ld, on définit une application Fd : ApC,Hqbd Ñ ΩFCII�pL,Kqrd�1s.
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K

H

λH

IK

µK

µH

C

q q

IIK

IIH IIH IIH

II�K

II�KII�KII�K

b

λK

L0

Λ

Figure 24 – Construction du morphisme F et vérification de la factorisation de F sur
FCII�pL,Kq.

Lemme 4.4. Les Fd ainsi définis forment un morphisme de A8-algèbre de A¤KpC,Hq
dans Ω¤aFCII�pL,Kq

Démonstration. On remarque que F ld n’est pas défini sur ApC,Hq mais sur une sous-
A8-algèbre de ApC,Hq à cause de la condition (4.15). On note cette sous-A8-algèbre
A¤KpC,Hq. Cela ne posera pas de difficultés dans la discussion qui suit car on prendra
la limite selon K. On remarque d’abord que les seules cordes de K apparaissant dans les
espaces de modules considérés et leurs bords sont de type II�K . En effet, le seul cas où des
cordes de type IK ou II0

K peut apparaître est illustré dans la figure 24. Or on voit que b ne
peut être de type II0

K car l’étage inférieur serait interdit par décroissance de l’action sur
l’étage inférieur. D’autre part, b ne peut pas être de type IK car l’étage supérieur serait
interdit par décroissance de l’action (voir formule (4.11)).

On rappelle que pΩFCII�K pL,Kq,∆,bq est une algèbre différentielle graduée et donc

une A8-algèbre avec des µ
ΩFC

II�
K
pL,Kq

d nuls pour d ¥ 3. Montrons que, pour tout d ¥ 1 et
c1, . . . , cd P A

¤KpC,Hqbn, F vérifie les relations des A8-morphismes :

A � Fd�k�1pc1, . . . , µkpci�1, . . . , ci�kq, . . . , cdq �∆Fdpc1, . . . , cdq

�
¸

d1�d2�d

Fd1pc1, . . . , cd1q b Fd2pcd1�1, . . . , cdq � 0.
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Fixons b1 . . . bl P FCII�pL,Kqbl et montrons que xA; b1 . . . bly � 0. On sait que :

xFd�k�1pc1, . . . , µkpci�1, . . . , ci�kq, . . . , cdq; by

�
¸

|c|�|ci�1...ci�k|�1
#Mpci�1, . . . , ci�k; cq#Mpc1, . . . , ci, c, ci�k�1, . . . , cd; q; b1, . . . , blq.

Et :

x∆Fdpc1, . . . , cdq; by �
¸

p�q�l�1
x∆pF

q
d pc1, . . . , cdq; by

�
¸

|b|�|bi�1...bj |�1
#Mpc1, . . . , cn; q; b1, . . . , bi, b, bj�1, . . . blq#Mpb; bi�1, . . . , bjq.

Et :

x
¸

d1�d2�d

Fd1pcp1qq b Fd2pcp2qq; by �
¸

d1�d2�d
l1�l2�l

#Mpcp1q; q; b1 . . . bl1q#Mpcp2q; q; bl1�1, . . . , blq.

On retrouve la formule du bord de Mpc1, . . . , cd; q; b1, . . . , blq et cela assure que A � 0
d’après le théorème 3.8 et donc que F est bien un morphisme A8.

Théorème 4.8. Les F ld induisent une application :

HH�pF q : HH�pSCpCqq Ñ HH�pHCHpΛ, L0qq.

Démonstration. On remarque que la preuve du lemme 4.3 assure que lesHH�pΩFCII�pL,Kqq
permettent de calculer HH�pHCHpΛ, L0qq quand on fait passer λK et µK à la limite.
D’autre part, le lemme 4.2 assure que lesHH�pApC,Hqq permettent de calculerHH�pSCpCqq

quand on fait passer λH et µH à la limite. Il s’agit donc de montrer que les A8-morphismes
FdpH,Kq commutent bien aux applications de continuation à homotopie de A8-morphisme
près.

Soient H ¤ H 1 et r1, . . . , rd tels que rd1λH 1 ¤ λK et rd1µH 1 ¤ µK . On note

θd :FCpr1Hq b � � � b FCprdHq Ñ ΩFCII�pL,Kqrds

c1 b � � � b cd ÞÑ
¸

biPFCII� pL,Kq
|b1...bd|�|c|�d

Mr0;�8rpc1, . . . , cd; q; b1, . . . , blq

On souhaite montrer que θ réalise une homotopie entre les morphismes de A8-algèbres
F pH 1,Kq � ϕHH 1 et F pH,Kq. On écrit la relation d’homotopie sous forme graphique (figure
25) et on laisse le lecteur comparer cette relation et la figure 16 qui décrit le bord de MR� .
On pourrait montrer de même que F commute bien aux homotopies de K. On passe alors
à la limite de la même manière que pour l’application CO (voir la preuve du théorème 4.7)
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FH
1

K

ϕHH 1 ϕHH 1

FHK

µH

θ

θ

∆K

θ

b

FHK

b

θ

FH
1

K

ϕHH 1 ϕHH 1

� � � � � � 0

Figure 25 – Condition de compatibilité pour le A8-morphisme F avec les applications de
continuation.

pour obtenir le résultat voulu.

On rappelle (cf section C.5) qu’il existe une application

p : HH�pHCHpΛ, L0qq Ñ HHp
�pHCHpΛ, L0qq.

On pose
HHp

�pF q � p �HH�pF q

et on va donner une formule explicite pour HHp
�pF q :

HHp
�pF qpc1, . . . , cdq � p

�
CC�pF qpc1, . . . , cdq

�
�

¸
kPZ{dZ

ppFdpc1�k, . . . , cd�kqq �
¸

d1�d2�d
kPZ{dZ

ppFd1pc1�k, . . . , cd1�kq b Fd2pcd1�1�k, . . . , cd�kq � 0

�
¸

kPZ{dZ
Fdpc1�k, . . . , cd�kq �

¸
d¥j¡i¥1

Fd�j�ipcj�1, . . . , cd, c1, . . . ciqSpFj�ipci�1, . . . , cjqq

�
¸

kPZ{dZ
|b1...bl|�|c|�d�1

#Mpc1�k, . . . , cd�k; q; bqb

�
¸

d¥j¡i¥1
#Mpcj�1, . . . , cd, c1, . . . ci; bq#Mpci�1, . . . , cj ; q; eqb1 . . . blSpe1 . . . erq.

On a donc construit une application :

HHp
�pF q : HH�pSCpCqq Ñ HHp

�pHCHpΛ, L0qq

4.4.4 Homotopie A

Soient X0 � X et C et L des lagrangiennes de X comme dans la section 4.4.3. On fixe
H,K P HpX,X0q tels que λH ¤ λK , µH ¤ µK , IH ¡ IIH et IK ¡ IIK .
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Pour d ¥ 1, l ¥ 1 et r1, . . . , rd des entiers plus grands que 1 vérifiant

pr1 � � � � � rdqλH ¤ λK et pr1 � � � � � rdqµH ¤ µK ,

on pose :

Al,1d :FCpC, r1Hq b � � � b FCpC, rdHq Ñ FCII�pL,Kq
blrd� ls

c1 . . . cd ÞÑ
¸

|b|�|c|�d

#Mpc1, . . . , cd; b1, . . . , blqb1 . . . bl

On remarque que quand |b|Ω � |c| � d, l’espace de modules considéré est bien de dimension
0 car, d’après le théorème 3.10,

dim Mpc1, . . . , cd; b1, . . . , blq �
�
k�̧

i�1
pCZpciq � nqq

�
�

�
ļ

i�1
pCZpbiq � 1q

�
� d.

On pose de même :

Al,2d :FCpC, r1Hq b � � � b FCpC, rdHq Ñ FCII�pL,Kq
bpl�1q b FCII�pL,Kq

c1 . . . cd ÞÑ
¸

| pb1...bl|�|c|�d

#�Mpc1, . . . , cd; b1, . . . , blqpb1 . . . bl.
Théorème 4.9. L’application A1 `A2 : CC�pApC,Hqq Ñ CCp�pΩFCII�pL,Kqq de degré
1 vérifie l’équation d’homotopie suivante :

A � dCC� � dCCp� �A � CCp�pF q � CO �OC.

Démonstration. Il s’agit de montrer d’une part que :

A2 � dCC� �
rd1A

2 � CCp,2� pF q � CO2 �OC

et d’autre part que :

A1 � dCC� � d1A
1 � d0A

2 � CCp,1� pF q � CO1 �OC.

Or, pour c1, . . . , cd et b1, . . . bl, des calculs directs (se reporter aux théorèmes 3.10 et 3.9)
montrent que :A�

A2 � dCC� �
rd1A

2 � CCp,2� pF q � CO2 �OC
�
pcq; pb1 . . . blE � #B�Mpc; bq.

En effet, si on reprend la preuve du théorème 3.9, on voit que :

(a) les lignes (3.10) et (3.11) correspondent à xA2 � dCC�pcq; pb1 . . . bky,
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(b) les lignes (3.12) et (3.13) correspondent à x rd1A
2pcq; pb1 . . . bky,

(c) la ligne (3.14) correspond à xCO2 �OC
�
pcq; pb1 . . . bky,

(d) la ligne (3.15) correspond à xCCp,2� pF qpcq; pb1 . . . bky.
On montre de la même manière que :

@�
A1 � dCC� � d1A

1 � d0A
2 � CCp,1� pF q � CO1 �OC

�
pcq; b

D
� #BMpc; bq

ce qui permet de conclure la preuve.

Cette relation d’homotopie assure queHHp
�pF pH,Kqq � H�pCOpH,Kqq�H�pOCpH,Kqq

pour tout hamiltoniens H et K. Donc à la limite, on obtient le théorème

Théorème 4.10. Les applications suivantes qui vont de HH�pSCpCqq dans HHp
�pHCHpΛ, L0qq

sont égales :
H�pCOq �H�pOCq � HHp

�pF q.
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Chapitre 5

Attachement d’anse symplectique
et catégorie de Fukaya

Le but de ce chapitre est de décrire l’évolution d’invariants symplectiques après un
attachement d’anse critique sur un domaine de Liouville. Pour cela, on étudie la dynamique
de Reeb sur une variété de contact obtenue après chirurgie dans un premier temps. On
donne une heuristique permettant de comprendre deux théorèmes annoncés dans la section
6.1 de [BEE12] : les théorèmes 5.1 et 5.2. Les arguments donnés dans cette section, s’ils
étaient plus détaillés, devraient être suffisants pour démontrer ces théorèmes. Dans la
section 5.2, on en déduit l’isomorphisme de A8-algèbres entre le complexe de Fukaya
enroulé de la coâme et l’algèbre de Chekanov de l’âme (le théorème 5.4). Le théorème de
split-génération 5.6 devrait découler de cet isomorphisme mais on a du admettre deux
conjectures pour compléter la preuve : les conjectures 5.1 et 4.3.

5.1 Dynamique de l’attachement d’anse

On va décrire une construction non lisse de l’attachement d’anse symplectique et
travailler tout le long de cette thèse avec cette construction. Pour voir une construction
plus précise de l’attachement d’anse symplectique, on pourra lire [Wei91].

On se donne X0 un domaine de Liouville ainsi qu’une sphère legendrienne Λ � BX0.
On sait qu’un voisinage de Λ dans BX0 ressemble au fibré en disques :

VoispΛq � DεpT
�Sn�1 � Rq � tpx, v, tq P T �Sn�1 � R; |v|2 � t2 ¤ ε2u

et on fixe un tel contactomorphisme à partir de maintenant. Or on peut remplir T �Sn�1�R
par T �Dn car

T �Dn|Sn�1
�
ÝÑ T �Sn�1 � R

px, v � txq ÞÑ px, v, tq où xv;xy � 0.

139
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X0

r1; 1� δs � BX0

DT �Dn

q

coâme

âme

Λ

DT �Dn
0

anse

Dn

Γ

Figure 26 – Attachement d’anse sur un domaine de Liouville X0 le long d’une sphère
legendrienne Λ.

On dira alors que la variété obtenue par attachement d’anse symplectique sur X0 le
long de Λ est la variété (illustrée en figure 26) :

X � X0 Y r1; 1� δs � BX0 YDεT
�Dn

où DεT
�Dn est attaché sur VoispΛq � t1 � δu � BX0. On munit X de la 1-forme de

Liouville λ définie par morceaux :

(a) λ � λX0 sur X0,

(b) λ � r λX0 |BX0
sur r1; 1� δsr � BX0,

(c) λ � p2pdq � qdpq sur DεT
�Dn.

Cette forme de Liouville n’est pas lisse mais on la traitera comme si elle l’était dans
la suite. On supposera δ très petit de manière à justifier l’approximation suivante : les
cordes de Reeb sur t1 � δu � BX0 sont de même longueur que les cordes de Reeb sur
t1u � BX. La constante δ n’apparaîtra pas dans les calculs de longueur de corde de Reeb.
Cette approximation n’aura aucun effet quand on calculera l’action hamiltonienne 1. L’âme
de l’anse est la section nulle L � Dn � DεT

�Dn et la coâme est C � DεT
�
0 D

n de bord

1. L’action hamiltonienne associée à une corde de Reeb est égale à rh1prq où h1prq est la longueur de la
corde de Reeb. Or si la corde de Reeb se trouve sur la tranche tru � Y , le flot de Reeb est à vitesse 1

r
:

l’action hamiltonienne est inchangée.
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Γ � SεT
�
0 D

n. On peut maintenant décrire le flot de Reeb sur le bord de X. On remarque
que :

BX � BX0zVoispΛq Y SεT
�Dn

et on dira que BX est la variété obtenue par chirurgie de BX0 le long de Λ.

Lemme 5.1 (Description du flot de Reeb). Avant l’attachement d’anse, le flot de Reeb
sur BX0 pouvait être décrit comme un flot défini par morceaux :

1. ϕR0 sur BX0zVoispΛq,

2. pϕR0
θ qpx, v � txq � px, v � pt� θqxq sur VoispΛq � DεT

�Dn|Sn�1 où xv;xy � 0.

Après l’attachement d’anse, le flot de Reeb sur BX peut être décrit comme un flot défini
par morceaux :

1. ϕR0 sur BX0zVoispΛq,

2. pϕRθ qpx,wq � px� 1
2ε2 θw,wq sur SεT �Dn.

On remarque aussi que si le flot de Reeb rentre dans la zone dite de chirurgie en px,wq, on
a (qu’on se place avant ou après la chirurgie) :

xx;wy   0, x P Sn�1 et |w| � ε.

Démonstration. On travaille dans R2n munie de la 1-forme de Liouville

λ � 2pdq � qdp.

On remarque que Sn�1 � Rn est une hypersurface de contact dans R2n et que Sn�1 � t0u
est une legendrienne dans Sn�1 � Rn. On peut alors montrer [Wei91] qu’il existe un
difféomorphisme :

ψ : V oisBX0pΛq � Sn�1 �Dn
ε

et on peut étendre ψ à un voisinage de Λ dans X0 à valeurs dans un voisinage de Sn�1�t0u
dans tpq, pq P R2n; |q| ¥ 1u grâce au flot de Liouville. Avec cet isomorphisme ψ, on attache
sur X0 l’anse Dn �Dn

ε � R2n.
Sur la variété de contact Sn�1 �Dn

ε � R2n munie de la forme de contact 2pdq � qdp,
le champ de Reeb vaut :

RS
n�1�Dnε � q

B

Bp
.

On vérifie de même que :
RD

n�Sn�1
ε �

1
2ε2 p

B

Bq
.

Cela nous donne les formules annoncées.

Remarque 5.1. On attache une variété à coins sur X0 ce qui fait que la variété X obtenue
par attachement d’anses n’est pas lisse en les coins de rattachement. Cela n’est pas gênant
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car on peut toujours lisser l’anse afin qu’elle n’ait pas de coins. Les calculs seront effectués
par la suite dans le cadre non lisse pour éviter de s’occuper des petites perturbations.

On va maintenant s’intéresser aux cordes de Reeb reliant Λ avant chirurgie et à leur
évolution après attachement d’anse. Une corde de Reeb est un couple px, T q tel que x P Λ
et ϕR0

T pxq � y P Λ avec T ¡ 0. D’après le lemme 5.1, on sait donc que

ϕR0
ε pxq � px, εxq et ϕR0

T�εpxq � py,�εyq.

On suppose de plus qu’on a choisi ε suffisamment petit afin que la corde de Reeb ne
passe pas dans la zone VoispΛq en dehors des temps r0; εsYrT �ε;T s. On peut alors décrire
le comportement de cette corde après la chirurgie. D’une part on a un segment de Reeb de
longueur T � 2ε qui relie px, εxq à py,�εyq en dehors de la zone de chirurgie et d’autre
part :

ϕR�θpx, εxq � px�
θ

2εx, εxq et ϕ
R
T�2ε�θpx, εxq � ϕRθ py,�εyq � py �

θ

2ε � p�yq,�εyq.

En particulier, on remarque que :

ϕRT�2εp0, εxq � p0,�εyq.

Donc toute corde de Reeb de Λ dans BX0 induit une corde de Reeb de Γ � SεT
�Dn de

quasiment même longueur, cette situation est représentée dans la figure 27. Ce fait est un
cas particulier du théorème suivant :

Théorème 5.1 (section 6.1 de [BEE12]).
Pour tout λ ¡ 0, si on choisit ε suffisamment petit, alors

(i) les cordes de Reeb de longueur   λ reliant Γ dans BX sont en bijection avec les mots
de longueur   λ en les cordes de Reeb de Λ,

(ii) les orbites de Reeb de longueur   λ dans BX sont en bijection avec :

(a) les mots cycliques de longueur   λ en les cordes de Reeb de Λ,

(b) les orbites de Reeb de BX0 de longueur   λ.

Stratégie de démonstration. On ne va pas prouver ce théorème dans ce manuscrit. Il a
été annoncé dans [BEE12] et leur preuve actuellement non publiée a été écrite dans la
proposition 2.2.10 de [Rou17] . J’ai aussi prouvé ce résultat dans mon mémoire de Master
[PS13] avec une méthode différente. On va présenter les étapes essentielles de cette dernière
preuve.

Près de chaque corde c de Reeb de Λ reliant px, 0q P Sn�1 à py, 0q P Sn�1, on sait que
ϕT�2εpx, εxq � py,�εyq. On peut alors considérer l’application P de retour de Poincaré qui
établit une bijection entre un voisinage U de px, εxq P SεT �Dn�1��

Sn�1 dans un voisinage
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de bord Γ � SεT
�
0 D

n

âme L � Dn

de bord Λ � Sn�1

points d’entrée des cordes dans
la zone de chirurgie : SεT �Dn|Sn�1

px, εxq

corde de Reeb
après chirurgie

corde de Reeb
avant chirurgie

py,�εyq

0

L’anse DεT
�Dn

p0, εxq

py, 0qpx, 0q

coâme C � DεT
�
0 D

n

p0,�εyq

1

2

quarts de plans holomorphes
inclus dans Dn �Dn � Cn

1 : R�p0, xq ` R�px, 0q
2 : R�p0,�yq ` R�py, 0q

Figure 27 – Représentation graphique de l’évolution du champ de Reeb à l’intérieur de
l’anse le long d’une corde de Reeb. Afin de ne pas surcharger la figure, on présente l’anse
en haut et les cordes de Reeb en bas.
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V de py,�εyq P SεT �Dn�1��
Sn�1 .

Cette application de retour de Poincaré ne fait intervenir que le flot de Reeb en dehors
de la zone de chirurgie donc l’application est invariante sous la chirurgie. De plus, les tailles
des voisinages U et V sont indépendantes de ε. Donc si on choisit ε assez petit, on sait que
pour tout u P Sn�1, py, εuq P V .

Si à partir de ce point py, εuq, on continue de suivre le flot de Reeb après la chirurgie
(c’est-à-dire le flot géodésique de Dn), on ressortira de SεT �Dn en py � tpy, uqu, εuq où
tpy, uq est l’unique t ¡ 0 tel que |y � tpy, uqu| � 1. On appelle f l’application qui consiste
à suivre le flot de Reeb en partant du voisinage U de px, εxq jusqu’à arriver en V puis de
suivre le flot géodésique de SεT �Dn jusqu’à sortir de la zone de chirurgie :

f : U Ñ SεT
�Dn�1��

Sn�1

Alors on peut montrer que :

(i) l’application f est hyperbolique,

(ii) l’application f est surjective à 2ε près (c’est-à-dire que pour tout z P SεT �Dn�1��
Sn�1 ,

il existe x P U tel que |fpxq � z| ¤ 2ε).

Ces deux propriétés permettent de refermer des mots en cordes de Reeb de Λ en orbite de
Reeb ou en cordes de Reeb reliant Γ (cf figure 28).

Pour tout corde de Reeb κ de Λ, on note Gpκq la corde de Reeb de Γ induite par
cette corde en appliquant le théorème 5.1. On note de plus que l’âme et la coâme ne
s’intersectent qu’en un point qu’on notera q : C X L � tqu. On note MholpGpκq; q;κq
l’espace de modules des disques holomorphes u : MpD1;2;1q Ñ {XzX0 asymptote près de la
pointe positive à t�8u �Gpκq et près de la pointe négative à t0u � κ et où on rappelle
que {XzX0 �s0; 1s � BX0 YXzX0 Y BX � r1;�8r.

Théorème 5.2 (section 6.1 de [BEE12]).
L’espace de modules MholpGpκq; q;κq est réduit à un point. De plus l’indice de Conley-

Zehnder de Gpκq vaut :
CZRpGpκqq � CZRpκq � n� 2.

Stratégie de démonstration. On présente une preuve incomplète de ce théorème sachant
qu’il a été annoncé dans [BEE12]. On va juste construire explicitement dans notre modèle
non lisse le disque holomorphe (cf figures 27 et 29) et montrer son unicité. On note
px, 0q P Sn�1 � Λ le point de départ de la corde c et py, 0q son point d’arrivée. On va
construire le disque holomorphe dans XzX0 et il suffira de prendre la complétion cylindrique
de ce disque dans {XzX0 pour conclure. On rappelle que

XzX0 � DεT
�Dn Y BX0 � r1; 1� δs.
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Λ

zone sur laquelle

Orbite associé au mot cyclique c1c2

Γ

Deux cordes de Reeb reliant Λ : c1 et c2

Γ

Corde reliant Γ associée au mot c1c2

Avant attachement d’anse Après attachement d’anse

l’anse est attachée

c1

c2

Figure 28 – Heuristiquement, quand on rentre dans la zone de chirurgie, quitte à perturber
légèrement, on peut ressortir n’importe où. Cela permet de refermer des mots en les cordes
de Λ en des cordes de Γ ou en orbites.
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On définit D comme la réunion D1 YD2 YD3 (cf figure 29) où

1. D1 � pR�px, 0q � R�p0, εxqq XDεT
�Dn,

2. D2 � R�py, 0q � R�p0,�εyq XDεT
�Dn,

3. D3 � r1; 1� δs � κ � r1; 1� δs � BX0.

D1 et D2 sont des quarts de plans holomorphes de Cn et D3 est un disque holomorphe car
il s’écrit comme un produit d’une corde de Reeb par un intervalle dans une symplectisation.
Les disques D1 et D2 sont évidemment réguliers (c’est-à-dire que l’équation du0,1 � 0
vérifie la propriété de transversalité, on pourra voir le lemme 9.24 de [EES05]) et on le
lemme 8.2 de [DR16] assure la régularité de D3.

On a donc construit un disque D P MholpGpκq; q;κq. L’unicité découle du fait que Gpκq
et κ ont des actions extrêmement proches et donc nécessairement tout disque de Mhol doit
se trouver dans la partie r1; 1� δs � BX0 dans un voisinage de r1; 1� δs � κ. On peut alors
se placer dans des modèles locaux pour vérifier l’unicité.

Le disque est régulier c’est-à-dire que l’équation holomorphe est transverse. Donc
l’espace de modules Mhol est de dimension 0. Or un calcul de dimension assure que :

dimMholpGpκq; q;κq � CZRpGpκqq � n� CZRpκq � 2.

En effet, pour calculer l’indice de l’opérateur de Fredholm, on colle 2 disques de type o�pcq
au niveau de chacune des pointes du disque D P MholpGpκq; q;κq. On trouve donc que :

indpDq � n� CZRpGpκqq � CZRpκq � 1� 2 � 0

car indpD0;1;0q � 0.

Donc dim MholpGpκq; q;κq � indpDq � 1 � CZRpGpκqq � n� CZRpκq � 2.

Cela nous donne la formule annoncée pour l’indice de Conley-Zehnder de Gpκq.

5.2 Homologie symplectique de l’attachement d’anse

On commence par prouver le lemme qui assure qu’on peut utiliser les constructions de
F et le théorème 4.10.

Lemme 5.2. Pour tout hamiltonien H P HpX,X0q, il existe une unique corde hamilto-
nienne reliant L à C. On notera cette corde q.

Démonstration. En dehors du point d’intersection q, les lagrangiennes L et C vivent dans
deux parties distinctes du cobordisme. En effet, heuristiquement : Cztqu �s0;�8r�BX et
Lztqu � X0 Y r1;�8r�BX0 où on a plongé dans X les parties s0; 1s � BX et r1;�8r�BX0

via le flot de Liouville. Un hamiltonien H P HpX,X0q ne pourra donc pas créer de nouveaux
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1

2

3

BX

BX0

r1; 1� δs � BX0

corde c reliant Λ dans BX0

corde Gpcq reliant Γ dans BX

Disque holomorphe de MholpGpcq; q; cq découpé en 3 parties
1 et 2 : cf figure 27

anse

3 : disque holomorphe r1; 1� δs � c � r1; 1� δs � BX0 où c corde de Reeb

q

Figure 29 – L’unique élément de MholpGpcq; q; cq est représenté en gris. Il est défini par
morceaux et donc non lisse (car le modèle qu’on a choisi pour l’attachement d’anse est non
lisse).
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points d’intersection autres que le point géométrique q.
En effet un tel hamiltonien est C2-petit près du point d’intersection de l’âme et de

la coâme qui est transverse. On peut donc même assurer que l’unique corde hamilto-
nienne reliant L à C est arbitrairement proche du point d’intersection si on choisit un H
suffisamment petit.

On se place maintenant dans {pX,X0q avec un hamiltonien H de type pX,X0q. On
suppose de plus que la sphère Λ sur laquelle on fait un attachement d’anse possède un
remplissage L0 dans X0. On sait que les cordes hamiltoniennes de C sont en bijection
avec les cordes de Reeb de Γ dans BX et que les cordes hamiltoniennes de LY L0 de type
II� sont en bijection avec les cordes de Reeb de Λ dans BX0. On fixe λ et on choisit un
attachement d’anse tel que le théorème 5.1 soit vrai. On a alors le lemme :

Lemme 5.3.
Les générateurs de FC¤λ,II�

� pC,Hq sont en bijection avec les mots en les cordes de
Reeb de Λ dans BX0 de longueur ¤ λ.

Les générateurs de FC¤λ,II�
� pLY L0, Hq sont en bijection avec les cordes de Reeb de

Λ.

Théorème 5.3. Soit c une corde hamiltonienne de L Y L0 de type II�. On note Gpcq
la corde hamiltonienne de C correspondante. Alors le cardinal de l’espace de modules
MpGpcq; q; cq est impair et donc égal à 1 dans Z{2Z.

Démonstration. Afin de clarifier la situation, on va se donner des notations. Les différents
types de cordes qui apparaitront seront notées de la manière suivante :

(i) κ désigne la corde de Reeb reliant Λ,

(ii) Gpκq désigne la corbe de Reeb reliant Γ associée à κ (cf théorème 5.1),

(iii) cT désigne la corbe hamiltonienne reliant LYL0 associée à κ où T est un hamiltonien,

(iv) GpcT q désigne la corde hamiltonienne reliant C associée à Gpκq où T est un hamilto-
nien.

On sait que MholpGpκq; q;κq est un ensemble à 1 élément d’après le théorème 5.2. On
souhaite montrer que cela implique que MpGpcHq; q; cHq est lui aussi de cardinal impair pour
H P HpX,X0q. Avant de commencer la preuve, on propose de vérifier que MpGpcHq; q; cHq
est bien de dimension 0 :

dim MpGpcHq; q; cHq � CZpGpcHqq�n�CZpcHq�1 � CZRpGpκqq�1�n�CZRpκq�1 � 0

où on a utilisé le théorème 3.8 et les formules de la section 2.2.

On va procéder à deux allongements de cous ("neck stretching") successifs illustrés en
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r1� δ; 1s � BX

rε; 1s � BX
XzX0 S�pBXq S�pBXq

S�pBXq

X0 XzX0 XzX0X0

S�pBXq

S�pBXq
X0

Hpxq
Hpxq

Kpxq

HSpBXqpxq

Figure 30 – Allongement du cou près de t1u � BX.

r1; 1� εs � BX0

r1;As � BX0S�pBXqX0
X0 X0XzX0

S�pBXqXzX0 S�pBX0q {XzX0

Kpxq Kpxq KX0pxq

Figure 31 – Allongement du cou près de t1u � BX0.

figures 30 et 31. Les notations précises seront assez techniques et on invite à se référer aux
figures pour visualiser la preuve. On montrera ainsi qu’il existe un cobordisme entre (figure
30) :

MpGpcHq; q; cHq et MpGpκq; q; cKq �MHSX
hol pGpcHSX q;Gpκqq

et entre (figure 31) :

MpGpκq; q; cKq et MpGpκq; q;κq �Mhol
KX0

pκ; cKX0
q.

Procédons au premier allongement de cou. On va décomposer pX en plusieurs morceaux
et définir sur ces morceaux des structures presques complexes J1, JA pour A ¥ 1 et deux
hamiltoniens H et K comme indiqué dans le tableau suivant :
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zone H K J1 JA

X0zsε; 1s � BX0 λpε� 1q λpε� 1qq JX0 JX0

sε; 1s � BX0 λpr � 1q λpr � 1q J0
cyl J0

cyl

Xzpr1� δ; 1s � BXq 0 0 JX JX

r1� δ; 1s � BX 0 0 Jξ0 `

�
0 1
�1 0

�
Jξ0 `

�
0 A

� 1
A 0

�
r1;�8r�BX µr 0 JXcyl JXcyl

Dans la quatrième ligne du tableau, les structures presques complexes sont écrites dans la
décomposition suivante :

T pr1� δ; 1s � BXq � ξ ` RRBX ` RBr.

On peut vérifier qu’il existe un isomorphisme :�
r1� δ; 1s � BX0, Jξ0 `

�
0 A

� 1
A 0

��
�

�
rAp1� δq;As � BX0, Jξ0 `

�
0 1
�1 0

��
.

Les structures JA permettent d’allonger le cou situé en BX0 � r1� δ; 1s et J1 est juste
une structure standard sur {pX,X0q. Finalement on note HSpBXq le hamiltonien défini sur
SpBXq par :

1. Hpr, yq � 0 sur s0; 1s � BX,

2. Hpr, yq � µr sur r1;�8r�BX.

On définit l’espace MApGpcHq; q; cHq comme l’ensemble des couples pD,uq où D P

MpD1;2;1q et

u : D Ñ {pX,X0q, et pdu�XH b βq � j � JA � pdu�XH b βq � 0

avec les conditions asymptotiques :

lim
zÑz�

upzq � trGpcHqu �GpcHq et lim
zÑz�

upzq � tru � cH .

On pose :
Mr1;�8rpGpcHq; q; cHq �

¤
APr1;�8r

MApGpcHq; q; cHq.

Le bord de l’espace Mr1;�8r peut être constitué de :

1. dégénérescences de type Floer,

2. dégénérescences dues à la compactification de Deligne-Mumford de MpD1;2;1q,

3. dégénérescences quand A � 1 ou AÑ �8.
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Comme les actions de GpcHq et cH sont très proches, on peut interdire les courbes de type
1 et 2. Quand A tend vers l’infini, on voit (cf figure 30) que la courbe se sépare en deux :

M8pGpcHq; q; cHq �
¤

κ1corde de Γ
Mholpκ1; q; cKq �MHSpBXq

hol pGpcHSpBXqq;κ
1q.

Comme les actions de GpcHq et cH sont très proches, la seule corde κ1 de Γ qui pourrait
apparaître dans M8 est Gpκq. On obtient finalement :

BMr1;�8rpGpcHq; q; cHq � MpGpcHq; q; cHqYMholpGpκq; q; cKq�MHSpBXq
hol pGpcHSpBXqq;Gpκqq.

L’argument dual de celui utilisé pour prouver l’équivalence entre l’algèbre de Che-
kanov holomorphe et l’algèbre de Chekanov hamiltonienne du théorème 4.3 assure que
MHSpBXq

hol pGpcHSpBXqq;Gpκqq est réduit à un élément (cela est une conséquence de [BO09a]).
On en déduit donc que :

MpGpcHq; q; cHq � MholpGpκq; q; cKq mod 2. (5.1)

On peut maintenant procéder au deuxième allongement de cou comme présenté dans la
figure 31. On découpe pX en :

pX � X0zsε; 1s � BX0Ysε; 1s � BX0 YXzs1� δ; 1s � BXYs1� δ; 1s � BX Y S�pBXq.

On allonge alors le cou en modifiant une structure presque complexe J1 sur la zone
s1� δ; 1s � BX et on définit l’espace MApGpκq; q; cKq comme l’ensemble des couples pD,uq
où D P MpD1;2;1q et

u : D Ñ {pX,X0q, et pdu�XK b βq � j � JA � pdu�XK b βq � 0

avec les conditions asymptotiques :

lim
zÑz�

upzq � t�8u �Gpκq et lim
zÑz�

upzq � t1u � c.

On pose :
Mr1;�8rpGpκq; q; cKq �

¤
APr1;�8r

MApGpκq; q; cKq.

On peut ensuite effectuer l’allongement de cou illustré en figure 31. Les mêmes arguments
que précedemment assurent que :

B1Mr1;�8rpGpκq; q; cKq � MholpGpκq; q;κq �Mhol
KX0

pκ; cKX0
q YM1pGpκq; q; cKq.

où KX0 est un hamiltonien de Hp∅, X0q vérifiant :



152 CHAPITRE 5. ATTACHEMENT D’ANSE SYMPLECTIQUE

1. sur X0zsε; 1s � BX0, KX0pxq � λpε� 1q,

2. sur sε; 1s � BX0, KX0pxq � λpr � 1q,

3. sur S�pBX0q, Kpr, yq � 0.

Or on on sait que les espaces MholpGpκq; q;κq et Mhol
KX0

pκ; cKX0
q sont constitués d’un

élément (cf preuve du théorème 4.3 pour l’étude de l’espace Mhol
KX0

pκ; cKX0
q). Cela assure

donc que l’espace M1pGpκq; q; cKq est de cardinal impair. L’équation (5.1) assure donc que
MpGpcHq; q; cHq est de cardinal impair.

Une conséquence du théorème 5.3 est le théorème suivant :

Théorème 5.4.
Supposons que la sphère legendrienne Λ sur laquelle on attache l’anse est remplie par

une lagrangienne exacte L0.

(a) Pour tout λ P R, le A8-morphisme F : A¤λpC,Hq Ñ ΩFC¤λpL0, Hq introduit dans
le théorème 4.4 est un isomorphisme.

(b) L’application HHppF q : HHpSCpCqq Ñ HHppHCHpΛ, L0qq est un isomorphisme.

Démonstration. On suit la preuve de la section 6.3 de [BEE12] dans notre cadre hamilto-
nien. On sait que le morphisme HH�pF q est la limite directe de morphisme HH�pF pH,Kqq

où les F pH,Kq sont des morphismes de A8-algèbres A¤λpC,Hq Ñ ΩFC¤λ
II�pLYL0,Kq. Il

suffit donc de montrer que F1 : FC¤λ
� pC,Hq Ñ ΩFC¤λ

II�pLY L0,Kq est un isomorphisme
à H et K fixé puis prendre la limite. On sait que ces deux complexes de chaînes ont les
mêmes générateurs avec même action (dès que les pentes de H et K sont suffisamment
grandes) et le morphisme F1 décroit l’action hamiltonienne. Donc ce morphisme est trian-
gulaire supérieure dans la famille génératrice décrite dans le lemme 5.3. On rappelle que
cette famille génératrice est l’ensemble des mots en les cordes de Reeb de Λ de longueur ¤ λ.

On sait d’après le théorème 5.3 que pour les mots avec un unique élément c, xF pGpcqq; cy �
1r2s. Considérons maintenant un mot à 2 éléments c1 et c2. On note Gpc1, c2q la corde hamil-
tonienne de C correspondant au mot c1c2. Comme on connait les indices de Conley-Zehnder
de c1 et c2, on sait que l’espace de modules MpGpc1q, Gpc2q; q; c1, c2q est de dimension 1 et
le bord de cet espace de modules est composé de :

BM �
¤
c

MpGpc1q, Gpc2q; cq �Mpc; q; c1, c2q

Y
¤
c

MpGpc1q; cq �Mpc,Gpc2q; q; c1, c2q

Y
¤
c

MpGpc2q; cq �MpGpc1q, c; q; c1, c2q

Y � � � YMpGpc2q; q; c2q �MpGpc1q; q; c1q
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Or on sait que l’action des disques dans MpGpc1q, Gpc2q; q; c1, c2q est très petite car
ci et Gpciq ont des actions très proches. On peut donc éliminer la plupart des espaces de
modules apparaissant dans l’union ci-dessus. Par exemple, on sait qu’il n’y a pas de cordes
c de C avec une action suffisamment proche de Gpc1q pour qu’il y existe un disque de type
MpGpc1q; cq dans le bord de MpGpc1q, Gpc2q; q; c1, c2q. Après élimination, on voit qu’il ne
reste que :

BM �MpGpc1q, Gpc2q;Gpc1, c2qq �MpGpc1c2q; q; c1, c2q

YMpGpc2q; q; c2q �MpGpc1q; q; c1q.

Or on sait que les espaces MpGpc2q; q; c2q et MpGpc1q; q; c1q sont de cardinaux impairs.
Cela implique donc que les espaces MpGpc1c2q; q; c1, c2q et MpGpc1q, Gpc2q; cq sont aussi
de cardinaux impairs. Plus particulièrement, on en déduit que ;

#MpGpc1c2q; q; c1, c2q � 1r2s.

On peut appliquer ce raisonnement par récurrence pour montrer que pour tout n P N et
c1, . . . , cn cordes de Λ :

#MpGpc1 . . . cnq; q; c1, . . . , cnq � 1r2s.

En effet, on considère le bord de l’espace de module MpGpc1 . . . cn�1q, Gpcnq; q; c1 . . . cnq et
on fait le même raisonnement que pour les mots à 2 cordes pour obtenir le résultat voulu.
Cela veut dire que tout les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire F1 sont impairs
donc non nuls ce qui implique que F1 est un isomorphisme de complexe de chaînes.

On va maintenant s’intéresser aux orbites hamiltoniennes de H et on n’a pas réussi à
montrer la conjecture technique suivante sur SHpX,X0q.

Conjecture 5.1. Il existe un hamiltonien H P HpX,X0q tel qu’une famille d’éléments de
FCII,¤λpHq soit en bijection avec

tb1 . . . bk; bi cordes de Reeb de Λu Y tpb1 . . . bk; bi cordes de Reeb de Λu.

De plus, le sous-complexe engendré par cette famille est un rétracte de SCpX,X0q. On
notera ce complexe SCnpX,X0q

2.

Idée de démonstration. On travaille sur l’attachement d’anse non lisse présenté dans la
section 5.1 et avec un hamiltonien H P HpXq indépendant du temps. Dans ce cadre, on
sait que les orbites hamiltoniennes est la réunion de S1-familles d’orbites de Reeb de BX et

2. Ce complexe est engendré seulement par les nouvelles orbites hamiltoniennes d’où le n.
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de S1-familles d’orbites de Reeb de BX0. On avait décrit dans le théorème 5.1 les orbites
de Reeb de BX et on rappelle que cet ensemble est en bijection avec

(a) les orbites de Reeb de BX0,

(b) les mots cycliques en les cordes de Reeb de Λ � BX0.

Quand on a un hamiltonien autonome, on peut le perturber en utilisant des fonctions de
Morse afin d’avoir un nombre fini d’orbites hamiltoniennes et non des S1-familles. Chaque
S1-famille donne alors naissance à une orbite hamiltonienne par point critique de la fonction
de Morse choisie [BO09b]. On définit des sous-espaces vectoriels de SCpX,X0q :

(i) C�pX0q est l’espace vectoriel engendré par les orbites hamiltoniennes situées en
t1u � BX0 qui correspondent donc aux orbites de Reeb de BX0,

(ii) C�pX0q est l’espace vectoriel engendré par les orbites hamiltoniennes situées en
t1u � BX qui correspondent aux orbites de Reeb de BX de type (a),

(iii) C�pXq est l’espace vectoriel engendré par les orbites hamiltoniennes situées en
t1u � BX qui correspondent aux orbites de Reeb de BX de type (b).

On va perturber les orbites de Reeb apparaissant dans (i) et (ii) de la même manière
afin d’obtenir les mêmes espaces vectoriels C�pX0qr1s � C�pX0q (le décalage de 1 vient du
calcul effectué dans la section 2.2 de l’indice de Conley-Zehnder dans le cas d’un hamiltonien
concave). Les orbites de Reeb de type (b) seront perturbées de la manière suivante. On se
donne b1 . . . bd un mot cyclique en les cordes de Reeb de Λ. On choisit alors une fonction de
Morse avec 2d points critiques, d maximum et d minimum (un maximum et un minimum
pour chaque bi). On note alors les orbites hamiltoniennes obtenues :

b1 . . . qbi . . . bk et b1 . . . pbi . . . bk.
On peut montrer géométriquement que dans la décomposition

SCpX,X0q � C�pX0q ` C�pX0q ` C�pXq,

la différentielle peut s’écrire sous forme matricielle :���d0r1s f �

0 d0 �

0 � dC�pXq

��

où f est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale (donc un isomor-
phisme). En effet, les 0 sont des conséquences de restrictions sur les trajectoires de Floer
(on ne peut pas aller t1u � BX0 vers t1u � BX par le lemme 2.3 de [CO18]). Le fait que f
est un isomorphisme vient de la géométrie de l’attachement d’anse choisi : on ordonne les
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orbites hamiltoniennes par l’action et on sait que f est triangulaire supérieure car f décroit
l’action. De plus les coefficients diagonaux comptent tout simplement les cylindres triviaux
car le cobordisme entre BX et BX0 est trivial en dehors de la zone d’attachement d’anse.

Une analyse détaillée des coefficients � apparaissant dans cette matrice devrait permettre
de perturber le sous-espace vectoriel C�pXq afin d’obtenir un sous-complexe SCnpXq qui
vérifie les propriétés de la conjecture.

Remarque 5.2. Les conjectures 4.3 et 5.1 sont similaires et l’analyse qui permettrait de
prouver l’une s’appliquerait à l’autre. En effet dans les deux conjectures, on souhaite
simplifier un cône en enlevant des générateurs qui semblent s’annuler entre eux.

Dans la conjecture 4.3, on souhaite montrer que l’on peut oublier les cordes reliant les
lagrangiennes CXi et C0

i dans le cône de l’application SCptCXi ui Y Cq Ñ SCptC0
i uq et se

ramener à l’étude de SCpC,∅q car le cobordisme entre CXi et C0
i est trivial.

De même dans la conjecture 5.1, on souhaite oublier les orbites hamiltoniennes de X0

(qui ne rencontrent pas la zone de chirurgie) dans SHpX,X0q et se ramener à l’étude des
nouvelles orbites hamiltoniennes de X car le cobordisme est trivial en dehors de la zone de
chirurgie.

Théorème 5.5. [Utilise conjecture 5.1]
On suppose qu’on attache l’anse le long d’une legendrienne possédant un remplissage

lagrangien exact. L’application

H�pOCq : HH�pSCpCqq Ñ SHpX,X0q

entre l’homologie de Hochschild de la coâme et l’homologie symplectique relative de l’atta-
chement d’anse est un isomorphisme.

Démonstration. On sait que H�pCOq�H�pOCq : HH�pSCpCqq Ñ HHp
�pΩSCpLYL0qq est

un isomorphisme en combinant les théorèmes 4.10 et 5.4. On sait de plus queHHp
�pΩSCpLqq

est l’homologie d’un complexe engendré par la famille

tb1 . . . bk; bi cordes de Reeb de Λu Y tpb1 . . . bk; bi cordes de Reeb de Λu.

Donc si on intercale via la rétraction le complexe SCnpX,X0q dans le diagramme commutatif
entre les complexes de chaînes, on obtient le diagramme suivant qui commute à homotopie
près :

CC�pSCpCqq CCp�pΩSCpLY L0qq

SCpX,X0q

SCnpX,X0q

OC

CCp�pF q

p�OC

CO

pi

CO�i
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Or on sait que les complexes CCp�pΩSCpLYL0qq et SCnpX,X0q ont les mêmes familles
génératrices avec mêmes actions hamiltoniennes. Via l’isomorphisme CCp�pF q, on peut
transférer cette famille génératrice à CC�pSCpCqq pour obtenir un sous-complexe quasi-
isomorphe. On obtient ainsi un diagramme commutatif entre trois complexes de chaînes
avec la même famille génératrice et donc les morphismes peuvent être représentés par des
matrices carrées. Or vu que toutes les applications décroissent l’action, on sait que les
matrices sont triangulaires supérieures dans la famille génératrice choisie. On a montré
que CCp�pF q avait des 1 sur la diagonale dans le théorème 5.4, cela implique donc que
p �OC et CO � i sont des isomorphismes entre les complexes de chaînes. C’est ce qu’il fallait
démontrer.

Avec le critère d’Abouzaid [Abo10], on peut alors montrer le théorème de split-génération
suivant :

Théorème 5.6. [Utilise conjectures 4.3 et 5.1]
Si X est obtenu à partir de D2n via des attachements d’anses successifs le long de

legendriennes remplies par des lagrangiennes exactes, alors l’ensemble des coâmes de ces
attachements d’anse split-engendrent la catégorie de Fukaya de X.

Démonstration. On note C1, . . . Cn les coâmes et on va effectuer une récurrence sur n. S’il
y a un unique attachement d’anse de coâme C1, on sait que

SHpD2nq � 0 et SHpX,D2nq � SHpXq.

Or on a montré que

H�pOCq : HH�pSCpCqq Ñ SHpX,D2nq � SHpXq

est un isomorphisme. Cela implique donc, en utilisant le critère de split-génération de
[Abo10], que C split-engendre la catégorie de Fukaya de X.

On raisonne ensuite par récurrence sur le nombre d’attachement d’anses. Soit X0

obtenu par attachement d’anses successifs à partir de D2n avec coâmes C1, . . . , Cn. On
sait par l’hypothèse de récurrence que C1, . . . , Cn split-engendrent la catégorie de Fukaya.
On attache alors sur X0 une anse de coâme C et on note X le domaine de Liouville ainsi
obtenu. On peut maintenant écrire le diagramme commutatif à homotopie près entre les
suites exactes longues d’homologie de la conjecture 4.3 :

HH�pSCpC,∅qq HH�pSCptC1, . . . , Cn, Cuqq HH�pSCptC1, . . . , Cnuqq

SHpX,X0q SHpXq SHpX0q

OCpX,X0q OCpXq OCpX0q

Comme C1, . . . Cn split-engendrent la catégorie de Fukaya de X0, OCpX0q est un isomor-
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phisme. Le théorème 5.5 assure que OCpX,X0q est aussi un isomorphisme. On conclue
donc que OCpXq est un isomorphisme par le lemme des cinq. En appliquant le critère de
split-génération, cela finit la récurrence et donc la preuve du théorème.

Remarque 5.3. On remarque qu’on montre indépendamment des conjectures 5.1 et 4.3
le théorème de split-génération quand il y a un unique attachement d’anse critique. Si
on applique ce résultat à T �X muni d’une décomposition en anse adaptée, cela fournit
une nouvelle preuve du fait que pour toute variété compacte X, T �xX split-engendre la
catégorie de Fukaya de T �X, résultat déjà prouvé dans [Abo11].



158 CHAPITRE 5. ATTACHEMENT D’ANSE SYMPLECTIQUE



Chapitre 6

Variétés de Brieskorn-Pham

On rappelle que si 0 est un point critique (aussi appelé une singularité dans ce cadre)
d’une fonction holomorphe f : Cn�1 Ñ C, on peut définir :

1. la fibre de Milnor de la singularité qui est une variété de Stein,

2. le lien de la singularité qui est une variété de contact et le bord de la fibre de Milnor,

3. le squelette de la fibre de Milnor.

En dimension 2, A’Campo ([A’C09] et [A’C03]) montre qu’on peut décrire un flot
particulier sur le squelette d’une singularité réelle qu’il appelle flot de billard et que ce
flot correspond au flot de Reeb sur le lien de la singularité. Le but de ce chapitre est de
démontrer une généralisation de ce fait en dimension supérieure dans le cadre des variétés
de Brieskorn-Pham.

Soient a0, . . . , an des entiers supérieurs à 2. On rappelle que le lien de la singula-
rité de fpz0, . . . , znq �

°n
i�0 z

ai
i en 0 s’appelle la variété de Brieskorn-Pham. Le squelette

de la singularité est homéomorphe au joint J � Z{a1Z � � � � � Z{anZ défini par Milnor
[Mil56] :

J �

#
x0ε0 ` � � � ` xnεn;xi P R� et εi P Z{aiZ et

ņ

i�0
xi � 1

+
. (6.1)

� Z{a1Z� � � � � Z{anZ�∆{ � où pε, xq � pε1, x1q ssi @i,

$&%soit pεi, xiq � pε1i, x
1
iq,

soit xi � x1i � 0.

Dans la deuxième ligne ∆ désigne le simplexe standard : ∆ � tx P pR�qn�1;
°n
i�0 xi �

1u. On va proposer une construction naturelle du cotangent de J et d’un flot de billard
(qu’on appellera géodésique) sur J . Si on admet la conjecture 6.2, on démontre le théorème
suivant :

159
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Théorème 6.1 (Utilise conjecture 6.2).
La fibre de Milnor Ma

f est difféomorphe à la variété DT �J où J est le joint Z{a1Z�� � ��
Z{anZ. Via ce difféomorphisme, le flot de Reeb sur BMa

f est envoyé sur le flot géodésique
de ST �J .

De plus le difféomorphisme construit ci-dessus généralise le difféomorphisme standard
qui identifie la fibre de Milnor Ma

f et T �Sn quand a0 � � � � � an � 2.

Ce théorème appelle la généralisation suivante :

Conjecture 6.1. [A’C09]
Soit W une fibre de Milnor dont le squelette S est une variété branchée. Alors on peut

munir le squelette S de structures supplémentaires qui permettent de reconstruire la variété
W . La définition d’un flot de billard sur S ferait partie de ces structures supplémentaires.

Précisons ce qu’on entend par la fibre de Milnor Ma
f car la définition est non standard.

On va donner deux définitions différentes de la fibre de Milnor de la fonction fpzq �
°n
i�0 z

ai
i .

Les articles [Mil68] et [KvK16] définissent la fibre de Milnor Mf de la manière suivante :

Mf �

$&%pz0, . . . , znq P Cn�1;

$&%
°n
i�0 z

ai
i P R��°n

i�0 |zi|
2 � 1

,.- . (6.2)

Le bord de Mf est égal à f�1pt0uq X S2n�1 et correspond à la variété de Brieskorn-Pham.

Pour des raisons de symétries, on va plutôt considérer la variétéMa
f � f�1pR��qXS2n�1

a

où S2n�1
a est une sphère à poids c’est-à-dire S2n�1

a � tpz0, . . . , znq P Cn�1;
°n
i�0 |zi|

ai � 1u.
La définition de la fibre de Milnor Ma

f devient alors :

Ma
f �

$&%pz0, . . . , znq P Cn�1;

$&%
°n
i�0 z

ai
i P R��°n

i�0 |zi|
ai � 1

,.- . (6.3)

Dans la première section, on va essayer de définir une structure symplectique sur
Ma
f et identifier clairement les problèmes qui apparaissent. La seconde section décrit une

construction de Sn en union de simplexes (les octants de la sphère) et introduit la définition
du flot de billard sur un simplexe sphérique. Dans la troisième section, on construit DT �J
et un flot qu’on appelle géodésique sur l’espace topologique J . On explicite ensuite la
bijection entre DT �J et Mf dans la quatrième section et on vérifiera que le flot de Reeb
sur BMf correspond bien au flot géodésique sur ST �J via cette bijection.
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6.1 Fibre de Milnor déformée

On souhaite munir la fibre de Milnor Ma
f d’une structure de domaine de Liouville et

le bord de la fibre d’une structure de contact dont on précisera la forme de contact et le
champ de Reeb. On sait ([Gei08], chapitre 7 et [KvK16]) que sur le domaine de Liouville
Mf , le flot de Reeb induit sur BMf (voir définition en (6.2)) est donné par la formule :

ϕRT pz0, . . . , znq � pe
it
a0 z0, . . . , e

it
an znq. (6.4)

Conjecture 6.2. Il existe une 1-forme de Liouville sur Ma
f tel que le flot de Reeb sur

BMa
f soit donné par la formule (6.4).

La conjecture signifie qu’on peut modifier la variété Mf en la variété Ma
f tout en

gardant le même flot de Reeb sur le bord contact. On va présenter maintenant des calculs
partiels qui utilisent des formes de Liouville et symplectiques singulières pour retrouver la
formule (6.4).

Preuve incomplète. On travaille dans Cn�1 et on considère la forme symplectique à poids
ωa �

i
4
°n
j�0 a

2
j |zj |

aj�2dzj ^ dz̄j et la forme de Liouville λa � i
4
°n
j�0 aj |zj |

aj�2pzjdz̄j �

z̄jdzjq. On ne se préoccupera pas des singularités de ces formes sur les hyperplans tzj � 0u
dans la suite de cette preuve car je ne sais actuellement pas comment les gérer. On rappelle
la formule suivante :

dp|z|αq �
α

2 |z|
α�2pzdz̄ � z̄dzq.

Vérifions dans un premier temps que λa est une forme de Liouville de Cn�1 pour ωa
c’est-à-dire que dλa � ωa :

dλa �
i

4

ņ

j�0
ajdp|zj |

aj�2q ^ pzjdz̄j � z̄jdzjq � aj |zj |
aj�2dpzjdz̄j � z̄jdzjq

�
i

4

ņ

j�0

ajpaj � 2q
2 |zj |

aj�4pzjdz̄j � z̄jdzjq ^ pzjdz̄j � z̄jdzjq � 2aj |zj |aj�2dzj ^ dz̄j

�
i

4

ņ

j�0
a2
j |zj |

aj�2dzj ^ dz̄j � ωa.

Vérifions maintenant que ωa est bien une forme symplectique quand on la restreint à
Mf � f�1pR��q X S2n�1

a . On note

gpzq � Impfpzqq � 1
2i

ņ

j�0
z
aj
j � z̄j

aj et hpzq �
ņ

j�0
|zj |

aj .

On remarque alors que Mf � g�1pt0uq X h�1pt1uq et pMf , ωa|Mf
q est une variété symplec-
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tique si et seulement si

dhpXgq � �dgpXhq � ωapXg, Xhq � 0 où

$&%ωapXg, �q � �dg,

ωapXh, �q � �dh.

En effet T pg�1p0q X h�1p1qqKω � V ectpXg, Xhq et si dgpXhq � 0, alors Xh R T pg
�1p0q X

h�1p1qq et de même pour Xg. Or on calcule que :

dh �
ņ

j�0
dp|zj |

aj q �
ņ

j�0

aj
2 |zj |

aj�2pzjdz̄j � z̄jdzjq.

Et donc Xh � i
ņ

j�0

2
aj

�
zj

B

Bzj
� z̄j

B

Bz̄j



.

Or dg � 1
2i

ņ

j�1
ajpz

aj�1
j dzj � z̄j

aj�1dz̄jq

et donc
dgpXhq �

ņ

j�0
z
aj
j � z̄j

aj � 2Repfpzqq ¡ 0.

Et donc pMa
f , λaq est bien un domaine de Liouville. Le bord à l’infini de Ma

f est S2n�1
a X

f�1pt0uq et on peut vérifier que :

R � i
ņ

j�0

1
aj

�
zj

B

Bzj
� z̄j

B

Bz̄j




est le champ de Reeb sur BMf c’est-à-dire que iRλa � 1 et iRdλa � 0 où α � λa|BMa
f
sur

BMa
f . Le flot de R est alors :

ϕRT pz0, . . . , znq � pe
it
a0 z0, . . . , e

it
an znq.

6.2 Premier exemple

Pour illustrer ce qu’on va faire dans le cas général, on va commencer par donner
une description assez compliquée de la sphère Sn, de son espace tangent et de son flot
géodésique. On va découper la sphère Sn � Rn�1 en 2n�1 octants via les signes comme
illustré dans la figure 32. On note ∆n le simplexe sphérique standard :

∆n � tpx0, . . . , xnq P pR�qn�1;
ņ

i�0
x2
i � 1u.
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8�

Figure 32 – Découpage de la sphère en octant

On définit alors la sphère découpée en octant comme :

Soct � pZ{2Zqn�1 �∆n{ � où pε, xq � pε1, x1q si @i,

$&%soit pεi, xiq � pε1i, x
1
iq,

soit xi � x1i � 0.

On remarque qu’il existe une bijection :

Sn Ñ Soct

px0, . . . , xnq ÞÑ psgnpx0q, . . . , sgnpxnq, |x0|, . . . , |xn|q.

On peut définir l’espace tangent de Soct de la manière suivante :

TSoct � pZ{2Zqn�1�T∆n{ � où pε, x, vq � pε1, x1, v1q si @i,

$&%soit xi � x1i, vi � v1i et εi � ε1i,

soit xi � x1i � 0 et εivi � ε1iv
1
i.

La bijection Sn ÝÑ Soct se prolonge en une bijection :

TSn Ñ TSoct

px0, . . . , xn, v0, . . . , vnq ÞÑ psgnpx0q, . . . , sgnpxnq, |x0|, . . . , |xn|, sgnpx0qv0, . . . , sgnpxnqvnq.

On peut alors définir le flot géodésique sur TSoct comme l’image du flot géodésique de
Sn via cette application comme illustré en figure 33. En fait, le flot géodésique de TSoct

est un cas particulier d’un flot de billard avec comptage comme défini ci-dessous.

Définition 6.1. On définit le flot de billard sur le simplexe sphérique ∆ � Sn comme la
projection du flot géodésique de Sn via l’application :

π : TSn ÝÑ T∆n

px0, . . . , xn, v0, . . . , vnq ÞÑ p|x0|, . . . , |xn|, sgnpx0qv0, . . . , sgnpxnqvnq
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∆1,1,1
∆�1,1,1

Figure 33 – Découpage du flot géodésique selon les octants.

∆2

Figure 34 – Flot de billard sur un simplexe sphérique.

Le flot de billard avec comptage est l’application

ϕt :ST∆ Ñ Zn�1 � ST∆

px, vq ÞÑ pa0pt, x, vq, . . . , anpt, x, vq, ϕ
billard
t px, vqq

où aipt, x, vq compte le nombre de fois où le flot de billard a "rebondi" sur la face i.

Le lemme suivant est juste une conséquence triviale de ces définitions (cf figures 34 33).

Lemme 6.1. Le flot géodésique de STSoct est exactement le flot de billard de ∆ avec
comptage dans Z{2Z.

On va s’inspirer de cette description de la sphère en réunion d’octants pour les définitions
qui vont suivre : on définira des objets avec non plus 2n�1 octants mais a0 . . . an octants.

6.3 Cotangent du squelette

Prenons a0, . . . , an des entiers supérieurs à 2. On remarque qu’il existe un homéomor-
phisme :

Z{a0Z� . . .Z{anZ�∆{ � ÝÑ Z{a0Z � � � � � Z{anZ

pε0, . . . , εn, x0, . . . , xnq ÞÑ x2
0ε0 ` � � � ` x2

nεn
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On va donc suivre l’exemple de Soct pour définir l’espace tangent de J et le flot géodésique
de J où J désigne le joint Z{a0Z � � � � � Z{anZ. On définit l’espace tangent du joint J par :

TJ � Z{a0Z� � � � � Z{anZ� T∆{ �

où pε, x, vq � pε1, x1, v1q si @i,

$'''&'''%
soit pεi, xi, viq � pε1i, x

1
i, v

1
iq,

soit xi � x1i � 0, vi � v1i � 0,

soit xi � x1i � 0, vi � �v1i � 0 et ε1i � εi � sgnpviq.
(6.5)

On peut comprendre le joint J comme une sphère dans un espace à n� 1 dimensions
où la j-ième composante a aj signes différents indicés par Z{ajZ.

Définition 6.2. Le flot géodésique de J est défini comme le flot de billard ∆ avec comptage
dans Z{a0Z� � � � � Z{anZ.

On a donc défini un flot ϕgeot : STJ Ñ STJ qu’on appellera le flot géodésique de ST �J
(on se permet d’identifier STJ et ST �J car on a choisi une métrique sphérique sur le joint).

6.4 Flot de Reeb et flot géodésique

On va ici donner la formule de ϕ : Ma
f Ñ DTJ qui réalise l’homéomorphisme entre

la fibre de Milnor Ma
f (formule (6.3)) et DTJ comme défini dans la section 6.3. Il est

intéressant de remarquer que dans la définition de Ma
f , seul z

aj
j apparait et jamais zj en

tant que tel. Or si on connait zajj , il y a aj antécédents possibles pour zj qui correspondent
aux aj signes dont on parlait précédemment. Cela est à l’origine de la formule que l’on va
donner ci-dessous.

Prenons z P Cn�1 et écrivons chaque zj sous la forme :

zj � rje
iθje

2iεjπ
aj où

$'''&'''%
rj P R�,

θj P r�
π
aj

; πaj s,

et εj P Z{ajZ.

(6.6)

Ma
f ÝÑ DT �J (6.7)

ψ :

����
r0e

iθ0e
2iε0π
a0

...
rne

iθne
2iεnπ
an

���
 ÞÝÑ
�����
�����
b

2
1�αr

a0
2

0 cos
�
a0θ0

2

	
...b

2
1�αr

an
2
n cos

�
anθn

2
�
����
,
�����
b

2
1�αr

a0
2

0 sin
�
a0θ0

2

	
...b

2
1�αr

an
2
n sin

�
anθn

2
�
����

����

ε

où α �
ņ

i�0
z
aj
j .
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Lemme 6.2. La fonction ψ définie en (6.7) est bien définie, continue et bijective.

Démonstration. Notons pεj , xj , vjq � ψjpzq. Pour vérifier que ψ est bien définie, il faut

vérifier que ψ ne dépend pas du choix de l’écriture zj � rje
iθje

2iεjπ
aj et que ψpzq P DT �∆ε,

c’est-à-dire que :$'''&'''%
°n
j�0 x

2
j � 1,°n

j�0 xjvj � 0,°n
j�0 v

2
j ¤ 1

sachant que

$'''&'''%
°n
j�0 r

aj
j cospajθjq � α,°n

j�0 r
aj
j sinpajθjq � 0°n

j�0 r
aj
j � 1.

(6.8)

Pour la non unicité de l’écriture de zj � rje
iθje

2iεjπ
aj , on voit que le cas rj � 0 correspond

au cas tj � vj � 0 dans (6.5) et que le cas θj P t�πaj ; π
aj
u correspond au dernier cas

d’équivalence dans (6.5).
Vérifions maintenant les équations (6.8) :

ņ

j�0
x2
j �

2
1� α

ņ

j�0
r
aj
j cos2

�
ajθj

2



�

2
1� α

ņ

j�0
r
aj
j

1� cospajθjq
2 � 1,

ņ

j�0
xjvj �

2
1� α

ņ

j�0
r
aj
j cos

�
ajθj

2



sin
�
ajθj

2



�

2
1� α

ņ

j�0
r
aj
j sinpajθjq � 0,

ņ

j�0
v2
j �

2
1� α

ņ

j�0
r
aj
j sin2

�
ajθj

2



�

2
1� α

ņ

j�0
r
aj
j

1� cospajθjq
2 �

1� α

1� α
.

La continuité de ψ découle directement des vérifications ci-dessus concernant la bonne
définition de ψ et de la topologie quotient.

On pourrait donner la formule de l’application inverse de ψ pour montrer que ψ est bien
bijective mais on va plutôt montrer comment on reconstruit z à partir de ψpzq. Supposons
ψpzq � pε, x, vq connu et essayons de retrouver z. On sait qu’on peut retrouver fpzq � α

en calculant |v|2. Ainsi, on connait le couple
�
r
aj
2
j cos

�
ajθj

2

	
, r

aj
2
j sin

�
ajθj

2

	

et εj . Cela

suffit pour connaître de manière unique zj .

Remarque 6.1. La fonction ψ identifie le squelette J � DT �J avec l’ensemble des z P Sa
tels que pour tout j, zj est proportionnel à une racine j-ième de l’unité, c’est à dire avec
l’ensemble tz P Cn,

°
z
aj
j �

°
|zj |

aj � 1u.
L’ensemble STJ est quant à lui identifié avec ce qu’on appelle le lien de la singularité

f�1pt0uq X Sa.

Lemme 6.3. L’homéomorphisme ψ envoie le flot donné par la formule (6.4) de BMa
f sur

le flot géodésique de STJ .
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Démonstration. Soit z P Cn�1 et t P R� suffisamment petit tel que :

zj � rje
iθje

2iεjπ
aj et zje

it
2aj � rje

iθj�
it

2ai e
2iεjπ
aj soient de la forme (6.6).

Dans ce cas,

ψ

����
e
it

2a0 z0
...

e
it

2an z0

���
�
�����
�����
b

2
1�αr

a0
2

0 cos
�
a0θ0

2 � t
	

...b
2

1�αr
an
2
n cos

�
anθn

2 � t
�
����
,
�����
b

2
1�αr

a0
2

0 sin
�
a0θ0

2 � t
	

...b
2

1�αr
an
2
n sin

�
anθn

2 � t
�
����

����

ε

� ϕgeot

�����
�����
b

2
1�αr

a0
2

0 cos
�
a0θ0

2

	
...b

2
1�αr

an
2
n cos

�
anθn

2
�
����
,
�����
b

2
1�αr

a0
2

0 sin
�
a0θ0

2

	
...b

2
1�αr

an
2
n sin

�
anθn

2
�
����

����

ε

� ϕgeot pψpz0, . . . , znqq.

Donc le flot de Reeb est bien envoyé sur le flot géodésique pour les petits t. Il suffit de
vérifier que cela continue d’être dans le cas quand on traverse une face pour conclure la
preuve du lemme 6.3 :

@t P R, ψpϕRt
2
pz0, . . . , znqq � ϕgeot pψpz0, . . . , znqq.

Le théorème 6.1 est une conséquence des lemmes 6.2 et 6.3 si on admet la conjecture
6.2.
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Annexe A

Coproduit et hamiltoniens
convexes

Idée générale

Soit X un domaine de Liouville. On va définir une application SHpXq Ñ SHpXqb2

de manière naïve et on va montrer que cette application se factorise par une application
SHpXq Ñ SH�0pXqb2. Cela permettra d’expliciter la remarque suivante :

Remarque A.1. Il n’est pas judicieux de compter les solutions d’une équation de Floer
perturbée par un hamiltonien convexe définis sur une surface S avec plusieurs pointes
négatives. Il vaut mieux tenir compte de poids à chaque pointe négative comme dans
[EO17].

La version duale de ce fait dit qu’il n’est pas judicieux de compter les solutions d’une
équation de Floer perturbée par un hamiltonien concave définis sur une surface S avec
plusieurs pointes positives.

Algébriquement, cette remarque indique que les hamiltoniens convexes donnent natu-
rellement naissance à des structures d’algèbres alors que les hamiltoniens concaves donnent
naturellement naissance à des structures de cogèbres.

Explicitons maintenant pourquoi la définition naïve d’un coproduit en utilisant des
hamiltoniens convexes produit une opération triviale.

Un exemple

On note S3 la sphère privée de 3 points intérieurs avec marqueurs asymptotiques qu’on
note z�, z�1 et z�2 . On se donne aussi un réel 1 ¡ w ¡ 0. On peut construire une 1-forme
βw telle que :

(i) Près de z�, βw � dt dans des coordonnées cylindriques r0;�8r�S1,
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(ii) près de z�1 , βw � wdt,

(iii) près de z�2 , βw � p1� wqdt,

(iv) dβw � 0.

On fixe aussi un réel λ ¡ 0 et un hamiltonien H P HpXq de pente µ à l’infini (cf figure
17). On remarque que, quand µ est suffisamment grand, les complexes de chaînes FC¤λpHq

et FC¤λpwHq sont isomorphes et que sous cet isomorphisme, l’action hamiltonienne est pré-
servée. C’est pourquoi on n’utilisera que le complexe FC¤λpHq dans la suite de cette section.

Pour γ�, γ�1 et γ�2 orbites 1-périodiques de H, on définit :

Mpγ�; γ�1 , γ
�
2 ;βwq �

$''''''''&''''''''%
pS, uq;S P MpS3q, u : S Ñ pX et

$''''''''&''''''''%

pdu�XH b βwq
0,1 � 0

lim
zÑz�

upzq � γ�ptq

lim
zÑz�1

upzq � γ�1 ptq

lim
zÑz�2

upzq � γ�2 ptq

,////////.////////-
.

Si on travaille avec des orbites non dégénérées, alors cet espace de modules est transverse
et compact et de dimension :

dimMpγ�; γ�1 , γ
�
2 q � CZpγ�q � CZpγ�1 q � CZpγ�2 q � n � |γ�| � |γ�1 | � |γ�2 | � n.

On peut alors définir un morphisme de complexes de chaines de degré �n par :

ψHw : FC¤λpHq Ñ FC¤λ pHq b FC¤λ pHq

γ ÞÑ
¸

|γ1|�|γ2|�|γ|�n

#Mpγ; γ1, γ2;βwqγ1 b γ2.

En considérant H�pψ
H
w q et en prenant la limite directe selon le hamiltonien H (donc quand

la pente µÑ �8), on construit une opération ψw : SH¤λpXq Ñ SH¤λpXqb2r�ns.

Les lemmes suivants sont élémentaires :

Lemme A.1. Pour tout 1 ¡ w ¡ 0, ψw � ψ 1
2
sur SH¤λpXq.

Lemme A.2. L’application ψHw se factorise en une application

FC¤λpHq Ñ FC¤wλpHq b FC¤p1�wqλ pHq .

Les lemmes 1 et 2 nous assurent le résultat voulu :

Théorème A.1. Pour tout λ ¡ 0, l’application ψ 1
2

: SH¤λpXq Ñ SH¤λpXqb2 est à
valeurs dans SH�0pXqb2.
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Démonstration du théorème A.1. On sait que ψ 1
2
� ψw d’après le lemme A.1 et que, pour

tout 1 ¡ w ¡ 0, ψw : SH¤λpXq Ñ SH¤wλpXq b SH¤p1�wqλ pXq d’après le lemme A.2. Il
suffit donc de faire tendre w vers 0 et 1 pour conclure.

Démonstration du lemme A.1. Il s’agit juste d’un lemme d’interpolation entre βw et β 1
2
.

On considère une famille lisse de 1-forme βwt où w0 � w et w1 �
1
2 et on définit pour

γ, γ1, γ2 P FC
¤λ
� pHq :

Mr0;1spγ; γ1, γ2q �
¤

tPr0;1s
Mpγ; γ1, γ2;βwtq

de dimension : dim Mr0;1spγ; γ1, γ2q � |γ| � |γ1| � |γ2| � n� 1.

On définit alors l’application ψr0;1s par :

ψHr0;1s : FC¤λpHq Ñ FC¤λ pHq b FC¤λ pHq

γ ÞÑ
¸

|γ1|�|γ2|�|γ|�n�1
#Mr0;1spγ; γ1, γ2qγ1 b γ2.

Et la formule pour le bord de codimension 1 de Mr0;1s assure que :

ψHw � ψH1
2
� dFCbFC � ψ

H
r0;1s � ψHr0;1s � dFC .

Cela assure donc que H�pψ
H
w q � H�pψ

H
1
2
q ce qui conclue la preuve du lemme.

Démonstration du lemme A.2. On fixe w et on considère une courbe u P Mpγ�; γ�1 , γ
�
2 q

et on note :
lim
zÑz�

upzq � pr�, γ�ptqq.

On définit de même r�1 et r�2 . L’hamiltonien H � hprq choisi est convexe près de
t1u � BX donc on sait d’après le lemme 2.3 dans [CO18] (cf figure 35) que nécessairement :
r�1 ¤ r� et r�2 ¤ r�. Or pour tout ε ¡ 0, il existe un H tel que :

λ ¥ AHpγ
�q � r�h1pr�q � hpr�q ¡ h1pr�q � ε

et donc, comme h est convexe,

AwHpγ
�
1 q � wr�1 h

1pr�1 q � whpr�1 q   wh1pr�1 q � ε ¤ wh1pr�q � ε   wλ� 2ε

et de même pour γ�2 .

Ce même raisonnement fonctionne dès que plusieurs pointes négatives sont présentes
sur une zone où le hamiltonien est convexe. On peut aussi montrer un théorème similaire
s’il y a plusieurs pointes positives là où l’hamiltonien est concave.
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hprq

r1

hprq � µr

h1pr0q � λ

r0 1� εr�r�1r�2

wh1pr0q � wλ

p1� wqh1pr0q � p1� wqλ

r�i ¤ r� ¤ r0

ε

u

ñ
AwHpγ

�
1 q ¤ wλ

Ap1�wqHpγ
�
2 q ¤ p1� wqλ

γ�

γ�1

γ�2

Figure 35 – Quand on fait un zoom sur la zone proche de t1u � BX où se situent toutes
les orbites périodiques de H d’action strictement positives, le principe du maximum sur la
courbe u assure que γ� est l’orbite située la plus à droite. C’est l’élément clé de la preuve
du lemme A.2.
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On peut conclure par l’heuristique suivante. Si H est défini sur une variété symplectique
qui possède des bouts de symplectisation Ir � Y et est de la forme hprq, alors :

(i) si on veut compter des courbes avec plusieurs pointes positives, il faut que h soit
convexe ou alors que h soit concave et qu’on tienne compte des poids associés aux
pointes,

(ii) si on veut compter des courbes avec plusieurs pointes négatives, il faut que h soit
concave ou alors que h soit convexe et qu’on tienne compte des poids associés aux
pointes.
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Annexe B

A8-algèbres et A8-cogèbres

Avant de commencer ce chapitre, il paraît important d’expliquer certains choix de
graduation. En effet, on va demander que les opérations A8 qu’on notera µd et ∆d soient
de degré d� 2 et non 2� d ce qui est rare dans la littérature.

En géométrie symplectique, deux conventions de graduation coexistent et si on veut
obtenir un document cohérent, il faut faire un choix de convention cohérent. Or, dans cette
thèse, on mélange beaucoup de structures et toutes sont interconnectées donc le choix
d’une convention implique une graduation pour tout le reste. On présente tout les choix
qu’on a fait dans le tableau récapitulatif suivant. On a choisi la convention de la colonne
de gauche afin d’avoir une homologie de Hochschild homologique et non cohomologique.
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Convention choisie Convention alternative
Nom de l’objet Graduation Graduation

Homologie symplectique Convention homologique Convention cohomologique
SH�pXq ou
cohomologie Orbite hamiltonienne γ Orbite hamiltonienne γ

symplectique SH�pXq |γ| � CZpγq |γ| � �CZpγq

Homologie lagrangienne Convention homologique Convention cohomologique
SC�pCq ou

complexe de Fukaya Corde hamiltonienne c Corde hamiltonienne c
enroulé CW �pCq |c| � CZpcq � n |c| � n� CZpcq

Algèbre de Chekanov Corde hamiltonienne b Corde hamiltonienne b
CH�pΛq ou CH�pΛq |b| � CZpbq � 1 |b| � 1� CZpbq

Algèbre différentielle
graduée pA, d, �q |d| � �1 |d| � 1

DGA

Cogèbre différentielle
graduée pC, b,∆q (coDGA) |b| � �1 |b| � 1

A8-algèbre pA,µq |µd| � d� 2 |µd| � 2� d

Construction Bar pBA, dq � pT
c
Ar�1s, pµq pBA, dq � pT

c
Ar1s, pµq

d’une A8-algèbre |pµ| � �1 |pµ| � 1

A8-cogèbre pC,∆q |∆d| � d� 2 |∆d| � 2� d

Construction Cobar pΩC, dq � pTCr1s, p∆q pΩC, dq � pTCr�1s, p∆q
d’une A8-cogèbre |p∆| � �1 |p∆| � 1

Homologie de Hochschild
d’une DGA ou A8-algèbre Homologique Cohomologique
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B.1 A8-algèbre

Les définitions données dans cette partie sont bien connues. Pour avoir une vision plus
complète du sujet, on recommande [Gan12] ainsi que l’excellent [LH03]. On fixe un corps
de base k.

Une A8-algèbre est un espace vectoriel gradué A muni d’opérations

µd : Abd Ñ A, d ¥ 1

de degré d� 2 tel que pour tout k ¥ 1,¸
1¤i j¤k

p�1qziµkpw1, . . . , xi, µj�ipxi�1, . . . , xjq, xj�1, . . . , xdq � 0

où le signe est déterminé par : zi � |x1| � � � � � |xi| � i. Les premières relations donnent
par exemple :

µ1pµ1pxqq � 0,

µ1pµ2px1, x2qq � �µ2px1, µ1px2qq � µ2pµ1px1q, x2q,

µ2px1, µ2px2, x3qq 	 µ2pµ2px1, x2q, x3q � µ1pµ3px1, x2, x3qq � �µ3pµ1px1q, x2, x3q

� µ3px1, µ1px2q, x3q � µ3px1, x2, µ1px3qq

ce qui nous assure par exemple que pA,µ1q est un complexe de cochaînes et que µ2 descend
en un produit associatif sur H�pA,µ1q.

Remarque B.1. Prenons pA, d, �q une algèbre différentielle graduée c’est-à-dire que d est
une différentielle sur A de degré �1, que pA, �q est une algèbre associative et que la relation
de Leibnitz est vérifiée : dpx � yq � dx � y � p�1qdegpxqx � dy. Alors on peut munir A d’une
structure de A8-algèbre en posant µ1 � d, µ2px, yq � x � y et µn � 0 pour n ¥ 3.

Il est utile de donner une autre interprétation des relations A8 via la construction bar.
Notons

T
c
Ar�1s �

à
k¥1

Ar�1sbk

la cogèbre tensorielle de l’espace vectoriel décalé Ar�1s munie du coproduit usuel et où
le degré | � | vérifie |x|Ar�1s � |x| � 1. Pour n’importe quel morphisme d’espace vectoriel
gradué ψ : T cAr�1s Ñ Ar�1s, il existe une unique extension pψ : T cAr�1s Ñ T

c
Ar�1s

morphisme de cogèbre définie par :

pψpx1, . . . , xkq �
¸

1¤i j¤k
x1 b � � � b xi b ψpxi�1, . . . , xjq b xj�1 b � � � b xk.
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� � 0

µA

f

f f f

µB

¸ ¸

Figure 36 – Représentation graphique des équations que vérifient un A8-morphisme f .
Les branches en haut sont des éléments de A qui sont en entrées et la branche du bas est
la sortie dans B.

Les opérations A8 forment ensemble une application µ : T cAr�1s Ñ Ar�1s de degré 1.
Donc, d’après la propriété universelle ci-dessus, on peut construire pµ. Les relations A8
peuvent s’écrire de la manière suivante :

µ � pµ � 0

ce qui est équivalent au fait que pµ2 � 0 c’est-à-dire que pµ définit une différentielle sur
T
c
Ar�1s. On appelle pT cAr�1s, pµq la construction bar de la A8-algèbre A et on la notera

par la suite BA. Il s’agit d’une cogèbre différentielle graduée (la définition d’une cogèbre
différentielle graduée est donnée dans la remarque B.2).

Un morphisme f : AÑ B de A8-algèbre est la donnée de morphismes gradués

fn : Abn Ñ Brn� 1s

de degrés n� 1 vérifiant, pour tout n ¥ 1, l’équation (cf figure 36)¸
j�1�l�i
k�j�l�n
k¥1

p�1qjk�lfip1bjA b µAk b 1blA q �
¸
r¥1

i1�����ir�n

p�1qsµBr pfi1 b � � � b firq

où s �
¸

2¤u¤r

�
p1� iuq �

¸
1¤v¤u

iv

�
.

Un morphisme de A8-algèbre induit un morphisme de cogèbre différentielle graduée entre
les constructions bar.

Une homotopie entre deux A8-morphismes f, g : A Ñ B est la donnée d’applica-
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tions pour n ¥ 1 :
hn : Abn Ñ Brns

telle que pour tout n ¥ 1,

fn�gn �
¸

i1�����ir�k�j1�����jl�n

µBr�1�lpfi1b� � �bfirbhkbgj1b� � �bgjlq�
¸

j�1�l�i
j�k�l�n

�hip1bjA bµAkb1bl1 q.

Un idéal I d’une A8-algèbre est un sous-espace vectoriel I de A tel que pour tout n ¥ 1,
i P I et a1, . . . , an�1 P A, on a :

µnpa1, . . . , i, . . . , anq P I.

Si I est un idéal, alors A{I peut être muni d’une structure de A8-algèbre et la projection
π : AÑ A{I est un A8-morphisme.

B.2 A8-cogèbre

Une A8-cogèbre est un espace vectoriel gradué C muni d’opérations

∆d : C Ñ Cbd, d ¥ 1

de degré d� 2 tel que pour tout n ¥ 1, on a :¸
i�1�k�l
i�j�k�n

p�1qi�jkp1biC b∆j b 1bkC q∆l � 0.

On demande aussi une condition technique supplémentaire : on demande que pour tout
c P C, la somme

°
k¥1 ∆kpcq est bien définie c’est-à-dire qu’il existe un K tel que pour

tout k ¥ K, ∆kpcq � 0.

Remarque B.2. Une cogèbre différentielle graduée est un triplet pC, b,∆q où C est un espace
vectoriel gradué, b est une dérivation de degré �1 et ∆ : C Ñ Cb2 est un coproduit de
degré 0 et vérifiant :

1. ∆ est coassociatif : p∆b 1Cq∆ � p1C b∆q∆,

2. la règle de Leibnitz duale : ∆ � b � pbb 1Cq∆� p1C b bq∆,

Alors C peut être muni d’une structure de A8-cogèbre en posant ∆1 � b, ∆2 � ∆ et
∆n � 0 pour n ¥ 3.

On va maintenant présenter la construction cobar d’une A8-cogèbre. On considère
l’algèbre tensorielle TCr1s où la graduation vérifie |x|Cr1s � |x| � 1. On sait que la somme
des ∆k est bien définie comme application vectorielle de Cr1s dans TCr1s de degré �1 et
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∆C

f f f

f

∆D

¸
�
¸

� 0

Figure 37 – Représentation graphique des équations que vérifient un morphisme f de
A8-cogèbres. La branche en haut est la branche d’entrée qui prend un élément de C et les
branches du bas sont les sorties qui sont des éléments de D.

donc, par la propriété universelle de l’algèbre tensorielle, il existe un unique morphisme
d’algèbre p∆ : TCr1s Ñ TCr1s.

Cette application est de degré �1 et les relations A8 impliquent que p∆2 � 0. Le triplet
pTCr1s,b, p∆q forme ainsi une algèbre différentielle graduée qu’on appelle construction
cobar de C . On la notera dorénavant ΩC.

Un morphisme de A8-cogèbres f : C Ñ D est la donnée d’applications fk : C Ñ Dbk

pour k ¥ 1 qui vérifient, pour tout n ¥ 1, les équations duales aux équations des A8-
morphismes : ¸

k¥1
i1�����ik�n

pfi1 b � � � b fikq �∆C
k �

¸
j�1�l�i
j�k�l�n

p1bjD b∆D
k b 1blD q � fi



Annexe C

Homologies de Hochschild

On aurait pu donner directement les formules qui nous intéressent mais on choisit ici
une approche plus "pédagogique" où on détaille de nombreuses preuves et définitions. Le but
de cette annexe est de fixer certaines conventions concernant l’homologie de Hochschild et
aussi de démontrer le théorème C.1 pour justifier l’introduction du complexe de Hochschild
petit dans le corps de la thèse.

C.1 Algèbres et foncteurs dérivés

Soit A une algèbre. L’homologie de Hochschild de A notée CC�pAq est l’homologie du
complexe de chaînes suivant :

0 Ð AÐ Ab2 Ð Ab3 Ð Ab4 Ð . . .

où Abpn�1q se trouve en degré n et où les flèches Abpn�1q Ñ Abn sont données par la
formule :

px0 b � � � b xnq ÞÑ p�1qnpxnx0 b � � � b xn�1q �
n�1̧

i�0
p�1qix0 b . . . xixi�1 � � � b xn.

Pour la culture générale, on va faire le lien avec une définition équivalente utilisant
les foncteurs dérivés ce qui permet de retrouver la formule donnée ci-dessus et qui nous
sera utile à la section C.4. On munit A d’une structure de A b Aop-module à gauche
par la formule pa b a1q � x � axa1 et d’une structure de A b Aop-module à droite par la
formule x � pa b a1q � a1xa. Or on rappelle que si M est un B-module à droite et N un
B-module à gauche, on peut définir le produit tensoriel M bB N

1. On peut donc définir le
produit tensoriel AbAbAop A ce qui nous amène à la seconde définition de l’homologie de
Hochschild suivante :

1. On a alors pmbq b n � m b pbnq. Si on avait deux B-modules à gauche, on aurait un problème de
définition quand B est non commutatif car dans ce cas mbpbb1nq � pbb1mqbn � pb1mqbpbmq � mbpb1bnq.

181
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Définition C.1. L’homologie de Hochschild de A est l’homologie du complexe de chaînes
AbL

AbAop A où bL
AbAop désigne le produit tensoriel dérivé dans la catégorie des AbAop-

modules.

On ne va pas définir le produit tensoriel dérivé (on pourra consulter [KS06] pour une
introduction au sujet) et on va plutôt admettre un résultat usuel des catégories dérivées
dans la suite du document en faisant un détour par la construction bar. On connait une
résolution de A en AbAop-modules à gauche libres , il s’agit de la résolution bar de A qui
est la suivante :

0 Ab2 Ab3 Ab4 . . .

où les flèches Abn Ñ Abpn�1q sont données par la formule suivante :

dn : x1 b � � � b xn ÞÑ
n�1̧

i�1
p�1qi�1x1 b � � � b xixi�1 b � � � b xn.

Il s’agit d’une résolution de 0 Ð A Ð 0 car la suite 0 Ð A Ð Ab2 Ð Ab3 Ð . . . est
une suite exacte [Lod92]. On admet alors que l’homologie de AbL

AbAop A est isomorphe à
l’homologie du complexe de chaînes (car on dispose d’une résolution libre donc plate) :

0 Ð AbAbAop A
b2 Ð AbAbAop A

b3 Ð . . .

où les flèches sont données par AbAbAop dn. Or ce complexe de chaînes peut être simplifié
de la manière suivante :

0 AbAbAop A
b2 AbAbAop A

b3 AbAbAop A
b4 . . .

0 A Ab2 Ab3 . . .

� � �

où les flèches verticales sont données par a b px1 b � � � b xnq ÞÑ pxnax1 b � � � b xn�1q et
d’inverse px1 b � � � b xn�1q ÞÑ px1 b p1b x2 b � � � b xn�1 b 1qq. Sous ces identifications, on
peut comprendre les flèches Abpn�1q Ñ Abn de la seconde ligne (pour simplifier l’écriture
on note B � AbAop) en suivant le diagramme :

px0 b � � � b xnq
Abpn�1qÑAbBA

bpn�2q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ px0 b p1b x1 b � � � b xn b 1q

AbBA
bpn�2qÑAbBA

bpn�1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ x0 b

�
x1 b � � � b xn b 1�

ņ

i�1
p�1qi1b x1 b xixi�1 � � � b xn b 1

�
AbBA

bpn�1qÑAbn
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

n�1̧

i�0
p�1qix0 b . . . xixi�1 � � � b xn � p�1qnpxnx0 b � � � b xn�1q

On retrouve ainsi la définition de l’homologie de Hochschild donnée au début.
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C.2 Algèbres différentielles graduées

On prend A une algèbre différentielle graduée c’est-à-dire une algèbre munie d’une
différentielle de degré �1. La graduation d’un élément a P A est notée degpaq. On définit
un bicomplexe de chaînes `n¥1A

bn avec les deux graduations |a0 b � � � b an|0 � n et
|a0 b � � � b an|1 �

°n
i�0 degpaiq. Les différentielles sont données par la règle de Leibnitz et

par la différentielle de Hochschild usuelle c’est-à-dire :

d0pa0 b � � � b anq � p�1qnpana0 b � � � b an�1q �
n�1̧

i�0
p�1qia0 b . . . aiai�1 � � � b an.

d1pa0 b � � � b anq �
ņ

i�0
p�1q�ia0 b � � � b d1ai b � � � b an

où �i �
°i�1
r�0 degparq. Le complexe de Hochschild est le complexe total associé à ce

bicomplexe et on le note CC�pAq. Par la définition du complexe total, CC�pAq est le com-
plexe de chaînes `n¥1A

bn muni de la graduation |�| � |�|0�|�|1 et de la différentielle d0�d1.

Si f : AÑ B un morphisme d’algèbres différentielles graduées, alors f induit un mor-
phisme CC�pfq entre les homologies de Hochschild par la formule CC�pfqpa1b � � � b anq �

fpa1q b � � � b fpanq.

C.3 A8-algèbre

Si A est une A8-algèbre, le complexe Bar cyclique de A s’appelle le complexe de
Hochschild de A. On le note CC�pAq et il est défini de la manière suivante :

CC�pAq �
à
k¥1

AbAr�1sbpk�1q

et la différentielle dCC est définie par :

dCCpx1, . . ., xdq �
¸

1¤i j¤d
�µd�j�ipaj�1, . . . , ad, a1, . . . , aiq b ai�1 b � � � b ajq

�
¸

1¤i j¤d
�a1 b � � � b ai b µj�ipai�1, . . . , ajq b aj�1 b � � � b ad

On remarque que les définitions pour les A8-algèbres et les algèbres différentielles
graduées sont compatibles : on obtient la même définition pour l’homologie de Hochschild
d’une algèbre différentielle graduée qu’on la considère comme A8-algèbre ou comme algèbre
différentielle graduée.

Si f : AÑ B est un morphisme de A8-algèbres, alors f induit un morphisme CC�pfq
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entre les homologies de Hochschild (lemme 4.2 de [Abo11]). Cette application est définie
de la manière suivante :

CC�pfqpa1, . . . , adq �
¸

1¤s1 ��� sk¤d

�fd�s1�skpask�1, . . . , ad, a1, . . . , as1q

b fs2�s1pas1�1, . . . , as2q b � � � b fsk�sk�1pask�1�1, . . . , askq

C.4 Homologie de Hochschild d’une algèbre tensorielle

On prend V un espace vectoriel sur un corps k et on rappelle que l’algèbre tensorielle
de V est notée TV � `n¥1V

bn. On rappelle que l’homologie de Hochschild est calculée
par le complexe pCC�pTV q, d0q (cf section C.1) :

0 Ð TV Ð TV b2 Ð TV b3 Ð TV b4 Ð . . .

On définit maintenant un autre complexe qu’on notera pCCp�pTV q, rd0q
2 qui est le

suivant :
0 Ð TV Ð TV b V Ð 0

où TV se situe aussi en degré 0, TV b V est en degré 1 et l’unique flèche non triviale est :

rd0 :TV b V Ñ TV

ab v ÞÑ av � va.

On va démontrer le lemme suivant :

Lemme C.1 (Proposition 1.1.13 de [Lod92]).
Le complexe CCp�pTV, rd0q est un rétracte par déformation forte du complexe CC�pTV, d0q

c’est-à-dire qu’il existe des applications p, i et h tels que

(i) p : CC� Ñ CCp� est un morphisme de complexes de chaînes,

(ii) i : CCp� Ñ CC� est un morphisme de complexes de chaînes,

(iii) p � i � IdCCp�,

(iv) i � p � idCC� � d0h� hd0, où h : CC� Ñ CC��1 est une homotopie.

On peut résumer ces énoncés par le diagramme suivant :

pCC�pTV q, dq pCCp�pTV q, rdq.h

p

i

2. La lettre p est une abréviation de petit car on utilise la résolution petite de T V dans la preuve.
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En particulier, cela implique que p et i induisent des isomorphismes en homologie et donc
que HHp

�pTV, rd0q � HH�pTV, d0q.

C.4.1 Avec les catégories dérivées

Pour les deux preuves du lemme C.1, on va simplifier l’écriture en posant A � TV . Il
existe une résolution de A en AbAop-bimodule libre plus simple que la résolution bar. On
appelle cette dernière la résolution petite de A :

0 Ð AÐ AbAÐ Ab V bAÐ 0

xy Ð xb y

xy b z � xb yz Ð xb y b z

Donc on peut donner un nouveau complexe pour calculer l’homologie de Hochschild de A :

0 AbAbAop A
b2 AbAbAop Ab V bA 0

0 A Ab V 0

� �

Et en faisant les calculs, on trouve que l’application Ab V Ñ A est induite par ab v ÞÑ

av � va. La théorie des catégories dérivées assure que ce complexe calcule bien l’homologie
de Hochschild. Dans [Lod92], on donne une homotopie explicite entre ce complexe et le
complexe bar cyclique de A comme défini ci-dessus. C’est ce que l’on va faire dans la
section suivante.

C.4.2 Calculs explicites

Dorénavant on va noter A � TV et on travaille sur Z{2Z pour faciliter la lecture.
L’application i est juste l’injection CCp� Ñ CC�, une vérification triviale assure que i est
bien un morphisme de chaînes. Avant de construire les applications p et h, il est utile de se
donner des notations :

x0 b � � � b pxnpvyq � pyx0q b � � � b xn b v P Abpn�2q où xi, y P A et v P V

Spv1 . . . vlq �
ļ

i�1
v1 . . . pvi . . . vl où v1 . . . vl P A et vi P V

On pose p0 : AÑ A égale à l’identité, h0 : AÑ Ab2 égale à l’application nulle et :

p1 � ϕ : Ab2 Ñ Ab V

xb y ÞÑ xSpyq
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xb v1 . . . vl ÞÑ
ļ

i�1
xv1 . . . pvi . . . vl � ļ

i�1
vi�1 . . . vlxv1 . . . vi�1 b vi,

et :

hn : Abpn�1q Ñ Abpn�2q

x0 b � � � b v1x
1
n ÞÑ x0 b � � � b vSpx1nq

x0 b � � � b v1 . . . vl ÞÑ
ļ

i�2
x0 � � � b v1 . . . pvi . . . vl � ļ

i�2
vi�1 . . . vlx0 b � � � b v1 . . . vi�1 b vi.

On a alors les diagrammes suivant :

0 A Ab2 Ab3 . . .

0 A Ab V 0 . . .

d

ϕ

d

0

rd

i

et
0 A Ab2 Ab3 . . .

0 A Ab2 Ab3 . . .

0

d1

h1

d2

h2 .

Lemme C.2. (a) p et i sont des morphismes de complexes de chaînes,

(b) d1h0 � h�1d0 � 0,

(c) d2h1 � h0d1 � Id� i � ϕ,

(d) dn�1hn � hn�1dn � Id pour n ¥ 2.

Démonstration.

(a) L’application i est juste une inclusion de sous-complexe de chaînes. Montrons
maintenant que p est un morphisme de complexes de chaînes. Vu que p s’annule sur Abn

pour n ¥ 3, il suffit de montrer que pdpa b bq � rdppa b bq et que pdpa b b b cq � 0. On
prend a P A et v1 . . . vl P A et on a :

rdppab v1 . . . vlq �rd
�

ļ

i�1
vi�1 . . . vlxv1 . . . vi�1 b vi

�

�
ļ

i�1
vi�1 . . . vlxv1 . . . vi�1vi � vivi�1 . . . vlxv1 . . . vi�1

� xv1 . . . vl � v1 . . . vlx

� pdpab v1 . . . vlq.
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Prenons maintenant ab bb c P Ab3 et on montre :

pdpab bb cq � ppabb c� ab bc� cab bq � abSpcq � aSpbcq � caSpbq � 0

ce qui finit la démonstration de (a).

Le cas (b) est clair car h0 � 0 et d0 � 0.
(c) Prenons n ¥ 1 et calculons (on note v1 . . . vl � v1x

1
n � xn) :

dn�1hnpx0 b � � � b xn�1 b v1 . . . vlq � dpx0 b � � � b v1Spx
1
nqq

� d

�
ļ

i�2
pvi�1 . . . vlx0q b � � � b pv1 . . . vi�1q b vi

�

�
n�1̧

j�0
px0 b . . . xjxj�1 � � � b v1Spx

1
nqq �

ļ

i�2
pvi�1 . . . vlx0 b � � � b v1 . . . viq

�
ļ

i�2
pvi . . . vlx0 b � � � b v1 . . . vi�1q

�
n�1̧

j�0
px0 b . . . xjxj�1 � � � b v1Spx

1
nqq � x0 b � � � b v1 . . . vl � xo b � � � b xn�1 pv1 . . . vl

� x0 b � � � b xn �
n�2̧

j�0
px0 b . . . xjxj�1 � � � b xn�1 b v1Spx

1
nqq � x0 b � � � b xn�1Spxnq.

Le cas (c) découle directement de ce calcul car h0 � 0.
(d)Prenons maintenant n ¥ 2 et on note xn � v1 . . . vl � v1x

1
n et xn�1 � w1x

1
n�1

hn�1dnpx0 b � � � b xnq � h

�
n�2̧

j�0
x0 b . . . xjxj�1 � � � b xn

�
� hpx0 b � � � b xn�1xnq

� hpxnx0 b � � � b xn�1q

�

�
n�2̧

j�0
x0 b . . . xjxj�1 � � � b xn�1 b v1Spx

1
nq

�
� x0 b � � � b w1Spxn�1xnq

� xnx0 b � � � b w1Spx
1
n�1q

Or x0 b � � � b w1Spxn�1xnq � pxnx0q b � � � b w1Spx
1
n�1q � x0 b � � � b xn�1Spxnq et donc

dn�1hn � hn�1dn � Id si n ¥ 2 ce qui achève la preuve du lemme C.1.

C.5 Homologie de Hochschild d’une construction cobar

Prenons C une A8-cogèbre et considérons pΩC, d1,bq la construction cobar de C. Il
s’agit une algèbre différentielle graduée et on rappelle qu’on a défini à la section C.2 le
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complexe CC�pΩCq de la manière suivante :

0 ΩC ΩC b ΩC ΩCb3 . . .

d1

d0

d1

d0

d1

d0

On définit maintenant de manière similaire à la section C.4 un complexe CCp�pΩCq :

0 ΩC ΩC b C 0

�d1 �d1

�d0

de la manière suivante :

(i) la graduation sur ΩC est celle de ΩC,

(ii) la graduation sur ΩC b C est donnée par |ab c| � |a|ΩC � |c|ΩC � 1,

(iii) l’application ΩC b C Ñ ΩC est rd0 : ab c ÞÑ ac� ca,

(iv) l’application rd1 est donnée par la formule rd1pab cq � d1ab c� p�1q|a|aSpd1cq.

Afin d’avoir des sections indépendantes, on fait quelques rappels de la section C.4. On
rappelle que :

xpvy � yxb v où x P ΩC, v P C, y P ΩC,

Spv1 . . . vlq �
ļ

i�1
v1 . . . pvi . . . vl où v1 . . . vl P ΩC et vi P C.

L’application p jouera aussi un rôle particulièrement important et on rappelle sa
définition :

p :CC�pΩCq ÝÑ CCp�pΩCq

x P ΩC ÞÝÑ x

xb y P ΩC b ΩC ÞÑ xSpyq

a P ΩCbpn�3q ÞÑ 0, n ¥ 0.

Théorème C.1. L’application p est un morphisme de bicomplexe de chaînes qui induit
un isomorphisme en homologie.

De plus, sous des conditions techniques supplémentaires (la condition (C.1)), CCp�
est un rétracte par déformation forte de CC�, c’est-à-dire qu’il existe des applications
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I : CCp� Ñ CC� et H : CC� Ñ CC��1 tel que :

pCC�pΩCq, d0 � d1q pCCp�pΩCq, rd0 � rd1q.H

p

I

Ce théorème est en fait un théorème de transfert de structure : on avait montré à la
section C.4 qu’il y avait une rétraction forte

pCC�pΩCq, d0q pCCp�pΩCq, rd0q.h

p

i

On ajoute une structure supplémentaire à pCC�pΩCq, d0q c’est-à-dire une nouvelle
différentielle d1 et on veut transférer cette nouvelle différentielle à CCp�. Cela est possible
en utilisant la théorie des multicomplexes (qu’on pourrait définir comme les bicomplexes à
homotopie près) car CCp� est un rétracte par déformation forte de CC�. On pourra trouver
dans [Mey78], [Lap01] et [DSV15] les résultats nécessaires pour conclure. Cependant, on
préfère donner une preuve directe et calculatoire (avec une condition technique supplémen-
taire) afin de ne pas avoir à introduire toute la théorie nécessaire pour obtenir ce résultat.
On démontrera donc la deuxième partie du théorème qui est vraie sous l’hypothèse (C.1)
et le cas général (qui est une conséquence de la théorie des multicomplexes) du théorème
ne sera pas démontré ici.

Démonstration avec l’hypothèse (C.1). La preuve se résume à des manipulations algé-
briques une fois qu’on a trouvé les bons objets à considérer. Notons ik � phd1q

k � i :
CCp� Ñ CC� et hk � phd1q

k � h : CC� Ñ CC�. On suppose que :

@x P CC�, DK ¥ 1,@k ¥ K, phd1q
kpxq � 0. (C.1)

Dans les cas que nous considèrerons, cette hypothèse sera vérifiée à cause de la décrois-
sance stricte de l’action. Cela nous assure que les sommes

I �
�8̧

k�0
ik et H �

�8̧

k�0
hk

sont bien définies. On travaille aussi dans Z{2Z. On découpe la preuve du théorème en le
lemme suivant :

Lemme C.3. (a) p est un morphisme de bicomplexes,

(b) ik�1 rd0 � ik rd1 � d1ik � d0ik�1 pour tout k ¥ 0,

(c) Ip rd0 � rd1q � pd0 � d1qI,
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(d) p � I � idCCp�pΩCq,

(e) I � p � idCC�pΩCq � pd0 � d1qH �Hpd0 � d1q.

(a) On sait d’après la section C.4 que rd0p � pd0. On remarque que rd1 � pd1i et donc

rd1p � pd1ip � pd1pId� hd0 � d0hq � pd1 � pd1hd0 � pd1d0h � pd1 � pd1hd0 � rd0pd1h.

Or on sait que l’image de h dans CC� est incluse dans
À

k¥3pΩCqk, que d1 laisse cet
ensemble stable et que p s’annule sur cet ensemble donc pd1h � 0 et donc rd1p � pd1. Cela
permet de conclure que p est bien un morphisme de bicomplexes.

(b) On note que sur l’image de d1h, d1h et d0 commutent : en effet d1hd0 � d1pd0h�

Id� ipq � d1d0h� d1 � d1ip. Or comme on est sur l’image de d1h, on sait que p s’annule
et que d1 s’annule et donc d1hd0 � d1d0h � d0d1h. Donc :

ik�1 rd0 � ik rd1 � phd1q
k�1i rd0 � phd1q

ki rd1

� phd1q
k�1d0i� phd1q

kipd1i

� phd1q
k�1d0i� phd1q

kphd0 � d0h� Idqd1i

� phd1q
k�1d0i� phd1q

khd0d1i� phd1q
kd0hd1i� phd1q

kd1i

� 0� phd1q
kd0hd1i� phd1q

kd1i.

Distinguons maintenant le cas k � 0 et k ¥ 1 : si k � 0, le calcul donne : i1 rd0 � i0 rd1 �

d0hd1i � d1i � d0i1 � d1i0 ce qui est la formule souhaitée. Si k ¥ 1, on remarque que
phd1q

kd1 � 0 et donc :

ik�1 rd0 � ik rd1 � phd1q
kd0hd1i

� hpd1hq
k�1d1d0phd1iq

� hpd1hq
k�1d0pd1hqd1i.

Or on sait que d0 et d1h commutent sur l’image de d1h donc :

ik�1 rd0 � ik rd1 � hd0pd1hq
kd1i

� pd0h� Id� ipqpd1hq
kd1i

� d0phd1q
k�1i� d1phd1q

ki� ippd1hq
kd1i

� d0ik�1 � d1ik � 0

ce qui était la formule souhaitée dans (b).
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On peut maintenant prouver (c) :

Ip rd0 � rd1q �
�8̧

k�0
ik rd0 �

�8̧

k�0
ik rd1

� i0 rd0 �
�8̧

k�0
ik�1 rd0 �

�8̧

k�0
ik rd1

� d0i0 �
�8̧

k�0
pik�1 rd0 � ik rd1q

� d0i0 �
�8̧

k�0
pd0ik�1 � d1ikq d’après (b)

�
�8̧

k�0
pd0 � d1qik

� pd0 � d1qI.

La formule (d) est claire car :

pI �
�8̧

k�0
pik �

�8̧

k�0
pphd1q

ki � pi� 0 � Id.

Pour montrer la formule (e), on simplifie :

Hd0 �
�8̧

k�0
phd1q

khd0

�
�8̧

k�0
phd1q

kpd0h� Id� ipq

�
�8̧

k�0
phd1q

kd0h�
�8̧

k�0
phd1q

k �
�8̧

k�0
phd1q

kip

� d0h�
�8̧

k�0
phd1q

k�1d0h� Id�
�8̧

k�0
phd1q

k�1 � Ip

� d0h�
�8̧

k�0
hpd1hq

kd1d0h� Id�
�8̧
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� d0H � d1H � Id�Hd1 � Ip.

Cela conclut la preuve de (e). On sait donc que p : pCC�, d0 � d1q Ñ pCCp�, rd0 � rd1q

admet un inverse à homotopie près et donc induit un isomorphisme en homologie.
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