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Résumé

La simulation numeérique est un outil puissant au service de la conception de
produit et la réalisation d’« essais virtuels pour meubles » permet de raccourcir la
phase de mise au point et d’optimisation des produits. L’objectif du travail présenté
est de mettre au point un outil de simulation permettant aux industriels du secteur de
I'ameublement de mener une étude de validation (tenue aux tests normalisés) avant
la mise en fabrication des meubles. De nombreux outils de calcul 3D permettent ces
simulations mais le domaine de I’ameublement est spécifique : d’'une part, les éléments
de meuble sont généralement de géométrie simple assimilable & un assemblage de
plaques et /ou de poutres et d’autre part, (i) les matériaux utilisés (ici, panneaux de
particules) présentent beaucoup de dispersions dans leur comportement hétérogéne
et anisotrope et (ii) les liaisons entre éléments de meubles peuvent étre complexes et
induisent des effets locaux qu'une modélisation simplifiée en plaques et/ou poutres
ne peut représentée. Ces spécificités nous ameénent & développer un code de calcul
dédié aux meubles avec prise en compte de rigidités parfaites et /ou élastiques entre
les différents éléments de meuble et ou les paramétres matériaux et les rigidités des
jonctions sont modélisés par des variables aléatoires suivant des lois de probabilité
a priort inconnues. Ce travail de recherche porte sur l'identification des propriétés
élastiques du matériau bois en panneau de particules a partir d’essais expérimentaux
de flexion 3 points et de résistance des jonctions sur des échantillons de meubles suivis
par une technique d’analyse d’images et la mise en place d’'un modéle éléments finis de
plaques pour simuler la réponse de meubles aux essais de validation. Une modélisation
probabiliste des paramétres incertains (propriétés élastiques du matériau et rigidités
des jonctions) est présentée et une étude statistique du comportement de meubles
prenant en compte la dispersion des propriétés matériaux et des rigidités de jonction
est menée en utilisant une méthode de Monte Carlo pour propager les incertitudes a
travers le modéle numérique de plaques et estimer des quantités d’intérét probabilistes
(moyenne, écart-type du champ de déplacement, par exemple). Des essais réels ont été
réalisés sur un meuble (bureau) et les mesures expérimentales ont été comparées aux
résultats des simulations numériques stochastiques pour valider I’approche numérique
proposée.

Mots clés : Identification des propriétés élastiques, Panneau de particules iso-

trope transverse, Corrélation d’images numériques (DIC), Méthode des éléments
finis (FEM), Modélisations poutres et plaques, Simulation numérique stochastique,
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f Résumé

Méthode de Monte Carlo (MC), Modélisation probabiliste, Principe du maximum
d’entropie (MaxEnt), Méthode de Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
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Abstract

In furniture industry, the numerical simulation allows the design and optimization
of wood-based structures, thus avoiding expensive experimental campaigns. Most of
wood-based furniture present some particular features in terms of material properties
and geometries. On the one hand, the elastic properties of timber materials (such as
particule boards) are strongly heterogeneous and anisotropic. On the other hand,
the furniture are often made of simply-shaped elements and then can be represented
by an assembly of plates and/or beams. The present work deals with those specific
features and presents the identification of the elastic properties of particle boards
from digital image correlation (DIC) as well as the simulation of the mechanical
behavior of furniture.

First, three-point bending tests based on Timoshenko’s beam theory are performed
on different samples cut from a prototype desk for the identification of the material
properties and the junction stiffnesses using DIC techniques. Secondly, a probabilistic
model for the uncertain material parameters and junction stiffnesses is constructed
by using the Maximum Entropy (MaxEnt) principle combined with a Markov Chain
Monte-Carlo (MCMC) method based on Metropolis-Hastings algorithm for generating
realizations of the underlying random variables. Thirdly, numerical virtual tests are
performed to propagate the uncertainties in the material properties through the
plate finite element (FE) model and assess the impact of such variabilities on the
response of the structure. Lastly, several real tests were previously conducted on a
desk in order to validate the proposed numerical approach. Quite good agreement is
observed between the numerical computations and the experimental measurements.

Keywords : Identification of elastic properties, Particle boards, Digital image
correlation (DIC), Finite element method (FEM), Plate and beam models, Stochastic
numerical simulation, Monte Carlo (MC) method, Probabilistic modeling, Maximum
Entropy (MaxEnt) principle, Markov Chain Monte Carlo (MCMC) method
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Introduction

Dans le domaine de I'industrie de I'ameublement, le comité européen de normali-
sation suggére de fabriquer un prototype qui subit une série d’essais normalisés de
validation mécanique pour vérifier sa solidité et sa durabilité. Les meubles sont ensuite
congus et optimisés & partir des résultats expérimentaux obtenus. Ces campagnes
d’essais sont cotliteuses et ne permettent qu’a posteriori, de connaitre la capacité des
meubles testés a résister aux efforts appliqués.

Dans l'industrie mécanique, la simulation numérique est un outil puissant au
service de la conception de produit et la réalisation d’essais virtuels permet de
raccourcir la phase de mise au point et d’optimisation des produits. Ce type de
modélisation repose généralement sur des méthodes numériques telles que la méthode
des éléments finis (FEM pour « Finite Element Method » en anglais) qui est aujour-
d’hui trés largement utilisée dans des secteurs sécuritaires tels que 'aéronautique ou
l’automobile. Dans certains cas, les essais réels (tests mécaniques) sont difficiles a
réaliser et/ou trés onéreux.

L’objectif final de l'utilisation de la FEM comme outil de conception est de
changer le processus de conception initialement mis en place a partir de cycles
répétitifs de la chaine « conception, prototypage, test » en un processus rationalisé ot
les prototypes ne sont plus utilisés comme outils de conception mais sont seulement
nécessaires pour la validation de la conception finale. Grace a la simulation numérique,
les itérations de conception sont déplacées de ’espace physique du prototypage et des
tests expérimentaux a l'espace virtuel des simulations informatiques (voir Figure 1).

Le secteur de I'ameublement n’a pas intégré I’approche par simulation numérique
aussi vite que I'automobile, I’aéronautique ou le génie civil. Cela est notamment di
aux ressources en investissement moins importantes dans ce secteur. L’enjeu pour
les industriels de 'ameublement est de réduire le nombre de prototypes physiques
testés expérimentalement par l'utilisation de prototypes virtuels. Cette démarche
répond a 'exigence du marché de la réduction des cotits et du délai de la mise au
point des produits industriels a l'instar d’autres secteurs industriels. La criticité
de la sécurité en matiére de stireté de fonctionnement, les masses produites et les
colits relativement peu élevés des produits vendus ne permettent pas aux industriels
de I'ameublement de développer des moyens de simulation numérique de maniére
compétitive.

L’institut technologique Forét Cellulose Bois-construction Ameublement (FCBA)
souhaite donc développer une stratégie de modélisation mécanique de vrais essais au
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2 Introduction

Processus traditionnel de  Processus de conception de produit

conception de produit piloté par la simulation numérique
Modele CAD < Simulation
@@ Prototype Prototype
Test Test
Oui
Production Production

FIGURE 1 — Conception de produit traditionnel et piloté par la simulation
CAD pour « Computer-Aided Design » en anglais. Le prototypage est une étape
essentielle de la conception traditionnelle d’un produit. Le processus de conception de
produit piloté par la simulation utilise des modéles numériques, au lieu des prototypes
physiques traditionnellement employés pour réaliser des tests expérimentaux. Dans
un processus de conception de produit piloté par la simulation, le prototype ne fait

plus partie de la boucle itérative de conception.

bénéfice des industriels du meuble en utilisant des outils de simulation numeérique.
Le Pole Ameublement du FCBA et le Laboratoire Modélisation et Simulation Multi
Echelle (MSME) de I’Université Paris-Est (UPE) ont collaboré dans le cadre d’une
these de doctorat [Makhlouf 2015| sur le théme des « essais virtuels pour meubles
». L objectif était de mettre au point un outil de simulation permettant au FCBA
de mener une étude de validation (tenue aux tests normalisés) avant la fabrication
d’un meuble. Ce travail, principalement porté sur 1’étude d’un lit superposé, a
été supporté par les fonds collectifs du Péle Ameublement. Il a donné lieu a des
développements dans le domaine de I'identification du comportement anisotrope du
bois brut, en utilisant une approche multi-échelle pour identifier le comportement
des liaisons entre éléments de lit et un modéle éléments finis de poutres pour réaliser
des simulations numériques stochastiques du comportement du meuble prenant en
compte la dispersion du comportement du matériau bois.

L’objectif de cette thése est de « capitaliser et pérenniser » les connaissances
développées dans la premiére thése et d’adapter le savoir-faire et les méthodologies
au bénéfice des industriels du meuble. Ce projet s’inscrit dans le prolongement de ce
premier travail et se propose d’investiguer dans trois directions :

1. ’étude de nouvelles typologies de meubles non plus & base de poutres mais
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aussi de plaques pour étendre ’approche proposée a une plus large gamme de
meubles ;

2. le développement d’éléments 0D ou 1D pour les connections entre poutres et/ou
plaques constituant un meuble;

3. l'extension a d’autres matériaux que le bois brut, tel que le bois en panneau de
particules (ou aggloméré).

Le point (1) ne présente pas de verrou scientifique a lever : des modeéles éléments
finis de type « plaque » ou « coque » basés sur des théories cinématiques prenant
en compte ou non le cisaillement transverse sont disponibles dans la littérature et
ont été implémentés dans un code éléments finis orienté objet. Le point (2) peut
étre traité par I'approche déja mise en place pour les connections entre poutres
pour les éléments 0D en 'adaptant aux jonctions entre plaques pour les éléments
1D. Une distribution continue le long de la ligne de raccordement via un élément
1D est modélisé par un ressort linéaire travaillant en flexion. Le point (3) concerne
la modélisation des propriétés matériaux constitutifs des plaques. Les techniques
d’analyse d’images déja utilisées dans le cadre de la thése précédente sont & nouveau
employées pour la caractérisation et I'identification des paramétres matériaux.

La thése doit permettre au FCBA de s’approprier 'outil de simulation rapide et
adapté aux architectures et aux matériaux des meubles.

Le document s’organise de la maniére suivante. Le premier chapitre porte sur
I'identification des propriétés élastiques du matériau bois en panneau de particules et
des rigidités des jonctions entre plaques a partir d'une technique d’analyse d’images.
Le deuxiéme chapitre présente la théorie des plaques isotropes transverses et
I'implémentation spécifique des modéles éléments finis de plaques. Le troisiéme
chapitre est consacré a la modélisation probabiliste des variables aléatoires (pro-
priétés élastiques du matériau et rigidité des jonctions). Une étude statistique du
comportement mécanique de meubles a base de plaques en prenant en compte la
dispersion des propriétés du matériau et des rigidités des jonctions est finalement
menée & travers la simulation numérique de différents essais de validation.
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Chapitre 1

Caractérisation expérimentale des
meubles a base de panneaux de
particules

Ce premier chapitre s’attache a présenter lidentification expéri-
mentale des propriétés mécaniques du matériau bois en panneau
de particules ainsi que des rigidités des jonctions d’un bureau par
des essais de flexion 3 points et de résistance des liaisons entre
les différents éléments du bureau. Des essais expérimentaus Suivis
par corrélation d’images numériques (DIC pour « Digital Image
Correlation » en anglais) ont été réalisés sur différents échantillons
de meubles afin d’obtenir des mesures expérimentales de champs de
déplacements permettant d’effectuer cette identification en inverse.
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Corrélation d’images numériques 7

1 Corrélation d’images numériques

Apparue au début des années 1980, la corrélation d’images numériques (DIC pour
« Digital Image Correlation » en anglais) est une technique expérimentale permettant
de mesurer un champ de déplacement en comparant les photos numériques d’un
objet acquises a divers stades de son chargement |[Lucas et Kanade 1981, Horn et
Schunck 1981, Sutton et al. 1983, Sutton et al. 2009, Hild et Roux 2012b].

Parmi les différentes techniques couramment utilisées pour mesurer des champs
de déplacement ou de déformation, les méthodes DIC font partie des plus répandues
dans le domaine de la mécanique des solides. Contrairement & d’autres méthodes
qui nécessitent une préparation spécifique et parfois minutieuse (e.g., les jauges de
déformations), celle-ci requiert uniquement ['utilisation d’une caméra équipée de
capteurs CCD (« Charge-Coupled Device » en anglais, ou DTC pour « Dispositif a
Transfert de Charge » en francais), ou plus simplement d’un appareil photographique
numérique, relié & un ordinateur afin de pouvoir acquérir et traiter les prises de
vues réalisées. L’usage des techniques DIC s’est généralisé avec le développement
combiné des ordinateurs et des caméras numériques. Les avantages de ces techniques
sont multiples : sans contact, et donc non intrusif, tolérant vis-a-vis des agressions
extérieures, cotit décroissant, performances accrues... De plus, il est facile d’acquérir
un grand nombre d’images et donc de suivre 1’évolution spatiale et temporelle avec
une trés bonne résolution [Hild et Roux 2006].

1.1 Principe général de la corrélation d’images numériques

La corrélation d’images consiste & déterminer un champ de déplacement & partir
de I'analyse d’images numériques représentées par un ensemble de pixels (ou voxels
en 3D) dont on connait le niveau de gris. 1l existe classiquement deux approches,
dites locale et globale [Hild et Roux 2011].

Dans ’'approche locale, la détermination du champ de déplacement est effectuée
en trois étapes :

1. Définir la région d’étude (ou ROI pour « Region Of Interest » en anglais) qui
ne couvre pas nécessairement toute l'image acquise ;

2. Découper la région d’étude en zones d’intérét (ZOI pour « Zone Of Interest »
en anglais, également appelées imagettes ou fenétres de corrélation en frangais)
plus petites;

3. Corréler les imagettes.

La troisiéme étape est la plus délicate a traiter. Pour obtenir de bons résultats, il
faut que la surface soit la moins uniforme possible, et que les déformations restent
petites. Plus cette surface est aléatoire, plus la méthode est performante. Afin
d’obtenir cet état, il faut quelquefois pulvériser un mouchetis de peinture sur la
surface de I’éprouvette. La technique mathématique utilisée pour identifier le champ
de déplacement de chaque imagette s’appelle la corrélation. Aprés I’acquisition d’une
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série d’images de la surface & analyser, le champ de déplacement plan est obtenu
par intercorrélation d’une série d’imagettes de référence et d’imagettes de la surface
déformeée. Il s’agit d’appairer des couples d’imagettes et leur décalage correspond
au déplacement plan recherché. Un champ de déplacement est alors constitué de
I’ensemble des déplacements moyens des zones d’intérét considérées. Cette approche
a été récemment utilisée dans les travaux [Makhlouf 2015, Makhlouf, H. et al. 2016]
dans le cadre d'une collaboration entre I'institut technologique FCBA et le laboratoire
MSME.

L’approche globale par corrélation d’images consiste quant a elle a effectuer la
corrélation sur I’ensemble de la ROI. Le probléme a résoudre ne consiste plus en une
succession de calculs de corrélation indépendants dans chaque ZOI comme dans le cas
de I'approche locale. Dans ce travail, seule 'approche globale est présentée et utilisée.
L’une des raisons du choix de I'approche globale est que le champ de déplacement
mesuré est exprimé sous une forme similaire et adaptée aux bases d’approximation
cinématique utilisées dans la simulation numérique. Ainsi, la continuité du champ
de déplacement est automatiquement assurée. Ce dernier peut étre décomposé
en des fonctions de base qui remplissent cette contrainte. Par exemple, une base
d’approximation constituée des fonctions de forme éléments finis peut étre choisie.

L’algorithme DIC utilisé dans les sections expérimentales (sections 3 et 4) est basé
sur le logiciel CORRELI RT3 développé sous Matlab par une équipe de recherche
du LMT-Cachan [Leclerc et al. 2009, Tomicevic et al. 2013, Roux et al. 2002, Roux
et Hild 2008, Réthoré et al. 2008]. Le programme éléments finis s’appuie sur une
discrétisation spatiale basée sur des maillages non structurés qui sont constitués
d’éléments triangulaires (triangles) & 3 noeuds avec une interpolation linéaire du
champ de déplacement.

Aprés acquisition, une image correspond aux variations de la répartition de
I'intensité lumineuse dans le plan observé. L’intercorrélation consiste donc a rechercher
des vraisemblances maximums entre deux signaux (enregistrés a deux instants
différents). Etant donnés deux signaux (réels), f(x) représentatif d'une image dans
la configuration de référence, et g(x + w(x)) représentatif d’une image dans la
configuration déformée, on a

f(@) = g(x + u(x)) + b(x), (1.1)

ou x est le vecteur définissant la position d'un point dans une image, u(x) représente
le vecteur déplacement recherché entre f(x) et g(x+u(x)), b(x) est un signal aléatoire
qui représente le bruit dans les images (e.g., les bruits de photon, de numérisation,
d’obscurité dans le cas d’images obtenues avec un capteur CCD). Dans la suite, on
suppose que le niveau de bruit b(x) est négligeable en raison de sa faible amplitude
par rapport a celle de f(x) et de g(x + u(x)). Lorsque b(x) = 0, I'équation (1.1)
traduit la conservation locale du niveaux de gris.

Pour résoudre le probléme inverse dans les techniques DIC, on préfére généralement
recourir & une forme faible de I’équation (1.1). On recherche alors u(x) a travers la
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minimisation d’une fonctionnelle 75 ol

Talu) = / (f(@) — gz + u(@)))? de, (1.2)

ou {2 représente soit un sous-domaine de la ROI correspondant a la zone d’intérét
considérée (la ZOI dans I'approche locale), soit ’ensemble de la ROI (dans 'approche
globale). Le probléme inverse a résoudre consiste & identifier le champ de déplacement
u(x) a partir de la seule connaissance des images f et g. Dans le cadre déterministe,
ce probléme est mal posé a moins que des hypothéses supplémentaires ne soient faites
sur la régularité du champ de déplacement afin d’obtenir suffisamment d’information
pour déterminer u(x) avec une précision raisonnable.

Dans 'approche globale, le champ de déplacement recherché w(x) minimise la
fonctionnelle J5(w) non-linéaire en u sur la région d’intérét 2 (correspondant a la
ROI). Afin de régulariser le probléme de minimisation, le champ de déplacement
peut étre recherché sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions définissant
la base cinématique choisie :

= Zuﬁpz(m), (1.3)

ou ;,t = 1,...,n sont les fonctions de forme vectorielle, et u; les degrés de li-
berté associés. Il est a noter qu’une grande liberté est offerte au mécanicien pour
I'interpolation du champ de déplacement et de nombreuses alternatives ont été pro-
posées |Besnard et al. 2006, Hild et al. 2011, Hild et Roux 2012a, Leplay et al. 2015].
Bien que le mouchetis donne des fonctions aux variations rapides, nous supposons
que f et g sont des fonctions suffisamment réguliéres aux petites échelles, et que le
déplacement u a une amplitude suffisamment faible pour que 1’on puisse effectuer
un développement de Taylor au premier ordre de f. La fonctionnelle & minimiser
(1.2) devient

Tilw) = [ (o(e) - fla ~ u(@))* dw = [ (g(a) - (@) + ule) - V(@) do
Q Q
(1.4)
La décomposition (1.3) choisie pour w est introduite dans la fonctionnelle (1.4)
et conduit a la résolution d’un systéme matriciel qui s’écrit sous la forme suivante :

M]U = b, (1.5)

ou U est un vecteur contenant toutes les inconnues cinématiques u;. Les composantes
de la matrice [M] et du vecteur b sont données par

/ V@) ei(@) (V@) p;(@)) dr, (1.6)
b = / (f(@) — g(@)) (Vi(@) - pile)) da. (L.7)
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1.2 Le logiciel Correli RT3

Une fagon d’évaluer les performances d’un algorithme de corrélation d’images
(e.g., les incertitudes sur les champs de déplacement, rotation, courbure...) est de
déplacer artificiellement la ROI par incréments de translation des valeurs sous-pixels
et d’estimer l'incertitude sur les quantités mesurées [Barranger, Y. et al. 2010].

A T’aide d’un algorithme |Guizar-Sicairos et al. 2008] implémenté sous Matlab dans
le logiciel CORRELI RT3, une image de référence d’une éprouvette représentative
de l'essai de flexion 3 points (voir sous-section 3.2) est artificiellement déplacée dans
la direction horizontale en imposant un déplacement uniforme variant de 0.1 pixel &
2 pixels avec un intervalle de 0.1 pixel (voir Figure 1.1).

Image de référence Image déformée

Image de référence et ROI

250
200

W 150

2

® 100
50

200 400 600 800 10001200
y [pix.]

FIGURE 1.1 — Translation horizontale de 50 pixels d’une image de référence (en
haut), et représentation de la ROI (boite rouge) & analyser (en bas)

Une méme ROI avec différentes tailles d’éléments (dont la longueur caractéristique
correspond & 4 pixels, 8 pixels, 16 pixels, 32 pixels ou 64 pixels) est appliquée
dans I'image de référence pour toutes les corrélations de 20 images déformées. Les
différences entre les déplacements imposés et ceux mesurés sont calculées dans la ROL.
L’erreur moyenne et ’écart-type sont tracés sur la Figure 1.2. On peut remarquer
sur cette figure que I'erreur moyenne a une évolution sinusoidale. Il est bien connu
que la taille de la fenétre de corrélation (ZOI) joue principalement sur les erreurs de
mesures dans l'approche locale. Néanmoins, la taille d’élément ne semble pas étre
un facteur prépondérant et n’a qu'une faible influence sur la précision du champ
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de déplacement. De plus, la taille d'imagette (ZOI) est typiquement limitée a 10
pixels ou plus grande dans I'approche locale. Pourtant, dans certains cas favorables,
des tailles d’éléments aussi petites que 4 pixels par coté peuvent étre utilisées dans
I'approche globale [Tomicevic et al. 2013|.

1
0.015 : : : . 18710 : : .
@ & — 4 pixels —4 pixels
8 pixels 6f * x| 8 pixels
0.01t * 16 pixels * 16 pixels
+ 32 pixels + 32 pixels
O 64 pixels o O 64 pixels
__0.005 E
B =
= o
= 0 =
g o
A z
-0.005} &
-0.01¢
-0.015 : : : 0 : & :
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Déplacement imposé [pixel] Déplacement imposé [pixel]

FIGURE 1.2 — Estimation de l'erreur moyenne (a gauche) et de ’écart-type (a
droite) du champ de déplacement dans la ROI en fonction du déplacement imposé
pour différentes tailles d’éléments variant de 4 & 64 pixels

2 Configuration des essais expérimentaux

On utilise ici une caméra avec capteur CCD pour 'acquisition des images au
cours des essais expérimentaux, et une machine d’essai universelle DELTALAB EM
550 pour réaliser les essais sur des échantillons de poutre (voir section 3) et de
jonction (voir section 4) en vue d’identifier les propriétés élastiques du matériau bois
en panneau de particules et les rigidités au niveau des liaisons entre éléments d’un
meuble.

2.1 Dispositif d’acquisition des images : caméra CCD

Le dispositif expérimental est constitué d’une caméra CCD (Allied Vision Mako,
résolution 5 mégapixels) pointant sur la zone a observer. Le détecteur CCD assure la
conversion d’un signal lumineux en un signal électrique. On peut aujourd’hui acquérir
des images numériques de quelques millions de pixels (avec trés peu de moyens) pour
une utilisation standard. Il faut prévoir un éclairage, artificiel ou non, réglé de facon
a obtenir la meilleure image possible avec la caméra. Sous cette réserve, les deux
seules limitations sont :

— l'obligation d’observer des surfaces planes;
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— l'impossibilité d’avoir des informations sur les déformations au coeur de la
matiere.

2.2 Machine d’essai universelle : DELTALAB EM 550

La machine d’essai universelle DELTALAB EM 550 (voir Figure 1.3) de type
électromécanique permet de réaliser de nombreuses applications d’essais tels que
des essais de traction, de compression, de flexion, de fatigue, de fluage, de dureté,
de frottement... Elle couvre un domaine trés large d’applications pour des essais
mécaniques statiques, sur des matériaux et des composants divers, ainsi que sur des
assemblages et des structures.

FIGURE 1.3 — Machine d’essai universelle DELTALAB EM 550

Cette machine est connectée a une partie commande constituée d’un ordina-
teur équipé du logiciel DELTALAB et d’une interface logiciel /machine compacte
et puissante pour le pilotage asservi, ’acquisition et 'analyse des données. Les
caractéristiques générales de la machine utilisée sont les suivantes :

— Interfagage spécifique permettant de traiter 4 voies simultanément (force,
déplacement de la traverse, extensométre et voie complémentaire analogique) ;

— Gamme de charge : de 0 4 50 kN en traction et en compression (avec des équipe-
ments complémentaires tels que des cellules de charge a jauges de déformations
de capacités 5 kN, 10 kN ou 20 kN) ;

— Hauteur sous traverse : 1000 mm ;

— Distance entre colonnes : 400 mm ;
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— Vitesse de déplacement de la traverse : de 0.5 a 350 mm/min;;
— Résolution du capteur de force de 50 kN : 25 N;

— Résolution du capteur de mesure de déplacement : 0.01 mm.

3 Identification des propriétés élastiques du maté-
riau bois en panneau de particules

La norme francaise NF B 54-100 définit le matériau bois en panneau de particules
de la fagon suivante [Trouy-Triboulot et Masson 2017] :

“Matériau en plaque fabriqué sous pression, essentiellement a partir de particules de
bois ou d’autre matiéres fibreuses lignocellulosiques (anas de lin, bagasse, chanvre...)
avec ou sans apport de liant”

La norme européenne NF EN 312 « Panneaux de particules-Exigences » définit
quant a elle les différents types de panneaux |[Centre Technique du Bois et de
I’Ameublement (CTBA) 2003]. Dans ce travail, le panneau utilisé est de type « P2 :
Panneaux pour agencements intérieurs, y compris meubles, utilisés en milieu sec ».

De par son processus de fabrication, un panneau de particules est hétérogéne et
anisotrope et peut présenter de fortes variations de propriétés d’un échantillon &
I'autre a I’échelle macroscopique.

3.1 Propriétés mécaniques des panneaux de particules

Dans ce travail, on suppose un modéle appartenant a la classe de symétrie isotrope
transverse pour modéliser le comportement mécanique des panneaux de particules
qui ont une conformation de plaque a trois couches sandwich comme illustré sur la
Figure 1.4. Un matériau composite orthotrope possédant de plus une symétrie de
révolution autour d’un axe est ainsi nommé isotrope transverse.

Parmi les différentes symétries matérielles possibles, ce modéle de comportement
est approprié pour la modélisation a ’échelle macroscopique des milieux lamellaires.
La direction d’anisotropie (direction notée 1, z ou L sur la Figure 1.4b) correspond a
la direction normale aux lamelles, les lamelles (plan noté 7" sur la Figure 1.4b) étant
isotropes [Garrigues 2017|. Dans ce travail, on adopte la notation suivante :

(z,y,2) = (2,3,1) (1.8)

pour désigner les axes du repére local d’une plaque et on utilise les doubles crochets
(e.g., [C]) et les crochets (e.g., [C]) pour représenter respectivement les tenseurs
d’élasticité d’ordre 4 et d’ordre 2.

La loi de Hooke généralisée qui exprime chaque composante du tenseur des
contraintes comme une fonction linéaire des composantes du tenseur des déformations
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14 Caractérisation des meubles a base de panneaux de particules

(b)

FIGURE 1.4 — Conformation de plaque a trois couches sandwich de panneaux de
particules : (a) échantillons réels, et (b) modéle géométrique

peut étre écrite sous la forme tensorielle suivante [Fortunier 2001] :
0ij = Cijmen avec 14,7,k 1=1,2,3. (1.9)

De maniére analogue, les déformations sont reliées linéairement aux contraintes
par la relation inverse :

€ij = Sijkior  avec 1,7, k,1=1,23. (1.10)

Le tenseur d’ordre quatre des rigidités [C et son inverse le tenseur des souplesses
[S] (également du 4° ordre) sont liés par la relation :

1
CijpgSpgkt = 5(5ik5jl + 5il(5jk), (1.11)

dans laquelle d;; est le symbole de Kronecker qui prend la valeur 0 si i # j et la valeur
1 si i = j. Les conditions de symétries matérielles pour [C] et [S] sont données par :

Cijkt = Criij = Cjire = Ciju, (1.12a)
Sijkl = Sklij = Sjikt = Sijlk- (1.12b)

Les tenseurs des contraintes et des déformations étant symétriques (o;; = oy,
€ij = €j;), sont définis par six scalaires indépendants et il est plus commode de les
écrire sous forme de vecteurs colonne (ou ligne) de taille six. L’équation (1.9) peut
alors étre réécrite sous la forme matricielle suivante |Gay 1997] :

o1 Cunr Crnzz Cuss Craz Cizr Chne €11

022 Coa11 Caoza O3z Cazoz Cozzr Coin €22

o33 | _ Cszin Cszza C3szz Cszaz Csszr Csazin €33 (1.13)
023 Cozir Cazza Caszzs Cazaz Caszr Cozia| |2e23| '
031 Csi11 Czi22 Caizz Cie3 G131 Csiie| | 263

| 012 ] [Cra11 Chaza Chazs Ciaez Crazi Chorz| | 2612
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On utilise classiquement la notation de Voigt en adoptant une notation matricielle
(e.g., matrices des rigidités [C] et des souplesses [S]) & deux indices pour représenter
les tenseurs d’ordre quatre (e.g., tenseurs des rigidités [C] et des souplesses [S]) et
une notation vectorielle avec un unique indice pour les composantes des vecteurs des
contraintes et des déformations. On pose la régle de conversion suivante :

1141, 2242, 3343, 230u32«4, 130u3l<«5, 120u2l « 6, (1.14)
de sorte que

01 = 011, O3 = 092, 03 = 033, 04 = 023, 05 = 013, Og = 012, (1.15a)
€1 = €11, €2 = €92, €3 = €33, €4 = 2693, €5 = 2€13, €6 = 212 (1.15b)

Ainsi, la relation de comportement (1.13) peut étre réécrite en notation de Voigt
sous la forme suivante [Torquato 2002] :

01 Cin Cip Ciz Cuu Cis Cig| |&
02 Cia Cy Coz Oy Cys Cos| |2
93| _ Ciz Coz Cs3 Caq Css Csel |e3 (1.16)
04 Ciu Cy Cz Cuy Cys Cug| |ea|’ '
05 Cis Cys Cs5 Cus Css Cse| |€5

06 C’16 C’26 C36 046 C156 C’66 €6

Dans le cas de la classe de symétrie isotrope transverse, le matériau est caractérisé
par cinq constantes élastiques indépendantes. La représentation matricielle [C] du
tenseur des rigidités [C] en prenant 'axe 1 comme axe de symétrie de révolution
(voir Figure 1.4b) est donnée par [Gornet 2008] :

[C11 Cia Cho 0 0 0
Cia Oy Oy 0 0 0
= 1
] 0 0 0 5(022 —Cy) 0 0
0 0 0 0 Ces O
0 0 0 0 0 Clg (1.17)
TEE £ AWEET 2kTWE 2KTWE 0 0 0]
2kT L ET4+GT kT —GT 0 0 0
B 2kT vt —-GY K"+GT 0 0 0
o 0 0 0 GT 0 01’
0 0 0 0 G- 0
0 0 0 0 0 G
ET
avec GI' = ———— le module de cisaillement transverse et kI =
2(14+07)
ELET

o VBT — (L) ET le module de compressibilité transverse. Le tenseur d’élas-
—v —4(v

ticité représentant les propriétés du matériau dépend uniquement de 5 paramétres
algébriquement indépendants & identifier :
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16 Caractérisation des meubles a base de panneaux de particules

— le module d’Young E¥ = Ey; = E. dans le sens longitudinal L
— le module d'Young ET = Fyy = F33 = B, = E, dans le sens transversal T';

— le module de cisaillement G = G5 = G13 = G, = G, dans tout plan (L,T)
autour de 'axe z;

— le ceefficient de Poisson v' = vy = 113 = 1, = v, dans le sens longitudinal L ;
— le ceefficient de Poisson v7 = vy = v39 = Vgy = Vye dans le sens transversal 7.

La procédure utilisée pour l'identification de ces paramétres est présentée dans
les sous-sections 3.2, 3.3 et 3.4 suivantes.

3.2 Essais de flexion 3 points

Un prototype de bureau qui a au préalable subi une série d’essais mécaniques
normalisés de validation est découpé en 27 échantillons qui seront utilisés pour
I'identification. Les échantillons ont la méme taille A x bx L = 15x 50 x 260 mm?
et sont stockés dans les mémes conditions & une température de 20 & 2°C' et une
humidité relative de 65 = 5%. Le montage de flexion est principalement constitué
des éléments suivants (voir Figure 1.5) :

— Deux appuis cylindriques paralléles a roulement d'une longueur supérieure a la
largeur de I’éprouvette, la distance entre les appuis étant réglable ;

— Un couteau cylindrique ayant la méme longueur que les appuis, disposé paral-
lelement et & équidistance de chacun d’eux.

(a) (b)

FIGURE 1.5 — (a) Dimensions des échantillons : Axbx L = 15x50x 260 mm?, (b)
dimensions du montage : [; = 210 mm, I, = L = 260 mm, et (c) échantillon sous
charge

Les échantillons sont testés en utilisant la machine DELTALAB EM 550 par un
essai de flexion 3 points (voir Figure 1.6) avec les caractéristiques suivantes :

— Vitesse de traverse : 0.05 mm/s;
— Cellule d’effort de capacité : 5 kN ;
— Force appliquée (en N) : de 0 N jusqu’a rupture par intervalle de 30 N.
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La caméra CCD est placée en vis-a-vis de la ROI et situé sur la moitié gauche de
I'échantillon (voir Figure 1.1 en bas).

FIGURE 1.6 — Dispositif expérimental

Sur la Figure 1.4, nous pouvons remarquer que la texture de la surface de
I’éprouvette n’est pas uniforme. Cette texture est a la base du bon fonctionnement de
la méthode de corrélation d’images. Plus cette texture est aléatoire, plus la méthode
est performante. Afin d’obtenir cet état, il est parfois nécessaire de pulvériser un
mouchetis de peinture sur la surface de I’éprouvette. Dans le cas présent, la texture
réelle de la surface observée est suffisante et ne requiert pas 'utilisation de mouchetis.

La machine est programmeée pour s’arréter 30 s & chaque incrément de charge de
30 N pour 'acquisition des images. 10 images correspondant aux charges appliquées
de 30 N a 300 N sont prises pour chaque échantillon. Les courbes expérimentales de
charge-déplacement obtenues au cours des essais de flexion 3 points pour I’ensemble
des échantillons avec le méme dispositif expérimental sont présentées sur la Figure 1.7.
Il convient de noter qu’en raison des hétérogénéités de la microstructure des panneaux
de particules, la variabilité globale de la réponse charge-déplacement est relativement
élevée : on observe un écart notable d’environ 100 N pour une charge moyenne de
300 N, soit une dispersion relativement importante de 33%.

L’approche globale DIC est utilisée pour mesurer les déplacements de la surface
latérale a l'aide du logiciel CORRELI RT3 présenté en section 1.2. Le champ de
déplacement obtenu a partir de I'image n est évalué en corrélant la n® image avec
I'image initiale (état non chargé considéré comme image de référence). Pour diminuer
I'influence des effets localisés prés du lieu d’application de la charge et du support
lors de l'identification, la ROI choisie ne couvre que la partie gauche de la surface
de la poutre, comme illustrée dans la Figure 1.8. La taille physique d’un pixel vaut
52.2 pm. La taille des éléments triangulaires est choisie pour étre de 'ordre de 16
pixels, soit environ 0.835 mm. Les composantes du champ de déplacement mesuré
par CORRELI RT3 sont représentées sur la Figure 1.9. On peut constater que la
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600

500

400

3007

200¢

Charge [N]

Déplacement [mm)]

FIGURE 1.7 — Courbes de charge-déplacement a 'issue des essais de flexion 3 points
sur différents échantillons de panneaux de particules

composante v varie suivant les deux coordonnées y et z alors que la composante
verticale v dépend quasiment uniquement de y.

O  ROI O

0 25 45 110 130 235 260 mm

FIGURE 1.8 — Localisation de la ROI

3.3 Solution analytique du modéle poutre de Timoshenko

Dans [Murata et Kanazawa 2007], le module d”Young et le module de cisaillement
de I'épicéa et du mizuna sont déterminés simultanément & partir d’un test de flexion
3 points par comparaison avec une solution basée sur la théorie des poutres de
Timoshenko. Dans ces travaux, les champs de déplacement d’échantillons de poutres
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FIGURE 1.9 — Champ de déplacement mesuré a 'aide du logiciel CORRELI RT3 :
(a) composante horizontale u et (b) composante verticale v

ont été mesurés par analyse d’images, et les propriétés mécaniques du bois ont été
identifiées par une méthode de régression polynomiale.

De fagon similaire, notre dépouillement se fait aprés I'obtention du champ de
déplacement mesuré expérimentalement par corrélation d’images. Les données ex-
périmentales mesurées sont ensuite comparées au champ de déplacement calculé
analytiquement via le modéle de poutre développé ci-apres.

On considére une poutre droite isostatique de longueur L, soumise a un effort
transversal F' (voir Figure 1.10a). Dans le cadre de la Résistance des Matériaux
[Delaplace et al. 2008, la contrainte normale o,, dans une section d’abscisse y et de
moment quadratique [, d’axe z, dépend du moment fléchissant My, autour de 'axe
x, et est définie en tout point z de cette section par :

oyy(y, 2) = 7 = o0 (1.18)
I
x. O h »L
)2 aNl
s f 07
L k \J
1 1 1
b
(a) (b)

FIGURE 1.10 — (a) Poutre en flexion simple et (b) définition du moment statique
de la section S}(z) au dessus de I'ordonnée z

En flexion simple, viennent se superposer aux contraintes normales o,, engendrées
par le moment fléchissant My, (autour de l'axe z), les contraintes de cisaillement
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oy, lites a la présence d'un effort tranchant 7, (suivant I’axe z) non nul a I’abscisse
y de la poutre. Pour une section rectangulaire de largeur b et de hauteur h, le profil
des contraintes de cisaillement o,. est parabolique, nul aux bords et maximum au
centre de la section :

T.5:(z) F ([, h?
_LSalz) _ F o, W 1.1
D) =T T (Z 1) (1.19)
ot Si(z) est le moment statique de la section au dessus de l'ordonnée z (voir
0 oy, NP
Figure 1.10b). L’équation d’équilibre gyy + gy = 0 de la poutre est ainsi vérifiée.
Yy z

Le champ de déplacement mesuré est supposé plan (2D), parce que la technique
DIC 2D employée ne donne accés qu’aux mouvements dans le plan d’observation. La
loi de comportement d’un matériau isotrope transverse en état de contraintes planes
s’écrit alors :

1 vk 0
Cyy | = —% oG 0 Tyy | - (1.20)
2€yz 1 Oyz

0 0 ar

En appliquant I’hypothése des contraintes planes, la contrainte normale transverse
0., peut étre négligée (0,, ~ 0) par rapport aux autres composantes, le tenseur des
contraintes n’a alors que 2 composantes o, et o,, non nulles (0,, = 04y = 04, =
0., = 0) et la relation précédente entre contraintes-déformations s’écrit donc :

oy =E"e, et o0, =2G",. (1.21)

On note respectivement u et v les composantes horizontale (suivant y) et verticale
(suivant z) du champ de déplacement, comme illustré sur la Figure 1.11a. L’hypothése
des petites déformations conduit aux deux équations différentielles suivantes :

Fyz rou
— =F — 1.22
F ([, h ou v
= — =Gt =4 =), 1.23
41, (Z 4 ) (82 * 83/) ( )
A partir des 2 équations précédentes, on obtient :
Fy?z
=— 1.24
u= e+ (2) (1.24a)
F , h? Fy? ,
=— (2" — — — 1.24b

ou f et g sont des fonctions dépendant uniquement de z et supposées suffisamment
différentiables.
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z(1,L)v
ROI
Y3, T)u
(2, T) ] 20 40 60 80
O I y [mm.]
(a) (b)

FIGURE 1.11 — (a) Composantes u et v du champ de déplacement du modéle de
poutre et (b) maillages initial (en rouge) et déformé (en noir) pour une charge F
donnée

En théorie des poutres, une poutre étant une structure mince dans les 2 directions
transversales x et z par rapport a la direction longitudinale y, on néglige classiquement

. . . . Ov )
la déformation axiale transverse €., conduisant a e 0 (comme constaté sur la
z
Figure 1.9) :

v Fzy , ,
5. =aqgip ~ vl +d (=) =0, (1.25)
! FZ /
F2?
= f(2) = A + oz +uy et g(z) = v, (1.27)

ou ug, Vg €t 1y sont trois constantes.
En remplagant les expressions de f(z) et g(z) dans les équations (1.24), on obtient
finalement la solution analytique du champ de déplacement de la poutre :

Fy?z N F23 F ot
_ z+u
wm (. 2) = u(y,z)| _ | 4ETI, " 12GEI, T ’ (1.28)
Yy, v(y,z) Fy3 Fh2y 5 .

RETL,  16GEL
ot les trois constantes (ug, vg, ?p) représentent les éventuels mouvements de corps
rigides de I’échantillon durant ’essai. ug et vy sont des petites translations et g
une petite rotation globale intervenant dans l’expression du champ de déplacement
(1.28).

Les maillages initial et déformé d’un échantillon représentatif sont représentés
sur la Figure 1.11b. Pour identifier les paramétres E7 et G¥, on compare la solution
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analytique du champ de déplacement u*** défini en (1.28) au champ de déplacement
u®P mesuré par la technique DIC en utilisant la méthode des moindres carrés. Pour
chacun des 27 échantillons, une image initiale (qui correspond a ’état non chargé)
est prise puis 8 images (les deux premiéres correspondant & ' =30 N et F =60 N
sont supprimées afin d’atteindre un état stable) sont analysées pour obtenir les
composantes expérimentales u; et v; du champ de déplacement u“® en chaque noeud
du maillage de coordonnées (y;, z;).
On définit I'erreur e? en norme 2 comme la somme des résidus au carré :

n
et = Jlu™ — u™P|? = Z ((U(yz, ) = i)’ + (v(yi, zi) — Ui>2) ) (1.29)
i=1
ot n est le nombre de nceuds du maillage. Les paramétres recherchés (ET, GT) et les
constantes inconnues (ug, vy, 1) sont déterminés par minimisation de la fonctionnelle
e?

min  [|u*(ET, GE ug, vo, o) — uP||?. (1.30)

(ET,GT ug,v0,%0)

0.05

||uexp _ uana”

FIGURE 1.12 — Evolution de l'erreur relative en fonction des valeurs

|||
des parametres (ET, GF)

Le probléme de minimisation (1.30) peut étre résolu soit analytiquement par
application directe de la méthode des moindres carrés, soit numériquement en utilisant
e.g. la fonction lsqnonlin (Optimization Toolbox de Matlab). La premiére méthode

conduit a la résolution d’un systéme linéaire de taille 5 x5 obtenu en calculant les
1 1

ﬁeta

est tracée en fonction

dérivées partielles de e? par rapport aux paramétres g, vg, ¥,

||uexp _ ,uanaH

L’erreur relative entre u®*? et u®** définie par T
u

de ET et GT pour une image représentative (la 6° image de 1’échantillon B14) sur la
Figure 1.12.
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La Figure 1.13 et le Tableau 1.1 montrent les résultats expérimentaux obtenus
pour les paramétres (E7, GY) sur un échantillon représentatif B14. La moyenne des
8 images pour chaque échantillon est ensuite calculée pour représenter les résultats
expérimentaux associés a chaque échantillon. Les résultats obtenus pour ’ensemble
des échantillons sont tracés sur la Figure 1.14 et résumés dans le Tableau 1.2.

60
50
40
30
20
10

Module d’Young E7 [GPa]
—_
[

Module de cisaillement G [MPa]

012345678 012345678
Numéro d’image Numéro d’image
(a) (b)

FIGURE 1.13 — Résultats expérimentaux : (a) module d"Young transverse E7 et
(b) module de cisaillement longitudinal G* pour I'échantillon B14

&
EBE‘ 25 T T T T T z
~
— 7 (@)
& -
5 :
%O ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ é%
g ]
= )
= - =)
SR £ 0
0 10 15 20 25 30 = 0 5 10 15 20 25 30
Numéro d’échantillon Numéro d’échantillon
(a) (b)

FIGURE 1.14 — Résultats expérimentaux : (a) module d"Young transverse E7 et
(b) module de cisaillement longitudinal G pour I’ensemble des 27 échantillons
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TABLEAU 1.1 — Résultats expérimentaux obtenus pour les parameétres (E7, GL)
sur ’échantillon B14

Parameétre Valeur moyenne m | Ecart-type o | Dispersion 6 = o/m
Module d’Young E7 1.78 GPa 0.0403 GPa 2.26%
Module de cisaillement G* 55.01 MPa 1.978 MPa 3.6%

TABLEAU 1.2 — Résultats expérimentaux obtenus pour les paramétres (E7, GL)
sur I’ensemble des 27 échantillons

Paramétre Valeur moyenne m | Ecart-type o | Dispersion 0 = o/m
Module d’Young E* 1.81 GPa 0.135 GPa 7.48%
Module de cisaillement G 53.23 MPa 4.53 MPa 8.51%

L’identification des autres paramétres (EL, v2 v7T) est réalisée par la suite dans
la sous-section 3.4 en utilisant la méthode FEMU (pour « Finite Element Model
Updating » en anglais).

3.4 Meéthode « Finite Element Model Updating » (FEMU)

La méthode des éléments finis fournit une approximation numérique du champ
de déplacement pour des conditions de chargement, de géométrie et des propriétés
matérielles données. Elle peut étre utilisée comme outil numérique pour résoudre
le probléme inverse associé a l'identification des propriétés du matériau & partir
du champ de déplacement : c¢’est la méthode FEMU. Elle consiste & effectuer des
simulations par éléments finis de 1’essai de flexion 3 points pour trouver les para-
métres matériaux permettant d’obtenir la meilleure correspondance entre les calculs
numériques et les mesures obtenues par corrélation d’images.

Dans cette sous-section, la méthode FEMU est utilisée pour identifier les para-
métres (B, v¥) du matériau bois en panneaux de particules. La solution du probléme
d’élasticité linéaire consiste a trouver le vecteur U cinématiquement admissible tel
que

[K|IU = F, (1.31)

avec [K] la matrice de rigidité, U le vecteur des degrés de liberté et F' le vecteur des
forces extérieures. On décompose le vecteur des déplacements en deux parties :

— le vecteur des déplacements libres U; (inconnus a l'intérieur) ;
— le vecteur des déplacements prescrits U, (connus sur le bord).
Le champ de déplacement s’écrit alors :

U= {gb] . (1.32)
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De maniére analogue, on décompose le vecteur des forces généralisées et la matrice
de rigidité de la fagon suivante :

(K] = {[K"f] [K"bq et F = { F:.=0 1 , (1.33)

F, inconnu

ou [Kj] correspond aux lignes et colonnes de [K| des déplacements libres, [Kjy]
correspond aux lignes et colonnes de [K] des déplacements bloqués, [Ky) = [Ky]?
correspond aux lignes des déplacements libres et colonnes des déplacements bloqués
ol 'exposant T désigne I'opérateur de transposition (ou transposé¢) d’un vecteur ou
d’une matrice.

FIGURE 1.15 — Champ de déplacement u®® imposé sur le bord de la ROI

On impose sur le bord de la ROI le champ de déplacement mesuré par DIC (voir
Figure 1.15). Les efforts intérieurs donnés F; étant nuls, on obtient donc :

U, = — K| KU, (1.34)

Le probléme revient a chercher la solution d’un systéme linéaire d’équations
algébriques faisant intervenir la matrice de rigidité [K] définie par :

K] = / (B][S] (Bl (1.35)

ou [B] est Popérateur gradient (symétrisé) discrétisé et [S] la matrice des souplesses
réduite en état de contraintes planes.

Dans la pratique, cette matrice est calculée comme la somme des contributions
de chaque élément :

Ne
K=Y [ (B)"1s) " Blae, (130
e=1 e
ou ), représente le domaine associé a 1’élément e, et N, le nombre d’éléments du

maillage.
On note u™™ la solution approchée par la méthode des éléments finis qui peut
s’écrire comme une combinaison linéaire des fonctions de base (voir 'équation (1.3)) :

unm = {“@)} = [®(a)|U, (1.37)
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ou [P(x)] est la matrice des fonctions de forme éléments finis et U est la représentation
de u™™ dans la base des fonctions de forme.

Dans notre cas, la ROI (voir Figure 1.11a) est discrétisée en éléments triangulaires
a 3 noeuds. En notant x; = (y;, z;) les coordonnées d’un neeud ¢ du maillage, et en

posant u™™(x;) = zgzz; = [zﬂ, [®(x)] et U s’expriment comme :
ol = |75 N e O e 0
U=1|:]|. (1.39)

La fonction de forme ¢;(x) associée au noeud i s’étend sur tous les éléments en
contact avec ce nceud, elle est construite par morceaux de fagon a valoir 1 au nceud
7, 0 aux autres noeuds et 0 dans tous les éléments non connectés au nceud 1.

A partir de 'équation (1.37) et des relations déformations-déplacements, le champ
de déformations s’écrit alors :

a1 1o
..() z 0z
i) | = §—y 1 O[] - e - mo. )
2ey.(T) ov  Ou ay

oy " 9:] o2 ayl

0o 2
9 0z
ou [D] est 'opérateur différentiel défini par [D] = E 0 | et [B] est la matrice
J 0
0z 0y
définie par :
I o ez T
ooz
[B] = [D][®(x)] = |.-- 8Zy 0 o (1.41)
Opi(x)  Opi(x)
| 0z Jy i

En 2D sous I'hypothése des contraintes planes, on obtient la matrice de souplesse
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[S] suivante d’aprés la loi de comportement (1.20) :

1 vl
gL gt
vl 1
[S] = 5 0 |- (1.42)
1
0 0 ar

39

38

(a) (b)

num H

[u —u
]

FIGURE 1.16 — Evolution de l'erreur relative en fonction des para-

métres (EL, vF)

Par conséquent, le champ de déplacement calculé numériquement pour les
nceuds intérieurs U; est une fonction qui dépend des 4 paramétres matériaux
(EL, vt ET GF). Les paramétres ET et GT ont déja identifié dans la sous-section
précédente 3.3. Lestimation de E* et v est faite en utilisant la méthode FEMU
par minimisation de 1’écart entre le champ de déplacement mesuré u*® par DIC et
celui u™™ du modéle en éléments finis :

min |Ju™™(EY, vF) — u®P|? (1.43)
(BLvE)
Huexp _ unumH
L’erreur relative entre u®? et u™™ définie par el est tracée en
u

fonction de E* et v pour la 6° image de I’échantillon B14 sur la Figure 1.16. Le
champ de déplacement u®P mesuré expérimentalement par corrélation d’images,
celui u™™ calculé numériquement par éléments finis et la solution analytique u*"* du
modeéle poutre sont comparés sur la Figure 1.17 pour la méme image d'un échantillon.

La Figure 1.18 et le Tableau 1.3 montrent les résultats expérimentaux obtenus
pour les paramétres (EL, v*) sur échantillon B14. La moyenne des 8 images pour
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e o . - i-1
-1.5
— . WO 2

(a) Composante horizontale de u®P (d) Composante verticale de u®*P
I
8.1 . - i-1
-1.5
—, 0 2
(b) Composante horizontale de u*"® (e) Composante verticale de u®"®
-1.5
— . o 2
(c) Composante horizontale de u™™ (f) Composante verticale de u™™

FIGURE 1.17 — Comparaison entre les champs de déplacement (a)-(d) u®® obtenu
expérimentalement par DIC, (b)-(e) u*?® calculé analytiquement par le modéle
poutre, et (¢)-(f) u™™ calculé numériquement par la méthode FEMU

chaque échantillon est ensuite calculée pour représenter les résultats expérimentaux
associés a chaque échantillon. Les résultats obtenus pour ’ensemble des échantillons
sont illustrés sur la Figure 1.19 et synthétisés dans le Tableau 1.4.

TABLEAU 1.3 — Résultats expérimentaux obtenus pour les paramétres (EL, v1) sur
I’échantillon B14

Parameétre Valeur moyenne m | Ecart-type o | Dispersion 6 = o/m
Module d’Young E* 150.9 MPa 17.7 MPa 11.8%
Coefficient de Poisson v 0.024 0.015 62.5%

TABLEAU 1.4 — Résultats expérimentaux obtenu pour les paramétres (EL, v*) sur
I’ensemble des 27 échantillons

Parameétre Valeur moyenne m | Ecart-type o | Dispersion 6 = o/m
Module d’Young E* 126.59 MPa 22.77 MPa 17.99%
Coefficient de Poisson v 0.0059 0.0062 105.92%

On observe une grande dispersion sur les données expérimentales pour le paramétre
vl Par ailleurs, le coefficient de Poisson v” dans le sens transversal T n’a pas pu étre
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FIGURE 1.18 — Résultats expérimentaux : (a) module d"Young longitudinal E¥ et
(b) coefficient de Poisson longitudinal v* pour ’échantillon B14
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FIGURE 1.19 — Résultats expérimentaux : (a) module d"Young longitudinal E* et
(b) coefficient de Poisson longitudinal v* pour 'ensemble des 27 échantillons

identifié, car 1’essai de flexion dans le plan (y, z) ne donne pas accés a ce paramétre. I
est & noter que parmi ’ensemble des propriétés élastiques des panneaux de particules,
le coefficient de Poisson est probablement celui qui a été le moins étudié, et une
méthode normalisée pour la détermination du coefficient de Poisson pour les matériaux
a base de bois n’a pas encore été proposé dans la littérature [Moarcas et Irle 1999]. On
choisit par conséquent pour v? des valeurs tirées uniformément entre 0.1 et 0.3 pour
chaque échantillon (correspondant a la plage de variation trouvée dans la littérature
pour les panneaux de particules [Bodig et Jayne 1993]). Wilczynski et al. [Wilczyriski
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et Kociszewski 2012] ont étudié les propriétés élastiques des revétements et du coeur
central de plaques en panneaux de particules & trois couches. Les couches étant
supposées orthotropes, l'ensemble des constantes élastiques (trois modules d”Young,
six ceefficients de Poisson et trois modules de cisaillement) ont été déterminés pour les
couches des revétements et du coeur, respectivement. Les résultats obtenus confirment
le choix d’un modéle de comportement isotrope transverse pour le matériau bois
en panneaux de particules : les propriétés élastiques présentent une symétrie de
révolution autour d’un axe privilégié z (noté L) et sont isotropes dans le plan (y, z)
(noté T') perpendiculaire a cette axe. De plus, les 4 paramétres que nous avons
identifies (EL, vl ET, G*) ont des valeurs cohérentes et raisonnables du méme ordre
de grandeur en comparaison avec d’autres valeurs trouvées dans la littérature [Centre
Technique du Bois et de I’Ameublement (CTBA) 2003, Cai et Ross 2010, Juliana
et al. 2012].

4 Identification des rigidités des jonctions

On considére la modélisation d’un bureau par un assemblage d’éléments plaques
et/ou poutres généralement constitués de panneaux de bois massif ou d’un matériau
a base de bois, tels que des panneaux de particules (notre cas), des panneaux de
fibres a densité moyenne ou du contreplaqué, par exemple. Un tel meuble peut étre
assemblé avec divers joints ou systémes de fixation. En service, les meubles sont
soumis & des charges statiques de traction-compression, de flexion, et/ou de torsion,
ainsi qu’a des charges dynamiques, telles que des forces cycliques ou des chocs. Par
conséquent, ils doivent étre dimensionnés pour supporter ces différents cas de charges.

De maniére générale, les propriétés élastiques représentant le comportement
mécanique des meubles dépendent de la composition des différents éléments et des
techniques d’assemblage utilisées pour joindre ces éléments. La détermination de la
rigidité des différents types de jonctions utilisées lors de la fabrication d’un meuble est
une étape déterminante pour caractériser la tenue de ce dernier aux tests normalisés.

De nombreux travaux ont été publiés sur la caractérisation des jonctions dans des
assemblages en bois. Demirci et al. ont étudié la résistance a la traction diagonale
des joints d’angle de cadres en utilisant quatre éléments de joint différents [Halil et
Demirci 2018]. Nicholls et al. ont analysé 1'état de contraintes et de déformations dans
les joints d’angle des meubles de type boite [Nicholls et Crisan 2002]. Chevalier et al.
ont proposé une approche multi-échelle pour tenir compte de 'effet du comportement
des assemblages entre montants de meubles en utilisant un modéle éléments finis de
poutres. Dans [Chevalier et al. 2013|, une démarche de caractérisation de la rigidité
d’un assemblage parfait (c’est-a-dire pour lequel les deux montants sont parfaitement
solidaires I'un de 'autre comme s’ils avaient été collés ou s’ils constituaient un solide
unique) a été proposée. Par la suite, dans [Chevalier et al. 2014], I'influence des
composants d’assemblage (vis, écrou noyé, tourillons...) sur la rigidité de I’assemblage
réel avec prise en compte du serrage de la vis et du contact unilatéral entre les
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montants a été étudiée.

Dans cette section, on s’attache a étendre les éléments finis 0D (ponctuels)
introduits dans [Chevalier et al. 2018| pour représenter une jonction entre deux
poutres au cas d'une connexion linéaire (1D) entre deux plaques d’un bureau modélisé
par éléments finis. Comme illustré sur la Figure 1.20, les assemblages entre plaques
du bureau sont réalisés avec des vis (pour I'assemblage des plaques 1, 2 et 5) et des
tourillons (pour l'assemblage des plaques 1, 2 et 3).

L

FIGURE 1.20 — Numérotation des plaques assemblées constituant un bureau

La caractérisation directe des rigidités des liaisons réelles entre les plaques du
bureau est délicate, en raison notamment des restrictions liées aux dimensions de
la machine d’essai et du montage. Par conséquent, des éprouvettes de jonctions
sont découpées dans le meuble testé (ici, un bureau) et leur comportement sous
chargement statique est comparé a la solution analytique de deux plaques reliées par
une jonction élastique modélisée par un ressort linéaire travaillant en flexion.

Dans un premier temps, pour dimensionner les éprouvettes de jonctions, on
cherche a évaluer le moment qui transite par ces jonctions. Un modéle simplifié du
bureau en forme de portique est construit dans la sous-section 4.1 afin de caractériser
les dimensions réduites des éprouvettes de jonctions a travers l'identification du
moment linéique. Des essais réels en flexion simple ont été réalisés sur ces derniéres.
Les résultats expérimentaux correspondant sont présentés dans la sous-section 4.2.

4.1 Dimensionnement des éprouvettes de jonctions

En négligeant I'influence des deux traverses (plaques numérotées 5 dans la Fi-
gure 1.20), on obtient un modéle simplifié du bureau, comme illustré sur la Figure 1.21.
Le calcul du moment qui transite dans une liaison du bureau peut étre effectué en
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estimant le moment de flexion au coin My, d'un portique hyperstatique a 'aide de
la méthode des forces.

‘ F
l |7
Ya
@ plaque3 z A];;fl @ A
L
plaque2 plaquel @ @
) ) v
¢ 14 NE iﬁx
TLJ < < - 2L5 "
(a) (b)
FIGURE 1.21 — (a) Modeéle d’assemblage simplifié du bureau et (b) portique hyper-
statique

On considére un portique constitué d’un poteau droit (vertical, numéroté 1) et
d’une poutre droite (horizontale, numérotée 2), représentés sur la Figure 1.22, de
longueurs L, et Lo, et de sections rectangulaires de largeurs b; et by, respectivement, et
de méme hauteur h, caractérisée par leurs aires Sy et Sy et leurs moments quadratiques

b h? byh?
(d’axe local 2) Il = 11—2 et I? = i—Q Les dimensions géométriques des poteaux et
de la poutre (constituant le portique) sont répertoriées dans le Tableau 1.5.
Longueur Longueur Largeur Largeur Epaisseur
du poteau | de la poutre | du poteau | de la poutre | du portique
L1 L2 bl bg h
757.5 mm | 477.5 mm 396 mm 501 mm 15 mm

TABLEAU 1.5 — Caractéristiques géométriques du portique

Le poteau est encastré a son extrémité inférieure en x = 0, encastré a son
extrémité supérieure en x = Ly avec I'extrémité gauche de la poutre. Des conditions
de symétrie sont appliquées en bout de poutre, de sorte que I'extrémité droite de la
poutre en x = Ly peut uniquement se translater suivant 'axe y (liaison glissiére par

rapport au bati). Un effort ponctuel constant 5 est appliqué en bout de poutre, a

son extrémité droite en x = Lo. On néglige ici le poids propre de la structure devant
Ieffort appliqué.

Le matériau utilisé pour I’ensemble du portique (poteau et poutre) est supposé iso-
trope en panneaux de particules, caractérisé par son module d’Young E7, son module
de cisaillement G*. On rappelle les deux hypothéses cinématiques de Navier-Bernoulli
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FIGURE 1.22 — Modélisation simplifiée d’un portique constitué d’'un poteau 1 et
d’une poutre 2, sollicité en compression et en flexion simple

et d’Euler-Bernoulli considérées : une section X initialement plane reste plane au
cours de la déformation, et a un mouvement de solide rigide ; on néglige I'influence
du cisaillement transverse : une section droite X initialement perpendiculaire a la
ligne moyenne I" reste perpendiculaire a la ligne moyenne au cours de la déformation.

Le sytéme est hyperstatique d’ordre 2. La solution analytique du systéme est
donnée par :

— L’inconnue hyperstatique Ry correspondant a l'effort de réaction (suivant X)
au niveau de I'encastrement du poteau (en z = 0) est donnée par :

3FLAI
Ry = 2 — 7 (1.44)
2 Ly(LyI2 + 4Lo00) + 12222 (12 + 221
( 1 TALL) Ly 52( Ly~ >)

— L’inconnue hyperstatique C; correspondant au moment de réaction (autour de
Z) au niveau de 'encastrement du poteau (en x = 0) est donnée par :

Lo I!
FI3I (—L1 + 6ﬁ5—)
Cz = L (1.45)

Ly I; Lo
21 L L[2 41511 12 J2 + =21
(1( ALl + L152( Ly~ ))

— L’inconnue hyperstatique Ry correspondant a l'effort de réaction (suivant Y)
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au niveau de Iencastrement poteau (en x = 0) est donnée par :
Ry = —. (1.46)

— Les efforts normaux N'(z) et N?(x), et les efforts tranchants T () et T, (x), res-
pectivement dans le poteau 1 et dans la poutre 2, sont constants (indépendants

de x) :
N'(z) = —g Vz €10, Ly], (1.47a)
N%*(z) = —Rx Vax €0, Ly, (1.47Db)
T,(z)=Rx Vxel0, L], (1.47c)
T3 (z) = —g Va € [0, Lol (1.47d)

— Les moments fléchissants M7, (x) et M7, (z), respectivement dans le poteau 1
et dans la poutre 2, sont linéaires en x :

M}, (x) = —Rxz — Cy Vo e [0, L], (1.48a)

F
M3 (z) = ¢~ Rxla = Cy Yz €0, Ly). (1.48b)

— Les déplacements axiaux u!(x) et u?(x) du poteau 1 et de la poutre 2 sont
linéaires en x :

Fx

Ul(ﬂj) = _—QETblh Vo € [0 s [/]_]7 (149&)
R
2 o X N
u”(z) = ETth(LQ x) Vax e |0, L. (1.49Db)

— Les rotations 0! (z) et 6%(z) des sections droites du poteau 1 et de la poutre 2
sont quadratiques en x :

6

(1.50a)
1
0%(z) = VoL (BF(z+ Lo) —12(RxLy + Cy)) (x — Ly) Vax € [0, Ly].
(1.50b)

— Les déplacements transversaux v'(z) et v?(z) du poteau 1 et de la poutre 2
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sont cubiques en x :

vl(z) = N (Rxx +3Cz) x> Vx €0, L], (1.51a)

1 F
v (x) = —QETb2h3 (QFa??’ —12(Rx L, + Cz) 2* — (ZLQ — RxL; — Cz> :13)
L F
— —QE'Tblh Ve S [0 3 LQ]

(1.51Db)

On considére maintenant une jonction élastique, c’est-a-dire une jonction isolée
du meuble qui est testée expérimentalement avec la machine d’essais.

Y
k l F
z Iy y
4
~=| [
T
Y
7 774

z

FIGURE 1.23 — Modélisation d'une éprouvette de jonction avec une liaison élastique
représentée par un ressort en flexion, sollicitée en compression et en flexion simple

La jonction élastique est constituée d’un poteau droit (vertical) et d’une poutre
droite (horizontale) de longueurs [ et [y, respectivement et de méme section droite
constante rectangulaire de largeur b et de hauteur h, caractérisée par son aire S et son
moment quadratique (d’axe z) I,. Celle-ci est soumise & un effort ponctuel constant
F appliqué en bout de poutre, a son extrémité droite en x = Iy, comme illustré dans
la Figure 1.23. Le poteau et la poutre sont reliés par une rigidité élastique en flexion
(autour de 'axe z) représenté par un ressort de rigidité k tel que

My, (h) = M. (0) = k(62(0) — 0,(Ir)). (1.52)
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La solution analytique exacte du modéle poutre est donnée par :

— L’effort normal N'(z) dans le poteau est constant, et I’effort normal N?(x)
dans la poutre est nul :

Ni(z)=—-F VYxcl0,l], (1.53a)
N*(x)=0  Vael0,l) (1.53b)

—

— Lleffort tranchant T} () dans le poteau est nul, et I'effort tranchant T77(x) dans
la poutre est constant :

THz)=0 Vo0, (1.54a)

Y

T?(x) = —F Yz €[0,l). (1.54b)

)

— Le moment fléchissant M}, (z) dans le poteau est constant (indépendant de ),
et le moment fléchissant M7, (x) dans la poutre est linéaire en z :

M} (x) = —Fly Vz € [0,1], (1.55a)
M7 (z) = F(z —1y) Vxel0,l). (1.55b)

— Le déplacement axial u'(z) du poteau est linéaire en x, et le déplacement axial
u?(x) de la poutre est constant (indépendant de z) :

1oy x
u'(z) = Thh Vo e [0,1], (1.56a)
6L,12F
20,y _ Ol2ly
u”(z) = L Vo € [0, 1] (1.56b)

— La rotation 0! (z) des sections droites du poteau est linéaire en z, et la rotation
62 (x) des sections droites de la poutre est quadratique en z

121, F
o(z) = _ﬁ Vre[0,0], (L57a)
12 F I2F LF
2 — 2 2 2

— Le déplacement transversal v!(x) du poteau est quadratique en z, et le dépla-
cement transversal v?(z) de la poutre est cubique en z :

61y Fx?
'Ul(l’) = —ﬁ Vx € [0,[1],
(1.58a)
12F (1 12 I3 LWF [yFx
2 . 3 2 2 1 2
(1.58)
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FIGURE 1.24 — Schéma représentatif d’une éprouvette de jonction : cas d’un

assemblage de deux plaques reliées (a) soit par deux vis, (b) soit par deux tourillons

Le moment fléchissant dans la liaison du bureau (voir Figure 1.21a) est identifié
a celui au niveau de la jonction poteau-poutre du portique hyperstatique (voir
Figure 1.22). Les dimensions des éprouvettes de jonctions Iy, Iy et b sont estimées en
écrivant 1’égalité du moment linéique au niveau de la liaison entre les deux plaques
du portique et celle de I'éprouvette de jonction :

portique exp
portique Mfz o Mfz

fz b b

(1.59)

:mfz .

Les dimensions géométriques des éprouvettes de jonctions sont répertoriées dans
le Tableau 1.6. Ces derniéres sont représentées sous SolidWorks (en Annexe A).

Longueur Longueur Largeur Epaisseur
du poteau | de la poutre | du portique | du portique
Iy lo b h

142.5 mm 67.5 mm 113 mm 15 mm

TABLEAU 1.6 — Caractéristiques géométriques des éprouvettes de jonctions

Une comparaison du moment linéique my, défini par I'’équation (1.59) entre le
portique et les éprouvettes de jonctions est montrée dans le Tableau 1.7 pour des
paramétres matériaux donnés E7 = 1.81 GPa (correspondant & la valeur moyenne
de ET pour ensemble des échantillons, voir Tableau 1.2). Un trés bon accord est
observé sur les valeurs de my, pour tous les cas de charges appliquées au portique
(F) et aux éprouvettes de jonctions (F*P).
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portique éprouvettes de jonctions
FIN] | MPZIN.m] | mB " [N.m/m] | FOP[N] | M2P[Nom]| | m§P[N.m/m]
300 23.85 60.23 100 6.75 59.73
400 31.79 80.28 130 8.78 77.61
500 39.74 100.35 160 10.8 95.58

TABLEAU 1.7 — Estimation du moment linéique my, au niveau de la liaison entre
les deux plaques du portique et entre les deux plaques des éprouvettes de jonctions

4.2 Essais expérimentaux sur les éprouvettes de jonctions

21 échantillons de jonctions, comprenant 8 jonctions de tourillon et 13 jonctions
de vis, sont fabriqués a l'aide des schémas de conception sous SolidWorks (voir
Figures A.1 et A.2 en annexe A). Ils proviennent de 4 bureaux différents d’'un méme
modéle acheté chez le méme fournisseur de meubles.

() (b)

FIGURE 1.25 — (a) Les 2 types d’éprouvettes de jonctions, et (b) le montage de
fixation

La machine DELTALAB EM 550 qui a servi pour les essais de flexion 3 points
en sous-section 3.2 est & nouveau utilisée et programmeée pour une mise en pause
a chaque incrément de charge de 50 N pour les jonctions de vis et de 30 N pour
les jonctions de tourillons. La vitesse de traverse est de 0.05 mm/s. Un systéme
spécial de fixation est congu et attaché a la machine (voir Figure 1.25). L’extrémité
de chaque échantillon est fixé a ce systéme de fixation. Le dispositif expérimental
complet est illustré sur la Figure 1.26.

La rigidité linéique des jonctions ky est définie par :

my,
0,

kg = (1.60)

oll my, est le moment linéique défini par I'équation (1.59) et 6, est la variation d’angle
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- e
\

FIGURE 1.26 — Dispositif expérimental

formée par les deux plaques qui peut étre mesurée directement par les techniques de
corrélation d’images numériques a chaque incrément de charge.

Image de référence et ROI Image de référence et ROI

|
il

' 200 400 60 200 400 60

y [pix.] y [pix] T 0 10 20 30 40

y [mm]
(a) (b) (c)

FIGURE 1.27 — Mesures de champs de déplacement par DIC pour une éprouvette
de jonction de vis

La Figure 1.27 montre la procédure d’identification pour la jonction de vis (une
procédure similaire a été appliquée pour la jonction de tourillon) :

1. Mesurer les champs de déplacements des ROIs respectivement dans le poteau
(voir Figure 1.27a) et dans la poutre (voir Figure 1.27b);

2. Repérer les noeuds situés sur les deux bords adjacents entre le poteau et la
poutre ;

3. Déterminer les deux lignes qui passent au mieux par les noeuds repérés précé-
demment en utilisant la méthode des moindres carrés;
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4. Déterminer 'angle 6, (défini par I’équation (1.60)) formé par ces lignes pour
les images initiale (voir Figure 1.28a) et déformée (voir Figure 1.28b).

40f 407
30 301
E) E)
A i
w 20f w 201
101 107
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ot ‘ ‘ ‘ -
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
y [mm] y [mm]
(a) (b)

FIGURE 1.28 — Définition des deux lignes qui passent au mieux par les nceuds
situés sur les deux bords adjacents entre le poteau et la poutre : (a) pour le maillage
initial et (b) pour le maillage déformé

4.3 Résultats expérimentaux

Deux courbes représentatives montrant I’évolution de la variation d’angle 6, en
fonction du moment linéique my, pour les échantillons S6 (jonction de vis) et D2
(jonction de tourillon) sont tracées sur la Figure 1.29. On peut observer que cette
évolution est quasi-linéaire permettant d’identifier la rigidité linéique ky & partir
de la pente de chacune des droites. La moyenne de toutes les images pour chaque
échantillon est ensuite calculée pour déterminer ky.

Les résultats associés aux rigidités des jonctions pour ’ensemble des échantillons
de jonctions testés sont présentés sur la Figure 1.30 et dans le Tableau 1.8. On
observe que les jonctions présentent beaucoup de dispersions dans leur comportement
mécanique. Elles seront modélisées par des variables aléatoires dans le chapitre 3.

TABLEAU 1.8 — Reésultats expérimentaux obtenus pour les rigidités de jonction vis
et de jonction tourillon sur I'ensemble des échantillons de jonction

Parameétre Valeur moyenne m Ecart-type o Dispersion § = a/m
Rigidité de jonction vis 2.65x 10 N/rad | 2.21x10* N/rad 83.24%
Rigidité de jonction tourillon | 1.11x10% N/rad 645.86 N /rad 57.98%
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FIGURE 1.29 — Evolution de la variation d’angle 6, en fonction du moment linéique
my, (a) pour la jonction vis S6 et (b) pour la jonction tourillon D2
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FIGURE 1.30 — Résultats expérimentaux : (a) rigidités de jonction vis pour I'en-
semble des 13 éprouvettes de jonction vis et (b) rigidités de jonction tourillon pour
I’ensemble des 8 éprouvettes de jonction tourillon

5 Bilan

Les propriétés mécaniques du matériau bois en panneau de particules ainsi que
les rigidités des jonctions ont été identifiées par des essais de flexion 3 points sur
différents échantillons de bureau et de résistance de liaisons entre plaques sur plusieurs
éprouvettes de jonctions. Des techniques de corrélation d’images ont été utilisées pour
réaliser ces identifications. En faisant ’hypothése que le matériau bois en panneaux de

Simulation virtuelle des essais de validation pour [’ameublement



42 Caractérisation des meubles a base de panneaux de particules

particule posséde une symétrie isotrope transverse, le tenseur d’élasticité représentant
les propriétés du matériau dépend de 5 paramétres algébriquement indépendants a
identifier : les modules d’Young longitudinal E” et transverse ET, les coefficients de
Poisson longitudinal v* et transverse v7, et le module de cisaillement longitudinal G*,
conduisant au module de cisaillement transverse GT = ET/(2(1 + v1)). La solution
analytique u*?* du modéle poutre en flexion simple étant connue [Makhlouf, H.
et al. 2016], le champ de déplacement u®® mesuré expérimentalement dans la région
d’intérét permet d’identifier les modules E7 et G* par la méthode des moindres
carrés. Une méthode couplée a la simulation par éléments finis (FEMU) est appliquée
pour l'identification des paramétres EX et v* en utilisant les valeurs précédemment
identifiées des paramétres E7 et GY. On minimise alors 1’écart entre le champ de
déplacement u“P mesuré expérimentalement et celui u™™ calculé par éléments finis.

On observe de fortes variabilités sur les propriétés du matériau bois en panneaux
de particules et sur les rigidités de jonctions, qui seront modélisées par des variables
aléatoires au chapitre 3.
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Chapitre 2

Théorie des plaques isotropes
transverses et modéles éléments finis
de plaques

Dans ce second chapitre, la théorie classique des plaques isotropes
transverses est tout d’abord présentée. Des modeéles éléments finis de
plaques minces (dites de Kirchhoff-Love) qui négligent l'influence du
cisaillement et de plaques épaisses (dites de Reissner-Mindlin) qui
prennent en compte le cisaillement sont ensuite décrits. Différents
éléments finis de plaques ont été implémentés dans un code orienté
objet et comparés sur des probléemes académiques en Annexe B.
L’assemblage de plaques et la modélisation de liaisons €élastiques
(ressorts linéaires) par éléments fini sont enfin exposés.
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1 Théorie des plaques isotropes transverses

Une plaque est un corps solide dont une des dimensions (appelée épaisseur et notée
h sur la Figure 2.1) est petite devant les autres (longueur L, et largeur L,, sur la
Figure 2.1). Elle peut étre constituée d'un matériau homogéne ou hétérogéne (comme
obtenue par I'empilement de différentes couches de matériaux orthotropes [Nayroles
2009] par exemple).

FIGURE 2.1 — Description géométrique d’une plaque

La surface moyenne de la plaque, appelée également feuillet moyen (correspon-
dant au plan Ozxy sur la Figure 2.1), est plane. On suppose qu'un segment (ou brin)
indéformable Mm initialement droit et perpendiculaire a la surface moyenne en point
m reste droit au cours de (et aprés) la déformation, mais pas nécessairement perpen-
diculaire a la surface moyenne (hypothése cinématique), et qu’il a un mouvement de
solide rigide. Autrement dit, chaque brin a une cinématique de corps rigide qui peut
étre décomposée en 2 effets :

1. leffet de membrane constitué des déplacements suivant x et ¥ ;

2. Deffet de flexion constitué de la rotation des segments autour du plan moyen et
du déplacement suivant z.

1.1 Cinématique des plaques

On se limite ici au cadre des petits déplacements et des petites déformations.

Le vecteur déplacement au point m est noté u(m) et défini par u(m) = u(x,y)x +

v(z,y)y + w(z,y)z. La rotation du segment Mm autour de x est notée —f,, celle
—B,

autour de y est notée (3., conduisant au vecteur rotation @ = | 5, |. En supposant
0

que les déplacements et les rotations sont petits, le vecteur déplacement au point M

Simulation virtuelle des essais de validation pour [’ameublement



46 Plaques isotropes transverses et modéles éléments finis de plaques

s’écrit (voir Figure 2.2) [Dhatt et Batoz 1990] :
u(M) =u(m)+ MmA®,
u(m,y) 0 —5y(x,y) U(x7y) 593(‘75734) (2.1)
) )| -

= |v(z,y) | + |0 A| Bulz,y) | = |v(z,y) | +2 |Bylz,y
w(z,y) z 0 w(x,y) 0
z z
A A
/ Z'ByM’
’ /I M
B:c,/ 'B’Q
S - 2 .y
. ’ ‘w
|
yéO — > méO = = »Y

FIGURE 2.2 — Cinématique d’un segment droit de la plaque

Le champ de déplacement de la plaque correspond a u(M) et est défini par
I'équation (2.1). Il résulte de cette approche que les composantes du champ de
déplacement dans le plan de la plaque varient linéairement en fonction de z (dans
I’épaisseur de la plaque) et le déplacement transversal w (suivant z) n’est fonction
que de z et y. Dans ces conditions, le tenseur des petites déformations s’écrit :

1 1
Uy + 2020 é[u,y T U+ Z(ﬁl’y + ﬁy,w)] (B + w,m)

] = 5(Vut+ V') =

Uy + 2By E(By +wy)
Sym 0
(2.2)
On remarque que 'hypothése cinématique introduite précédemment conduit
a e,, = 0 (la déformation axiale transverse est négligeable), on note alors les
déformations sous la forme vectorielle suivante :
Exx U g 6@3}
Eyy Uy Byy e X
€= [2e4y| = |uy+v| +2 |Boy+Bysz| = { ] +z {0} : (2.3)
2e5, fotwy 0 3
2ey, By +w,y 0
ou :
Cxz U o
—e = |ey| = Uy est le champ des déformations de membrane
2€5y Uy + Vg

(traction-compression suivant x et y et cisaillement dans le plan Ozy);
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oy _%z] _ |:Bx +wg
L Vy= By +wy
cisaillement transverse dans les plans Oxy et Oyz;

} = (Vw — z A 0) est le champ des déformations de

Xaz Prx
- X=|xw | = Byy est le champ des courbures en flexion (et torsion)
[ 2Xay By + By

autour de x et y (dans les plans Oyz et Oxz, respectivement). La quantité zx
représente le champ des déformations de flexion et torsion.

Remarque 2.1 :
— Les déformations de membrane correspondent au gradient des déplacements
suivant x et y ;

— Les déformations de cisaillement transverse (ou distorsions angulaire trans-
verse) correspondent au gradient du déplacement transversal suivant z et
aux rotations autour de x et y ;

— Les courbures correspondent au gradient des rotations autour de x et y.

On sépare les déformations en 2 parties :

1. la partie plane des déformations correspondant aux déformations de membrane
et de courbure € = e + zx telle que :

Ez Uy + 20
€= &y | = Uy + 2Byy ; (2.4)
26y Uy + Vs + 2(Bey + Bya)

2. la partie hors plan des déformations correspondant aux déformations de ci-
saillement transverse - telle que :

L {z} B [ﬁx n w,z] | 2.5

1.2 Loi de comportement d’une plaque isotrope transverse

Le comportement des plaques est un comportement 3D sous I’hypothése des
contraintes planes. Une plaque étant un milieu mince dans une direction (ici, la
direction z), on suppose que la contrainte normale transverse o, est nulle dans toute la
plaque (0,, = 0), car celle-ci est considérée comme négligeable par rapport aux autres
composantes du tenseur des contraintes. Cette hypothése est en contradiction avec
I’hypotheése cinématique €,, = 0, mais en pratique la déformation axiale transverse
£, est négligeable devant les autres composantes du tenseur des déformation.
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A partir de la loi de Hooke généralisée inverse, on a :

€11 [ S Stez Siuss 25123 2S1us 2S12]| [ou

€922 Soo11 Sa22 Soa3z 252223 252231 259212 | | 022

€33 | _ | Sss11 Ssszz Ssszs 253323 253331 253312 | [0O33 (2.6)
293 259311 252320 2852333 459323 452331 4S52312| | 023 '
2e31 253111 253122 253133 453123 4S3131 4S3112| |03
| 2e12 1251211 251222 251233 451223 4S1231 451212 [012]

On remarque la présence des facteurs 2 et 4 dans la matrice 6 x6 des souplesses
qui proviennent de la définition du vecteur [e1; €29 £33 2¢93 2¢31 2512]T en notation
de Voigt.

La loi de Hooke généralisée inverse (2.6) peut étre écrite en notation de Voigt
sous une forme analogue a (1.16) :

€1 St Sz Siz S Sis Sie 01
€2 Sia Sa2 Saz Saa Sz Sos 02
€3 Siz Saz Ssz S S35 Sse 03
€4 Sia Soa S Su Sis Sue 04
€5 Sis Sos S35 Sis Sss Sse 05
€6 Sie Sz Sz Sas  Sse 566_ 06

Pour un matériau élastique, linéaire, homogeéne et isotrope transverse avec ’axe
1 (ou l'axe z sur la Figure 1.4b) pour axe de symétrie de révolution, la loi de
comportement s’écrit [Gay 1997] :

- ; . -
— " 9 0 o0
EL EL EL
S vEo 1 vl -
Exx L T 1 Ozx
S I oy > N B L (2.8)
QEIy 1 Ozy
2ey, 0 0 0 GT (1) 0 Oyz
2 xrz —_— xrz
|22 0 0 0 0 = 0L
1
I 0 0 0 0 0 ar |
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En appliquant ’hypothése sur les contraintes o,, = 0, on a :
( I/L
£, = —ﬁ(am +voy,) #0
1 - 'U o €t VTey
Exx = ?(0_$z — VUV O-yy) T — (1 — VT>(1 T VT)
T gy +v7e
Eyy = T (—V" Ozw + Oyy) oy = BT —% =
Ey = 3T AN+ ) (29)
Exy = Q—Tamy Ogy = 2GT€1y
? Ozr = 2GL€zz
Eyz = 2?LO-Z'!Z [ 0y = QGLgyZ
L Exz = ﬁarz

On obtient finalement la loi de comportement suivante pour une plaque isotrope

transverse :
[ ET vITET i
0O 0 O
Ozx 1-— (I/T)2 1-— (I/T)2 Exx
Oyy vITET ET 0 00 Eyy
Ouy| = |1 = (T2 1— (T2 20y |
Oz 0 0 G 0 0 2e4,
Oyz 0 0 0 G 0 2ey,
i 0 0 0 0 GL_
ET
avec GT = le module de cisaillement transverse, et ot :
2(14+v7)

(2.10)

— FT=FEy=F33=FE, = E, est le module d’Young dans le sens transversal T';
T
- v

T

= Vo3 = U3p = Uy = Uy, st le ceefficient de Poisson dans le sens transversal

~ Gl =G =G5 =G, = G, est le module de cisaillement dans tout plan
(L, T) autour de 'axe z.

A Tinstar des déformations, on sépare les contraintes en deux parties :

— la partie plane des contraintes & = [C]€ telle que :

[ ET vTET i
0

1— ()2 1— (1)
~ Ozx VTET ET Exx
o= |ow| = |7 G 1= () 0 Eyy | (2.11)

Oy BT 2E gy
0 0 — | Y=
i 20+v")] ¢
(€]
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— la partie hors-plane des contraintes T = [Cs]y telle que :

Ogz| GL 0 25:pz
T Ly?} B [0 GL} {2%2} . (212)
——— ——
[CQ} Y

Remarque 2.2 :
Seules les 3 paramétres ET, vT et G* interviennent dans I'expression du compor-
tement d’une plaque isotrope transverse.

1.3 Energie de déformation

Avec les hypothéses précédentes, 'expression générale de 1’énergie de déformation
pour une plaque est donnée par :

Ep— % /Q (0] [e]da = / oTedn — - / / <" (Cledzas (2.13)

ou l'intégrale dans tout le domaine €2 est décomposée en une intégrale sur la surface
moyenne S et une intégrale dans I’épaisseur de la plaque suivant la position z comprise
entre —h/2 et +h/2. En utilisant la relation (2.3), on a :

ST A

[0] [Cs
u//" €+ZXiKﬂx+zfmlk+zgkmx+7ﬂaﬁﬁdmg
(2.14)

[N~ w\:

:

2

Dans le cas d’'un matériau homogéne possédant une symétrie isotrope transverse,
les matrices de comportement [C}] et [C3] sont constantes dans ’épaisseur et ne
dépendent donc pas de z, (tout comme e, x et v), ce qui n’est pas le cas pour les
matériaux composites en particulier. Les intégrales dans 1’épaisseur valent :

h h h
2 2 2 h3
/ dz = h, / zdz =0, / Pdz = (2.15)
_h _k _ 12°

2

w\t

Compte tenu des remarques précédentes, 1’énergie de déformation de la plaque
isotrope transverse s’exprime de la fagon suivante :

Ep = ; /S (he Cile + ’f;x Chlx + By [Caly >dS. (2.16)
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Finalement, on définit les matrices de comportement suivantes intégrées suivant
I’épaisseur :

. 1 T 0
E"h v 0
Cn] = h|Cy] = , 2.17
Cul = HOW = = O (217a)
0 O
2
, - I 0
h E"h 2| 0
- — SR 2.1
C5l =14 12(1 — (v7)2) 1—7 " (2.17b)
0 0
2
L1 0
[Ct] = h]Cs] = WG {O 11 , (2.17¢)
ET ET 3
ol —h2 désigne la rigidité de membrane, h la rigidité de flexion

1= (7 12(1 = (1)?)
et hG" la rigidité de cisaillement transverse. L’énergie de déformation (2.16) s’écrit
alors sous la forme :

1 1 1
Ep = —/eT[C’m]edS—i— —/XT[Cf]XdS—I— —/’yT[Cct]’)’dS (2.18)
2 /g 2 /g 2 Js
— EJ + B + B, (2.19)

qui peut étre séparée en 3 contributions distinctes :

1

- Ep = 3 Js €' [Cn]edS correspondant a I'énergie de déformation de membrane ;
1

— Ej; =3 /. s X1 [Cf]xdS correspondant a 'énergie de déformation de flexion ;

- B¢ = % Js ¥ [Cat]vdS correspondant & I'énergie de déformation de cisaillement

transverse.

On remarque une disparition des termes de couplage entre x et e dans le cas
d’un matériau homogéne isotrope transverse : les comportements de membrane et de
courbure sont indépendants, contrairement au cas des un matériaux composites pour
lequel il existe un couplage entre ces deux comportements.

1.4 Hypothéses sur le cisaillement transverse

Deux hypothéses sont classiquement introduites pour représenter le comportement
de plaques en flexion : le modéle Kirchoff-Love et le modeéle de Reissner-Mindlin.

Le modéle de Kirchoff-Love est I’équivalent de celui d’Euler-Bernoulli pour les
poutres. On néglige I'influence du cisaillement transverse et on suppose que les
déformations de cisaillement transverse 7, et v,. sont nulles :

zz:2xz: c + mZO x — Mz
{7 £ae = Ba W, :>{w, 8

<— Vw=2zA0, (2.20)
Vyz = 26y, = By +wy =0 wy = —p,
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conduisant ainsi & une relation cinématique entre les rotations 0 et le déplacement
transversal w.

Les contraintes peuvent étre a présent reliées aux déformations selon la loi de
comportement. En considérant un matériau constitutif élastique, linéaire, isotrope
transverse, on peut montrer qu’il n’y a pas de contraintes tangentielles de cisaillement
transverse :

0y = 2Gre,, = 0. (2.21)
Les tenseurs des déformations et des contraintes sont donc de type plan dans le plan
Ozy de la plaque.

D’un point de vue cinématique, cela signifie qu'un segment initialement droit et
perpendiculaire a la surface moyenne reste perpendiculaire a la surface moyenne au
cours de la déformation. D’un point de vue éléments finis, cela de traduit par une
relation de compatibilité entre le déplacement transversal w et les rotations 3, et f3,,.

Le modeéle de Kirchoff-Love est valable pour les plaques dites minces ou élancées
(h/L < 1/10) et homogeéne dans ’épaisseur h, avec L la taille caractéristique de la
plaque.

Le modéle de Reissner-Mindlin est I’équivalent de celui de Timoshenko pour les
poutres. On prend en compte les déformations de cisaillement transverse v, et 7,.
au travers de la relation de comportement suivante :

Q = hG*y = hG*(Vw — z A 9), (2.22)

{azz =2Gre,, =0,

ou @Q est 'effort tranchant généralisé défini dans la sous-section 1.5 suivante. En effet,
le cisaillement transverse devient prépondérant dans ces plaques, ou bien lorsque
le matériau constitutif est de type orthotrope, ou encore dans le cas des matériaux
sandwichs ot le cisaillement se développe de fagon privilégiée.

Contrairement aux plaques de Kirchoff-Love, la cinématique des plaques de
Reissner-Mindlin n’impose pas une relation directe (comme 'équation (2.20)) entre
les angles de rotation des sections et le gradient du déplacement transversal. Dans ce
type de plaques, un segment droit initialement perpendiculaire a la surface moyenne
ne reste pas nécessairement perpendiculaire & la surface moyenne au cours de la
déformation.

Ce modeéle est adapté aux plaques peu élancées et plutot épaisses (1/10 < h/L <
1/5) et/ou hétérogenes dans ’épaisseur h.

1.5 Contraintes généralisées

Les contraintes généralisées sont constituées des efforts normaux, des moments
fléchissants et des efforts tranchants qui peuvent étre définis comme des distributions
de forces par unité de longueur (i.e. des contraintes intégrées dans ’épaisseur de la
plaque) :

Les contraintes généralisées de membrane correspondent aux efforts généralisés
(en traction-compression et cisaillement) suivants :
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— Les efforts normaux généralisés N (voir Figure 2.3) définis par :
N = | Ny, :/ &d,z:/ [C’l]édz:/ [Ch](e + 2x)dz; (2.23)
¢
___M(z.y,2)
Ll 2

N O.VYL

m Yy Yoy
Ozz plan moyen plan moyen

(a) (b)

FIGURE 2.3 — Efforts normaux généralisés (a) N,, et N, (traction-compression),
et (b) Ny = N, (cisaillement dans le plan de la plaque)

voir Figure 2.4) définis par :

Q- {?ﬂ _ /_ iz = /_ 2[02}7@. (2.24)

— Les efforts tranchants généralisés Q (
h
2

plan moyen

FIGURE 2.4 — Efforts tranchants généralisés @), et @, (cisaillement transverse)

Les contraintes généralisées de courbure correspondent aux moments généralisés
(de flexion et torsion) M (voir Figure 2.5) définis par :

M. h h h
M= |M,|= / 2Gdz = / 2[Ch)édz = / (C1](ze + 22x)dz.  (2.25)
| .

Dans le cas d’un matériau homogene et isotrope transverse, les matrices de
comportement [C4] et [Cy] étant constantes dans 'épaisseur h, on a finalement :
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M

by

7
M. xy gzry
plan moyen

() (b)

FIGURE 2.5 — Moment généralisés (a) fléchissants M,, et M,, (flexion) , (b) de
torsion M,, = M,, (torsion dans le plan de la plaque)

— les efforts normaux généralisés IN définis par :

N = h[Ci]e = [C]e

N . 1 7 0 .

N | = E'h [T 1 0 SO (2.26)
1— ()2 1 =7 e

Ny 0 0 5 2eqy

— les efforts tranchants généralisés @ définis par :
— Q = h[Coly = [Culy
2.27

Qy 01 '7yz
— les moments généralisés M definis par :
h3
M = 5[Cilx = [Crlx
1 T
Mzm Tn3 T v 0 Xz (228)
E"h v 1 0
= | M| =0 || |
Mzy 0 0 2Xay

L’approximation faite sur les déformations de cisaillement transverse 7,. et 7.,
supposées constantes dans chaque section, conduit & une surestimation de la rigidité
de cisaillement transverse hG*. Par des considérations énergétiques provenant de
la théorie de 'élasticité tridimensionnelle, on introduit des facteurs de correction
k., = k, = 5/6 pour prendre en compte la répartition parabolique réelle des contraintes
tangentielles de cisaillement transverse o, et 0,, a I'aide d'une répartition uniforme
dans une section. On a finalement la relation de comportement corrigée en cisaillement
suivante :

Q= ghGL(Vw —2zA0). (2.29)
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2 Modéles éléments finis de plaques

Les recherches menées ces derniéres décennies sur la formulation de modéle
éléments finis pour des structures de type plaques ont conduit a la définition de
différents éléments finis adaptés aux plaques minces (de Kirchoff-Love) ou épaisses
(de Reissner-Mindlin). Parmi les nombreux ouvrages de référence consacrés aux
formulations éléments finis de plaques, on peut citer |Zienkiewicz et al. 2005, Hughes
1987, Dhatt et Batoz 1990, Specht 1988| par exemple.

Dans le cas d’une discrétisation classique du champ de déplacement pour des
éléments isoparamétriques, on a :

N N N N N
u= Z Niu;, v = Z Nivi, w = Z Nyw;, B, = ZNZ-BM, By, = ZNiﬁyi (2.30)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

conduisant & un blocage en cisaillement transverse (CT) qui rend la solution en
flexion controlée par les effets de CT, et non par la flexion lorsque ’épaisseur de la
plaque devient petite par rapport aux dimensions caractéristiques de la plaque.

On présente dans cette section uniquement la formulation des éléments finis DK'T
et DKQ (pour « Discrete Kirchhoff Triangle » et « Discrete Kirchhoff Quadrilateral »
en anglais) basés sur I'hypothése de Kirchhoff sous forme discréte pour les plaques
minces et les éléments finis DST et DSQ (pour « Discrete Shear Triangle » et
« Discrete Shear Quadrangle » en anglais) incluant les effets de CT (sans mode
parasite et blocage en CT) pour les plaques épaisses de Reissner-Mindlin.

Le point commun entre ces éléments finis est la construction de la matrice de
rigidité d’un élément a partir de I'expression de I’énergie interne de déformation
élémentaire :

ep = el + el + et (2.31)
avec

1

ep = §/A6T[Cm]edA, (2.32a)
1

b =3 [ X'Crlxaa (2.32D)
1 [ .

e = / AT [CL)AdA  avec 7 = %Z (2.32¢)
2 A fyyz

ou A désigne l'aire d'un élément, et 7, et 7,. sont les déformations de substitution
vérifiant 7,, = .. et 7y, = 7. sous forme faible (par collocation ou intégration sur
les cotés de I'élément) avec v,, = By + w4 et v, = By +w,.

Le champ de déplacement discrétisé est alors défini par :

m =2 Nil&n) m et ZN ) || + Z 57 ay
=1 ! Byz k=n+1 (67 )
(2.33)
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pour les éléments DKT, DKQ, DST et DSQ.

Les définitions de P, (&, 1), Pyi(€,n) et oy, seront données dans la sous-section 2.1.
Les déformations de CT étant nulles (7,, = ,. = 0) pour le modéle de Kirchoff-
Love, on présente dans la sous-section 2.2 la discrétisation du champ de déformation
de flexion pour les éléments DKT et DKQ. La sous-section 2.3 est consacrée aux
discrétisations du champ de déformation de flexion et de CT pour les éléments DST
et DSQ.

2.1 Formulation des éléments DKT, DKQ, DST, DSQ

Ces ¢léments sont basés sur des approximations continues de 3, et 3, telles que :
— la rotation tangentielle 35 sur les bords de 1’élément est quadratique;
— la rotation normale ,, sur les bords est linéaire,

ol s est la coordonnée le long des bords de 1’élément et n est la direction normale
aux cotés, dirigée vers l'extérieur de ’élément (voir Figure 2.6).

J(xj,95)

i(xi, yi)

FIGURE 2.6 — Les rotations tangentielle 5, et normale (3,

Les rotations 3, et 3, ot les directions s et m sont relatives au coté k, sont reliées

a B, et B, par :
ﬁs o Ck Sk 62:
-1 )] 230

o Cy = (z; — ;) /Ly et Sy = (y; — vi)/Li avec Ly, = /(z; — 2;)> + (y; — v:)? la
distance entre les nocuds ¢ et j du coté k£ d’un élément.

Les éléments DKT, DKQ, DST et DSQ sont des éléments finis quadratiques (voir
Figure 2.7) pour lesquels les approximations de (3, et 3, sont continues et peuvent se
mettre sous la forme :

B:=N"8,+ P a, (2.35a)
By, =N"'By+ P, a, (2.35b)

ou
N = [N)])", Bz = [Buil”, By = [Byi]" aveci=1,...,n (2.36a)

a=[a)", P, =[PCy)", P,=[P.Si|" aveck=n+1,...,2n (2.36b)
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77
A
3 4 |7 3
61 N 8 ot
DKT 6" DKQ
¢ DST DSQ
i 1 9 i 5 2

FIGURE 2.7 — Représentation des éléments de référence triangulaires DK'T, DST et
quadrangulaires DKQ, DSQ

avec n = 3 pour DKT et DST, et n = 4 pour DKQ et DSQ. Les fonctions N;(&,n)
et Py(&,m) sont données dans le Tableau 2.1.

Type d’élément N, i=1,...,n P, k=n+1,...,2n
DKT Ni(€n)=1-E—n Py(&m) =46(1 - & —n)
DST No(§,m) =€ Ps(&,m) = 4&n

N3(€1ﬂ7) =1 Ps(€,n) =14n(1 —{—n)
DKQ N (&m) = %(1—5)(1—77) P5(&,m) —%(1—52)(1—77)
DSQ Ny(&,m) = %(Hé)(l —n) | Fs(&n) = %(1 ) (1+¢)
Ns(&,m) = %(1+£)(1+n) Pr(§m) = %(1 £)(1 +n)
Ny(§,m) = 1(1 =& +n) | (& n) = 5(1 §)(1—n)

TABLEAU 2.1 — Définition des fonctions de base N; et P, pour les éléments DK'T,
DST et DKQ, DSQ

Les variables o sont associées a la variation quadratique de la rotation ;.
L’interpolation des rotations sur les cotés est donnée par (voir Figure 2.8) :

55 = (1 - Sl)ﬁsi + 3,55]‘ + 48/(1 — S,)Oék, (2.37a)
671 = (1 - S/)ﬁni + S,anu (237b)

avec s’ = s/Ly € [0, 1].
La matrice jacobienne [J(&,n)] est définie par :

/] = [ii Zy/ﬂ , (2.38)

avec la transformation géométrique suivante :

r = iNixi et y = i N;y;, (2.39)
i=1 i=1
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B( .
BSk -7 N ﬁm
ag_--~
i 6nj
%(ﬁsz + 55‘.7')
o B
7 k J 7 J

FIGURE 2.8 — Variation de (a) (s et (b) (3, suivant ’abscisse s d'un c6té

ou les fonctions /N; sont définies dans le Tableau 2.1. On a alors :

1] = {Jn J12:| _ {Zylei,gl‘i 2 Nieyi

2.40
Jo1 Ja Eznlei,nxi E?lei,nyi ( )

ol les composantes J;; sont données dans le Tableau 2.2.

Composantes J;; | DKT DKQ
de [J] DST DSQ

J1 Tor | 1 (@21 + w30+ (w30 — 221))

Ji2 Yor | 1 (W21 + ysa +1(yse — y21))

Jo1 31 711 (232 + 241 + &(T32 — Ta01))

J2o Y31 T (Ys2 + yn + E(ys2 — yar))
avec Tj; = T; — Ty, Yji = Y; — i

TABLEAU 2.2 — Composantes J;; de la matrice jacobinne [J]

En outre, on a :

9 9 o
Az | — | o€ c_ | Ji2| gl — 1 { Jos —J12:| 9 41
[8%] / [a%} aveed {]21 jm} det(J) |[=Ja  Jn (241)

et det(J) = J11J22 — J12J21.
La discrétisation du champ des déformations de membrane est donnée par :

= Z Niw(&mus =Y (i Nig + j12Nig)ti, (2.42a)
i i=1

= Uy = Z Niy (& n)v Z(j21Ni,§ + Jaa Niy)vi, (2.42Db)
=1

2ea:ac = Uy + Vo = Z Ni,y(éu 77)7«% + Z Ni,x(€7 77)1)
. = = (2.42¢)
= Z[(]élNi,g + J22 Nig)ui + (11 Nig + Jr2lNig)vil,

=1
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soit sous forme matricielle :

6$.’E
e=| ey | =[Bn|Un, (2.43)
26,y

ou U, est le champ de déplacement membranaire et [B,,] la matrice de passage des
déformations de membrane au champ de déplacement, définis respectivement par :

U, = [u vy, - ,u, vn]T, (2.44a)

JuNig + 712Ny 0 e
[Bm] - 0 j21Ni,§ + j22Ni,n <o avect=1,...,n. (244b)
J21Nig + J22Niy  juilNig + j12Niy

2.2 Eléments DKT et DKQ

Les paramétres «y intervenant dans 1’équation (2.35) et définis par 1’équa-
tion (2.36) sont obtenus par la condition de cisaillement nul de Kirchhoff écrite
sous forme faible :

J J
/ Vszds = / (ws + Bs)ds = 0, (2.45a)

1
= (w; —w;) + / (1= ") By + "By + 45" (1 — 8" oy) Lids' = 0. (2.45D)
0
En utilisant les relations (2.34) et (2.37), on obtient :

L 2
w; — w; + %(Ckﬁm + SkByi + CrfBaj + SkBy;) + ngOﬁk =0, (2.46)

d’ott 'on tire 'expression de «y en fonction des variables nodales aux nceuds ¢ et j :

3

O{k:m

3
(wi - U}j) - Z(Okﬂm + Skﬂyz + Okﬂxj + Skﬂyj), k= n+ 17 ey 2n. (247)

En substituant la relation (2.47) dans (2.35), on obtient les expressions ex-
plicites des rotation 3, et [, en fonction du vecteur des inconnues nodales
Ui = (w1 Be1 Byr -+ Wy Bun Byn)” pour les éléments DST, DST a n = 3 nceuds et
pour les éléments DKQ, DSQ & n = 4 nceuds :

[@, SIS T T R (2.48)
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avec
NE = 3 po, - p.C (2.49a)
7,1_2Lk kYk 2Lm m>~m, .
3 3
N = Ni = 7 BCy = 1 PuCi (2.49D)
3 3
Niz = =7 PieCiSk = 7 PnCinSm, (2.49¢)
3 3
Nii = 57— PiSk = 57— P, 2.49d
oL, MR oL, (2.49d)
Nj = N, (2.49¢)
Nig = N; — ZPkSi - Z S (2.49¢)

ot les indices k et m sont relatifs aux deux cotés ayant pour noeud sommet ¢ comme
point commun (voir Tableau 2.3). Les expressions de N;, Py et P, sont données dans
le Tableau 2.1.

type d’élément | nocud sommet ¢ | coté k | coté m
1 4 6
DKT 2 5 4
3 6 5
1 5 8
DKQ 2 6 5
3 7 6
4 8 7

TABLEAU 2.3 — Correspondance des indices i, k, m pour les éléments DKT et DKQ

La discrétisation du champ des courbures s’écrit :

596,36
X = By,y = [B;(]Ufa (2.50)
Bm,y + By,a:

avec [Bff | la matrice de passage du champ de déplacement de flexion au champ des
courbures définie par :

Ji <Ng§> + J12 <Nf,>
[Bff] = Jo1 <N%> + J22 <N3{7> . (2.51)
Jo1 <Ng§> + J22 <Naf7> + J11 <Ny5> + J12 <N%>

2.3 Eléments DST et DSQ

Contrairement aux éléments DKT et DKQ), les éléments triangulaires DST et
quadrangulaires DS(Q tiennent compte des effets du CT.
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2.3.1 Discrétisation du champ des courbures

La discrétisation du champ des courbures conduit a :

x = [Brs]Uy + [Byola, (2.52)
ou
Uf - [wl Bﬂcl 51}1 s Wy /an ﬁyn]Ta o = [an+1 cee Ofgn]T, (253&)
[0 j11Nig + j12Niy, 0 e
(Bl = |0 0 JadNig +JoNiy -+, i=1,...,n (2.53b)

10 J21Nie + joaNiyy J11Nig + J12Niy

[ J11Per e + J12 Pk EE

[Bfal = . j21Pyk,g + jzzpyk,n ' e =n+1,...,2n.
| J21 Peke + J22 Poky + J11 Py + J12Pyrey

(2.53¢)
2.3.2 Discrétisation du CT
L’énergie interne de CT s’écrit sous la forme :
ct 1 =T = 1 T -1
b=5 7 [Cot]¥dA = 5 Q' [C.] " QdA, (2.54)
A A
avec ¥ = [Yux V2T et Q = [Qx Qy]T, tels que Q = [Cu]7.
A partir des équations d’équilibre suivantes :
Qx = sz,a: + Mxy,y: Qy = Myy,y + Ma:y,m (255>
on en déduit que :
avec
/61‘9: = [ﬁx,x:{: 5x,yy Bx,xy ﬁy,xaz ﬁy,yy ﬂy,xy]T, (257&)
[5,f] _ |Hu Hss 2Hy3 His Hyz Hip + Hss (2.57h)

Hy3 Hyy Hyp+ Hsz Hszs Hy 2H3 ’

ou H;; sont les composantes de [Cf|. Les expressions de 3, et 3, sont données dans
I'équation (2.35) et conduisent a :

Buw = [PflUf + [13][Tu] e, (2.58)
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ou

0 Ji Nige + 2511512 Nign + G52 Nim
0 ngNi,& + 2j21j22Ni,£n + j222Ni,mv
P] = 0 JugaNiee + (Jrujoe + Ji2j21) Nign + Jr2joaNim
0 0
0 0
| 0 0
0 -
0
0 1=1 n
j121Ni,§£ + 2j11j12Ni,§n + j%2Ni,77n ’ ’ Y
j221Ni,§£ + 2j21j22Ni,€77 + j%QNiJm
J11J21 Nige + (J11do2 + J12J21) Nigen + J12J22Nin ]
_ | [t2] [05]
[T2] - {[03] [t2]:| )
in Jia 2711712
ta] = | J31 % 2J21]22 ;
Ji1J21 Jizje2 Jiij2e + Ji2ja1
i Ckpk7£§ i
Cr P
| ChPrey - B
To] = | SkPk,ﬁZ s k=n+1. 20
SkPrenn
[ SkPren -]

Les relations (2.56) et (2.58) donnent finalement :
Q = [Bes|Uy + [Buala = [C][PAU; + [C/)[T3] [T ex.

Il est alors possible d’éliminer ¢ en utilisant la relation :

J
/ (vs —Ys)ds =0 avec vy =ws+ Bs = Cvpr + Svy2,

et 7, =[C S)[Cy] {gy} ,

ce qui donne :

L 2 ~
w; — w; + {(Ckﬁxi + SiByi + CrBaj + SkBy;) + ngOék = L7k

avec

ot = G Sl ™ (1Bl + [Buoler)
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ou encore sous forme matricielle :

[As]o = [A,|Uy, (2.67)
avec
Lngy 0 -2 0 Lnt1Chs1 Lpt1Spa
R e I it FeP R RCY
0 0 o Lo| | LonCo  LonSa
=2 Ly1Cot1 Lpt1Sny1 2 Lpt1Chyr Lns1Snt
1 0 0 0 =2 Lp2Chyo Lypi2Snio
Ad==3 | : : : : :
2 Lo, Coy, Loy, Sap 0 0 0
0 0 0 0 0
? Ln+1.0n+1 Ln+1.5n+1 0 (2.60)
b 0 —'2 LQn‘CQn L2n.52n
Lny1Cn1 Lny1Snta
Ln+2:cn+2 Ln+2:Sn+2 Co] (B,
LouCon LnSon
La relation (2.67) conduit & :
a=[A)U; avec [A,] =4, [A.]. (2.70)

Les termes [B..] et [B.s] dans les équations (2.68) et (2.69) correspondent a
I'intégration du terme 7, sur chacun des cotés k de ’élément. On évalue 'intégrale en
utilisant NV points de Gauss d’abscisses a; et de poids p; dans un élément de référence.

Ainsi, les terme [B.,] et [B.s| peuvent s’écrire :

[Bea] = Zpi (CllTo(a))[Ta(ar)], (2.71a)
[Bes] = Zpi (CyllPy(as)]. (2.71b)

2.4 Matrice de rigidité

Selon le principe des travaux virtuels, la minimisation de I’énergie potentielle
sur 'espace de dimension finie engendré par les éléments finis conduit au systéme
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d’équations :
[K|U = F, (2.72)

ou [K] est la matrice de rigidité provenant de I'assemblage des matrices de rigidité
élémentaires dans le repére global de la plaque (voir section 3).

2.4.1 Cas des éléments DKT et DKQ

Puisque I'influence du CT est négligée, I’énergie interne de déformation d’un
élément se réduit a :

1 1
eD:eg+efD:—/eT[Cm]edA+—/xT[C’f]di
2Ja 2 Ja (2.73)

1 1
= SUnl KU + U [Kif]U;?
ou les matrices de rigidité élémentaires [K,] et [K ] sont définies par :
Kl = [ [BalTICBaldet(1)dedn (2740)
A
K51 = [ (BETICAB en () dsan (274b)

ou [By] et [B] sont données par les équations (2.44) et (2.51), et [Cy,] et [C}] sont
données par les équations (2.17), respectivement.

2.4.2 Cas des éléments DST et DSQ

L’énergie interne de déformation d’un élément est définie par :

ep = e+ ef, + e, (2.75)
ol
1
e = éUn{[Km]Um, (2.76a)
1 (U, " U
ef = 5 {af} 1K fon] L{f} : (2.76b)
1
€Ct = 5 QT[CCt]ileA
4 (2.76¢)

ou [K,,] est donnée par I’équation (2.74) et
[Kpa1] = /A [BF]"1CH[BY)da, (2.77a)

[Kfa2] = /A [Be]"[Cer] "' [Belda, (2.77D)
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[B7] = [[Bss] [Brall, (2.78)
[BC] = HBC,B] [Bcoc]]7 (279)

[Byg| et [Bya| étant données par I'équation (2.53), [B.s] et [B.a] données par I’équa-
tion (2.63). En notant :

[Kfa] - [Kfal] + [Kfa2]7 (28())
I'énergie interne de déformation d’un élément définie par (2.75) s’écrit alors :
_ g L[u]" Uy
€Ep = §Um[Km]Um + 5 |:O(:| [Kfa] la . (281)
En utilisant la relation (2.70) et en décomposant la matrice [Ky,] sous la forme :
ki [k‘m]]
K] = | , 2.8
[ f ] [[klz]T [k22] ( )
on a finalement : ) )
e = U [Kn|Un + SUF [K7]U, (2.83)
ou
[KF] = k] + [kl [Aa] + [Aa]" o] " + [An]” [ka2][An]. (2.84)

Pour les éléments DKT, DKQ, DST et DSQ, I’énergie interne de déformation
peut s’écrire :

1
Ep = §U27:1[K2d]U2d, (285)

ot Uspg = [ug v1 w1 Bu1 By1 -+ Un Uy Wy Ban Byn]” et [Kaq] correspond a la matrice
de rigidité élémentaire pour un élément de plaque.

3 Assemblage de plaques dans ’espace

Le bureau a analyser est une structure composée de plaques dans I’espace. Un
¢lément triangulaire a 3 nceuds (voir Figure 2.9) est utilisé pour illustrer la démarche
d’assemblage de plaques [Legay 2018]. Cet élément est placé dans 1'espace associé au
repére global (XY, Z). Pour chaque élément on définit un repére local (x,y, z) :

— le vecteur a est porté par le vecteur 12 reliant le nceud 1 au nceud 2 et défini

par :
12
rT=-—" (2.86)
112
— le vecteur z est construit de facon a étre perpendiculaire au plan formé par le
triangle :
A13
|z A 13|
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FI1GURE 2.9 — Elément de plaque de type triangle & 3 nocuds dans I'espace

— on en déduit le vecteur y = z A .

Le déplacement u; et la rotation €2; d’un segment dans le repére global (XY, Z)
sont noteés :

u; = UXlX -+ UyZY + UZlZ et QZ = QXZX + ele + Qzlz (288)

Le déplacement u; et la rotation €2; d'un segment dans le repére local (x,y, z)

sont notés :
u; = wx + oy +wiz et Q=B+ Buy. (2.89)

Avec ces notations, on obtient les relations suivantes :

= - (UXl_X + UYzY + UZiZ), (290&)
=y- (U X + Uy Y +UzZ), (2.90b)
=y (9XiX +0yiY +02,Z), (2.90d)
5yi = x-(0x; X +0v;Y +0427). (2.90e)
Ces relations peuvent se mettre sous la forme matricielle suivante :
: : : : Usi
U; x- X xx'Y x- 7 0 0 0 Us.
v; v-X y'Y y-Z 0 0 0 UY%
w; | = z-X z'Y z2-Z 0 0 QZ% ,
Bui 0 0 0 v-X y'Y y-Z - GX%
Byi 0 0 0 -z X —xY —x-Z Y
. . . QZ/L
L - L g . i |
Usy [T] N——
Usq
(2.91)
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ou la matrice [T] de taille 5n x 6n correspond a la matrice de transformation du
repére global au repére local pour le champ de déplacement. L’énergie de déformation
s’écrit finalement :
1 1
Ep = 5UQTd[sz] Usg = §U3Td[T]T[K2d] [TUs4, (2.92)
ol [Kyq) est la matrice de rigidité globale de la plaque dans son plan introduit dans
la section précédente. La matrice de rigidité de la plaque dans ’espace vaut donc :

[Ksd] = [T]" [Kd][T] (2.93)

3.1 Loi de changement de repére

Les propriétés élastiques du matériau sont exprimées dans le repére local (x,y, z)
ou (2,3,1) d'un élément et doivent étre explicitées dans le repére global (X,Y, Z)
pour réaliser I'assemblage des matrices de rigidité élémentaires.

On definit la matrice de passage [P] entre le repére local (x,y, z) et le repére
global (X,Y,Z) :

Py Py P
[Pl= P Po P, (2.94)
Py P3y Pss

qui est une matrice orthogonale([P]™" = [P]") dont les colonnes correspondent aux
coordonnées des vecteurs X, Y et Z dans le repére (x,y, z).

La loi de changement de base des matrices carrées se traduit sur les composantes
des tenseurs des contraintes O';j et des déformations egj dans le repére (X,Y, Z) par
les relations suivantes :

0, = PriPjon et 0 = PuPaoy, (2.95a)

ey = PuPyen et ey = PyPuey. (2.95b)

En exprimant la loi de comportement (1.9) dans les repéres (z,y, z) et (X,Y, Z),
on aboutit a la loi de changement de repére suivante pour les composantes du tenseur
d’ordre 4 des rigidités [C] :

Clitt = CoarsPpiPa PPt et Cijiy = Clyp Py Pig P Ps. (2.96)
Le tenseur des souplesses [S] défini par la relation (1.10) suit une loi de changement
de repére analogue a (2.96). Les relations tensorielles (2.96) sont lourdes et peu
commodes et il est d'usage de les traduire sur les vecteurs des contraintes et des
déformations, et sur les matrices des rigidités et des souplesses définis par les relations
(1.16) et (2.7). Les relations (2.95) et (2.96) peuvent étre réécrites sous la forme
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[Chevalier 1988] :

o =[M)o et o=[M]|"0o, (2.97a)

e =[Mle et e=][M,]"e, (2.97b)

[C'] = IM)[C[M,]T et [C] = [M]T[C][M], (2.97¢)
[5] = [M[SIIMT et [S] = [M,]"[S'][M,], (2.97d)

o = [011 092 033 023 031 012)" = [01 02 03 04 05 06)7, (2.98a)
€ = [e11 €92 €33 2603 2631 2e10)” = [€1 €2 €3 €4 €5 €67 (2.98b)

sont utilisés pour représenter les matrices des contraintes et des déformations. Les

équations (2.97) traduisent les lois de changement de repére pour les matrices des
rigidités et des souplesses d’un materiau élastique. [M,] et [M,]| sont des matrices
inversibles de taille 6 X6 ayant la structure suivante :

[ 2] [P (A
[Mo] = [[B] [DQJ t M {2[3] [Dz]]’ (2.99)

ou les sous-matrices carrées [A], [B], [D1] et [Ds] de taille 3x3 ont pour expression :

-P21P31 P11P31 P11P21-
[A] = P22P32 P12P32 P12P22 s (2100&)
_P23p33 P13P33 P13P23

Pia P13 PyyPo3  P3pPs3
[B] = | PuPi3 PoPas P Pss| (2.100b)
| P1iPiy Po1Pay P Psa|
(Ph Py Py
[Dl] = P122 P222 P322 , (2.1000)
P P P

Py P33 + P3pPoz PraPss + P P13 PioPos + PaoPr3
[Ds] = | Po1Psg + P31 Pog PPy + Py Pis P Pos + P Prs| . (2.100d)
| Po1P3a + Ps1Pay PriPss + PsnPra PriPas + Por1 Pro

Les relations de changement de base (2.95) permettent de lier les matrices [M,]
et [M.] et leur inverse par les égalités suivantes :

S B e e

On note que les matrices [M,] et [M,] sont différentes, en raison de la présence
du facteur 2 dans les termes de glissement du vecteur des déformations e.
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3.2 Modélisation des liaisons entre plaques

Les jonctions entre plaques sont modélisées par un ressort linéaire travaillant
en flexion (voir Figure 2.10) via un élément 1D continu le long de la ligne de
raccordement.

o neeud %
ressort linéaire
ko
@ plaque 2
(1 i2
- 5 .
plaque 1

FIGURE 2.10 — Modélisation d’une jonction entre deux plaques : ressort linéaire
travaillant en flexion

La rigidité linéique élastique en flexion du ressort est supposée homogéne le
long de la ligne de raccordement et notée ky. La rotation autour de la ligne de
raccordement du i,° nceud situé sur cette ligne appartenant a la plaque 1 (resp. a la
plaque 2) est notée 0 (resp. 0%2). m? et m’]? sont les moments linéiques définis par
les équations (1.59) et (1.60) aux noeuds iy et is tels que :

m, = ko(0" — 0%2), (2.102)
miE, = ko(6” — 0"). (2.103)

On note [Ky| la matrice ¢lémentaire de rigidité du ressort :

=[5, ]

qui peut étre assemblée dans la matrice globale [K34] & partir des indices correspondant
aux noeuds 77 et 9.

Les Figure 2.11 et 2.12 montrent la modélisation et la simulation d’un assemblage
de deux plaques par une liaison rigide et par une liaison élastique modélisée par un
ressort linéaire, respectivement, avec des conditions aux limites et des paramétres
matériaux fixés. On peut observer que le coin reste un angle droit au cours de (et
aprés) la déformation pour une jonction rigide, alors que ce n’est plus le cas pour
une jonction élastique.

(2.104)

4 Bilan

Les éléments de plaques et/ou coques sont largement utilisés pour modéliser
des structures planes. Dans notre travail, les théories classiques sont présentées et
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() (b)

FIGURE 2.11 — Assemblage de deux plaques par une jonction parfaitement rigide :
(a) conditions aux limites et (b) maillages initial et déformé

() (b)

FIGURE 2.12 — Assemblage de deux plaques par une jonction élastique modélisée
par un ressort linéaire : (a) conditions aux limites et (b) maillages initial et déformé

appliquées dans le cas des plaques. Il existe différentes configurations de plaques. Dans
la littérature, les plaques sont trés souvent classées selon leur géométrie (plaque plane,
circulaire), la sollicitation subie (charges ponctuelles, réparties), mais également selon
leur comportement (membrane, flexion) et la prise en compte ou non du cisaillement
transverse. Pour ce dernier aspect, on distingue les plaques sans cisaillement (souvent
minces et homogeénes dans leur épaisseur), dites plaques de Kirchoff-Love, et les
plaques prenant en compte le cisaillement (souvent épaisses et/ou hétérogénes dans
leur épaisseur), dites plaques de Reissner-Mindlin.

Différentes formulations éléments finis de plaques (et de coques) ont été proposées
depuis le début des années 1970 pour la résolution numérique de problémes de
plaques minces et épaisses en accord avec les hypothéses de Kirchhoff-Love et
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de Reissner-Mindlin, respectivement. Parmi les nombreux éléments existants, les
éléments finis présentés dans ce chapitre reposent sur la prise en compte des conditions
de cisaillement (éventuellement nulles) sous forme discréte ; on distingue les éléments
DKT et DKQ qui négligent les effets du CT et les éléments DST et DSQ qui tiennent
compte des effets du CT.

Une validation et une comparaison des différents éléments finis de plaques sont
fournies dans I’Annexe B pour une plaque circulaire encastrée ou simplement appuyée
sur son pourtour. L’assemblage des plaques dans l'espace et la modélisation des
liaisons élastiques par éléments finis sont présentés.

Les modéles de plaques (et de coques) font encore actuellement ’objet de nom-
breux développements scientifiques, essentiellement pour représenter le plus finement
possible les effets 3D tout en conservant des temps de calcul acceptables.
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Chapitre 3

Simulation virtuelle des essais de
validation

Dans ce troisiéme chapitre, des modeéles probabilistes des rigidités
des laisons et du tenseur d’élasticité sont présentés et reposent
sur le principe du mazimum d’entropie (MazEnt). La méthode des
moindres carrés couplée a une méthode de Monte-Carlo par Chaine
de Markov (MCMC) ainsi que la méthode du mazimum de vraisem-
blance sont utilisées pour l’estimation des hyperparameétres associés
auxr modeles. Des simulations numériques modélisant des essais de
validation sur un bureau en tenant compte des incertitudes sur les
propriétés du matériau et les rigidités de jonctions sont comparées
a des mesures issues d’essais expérimentaux. Les résultats obtenus
permettent de valider l’approche probabiliste et les modélisations
numériques employées.
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1 Modéles probabilistes des parameétres incertains
en mécanique

La quantification d’incertitudes (UQ pour « Uncertainty Quantification » en
anglais) impliquant des problémes aux limites stochastiques a été ’'objet de nombreux
travaux au cours des deux derniéres décennies, notamment en mécanique numérique et
en mathématiques appliquées. On présente dans ce chapitre la méthode paramétrique
qui est adaptée a la prise en compte des incertitudes sur les parameétres des modéles
(tels que les propriétés du matériau et les rigidités des jonctions identifiées au
chapitre 1).

La sous-section 1.1 est consacrée au principe général du maximum d’entropie
(MaxEnt) pour la construction des lois de probabilité des rigidités kg des jonctions
(sous-section 1.2) et du tenseur d’¢lasticité [C] (sous-section 1.3). Dans la sous-
section 1.4, on présente la méthode du maximum de vraisemblance pour déterminer
les paramétres de la densité de probabilité (p.d.f. pour « probability density function »
en anglais) px et générer des réalisations de la variable aléatoire K modélisant la
rigidité ky. La sous-section 1.5 introduit une méthode des moindres carrés couplée
a une méthode de Monte-Carlo par Chaine de Markov (MCMC) pour calculer les
paramétres du modéle probabiliste et générer des réalisations indépendantes du
tenseur d’élasticité pour un matériau isotrope transverse.

1.1 Principe général du maximum d’entropie

Le principe du maximum d’entropie (MaxEnt) a été énoncé par E.T. Jaynes
[Jaynes 1957a, Jaynes 1957b] dans le contexte de travaux sur la physique statistique
sur la mécanique quantique, sur la base de la théorie de I'information introduite par
C.E. Shannon [Shannon 1948]. Ce principe permet de construire la p.d.f. px(x) d’une
variable aléatoire X a valeurs dans ’espace vectoriel euclidien R™ en n’utilisant que
la seule information utilisable (ou disponible) [Soize 2017].

La mesure de l'incertitude de la variable aléatoire X est définie par I’entropie de
sa densité de probabilité px, qui est telle que

S(m) =~ [ pxxIn(pe())ix =~ E{ln(px(x), (3.1)

ol In est le logarithme népérien, et o F est 'espérance mathématique.

Pour une densité de probabilité a support compact s,, on peut montrer que
'incertitude maximale correspond au maximum de l’entropie et, plus la taille |s,| du
support est grande et plus U'incertitude est grande. Plus I'entropie S(px) est petite et
plus l'incertitude diminue. La p.d.f. px(x) a construire est celle qui doit avoir la plus
grande incertitude sur ’ensemble de toutes les densités de probabilité qui vérifient
les contraintes définies par 'information disponible (ou encore utilisable).

Une situation usuelle pour la définition de I'information utilisable est la suivante.
La p.d.f. px(x) de la variable aléatoire X & valeurs dans R"™ est inconnue, mais son
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support s,, € R" est connu et on connait m vecteurs f; € R, ..., f,, € R¥" ou v,
., Um sont m entiers supérieurs ou égaux a 1, tels que

E{g;(x)} = /Rn gi(x)px(x)dx =f; e R avec j=1,...,m, (3.2)

oll X — g;(x) est une application mesurable connue de R” dans R*. Les m équa-
tions (3.2) définissent I'information utilisable (ou disponible) pour construire la p.d.f.
inconnue px(x) connaissant les applications gi, ..., g, et les vecteurs associés fj,
VR
Soit Caq l'espace des fonctions x — px(x) de R™ dans RT, ayant toutes le méme
support connu s, C R", vérifiant les équations définissant I'information utilisable (3.2)
et la condition de normalisation :

/n px(x)dx = 1. (3.3)

On utilise alors le principe de maximum d’entropie pour construire la p.d.f.
inconnue px(x). Cela revient & maximiser 'entropie S(px) sous les m + 1 contraintes
définies par les équations (3.2) et (3.3) :

max S(px). (3.4)

px Ecmd

Pour résoudre le probléme d’optimisation défini par ’équation (3.4), on introduit
m + 1 multiplicateurs de Lagrange (A\g — 1) € R, Ay e R .-\, € RY" associés
aux m + 1 contraintes, et le Lagrangien L£(px) tels que :

£l) = St~ 001 ( [ il —1)- Z<A,, [ (x>

(3.5)
ou (u, v)py; = vy +- -+ u,,; vy, est le produit scalaire euclidien sur R*7. En utilisant
le calcul des variations, le seul extrémum (maximum) de £(px) conduit & :

px(x) =1, (x)exp ( Ao — Z < Aj, 8(x) >grvs > : (3.6)

1.2 Modéle probabiliste des rigidités des jonctions

La rigidité kg (vis ou tourillon) des jonctions est modélisée par une variable
aléatoire K du second ordre. L’information utilisable pour K serait, si on ne se
donnait que sa moyenne mg et son écart type ok, sachant que sa loi de probabilité
Py est inconnue :

1. la variable aléatoire K est telle que K > 0 presque stirement ;

2. son écart type o est une donnée (K est du second ordre : E{K?} < +00);
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3. sa moyenne F{K} = k, est une donnée;
4. son inverse K ! est une variable aléatoire du second ordre : E{(K!)*} < +oo0.

La variable K, construite en utilisant le principe du maximum d’entropie, suit
une loi Gamma sur |0, +oo[ de paramétres a et b, qui s’écrit :

1 kg
ko) = Lp+ (kp) kg™ —— .
prclo) = B ) ook e (<52, 37)
ou ['(a) = 0+°° t*~le~tdt est la fonction Gamma. Les paramétres inconnus a et

b peuvent étre estimés a partir de réalisations de K en utilisant la méthode du
maximum de vraisemblance qui sera présentée dans la sous-section 1.4.

1.3 Modéle probabiliste du tenseur d’élasticité

On rappelle tout d’abord que les composantes du tenseur d’élasticité aléatoire
sont statistiquement dépendantes |Guilleminot et Soize 2013|. On peut montrer par
exemple que dans le cas d’'un matériau isotrope, le module de compressibilité et
le module de cisaillement peuvent étre modélisés comme des variables aléatoires
indépendantes suivant des lois Gamma, alors que le module d’Young et le coefficient
de Poisson correspondant sont des variables aléatoires statistiquement dépendantes.
En conséquence, le développement de modéles stochastiques capables de générer des
réalisations du tenseur d’élasticité appartenant a une classe de symétries donnée (ici,
isotrope transverse) tout en intégrant une certaine dépendance statistique entre les
composantes aléatoires du tenseur d’élasticité est nécessaire et mise en ceuvre par la
suite.

Une méthodologie probabiliste basée sur une décomposition particuliére du ten-
seur d’élasticité qui permet de caractériser de maniére rigoureuse la dépendance
susmentionnée est d’abord introduite. Les tenseurs d’ordre 2 sont définis en adop-
tant la représentation matricielle de Kelvin [Mehrabadi et Cowin 1990, Rychlewski
1984, Mehrabadi et Cowin 1990, Béna et al. 2007]. On note M (R) I'ensemble des
matrices de taille 6 X6 symétriques, réelles, définies positives.

Le tenseur d’élasticité [C] d’ordre 4 peut étre représenté par un tenseur [C]
d’ordre 2, sous la forme d’'une matrice symétrique, définie positive avec la notation
de Kelvin :

i o1 i | Cllll C’1122 C’1133 \/501123 \/501131 \/501112_ I €11 i
022 02211 02222 C’2233 \/502223 \/502231 \/502212 €22
033 C13311 C’3322 03333 \/503323 \/503331 \/503312 €33

\/50-23 B \/502311 \/502322 \/502333 202323 202331 202312 \/5623
\/50-31 \/503111 \/503122 \/503133 2C3123 2C3131 203112 \/5831
_\/5012_ _\/501211 \/501222 \/501233 201223 201231 201212 1 _\/5812_

(3.8)
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Pour un matériau isotrope transverse, ce tenseur posséde 5 coefficients algébri-
quement indépendants, et on a ’expression suivante de [C] lorsque 'axe de symetrie
de révolution est 'axe 1 = (1,0,0) (voir Figure 1.4b) :

(EL 4 4(Wh)2kT 2kT0E 2kTUE 0 0 0]
2% L KE4+GT KT-GT 0 0 0
2% b KT—GT KT+GT 0 0 0
1= 0 0 0 26T 0 0 (8:9)
0 0 0 0 2GX 0
I 0 0 0 0 0 2G*]

On peut montrer que le tenseur d’élasticité [C] peut étre décomposé sous la
forme [Guilleminot et Soize 2013] :

[C] = a[EV] + [EP] + c3([E®] + [EW]) + ca[ ED] + s [ED],  (3.10)

ou {cy,...,cs} est un ensemble de coefficients relatifs aux 5 paramétres matériaux
(BE ET GE vE v et {[EW],...,[E®]} est la base tensorielle d’ordre 4 de Wal-
pole.

L’équation (3.10) peut étre réécrite sous forme matricielle en utilisant la notation
de Kelvin :

€)= alEY) + B + (BY) + [B) + a[EO) + [E9), (3.1)

oit {[EW)],...[E©]} est la représentation matricielle de la base tensorielle d’ordre 4
de Walpole {[EM],..., [E©@]}.

En appliquant la décomposition précédente au cas des tenseurs d’élasticité aléa-
toires, on note [C] la matrice d’élasticité aléatoire qui peut étre modélisée comme
une variable aléatoire a valeurs dans M (R) et peut étre écrite comme :

(Cl = GEV] + GIEP] + C5([ED) + [EW]) + GIEP] + GIEY], (3.12)
ou {C1,...,C5} est un ensemble de variables aléatoires (modélisant les coefficients
{c1,...,c5}) dont les distributions de probabilité et la dépendance statistique mutuelle

doivent étre définies.

La construction d’un modéle probabiliste pour la matrice d’élasticité aléatoire
[C] est strictement équivalent a la construction d’un modéle probabiliste pour les
coordonnées aléatoires (', ..., Cs.

La base tensorielle d’ordre 4 de Walpole {[EM],...,[E©]} est définie par
|Guilleminot et Soize 2012, Guilleminot et Soize 2013] :

[EVT=Ppl®p,  [EY]= Zld® [ (3.13a)
[E°] = el [EO1=[do - [E?] (3.13b)
[£9] = —=ble . [E0]=[]-[E0) - [E¥] - [E9]  (3150)
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ou les deux tenseurs symétriques du second ordre [p] et [¢] sont définis par [p] = n®n
et [¢g] = [I] — [p], m est la normale unitaire orthogonale au plan d’isotropie (ici, on a
n=1=(1,0,0)), [I] est le tenseur identité¢ symétrique d’ordre 2, et [I] = [I] ® [{]
est le tenseur identité symétrique d’ordre 4. Les deux symboles ® et ® représentent
respectivement le produit tensoriel (o ® B);; = a;5;, ([A] ® [B])ij; = AijBr et

1
le produit tensoriel symétrisé ([A] © [B))iju = §(A,~kle + AuBji). De ce fait, la

représentation matricielle {{EW], ... [E©@]} de {[EW],...,[E©]} est donnée par :
[[1 0 0 000
(O] = 8 8 8 [03] ’ [E(4)]:i2 1 8 8 [03] , (3.14a)
[ [0y (03] [03] (03]
[0 0 0 ]
([0 0 0 0 1/2 —1/2 [03]
o |10 172 1/2] (04 o |0 12 172
EPI=110 12 1)2 - [E7) 10 0]
[0s] [0s] [05] 000
i 00 0]
(3.14b)
011 [[05]  [0g]
[E(?’)]:% 8 8 8 03] (E©)] = 0 8 (1) 8 (3.14c)
[03] [03] i 0 01

En considérant les équations (3.9) et (3.11), ainsi que la représentation matricielle
{[EWM)],.. ., [E©]} définie par les équations (3.14), on a :

c, = BY + 4"k, (3.15a)

cy = 2k, (3.15Db)

c3 = 2V2kT VL, (3.15¢)

cy = 2G7T, (3.15d)

cs = 2G*. (3.15e)

On considére la variable aléatoire C = (C4,--- ,C5) du second ordre a valeurs
dans R® correspondant & la modélisation des coordonnées aléatoires de la matrice
d’élasticité aléatoire [C] sur la base {{E™M],...,[E©®]}. On note P¢ sa distribution

de probabilité inconnue, définie par une fonction de densité de probabilité pc par
rapport & la mesure de Lebesgue dc = dc;...dcs, telle que Pg(dc) = pe(c)de. On
note S le support de pc. Il est intéressant de noter que [C] est presque stirement
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définie positive, S est une partie, éventuellement non bornée, de R?, dont la définition
dépend essentiellement de la classe de symétrie du matériau considéré (ici, isotrope
transverse).

Le modéle probabiliste du vecteur aléatoire C est construit en ayant recours
au principe du maximum d’entropie, sous un ensemble de contraintes définissant
I'information disponible. Mathématiquement, les propriétés peuvent étre écrites
comme :

— la valeur moyenne du vecteur, notée c, est donnée (qui peut étre estimée a
partir de mesures expérimentales) :

E{C}=c avec c=(g,...,); (3.16)

! ont un moment d’ordre

— la matrice d’élasticité [C], ainsi que son inverse [C]~
2 fini :

E{ln(det([C]))} = ve avec |vc| < 4o0; (3.17)

— la p.d.f. pc satisfait a la condition de normalisation :

/S pe(c)de = 1. (3.18)

Soit (A1,...,A5) € Apy.as) C R, A€ Ay C Ret \g € RT, les multiplicateurs
de Lagrange associés aux contraintes (3.16), (3.17) et (3.18), respectivement. Soit
A= (A1,...,A5,A) € Ay, avec Ax = Ap,,xs) XAy On peut alors montrer que la
p.d.f. pc s’écrit sous la forme [Mehta 2004, Balian 1968, Jaynes 1957a, Jaynes 1957b| :

pc(c) = Ls(c) k exp(—(A, g(c))rs) (3.19)

dans lequel ¢ — 1g(c) est la fonction indicatrice de S, k = exp(—2X¢) est la constante
de normalisation (qui dépend essentiellement de A), ¢ — g(c) est une fonction définie
sur xR a valeurs dans R®, telle que g(c) = (c, ¢(c)), avec la fonction ¢ : S +— R
définie par :

o(c) = In(det([C])). (3.20)

Il est intéressant de noter a ce stade que l’espace admissible Ay pour les multipli-
cateurs de Lagrange doit étre défini afin de garantir I'intégrabilité de la p.d.f. (3.19)
a lorigine et a 'infini.

La p.d.f. pc peut étre finalement réécrite comme :

pole) = Ls(e)kexp(-Ap(e)) [ exp(-Aie). (3.21)

La dépendance statistique des composantes aléatoires peut ensuite étre carac-
térisée, compte tenu de ’équation (3.21), en étudiant la séparabilité de la fonction

c— ¢(c).
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Dans le cas d'un matériau isotrope transverse, la matrice [C] (définie par 1'équa-
tion (3.11)) prend la forme :

— 5 5 -
c1 \/7_03 gcg 0O 0 O
V2 o1 11 1
?03 502 + 504 502 — 504 0O 0 O
Cl= 2 1 1 1 1 3.22
[ ] 763 502 — 504 502 + 504 0 0 O ( )
0 0 0 cy
0 0 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 0 o5

et il est facile de calculer la fonction ¢(c) a partir de I’équation (3.20) :
p(c) =In ((crea — 3)cie?) (3.23)
de sorte que la p.d.f. pc du vecteur aléatoire C s’écrit :
pc(C) = pcy,ca,05)(C1, €2, €3) XDy (€4) X pes (c5), (3.24)

ou la matrice d’élasticité aléatoire [C] est définie positive conduisant aux conditions
suivantes sur les coordonnées aléatoires :

Ci + Cy > 0, (3.25a)

CCy — 032 > 0, (325b)

Cy >0, (3.25¢)

Cs > 0. (3.25d)

Les composantes aléatoires C1,...,C5 de la matrice [C] définies par 1’équa-

tion (3.12) sont telles que :

— (1, Cy et ('3 sont des variables aléatoires statistiquement dépendantes avec
une p.d.f. jointe (ci, ca, c3) = Doy ca,05)(C1, €2, €c3) définie par :

3
p(cl,cz,cg)(ch Ca, 03) = 15123(01, Co, C3)k123(0102 - Cg)_/\ exXp <— Z )\ici)
i=1

(3.26)
avec un support conique Syoz = {(c1, co,c3) € RFXRTXR ; ¢iep — ¢ > 0}. Le
graphique de la surface limite cjcy — ¢ = 0 est représenté sur la Figure 3.1.

— (4 et (5 sont des variables aléatoires statistiquement indépendantes de lois
Gamma G(ay, by) et G(as, bs), avec des p.d.f. marginales p¢, et pe, définies par :

pe,(cs) = g+ (ca)kscy 2 exp (—acy) (3.27a)
pos(cs) = 1R+(c5)k‘5c5_2)‘ exp (—Ascs) (3.27b)
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FIGURE 3.1 — Représentation de la surface limite c;co — c% =0

dont les paramétres sont ay = a5 = 1 — 2\, by = 1/Xy et b5 = 1/X5. Il en
résulte que les constantes de normalisation s’écrivent :

)\}1—2A )\é—QA
by = =2 et ky= . 2
Tra—2ny &P Tra 2y (3:28)
On a alors : 19 19
E{C,} = — et E{C5} = —". (3.29)
)\4 )\5

Ainsi, les valeurs des multiplicateurs de Lagrange \; et A5 peuvent étre di-
rectement déduites des valeurs moyennes de C} et C5 et du multiplicateur de
Lagrange \.

L’estimation des paramétres X = (A1, A2, A3, \g, A5, A) ainsi que la génération de
réalisation des variables aléatoires (C, Cy, C3) peuvent étre réalisées en utilisant une
méthode de Monte-Carlo par Chaines de Markov (MCMC) qui sera présentée dans
la sous-section 1.5.

1.4 Générateur de réalisations des rigidités des jonctions

La densité de probabilité pyx (définie par I'équation (3.7)) de la variable aléatoire
K modélisant la rigidité ky des jonctions de meuble est construite selon le principe
du maximum d’entropie (sous-section 1.2). On se donne une collection de données
(observations ou mesures) résultant de la répétition d'une série d’expériences aléatoires
indépendantes, et on cherche & déterminer les parameétres de la loi de probabilité. La
méthode du maximum de vraisemblance (« maximum likelihood » en anglais) est
utilisée ici pour estimer les paramétres de la loi de probabilité.
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Soit k = (kj,--- , k%) un ensemble de réalisations indépendantes de la variable
aléatoire K qui suit une loi Gamma dépendant de deux paramétres inconnus a,b > 0
dont la p.d.f. px est définie par I’équation (3.7).

Le probléme consiste & estimer les paramétres (a,b) du modéle & partir des
données expérimentales k. La vraisemblance (ou fonction de vraisemblance) L des
données k associées a K est définie par :

n

L(k;a.b) = [ [ px(Kjs a.0) (3.30)

=1

La log-vraisemblance ¢ pour K est définie par :

((k;a,b) =1In(L(k;a,b)) = Zln (p (ks a, b))
= (3.31)

n n

= —naln (b) — nln (T'(a)) + (a — 1) Zln (k§) — %Z 7

i=1 =1

Les estimations des paramétres (a,b) correspondent aux valeurs en lesquelles
la fonction de vraisemblance L, ou de maniére équivalente la log-vraisemblance /,
atteint son maximum :

max L(k;a,b) ou max ((k;a,b). (3.32)

(a,b)e(RY)? (a,b)e(RY)?

Les parametres des distributions Gamma estimés avec la méthode du maximum
de vraisemblance en utilisant la fonction gamfit de la Statistics Toolbox de Matlab a
partir des données expérimentales sont :

— pour la rigidité de jonction vis K :

a=149, b=17.56, (3.33)

— pour la rigidité de jonction tourillon Kiourinon :

a=2.565 b=0.4343. (3.34)

La densité de probabilité (p.d.f.) et la fonction de répartition (c.d.f. pour « cu-
mulative distribution function » en anglais) de Kyis et Kiourilon SOnt illustrées sur
les Figures 3.2 et 3.3 pour les variables Kis et Kiourilon, respectivement. Les croix
rouges représentent les données expérimentales.

Les Figures 3.4a et 3.4b montrent 10 000 réalisations des variables K s et Kiouritlon,
respectivement.
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F1GURE 3.3 — (a) P.d.f. et (b) c.d.f. de la variable Kiouinon

1.5 Générateur de réalisations des paramétres matériaux

Le calcul des multiplicateurs de Lagrange A = (Ay, Ay, A3, Ay, A5, A) nécessite la
génération de réalisations de (C7, Cy, C3) dont la p.d.f. définie par 1'équation (3.26)
a une forme compliquée avec un support conique. La méthode de Monte-Carlo par
Chaines de Markov (MCMC) est un choix naturel pour atteindre cet objectif [Soize
2017, Robert et Casella 2004, Kaipio et Somersalo 2005, Spall 2005], et on peut avoir
recours aux algorithmes de Metropolis-Hastings (MH) [Hastings 1970, Metropolis et
Ulam 1949, Metropolis et al. 1953], de Gibbs Sampling (GS, ou « échantillonnage de
Gibbs » en francais) [Geman et Geman 1984, Givens et Hoeting 2013] ou de Slice
Sampling (SS) [Neal 2003]. La premiére technique (MH) nécessite la définition d’une
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FIGURE 3.4 — Génération de 10000 réalisations (a) de la variable Ky et (b) de la
variable Kiourilion

(bonne) fonction de densité de probabilité proposée (« proposal distribution density »
en anglais) contrairement aux deux autres techniques (GS et SS). Néanmoins, la
seconde technique (GS) requiert la construction d’un générateur aléatoire pour des
densités de probabilité conditionnelle (correspondant aux densités de probabilité
marginales de la mesure de probabilité pc, c,,cy)(c1, c2, ¢3)) et la troisieme technique
(SS) s’avere difficile & mettre en ccuvre selon la forme générale de la p.d.f. jointe (en
particulier dans le cas de distributions multimodales).

La stratégie employée est décrite ci-dessous. On introduit f¢ = (mc,vc) le
vecteur cible, ot m¢ = E{C} = ¢, avec ¢ = (¢, ..., ¢;) la moyenne empirique de C
(estimée & partir des données expérimentales) et v défini par I’équation (3.17) tel que
ve = E{ln(det([C]))}. On définit ensuite £Y(A) = (mc(N), c(A)) le vecteur des
contraintes estimé en utilisant un générateur aléatoire (paramétré par ) construit
a partir d’'une méthode MCMC basée sur un des algorithmes cités précédemment
(MH, GS ou SS). Les valeurs optimales des multiplicateurs de Lagrange A peuvent
étre calculées en résolvant le probléme d’optimisation suivant [Guilleminot et Soize
2012] :

Hji,\n T (N), (3.35)

ou la fonctionnelle coit J(A) est définie par :
JA) = (1= a)lmec — mcN)|* + alve — 7c(N))*, (3.36)

avec « € [0,1] un paramétre libre pris égal a 0.5 dans ce travail. Le probléme
d’optimisation sous contrainte (3.35) a été résolu en utilisant la fonction fmincon
de la Optimization Toolbox de Matlab. La valeur initiale des multiplicateurs de
Lagrange a été déterminée en faisant ’hypothése que les modes (ou valeurs modales)
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de la p.d.f jointe pc(c) coincident avec le vecteur moyen ¢ = (¢, ...,¢;). La p.d.f.
jointe pc(c) peut étre réécrite sous la forme :
pc(c) = Ls(c)kexp (—®(c)), (3.37)
avec
5
d(c) = Z Aici + An(cicy — c3) + 2AIn(cy) + 2AIn(cs) (3.38)
i=1
Les valeurs initiales pour (Aq,. .., A;) sont donc choisies telles que :
0P
—(c)=0 3.39
2o (3.39)
d’ou
A A 2\ -2\ -2\
)\1:—%, )\2:—%, /\3:%, Ay = , As = —. (3.40)
G — &3 €16 — G5 G — G5 (&7 G5

Les espaces admissibles pour les multiplicateurs de Lagrange peuvent étre déter-
minés en utilisant des arguments mathématiques et en imposant 'intégrabilité de
la p.d.f. définie par I’équation (3.19) a l'origine et & 'infini. On peut alors montrer
que :

()\1,"' ,)\5) €R+XR+XRXR+XR+, avec  2v/ A1y — Az > 0, (341&)
1
A €] — o0, 5[ (3.41b)

A partir des parameétres matériaux identifiés dans le chapitre 1, les valeurs estimées
pour la moyenne des coefficients {cy,...,cs} et v sont :

¢, = 0.1269, ¢, = 2.2899, ¢, = 0.0187, ¢, = 1.5104, ¢; = 0.1065, vc = —4.9273.
(3.42)
Soit A\° la conjecture initiale pour le multiplicateur A. Une estimation initiale
raisonnable de \° peut étre déduite d'une étude paramétrique, et conduit & la valeur
initiale \ = —100. La convergence de I’algorithme d’optimisation est illustrée sur la
figure 3.5.
La valeur optimale pour le multiplicateur de Lagrange X\ est A = —100.3622, pour
laquelle la fonctionnelle J prend la valeur 6.286 x 1075, avec 1’expression suivante
pour le vecteur des contraintes estimé () :

£(N) = (0.1289, 2.2748, 0.0158, 1.5178, 0.1069, —4.8893). (3.43)

La génération de réalisations indépendantes de (Cy, Cy, C3) est réalisée en utili-
sant une méthode MCMC basée sur I'algorithme de Metropolis-Hastings (fonction
mhsample de la Statistics Toolbox de Matlab). La loi normale multidimension-
nelle paramétrée par le vecteur moyen p € R? et la matrice de variance-covariance
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F1GURE 3.5 — Convergence de 'algorithme d’optimisation : (a) convergence des
moyennes de C, Cy et C3 (a) et (b) convergence de la moyenne de In(det([C]))

[X] € M3 (R) est choisie comme fonction de densité de probabilité proposée. La
densité de probabilité normale multivariée proposée pour le vecteur C = (Cy, Cy, Cs3)
s’écrit :

1

1
c, i, X)) = exp{—=(c— )= (c— 3.44
polen[5) = o e(— e - WS e —m) (B4
de paramétres p et [X] tels que :
., 0?0
p=(c,Co,03) et [E]ijl = Walzj(gla%agg) (3.45)
¢ g o]
W )
=] = a2 eS| (3.46)
A 5 A
sy —(s ;; G6) |

avec Dio3(cy, 2, 03) = 2?21 Aici + Aln(ciey — ).
La génération de 10000 réalisations indépendantes de (Cy, Cy, C3) est illustrée
sur la Figure 3.6a.

Les graphes des fonctions p.d.f. et c.d.f. pour Cy et C5 qui sont des variables
aléatoires statistiquement indépendantes de loi Gamma, dont les paramétres ont
été estimés précédemment, sont illustrés sur les Figures 3.7 et 3.8. La Figure 3.6b
montrent 10000 réalisations de (Cy, C5).

D’aprés Iéquation (3.15), les paramétres EL, BT GE GT vE et vT se déduisent
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FIGURE 3.6 — Génération de 10000 réalisations (a) des variables (Cy, Cy, C3) et (b)
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FIGURE 3.7 — (a) P.d.f. et (b) c.d.f. de la variable C,

de (C4,...,Cs) par les relations suivantes :
1T %, L Cs . EL =0y — 40P, GF = Gy (3.47a)
2 2/ 2kT 2
T LT T
ot - G pr A ECG r_ B (5am)

ET —
2 GTEL + 4kT(VE2GT + KTEL 7~ 26T

On rappelle que seuls les 3 paramétres ET, G* et v sont nécessaires pour modéliser le
comportement d’une plaque isotrope transverse (voir ’équation (2.10)). La Figure 3.9
montre la génération de 10000 réalisations de (ET, GF v7).
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FIGURE 3.9 — Génération de 10000 réalisations des variables (ET, GL, vT)

2 Essais réels de validation

Divers tests expérimentaux réels ont été réalisés selon la norme FprEN
1730 :2012 «Ameublement-Table-Méthode d’essais pour la détermination de la
stabilité, de la résistance et de la durabilitéy.

Un bureau démontable assemblé selon les instructions fournies a été utilisé pour
chaque essai. Les dispositifs d’assemblage du bureau ont été serrés avant de procéder
aux essais.Les échantillons sont conservés a une humidité relative de (50 £ 5)% et
une température de (23 £ 2)°C' 48h avant le début des essais. Les essais sont effectués
dans des conditions ambiantes dont la plage de température est comprise entre 15°C'
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et 25°C'. L’équipement et 'appareillage d’essai sont essentiellement composés des
éléments suivants :

— Un patin de charge correspond a un objet rigide cylindrique de 100 mm de
diameétre ayant une surface de contact lisse et plane et un rayon d’arréte
de 12 mm. A l'exception des essais de charge statique horizontale (en sous-
section 2.1) et de durabilité (en sous-section 2.3), tous les patins de charge
doivent pouvoir pivoter par rapport a la direction des forces appliquées et
le point d’articulation doit se situer aussi prés que possible de la surface de
contact. Si un patin de charge a tendance a glisser, un materiau antidérapant
est utilisé entre le patin de charge et la surface soumise a essai;

— des taquets d’arrét destinés a empécher 'article de glisser mais non de se
renverser : leur hauteur ne doit pas dépasser 12 mm, sauf dans les cas ou la
conception du produit exige I'emploi de taquets plus hauts (dans ce cas, la
hauteur la moins élevée suffisant pour empécher 'article de bouger doit étre
choisie).

Les forces sont appliquées lentement dans les essai statiques et de durabilité pour
pouvoir négliger les effets dynamiques. Les forces statiques et de durabilité appliqués
sont maintenues pendant 10 s afin de relever les mesures expérimentales (forces et
déplacements). Pour chaque type d’essai, la force est appliquée une dizaine de fois
avant I'enregistrement des résultats afin de réduire les incertitudes de mesure, et la
moyenne des mesures effectués est ensuite calculée pour avoir une estimation fiable.

2.1 Essai de charge statique horizontale

Le bureau est placé sur le sol d’essai (qui est horizontal, plan et rigide avec une

surface lisse) en position normale, et I'essai est réalisé de la maniére suivante :

1. Empécher le pietement du bureau de bouger en placant des taquets d’arrét dans
toutes les directions sur le co6té opposé a celui sur lequel la force horizontale
est appliquée;

2. Appliquer la masse spécifiée (50.5 kg avec un diamétre de 20 ¢cm), approxima-
tivement au centre de plateau du bureau afin d’empécher le soulévement du
bureau par rapport au sol;

3. Appliquer la force horizontale spécifiée au moyen du patin de charge au niveau
du plateau du bureau dans une direction perpendiculaire a la ligne et a mi-
distance du piétement ;

4. Mesurer le déplacement horizontal au point opposé a la charge appliquée (voir
la Figure 3.10).

2.2 Essai de charge statique verticale

La force verticale est appliquée vers le bas au moyen du patin de charge au centre
du plateau. La fleche d définie comme la différence de hauteur au point d’application
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Fz

() (b)
FIGURE 3.10 — Essai de charge statique horizontale : (a) mode d’essai dans la

norme et (b) essai réel

de l'effort entre ’état initial sans effort et I’état final sous effort est mesurée, comme
illustrée sur la Figure 3.11.
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FIGURE 3.11 — Essai de charge statique vertical : (a) mode d’essai dans la norme
et (b) essai réel

2.3 Essai de durabilité horizontale

Les différences entre ce type d’essai et ’essai de charge statique horizontale
présenté dans la sous-section 2.1 sont les suivantes :

— Tous les pietements du bureau sont maintenus en plagant des taquets d’arrét
autour de chaque socle;

— Deux forces horizontales F, et Fj sont appliquées alternativement au niveau
du plateau du bureau au moyen du patin de charge, I'une a une extrémité du
bureau & 50 mm d’un bord, et autre au bord opposé (voir la Figure 3.12).
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FIGURE 3.12 — Essai de durabilité horizontale : (a) mode d’essai dans la norme et
(b) essai réel

2.4 Essai de stabilité verticale

Ce type d’essai est similaire a 1’essai de charge statique verticale présenté dans la
sous-section 2.2 sauf que la charge verticale est appliquée a 50 mm du bord extérieur
du plateau (voir la Figure 3.13), sur le coté ou la charge est la plus susceptible de
provoquer le renversement.

<

(a) (b)

FIGURE 3.13 — Essai de stabilité verticale : (a) mode d’essai dans la norme et (b)
essai réel
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3 Simulation stochastique du comportement de
meuble

La résolution numérique du probléme stochastique est menée en utilisant la
méthode de simulation de Monte Carlo afin de réaliser des essais virtuels sur le
bureau. Un seul bureau réel est testé pour tous les types d’essais. Chaque force est
appliquée 10 fois correspondant & 10 mesures pour estimer l’erreur sur la répétabilité
des mesures. Le Tableau 3.1 regroupe et compare les résultats des calculs numériques
avec les mesures expérimentales du champ de déplacement au point de mesure pour
chacun des essais de charge statique horizontale, de charge statique verticale, de
durabilité horizontale et de stabilité verticale. Des éléments DST (qui prennent
en compte l'effet du cisaillement transverse) ont été utilisés pour ’ensemble des
simulations numériques.

TABLEAU 3.1 — Comparaison entre résultats numériques et expérimentaux

Test Charge Déplacement Déplacement Erreur
[N] | numérique [mm| | expérimental [mm] | relative (%)
Statique 100 4.62 (£0.23) 3.78 (£0.14) 22.05
horizontale F} | 200 9.64 (£0.50) 10.72 (£0.16) 10.07
Statique 100 5.32 (£0.27) 4.23 (£0.11) 25.90
horizontale F, 200 10.31 (£0.53) 10.82 (40.13) 4.66
Statique 300 9.86 (£0.66) 9.20 (£0.12) 7.21
verticale F' 400 12.82 (£0.86) 12.85 (£0.12) 0.24
500 15.79 (£1.05) 15.89 (£0.09) 0.64
Durabilité 100 4.59 (£0.24) 4.04 (£0.08) 13.75
horizontale F},
Durabilité 100 4.80 (£0.25) 4.89 (40.259) 1.79
horizontale Fj
Stabilité 400 20.90 (£1.21) 16.71 (£0.14) 25.05
verticale F'

Les conditions aux limites pour les différents types d’essais sont illustrées sur
la Figure 3.14. Le point P représenté en vert correspond au point de mesure du
déplacement horizontal ou du déplacement vertical (fleche) selon le cas de charges.
Les forces appliquées par le patin de charge de diamétre D = 80 mm sont modélisées
par une charge uniformément répartie sur une ligne du bord du plateau (plaque 3
sur la Figure 1.20) de longueur D pour les essais horizontaux (voir Figures 3.14a,
3.14b, 3.14d et 3.14e) et sur une surface circulaire du plateau de diamétre D pour
les essais verticaux (voir Figures 3.14c et 3.14f), respectivement.

L’impact de la dispersion observée sur les propriétés matériaux du meuble est
évalué sur la réponse de la structure. A titre d’exemple, on considére le cas de ’essai
de charge statique verticale avec une force appliquée F' = 400 N pour lequel 500
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simulations de Monte Carlo ont été réalisées. La valeur moyenne du déplacement
vertical w au point de mesure P obtenue numériquement est de 12.82 mm, corres-
pondant & un écart relatif de 0.24% par rapport a la valeur moyenne expérimentale
de 12.85 mm. La moyenne m,, et I’écart-type o, de la composante verticale w du
champ de déplacement sont représentés sur la Figure 3.15. La Figure 3.16 montre
la convergence statistique de la moyenne m,, et de I’écart-type o, du déplacement
vertical w au point de mesure P. Nous pouvons voir que la convergence est obtenue
pour 300 réalisations. L’intervalle de confiance a 95% (calculé a partir de la valeur
des quantiles a 2.5% et 97.5%) et la valeur moyenne du déplacement vertical au point
de mesure calculé numériquement sont représentés sur la Figure 3.17 et comparés a
la valeur expérimentale mesurée. On voit que la valeur expérimentale appartient a
I'intervalle de confiance et que celle-ci est trés proche de la valeur moyenne calculée
numériquement.

La confrontation des résultats expérimentaux et numériques montre un bon
accord (des écarts inférieurs a 10%) pour la majorité des cas. La différence absolue
entre la moyenne du déplacement numérique et la valeur expérimentale est inférieure
a 1 mm sauf pour le cas de I’essai de stabilité vertical. Ceci peut notamment étre
expliqué par la modélisation simplifiée de la liaison dont la rigidité de jonction est
supposée homogene le long de la ligne de raccordement entre plaques.

4 Bilan

Les paramétres matériaux et les rigidités des jonctions identifiés expérimentale-
ment dans le chapitre 1 sont modélisés par des variables aléatoires dont les modéles
probabilistes ont été construits suivant le principe du maximum d’entropie qui ex-
ploite I'information disponible sur ces variables. Les rigidités des jonctions suivent
des lois Gamma dont la p.d.f. est donnée par (3.7). Le tenseur d’¢lasticité aléatoire
peut étre décomposé sur la base tensorielle de Walpole {[EM], ..., [E©®]} ou les
coefficients sont modélisés par des variables aléatoires {C1,...,Cs}. Ensuite, un
modeéle probabiliste pour les coordonnées aléatoires C1, ..., C5 est construit dont la
p.d.f. jointe est donnée par (3.24), (3.26) et (3.27).

Les hyperparamétres associés aux modéles sont estimés respectivement par la
méthode des moindres carrés couplée a une méthode de Monte-Carlo par Chaine de
Markov pour la génération de réalisations indépendantes pour le tenseur d’élasticité,
et par la méthode du maximum de vraisemblance pour les rigidités des jonctions.

Divers essais réels sont réalisés selon la norme FprEN 1730 :2012 sur un
bureau constitué de plaques en panneaux de particules. Les simulations numériques
stochastiques sont en bon accord avec les résultats expérimentaux.
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Conclusion

Ce travail de thése a porté sur le développement d’un outil de simulation stochas-
tique du comportement mécanique statique de meubles a base de plaques au bénéficie
des industriels du meuble. De nombreux outils de calcul 3D permettent aujourd’hui
de réaliser ces simulations numériques, mais le domaine de ’ameublement présente
certaines spécificités liées aux matériaux utilisés et a la géométrie : d’une part, les
matériaux a base de bois (ici, panneaux de particules) présentent beaucoup de disper-
sions dans leur comportement hétérogéne et anisotrope [Wilczyniski et Kociszewski
2012] et d’autre part, les éléments de meuble sont généralement de géométrie simple
assimilable & un assemblage de plaques et/ou de poutres. Néanmoins, les différentes
liaisons entre éléments de meubles peuvent étre complexes et induire des effets locaux
qu’une modélisation cinématique simplifiée de type plaques et/ou poutres ne peut
représenter [Chevalier et al. 2018]. Le présent travail traite de ces particularités et
présente la modélisation probabiliste et 'identification expérimentale des propriétés
mécaniques de panneaux de particules et des liaisons entre plaques d’un bureau &
partir de la corrélation d’images numériques (DIC pour « Digital Image Correlation »
en anglais) afin de réaliser des simulations stochastiques du comportement mécanique
du meuble sous différents cas de charges statiques.

En premier lieu, des essais de flexion sont effectués sur une vingtaine d’échantillons
de meubles prélevés dans 5 bureaux identiques pour 'identification des propriétés
mécaniques des meubles a 'aide de techniques d’imagerie DIC. On considére un
modeéle isotrope transverse |Torquato 2002] pour modéliser le comportement élastique
du matériau panneaux de particules représenté par une plaque sandwich & trois
couches. Le tenseur d’élasticité représentant les propriétés du matériau dépend de 5
paramétres algébriquement indépendants a identifier : les modules d”Young longitudi-
nal B et transverse E7, les coefficients de Poisson longitudinal v” et transverse v7,
et le module de cisaillement longitudinal G*, conduisant au module de cisaillement
transverse GT = ET/(2(1 + vT)). Pour réaliser cette identification, des essais de
flexion 3 points sont effectués et suivis par corrélation d’images numériques. La
solution analytique u*** du modéle poutre en flexion simple étant connue [Makhlouf,
H. et al. 2016], le champ de déplacement mesuré u®® dans la région d’intérét permet
d’identifier les modules E7 et G par la méthode des moindres carrés. Une méthode
couplée a la simulation par éléments finis (FEMU pour « Finite Element Model
Updating » en anglais) est appliquée pour l'identification des modules EL et vL en
utilisant les valeurs précédemment identifiées des paramétres E7 et G : on mini-
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mise 1’écart entre le champ de déplacement mesuré u®® expérimentalement et celui
calculé par éléments finis u™"™. La caractérisation directe des rigidités des liaisons
entre plaques du bureau est délicate, en raison notamment des restrictions liées aux
dimensions de la machine d’essai et du montage. Par conséquent, des éléments de
jonctions sont découpés dans le meuble testé (ici, un bureau) et leur comportement
sous charge statique est comparé a la solution analytique de deux plaques reliées par
une jonction élastique modélisée par un ressort en flexion.

En second lieu, nous avons présenté la théorie des plaques isotropes transverses et
montré que seulement 3 parameétres sont nécessaires pour modéliser le comportement
d’une plaque isotrope transverse. Des modéles éléments finis de plaques minces (dites
de Kirchhoff-Love) qui négligent l'influence du cisaillement et de plaques épaisses
(dites de Reissner-Mindlin) qui prennent en compte le cisaillement ( [Dhatt et Batoz
1990]) ont été implémentés et validés sur des problémes académiques (voir Annexe
B). Le comportement mécanique du bureau est modélisé par un assemblage de
plaques avec des liaisons élastiques représentées par des ressorts linéiques en flexion.
Des simulations déterministes du bureau avec connexions rigides sont réalisées
respectivement sous Matlab et SolidWorks dans I’Annexe C.

Enfin, les dispersions des paramétres identifiés expérimentalement ont été prises
en compte a travers la construction de modéles probabilistes de variables aléatoires
sous-jacentes a partir des informations fournies par les mesures. Une modélisation
probabiliste paramétrique des incertitudes sur le tenseur d’élasticité [C] et sur les
rigidités K des jonctions a été construite a partir du principe du maximum d’entropie
qui utilise 'information disponible sur C et K pour déterminer les densités de
probabilité pc et px. Nous avons utilisé respectivement une méthode des moindres
carrés couplée a une méthode de Monte-Carlo par Chaine de Markov (MCMC) et
la méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les parameétres associés
aux modeéles probabilistes du tenseur d’élasticité et des rigidités des jonctions. Les
rigditiés incertaines K sont supposées indépendantes et suivent des lois Gamma. La
représentation matricielle aléatoire [C] du tenseur d’élasticité isotrope transverse
[C] est décomposée sur la base des tenseurs de Walpole {[EM],... [E®]} et un
ensemble de variables aléatoires réelles C = {C1, ..., Cs} qui s’expriment en fonction
des 5 paramétres matériaux (EL, ET, GE vE vT) |Guilleminot et Soize 2013]. Les
composantes C', Cy et C3 sont des variables aléatoires statistiquement dépendantes
et des réalisations indépendantes du vecteur aléatoire (C, Cy, C3) sont générées en
utilisant une méthode MCMC basée sur l'algorithme de Metropolis-Hastings. Les
composantes Cy et C5 sont des variables aléatoires statistiquement indépendantes de
lois Gamma.

La résolution du probléme stochastique est menée en utilisant la méthode de
simulation numérique de Monte Carlo afin de réaliser des essais virtuels sur le bureau
pour propager les incertitudes a travers les modeles de plaques et déterminer des
quantités d’intérét probabilistes. Une série d’essais réels a été effectuée sur le bureau.
L’impact de la dispersion observée sur les propriétés matériaux du meuble est évalué
sur la réponse de la structure. Un trés bon accord est observé entre les résultats des
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calculs numériques et les mesures expérimentales.
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Annexe A

Dimensionnement des éprouvettes de
jonctions sous SolidWorks
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Annexe B

Validation des modéles éléments finis
de plaques

On considére une plaque circulaire représentée sur la Figure B.1, de rayon R,
d’épaisseur h < R, constituée d’'un matériau homogene élastique linéaire isotrope de

module d’Young F, de module de cisaillement G et de coefficient de Poisson v. Soit
Eh3

D = m la rigidité de flexion. Les conditions aux limites appliquées sur le
—v

contour de la plaque ou sur la plaque seront précisées ultérieurement.

P35 (>0) X3 (z)

i l’] iy

e

M 2
WL i l i ;,{:f"/"’ i
= R = -t

—— = er

FI1GURE B.1 — Plaque circulaire soumise a un champ de pression uniformément
réparti

Le probléme étant axisymétrique autour de 'axe z (symétrie de révolution de la
géométrie, des propriétés matériaux et des conditions aux limites), le déplacement
transversal w(r), les rotations 6,.(r) et O4(r) dépendent uniquement de la coordonnée
radiale r dans le repére cylindrique (e, eg, 2).
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1 Cas d’une plaque encastrée sur son pourtour sou-
mise a une charge uniformément répartie sur
toute la plaque

Pour le modéle de Kirchhoff-Love, on a :

P 2 212
= ——— — B.1
w(r) =~ (B~ %) (B.1)
P 2 2
= ——— — B.2
bo(r) = — L (B2~ %) (B2)
Pour le modéle de Reissner-Mindlin, on a :
_ P e oyip2 2
w(r) = ) (R*—r9)[R*(14+ @) — r7] (B.3)
P 2 2
_ _ B.4
bolr) = —Lor (B~ %) (B.4)
\(I>—8 AR k—5lftrd rrection en cisaillement. On
ol =35\ 7 1_Vavec =5 e facteur de correction en cisaillement.

définit Perreur relative sur une quantité physique s (représentant w ou 6y) comme :

Hsnum - SanaH (B5)

Erreur =
| ’ Sana | ’

OU Spum €t Sana désignent les valeurs de s calculées numériquement par la méthode
des éléments finis et analytiquement par le modéle plaque, respectivement.

2 Cas d’une plaque simplement appuyée sur son
pourtour soumise a une charge uniformément ré-
partie sur toute la plaque

Pour le modéle de Kirchhoff-Love, on a :

w(r) = 55 (R~ 1) (%(?15}22 —r2)>, (B.6)
Bo(r) — —%r%(i’i—zfﬁ 2y, (B.7)

Pour le modéle de Reissner-Mindlin, on a :

L 1 5 o\ D 5+ v 5 2

w(r) = —2D(R r)—32 ((1+V+<I>)R re, (B.8)
__1 p 3+v 5 2

Op(r) = DT16(1+I/R ). (B.9)
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appliquée au centre 109

3 Cas d’une plaque encastrée sur son pourtour sou-
mise & une charge ponctuelle appliquée au centre

Pour le modéle de Kirchhoff-Love, on a :

_ P 2 2 2 R
w(r) = ) (R r* —2rln (7“ )) , (B.10)
P R
Op(1) = —47TDrln <?> : (B.11)
Pour le modéle de Reissner-Mindlin, on a :
B P 5 o , R? R
w(r) = 67D (R 4 (27’ 5 ¢ | In ) (B.12)
P R
Op(r) = _47TDTIH(7)’ (B.13)

4 Cas d’une plaque simplement appuyée sur son
pourtour soumise a une charge ponctuelle appli-
quée au centre

Pour le modéle de Kirchhoff-Love, on a :

B P 3+v, . o o 9 R
w(r) = ) (1 m V(R r%) — 2rfln . (B.14)
P R 1
Pour le modéle de Reissner-Mindlin, on a :
P [3+v,, , R? R
w(r) = T6:D (1 n V(R ) (27“ 5 ¢ | In ) (B.16)
P R 1

La performance des éléments finis de plaques DKT, DST, DKQ et DSQ est
évaluée en calculant 'erreur sur le déplacement transversal w et la rotation 6y, pour
une plaque soumise a divers conditions aux limites sur les Figures B.2, B.3, B.4 et
B.5. On observe que les 2 éléments DKT et DKQ du modéle de Kirchhoft-Love et
seul I’élément DST du modéle de Reissner-Mindlin sont validés.
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1071 g = =T = =T T ““‘% 1071 g = =T = = T ““‘% —DKT
B ] - i DKQ
1072 ¢ = 1072 ¢ 4 |—DST
. B i B 11— DSQ
& 103 L | 1a-3L I
g 1077 5 1077 E
~ C 1 & 1
1074 ¢ 2 107 -
10—5 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT 10—5 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT
10° 10t 10 10® 10* 10° 10 10t 102 10® 10* 10°
Nombre d’éléments Nombre d’éléments
(a) (b)
FI1GURE B.2 — Plaque encastrée soumise a une charge uniformément répartie :
évolution de l'erreur sur (a) le déplacement transversal w et (b) la rotation 6y en
fonction du nombre d’éléments dans le maillage
1071 g = T = T T ““‘% 1071 g = T = = T ““‘% —DKT
¥ ] - ] DKQ
1072 & = 1072 ¢ 4 |—DST
. i i i 11— DSQ
& 103 L | 1a-3L I
£ 1077 ¢ 4 1077 ¢ E
A~ C 1 & 1
1074 ¢ 2 107 -
1075 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT 1075 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT
10° 10t 10 10 10* 10° 10 10t 102 10® 10* 10°
Nombre d’éléments Nombre d’éléments
(a) (b)

F1GURE B.3 — Plaque simplement appuyée soumise a une charge uniformément
répartie : évolution de l'erreur sur (a) le déplacement transversal w et (b) la rotation
By en fonction du nombre d’éléments
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Cas d’une plaque simplement appuyée sur son pourtour soumise a une charge

ponctuelle appliquée au centre 111
1071 g = S E SRRk = =T T ““‘% ]_00 % = == =SEEE = =R i “““% —DKT
- 1 10-1L il DKQ
102 J 07 v " |—DST
s 1102 i SHEEE q[=D5Q
g 1073 = g - ]
a : 11070 3
4L il - ]
N {107
10—5 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT 10—5 i Lol Lol Lol Lol I \HHH:
10° 10t 10 10® 10* 10° 10 10t 102 10® 10* 10°
Nombre d’éléments Nombre d’éléments
(a) (b)
FI1GURE B.4 — plaque encastrée soumise a une charge ponctuelle appliquée au
centre : évolution de 'erreur sur (a) le déplacement transversal w et (b) la rotation
0y en fonction du nombre d’éléments
1071 g = = = T T ““‘% 1071 g = T = = T ““‘% —DKT
¥ ] ¥ ] DKQ
1072 3 g 1072 3 E —DST
. C n C 11—DSQ
2 C il i il
=0 ] 105} i
A~ C 1 & \ 1
1 —4 E = 1 —4 E E
i = =
1075 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT 1075 i Lol Lol Lol Lol I \\HHT
10° 10t 10 10 10* 10° 10 10t 102 10® 10* 10°
Nombre d’éléments Nombre d’éléments
(a) (b)

FI1GURE B.5 — plaque simplement appuyée sur son pourtour soumise a une charge
ponctuelle appliquée au centre : évolution de erreur sur (a) le déplacement transversal
w et (b) la rotation #y en fonction du nombre d’éléments
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Annexe C

Modélisations déterministes plaque
et 3D du bureau sous SolidWorks

SolidWorks Simulation est un logiciel éléments finis commercial capable de ré-
soudre différents problémes couramment rencontrés en ingénierie de conception,
tels que l'analyse des déplacements, des contraintes, des fréquences propres, des
vibrations, des flambage, du flux de chaleur, etc. Néanmoins, ce logiciel présente
certaines limites, notamment :

1. Difficulté a réaliser des simulations stochastique (calculs paralléles) ;
2. Choix restreint du type d’éléments finis :

— éléments de coque triangulaires du premier ordre (3 nceuds a 6 degrés de
liberté (ddls)) et du second ordre (6 nceuds a 6 ddls)

— ¢léments 3D tétraédriques du premier ordre (4 nocuds a 3 ddls) et du
second ordre (10 noeuds & 3 ddls)

Dans cette annexe, des résultats de simulations déterministes du bureau avec
connexions parfaitement rigides modélisé sous SolidWorks (avec des éléments trian-
gulaires du second ordre) et Matlab (avec des éléments DST) sont comparées pour
différents cas de charges statiques (voir Figures C.1, C.2, C.3 et C.4). La Figure C.5
montre des simulations déterministes 3D du bureau soumis aux mémes conditions
aux limites sous SolidWorks avec des éléments 3D tétraédriques du second ordre.
Le point P (représenté en vert sur la Figure 3.14) correspond au point de mesure
du déplacement axial pour les essais horizontaux et du déplacement transversal
pour les essais verticaux. On observe que les résultats des simulations plaques (sous
SolidWorks et Matlab) et des simulations 3D (sous SolidWorks) du bureau sont
trés proches. Une modélisation plaque permet donc de modéliser correctement le
comportement 3D du bureau. Les performances des éléments triangulaires du second
ordre et des éléments DST sont similaires, ce qui permet de valider I'utilisation des
éléments DST dans les simulations numériques du bureau réalisées au Chapitre 3.
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(a) (b)

F1GURE C.1 — Simulation déterministe du modéle pour ’essai de charge statique
horizontale F : déplacement axial au point P (a) v = 7.40 mm avec SolidWorks et
(b) u = 7.26 mm avec Matlab

(a) (b)

F1GURE C.2 — Simulation déterministe du modéle plaque pour l’essai de charge
statique verticale : déplacement transversal au centre du plateau (a) w = 9.11 mm
avec SolidWorks et (b) w = 8.65 mm avec Matlab
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F1GURE C.3 — Simulation déterministe du modéle plaque pour ’essai de durabilité
horizontale F, : déplacement axial au point P (a) u = 3.66 mm avec SolidWorks et
(b) u = 3.58 mm avec Matlab

=

() (b)

FIGURE C.4 — Simulation déterministe du modéle plaque pour ’essai de stabilité
verticale : déplacement transversal au point d’application P de la charge (a) w =
19.44 mm avec SolidWorks et (b) w = 19.04 mm avec Matlab
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(a) Essai statique horizontale F; : déplace-(c) Essai de durabilité horizontale F, : dé-
ment axial v = 7.41 mm au point P placement axial v = 3.60 mm au point P

st Depiscarsrist
s

(b) Essai statique verticale : déplacement (d) Essai de stabilité verticale : déplacement
vertical w = 8.99 mm au point P vertical w = 20.23 mm au point P

F1GURE C.5 — Simulations déterministes 3D du bureau avec connexions parfaitement
rigides pour divers essais statiques sous SolidWorks
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