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Préambule

Le marché aéronautique est à l’heure actuelle le plus gros consommateur de fibres
de carbone hautes performances, avec environ 30 000 tonnes par an. Ces fibres de
carbone sont utilisées lors de l’élaboration des matériaux composites. De 5 % pour
l’Airbus A320 dans les années 1980, la proportion du poids structurel en matériaux
composites est ainsi passée à 53 % pour le récent A350 XWB, remplaçant peu à peu
les matériaux métalliques. En effet, à performances mécaniques égales, les composites
permettent notamment d’augmenter la charge utile d’un avion via l’allègement de sa
structure, dans un contexte de réduction des émissions de gaz à effet de serre associées
à la consommation de carburant. Les bonnes propriétés de résistance à la corrosion et
à la fatigue des matériaux composites offrent en outre une durée de vie allongée des
pièces et un espacement dans le temps des maintenances.

Les structures primaires aéronautiques en composites sont classiquement fabriquées
à partir de renforts pré-imprégnés de résine, en général drapés à la main et cuits en
autoclave. Employés depuis les années 60, ces procédés de mise en œuvre dits indirects
sont aujourd’hui matures, mais ils ne permettent pas d’atteindre les cadences visées : à
titre d’exemple, Airbus prévoit de produire 63 appareils A320 par mois en 2019 contre
55 en 2018 [2]. Le défi aujourd’hui est donc de développer de nouvelles solutions tech-
nologiques combinant matériaux et procédés, et permettant d’augmenter les cadences
de production tout en réduisant les coûts et en assurant des performances mécaniques
comparables à celles obtenues avec les matériaux pré-imprégnés. Une solution envisa-
gée est celle des procédés dits directs, basés sur l’utilisation de renforts secs : dans ce
cas l’association du renfort et de la matrice, et la cuisson de l’ensemble, se font lors
de la même opération. Ces procédés sont déjà largement utilisés dans les industries
nautique et éolienne, cependant uniquement pour des structures secondaires. L’avion
Irkut MC-21-300, dont les premiers tests de vol sont prévus pour 2019, est aujourd’hui
le premier avion dont les ailes sont mises en œuvre par un procédé direct – en l’occur-
rence par infusion.

Que ce soit pour les procédés directs ou indirects, les couches de renforts sont
traditionnellement drapées manuellement les unes sur les autres sur le moule. Cepen-
dant, afin d’augmenter les cadences de production, une grande attention a été portée
sur l’automatisation de cette phase de dépose. En particulier, une voie prometteuse
consiste à draper le renfort à plat de façon automatisée, puis mettre en forme l’empile-
ment sur la géométrie finale lors d’une étape spécifique. Cependant, au cours de cette
étape de mise en forme, des défauts tels que des plissements peuvent apparaître. Dans
cette phase de développement du procédé, l’enjeu économique pour les constructeurs
aéronautiques est ainsi de prévoir les défauts potentiels le plus tôt possible au cours du
cycle de vie du produit afin d’en réduire l’impact au maximum. Selon Boeing, la phase
seule de recherche représente en effet déjà 70 % du coût total d’un produit, comme
illustré sur la figure i.
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2 Préambule
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Figure i – Temps et coûts cumulatifs alloués au cours du cycle de vie complet d’une pièce
composite structurelle d’après [3, 4]

Dans ce contexte, l’entreprise Hexcel développe et commercialise des solutions (ren-
forts, matrices, pré-imprégnés...) dans le domaine des composites hautes performances
destinés à l’aéronautique. Hexcel est internationalement reconnu pour son savoir-faire
et ses technologies permettant d’adapter les procédés aux pièces fabriquées. Dans
le cadre du développement de ses activités, Hexcel Reinforcements, appartenant au
groupe Hexcel, met au point des renforts structuraux secs spécifiques destinés à une
mise en œuvre par procédé direct, et présentant des propriétés mécaniques finales
compétitives par rapport à la référence des matériaux pré-imprégnés : en particulier
le renfort sec HiTape®, sur lequel porte ce travail. Pour Hexcel, il s’agit de répondre
aux contraintes actuelles des constructeurs aéronautiques en termes de coûts des ma-
tériaux et des procédés.

Dans un cadre industriel, parallèlement au développement des matériaux et pro-
cédés, la modélisation et la simulation numérique doivent aider à la conception des
pièces composites de demain dans une approche d’ingénierie inverse en optimisant les
procédés de mise en œuvre. Dans cette optique, Hexcel cherche à se munir d’un outil
numérique à la fois représentatif de la physique et industriellement viable, permettant
de prédire l’état du renfort au cours de sa mise en forme. Il s’agit notamment de pré-
dire les orientations des fibres, la présence de défauts, mais aussi des propriétés locales
induites par l’arrangement des fibres lors de cette phase de mise en forme.

Ainsi, l’objectif de ce travail de doctorat est la modélisation et la simulation nu-
mérique de la mise en forme du renfort HiTape®. Il s’agit d’améliorer la connaissance
du procédé de mise en forme, en vue d’en maîtriser parfaitement les paramètres pour
atteindre les distributions de fibres (taux, orientations) et les tolérances géométriques
visées. Le but, in fine, est d’assurer la fiabilité et la répétabilité du procédé tout en
satisfaisant les exigences de qualité de l’aéronautique (taux de porosité inférieur à 1%
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en volume, taux de fibres, orientations...).

Ce travail de recherche s’inscrit dans le cadre d’un financement CIFRE 1. Il s’agit
d’une collaboration entre le laboratoire Georges Friedel / centre Science des Matériaux
et des Structures de Mines Saint-Étienne, et la société Hexcel Reinforcements. Ce
travail implique également le Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures
de l’Institut National des Sciences Appliquées de Lyon.

1. CIFRE : Convention Industrielle de Formation par la Recherche
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Introduction

Dans ce chapitre, les matériaux composites et leur mise en œuvre sont tout d’abord
présentés, ce qui permet d’introduire et de positionner le travail de thèse dans le
contexte aéronautique actuel. Puis, des éléments concernant l’état de l’art de la modé-
lisation et de la simulation de la mise en forme d’une préforme fibreuse sont donnés et
les verrous actuels sont mis en évidence. La démarche globale de ce travail de recherche
est enfin énoncée.

1.1 Mise en œuvre des matériaux composites structuraux par pro-
cédés directs et enjeux de l’étape de mise en forme

1.1.1 Structure des matériaux composites hautes performances

Un matériau composite est un assemblage d’au moins deux constituants non mis-
cibles, de telle sorte que le matériau final possède des propriétés que chacun des consti-
tuants ne présente pas individuellement. Plus particulièrement, les matériaux compo-
sites dits « hautes performances » présentent des propriétés mécaniques spécifiques
(i.e. rapportées à la masse volumique) élevées mais un coût unitaire important. Ces
matériaux composites sont constitués d’un type de renfort et d’une matrice. Le ren-
fort assure la fonction mécanique, tandis que la matrice a pour rôle de maintenir la
cohésion de l’ensemble de manière à répartir les sollicitations, et de donner la forme à
la pièce finale, tout en protégeant le renfort des agressions extérieures. L’un et l’autre
sont présentés ci-après.

Le renfort

Le renfort se présente généralement sous forme de fibres, les plus communes étant
celles de verre, de carbone et d’aramide. Les fibres de carbone, qui nous intéressent
dans le cadre de ce travail, ont les meilleures propriétés mécaniques spécifiques mais
sont coûteuses donc restent réservées aux applications structurelles de hautes perfor-
mances ou à très forte valeur ajoutée comme dans l’industrie des loisirs. On distingue
principalement trois catégories de fibres de carbone : haut module, module intermé-
diaire, et haute résistance ; quelques-unes de leurs caractéristiques sont données dans
le tableau 1.1.

Les fibres sont assemblées en mèches qui contiennent de 3 000 à 80 000 fibres selon
les renforts. Les mèches peuvent présenter de la torsion, on les appelle alors torons. Les
fibres peuvent être courtes (i.e. de l’ordre de quelques mm ou cm) ou continues (i.e.
de l’ordre de la taille de la pièce). Les fibres courtes de l’ordre du millimètre peuvent
renforcer un polymère pour être injectées, celles de l’ordre du centimètre peuvent être
assemblées en nappes ; elles peuvent être orientées ou non. Les fibres continues quant
à elles sont généralement disposées de manière ordonnée de sorte que leur direction
privilégiée confère au matériau composite des bonnes propriétés mécaniques dans les
directions souhaitées. Ces fibres continues peuvent se présenter sous plusieurs manières
illustrées sur la figure 1.1 : les renforts unidirectionnels, les tissus et les renforts mul-
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Caractéristiques Carbone HR Carbone HM
Diamètre [µm] 6 à 7 6 à 7
Masse volumique [kg ¨m´3] 1750 1800
Rigidité sens fibre [GPa] 230 390
Rigidité sens transverse [GPa] 20 12
Coefficient de Poisson [-] 0,3 0,35
Contrainte à rupture en tension [MPa] 3200 2600
Coefficient de dilatation thermique [105 ˝C´1] 0,02 0,08
Prix [€/kg] 40 à 90 60 à 150

Tableau 1.1 – Caractéristiques des fibres de carbone Haut Module (HM) et Haute Résistance
(HR) [5].

(a) (b) (c) (d)

Figure 1.1 – Exemples de renforts : nappe unidirectionnelle (a), tissu sergé (b), tissu taffetas
(c) et renfort multiaxial de type non-crimp fabric (d).

tiaxiaux en sont des exemples.

Dans le cas des tissus surfaciques (2D), les mèches de fibres sont entrecroisées se-
lon deux directions perpendiculaires appelées trame et chaîne, de manière relativement
équilibrée (pas moins de 20 % des fibres dans la direction trame), ou bien avec plus
de 80 % des fibres dans la direction chaîne (tissus quasi-UD 1). Dans le cas des tis-
sus équilibrés, différents motifs appelés armures sont possibles (sergé, satin, taffetas)
conférant au renfort des propriétés différentes. Les tissus présentent une bonne défor-
mabilité et sont relativement faciles à manipuler, cependant le matériau final peut être
sujet au délaminage. Pour pallier ce problème, une troisième direction de mèche peut
être ajoutée dans l’épaisseur du renfort : c’est le cas des tissus tridimensionnels (3D)
et des interlocks, ces derniers constituant un intermédiaire entre les tissus 2D et 3D :
des mèches de chaîne s’entremêlent à des mèches de trame des couches supérieures
et inférieures afin de lier ensemble les couches, menant à des renforts très épais (de
l’ordre d’une dizaine de centimètres). Les tissus sont caractérisés par leur embuvage,
i.e. la longueur supplémentaire de produit nécessaire pour atteindre une longueur to-
tale donnée à cause de l’ondulation des mèches. La rigidité d’un pli dans la direction
des fibres étant optimisée lorsqu’il n’y a pas d’embuvage, les renforts unidirectionnels
présentent de meilleures propriétés mécaniques dans une direction : les fibres sont alors
toutes orientées dans cette même direction. Parmi les renforts UD, on distingue les
tissus quasi-UD, les nappes unidirectionnelles (ou plis), et les mèches (utilisées telles

1. UD : UniDirectionnel(le)(s)
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quelles dans le cas de l’enroulement filamentaire par exemple). Les nappes unidirec-
tionnelles présentent des propriétés mécaniques maximales dans leur direction, mais
leur manipulation est plus difficile. Pour pallier cela, des plis secs de différentes orien-
tations peuvent être superposés et cousus ensemble : ce sont les NCF 2, des renforts
multiaxiaux. Ils présentent des avantages en terme de mise en œuvre (grammages
élevés, bonne tenue à la manipulation).

La matrice

On distingue trois types de matrices : les matrices organiques, limitées par leur
température d’utilisation (< 250 ˝C, voire 350 ˝C pour de courtes périodes d’exposi-
tion), les matrices métalliques pour des applications à haute température (< 800 ˝C),
et enfin les matrices céramiques dédiées aux applications à très haute température
(> 1000 ˝C). Dans le secteur aéronautique, les composites à matrice organique sont
les plus utilisés car ils présentent des bonnes performances mécaniques, ainsi qu’un
bon comportement au vieillissement et aux impacts, et car la température de service
maximale d’une grande partie des pièces ne dépasse pas 150 ˝C. Ils sont en outre les
plus faciles et les moins coûteux à mettre en œuvre.

Les matrices organiques peuvent être thermoplastiques ou thermodurcissables. Pour
les résines thermodurcissables, le passage de l’état liquide à l’état solide est irréver-
sible. Par opposition, les résines thermoplastiques ont pour particularité que le passage
de l’état solide à l’état fondu est réversible sous l’effet de la température ; cela per-
met notamment l’assemblage de structures par thermosoudage, la transformation des
pièces par semi-produits, et le recyclage. Cependant, la mise en œuvre des résines
thermoplastiques nécessite une chauffe à plus haute température (la température de
fusion du PEEK 3 par exemple est de 343 ˝C) que les résines thermodurcissables (les
époxyde, communément appelées époxy et destinées à l’aéronautique, polymérisent
quant à elles typiquement à 180 ˝C). Cependant, la réaction chimique de ces dernières
doit être maîtrisée car elle présente des risques d’exothermie.

1.1.2 Mise en œuvre par procédés directs et indirects

La mise en œuvre des matériaux composites comprend les étapes nécessaires pour
passer du renfort et de la matrice considérés séparément, à la pièce finale. Le mé-
lange entre les deux peut être fait soit au cours d’une étape préalable à la fabrication
de la pièce finale, soit directement. Dans le premier cas, un semi-produit est fabri-
qué, constitué du renfort pré-imprégné de résine, en général thermodurcissable. Ces
pré-imprégnés sont drapés sur la géométrie finale, puis passés en autoclave (enceinte
pressurisée thermorégulée) pour réticuler la résine tout en chassant les porosités. Ces
procédés dits « indirects » sont schématisés sur la figure 1.2. Dans le second cas, le
renfort est drapé à l’état sec, et il est associé à la matrice lors de la même étape que
celle de l’élaboration de la pièce et donc de la réticulation de la résine. On parle alors

2. NCF : Non-Crimp Fabric(s)
3. PEEK : PolyEtherEtherKetone
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de « procédés directs » ou hors autoclave (ou encore par voie liquide, ou LCM 4) ; ils
sont illustrés sur la figure 1.3. Sur ces figures 1.2 et 1.3, l’étape de drapage n’est pas
détaillée ; elle sera l’objet du paragraphe suivant. La mise en œuvre des composites
structuraux par procédés directs constituant le cadre de ce travail, nous présentons ci-
après les deux méthodes d’association du renfort et de la résine : l’injection et l’infusion.

Figure 1.2 – Les différentes étapes de la mise en œuvre des matériaux composites par procédés
indirects traditionnels.

Figure 1.3 – Les différentes étapes de la mise en œuvre des matériaux composites par procédés
directs.

Dans les procédés par injection (désignés généralement par RTM 5), le renfort est
placé entre un moule et un contre-moule, et la résine est injectée dans le plan du ren-
fort éventuellement à haute pression. Ce type de procédé à moule fermé permet de

4. LCM : Liquid Composite Moulding
5. RTM : Resin Transfer Moulding
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contrôler finement la géométrie finale de la pièce et son état de surface, et de maîtriser
le taux volumique de fibres, tout en autorisant des cadences importantes. Les longe-
rons de l’aileron de l’Airbus A380 illustrés sur la figure 1.4a, les caissons de dérive et
les winglets du Falcon 7X, ou l’extrémité de carennage de l’empennage du Legacy 500
BizJet d’Embraer sont des exemples de pièces structurelles fabriquées par RTM [6].
Cependant, l’injection nécessite une presse, un moule et un contre-moule, ce qui est
possible pour les pièces de taille moyenne (de l’ordre du mètre), mais la viabilité éco-
nomique de ce procédé n’a pas encore été démontrée pour des pièces structurelles de
grandes dimensions (plusieurs mètres) ou avec des peaux épaisses telles que des pan-
neaux de fuselage.

La mise en œuvre de ces grandes pièces semble plus viable par infusion (ou VARTM 6).
Dans ce cas, le renfort est placé entre un moule et une bâche étanche, et des consom-
mables sont ajoutés pour contrôler et optimiser les trajets d’écoulement. L’imprégna-
tion du renfort par la résine se fait après mise sous vide, en étuve – sous la pression
atmosphérique. Comparée au RTM, la mise en œuvre par infusion est moins onéreuse
puisqu’elle ne nécessite pas de contre-moule, cependant l’épaisseur est moins maîtrisée
et l’état de surface peut être moins bon à cause de la présence des consommables (pas
d’aspect moule). La porte cargo de l’Airbus A400M illustrée sur la figure 1.4b est un
exemple de pièce de structure mise en œuvre par infusion.

(a) (b)

Figure 1.4 – Exemples de pièces aéronautiques structurelles mises en œuvre par procédés
directs : longeron de l’aileron de l’Airbus A380 par RTM [6] (a) et porte de cargo de l’Airbus
A400M (b).

Pour conclure, l’utilisation de pré-imprégnés présente l’avantage d’une teneur en
résine calibrée car la masse surfacique du semi-produit est contrôlée. De plus, leur mise
en œuvre est facilitée car la résine n’est pas traitée à l’état liquide, et car la pégosité
(« pouvoir collant ») du renfort permet son maintien en place lors du drapage des
différentes couches [7]. Cependant, l’utilisation de l’autoclave et le stockage à´18 ˝C du
semi-produit pré-imprégné sont très onéreux : c’est une des raisons pour lesquelles les
procédés hors autoclave n’impliquant pas de renforts pré-imprégnés sont aujourd’hui
privilégiés par les constructeurs aéronautiques puisqu’ils permettent une réduction des

6. VARTM : Vacuum Assisted RTM
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coûts liés au matériau, au stockage, au transport et à la mise en œuvre. Par ailleurs,
afin d’augmenter les cadences de production, l’automatisation de l’étape de drapage,
traditionnellement manuelle, a fait l’objet d’une grande attention. Les différents modes
de drapage sont présentés dans le paragraphe suivant ; notons qu’on appelle préforme
le semi-produit fibreux tridimensionnel, qu’il soit sec ou pré-imprégné.

1.1.3 Drapage et mise en forme des renforts
Dans le cas des procédés indirects, le renfort pré-imprégné de résine est tradition-

nellement déposé manuellement couche par couche ; on parle de drapage manuel. En
vue d’augmenter les cadences de production, deux modes d’automatisation de la dé-
pose ont été proposés pour les renforts unidirectionnels (secs ou pré-imprégnés). Tout
d’abord, le drapage automatisé à l’aide d’une machine ATL 7 consiste à déposer des
couches de renforts UD de largeur calibrée de l’ordre de 1 à 50 cm, soit à plat soit
sur une géométrie relativement simple. Le drapage sur des géométries plus complexes
peut également être automatisé avec le placement automatique de fibres à l’aide d’une
machine AFP 8, qui dépose des nappes UD de 2 à 10 mm de large environ. Afin d’aug-
menter la vitesse de dépose et de limiter le temps d’immobilisation du moule, le renfort
peut également être déposé de façon automatisée à plat, puis l’empilement de renforts
peut être mis en forme au cours d’une étape ultérieure. Ces différentes options sont
illustrées sur la figure 1.5, qui complète les figures 1.2 et 1.3. A titre d’exemple, les
longerons arrières de l’Airbus A400M sont déposés à plat par ATL puis mis en forme
à chaud, tandis que la même pièce de l’Airbus A350 est déposée par AFP directement
sur la géométrie finale. Ces choix différents s’expliquent d’une part par la plus grande
complexité géométrique du longeron A350, et d’autre part par les quelques années qui
ont séparé le développement de ces deux pièces, et qui ont donc laissé le temps à la
technologie AFP de gagner en maturité.

Dans le cas des procédés directs, les renforts ne bénéficient pas du pouvoir collant
de la résine thermodurcissable non réticulée (ou thermoplastique fondue) qui fait le lien
entre le renfort déposé et les autres couches. Un liant thermoplastique, généralement
sous forme de poudre ne dépassant pas 5 % du grammage du renfort, est requis pour
maintenir les couches entre elles. De la même façon que pour les procédés indirects, le
renfort peut alors être déposé à chaud de façon automatisée avec des machines de type
AFP ou ATL, soit directement sur la géométrie finale, soit à plat. Dans le cadre de
notre étude, nous nous intéresserons à la mise en forme d’un empilement de renforts
secs déposés à plat.

Que ce soit pour les procédés directs ou indirects, il existe deux méthodes générales
de mise en forme d’un renfort déposé à plat : l’estampage, faisant appel à un moule et
un contre-moule éventuellement de façon séquencée, et l’utilisation d’une membrane
(ou diaphragme) associée à un moule en appliquant une pression ou bien en tirant
le vide. Dans le cas de l’estampage, des serre-flancs (ou ressorts, etc.) peuvent être
employés afin de maintenir le renfort sous tension pour limiter l’apparition de plisse-
ments. Dans le cas des procédés à membrane, l’utilisation d’une deuxième membrane

7. ATL : Automated Tape Laying
8. AFP : Automated Fibre Placement
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remplit la même fonction. L’opération est généralement réalisée en température : soit
pour diminuer la viscosité des pré-imprégnés thermodurcissables, soit pour permettre
le thermoformage des pré-imprégnés thermoplastiques, soit pour activer le liant sur les
renforts secs.

Figure 1.5 – Différentes options pour l’étape de drapage des renforts UD (en complément des
figures 1.2 et 1.3) : drapage manuel [6], dépose automatisée ATL (machine MAG Industrial
Automation Systems), placement de fibres AFP (machine MTorres).

La mise en forme de pré-imprégnés par simple membrane est utilisée dans le secteur
aéronautique (longerons de l’Airbus A400M cités précédemment) ; une machine de
mise en forme par simple membrane est illustrée sur la figure 1.6. En revanche, s’il
n’y a pas, à notre connaissance, de pièce aéronautique structurelle mise en œuvre
par dépose à plat d’un renfort sec puis mis en forme de l’empilement sec, cette voie
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semble néanmoins prometteuse en vue de l’augmentation des cadences de production.
L’estampage, rapide, est employé dans l’automobile – par exemple pour le corps de
base de l’habitacle de la BMW i3 –, cependant des défauts de mise en forme peuvent
apparaître. Dans le secteur aéronautique, les procédés à membrane sous vide (pression
de mise en forme de l’ordre de 1 bar) retiennent donc davantage l’attention, d’une part
car ils sont plus adaptés à de larges structures (pas de contre-moule ni de presse), et
d’autre part car ils permettent de réduire les défauts de mise en forme [8]. C’est ce
procédé de mise en forme par double membrane sous vide qui constituera le cadre de
notre étude. Les différentes étapes de ce procédé sont détaillées sur la figure 1.7.

Figure 1.6 – Machine de formage à chaud de LT Machines.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 1.7 – Les différentes étapes de la mise en forme d’un empilement de renforts secs
par double membrane à chaud : mise en place (a), compaction entre les deux membranes (b),
montée en température (c), mise en forme (d), refroidissement et démoulage (e).

1.1.4 Enjeux de la mise en forme des renforts secs
La présence potentielle de défauts dans une pièce composite est due à la fois au

design (géométrie, type de renfort, orientations) et à la mise en œuvre [9], dont cha-
cune des étapes apporte ses difficultés. Par exemple, c’est au moment de la dépose
automatisée que peuvent apparaître des écarts ou recouvrements entre les plis, ou de
la contamination (peluches de fibres ou FOD 9), tandis que c’est au moment de l’as-
sociation avec la résine que des porosités ou zones sèches peuvent se former. Lors de

9. FOD : Foreign Objects Debris
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l’étape de mise en forme, qui est celle qui nous intéresse dans le cadre de ce travail,
divers défauts peuvent apparaître. Les principaux sont schématisés sur la figure 1.8.

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

Figure 1.8 – Schémas des principaux défauts pouvant apparaître lors de la mise en forme :
ondulation hors-plan (a), plissement hors plan (b), ondulation plane (c), défaut d’alignement
(d), décohésion ou ouverture (e), rupture de fibre ou de pli (f).

Du point de vue du design, les géométries non développables en particulier consti-
tuent un défi : il s’agit des formes dont la surface est non applicable sur un plan sans
étirement, telles qu’un hémisphère ou un coin de valise. Par opposition les surfaces
développables ne présentent qu’une seule courbure ; une poutre à section en Z en est
un exemple. Il a longtemps été considéré que seuls les tissus, par leur déformabilité
en cisaillement plan, pouvaient permettre de mettre en forme des formes non déve-
loppables [10]. Mais aujourd’hui des solutions sont étudiées pour les nappes UD, avec
pour objectif de limiter l’apparition des défauts, comme c’est le cas dans cette étude.
Notons que des défauts de mise en forme peuvent être présents même sur des géomé-
tries développables : des plissements hors-plan peuvent par exemple apparaître lors de
la mise en forme de pré-imprégnés thermodurcissables sur des raidisseurs en U [11].
Cela est dû à la structure et au comportement mécanique spécifiques des renforts, avec
notamment une quasi-inextensibilité dans la direction des fibres.

Ces défauts peuvent fortement dégrader les propriétés de la pièce finale. Frommel et
al. [12] estiment par exemple qu’une déviation de 13° de l’orientation des fibres réduit
de moitié le module de traction du matériau, et que la contrainte de traction à rupture
diminue déjà de moitié pour 6° de déviation. Lightfoot et al. [11] ayant observé jusqu’à
50° de défaut d’alignement des plis sur une géométrie développable en U, on comprend
l’intérêt de maîtriser l’orientation des fibres lors de la mise en forme d’un renfort sur
une forme potentiellement complexe, en vue de connaître les propriétés mécaniques de
la pièce finale en fonction de la présence d’ondulations, déviations ou plissements par
exemple.

1.2 Position de l’étude

1.2.1 Contexte industriel
Afin de répondre simultanément aux exigences de qualité et de performances mé-

caniques des structures primaires aéronautiques, et au besoin d’augmentation des ca-
dences de production et de réduction des coûts, Hexcel Reinforcements a développé
une solution technique : le renfort HiTape®, destiné aux procédés directs via une
dépose automatisée. HiTape® est un renfort unidirectionnel de fibres de carbone,
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constitué d’un assemblage de plusieurs fils – mèches épanouies – maintenus par un
voile thermoplastique situé sur chacune de ses faces comme représenté sur la figure
1.9a. Il concurrence les propriétés mécaniques des matériaux pré-imprégnés de der-
nière génération (figure 1.9b), et permet d’atteindre un taux volumique de fibres dans
la pièce infusée de 58 à 60 % visé par les constructeurs aéronautiques. Grâce au voile
thermoplastique partiellement fondu qui permet la cohésion mécanique des empile-
ments, HiTape® permet de combiner les avantages de la dépose automatisée (jusqu’à
50 kg ¨ h´1) avec ceux des procédés hors autoclave. Cependant, la structure particu-
lière de ce renfort lui confère un comportement mécanique spécifique, intermédiaire
entre un renfort sec (structure interne) et un pré-imprégné (à l’interface à cause de la
présence du voile thermoplastique), par conséquent peu connu.

(a) (b)

Figure 1.9 – Structure du renfort HiTape® (a) et comparaison de ses propriétés avec celles
d’un pré-imprégné de référence (b) [13].

1.2.2 Contexte académique et objectif de la thèse

Ce travail de recherche s’inscrit dans le cadre d’un financement CIFRE. Il s’agit
d’une collaboration entre le centre Science des Matériaux et des Structures (SMS) du
Laboratoire Georges Friedel (LGF – UMR CNRS 5307) de Mines Saint-Étienne et la
société Hexcel Reinforcements. Ce travail implique également le Laboratoire de Mé-
canique des Contacts et des Structures (LaMCoS – UMR CNRS 5259) de l’Institut
National des Sciences Appliquées de Lyon (INSA).
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Du point de vue académique, l’enjeu est une meilleure compréhension de la phy-
sique intervenant lors de la mise en forme en vue de la modélisation et de la simulation
de l’ensemble du procédé de mise en œuvre des matériaux composites par procédés
directs. Ce travail de thèse est ainsi à rapprocher de la chaire industrielle de recherche
et d’enseignement entre Hexcel et Mines Saint-Étienne, constituée d’un budget conso-
lidé de près de 2M€ pour la période 2015 – 2020. Intitulée « Modélisation numérique
avancée pour l’élaboration par infusion de composites structuraux de nouvelle géné-
ration », cette chaire vise à structurer le cadre numérique de la simulation de la mise
en œuvre des matériaux composites hautes performances par infusion, avec plusieurs
travaux de doctorats et post-doctorats ces dernières années [14–17]. La simulation de
l’étape de mise en forme, préalable à l’infusion, est quant à elle initiée par ce travail
de thèse.

L’objectif de ce travail de recherche est ainsi la modélisation et la simulation de
la mise en forme d’empilements de renforts HiTape®, dans le cadre de la mise en
œuvre des grandes pièces structurelles aéronautiques par procédés directs avec une
dépose automatisée à plat. Cela nécessite à la fois de comprendre le comportement
de ce matériau intermédiaire entre un renfort sec et un pré-imprégné via des essais
de caractérisation, et de mettre en place des outils numériques permettant de prédire
l’état de la préforme au cours de sa transformation. En effet, non seulement la pré-
sence de défauts sur la préforme peut dégrader les performances mécaniques de la pièce
finale, mais elle peut également modifier le déroulement de l’infusion via la création
de chemins préférentiels d’écoulement si certaines zones sont moins compactées que
d’autres. La compréhension des phénomènes en jeu permettra in fine de déterminer
les conditions optimales de mise en forme.

Afin de disposer d’un outil unique pour simuler l’ensemble des étapes de la mise en
œuvre des composites par infusion, ce travail de thèse s’inscrit dans la continuité des
développements réalisés à Mines Saint-Étienne dans le solveur éléments finis Z-set 10,
notamment dans le cadre de la chaire. Ce choix permet par ailleurs de bénéficier des
avantages de Z-set en terme de modularité et de flexibilité quant à l’implémentation.

Avant de présenter la démarche générale du travail de thèse (partie 1.4), un état
de l’art de la modélisation et de la simulation de la mise en forme des renforts (partie
1.3) est tout d’abord réalisé, et quelques choix sont présentés.

1.3 Modélisation et simulation de la mise en forme des renforts

1.3.1 Choix d’une échelle de représentation

Les renforts fibreux ont une structure multi-échelle, comme représenté sur la figure
1.10, et l’échelle de modélisation choisie dépend de l’objectif :

— à l’échelle des fibres (microscopique), il s’agit d’étudier les fibres et leurs inter-
actions ;

10. www.zset-software.com
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— à l’échelle des mèches (mésoscopique), la simulation vise à étudier les mèches et
leurs interactions et à déterminer les propriétés locales du renfort induites par
l’arrangement des fibres ;

— à l’échelle des plis (mésoscopique), l’objectif est d’étudier le comportement des
plis en prédisant l’apparition de plissements par exemple et leurs interactions
(frottement inter-pli) ;

— à l’échelle de la pièce (macroscopique), il s’agit d’étudier l’empilement de renforts
et son comportement.

Figure 1.10 – Les différentes échelles de représentation pour la mise en forme des renforts
d’après [18,19].

Compte tenu de la faible épaisseur (de l’ordre de 0,2 mm) des renforts HiTape®,
et de leur structure même de couche fibreuse dense avec un voile thermoplastique à
l’interface entre les plis, l’échelle du pli est retenue comme pertinente pour la modéli-
sation de leur comportement. Par rapport aux échelles inférieures, elle permet de plus
de limiter les coûts de calcul. A l’échelle du pli, plusieurs approches existent pour la
simulation de la mise en forme ; elles sont présentées ci-après dans la partie 1.3.2.

1.3.2 Présentation des approches à l’échelle du pli

Approche géométrique

L’approche géométrique – ou méthode du filet – a initialement été développée pour
les tissus : le renfort est en effet représenté avant déformation par un quadrillage avec
deux directions principales correspondant à celles de la trame et de la chaîne du tissu.
Les trois hypothèses suivantes sont faites concernant l’étape de mise en forme : (i) pas
de glissement entre chaîne et trame (pin jointed-net), i.e. les points géométriques de
contact entre chaîne et trame restent constants et le renfort se déforme par rotation
au niveau de ces points de contacts, (ii) pas de frottement entre le renfort et l’outil, et
(iii) inextensibilité des mèches. Cette méthode, illustrée sur la figure 1.11, est très ra-
pide. Elle permet d’identifier des zones critiques pour la mise en forme (insuffisance de
matière ou nécessitant un « coup de ciseau ») dans une phase de pré-dimensionnement
ou de pré-optimisation [20]. Divers outils commerciaux existent ; Catia CPD 11, PAM-

11. www.3ds.com
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Figure 1.11 – Détermination de la position du point C connaissant celles de A et de B dans
la méthode du filet [10].

QuikForm 12, FiberSim 13 ou MSC Laminate Modeller 14 en sont des exemples. Cepen-
dant, il n’y a pas de différenciation mécanique (i.e. le résultat ne dépend pas du type
de renfort) et les interactions entre les plis ne sont pas décrites [9]. Pour une prédic-
tion plus fine, des approches mécaniques sont alors proposées, comme présenté dans
les paragraphes suivants.

Approche mécanique discrète

L’approche mécanique discrète consiste à modéliser le renfort par un ensemble
discontinu d’éléments déformables. La figure 1.12 en montre un exemple : le renfort
est représenté par un ensemble de nœuds reliés par des barres et des ressorts positionnés
de sorte à modéliser les modes de déformation du renfort. Cependant, cette approche
n’est pas utilisée à notre connaissance pour des renforts techniques, car elle n’offre pas
un cadre mécanique suffisamment riche.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 1.12 – Une particule « O » connectée à ses quatre voisins (a), avec modélisation de
l’élongation (b), du cisaillement (c, d) et de la flexion (e) [21].

Approche mécanique continue

Les approches mécaniques continues sont basées sur l’hypothèse que le matériau
est un milieu continu homogène, i.e. le matériau est le même en tout point. A l’échelle
du pli, la structure mésoscopique (armure dans le cas des tissus par exemple) n’est
donc pas prise en compte. En général, ces modèles sont basés sur l’hypothèse IFRM 15,

12. www.esi-group.com
13. www.plm.automation.siemens.com
14. www.simcompanion.mscsoftware.com
15. IFRM : Ideal Fibre Reinforced Material
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initialement proposée par Spencer et al. [22] puis adaptée par Rogers [23] et John-
son [24] au comportement des pré-imprégnés uni- et bidirectionnels, selon laquelle (i)
le matériau est incompressible et (ii) les fibres sont inextensibles, ce qui peut poser
des problèmes numériques.

Les principales solutions commerciales de solveurs spécifiquement développées pour
la simulation de la mise en forme sont AniForm™ 16 (solveur implicite) et PAM-
FORM™ 17 (solveur explicite). Par ailleurs, LS-Dyna™ 18 (solveur explicite) et Aba-
qus™ 19 sont des solveurs multi-physiques nécessitant un travail de développement pour
être adaptés au problème de la mise en forme des renforts, mais offrant par ailleurs
davantage de flexibilité. Une comparaison de la capacité de ces différents solveurs à
prédire la mise en forme d’un pré-imprégné TP 20 UD a été réalisée [25] ; elle révèle que
la position et la direction des plissements est identifiée par tous les solveurs, mais que
les résultats d’autres caractéristiques plus précises telles que la longueur ou la hauteur
des plissements varie en fonction de la capacité des logiciels à pouvoir être adaptés au
comportement du matériau considéré. Ainsi, des approches continues à l’échelle des
plis ont déjà été utilisées et se sont révélées pertinentes pour la simulation de la mise en
forme des renforts ; une telle approche mécanique continue est également sélectionnée
dans le cadre de ce travail de thèse.

Enfin, notons que dans certains cas, des approches mécaniques semi-discrètes, com-
binaisons des deux approches précédentes, ont également été proposées pour représen-
ter des comportements très spécifiques. Il s’agit alors de représenter une partie du
comportement par un solide continu, et une autre par des éléments discrets. Ces deux
parties peuvent être associées dans un même élément avec pour objectif de représenter
plus fidèlement l’anisotropie du renfort : de Luycker et al. [26] ont par exemple com-
biné des éléments solides d’une part pour modéliser la compaction et le cisaillement
transverse hors-plan, à des éléments solides barres volontairement discrets d’autre part
pour la tension des mèches dans les interlocks, comme illustré sur la figure 1.13a. Les
parties discrète et continue peuvent également être indépendantes et représenter des
composants différents : Creech & Pickett [27] ont ainsi modélisé un NCF par un milieu
continu pour les fibres et des éléments barres pour les coutures comme présenté sur la
figure 1.13b – cependant cela implique de gérer le contact entre les deux (entre nappes
et couture pour cet exemple).

1.4 Démarche du travail
La prochaine grande partie (partie II) de ce manuscrit s’intéresse à l’identification

et la caractérisation des réponses mécaniques du renfort HiTape® sous diverses sollici-
tations à l’échelle d’un pli (couche) de renfort. Pour cela, le chapitre 2, bibliographique,
répertorie les différentes sollicitations des renforts en général et les méthodes de carac-
térisation existantes, et permet de définir la stratégie de description du comportement

16. www.aniform.com
17. www.esi-group.com
18. www.lstc.com/products/ls-dyna
19. www.3ds.com
20. TP : ThermoPlastique(s)
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(a) (b)

Figure 1.13 – Approche semi-discrète pour un interlock [26] (a) et pour un NCF [27] (b).

du renfort HiTape®. Dans le chapitre 3, le comportement intra-pli du renfort est ca-
ractérisé au moyen notamment d’un essai de flexion, préalablement conçu et mis en
place. Enfin dans le chapitre 4, le comportement inter-pli (interface entre les plis) est
caractérisé à l’aide d’un essai de frottement, également préalablement conçu et mis en
place.

Dans la dernière grande partie de ce manuscrit (partie III), il s’agit de modéliser
mécaniquement et numériquement la réponse mécanique du renfort HiTape® en vue
de la simulation de sa mise en forme, en intégrant les grands déplacements et rota-
tions. Dans cette optique, le chapitre 5 tout d’abord pose les bases de la mécanique des
milieux continus et du cadre thermodynamique, et propose des modèles mécaniques
pour le milieu intra-pli d’une part, et l’interface entre les plis d’autre part. Dans le
chapitre 6, le problème de l’équilibre d’un seul solide figurant une couche de renfort
est posé, et la résolution par la méthode des éléments finis est introduite. Une loi de
comportement spécifique pour le milieu intra-pli est implémentée et validée par des
cas-tests. Enfin dans le chapitre 7, le problème de l’équilibre mécanique de deux solides
séparés par une interface figurant le voile thermoplastique est formulé, et résolu par
la méthode des éléments finis intégrant des zones cohésives, après implémentation et
validation de lois spécifiques.
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Introduction

Comme nous l’avons vu, les renforts tels que les tissus, les UD ou les NCF sont
élaborés à partir d’ensembles de fibres. Cette structure particulière confère des spéci-
ficités à leur comportement mécanique à l’échelle d’un pli.

Tout d’abord, les renforts présentent une structure multi-échelle ; le comportement
à l’échelle des plis est donc fortement influencé par la réponse aux échelles inférieures
(fibres et mèches). Par exemple, à l’échelle microscopique, les caractéristiques des
fibres, leur arrangement, leur taux volumique, ainsi que leur mouvement relatif en
rotation et en translation influencent les modes de déformation à l’échelle des mèches.
Ensuite, la réponse mécanique des renforts à l’échelle d’un pli est souvent non-linéaire,
dû à une combinaison de modes de déformation intra-mèches et inter-mèches (rotation,
translation). De plus, un comportement mécanique fortement anisotrope des renforts
en général est observé notamment à l’échelle macroscopique, dû surtout à la structure
des renforts à fibres continues caractérisés par une ou plusieurs directions privilégiées.
Enfin, la quasi-inextensibilité des fibres dans leur direction principale rend la réponse
mécanique des renforts d’autant plus spécifique.

Compte tenu de ces particularités générales des renforts, la modélisation du renfort
HiTape® nécessite une étape préliminaire de compréhension de son comportement lors
de l’étape de mise en forme, i.e. de sa réponse sous diverses sollicitations. On rappelle
que l’échelle du pli a été sélectionnée pour cette étude (partie 1.3.1), en considérant
la faible épaisseur du renfort et sa structure intra-pli unidirectionnelle. De plus, une
approche mécanique continue a été jugée pertinente (partie 1.3.2) car elle permet la
description du comportement du renfort HiTape® par un milieu équivalent au com-
portement élastique, hypothèse systématique pour les renforts. Finalement, l’étude du
comportement intra-pli du renfort HiTape® unidirectionnel découle directement du
comportement d’une mèche sèche, comme illustré sur la figure 2.1.

Figure 2.1 – Le renfort HiTape® présente la structure d’un paquet de fibre à l’échelle d’un
pli (image fibre [18] ; image mèches [28]).
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A l’échelle d’un empilement de renforts HiTape®, la présence du voile thermoplas-
tique à l’interface entre les plis (« inter-pli ») rapproche d’avantage le comportement
attendu de celui des renforts pré-imprégnés, pour lesquels des effets visqueux sont ob-
servés, comme justifié par la figure 2.2.

(a) (b)

Figure 2.2 – Illustration [13] (a) et modélisation (b) de la structure du renfort HiTape®,
intermédiaire entre les renforts secs et pré-imprégnés.

Ainsi, sous le prisme de l’approche sélectionnée, ce chapitre fait tout d’abord l’in-
ventaire des différents types de sollicitations auxquelles les renforts peuvent être soumis
(partie 2.1). La réponse à chaque sollicitation est ensuite détaillée et les méthodes de
caractérisation correspondantes sont présentées (parties 2.2 et 2.3). L’objectif est d’en
déduire une stratégie de modélisation et de caractérisation du renfort HiTape® (par-
tie 2.4). Nous mentionnons également quelques résultats de la littérature en nous inté-
ressant particulièrement à des matériaux susceptibles de présenter un comportement
proche du renfort étudié, à savoir des renforts (i) unidirectionnels, et (ii) secs pour le
comportement plutôt induit par la couche fibreuse et pré-imprégnés pour l’inter-pli.

2.1 Les différentes sollicitations auxquelles les renforts peuvent être
soumis

Par souci de clarté et de simplicité, on fait le choix de notation suivant pour tout
le manuscrit (sauf contre-indication), où B “ pE1, E2, E3q forme une base cartésienne
orthonormée de l’espace : le plan du renfort est caractérisé par les directions E1 et E2,
et E3 est normal au plan du renfort (i.e. dirigé selon son épaisseur). Dans le cas des
tissus, E1 et E2 correspondent aux directions trame et chaîne ; dans le cas d’un renfort
unidirectionnel, E1 correspond à la direction des fibres.

À l’échelle d’un pli, les différentes sollicitations possibles pour un pli unitaire unidi-
rectionnel de renfort sont représentées sur la figure 2.3 : les tractions longitudinale (a)
et transverse (b) dans le plan du renfort, la compaction dans la direction de l’épaisseur
du renfort (c), les cisaillements plan (d) et transverses hors-plan (e-f), et la flexion hors-
plan (g-h) dans chacune des directions du plan du renfort (longitudinale et transverse).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

Figure 2.3 – Diverses sollicitations intra-plis des renforts représentées dans la base B :
traction longitudinale (a), traction transverse plane (b), compaction (c), cisaillement plan (d)
et cisaillements transverses hors-plan (e-f), et flexion hors-plan longitudinale et transverse
(g-h).

Dans l’optique de simuler la mise en forme d’un empilement de renforts sur un
moule, les interactions inter-plis d’une part, et entre les plis et le moule d’autre part,
sont également à prendre à compte. Dans le cadre de ce travail de thèse, nous nous
concentrons sur les premières, et représentons les secondes via des conditions de contact
standard (sans frottement). Parmi les interactions inter-plis, le glissement inter-pli (i.e.
le frottement relatif des plis les uns par rapport aux autres) et l’adhésion entre les plis
interviennent ; ils sont illustrés à l’échelle du pli sur la figure 2.4 dans la même base
B.

(a) (b)

Figure 2.4 – Diverses sollicitations de l’interface entre les couches de renforts représentées
dans la base B : glissement inter-pli (a) et décohésion (b).

Dans les parties 2.2 et 2.3 de ce chapitre, nous considérons successivement tous les
types de sollicitations schématisés sur les figures 2.3 et 2.4 en exposant les modèles
utilisés pour décrire la réponse des renforts à ces sollicitations, et les méthodes clas-
siques de caractérisation correspondantes.
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2.2 Réponses à des sollicitations intra-plis

2.2.1 Traction longitudinale

Sollicitées en traction dans leur direction principale, les fibres de carbone ont un
comportement quasi-linéaire élastique caractérisé par un module Ef et une rupture de
type fragile avec un allongement à rupture typiquement très faible (de 1 à 3 %) [10,29].
Les comportements en traction d’une mèche de fibres de carbone et d’un tissu sont
illustrés sur la figure 2.5. Ces comportements sont généralement caractérisés à l’aide
d’une machine de traction standard. La mèche sollicitée dans sa direction présente un
comportement linéaire élastique semblable à celui des fibres, tandis que dans le cas
d’un tissu, l’embuvage crée une non-linéarité dans la première phase de la réponse.

La structure orientée d’un renfort unidirectionnel pré-imprégné de résine justifie
donc de considérer que son comportement en traction est quasi-linéaire élastique. Dans
le cas d’un milieu biphasique, le module de traction EL équivalent dans la direction
des fibres peut alors être approximé par la loi des mélanges de type Voigt considérant
des déformations identiques pour tous les constituants (ressorts en parallèle) :

EL “ Vf Ef ` p1´ Vfq Em (2.1)

où Vf est le taux volumique de fibres et Em le module de la matrice. Cette approxi-
mation génère une erreur de 1 à 2 % seulement lorsqu’on la compare à des mesures
expérimentales [30]. Dans le cas d’un renfort unidirectionnel sec, seules les fibres contri-
buent à la rigidité : le module de traction équivalent dans la direction des fibres devient
alors EL « Vf Ef. De façon similaire, l’allongement à rupture est le même que celui
des fibres.

Figure 2.5 – Comparaison du comportement en traction d’une mèche et d’un tissu [31].
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2.2.2 Traction transverse plane

Le comportement en traction transverse plane (figure 2.3b) peut théoriquement être
décrit de la même façon par son module ET équivalent dans la direction transverse.
Dans le cas des renforts unidirectionnels, quelques tentatives de caractérisation sont
recensées sur des pré-imprégnés, la matrice donnant une certaine cohésion au renfort
dans la direction transverse. Ces essais ont été réalisés à l’aide d’une machine de
traction standard (sur un UD carbone/époxy [32,33]) ou bien d’une DMA 1 à vitesse de
chargement constante (sur un UD carbone/PA6 2 [34]). Le principal défi de ces essais
est de maintenir l’intégrité de l’échantillon, l’allongement étant non uniforme et la
décohésion intervenant à des niveaux de force très bas [32] comme illustré sur la figure
2.6. Pour contourner cette difficulté, des empilements de même orientation ou croisés
ont été caractérisés [32]. Un module de traction transverse de l’ordre de 10´6 GPa a
été obtenu sur un UD carbone/PA6 [34]. Dans le cas des renforts unidirectionnels secs,
aucune valeur du module ET n’a été proposée à notre connaissance. La cohésion du
renfort dans la direction transverse étant encore plus faible que pour un renfort pré-
imprégné, invalidant presque dès le début de l’essai l’hypothèse de continuité, on peut
s’interroger sur la pertinence d’un tel essai.

(a) (b)

Figure 2.6 – Photographies d’un essai de traction transverse plane sur un empilement de 4
plis pré-imprégnés UD carbone/époxy de même orientation : état initial (a) et courant (b) [33]
– la direction de sollicitation est indiquée en rouge, et le phénomène de décohésion est mis
en évidence.

2.2.3 Compaction

La sollicitation en compaction d’un renfort, schématisée sur la figure 2.3c, corres-
pond à une compression dans le sens de son épaisseur. L’état de compaction de ce
renfort est alors caractérisé par son taux volumique de fibres, défini de la manière
suivante :

Vf “
A N

ρf h
(2.2)

1. DMA : Dynamic Mechanical Analysis
2. PA : PolyAmide
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où h [m] est l’épaisseur de l’empilement donnée par l’essai, A [g ¨m´2] la masse sur-
facique (ou grammage) du renfort, N [-] le nombre de plis et ρf [g ¨m´3] la masse
volumique des fibres. Ce type de sollicitation a un impact non négligeable dans les
procédés directs. En effet, plus le renfort est compacté – i.e. plus le taux volumique de
fibres est grand –, plus la perméabilité de la structure fibreuse diminue, donc plus le
temps de remplissage lors de l’infusion augmente. De plus, si l’état de compaction du
renfort n’est pas homogène sur toute la structure, des chemins de remplissage préfé-
rentiels peuvent apparaître et des défauts d’imprégnation peuvent se former. Ainsi, la
connaissance du taux volumique de fibres permet de mieux maîtriser l’étape d’infusion.
Dans les procédés de mise en forme par membrane(s) qui nous intéressent, les forces
appliquées sont suiveuses, i.e. orientées suivant l’épaisseur de la préforme. Ainsi même
si la compaction intervient dans l’épaisseur du renfort, petite au regard des dimensions
du renfort dans son plan, la réponse associée a une influence importante sur la mise
en forme des renforts secs, et a fait l’objet de nombreuses études.

Un essai de compaction a pour objectif de décrire la relation entre le taux volumique
de fibres Vf et la contrainte de compaction σC , cette dernière étant définie comme le
rapport entre la force de compaction et la surface de l’échantillon. Pour cela, l’essai
consiste en général à comprimer dans la direction de son épaisseur un empilement de
renforts entre deux plateaux à l’aide d’une machine de traction standard ; un exemple
de montage est donné sur la figure 2.7. Les données de force et de déplacement sont
interprétées en termes de contrainte de compaction et de taux volumique de fibres. La
principale difficulté associée à ce type d’essai est d’assurer le parallélisme entre les pla-
teaux de compression, ceci assurant une déformation homogène dans le plan du renfort.
Par ailleurs, afin d’avoir un relevé précis du déplacement, un capteur supplémentaire
est en général utilisé. Une limite de l’essai est l’hypothèse d’une déformation homogène
dans l’épaisseur du renfort ; en effet il a été montré que les renforts épais sont plus
compressés dans la région proche des plateaux qu’au milieu de la préforme [35].

Figure 2.7 – Exemple d’un banc de caractérisation en compaction [19].

L’allure du comportement de compaction est la même pour tous les renforts, qu’ils
soient secs ou pré-imprégnés [35,36] comme illustré sur la figure 2.8 pour des renforts
variés : un mat sec de fibres courtes (OCS-random), un UD sec cousu (UD-stitched),
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un NCF bi-directionnel (NCS ), un tissu taffetas sec (PWF-dry) et ce même tissu pré-
imprégné (PWF-wet). Le comportement obtenu est ainsi fortement non-linéaire, car
dû au réarrangement des fibres au cours de la sollicitation. Après une phase initiale
très souple au cours de laquelle les fibres viennent en contact les unes des autres, la
contrainte de compaction augmente fortement jusqu’à ce que les espaces vides entre
les fibres disparaissent pour tendre vers un comportement quasi-linéaire de pente ca-
ractérisée par la rigidité transverse des fibres [37].

Figure 2.8 – Exemples de résultats de divers types de renforts sollicités en compaction [36].

Des premiers modèles purement élastiques dérivés de la théorie des poutres ont été
proposés notamment par Van Wyk [38] ; celui de Gutowski [39] est souvent utilisé :

σC “ k
Vf{Vf0 ´ 1

p1{Vf ´ 1{Vfmaxq
4

avec Vf0 “ VfpσC “ 0q , Vfmax “ lim
σCÑ8

Vf (2.3)

où k est un paramètre à définir, et Vf0 et Vfmax sont les taux volumiques de fibres
respectivement dans un état libre de contrainte et maximum. Ces deux derniers étant
difficiles à caractériser, ils sont souvent traités comme paramètres. D’autres modèles
empiriques ont également été proposés, notamment des lois de puissance du type :

σC “ mVf
n (2.4)

où m et n sont des paramètres à définir, n étant typiquement de l’ordre de 5 à 10 [40].
Des lois de puissance ont ainsi été utilisées pour un tissu sergé sec [41] ou un mat sec de
fibres de verres [42], cependant elles présentent l’inconvénient de ne jamais s’annuler :
il n’y a ainsi pas de point à zéro contrainte pVf0, 0q, ce qui n’est pas physique. Des
modèles polynomiaux [36] ont également été employés, comme :

σC “
n
ÿ

i“0

aipVf ´ Vfdatq
i , a0 “ σfdat (2.5)

où n et les ai (i “ 1..n) sont des paramètres à définir, et pVfdat, σfdatq est un couple
connu – par exemple pVf0, 0q.
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Cependant, le comportement en compaction des renforts n’est pas purement élas-
tique. En effet, il peut présenter non seulement des aspects visco-élastiques associés à
de la relaxation, une dépendance à la vitesse de sollicitation ou un effet adoucissant de
l’histoire car les courbes ne superposent pas d’un cycle à l’autre [36], mais également
un phénomène d’hystérésis – i.e. les courbes de charge et de décharge ne sont pas
superposées à cause de la dissipation due au contact entre les fibres. Ces phénomènes
sont illustrés sur la figure 2.9. Différents modèles visent à les prendre en compte ; ils
ne sont pas détaillés ici.

(a) (b) (c)

Figure 2.9 – Représentation schématique de la relation entre la contrainte, l’épaisseur de la
préforme et le temps en présence de relaxation (a), d’influence de la vitesse de sollicitation
(b) et d’un phénomène d’hystérésis (c) d’après [43].

2.2.4 Cisaillement plan
Le cisaillement plan est le mode de déformation prépondérant lors de la mise en

forme d’un renfort de type tissu sec sur une forme non développable ; de nombreux
travaux se sont donc attachés à le caractériser. Lorsqu’un renfort tissé est sollicité en
cisaillement plan, les mèches commencent par tourner au niveau des points de contacts,
puis elles rentrent en contact et les efforts augmentent fortement. Ce comportement est
fortement non-linéaire, par conséquent on ne peut pas déduire un module de cisaille-
ment équivalent à partir du module des fibres. Caractériser ce comportement consiste
alors à identifier la relation entre la force et l’angle de cisaillement, défini par l’angle
complémentaire de celui formé par la chaîne et la trame (i.e. leur somme vaut π{2).

Deux méthodes communes de caractérisation existent : le bias-extension test et le
picture-frame test (ou trellis-frame test). Elles sont illustrées sur la figure 2.10. Elles
nécessitent une machine de traction standard et ont pour donnée de sortie la force en
fonction du déplacement. Le déplacement est ensuite géométriquement relié à l’angle
de cisaillement. Dans le picture-frame test, le renfort est placé dans un cadre articulé
initialement carré sollicité dans la direction d’une diagonale, les directions des fibres
étant parallèles aux côtés du carré. Ce test vise à solliciter le renfort en cisaillement pur ;
pour cela, le cadre est déformé en losange au cours de l’essai. Dans le bias-extension
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test, un échantillon rectangulaire, dont la longueur dans la direction de sollicitation est
au moins deux fois supérieure à la largeur, est testé en traction, les fibres étant orien-
tées à ˘45°. Ces deux méthodes présentent l’avantage d’être assez simples à mettre en
place, et sont très utilisées pour caractériser différents tissus, pré-imprégnés ou non,
possiblement dans une enceinte thermique. Les principales limites du picture-frame
test sont (i) sa sensibilité à un défaut d’alignement car si les fibres travaillent en ten-
sion, le test est perturbé puisque la rigidité en tension est bien supérieure à celle de
cisaillement, et (ii) l’encastrement. En effet, pour solliciter l’échantillon en cisaillement
pur, la rotation devrait être autorisée au niveau de la zone de maintien de l’échantillon
dans le cadre (encastrement), or cela n’étant généralement pas le cas une forme de S
apparaît et la déformation n’est plus homogène. Pour pallier cela, des variantes ont
été proposées avec un système autorisant la rotation au niveau de l’encastrement [44],
mais cela semble limité à des renforts ayant une tenue dans le sens transverse. La zone
proche de l’encastrement ne se cisaillant pas, le bias-extension test n’est pas sujet à
ce dernier problème, cependant l’exploitation des résultats est plus difficile. D’autres
tests de cisaillement plan ont également été proposés, tel que celui du Kawabata Eva-
luation System KES-FB1 [45].

(a) (b)

Figure 2.10 – Schémas des deux méthodes les plus communes de caractérisation du cisaille-
ment plan : picture-frame test (a) et bias-extension test (b) d’après [46] – la direction de
sollicitation est indiquée en rouge.

Dans le cas des renforts unidirectionnels, le cisaillement plan correspond au glis-
sement relatif des fibres. La définition précédente de l’angle de cisaillement n’est plus
valide ; il peut être redéfini comme l’angle entre la direction actuelle des fibres et la di-
rection initialement perpendiculaire aux fibres. Pour le quantifier, une grille peut être
dessinée sur le renfort non déformé. Un angle limite de cisaillement peut également
être défini comme l’angle à partir duquel des plissements apparaissent.

Tout comme pour la traction transverse plane, la tenue en cisaillement plan d’un
renfort unidirectionnel pré-imprégné est principalement liée aux caractéristiques de la
matrice, avec un effet de la température et de la vitesse de déformation. Des essais
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sur un fil AFP (pré-imprégnés UD carbone/époxy) tout comme sur des plis unitaires
d’AFP (fils pré-imprégnés déposés côte à côte en contact) ne sont pas exploitables [33],
d’une part à cause de la torsion des fils due à l’encastrement et d’autre part à cause
de la faible tenue du matériau dans le sens transverse plan. Seuls des empilements de
4 plis de même orientation ont pu être caractérisés car il y a davantage de cohésion
entre les fils, ce qui permet la transmission des contraintes de cisaillement – l’essai est
illustré sur la figure 2.11a. Dans cette configuration, un angle de cisaillement limite
a été visuellement évalué entre 2 et 4° ; au-delà il y a non seulement apparition de
plissements mais aussi perte d’intégrité du matériau, une décohésion transverse plane
due à la faible tenue du renfort en cisaillement plan.

Cependant, le maintien de la cohésion du renfort UD testé est nécessaire pour in-
terpréter les résultats dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Plusieurs
solutions ont donc été envisagées pour améliorer l’intégrité du renfort testé. En ce qui
concerne le picture-frame test, le renfort a été placé entre deux membranes maintenues
par le cadre, et l’ensemble constitué par le renfort et les membranes a été caracté-
risé [47]. Cependant, la contribution des membranes n’a pas pu être isolée de celle
du renfort. Des empilements croisés (cross-plies) ont également été testés, mais tout
comme pour les empilements UD, la déformation n’est pas homogène : une bande cen-
trale illustrée sur la figure 2.11b apparaît.

(a) (b)

Figure 2.11 – Exemples d’échantillons unidirectionnels testés en cisaillement plan avec le
picture-frame test sur un empilement de 4 plis UD carbone/époxy de même orientation [33]
(a) dans la configuration initiale (à gauche), et avec un angle de cisaillement d’environ 2°
(au milieu) et 40° (à droite), et avec le bias-extension test sur un empilement croisé UD
carbone/époxy [48] (b) – la direction de sollicitation est indiquée en rouge.

2.2.5 Cisaillements transverses hors-plan
Tout comme la caractérisation de la traction transverse plane, celle du cisaillement

transverse hors-plan d’un pli UD dépend principalement des propriétés de la matrice
pour les renforts pré-imprégnés. Dans ce cas particulier, de nombreuses méthodes ont
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été proposées, recensées par Haanappel et al. [29]. Elles visent à nourrir un modèle
visco-élastique linéaire pour décrire le comportement en cisaillement transverse hors-
plan.

Dans le cas des renforts secs, le comportement en cisaillement transverse hors-plan
a été très peu étudié ; il est généralement négligé. Avec le développement de renforts
épais de type interlock et 3D, différents montages ont été proposés. Un exemple est
illustré sur la figure 2.12 : adapté à une machine de traction, il permet de soumettre
l’échantillon à une sollicitation de cisaillement simple et est associé à une technique de
corrélation d’images [46].

Figure 2.12 – Schéma et illustrations d’un essai de cisaillement transverse hors-plan sur un
interlock [37] – la direction de l’épaisseur du renfort et la direction de sollicitation (en rouge)
sont mises en évidence.

2.2.6 Flexion
D’après la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli, la rigidité de flexion B par unité

de largeur d’un solide élancé continu homogène est liée au module de traction EL dans
la direction du solide de telle façon que :

B “ EL
hs

3

12
(2.6)

pour un solide de section rectangulaire d’épaisseur hs. Cependant, cette relation sup-
pose une structure parfaitement continue, or, comme pour les autres sollicitations, le
comportement de flexion est influencé par le réarrangement de la structure fibreuse
au cours de l’essai. Il a d’ailleurs été montré que la relation (2.6) donne une rigidité
de flexion très surestimée [49]. Par conséquent, une rigidité de flexion équivalente re-
présentative ne peut pas être extraite de la rigidité de traction du milieu équivalent.
Peirce [50] a été le premier à introduire un modèle à l’échelle du pli pour la rigidité de
flexion des textiles fléchissant sous leur poids propre, basé sur l’hypothèse d’un com-
portement linéaire élastique. Pour cela, il introduit la notion de « longueur de flexion »
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(bending length) c comme caractéristique intrinsèque des renforts en flexion, telle que
deux textiles ayant la même longueur de flexion ont la même déformée. Peirce montre
alors que rajouter le facteur correctif cospθ{2q dans la solution dans le cadre des petites
perturbations donne une bonne approximation de la solution dans le cas des petites
déformations et grandes déflexions :

c3
“

B

A g
“
L3 cospθ{2q

8 tanpθq
(2.7)

où θ [rad] est l’angle formé par la corde et l’axe horizontal, L [m] la longueur de la bande
fléchie, et g [m ¨ s´2] l’accélération de la pesanteur comme représenté sur la figure 2.13a.

Dans le cas d’un comportement de flexion non-linéaire, la rigidité de flexion tan-
gente par unité de largeur d’un renfort est plus généralement définie par [51] :

Bpκq “
dMpκq

dκ
(2.8)

où M [N ¨m ¨m´1] est le moment de flexion par unité de largeur, B [N ¨m2 ¨m´1]
la rigidité de flexion par unité de largeur, et κ [m´1] la courbure. Plusieurs modèles
ont été introduits pour prendre en compte la non-linéarité de la relation moment
vs. courbure. On peut citer par exemple des relations bi-linéaires [52], des relations
non-linéaires pour les petites courbures puis linéaires [51, 53], ou encore le modèle de
Grosberg [54], pour lequel aucune déflexion n’apparaît avant une valeur seuil de mo-
ment (dite « moment coercitif ») à partir de laquelle la relation moment vs. courbure
est linéaire. D’autres modèles encore visent à décrire le caractère irréversible (i.e. non
élastique) du comportement de flexion, dû à la dissipation d’énergie par frottement
inter-fibres, ce qui se traduit par un phénomène d’hystérésis – c’est le cas par exemple
du modèle de Dahl [55], obtenu en généralisant le modèle de frottement de Coulomb.

A cause de la faible rigidité en flexion des renforts, les méthodes usuelles de ca-
ractérisation du comportement en flexion telles que la flexion trois ou quatre points
ne peuvent pas être utilisées, et plusieurs méthodes standardisées ont été développées
spécifiquement pour l’industrie textile. Dans la méthode du flexomètre à angle fixe,
un échantillon de renfort est encastré d’un côté et laissé libre de l’autre, et fléchit
sous son propre poids. La longueur de la bande fléchie est augmentée jusqu’à ce que
le bout libre de l’échantillon touche un plan incliné à 41,5°, valeur de θ pour laquelle
le quotient cospθ{2q{ tanpθq est environ égal à 1. La longueur de flexion c peut alors
être calculée avec l’équation 2.7. Cette méthode est décrite dans les normes ASTM 3

D1388 pour les tissus et ASTM D5732 pour les non-tissés. Un exemple de flexomètre
à angle fixe vendu dans le commerce est donné sur la figure 2.13b. Cette méthode pré-
sente l’avantage d’être simple, économique et rapide, cependant elle présente plusieurs
limites :

- 1 - le comportement en flexion doit être élastique ;

- 2 - le comportement en flexion doit être linéaire ;

3. ASTM : American Society for Testing Material www.astm.org/
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- 3 - le facteur correctif cospθ{2q ajouté par Peirce dans l’équation 2.7 est empirique :
il a été déterminé dans le cas des textiles non techniques et sa validité n’a pas
été prouvée pour les renforts techniques depuis ;

- 4 - les renforts doivent être relativement souples car il faut que la bande fléchie
atteigne le plan incliné (qui est de longueur finie) ;

- 5 - les essais sont réalisés à température ambiante.

(a) (b)

Figure 2.13 – Grandeurs associées au modèle de Peirce (équation 2.7) (a) et illustration
d’un flexomètre à angle fixe commercialisé par Taber Industries (b).

Une deuxième méthode standardisée est celle du Kawabata Evaluation System
KES-FB2 [45]. Elle permet de décrire la relation moment vs. courbure à la fois lors
de la charge et de la décharge, et donc de caractériser le phénomène d’hystérésis. Les
modèles de Grosberg [54] ou de Dahl [55] peuvent ensuite être utilisés pour repré-
senter le comportement obtenu. Elle a été utilisée sur des multi-plis NCF [56] et sur
un tissu [57] par exemple. Enfin, la méthode standardisée de Schlenker DIN 4 53864
peut également être citée : un échantillon de renfort fléchit sous son propre poids et
une force ponctuelle est appliquée au bout de l’échantillon, ce qui permet de tester
différents angles de flexion, et donne un résultat de rigidité de flexion en fonction de
l’angle de flexion. Cependant, ces deux dernières méthodes permettent uniquement
une caractérisation à température ambiante, du fait de la complexité des équipements.

Dans le but de contourner les limites des méthodes standardisées, des variantes
ont été proposées, principalement du test du flexomètre à angle fixe car il reste le
plus simple à mettre en place. Afin de caractériser la non-linéarité du comportement
de flexion (limite - 2 -), Bilbao et al. ont réalisé le test avec différentes longueurs de
bandes fléchies sur des renforts secs NCF et interlocks [58]. Pour ne plus être limité
par la taille de l’équipement (limite - 4 -), Liang et al. ont placé des masselottes au
bout de l’échantillon pour faire varier sa courbure [59]. Enfin, pour s’affranchir du
modèle empirique de Peirce (limite - 3 -), le profil complet de l’échantillon déformé
peut également être exploité afin de caractériser en chaque point la relation moment
vs. courbure, et donc connaître avec un seul essai la relation moment vs. courbure sur
une gamme de courbures. La démarche générale est alors la suivante [51,58,60,61] :

(1) photographier la déformée de l’échantillon en flexion ;

4. DIN : Deutsches Institut für Normung www.din.de
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(2) obtenir les coordonnées cartésiennes px, zq de la déformée dans la base orthonor-
mée pE1, E3q par traitement d’image ;

(3) définir une relation z “ fpxq à l’aide d’une régression avec un polynôme [51,60],
une série de fonctions exponentielles, ou des B-splines [61] par exemple ;

(4) calculer la courbure κpxq avec la relation z “ fpxq telle que :

κpxq “
f2pxq

p1` f 1pxq2q3{2
; (2.9)

(5) calculer l’abscisse curviligne spxq telle que :

spxq “

ż s

u“0

a

1` f 1pxq2 du ; (2.10)

(6) calculer le moment de flexion Mpsq par unité de largeur pour chaque point Apsq
tel que :

Mpsq “

›

›

›

›

ż L

ξ“s

ABpξq ^ ´A g E3 dξ

›

›

›

›

«

ż L

ξ“s

A g pξ´ sq cospαpξqq dξ (2.11)

où s [m] est l’abscisse curviligne au point A telle que s “ 0 à l’encastrement O
et s “ L au bout libre C, et l’abscisse curviligne ξ [m] et l’angle α [rad] sont les
coordonnées du point Bpξq courant de Apsq à C dans le repère de Frénet associé,
comme représenté sur la figure 2.14 ;

(7) définir une relation entre le moment de flexion et la courbure M “Mpκq.

Figure 2.14 – Notations employées lors du calcul du moment de flexion avec l’équation 2.11.

Par ailleurs, des variantes en température (limite - 5 -) ont également été mises
en place pour les renforts pré-imprégnés (UD carbone/PEEK et UD carbone/PPS 5

par exemple [59]). Un premier point délicat est alors la montée en température de
l’échantillon. Ainsi, un test de flexion vertical (vertical cantilever) à chaud [62, 63] a
été proposé : il permet de n’appliquer le chargement qu’à partir du moment où la
température souhaitée est atteinte. Cependant une déformation de l’échantillon est

5. PPS : PolyPhenylene Sulfide
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déjà observée avant application du chargement due à la montée en température [64].
Une seconde difficulté concerne l’homogénéité de la température dans l’étuve malgré
le pré-chauffage du montage. Pour pallier cela, des essais sont mis en place dans des
volumes plus faibles : dans une machine de DMA en flexion 3-points [65], ou bien avec
un rhéomètre [66]. Enfin la gestion de l’encastrement est également sensible, et peut
influencer les résultats de manière significative [64].

A titre d’exemple, la caractérisation de la flexion hors-plan d’un matériau AFP de
type UD carbone/époxy avec un flexomètre à angle fixe a donné une rigidité de flexion
d’environ 10 N ¨mm2 dans la direction des fibres, et 0,005 N ¨mm2 dans la direction
transverse plane [33] dans laquelle la cohésion est uniquement assurée par la matrice.

Dans cette partie 2.2, une description détaillée des réponses du milieu intra-pli des
renforts fibreux sous diverses sollicitations, et de leurs méthodes de caractérisation
a été proposée : les tractions longitudinale et transverse plane, la compaction, les
cisaillements plan et transverses hors-plan et la flexion ont ainsi retenus l’attention
dans le cas de divers travaux. Afin d’étudier la mise en forme d’un empilement de
renforts fibreux, les modes inter-plis doivent de plus être caractérisés : il s’agit du
glissement et de la décohésion inter-plis, présentés dans la partie 2.3 suivante.

2.3 Réponses à des sollicitations inter-plis

2.3.1 Glissement inter-pli
A l’échelle d’un empilement de renforts, le glissement inter-pli (ou cisaillement

inter-laminaire) est déterminé par le comportement de frottement (tangentiel) entre
les plis. Classiquement, deux grands types de contact entre deux solides sont considérés
en tribologie : les contacts lubrifiés si un fluide lubrifiant est présent à l’interface, et
les contacts secs lorsque deux solides sont directement en contact (ou séparés par un
corps solide tel qu’un revêtement).

Dans le cas du frottement sec, la loi phénoménologique de Coulomb [67] énonce
que la force de frottement dynamique – i.e. lorsque la vitesse de déplacement relatif
entre les deux solides est non nulle – est proportionnelle à la force normale (équation
2.12). La constante de proportionnalité CoFdyn [-] est appelée Coefficient de Frotte-
ment dynamique et ne dépend alors que du couple de matériaux considéré – elle est
notamment indépendante de la vitesse relative de glissement des deux surfaces [68] :

CoFdyn “
Fdyn

FN
(2.12)

où Fdyn [N] et FN [N] sont les forces tangente dynamique et normale respectivement.
Par ailleurs, dans certains cas, le glissement ne se déclenche pas avant d’atteindre
un seuil de force minimal dit force de frottement statique Fstat [N] caractérisé par le
Coefficient de Frottement statique CoFstat [-] défini de façon similaire par [68] :

CoFstat “
Fstat

FN
. (2.13)
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Dès lors que le renfort contient une résine thermodurcissable ou thermoplastique
à l’état fondu, cette dernière peut jouer le rôle de lubrifiant et influence fortement le
comportement de frottement : il s’agit de contact lubrifié. Le coefficient de frottement
dépend alors de la viscosité de la matrice η [Pa ¨ s] (et donc de la température), la
vitesse de glissement ν [m ¨ s´1] et l’effort normal, trois paramètres regroupés dans le
nombre de Hersey H [m´1] défini par :

H “
η ν

FN
. (2.14)

Basée sur une approche phénoménologique, et initialement développée pour des
paliers lisses lubrifiés avec de l’huile pour des applications ferroviaires, la théorie de
Stribeck [69] exprime l’existence d’un minimum sur la courbe d’évolution du coefficient
de frottement en fonction du nombre de Hersey. Trois régimes différents, schématisés
sur la figure 2.15, sont alors mis en évidence. Dans le régime limite, le film lubrifiant
est très mince i.e. d’épaisseur de l’ordre de la rugosité des deux surfaces ; dans ce cas le
comportement de frottement dépend à la fois du lubrifiant et des propriétés physico-
chimiques des surfaces. Dans le régime mixte, il y a à la fois des zones où les deux
surfaces sont directement en contact et des zones où elles sont séparées par un film
lubrifiant [68]. Dans le régime hydrodynamique, les deux surfaces sont complètement
séparées par un film lubrifiant ; la rugosité des surfaces est alors négligeable. Dans ce
cas, la relation entre le coefficient de frottement et le nombre de Hersey est croissante
et plus précisément linéaire [70]. Il semble que la théorie de Stribeck ait été généralisée
à tous types de solides et lubrifiants. Elle a notamment été fréquemment utilisée pour
les renforts pré-imprégnés thermoplastiques [71–76].

Figure 2.15 – Courbe de Stribeck et illustration schématique des différents régimes de lubri-
fication d’après [77].

Deux principales méthodes standardisées ont été développées pour la caractérisa-
tion du comportement en frottement des plis de textiles (les standards liés au frotte-
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ment inter-fibres ou inter-mèches ne sont pas abordés ici) : celle du plan horizontal et
celle du plan incliné. Les coefficients de frottement statique et dynamique sont calculés
avec la loi de Coulomb (équations 2.12 et 2.13), ce qui implique qu’ils sont supposés
indépendants de la vitesse relative de glissement et de la pression normale notamment.
Dans la première méthode, décrite par la norme ASTM D1894 et schématisée sur la
figure 2.16a, un plan horizontal est revêtu du renfort testé et un bloc également re-
vêtu de ce même renfort est déposé par-dessus. Le bloc est déplacé horizontalement,
et la force de traction est mesurée – la force normale étant donnée par la masse du
bloc. Le coefficient de frottement statique est obtenu avec le premier pic de force de
traction, et le coefficient de frottement dynamique est atteint lorsque la vitesse de
glissement est constante. L’essai KES-FB4 [45] utilise le même principe. Dans l’essai
de plan incliné décrit par la norme ASTM D4521 et illustré sur la figure 2.16b, l’angle
ι d’inclinaison du plan est augmenté jusqu’à ce que le bloc commence à glisser : le
coefficient de frottement statique est alors obtenu géométriquement (CoFstat “ tan ι).
En continuant encore à augmenter l’angle du plan incliné, le coefficient de frottement
dynamique est obtenu par le même calcul lorsque le bloc glisse à vitesse constante.
Cependant, ces méthodes ne permettent pas de reproduire les conditions de mise en
forme des renforts : d’une part parce qu’elles sont limitées à la température ambiante,
et d’autre part parce qu’elles ne permettent pas d’appliquer une contrainte normale
réaliste pour la mise en forme. En effet, un calcul rapide montre que pour appliquer
une pression normale de 1 bar sur une surface carrée de côté 5 cm il faudrait un bloc
de 25 kg !

(a) (b)

Figure 2.16 – Schémas de principe des essais décrits par les normes ASTM D1894 (a) et
ASTM D4521 (b) d’après [33].

D’autres tests ont donc été développés pour pallier ces deux limites. Par exemple,
un essai de plan horizontal avec un système spécifique d’application d’une pression
normale a été proposé [78], mais la pression semble encore trop faible pour la mise en
forme. Pour atteindre des pressions normales de l’ordre de 1 bar, les principes de test
les plus fréquents sont le pull-out et le pull-through. Dans ces essais, un échantillon
est placé entre deux plateaux sur lesquels une force normale est appliquée comme
représenté sur la figure 2.17. L’échantillon est alors sollicité en traction et la force cor-
respondante est mesurée. La différence entre les deux versions réside dans la surface
de contact A : elle est constante pour le pull-through et diminue pour le pull-out. Ten
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Thije & Akkerman conseillent de privilégier le pull-through [79] pour favoriser une
distribution homogène de la pression normale. Un benchmark [80] décrit quelques-uns
de ces montages. Enfin, l’essai du capstan [81] permet de caractériser le frottement
entre une bande de renfort et un rouleau dans les systèmes d’enroulement/déroule-
ment, mais il est moins représentatif du frottement inter-pli pouvant intervenir dans
le procédé de mise en forme.

(a) (b)

Figure 2.17 – Schémas de principe des essais de pull-out (a) et de pull-through (b).

Dans la littérature, la loi de frottement sec de Coulomb est en général utilisée
pour modéliser le comportement de frottement lors du glissement inter-pli des renforts
à l’état solide, i.e. soit les renforts secs [78], soit les renforts contenant du thermo-
plastique testé en-dessous de sa température de fusion [80]. En effet, dans les essais,
après une phase transitoire, le coefficient de frottement atteint une valeur palier vi-
sible sur la figure 2.18a, interprétée comme le coefficient de frottement dynamique.
Cependant, l’hypothèse d’un coefficient de frottement constant unique pour un couple
de matériau donné est simplificatrice : il a en effet été montré [74, 78] que la pression
normale notamment a une forte influence. Ainsi des modèles plus complexes ont été
proposés ; le modèle de Howell [82] par exemple décrit un coefficient de frottement
dynamique fonction de la force normale FT “ k FN

m où k et m sont des paramètres à
déterminer expérimentalement [81, 83, 84]. Un inventaire des modèles est proposé par
Yuksekkay [85].

Dans le cas des renforts contenant une résine à l’état fluide (thermodurcissable
ou thermoplastique à l’état fondu), le même type de courbe avec stabilisation du
coefficient de frottement est obtenu ; un exemple est donné sur la figure 2.18b. Un
régime hydrodynamique est en général observé via une relation croissante entre le co-
efficient de frottement et le nombre de Hersey. Dans ce cas, une relation – affine [84]
ou puissance [29] par exemple – est alors posée et les coefficients sont déterminés par
régression. Dans certains cas, le régime hydrodynamique est directement supposé [86].
Si la pression normale est importante, la résine située à l’interface peut migrer et de
la lubrification limite peut intervenir : un modèle de lubrification mixte est alors plus
adapté [33,87].

Dans les deux cas (présence ou non d’une résine à l’état fluide), lors du régime
transitoire précédant la stabilisation de la force tangente, celle-ci peut atteindre une
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(a) (b)

Figure 2.18 – Exemples de résultats obtenus avec un montage de type pull-through : forces
tangente Tp et normale Np caractérisant le frottement sec inter-pli d’un tissu satin de fibres
de verre à 1000 mm{min, 0,2 bar (trait continu) et 1,0 bar (trait pointillé) [81] (a), et force
tangente caractérisant le frottement lubrifié de divers renforts pré-imprégnés d’époxy [87] (b).

valeur maximale, d’autant plus marquée que la vitesse augmente sur un renfort conte-
nant du thermoplastique fondu [72]. Si Fetfatsidis et al. [74] ont exploité cette valeur
de force maximale pour déduire un coefficient de frottement statique, cette interpré-
tation ne fait cependant pas l’unanimité. Selon ten Thije et al. [72], le pic n’est pas
atteint dès le début de l’essai, mais pour une valeur de déplacement supérieure à celle
correspondant à l’allongement maximal de l’échantillon avant rupture : l’échantillon a
donc déjà commencé à glisser, et ce coefficient de frottement maximal ne correspond
pas à un coefficient de frottement statique. La transition du pic au palier peut plu-
tôt être interprétée comme un réarrangement du renfort. Une analyse de sensibilité
par la simulation numérique [74] a montré que le coefficient de frottement dynamique
est largement dominant devant le coefficient statique ; autrement dit, le résultat de la
simulation numérique est peu sensible à un petit changement du coefficient de frotte-
ment statique.

Enfin, une variation du coefficient de frottement avec l’orientation des fibres a été
observée. Testant un UD carbone/époxy, Leutz et al. [33] ont par exemple obtenu un
coefficient de frottement variant de 0,88 pour des orientations de 0°/90° à 1,37 pour du
0°/0°, avec une valeur intermédiaire pour du 90°/90°. De leur côté et sur le même type
de matériau, Larberg et al. [87] ont obtenu un coefficient de frottement maximal pour
du 0°/45° et du 0°/30°, environ 25 % supérieur à celui obtenu avec des orientations de
0°/90° et 0/0°. Ces résultats ne sont pas intuitifs, puisqu’on aurait pu imaginer un co-
efficient de frottement maximal dans le cas où la surface de contact réel est maximale,
i.e. pour des orientations 0°/0° et d’autant plus pour du 90°/90°.

Dans le cas des renforts secs, un coefficient de frottement inter-pli de 0,3 est fré-
quemment supposé [74] en l’absence de données expérimentales ; cela est en accord
avec les résultats de Hivet et al. sur un renfort tissé sec par exemple : entre 0,15 et
0,4 [78]. Pour les renforts contenant du thermoplastique à l’état fondu, la valeur du
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coefficient de frottement varie sur une plage plus importante : Sachs et al. ont par
exemple obtenu entre 0,1 et 1,8 [80].

2.3.2 Adhésion/décohésion inter-pli

Le dernier type de sollicitation intervenant au niveau de l’interface entre les plis
est la décohésion ; elle correspond à l’ouverture de la préforme dans la direction de
l’épaisseur. Par exemple, lors de la mise en forme d’un empilement initialement plat
par simple membrane, une influence de l’adhésion entre les plis est attendue, notam-
ment sur la position de l’empilement une fois qu’il a été positionné sur le moule.
Cependant, ce type de sollicitation n’a été considéré que très récemment [9,25], et n’a
pas été étudié jusqu’à maintenant à notre connaissance dans le cadre de la mise en
forme. En revanche, ce type de sollicitation retient l’attention depuis quelques années
dans le cadre de la simulation de l’étape de la dépose automatisée de renforts pré-
imprégnés [88], dont l’objectif est d’assurer que les fils restent en place après la dépose
et la manipulation éventuelle de la préforme. Il s’agit alors de caractériser la pégosité
(tack) du renfort pré-imprégné, c’est-à-dire son « pouvoir collant » ou, autrement dit,
sa capacité à adhérer à une surface lorsqu’il est déposé de façon manuelle ou automa-
tisée [88].

Deux méthodes principales de caractérisation de la pégosité des pré-imprégnés
existent. Tout d’abord, le test d’adhésion (probe tack test), initialement développé
pour les adhésifs sensibles à la pression, a été adapté pour les renforts pré-imprégnés
par Seferis & Meissonnier [89]. Le test est similaire à celui de compaction, à la diffé-
rence près que la sollicitation se fait en traction. En effet, deux couches de renforts
sont placées entre deux plateaux parallèles à leur plan, chaque couche étant fixée au
plateau avec lequel elle est en contact. L’empilement est d’abord compacté sous une
pression représentative de la dépose (de l’ordre de 0,02 MPa par exemple [90]), puis
séparé comme illustré sur la figure 2.19, et les données de force de séparation et de
déplacement permettent de déduire l’énergie d’adhésion. L’autre méthode est celle du
pelage, précisée dans la norme ASTM 3167, et adaptée par Crossley et al. [91], pour
tester des renforts pré-imprégnés dans des conditions les plus proches possibles de celle
de la dépose automatisée.

Le comportement observé en adhésion sur des renforts UD carbone/époxy est for-
tement non-linéaire, avec un pic de contrainte de séparation, ainsi qu’un phénomène
viscoélastique de relaxation [90]. Une relation croissante linéaire entre le travail d’adhé-
sion et la viscosité de la matrice a été observée [88]. Si les caractéristiques visqueuses de
la résine ont une grande influence sur le comportement d’adhésion – effet de la tempé-
rature et de la vitesse de sollicitation –, il a néanmoins été montré qu’il en est de même
de l’arrangement fibreux car des essais sur résine pure et sur pré-imprégnés donnent
des résultats très différents [92]. A notre connaissance, il n’existe pas de caractérisation
de l’adhésion créée par un liant entre deux renforts secs.
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Figure 2.19 – Schéma de principe du test d’adhésion [90].

2.4 Conclusion du chapitre : synthèse de l’état de l’art et stratégie
adoptée
Dans les parties 2.2 et 2.3, les réponses d’un empilement de renforts à différents

types de sollicitations – figures 2.3 et 2.4 – et les méthodes de caractérisation ont été
décrites. Sur la base des travaux de la littérature, nous cherchons donc à établir une
stratégie pour modéliser et caractériser le comportement du renfort HiTape®.

2.4.1 Synthèse de la littérature
Toutes les réponses aux sollicitations considérées ne contribuent pas de façon égale

au comportement global de la préforme, l’importance de chacune variant avec le type
de renfort. Par exemple, dans le cas d’un tissu, les réponses prépondérantes sont celles
à la traction dans les directions trame et chaîne – l’élongation étant notamment per-
mise par l’embuvage – et le cisaillement plan par rotation relative des mèches autour
des points de superposition des réseaux chaîne et trame [10], ce dernier mode ayant
concentré une grande partie des recherches. Plus récemment, il a été montré que la
flexion a également une forte influence [61]. Pour les renforts épais tels que les NCF
et interlocks, les réponses aux sollicitations transverses hors-plan (compaction et ci-
saillements transverses) ne peuvent pas être négligées. Dans tous les cas, lors de la
mise en forme non plus d’un pli unitaire mais d’un empilement, les réponses inter-plis
interviennent également, et en particulier le frottement inter-pli.

Les travaux de la littérature concernant la réponse des renforts unidirectionnels à
diverses sollicitations portent principalement sur les renforts pré-imprégnés. Les solli-
citations considérées sont alors les tractions planes, le cisaillement plan, la flexion et
le glissement inter-pli.

Si les sollicitations présentées dans les parties 2.2 et 2.3 sont généralement consi-
dérées comme indépendantes les unes des autres et caractérisées séparément, des cou-
plages ont pourtant été observés. Par exemple dans le cas des tissus, les comportements
de tractions dans les directions trame et chaîne sont liés, des bancs de traction biaxiale
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ont été développés en vue de caractériser cela [93]. En outre, les serre-flancs ou la mem-
brane dans les procédés de mise en forme d’un empilement visent à solliciter le renfort
en traction plane pour limiter l’apparition de plissements car il y a un couplage entre
la flexion hors-plan et la traction plane.

2.4.2 Stratégie de modélisation du renfort HiTape®
Afin de modéliser le comportement du renfort HiTape® en vue de la simulation

de sa mise en forme, nous postulons tout d’abord que le voile ne pénètre pas dans la
couche fibreuse au cours de la mise en forme lorsque la pression est appliquée. Cela
a été vérifié au sein du laboratoire R&T d’Hexcel par l’observation de sections de
préformes fibreuses. Cela permet de considérer que le renfort HiTape® présente la
structure laminée illustrée sur la figure 2.2b, que ce soit initialement, au cours et à la
fin de la mise en forme.

Postulat P-1 : Le voile est situé de chaque côté de la couche fibreuse et ne pénètre
pas au cours de la mise en forme.

Par ailleurs, si le renfort HiTape® présente une structure de fils destinés à la dépose
AFP, nous décidons de négliger les discontinuités entre les fils dans le plan du renfort
dans le cadre de ce travail et de postuler qu’un pli peut être considéré comme un milieu
continu dans son plan. Cette hypothèse présente cependant des limites dans le cas d’un
unidirectionnel sec, pour lesquels le manque de cohésion entre les fibres est intrinsèque.

Postulat P-2 : A l’échelle d’un pli unitaire, le matériau HiTape® peut être consi-
déré comme un milieu continu dans son plan.

Le postulat P-1 permet de relier les réponses aux sollicitations intra-plis à la couche
fibreuse, et celles aux sollicitations inter-plis à l’interface où se situe le voile. Ainsi,
utilisant de plus le postulat P-2, nous pouvons scinder la modélisation du comporte-
ment du renfort HiTape® en deux études distinctes. D’une part, la couche fibreuse
peut être modélisée par un milieu continu homogène équivalent dont le comportement
décrit les réponses aux sollicitations intra-plis ; d’autre part, le voile peut être modé-
lisé par un autre milieu continu homogène équivalent dont le comportement décrit les
réponses aux sollicitations inter-plis.

2.4.3 Stratégie de caractérisation du renfort HiTape®
En se basant sur le travail bibliographique présenté dans ce chapitre, les comporte-

ments intra-pli et inter-pli du renfort HiTape® en particulier seront caractérisés dans
les chapitres 3 et 4 respectivement, avec les objectifs suivants dans chacun des deux
cas :

— déterminer les réponses prépondérantes aux sollicitations intra- et inter-plis et
celles que l’on peut négliger ;

— déterminer les réponses que l’on a besoin de caractériser expérimentalement ;
— définir et mettre en place les méthodes de caractérisation appropriées lorsque

nécessaire ;
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— caractériser expérimentalement ces réponses.
L’objectif visé étant la simulation de l’étape de mise en forme, la caractérisation

se veut représentative des conditions de mise en forme du procédé considéré, soit à
double membrane et à chaud (i.e. à la température de fusion de voile afin de l’activer et
permettre à la préforme le maintien de sa géométrie), schématisé sur la figure 1.7. De
plus, dans ce procédé considéré, la mise en forme s’opère alors que le renfort est dans
un état compacté sous environ 1 bar. Ainsi, la caractérisation du renfort HiTape®
doit se faire d’une part à la température de fusion du voile, et d’autre part autour de
la pression atmosphérique (entre 0,5 et 1,5 bar par exemple, la pression pouvant varier
localement).
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Introduction
L’objectif de ce chapitre est de caractériser le comportement intra-pli du renfort

HiTape® suivant la stratégie de modélisation et de caractérisation établie dans les
parties 2.4.2 et 2.4.3 (p.47), selon laquelle la couche fibreuse peut être décrite comme
un milieu continu homogène équivalent. Ainsi, chacune des sollicitations intra-plis
présentées dans la partie 2.2 (tractions longitudinale et transverse plane, compaction,
cisaillements plan et transverses hors-plan, et flexion) est étudiée dans le cas du renfort
HiTape®, afin d’identifier et de caractériser les réponses prépondérantes. Dans le cas
de la flexion, nous verrons qu’une nouvelle méthode de caractérisation doit être mise
en place ; elle est présentée dans la partie 3.2. Les résultats expérimentaux de flexion
suivent dans la partie 3.3.

3.1 Réponses du renfort HiTape® à des sollicitations intra-plis

3.1.1 Traction longitudinale
La version considérée du renfort HiTape® est constituée de fibres Hexcel HexTow®

IMA [94] dont les caractéristiques en traction dans leur direction principale sont les
suivantes :

— module de traction dans la direction des fibres : Ef “ 297 GPa ;

— allongement à rupture : 1,8 %.

Le renfort HiTape® étant unidirectionnel, le module de traction équivalent d’un
pli dans la direction des fibres est alors donné par la loi des mélanges (équation 2.1
p.29), avec une erreur suffisamment petite pour que la caractérisation expérimentale
de ce comportement ne soit pas nécessaire. Ensuite, remarquons d’une part que le
module du voile à l’état fondu est négligeable devant celui des fibres, et d’autre part
que le taux volumique de voile est très faible devant celui des fibres. La température de
fusion du voile étant largement inférieure à la température de dégradation des fibres
de carbone, le module de traction longitudinale du renfort à la température de fusion
du voile peut finalement être approximé par EL « Vf Ef.

Le module de traction longitudinale équivalent du renfort est directement dépen-
dant du taux volumique de fibres. Il y a donc en réalité un couplage important avec le
comportement en compaction. Toutefois, le taux volumique de fibres Vf obtenu sur des
préformes HiTape® sous 1 bar est de 60 % environ [19] (ce qui correspond d’ailleurs à
la valeur visée par les constructeurs aéronautiques dans la pièce infusée finale), et il a
été montré que pour notre matériau, l’écart entre les taux volumiques de fibres avant
et après infusion est inférieur à 3 % [19]. Etant donné que la mise en forme s’opère
sur un renfort compacté entre deux membranes (figure 1.7 p.15), la valeur Vf “ 60 %
semble ainsi cohérente et sera considérée constante. Dans le cadre de ce travail, le
couplage avec la compaction est donc négligé. Le comportement du renfort en traction
longitudinale peut être résumé ainsi :

Lemme L-1 : Le comportement du renfort HiTape® en traction longitudinale est
linéaire élastique de module EL “ 178 GPa et d’allongement à rupture 1,8 %. Il est
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indépendant de la température et la contribution du voile est négligeable.

3.1.2 Traction transverse plane

Dans le plan du renfort, dans la direction transverse aux fibres, le maintien d’un
pli HiTape® est uniquement permis par le voile. Au vu des difficultés présentées dans
la littérature (partie 2.2.2) pour caractériser le comportement en traction transverse
plane de renforts unidirectionnels pré-imprégnés qui présentent pourtant une meilleure
tenue, il est estimé que la caractérisation en traction transverse du renfort HiTape®
n’est pas pertinente. Nous faisons le choix de ne pas caractériser expérimentalement
ce comportement, et de le considérer ainsi :

Lemme L-2 : Le comportement du renfort HiTape® en traction transverse plane
est linéaire élastique de module ET “ 10´3EL. Il est indépendant de la température et
la contribution du voile est négligeable.

3.1.3 Compaction

D’après la littérature (partie 2.2.3), le comportement de compaction a une forte
influence sur l’étape d’infusion qui suit la mise en forme dans le chaînage du procédé
de mise en œuvre. D’autre part, dans le procédé considéré (figure 1.7 p.15), la mise en
forme s’opère sur un renfort compacté sous 1 bar environ entre deux membranes. La
caractérisation du comportement en compaction est donc indispensable.

Du fait (i) du rapport d’épaisseur très petit entre le voile et la couche fibreuse,
et (ii) du postulat P-1 (partie 2.4.2) selon lequel le voile ne pénètre pas mais reste à
l’interface entre les plis, on néglige l’effet du voile sur le comportement de compaction.
Cela permet donc de négliger l’influence de la température, et par conséquent les effets
visco-élastiques potentiels dus à la présence du voile. La caractérisation peut ainsi être
réalisée à température ambiante ce qui facilite sa mise en œuvre. Par ailleurs, le postu-
lat P-1 justifie également que l’on peut caractériser le milieu intra-pli en compaction
en testant un empilement. Notons quand même que ce postulat de non-pénétration du
voile dans la couche fibreuse vaut essentiellement pour la modélisation de la mise en
forme. En effet, une des fonctions du voile est de permettre le maintien géométrique de
la préforme après sa mise en forme, or une application stricte de ce postulat implique-
rait une absence de tenue dans le sens de l’épaisseur, les fibres ne présentant aucune
cohésion entre elles dans le pli.

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons à l’état de l’empilement au
cours de sa mise en forme, c’est-à-dire lors du premier cycle de compaction. En outre,
Blais [19] a observé que le taux volumique de fibres d’un empilement de renfort Hi-
Tape® sous une contrainte de compaction de 1 bar évolue peu d’un cycle à l’autre
(variation inférieure à 1 % au cours de 5 cycles). Les effets d’adoucissement cyclique
et d’hystérésis, qui ont par ailleurs retenu une grande attention dans la littérature, ne
sont donc pas considérés ici. En revanche, la potentielle non-linéarité matérielle due
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au réarrangement des fibres doit être décrite. Le comportement de compaction peut
être résumé ainsi :

Lemme L-3 : Le comportement du renfort HiTape® en compaction est élastique
et potentiellement non-linéaire. Il est indépendant de la température et la contribution
du voile est négligeable.

Comme introduit dans la partie 2.2.3, la caractérisation du comportement de com-
paction consiste à décrire la relation entre la contrainte de compaction appliquée et
le taux volumique de fibres. Nous utilisons les mesures expérimentales obtenues par
Blais [19] sur le même renfort HiTape®. Les détails concernant le montage, la procé-
dure et les résultats peuvent être trouvés dans la référence [19] ; nous en rappelons ici
les points importants.

Le banc de compaction utilisé est illustré sur la figure 2.8a. L’épaisseur de l’empi-
lement est mesurée à l’aide d’un capteur LVDT (Linear Variable Differential Trans-
former), permettant de s’affranchir des potentielles déformations du banc d’essai. Les
essais ont été réalisés à vitesse imposée (1 mm{min), en appliquant une contrainte de
compaction de 0 à 1 bar pour être représentatif d’un procédé à membrane (mise en
forme et infusion). Blais a réalisé des cycles de charges et décharges pour différentes
orientations et différents modes de dépose. Les mesures qui nous intéressent dans le
cadre de ce travail sont celles de la première charge sur un empilement unidirectionnel
(configuration « AU_UD_0 » dans la référence [19]), afin d’être au plus proche de la
structure d’un pli unitaire de renfort puisque l’objectif est de caractériser le compor-
tement intra-pli.

Le comportement de compaction obtenu expérimentalement est présenté sur la fi-
gure 3.1. Il est très souple pour de faibles taux volumiques de fibres puis fortement
rigidifiant, ce qui est en accord avec la littérature (figure 2.8b). Les principaux modèles
utilisés dans la littérature pour le comportement de compaction ont été optimisés avec
l’algorithme de Levenberg-Marquardt [95] proposé dans le logiciel Gnuplot 1. Tous
semblent décrire de façon satisfaisante le comportement obtenu expérimentalement,
qu’il s’agisse du modèle de Gutowski (optimisation de k, Vf0 et Vfmax dans l’équation
2.3), d’une loi puissance (m et n dans l’équation 2.4) ou des polynômes de Lagrange
de degré 2 ou 3 – un degré supérieur introduirait des oscillations parasites. Le choix du
modèle dépendra donc de la modélisation du comportement qui sera présentée dans le
chapitre 5.

3.1.4 Cisaillement plan
Tout comme pour la traction transverse plane, il est considéré que les quelques

degrés de cisaillement observés avec maintien de la cohésion dans la littérature sur
des renforts unidirectionnels pré-imprégnés n’apparaîtraient pas dans le cas du renfort
sec HiTape®, car la perte d’intégrité du renfort sec serait presque immédiate, ren-
dant impossible l’interprétation des résultats dans le cadre choisi de la mécanique des

1. www.gnuplot.sourceforge.net
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Figure 3.1 – Résultat expérimental [19] de la phase de charge du test de compression réalisé
sur un empilement UD de renfort HiTape® sur une gamme réduite de taux volumiques de
fibres, et optimisation des divers modèles utilisés dans la littérature pour le comportement en
compaction des renforts.

milieux continus. En effet, à cause de la quasi-inextensibilité des fibres, la flexion hors-
plan est favorisée au détriment du cisaillement plan. Ces considérations conduisent au
comportement suivant :

Lemme L-4 : La réponse à une sollicitation de cisaillement plan du renfort Hi-
Tape® est négligeable devant celle de la flexion hors-plan.

3.1.5 Cisaillements transverses hors-plan

Un pli unitaire présentant une épaisseur faible – de l’ordre de 0,2 mm – au regard de
ses autres dimensions, l’hypothèse des déformations planes dans le plan du pli est per-
tinente. D’autre part, la rigidité en traction longitudinale étant largement supérieure
à celle du voile thermoplastique à l’état fondu, on considère que, dans les directions
tangentes au plan du renfort, les déplacements relatifs inter-plis sont prépondérants
devant les déformations intra-plis en cisaillements transverses hors-plan qui peuvent
donc être négligées.

Lemme L-5 : Les déformations du renfort HiTape® en cisaillements transverses
hors-plan sont négligeables devant les déplacements relatifs inter-plis.

3.1.6 Flexion

D’après la littérature (partie 2.2.6), on peut supposer que le comportement en
flexion longitudinale (i.e. dans la direction des fibres comme représenté sur la figure
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2.3g) du renfort HiTape® est élastique fortement non-linéaire. En outre, comme in-
diqué précédemment, le comportement en flexion ne peut pas être déduit de celui en
traction [49] : il doit être caractérisé à l’aide d’un essai spécifique, réalisé à la tem-
pérature de fusion du voile. Un essai préliminaire très simple démontre en effet que
l’influence de la température n’est cette fois pas négligeable : lorsqu’un échantillon de
renfort est soumis à un certain chargement en flexion, on observe que ses déformées
à température ambiante et à la température de fusion du voile sont très différentes,
comme présenté sur la figure 3.2. Des effets visco-élastiques sont donc attendus. Ce-
pendant, le procédé de mise en forme considéré étant relativement lent, on peut le
considérer comme une succession d’états d’équilibre.

Lemme L-6 : Le comportement du renfort HiTape® en flexion hors-plan longitu-
dinale est élastique non-linéaire et fortement dépendant de la température. Par ailleurs,
le procédé de mise en forme est suffisamment lent pour que l’influence du temps sur le
comportement en flexion soit négligeable.

D’autre part, l’absence de cohésion du renfort dans la direction transverse aux
fibres justifie de considérer la flexion hors-plan transverse (figure 2.3h) comme négli-
geable devant la flexion hors-plan longitudinale ; elle ne peut de toute façon que très
difficilement être caractérisée. On peut raisonnablement supposer que l’effet de cette
flexion anti-clastique sur les essais de flexion longitudinale sera donc négligeable.

Lemme L-7 : Le comportement du renfort HiTape® en flexion hors-plan trans-
verse est négligeable devant celui en flexion longitudinale.

(a) (b)

Figure 3.2 – Photographies d’un pli unitaire de renfort HiTape® soumis à un chargement
en flexion à température ambiante (a) puis à la température de fusion du voile (b).

Un flexomètre à angle fixe existe déjà au sein du laboratoire d’Hexcel et est utilisé
pour des tests préliminaires. Cependant, il ne permet pas de caractériser le compor-
tement non-linéaire en flexion du renfort HiTape® avec un essai unique, puisqu’il est
basé sur le modèle linéaire de Peirce (équation 2.7). Un flexomètre modifié, adapté
à une caractérisation à la température de fusion du voile, a donc été développé au
sein du laboratoire R&T d’Hexcel Reinforcements. Ce type d’essai de flexion simple
est sélectionné car il est relativement aisé à mettre en place et a permis d’aboutir à
des résultats quantitatifs sur des renforts secs dans le cadre d’autres travaux [60, 61].
Remarquons que dans le procédé considéré (figure 1.7 p.15), on attend que la tempéra-
ture de consigne soit atteinte de façon homogène pour débuter la mise en forme. Ainsi,
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dans le cadre de ce travail, nous ne cherchons pas à caractériser le comportement de
flexion à diverses températures, mais uniquement à la température de fusion du voile
en considérant la transformation isotherme.

Dans la partie suivante 3.2, la mise en place du flexomètre modifié est détaillée,
ainsi que le principe d’essai et la procédure pour obtenir la relation entre le moment
de flexion et la courbure. Dans la partie 3.3, les résultats obtenus sont présentés.

3.2 Mise en place d’un essai de flexion

3.2.1 Cahier des charges
Les points principaux du cahier des charges pour la conception du banc de flexion

sont les suivants :
— enregistrer la déformée de l’échantillon au cours de l’essai ;
— réaliser l’essai à la température de fusion du voile ;
— limiter les effets de bord au niveau de l’encastrement ;
— ajouter une masse ponctuelle en bout d’échantillon pour augmenter sa courbure

si nécessaire ;
— connaître la température réelle sur l’échantillon au cours de l’essai.

3.2.2 Description du montage
Le banc de flexion, schématisé sur la figure 3.3, consiste en un châssis et un boîtier

de fixation de l’échantillon. Des emplacements pour thermocouples sont prévus. Le
tout est placé dans une enceinte thermorégulable. Une caméra est positionnée à l’ex-
térieur de l’enceinte et un programme LabVIEW 2 permet d’enregistrer en temps réel
des photographies de l’échantillon ainsi que la température des thermocouples, avec
une fréquence et une durée d’acquisition choisies.

Figure 3.3 – Schéma de principe de l’essai de flexion mis en place.

Les spécificités du banc développé sont les suivantes : (i) l’essai peut être réalisé
en température, (ii) le boîtier de fixation de l’échantillon présente un entrefer réglable
en vue de limiter les effets de bord, et (iii) un ensemble de masselottes de poids divers

2. www.ni.com/fr-fr/shop/labview.html
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est disponible pour augmenter la courbure de l’échantillon, et le système de fixation
d’une masselotte à l’échantillon permet de l’assimiler à une force ponctuelle dirigée
selon la gravité.

3.2.3 Procédure

Étape 1/3 : mesures expérimentales

Le châssis est placé dans l’étuve. Après réglage du système optique (position, net-
teté, contraste), l’étuve est mise en chauffe pour atteindre la température de fusion
du voile. L’échantillon est positionné dans son boîtier et une masselotte pertinente est
fixée. L’essai est instrumenté de thermocouples. Lorsque la température de consigne
est atteinte, le boîtier est placé dans l’étuve sur le châssis, et l’acquisition est lancée à
l’aide du programme LabVIEW.

L’acquisition est stoppée lorsque les deux conditions suivantes sont réunies : (i) la
température de l’étuve est égale à la température de consigne et est homogène dans
l’étuve d’après les thermocouples (˘5 ˝C), et (ii) l’échantillon ne se déforme plus. Les
données de sortie sont les photographies de l’échantillon déformé et la température
au cours du temps. Comme indiqué précédemment, la mise en forme est supposée
suffisamment lente (lemme L-6) dans le cadre de ce travail. Seule la photographie de
l’échantillon à l’état final est donc exploitée pour obtenir une relation entre la courbure
et le moment de flexion. Dans le cadre de travaux ultérieurs, plusieurs photographies
de l’échantillon pourraient être analysées afin d’étudier l’effet de la température (lors
de la montée en température de l’étuve par exemple) ou bien celui du temps à une
température donnée.

Étape 2/3 : traitement d’image

La photographie de l’échantillon est traitée avec le logiciel ImageJ 3. Quelques
opérations de morphologie mathématique notamment permettent d’extraire la ligne
moyenne de l’échantillon par squelettisation, puis les coordonnées du nuage de points
correspondant sont exportées, comme représenté sur la figure 3.4.

Étape 3/3 : obtention de la relation moment vs. courbure

Les coordonnées de la déformée sont traitées avec un programme Scilab 4, dont les
données d’entrée supplémentaires sont le rapport d’échelle, la largeur de l’échantillon,
le poids surfacique du renfort, le nombre de plis, et la masse suspendue. Le programme
réalise ensuite les étapes (3) à (7) de la démarche générale présentée dans la partie 2.2.6
(p.39). En particulier, la relation z “ fpxq est obtenue dans l’étape (3) en optimisant
le couple (k1, k2) de la fonction suivante :

zpxq “ ´k1 ln
`

1` pk2 xq
2
˘

(3.1)

3. www.imagej.net
4. www.scilab.org
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(a) (b) (c)

Figure 3.4 – Étapes principales du traitement sur ImageJ : sur la photographie initiale (a),
un seuillage (b) puis une squelettisation (c) sont appliqués.

à l’aide de l’algorithme de Levenberg-Marquardt [95] à nouveau, proposé dans Scilab.
Le choix de ce type de fonction, que nous appellerons par la suite « fonction de la
déformée », sera justifié dans la partie 3.2.4 suivante. Après avoir calculé la courbure
et l’abscisse curviligne en chaque point de l’échantillon à partir de la fonction de la
déformée (étapes (4) et (5)), le moment de flexion est calculé. Dans notre cas, il est égal
à la somme de la contribution du poids propre de l’échantillon décrite par l’équation
2.11 et de celle de la masse suspendue. L’expression du moment de flexion utilisée dans
l’étape (6) est alors la suivante, avec les notations de la figure 3.5 :

Mpsq “

ż L

ξ“s

A g pξ ´ sq cos pαpξqq dξ `
m g

b
ApsqC ¨ E1 (3.2)

où m est la masse suspendue, g la constante de la pesanteur, b la largeur de l’échan-
tillon, C le point d’application de la masse (i.e. le bout libre de l’échantillon), et Apsq
le point où est calculé le moment de flexion. Enfin dans l’étape (7), la relation entre le
moment de flexion et la courbure est obtenue en optimisant le jeu de paramètres (R0,
Rinf , κlim) du modèle de Voce [96] :

Mpκq “M0 `R0 κ`Rinf p1´ e´κ{κlimq avec M0 “ 0 (3.3)

à l’aide de l’algorithme de Levenberg-Marquardt [95]. Le choix de ce modèle, initiale-
ment développé pour traduire l’écrouissage en traction [97], sera justifié de même dans
la partie 3.2.4 suivante.

Les données de sortie sont la gamme de courbures décrite par l’échantillon, l’équa-
tion de la déformée via le couple optimisé (k1, k2) de l’équation 3.1, la relation entre
le moment de flexion et la courbure via le jeu optimisé de paramètres (R0, Rinf , κlim)
de l’équation 3.3, et enfin en chaque point de la déformée : l’abscisse curviligne, la
courbure et le moment de flexion.

Les deux régressions successives – d’abord sur les coordonnées px, zq de la défor-
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Figure 3.5 – Notations employées lors du calcul du moment de flexion avec l’équation 3.2.

mée puis sur les points pκ,Mq – génèrent une incertitude qu’il apparaît nécessaire de
quantifier. Nous utilisons pour cela les grandeurs suivantes, qui caractérisent l’écart
entre des valeurs expérimentales et leur prédiction par un modèle :
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. (3.4)

Ces deux grandeurs correspondent plus précisément à la racine carrée de l’erreur-type
entre N valeurs expérimentales – zi, Mi – et leur prédiction – ẑipxiq, M̂ipκiq – par
le modèle sélectionné – équations (3.1) et (3.3). Pour des raisons de commodité, elles
sont normalisées par la gamme de valeurs parcourues par les valeurs expérimentales.
La condition nécessaire suivante est alors définie, pour que la qualité des deux régres-
sions successives soit acceptable :

Condition nécessaire de validité des essais de flexion : Pour chaque échan-
tillon, les valeurs de errpzq% et errpMq

% doivent être inférieures à 5 %.

Dans certains cas – un exemple est illustré sur la figure 3.4 –, on observe un effet
de « cassure » dans la zone à forte courbure proche de l’encastrement. Ce phénomène
est lié à la propension des fibres de l’intra-dos de l’échantillon à adopter un mode de
déformation hors-plan, i.e. du flambage local. Les échantillons présentent alors une
ligne moyenne anguleuse, et donc une régression de mauvaise qualité. Cette condition
de validité permet ainsi de les éliminer. Cependant elle est nécessaire mais non suffi-
sante : la racine de l’erreur-type relative peut être inférieure à 5 % alors que le modèle
est peu représentatif de la déformée réelle. En effet, cette grandeur est calculée sur
les ordonnées (z ou M), or la densité verticale de points est plus importante pour les
petites que pour les grandes courbures, ainsi la partie non-linéaire (proche de l’encas-
trement) a plus de poids que la partie linéaire (proche de l’extrémité libre) dans le
calcul de l’erreur-type. Il faut donc de plus vérifier qualitativement que la régression
est de bonne qualité.
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Nous introduisons enfin l’écart-type relatif (ou coefficient de variation) σpaq% , per-
mettant de mesurer la dispersion d’un échantillon de N valeurs ai autour de leur
moyenne ā :

σ
paq
% “

g

f

f

e

N
ÿ

i“1

pai ´ āq
2

ā
. (3.5)

3.2.4 Validation de la procédure

La procédure étant définie, on souhaite évaluer sa qualité avant de procéder à la
campagne expérimentale : on réalise pour cela les essais #1 à #3 présentés dans le
tableau 3.1. Ces essais préalables sont réalisés à température ambiante (Tamb) dans
un souci de simplicité, et sur des plis unitaires dans le sens longitudinal (r0˝s1). Trois
masselottes différentes sont utilisées, telles que m4 ă m6 ă m7.

Essai Séquence Température Masselotte Nombre d’essais
#1 r0˝s1 Tamb m7 10
#2 r0˝s1 Tamb m6 3
#3 r0˝s1 Tamb m4 3

Tableau 3.1 – Plan des essais préalables de validation de la procédure de l’essai de flexion.

Justification des modèles sélectionnés

On commence par observer la déformée (figure 3.6) et la relation moment 5 vs.
courbure (figure 3.7) obtenues pour un échantillon quelconque représentatif de l’essai
#1, respectant la condition nécessaire de validité. La figure 3.6 justifie le choix de la
fonction de la déformée (équation 3.1). En effet, la fonction choisie présente les carac-
téristiques suivantes : elle positionne l’origine du graphe au niveau de l’encastrement
(zp0q “ 0), sa pente s’annule au niveau de l’encastrement (z1p0q “ 0), et elle tend vers
un comportement linéaire au niveau de l’extrémité libre.

En outre, la figure 3.7 montre que le modèle de Voce (équation 3.3) sélectionné
décrit de manière satisfaisante les évolutions moment vs. courbure obtenues expéri-
mentalement. En effet, il permet de représenter par une seule fonction de classe C 2

le comportement observé : non-linéaire pour les petites courbures et quasi-linéaire à
partir d’un certain seuil de courbure κlim. Ainsi R0 correspond à la pente de la partie
quasi-linéaire à partir de ce seuil κlim et sera dénommé par la suite rigidité de flexion
tangente asymptotique (par unité de largeur) ; c’est la valeur minimale de la rigidité
de flexion. Par ailleurs, R0`Rinf{κlim correspond à la pente initiale et sera dénommé
rigidité de flexion tangente initiale (par unité de largeur) ; c’est la valeur maximale de

5. Toutes les valeurs de moments présentées sont normalisées pour des raisons de confidentialité.
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continu) et le modèle choisi (en trait plein) pour un échantillon quelconque de l’essai #1
(errpzq% “ 1,3 %).
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Figure 3.7 – Comparaison entre les résultats (en trait discontinu) et le modèle choisi (en
trait plein) pour la relation moment vs. courbure pour un échantillon quelconque de l’essai
#1 (errpMq

% “ 3,8 %).
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la rigidité de flexion. Ces différents paramètres sont indiqués sur la figure 3.8.

Figure 3.8 – Représentation du modèle de Voce [96] et interprétation des paramètres de
régression R0, Rinf et κlim.

Sur la figure 3.7, on observe que les différences les plus notables entre les résul-
tats bruts et le modèle de Voce [96] sont localisées au niveau du pied de courbe –
correspondant à l’extrémité libre de l’échantillon où le moment est nul – et de la fin
de courbe – correspondant à l’encastrement où le moment est maximal. Tout d’abord,
pour ce qui est du pied de courbe, remarquons que, si le moment de flexion calculé est
forcément nul au bout libre de l’échantillon, la courbure quant à elle tend vers zéro
mais n’est pas exactement nulle à cause de la fonction de la déformée utilisée (équation
3.1). Cela n’est pas physique, car cela correspond à une déformation dans un état libre
de contrainte. On choisit donc d’imposer M0 “ 0 pour représenter la physique ; cela
n’a pas été le cas dans d’autres travaux [60, 61]. Ensuite, remarquons que la fin de la
courbe semble présenter une tangente verticale (également visible sur la figure 3.12),
ce qui correspondrait à un plafonnement de la valeur de la courbure. Cet effet parasite
est en réalité dû à l’encastrement : en effet, une pente nulle de la déformée est imposée
à ce niveau par le montage, ce qui implique, pour la fonction de la déformée choisie,
une dérivée nulle de la courbure. Par construction, le modèle de Voce sélectionné ne
prend pas en compte cet effet parasite.

Par ailleurs, un calcul d’incertitude est réalisé pour évaluer l’influence d’une incer-
titude sur les paramètres de régression k1 et k2 sur le résultat de la rigidité de flexion.
Nous montrons que pour x “ 0 i.e. là où la courbure est la plus grande, l’incertitude
relative sur la courbure dépend des incertitudes relatives sur k1 et k2 de la manière
suivante :

∆κ

κ
“

∆k1

k1

` 2
∆k2

k2

(3.6)

car les quantités traitées sont positives. Dans le cas où x est non nul, d’autres contribu-
tions doivent être ajoutées. L’incertitude sur la rigidité de flexion B due à l’incertitude
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sur la courbure κ est donnée par :

∆B “
Rinf

κ2
lim

e´κ{κlim∆κ , (3.7)

ce qui montre qu’une incertitude sur k1 et k2 n’a pas d’influence sur la rigidité tangente
asymptotique (i.e. quand κ Ñ `8), tandis que l’incertitude sur la rigidité tangente
initiale (i.e. pour κ “ 0) est égale à celle sur la courbure multipliée par Rinf{κ

2
lim.

Répétabilité

Dans l’essai #1 (en référence au tableau 3.1), 10 échantillons sont testés à tempé-
rature ambiante avec la même masselotte m7 – même opérateur, même configuration,
même procédure de préparation des échantillons, mêmes conditions d’essai – afin d’éva-
luer la répétabilité de l’essai. Leurs déformées sont tracées en orange sur la figure 3.9.

La dispersion observée dans les déformées des échantillons est responsable d’un
écart-type relatif de 8 % sur la valeur maximale du moment (calculé avec l’équation
3.2 au niveau de l’encastrement), majoritairement dû à la contribution de la masse
pendue qui est fortement dépendante de la position de l’extrémité libre de l’échantillon.
Les relations moment vs. courbure obtenues sont présentées sur la figure 3.10. Cette
variabilité est attribuée principalement à la manipulation et à la mise en œuvre des
échantillons, voire à la variabilité matériau. Toutefois, nous verrons qu’à chaud, la
dispersion des déformée est largement réduite.
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Figure 3.9 – Données expérimentales de déformées obtenues lors des essais préalables #1 à
#3 à Tamb.

Cohérence des résultats

Afin d’évaluer la cohérence des résultats obtenus avec la procédure proposée, on
les compare à ceux produits lors des tests préliminaires avec le flexomètre à angle fixe
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Figure 3.10 – Comportements de flexion normalisés décrits par les modèles de Voce obtenus
lors des essais préalables #1 à #3 à Tamb.

existant (méthode présentée dans la partie 2.2.6). On vérifie bien que la valeur de rigi-
dité de flexion donnée par le modèle de Peirce est comprise dans la gamme de rigidités
de flexion – bornée par les rigidités tangentes asymptotique et initiale – obtenue par
la nouvelle méthode. Plus précisément, on observe que la rigidité de Peirce est plus
proche de la rigidité initiale, ce qui est cohérent puisque le flexomètre à angle fixe ne
génère que des faibles courbures car c’est un essai de flexion sous poids propre.

Comportement intrinsèque

Enfin, pour vérifier que la relation moment vs. courbure obtenue est bien carac-
téristique du comportement intrinsèque du matériau, le test est répété en modifiant
la masse suspendue pour varier la contrainte maximale, avec notamment une diffé-
rence de 50 % entre m4 et m7 (en référence au tableau 3.1). Notons que dans le cadre
d’autres travaux [60], c’est la longueur de bande fléchie qui a été modifiée. La figure
3.9 illustre bien que plus la masse augmente, plus l’échantillon se déforme. Sur la figure
3.10, on observe que les modèles obtenus pour la relation moment vs. courbure lors
des essais #2 et #3 sont situés dans l’enveloppe définie par les résultats de l’essai #1.
Par conséquent, pour différents chargements, différentes gammes de courbures (entre 0
et 0,128 mm´1) et de moments sont décrites, mais la réponse matériau reste la même
(i.e. même relation moment vs. courbure). C’est donc bien la réponse intrinsèque du
matériau qui est décrite par cet essai.

Les essais préalables permettent de valider la procédure proposée. Nous disposons
donc d’une méthode permettant de caractériser le comportement non-linéaire intrin-
sèque en flexion des renforts, et donnant des résultats cohérents avec ceux obtenus par
d’autres méthodes. La partie 3.3 suivante présente les résultats de la caractérisation
du comportement en flexion du renfort HiTape®.
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3.3 Résultats expérimentaux de flexion

3.3.1 Caractéristiques des essais
Paramètres matériau

Les caractéristiques des échantillons testés sont synthétisées dans le tableau 3.2.
Afin d’être représentatif du procédé de mise en forme par double membrane, il fau-
drait idéalement pouvoir tester le matériau lorsqu’il est compacté sous 1 bar. Cela
étant difficilement réalisable sans introduire d’artifices supplémentaires, nous décidons
de consolider les échantillons avant essai : ils sont passés en étuve à la température
de fusion du voile (Tfus) pendant 1 h sous bâche à vide pour que, pendant le test, ils
soient dans des conditions proches de celles de la mise en forme.

Fibre HexTow® IMA
Grammage du renfort 210 g ¨m´2

Dimension des échantillons 12,7 mm ˆ 150 mm
Consolidation 1 h à Tfus sous bâche à vide
Dépose des empilements automatisée

Tableau 3.2 – Caractéristiques du renfort HiTape® et des échantillons testés lors des essais
de flexion.

Plan d’expérience

Le tableau 3.3 résume le plan d’expérience. Dans un premier temps, le compor-
tement en flexion longitudinale d’un pli unitaire est caractérisé (essai #4), puis des
empilements unidirectionnels sont testés (#5 à #8). Selon le nombre de plis, des mas-
selottes différentes sont employées ; elles sont notées m1Ñ5 où mi ă mj pour i ă j.
Afin d’être représentatif d’un cycle réel de mise en forme, les échantillons de type em-
pilements sont déposés de façon automatisée à plat. Notons que, à cause de leur faible
largeur, les échantillons se sont étalés pendant la phase de consolidation sous bâche à
vide car ils n’étaient pas contraints latéralement. Or le boîtier de fixation de l’échan-
tillon étant conçu pour une largeur d’échantillon fixe de 12,7 mm, les échantillons sont
donc ajustés en largeur a posteriori, ce qui génère une erreur liée à la valeur de la masse
surfacique. Cependant, comme il a été observé que la contribution de la masselotte est
prépondérante, cette erreur est négligée.

3.3.2 Essais sur pli unitaire
Résultats

La figure 3.11 présente les déformées des quatre échantillons obtenues après trai-
tement des photographies sur ImageJ, ainsi que le modèle optimisé de l’équation 3.1
pour chacune. Le cinquième essai ne satisfaisant pas la condition nécessaire de validité
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Essai Séquence Température Masselotte Nombre
#4 r0˝s1 Tfus m1 5
#5 r0˝s2 Tfus m2 3
#6 r0˝s4 Tfus m3 3
#7 r0˝s6 Tfus m3 3
#8 r0˝s8 Tfus m5 3

Tableau 3.3 – Plan d’expérience des essais de flexion.

(errpzq% ă 5 % et errpMq

% ă 5 %), il n’est pas considéré. La racine de l’erreur-type rela-
tive errpzq% entre les points expérimentaux et la fonction de la déformée est inférieure à
2,5 % pour chacun des échantillons, ce qui justifie le choix de la fonction de la déformée
(équation 3.1) pour le comportement à Tfus également.
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Figure 3.11 – Déformées des plis unitaires caractérisés à Tfus (données expérimentales en
traits discontinus et modèles optimisés en traits pleins).

Sur la figure 3.12, le moment de flexion est tracé en fonction de la courbure, avec
d’une part les résultats de courbure et de moment de flexion calculés séparément avec
les équations 2.9 (p.39) et 3.2 (p.57) respectivement, et d’autre part le modèle de Voce
optimisé (équation 3.3 p.57) pour chacun des quatre échantillons. Le modèle moyen
est également tracé (ses paramètres R0, Rinf et κlim sont pris comme les moyennes
des paramètres de chaque échantillon). La figure 3.12 montre que le modèle de Voce
sélectionné décrit de manière satisfaisante l’évolution moment vs. courbure obtenue
expérimentalement à la température de fusion du voile, avec errpMq

% inférieure à 3 %
pour chacun des échantillons.
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Figure 3.12 – Comportement de flexion normalisé pour un pli unitaire à Tfus (données
brutes en traits discontinus et modèles optimisés en traits pleins).

Discussion

Nous avons ainsi caractérisé le comportement de flexion d’un pli unitaire HiTape®
avec le modèle de Voce, rappelé ici :

Mpκq “ R0 κ`Rinf p1´ e´κ{κlimq

où les R0, Rinf sont connus, et κlim “ 0,0088 mm´1 est le seuil de courbure à partir
duquel le comportement devient quasi-linéaire (figure 3.8). La connaissance de ces trois
paramètres permet d’évaluer les rigidités de flexion tangentes initiale et asymptotique,
qui sont respectivement les bornes supérieure et inférieure de la gamme de rigidités de
flexion.

Lors des essais, les courbures décrites par les déformées sont comprises entre 0,0576
et 0,0010 mm´1, ce qui correspond à un rayon de courbure de 17 à 1000 mm environ.
L’objectif est de représenter les courbures des pièces finales, sur lesquelles les rayons
de courbure peuvent atteindre 5 mm, ce qui correspond à une courbure de 0,2 mm´1.
De telles courbures ne sont pas atteignables expérimentalement sans effet de « cas-
sure » de l’échantillon. Cependant, le modèle de Voce étant linéaire à partir du seuil
κlim largement inférieur à 0,2 mm´1, la relation moment vs. courbure est alors connue
par extrapolation pour des courbures plus grandes que celles de l’échantillon. Ainsi le
modèle obtenu permet bien de décrire la gamme de courbure des géométries mises en
forme.

De la même façon que dans la partie 3.2.4, on compare la rigidité de flexion tangente
initiale obtenue au résultat du flexomètre de Peirce : on trouve une erreur relative de
4 %. Ainsi, par rapport au flexomètre à angle fixe, le flexomètre modifié permet de plus
de décrire le comportement de flexion aux grandes courbures, ce qui est intéressant
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pour décrire les géométries industrielles réelles.

3.3.3 Essais sur empilements
Résultats

Conformément au plan d’expérience (tableau 3.3), des essais de flexion sur des em-
pilements unidirectionnels de 2, 4, 6 et 8 plis sont réalisés ; les essais sur 6 et 8 plis
n’ayant cependant pas pu être exploités car la condition nécessaire de validité n’a pas
été remplie. La figure 3.13a représente le moment de flexion en fonction de la cour-
bure pour chaque configuration (pli unitaire compris). Suivant la même méthode, un
comportement de flexion moyen est obtenu via l’optimisation du jeu de paramètres du
modèle de Voce. On remarque à nouveau que le modèle de Voce sélectionné permet
de décrire de façon adéquate les évolutions moment vs. courbure des différentes confi-
gurations, dans le cas d’empilements cette fois.
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Figure 3.13 – Comportement de flexion normalisé pour un pli unitaire et pour des empi-
lements de 2 et 4 plis à Tfus (données expérimentales en pointillés et modèles moyens en
traits pleins) (a) ; pour un plus grand nombre de plis, l’essai n’est plus valide : un échantillon
constitué de 8 plis d’HiTape® présente du flambage au niveau de l’encastrement (b).

Une limite de cet essai de flexion sur empilements concerne l’épaisseur des échan-
tillons testés. En effet, une épaisseur (ou nombre de plis) trop importante conduit au
phénomène de flambage local : une ouverture (fish-eye) induite par la décohésion de
l’échantillon apparaît ; un exemple est illustré sur la figure 3.13b. Ce phénomène est
dû à la fois à l’inextensibilité des fibres individuellement et aux singularités locales.
L’hypothèse de continuité de la matière et par conséquent l’interprétation des résul-
tats selon la méthode ci-avant ne sont plus valables. Il est donc décidé de minimiser
ces effets – ce qui consiste, pour une épaisseur donnée, à diminuer voire supprimer la
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masselotte. En revanche, cela implique que de plus faibles courbures sont obtenues, et
que par conséquent le comportement quasi-linéaire n’est pas forcément décrit. Ainsi la
valeur du paramètre de régression R0, et donc de la rigidité de flexion asymptotique,
pourraient être surestimées. Le choix de la masselotte est ainsi le fruit d’un compromis
entre maintien de la cohésion de l’échantillon, et étendue de la gamme de courbures.

Discussion

Le comportement de flexion d’empilements de 2 et 4 plis a ainsi été caractérisé,
et un modèle moyen a été dégagé pour chaque configuration ; ils sont rappelés sur
la figure 3.14. La courbe théorique correspondant au comportement de flexion d’un
milieu homogène à un pli (donc de même comportement) mais de double épaisseur
selon la théorie de Kirchhoff a été ajoutée, ainsi que celui théorique d’un pli déduit
du comportement en traction selon la mécanique des milieux continus (équation (2.6)).
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Figure 3.14 – Comportements de flexion normalisés moyens pour différents empilements à
Tfus, pour un milieu théorique homogène à 1 pli mais d’épaisseur double selon la théorie de
Kirchhoff et les résultats expérimentaux sur 1 pli, et pour 1 pli d’après le comportement en
traction et la mécanique des milieux continus.

On vérifie l’invalidité de la théorie des milieux continus, avec environ deux ordres
de grandeurs d’écart entre les comportements théorique et expérimental d’un pli uni-
taire. Par ailleurs, le comportement réel d’un empilement de 2 plis est quatre fois
moins rigide que le comportement théorique d’un pli unitaire de double épaisseur. La
différence peut certes être attribuée en partie à l’invalidité de la théorie des milieux
continus dans ce contexte où il y a réarrangement fibreux au cours de la transforma-
tion, mais nous supposons également qu’elle est accentuée par la présence du voile
thermoplastique au niveau de l’inter-pli. En effet, nous estimons que ce voile induit un
glissement inter-pli, ce qui crée une souplesse de la structure globale en flexion. Ainsi,
l’interface où est situé le voile contrôle en grande partie le comportement en flexion
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d’un empilement de renfort. Comme le cisaillement transverse hors-plan à l’échelle
d’un pli unitaire est négligeable (partie 3.1.5), un pli unitaire se déforme en flexion de
la manière illustrée sur la figure 3.15a. Finalement, le comportement en flexion d’un
empilement de renforts HiTape® peut être schématisé par la figure 3.15b.

(a) (b)

Figure 3.15 – Illustration du comportement en flexion d’un pli unitaire HiTape® sans
cisaillement transverse hors-plan (a), et du comportement en flexion d’un empilement de plis
HiTape® avec glissement inter-pli sans cisaillement transverse hors-plan intra-pli (b).

Cependant, le glissement inter-pli intervenant lors d’un essai de flexion d’un empi-
lement est difficilement mesurable, à cause d’une part des conditions d’essais (enceinte
thermorégulée) et d’autre part des faibles déplacements relatifs mis en jeu. En effet,
si on approxime la déformée des échantillons à un quart de cercle et l’épaisseur d’un
pli unitaire à 0,2 mm, un simple calcul géométrique montre que le déplacement relatif
entre deux plis adjacents est de l’ordre de 0,3 mm. Il apparaît ainsi nécessaire de carac-
tériser le comportement de glissement inter-pli via un essai spécifique. L’idée générale
serait alors de confronter le comportement en flexion expérimental d’un empilement,
à celui d’un empilement de plis issu de la simulation numérique, obtenu en empilant
des plis présentant chacun le comportement d’un pli unitaire et séparés par une zone
intégrant un comportement de glissement.

Conclusion du chapitre
Les sollicitations intra-plis dont la réponse du renfort HiTape® est prépondérante

ont été identifiées : il s’agit de la traction dans le sens des fibres, la compaction, et la
flexion. Le comportement en traction a été déduit des caractéristiques des fibres. Le
comportement en compaction a été identifié grâce à des travaux passés. Enfin, le com-
portement en flexion fortement non-linéaire et dépendant de la température nécessite
la conception et la mise en place d’une nouvelle méthode de caractérisation. Après
validation de cette nouvelle méthode, les comportements de flexion d’un pli unitaire et
d’empilements de deux et quatre plis ont pu être décrits à l’aide du modèle de Voce.

La caractérisation du comportement en flexion d’empilements a permis de mettre en
évidence le rôle majeur de l’interface entre les plis, où se situe le voile. Ce comportement
nécessite d’être caractérisé à l’aide d’un essai spécifique : ceci fait l’objet du chapitre
suivant.
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Introduction
Les réponses aux sollicitations intra-plis étudiées dans le chapitre 3 sont liées au

comportement d’un pli unitaire isolé. Cependant, l’étape de mise en forme du pro-
cédé considéré (figure 1.7 p.15) s’opère sur un empilement, et les essais de flexion sur
empilements présentés dans le chapitre précédent ont permis de mettre en évidence
le rôle majeur de l’inter-pli, i.e. l’interface constituée par le voile, dans le comporte-
ment global. Contrairement aux réponses aux sollicitations intra-plis, pour lesquelles la
contribution du voile et donc de la température est négligeable – sauf pour la flexion –,
le comportement inter-pli est a priori largement dominé par le voile thermoplastique.
En effet, d’après le postulat P-1 (p.47), le voile est situé à l’interface entre les plis et
ne migre pas au cours de la mise en forme. La figure 2.2 illustrant la modélisation du
renfort est rappelée ci-dessous.

(a) (b)

Rappel de la figure 2.2 – Illustration [13] (a) et modélisation (b) de la structure
du renfort HiTape®, intermédiaire entre les renforts secs et pré-imprégnés.

L’objectif de ce chapitre est de caractériser le comportement inter-pli du renfort
HiTape® où est localisé le voile, suivant la stratégie de modélisation et de caracté-
risation établie dans les parties 2.4.2 et 2.4.3 (p.47), selon laquelle le voile peut être
modélisé par un milieu continu homogène équivalent. Ainsi, chacune des deux sollicita-
tions inter-plis présentées dans la partie 2.3 (adhésion/décohésion, glissement inter-pli)
est étudiée dans le cas du renfort HiTape®. Dans le cas du glissement inter-pli spéci-
fique à nos matériaux, nous verrons qu’une nouvelle méthode de caractérisation doit
être mise en place ; elle est présentée dans la partie 4.2. Les résultats expérimentaux
de frottement inter-pli suivent dans la partie 4.3.

4.1 Réponses du renfort HiTape® à des sollicitations inter-plis

4.1.1 Adhésion/décohésion inter-pli
La littérature présentée dans la partie 2.3.2 nous permet d’intuiter un rôle impor-

tant du comportement d’adhésion/décohésion entre les plis. Par ailleurs, des essais
en laboratoire ont mis en évidence la moins bonne qualité des préformes déposées de
façon automatisée et mises en forme à température ambiante plutôt qu’à chaud. Nous
expliquons cela par le fait que le lien d’adhésion créé par le voile thermoplastique fondu
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au moment de la dépose puis solidifié empêche la mobilité entre les plis lors de la mise
en forme à température ambiante et favorise l’apparition de défauts.

S’il nous semble pertinent de nous intéresser à ce phénomène dans le cadre de tra-
vaux ultérieurs, le glissement inter-pli semble cependant prépondérant devant l’adhé-
sion/ décohésion dans le cadre du procédé considéré (figure 1.7 p.15), notamment car
(i) le renfort est maintenu entre deux membranes dans la direction de son épaisseur,
et car (ii) la mise en forme est réalisée à la température de fusion du voile.

Lemme L-8 : La réponse à une sollicitation en décohésion du renfort HiTape®
n’a pas un rôle majeur au premier ordre, comparé au glissement inter-pli.

4.1.2 Glissement inter-pli

Le glissement inter-pli des renforts secs et pré-imprégnés a été abondamment étudié
dans la littérature (partie 2.3.1). En effet, pendant l’étape de mise en forme, les plis
sont amenés à glisser à la fois les uns par rapport aux autres, et sur l’outillage (moule,
membrane). Dans le cas du procédé considéré (figure 1.7 p.15), on peut supposer une
adhésion parfaite entre les membranes et le renfort (i.e. pas de déplacement relatif
à l’interface membrane-renfort), et un glissement parfait en première approximation
entre la membrane et le moule (i.e. aucun frottement). En revanche, le comportement
de glissement inter-pli, dont l’influence majeure sur le comportement d’un empilement
a été mise en évidence dans le chapitre 3, nécessite d’être caractérisé à la température
de fusion du voile. Compte tenu de l’amplitude des déplacements relatifs attendue, ce
comportement de glissement inter-pli peut être caractérisé par le frottement inter-pli.

La présence du voile thermoplastique à l’interface entre les plis, à l’état fondu lors
de la mise en forme, laisse supposer que le frottement inter-pli est de type lubrifié
limite ou hydrodynamique, avec une influence de la pression normale et de la vitesse
de déplacement relative entre les plis. Tout comme pour les essais de flexion, notons
que nous ne cherchons donc pas dans le cadre de ce travail à étudier l’influence de la
température, mais que nous considérons la transformation isotherme à la température
de fusion du voile. En effet, dans le procédé de mise en forme considéré (figure 1.7
p.15), la mise en forme est opérée après que la température de consigne est atteinte
de façon homogène. Le comportement attendu peut donc être résumé ainsi :

Lemme L-9 : Le comportement du renfort HiTape® en glissement inter-pli est
prépondérant lors de la mise en forme d’un empilement. Il est de type frottement lu-
brifié, et est fortement dépendant de la température.

Aucun moyen de caractérisation du comportement de frottement inter-pli n’étant
disponible, un nouveau banc a donc été conçu et mis en place au sein du laboratoire
R&T d’Hexcel Reinforcements, avec pour objectif de caractériser le comportement de
frottement inter-pli en se rapprochant au maximum des conditions de mise en forme.
Ainsi, un essai de type pull-through est sélectionné. La mise en place de cette nouvelle
méthode est présentée dans la partie 4.2, puis les résultats sont analysés dans la partie
4.3.
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4.2 Mise en place d’un essai de frottement inter-pli

4.2.1 Cahier des charges
Les principaux points du cahier des charges pour la conception du nouveau banc

de caractérisation du frottement inter-pli sont les suivants :
— tester le renfort à la température de fusion du voile (Tfus) ;
— appliquer une gamme de contraintes normales de 0,5 à 1,5 bar;
— imposer une vitesse de déplacement relative de l’ordre de quelques millimètres

en quelques secondes, soit une gamme de 1 à 10 mm{min.

4.2.2 Description du montage
On rappelle que dans l’essai de pull-through, un échantillon central est placé entre

deux échantillons latéraux fixes. Une pression de serrage connue est appliquée dans le
sens de l’épaisseur du renfort, et l’échantillon central est tiré ; un schéma de principe
est donné sur la figure 4.1a. La force de traction FT est alors mesurée en fonction du
déplacement de l’échantillon. Ce principe d’essai a été sélectionné car il permet d’ap-
pliquer une pression normale à la fois homogène sur la surface et constante au cours
de l’essai.

(a) (b)

Figure 4.1 – Schéma de principe de l’essai de pull-through mis en place (a) et schéma de
l’ensemble des pièces constituant le banc de caractérisation du frottement inter-pli (b).

Un montage est conçu à la fois pour maintenir les échantillons latéraux immobiles
et pour appliquer la température et la pression de serrage souhaitées. L’ensemble de
ses éléments est schématisé sur la figure 4.1b. La pression de fermeture est imposée
par un vérin pneumatique, et un manomètre permet le réglage du flux d’air d’entrée
pour la contrôler. Un capteur additionnel permet de mesurer la valeur exacte de la
force normale imposée par le vérin pneumatique. Les échantillons latéraux sont placés
au contact de patins chauffants et sont immobilisés à l’aide d’un système de fixation
spécifique. Le montage présente également un guidage de l’échantillon central. Enfin,
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des isolants thermiques sont ajoutés pour limiter l’influence de la montée en tempéra-
ture des patins chauffants sur le vérin et le capteur de force.

Ce montage est adapté à la base d’une machine de traction standard Instron 1 2 kN.
L’essai est piloté via le logiciel de la machine de traction, et une station d’acquisition
permet d’enregistrer en temps réel les données de force, déplacement et temps de la
machine de traction, ainsi que la température des patins et la force normale réelle
mesurée par le capteur.

L’échantillon central est fixé dans le mors supérieur de la machine. Lors de la
conception de cet essai, diverses difficultés ont été rencontrées ; les solutions tech-
niques apportées sont synthétisées dans le tableau 4.1.

Enjeu identifié Solution apportée
Limiter les effets de la température sur
la force normale appliquée

Choix des matériaux et pièces addition-
nelles isolantes thermiquement

Connaître la contrainte normale à
chaque instant

Capteur de force

Assurer l’immobilité des échantillons
latéraux dès le début de l’essai

Système de fixation spécifique des
échantillons latéraux

Empêcher le glissement de l’échantillon
central au niveau du mors supérieur

Conception d’un mors particulier, et
vérification systématique au cours d’un
essai

Assurer l’homogénéité de la pression
sur la surface testée à l’état initial

Patins coplanaires, et vérification de
leur coplanéité sur le montage

Assurer l’homogénéité de la pression
sur la surface testée au cours de l’essai

Dimensionnement du montage (avec
choix d’un vérin présentant une bonne
tenue dans le sens transverse)

Supprimer les frottements parasites en-
dehors de la surface testée

Système de fixation des échantillons la-
térau, et guidage de l’échantillon cen-
tral

Tableau 4.1 – Identification des enjeux associés à la conception de l’essai de frottement et
solutions technologiques apportées.

4.2.3 Procédure

Étape 1/2 : mesures expérimentales

Les échantillons latéraux et central sont tout d’abord fixés sur le montage et dans
le mors supérieur de la machine de traction respectivement. Le vérin pneumatique est
ensuite activé afin d’appliquer la pression de fermeture, et la montée en température
des patins jusqu’à la température de fusion du voile est lancée. Au bout de quelques

1. www.instron.fr/
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minutes, suffisantes pour que la température de consigne soit atteinte de façon ho-
mogène sur les patins et dans les échantillons au niveau de la surface testée (vérifié
par des thermocouples), l’essai est démarré. Il débute par une précharge à 10 N à une
vitesse de déplacement de 10 mm{min, puis le déplacement de la traverse se poursuit
à la vitesse de consigne présélectionnée.

L’essai est stoppé lorsqu’un des deux critères suivants est vérifié : soit la courbe
force-déplacement est stabilisée (i.e. elle a atteint un palier), soit la distance de dé-
placement atteint 50 mm (ce qui correspond à la hauteur des patins). Les paramètres
d’entrée du test sont la vitesse de déplacement de la traverse représentant la vitesse
de déplacement relative des plis, et la contrainte normale appliquée. Les données de
sortie sont le déplacement, la force de traction, la force normale et la température en
fonction du temps.

Étape 2/2 : exploitation des résultats

A chaque instant de l’essai, le coefficient de frottement CoF et le nombre de Hersey
divisé par la viscosité – on le notera H˚ – peuvent être calculés avec les équations 2.12
et 2.14 rappelées ici :

CoF “
FT

2FN
et H˚

“
H

η
“

ν

FN
(4.1)

où pour rappel, FN et FT sont les efforts normal et tangent respectivement, η la
viscosité de la matrice, et ν la vitesse de glissement. Cette étude étant isotherme,
on suppose que dans la gamme de pression considérée la valeur de la viscosité reste
constante. L’étude peut donc être menée avec H˚, à la valeur de η près. Notons par
ailleurs que par rapport à l’équation 2.12, un facteur 2 apparaît ici puisqu’on suppose
le problème parfaitement symétrique (l’aire réelle de contact est égale au double de la
surface testée).

4.2.4 Validation de la procédure

La procédure étant définie, on souhaite évaluer sa qualité avant de procéder à la
campagne expérimentale. Dans cette partie, on cherche donc à vérifier que la tempéra-
ture de consigne est bien atteinte dans l’échantillon et que cela n’affecte pas la mesure
de la force normale. On justifie également la largeur d’échantillon sélectionnée pour le
test.

Température de la zone testée

La montée en température des échantillons est réalisée à l’aide de patins chauf-
fants ; une autre possibilité aurait été de mettre en place le test en étuve. Ce choix a
été fait pour les raisons suivantes : (i) la montée en température est beaucoup plus
rapide (de l’ordre de quelques minutes), (ii) l’essai est plus aisé à mettre en œuvre,
et (iii) la manipulation est facilitée. Cependant, ce choix est potentiellement fait au
détriment d’une température homogène dans l’échantillon. Afin de vérifier cet aspect,
un thermocouple est placé au sein de l’échantillon central en amont de la zone testée,
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puis le test est réalisé. On vérifie bien que la montée de l’échantillon à la tempéra-
ture de consigne est quasi-immédiate. Cela s’explique notamment par le fait que le
carbone est un bon conducteur de chaleur, que le renfort est fin, et que la vitesse de
déplacement est faible.

Sélection d’une largeur d’échantillon

Des essais préalables sont réalisés avec des échantillons de diverses largeurs en vue
de sélectionner une largeur appropriée. Il est observé que lorsque la largeur augmente,
les conséquences d’un défaut d’alignement sont amplifiées, avec notamment risque de
décohésion et de plissement hors-plan comme illustré sur la figure 4.2. En revanche,
lorsque la largeur est trop faible, l’échantillon central a tendance à s’étaler sous l’effet
de la pression de serrage, et l’aire réelle de la surface testée n’est plus maîtrisée. Si cela
n’a pas d’influence sur le calcul du coefficient de frottement, cela modifie en revanche
de manière incontrôlée la valeur de la pression réelle appliquée. Une largeur standard
de 12,7 mm est sélectionnée. L’étalement observé sur des échantillons après essai est
du même ordre de grandeur que la variabilité dimensionnelle du matériau, il est donc
négligé.

(a) (b)

Figure 4.2 – Plissements hors-plan (a) et décohésion de l’échantillon (b) pouvant apparaître
lors de l’essai de frottement.

Mesure de la force normale

Le vérin pneumatique et le capteur étant métalliques et proches des patins, leur
température peut augmenter lors d’un essai. En ce qui concerne le vérin pneumatique,
l’air contenu s’échauffe donc se dilate, ce qui modifie la pression appliquée. A titre
d’exemple, un calcul rapide avec la loi des gaz parfaits montre qu’une augmentation
de 10 ˝C de l’air contenu dans le vérin (de 25 à 35 ˝C par exemple) implique une aug-
mentation de 3 % de la force appliquée. En ce qui concerne le capteur de force normale,
une montée en température provoque une dérive de la mesure de force. Le coefficient
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de frottement étant calculé avec les données de forces normale et tangente en temps
réel, une légère variation de la force normale n’est pas problématique. En revanche,
il est nécessaire de bien la mesurer. Un système permettant d’isoler thermiquement
le capteur et le vérin est alors installé (indiqué sur la figure 4.1), et la fiabilité de la
mesure de la force normale est bien vérifiée.

Les différents aspects sensibles de l’essai étant appréhendés, la procédure proposée
est validée. Nous disposons donc d’une méthode permettant de caractériser le com-
portement de frottement inter-pli des renforts à chaud. La partie 4.3 suivante présente
les résultats de la caractérisation du comportement en frottement inter-pli du renfort
HiTape®.

4.3 Résultats expérimentaux de frottement inter-pli

4.3.1 Caractéristiques des essais
Paramètres matériau

Les caractéristiques des échantillons testés sont synthétisées dans le tableau 4.2. Le
matériau est le même que celui utilisé pour les essais de flexion. Comme la contrainte
normale représentative de la mise en forme est appliquée lors de l’essai de frottement,
il n’est en revanche pas nécessaire de consolider les échantillons au préalable. L’échan-
tillon central est calibré de largeur 12,7 mm, et les patins mesurent 55 mm de haut.
Les échantillons latéraux présentent une plus grande largeur que l’échantillon central,
de sorte à maintenir constante la surface testée.

Fibre HexTow® IMA
Grammage du renfort 210 g ¨m´2

Surface testée 12,7 mm ˆ 55 mm

Tableau 4.2 – Caractéristiques du renfort HiTape® et des échantillons testés lors des essais
de frottement inter-pli.

Plan d’expérience

Le plan d’expérience est présenté dans le tableau 4.3. L’objectif est d’évaluer le
coefficient de frottement inter-pli du renfort sur des gammes de contrainte normale et
de vitesse représentatives de la mise en forme. La contrainte normale appliquée sur
l’empilement de renforts dans le procédé considéré (figure 1.7 p.15) est théoriquement
de 1 bar, mais elle peut varier localement ; ainsi le coefficient de frottement est évalué
pour des contraintes normales comprises entre 0,5 et 1,5 bar environ. Par ailleurs, il
est difficile d’estimer la valeur de la vitesse de déplacement relatif entre deux plis ad-
jacents dans les procédés de mise en forme à membrane. On estime qualitativement
qu’elle est de l’ordre de quelques millimètres en quelques secondes, soit une gamme de
0,5 à 2,0 mm{min.
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Par ailleurs, dans le cadre de ce travail, on caractérise le frottement inter-pli 0°/0°
par souci de simplicité, même si dans un contexte industriel les plis adjacents sont
rarement de même orientation. Si les essais révèlent un régime hydrodynamique (voir
figure 2.15 p.41), alors cela signifie que l’interface est séparée par un film lubrifiant
continu d’épaisseur plus grande que la rugosité de la surface. Dans un tel cas, l’hy-
pothèse selon laquelle le coefficient de frottement est indépendant de l’orientation des
fibres serait justifiée.

Essai Pression Vitesse de déplacement Nombre
#a 1,35 bar 2,0 mm{min 5
#b 1,00 bar 2,0 mm{min 4
#c 0,50 bar 2,0 mm{min 4
#d 1,35 bar 0,5 mm{min 4
#e 0,50 bar 0,5 mm{min 4

Tableau 4.3 – Plan d’expérience des essais de frottement inter-pli.

4.3.2 Résultats
La figure 4.3 illustre l’allure de la force tangente en fonction du déplacement dans

le cas d’un échantillon représentatif. La force est normalisée par sa valeur maximale
et est exprimée en pourcentage. Après la mise sous tension de l’échantillon, la force
tangente augmente avec le déplacement jusqu’à atteindre une valeur maximale, puis
elle décroît. Remarquons que la valeur de la force ne se stabilise pas clairement ; ce
phénomène est attribué à un réarrangement fibreux au cours de l’essai et aux limites
du postulat P-1 selon lequel le voile reste à l’interface.
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Figure 4.3 – Allure de la force tangente en fonction du déplacement dans le cas d’un échan-
tillon représentatif testé sous 1,5 bar et à 0,5 mm{min (essai #d).
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Lors de la mise en forme d’un empilement, le déplacement relatif attendu entre
deux plis adjacents est de l’ordre de quelques millimètres. Rappelons que selon des
considérations purement géométriques, la mise en forme sur un quart de cercle im-
plique un déplacement relatif entre deux plis adjacents de 0,3 mm. Ainsi, ce sont les
premiers millimètres de glissement qui nous intéressent. Deux valeurs de force sont
donc exploitées : celle à partir de laquelle le déplacement commence – désignée par
Fstat sur la figure 4.3 –, et la valeur maximale atteinte au cours de l’essai – désignée
par Fmax sur la même figure. La première correspond à la force de frottement statique
et permet d’extraire le coefficient de frottement statique CoFstat, tandis que la seconde
donne le coefficient de frottement maximal CoFmax. Remarquons que la valeur de la
force ne se stabilisant pas, on ne peut pas extraire de ces essais un coefficient de frot-
tement dynamique au sens de la norme ASTM D1894.

Les résultats de coefficients de frottement statique et maximal sont présentés avec
leurs écarts-types, en fonction de la pression sur la figure 4.4, et en fonction de la
vitesse sur la figure 4.5. Une forte influence de la pression et de la vitesse est observée
sur les gammes étudiées. Remarquons que les écarts-types sont faibles (inférieurs à
10 % relativement) au regard des différences observées d’une configuration à l’autre.
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Figure 4.4 – Coefficients de frottements statiques et maxima en fonction de la pression,
obtenus lors des essais #a à #e.

4.3.3 Discussion
Afin de conclure quant au type de régime lubrifié qui caractérise l’inter-pli durant

la mise en forme à chaud, les coefficients de frottement obtenus CoFstat et CoFmax

sont tracés en fonction du nombre de Hersey divisé par la viscosité H˚ ; les résultats
sont présentés sur la figure 4.6. Une régression linéaire est réalisée dans chacun des
deux cas, et le coefficient de détermination obtenu justifie la conclusion d’une relation
linéaire croissante entre le coefficient de frottement et le nombre de Hersey modifié H˚,



4.3 Résultats expérimentaux de frottement inter-pli 81

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

0 0,5 1 1,5 2 2,5

P = 1,35

P = 0,5

C
oF

st
at

,
C

oF
m

ax
(-)

Vitesse de déplacement (mm/min)

P0,5 ; V0,5 (x4)
P1,35 ; V0,5 (x4)

P0,5 ; V2,0 (x4)
P1,0 ; V2,0 (x4)

P1,35 ; V2,0 (x5)
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conformément à la courbe de Stribeck (figure 2.15). Il s’agit donc bien d’un régime
hydrodynamique, ce qui correspond à la présence d’un film lubrifiant d’épaisseur plus
grande que la rugosité du renfort. Cela justifie l’hypothèse faite en première approxi-
mation que le coefficient de frottement ne dépend pas de l’orientation du renfort.

	0,1

	0,2

	0,3

	0,4

	0,5

	0,6

	0,7

	0,8

	0,9

	1

	1,1

	0 	0,01 	0,02 	0,03 	0,04 	0,05 	0,06 	0,07

R2	=	0.87
CoFstat	=	8.82	H*	+	0.13

R2	=	0.87
CoFmax	=	10.33	H*	+	0.26

C
oF

st
at

	,	
	C

oF
m

ax
	(-

)

H*	(m.s-1.N-1)

CoFstat CoFmax

Figure 4.6 – Courbe de Stribeck pour le renfort HiTape® sur les gammes de pression et
vitesse représentatives de la mise en forme.
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Du point de vue de la mise en forme, une relation linéaire croissante entre le
coefficient de frottement et le nombre de Hersey modifié H˚ signifie que la mobilité
inter-pli est favorisée aux faibles nombres de Hersey, donc à haute pression et basse
vitesse.

Conclusion du chapitre
Parmi les sollicitations inter-plis intervenant lors de la mise en forme par double

membrane d’un empilement de renforts HiTape®, la réponse prépondérante est le
frottement inter-pli. Afin de l’étudier dans des conditions représentatives de la mise
en forme, une nouvelle méthode de caractérisation du frottement inter-pli a été mise
en place au sein du laboratoire R&T d’Hexcel Reinforcements. Après définition et
validation de la procédure, le comportement de glissement inter-pli a été caractérisé. Le
coefficient de frottement inter-pli est très dépendant de la contrainte normale appliquée
et de la vitesse de déplacement relatif entre les plis. D’un point de vue industriel, une
mise en forme à haute pression et basse vitesse semble être judicieuse pour favoriser la
mobilité entre les plis et donc limiter l’apparition de défauts de type plissement, ceci
quelles que soient leurs orientations respectives.
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Introduction
Les deux chapitres précédents ont permis d’appréhender le comportement du ren-

fort HiTape® et de le caractériser. Faisant écho à ces résultats, ce chapitre a pour
objectif de proposer une modélisation physique et mécanique des comportements intra-
pli et inter-pli du renfort HiTape® dans le cadre rigoureux de la mécanique des milieux
continus.

En mécanique des milieux continus, le cadre restrictif des petites perturbations
est fréquemment utilisé : dans ce cas il est supposé que le déplacement de chacun des
points du domaine matériel est petit. Par conséquent, les configurations actuelle et ini-
tiale sont confondues. Cependant, l’étude de la mise en forme des renforts nécessite de
sortir de ce cadre des petites perturbations. En effet, des non-linéarités géométriques
sont induites : les déplacements imposés (10´2´100 m) ne sont plus négligeables devant
les dimensions du solide considéré (notamment l’épaisseur de l’ordre de 10´2 m), et les
rotations ne peuvent plus être négligées. Une description en grandes transformations
est donc requise et mise en place dans la suite afin de décrire des grands déplacements,
grandes rotations et grandes déformations. Par ailleurs, des non-linéarités matérielles
à l’échelle des plis interviennent, engendrées par les mobilités des fibres aux échelles
inférieures, comme cela a été observé et caractérisé dans les chapitres précédents. Ces
non-linéarités matérielles en compaction notamment doivent être décrites. Ce cadre
sera présenté dans la partie 5.1.

Le milieu intra-pli du renfort HiTape® étant constitué de fibres unidirectionnelles,
il présente une symétrie de révolution autour d’un axe correspondant à la direction
des fibres. Il s’agit donc d’un milieu isotrope transverse, caractérisé par une direction
privilégiée correspondant à la direction des fibres, et un plan d’isotropie normal à cette
direction. Dans la continuité des conventions de notations utilisées, E1 correspond à la
direction initiale des fibres d’un renfort unidirectionnel, et E3 est dirigé selon l’épais-
seur dans la base cartésienne orthonormée B “ pE1, E2, E3q. On noteraM la direction
initiale des fibres, colinéaire à E1. M nous permettra de définir d’autres bases, telles
que la base B˚ “ pM,N2, N3q à l’échelle du paquet de fibres, illustrée sur la figure 5.1.

Figure 5.1 – Représentation schématique de la structure isotrope transverse d’un renfort
unidirectionnel.

Après avoir établi le cadre de la mécanique des milieux continus en grandes trans-
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formations (partie 5.1), nous introduirons les différentes stratégies de modélisation des
milieux fibreux isotropes transverses (partie 5.2), afin de sélectionner et caractériser
une loi de comportement judicieuse pour le milieu intra-pli du renfort HiTape® (par-
tie 5.3) permettant de décrire les réponses observées à l’échelle d’un pli. Enfin, une
loi de comportement spécifique pour le comportement de l’interface entre les plis est
proposée (partie 5.4).

5.1 Mécanique des milieux continus en grandes transformations
En mécanique des milieux continus, la démarche classique consiste à définir une

mesure cinématique du mouvement et de la déformation locale associée, puis de me-
surer les efforts en jeu, et enfin de relier ces grandeurs cinématiques et statiques par
une loi de comportement thermodynamiquement admissible et cohérente avec le choix
de mesure de ces grandeurs.

5.1.1 Description de la géométrie et de la cinématique
Le mouvement de tout point d’un solide est décrit par la fonction bijective ΦpX, tq

telle que :

x “ ΦpX, tq (5.1)

oùXptq est un vecteur dans la configuration initiale C0 qui se transforme en xptq dans la
configuration courante C , comme représenté sur la figure 5.2. Le vecteur déplacement
upx, tq correspond aux degrés de liberté standards (3 dans le cas tridimensionnel) du
point associé ; il est défini par :

xpX, tq “ Xptq ` upx, tq . (5.2)

Figure 5.2 – Description de la cinématique du solide Ω0 dans la configuration initiale C0,
transformé en Ω dans la configuration courante déformée C .

Deux points de vue peuvent être adoptés pour décrire le mouvement. D’une part, la
description lagrangienne considère l’évolution au cours du temps d’un point matériel
occupant la position initiale X. Une grandeur lagrangienne est donc fonction des trois
composantes de ce vecteur initial X et du temps t : ce sont les variables de Lagrange.
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D’autre part, la description eulérienne considère l’évolution au cours du temps d’un
point géométrique occupant la position x. Une grandeur eulérienne est donc fonction
des trois composantes de ce vecteur courant x et du temps t : ce sont les variables
d’Euler. Ces deux descriptions sont équivalentes et liées par la fonction Φ. En pra-
tique, les grandeurs lagrangiennes sont plus adaptées à l’étude des mouvements des
corps solides : elles sont donc privilégiées dans la suite.

Le tenseur gradient de la transformation F transforme un vecteur matériel élé-
mentaire dX dans la configuration initiale C0 en un vecteur dx dans la configuration
courante C . Il est défini par :

F “
dx

dX
“ I `

du

dX
“ I ` ub∇ (5.3)

où I est le tenseur identité du second ordre, et où ∇ est l’opérateur différentiel la-
grangien défini par : ∇ “ ∇X “

B

BX1
E1 `

B

BX2
E2 `

B

BX3
E3. Tout tenseur gradient de la

transformation F possède notamment les propriétés suivantes : il est inversible (i.e.
son déterminant est non nul), et il présente une décomposition polaire unique – c’est-
à-dire qu’il existe un unique tenseur orthogonal R correspondant à la rotation de la
transformation, et deux uniques tenseurs symétriques définis positifs U et V décrivant
les élongations de la transformation, tels que :

F “ R ¨ U “ V ¨ R . (5.4)

Comme il relie les configurations initiale et courante, F n’est ni lagrangien ni
eulérien : c’est un tenseur mixte. Par ailleurs, si deux transformations successives sont
appliquées sur un solide transformant X en x1 puis x2, telles que dx1 “ F1 ¨ dX1

et dx2 “ F2 ¨ dx1, alors le tenseur gradient de la transformation totale de X en x2

est F “ F2 ¨ F1. Cela fait apparaître la propriété de décomposition multiplicative du
tenseur gradient de la transformation F . Pour n transformations successives, le tenseur
gradient de la transformation totale est donc donné par :

F “
n
ź

i“1

Fi . (5.5)

La transformation d’un élément de surface élémentaire dS0 de normale N dans
la configuration initiale en l’élément dS de normale n dans la configuration courante
(voir figure 5.3) est décrite par la formule de Nanson :

dS n “ J
`

F´1
˘T

dS0 N . (5.6)

La transformation d’un élément de volume élémentaire initial dV0 en un volume élé-
mentaire courant dV est donnée par le Jacobien J , correspondant au déterminant du
tenseur gradient de la transformation, et tel que J “ 1 si le solide est incompressible
ou pour un mouvement de corps rigide :

dV “ J dV0 avec J “ det pF q . (5.7)
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5.1.2 Métrique et mesure des déformations

Le tenseur gradient de la transformation décrit le mouvement local du milieu, mais
il ne décrit pas les changements de forme. Les tenseurs des dilatations de Cauchy-Green
gauche et droit sont donc respectivement introduits :

B “ F ¨ FT
“ V 2 et C “ FT

¨ F “ U2 . (5.8)

Ils sont symétriques et définis positifs. B est eulérien tandis que C est lagrangien. Ils
sont appelés tenseurs des dilatations car ils constituent une mesure des variations de
longueur et d’angle. En effet, dans la base cartésienne orthonormée B, les composantes
Cii (i=1,2,3) sont égales au carré de l’allongement du vecteur de base correspondant
Ei, et l’angle de glissement γij entre deux vecteurs Ei et Ej (i ‰ j) de la base est
donné par :

sinpγijq “
Cij

a

CiiCjj
. (5.9)

En pratique, les tenseurs de déformation sont préférés aux tenseurs des dilatations
car ils s’annulent pour un mouvement de corps rigide. Dans le cas non-linéaire, diffé-
rentes définitions sont possibles pour le tenseur de mesure de déformation tant que les
conditions suivantes sont vérifiées :

(1) il est symétrique et sans dimension ;

(2) il s’annule pour un mouvement de corps rigide et pour F “ I ;

(3) son développement limité autour de I s’écrit de la manière suivante, faisant
apparaître le tenseur ε linéarisé des déformations infinitésimales :

1

2

´

F ´ I `
`

F ´ I
˘T
¯

looooooooooooomooooooooooooon

ε

` opF ´ Iq .

Les tenseurs de déformation les plus fréquemment utilisés sont indiqués dans le tableau
5.1.

Nous introduisons également le tenseur taux de déformation D (eulérien) dont nous
aurons besoin dans la suite :

D “
1

2

`

L` LT
˘

où L “ F̊ ¨ F´1
“ x̊b∇ , (5.10)

où on note x̊ la dérivée temporelle de la grandeur x. L est appelé tenseur gradient des
vitesses. La contrepartie lagrangienne de D est E̊, reliée à D par :

E̊ “
1

2
C̊ “ F T

¨D ¨ F . (5.11)
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Configuration lagrangienne C0 Configuration eulérienne C

Eα “
1

α

`

Uα
´ I

˘

, α ‰ 0 eα “
1

α

`

V α
´ I

˘

, α ‰ 0

(cas général) (cas général)

E0 “ ln U “
1

2
ln C e0 “ lnV “

1

2
ln B

(Hencky ou logarithmique) (logarithmique)

E1 “ U ´ I e1 “ V ´ I

(Biot ou conventionnelle)

E “ E2 “
1

2

`

U2
´ I

˘

“
1

2

`

C ´ I
˘

e´2 “
1

2

`

I ´ V ´2
˘

“
1

2

`

I ´ B´1
˘

(Green-Lagrange) (Euler-Almansi)

Tableau 5.1 – Principales mesures de déformations [98].

5.1.3 Description des contraintes

L’équilibre d’un solide à la frontière est défini par l’existence d’efforts internes de
cohésion. A tout instant (respectivement initialement), le vecteur contrainte t (respec-
tivement T ) caractérise ces efforts internes de cohésion df exercés sur une partie du
solide à travers la surface dS (respectivement dS0) de normale n (respectivement N) :

t “
df

dS
. (5.12)

D’après le postulat de Cauchy, le vecteur contrainte t dépend linéairement du
vecteur normal n, d’où l’existence du tenseur des contraintes de Cauchy σ défini par :

t “ σ ¨ n . (5.13)

Le tenseur des contraintes de Cauchy représente les efforts internes dans la configu-
ration courante ; il est symétrique et eulérien. Avec l’équation (5.13) et la formule de
Nanson (5.6), d’autres tenseurs de contraintes peuvent être définis : le premier tenseur
de Piola-Kirchhoff P (mixte), le second tenseur de Piola-Kirchhoff S (lagrangien), et
le tenseur de Kirchhoff τ (eulérien). Tous ces tenseurs de contraintes sont reliés à celui
de Cauchy par la relation suivante :

σ “
1

J
F ¨ S ¨ FT

“
1

J
P ¨ FT

“
1

J
τ . (5.14)

Le tenseur des contraintes de Cauchy est le seul tenseur de contraintes à avoir un sens
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physique. Une représentation géométrique de ces différents tenseurs est donnée sur la
figure 5.3.

Figure 5.3 – Définition du vecteur contrainte et représentation des différents tenseurs
contraintes en configurations initiale C0 et courante C , d’après [99].

5.1.4 Equations de conservation et formulation du problème mécanique

En mécanique des milieux continus, des relations fondamentales sont à respecter
lors d’un mouvement : la conservation de la masse, la conservation de la quantité de
mouvement, et la conservation du moment cinétique. Ces lois sont universelles. Elles
vont nous permettre d’établir le formalisme du problème mécanique à résoudre.

On considère pour cela un corps matériel Ω en configuration courante (Ω0 en confi-
guration initiale) et de masse volumique ρ (respectivement ρ0).

Conservation de la masse

Le principe de conservation de la masse exprime que la masse d’un corps reste
constante au cours du temps, ce qui peut s’écrire ainsi :

ż

Ω

ρ dV “
ż

Ω0

ρ0 dV0 ô ρ dV “ ρ0 dV0 . (5.15)

Avec la définition (5.7) de J , on peut ainsi passer d’une écriture sur la configuration
courante à une écriture sur la configuration initiale pour les intégrales volumiques.
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Conservation de la quantité de mouvement

En appliquant les relations fondamentales de la dynamique, le principe de la conser-
vation de la quantité de mouvement exprime que la dérivée par rapport au temps de
la quantité de mouvement est égale à l’ensemble des forces qui s’exercent sur le corps
matériel, c’est la première loi d’Euler :

d
dt

ż

Ω

ρ x̊ dV “
ż

Ω

ρ fv dV `
ż

BΩ

fs dS (5.16)

où fv et fs sont les efforts volumiques (spécifiques) et de contact respectivement. En
négligeant les effets d’inertie, cela implique sous sa forme locale eulérienne :

∇x ¨ σ ` ρ fv “ 0 (5.17)

et lagrangienne [100] :

∇ ¨ P ` ρ0 fv “ 0 . (5.18)

Conservation du moment cinétique

On appelle moment cinétique par rapport à un point fixe x0 d’un corps matériel Ω
la grandeur suivante :

ż

Ω

px´ x0q ^ ρ x̊ dV . (5.19)

En appliquant les relations fondamentales de la dynamique, le principe de la conser-
vation du moment cinétique exprime que la dérivée par rapport au temps du moment
cinétique est égale à la somme des moments qui s’exercent sur le corps matériel, c’est
la deuxième loi d’Euler :

d
dt

ż

Ω

px´ x0q ^ ρ x̊ dV “
ż

Ω

px´ x0q ^ ρ fv dV `
ż

BΩ

px´ x0q ^ fs dS , (5.20)

ce qui implique sous sa forme locale eulérienne que le tenseur des contraintes de Cauchy
est symétrique :

σ “ σT , (5.21)

et sous sa forme locale lagrangienne que le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff présente la propriété suivante [100] :

P ¨ FT
“ F ¨ PT . (5.22)

Formulation du problème mécanique

Le problème mécanique que nous cherchons à résoudre consiste à trouver le champ
de déplacement u vérifiant d’une part les lois de conservations précisées ci-avant, et
d’autre part les conditions aux limites appliquées sur la surface du corps matériel Ω
et représentées sur la figure 5.4. Ces conditions de bord peuvent être :
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— soit de Dirichlet, i.e. en déplacement imposé : u “ uD sur ΓD,

— soit de Neumann, i.e. en contrainte imposée : t “ fs sur ΓN ,

où ΓD Y ΓN “ BΩ et ΓD X ΓN “ H, et où uD et fs sont connus.

Figure 5.4 – Conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.

Finalement, la formulation lagrangienne dite « forte » du problème mécanique
s’écrit comme suit :

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

0 “ ∇ ¨ P ` ρ0 fv

E “
1

2

“

pub∇q ` pub∇qT ` pub∇qTpub∇q
‰

u “ uD sur ΓD

t “ fs sur ΓN

(5.23)

Les 9 inconnues du problème sont les suivantes : 3 pour le déplacement u et 6 pour
la description des contraintes grâce à la conservation du moment cinétique (5.22).
Cependant, seules 3 équations sont disponibles avec la conservation de la quantité de
mouvement. Pour « fermer » le problème, il faut donc 6 équations supplémentaires
reliant le tenseur des contraintes à celui de la mesure de déformation : c’est la loi de
comportement, que nous présentons dans la partie suivante.

5.1.5 Loi de comportement

Définition et conditions d’admissibilité

L’état thermomécanique d’un solide à un instant donné est complètement défini par
un ensemble de variables d’état indépendantes qui peuvent être de deux types [101] :

— les variables observables permettent la description de phénomènes mécaniques
réversibles : ce sont la déformation E et la température T , auxquelles s’ajoutent
les directions matériaux dans le cas d’un comportement anisotrope ;

— les variables internes servent notamment à décrire les phénomènes irréversibles,
chaque phénomène irréversible nécessitant en général l’addition d’une variable
d’état interne.
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Les lois d’état d’un solide sont des fonctions de ces variables d’état observables et
internes. Contrairement aux équations de conservation présentées dans la partie pré-
cédente, qui sont des relations universelles, les lois d’état sont propres à chaque ma-
tériau. Dans le cadre mécanique isotherme qui nous intéresse, l’unique loi d’état re-
lie les contraintes (variables duales-statiques) aux déformations (variables primales-
cinématiques) et traduit la réponse de la matière à une sollicitation ; on l’appelle aussi
« loi de comportement » ou « loi constitutive ».

Pour être admissible, cette loi de comportement doit vérifier plusieurs propriétés.
Nous en citons quelques-unes qui nous seront utiles :

(1) Etre physiquement admissible, i.e. en accord avec les lois fondamentales de la
physique présentées dans la partie 5.1.4 précédente.

(2) Etre invariante par changement de repère, ce qui est garanti par l’écriture ten-
sorielle.

(3) Etre invariante par changement de référentiel (i.e. par changement d’observa-
teur) : c’est le principe d’objectivité (ou principe d’indifférence matérielle). Cette
condition est vérifiée notamment si la formulation est en fonction des variables
de Lagrange. En effet, les tenseurs lagrangiens étant définis par rapport à la
configuration initiale, ils sont insensibles à un changement de référentiel dans la
configuration courante [102] –, c’est pourquoi ces variables de Lagrange seront
privilégiées dans le cadre de ce travail.

(4) Etre cohérente, c’est-à-dire que les mesures de déformations utilisées et les cont-
raintes associées doivent être énergétiquement conjuguées. En pratique, le second
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S (lagrangien) est conjugué avec le
tenseur des déformations de Green-Lagrange E (lagrangien), qui s’exprime en
fonction du tenseur des dilatations de Cauch-Green droit C (lagrangien) : nous
manipulerons donc ces grandeurs par la suite.

(5) Respecter les symétries matérielles (nous reviendrons sur cette condition).

Cas particulier des comportements élastiques en grandes transformations

Un matériau est élastique s’il satisfait les trois conditions suivantes [103] : (i) il
ne dissipe pas (i.e. même relation contrainte-déformation en cas de charge ou de dé-
charge), (ii) sa loi constitutive ne dépend que des variables d’état observables (i.e. dans
notre cas la déformation E actuelle et son histoire), et (iii) le tenseur des contraintes est
une fonction d’état. Ce cadre des matériaux élastiques est classiquement adopté pour
décrire le comportement mécanique des renforts fibreux qui nous intéressent. Plus spé-
cifiquement lorsqu’on se place dans le cadre des grandes transformations, deux types
de lois de comportements élastiques peuvent être adoptées : les lois hypoélastiques,
initialement proposées par Truesdell [104], et les lois hyperélastiques, plus récentes.

Un matériau est hypoélastique d’une part lorsque la vitesse de déformation est liée
à un taux de contrainte par une fonction tensorielle

„
f telle que :

σ̊ “
„
fpσq : L . (5.24)
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Afin de respecter le principe d’objectivité, toutes les grandeurs impliquées doivent être
objectives, or ce n’est pas le cas de la dérivée temporelle du tenseur des contraintes de
Cauchy σ̊ [102] : la redéfinition d’une dérivée objective est donc nécessaire. Plusieurs
dérivées objectives existent (Jaumann, Truesdell, Green-Nagdhi) mais Hagege [105] a
montré qu’elles ne sont pas judicieuses pour un matériau fibreux. Une nouvelle dérivée
objective a été établie par Badel [106], basée sur le repère d’isotropie transverse de la
mèche. L’avantage de ce type de loi est de pouvoir être enrichi de manière à formaliser
un comportement non-linéaire visco-plastique ou visco-élastique.

D’autre part, on qualifie d’hyperélastique un matériau élastique pour lequel le tra-
vail interne des contraintes ne dépend que de l’état actuel des déformations (et pas de
leur histoire), et est totalement récupérable (non dissipatif). Il s’agit d’un cas particu-
lier des lois hypoélastiques, avec de plus des fondements thermodynamiques. L’énergie
de déformation peut alors s’exprimer comme un potentiel ne dépendant que de l’état
actuel de la déformation. Ces modèles ont par exemple été utilisés pour des tissus à
l’échelle des plis [99, 107, 108] ou pour des mèches de renforts [109]. Ces lois hyper-
élastiques offrent une approche physique par l’évaluation de l’énergie de déformation
de chacun des modes de déformation du renfort, et permettent de plus de s’affranchir
des problématiques liées aux dérivées objectives. Elles sont donc sélectionnées dans le
cadre de ce travail et détaillées dans la partie 5.2 suivante.

5.2 Formulation hyperélastique

Nous commençons par rappeler les premier et second principes de la thermodyna-
mique, desquels découlent les lois hyperélastiques.

5.2.1 Des fondements thermodynamiques à la loi hyperélastique

Premier principe de la thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique décrit la conservation de l’énergie et
peut être énoncé ainsi : dans un mouvement observé dans un référentiel galiléen, la
variation d’énergie cinétique et interne de tout sous-domaine D d’un corps matériel Ω
dans la configuration courante est due à la puissance mécanique des efforts extérieurs
et à la quantité de chaleur fournie au système par unité de temps :

E̊cinpDq ` E̊intpDq “ PextpDq `QpDq (5.25)

où les différentes contributions sont les suivantes :

— l’énergie cinétique : EcinpDq “
1

2

ż

D

ρ x̊ ¨ x̊ dV ;

— l’énergie interne du système : EintpDq “

ż

D

ρe dV où e est l’énergie interne par

unité de masse (i.e. spécifique) ;

— la puissance des efforts extérieurs : PextpDq “

ż

D

ρ fv ¨ x̊ dV `

ż

BD

fs ¨ x̊ dS ;



96 Modélisation mécanique du comportement du renfort

— l’apport de chaleur d’origine non mécanique : QpDq “

ż

D

ρr dV ´

ż

BD

q ¨n dS où

r et q correspondent aux sources de chaleur volumiques et surfaciques respecti-
vement.

Nous pouvons maintenant utiliser le théorème de l’énergie cinétique pour ce même
sous-domaine D de Ω dans la configuration courante, selon lequel la dérivée par rapport
au temps de l’énergie cinétique est égale à la somme des puissances des forces :

E̊cinpDq “ PextpDq `PintpDq (5.26)

où apparaît la puissance des efforts intérieurs qu’on peut écrire en descriptions eu-

lérienne et lagrangienne dans l’ordre : PintpDq “

ż

D

σ : D dV “

ż

D0

S : E̊ dV0. En

utilisant le théorème de la divergence, l’équation (5.25) devient alors :
ż

D

pρ̊e´ σ : D ´ ρr ` div qq dV “ 0 , (5.27)

et est valable pour tout sous-domaine D de Ω. Nous avons finalement la forme locale
du premier principe de la thermodynamique en description eulérienne sous réserve de
continuité des champs introduits :

ρ̊e´ σ : D ´ ρr ` div q “ 0 . (5.28)

Deuxième principe de la thermodynamique

Le second principe de la thermodynamique introduit la notion d’entropie S de
tout sous-domaine D de Ω, qui correspond à une variation d’énergie interne associée
à une variation de la température :

S pDq “

ż

D

ρs dV (5.29)

où s est l’entropie spécifique. Le second principe de la thermodynamique traduit la
non-conservation de l’entropie dans un cadre irréversible, c’est-à-dire que le taux de
production d’entropie est toujours supérieur ou égal au taux de chaleur reçue, divisé
par la température :

S̊ pDq ě
QpDq

T
. (5.30)

En utilisant la définition de l’apport de chaleur Q et le premier principe (5.28), et en
introduisant l’énergie libre spécifique de Helmholtz w “ e´Ts, l’inégalité de Clausius-
Duhem est obtenue sous sa forme eulérienne sous réserve de continuité des champs :

φ “ ´ρpẘ ` T̊ sq ` σ : D ´ q ¨
∇T
T
ě 0 (5.31)

avec φ [W ¨m´3] la densité de dissipation courante.
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5.2.2 Loi constitutive hyperélastique générale

Dans le cadre de ce travail, la température est considérée comme homogène dans le
solide et la transformation est isotherme (cadre « purement mécanique »). Par ailleurs,
un matériau hyperélastique est par définition non dissipatif donc la dissipation volu-
mique φ est nulle. L’inégalité de Clausius-Duhem (5.31) peut alors être simplifiée, ce
qui donne en version lagrangienne :

φ0 “ ´ρ0ẘ ` S : E̊ “

˜

S ´ ρ0
Bw

BE

¸

: E̊ “ 0 , (5.32)

d’où la loi hyperélastique qui nous intéresse :

S “
BW

BE
“ 2

BW

BC
(5.33)

d’après la relation entre C et E donnée dans le tableau 5.1. Cette relation montre
que la densité d’énergie libre de Helmholtz W “ ρ0w est un potentiel d’élasticité qui
correspond en fait à la densité d’énergie de déformation, et qui ne dépend que de l’état
actuel de la déformation caractérisé par F (et donc C ou E).

Nous introduisons ici le tenseur d’ordre 4 des modules d’élasticité tangents, qui est
défini de la manière suivante dans le cas d’un matériau hyperélastique :

„
C “

BS

BE
“ 2

BS

BC
“ 4

B2W

BC b BC
. (5.34)

5.2.3 Conditions sur le potentiel

Le potentiel hyperélastique W défini correspond à la loi de comportement. Par
conséquent, il doit vérifier les conditions d’admissibilité (1) à (5) présentées dans
la partie 5.1.5. L’accord avec les lois de la physique (condition (1)) découle de la
construction de ce potentiel avec les principes de la thermodynamique. L’invariance
par changement de repère (condition (2)) est vérifiée par l’écriture tensorielle. Dans le
cas hyperélastique, le principe d’objectivité (condition (3)) s’écrit ainsi :

W pF q “ W pQ ¨ F q, @ Q P S O3 (5.35)

où S O3 est le groupe orthogonal correspondant aux rotations dans l’espace. En choi-
sissant Q “ RT où R est obtenu par la décomposition polaire de F telle que F “ R ¨U ,
cette condition implique queW pF q “ W pRT

¨F q “ W pUq “ W pCq, ce qui montre que
W peut être écrit comme une fonction de C. Ciarlet [110] a montré que cette écriture
de W en fonction de C permet de respecter le principe d’objectivité : elle sera donc
privilégiée dans la suite.

La cohérence (condition (4)) est vérifiée puisque W relie S à sa mesure de défor-
mation conjuguée E. Enfin, avant de préciser la condition (5) de respect des symétries
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matériau, nous introduisons la notion particulière à notre matériau architecturé de ten-
seurs de structure [111] : ce sont des tenseurs d’ordre 2 notés Li qui caractérisent les
symétries matérielles d’un matériau anisotrope. Ils présentent les propriétés suivantes :

n
ÿ

i“1

Li “ I ; Li ¨ Lj “ 0 ; TrLi “ 1 (5.36)

où i ‰ j et i, j “ 1..n. Dans le cas d’un matériau isotrope transverse de direction
principale décrite par le vecteur unitaire M , les trois tenseurs de structure sont M , L
et L1 tels que M “M bM et L “ L1 “ 1

2

`

I ´M
˘

. Dans le cas isotrope transverse, le
groupe de symétries du matériau correspond aux rotations de corps rigide autour de
la direction principale M [112] :

G “ tQ P S O3 |M ¨Q “Mu . (5.37)

D’après le théorème de représentation et le théorème de Rychlewski [113], la condi-
tion (5) de respect de la symétrie matériau dans le cas d’un matériau isotrope trans-
verse est vérifiée si et seulement si la densité d’énergie de déformation peut s’exprimer
comme une fonction (i) à valeurs scalaires, et (ii) isotrope de C vis-à-vis du groupe
de symétries du matériau G . Une fonction scalaire de C est isotrope vis-à-vis de G si
et seulement si [114] :

W pC,Mq “ W pQT C Q, QT M Qq, @ Q P G Ă S O3 . (5.38)

Par ailleurs, pour un potentiel admissible donné (i.e. vérifiant les conditions (1) à
(5) que nous venons de préciser dans notre cas isotrope transverse), il reste à prou-
ver l’existence et l’unicité (au moins localement) d’une solution en déplacement au
problème mécanique formulé dans l’équation (5.23) (p.93) qui minimise l’énergie élas-
tique du solide. Cela est assuré si la densité d’énergie de déformation satisfait les quatre
conditions suivantes [111] :

(i) Elle est C 2, i.e. sa première dérivée et sa seconde dérivée sont continues.

(ii) La densité d’énergie de déformation et la contrainte induite s’annulent dans un
état libre de contrainte :

W |C“I “ 0 ; S
ˇ

ˇ

C“I
“ 2

BW

BC

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C“I

“ 0 . (5.39)

(iii) Elle est elliptique (ou coercive). Nous ne rentrerons pas dans les détails ici ; plus
d’informations peuvent être trouvées dans Ball [115] et Müller et al. [116].

(iv) Elle est quasi-convexe. Cette condition étant difficile à vérifier, c’est en géné-
ral la poly-convexité, plus facile à manipuler, qui est étudiée. La poly-convexité
présente également l’avantage d’impliquer à la fois la quasi-convexité et l’ellip-
ticité [115, 117]. Nous précisons les résultats suivants qui nous serviront dans la
suite [117] :

— Convexité ñ poly-convexité ñ quasi-convexité + ellipticité.
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— Soit une fonction W de plusieurs variables Ii, i “ 1..n. Si la fonction W
peut être décomposée en une somme de fonctions de chacune de ses variables
W pI1, ..., Inq “ W1pI1q ` ...`WnpInq et si chaque fonction Wi est convexe
alors W est poly-convexe.

— Soit une fonction scalaire d’un tenseur d’ordre 2 notée IipCq. Ii est convexe

si et seulement si sa dérivée seconde
B2Ii

BC b BC
est un tenseur défini positif,

i.e. inversible (déterminant non nul) et positif (valeurs propres positives).
Par conséquent, si le tenseur des modules d’élasticité tangents

„
C est défini

positif alors l’existence et l’unicité de la solution sont assurées (condition
suffisante mais non nécessaire) [98].

En pratique, la forme du potentiel est choisie de manière à être la plus pratique
possible, tant qu’elle satisfait les conditions d’admissibilité (1) à (5) présentées dans
la partie 5.1.5, ainsi que les conditions (i) et (ii) ci-dessus. La justification mathéma-
tique des points (iii) et (iv) en revanche requiert des calculs complexes qui ne sont pas
toujours faits [37].

Dans la partie 5.2.4 suivante, différents choix de potentiels dans le cas d’un maté-
riau hyperélastique isotrope transverse sont présentés. On retrouvera en annexe A des
informations similaires dans le cas orthotrope.

5.2.4 Premiers potentiels hyperélastiques pour décrire un comportement iso-
trope transverse

Saint-Venant, une généralisation de la loi de Hooke

Le modèle de comportement de Saint-Venant est une généralisation de la loi de
Hooke établie dans un cadre de petites transformations. Le potentiel est exprimé en
fonction des constantes matériau classiques. Dans le cas plus général d’un matériau
orthotrope, le potentiel de Saint-Venant s’exprime ainsi [118] :

W “
1

2

3
ÿ

i,j

aijTr
´

E ¨ Li

¯

Tr
´

E ¨ Lj

¯

`

3
ÿ

i,j‰i

GijTr
´

E ¨ Li ¨ E ¨ Lj

¯

`Op}E}3q (5.40)

où :

aii “
1´ νjkνkj

∆
Ei ; aji “ aij “

νij ´ νkjνik
∆

; ∆ “ 1´ν12ν21´ν13ν31´ν23ν32´2ν21ν32ν13

pour i ‰ j ‰ k. Les Ei, Gij “ Gji et νij “ νjiEj{Ei (i ‰ j “ 1, 2, 3) correspondent
respectivement aux modules d’Young, aux modules de cisaillement de Lamé, et aux
coefficients de Poisson.

Cependant, ce potentiel n’est valide que pour des transformations modérées (i.e.
de faibles non-linéarités géométriques) [119]. De plus, il ne permet de décrire qu’un



100 Modélisation mécanique du comportement du renfort

comportement linéaire (donc pas de description possible des non-linéarités matérielles
observées en compaction dans notre cas notamment). Par conséquent, il n’est pas
adapté à notre problème.

Ecriture du potentiel en fonction des invariants classiques du tenseur des dilatations de Cauchy-
Green droit

Afin de décrire des non-linéarités matérielles tout en assurant la condition de res-
pect des symétries matériau énoncée dans l’équation (5.38), une solution consiste à
exprimer le potentiel en fonction des invariants de C et des tenseurs de structure du
matériau. Les invariants d’un tenseur C sont définis comme une fonction scalaire iso-
trope de ce tenseur C – voir définition (5.38) [102]. Dans le cas d’un matériau isotrope,
le potentiel peut être exprimé en fonction des invariants principaux Ii (i “ 1..3) de
C définis dans l’équation (5.42) ci-après. Dans le cas d’un matériau anisotrope, des
invariants supplémentaires peuvent être ajoutés comme fonctions du potentiel hyper-
élastique ; dans d’autres cas, où l’anisotropie spécifique du comportement est induite
par la morphologie du milieu, un comportement hyperélastique équivalent peut être
recherché dans une démarche d’homogénéisation [120]. Dans le cas particulier d’un ma-
tériau isotrope transverse, le potentiel peut s’exprimer en fonction des invariants I4 et
I5 supplémentaires du couple

`

C, M
˘

où M est le tenseur de structure du matériau :

W
`

C, M
˘

“ W pI1, I2, I3, I4, I5q , (5.41)

avec :

‚ I1 “ TrC “ C : I “ δijCij

‚ I2 “
1

2

”

`

TrC
˘2
´ Tr

`

C2
˘

ı

“ C : C “ CijCij

‚ I3 “ detC “ J2 (5.42)
‚ I4 “ C : M “M ¨ C ¨M

‚ I5 “ C2 : M “M ¨ C2
¨M .

Plusieurs modèles sont construits sur l’hypothèse que le potentiel peut être dé-
composé de façon additive en une partie purement isotrope et une partie isotrope
transverse. Les potentiels les plus courants pour la partie purement isotrope sont alors
le Néo-Hookeen (WNH), développé pour des caoutchoucs et valable pour des grandes
déformations, ou bien celui de Mooney-Rivlin (WMR) [119]. Pour la partie isotrope
transverse, un potentiel de type Saint-Venant non-linéaire (WSV 1) est un choix clas-
sique. Ces différents potentiels sont donnés ci-dessous à titre indicatif :

WNHpI1, I2, I3q “
µ

2
pI1 ´ 3q ´ 2µ lnpI3q `

λ

2
pI3

2
´ 1q2

WMRpI1, I2, I3q “ c1 pI1 ´ 3q ` c2 pI2 ´ 3q ´ pc1 ` 2 c2q pI3 ´ 1q ` c3
c1 ` c2

2
pI3 ´ 1q2

WSV 1pI1, I4, I5q “ rα ` βpI1 ´ 3q ` γpI4 ´ 1qs pI4 ´ 1q ´
α

2
pI5 ´ 1q (5.43)
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où les différentes constantes (µ, λ, c1, c2, c3, α, β, γ) sont à déterminer.

Cette écriture du potentiel permet de décrire des non-linéarités matérielles – le ten-
seur des modules d’élasticité tangents défini dans (5.34) dépend alors de la déformation
–, et est commode car seuls des scalaires sont manipulés. Cependant, l’inconvénient
de cette approche apparaît lorsqu’on souhaite identifier les coefficients matériaux. En
effet, un essai simple de traction uniaxiale isochore par exemple modifie à la fois I1, I2,
I4 et I5 [1]. Il y a donc eu plusieurs tentatives de définition d’autres invariants porteurs
de sens physique, avec pour objectif qu’à un invariant corresponde un seul mode de
déformation.

5.2.5 Ecriture du potentiel en fonction d’invariants « physiques »
Ce type d’approche est basé sur l’expression du gradient de la transformation F

dans une base bien choisie, puis la décomposition multiplicative de sa représentation
dans cette base en vue de faire apparaître différents modes de déformation qui seront
découplés par construction. Criscione et al. [1] ont proposé une base de représentation
dans le cas d’un matériau isotrope transverse ; nous rappelons leur démarche ici.

Définition d’une base adéquate

Criscione et al. [1] ont montré l’existence de deux vecteurs unitaires N2 et N3

correspondant aux normales de deux plans qui (i) contiennent le vecteur unitaire
M , (ii) sont orthogonaux entre eux en configuration initiale C0, et (iii) conservent
cette orthogonalité en configuration courante C . Avec la condition supplémentaire
N2 ¨ C ¨N2 ě N3 ¨ C ¨N3 qui permet d’ordonner ces vecteurs dans la base cartésienne
orthonormée B˚ “ pM,N2, N3q, Criscione et al. [1] ont prouvé que ces deux vecteurs
sont uniques (au signe près). Ils correspondent aux vecteurs propres de la représenta-
tion matricielle de C´1 dans la base B˚ en supprimant la première ligne et la première
colonne, c’est-à-dire :

„

C´1
22 C´1

23

C´1
32 C´1

33



B˚
. (5.44)

La base B˚ étant ainsi définie, il existe donc une rotation de corps rigide Q˚ telle que :

m “ Q˚ ¨M ; n2 “ Q˚ ¨N2 ; n3 “ Q˚ ¨N3 , (5.45)

où m, n2 et n3 sont les vecteurs unitaires colinéaires à F ¨M , F ¨ N2 et F ¨ N3 res-
pectivement. En posant F ˚ “ Q˚T

¨ F et en utilisant la formule de Nanson (5.6) de
transformation d’une normale à un plan, on observe que :

#

F ˚ ¨M “ }F ¨M} Q˚T
¨m “ }F ¨M}M ñ Ni ¨ F

˚´1
¨M “ 0 , i “ 2, 3

n2 ¨ n3 “ 0 ñ Q˚ ¨ F ˚´T
¨N2 ¨ n3 “ N2 ¨ F

˚´1Q˚T
¨ n3 “ N2 ¨ F

˚´1
¨N3 “ 0

.

(5.46)
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Ces relations (5.46) montrent finalement que, dans la base B˚, les représentations
matricielles de F ˚´1 et donc de F ˚ prennent la forme suivante :

»

–

ˆ ˆ ˆ

0 ˆ 0
0 0 ˆ

fi

fl

tB˚u

. (5.47)

Décomposition multiplicative du gradient de la transformation dans la base B˚

En utilisant cette forme pour la représentation matricielle de F ˚ dans la base B˚,
différentes décompositions multiplicatives de F ˚ mettant en évidence des modes de
déformation distincts ont été proposées [1, 109]. Celle de Charmetant et al. [109] en
particulier définit des modes de déformation propres à une structure fibreuse unidirec-
tionnelle sèche (nous les avons renommés ici par rapport à la référence) :

rF ˚stB˚u “

»

–

αelong 0 0
0 1 0
0 0 1

fi

fl

tB˚u
looooooooooomooooooooooon

élongation

¨

»

–

1 0 0
0 αcp lat 0
0 0 αcp lat

fi

fl

tB˚u
loooooooooooooomoooooooooooooon

compaction latérale

¨

»

–

1 0 0
0 αcp iso 0
0 0 αcp iso

´1

fi

fl

tB˚u
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

compaction isochore

¨

»

–

1 αcis cos γ αcis sin γ
0 1 0
0 0 1

fi

fl

tB˚u
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

cisaillement

.

(5.48)

Ces différents modes sont illustrés sur la figure 5.5. L’ « élongation » correspond à une
élongation dans la direction des fibres sans déformation dans les autres directions. La
« compaction latérale » est définie ici comme une iso-compression biaxiale dans le plan
d’isotropie (avec réduction de volume) sans déformation dans la direction des fibres ;
la « compaction isochore » est une déformation isochore dans le plan d’isotropie sans
déformation dans la direction des fibres. Enfin, le « cisaillement » correspond aux ci-
saillements dans les plans transverses (M , N2) et (M , N3) contenant la direction des
fibres.

(a) (b) (c) (d)

Figure 5.5 – Modes de déformation d’un milieu isotrope transverse mis en évidence par la
décomposition multiplicative du gradient de la transformation de Charmetant et al. [109] :
élongation (a), compaction latérale (b), compaction isochore (c) et cisaillement (d).

Une relation bijective existant entre les cinq paramètres αelong, αcp lat, αcp iso, αcis, γ
de (5.48), et les cinq invariants Ii (i “ 1..5) du couple

`

C , M
˘

, les premiers peuvent
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donc être exprimés en fonction des seconds – le détail des calculs peut être trouvé
dans la référence [46]. On remarque alors que l’angle γ décrit un couplage entre le
cisaillement et la compaction isochore. Charmetant et al. ont négligé ce couplage, en
postulant que les quatre modes de déformation ainsi définis sont indépendants, et ca-
ractérisé par leurs αl respectifs. Enfin, comme il est plus commode de travailler avec
des grandeurs qui s’annulent dans un état libre de contrainte, les αl sont « norma-
lisés » lorsque nécessaire avec la fonction logarithme. Finalement, quatre grandeurs
« porteuses de sens physique » correspondant chacune à un mode de déformation sont
proposées dans le cas d’un matériau isotrope transverse :

‚ Ielong “
1

2
ln pI4q

‚ Icp lat “
1

4
ln

ˆ

I3

I4

˙

‚ Icp iso “
1

2
ln

¨

˝

I1I4 ´ I5

2
?
I3I4

`

d

ˆ

I1I4 ´ I5

2
?
I3I4

˙2

´ 1

˛

‚

‚ Icis “

d

I5

I4
2 ´ 1

(5.49)

Comme elles s’expriment en fonction des invariants Ii (i “ 1..5) du couple
`

C , M
˘

,
elles sont elles-mêmes des invariants du couple

`

C , M
˘

.

Potentiel retenu

L’écriture du potentiel hyperélastique isotrope transverse en fonction d’invariants
d’élongation, compaction latérale, compaction isochore et cisaillement est commode ;
nous la sélectionnons. Nous postulons que ces quatre modes de déformation sont dé-
couplés :

Postulat 3 : Les modes de déformation suivants sont indépendants : élongation,
compaction latérale, compaction isochore, cisaillement.

Ainsi, le potentiel hyperélastique isotrope transverse retenu prend la forme sui-
vante :

W “ WelongpIelongq `Wcp latpIcp latq `Wcp isopIcp isoq `WcispIcisq . (5.50)

Les expressions des différents invariants physiques peuvent être trouvées dans (5.49).
La loi hyperélastique s’écrit finalement ainsi :

S “ 2
BW

BC
“ 2

˜

BWelong

BIelong

BIelong
BC

`
BWcp lat

BIcp lat

BIcp lat
BC

`
BWcp iso

BIcp iso

BIcp iso
BC

`
BWcis

BIcis

BIcis
BC

¸

.

(5.51)
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Nous donnons également ici la forme du tenseur des modules d’élasticité tangents
défini dans (5.34) car nous en aurons besoin ultérieurement :

„
C “

„
Celong ` „

Ccp lat ` „
Ccp iso ` „

Ccis (5.52)

où les différentes contributions peuvent s’écrire ainsi :

‚
„
Celong “ 4

B2Welong

BIelong
2

BIelong
BC

b
BIelong
BC

` 4
BWelong

BIelong

B2Ielong
BC b BC

‚
„
Ccp lat “ 4

B2Wcp lat

BIcp lat
2

BIcp lat
BC

b
BIcp lat
BC

` 4
BWcp lat

BIcp lat

B2Icp lat
BC b BC

‚
„
Ccp iso “ 4

B2Wcp iso

BIcp iso
2

BIcp iso
BC

b
BIcp iso
BC

` 4
BWcp iso

BIcp iso

B2Icp iso
BC b BC

‚
„
Ccis “ 4

B2Wcis

BIcis
2

BIcis
BC

b
BIcis
BC

` 4
BWcis

BIcis

B2Icis
BC b BC

.

(5.53)

Les expressions analytiques des dérivées premières et secondes des invariants physiques
par rapport à C sont données dans les annexes B.4 et B.5.1 respectivement. Les ex-
pressions des dérivées premières proviennent de Charmetant [109] ; en revanche, pour
rendre les simulations ultérieures plus efficaces, nous avons calculé analytiquement les
dérivées secondes.

Dans Charmetant et al., une forme polynômiale est donnée à chaque contribution :

WlpIlq “

nl
ÿ

i“0

ali Il
i (5.54)

où le degré nl et les coefficients ali du polynôme sont déterminés par identifica-
tion [109]. En effet, par construction, une telle forme de potentiel respecte les condi-
tions d’admissibilité (1) à (5) présentées dans la partie 5.1.5 (p.93) : accord avec les lois
de la physique, cohérence, invariance par changement de repère, principe d’objectivité
et respect des symétries matérielles. Par ailleurs, elle est bien C 2 (condition (i) p.98)
et la contrainte supplémentaire al0 “ al1 “ 0 permet de vérifier par construction la
condition d’annulation de l’énergie et de la contrainte dans un état libre de contrainte
(condition (ii)).

En revanche, la condition de poly-convexité de W , suffisante pour l’ellipticité et
la quasi-convexité (conditions (iii) et (iv)) qui permettent de garantir l’existence et
l’unicité de la solution, n’est pas prouvée. En effet, comme W se décompose comme
la somme de fonctions de chacune de ses variables, on pourrait à première vue utiliser
la propriété (voir p.98) selon laquelle il suffit que chacune de ses contributions soit
convexe, ce qui est le cas par construction. Cependant, nous avons, pour rappel, négligé
un terme de couplage entre des modes de déformation (voire p.102), ce qui invalide
ce raisonnement. En fait, la quasi-convexité de W n’a pas été démontrée à notre
connaissance – elle ne l’a notamment pas été dans les références [109,121] établissant
ce modèle basé sur ces invariants physiques –, et sort du cadre de ce travail. SiW n’est
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pas quasi-convexe, des instabilités peuvent apparaître.

5.3 Modélisation mécanique du comportement de l’intra-pli du ren-
fort HiTape®

5.3.1 Lien entre la caractérisation expérimentale et la modélisation de l’intra-pli

D’une part, dans le chapitre 3, nous avons identifié et caractérisé les réponses
du renfort HiTape® sous diverses sollicitations – traction longitudinale, traction
transverse plane, compaction, cisaillement plan, cisaillements transverses hors-plan et
flexion –, que nous avons définies sur la figure 2.3 (p.28) dans la base B “ pE1, E2, E3q

pour rappel. D’autre part, dans la partie 5.2.5 de ce chapitre, nous avons présenté les
modes de déformation d’un matériau isotrope transverse, définis sur la figure 5.5 dans
la base B˚ “ pM,N2, N3q, selon un modèle hyperélastique mettant en jeu des inva-
riants physiques. Afin de nourrir le modèle physique, une correspondance cinématique
entre les réponses aux sollicitations et les modes de déformation est nécessaire.

Les réponses aux sollicitations étudiées diffèrent des modes de déformation définis
de trois manières : premièrement les bases de descriptions (B, B˚) ne sont pas les
mêmes, deuxièmement les unes sont définies en termes de sollicitations et les autres en
termes de déformations (purement cinématiques), troisièmement les échelles d’études
ne sont pas les mêmes car les réponses aux sollicitations sont caractérisées à l’échelle
d’une couche de renfort tandis que les modes de déformation sont définis à l’échelle
d’un paquet de fibres, comme illustré sur la figure 5.1. Nous allons commenter ces trois
différences, afin de proposer une correspondance rigoureuse entre les deux jeux.

Concernant le premier aspect, remarquons que, les vecteurs N2 et N3 étant les
vecteurs propres d’une sous-matrice de la représentation matricielle de C´1 dans la
base B˚, ils possèdent un sens physique : ils correspondent en fait aux directions de
déformations minimale et maximale [1]. Par conséquent, pour la compaction et les trac-
tions longitudinale et transverse plane nous avons directement B “ B˚ car M “ E1,
N2 “ E2 et N3 “ E3. Nous négligeons par ailleurs les réponses aux divers cisaillements,
mais nous pouvons simplement remarquer que dans le cas du cisaillement transverse
au pli, dans le plan d’isotropie

`

E2, E3

˘

, une rotation autour de M est nécessaire
pour passer de B à B˚, ce qui explique qu’un « cisaillement » soit équivalent à une
« compaction ». Concernant les autres aspects, le tableau 5.2 suivant indique, pour
chaque mode de déformation du modèle hyperélastique, quelle combinaison de sollici-
tation est nécessaire pour le décrire d’un point de vue purement cinématique.

On remarque qu’expérimentalement nous avons étudié les réponses à six sollicita-
tions différentes, tandis que le modèle hyperélastique ne présente que quatre modes
de déformation distincts. Cela s’explique d’une part par le fait que ce modèle hyper-
élastique ne permet pas de décrire le comportement de flexion, et d’autre part par
la structure isotrope transverse du matériau. En effet, si théoriquement les réponses
aux sollicitations de type traction transverse plane et compaction sont les mêmes, elles
diffèrent en réalité du fait de la structure fibreuse du matériau et notamment de l’ab-
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Modes de déformation „ Modèle Sollicitations „ Expérimental

élongation traction longitudinale selon E1

traction selon E2 et E3 (si effet de Poisson)

compaction latérale compression selon E2

compression selon E3

cisaillement dans le plan
`

E2, E3

˘

compaction isochore traction transverse plane selon E2

compression selon E3

cisaillement dans le plan
`

E2, E3

˘

cisaillement cisaillement plan dans
`

E1, E2

˘

cisaillement transverse dans le plan
`

E1, E3

˘

non décrite flexion hors-plan

Tableau 5.2 – Correspondance entre les modes de déformation du modèle hyperélastique iso-
trope transverse considéré (les éléments de la figure 5.5 sont rappelés ici), et les combinaisons
de sollicitations intra-plis nécessaires pour les décrire (illustrées sur la figure 2.3 et étudiées
dans les chapitres 2 à 4).

sence de cohésion du milieu fibreux en traction transverse aux fibres. Elles ont donc
été caractérisées indépendamment.

Dans la partie 5.3.2 suivante, la forme du potentiel de chacun des quatre modes de
déformation du modèle hyperélastique est définie, l’objectif étant que le potentiel soit
à la fois admissible et représentatif du comportement du renfort HiTape®.

5.3.2 Identification des potentiels

Potentiel d’élongation

On rappelle que selon le lemme L-1 (p.50), le comportement du renfort HiTape®
en traction dans la direction des fibres est linéaire élastique de module EL et reste dans
le domaine des petites déformations puisque son allongement à rupture est de 1,8 %.
Une réponse en effort linéaire correspondant à une énergie de déformation quadratique,
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on pose la forme suivante pour la densité d’énergie de déformation associée au mode
de déformation par élongation :

WelongpIelongq “
1

2
EL I

2
elong . (5.55)

Ce potentiel vérifie directement par construction les conditions d’admissibilité (1) à
(5) (p.93), (i) et (ii) (p.98).

Réciproquement, on considère généralement pour les renforts secs qu’il n’y a pas
d’effet de Poisson [122]. Le mode de sollicitation en traction longitudinale correspond
donc exactement au mode de déformation par élongation pure, avec :

rC sB˚ “

»

–

α2 0 0
0 1 0
0 0 1

fi

fl

B˚

, rE sB˚ “

»

—

—

–

α2
´ 1

2
0 0

0 0 0
0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

B˚

, rS sB˚ “

»

–

S11 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

B˚

(5.56)

La loi hyperélastique nous donne :

S11 “ 2

ˆ

1

2
2EL Ielong

˙ ˆ

1

2 I4

˙

“
1

2
EL

ln I4

I4

« EL
I4 ´ 1

2
“ ELE11

puisqu’on reste dans un cadre de petites déformations (α « 1). Le potentiel admissible
proposé décrit donc bien le comportement linéaire élastique souhaité.

Potentiel de compaction isochore

Nous posons la forme polynômiale admissible (conditions (1) à (5), (i) et (ii))
suivante pour le potentiel de compaction isochore :

Wcp iso “

n
ÿ

i“2

ai Icp iso
i (5.57)

et nous cherchons à identifier les coefficients ai et le degré n du polynôme tel que le
potentiel soit représentatif du comportement du renfort HiTape®.

Pour ce faire, nous rappelons que les essais de compaction réalisés par Blais [19]
et présentés dans la partie 3.1.3 (p.51) ont consisté en l’application d’une pression
normale dans la direction E3 de l’épaisseur de l’empilement de renfort. L’empilement
étant laissé libre sur ses côtés, nous supposons que le mode de déformation en jeu
est la compaction isochore pure. Les données de sortie de l’essai réalisé par Blais sont
la contrainte de Cauchy de compaction σC et le taux volumique de fibres Vf. La loi
hyperélastique sélectionnée nous permet d’exprimer S et Icp iso en fonction de σC et
Vf. Nous pouvons donc optimiser le jeu de coefficients du polynôme avec l’algorithme
de Levenberg-Marquardt [95] proposé dans le logiciel Gnuplot, comme présenté sur la
figure 5.6.
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Figure 5.6 – Identification de la loi de comportement de compaction isochore à partir des
mesures expérimentales faites par Blais [19].

Un polynôme de Lagrange de degré 2 permet de décrire la relation entre la contrainte
et l’invariant de façon satisfaisante ; nous choisissons donc la forme suivante pour le
potentiel de compaction isochore :

Wcp isopIcp isoq “
1

2
K
p2q
cp iso Icp iso

2
`

1

3
K
p3q
cp iso Icp iso

3 (5.58)

où les Kp2q
cp iso et K

p3q
cp iso sont des constantes matériau connues. Remarquons que Kp2q

cp iso

correspond à la rigidité initiale, i.e. au début de la sollicitation.

Potentiel de compaction latérale

En compaction latérale, nous intuitons une rigidité matériau plus grande qu’en
compaction isochore à cause de la structure fibreuse du matériau. Nous choisissons la
forme admissible suivante :

Wcp latpIcp latq “
1

2
Kcp lat Icp lat

2 (5.59)

où par exemple Kcp lat prend la valeur de la rigidité tangente finale du comportement
en compaction isochore, i.e. pour la valeur maximale de Icp iso sur la figure 5.6.

Potentiel de cisaillement

Comme expliqué dans le chapitre 3 (p.49), nous négligeons la contribution des
cisaillements transverses dans l’épaisseur du renfort, dû à sa faible épaisseur. Cette
approximation se traduit, dans le modèle hyperélastique sélectionné, par des constantes
matériau très faibles pour le cisaillement. Nous choisissons donc la forme admissible
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suivante :

WcispIcisq “
1

2
Kcis Icis

2 (5.60)

où par exemple Kcis „ K
p2q
cp iso, avec K

p2q
cp iso la rigidité initiale lors de l’essai de compac-

tion.

Nous avons ainsi caractérisé les quatre modes de déformation indépendants du ren-
fort HiTape® en associant à chacun un potentiel de déformation dont les paramètres
matériau sont connus. Cependant, ce modèle hyperélastique ne permet pas de décrire
le comportement en flexion hors-plan spécifique que nous avons caractérisé dans le cha-
pitre 3. Ce travail n’a pas pu être mené dans le temps imparti pour la thèse ; quelques
pistes de réflexions sont tout de même présentées dans la partie suivante.

5.3.3 Perspective : description du comportement de flexion spécifique

Le comportement de flexion du renfort HiTape® caractérisé dans le chapitre 3
présente deux spécificités majeures : (i) il est fortement non-linéaire, tel que la rigidité
de flexion diminue fortement avec la courbure, et (ii) la rigidité de flexion réelle est
largement inférieure à celle prédite par la mécanique des milieux continus – cf. figure
3.14 p.68.

Nous nous sommes placés jusqu’ici dans le cadre de la mécanique des milieux dits
« matériellement simples » (ou milieux de Cauchy) pour lesquels la connaissance de
F (i.e. de u b∇) et de son histoire suffisent pour déterminer l’état de contrainte via
la loi d’état. Cependant, la description d’un comportement de flexion qui présente les
spécificités (i) et (ii) introduites ci-avant, i.e. le fait qu’il ne soit pas directement lié
au comportement de traction et qu’il puisse être modifié sans que le comportement
de traction le soit, nécessite de sortir de ce cadre. En effet, la flexion est un mode de
structure, i.e. lié aux dimensions : la déformation varie alors selon une dimension, par
exemple selon E3 dans notre cas de flexion hors-plan autour de E2. Une solution pour
découpler tension et flexion est d’utiliser un milieu capable d’avoir des comportements
dissociés : c’est le cas des milieux continus généralisés que nous introduisons dans le
paragraphe suivant.

Introduction aux milieux continus généralisés

Il existe principalement deux types de milieux non matériellement simples dits
« généralisés » qui permettent cette différenciation : d’une part les milieux d’« ordre
supérieur » qui possèdent des degrés de liberté supplémentaires indépendants du dé-
placement u, par exemple des micro-rotations ; et d’autre part les milieux de « degré
supérieur » pour lesquels la contrainte dépend des gradients du déplacement jusqu’à
l’ordre n [123]. Ces milieux continus généralisés sont classiquement utilisés pour rendre
compte des effets d’échelle, par exemple de la microstructure sur le comportement ma-
croscopique. En cela, ils nous paraissent être une approche intéressante pour prendre
en compte le comportement de flexion, qui est fortement influencé par les mobilités
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entre les fibres. Le tableau 5.3 liste certains types de milieux continus généralisés.

Type Degrés Dépendance de la contrainte

de libertés

Milieu de Cauchy [124] u ub∇

Milieu d’ordre supérieur u, ... ub∇, ...
dont micromorphe [125] u, χ ub∇, χ

dont de Cosserat [126] u, r ub∇, r b∇

Milieu de degré supérieur u ub∇, ub∇b∇, ub∇b ...b∇
dont de 2nd gradient u ub∇, ub∇b∇

Tableau 5.3 – Classification des milieux continus généralisés et quelques exemples d’après
[123,127].

Nous nous proposons de développer succinctement ci-après trois approches pos-
sibles pour décrire le comportement de flexion spécifique de notre matériau dans la
modélisation mécanique. Ces trois approches sont présentées dans le cadre de l’hypo-
thèse des petites perturbations. Une étude plus approfondie pourrait être entreprise
dans le cadre de travaux ultérieurs.

Quelques approches possibles

Approche n°1 : via un milieu de degré supérieur de type second gradient Pour un milieu
de second gradient, une seconde mesure de déformation K liée au second gradient
du déplacement est ajoutée ; ainsi que sa contrainte conjuguée S et une loi de com-
portement qui les relie. Le comportement peut être décrit par un unique potentiel.
L’équation d’équilibre est modifiée pour prendre en compte l’effet du second gradient
comme présenté dans le tableau 5.4. Ce type de milieu peut être vu comme un cas
particulier des milieux micromorphes (voir tableau 5.3) obtenu en posant les degrés de
liberté supplémentaires χ du milieu micromorphe tels que χ “ ub∇.

Mesures de déformation ε “ 1
2

`

ub∇` pub∇qT
˘

K “ εb∇

Équation d’équilibre pσ ´ S ¨∇q ¨∇` fv “ 0

Tableau 5.4 – Équations d’équilibre et mesures de déformation pour un milieu de second
gradient [98].

Spencer & Soldatos [128] ont entrepris l’utilisation de cette théorie pour décrire
la contribution de la flexion dans un milieu isotrope transverse constitué de fibres ;
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ce travail a été poursuivi par d’autres [129, 130]. Cette approche consiste à supposer
l’existence d’un potentiel hyperélastique de second gradient, i.e. dépendant à la fois
du premier et du second gradient du déplacement, ou autrement dit du tenseur des
dilatations de Cauchy-Green droit que nous avons déjà introduit et de son gradient.
Plus particulièrement pour les milieux fibreux, on fait l’hypothèse plus restrictive que le
terme de second gradient ne dépend que du gradient du vecteur porteur de la direction
des fibres dans la configuration courante (noté G) projeté sur la direction des fibres
ramenée dans la configuration initiale (noté κ0), i.e. :

κ0 “ FT
¨G ¨M ; G “ pF ¨Mq b∇ “M ¨ pFT

b∇q ` F ¨ pM b∇q . (5.61)

Faisant appel à la théorie des invariants introduite dans la partie 5.2.4 (p.100), la forme
suivante est alors proposée pour le potentiel hyperélastique WII du milieu de second
gradient :

WII

´

C, M, ∇pCq
¯

“ WII

`

C, M, G
˘

“ WII

`

C, M, κ0

˘

“ WIIpI1, I2, ..., I11q

(5.62)

où les I1Ñ5 ont été définis dans (5.42), et où les I6Ñ11 (détaillés dans la référence
[128]) sont construits de façon similaire comme des fonctions isotropes de

`

C, M, κ0

˘

.
S’intéressant plus particulièrement au comportement de flexion hors-plan des renforts
secs, des travaux [131–134] proposent de supposer découplées les contributions du
premier gradient et du second gradient. En sélectionnant uniquement la contribution
correspondant à celle de la flexion hors-plan des fibres, caractérisée par l’évolution
de l’angle entre la direction initiale des fibres et celle de l’épaisseur du renfort i.e.
Iflex “ pE3 ¨ C ¨ E1q,1 “ C31,1 (en notant ,i la dérivée B

BXi
), le potentiel hyperélastique

devient finalement :

WII pI1, I2, ..., I11q “ W pI1Ñ5q `WpIIqpIflexq (5.63)

où W pI1Ñ5q correspond au potentiel hyperélastique établi précédemment (5.50).
Afin de caractériser le comportement de notre renfort, il reste à définir la forme de
WpIIqpIflexq.

Pour utiliser ce type de modèle pour décrire le comportement de notre renfort,
l’étape suivante consisterait à relier ce modèle mécanique aux résultats expérimentaux
que nous avons présentés dans le chapitre 3. Cependant, l’invariant Iflex ne s’exprimant
pas directement en fonction de la courbure mesurée expérimentalement, une méthode
inverse peut être utilisée pour déterminer les paramètres matériaux [131,132].

Approche n°2 : via un milieu d’ordre supérieur de type Cosserat Dans un milieu de Cosse-
rat (parfois aussi appelé milieu « micropolaire »), la cinématique est enrichie à l’aide
d’un vecteur de micro-rotation r. Les mesures de déformations (qui ne sont plus symé-
triques) sont donc redéfinies à partir de l’ensemble des degrés de liberté : apparaissent
une déformation relative ε

R
et une déformation de courbure κ. Elles sont conjuguées

respectivement au tenseur des contraintes de Cauchy σ et de moment M. Le tableau
5.5 synthétise les équations importantes du problème mécanique pour la théorie des
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milieux de Cosserat (avec c un champ de couple). Ce type de milieu peut être vu
comme un cas particulier des milieux micromorphes obtenu en posant χ “ ´ε ¨ r où ε
est le tenseur de permutation d’ordre 3 de Levi-Civita.

Mesures de déformation ε
R
“ ub∇` ε ¨ r

κ “ r b∇

Équations d’équilibre σ ¨∇` fv “ 0

M ¨∇´ ε ¨ σ ` c “ 0

Tableau 5.5 – Équations d’équilibre et mesures de déformation pour un milieu de Cosserat
[98].

Pour utiliser ce type de modèle pour modéliser le comportement souhaité, certains
auteurs [127, 132] contraignent de plus le milieu de Cosserat pour que le vecteur des
micro-rotations r décrive la rotation matérielle via la partie antisymétrique du gradient
du déplacement, c’est-à-dire que :

r “
1

2

`

ub∇´ pub∇qT
˘

“
1

2
∇^ u “ 1

2

¨

˝

u3,2 ´ u2,3

u1,3 ´ u3,1

u2,1 ´ u1,2

˛

‚. (5.64)

Cette contrainte peut être imposée par pénalité [127], ou bien à l’aide de degrés de
liberté supplémentaires correspondant à des multiplicateurs de Lagrange [132].

On rappelle que les essais de flexion longitudinale hors-plan réalisés correspondent
à une rotation de la direction des fibres (initialement selon E1) autour de l’axe E2.
Dans le cas particulier de notre étude, la seule composante non nulle du vecteur ro-
tation serait donc r2. Par conséquent κ21 “ r2,1 serait la seule composante non nulle
de κ ; elle serait à comparer à la courbure expérimentale mesurée dans le chapitre 3,
prise au niveau du feuillet moyen de la structure par exemple.

Approche n°3 : via un milieu couple de contraintes Ce type de milieu à couple de contraintes
est un cas limite des deux approches précédentes. D’une part, il est obtenu en prenant
un milieu de second gradient et en restreignant χ à la partie anti-symétrique du gra-
dient du déplacement plutôt qu’au gradient du déplacement lui-même. D’autre part,
il correspond également un milieu de Cosserat contraint par la condition (5.64) intro-
duite ci-avant, i.e. telle que la micro-rotation et la rotation matérielle soient égales.
Plus généralement, un milieu couple de contraintes est un milieu micromorphe avec de
plus χ “ 1

2

`

ub∇´ pub∇qT
˘

.
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L’intérêt de cette approche par rapport à un milieu de Cosserat et un milieu de
second gradient réside dans la définition des grandeurs manipulées. En effet, la cinéma-
tique ne décrit plus de déformations relatives mais permet de prendre en compte toute
la déformation via des déformations et contraintes standards, ainsi que des courbures
et micro-couples, tous des tenseurs du second ordre.

Conclusion

Conscients des limites de l’utilisation des milieux matériellement simples de Cauchy
pour la description du comportement de flexion spécifique des renforts fibreux, nous
avons présenté succinctement trois approches de modélisation mécanique qui pour-
raient permettre de décrire le comportement de flexion spécifique de notre matériau.
Avant de faire un choix, ces approches doivent être développées, et le lien avec l’ex-
ploitation des résultats expérimentaux reste à préciser. Une difficulté envisagée liée à
l’utilisation d’un milieu de Cosserat ou de second gradient est la gestion des conditions
aux limites (statiques en particulier), à la fois en termes de mise en œuvre et de choix
(sens physique). La sélection d’une stratégie appropriée dépendra également du cadre
éléments finis proposé pour la résolution du problème, et nous verrons dans le chapitre
6 que dans ce cadre, des approches complémentaires de type « superposition » d’élé-
ments peuvent également être considérées.

5.4 Modélisation mécanique du comportement de l’interface entre
les plis du renfort HiTape®
La partie précédente 5.3 a permis d’établir une loi de comportement pour le milieu

intra-pli du renfort HiTape®, i.e. pour un pli unitaire. Lorsqu’on considère un empi-
lement, il faut de plus décrire le comportement de l’interface entre les plis. On rappelle
que le chapitre 4 a permis de caractériser le comportement de frottement inter-plis et
de mettre en évidence le rôle non négligeable de l’adhésion/décohésion entre les plis
même si nous ne l’avons pas caractérisé. Nous cherchons donc à modéliser le com-
portement d’un empilement de renforts lors de sa mise en forme, tel que (i) les plis
sont initialement en contact, (ii) au cours de la mise en forme du glissement inter-pli
intervient au niveau de l’interface, (iii) ce glissement se traduit par du frottement
inter-plis, et (iv) le voile à l’état fondu crée une adhésion entre les plis.

Pour cela, nous commençons par inscrire dans un cadre rigoureux le comporte-
ment de l’interface où interviennent deux phénomènes irréversibles : le frottement et
l’adhésion/décohésion.

5.4.1 Retour sur le cadre thermodynamique en présence d’une interface et de
phénomènes de dissipation

La cinématique de l’interface utilisée est tout d’abord présentée, puis les deux
principes de la thermodynamiques énoncés dans la partie 5.2.1 sont établis en présence
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d’une interface et de phénomènes de dissipation au niveau de cette interface.

Cinématique de l’interface

On considère un ensemble Σ “ Ωp1q Y Ωp2q constitué de deux solides Ωp1q et Ωp2q

initialement en contact, et on note Γp12q “ BΩp1q X BΩp2q leur surface de contact, in-
terprétable comme l’inter-pli dans notre cas. La surface de Σ hors interface est notée
BΣ, i.e. BΣ “ BΩp1q ` BΩp2q ´ Γp12q “ ΓD ` ΓN . Ces différentes notations sont illus-
trées sur la figure 5.7a. Dans la continuité des notations précédentes, on indiquera
avec l’exposant « pkq » les grandeurs se rapportant au solide Ωpkq. La cinématique de
l’interface est présentée sur la figure 5.7b. Un déplacement relatif entre deux points de
l’interface initialement confondus Xp1q

“ Xp2q
P Γ

p12q
0 peut apparaître au cours de la

transformation :

g “ xp2q ´ xp1q “ up2q ´ up1q “ rruss , (5.65)

dont on peut distinguer les composantes normale et tangentielle relativement à la
surface du solide Ωp1q :

gn “ g ¨ n

gt “ g ´ gn n .
(5.66)

(a) (b)

Figure 5.7 – Notations utilisées pour le problème de deux solides en contact initialement
(a), et cinématique de l’interface (b).

Premier principe de la thermodynamique appliqué à deux solides initialement en contact

On suppose la non-additivité de l’énergie interne [135,136] :

EintpΩ
p1q
Y Ωp2qq “ EintpΩ

p1q
q ` EintpΩ

p2q
q ` EintpΓ

p12q
q , (5.67)

ce qui fait apparaître une énergie interne pour l’interface ; on notera ep12q l’énergie
interne surfacique de l’interface. Les différentes contributions apparaissant dans le
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premier principe (5.25) sont réécrites pour l’ensemble Ωp1q Y Ωp2q :

EcinpΩ
p1q
Y Ωp2qq “

ÿ

k“1,2

ˆ

1

2

ż

Ωpkq
ρpkqx̊pkq ¨ x̊pkq dV

˙

EintpΩ
p1q
Y Ωp2qq “

ż

Γp12q

ep12q dS `
ÿ

k“1,2

ˆ
ż

Ωpkq
ρpkqepkq dV

˙

PextpΩ
p1q
Y Ωp2qq “

ÿ

k“1,2

ˆ
ż

Ωpkq
ρpkq fv

pkq
¨ x̊pkq dV `

ż

BΩpkqzΓp12q

fs
pkq
¨ x̊pkq dS `

ż

Γp12q

ppkq ¨ x̊pkq dS
˙

QpΩp1q Y Ωp2qq “
ÿ

k“1,2

ˆ
ż

Ωpkq
ρpkqrpkqdV ´

ż

BΩpkqzΓp12q

qpkq dS ´
ż

Γp12q

qpkq dS
˙

(5.68)

où les ppkq sont les efforts surfaciques (ou « force cohésive ») sur le solide Ωpkq au niveau
de l’interface Γp12q.

Le premier principe de la conservation de l’énergie étant respecté sur l’ensemble
Ωp1q Y Ωp2q, on trouve finalement :
ż

Γp12q

e̊p12q dS “
ż

Γp12q

pp1q ¨ x̊p1q dS `
ż

Γp12q

pp2q ¨ x̊p2q dS ´

ż

Γp12q

qp1q dS ´
ż

Γp12q

qp2q dS

“

ż

Γp12q

p ¨ g̊ dS ´

ż

Γp12q

qp1q dS ´
ż

Γp12q

qp2q dS

(5.69)

où p représente les efforts surfaciques en jeu à l’interface et peut se décomposer de la
même façon que g en ses parties normale et tangentielle, respectivement pn “ p ¨ n et
pt “ p ´ pn n. D’après le principe des actions réciproques, cette définition des efforts
surfaciques p met en évidence l’hypothèse de base d’une telle formulation du comporte-
ment de l’interface entre les deux solides : deux points appartenant aux deux solides en
vis-à-vis et initialement correspondants le restent au cours de la déformation. En fait,
en dehors du cadre des petites perturbations au niveau de l’interface, la formulation ne
respecte plus certaines lois de la Physique [137]. Dans toute la suite, on confondra donc
les configurations initiale Γ

p12q
0 et courante Γp12q pour l’interface, tout en conservant à

l’esprit l’extension aux problèmes non-linéaires géométriques.

Second principe de la thermodynamique en présence de phénomènes dissipatifs

Comme nous l’avons vu dans la partie 5.1.5, des variables internes sont classique-
ment introduites pour décrire les phénomènes irréversibles. Nous notons de manière
générale ces variables internes αιp avec p “ 1..n où n est le nombre de variables internes
nécessaires ; elles peuvent être scalaires, vectorielles ou tensorielles (d’ordre éventuel-
lement supérieur à 2). Ainsi, de la même façon que nous avons supposé l’existence
d’un potentiel hyperélastique fonction des variables d’état et duquel dérive la loi de
comportement, on peut supposer, en se plaçant dans le cadre des matériaux standards
généralisés, l’existence d’un potentiel de dissipation duquel dérivent les lois de dissipa-
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tion dites « lois complémentaires » [101]. Ce potentiel de dissipation est alors fonction
des variables d’état et de leurs dérivées temporelles.

Afin de prendre en compte les phénomènes dissipatifs (comme le frottement) in-
tervenant au niveau de l’interface, on peut, en se plaçant de ce cadre des matériaux
standards généralisés, supposer l’existence d’une énergie libre surfacique de l’interface
telle que ψp12q “ ep12q ´ T p12qsp12q (de façon analogue à l’énergie libre spécifique de
Helmholtz introduite dans (5.31) pour les solides), et d’un potentiel de dissipation
de l’interface φp12q. Ils dépendent des variables internes, ainsi que de leurs dérivées
temporelles dans le cas du potentiel de dissipation :

ψp12q
“ ψp12q

pu ;αι1, ..., α
ι
nq ; φp12q

“ φp12q
pu ;αι1, ..., α

ι
n, α̊

ι
1, ..., α̊

ι
nq (5.70)

Dans ce cadre dissipatif et isotherme (« purement mécanique »), l’inégalité de
Clausius-Duhem (5.32) (p.97) pour l’interface se réduit alors à :

p ¨ g̊ ´ ψ̊p12q
ě 0 , (5.71)

ce qui peut se réécrire :
ˆ

p´
Bψp12q

Bg

˙

looooooomooooooon

P B̊gφp12q

¨ g̊´
Bψp12q

Bαι
looomooon

P Bα̊ιφp12q

¨ α̊ι ě 0 (5.72)

5.4.2 Potentiels

Le cadre thermodynamique en présence de phénomènes de dissipation étant posé,
nous cherchons maintenant à proposer des formes satisfaisantes des potentiels d’énergie
libre et de dissipation.

Description de la non-pénétration

Un premier aspect du comportement de l’interface est la non-pénétration entre
les deux solides considérés. De manière générale, cette condition de non-pénétration
appartient aux trois conditions du contact unilatéral de Hertz-Signorini qui corres-
pondent à la non-pénétration, non-adhésion et complémentarité ; respectivement :

gn ě 0 ; pcn ď 0 ; gn p
c
n “ 0 (5.73)

où on note pcn la pression de contact correspondant à la contribution du contact uni-
latéral à la composante normale de la force cohésive p. Le contact unilatéral est un
processus conservatif (i.e. dont le travail est indépendant du chemin suivi) et réver-
sible. Ces trois conditions de Hertz-Signorini décrivent deux états possibles : soit les
deux solides sont en contact (gn “ 0) et dans ce cas ils peuvent exercer une force de
contact l’un sur l’autre (pcn ď 0), soit les deux solides ne sont pas en contact (gn ą 0)
et dans ce cas la force de contact est nulle car il n’y a pas d’adhésion (pcn “ 0). Cette loi
de contact unilatéral, représentée sur la figure 5.8, est convexe mais non-différentiable.
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Figure 5.8 – Loi de contact unilatéral.

Comme nous l’avons vu, nous cherchons quant à nous à décrire un comporte-
ment d’adhésion entre les deux solides. C’est donc uniquement la condition de non-
pénétration qui nous intéresse ici. Selon la définition de Moreau [138, 139], la non-
pénétration entre deux solides est non-dissipative, et peut être décrite par le pseudo-
potentiel d’énergie libre ψc (« c » désigne le contact) suivant :

ψcpgnq “ IR`pgnq “

#

0 si gn P R`

8 si gn R R`
. (5.74)

L’écriture de ce potentiel fait intervenir la fonction indicatrice IR` . D’une manière
générale IA est appelée fonction indicatrice de A (A Ă B) relativement à B et est
définie par :

IA : B Ñ t0,8u

x ÞÑ

#

0 si x P A
8 si x R A .

(5.75)

La pression de contact pcn est alors conjuguée à gn et dérive du potentiel ψc via la loi
d’état :

pcn P Bgnψ
c
pgnq. (5.76)

Le contact unilatéral appartient à la mécanique du contact : c’est un phénomène
purement mécanique. Nous allons voir que la décohésion sort de ce cadre purement
mécanique.

Description de la décohésion via une approche cohésive

Deux surfaces en contact présentent de l’adhésion lorsqu’un certain seuil de force est
nécessaire pour qu’un déplacement relatif ait lieu entre les deux solides, qu’il soit nor-
mal (ouverture), tangentiel (glissement), ou une combinaison des deux [140]. L’adhé-
sion entre deux surfaces s’explique par des phénomènes thermo-physiques (comme le
soudage), physico-chimiques (le collage) ou cohésifs (dans le solide) par exemple [141].
Une description de l’évolution des forces cohésives est alors nécessaire ; on parle d’ap-
proche cohésive.
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Cette approche cohésive a initialement été développée pour la fissuration par Ba-
renblatt [142] et Dugdale [143]. Elle a depuis été appliquée à de nombreux domaines,
allant de la géophysique – pour la tectonique des plaques – au génie civil, en passant
par les interfaces granulaires mais aussi les matériaux composites pour la décohé-
sion fibre/matrice ou le délaminage par exemple [141]. Ce type d’approche considère
l’existence d’une zone de transition entre un état d’adhésion parfaite et un état de rup-
ture totale lors de la fissuration, admettant une discontinuité de déplacement tout en
transmettant des efforts. Le comportement de l’interface est alors décrit par une loi de
comportement propre, dite loi cohésive, reliant les efforts cohésifs p aux discontinuités
de déplacement g. L’épaisseur de l’interface est négligée, et le trajet de fissuration est
connu ou postulé.

La perte d’adhésion peut être décrite par une variable interne d’endommagement
régie par une loi d’évolution, et à laquelle on associe une force thermodynamique. Il
s’agit bien d’une variable d’état supplémentaire indépendante du déplacement relatif,
car deux solides en contact (i.e. tels que gn “ 0) peuvent présenter des liens intacts,
endommagés ou rompus. Ce type de description a initialement été développé par Fré-
mond [144] qui décrit l’évolution de l’adhésion via une « intensité d’adhésion » – un
scalaire évoluant de 1 lorsque les liens sont intacts (adhésion totale) à 0 lorsqu’ils sont
rompus –, et qui introduit l’énergie de Dupré correspondant à la quantité d’énergie
à fournir pour rompre les liens. Frémond considère également une condition de com-
plémentarité entre l’intensité d’adhésion et le déplacement relatif (i.e. l’un des deux
est forcément nul). Le modèle de Cangémi-Raous [145] s’affranchit de cette condition
de complémentarité pour assouplir le modèle, en introduisant une « rigidité d’adhé-
sion » : les liens se comportent alors comme des ressorts avant de rompre. Dans la
continuité de ces travaux, Talon & Curnier [140] interprètent le phénomène adhésif
entre deux surfaces collées comme un ensemble de filaments de longueur initialement
nulle (état d’adhésion) qui sont créés lorsque les deux solides sont séparés (état de dé-
cohésion), l’idée étant que la longueur de ces filaments ne peut qu’augmenter jusqu’à
atteindre l’état de rupture comme représenté sur la figure 5.9. En cas de décharge, ils
se « replient » sur eux-mêmes et ne transmettent plus d’effort. Dans ce modèle [140],
l’intensité d’adhésion de Frémond est alors remplacée par la variable interne scalaire
ga (« a » désignant l’adhésion), qui correspond à la longueur des filaments adhésifs.
Elle est définie par la valeur maximale de la norme du déplacement relatif atteinte
jusqu’à l’état courant :

gaptq “ sup
t1ăt

}gpupt1qq} . (5.77)

La variable interne ga est conjuguée à une force de traction adhésive scalaire pa.
Le comportement de décohésion est alors déterminé par trois conditions :

g̊a ě 0 ; pa ď spgaq ; g̊a ppa ´ spgaqq “ 0 (5.78)

qui décrivent deux états possibles : soit la longueur des filaments n’augmente pas
(g̊a “ 0), soit elle augmente (g̊a ‰ 0) et dans ce cas la force cohésive d’adhésion suit
une loi de décohésion spgaq. La loi de décohésion proposée présente la forme affine
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(a) (b) (c) (d)

Figure 5.9 – Comportement des filaments adhésifs lors du décollement : état initial avec
adhésion (a), lors de la décohésion les filaments s’étirent (b), en cas de décharge ils se replient
sur eux-mêmes (c), et si le déplacement relatif dépasse un certain seuil alors il y a rupture
(d) [140].

suivante :

spgaq “

$

&

%

pM

ˆ

1´
ga

gM

˙

si 0 ď ga ď gM

0 si ga ą gM

, (5.79)

où pM est le seuil adhésif i.e. l’effort surfacique nécessaire pour passer de l’état d’adhésion
(figure 5.9a) à celui de décohésion (figure 5.9b), et gM l’écart adhésif maximal i.e. la
valeur maximale que peut prendre ga avant rupture des filaments. Cette loi de décohé-
sion est illustrée sur la figure 5.10. La variable ga permet ainsi de décrire l’irréversibilité
de la décohésion. Un tel modèle, basé sur l’idée de filaments s’étirant jusqu’à rupture,
nous semble prometteur en vue de décrire la réponse à une sollicitation de décohésion
comme celle que nous avons illustrée sur la figure 2.19 (p.46). En effet, on rappelle que
l’interface entre les plis du renfort HiTape® est constituée du voile thermoplastique
au-dessus de sa température de fusion lors de la mise en forme.

Figure 5.10 – Loi de décohésion affine proposée par Talon & Curnier [136].

Les pseudo-potentiels d’énergie libre et de dissipation suivants sont alors proposés
par Talon & Curnier [140] :

ψapgn, gt ; gaq “ IR´

ˆ

b

xgny`
2
` }gt}2 ´ g

a

˙

φapg̊a, gaq “ spgaq g̊a ` IR`pg̊
a
q .

(5.80)

Le pseudo-potentiel d’énergie libre ψapgn, gt ; gaq permet d’imposer que la longueur des



120 Modélisation mécanique du comportement du renfort

filaments adhésifs ga est toujours plus grande que la norme du saut de déplacement
}g}, avec IR´ la fonction indicatrice de R´ définie dans (5.75), et xxy` la partie positive
du réel x, i.e. x s’il est positif et 0 sinon. Le premier terme du potentiel de dissipation
φapg̊a, gaq contient la loi de décohésion spgaq. Enfin, le second terme du potentiel de
dissipation φapg̊a, gaq permet d’imposer que la variable interne ga ne peut qu’augmen-
ter, c’est le terme d’irréversibilité. La force de traction adhésive pa dérive alors des
pseudo-potentiels précédent via la loi d’état et la loi complémentaire associées, et elle
est dirigée selon g :

pa P ´Bgaψ
a
pgn, gt ; gaq X Bg̊aφ

a
p̊ga, gaq ; pa “ pa

g

}g}
. (5.81)

En se basant sur les travaux de Talon & Curnier, et en utilisant la même loi de
décohésion spgaq illustrée sur la figure 5.10, Lorentz [146] propose la forme suivante
pour l’énergie libre surfacique de l’interface :

ψ̆a pgpuq ; gaq “
maxp}gpuq}, gaq

2

`

pM ` spmaxp}gpuq}, gaqq
˘

. (5.82)

Cette forme décrit le même comportement que les potentiels de Talon & Curnier, mais
nous verrons dans le chapitre 7 que son traitement numérique sera différent.

Description du frottement

Le troisième facette du comportement de l’interface entre les plis du renfort Hi-
Tape® que nous souhaitons modéliser est le comportement de frottement que nous
avons caractérisé dans le chapitre 4. Dans le cas de l’application d’une pression normale
constante π (π ď 0), le frottement pur de Coulomb est décrit par une loi de glissement,
un critère d’adhérence et une condition de complémentarité ; respectivement :

}pft } g̊t “ }̊gt} p
f
t ; }pft } ` CoF π ď 0 ; }̊gt} p}p

f
t } ` CoF πq “ 0 . (5.83)

où on note pft la contribution du frottement pur de Coulomb à la partie tangentielle
pt de la force cohésive. Ces trois conditions décrivent deux états possibles : soit il y a
« adhérence » [140] – définie comme l’absence de glissement tangentiel entre les deux
solides (}̊gt} “ 0) –, et dans ce cas la force de frottement est à l’intérieur du cône de
Coulomb (}pft } ă ´CoF π), soit il y a glissement entre les deux solides (}g̊t} ą 0) et
dans ce cas la force de frottement est sur le bord du cône de Coulomb (}pft } “ ´CoF π).
Cette loi de frottement est représentée sur la figure 5.11. C’est un processus irréversible
dissipatif.
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(a) (b)

Figure 5.11 – Loi de frottement tangentiel (dans un cas bidimensionnel) (a) et cône de
Coulomb (b).

De la même façon que nous avons introduit ga pour la décohésion, le frottement
peut être décrit par l’introduction d’une variable interne gιt mesurant le glissement
tangentiel entre les deux corps, et que l’on peut identifier à la composante tangentielle
du vecteur de déplacement relatif gt [136]. Le comportement de frottement de Coulomb
peut alors être décrit par le pseudo-potentiel d’énergie libre ψf et le potentiel de
dissipation φf suivants (« f » désigne le frottement) [147] :

ψf pgt ; gιtq “ It0upgt ´ gιtq “

#

0 si g̊t “ g̊ιt

8 si g̊t ‰ g̊ιt

φf p̊gιtq “ ´ CoF π }̊gιt} .

(5.84)

où It0u est ici la fonction indicatrice de t0u définie dans (5.75). La force cohésive tan-
gentielle pft conjuguée à la variable cinématique gt, et la force « interne » pft

ι
conjuguée

à la variable interne gιt, dérivent alors des pseudo-potentiels précédents via la loi d’état
et la loi complémentaire associées :

pft P Bgtψ
f
pgt ; gιtq ; pft

ι
P ´Bgιtψ

f
pgt ; gιtq X Bg̊ιtφ

f
p̊gιtq . (5.85)

Pour coupler les comportements de frottement et de contact unilatéral, il faut de plus
prendre π “ pcn ce qui transforme φf en un quasi -potentiel dépendant de la pression
de contact pcn (pcn ď 0) qui est inconnue.

Synthèse pour le contact unilatéral couplé à l’adhésion et au frottement

Le modèle de contact couplé à l’adhésion et au frottement de Talon & Curnier [140]
définit plusieurs états possibles pour l’interface, comme nous l’avons vu séparément
pour le contact, le frottement et l’adhésion/décohésion. L’organigramme de la figure
5.12 présente le couplage entre ces trois facettes du comportement de l’interface, et
synthétise les combinaisons d’états possibles in fine.

Ce modèle introduit deux variables d’état internes supplémentaires permettant de
décrire les phénomènes dissipatifs en jeu : d’une part le déplacement relatif tangentiel



122 Modélisation mécanique du comportement du renfort

Figure 5.12 – Organigramme du couplage entre les comportements de contact, frottement
et adhésion et synthèse des états possibles d’après [136].

gιt lié à la dissipation due au frottement, et d’autre part la longueur des filaments ga
caractérisant l’endommagement des liens adhésifs (phénomène de décohésion). Fina-
lement, la force cohésive p conjuguée au déplacement relatif gpuq est constituée de
trois contributions : une pression de contact pcn, une force cohésive tangentielle de
frottement pft et une force de traction adhésive pa, telles que p “ pcn n ` pft ` pa. Les
pseudo-potentiels d’énergie libre ψp12q et de dissipation φp12q de l’interface décrivant le
contact unilatéral couplé au frottement et à l’adhésion prennent alors la forme suivante
(illustrée sur la figure 5.13) :

ψp12q
pgn, gt ; gιt, g

a
q “ IR`pgnq

looomooon

ψcpgnq

` It0upgt ´ gιtq
loooooomoooooon

ψf pgt ; gιtq

`
1

2
IR´

ˆ

b

xgny`
2
` }gt}2 ´ g

a

˙

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ψapgpuq ; gaq

(5.86)

φp12q
p̊gιt, pnq “ ´CoF p

c
n }̊g

ι
t}

loooooomoooooon

φf p̊gιt , p
c
nq

` spgaq g̊a ` IR`pg̊
a
q

loooooooooomoooooooooon

φapg̊a,gaq

. (5.87)

5.4.3 Caractérisation des constantes

Les potentiels proposés contiennent des caractéristiques matériau : d’une part le
coefficient de frottement (CoF), et d’autre part les paramètres de la loi de décohésion
(pM et gM pour la loi affine (5.79) proposée).

Le coefficient de frottement a été caractérisé sur une gamme de pression et de vitesse
de déplacement représentative du procédé de mise en forme ; cela a été présenté dans
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Figure 5.13 – Contributions aux pseudo-potentiels d’énergie libre et de dissipation du modèle
couplant contact unilatéral, frottement et adhésion dans le modèle de Talon & Curnier.

le chapitre 4 (p.78). Des évolutions linéaires, croissante en fonction de la vitesse (figure
4.5 p.81) et décroissante (figure 4.4 p.80) en fonction de la pression, ont été observées.
On se propose de considérer pour commencer que la mise en forme s’opère à vitesse
constante et de se concentrer sur l’effet de la pression P , en décrivant l’évolution du
coefficient de frottement avec une relation affine :

CoFpP q “ aP P ` bP (5.88)

où les aP et bP sont des constantes matériau connues.

Pour les constantes d’adhésion, on peut utiliser des ordres de grandeurs de la litté-
rature sur des pré-imprégnés d’époxy (aucune information de ce type n’a été trouvée
pour les thermoplastiques au-dessus de leur température de fusion) [88,90] :

pM “ 0,02 N ¨mm´2 ; gM “ 1 mm . (5.89)

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons posé le cadre de la mécanique des milieux continus
en grandes transformations nécessaire pour décrire les grands déplacements et a priori
grandes rotations et grandes déformations qui interviennent lors de la mise en forme
d’un empilement de renforts HiTape®. Nous avons présenté le problème mécanique,
et vu que pour sa résolution la connaissance de la loi constitutive de l’empilement de
renforts est nécessaire. L’établissement de cette loi constitutive globale a été l’objet de
ce chapitre.

Une loi constitutive hyperélastique a tout d’abord été sélectionnée pour modéliser le
comportement du milieu intra-pli du renfort. Ainsi, quatre modes de déformation indé-
pendants sont mis en évidence : élongation, compaction latérale, compaction isochore
et cisaillement. En faisant le lien avec le travail de compréhension et de caractérisation
du comportement intra-pli du renfort HiTape® présenté dans le chapitre 3, des po-
tentiels de déformation à la fois admissibles d’un point de vue thermodynamique, et
représentatifs du comportement du renfort HiTape® ont été proposés. Dans son état
actuel, ce modèle de comportement ne permet cependant pas de traduire l’influence
du comportement en flexion hors-plan sur le comportement global de l’empilement ;
des pistes de réflexion ont été proposées pour des travaux ultérieurs.
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Ensuite, afin de prendre en compte l’influence de l’interface entre les plis sur le
comportement global d’un empilement de renforts, une approche cohésive a été sélec-
tionnée. En se plaçant dans le cadre des matériaux standards généralisés, un pseudo-
potentiel d’énergie libre et un pseudo-potentiel de dissipation sont attribués à l’inter-
face entre les plis, afin de décrire les phénomènes de dissipations mécaniques liés au
frottement inter-pli (caractérisé dans le chapitre 4) et à l’adhésion/décohésion entre
les plis.

Finalement, nous disposons à ce stade d’une loi de comportement pour un empile-
ment de renforts à mettre en forme. L’objectif du travail de thèse étant la simulation
numérique de cette étape de mise en forme, nous allons maintenant nous intéresser à
l’aspect numérique de cette mise en œuvre.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la formulation locale d’un pro-
blème mécanique décrivant l’équilibre d’un seul solide. Nous avons vu que pour la
résolution de ce problème mécanique, nous avons besoin d’équations supplémentaires,
données par la loi de comportement hyperélastique que nous avons retenue et carac-
térisée pour notre matériau. Dans ce chapitre, nous présentons la formulation et la
résolution de ce problème mécanique par la Méthode des Éléments Finis 1. Nous nous
intéressons spécifiquement à l’équilibre d’un seul solide au comportement hyperélas-
tique, figurant une seule couche de renfort HiTape®. L’implémentation de la loi de
comportement hyperélastique sélectionnée et sa validation sont explicitées, puis nous
présentons un cas-test.

L’implémentation des lois et les calculs sont réalisés avec la suite logicielle Z-set 2,
initialement développée par le Centre des Matériaux de Mines ParisTech et l’ONERA
dans les années 80. Aujourd’hui, d’autres partenaires y contribuent, qu’ils soient indus-
triels comme SAFRAN ou académiques comme Mines Saint-Étienne. Les utilisateurs
du code appartiennent à des secteurs variés de l’industrie, tels que l’aéronautique
(SAFRAN), l’énergie (EDF, CEA, Areva, etc.), l’automobile (Renault, PSA Peugeot
Citroën, Siemens, Faurecia, etc.), le biomédical (Medtronic) ou les matériaux (3M,
Saint-Gobain, etc.). Plusieurs modules existent ; ceux qui nous intéressent sont :

— le solveur éléments finis Zébulon implicite ou explicite en grandes déformations ;

— la bibliothèque de lois de comportement Z-mat qui peut être appelée par d’autres
codes de calcul tels qu’Abaqus ou Ansys par exemple, c’est le point fort de Z-set ;

— Z-master pour la visualisation des résultats et leur post-traitement.

6.1 Formulation et résolution du problème mécanique avec un so-
lide hyperélastique

Nous nous proposons de considérer dans un premier temps un seul solide hyperélas-
tique. La formulation forte du problème d’équilibre de ce solide a été présentée dans
le chapitre précédent (section 5.1.4 p.93). Nous reformulons maintenant ce problème
afin de le résoudre par la méthode des éléments finis.

6.1.1 Formulation

Nous posons tout d’abord quelques notations : soient V et V0 les espaces vectoriels
des champs de déplacement cinématiquement admissibles satisfaisant respectivement
les conditions aux limites de Dirichlet sur ΓD et les conditions aux limites nulles homo-
gènes sur ΓD. Ce sont des sous-espaces de l’espace de Sobolev d’ordre 1 pH1pΩ0qq

dim

1. MEF : Méthode des Éléments Finis
2. http://www.zset-software.com/
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que nous précisons également.

V “ t u | u P
`

H1
pΩ0q

˘dim et u “ uD sur ΓD u

V0 “ t w | w P
`

H1
pΩ0q

˘dim et w “ 0 sur ΓD u

`

H1
pΩ0q

˘dim
“ t u | u P

`

L2
pΩ0q

˘dim et @pi, jq P t1, .., dimu2,
Bui
BXj

P L2
pΩ0q u

(6.1)

où L2pΩ0q est l’espace de Lebesgue des fonctions de carré intégrable sur le domaine
Ω0, et où dim est la dimension du problème.

D’après le théorème de l’énergie potentielle, le déplacement solution ũ du problème
mécanique de l’équilibre d’un solide Ω minimise son énergie potentielle UΩ. L’écriture
de l’énergie potentielle du solide Ω fait intervenir d’une part le travail des forces exté-
rieures, écrit par rapport à la configuration initiale C0 :

Wextpuq “

ż

Ω0

ρ0 fv ¨ u dV0 `

ż

BΩ0

fs0
¨ u dS0 , (6.2)

et d’autre part l’énergie interne du solide Ω que nous avons introduite dans (5.25).
Comme le comportement du solide peut être décrit à l’aide de la densité d’énergie
de déformation W que nous avons construite dans le chapitre précédent, son énergie
interne prend la forme suivante :

Eintpuq “

ż

Ω0

W
`

C
˘

dV0 . (6.3)

Le problème à résoudre est synthétisé dans l’encadré 6.1.

Problème PΩ

Trouver ũ P V tel que :

UΩpũq “ min
u PV

UΩpuq (6.4)

où :

UΩpuq “

ż

Ω0

W
`

C
˘

dV0

loooooooomoooooooon

Eintpuq

´

ż

Ω0

ρ0 fv ¨ u dV0 ´

ż

BΩ0

fs0
¨ u dS0

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

´Wextpuq

.

Encadré 6.1 – Problème mécanique PΩ de minimisation de l’énergie potentielle d’un solide
hyperélastique.



128
Modélisation numérique et résolution par la MEF du problème de l’équilibre d’un solide

hyperélastique en grandes transformations

Une condition nécessaire pour que ũ soit solution est que la dérivée directionnelle
de UΩ en ũ, le long de la direction δu P V0 quelconque, s’annule ; c’est-à-dire [148] :

@ δu P V0, δUΩpũqrδus “ 0 . (6.5)

En notant u1 “ ub∇ “
Bu

BX
, la première variation de UΩ s’écrit :

δUΩ “

ż

Ω0

BW

BC
:
BC

Bu1
: δu1 dV0 ´ δWext ,

où δWext “

ż

Ω0

ρ0 fv ¨ δu dV0 ´

ż

BΩ0

fs0
¨ δu dS0 `

ż

BΩ0

δu ¨
Bfs0

Bu
¨ u dS0, en considérant

que l’effort volumique fv est indépendant du déplacement u. Après avoir rappelé la
forme de C, on peut écrire les deux termes suivants à l’aide des opérateurs b et sb

définis dans l’annexe B (le deuxième terme sera utile dans la suite) :

C “ I ` u1 ` u1T ` u1T ¨ u1 ,

BC

Bu1
“

„
C 1 “ I b pI ` u1q ` pI ` u1q sb I ,

B
„
C 1

Bu1
“

„

C2 “
B2C

Bu1 b Bu1
“ 2 I b I sb I .

La condition nécessaire (6.5) pour que ũ soit solution s’écrit finalement :

@ δu P V0, δUΩpũqrδus “

ż

Ω0

BW

BC
:
„
C 1 : δu1 dV0 ´ δWext “ 0 . (6.6)

Pour résoudre l’équation (6.6) dans un schéma itératif incrémental, nous aurons
besoin de caractériser la deuxième variation du problème à résoudre :

δ2UΩ “ δ pδUΩq

“

ż

Ω0

˜

B2W

BC b BC
:
„
C 1 : δu1

¸

:
„
C 1 : δu1 dV0

`

ż

Ω0

BW

BC
:
´

„

C2 : δu1
¯

: δu1 dV0 ´ δ
2Wext

δ2UΩ “

ż

Ω0

δu1 :

«

1

4 „
C :

„
C 1

2
: δu1 ` 2

BW

BC

ff

looooooooooooooomooooooooooooooon

„
Kt

Ω

: δu1 dV0 ´ δ
2Wext

(6.7)

où δ2Wext “

ż

BΩ0

δu ¨
B2fs0

BuBu
¨u ¨ δu dS0`2

ż

BΩ0

δu ¨
Bfs0

Bu
¨ δu dS0. Ce dernier terme est en

général intégré au problème global tangent prenant en compte l’évolution d’une surface
lorsqu’elle est soumise à une force suiveuse [149]. Le terme

„
Kt

Ω représente la rigidité
tangente interne du système à résoudre, et nous voyons apparaître la contribution du
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tenseur des modules d’élasticité tangents
„
C dont nous avons établi la forme dans le

chapitre précédent (voir (5.52) et (5.53) p.104).

Nous utilisons maintenant la méthode des éléments finis pour résoudre ce problème
(6.5), i.e. trouver la solution ũ du problème PΩ (encadré 6.1).

6.1.2 Discrétisation et approximation éléments finis

La méthode des éléments finis consiste à résoudre le problème continu sur des
sous-domaines définis par une discrétisation géométrique. Les nœuds qui servent à
la discrétisation géométrique sont porteurs des inconnues du problème. Le domaine
de référence Ω0 est ainsi divisé en éléments isoparamétriques « volumiques », comme
représenté sur la figure 6.1 suivante. Le milieu continu est alors remplacé par un mi-
lieu discret dans lequel on recherche la solution uniquement au niveau des nœuds en
travaillant au niveau élémentaire. En tout point du milieu, la valeur du champ de
déplacement est alors approchée comme la combinaison de fonctions et des inconnues
nodales ; ces approximations sont désignées par l’exposant « h », par exemple uh. On
introduit les espaces discrétisés Vh Ă V et Vh0 Ă V0 de dimensions finies pour le champ
de déplacement discrétisé.

Figure 6.1 – Discrétisation du domaine continu étudié.

On adopte une représentation vectorielle, telle que le vecteur tUu contient l’en-
semble des degrés de liberté en déplacement du problème, i.e. de tous les nœuds du
maillage. Ce vecteur global est construit par assemblage des contributions élémen-
taires de chaque élément volumique ev, notées tU evu. Le déplacement en tout point
d’un élément volumique ev quelconque est alors approché par la somme des fonctions
d’interpolations nodales multipliées par les déplacements nodaux :

tuevu « tuevhu “ rN ev s tU evu (6.8)

où rN ev s est la matrice des fonctions de forme quadratiques (approximation « P2-
continue ») dans notre cas. Dans la suite, on utilise la notation de Voigt [98] qui permet
d’écrire sous la forme d’un vecteur la représentation matricielle d’un tenseur d’ordre
2 (par exemple

 

u1ev
(

pour u1ev), et de la même façon sous la forme d’une matrice
la représentation d’un tenseur d’ordre 4 (par exemple

 

„
Kt

Ω

(

pour
„
Kt

Ω). On peut alors
approcher le gradient du déplacement en tout point de l’élément ev à l’aide de la matrice
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gradient des fonctions de forme, de la même manière que pour le déplacement :

 

u1ev
(

«

!

u1evh
)

“
BrN ev s

BX
tU evu “ rN 1ev s tU evu . (6.9)

Une intégrale continue sur le domaine global est classiquement approchée numéri-
quement par la méthode de quadrature de Gauss, via un passage par un élément de
référence (de volume Ωref et d’élément de volume dV ref ) défini sur un espace norma-
lisé plus propice à conduire les intégrations numériques. L’intégration continue sur le
domaine se traduit par la somme sur les Nv éléments du maillage associés à un élément
de référence :

ż

Ω0

l dV0 «

Nv
ÿ

ev“1

ż

Ωev0

l dV ev
0 “

Nv
ÿ

ev“1

ż

Ωref
l JevdV

ref
«

Nv
ÿ

ev“1

Gv
ÿ

gv“1

wgv lpagvq Jevpagvq

(6.10)

où apparaissent les positions agv des points de Gauss gv de l’élément volumique ev,
leurs poids respectifs wgv et le Jacobien Jevpagvq de la transformation entre l’élément
de référence et l’élément ev. Le problème (6.5) peut ainsi être discrétisé de la manière
suivante :

@tδUu P Vh0 ,
Nv
ÿ

ev“1

˜

ż

Ωev0

!

BW
BC

)T
r
„
C 1s rN 1ev stδU evu dV ev

0 ´ tδU evu
T
tF extev

u

¸

“ 0 .

(6.11)

où tF extevu résulte de la discrétisation de δWext. Finalement, compte tenu des condi-
tions sur tδUu, le problème à résoudre peut s’écrire sous la forme d’un vecteur résidu
 

R
(

que l’on cherche à annuler :

 

R
(

“

Nv
ÿ

ev“1

˜

ż

Ωev0

!

BW
BC

)T
r
„
C 1s rN 1ev s dV ev

0 ´ tF extev
u

¸

“ t0u . (6.12)

La norme de ce vecteur résidu }
 

R
(

} constitue ainsi une mesure de la première va-
riation de UΩ au voisinage de la solution.

6.1.3 Résolution
En pratique, on recherche une solution telle que la norme du résidu est inférieure

à une tolérance ε bien choisie, c’est-à-dire }
 

R
(

} ď ε. Pour cela on utilise la méthode
de prédiction-correction itérative de Newton-Raphson dont nous rappelons le principe
général ici.

Principe de la méthode de Newton-Raphson On recherche la racine ũ d’une fonction
vectorielle fpuq, i.e. ũ “ argmin fpuq. La méthode de Newton-Raphson consiste à
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corriger incrémentalement une prédiction u0 de la solution par un processus itératif,
afin de la faire converger vers la solution recherchée ũ. A l’itération i ` 1, la solution
est égale à la somme de la prédiction, la correction incrémentale ∆upiq et la correction
de l’itération δupi`1q :

upi`1q
“ up0q `∆upi`1q

“ up0q `∆upiq ` δupi`1q
“ upiq ` δupi`1q. (6.13)

L’inconnue δupi`1q est alors obtenue avec le développement limité à l’ordre 1 de la
fonction f au voisinage de la solution à l’itération précédente upiq :

fpupi`1q
q « fpupiqq `

Bfpupiqq

Bu
¨ δupi`1q . (6.14)

En cherchant à annuler la fonction f à l’itération pi` 1q, on trouve :

δupi`1q
“ ´

˜

Bfpupiqq

Bu

¸´1

¨ fpupiqq . (6.15)

Cette démarche est répétée jusqu’à ce que l’image par f du résultat upi`1q soit infé-
rieure (en norme) à la tolérance choisie ε. La méthode est illustrée sur la figure 6.2
dans un cas de dimension 1.

Figure 6.2 – Illustration de la méthode de résolution de Newton-Raphson, dans le cas où
une solution admissible est trouvée au bout de deux itérations.

Application En vue d’utiliser cette méthode pour résoudre notre problème, le char-
gement est découpé en incréments de temps fictif. On utilise pour la prédiction à un
instant c` 1 la solution convergée à l’instant précédent, et 0 pour le premier instant.

Résoudre le problème discrétisé (6.11) en utilisant l’algorithme de Newton-Raphson
revient alors à rechercher la correction de l’itération

 

∆U
(pi`1q

c`1
à l’itération i ` 1 de
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l’incrément c` 1 en résolvant le système suivant, issu de (6.15) :

„

BtRu

BtUu

piq

c`1
looooomooooon

rKt
Ωs
piq
c`1

 

∆U
(pi`1q

c`1
“ ´

 

R
(piq

c`1
(6.16)

où rKt
Ωs est la matrice tangente globale correspondant à l’opérateur tangent

„
Kt

Ω que
nous avons fait apparaître en calculant la deuxième variation de UΩ (6.7), en négligeant
les termes non-linéaires dans les efforts extérieurs. Elle est obtenue par assemblage des
contributions élémentaires calculées en chaque point de Gauss, en faisant notamment
appel à la matrice des rigidités tangentes r

„
C s liée au comportement, comme nous

l’avons établi dans (6.7).

6.2 Implémentation et validation de la loi hyperélastique

6.2.1 Implémentation
Nous implémentons dans Z-set la loi hyperélastique spécifique sélectionnée via la

création d’une nouvelle loi de comportement. La figure 6.3 suivante présente les en-
trées et sorties de cette loi de comportement qui est appelée au niveau de chaque point
d’intégration de Gauss.

Figure 6.3 – Module fonctionnel de la loi de comportement hyperélastique appelée au niveau
de chaque point d’intégration.

Afin de valider d’une part la bonne implémentation de cette nouvelle loi de com-
portement, et d’autre part sa cohérence avec un comportement linéaire élastique dans
un cadre de petites perturbations, le cas-test 6-A de validation suivant est réalisé.

6.2.2 Validation de l’implémentation
Description du cas-test 6-A

On considère un solide cubique de côté 1 mm, constitué de 5 ˆ 5 ˆ 5 éléments vo-
lumiques hexaédriques quadratiques, illustré sur la figure 6.4a. Ce solide est soumis
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successivement à chacun des quatre modes de déformation que nous avons introduits
dans la figure 5.5 (p.102) : élongation, compaction latérale, compaction isochore, et
cisaillement, comme représenté sur la figure 6.4b. Les conditions aux limites en dépla-
cement sont illustrées sur la figure 6.5.
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Figure 6.4 – Maillage utilisé (a) et chargement imposé (b) lors du cas-test 6-A de validation
de la loi hyperélastique implémentée.

(a) (b) (c) (d)

Figure 6.5 – Conditions aux limites pour chaque sous-cas-test du cas-test 6-A de validation
de la loi hyperélastique : élongation (a), compaction latérale (b), compaction isochore (c) et
cisaillement (d).

A des fins de comparaison comme nous allons le voir, on donne aux quatre contri-
butions à l’énergie de déformation une forme quadratique du type Wl “ Kl Il

2.
Le comportement matériau est donc décrit par sa direction d’anisotropie M et quatre
constantes que nous noterons Kelong, Kcp lat, Kcp iso et Kcis. Nous choisissons : Kelong “

1,0ˆ 105 MPa, Kcp lat “ Kcp iso “ 2,0ˆ 105 MPa et Kcis “ 0,5ˆ 105 MPa.

On impose tout d’abord : Uelong “ 2ˆ 10´1 mm, Ucp lat “ ´1ˆ 10´1 mm, Ucp iso “
2,5ˆ 10´1 mm et Ucis “ 2ˆ 10´1 mm (en référence à la figure 6.5). Pour chacun des
quatre modes de déformation, l’état de contrainte est illustré sur la figure 6.6.



134
Modélisation numérique et résolution par la MEF du problème de l’équilibre d’un solide

hyperélastique en grandes transformations

S11 „ 4ˆ 103 MPa S22 “ ´4ˆ 103 MPa Skk “ ´2ˆ 103 MPa S1k „ 2ˆ 103 MPa

(a) (b) (c) (d)

Figure 6.6 – Etat de contrainte moyen et visualisation (avec une amplification de 2) de
la déformée pour chaque sous-cas-test du cas-test 6-A de validation de la loi hyperélastique :
élongation (a), compaction latérale (b), compaction isochore (c) et cisaillement (d) (k “ 2, 3).

Inter-indépendance des potentiels

A chaque instant sont extraites au niveau d’un point d’intégration d’un élément si-
tué au centre du cube les quatre contributionsWelong,Wcp lat,Wcp iso etWcis à l’énergie
de déformation, correspondant chacune à un mode de déformation supposé indépen-
dant des autres. Ces résultats sont présentés sur la figure 6.7. On observe qu’à chaque
instant, la seule contribution non nulle est bien celle du mode de déformation activé.
Cela confirme que les modes de déformation sont bien indépendants.
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Figure 6.7 – Vérification de l’inter-indépendance des énergies de déformation dans la loi
hyperélastique implémentée au niveau d’un point d’intégration.

A titre d’information, on donne dans l’annexe C les évolutions des invariants phy-
siques d’une part, et des différentes contributions du potentiel hyperélastique d’autre
part, en fonction de chacun des invariants classiques.
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Calcul des contraintes

A chaque instant, nous récupérons le tenseur des déformations de Green-Lagrange
E et le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S au niveau du même point
d’intégration. Nous comparons alors la densité d’énergie imposée comme donnée d’en-
trée dans la loi de comportement – i.e. la somme des quatre contributions Welong,
Wcp lat, Wcp iso et Wcis – à la densité d’énergie obtenue par post-traitement à partir
de la contrainte et de la déformation au niveau de ce point d’intégration : 1

2
S : E.

Ces deux informations sont tracées sur la figure 6.8, et nous observons que les points
sont bien superposés. Cela valide le calcul des contraintes réalisé dans la loi de com-
portement, et donc les expressions des dérivées premières des invariants physiques
auxquelles il fait appel.
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Figure 6.8 – Vérification du calcul des contraintes au niveau d’un point d’intégration dans
la loi hyperélastique implémentée.

Calcul des matrices des rigidités tangentes

En vue de vérifier les expressions des dérivées secondes des invariants physiques
que nous avons calculées analytiquement, nous implémentons également leur calcul par
perturbation comme détaillé dans l’annexe B.5.2. Des valeurs numériques similaires de
ces termes sont obtenues avec d’une part les expressions analytiques et d’autre part
celles calculées par perturbation, validant ainsi les expressions analytiques. Dans les
simulations présentées par la suite, les expressions analytiques sont privilégiées pour
limiter le temps de calcul.

6.2.3 Cohérence des résultats dans le cas des petites perturbations

On se place cette fois dans le cadre des petites déformations en imposant : Uelong “
1ˆ 10´3 mm, Ucp lat “ ´1ˆ 10´3 mm, Ucp iso “ 1ˆ 10´3 mm et Ucis “ 1ˆ 10´3 mm
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(en référence à la figure 6.5).

Nous comparons les solutions obtenues avec trois lois de comportement élastiques
isotropes distinctes :

— la loi de Hooke isotrope en petites déformations qui correspond à un potentiel
de Saint-Venant dans le cas isotrope :

W pεq “
E ν

2p1` νqp1´ 2νq

`

Tr ε
˘2
`

E

2 p1` νq
ε : ε (6.17)

où E et ν sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson ;
— la loi hyperélastique isotrope de Mooney-Rivlin que nous avons citée dans (5.43)

(p.100) et que nous rappelons ici :

WMRpI1, I2, I3q “ c1 pI1´3q`c2 pI2´3q´pc1 `2 c2q pI3´1q`c3
c1 ` c2

2
pI3´1q2

où les coefficients c1, c2 et c3 sont des constantes matériau, et I1, I2, et I3 les
invariants classiques de C que l’on peut trouver en annexe B.1 ;

— et la loi hyperélastique implémentée dans sa version isotrope.
Les coefficients de ces différentes lois sont choisis de sorte à ce qu’elles décrivent des
comportements équivalents en petites déformations pour les modes considérés, ce qui
se traduit par les relations entre les coefficients présentées dans le tableau 6.9. On
prend E “ 1,0ˆ 105 MPa.

Loi de comportement linéaire élastique Mooney-Rivlin hyperélastique
(existante) (existante) (implémentée)

Coefficient matériau E c1 “ E{8 Kelong “ E
ν “ 0 c2 “ E{8 Kcp lat “ 2E

c3 “ 1 Kcp iso “ 2E
Kcis “ E{2

Tableau 6.9 – Relations d’équivalence en petites perturbations entre les coefficients matériau
de trois lois de comportement isotropes.

Le tableau 6.10 recense la norme du vecteur des efforts de réaction correspondant
aux déplacements imposés pour chacun des quatre modes de déformations, et pour les
trois comportements testés. Des résultats satisfaisants sont obtenus avec une erreur
relative entre deux comportements inférieure à 1 %. Cependant, le temps de calcul
CPU 3 est fortement impacté : il est de l’ordre de 10 s CPU 4 pour chaque mode de
déformation de notre cas-test 6-A dans le cas de la loi hyperélastique sélectionnée,
contre environ 1 s CPU dans le cadre linéaire. Cependant, cela est cohérent avec la loi
de Mooney-Rivlin testée (environ 5 s CPU).

3. Calculs réalisés sur un processeur Intel® Core™ i7-4710MQ CPU @ 2,50 GHz × 8 (1 seul cœur
utilisé).

4. CPU : Central Processing Unit
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Loi de comportement linéaire élastique Mooney-Rivlin hyperélastique
(existante) (existante) (implémentée)

Solution numérique
élongation 26,68 N 26,72 N 26,64 N
compaction latérale 37,74 N 37,45 N 37,79 N
compaction isochore 37,72 N 37,72 N 37,72 N
cisaillement 12,35 N 12,35 N 12,35 N

Temps de calcul CPU
élongation 0,74 s 5,22 s 11,86 s
compaction latérale 0,74 s 5,14 s 13,33 s
compaction isochore 0,68 s 5,15 s 13,57 s
cisaillement 0,76 s 5,04 s 13,86 s

Tableau 6.10 – Comparaison des solutions (norme du vecteur des efforts de réaction) et
temps de calcul CPU pour la phase de charge uniquement, obtenus avec les lois de comporte-
ment linéaire élastique, hyperélastique de Mooney-Rivlin et hyperélastique implémentée, pour
chacune des quatre sollicitations en petites perturbations.

Ainsi, l’implémentation de la loi hyperélastique est validée, et sa cohérence avec
d’autres lois dans un cadre linéaire isotrope est vérifiée. Dans la partie suivante, nous
nous intéressons à un cas-test correspondant à l’essai de flexion réalisé expérimentale-
ment et dont nous avons présenté les résultats dans le chapitre 3.

6.3 Simulation de l’essai de flexion

6.3.1 Description du cas-test 6-B

Ce cas-test décrit un essai de flexion sur pli unitaire. On considère pour cela un
solide de dimensions h1 ˆ h2 ˆ h3 avec h1 “ 150 mm, h2 “ 50 mm et h3 “ 10 mm
comme schématisé sur la figure 6.11a. Les conditions aux limites, schématisées sur la
figure 6.11b, sont imposées en déplacement de façon monotone, avec U3 “ ´20 mm.
Il s’agit d’un essai en grands déplacements avec U3 “ ´2h3. Le solide est maillé avec
20ˆ 8ˆ 2 éléments volumiques hexaédriques quadratiques.

(a) (b)

Figure 6.11 – Géométrie (a) et conditions aux limites en déplacement (b) pour le cas-test
6-B.
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6.3.2 Cas d’un comportement isotrope

Le solide est tout d’abord doté de la loi de comportement hyperélastique implémen-
tée, avec des coefficients matériau tels qu’elle décrit un comportement isotrope avec
E “ 2ˆ 105 MPa et ν “ 0, ce qui correspond à Kelong “ E, Kcp lat “ Kcp iso “ 2E et
Kcis “ E{2 (voir tableau 6.9). Sur la figure 6.12, nous visualisons la densité d’énergie
totale (i.e. la somme des contributions de chacun des modes) en chaque point d’in-
tégration. Le mode de déformation prépondérant dans cet essai de flexion est celui
d’élongation, puisque l’intra-dos et l’extra-dos de la structure fléchissante sont respec-
tivement en compression et traction longitudinales – on rappelle que E1 correspond à
la direction initiale des fibres. La contribution du mode de déformation par élongation
à la densité d’énergie de déformation totale au voisinage de l’encastrement représente
plus de 99 %. Comme pour le cas-test précédent, nous vérifions que le résultat numé-
rique de la somme des réactions aux nœuds sur lesquels le déplacement U3 est imposé
est le même qu’avec d’autres comportements élastiques isotropes dans un cadre de
grands déplacements – comportements hyperélastique de Mooney-Rivlin et linéaire
élastique présentés dans le tableau 6.9 –, avec une erreur relative inférieure à 0,2 %.
L’erreur relative par rapport à la solution analytique (cadre linéaire élastique) est de
3 % ; elle est attribuée aux grands déplacements imposés.

Figure 6.12 – Visualisation de la déformée et de la distribution de la densité d’énergie totale
lors du cas-test 6-B pour un comportement hyperélastique isotrope.

6.3.3 Cas d’un comportement dominé par la direction des fibres

Afin de prendre en compte l’influence prépondérante de la rigidité longitudinale
d’un renfort unidirectionnel due aux fibres, nous utilisons maintenant la loi de compor-
tement hyperélastique implémentée, avec Kelong variable et Kcp lat “ Kcp iso “ Kcis “

1ˆ 102 MPa. Sur la figure 6.13, une visualisation de la déformée est présentée pour
différentes valeurs de Kelong, avec, pour chaque cas, le poids de chacune des quatre
contributions à la densité d’énergie de déformation totale obtenue au niveau de la zone
de déformation maximale (proche de l’encastrement). Sur la figure 6.14 suivante, les
différentes contributions sont illustrées dans le cas particulier deKelong “ 2ˆ 105 MPa.

Lorsque l’écart entre les coefficients matériau augmente, le système est de moins en
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Figure 6.13 – Visualisation de la déformée et de la distribution de la densité d’énergie
totale calculée en chaque point d’intégration lors du cas-test 6-B pour un comportement hy-
perélastique anisotrope dominé par la direction des fibres avec différentes valeurs de Kelong ;
on mentionne également le poids relatif de chaque contribution à la densité d’énergie totale
obtenue au niveau de la zone où cette dernière est maximale.
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moins bien conditionné. Dans notre cas, le problème ne converge plus au-delà de trois
ordres de grandeur de différence entre Kelong et les autres constantes matériau. On
rappelle pourtant que pour les renforts unidirectionnels, des ordres de grandeurs des
rigidités longitudinale et transverse plane sont respectivement 102 GPa (dans le cas du
renfort HiTape®, voir p.50) et 10´6 GPa (dans le cas du renfort pré-imprégné, voir
p.30). Cette difficulté numérique inhérente à la simulation du comportement des ren-
forts fibreux, et tout particulièrement des renforts unidirectionnels, apparaît également
avec d’autres modèles de comportements plus classiques [128], tels que la loi de Hooke
isotrope transverse. Des stratégies numériques spécifiques doivent donc être mises en
place pour traiter la quasi-inextensibilité des fibres au regard des autres constantes ma-
tériau pour un renfort unidirectionnel tel que le renfort HiTape®. Parmi ces stratégies,
on peut mentionner l’utilisation d’éléments finis P1 associée à une sous-intégration et
une stabilisation (nécessaire en cas de forte anisotropie [150]), mais cette option pose
le problème du choix des paramètres de stabilisation. D’autres stratégies consistent
à utiliser une méthode par pénalité ou bien une formulation mixte avec des multi-
plicateurs de Lagrange, cette dernière se révélant performante pour des matériaux
quasi-incompressibles mais limitée en cas de grandes déformations. Pour résoudre ces
problèmes, Wriggers et al. [150] proposent par exemple une formulation mixte avec
un Lagrangien pour imposer la contrainte de quasi-inextensibilité au problème, avec
un terme complémentaire permettant d’introduire la rigidité réelle des fibres agissant
en tension uniquement, afin de décrire des phénomènes de flambage notamment. La
sélection et la mise en place d’une stratégie adaptée pourraient faire l’objet de travaux
futurs.

Figure 6.14 – Visualisation de la déformée, et de la distribution de la densité d’énergie totale
et de ses différentes contributions lors du cas-test 6-B pour un comportement hyperélastique
anisotrope dominé par la direction des fibres avec Kelong “ 2ˆ 105 MPa.

Lorsque Kelong devient grand au regard des autres constantes, l’intra-dos et l’extra-
dos de la structure testée ne pouvant pas se comprimer et s’allonger respectivement,
d’autres modes de déformations sont privilégiés : en particulier le cisaillement et les
compactions latérale et isochore au niveau d’une zone localisée, proche de l’encas-
trement. Il semblerait que l’emplacement de cette zone ne dépende d’ailleurs pas du
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maillage, comme illustré sur la figure 6.15. C’est ce même phénomène physique qui
explique l’apparition du flambage local avec fish-eye (voir figure 3.13b p.67) dans l’es-
sai de flexion expérimental sur empilements de renforts que nous avons présenté dans
le chapitre 3. Cependant, l’emplacement de cette zone localisée dans les simulations
ne peut pas être relié au comportement obtenu expériementalement. En effet, comme
nous l’avons vu dans le chapitre précédent (partie 5.3.3), le potentiel hyperélastique
utilisé ne permet pas de décrire le comportement de flexion spécifique à notre renfort.
L’objet de la partie 6.4 suivante est de proposer des pistes pour avancer sur cette voie
dans le cadre éléments finis.

Figure 6.15 – Visualisation de la zone localisée où la densité d’énergie de déformation totale
est maximale pour différents maillages (10ˆ 4ˆ 1, 20ˆ 8ˆ 2 et 40ˆ 16ˆ 4 éléments dans
l’ordre) pour le cas-test 6-B avec Kelong “ 2ˆ 105 MPa à l’incrément de chargement tel que
U3 “ ´8 mm.

6.4 Perspective : description du comportement de flexion spécifique
dans un cadre éléments finis
On rappelle les deux spécificités majeures du comportement de flexion du renfort

HiTape® caractérisé dans le chapitre 3 : (i) il est fortement non-linéaire, tel que la
rigidité de flexion diminue fortement avec la courbure, et (ii) la rigidité de flexion réelle
est largement inférieure à celle de la mécanique des milieux continus. Dans le chapitre
précédent (partie 5.3.3), nous avons vu que la description d’un tel comportement né-
cessite de sortir du cadre classique de la représentation des milieux matériellement
simples de Cauchy, et nous avons proposé pour cela l’utilisation des milieux continus
généralisés avec différentes approches possibles (second gradient, Cosserat, couple de
contraintes). Dans cette partie, nous proposons quelques commentaires non exhaustifs
concernant la mise en place d’une telle description d’un point de vue numérique en
guise de perspective, pour des travaux futurs.

Les éléments finis de types coques ou plaques présentent des degrés de liberté
supplémentaires en rotation, et constituent en cela un premier pas vers les théories
enrichies des milieux continus généralisés. Ainsi, une option pourrait être de modi-
fier le comportement en flexion des éléments coques afin d’intégrer le comportement
souhaité. Cependant, ces éléments classiques présentent des comportements de flexion
et de traction couplés. Par conséquent, avec une telle approche, le comportement en
flexion résultant correspondrait à la contribution de celui en traction augmentée du
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nouveau comportement. Or, on rappelle que la rigidité de flexion réelle est plus faible
que la contribution seule de la rigidité de traction. Ainsi, ces éléments classiques ne
permettraient pas de décrire le phénomène souhaité [151].

En fait, il faudrait pouvoir modifier la rigidité de flexion sans impact sur la rigidité
en tension. Une solution consisterait à découpler les comportements de membrane et
de flexion en superposant des éléments finis qui partagent les mêmes degrés de liberté.
La rigidité de flexion serait ainsi décrite par des éléments avec une épaisseur donnée
(coque ou volumique) et auxquels on donnerait le comportement de flexion souhaité,
tandis que la rigidité en tension serait portée par un élément de type membrane po-
sitionné au niveau de la ligne neutre (seule solution pour que la rigidité de flexion
soit plus faible que celle induite par la rigidité de traction) [63,152]. Dans les logiciels
existants de mise en forme, cette stratégie est mise en place en superposant des élé-
ments coques et des éléments de membranes au niveau du feuillet moyen. On anticipe
cependant des problèmes de verrouillage numérique avec l’utilisation des coques du
fait des épaisseurs en jeu et de la quasi-inextensibilité des fibres. Enfin, en gardant
à l’esprit l’objectif de la modélisation d’un empilement de renforts pour la mise en
forme, la question de la gestion des interfaces entre les couches de renforts et avec le
moule se pose avec l’utilisation d’éléments coques.

La stratégie envisagée à ce jour consiste à utiliser des éléments volumiques qui per-
mettraient de décrire le comportement de flexion du renfort HiTape® en se plaçant
dans le cadre de la mécanique des milieux continus généralisés, auxquels on superpo-
serait des éléments de membranes au niveau d’un feuillet moyen à définir. Dans Z-set,
des éléments volumiques de type micromorphe sont disponibles, et peuvent être trai-
tés comme des milieux de second gradient en ajoutant un terme de pénalisation [127].
Après une étude de faisabilité, les efforts pourraient se concentrer sur le développement
d’un comportement de flexion spécifique adapté à ces éléments micromorphes.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation d’un problème mécanique et
sa résolution par la méthode des éléments finis, en nous intéressant à l’équilibre d’un
solide hyperélastique. La loi de comportement hyperélastique sélectionnée a été implé-
mentée dans Z-set dans un cadre de grandes transformations, et l’implémentation a
été validée via une étude des énergies, contraintes et matrices tangentes obtenues en
sortie. Un cas-test en flexion a ensuite été présenté avec l’objectif de se rapprocher des
essais réalisés expérimentalement, ce qui a permis de mettre en lumière les limites du
modèle actuel. En effet, dans ce cadre de la mécanique des milieux continus, la réponse
en flexion est complètement déterminée par le potentiel hyperélastique. Cependant, la
description d’un comportement de flexion découplé de celui en traction nécessite d’en-
visager le cadre plus large de la mécanique des milieux continus généralisés, et nous
avons proposé des pistes en fin de ce chapitre pour intégrer cette contribution à la
résolution par la méthode des éléments finis.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons à la résolution du problème méca-
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nique de l’équilibre d’un empilement en prenant en compte le comportement particulier
de l’interface entre les plis.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons vu la formulation et la résolution du pro-
blème mécanique de l’équilibre d’un solide hyperélastique. Le problème mécanique
complet auquel nous nous intéressons maintenant implique deux solides hyperélas-
tiques initialement en contact, et dont la surface de contact présente le comportement
d’adhésion/décohésion et frottement qui a été présenté dans le chapitre 5. Ces deux
solides modélisent deux couches de renforts séparées par le voile thermoplastique. Dans
ce chapitre, nous nous proposons donc de rajouter cette contribution au problème de
l’équilibre des solides. Nous présentons l’implémentation et la validation des lois de
comportement retenues.

7.1 Formulation du problème mécanique avec deux solides en contact
avec frottement et adhésion

Dans la continuité du chapitre 5, les deux solides sont notés Ωp1q et Ωp2q, et leur
surface de contact Γp12q. Le système considéré est noté Σ “ Ωp1qYΩp2q et sa surface ex-
térieure, i.e privée de Γp12q, est BΣ. Ces différentes notations sont rappelées ci-dessous.
La formulation que nous allons proposer peut être généralisée à un plus grand nombre
de solides en contact deux à deux.

(a) (b)

Rappel de la figure 5.7 – Notations utilisées pour le problème de deux solides en
contact initialement (a), et cinématique de l’interface (b).

7.1.1 Formulation du problème de minimisation sous contrainte

Tout comme pour un seul solide, le déplacement solution minimise l’énergie poten-
tielle UΣ du système considéré Σ. L’écriture de l’énergie potentielle de ce système fait
intervenir d’une part le travail des forces extérieures, écrit par rapport à la configura-
tion initiale :

Wextpuq “

ż

Σ0

ρ0 fv ¨ u dV0 `

ż

BΣ0

fs0
¨ u dS0 , (7.1)
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et d’autre part l’énergie interne du système, qui peut se décomposer à l’aide de l’hy-
pothèse de non-additivité de l’énergie interne (5.67) rappelée ici :

EintpΣq “ EintpΩ
p1q
q ` EintpΩ

p2q
q ` EintpΓ

p12q
q .

Chaque solide Ωpkq (k “ 1, 2) présente un comportement hyperélastique ; son énergie
interne EintpΩpkqq a été introduite dans (6.3). Par ailleurs, l’interface Γp12q présente
des phénomènes irréversibles et dissipatifs, comme nous l’avons vu dans le chapitre 5
(section 5.4). Son comportement peut être décrit par un potentiel d’énergie libre ψp12q

et un potentiel de dissipation φp12q qui ont été définis dans (5.86) et (5.87) respecti-
vement. Ils dépendent à la fois des variables d’état observables (et plus précisément
de la discontinuité de déplacement rruss “ gpuq précisée sur la figure 5.7) et internes
(ga pour la décohésion et gtι pour le frottement). Ainsi, la contribution de l’interface
à l’énergie interne totale du système s’écrit de la manière suivante :

EintpΓ
p12q
q “ E p12q

int pgpuq ; ga, gt
ι, g̊t

ι
q “

ż

Γp12q

´

ψp12q
pgpuq ; gaq ` φp12q

p̊gιt, pnq δt
¯

dS

(7.2)

où δt ne correspond pas au temps physique mais à un temps paramétrique lié au char-
gement quasi-statique.

Comme nous l’avons vu, le pseudo-potentiel d’énergie libre ψp12q introduit dans
(5.86) a pour rôle d’imposer trois contraintes (au sens de l’optimisation sous contraintes)
au problème :

(a) La non-pénétration introduite dans (5.73) et la définition (5.77) de ga pour la
description de l’adhésion sont des contraintes d’inégalités :

gn ě 0 ; gaptq “ sup
t1ăt

}ğpt1q}. (7.3)

(b) Pour la description du frottement, nous avons présenté (p.120) l’introduction
d’une variable interne de frottement gιt identifiée à la composante tangentielle
du déplacement relatif gt, et conjuguée à la force « interne » pft

ι
. Dans ce cas, la

contrainte est une égalité :

gtpuq “ gt
ι . (7.4)

Le problème mécanique de l’équilibre du système Σ est donc un problème de mi-
nimisation sous contraintes qui est résumé dans l’encadré 7.1. La force cohésive p
conjuguée au déplacement relatif gpuq est constituée de trois contributions : une pres-
sion de contact pcn, une force cohésive tangentielle de frottement pft et une force de
traction adhésive pa, telles que p “ pcn n` p

f
t ` p

a.
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Problème PΣ

Trouver ũ P V tel que :

UΣpũq “ min
u PV

UΣpuq (7.5)

où UΣpuq “ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq ` E p12q
int pgpuq ; ga, gt

ι, g̊t
ιq. Les

différentes contributions ont été précisées dans (6.3), (7.1) et (7.2)
respectivement. Les lois d’états et les lois complémentaires pour
l’interface Γp12q sont les suivantes :

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pcn P Bgn ψ
p12q

pft P Bgt ψ
p12q

pft
ι
P ´ Bgιt ψ

p12q
X Bg̊ιt

φp12q

pa P ´ Bga ψ
p12q

X Bg̊a φ
p12q .

(7.6)

Encadré 7.1 – Problème mécanique PΣ de minimisation sous contraintes de l’énergie po-
tentielle de deux solides séparés par une interface comportant des phénomènes irréversibles
et dissipatifs.

7.1.2 Méthode du Lagrangien augmenté

Pour relaxer le problème afin de le résoudre, plusieurs méthodes sont envisageables :
une pénalité, un Lagrangien, ou bien un Lagrangien augmenté. L’avantage du Lagran-
gien par rapport à la pénalité est que le problème est résolu de manière exacte tout en
étant bien conditionné. En revanche, dans les deux cas, des problèmes de convergence
peuvent apparaître ; ils peuvent être levés par l’utilisation du Lagrangien augmenté.
Dans le cadre de ce travail, nous ne considérerons pas la méthode de résolution par
pénalité.

La méthode du Lagrangien consiste à ajouter des inconnues (nodales) à unités de
force ici appelées « multiplicateurs de Lagrange » afin d’imposer la condition souhaitée
(7.3) ou (7.4). Comme celle-ci n’intervient qu’au niveau de l’interface, les multiplica-
teurs de Lagrange ne sont définis qu’au niveau de l’interface, et chaque multiplicateur
scalaire appartient à l’espace S´ “ H´1{2pΓp12qq [146,153,154]. Dans le cas du Lagran-
gien augmenté, un terme de régularisation faisant intervenir un paramètre de régulari-
sation (noté r) est ajouté afin de renforcer la contrainte et rendre le problème convexe.
Cette technique permet de faire apparaître dans la formulation les variables internes
du problème, qui ne sont pourtant pas des inconnues nodales au sens des éléments
finis de Galerkin. Le problème de minimisation sous contrainte est alors remplacé par
un problème de maxi-minimisation, autrement dit une recherche de point-selle. Le
Lagrangien augmenté prend une forme différente selon la contrainte à imposer au pro-
blème.



7.1 Formulation du problème mécanique avec deux solides en contact avec frottement et
adhésion 149

D’une part, imposer une contrainte d’inégalité sur des arguments (ou fonctions
d’arguments) d’une fonction scalaire f nécessite l’introduction d’un multiplicateur de
Lagrange scalaire. Dans le cas des contraintes d’inégalités (7.3), on introduit ainsi le
multiplicateur de Lagrange λcn pour la non-pénétration :

min
u PV

gnpuqě0

fpuq Ð min
u PV

max
λcn PS´

rfpuq ` `npgnpuq, λ
c
nqs (7.7)

avec :

`npgnpuq, λ
c
nq “ ´

1

2r
λcn

2
`

1

2r
xλcn ` r gnpuqy´

2

“

$

’

&

’

%

´

λcn `
r

2
gnpuq

¯

gnpuq si λ̂cn ď 0

´
1

2r
λcn

2 si λ̂cn ą 0

(7.8)

en posant le multiplicateur augmenté λ̂cn “ λcn ` r gnpuq, et où on note xxy´ la partie
négative d’un réel x, i.e. | x | s’il est négatif et 0 sinon. De la même façon, on introduit
le multiplicateur de Lagrange λa pour l’adhésion :

min
u PV
gaě}g}

fpuq Ð min
u PV

max
λa PS´

“

fpuq ` `apgpuq, λa ; gaq
‰

(7.9)

avec :

`apgpuq, λ
a ; gaq “ ´

1

2r
λa2

`
1

2r
xλa ` r p}gpuq} ´ gaqy`

2

“

$

’

&

’

%

´
1

2r
λa2 si λ̂a ď 0

´

λa `
r

2
p}gpuq ´ gaq

¯

p}gpuq ´ gaq si λ̂a ą 0

(7.10)

en posant le multiplicateur augmenté λ̂a “ λa ` r
`

}gpuq} ´ ga
˘

.

D’autre part, imposer la contrainte d’égalité (7.4) entre deux vecteurs arguments
(ou fonctions d’arguments) de la fonction scalaire f nécessite l’introduction d’un vec-
teur de même dimension. Pour décrire le frottement, on introduit λft :

min
u PV

gtpuq“gtι

fpu ; gt
ι
q Ð min

u PV
max

λft P pS´q
dim

”

fpu ; gt
ι
q ` `tpgtpuq, λ

f
t ; gt

ι
q

ı

(7.11)

avec :

`tpgtpuq, λ
f
t ; gt

ι
q “ ´

1

2r
}λft }

2
`

1

2r
}λft ` r pgtpuq ´ gt

ι
q}

2

“

´

}λft } `
r

2
}gtpuq ´ gt

ι
}

¯

}gtpuq ´ gt
ι
} .

(7.12)

Ainsi, deux multiplicateurs de Lagrange scalaires λcn et λa et un vectoriel λft sont
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requis pour imposer toutes les conditions souhaitées. Cette formulation de Talon &
Curnier [140] permettant de modéliser le comportement d’une interface présentant
ces trois aspects de non-pénétration, frottement et adhésion n’est pas implémentée
dans Z-set. Dans la suite, nous commençons par nous intéresser dans la partie 7.2
à la non-pénétration entre deux solides couplée à l’adhésion (sans frottement), puis
nous considérons dans la partie 7.4 la non-pénétration entre deux solides couplée au
frottement (sans adhésion).

7.2 Formulation et résolution du problème mécanique de deux so-
lides en contact avec adhésion (sans frottement)

7.2.1 Formulation
La condition de non-pénétration est traitée, comme nous l’avons vu dans (7.7),

avec l’ajout d’un multiplicateur de Lagrange noté λcn. La modélisation de l’adhésion
comporte quant à elle l’ajout d’une variable interne ga décrivant la décohésion, définie
pour rappel par gaptq “ supt1ăt }gpupt

1qq} (5.77). L’interface étant supposée initiale-
ment saine (pas de décohésion), on considère que gap0q “ 0.

Nous nous proposons dans la suite de présenter la formulation globale du problème
mécanique de deux solides en contact avec adhésion (sans frottement) à l’aide de la
modélisation proposée par Talon & Curnier [140]. Lorentz [146] a proposé une variante
dans le traitement numérique de ce modèle. Comme nous le verrons, c’est cette variante
qui a été adoptée et implémentée dans Z-set ; nous en présentons donc la formulation
dans un second temps.

Modèle de Talon & Curnier en contact-adhésion La condition d’inégalité ga ´ }gpuq} ě 0
est traitée avec l’ajout d’un multiplicateur de Lagrange scalaire λa selon la même mé-
thode que pour la non-pénétration. Les contraintes d’inégalité pour la non-pénétration
et l’adhésion sont alors traitées avec les termes `npgnpuq, λcnq et `apgpuq, λa ; gaq respec-
tivement, introduits dans (7.8) et (7.10). Le problème de minimisation sous contraintes
PΣ est remplacé par le problème de maxi-maxi-minimisation Pa

Σ présenté dans l’en-
cadré 7.2. La force cohésive p conjuguée à la variable cinématique gpuq est définie par
la somme de la force de traction adhésive pa et de la pression normale de contact
due au respect de la non-pénétration et notée pcn (« c » permet de la distinguer de
la composante normale de pa) qui sont obtenues par dérivation des termes `a et `n
respectivement. La loi de décohésion spgaq que nous avons illustrée sur la figure 5.10
est prise en compte lors de la dérivation du terme `a pour l’écriture de la force de
traction adhésive pa. On note que, si la condition de non-pénétration est strictement
respectée, i.e. si le problème est résolu de manière exacte (comme c’est le cas avec un
Lagrangien augmenté), gt “ g s’il y a contact. Nous ne détaillons pas les étapes du
calculs ici, elles peuvent être trouvées dans la thèse de Talon [136].

Afin de résoudre le problème Pa
Σ, on écrit qu’une condition nécessaire pour que

pũ, λ̃n, λ̃
aq soit un point selle de L a

Σ est que la première variation de L a
Σ au voisinage
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Problème Pa
Σ

Trouver pũ, λ̃cn, λ̃aq P V ˆ S´ ˆ S´ tel que :

L a
Σpũ, λ̃

c
n, λ̃

a
q “ max

λcnPS´
max
λaPS´

min
u PV

L a
Σpu, λ

c
n, λ

a
q (7.13)

avec :

L a
Σpu, λ

c
n, λ

a
q “ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq ` E p12q

int pu, λ
c
n, λ

a ; gaq

“ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq

`

ż

Γp12q

„

´
1

2r
λcn

2
`

1

2r
xλcn ` r gnpuqy´

2



loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

`npgnpuq, λ
c
nq

dS

`

ż

Γp12q

„

´
1

2r
λa2

`
1

2r
xλa ` r p}gpuq} ´ gaqy`

2



looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

`apgpuq, λa ; gaq

dS .

où l’énergie interne des solides hyperélastiques et le travail des forces
extérieures peuvent être trouvés dans (6.3) et (7.1) respectivement. Les
deux contributions de la force cohésive p “ pcn n` p

a sont les suivantes :

pcn n “
B`n
Bg

“

#

λ̂cn n si λ̂cn ď 0 (C)

0 si λ̂cn ą 0 (E)

pa “
B`a

Bg
“

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si λ̂a ď 0 (R)

λ̂a
gt

}gt}
si 0 ă λ̂a ď spgaq (A)

spgaq
gt

}gt}
si λ̂a ą spgaq (D)

,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

si λ̂cn ď 0 (C)

0 si λ̂a ď 0 (R)

λ̂a
g

}g}
si 0 ă λ̂a ď spgaq (A)

spgaq
g

}g}
si λ̂a ą spgaq (D)

,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

si λ̂cn ą 0 (E)

(7.14)

Encadré 7.2 – Problème mécanique Pa
Σ de maxi-maxi-minimisation de l’énergie potentielle

de deux solides séparés par une interface adhésive sans frottement avec le modèle de Talon
& Curnier [140]. Les différents états sont : écart (E) ou contact (C) d’une part, et adhésion
(A), décohésion (D) ou rupture (R) d’autre part.
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de pũ, λ̃n, λ̃aq s’annule, c’est-à-dire que :

@ δu P V0, @ δλ
c
n P S´, @ δλa P S´, δL a

Σpũ, λ̃n, λ̃
a
qrδu, δλcn, δλ

a
s “ 0 . (7.15)

Ces conditions d’optimalité s’écrivent :
$

’

&

’

%

@ δu P V0, δL a
Σpũ, λ̃n, λ̃

a
qrδus “ 0

@ δλcn P S´, δL a
Σpũ, λ̃n, λ̃

a
qrδλcns “ 0

@ δλa P S´, δL a
Σpũ, λ̃n, λ̃

a
qrδλas “ 0,

(7.16)

ce qui équivaut à :
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

@ δu P V0, δUΣpũq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨
`

pcn n` p
a
˘

dS “ 0

@ δλcn P S´,
ż

Γp12q

δλcn ¨
B`n
Bλcn

dS “ 0

@ δλa P S´,
ż

Γp12q

δλa ¨
B`a

Bλa
dS “ 0,

(7.17)

le détail des expressions des dérivées partielles de `n et `a pouvant être trouvé dans la
référence [140].

Modèle de Talon & Curnier en contact-adhésion adapté par Lorentz Dans le cas du travail
de Lorentz [146], le déplacement relatif est considéré comme une variable observable
supplémentaire indépendante notée ğ (où le symbole «˘» permet de la distinguer de
la variable cinématique gpuq “ rruss fonction du déplacement utilisée précédemment),
que l’on peut décomposer en ses parties normale et tangentielle :

gpuq “ rruss Ð ğ “ ğn n` ğt . (7.18)

Cette nouvelle inconnue ğ est définie sur l’espace S` “ H1{2pΓp12qq. Elle est soumise à
la contrainte suivante : ğ “ gpuq, traitée avec un multiplicateur de Lagrange vectoriel
λ selon la méthode présentée dans (7.11), à la différence près que ce vecteur a cette
fois une composante normale potentiellement non nulle. On peut alors distinguer deux
cas exclusifs :

— soit il y a écart (E), et la composante normale de λ est entièrement déterminée
par le comportement d’adhésion/décohésion ;

— soit il y a contact (C), et dans ce cas le comportement de décohésion ne porte que
sur la composante tangentielle ğt du déplacement relatif et donc la composante
normale de λ est entièrement déterminée par le contact unilatéral (λn “ λcn).

Ainsi, l’ajout du seul vecteur λ (de dimension dim) permet d’imposer à la fois la non-
pénétration et le comportement d’adhésion/décohésion. Il peut se décomposer en ses
parties normale et tangentielle : λ “ λn n` λt.

De la même façon, la variable interne d’histoire ga que nous avions définie est
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remplacée par ğa, définie à chaque instant t par :

gaptq Ð ğaptq “ sup
t1ăt

}ğpt1q} , (7.19)

et telle que l’interface est supposée saine initialement (pas de décohésion, i.e. ğap0q “
0). Dans ce modèle, le comportement d’adhésion/décohésion est alors décrit par l’éner-
gie interne spécifique de l’interface ep12qpğ ; ğaq, et la contrainte ğ “ gpuq est imposée
avec le terme `pu, λ, ğ ; ğaq. Le problème de minimisation sous contraintes PΣ est alors
remplacé par le problème de maxi-mini-minimisation P̆a

Σ présenté dans l’encadré 7.3.
La force cohésive p̆ conjuguée à la variable ğ est obtenue par dérivation des termes ep12q

et `. On rappelle que la loi de décohésion du modèle de Talon & Curnier est scalaire
et affine par morceaux ; elle prise en compte lors de la dérivation de l’énergie interne
surfacique de l’interface ep12q.

Problème P̆a
Σ

Trouver pũ, λ̃, ˜̆gq P V ˆ pS´qdim ˆ pS`qdim tel que :

L̆ a
Σpũ, λ̃,

˜̆gq “ max
λ P pS´qdim

min
u PV

min
ğ P pS`qdim

L̆ a
Σpu, λ, ğq (7.20)

avec :

L̆ a
Σpu, λ, ğq “ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq ` E p12q

int pu, λ, ğ ; ğaq

“ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq

`

ż

Γp12q

ep12q
pğ ; ğaq dS

`

ż

Γp12q

”

λ ¨ pgpuq ´ ğq `
r

2
pgpuq ´ ğq2

ı

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

`pu, λ, ğq

dS .

Un exemple de loi de comportement associant la force cohésive p̆ à sa
variable cinématique conjuguée ğ au niveau de l’interface est illustré sur
la figure 7.1.

Encadré 7.3 – Problème mécanique P̆a
Σ de maxi-mini-minimisation de l’énergie potentielle

de deux solides séparés par une interface adhésive sans frottement avec le modèle de Talon &
Curnier adapté par Lorentz [146].

On cherche maintenant à résoudre ce problème P̆a
Σ. Une condition nécessaire pour

que pũ, λ̃, ˜̆gq soit un point selle de L̆ a
Σ est que la première variation de L̆ a

Σ au voisinage
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ğa “ 0 0 ă ğa ă gM gM ď ğa

(a) (b) (c)

Figure 7.1 – Un exemple de loi de décohésion scalaire affine par morceaux : la loi de com-
portement de Crisfield [155] lors de la charge, équivalente à celle de Talon & Curnier lors de
la charge, pour différents états d’endommagement : état sain (a), endommagé (b) ou rompu
(c).

de la solution pũ, λ̃, ˜̆gq s’annule, c’est-à-dire que :

@ δu P V0, @ δλ P pS´qdim , @ δğ P pS`qdim , δL̆ a
Σpũ, λ̃,

˜̆gqrδu, δλ, δğqs “ 0 . (7.21)

Ces conditions d’optimalité s’écrivent :
$

’

’

&

’

’

%

@ δu P V0, δL̆ a
Σpũ, λ̃,

˜̆gqrδus “ 0

@ δλ P pS´qdim , δL̆ a
Σpũ, λ̃,

˜̆gqrδλs “ 0

@ δğ P pS`qdim , δL̆ a
Σpũ, λ̃,

˜̆gqrδğs “ 0,

(7.22)

ce qui équivaut à :
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

@ δu P V0, δUΣpũq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨
´

λ̃` rpgpũq ´ ˜̆gq
¯

dS “ 0

@ δλ P pS´qdim ,
ż

Γp12q

δλ ¨
´

gpũq ´ ˜̆g
¯

dS “ 0

@ δğ P pS`qdim ,
ż

Γp12q

δğ ¨
´

p̆´ λ̃´ rpgpũq ´ ˜̆gq
¯

dS “ 0 .

(7.23)

La première ligne correspond au principe des travaux virtuels, classiquement utilisé
pour établir la formulation intégrale faible dans le cas d’un problème de mécanique
du solide. La deuxième ligne permet d’imposer la contrainte gpũq “ ˜̆g. Enfin, comme
la force cohésive p̆ est une fonction affine (par morceaux) de }ğ} (un exemple de loi
est illustré sur la figure 7.1), la troisième ligne nous permet d’exprimer directement
l’inconnue ğ en fonction des autres inconnues u et λ :

ğ Ð ğpu, λq

En pratique, le degré de liberté ğ est ainsi éliminé par condensation statique. Il est
déterminé de façon exacte dans la loi de comportement au niveau des points d’inté-
gration de Gauss, et ne fait plus partie des inconnues du problème. Les conditions
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d’optimalité (7.22) s’écrivent donc plus simplement :
#

@ δu P V0, δL̆ a
Σpũ, λ̃qrδus “ 0

@ δλ P pS´qdim , δL̆ a
Σpũ, λ̃qrδλs “ 0,

(7.24)

ce qui équivaut à :
$

’

’

&

’

’

%

@ δu P V0, δUΣpũq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨
´

λ̃` rpgpũq ´ ˜̆gpu, λqq
¯

dS “ 0

@ δλ P pS´qdim ,
ż

Γp12q

δλ ¨
´

gpũq ´ ˜̆gpu, λq
¯

dS “ 0 .

(7.25)

En vue de résoudre ce problème (7.25) dans un schéma itératif incrémental, nous
pouvons dès à présent en caractériser la deuxième variation :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

δ2L̆ a
Σpu, λqrδusrδus “ δ2UΣpuq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨ r

ˆ

gpδuq ´
Bğpu, λq

Bu
¨ δu

˙

dS

δ2L̆ a
Σpu, λqrδusrδλs “

ż

Γp12q

gpδuq ¨

ˆ

δλ´ r
Bğpu, λq

Bλ
¨ δλ

˙

dS

δ2L̆ a
Σpu, λqrδλsrδλs “

ż

Γp12q

´δλ ¨
Bğpu, λq

Bλ
¨ δλ dS

δ2L̆ a
Σpu, λqrδλsrδus “

ż

Γp12q

δλ ¨

ˆ

gpδuq ´
Bğpu, λq

Bu
¨ δu

˙

dS.

(7.26)

Les inconnues du problème sont donc finalement les champs de déplacement u et
de multiplicateurs de Lagrange λ. Cette résolution de façon exacte d’une partie du
problème grâce à l’introduction de la variable d’état observable supplémentaire ğ est
la force de l’adaptation du modèle de Talon & Curnier faite par Lorentz. C’est cette
approche qui a été implémentée dans Z-set avec cette méthode du Lagrangien augmenté
[156]. C’est donc celle sur laquelle nous nous basons dans la suite de ce travail. Afin
de résoudre ce problème par la méthode des éléments finis, nous commençons par
introduire la discrétisation du problème qui comporte maintenant une interface.

7.2.2 Discrétisation

En présence d’une interface, le domaine de référence Σ0 est divisé en Nv éléments
« volumiques » pour les solides Ωp1q et Ωp2q d’une part, et Ni éléments « d’interface »
(ou « cohésifs ») au niveau de la surface initiale de contact Γp12q d’autre part. En pra-
tique, les nœuds situés au niveau de l’interface entre les deux solides (illustrée sur la
figure 7.2a) sont dédoublés, afin de définir des éléments d’interface au niveau desquels
un déplacement relatif entre ces nœuds initialement confondus peut apparaître. Des
degrés de liberté supplémentaires correspondant aux multiplicateurs de Lagrange sont
définis sur le plan médian de l’élément d’interface, comme représenté sur la figure 7.2b.
Finalement, les degrés de liberté du problème global sont les déplacements au niveau
de chacun des nœuds du maillage, et les multiplicateurs de Lagrange définis sur le plan



156
Modélisation numérique et résolution par la MEF du problème de l’équilibre de deux solides

hyperélastiques en contact initialement

(a) (b)

Figure 7.2 – Deux éléments volumiques (a) entre lesquels un élément d’interface est défini
(b) – les nœuds verts possèdent dim degrés de liberté en déplacement, et les nœuds violet dim
multiplicateurs de Lagrange.

médian de l’élément d’interface. Ils sont rassemblés dans le vecteur global
"

U
Λ

*

, qui

est construit par assemblage des contributions élémentaires de chaque élément volu-
mique ev, notées tU evu comme nous l’avons vu, et des contributions élémentaires de

chaque élément d’interface ei, notées
"

U ei

Λei

*

. On note ici tU eiu les degrés de liberté

en déplacement des nœuds appartenant à la fois aux éléments volumiques et d’interface.

Nous avons présenté la démarche de discrétisation et de résolution d’un problème
purement volumique dans la partie 6.1.2. De la même façon, une intégrale continue sur
l’interface Γp12q est classiquement approchée par la méthode de quadrature de Gauss,
via un passage par un élément de référence (de surface Γref et d’élément de surface
dSref ):

ż

Γp12q

l dS «
Ni
ÿ

ei“1

ż

Γei
l dSei “

Ni
ÿ

ei“1

ż

Γref
l Jei dSref «

Ni
ÿ

ei“1

Gi
ÿ

gi“1

wgi lpagiq Jeipagiq

(7.27)

où apparaissent les positions agi des points de Gauss gi de l’élément d’interface ei,
leurs poids respectifs wgi et le terme Jeipagiq de la transformation entre l’élément de
référence et l’élément ei.

Tout comme pour le champ de déplacement, la valeur des multiplicateurs de La-
grange est approchée en tout point d’un élément d’interface ei :

tλeiu « tλeihu “ rLeis tΛeiu (7.28)

où le vecteur tΛeiu contient les multiplicateurs de Lagrange de tous les nœuds de
l’élément d’interface ei, et où rLeis est la matrice des fonctions de forme linéaires
(approximation « P1-continue »). Ce type de formulation mixte P2/P1 pour l’élément
d’interface proposée par Lorentz [146] permet de satisfaire la condition de stabilité de
Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi (dite « LBB »). Le déplacement relatif en tout point
du plan de l’interface au sein de l’élément ei est alors approché de la manière suivante :
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tgeipueiqu « tgeihpueihqu “ trrueisshu “ rDeis tU eiu (7.29)

où la matrice rDeis est égale à la différence des traces des matrices des fonctions de
forme rN ev s des éléments volumiques situés de part et d’autre de l’élément d’inter-
face [146].

On introduit l’espace discrétisé Sh´ Ă S´ de dimension finie pour les multiplicateurs
de Lagrange discrétisés. Le problème (7.25) peut ainsi être discrétisé de la manière
suivante :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

@tδUu P Vh0 , t0u “
Ni
ÿ

ei“1

ˆ
ż

Γei
tδU eiu

T
rDeis

T
prLeis tΛeiu ` rrDeis tU eiu

´rt˜̆gpu, λqu
¯

dS
¯

`
 

δUΣ

(

@ tδΛu P
`

Sh´
˘dim

, t0u “
Ni
ÿ

ei“1

ˆ
ż

Γei
tδΛeiu

T
rLeisT

´

rDeis tU eiu ´ t˜̆gpu, λqu
¯

dS

˙

(7.30)

où le détail des expressions de t˜̆gpu, λqu peut être trouvé dans la référence [156]. On
retrouve la première variation

 

δUΣ

(

correspondant au problème solide et contenant
les efforts extérieurs. Finalement, le problème à résoudre se met sous la forme :
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avec :
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où on retrouve le vecteur résidu
 

R
(

introduit pour la résolution du problème standard
dans le chapitre précédent.

7.2.3 Résolution

Résoudre le système (7.31) discrétisé en utilisant la méthode de Newton-Raphson

revient à rechercher la correction de l’itération
"

∆U
∆Λ

*pi`1q

c`1

à l’itération i ` 1 de l’in-
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crément c` 1 en résolvant le système suivant :
„

Kt
UU Kt

UΛ

Kt
ΛU Kt

ΛΛ

piq

c`1
looooooooomooooooooon

rKt
Σas

piq
c`1

"

∆U
∆Λ

*pi`1q

c`1

“ ´

"

∆RU

∆RΛ

*piq

c`1

(7.32)

où rKt
Σas est la matrice tangente globale du problème et est obtenue par assemblage des

contributions élémentaires, en négligeant les termes non-linéaires dans les efforts exté-
rieurs. Celles-ci sont calculées à l’aide de la la condensation statique et de la deuxième
variation de L̆ a

Σ dont nous avons donné les contributions dans (7.26) ; le détail des
calculs et des expressions des sous-matrices de rKt

Σas peut être trouvé dans l’annexe
A de la référence [156].

Cet élément fini mixte, dont nous venons de présenter la formulation, est utilisé
pour notre problème. Dans la partie suivante, nous illustrons son comportement à
l’aide de cas-tests.

7.2.4 Illustration du comportement de l’élément fini mixte de Lorentz et limites
pour notre application

Afin d’illustrer le comportement de l’élément fini mixte de Lorentz, nous réalisons
deux cas-tests : tout d’abord, un cas de sollicitation en ouverture normale à la surface
de contact pour le comportement d’adhésion/décohésion, puis une sollicitation tan-
gente à la surface de contact. Ces deux cas-tests permettront de mettre en évidence
les avantages et les limites de cette formulation pour décrire la mise en forme de deux
plis en contact.

Cas-test 7-A : sollicitation normale

Description Ce cas-test est de type DCB (Double Cantilever Beam) avec une sollicita-
tion en ouverture en grandes déformations. Deux solides de dimensions 8 mmˆ5 mmˆ
0,2 mm sont en contact initialement, et séparés par une interface saine (non endomma-
gée). Chaque solide est maillé avec 8ˆ5ˆ1 éléments volumiques hexaédriques quadra-
tiques ; les deux solides sont séparés par une couche de 8ˆ 5ˆ 1 éléments d’interface,
comme illustré sur la figure 7.3a. Les conditions aux limites, schématisées sur la figure
7.3b, sont imposées en déplacement en suivant l’évolution « temporelle » décrite sur la
figure 7.4 : lors de la phase 1○ de charge/décharge, une ouverture normale inférieure au
seuil de rupture gM est imposée, puis lors de la phase 2○ le seuil de rupture est dépassé.
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(a) (b)

Figure 7.3 – Maillage utilisé (a) et conditions aux limites en déplacement (b) pour le cas-test
7-A.
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Figure 7.4 – Chargement pour le cas-test 7-A.

Les deux solides sont dotés d’une loi de comportement linéaire isotrope avec E “
2ˆ 105 MPa et ν “ 0, tandis que l’interface présente un comportement de type Cris-
field avec un seuil adhésif surfacique pM “ 1ˆ 102 N ¨mm´2 et un écart adhésif maxi-
mal gM “ 1,2 mm. Le comportement de Crisfield [155] diffère de celui de Talon &
Curnier uniquement par le chemin de décharge (i.e. fermeture de l’élément) et de
recharge (i.e. ré-ouverture de l’élément) après endommagement comme cela est illus-
tré sur la figure 7.5a-b ; il est privilégié car il favorise la convergence. Par ailleurs, le
paramètre de régularisation r influence principalement la convergence : il doit être
suffisamment grand pour assurer la convexité du problème, mais pas trop pour que
le système reste bien conditionné. Lorentz [146] conseille empiriquement de prendre
r “ 100 pM{gM , et montre que la sensibilité du résultat au paramètre de régularisation
disparaît avec le raffinement du maillage. Dans ce cas-test, nous prenons r “ 1ˆ 105,
qui convient comme nous le verrons.
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(a) (b) (c)

Figure 7.5 – Illustration des comportements d’adhésion/décohésion de Talon & Curnier (a),
de Crisfield (b) et de glissement tangentiel élastique (c), lors d’une ouverture en deça du seuil
de rupture gM (lorsqu’il existe) puis fermeture (en haut), et lors d’une ré-ouverture au-delà
du seuil de rupture (lorsqu’il existe) après endommagement (en bas).

Observation du comportement d’adhésion/décohésion Sur la figure 7.6, une visualisation
de la distribution de la composante normale de la force cohésive est proposée. Plus par-
ticulièrement, la figure 7.7 présente le comportement directement au niveau d’un point
d’intégration d’un élément d’interface (situé à la verticale de l’élément en rouge sur
la figure 7.3a). Nous observons que les grands déplacements sont bien pris en compte
pour ce mode d’ouverture pur. Nous vérifions que la force cohésive est maximale (i.e.
p̆n “ pM “ 1ˆ 102 N ¨mm´2) lorsque la décohésion commence, et qu’elle décroît au fur
et à mesure de l’endommagement (à t “ 1 s, p̆n “ 50 N ¨mm´2 en bout d’échantillon).
Enfin, lorsque gM est dépassé, comme c’est le cas en bout d’échantillon à l’instant
t “ 4 s, la force cohésive s’annule.

Figure 7.6 – Visualisation de la composante normale p̆n de la force cohésive définie au
niveau des éléments d’interface pour le cas-test 7-A.
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Figure 7.7 – Comportement local d’un élément d’interface (force cohésive en fonction du
déplacement relatif) dans le cas-test 7-A.

Cas-test 7-B : sollicitation tangentielle

Description Ce cas-test de type pull-through décrit l’essai de glissement inter-pli réa-
lisé expérimentalement et présenté dans le chapitre 4. Seule la moitié est représentée
par symétrie selon le plan pE1, E2q. Nous cherchons ici à illustrer le comportement
tangentiel de l’élément cohésif utilisé.

Un solide S1 de dimensions 10 mm ˆ 10 mm ˆ 2 mm est initialement en contact
avec un solide S2 de dimensions 20 mmˆ 10 mmˆ 2 mm. Cette géométrie particulière
permet de modéliser l’aspect essentiel de cet essai expérimental, à savoir que la surface
de contact entre les deux solides reste constante. Ces deux solides sont maillés avec
10 ˆ 10 ˆ 2 et 20 ˆ 10 ˆ 2 éléments volumiques hexaédriques quadratiques respecti-
vement, et sont séparés par une couche de 10 ˆ 10 ˆ 2 éléments d’interface, comme
illustré sur la figure 7.8a. Les conditions aux limites, schématisées sur la figure 7.8b,
sont imposées en déplacement en suivant l’évolution tracée sur la figure 7.9. Tandis
que le solide S2 est maintenu immobile (il peut être assimilé à un corps rigide), une
force de compression est tout d’abord appliquée sur le solide S1 (phase 1○) afin de
figurer la force appliquée par le vérin dans l’essai expérimental. S1 est ensuite déplacé
latéralement (phase 2○), puis ramené à sa position initiale (phase 3○).
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(a) (b)

Figure 7.8 – Maillage utilisé (a) et conditions aux limites en déplacement (b) pour le cas-test
7-B.
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Figure 7.9 – Chargement pour le cas-test 7-B.

Les deux solides sont dotés d’une loi de comportement linéaire isotrope avec E “
4ˆ 1010 MPa et ν “ 0, tandis que l’interface présente un comportement de type glis-
sement tangentiel élastique avec un seuil adhésif surfacique pM “ 5ˆ 108 N ¨mm´2

(r “ 1ˆ 1010), illustré sur la figure 7.5c. Ce type de comportement purement tangen-
tiel avec ouverture normale proscrite est sélectionné car il ne comporte pas de seuil de
rupture (i.e. son écart adhésif maximal gM vers l’infini), ce qui constitue un premier
pas vers un comportement de frottement. On notera que ce comportement est indé-
pendant de l’effort normal en compression ; par conséquent, la norme de l’effort cohésif
utilisé pour la loi de comportement n’inclut pas la composante normale p̆n dans le cas
où elle est négative.

Observation du comportement local Le déplacement relatif et la force cohésive extraits
localement au niveau d’un point d’intégration d’un élément d’interface (situé à la ver-
ticale de l’élément en rouge sur la figure 7.8a) sont présentés sur la figure 7.10.
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Figure 7.10 – Comportement local d’un élément d’interface (force cohésive et déplacement
relatif) dans le cas-test 7-B.

La différence entre la valeur maximale du déplacement relatif (ğt1 “ 1,7 mm) et
la valeur maximale imposée (Ut1 “ 2,0 mm) est due à la déformation du solide S1.
La composante normale de la force cohésive peut être interprétée comme la force de
réaction pour empêcher l’inter-pénétration des solides sous l’effet de la compression
normale imposée (figurant l’effet du vérin dans l’essai expérimental). La force cohésive
tangentielle quant à elle augmente (en norme) jusqu’à atteindre le seuil adhésif surfa-
cique pM au-delà duquel le déplacement relatif commence.

Observation du comportement global On extrait les forces de réaction FN et FT corres-
pondant à la somme des réactions aux nœuds des faces sur lesquelles les déplacements
Un et Ut1 respectivement sont imposés. Ces résultats numériques (« num ») sont com-
parés aux solutions analytiques (« an ») de FN et FT . La première est obtenue avec
le comportement linéaire élastique isotrope de S1, et la seconde compte tenu de la
sollicitation (FN connu et pt2 “ gt2 “ 0) et d’un coefficient de frottement entre les
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deux solides :

FN “ E
Un
hS1

LS1
2 ; FT “ sgnp̊ğt1qCoFFN (7.33)

où LS1 “ 10 mm, hS1 “ 2 mm, sgnpxq correspond au signe du réel x, et d’après les
conditions de frottement de Coulomb (5.83).

Pendant la phase 2○, les solutions numérique et analytique se superposent comme
présenté sur la figure 7.11. La force cohésive tangentielle étant plafonnée à la valeur pM ,
on observe, pour un FN connu, que le choix judicieux suivant de pM permet d’imposer
un coefficient de frottement équivalent :

pM “
CoFFN
L2

.
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Figure 7.11 – Comportement global pour le cas-test 7-B : forces de réaction normale et
tangentielle des surfaces sollicitées.

Le quotient | FT {FN | représente ainsi un coefficient de frottement équivalent, égal à
0,5 dans ce cas-test 7-B.

En revanche, pendant la phase 3○, les solutions numérique et analytique de FT
sont égales en normes mais de signes opposés comme présenté sur la figure 7.11. En
effet, le signe de la solution analytique de FT d’après le frottement de Coulomb dépend
de celui de l’évolution de l’ouverture de l’élément cohésif, i.e. positif en ouverture et
négatif en fermeture comme écrit dans l’équation 7.33 et illustré sur la figure 7.12. Au
contraire, le signe du résultat numérique de la force FT de réaction de l’élément cohésif
dépend de la direction d’ouverture de l’élément cohésif. Cette différence fondamentale
montre que, avec un choix judicieux de pM connaissant FN , l’élément cohésif permet
de décrire de façon satisfaisante un comportement de frottement équivalent dans une
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phase d’ouverture de l’élément (sgnpğt1q “ sgnp̊ğt1q) mais pas dans une phase de fer-
meture (sgnpğt1q ‰ sgnp̊ğt1q).

(a) (b)

Figure 7.12 – Signe de la solution analytique FT d’après le comportement de frotte-
ment de Coulomb, d’une part lors d’une phase d’ouverture tangentielle de l’interface i.e.
sgnpğt1q “ sgnp̊ğt1q (a), et d’autre part dans une phase de fermeture tangentielle de l’inter-
face i.e. sgnpğt1q ‰ sgnp̊ğt1q.

Conclusion sur la capacité de cet élément cohésif à modéliser le comportement souhaité

Le cas-test 7-A de sollicitation normale a montré que l’élément mixte de Lorentz
associé à un comportement de type Crisfield caractérisé par un seuil adhésif surfacique
pM et un écart adhésif maximal gM permet de décrire de façon satisfaisante l’adhé-
sion/décohésion entre les plis. Le cas-test 7-B de sollicitation tangentielle a montré
que ce même élément associé à un comportement de type glissement tangentiel élas-
tique caractérisé par pM permet de décrire le comportement de frottement inter-pli
à condition (i) que la force normale soit connue, et (ii) que l’élément soit en phase
d’ouverture. Ainsi, si la non-pénétration et l’adhésion sont bien décrites, ces deux
conditions constituent cependant des limites importantes pour que cet élément dé-
crive le comportement de frottement souhaité ; des développements supplémentaires
sont nécessaires. Nous commentons ces deux limites l’une après l’autre.

Tout d’abord, le choix de valeur de pM dans le cas-test 7-B a permis de représen-
ter un comportement de frottement avec un coefficient de frottement équivalent de
0,5 car la force normale est connue et homogène sur la surface. Afin de décrire un
comportement de frottement de Coulomb dans un cas plus général, un couplage entre
les comportements normal et tangentiel devrait donc être ajouté, pour que la donnée
matériau soit le coefficient de frottement, et que le seuil de force autorisant le dépla-
cement tangentiel s’adapte à la sollicitation normale : pM Ð pMpp̆nq. Nous aborderons
cela dans la partie 7.4 de ce chapitre. Ensuite, nous avons vu que lors de la fermeture
de l’élément, la réaction tangentielle de l’élément cohésif n’est pas représentative de
la physique d’un comportement de frottement pur de Coulomb ; une modification du
comportement de l’élément cohésif est donc nécessaire.

Dans le cas d’une sollicitation mixte (normale et tangentielle), il faudrait en fait
deux comportements distincts mais couplés : d’une part un comportement normal
d’adhésion avec un seuil d’adhésion/décohésion et un seuil de rupture, et d’autre part
un comportement tangentiel avec un coefficient de frottement. Ainsi, l’établissement
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d’un autre modèle est nécessaire afin de représenter le comportement inter-pli souhaité.

Classiquement, dans les simulations de la mise en forme d’un empilement de ren-
forts, le contact avec frottement entre les plis est décrit à l’aide d’un algorithme de
contact, et un coefficient de frottement est directement donné en entrée. Dans la partie
suivante, nous nous proposons de donner des pistes de comparaison, sous le prisme de
notre problème, entre l’utilisation du contact avec Z-set et celle de l’élément d’inter-
face que nous venons de présenter, dans le cadre de leurs implémentations actuelles
respectives dans Z-set. Nous mettrons ainsi en évidence que, même si des développe-
ments complémentaires sont requis, la stratégie présentée consistant à représenter le
comportement de l’interface entre les plis via des éléments d’interface est prometteuse.

7.3 Comparaison entre les éléments d’interface et un algorithme de
contact pour la description de l’inter-pli

7.3.1 Introduction à la modélisation numérique du contact

La simulation de la mise en forme d’un empilement de renforts nécessite de décrire
les interactions d’un grand nombre de corps déformables, en contact deux à deux sur
une grande partie de leur surface. Cela est en général [73, 157, 158] traité avec un al-
gorithme de contact, dont nous présentons succinctement le principe ici. Un exemple
de simulation de l’emboutissage d’un empilement de renforts est présenté sur la figure
7.13.

Un algorithme de contact permet décrire le contact unilatéral – i.e. non-pénétration
et non-adhésion décrites par les conditions de Signorini (5.73) – et le frottement de
Coulomb – présenté dans (5.83) – entre deux solides dont l’un est dit « impacteur »
et l’autre « esclave ». A chaque incrément de calcul, la zone de contact est détectée
en projetant les nœuds du solide esclave sur la surface de l’impacteur, avec une pre-
mière étape de localisation grossière (pas forcément réalisée à chaque incrément de
chargement) et une seconde étape plus locale. La gestion géométrique des corps est
l’étape la plus coûteuse de l’algorithme de contact, avec environ 60 % du temps CPU
total [157]. Notons que l’algorithme est fait de telle manière que le corps esclave ne
peut pas pénétrer le corps impacteur, mais que l’inverse est possible. Afin d’assurer une
non-pénétration réciproque, Hamila [157] a par exemple doublé les couples impacteur-
esclave, mais ce au détriment de la rapidité du calcul.

Dans Z-set (version Z8), le problème global de contact est résolu par pénalité en
plusieurs étapes. Tout d’abord, une première estimation de la solution est obtenue
sans prendre en compte le problème de contact, puis une matrice dite de « flexibilité »
est extraite du problème global et le sous-problème de contact uniquement est résolu
avec les réactions de contact et les déplacements relatifs, enfin la solution globale est
actualisée. Des itérations peuvent avoir lieu si le critère de convergence n’est pas satis-
fait. C’est cet algorithme de contact que nous utilisons dans cette partie 7.3. Notons
qu’un autre algorithme de contact basé sur une approche monolithique en Lagrangien
augmenté est implémenté dans Z-set. Cependant, dans la version disponible, le frotte-
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Figure 7.13 – Emboutissage de cinq plis, réalisé dans le logiciel PlasFib avec ajout du contact
non standard arête-arête permettant la convergence du calcul [157].

ment entre les deux solides n’est pas pris en compte (contact unilatéral uniquement).
Cet algorithme n’est donc pas considéré dans cette partie – cependant, étant plus
performant, nous l’utilisons pour le contact entre le renfort et le moule supposé sans
frottement comme nous le verrons par la suite.

Sous le prisme particulier de notre problème, nous souhaitons comparer la réso-
lution numérique du problème avec des éléments cohésifs au niveau de l’interface, à
l’utilisation d’un algorithme de contact. La capacité dans chacun des deux cas à repré-
senter les trois aspects de la physique de notre problème est résumée dans le tableau
7.4. Nous avons commenté les limites et potentiels développements nécessaires pour
que les éléments d’interface représentent le comportement de frottement souhaité dans
la section précédente 7.2.4, et nous ne reviendrons pas sur cette question dans cette par-
tie 7.3. Nous nous proposons plutôt de comparer uniquement des aspects numériques
de la résolution à travers les deux cas-tests 7-C et 7-D suivants, ces aspects constituant
également des critères de choix lors de l’élaboration d’une stratégie numérique.

Éléments d’interface Contact
mixtes de Lorentz (par pénalité)

Respect de la non-pénétration oui oui
(exactement) (approchée)

Adhésion oui non
Frottement non oui

(mais potentiellement)

Tableau 7.4 – Capacité des éléments d’interface et de l’algorithme de contact à décrire les
trois aspects souhaités du comportement inter-plis : non-pénétration, adhésion et frottement.
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7.3.2 Cas-test 7-C : sollicitation tangentielle

Description Nous considérons de nouveau la géométrie, les conditions aux limites et
l’évolution de chargement du cas-test 7-B de type pull-through qui ont été illustrés sur
les figures 7.8 (p.162) et 7.9 (p.162) pour rappel. Pour ce cas-test 7-C, les maillages
utilisés sont présentés sur la figure 7.14 ; celui du cas des éléments cohésifs est le même
que pour le cas-test 7-B.

z

y

x

z

y

x

(a) (b)

Figure 7.14 – Maillages de références avec des éléments d’interface (a) et dans le cas du
contact (b) pour le cas-test 7-C.

Des maillages différents sont requis pour les éléments cohésifs et pour le contact.
En effet, comme nous l’avons vu, les éléments d’interface sont créés par dédoublement
des nœuds situés au niveau de la surface de contact. Les nœuds appartenant à chacun
des deux solides et situés à de part et d’autre de l’interface sont donc coïncidents.
En revanche, dans le cas du contact, il est préférable que les nœuds ne coïncident
pas simultanément, ce qu’on peut assurer par exemple avec des tailles d’éléments non
proportionnelles pour les deux solides. Par ailleurs, l’algorithme de contact est utilisé
sur des éléments linéaires car dans le cas de Z-set, sa robustesse sur des éléments qua-
dratiques n’est pas assurée. En revanche, on rappelle que l’élément d’interface utilisé
présente une formulation P2/P1 pour satisfaire la condition LBB : il requiert donc
quant à lui un maillage volumique quadratique (au moins autour de l’interface). Ainsi,
une comparaison en fonction de la taille de maille n’est pas appropriée, et nous faisons
le choix de comparer les résultats obtenus en fonction du nombre de degrés de liberté
notés « iddl » situés à l’interface et appartenant au solide S1 d’intérêt. Le décompte
de ces iddl dans le cas des maillages utilisés est présenté dans le tableau 7.5 ; celui-ci
met en évidence que les deux maillages étudiés présentent environ le même nombre de
iddl.
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Éléments d’interface Contact
Type d’éléments volumiques hexaèdre quadratique hexaèdre linéaire
Nombre d’éléments volumiques 5ˆ 5ˆ 2 “ 50 10ˆ 10ˆ 4 “ 400
Nombre d’éléments cohésifs 5ˆ 5ˆ 1 “ 25 -
Nombre total de nœuds 360 605

dont à l’interface 96 121
Nombre de iddl 96ˆ 3` 36ˆ 3{2 “ 342 121ˆ 3 “ 363

Tableau 7.5 – Caractéristiques des maillages de référence du solide d’intérêt S1 dans le
cas des éléments d’interface et du contact pour le décompte des degrés de liberté iddl pour le
cas-test 7-C.

Tout comme pour le cas-test 7-B, les deux solides sont dotés d’un comporte-
ment linéaire isotrope avec E “ 4ˆ 1010 MPa et ν “ 0,01 et l’interface présente
un comportement de type glissement tangentiel élastique avec pM “ 5ˆ 108 N ¨mm´2

(r “ 1ˆ 1010). Pour le contact, le coefficient de frottement CoF est de 0,5.

À titre d’illustration, la déformée dans chacun des deux cas est présentée sur la
figure 7.15.

(a) (b)

Figure 7.15 – Visualisation de la déformée et de la distribution de la déformation du so-
lide d’intérêt S1 selon la direction de sollicitation à l’incrément de temps correspondant au
déplacement tangentiel maximal (t “ 12 s sur la figure 7.9) lors du cas-test 7-C, dans le cas
des éléments d’interface (a) et du contact (b) avec les maillages de référence.

Observation du comportement local La figure 7.16 présente le comportement local au
niveau de l’interface dans le cas des éléments d’interface et dans le cas du contact. Le
comportement de l’interface est extrait au niveau d’un point d’intégration de l’élément
d’interface situé à la verticale de l’élément mis en évidence en vert sur la figure 7.14a,
et les réactions de contact sont obtenues au niveau du nœud situé à la verticale du
nœud indiqué en vert sur la figure 7.14b. Nous observons que le choix judicieux des
constantes matériau introduit dans (7.33) permet de décrire, dans les deux cas, un
coefficient de frottement local équivalent de 0,5. En revanche, tandis que le signe de
la composante RCt1 pour le contact change de signe lorsque le sens de sollicitation est
inversé, celui de la composante pt1 pour les éléments d’interface ne change pas de signe,
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Figure 7.16 – Comportement local d’un élément d’interface au niveau d’un point d’intégra-
tion (a), et au niveau d’un nœud en contact (b) avec les maillages de référence pour le cas-test
7-C.
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Figure 7.17 – Résultats de force normale FN , quotient | FT {FN |, et de l’erreur par rapport
à la solution analytique dans le cas des éléments d’interface (a) et du contact (b) pour le
cas-test 7-C avec les maillages de référence.
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ce qui n’est pas physique – nous avons déjà commenté cet aspect précédemment. Par
ailleurs, dans le cas du contact, les composantes de la réaction de contact RC varient
très fortement quand bien même le chargement est constant ; ces variations sont dues
à la sensibilité au maillage (coïncidence des nœuds).

Observation du comportement global La figure 7.17 présente, dans le cas des éléments
d’interface et dans le cas du contact, l’évolution de la force normale FN et du quotient
de la force tangente sur la force normale | FT {FN | introduits pour le cas-test 7-B, et
nous comparons ces résultats numériques à leurs valeurs analytiques (7.33). Dans le
cas des éléments cohésifs, l’erreur relative est inférieure à 1 % pour tous les incréments
de chargement ; dans le cas du contact, elle est variable et est plutôt de l’ordre de 5 à
10 %. Par ailleurs, dans les deux cas, un temps d’accommodation est observé pour la
force tangente par rapport à la solution analytique (à t “ 12 s) ; il est dû au fait que le
déplacement relatif à l’interface ne commence pas au même incrément de chargement
en tout point de l’interface.

Étude de convergence et temps de calcul CPU Les maillages de référence (figure 7.8a)
sont raffinés et déraffinés dans les trois directions de l’espace, donnant naissance aux
maillages présentés sur la figure 7.6.
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raff.EI 0,2 raff.EI 0,5 raff.EI 1 (ref) raff.EI 2 raff.EI 4
76,5 iddl 159 iddl 342 iddl 1211,5 iddl 8347,5 iddl
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y

raff.C 0,5 raff.C 1 raff.C 2 (ref) raff.C 4
48 iddl 108 iddl 363 iddl 1323 iddl

Tableau 7.6 – Maillages utilisés pour l’étude de convergence du cas-test 7-C avec des élé-
ments d’interface (EI) (en haut) et pour l’utilisation du contact (C) (en bas) : visualisation,
niveau de raffinement et nombre de degrés de liberté iddl.

L’erreur par rapport à la solution analytique en fonction du nombre de degrés de
liberté iddl et du temps de calcul CPU est présentée sur la figure 7.18. Dans le cas
des éléments d’interface, le maillage le plus grossier (raff.EI 0,2 avec 76,5 iddl) donne
une solution qui diffère peu de celle avec le maillage le plus raffiné. Au contraire,
pour le contact, le maillage de référence (raff.C 2 avec 363 iddl) est nécessaire pour
que l’erreur relative soit inférieure à 5 %. Pour obtenir un résultat numérique avec
une erreur relative par rapport à la solution analytique inférieure à 5 %, le temps de
calcul CPU est 20 fois supérieur avec un algorithme de contact qu’avec des éléments
d’interface.
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Figure 7.18 – Erreurs relatives de la force normale FN et du quotient FT {FN pris à l’ins-
tant de déplacement tangent maximal (t “ 12 s sur la figure 7.9) par rapport à la solution
analytique, en fonction du nombre de degrés de liberté iddl des maillages testés et du temps
de calcul CPU nécessaire pour les phases 1○ et 2○ du chargement ( i.e. jusqu’à t “ 12 s), dans
le cas des éléments d’interface (EI) et du contact (C) lors du cas-test 7-C.

7.3.3 Cas-test 7-D : sollicitation en flexion

Description Ce cas-test décrit l’essai de flexion sur empilement réalisé expérimentale-
ment et présenté dans le chapitre 3. Trois solides de mêmes dimensions h1 ˆ h2 ˆ h3

avec h1 “ 50 mm, h2 “ 10 mm et h3 “ 2 mm comme schématisé sur la figure 7.19a
sont superposés (en contact deux à deux). Les conditions aux limites, schématisées sur
la figure 7.19b, sont imposées en déplacement de façon monotone, avec U3 “ ´15 mm.
Il s’agit d’un essai en grands déplacements avec ´U3 “ 7,5h3. Les solides sont maillés
avec des éléments volumiques hexaédriques quadratiques ; les maillages utilisés sont
présentés sur la figure 7.7.

Les trois solides sont dotés d’une loi de comportement linéaire isotrope avec E “
4ˆ 105 MPa et ν “ 0,01. Les surfaces de contact deux à deux des solides présentent un
comportement de type glissement tangentiel élastique avec un seuil adhésif surfacique
pM “ 2ˆ 102 N ¨mm´2 (r “ 1ˆ 106) dans le cas des éléments d’interface, et pour le
contact un coefficient de frottement CoF de 0,5 est utilisé. Le choix de pM est fait de
sorte que la force de réaction RU3 ait la même valeur environ dans les deux cas. RU3

est définie comme la composante selon E3 de la somme des réactions aux nœuds de
l’arête (en bleu sur la figure 7.19b) sur laquelle le déplacement est imposé.
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(a) (b)

Figure 7.19 – Géométrie (a) et conditions aux limites en déplacement (b) pour le cas-test
7-D.

raff.’EI 0,4 raff.’EI 0,6 raff.’EI 1 raff.’EI 2 raff.’EI 4
305 iddl 612 iddl 1722 iddl 5705 iddl 21905 iddl

raff.’C 0,4 raff.’C 0,6 raff.’C 1 raff.’C 2
117 iddl 218 iddl 449 iddl 1610 iddl

Tableau 7.7 – Maillages utilisés pour l’étude de convergence du cas-test 7-D avec des élé-
ments d’interface (en haut) et pour l’utilisation du contact (en bas) : visualisation, niveau de
raffinement et nombre de degrés de liberté iddl.

À titre d’illustration, on présente sur la figure 7.20 une visualisation de la déformée
dans chacun des deux cas au dernier incrément de chargement.

(a) (b)

Figure 7.20 – Visualisation de la déformée et de la distribution de la déformation selon l’axe
horizontal au dernier incrément de chargement lors du cas-test 7-D, dans le cas des éléments
d’interface (a) et du contact (b) avec les maillages raff.’EI 1 et raff.’C 2 respectivement.

Étude de convergence et temps de calcul L’erreur sur RU3 par rapport à la solution
obtenue avec le maillage le plus raffiné dans chaque cas est présentée sur la figure 7.21
en fonction du nombre de degrés de liberté iddl et du temps de calcul CPU. Tout
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comme pour le cas-test précédent, on observe que dans le cas des éléments d’interface,
la solution avec le maillage le plus grossier (raff.EI 0,4 avec 305 iddl) diffère peu de
celle avec le maillage le plus raffiné, tandis que pour le contact il y a un écart de
7,5 % entre les solutions obtenues avec les deux maillages les plus raffinés testés (il y a
divergence du calcul pour des maillages encore plus raffinés). Pour obtenir un résultat
numérique avec une erreur relative inférieure à 10 % par rapport à la solution obtenu
avec le maillage le plus raffiné, le temps de calcul CPU est 30 fois supérieur avec un
algorithme de contact qu’avec des éléments d’interface.
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Figure 7.21 – Erreur relative de la réaction normale RU3 au dernier incrément par rapport
à la solution la plus raffinée, en fonction du nombre de degrés de liberté iddl des maillages
testés et du temps de calcul CPU, dans le cas des éléments d’interface (EI), du contact (C) et
d’un solide monolithique maillé avec des éléments quadratiques d’une part et linéaires d’autre
part.

Cependant, nous rappelons que les éléments finis utilisés sont linéaires dans le cas
du contact et quadratiques dans le cas des éléments d’interface. Par conséquent un
phénomène de verrouillage numérique apparaît lorsque l’épaisseur de la structure flé-
chie est trop faible devant ses autres dimensions. Afin de quantifier ce phénomène dans
ce cas-test, nous réalisons le même cas-test 7-D mais sur un seul solide monolithique
sans interface constitué par l’assemblage « collé » de S1, S2 et S3, maillé avec des
éléments volumiques hexaédriques quadratiques d’une part et linéaires d’autre part.
Une visualisation de la déformation dans chacun des deux cas est proposée sur la fi-
gure 7.22. L’erreur relative, présentée sur la figure 7.21, montre que la contribution du
verrouillage numérique dans l’erreur relative dans le cas du contact pour notre cas-test
est faible.
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(a) (b)

Figure 7.22 – Visualisation de la déformée et de la distribution de la déformation selon
l’axe horizontal au dernier incrément de chargement lors du cas-test 7-D dans le cas d’un
solide monolithique sans interface, avec des éléments quadratiques (même nombre d’éléments
volumiques que pour le maillage raff.’EI 1) (a) et avec des éléments linéaires (même nombre
d’éléments volumiques que pour le maillage raff.’C 2) (b).

7.3.4 Conclusion

Le choix d’une stratégie numérique est un compromis entre sa robustesse, sa rapi-
dité, son adaptabilité et la représentativité de la physique notamment. Le tableau 7.8
synthétise de manière qualitative les points de comparaison entre les deux méthodes
étudiées dans les paragraphes précédents, pour la modélisation du comportement de
l’interface entre les plis. Ce tableau met en évidence l’intérêt potentiel de l’utilisation
des éléments d’interface comparé à un algorithme classique de contact par pénalité
qui présente des difficultés bien connues de convergence des calculs, de limitation des
temps de calcul, de gestion de la sensibilité au maillage, et de choix des paramètres
tels que la pénalité. Cependant, deux principales limites pour l’utilisation des éléments
d’interface sont mises en évidence.

La première est celle de la conséquence des grandes transformations des solides
reliés par des éléments d’interface sur la description de ceux-ci. En effet, comme nous
l’avons vu, la notion de force cohésive entre deux points initialement confondus est
conditionnée par l’hypothèse qu’un faible déplacement relatif apparaît entre ces deux
points, puisque la valeur de la force cohésive est partagée par ces deux points. Lors
de la mise en forme, de grandes rotations et de grands déplacements interviennent au
niveau des solides. Localement au niveau des éléments d’interface, leur formulation
dans leur repère local convient en cas de grandes rotations globales. En revanche, si
les grands déplacements globaux se traduisent au niveau de l’interface par de grands
déplacements relatifs, le plus proche voisin nécessite d’être recherché, ce qui rapproche
la démarche de celle d’un algorithme de contact. Des précautions doivent donc être
prises en termes de maillage, et si nécessaire des stratégies de remaillage des éléments
d’interface peuvent être envisagées. De tels grands déplacements relatifs ne sont ce-
pendant pas prouvés, et nous considérons dans le cadre de ce travail que l’interface
entre les plis reste dans le cadre de l’hypothèse des petits déplacements relatifs.
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Éléments d’interface Contact
mixtes de Lorentz (par pénalité)

Condition de non-pénétration + + +
(exactement) (approchée)

Comportement d’adhésion + + – –
Comportement de frottement – + +

(développements requis)
Sensibilité au maillage + + – –

(aucune) (maillage complexe)
Temps de calcul CPU + + – –

(compétitif) (augmente avec les iddl)
Convergence de la solution + + – –

(maillage raffiné requis)
Grandes transformations – – + +

(à évaluer)

Tableau 7.8 – Comparaison qualitative entre deux stratégies de description de l’interface
entre les plis de renforts : avec des éléments d’interface d’une part, et avec un algorithme de
contact d’autre part (« – – » désignant un inconvénient et « + + » un avantage).

La seconde limite est celle de la description du comportement de frottement. En
effet, telles que présentées dans ce chapitre, la formulation des éléments d’interface
et les lois de comportement associées ne permettent pas de décrire le comportement
de non-pénétration, adhésion et frottement simultanément. Dans la partie suivante,
nous étudions la possibilité d’utiliser ces éléments d’interface pour décrire du contact
avec frottement, avec un coefficient de frottement donné en entrée. Pour cela, nous
commençons par formuler le problème, puis nous évaluons les modifications à apporter
à l’élément d’interface mixte utilisé pour qu’il décrive le comportement souhaité.

7.4 Formulation et résolution du problème mécanique de deux so-
lides en contact avec frottement (sans adhésion)
Le problème PΣ (encadré 7.1) complet décrivant l’équilibre de deux solides séparés

par une interface présentant adhésion et frottement nécessite les multiplicateurs de
Lagrange suivants pour sa résolution avec un Lagrangien (méthode présentée dans la
partie 7.1.2) :

— un scalaire λcn pour imposer la condition de non-pénétration,
— un scalaire λa pour décrire l’adhésion/décohésion,
— dim ´ 1 multiplicateurs (stockés dans un vecteur λft de composante normale

nulle) pour décrire le frottement,
soit un total de dim` 1 multiplicateurs scalaires. Cependant, l’élément fini d’interface
mixte utilisé jusqu’ici présente une formulation de type P2/P1 avec des multiplicateurs
de Lagrange vectoriels de la dimension dim du problème. Tel qu’il existe dans Z-set, il
ne peut donc pas respecter la non-pénétration tout en décrivant les comportements de
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frottement et d’adhésion comme proposé dans le modèle de Talon & Curnier. Après
avoir restreint le problème à celui du contact avec adhésion sans frottement dans la
partie 7.2 de ce chapitre, on le restreint donc cette fois à un comportement de contact
avec frottement sans adhésion.

Ainsi, l’objectif de cette partie est d’évaluer la capacité de l’élément fini de Lorentz
à décrire du frottement, en changeant le sens physique des dim multiplicateurs de
Lagrange pour qu’ils respectent la non-pénétration et décrivent un comportement de
frottement plutôt que celui d’adhésion. Nous cherchons donc, sans modifier le nombre
de degrés de liberté de l’élément fini d’interface mixte utilisé pour des contraintes de
temps, à respecter la condition de non-pénétration tout en décrivant un comportement
de frottement de Coulomb au niveau de l’interface.

7.4.1 Formulation du problème
Dans le chapitre 5 (partie 5.4.2), nous avons présenté les pseudo-potentiels d’énergie

libre et de dissipation décrivant la non-pénétration et le frottement. D’une part, le
pseudo-potentiel ψc de contact défini dans (5.74) vise à imposer la condition de non-
pénétration gnpuq ď 0. Cette condition est traitée avec un multiplicateur de Lagrange
scalaire λcn et l’introduction du Lagrangien augmenté `n de la même façon que dans
les problèmes Pa

Σ (encadré 7.2) et P̆a
Σ (encadré 7.3). D’autre part, pour décrire le

comportement de frottement, on rappelle que la variable interne gιt est introduite,
et que la contrainte gιt “ gt est imposée par le pseudo-potentiel d’énergie libre ψf

défini dans (5.84). Celle-ci est traitée avec le multiplicateur de Lagrange vectoriel λft
et l’introduction du Lagrangien augmenté `t. On pose alors λf “ λcn n ` λft (où « f »
désigne le frottement). Le potentiel de dissipation φf est exploité lors de l’écriture de
la loi de comportement par dérivation du Lagrangien augmenté `t – les détails peuvent
être trouvés dans la référence [136]. On a introduit le multiplicateur augmenté pour le
contact λ̂cn “ λcn`r gnpuq dans (7.8) ; on introduit de façon similaire pour le frottement :

ˆ
λft0 “ λft ` rpgt ´ g

ι
t0q (7.34)

où gιt0 correspond à la valeur de la variable interne gιt au début de l’incrément considéré.

Ainsi, le comportement à l’interface est décrit par la force cohésive p conjuguée à
la variable cinématique gpuq, qui est caractérisée à la fois par une pression normale de
contact due à la non-pénétration et notée pcn, et par une contribution tangentielle liée
au frottement notée pft , telles que p “ pcn n ` pft . Le problème Pf

Σ est présenté dans
l’encadré 7.9.

On cherche maintenant à résoudre ce problème. Une condition nécessaire pour que
pũ, λ̃cn, λ̃

f
t q soit un point selle de L f

Σ est que sa première variation au voisinage de la
solution pũ, λ̃cn, λ̃

f
t q s’annule, c’est-à-dire que :

@ δu P V0, @ δλ
c
n P S´, @ δλ

f
t P pS´q

dim´1 , δL f
Σ pũ, λ̃

c
n, λ̃

f
t qrδu, δλ

c
n, δλ

f
t s “ 0 . (7.37)
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Problème Pf
Σ

Trouver pũ, λ̃cn, λ̃
f
t q P V ˆ S´ ˆ pS´qdim´1 tel que :

L f
Σ pũ, λ̃

c
n, λ̃

f
t q “ max

λcnPS´
max

λft PpS´q
dim´1

min
u PV

L f
Σ pu, λ

c
n, λ

f
t q (7.35)

avec :

L f
Σ pu, λ

c
n, λ

f
t q “ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq ` E p12q

int pu, λ
c
n, λ

f
t ; gιtq

“ E p1qint puq ` E p2qint puq ´Wextpuq

`

ż

Γp12q

„

´
1

2r
λcn

2
`

1

2r
xλcn ` r gnpuqy´

2



loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

`npgnpuq, λ
c
nq

dS

`

ż

Γp12q

„

´
1

2r
}λft }

2
`

1

2r
}λft ` r pgtpuq ´ gt

ι
q}

2



looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

`tpgtpuq, λ
f
t ; gιtq

dS .

où l’énergie interne des solides hyperélastiques et le travail des forces
extérieures peuvent être trouvés dans (6.3) et (7.1) respectivement. La
force cohésive p “ pcn n` p

f
t est caractérisée par :

pcn n “
B`n
Bg

“

#

λ̂cn n si λ̂cn ď 0 (C)

0 si λ̂cn ą 0 (E)

pft “
B`t
Bg

“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ˆ
λft0 si λ̂cn ď 0 (C) et } ˆ

λft0} ď ´CoFλ̂
c
n (Ace)

´ CoF λ̂cn

ˆ
λft0

}
ˆ
λft0}

si λ̂cn ď 0 (C) et } ˆ
λft0} ą ´CoFλ̂

c
n (G)

0 si λ̂cn ą 0 (E).
(7.36)

Encadré 7.9 – Problème mécanique Pf
Σ de maxi-maxi-minimisation de l’énergie potentielle

de deux solides séparés par une interface avec frottement (sans adhésion) avec le modèle de
Alart & Curnier [147], qui correspond à celui de Talon & Curnier [140] sans le frottement. Les
différents états sont : écart (E) ou contact (C) d’une part, et adhérence (Ace) ou glissement
(G) en cas de contact d’autre part.
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Ces conditions d’optimalité s’écrivent :
$

’

’

&

’

’

%

@ δu P V0, δL f
Σ pũ, λ̃

c
n, λ̃

f
t qrδus “ 0

@ δλcn P S´, δL f
Σ pũ, λ̃

c
n, λ̃

f
t qrδλ

c
ns “ 0

@ δλft P pS´q
dim´1 , δL f

Σ pũ, λ̃
c
n, λ̃

f
t qrδλ

f
t s “ 0,

(7.38)

ou de façon équivalente avec λf “ λcn n` λ
f
t P pS´q

dim pour alléger les notations :
#

@ δu P V0, δL f
Σ pũ, λ̃

f
qrδus “ 0

@ δλf P pS´qdim , δL f
Σ pũ, λ̃

f
qrδλf s “ 0.

(7.39)

De la même façon que la force cohésive p est la variable duale conjuguée du dé-
placement relatif gpuq, on pose h la variable duale conjuguée des multiplicateurs de

Lagrange λf , i.e. h “
Bp`n ` `tq

Bλf
. Les conditions d’optimalité (7.39) s’écrivent alors :

$

’

’

&

’

’

%

@ δu P V0, δUΣpũq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨ p dS “ 0

@ δλf P pS´qdim ,
ż

Γp12q

δλf ¨ h dS “ 0.

(7.40)

Pour résoudre ce problème (7.40) dans un schéma itératif incrémental, nous avons
besoin d’en caractériser la deuxième variation, dont les différentes contributions sont
les suivantes :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδusrδus “ δ2UΣpuq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨
Bp

Bgpuq
¨ gpδuq dS

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδusrδλf s “

ż

Γp12q

gpδuq ¨
Bp

Bλf
¨ δλf dS

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδλf srδus “

ż

Γp12q

δλf ¨
Bh

Bgpuq
¨ gpδuq dS

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδλf srδλf s “

ż

Γp12q

δλf ¨
Bh

Bλf
¨ δλf dS,

(7.41)

et peuvent se réécrire (les détails sont présentés dans la référence [136]) :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδusrδus “ δ2UΣpuq `

ż

Γp12q

gpδuq ¨ r T ¨ gpδuq dS

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδusrδλf s “

ż

Γp12q

gpδuq ¨ T ¨ δλf dS

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδλf srδus “

ż

Γp12q

δλf ¨ T ¨ gpδuq dS

δ2L f
Σ pu, λ

f
qrδλf srδλf s “

ż

Γp12q

δλf ¨
1

r
pT ´ Iq ¨ δλf dS.

(7.42)
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en introduisant l’opérateur tangent T tel que :

T “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si λ̂cn ą 0 (E)

I si λ̂cn ď 0 (C) et } ˆ
λft0} ď ´CoFλ̂

c
n (Ace)

´ CoF
gt

}gt}
b n ` nb n´ CoF

λ̂cn

}
ˆ
λft0}

ˆ

I ´ nb n´
gt

}gt}
b

gt

}gt}

˙

si λ̂cn ď 0 (C) et } ˆ
λft0} ą ´CoFλ̂

c
n pGq.

(7.43)

7.4.2 Discrétisation et résolution

On considère donc une discrétisation des champs de déplacement et des multiplica-
teurs de Lagrange telle que présentée dans la partie 7.2.2, avec une formulation P2/P1
pour satisfaire la condition LBB. On peut alors discrétiser le problème (7.40) :

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

@tδUu P Vh0 , t0u “
 

δUΣ

(

`

Ni
ÿ

ei“1

ż

Γei
tδU eiu

T
rDeis

T
tpeiu dS

@ tδΛu P
`

Sh´
˘dim

, t0u “
Ni
ÿ

ei“1

ż

Γei
tδΛeiu

T
rLeisT theiu dS

(7.44)

où on retrouve encore la première variation
 

δUΣ

(

correspondant au problème solide
et contenant les efforts extérieurs. Les variables duales discrétisées tpeiu et theiu sont
calculées à l’aide de la loi de comportement. Finalement, le problème Pf

Σ à résoudre
se met sous la même forme que le problème P̆a

Σ précédent :
"

RU

RΛ

*

“

"

0
0

*

, (7.45)

avec des expressions différentes pour les résidus :
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

tRUu “ tRu `
Ni
ÿ

ei“1

ż

Γei
rDeis

T
tpeiu dS

tRΛu “

Ni
ÿ

ei“1

ż

Γei
rLeisT theiu dS

où on retrouve le vecteur résidu
 

R
(

introduit pour la résolution du problème standard
dans le chapitre précédent. Ce système (7.45) est traité de la même manière avec la
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méthode de Newton-Raphson en résolvant le système suivant :
„

Kt
UU Kt

UΛ

Kt
Λu Kt

ΛΛ

piq

c`1
looooooooomooooooooon

rKt
Σf
s
piq
c`1

"

∆U
∆Λ

*pi`1q

c`1

“ ´

"

∆RU

∆RΛ

*piq

c`1

(7.46)

où rKt
Σf
s est la matrice tangente globale du problème et est obtenue par assemblage

des contributions élémentaires. Celles-ci sont calculées à l’aide de la deuxième variation
de L f

Σ dont nous avons donné les contributions dans (7.42).

7.4.3 Implémentation de la loi de contact unilatéral couplé au frottement
Afin de résoudre ce problème à l’aide de Z-set, un nouvel élément fin d’interface

mixte est créé sur la base de l’élément fini mixte P2/P1 de Lorentz, dans lequel les
expressions des résidus sont adaptées pour qu’elles décrivent le problème discrétisé
(7.44). Par ailleurs, nous implémentons dans Z-set la loi de contact avec frottement
via la création d’une nouvelle loi de comportement. La figure 7.23 suivante présente
les entrées et sorties de cette loi de comportement qui est appelée au niveau de chaque
point d’intégration de Gauss des éléments d’interface.

Figure 7.23 – Module fonctionnel de la loi de comportement de contact avec frottement
appelée au niveau de chaque point d’intégration des éléments d’interface.

7.4.4 Validation de la loi de contact unilatéral couplé au frottement
Afin de valider l’implémentation de cet élément fini d’interface modifié et de la loi

de comportement de frottement de Coulomb associée, nous réalisons le cas-test 7-E.

Description Deux solides S1 et S2 de mêmes dimensions 1 mmˆ 1 mmˆ 0,5 mm sont
initialement en contact. Ils sont tous deux maillés avec 1 seul élément volumique hexa-
édrique quadratique, et sont séparés par 1 élément d’interface, comme illustré sur la
figure 7.24a. Les conditions aux limites, schématisées sur la figure 7.24b, sont imposées
en déplacement en suivant l’évolution tracée sur la figure 7.25. Tandis que le solide
S2 est maintenu immobile (il peut être assimilé à un corps rigide), une force de com-
pression est tout d’abord appliquée sur le solide S1 (phase 1○). S1 est ensuite déplacé
latéralement selon E1 (phase 2○), puis selon ´E1 (phase 3○), et enfin ramené à sa
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position initiale (phase 4○).

(a) (b)

Figure 7.24 – Maillage utilisé (a) et conditions aux limites en déplacement (b) pour le
cas-test 7-E.
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Figure 7.25 – Chargement pour le cas-test 7-E.

Les deux solides sont dotés d’une loi de comportement linéaire isotrope avec E “
5ˆ 104 MPa et ν “ 0, tandis que l’interface présente un comportement de type frot-
tement de Coulomb que nous venons d’implémenter, avec CoF “ 0,2 (et r “ 5ˆ 101).

Observation du comportement local Le déplacement relatif et la force cohésive extraits
localement au niveau d’un point d’intégration de l’élément d’interface sont présentés
sur la figure 7.26. On vérifie qu’il y a bien non-pénétration (gn reste nul). La loi
de comportement tangentielle montre que le signe de pt1 dépend de la direction de
sollicitation respectant les conditions de frottement de Coulomb (5.83) ; nous arrivons
ainsi à décrire le comportement de frottement souhaité.
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Figure 7.26 – Comportement local d’un élément d’interface (force cohésive et déplacement
relatif) dans le cas-test 7-E.

Observation du comportement global Sur la figure 7.27, on présente les forces de ré-
action FN et FT correspondant à la somme des réactions aux nœuds des faces sur
lesquelles les déplacements Un et Ut1 respectivement sont imposés. Ces résultats nu-
mériques (« num ») sont de nouveau comparés aux solutions analytiques (« an ») de
FN et FT , dont nous avons donné les expressions dans (7.33). La réaction tangentielle
FT correspond bien à la solution analytique, que ce soit lors de l’ouverture ou de la fer-
meture de l’élément. Un temps d’accommodation est observé par rapport à la solution
analytique, dû à la déformation matériau.

Influence du paramètre de régularisation Nous réalisons ce cas-test 7-E en changeant la
valeur du paramètre r, tout d’abord en gardant le coefficient de frottement de 0,2, puis
avec un coefficients de frottement de 0,5 ; les résultats sont consignés dans le tableau
7.10. Sur la figure 7.28, nous présentons les comportements local et global obtenus
pour différentes valeurs de r avec un coefficient de frottement de 0,2.

Théoriquement, plus r est grand plus la contrainte est appliquée strictement, mais
plus le système est mal conditionné. Nous visualisons bien ici que plus r est grand plus
l’erreur relative sur le résultat est faible, mais plus le nombre d’incrément nécessaire
à la convergence du calcul est grand (le calcul a été réalisé avec un pas de temps au-
tomatique). Dans les conditions de calculs admissibles sélectionnées, un paramètre de
régularisation trop grand ou trop petit implique une divergence du calcul, ce qui met
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Figure 7.27 – Comportement global pour le cas-test 7-E : forces de réaction normale et
tangentielle des surfaces sollicitées.

en évidence l’existence d’un optimum. Pour des coefficients de frottement plus élevés,
il semblerait que la difficulté à converger augmente, tout comme l’influence de r sur le
temps de calcul CPU : cela montre l’importance de bien choisir ce paramètre. On note
que dans le cas présenté avec un coefficient de frottement de 0,2, le temps de calcul
CPU est inférieur à 1 s.

CoF “ 0,2 CoF “ 0,5
Paramètre r Erreur (%) Temps CPU (s) Erreur (%) Temps CPU (s)
ě 1ˆ 105 – – – –
1ˆ 104 4 % 0,98 4 % 1,1
1ˆ 103 2 % 0,24 5 % 2,5
1ˆ 102 1 % 0,96 6 % 13,62
1ˆ 101 – – – –

1 11 % 0,38 – –
1ˆ 10´1 13 % 0,33 – –
1ˆ 10´2 15 % 0,52 – –
ď 1ˆ 10´3 – – – –

Tableau 7.10 – Étude de l’influence du paramètre de régularisation sur le quotient FT {FN
à l’instant de chargement t “ 5 s (on en présente l’erreur relative par rapport au coefficient
de frottement donné en entrée) et sur le temps de calcul CPU, pour différents coefficients de
frottement dans le cas-test 7-E (« – » signifie qu’il y a divergence du calcul).

Conclusion Le cas-test présenté montre que l’élément fini de Lorentz que nous avons
modifié permet de décrire le comportement de frottement de Coulomb souhaité, avec
introduction d’une dépendance du comportement tangentiel au comportement normal.
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Figure 7.28 – Étude de l’influence du paramètre de régularisation sur les comportements
local et global dans le cas-test 7-E (CoF “ 0,2) ; on rappelle les erreurs relatives et temps de
calcul obtenus tels que définis dans le tableau 7.10.



7.5 Défis et perspectives 187

Un temps de calcul de l’ordre de 1 s sur le cas-test présenté est prometteur. Cependant,
de nombreux incréments de calculs sont nécessaires, et le paramètre de régularisation
doit être bien choisi ; la robustesse de cette méthode reste donc à améliorer. Pour cela,
une étude plus approfondie sur les critères de définition du paramètre de régularisation
pourrait être réalisée, et des solutions faisant intervenir un paramètre de régularisation
adaptatif pourraient être étudiées [159].

7.5 Défis et perspectives
Jusqu’à maintenant, dans ce chapitre, nous avons vu plusieurs formulations (contact

avec adhésion sans frottement, contact avec frottement sans adhésion), avec plusieurs
stratégies (déplacement relatif considéré comme une variable indépendante ou pas),
et plusieurs méthodes pour la résolution numérique du problème avec interface (algo-
rithme de contact ou éléments d’interface). Nous nous proposons, dans cette dernière
partie 7.5, de faire une synthèse des défis actuels des choix réalisés ainsi que des
perspectives pour des travaux futurs, suivant deux axes principaux : d’une part la
description de la physique du comportement, et d’autre part les défis numériques liés
à la résolution du problème – un aspect peu abordé jusqu’ici.

7.5.1 Description de la physique du comportement
Avec un comportement bien choisi (Crisfield ou Talon & Curnier par exemple), la

physique du comportement d’adhésion/décohésion couplé à la non-pénétration est dé-
crit de manière satisfaisante. Nous avons proposé des modifications de la formulation
de l’élément d’interface et de son comportement pour qu’il décrive le frottement de
Coulomb couplé à la non-pénétration. Des développements supplémentaires son requis
pour décrire le comportement complet de non-pénétration couplé à l’adhésion et au
frottement. Pour cela, des degrés de liberté supplémentaires (i.e. un multiplicateur de
Lagrange par nœud médian des éléments d’interface) doivent être ajoutés ; cela n’af-
fectant pas la satisfaction de la condition LBB a priori. Ce travail a été entamé ; il
nécessite d’être poursuivi.

Pour se rapprocher du comportement de glissement inter-pli du renfort HiTape®
que nous avons caractérisé dans le chapitre 4, deux axes de développements sont envi-
sagés dans un second temps. Tout d’abord, on rappelle que le coefficient de frottement
caractérisé est fortement dépendant de la pression normale. La prise en compte de cette
dépendance nécessite de sortir du cadre du frottement pur de Coulomb, et pourrait
être réalisée en modifiant la forme du potentiel, via une fonction affine décroissante du
coefficient de frottement en fonction de la pression, fournie par l’utilisateur. En allant
plus loin, en distinguant les comportements dans les deux directions du plan de l’inter-
face, des coefficients de frottement différents dans les directions des fibres et transverse
aux fibres par exemple pourraient également être adoptés. Cependant, des précautions
seraient à prendre avec le cadre théorique car en grandes transformations, seules les
lois d’endommagement isotropes sont thermodynamiquement acceptables [137].

Ensuite, le modèle de comportement pourrait être modifié en vue de décrire une
adhésion dite « cicatrisante ». En effet, dans le cadre de la mise en forme du ren-
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fort HiTape® au-dessus de la température de fusion du voile thermoplastique, on
pressent que si deux couches de renforts sont séparées (au niveau d’un rayon interne
par exemple) puis de nouveau en contact, elles présenteraient de nouveau un état
d’adhésion. Certains modèles [160] ont cherché à décrire ce phénomène. Cet aspect
pourrait ainsi être développé, une étude devant alors être menée pour inscrire cette
cicatrisation dans un cadre thermodynamique rigoureux.

7.5.2 Défis numériques liés à la résolution du problème

Les lois cohésives, définies par morceaux, avec des grands écarts de rigidités d’un
état à un autre ainsi que des effets d’adoucissement provoquant des phénomènes de
snapback (points limites en effort et en déplacement), génèrent des difficultés de conver-
gence. Ces effets d’adoucissement peuvent notamment provoquer des sauts de solution
de la réponse locale lorsqu’il y a restitution brutale de l’énergie stockée par les éléments
volumiques voisins [156]. Une solution peut résider dans l’utilisation d’une régularisa-
tion visqueuse pour retarder la restitution d’énergie [161], ou bien d’un pilotage par
longueur d’arc par exemple [162]. Cette dernière solution a été étudiée ; nous en pré-
sentons le principe général dans l’annexe D. Cependant, divers défis restent à relever
pour son utilisation pour notre problème ; les plus notables sont l’incompatibilité de
ce type de pilotage avec l’algorithme de contact utilisé dans la partie 7.3 si toutefois
les zones cohésives n’étaient pas utilisées, et l’impossibilité d’appliquer des conditions
aux limites en plusieurs séquences.

Une difficulté apparaît notamment lorsqu’on souhaite piloter en force un problème
tel que le cas-test pull-through, avec une force imposée supérieure à la valeur telle que
l’ensemble des éléments cohésifs s’endommagent. Dans ce cas précis, le calcul diverge,
et nous proposons deux explications à cela. La première est que la structure devient
rapidement très souple, dans ce cas une régularisation visqueuse pourrait être utilisée.
La seconde explication est que les lois de comportement utilisées présentent un seuil
de décohésion (pM) ce qui implique en fait que la force cohésive est plafonnée. Ainsi,
lorsque l’essai est piloté en force, le calcul diverge dès lors que la force imposée dépasse
ce seuil plafond. Cependant, ce type de problème auquel nous avons été confronté
concerne un cas-test particulièrement sévère où tous les éléments de la structure s’en-
dommagent, ce qui est en réalité peu probable lors d’un essai de mise en forme. De
plus, l’ajout du frottement est susceptible de régulariser ce problème puisqu’il restera
a priori un effort résiduel – cela restant à tester et étudier.

Enfin, la question de la conséquence des grandes transformations des solides reliés
par des éléments d’interface sur la description de ceux-ci reste ouverte, comme nous
l’avons vu dans la partie 7.3.4. Il reste notamment à évaluer si les grands déplacements
globaux lors de la mise en forme se traduisent au niveau de l’interface par de grands
déplacements relatifs. Le cas échéant, diverses options peuvent être envisagées : une
solution de remaillage via une recherche du plus proche voisin, ou l’utilisation d’un
algorithme de contact auquel on ajouterait un comportement d’adhésion. Un premier
pas pourrait consister en l’établissement d’un critère purement géométrique reliant
la taille de maille de la discrétisation éléments finis au glissement inter-pli qui peut
être calculé compte tenu de la géométrie du moule et de l’épaisseur d’une couche de



7.5 Défis et perspectives 189

renfort. On pourrait par exemple considérer que la taille de maille dans la direction du
glissement doit être deux fois supérieure au déplacement relatif calculé par de simples
considérations géométriques.

Conclusion du chapitre
En vue de modéliser un empilement de renforts HiTape®, nous nous sommes in-

téressés dans ce chapitre au problème de l’équilibre de deux solides en contact séparés
par une interface dont le comportement de non-pénétration, adhésion et frottement
a été établi au chapitre 5. En nous basant sur les implémentations dans Z-set an-
térieures à ce travail de thèse, nous avons identifié deux stratégies distinctes pour
représenter le comportement souhaité pour l’interface : d’une part un algorithme de
contact avec frottement traité par pénalité, et d’autre part des éléments d’interface en
Lagrangien augmenté. L’algorithme de contact permet de décrire de manière satisfai-
sante la non-pénétration et le frottement de Coulomb, cependant il faudrait ajouter le
comportement d’adhésion souhaité. Par ailleurs, il présente des limites liées au temps
de calcul et à la sensibilité au maillage. En particulier, dans l’optique de simuler le
comportement de plusieurs plis, le temps de calcul est critique.

Faisant le choix de l’utilisation des éléments d’interface, nous avons dans un pre-
mier temps restreint le problème à celui d’une interface adhésive (sans frottement), et
montré que les éléments finis d’interface mixtes constituent une solution satisfaisante
pour la modélisation de cette interface. Cependant, ces éléments et leur loi de com-
portement nécessitent d’être modifiés pour représenter le comportement de frottement
souhaité. Restreignant dans un deuxième temps le problème à celui d’une interface
présentant un comportement de frottement de Coulomb avec non-pénétration, nous
avons proposé et validé une adaptation possible des éléments d’interface et de leur
loi de comportement afin que celle-ci décrive la non-pénétration et le frottement de
Coulomb. Plusieurs défis restent cependant à relever, dont les deux majeurs sont le
couplage du frottement et de l’adhésion, et l’étude du comportement de ces éléments
lorsque les solides sont soumis à de grandes transformations.
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Contexte du travail de thèse
Industriel Ce travail de thèse a été initié par Hexcel Reinforcements dans un contexte
de développement des procédés directs pour la mise en œuvre de pièces aéronautiques
structurelles, afin de répondre aux besoins des constructeurs aéronautiques en termes
de cadence et de coût de production tout en satisfaisant les impératifs de qualité. Ce
travail a porté particulièrement sur le renfort unidirectionnel sec HiTape®, développé
spécifiquement pour répondre à ces exigences. La présence d’un voile thermoplastique
de chaque côté du renfort unidirectionnel permet notamment l’automatisation de sa
dépose, envisagée à plat dans un souci d’optimisation, ce qui implique une étape ul-
térieure de mise en forme de l’empilement de renforts. Cette thèse a visé à initier la
modélisation et la simulation d’un empilement de renforts HiTape® UD sec lors de
sa mise en forme par double membrane à chaud, avec l’objectif de prédire l’état final
de la préforme et l’éventuelle apparition de défauts. En termes de modélisation, nous
avons considéré que ce procédé est isotherme (puisqu’à la température de fusion du
voile) et suffisamment lent pour être vu comme une succession d’états d’équilibre.

Académique Cette thèse s’est déroulée au sein du laboratoire Georges Friedel de Mines
Saint-Étienne, et a également impliqué le LaMCoS de l’INSA-Lyon. En parallèle, la
chaire industrielle Hexcel à Mines Saint-Étienne (2015-2020) a pour objectif de struc-
turer le cadre numérique de la simulation de l’étape d’infusion des renforts fibreux dans
les procédés directs. Afin de disposer d’un outil unique pour simuler l’ensemble des
étapes de la mise en œuvre des composites par infusion, ce travail de thèse s’est inscrit
dans la continuité de l’ensemble des développements réalisés à Mines Saint-Étienne
dans le solveur éléments finis Z-set.

Synthèse des travaux réalisés
Expérimental Partant du constat de la spécificité structurelle du renfort étudié, la
première phase du travail a consisté en une compréhension de son comportement mé-
canique. Pour cela, une étude bibliographique sur le comportement des renforts fibreux
en général a été menée, avec l’objectif d’établir une stratégie de caractérisation et de
modélisation pertinente pour le renfort HiTape®. Pour cela, il a été postulé que le
voile ne pénètre pas dans le réseau de fibres au cours de la mise en forme, i.e. il reste à
l’interface entre les plis. Par conséquent, la modélisation du renfort a pu être scindée
en deux études : d’une part, celle du comportement intra-pli dont la structure est celle
d’un milieu fibreux UD sec, et d’autre part celle de l’interface entre les plis, dont la
structure est plus proche de celle entre deux renforts pré-imprégnés de TP au-dessus
de sa température de fusion.
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Les réponses du milieu intra-pli d’une part ont été analysées sous diverses sollici-
tations, et nous en avons identifié trois dont les réponses dominent le comportement
au premier ordre : la traction longitudinale (sens fibres), la compaction et la flexion
longitudinale hors-plan. Le comportement en traction longitudinale a été considéré li-
néaire élastique et a été déduit de la fraction volumique de fibres et du comportement
connu des fibres. Ensuite, compte tenu du procédé de mise en forme considéré et de la
structure fibreuse du matériau, le comportement de compaction a été pris en compte ;
il est fortement non-linéaire et a été déduit de travaux expérimentaux précédents. Ces
deux comportements ont été supposés indépendants de la présence du voile (et donc
du temps et de la température). En revanche, en flexion hors-plan, l’influence de la
température est non négligeable, comme nous l’avons observé expérimentalement. Les
mobilités entre les fibres induisent un comportement non-linéaire qui influence forte-
ment la présence et la nature des plissements qui peuvent apparaître lors de la mise
en forme notamment. Pour caractériser ce comportement en flexion, un essai de type
flexomètre de Peirce modifié et sa méthode associée ont été mis en place au sein du
laboratoire R&T d’Hexcel. Des plis unitaires, puis des empilements, ont ainsi été ca-
ractérisés, ce qui a permis de mettre en évidence non seulement la faible rigidité en
flexion d’un pli unitaire comparée à celle induite par sa rigidité longitudinale, mais
aussi la souplesse supplémentaire en flexion induite par la présence du voile TP entre
les couches d’un empilement.

D’autre part, nous nous sommes intéressés aux réponses de l’interface entre les
plis du renfort HiTape® sous des sollicitations interlaminaires, i.e. la décohésion et
le frottement inter-pli, ces réponses étant dominées par la présence du voile TP. Ce
travail de thèse a mis l’accent sur le comportement de frottement inter-pli. Pour cela,
nous avons mis en place une méthode de caractérisation spécifique avec un essai de
type pull-through, réalisé à la température de fusion du voile et surtout permettant
de caractériser le renfort dans des conditions d’essai représentatives de la mise en
forme. Un régime de frottement lubrifié hydrodynamique a été obtenu via une relation
linéaire croissante entre le coefficient de frottement et le nombre de Hersey divisé par
la viscosité du TP supposée constante. Du point de vue industriel, ce résultat signifie
que pour favoriser le glissement inter-pli afin de limiter l’apparition de défauts de type
plissements, une mise en forme à haute pression et basse vitesse est préconisée.

Modélisations mécanique et numérique Nous avons sélectionné une approche continue
à l’échelle d’une couche de renfort. De la même façon que nous avons scindé l’étude
expérimentale en une caractérisation intra-pli et une caractérisation inter-pli, la modé-
lisation mécanique d’un empilement de renforts HiTape® peut être réalisée via deux
milieux distincts. D’un côté, le milieu intra-pli présente un comportement isotrope
transverse non-linéaire dominé par la direction des fibres ; de l’autre, nous avons at-
tribué à l’interface un comportement spécifique d’adhésion et de frottement. Ces deux
milieux ont été superposés pour figurer un empilement de renforts, i.e. une préforme
fibreuse. La modélisation a été proposée dans un cadre de grandes transformations,
puisque de grands déplacements et de grandes rotations interviennent lors de la mise
en forme.

Pour décrire le comportement du milieu intra-pli, nous avons sélectionné une for-
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mulation hyperélastique adaptée aux grandes transformations. Elle est basée sur la
définition de modes de déformations découplés : l’élongation, la compaction latérale,
la compaction isochore et le cisaillement. Cette approche permet de décrire les non-
linéarités matérielles, et l’identification du comportement matériau est facilitée par
le sens physique des grandeurs manipulées. Cette loi de comportement vérifie la plus
grande partie des conditions d’admissibilité thermodynamiques, mais on rappelle que
sa quasi-convexité n’a pas été prouvée. Des formes quadratiques ont été proposées
pour tous les potentiels, excepté la compaction isochore dont nous avons caractérisé le
comportement non-linéaire à l’aide de travaux précédents. Cette loi de comportement
hyperélastique a été implémentée dans la suite logicielle Z-set, et le problème numé-
rique de l’équilibre d’un solide hyperélastique en grandes transformations a été résolu
par la méthode des éléments finis. La cohérence de la loi implémentée avec d’autres lois
dans un cadre de petites perturbations a été vérifiée. Un essai de flexion a également
été simulé et a permis de décrire le phénomène suivant : lorsque la rigidité longitudinale
est très grande au regard des autres rigidités du milieu intra-pli et indépendamment
d’un éventuel verrouillage numérique, la structure adopte d’autres modes de défor-
mations que l’élongation de l’extra-dos et la compression de l’intra-dos. En effet, un
phénomène de localisation dominé par le cisaillement apparaît, se traduisant par du
flambage local, qui a par ailleurs été observé expérimentalement sur des empilements
épais.

Pour l’interface entre les plis, l’existence d’une énergie interne surfacique a été pos-
tulée. Des pseudo-potentiels d’énergie libre et de dissipation thermodynamiquement
admissibles ont alors été proposés pour décrire le couplage entre le frottement et le
phénomène de décohésion, tout en respectant la condition de non-pénétration entre
les solides. D’un point de vue numérique, la présence d’une interface entre deux so-
lides peut être traitée soit avec un algorithme de contact – conçu pour respecter les
conditions de contact unilatéral avec éventuellement du frottement pur de Coulomb
mais pas d’adhésion –, soit avec des éléments cohésifs – conçus plutôt pour respecter
la non-pénétration et décrire l’adhésion mais pas de frottement. Nous avons proposé
quelques points de comparaison entre ces deux options, et nous avons montré que le
choix des éléments cohésifs est pertinent, notamment en termes de temps de calcul –
ce qui n’est pas anodin dans l’optique de simuler la mise en forme tridimensionnelle de
renforts multi-couches. L’utilisation des éléments cohésifs présente également les avan-
tages de la complexification potentielle du comportement pour inclure des phénomènes
dissipatifs tels que le frottement, de la stabilité de la réponse, et de la faible sensibilité
au maillage. En cohérence avec cette stratégie, nous avons utilisé l’élément fini mixte
d’interface de Lorentz pour modéliser l’interface entre les plis, et nous avons vu qu’il
permet de façon satisfaisante de décrire le comportement souhaité restreint à la non-
pénétration et à l’adhésion (pas de frottement) dans un premier temps. Ce type de
comportement peut être utilisé pour simuler l’apparition de glissement inter-pli lors de
la mise en forme d’empilements de renforts sur une géométrie de type raidisseur Omega
comme illustré sur la figure ii ci-après. Dans un second temps, nous avons réalisé et
validé les modifications nécessaires de l’élément fini mixte d’interface pour décrire le
comportement souhaité, restreint cette fois au contact unilatéral avec frottement sans
adhésion.
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Figure ii – Visualisation ( via le déplacement vertical) du glissement inter-pli au cours de
la mise en forme de trois couches de renforts (au comportement hyperélastique isotrope de
Mooney-Rivlin et séparées par une interface au comportement de Crisfield) sur une géomé-
trie de type raidisseur Omega (seule la moitié est visible) sans frottement sous l’effet d’une
pression normale suiveuse homogène dans un cadre de grandes transformations.

Défis et perspectives
Expérimental En vue d’améliorer la connaissance de notre matériau, divers essais sup-
plémentaires pourraient être conduits. Tout d’abord, nous rappelons que nous avons
observé un régime lubrifié hydrodynamique pour le frottement. Le coefficient de frotte-
ment a donc été supposé indépendant de l’orientation des fibres (car indépendant de la
rugosité de la surface), ce qui constitue une hypothèse forte. Une étude complémentaire
de l’influence de l’orientation des fibres sur le coefficient de frottement pourrait être
entreprise. Nous avons également supposé que le voile ne pénètre pas dans le milieu
intra-pli au cours de la mise en forme ; des essais de compression à chaud (plutôt qu’à
température ambiante) pourraient être mis en place afin de vérifier cette hypothèse.
Ensuite, en vue de quantifier le comportement d’adhésion/décohésion, un test de dé-
cohésion de type probe tack test par exemple pourrait être réalisé. Enfin, à l’échelle du
procédé de mise en forme, les effets visqueux dus au voile (influence du temps et de la
phase de montée en température par exemple) sur le comportement de l’empilement
pourraient faire l’objet de travaux complémentaires.

Modélisations mécanique et numérique Nous voyons deux principaux axes de perspec-
tives pour des travaux ultérieurs, qui découlent directement de ce travail de thèse.
Après avoir présenté chacun d’entre eux, nous aborderons les défis à relever, plus glo-
baux, non propres à l’HiTape® mais plutôt aux renforts fibreux de manière générale.

Le premier axe part du constat que le modèle hyperélastique proposé, basé sur
l’écriture de la densité d’énergie de déformation, ne permet pas de décrire un compor-
tement spécifique en flexion qui soit indépendant du comportement en traction. En fait,
la rigidité de flexion induite par la rigidité de tension est largement surestimée, et ne
permet pas de décrire l’apparition des défauts tels que des plissements ou ondulations
qui nous intéressent notamment. Ce phénomène peut être illustré par la simulation de
la mise en forme d’un pli unitaire rectangulaire sur une demi-sphère, présentée sur la
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(a) (b)

Figure iii – Visualisation ( via le déplacement vertical) de la mise en forme d’un pli uni-
taire rectangulaire (au comportement hyperélastique isotrope de Mooney-Rivlin) sur une demi-
sphère (seul un quart est visible) sans frottement sous l’effet d’une pression normale suiveuse
homogène dans un cadre de grandes transformations. Sans prendre en compte la rigidité de
flexion spécifique des renforts fibreux, des instabilités géométriques sont présentes et pro-
voquent un saut de solution de la déformée de gauche (a) à celle de droite (b).

figure iii : sans prendre en compte la rigidité de flexion spécifique des renforts fibreux,
les plissements ne peuvent pas se former et des instabilités géométriques typiques des
structures apparaissent. La prise en compte de ce comportement spécifique en flexion
nécessite de sortir du cadre des milieux de Cauchy, et nous proposons pour cela de
faire appel aux milieux continus généralisés de type Cosserat, second gradient ou bien
couple de contraintes. Ces milieux permettent d’avoir accès aux courbures et micro-
moments conjugués ; ils apportent des informations sur la longueur interne des milieux
fibreux. Les bases de cette démarche ont été posées, mais le modèle mécanique doit
être plus amplement développé : le choix des conditions aux limites statiques et le sens
physique des grandeurs manipulées restent des questions ouvertes à ce jour, ainsi que
la méthode d’identification aux résultats expérimentaux (probablement méthode in-
verse). D’un point de vue numérique, l’exigence d’une rigidité de flexion plus faible que
celle induite par le comportement en traction suggère une méthode de superposition
d’éléments finis, avec un élément volumique présentant la rigidité de flexion souhaitée,
sur le plan médian duquel on ajoute un élément de membrane porteur de la rigidité
longitudinale.

Le second axe de perspectives dans la continuité directe de cette thèse consiste à
approfondir le travail de modélisation du comportement de l’interface via des éléments
cohésifs – la stratégie sélectionnée. En particulier, la robustesse de la résolution du pro-
blème avec l’élément d’interface modifié pour décrire du frottement est tout d’abord à
étudier plus amplement, avec notamment un travail à poursuivre sur le paramètre de
régularisation (en le rendant adaptatif par exemple). Dans un second temps, une nou-
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velle version de l’élément d’interface mixte pourrait être implémentée, avec des degrés
de libertés supplémentaires afin de coupler les comportements de contact-adhésion et
de frottement comme proposé dans le modèle de Talon & Curnier. Enfin, en toile de
fond, la question de la capacité des éléments cohésifs à décrire le comportement de l’in-
terface entre des solides soumis à de grandes transformations est à approfondir. Il reste
notamment à évaluer si les grands déplacements globaux lors de la mise en forme se
traduisent au niveau de l’interface par de grands déplacements relatifs. Le cas échéant,
diverses options peuvent être envisagées : l’établissement d’un critère lié au maillage,
des solutions de remaillage via une recherche du plus proche voisin, ou l’utilisation
d’un algorithme de contact auquel on ajouterait un comportement d’adhésion. Enfin,
afin de se rapprocher du comportement obtenu expérimentalement, il serait judicieux
rendre le coefficient de frottement dépendant de la pression, puis de la vitesse. Son
orthotropie éventuelle (en fonction de l’orientation des plis) pourrait également être
décrite, sous réserve de précautions à prendre pour rester dans un cadre thermodyna-
miquement admissible.

D’un point de vue plus général (hors de la formulation hyperélastique adoptée),
nous devons faire face à plusieurs difficultés inhérentes à la simulation de la mise en
forme des renforts fibreux. Tout d’abord, les renforts présentent une faible épaisseur
au regard de leurs autres dimensions, ce qui peut générer des problèmes de verrouillage
en cisaillement. Ensuite, la forte anisotropie du comportement des renforts implique
des difficultés de convergence, accentuées dans notre cas puisque le renfort HiTape®
présente une rigidité longitudinale largement supérieure aux autres rigidités (environ
8 ordres de grandeurs). Des stratégies numériques pourraient donc être étudiées (mul-
tiplicateurs de Lagrange, pénalité) pour faciliter la convergence dans notre cas de forte
anisotropie due à la quasi-inextensibilité des fibres dans leur direction. Finalement, lors
de la simulation d’un procédé de mise en forme spécifique, d’autres éléments « tech-
nologiques » doivent être pris en compte, tels que les membranes, ou le contact avec
le moule. La figure iv illustre la mise en forme d’un pli unitaire sur une géométrie de
type Omega, qui constitue une géométrie de référence pour la mise en forme. D’autres
géométries non développables pourraient ensuite être considérées : des variations lo-
cales d’épaisseur sur le raidisseur Omega, puis des géométries à doubles courbures de
type peau. Enfin, des difficultés inhérentes à l’utilisation des lois cohésives avec effets
d’adoucissement ont été identifiées, et des solutions de régularisation visqueuse pour
retarder la restitution éventuellement brutale d’énergie, ou bien d’autres méthodes
pilotages du calcul pourraient être étudiées.



199

Figure iv – Visualisation ( via le déplacement vertical) de la mise en forme d’un pli unitaire
rectangulaire (au comportement hyperélastique isotrope de Mooney-Rivlin) sur une géométrie
de type raidisseur Omega (seule la moitié est visible) sans frottement sous l’effet d’une pres-
sion normale suiveuse homogène dans un cadre de grandes transformations. Une fois que la
préforme est en contact avec le moule ( 1○), la mise en forme débute jusqu’à contact de toute
sa surface avec le moule ( 2○ puis 3○ puis 4○).





Annexes





A Potentiels hyperélastiques
orthotropes

Un matériau est orthotrope s’il présente trois plans de symétrie normaux deux à
deux, caractérisés chacun par leur normale unitaire Mi pi “ 1, 2, 3q dans la configura-
tion initiale. Ses trois tenseurs de structure sont les Mii “Mi bMi, (i “ 1, 2, 3).

Nous listons ici des potentiels hyperélastiques dans le cas d’un matériau orthotrope.

A.1 Saint-Venant, une généralisation de la loi de Hooke
Le potentiel de Saint-Venant orthotrope est une généralisation de la loi de Hooke

établie dans un cadre de petites transformations. Il est exprimé en fonction des constantes
matériau classiques :

W “
1

2

3
ÿ

i,j

aijTr
´

E Li

¯

Tr
´

E Lj

¯

`

3
ÿ

i,j‰i

GijTr
´

E LiE Lj

¯

`Op||E||3q

où :

aii “
1´ νjkνkj

∆
Ei ; aji “ aij “

νij ´ νkjνik
∆

; ∆ “ 1´ν12ν21´ν13ν31´ν23ν32´2ν21ν32ν13

pour i ‰ j ‰ k. Les Ei, Gij “ Gji et νij “ νjiEj{Ei (i ‰ j “ 1, 2, 3) correspondent
respectivement aux modules d’Young, aux modules de cisaillement de Lamé, et aux
coefficients de Poisson [111,118].

A.2 En fonction des invariants classiques du tenseur des dilatations
de Cauchy-Green droit
D’après le théorème de Rychlewski dans le cas d’un matériau orthotrope :

W pC,M1,M2,M3q “ W pI1, I2, I3, I41, I42, I43, I412, I423, I51, I52, I53, q

avec I1, I2, I3 rappelés dans l’annexe B.1 et :

‚ I4i “ Mi ¨ C ¨Mi “ C : Mi où i “ 1, 2, 3

‚ I4ij “ Mi ¨ C ¨Mj où pi, jq “ p1, 2q, p2, 3q

‚ I5i “ Mi ¨ C
2
¨Mi où i “ 1, 2, 3
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La loi hyperélastique dans le cas d’un matériau orthotrope peut alors s’écrire [119] :

S “ 2
BW

BC
“ 2

«

3
ÿ

i“1

˜

BW

BIi

BIi
BC

`
BW

BI4i

BI4i

BC
`
BWortho

BI5i

BI5i

BC

¸

`
BW

BI412

BI412

BC
`
BW

BI423

BI423

BC

ff (A.1)

où les
BIi
BC

,
BI4i

BC
,
BI4ij

BC
,
BI5i

BC
peuvent être trouvés dans la référence [37].

A.3 En fonction d’invariants « physiques » du tenseur des dilata-
tions de Cauchy-Green droit
Tout comme pour le cas isotrope transverse, des invariants physiques ont été pro-

posés [37,46] dans le cas orthotrope (α “ 1, 2) :

‚ Ielong α “
1

2
ln pI4αq

‚ Icomp “
1

2
ln

ˆ

I3

I41I42p1´ Icp
2
q

˙

‚ Icp “
I412

a

I41I42

“ sinpγq

‚ Ict α “
I4α3

a

I4αI43

.

(A.2)

Ces invariants sont liés, dans l’ordre, à l’élongation dans la direction Mα, à la com-
pression dans l’épaisseur du renfort (direction M3), au cisaillement dans le plan du
renfort (de normale M3), et au cisaillement transverse dans les plans de normales
Mα (α “ 1, 2). En faisant l’hypothèse que les modes de déformation sont découplés,
l’énergie de déformation proposée s’écrit :

Wortho “Welong1pIelong1q `Welong2pIelong2q `WcomppIcompq

`WcppIcpq `Wct1pIct1q `Wct2pIct2q

et la loi hyperélastique devient :

S “ 2

˜

BWelong1

BIelong1

BIelong1
BC

`
BWelong2

BIelong2

BIelong2
BC

`
BWcp

BIcp

BIcp
BC

`
BWcomp

BIcomp

BIcomp
BC

`
BWct1

BIct1

BIct1
BC

`
BWct2

BIct2

BIct2
BC

¸

où les dérivées partielles des invariants physiques sont données dans l’annexe de [37].



B Calcul tensoriel :
les invariants et leurs dérivées dans le cas
d’un matériau isotrope transverse

Notations
Nous nous intéressons à un matériau isotrope transverse de direction privilégiée

décrite par le vecteur unitaire M et le tenseur de structure associé M . Les notations
suivantes sont adoptées :

I “ δij ei b ej “ ei b ei
`

AbB
˘

ijkl
“ AijBkl

`

A sbB
˘

ijkl
“ AikBjl

`

AbB
˘

ijkl
“ AilBjk

où δij est le symbole de Kronecker, et où la notation d’Einstein sur les indices répétés
est utilisée.

B.1 Invariants classiques
Les invariants classiques du tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit C dans

le cas d’un matériau isotrope transverse de tenseur de structure M sont les suivants :

‚ I1 “ TrC “ C : I “ δijCij

‚ I2 “
1

2

”

`

TrC
˘2
´ Tr

`

C2
˘

ı

“ C : C “ CijCij

‚ I3 “ detC “ J2

‚ I4 “ C : M “M ¨ C ¨M

‚ I5 “ C2 : M “M ¨ C2
¨M

B.2 Invariants physiques
Les invariants « physiques » du tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit

C dans le cas d’un matériau isotrope transverse de tenseur de structure M sont les
suivants [109] :
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transverse

‚ Ielong “
1

2
ln pI4q

‚ Icp lat “
1

4
ln

ˆ

I3

I4

˙

‚ Icp iso “
1

2
ln

¨

˝

I1I4 ´ I5

2
?
I3I4

`

d

ˆ

I1I4 ´ I5

2
?
I3I4

˙2

´ 1

˛

‚

‚ Icis “

d

I5

I2
4

´ 1

B.3 Dérivées premières des invariants classiques
Les dérivées premières des invariants classiques du tenseur des dilatations de Cauchy-

Green droit C dans le cas d’un matériau isotrope transverse de tenseur de structure
M sont les suivantes. Elles interviennent dans le calcul du tenseur de contraintes dans
la loi hyperélastique.

‚
BI1

BC
“ I

‚
BI2

BC
“

`

TrC
˘

I ´ C

‚
BI3

BC
“

`

detC
˘

C´1

‚
BI4

BC
“ M

‚
BI5

BC
“ C ¨M `M ¨ C car C est symétrique

B.4 Dérivées premières des invariants physiques
Les dérivées premières des invariants « physiques » du tenseur des dilatations de

Cauchy-Green droit C dans le cas d’un matériau isotrope transverse de tenseur de
structure M sont les suivantes [109]. Elles interviennent dans le calcul du tenseur de
contraintes dans la loi hyperélastique.
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‚
BIelong
BC

“
1

2 I4

M

‚
BIcp lat
BC

“
1

4

ˆ

C´1
´

1

I4

M

˙

‚
BIcp iso
BC

“

2 I4 I ´ pI1I4 ´ I5qC
´1
`

ˆ

I1 `
I5

I4

˙

M ´ 2 pC ¨M `M ¨ Cq

4

b

pI1I4 ´ I5q
2
´ 4I3I4

‚
BIcis
BC

“
1

2 Icis

„

1

I4
2 pC ¨M `M ¨ Cq ´

2 I5

I4
3 M



Commentons les cas où ces dérivées ne sont pas définies :

— Ces quatre dérivées ne sont définies que si I4 ‰ 0 ce qui est toujours le cas
car sinon cela signifierait que la transformation annule la composante selon la
direction des fibres pour tout vecteur.

— La dérivée de Icp iso n’est définie que si son dénominateur est non nul. Dans le
cas simple où C est diagonal par exemple, le caractère nul de son dénominateur
équivaut à C22 “ C33 soit de la compaction latérale et une absence de com-
paction isochore. Dans ce cas, l’énergie associée à la compaction isochore et sa
contribution à la contrainte sont nulles par construction.

— La dérivée de Icis n’est définie que pour Icis ‰ 0. Si Icis “ 0, alors par construc-
tion l’énergie associée à la déformation par cisaillement et sa contribution à la
contrainte sont nulles.

B.5 Dérivées secondes des invariants physiques

B.5.1 Expressions analytiques calculées par nos soins

Les dérivées secondes des invariants « physiques » du tenseur des dilatations de
Cauchy-Green droit C dans le cas d’un matériau isotrope transverse de tenseur de
structureM sont les suivantes. Elles interviennent dans le calcul du tenseur de modules
d’élasticité tangents

„
C dans la loi hyperélastique.
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transverse
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avec, puisque C est symétrique :
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Les cas où ces dérivées ne sont pas définies ont été commentés dans la partie B.4
précédente.

B.5.2 Calcul par perturbation
Les dérivées secondes des invariants « physiques » du tenseur des dilatations de

Cauchy-Green droit C que nous venons de présenter en un point donné peuvent par
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ailleurs être approchées numériquement par perturbation. Nous présentons cette mé-
thode, qui nous a permis de vérifier les expressions analytiques.

Soient G, C et U des tenseurs d’ordre 2, et ε P R. Rappelons la définition de la
dérivée directionnelle de G fonction de C dans la direction U [163] :

DG
`
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˘ “

U
‰

“ lim
εÑ0

1

ε
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`

C ` ε U
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´G
`

C
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(B.1)

Appliquant cette définition, la dérivée directionnelle de
BIl

BC
– où « l » peut être

remplacé indifféremment par « elong », « cp lat », « cp iso » ou « cis » – dans la direction
Em b En, pm,nq P t1, 2, 3u2 est donc :
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Ainsi chaque composante ijmn du tenseur d’ordre 4 recherché est donnée par :
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où pi, j,m, nq P t1, 2, 3u4. En choissant ε suffisamment petit, par exemple ε “ 10´8,
on peut approcher la dérivée recherchant par la demi-somme des dérivées obtenues
avec `ε et ´ε. Chaque composante ijmn est alors obtenue séparément de la façon
suivante :

˜
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(B.4)





C Évolutions du
potentiel hyperélastique et des invariants
physiques en fonction des invariants clas-
siques

On considère le cas-test 6-A présenté dans la partie 6.2.2 (p.132). On représente
ici, à titre d’information, d’une part les évolutions des invariants physiques en fonction
de chacun des invariants classiques sur la figure C.1, et d’autre part les évolutions des
différentes contributions du potentiel hyperélastique en fonction de chacun des inva-
riants classiques sur la figure C.2.

On observe que les invariants physiques ne sont pas des fonctions convexes des
invariants classiques, en particulier : Icis est une fonction concave de tous les invariants
classiques, Icp iso est une fonction concave de I1, et les deux autres invariants physiques
Icp lat et Ielong semblent également légèrement concaves. Cependant cela ne permet pas
de conclure quant à la quasi-convexité du potentiel hyperélastique.
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classiques
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Figure C.1 – Évolutions des invariants physiques en fonction de chacun des invariants
classiques dans le cas-test 6-A.
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Figure C.2 – Évolutions des différentes contributions du potentiel hyperélastique en fonction
de chacun des invariants classiques dans le cas-test 6-A.





D Méthode de résolution par pilotage
en longueur d’arc

La résolution par pilotage en longueur d’arc [164–166] consiste à rajouter un degré
de liberté scalaire β correspondant à une intensité de chargement, ainsi qu’une nou-
velle équation scalaire. Ce paramètre β permet alors de ne plus résoudre le calcul en
incrémentant en force ou en déplacement, mais en incrémentant en longueur d’arc L
constante sur la courbe β ´ U . Le problème à résoudre se présente alors ainsi :

#

hp∆u,∆βq “ }p∆u,∆βq}2 “ L2 (a)
Rpu, βq “ Fintpuq ´ Fextpβq “ 0 (b)

(D.1)

où la fonction scalaire hp∆u,∆βq correspond à un produit scalaire à définir. Un choix
classique sur lequel on se base ici est celui de la méthode de Crisfield :

hp∆u,∆βq “ }p∆u,∆βq}2 “ p∆u,∆βq ˝ p∆u,∆βq “ ∆u ¨∆u`Ψ2∆β2
“ L2 (D.2)

où Ψ est un scalaire choisi par l’utilisateur (par exemple : Ψ “ 1).

Pour résoudre le problème D.1, l’algorithme itératif de Newton-Raphson est utilisé.
On suppose que la solution convergée à l’incrément c notée puc, βcq est connue, et on
cherche la solution convergée puc`1, βc`1q à l’incrément c ` 1. A l’itération i ` 1, la
solution est égale à la somme de la solution convergée au précédent incrément, la
correction incrémentale et la correction de l’itération :

#

u
pi`1q
c`1 “ uc `∆u

pi`1q
c`1 “ uc ` ∆u

piq
c`1 ` δu

pi`1q
c`1

β
pi`1q
c`1 “ βc `∆β

pi`1q
c`1 “ βc ` ∆β

piq
c`1 ` δβ

pi`1q
c`1

(D.3)

où les inconnues du problème sont les δupi`1q
c`1 et δβi`1

c`1. Pour les trouver, nous pouvons
ré-écrire les expressions D.1b et D.1a.

D’une part, on fait un développement limité à l’ordre 1 du résidu à l’itération i` 1
donné par l’équation D.1b au voisinage de l’itération précédente pupiqc`1, β

piq
c`1q, et on

écrit que ce résidu est nul :

Rpu
pi`1q
c`1 , β

pi`1q
c`1 q « Rpu

piq
c`1, β

piq
c`1q `K

piq
c`1 δu

pi`1q
c`1 ´Q

piq
c`1 δβ

pi`1q
c`1 “ 0 (D.4)
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où :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

K
piq
c`1 “

BRpu, βq

Bu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

puc`∆u
piq
c`1,βc`∆β

piq
c`1q

“
BF intpuq

Bu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

puc`∆u
piq
c`1,βc`∆β

piq
c`1q

Q
piq
c`1 “ ´

BRpu, βq

Bβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

puc`∆u
piq
c`1,βc`∆β

piq
c`1q

“
BF extpβq

Bβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

puc`∆u
piq
c`1,βc`∆β

piq
c`1q

(D.5)

La solution δui`1
c`1 de l’équation D.4 peut alors s’écrire de la façon suivante :

δu
pi`1q
c`1 “ δu

pi`1q
c`1 ` δβ

pi`1q
c`1 pu

pi`1q
c`1 (D.6)

avec :

δu
pi`1q
c`1 “ ´K

piq
c`1

´1
Rpu

piq
c`1, β

piq
c`1q et pu

pi`1q
c`1 “ ´K

piq
c`1

´1
Q
piq
c`1

où δupi`1q
c`1 représente la variation de la solution δupi`1q

c`1 pour corriger l’erreur linéarisée
pour un β constant, et pupi`1q

c`1 la variation de la solution δupi`1q
c`1 avec β.

D’autre part, l’équation D.1a avec hp∆u,∆βq donné par l’expression D.2 peut se
mettre sous la forme :

a δβ
pi`1q
c`1

2
` b δβ

pi`1q
c`1 ` c “ 0 (D.7)

où :
$

’

’

&

’

’

%

a “ pu
pi`1q
c`1 ¨ pu

pi`1q
c`1 `Ψ2

b “ 2 pu
pi`1q
c`1 ¨ p∆u

piq
c`1 ` δu

pi`1q
c`1 q ` 2Ψ2∆β

piq
c`1

c “ p∆u
piq
c`1 ` δu

pi`1q
c`1 q ¨ p∆u

piq
c`1 ` δu

pi`1q
c`1 q `Ψ2∆β

piq
c`1 ´ L

2

(D.8)

Il s’agit d’une équation quadratique de discriminant α “ b2´4ac, dont la (ou les) solu-
tion(s), sous réserve d’existence, donne(nt) δβpi`1q

c`1 . S’il y a deux solutions réelles, l’une
d’entre elles doit être choisie. Selon l’étape de l’algorithme (figure D.1), la stratégie
peut être différente. En effet, pour la prédiction, la solution peut être sélectionnée en
considérant par exemple le signe du déterminant de la matrice tangente, l’incrément
de travail des forces extérieures, un "paramètre de rigidité", ou encore le point qui "va
vers l’avant" [166]. Pour la correction, les critères classiques sont les suivants :

— minimisation de l’angle entre deux incréments, i.e. la solution choisie est celle qui
correspond au point le plus proche de celui obtenu lors de la précédente itération
sur la courbe β´u, i.e. celle qui minimise le produit scalaire p∆upi`1q

c`1 ,∆β
pi`1q
c`1 q ˝

p∆u
piq
c`1,∆β

piq
c`1q défini par exemple dans l’équation D.2 ;

— minimisation du résidu, ce qui nécessite de calculer les résidus pour chaque so-
lution (lourd) ;

— minimisation de l’écart à la solution linéarisée.
Connaissant la solution convergée puc, βcq à l’incrément c, l’algorithme itératif de

Newton-Raphson adapté à la résolution en longueur d’arc et présenté sur la figure D.1
permet de calculer la solution puc`1, βc`1q à l’incrément suivant c` 1.
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1. Prédiction - initialisation (i “ 0) :
=> Initialisation δup0qc`1 “ ∆u

p0q
c`1 “ ∆β

p0q
c`1 “ 0

=> Initialisation pu
p0q
c`1 “ ´Kc

´1 Qc (équation D.6)

=> Calcul et sélection de δβp0qc`1 (équation D.7)

=> Calcul de δup0qc`1 (équation D.6)

=> Calcul de la prédiction pup0qc`1, β
p0q
c`1q (équation D.3)

=> Calcul de la rigidité tangente globale Kp0q
c`1? ou bien Kc ???

=> Calcul du résidu initial Rpup0qc`1q “ K
p0q
c`1 u

p0q
c`1 ´ Fc`1

ext

2. Correction (i` 1 ą 1) pour i=0,1,.. :
=> Calcul de la rigidité tangente globale Kpi`1q

c`1 via la loi de
comportement

=> Calculs de δupi`1q
c`1 , pu

pi`1q
c`1 (équation D.6)

=> Calcul et sélection de la correction δβpi`1q
c`1 (équation D.7) :

=> Si 0 solution réelle : la longueur L est diminuée et retour à
l’étape 1.

=> Si 1 solution réelle : c’est la correction δβpi`1q
c`1

=> Si 2 solutions réelles : la correction δβpi`1q
c`1 est sélectionnée

parmi les 2 solutions
=> Calcul de la correction δupi`1q

c`1 (équation D.6)

=> Calcul de la nouvelle solution pupi`1q
c`1 , β

pi`1q
c`1 q (équation D.3)

=> Calcul du nouveau résidu Rpupi`1q
c`1 q “ K

pi`1q
c`1 u

pi`1q
c`1 ´ Fc`1

ext

avec l’équation D.4
=> Test : y a-t-il convergence ?
=> Si oui : STOP et la solution uc`1 “ u

pi`1q
c`1 est renvoyée

=> Sinon, i Ð i+1 et retour à 2.

Figure D.1 – Algorithme de Newton-Raphson pour la résolution d’un problème piloté en
longueur d’arc
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Abstract:

In the context of developing out-of-autoclave processes for primary aircraft structures, this

PhD (CIFRE Hexcel/Mines Saint-Etienne funding in partnership with INSA-Lyon) aims to

model  and  simulate  the  forming  of  an  initially  flat  stack  of  HiTape®  reinforcements.

Developed by Hexcel,  HiTape® is a dry unidirectional  carbon fiber reinforcement with a

thermoplastic veil on each side, designed to achieve a performance comparable to state-of-

the-art preimpregnated materials. Modeling the forming of structural reinforcements requires

consideration of the material, geometrical and contact nonlinearities. First, HiTape® behavior

is characterized; in particular, nonlinear out-of-plane bending behavior is measured using a

modified Peirce flexometer, and the inter-ply coefficient of friction is assessed with a pull-

through friction test. Then, a transversely isotropic hyperelastic law is therefore selected for

the intra-ply behavior, while the interface where is located the melted thermoplastic veil is

modeled using cohesive zones formulated in order to describe both friction and adhesion. The

mechanical problem is finally solved using a finite element method with Z-set software. In

order  to  simulate  the  forming  of  a  stack  of  reinforcements,  mold-to-preform  contact  is

assumed to be perfect (frictionless).
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Résumé : 

S’inscrivant  dans  le  contexte  du  développement  des  procédés  hors  autoclave  pour  les

structures  primaires  aéronautiques,  ce travail  de thèse (financement  CIFRE Hexcel/Mines

Saint-Etienne avec implication de l’INSA-Lyon) a pour objectif de modéliser et simuler la

mise  en  forme  d’un  empilement  de  renforts  HiTape®  préalablement  déposés  à  plat.

Développé par Hexcel, HiTape® est un renfort unidirectionnel sec de fibres de carbone avec

un voile thermoplastique de part et d’autre, permettant d’atteindre un niveau de performance

similaire aux matériaux pré-imprégnés standards. La modélisation de la mise en forme de ce

type  de  renforts  structuraux  nécessite  de  rendre  compte  des  non-linéarités  à  la  fois

matérielles, géométriques et de contact en jeu. Le comportement du renfort HiTape® est donc

d’abord caractérisé sous diverses sollicitations. En particulier, le comportement non-linéaire

en flexion hors-plan est quantifié à l’aide d’un flexomètre de Peirce modifié, et un essai de

type pull-through permet d’évaluer le coefficient de frottement inter-plis. Ensuite, une loi de

comportement hyperélastique isotrope transverse est sélectionnée pour modéliser la réponse

du renfort unidirectionnel. L’interface entre les plis, où est situé le voile thermoplastique à

l’état  fondu,  est  modélisée  via des  zones  cohésives  reformulées  pour  prendre  en  compte

frottement et adhésion. Le problème mécanique est résolu par la méthode des éléments finis

dans  la  suite  logicielle  Z-set.  Dans  les  simulations  de  mise  en  forme  d’empilements,  le

contact entre le moule et la préforme fibreuse est supposé parfait. 


