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R É S U M É C O U RT

Cette thèse étudie l’optique quantique multimode, aussi bien du point de vue de la
génération que celui de la détection. Elle s’articule autour de trois volets.

Nous étudions la génération de lumière comprimée multimode dans une cavité. Pour
cela nous considérons la forme la plus générale de hamiltonien quadratique, permettant
entre autres de décrire l’utilisation de plusieurs pompes dans un matériau effectuant du
mélange à quatre ondes.

Un autre problème examiné est celui de prendre en compte l’information temporelle
obtenue lors du clic d’un détecteur de photon unique. Pour cela nous utilisons un
formalisme multimodal temporel afin d’expliciter les opérateurs décrivant la mesure.

En troisième partie nous présentons un schéma de génération d’intrication hybride
entre variables continues et discrètes, pour laquelle la partie discrète est encodée tempo-
rellement. Ce schéma est analysé en détail vis-à-vis de sa résistance aux imperfections
expérimentales.

S H O RT A B S T R A C T

This thesis studies multimode quantum optics, from generation to detection of light.
It focuses on three main parts.

Multimode squeezed states generation within cavity is studied. More specifically we
take into account general quadratic Hamiltonian, which allows describing experiments
involving arbitrary number of modes and pumps within a medium performing four-
wave mixing.

Single photons detectors are described taking into account temporal degrees of
freedom. We give positive-valued measurement operators describing such detectors
including realistic imperfections such as timing-jitter, finite efficiency and dark counts.

In the third part we propose a protocol for generating a hybrid state entangling contin-
uous and discrete variables parts, for which the discrete part is time-bin encoded. This
scheme is analysed in detail with respect to its resilience to experimental imperfections.
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R É S U M É

Cette thèse étudie l’optique quantique multimode, aussi bien du point de vue de la
génération que celui de la détection. Elle s’articule autour de trois volets.

Nous étudions la génération de lumière comprimée multimode dans une cavité. Pour
cela nous considérons la forme la plus générale de hamiltonien quadratique, permettant
entre autres de décrire l’utilisation de plusieurs pompes dans un matériau effectuant du
mélange à quatre ondes. Une approche combinant fonctions de Green et décompositions
de matrices symplectiques est décrite. Cette théorie générique est appliquée à des cas
particuliers. Dans un premier temps, des exemples en basse dimension sont donnés.
Ensuite, une configuration d’oscillateur paramétrique optique pompé de manière syn-
chrone (SPOPO) est décrite et étudiée ; les résultats obtenus montrent que ce système a
un comportement très différent de celui du SPOPO utilisant une non-linéarité d’ordre 2.
Ces travaux ouvrent la voie à la réalisation de peignes de fréquences quantiques avec
des micro-résonateurs en anneau gravés sur silicium.

Un autre problème examiné est celui de prendre en compte l’information temporelle
obtenue lors du clic d’un détecteur de photon unique. Pour cela nous utilisons un
formalisme multimodal temporel afin d’expliciter les opérateurs décrivant la mesure.
Les principaux défauts des détecteurs réels, dont la gigue temporelle, l’efficacité finie et
les coups d’obscurité sont pris en compte. L’utilisation des opérateurs est illustrée par
la description d’expériences usuelles de l’optique quantique. Enfin, on montre que la
lecture du temps de clic du détecteur permet d’améliorer la qualité de l’état généré par
une source de photons annoncés.

En troisième partie nous présentons un schéma de génération d’intrication hybride
entre variables continues et discrètes, pour laquelle la partie discrète est encodée tempo-
rellement. Ce schéma est analysé en détail vis-à-vis de sa résistance aux imperfections
expérimentales.

Mots clefs optique quantique, multimode, détecteur de photons uniques on/off, gigue
temporelle, source de photons annoncés, lumière comprimée, hamiltonien quadratique,
cavité, mélange à quatre ondes, χ(3), SPOPO, hybride, encodage temporel
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A B S T R A C T

This thesis studies multimode quantum optics, from generation to detection of light.
It focuses on three main parts.

Multimode squeezed states generation within cavity is studied. More specifically, we
take into account general quadratic Hamiltonian, which allows describing experiments
involving arbitrary number of modes and pumps within a medium performing four-
wave mixing. We describe a generic approach combining Green functions and symplectic
matrix decomposition. This general theory is illustrated on specific cases. First, low-
dimensional examples are given. Then, a synchronously pumped optical parametric
oscillator (SPOPO) is described and studied; it shows a very distinct behavior from that
of the SPOPO using second order non-linearity. This work opens way to the realization
of quantum frequency combs with ring micro-resonators engraved on silicon.

Single-photon detectors are described taking into account temporal degrees of freedom.
We give positive-valued measurement operators describing such detectors including
realistic imperfections such as timing-jitter, finite efficiency and dark counts. Use of
those operators is illustrated on common quantum optics experiments. Finally, we show
how time-resolved measurement allows improving the quality of state generated by
single-photon heralded source.

In the third part we propose a protocol for generating a hybrid state entangling contin-
uous and discrete variables parts, for which the discrete part is time-bin encoded. This
scheme is analysed in detail with respect to its resilience to experimental imperfections.

Keywords quantum optics, multimode, on/off single-photon detector, timing-jitter,
heralded single-photon source, squeezed light, quadratic Hamiltonian, cavity, four-wave
mixing, χ(3), SPOPO, hybrid, time-bin
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Première partie

I N T R O D U C T I O N





I N T R O D U C T I O N G É N É R A L E

L’information classique s’encode dans des bits, qui valent par convention 0 ou 1. La
transposition directe en termes d’information quantique consiste à utiliser des qubits,
qui prennent comme valeurs des superpositions arbitraires de |0〉 et de |1〉. La lumière
est particulièrement adaptée au transport de l’information : elle se propage rapidement
et peut être guidée dans des fibres optiques. Mais la lumière quantique se décrit en
termes d’oscillateurs harmoniques et non d’espaces de Hilbert à deux dimensions. Deux
possibilités s’offrent alors [126].

La première consiste à essayer de se limiter à des qubits, ou au moins se restreindre
à des mesures ayant un nombre fini ou discret de résultats possibles. Cette approche
est celle des variables discrètes ; on utilise typiquement zéro, un, ou un faible nombre
de photons. L’outil de mesure adapté est alors le détecteur de photon unique. Le plus
souvent il est de type on/off, c’est-à-dire que l’information obtenue est binaire : soit il
a détecté un photon ou plusieurs, soit il n’en a pas détecté [44].

Une deuxième solution est d’utiliser plus largement la dimension infinie de l’espace
de Hilbert et de mesurer des intensités, des phases ou des quadratures. On parle alors
de variables continues. Si cette approche semble plus générale, les limitations techniques
de la génération et de la détection font qu’elle s’avère en pratique surtout différente.
L’état peut facilement être macroscopique, mais les propriétés quantiques résident le
plus souvent dans les fluctuations des champs, qui en pratique restent relativement
faibles et sensibles aux pertes [16].

Cette discussion ne concerne pour l’instant qu’un seul mode du champ électroma-
gnétique. Or il serait absurde d’utiliser une voie de communication s’interrompant
après l’envoi d’un seul bit. Pour augmenter considérablement la quantité d’information
manipulable, il nous faut prendre en compte l’aspect multimode de la lumière quan-
tique. Il est alors possible de travailler avec un nombre fini ou infini de modes. Les
différents modes peuvent être utilisés indépendamment, mais il est plus général et donc
plus intéressant de s’y intéresser comme un tout, en prenant en compte la possibilité
d’intriquer l’ensemble des modes disponibles [87].

Afin de différencier les modes, on peut utiliser des degrés de liberté spatiaux [63], par
exemple avec des guides d’ondes parallèles ou les modes transverses d’une cavité [17].
Ils peuvent aussi se distinguer par leur fréquence ou leur temps d’émission [9]. En
utilisant ce dernier encodage, on bénéficie d’un énorme avantage : un même cristal
non linéaire ou un même détecteur peut être utilisé pour différents modes [96]. Il est
ainsi possible de créer des états intriquant des dizaines de milliers de modes sans
avoir besoin d’un nombre similaire de composants optiques [123, 138]. De tels états
trouvent des applications aussi bien pour le calcul [53, 86, 87], la métrologie [105] que la
communication [37] quantique.

Cette thèse aborde différents aspects de l’optique quantique multimode, toujours d’un
point de vue théorique mais avec comme objectif d’arriver à des conclusions présentant
un intérêt pour les expérimentateurs.
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La partie I introduit les outils usuels de l’optique quantique. En particulier, nous
commençons par rappeler la procédure de quantification du champ électromagnétique
(chapitre 1), à l’intérieur d’une cavité ainsi que pour un faisceau qui se propage. Nous
en profitons pour rappeler les définitions et propriétés des états les plus couramment
utilisés. Ensuite nous donnons au chapitre 2 les principaux éléments de la description
générale d’une mesure quantique, en insistant sur les processus d’annonce pour lesquels
la partie mesurée est détruite.

La partie II décrit les détecteurs de photons uniques de type on/off en considérant
le temps de clic comme résultat de mesure. Pour cela, nous prenons en compte les
modes temporels du champ incident. La plupart des défauts de ces détecteurs, et en
particulier l’imprécision du temps de clic, sont décrits. Nous commençons par fixer le
formalisme utilisé avant d’établir les opérateurs décrivant de tels détecteurs (chapitre 3).
Des exemples simples d’applications sont ensuite détaillés au chapitre 4, avant de finir
en consacrant le chapitre 5 à la description d’une source de photons annoncés, et en
particulier nous étudions les différents avantages que donne la résolution du temps sur
le détecteur d’annonce.

La partie III étudie la génération de lumière comprimée multimode en cavité via un
hamiltonien quadratique quelconque. La théorie que nous présentons est en particulier
nécessaire à la description des micro-résonateurs gravés dans des matériaux permettant
du mélange à quatre ondes [18, 92]. Pour cela, nous adoptons un formalisme utilisable
avec un nombre quelconque de modes. Nous introduisons le problème au chapitre 7 en
décrivant un passage unique à travers un milieu non linéaire, en présence de pompes et
sans pertes, ou autrement une évolution purement hamiltonienne. Ensuite, au chapitre 8

nous démontrons les résultats mathématiques de décomposition des matrices symplec-
tiques, utiles à la résolution du problème. Cela nous permet de revenir au problème
initial : la description de la lumière comprimée lors du passage à travers une cavité sous
le seuil (chapitre 9). Nous illustrons alors la théorie par des exemples impliquant peu
de modes au chapitre 10 avant de développer, en application de la théorie générale,
la description d’un oscillateur paramétrique optique pompé de manière synchrone en
présence de mélange à quatre ondes (chapitre 11).

La partie IV décrit une expérience conçue pour générer de l’intrication entre des
états appartenant au monde des variables discrètes et continues. En particulier nous
souhaitons encoder la partie discrète dans des cases temporelles. Nous commençons par
démontrer qu’une approche couramment utilisée pour générer des états proches n’est
pas applicable pour le type d’état que nous souhaitons obtenir (chapitre 12). Ensuite
au chapitre 13 nous présentons le schéma proposé et procédons à son analyse détaillée
vis-à-vis de sa résistance aux imperfections expérimentales.

notice de lecture

Dans les chapitres pour lesquels les résultats sont plus importants que leurs démonstra-
tions, la rédaction alterne entre les énoncés des propositions et de leurs démonstrations.
Au contraire, quand le résultat est l’aboutissement de la méthode, il sera formulé a
posteriori et sans être formalisé sous forme de théorème.
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Le nombre de lettres dans les alphabets latins et grecs étant limité, les notations
sont susceptibles d’évoluer au cours de la thèse, en particulier aux changements de
parties. Les principales notations utilisées sont rassemblées dans la liste des notations ;
les variables locales n’y figurent pas. Elles sont triées par ordre alphabétique et groupées
par partie, mais les notations concernant l’ensemble de la thèse sont mises à part.

Attention au fait que la transformation de Fourier n’est pas définie de la même
manière dans le chapitre présentant la quantification du champ électromagnétique
(chapitre 1) et dans le reste de la thèse. La raison en est que nous souhaitons obtenir
les formulations usuelles de la mécanique quantique 1, tandis que pour le reste nous
privilégions l’image d’une décomposition sur la base des exponentielles complexes
tournant dans le sens direct pour des pulsations positives. La convention utilisée sera
systématiquement précisée en début de chapitre.

Les calculs sont en principe détaillés de manière à ce que le lecteur puisse les vérifier
de tête ; il y a cependant quelques exceptions (surtout pour le calcul matriciel).

1. À cause du i dans le membre de gauche de l’équation de Schrödinger, les états cohérents évoluent
« à l’envers » : en e−iωt. Nous utilisons donc des transformées de Fourier également « à l’envers » pour
obtenir la formulation standard de l’oscillateur harmonique quantique.





1Q UA N T I F I C AT I O N D U C H A M P
É L E C T R O M A G N É T I Q U E

Ce chapitre rappelle brièvement les principales étapes de la quantification du champ
électromagnétique et fixe les conventions retenues pour l’ensemble de cette thèse. Pour
plus de détails (avec quelques variations), le lecteur est invité à lire un des cours [38,
106] qui utilisent la même approche. Les livres et cours [21, 23, 26, 52, 76] sont également
de bonnes références.

Pour procéder à la quantification du champ électromagnétique, nous nous plaçons
sur un domaine spatial fini, typiquement une cavité optique. Dans un premier temps, le
champ classique est décomposé en un ensemble de modes et l’énergie explicitée. On
pourra alors procéder à la quantification. Par souci de simplification, nous travaillons
dans le vide. Sous certaines approximations, une approche similaire peut être appliquée
pour un matériau diélectrique linéaire isotrope non homogène [45, 62, 81].

Afin de pouvoir décrire les faisceaux entrant et sortant des cavités ou arrivant aux
détecteurs, nous donnerons les résultats de la quantification d’ondes progressives [63,
120]. Nous les adapterons ensuite à la restriction dans un plan orthogonal à la direction
de propagation, dans le cadre de l’approximation paraxiale.

Le chapitre se termine par un résumé des opérateurs et états utiles à l’optique
quantique.

1.1 décomposition des champs classiques en modes

1.1.1 Équations de Maxwell

Soient ~E(~r, t) le champ électrique et ~B(~r, t) le champ magnétique. Ils sont régis par les
équations de Maxwell, présentées ici sans charges ni courants :

div~E = 0
−→
rot~E = −∂~B

∂t

div~B = 0
−→
rot~B = µ0ε0

∂~E
∂t

avec ε0 la permittivité électrique du vide et µ0 la perméabilité magnétique du vide.
En prenant le rotationnel du rotationnel de ~E et en utilisant que

−→
rot
−→
rot =

−−→
grad div −−→4 , on en déduit l’équation de propagation :

−→4 ~E− 1
c2

∂2~E
∂t2 = 0 (1.1)

avec c =
1√
µ0ε0

la vitesse de la lumière dans le vide.

7
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1.1.2 Décomposition harmonique

Pour poursuivre la résolution, on va passer dans le domaine fréquentiel. On définit la
transformée de Fourier 1 du champ électrique Ẽ(~r, ω) par :

~E(~r, t) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
Ẽ(~r, ω)e−iωt dω

Ẽ(~r, ω) =

ˆ +∞

−∞
~E(~r, t)eiωt dt

On procède de même pour le champ magnétique, ainsi que pour les potentiels vecteurs
et scalaires (que nous allons bientôt introduire). L’équivalent de l’équation (1.1) dans
l’espace des fréquences est :

−→4 Ẽ +
ω2

c2 Ẽ = 0 (1.2)

qui est une équation de Helmholtz.

Définissons la partie du champ aux pulsations positives :

~E+(~r, t) =
1

2π

ˆ +∞

0
Ẽ(~r, ω)e−iωt dω

et celle aux pulsations négatives :

~E−(~r, t) =
1

2π

ˆ 0

−∞
Ẽ(~r, ω)e−iωt dω

On peut alors décomposer le champ électrique : ~E(~r, t) = ~E+(~r, t) + ~E−(~r, t). Remar-

quons que comme ~E est réel, Ẽ(~r,−ω) = Ẽ∗(~r, ω). On en déduit ~E−(~r, t) =
(
~E+(~r, t)

)∗
.

Il en va de même pour les autres champs et on en conclut que la partie aux pulsations
positive suffit à décrire l’ensemble du champ correspondant.

1.1.3 Décomposition spatiale

Pour résoudre l’équation (1.2) (ω non fixée), on va se limiter au cas d’un domaine
borné, avec des conditions aux limites bien définies. Il est ici inutile de préciser ces
domaine et conditions, car on ne va pas chercher à expliciter la solution mais simplement
donner sa forme. Avec l’hypothèse de travailler sur un domaine borné de volume V, on
peut prouver qu’il existe une base hilbertienne

(
~fl(~r)

)
l∈N

des fonctions spatiales dont

les éléments sont solutions de (1.2) [109, 132] ; les pulsations correspondantes (ωl)l∈N
sont réelles, peuvent être choisies strictement positives 2 et tendent vers l’infini. On
choisit la normalisation suivante :

1
V

ˆ
~f ∗l ~fl′ d3~r = δl,l′

1. On fait la supposition physiquement raisonnable que c’est faisable, au moins au sens des distributions
tempérées (il suffira alors d’adapter les définitions). La convention utilisée dans ce chapitre est inversée
pour le signe de ω par rapport à ce qui se fait en mathématique. Cela est fait pour obtenir la description
standard de l’oscillateur harmonique quantique. On ne garde cette convention que pour ce chapitre.

2. Plus exactement, pour chaque mode l, ±ωl conviennent toutes les deux. Seule +ωl est conservée
pour la décomposition de ~E+.
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où δl,l′ est le symbole de Kronecker. Notez qu’on a écrit l ∈ N pour insister sur le
fait que les modes sont dénombrables. En pratique on prend pour l un multi-indice
décrivant la forme de ~fl , ainsi que sa polarisation.

On peut alors décomposer ~E+ sur les modes obtenus :

~E+(~r, t) = ∑
l
El(t)~fl(~r)

où El(t) = El(0)e−iωl t.

1.1.4 Changement de base

La base
(
~fl(~r)

)
l∈N

n’est pas déterminée de manière unique. Il est possible d’effectuer
un changement de base, où l’on exprime les éléments de l’ancienne base à partir de la
nouvelle base (~gl(~r))l∈N sous la forme

~fl(~r) = ∑
p

Ul,p~gp(~r) (1.3)

Afin d’avoir une nouvelle base également orthonormale, il est nécessaire que U soit
unitaire : UU† = U†U = 1, où † représente la conjugaison hermitienne et 1 l’identité. Il
faut également prendre garde à ne pas mélanger des modes ne partageant pas la même
fréquence, sans quoi on perdrait la propriété que chacun des modes vérifie l’équation
de Helmholtz (1.2).

1.1.5 Potentiel vecteur

Afin de ne conserver qu’une seule variable, nous allons travailler avec le potentiel
vecteur ~A. Pour cela on se place dans le cadre de la jauge de Coulomb div ~A = 0, ce qui
implique que le potentiel électrique est nul. On a donc

~B =
−→
rot ~A ~E = −∂~A

∂t

~A vérifie également l’équation (1.1) et peut donc aussi se décomposer sous la forme

~A+(~r, t) = ∑
l
Al(t)~fl(~r)

Les champs s’écrivent alors

~E+(~r, t) = ∑
l

iωlAl(t)~fl(~r) (1.4a)

~B+(~r, t) = ∑
l
Al(t)~hl(~r) (1.4b)

où~hl(~r) =
−→
rot[~fl(~r)].
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1.1.6 Hamiltonien

L’énergie totale H du champ électrique s’écrit :

H =
1
2

ε0

ˆ ∥∥∥~E
∥∥∥

2
d3~r +

1
2µ0

ˆ ∥∥∥~B
∥∥∥

2
d3~r

En injectant les décompositions (1.4), les carrés se réécrivent sous la forme d’une
double sommation sur l’indice l. En inversant somme et intégrale puis en utilisant
l’orthogonalité des différents modes, on peut réécrire le hamiltonien comme une somme
de hamiltoniens correspondant chacun à exactement un mode. Afin de n’utiliser que
des grandeurs réelles, introduisons les parties réelles et imaginaires des composantes
du potentiel vecteur :

Al(t) = xl(t) + ipl(t)

Après quelques calculs dont nous passons ici les détails, on montre que le hamiltonien
se réécrit

H = ∑
l

Hl = ∑
l

2ω2
l ε0V

[
x2

l + p2
l
]

(1.5)

Cela correspond à une assemblée d’oscillateurs harmoniques indépendants.

1.2 quantification

1.2.1 Quantification

Maintenant qu’on a prouvé l’indépendance des différents modes, on va se concentrer
sur un seul de ces modes, qu’on indexe par l.

L’expression du hamiltonien (1.5) n’est pas encore tout à fait satisfaisante, car les
variables xl , pl ne vérifient pas les équations de Hamilton. Introduisons les variables
canoniques

x(c)l = 2
√

ε0ωVxl p(c)l = 2
√

ε0ωVpl

On a alors

Hl =
ωl

2

([
x(c)l

]2
+
[

p(c)l

]2
)

Et les équations de Hamilton sont maintenant vérifiées :

dx(c)l
dt

=
∂H

∂p(c)l

dp(c)l
dt

= − ∂H

∂x(c)l

On peut maintenant procéder à la quantification proprement dite. Pour cela on rem-
place les variables x(c)l et p(c)l par des opérateurs x̂(c)l et p̂(c)l (« position » et « impulsion »)

vérifiant la relation de commutation
[

x̂(c)l , p̂(c)l

]
= ih̄. Les oscillateurs harmoniques étant

indépendants, on choisit que les opérateurs de différents modes commutent.
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Afin de retrouver des variables plus fréquemment utilisées en optique quantique,
introduisons les quadratures :

x̂l =
x̂(c)l√

2h̄
p̂l =

p̂(c)l√
2h̄

Leur relation de commutation s’écrit [x̂l , p̂l ] =
i
2 .

On peut ensuite introduire les opérateurs d’échelle (aussi appelés bosoniques) :
l’opérateur d’annihilation âl et celui de création (â†

l ) :

âl = x̂l + i p̂l , â†
l = x̂l − i p̂l ⇔ x̂l =

âl + â†
l

2
, p̂l =

âl − â†
l

2i
(1.6)

On peut réécrire le hamiltonien à partir de ces opérateurs :

Ĥl = h̄ωl
(
x̂2

l + p̂2
l
)
= h̄ωl

(
â†

l âl +
1
2

)

Les relations de commutation entre les opérateurs bosoniques s’écrivent :
[

âl , â†
l′

]
= δl,l′ [âl , âl′ ] = 0

[
â†

l , â†
l′

]
= 0 (1.7)

1.2.2 Opérateurs de champs

En reprenant l’expression des champs en fonction des composantes du potentiel
vecteur (1.4), on peut expliciter l’expression des opérateurs des champs à partir de ceux
d’échelle :

Â(~r) = ∑
l

√
h̄

2ε0ωlV

(
âl~fl(~r) + â†

l
~f ∗l (~r)

)
(1.8a)

Ê(~r) = i ∑
l

√
h̄ωl

2ε0V

(
âl~fl(~r)− â†

l
~f ∗l (~r)

)
(1.8b)

B̂(~r) = ∑
l

√
h̄

2ε0ωlV

(
âl~hl(~r) + â†

l
~h∗l (~r)

)
(1.8c)

Pour la suite, on notera El =

√
h̄ωl

2ε0V
la quantité de champ électrique « par photon ».

La dépendance en temps est encodée par l’état du système et n’apparaît pas expli-
citement dans l’expression des opérateurs de champs. Si l’on souhaite expliciter cette
dépendance, il est possible de passer en représentation de Heisenberg. Effectuons-le
pour l’opérateur de destruction, et notons âl(t) l’opérateur correspondant. Son évolution
est régie par l’équation

ih̄
dâl(t)

dt
=
[
âl(t), Ĥ

]
= h̄ωl âl(t)

dont la solution est
âl(t) = âl(0)e−iωl t
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En présence d’une perturbation, par exemple due à un couplage (linéaire ou non) avec
d’autres modes, il sera pratique de travailler en représentation d’interaction. L’évolution
harmonique liée au hamiltonien du champ libre est alors explicitée, et l’opérateur restant
décrit l’amplitude lentement variable du champ ; seul le hamiltonien d’interaction est
alors à prendre en compte pour l’évolution de l’état.

1.2.3 Changements de base

Pour conclure, voyons maintenant comment se traduit en termes d’opérateurs le
changement de base présenté en sous-section 1.1.4. Injectons (1.3) dans l’expression de
l’opérateur Ê+ :

Ê+ = i ∑
l
El~fl(~r)âl

= i ∑
l,p
ElUl,p~gp(~r)âl

= i ∑
p
Ep~gp(~r)b̂p

en ayant posé b̂p = ∑
l

Ul,p âl , et en ayant utilisé le fait que Ul,p = 0 dès que ωl 6= ωp. Les
(

b̂l

)
l

sont les opérateurs d’annihilation pour les nouveaux modes. On verra par la suite

qu’ils respectent bien les même relations de commutation que les (âl)l .

1.3 quantification d’un champ progressif

Jusqu’à présent nous avons exposé la quantification du champ électromagnétique
dans un domaine spatialement borné. Cela est parfaitement adapté pour décrire le
champ à l’intérieur d’une cavité. Cependant nous avons également besoin de décrire les
champs rentrant et sortant de la cavité, ou arrivant sur les détecteurs.

Pour cela, il est nécessaire d’effectuer la quantification du champ électromagnétique
dans un espace non borné. Par souci de simplicité, nous ne détaillerons pas la quantifi-
cation dans l’espace entier, mais nous contenterons de présenter les résultats qui nous
seront utiles. Le lecteur curieux est invité à lire les références [63, 120].

1.3.1 Champ quantifié dans l’espace entier

La quantification du champ libre s’effectue avec un continuum de modes, chacun
étant décrit par un vecteur d’onde~k et ayant une fréquence 3 ω(k). Nous admettons [63,
120] que le champ électrique (partie des fréquences positives) en représentation de
Heisenberg s’écrit :

Ê+(~r, t) = i

√
h̄

2ε0

1

(2π)3

ˆ √
ω(k)â(~k)ei(~k.~r−ω(k)t) d3~k

3. On travaille dans le vide, et donc ω2 =
∥∥∥~k
∥∥∥

2
c2. Comme on ne garde que la partie des fréquences

positives, ω =
∥∥∥~k
∥∥∥c. On remarque qu’elle ne dépend que de la norme du vecteur d’onde.
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où les opérateurs â(k) sont également en représentation d’Heisenberg (la dépendance
en temps apparaît ici explicitement) et leurs relations de commutation sont données
par : [

â(~k), â†(~k′)
]
= (2π)3δ(~k−~k′)

[
â(~k), â(~k′)

]
= 0 =

[
â†(~k), â†(~k′)

]

avec δ(~k−~k′) la distribution de Dirac dans l’espace réciproque.

1.3.2 Champ dans un plan

1.3.2.1 Hypothèses et approximations

Nous considérons un champ se propageant principalement dans une direction donnée.
Nous allons décrire le champ électromagnétique uniquement dans un plan orthogonal à
la direction de propagation ; typiquement celui d’un miroir d’entrée d’une cavité, ou
d’un détecteur.

Nous allons nous restreindre au plan orthogonal à la direction de propagation et
passant par l’origine. Un point de ce plan est désormais décrit par~r⊥, la composante
dans le plan de la position~r. Nous décomposons un vecteur d’onde quelconque selon
l’axe de propagation et son plan orthogonal sous la forme~k =~k⊥ +~k‖.

On se place dans le cadre de l’approximation paraxiale, c’est-à-dire qu’on néglige la
contribution à la fréquence liée à~k⊥ ; autrement dit on considère ω(k) ≈ ω(k‖). Notez
qu’on conserve les ~k⊥ dans les exponentielles. Remarquez également qu’à ce stade
l’intégrale sur k‖ (grandeur algébrique de~k‖) parcourt tous les réels. Ainsi la lumière
peut se propager dans les deux sens de la direction de propagation.

1.3.2.2 Modes transverses

Faisons l’hypothèse que le champ dans le plan est non nul uniquement sur un
domaine borné de surface S. On peut alors trouver une base hilbertienne de l’ensemble
des fonctions continues de ce domaine. Notons ul(~r⊥) les fonctions de la base. On choisit
la normalisation :

1
S

ˆ
u∗l (~r⊥)ul′(~r⊥)d2~r⊥ = δl,l′

où δl,l′ est le symbole de Kronecker. La base permettant de reconstituer toute fonction,
on a la propriété :

δ(~r⊥ −~r′⊥) =
1
S ∑

l
ul(~r⊥)u∗l (~r′⊥)

Nous pouvons également définir les transformées de Fourier ul(~k⊥) de ces fonctions :

ul(~k⊥) =
1√
S

ˆ
ul(~r⊥)e−i~k⊥.~r⊥ d2~r⊥

ul(~r⊥) =
√

S

(2π)2

ˆ
ul(~k⊥)ei~k⊥.~r⊥ d2~k⊥

Compte tenu des conventions choisies, l’égalité de Parseval nous donne la normalisation
dans l’espace réciproque : ˆ

u∗l (~k⊥)ul′(~k⊥)d2~k⊥ = δl,l′
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1.3.2.3 Expression du champ

Définissons de nouveaux opérateurs adaptés au travail dans le plan, et à la décompo-
sition en modes :

âl(ω) =
1√
c

1

(2π)2

ˆ
â(~k⊥ +~k‖(ω))u∗l (~k⊥)d2~k⊥

Remarquez qu’on a décidé d’utiliser une pulsation ω comme variable à la place de~k‖.
Cela est adapté au point de vue du plan, qui est fixe dans l’espace et voit osciller le
champ dans le temps ; c’est aussi pourquoi la vitesse de la lumière c a été introduite
dans la définition. Notez que ω peut ici être négative car on la définit comme ω = ck‖
et ça n’est pas la pulsation ; dans l’expression du champ électrique il faudra utiliser
ω(k) = |ω| pour la véritable pulsation, qui est positive.

Un calcul direct nous donne les relations de commutation 4 :
[

âl(ω), â†
l′(ω

′)
]
= 2πδ(ω−ω′)δl,l′

Le champ électrique s’exprime à l’aide des opérateurs âl(ω) sous la forme :

Ê+(~r⊥, t) = i

√
h̄

2ε0Sc ∑
l

ul(~r⊥)
1

2π

ˆ √
|ω|âl(ω)e−i|ω|t dω (1.9)

Les opérateurs âl(ω) sont suffisants pour décrire le champ dans le plan ; nous n’avons
plus besoin des â(~k).

Remarque. Nous avons ici utilisé l’approximation paraxiale et décomposé sur une base
quelconque de modes transverses. Il aurait également été possible d’effectuer une
décomposition sur une base de modes propres de l’équation de propagation et ne pas
faire l’approximation. Cette approche est détaillée dans les références [63, 120]. ♦

1.3.3 Opérateurs temporels

Nous allons essayer de donner un sens à l’idée d’un photon localisé dans l’espace
(dimension transverse) et le temps (qui équivaut à l’espace dans la direction de propa-
gation). Pour cela nous allons décomposer le champ en un produit d’une oscillation
rapide, souvent appelée porteuse, et d’une amplitude lentement variable, ou enveloppe.
Cette dernière sera décrite par un opérateur.

1.3.3.1 Définition

Nous privilégions un vecteur d’onde~k0 pointant dans la direction de propagation,
ainsi que sa pulsation ω0 dite « centrale ». En pratique nous n’introduisons pas d’hypo-
thèse sur les fréquences à ce stade ; ω0 nous permet simplement de les adimensionner.

L’opérateur de champ électrique peut alors de mettre sous la forme :

Ê+(~r⊥, t) = i

√
h̄ω0

2ε0Sc
e−iω0t ∑

l
ul(~r⊥)âl(t)

4. Naturellement [âl(ω), âl′ (ω
′)] = 0 =

[
â†

l (ω), â†
l′ (ω

′)
]
. Dans la suite nous ne préciserons plus cela

pour les prochains opérateurs.
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en ayant posé :

âl(t) =
1

2π

ˆ √ |ω|
ω0

âl(ω)e−i(|ω|−ω0)t dω

âl(t) est l’opérateur d’amplitude lentement variable, ou d’enveloppe, du mode spatial
(transverse) l.

Le dimensionnement des âl(t) est tel que â†
l (t)âl(t) est homogène à un nombre de

photons par unité de temps. âl(t) est l’amplitude d’une densité temporelle de photons.
On peut calculer les relations de commutation entre les âl(t). On obtient :

[
âl(t), â†

l′(t
′)
]
= δl,l′

1
2π

ˆ |ω|
ω0

e−i(|ω|−ω0)(t−t′) dω

Ça n’est pas un résultat simple. Nous allons voir dans quelles conditions on peut
approximer la fonction qui apparaît par une distribution de Dirac.

1.3.3.2 Approximation quasi-monochromatique

Nous considérons que les impulsions utilisées sont composées uniquement de fré-
quences autour de ω0 et sur une largeur ∆ω � ω0 ; c’est l’approximation quasi-mono-
chromatique. Remarquons que cela permet aussi d’exclure la propagation dans le sens
de −~k0 car l’intégrale ne porte plus que sur des ω positifs.

Avec ces choix, 1
2π

´ |ω|
ω0

e−i(|ω|−ω0)(t−t′) dω est approximativement un sinus cardinal,
de largeur temporelle 1

∆ω . Si l’on ne s’intéresse qu’à des échelles de temps supérieures à
1

∆ω , il va se comporter comme une distribution de Dirac.
Remarquez que ∆ω ne dépend pas de l’état de la lumière tant que les fréquences

peuplées restent dans les bornes fixées par ∆ω. Il ne faut pas oublier que le lien entre
une largeur spectrale et une largeur temporelle est une inégalité, pas une égalité ; on
peut toujours considérer une plus grande largeur spectrale que le minimum requis. Le
fait que les modes de fréquence soient ou non peuplés ne change pas les commutateurs ;
le tout est qu’aucun ne soit peuplé au-delà de la limite. Ainsi, ça n’est pas parce qu’une
impulsion est longue qu’on va perdre en précision temporelle. Plus formellement, en
notant T la résolution temporelle souhaitée, on doit avoir 1

ω0
� 1

∆Ω � T. En réalité ∆Ω
est ici un paramètre libre et on conclut donc qu’il est possible de travailler avec des
distributions de Dirac dans les relations de commutation tant que :

— on ne s’intéresse pas à des échelles de temps de l’ordre de 1
ω0

ou inférieures ;
— les impulsions envoyées ne contiennent pas de fréquences trop lointaines de ω0 ;

∆ω
ω0
� 1.

Concrètement, cela signifie que l’approximation va être valable tant qu’on travaillera
avec des détecteurs lents ainsi que des impulsions longues comparativement à la période
optique. C’est le cas avec les détecteurs actuellement disponibles, tant qu’on n’utilise
pas d’impulsions femtosecondes.

Quand ces hypothèses sont vérifiées, on a approximativement
[

âl(t), â†
l′(t
′)
]
= δl,l′δ(t− t′) (1.10)

De plus, on pourra écrire :

âl(t) =
1

2π

ˆ
âl(ω)e−i(ω−ω0)t dω
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en gardant à l’esprit que l’intégrale porte uniquement « autour » de ω0.

1.3.4 Modes fréquentiels

Voyons une autre transformation de l’équation (1.9). Plutôt que de privilégier une
unique fréquence, nous allons utiliser plusieurs fréquences, qu’on appelle ωi.

Une telle décomposition va être pratique pour décrire le couplage entre un mode qui
se propage et une cavité résonnante uniquement pour des fréquences discrètes. Elle est
également adaptée pour décrire un peigne de fréquences.

Dans un premier temps, nous n’effectuons pas l’approximation quasi-monochroma-
tique. Elle sera discutée après avoir donné les définitions.

1.3.4.1 Décomposition

On prend une partition de l’ensemble des fréquences en intervalles Di, chacun
« centré » autour de ωi (ωi ∈ Di est suffisant). De même que pour ω0, les ωi ne jouent
avant tout qu’un rôle arbitraire.

On peut alors définir :

âl,i(t) =
1

2π

ˆ

ω∈Di

√
|ω|
ωi

âl(ω)e−i(|ω|−ωi)t dω

ce qui permet d’exprimer le champ électrique :

Ê+(~r⊥, t) = i ∑
i

√
h̄ωi

2ε0Sc
e−iωit ∑

l
ul(~r⊥)âl,i(t)

On a obtenu une somme de champs évoluant chacun avec une porteuse oscillant à la
pulsation ωi et avec une enveloppe lentement variable décrite par âl,i(t).

Les relations de commutation des âl,i(t) sont données par :
[

âl,i(t), â†
l′ ,j(t

′)
]
= δl,l′δi,j

1
2π

ˆ

ω∈Di

|ω|
ωi

e−i(|ω|−ωi)(t−t′) dω

On constate tout de suite que les opérateurs de différents modes fréquentiels com-
mutent. Afin de simplifier la partie temporelle du commutateur, voyons maintenant les
spécificités de l’approximation quasi-monochromatique.

1.3.4.2 Approximation quasi-monochromatique

L’approximation doit cette fois être effectuée pour chaque mode fréquentiel. On
suppose que pour chacun, seules les fréquences proches de la fréquence centrale sont
peuplées. Notez qu’ici les bornes d’intégration sont étroites car ∆ω ne peut pas être plus
important que la distance entre les fréquences ωi.

Pour pouvoir approximer le commutateur par une distribution de Dirac, il ne faut pas
chercher à effectuer une mesure sur une dent avec une résolution temporelle inférieure
au taux de répétition. En se plaçant dans ces hypothèses, on a approximativement

[
âl,i(t), â†

l′ ,j(t
′)
]
= δl,l′δi,jδ(t− t′) (1.11)
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1.4 opérateurs et états particuliers

Maintenant que nous avons présenté la quantification du champ électromagnétique,
nous allons rappeler la définition de certains opérateurs et états usuels. Pour l’ensemble
de cette thèse, nous utilisons les notations de Dirac. On a ici une assemblée d’oscillateurs
harmoniques indépendants ; on va se concentrer sur un seul mode, et omettre l’indice l.

Nous séparons les différentes familles d’états selon l’ensemble qui les indexe. Nous
les appellerons « discrets » quand la famille est indexée par les entiers naturels, et
« continus » quand elle l’est par un indice réel ou complexe.

1.4.1 États discrets

La diagonalisation du hamiltonien harmonique Ĥ = h̄ω
[
â† â + 1

2

]
est un problème

bien connu que nous ne détaillerons pas. Retenons simplement qu’on commence par
définir l’opérateur « nombre de photons » N̂ = â† â ; on a alors Ĥ = h̄ω

[
N̂ + 1

2

]
. Ensuite

on montre que les états propres de N̂ forment une base dénombrable de l’espace de
Hilbert [22]. Ils sont nommés états de Fock, notés |n〉 où n ∈ N. |n〉 est appelé « état
de Fock à n photons » ; il correspond à la valeur propre n. Le cas particulier |0〉 est
particulièrement important et est dénommé « vide ». Ils vérifient :

â |n〉 =
√

n |n− 1〉 â† |n〉 =
√

n + 1 |n + 1〉

dont on déduit leur expression à partir de |0〉 :

|n〉 =
(
â†)n

√
n!
|0〉

La valeur moyenne des quadratures x̂ et p̂ pour ces états est nulle. Les variances
valent 〈n|x̂2|n〉 = 2n+1

4 = 〈n| p̂2|n〉.
Remarque. Les états de Fock peuvent également s’écrire en termes d’amplitude de
probabilité sous la forme des fonctions de Hermite-Gauss. Nous ne détaillons pas cette
formulation que nous n’allons pas utiliser. ♦

Remarque. Lorsque le nombre de photons est fixé à un ou quelques-uns partagés entre
différents modes, il est souvent pratique de décrire le champ électromagnétique avec
les conventions de la première quantification. Cela est tout à fait légitime, et il faudra
simplement veiller à ce que les observables soient symétriques par rapport aux indices
marquant les photons. ♦

1.4.2 États continus

1.4.2.1 États cohérents

Définissons l’opérateur de déplacement :

D(α) = eαâ†−α∗ â (1.12)
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où α ∈ C. Il vérifie les propriétés

D(0) = 1 D(−α) = D†(α) D(α)D†(α) = 1 = D†(α)D(α)

Son effet sur l’espace des phases est une translation dans le plan complexe de α. À partir
de cet opérateur on définit les états cohérents :

|α〉 = D(α) |0〉
qui, à l’aide de la formule de Glauber, peuvent s’exprimer sur la base de Fock :

|α〉 = e−
|α|2

2 ∑
n

αn
√

n!
|n〉 = e−

|α|2
2 ∑

n

αn

n!

(
â†
)n
|0〉 (1.13)

Leurs propriétés sont les suivantes :

â |α〉 = α |α〉 (1.14a)

〈α|x|α〉 = Re{α} 〈α|p|α〉 = Im{α} (1.14b)

〈α|x2|α〉 − 〈α|x|α〉2 =
1
4
= 〈α|p2|α〉 − 〈α|p|α〉2 (1.14c)

D(α) |β〉 = eαβ∗−α∗β |α + β〉 (1.14d)

〈α|β〉 = e−
|α|2+|β|2

2 +α∗β = e−
|α−β|2

2 −i α∗β−β∗α
2i =⇒ |〈α|β〉|2 = e−|α−β|2 (1.14e)

Si l’on prépare un état cohérent |α〉 au temps t = 0 et qu’on le laisse évoluer, l’état
au temps t est e−i ωt

2
∣∣αe−iωt〉. Ce comportement d’oscillation est très proche du cas

classique ; c’est pourquoi les états cohérents sont souvent considérés comme classiques.
Le nombre moyen de photons d’un état cohérent est 〈α|N̂|α〉 = |α|2.

1.4.2.2 États comprimés

Voyons maintenant un dernier type d’états, toujours indexés par des paramètres
continus, mais non classiques. Commençons par définir l’opérateur de compression
mono-mode :

S(ζ) = e
1
2

[
ζ∗ â2−ζ(â†)

2]
(1.15)

L’action d’un de ces opérateurs sur le vide |0〉 donne un état de vide comprimé. On
peut également expliciter ces états sur la base de Fock :

S(ζ) |0〉 = 1√
cosh |ζ|∑n

(
−1

2
ei arg ζ tanh |ζ|

)n√(2n)!
n!

|2n〉 (1.16)

L’espérance de l’opérateur nombre est :
〈

N̂
〉
= sinh2 |ζ| et n’est donc pas nulle.

On peut calculer la variance des opérateurs de quadrature (qui ont une moyenne
nulle) [76] :

〈
x̂2〉 = 1

4

[
e2|ζ| sin2

(
arg ζ

2

)
+ e−2|ζ| cos2

(
arg ζ

2

)]
(1.17a)

〈
p̂2〉 = 1

4

[
e2|ζ| cos2

(
arg ζ

2

)
+ e−2|ζ| sin2

(
arg ζ

2

)]
(1.17b)

Pour arg ζ = 0 la variance est réduite pour la quadrature x̂ alors qu’elle est amplifiée
pour p̂. L’inverse est observé pour arg ζ = π.
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Remarque. Les états de vide comprimés appartiennent en fait à une classe plus large
d’états dit gaussiens. Nous reviendrons sur cette notion dans les parties suivantes. ♦





2M E S U R E G É N É R A L I S É E

Comme souligné par Einstein, Podolsky et Rosen dans leur célèbre article de 1935 [34],
la mécanique quantique dans laquelle l’état est décrit par un vecteur d’un espace de
Hilbert n’est pas suffisante pour étudier un système ouvert. Nous allons rappeler ici le
formalisme nécessaire pour traiter un tel système. L’essentiel de ce qui est présenté ici
l’est avec beaucoup plus de détails et pédagogie dans les manuels [22, 26].

2.1 opérateur densité

2.1.1 Définition pour un état pur et propriétés

On commence par faire le lien avec le formalisme standard de la mécanique quantique,
pour lequel un état est décrit par un vecteur. Pour cela nous allons donner des définitions
et en déduire des propriétés. Elles seront reconsidérées à la section suivante en tant que
principes, et le formalisme vectoriel deviendra un cas particulier.

2.1.1.1 Définition

Définition. Soit |ψ〉 un état. On appelle opérateur (ou matrice) densité : ρ = |ψ〉〈ψ|.
On appellera désormais « état pur » les états définis à partir d’un ket, ou dont

l’opérateur densité est un projecteur 1 (seule forme possible pour l’instant).

Propriété 2.1. L’opérateur densité a les propriétés suivantes :
— ρ est hermitien ;
— ρ est positif ;
— Tr{ρ} = 1.

2.1.1.2 Évolution temporelle

L’évolution d’un état pur |ψ(t)〉 dans un système régi par un hamiltonien Ĥ est
donnée par l’équation de Schrödinger [22] :

ih̄
d |ψ〉

dt
= Ĥ |ψ〉

On peut alors calculer :

ih̄
d |ψ〉〈ψ|

dt
= ih̄

d |ψ〉
dt
〈ψ|+ ih̄ |ψ〉 d 〈ψ|

dt
= Ĥ |ψ〉〈ψ| − |ψ〉〈ψ| Ĥ
=
[
Ĥ, |ψ〉〈ψ|

]

1. L’opérateur P est un projecteur si et seulement si P2 = P.

21
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Propriété 2.2. L’évolution temporelle de l’opérateur densité ρ(t) est donnée par l’équation :

ih̄
dρ

dt
=
[
Ĥ, ρ

]

2.1.1.3 Mesure

Rappelons brièvement les principes de la mesure dite de von Neumann, aussi appelée
projective [22]. La mesure est décrite par un opérateur, notons-le Â. Prenons le système
dans l’état décrit par le vecteur |ψ〉. Les résultats de la mesure sont aléatoires mais
suivent les règles :

— Les différents résultats possibles de la mesure sont les valeurs propres de l’opéra-
teur, qu’on note (λk)k ;

— la probabilité d’obtenir le résultat λk est
∥∥P̂k |ψ〉

∥∥2
= 〈ψ|P̂k|ψ〉, où P̂k est le projec-

teur sur l’espace propre de Â correspondant à la valeur propre λk ;

— l’état du système après la mesure de la valeur λk est
P̂k |ψ〉√
〈ψ|P̂k|ψ〉

.

En termes d’opérateur densité, en notant toujours ρ = |ψ〉〈ψ|, on peut ré-exprimer la
probabilité d’obtenir le résultat λk :

〈ψ|P̂k|ψ〉 = Tr
[
〈ψ|P̂k|ψ〉

]
= Tr

[
P̂k |ψ〉〈ψ|

]
= Tr

[
P̂kρ
]

L’opérateur densité après la mesure de λk s’écrit :

P̂k |ψ〉〈ψ| P̂k

〈ψ|P̂k|ψ〉
=

P̂k |ψ〉〈ψ| P̂k

〈ψ|P̂k|ψ〉
=

P̂kρP̂k

Tr
[
P̂kρ
]

D’où la formulation équivalente de la mesure projective :

Propriété 2.3. La mesure est décrite par les résultats possibles notés λk, ainsi qu’un ensemble
de projecteurs orthogonaux P̂k tels que ∑

k
P̂k = 1. Considérant un système dans un état décrit

par l’opérateur densité ρ,
— La probabilité d’obtenir λk est donnée par Tr

[
P̂kρ
]

;

— après avoir mesuré λk l’opérateur densité devient
P̂kρP̂k

Tr
[
P̂kρ
] .

La mesure est appelée projective car les P̂k sont des projecteurs.

2.1.2 Généralisation ; mélange statistique

Afin d’avoir une approche de la mécanique quantique compatible avec un système
ouvert, on modifie les postulats. On décide que l’état d’un système quantique est décrit
par la donnée d’un opérateur ρ dit « densité » ; celui-ci doit respecter les conditions
suivantes :

— ρ est hermitien et positif ;
— Tr[ρ] = 1.
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Le processus de mesure s’effectue de la manière décrite à la sous-section précédente.
Quand l’opérateur densité est un projecteur (nécessairement sur un espace de dimen-

sion 1), on dit que l’état est pur. La nouvelle formulation de la mécanique quantique est
alors équivalente à l’ancienne avec comme état un vecteur normé de l’image du projec-
teur. Mais cela n’est pas toujours le cas. Par exemple un état thermique à température
finie n’est pas pur, tout comme un état intriqué dont on aurait perdu une des parties.

La diagonalisation de ρ donne des valeurs et vecteurs propres notés respectivement
λk et |ψk〉. On peut alors effectuer la décomposition ρ = ∑

k
λk |ψk〉〈ψk|. Considérons

une mesure dont le résultat l est décrit par le projecteur P̂l . La probabilité d’obtenir ce
résultat s’écrit

Tr

[
P̂l ∑

k
λk |ψk〉〈ψk|

]
= ∑

k
λk Tr

[
P̂l |ψk〉〈ψk|

]
= ∑

k
λk 〈ψk|P̂l |ψk〉

Tout se passe comme si l’on tirait aléatoirement un des états |ψk〉 selon la loi donnée par
les λk puis qu’on effectuait une mesure quantique « basique » dessus. C’est pour cela
qu’on qualifie tout état non pur de mélange statistique.

Définition. Tr
[
ρ2] est appelé « pureté » de l’état ρ.

La pureté mesure « à quel point l’état est proche d’un état pur ».

2.1.3 Trace partielle

Voyons maintenant comment décrire un système quantique dont on ne garde qu’une
partie.

Soit H = HA ⊗HB un espace de Hilbert produit. Soient (|ai〉)i et (
∣∣bj
〉
)j des bases de

HA et HB respectivement. Considérons une mesure n’impliquant que HA. Un certain
résultat de cette mesure est décrit par un projecteur qui s’écrit sous la forme P̂A ⊗ 1B.
La probabilité d’obtenir ce résultat est

Tr
[(

P̂A ⊗ 1B
)

ρ
]
= ∑

i,j
〈ai|

〈
bj
∣∣ (P̂A ⊗ 1B

)
ρ |ai〉

∣∣bj
〉

= ∑
i
〈ai| P̂A ∑

j

[〈
bj
∣∣ ρ
∣∣bj
〉]
|ai〉

Définition. Soit H = HA ⊗HB un espace de Hilbert produit. Soit (|bi〉)i une base de
HB. Définissons l’opérateur trace partiel sur B :

TrB : H → HA

ρ 7→∑
i
〈bi|ρ|bi〉

On peut maintenant reformuler la probabilité d’obtenir le résultat de la mesure :
Tr
[(

P̂A ⊗ 1B
)

ρ
]
= Tr

[
P̂A TrB[ρ]

]
.

Propriété 2.4. Soit H = HA ⊗HB un espace de Hilbert produit. Soit ρ l’état du système. Si
l’on décide de ne plus s’intéresser à la partie sur HB, l’opérateur ρA = TrB[ρ] suffit à décrire
toute mesure effectuées sur la partie A.
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Remarque. L’évolution d’un système quantique couplé à un environnement peut s’ob-
tenir en considérant une succession d’évolutions infinitésimales du système avec son
environnement, celui-ci étant pris sans mémoire. Cela mène à une équation d’évolution
pour l’opérateur densité connue sous le nom d’équation pilote, le plus souvent écrite
sous la forme de Lindblad. Le lecteur désirant creuser cet aspect est invité à lire les
cours [26, 106]. ♦

2.2 opérateurs de mesure

En sous-sous-section 2.1.1.3 nous avons détaillé comment s’adapte la mesure projective
au formalisme de l’opérateur densité. Voyons maintenant une version plus générale des
mesures quantiques.

2.2.1 Mesure générale

On pose en remplacement du postulat de mesure que celle-ci s’effectue selon les
règles suivantes :

Définition. Une mesure est spécifiée par les résultats possibles, notés λk, et des opéra-
teurs M̂k vérifiant ∑

k
M̂†

k M̂k = 1. Pour un système décrit par l’opérateur densité ρ elle a

comme propriétés :
— la probabilité d’obtenir le résulat λk est Tr

[
M̂kρM̂†

k

]
;

— l’état du système après la mesure ayant donnée λk est décrit par l’opérateur densité
M̂kρM̂†

k

Tr
[
M̂kρM̂†

k

] .

La mesure projective est un cas particulier de celle qu’on vient de décrire. Il faut
également noter qu’on peut toujours voir la mesure généralisée comme l’intrication avec
un système auxiliaire suivie d’une mesure projective sur ce système annexe.

Si l’on ne s’intéresse qu’à la probabilité d’annonce, on remarque que Tr
[
M̂kρM̂†

k

]
=

Tr
[
M̂†

k M̂kρ
]
. On peut alors se contenter de la donnée des opérateurs Π̂k = M̂†

k M̂k. Ils
sont appelés « opérateurs positifs de mesure », souvent abrégé par POVM (positive-
operator valued measure, désignant aussi bien la mesure que les opérateurs). Ils doivent
être hermitiens positifs, tels que ∑

k
Π̂k = 1.

2.2.2 Opérateurs positifs et sélection

Nous allons étudier ici une situation assez commune mais peu souvent traitée en
détail. Soit un système bipartite dont on décompose l’espace de Hilbert sous la forme
H = HA ⊗HB ; on effectue une mesure destructive sur la partie HB. La question qui
se pose est : étant donné le résultat de la mesure, dans quel état est projetée la partie
restante de mon système ? Pour répondre à cette question on considère que la mesure se
fait en deux temps, d’abord la mesure est effectuée, modifiant l’état global, et seulement
ensuite la partie sur HB est détruite. En général les POVM ne permettent pas de décrire
l’état après la mesure. Nous allons voir qu’ici ils sont suffisants.
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2.2.2.1 État sélectionné

Soit ρ la matrice densité d’un état quelconque (intrication possible entre les com-
posantes appartenant à HA et HB). On s’intéresse à ρA, la matrice densité décrivant
la partie du système appartenant à HA à la fin du processus. Soit M̂B l’opérateur de
mesure généralisée sur l’espace HB et Π̂B = M̂†

B M̂B le POVM associé.
La mesure en elle-même a pour effet de transformer l’opérateur densité selon :

ρ 7→
(
1⊗ M̂B

)
ρ
(
1⊗ M̂B

)†

Tr
[(
1⊗ M̂B

)
ρ
(
1⊗ M̂B

)†
]

Puis on se restreint à la partie sur HA, ce qui s’effectue en prenant la trace partielle sur
B :

ρA = TrB




(
1⊗ M̂B

)
ρ
(
1⊗ M̂B

)†

Tr
[(
1⊗ M̂B

)
ρ
(
1⊗ M̂B

)†
]




=
TrB

[(
1⊗ M̂B

)
ρ
(
1⊗ M̂B

)†
]

Tr
[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
]

On aimerait bien faire apparaître au numérateur le POVM Π̂B afin de pouvoir se passer
de l’opérateur M̂B. Pour cela, il suffit de pouvoir commuter 1⊗ M̂B et ρ

(
1⊗ M̂B

)† dans
la trace partielle. La deuxième matrice est quelconque, mais la première n’agit que sur
le sous-espace HB.

Lemme 2.1. Soit un espace de Hilbert H = HA ⊗HB. Soient X̂ et Ŷ deux opérateurs, X̂
n’agissant pas sur HA (X̂ = 1A ⊗ X̂B). On a alors la propriété

TrB
[
X̂Ŷ
]
= TrB

[
ŶX̂
]

, avec X̂ = 1A ⊗ X̂B

Nous retardons la démonstration du lemme. En l’utilisant on peut alors conclure :

ρA =
TrB

[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
]

Tr
[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
] (2.1)

Cette expression ne fait pas intervenir M̂B directement ; le POVM Π̂B est suffisant. Il est
possible d’aller plus loin pour simplifier le dénominateur. Tout d’abord remarquons que
par définition,

Tr
[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
]
= TrA

[
TrB[

(
1⊗ Π̂B

)
ρ]
]
= TrB

[
TrA[

(
1⊗ Π̂B

)
ρ]
]

La première forme permet de calculer le dénominateur à partir du numérateur : le
dénominateur est simplement là pour normaliser le numérateur. La seconde forme a
également son intérêt puisque le POVM n’agit que sur B et peut sortir de la trace sur A.
On a alors :

Tr
[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
]
= TrB

[
Π̂B TrA[ρ]

]



26 mesure généralisée

Cette nouvelle expression du dénominateur ne fait intervenir que des opérateurs locaux
à B. La mesure sur B peut être considérée pour ce calcul de dénominateur comme isolée.
On peut donner une seconde forme à la conclusion :

ρA =
TrB

[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
]

TrB
[
Π̂B TrA[ρ]

] (2.2)

Ainsi le dénominateur n’implique que l’état « vu » par B sans prendre en compte
l’intrication avec A, ce qui est attendu puisque la probabilité d’obtenir le résultat
intéressant sur B ne dépend que de ce que l’appareil de mesure peut voir.

Démonstration du lemme 2.1. Commençons par prendre simplement X̂ et Ŷ deux opéra-
teurs de H (on ajoutera la propriété de X̂ ultérieurement). On choisit une base pour
chacun des espaces HA et HB, respectivement notées (|ai〉)i et

(∣∣bj
〉)

j. Cela définit
une base de H. On peut alors décomposer les opérateurs sur cette base. On note les
coefficients obtenus sur cette base de la manière suivante :

X̂ i,j
k,l

= {〈ai| ⊗ 〈bk|} X̂
{∣∣aj

〉
⊗ |bl〉

}
et Ŷi,j

k,l
= {〈ai| ⊗ 〈bk|) Ŷ

(∣∣aj
〉
⊗ |bl〉

}

i, j sont donc les indices des éléments de la base de HA et k, l ceux de la base de HB. On
rappelle que par définition,

(
TrB

[
X̂
])

i,j = ∑
q

X̂ i,j
q,q

et
(
X̂Ŷ
)

i,j
k,l

= ∑
m,n

X̂i,m
k,n

Ŷm,j
n,l

Ainsi, (
TrB

[
X̂Ŷ
])

i,j = ∑
q,m,n

X̂i,m
q,n

Ŷm,j
n,q

En général, on ne peut pas intervertir X̂ et Ŷ car les indices du haut ne s’y plient pas.
Revenons au cas qui nous intéresse. On considère que X̂ n’agit pas sur HA. On a vu
que cela s’exprime par X̂ = 1A ⊗ X̂B, ce qui en termes de coefficients se traduit par

X̂ i,j
k,l

= δi,j
(
X̂B
)

k,l

avec δi,j le symbole de Kronecker et bien sûr
(
X̂B
)

k,l les coefficients de X̂B sur la base de
HB.

En utilisant cette dernière expression et en intervertissant les noms n et q au bon
moment,

(
TrB

[
X̂Ŷ
])

i,j = ∑
q,m,n

X̂i,m
q,n

Ŷm,j
n,q

= ∑
q,m,n

δi,m
(
X̂B
)

q,nŶm,j
n,q

= ∑
q,n

(
X̂B
)

q,nŶ i,j
n,q

= ∑
q,n

Ŷ i,j
q,n

(
X̂B
)

n,q
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= ∑
q,m,n

Ŷi,m
q,n

δm,j
(
X̂B
)

n,q

= ∑
q,m,n

Ŷi,m
q,n

X̂m,j
n,q

=
(
TrB

[
ŶX̂
])

i,j

Démonstration alternative du lemme 2.1. On peut également démontrer le lemme graphi-
quement. Pour cela nous utilisons l’écriture matricielle du produit tensoriel : le produit
de Kronecker. Avec les conventions usuelles, X̂ s’écrit sous forme des blocs X̂B sur la
diagonale et 0 ailleurs, tandis que Ŷ s’écrit de manière générique par blocs :

X̂ =




X̂B 0 · · ·
0 X̂B · · ·
...

...
. . .


 Ŷ =




Ŷ1,1 Ŷ1,2 · · ·
Ŷ2,1 Ŷ2,2 · · ·

...
...

. . .




Ainsi

TrB
[
X̂Ŷ
]
=




Tr
[
X̂BŶ1,1

]
Tr
[
X̂BŶ1,2

]
· · ·

Tr
[
X̂BŶ2,1

]
Tr
[
X̂BŶ2,2

]
· · ·

...
...

. . .




=




Tr
[
Ŷ1,1X̂B

]
Tr
[
Ŷ1,2X̂B

]
· · ·

Tr
[
Ŷ2,1X̂B

]
Tr
[
Ŷ2,2X̂B

]
· · ·

...
...

. . .


 = TrB

[
ŶX̂
]

Remarque. Dans le cas d’une mesure partiellement lue, on regroupe un certain nombre
de résultats en considérant que la mesure est un succès si n’importe lequel de ces
résultats est obtenu ; appelons Ω cet ensemble. Ainsi le POVM de la mesure peut s’écrire
sous la forme Π̂B = ∑

i∈Ω
Π̂i.

En lisant complètement le résultat de la mesure, on obtient pour chaque i une matrice
densité donnée par (2.1) :

ρi =
TrB

[
Π̂iρ

]

Tr
[
Π̂iρ

] =
TrB

[
Π̂iρ

]

Pi

avec Pi = Tr
[
Π̂iρ

]
la probabilité d’obtenir i.

Si la mesure n’est pas lue au sein de Ω, la matrice densité obtenue est la moyenne
pondérée des ρi :

ρΩ = ∑
i∈Ω

P(i|Ω)ρi = ∑
i∈Ω

Pi

∑
j∈Ω

Pj

TrB
[
Π̂iρ

]

Pi
=

TrB

[
∑

i∈Ω

[
Π̂i
]

ρ

]

∑
j∈Ω

Pj
=

TrB
[
Π̂Bρ

]

∑
j∈Ω

Pj
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On retrouve donc bien l’équation (2.1), mais maintenant pour l’opérateur Π̂B. Le
formalisme est bien cohérent. Il est donc équivalent de considérer une mesure complète
dont on ne récupère qu’une partie de l’information ou directement une mesure qui
donne peu d’information. ♦

2.2.2.2 Simplification d’un état pur partiellement invisible

Voyons formellement que lors du calcul de l’état annoncé, partant d’un état pur il est
inutile de prendre en compte les composantes ayant une probabilité nulle de déclencher
l’annonce. On travaille toujours sur l’espace de Hilbert produit : H = HA ⊗HB. Nous
partons cette fois d’un état pur |ψ〉 (opérateur densité ρ = |ψ〉〈ψ|).

L’opérateur de mesure Π̂B n’est a priori pas injectif (et s’il l’est ça ne change rien au
résultat, si ce n’est qu’il ne donne aucune simplification pratique). On peut alors écrire
HB = HB,0 ⊕HB,1 avec HB,0 le noyau de Π̂B et HB,1 un supplémentaire (en général on
utilisera son orthogonal, qui est supplémentaire dès que le noyau est fermé). On en
déduit la décomposition H = (HA ⊗HB,0)⊕ (HA ⊗HB,1), qu’on peut appliquer à |ψ〉 :

|ψ〉 = |ψ0〉+ |ψ1〉 avec (1⊗ Π̂B) |ψ0〉 = 0 = 〈ψ0| (1⊗ Π̂B)

Remarque. |ψ0〉 et |ψ1〉 ne sont pas individuellement normalisés. ♦

Cette décomposition se traduit pour la matrice densité sous la forme :

ρ = |ψ〉〈ψ| = |ψ0〉〈ψ0|+ |ψ0〉〈ψ1|+ |ψ1〉〈ψ0|+ |ψ1〉〈ψ1|

Ainsi en utilisant le lemme 2.1 ;

TrB[(1⊗ Π̂B)ρ] = TrB[(1⊗ Π̂B) |ψ0〉〈ψ0|] + TrB[(1⊗ Π̂B) |ψ0〉〈ψ1|]
+ TrB[(1⊗ Π̂B) |ψ1〉〈ψ0|] + TrB[(1⊗ Π̂B) |ψ1〉〈ψ1|]

= TrB[(1⊗ Π̂B) |ψ1〉〈ψ1|]

Pour le dénominateur, en utilisant que Tr[] = TrA[TrB[]], on obtient directement que :

Tr
[
ρ(1⊗ Π̂B)

]
= Tr

[
|ψ1〉〈ψ1| (1⊗ Π̂B)

]

Conclusion :

ρA =
TrB

[(
1⊗ Π̂B

)
ρ
]

Tr
[(
1⊗ Π̂Bρ

)] =
TrB

[(
1⊗ Π̂B

)
|ψ1〉〈ψ1|

]

Tr
[(
1⊗ Π̂B

)
|ψ1〉〈ψ1|

] (2.3)

Autrement dit, pour calculer l’état annoncé, on peut dès le début du calcul se débarrasser
des termes appartenant au noyau de l’opérateur d’annonce.
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Les détecteurs optiques sensibles aux photons uniques sont au cœur des protocoles
d’information quantique exploitant des variables discrètes. Les plus répandus sont 1 du
type on/off (parfois aussi appelés Geiger) : ils émettent un signal électrique (« clic »)
quand ils détectent de la lumière, mais sans qu’aucune information ne puisse être
obtenue de l’amplitude ou la forme du signal ; en particulier aucune information sur le
nombre de photons n’est récupérée. Ces détecteurs sont usuellement modélisés comme
effectuant une mesure quantique avec deux issues possibles : soit le détecteur clique
(on), soit il ne clique pas (off) ; cette description a été abondamment étudiée, y compris
en prenant en compte des imperfections [24, 41, 49]. Cela permet de décrire beaucoup
d’expériences ; même lorsqu’on utilise plusieurs modes du champ électromagnétique il
est en général possible de les séparer spatialement pour envoyer chaque mode sur un
détecteur différent.

Quand l’information est portée par un photon délocalisé dans des cases temporelles,
il est inutile d’effectuer la séparation spatiale 2 car un seul détecteur suffit et le temps du
clic permet de déterminer la case dans laquelle était le photon. De manière similaire, une
expérience ayant une faible probabilité de succès est répétée jusqu’à ce qu’elle réussisse ;
les temps des clics des différents détecteurs permettent de s’assurer que les résultats
des mesures concernent bien la même réalisation de l’expérience. Avec les technologies
disponibles de nos jours, il est possible de travailler avec des lasers ayant des taux de
répétition de l’ordre du gigahertz [59, 77, 95, 115]. Atteindre de telles fréquences soulève
un problème car le temps entre deux impulsions devient similaire à celui caractéristique
d’un défaut des détecteurs réels : le temps auquel ils cliquent est affecté d’aléa. En
imaginant qu’il soit possible d’envoyer un photon localisé en un temps t sur le détecteur,
celui-ci clique à un temps T aléatoire. On appelle ce phénomène gigue temporelle, ce
qui est également utilisé pour désigner l’écart type de T (voir la figure 3.1). Quand la
séparation entre deux cases temporelles est du même ordre de grandeur que la gigue,
apparaissent des questions comme de déterminer la probabilité qu’une détection soit
attribuée à la mauvaise case temporelle. Il est donc nécessaire de décrire théoriquement
ce phénomène.

Si la mesure expérimentale de la gigue d’un détecteur on/off est relativement
courante [12, 49, 79, 119], l’aspect temporel a très peu été abordé théoriquement, et
principalement dans le cadre de l’analyse de la sécurité de protocoles de distribution de
clef [10, 93, 94] ou de l’interférométrie multi-photons [116]. Dans ces cas, la description
est limitée à un état contenant exactement un photon, avec des hypothèses fortes sur
la gigue (absente, discrète ou gaussienne) et en ne prenant pas en compte les autres

1. Il s’agit là d’un modèle ; les détecteurs réels peuvent être un peu différents.
2. Ce qui est compliqué expérimentalement car les commutateurs optiques rapides induisent beaucoup

de pertes.
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t Tt+ τ

t Tt+ τ

t Tt+ τ

t Tt+ τ

t

t

pon(T ) = Tr[π̂on(T )ρ]

Figure 3.1 – Illustration de la gigue temporelle avec comme entrée un photon parfaitement
localisé dans le temps. T est aléatoire et le mot « gigue » est également utilisé pour
décrire son écart type.

défauts des détecteurs. Par ailleurs, d’autres travaux montrent comment la description
d’un détecteur permettrait d’en déduire celle d’une mesure où des éléments optiques
tels que des filtres auraient été placés avant la détection, ou comment retrouver les
grandeurs habituellement utilisées pour caractériser les détecteurs [35, 36].

Pour donner une description des détecteurs de type on/off utilisable quel que soit
l’état quantique mesuré et en prenant en compte l’aspect temporel, nous allons expliciter
les opérateurs positifs de mesure (POVM, voir section 2.2) associés. Nous y intégrerons
la gigue temporelle et une efficacité quelconque. Par ailleurs, une fois qu’un détecteur
on/off a cliqué, il devient inactif durant une certaine durée appelée « temps mort ».
Pour prendre en compte ce défaut 3 nous considérons simplement qu’une fois que le
détecteur a cliqué la mesure est terminée et au moment où il redevient disponible, une
nouvelle mesure commence. Un autre défaut des détecteurs réels est qu’ils peuvent
cliquer même en l’absence de lumière ; on parle alors de « coups d’obscurité » ou
« sombres ». Nous montrerons comment prendre en compte ce défaut.

Dans ce chapitre nous allons présenter le formalisme utilisé et la dérivation des
opérateurs de mesure, d’abord dans un cas particulier puis dans le cas général. Dans les
chapitres suivant nous donnerons des exemples d’utilisation des opérateurs de mesure
pour la description d’expériences, et en particulier pour un source de photons annoncés
où nous montrerons que l’information temporelle peut être utilisée afin d’améliorer la
qualité de l’état annoncé.

3. C’est en fait une caractéristique intrinsèque aux détecteurs on/off. Un détecteur ne ratant aucun
photon, même après avoir cliqué, serait capable de compter le nombre de photons en comptant le nombre
de clics.
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3.1 description des états

Commençons par préciser le formalisme que nous allons utiliser pour décrire les états
du champ électromagnétique.

3.1.1 Quantification

La quantification adaptée au problème est celle d’un champ progressif, pour lequel
on ne s’intéresse qu’au plan du détecteur. Plus particulièrement, nous allons utiliser
l’opérateur temporel de création d’enveloppe tel que présenté dans la sous-section 1.3.3.
Nous nous intéressons à un seul mode transverse : celui défini par la forme de l’élément
sensible du détecteur 4 (on peut le choisir et compléter arbitrairement avec d’autres
modes pour former une base) ; on notera â(t) l’opérateur d’annihilation en un temps t.
De plus, nous nous plaçons dans le cadre de l’approximation quasi-monochromatique,
ce qui permet d’obtenir les relations de commutation (1.10) :

[
â(t), â†(t′)

]
= δ(t− t′) (3.1)

où nous rappelons que le δ() est en fait un sinus cardinal d’une largeur caractéristique
grande devant l’inverse de la fréquence centrale de l’onde.

Chose peu usuelle en optique quantique, nous allons utiliser un formalisme de la
première quantification. Notez que celui-ci est différent de théories existantes utilisant
également des fonctions d’ondes temporelles, mais en seconde quantification [108].
Voyons maintenant brièvement comment passer de la seconde à la première quantifica-
tion.

3.1.2 État à un photon

Un état générique contenant exactement un photon s’écrit sous la forme :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(t)â†(t) |0〉dt , avec
ˆ

ψ∗(t)ψ(t)dt = 1

À l’aide de la relation de commutation (3.1), on vérifie que l’état ainsi défini est bien
normé et qu’il est vecteur propre de l’opérateur « nombre de photons » pour la valeur
propre 1 :

ˆ
â†(t)â(t)dt |ψ〉 =

ˆ
ψ(t′)â†(t)â(t)â†(t′) |0〉dt dt′

=

ˆ
ψ(t′)â†(t)â†(t′)

=0︷ ︸︸ ︷
â(t) |0〉dt dt′

+

ˆ
ψ(t′)δ(t− t′)â†(t) |0〉dt dt′

= |ψ〉

4. En général un carré. Notez que la sensibilité peut aussi dépendre continûment de la position.



34 présentation et établissement du modèle

Nous sommes ainsi amenés à définir les éléments de notre base en première quantifi-
cation par :

|t〉 = â†(t) |0〉 (3.2a)

Ces vecteurs respectent la condition de normalisation 5 :
〈
t
∣∣t′
〉
= δ(t− t′) (3.2b)

Et un état quelconque contenant exactement un photon s’écrit :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(t) |t〉dt (3.3)

ψ(t) est appelée « fonction d’amplitude de probabilité », ou « fonction d’onde », et doit
toujours vérifier la normalisation

´
ψ∗(t)ψ(t)dt = 1.

Remarque. L’état |t〉 a pour fonction d’amplitude de probabilité une distribution de Dirac
centrée en t. Commençons par rappeler que cette fonction représente l’enveloppe ; il
faut la moduler par la porteuse pour obtenir le champ complet. |t〉 se comprend comme
décrivant un photon parfaitement localisé au temps t. Cette localisation parfaite peut
sembler contradictoire avec l’hypothèse quasi-monochromatique. Nous travaillons ici
avec une séparation d’échelles : la période de la porteuse est petite devant la largeur
de l’impulsion qui est elle-même petite devant le temps caractéristique du détecteur.
Comme discuté en sous-sous-section 1.3.3.2, la largeur de ce qui est considéré comme
distribution de Dirac est un choix ; pour qu’il soit possible il faut que la période de la
porteuse et le temps caractéristique du détecteur soient suffisamment différents pour
qu’on puisse introduire un temps mésoscopique simultanément très grand devant le
premier et très petit comparativement au second. ♦

Notez que du fait de la restriction aux états contenant exactement un photon, les pre-
mière et seconde quantifications sont équivalentes. Passons maintenant au cas général.

3.1.3 État général

Voyons maintenant comment construire l’espace complet en première quantification.
On comparera avec la seconde.

3.1.3.1 Nombre fixe de photons

Commençons par définir l’espace des états contenant exactement n photons. Nous
construisons la base de première quantification des états à n photons par la définition :

|t1, t2, . . . , tn〉 = |t1〉 ⊗ |t2〉 ⊗ · · · ⊗ |tn〉 (3.4a)

Compte tenu de la normalisation des états à un photon (3.2b),
〈
t1, t2, . . . , tn

∣∣t′1, t′2, . . . , t′n
〉
= δ(t1 − t′1)δ(t2 − t′2) . . . δ(tn − t′n) (3.4b)

5. Exactement comme pour la position d’une particule, les |t〉 ne forment pas une véritable base à cause
de cette mauvaise normalisation. On pourrait définir une vraie base à partir d’une base de fonctions de
carré intégrable, par exemple les fonctions d’Hermite-Gauss [9].
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Un état générique de cet espace est également décrit par son amplitude de probabilité :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(t1, t2, . . . , tn) |t1, t2, . . . , tn〉dt1 dt2 . . . dtn (3.5a)

avec la normalisation
ˆ

ψ∗(t1, t2, . . . , tn)ψ(t1, t2, . . . , tn)dt1 dt2 . . . dtn = 1 (3.5b)

3.1.3.2 État quelconque

On définit l’espace de Hilbert total comme la somme directe des espaces à n photons,
n ∈ N. Les états qui nous servent de base s’écrivent donc les |t1, t2, . . . , tn〉 mais où cette
fois n est variable et décrit les entiers. Ils vérifient la normalisation :

〈
t1, t2, . . . , tn

∣∣t′1, t′2, . . . , t′n′
〉
=





δ(t1 − t′1)δ(t2 − t′2) . . . δ(tn − t′n) si n = n′

0 sinon
(3.6)

Notez bien que deux états de la base n’ayant pas le même nombre de photons sont
orthogonaux.

Un état quelconque s’écrit ainsi :

|ψ〉 = ∑
n∈N

cn |ψn〉 , avec ∑
n∈N
|ck|2 = 1 (3.7)

où chaque |ψn〉 est la projection renormalisée sur l’espace à n photons et est tel que
décrit par (3.5).

3.1.4 Lien avec la seconde quantification

Établissons le lien entre première et seconde quantification ; en particulier il est
nécessaire de pouvoir traduire les opérateurs de mesure de la seconde vers la première
quantification, et d’établir à quelle condition l’inverse est possible. Dans les deux cas
l’espace total s’écrit comme somme directe des espaces à n photons ; pour la suite de
cette sous-section nous travaillons uniquement sur l’espace des états à n photons, avec n
fixe.

3.1.4.1 Base de la seconde quantification

Nous avons vu que pour le sous-espace des états à 1 photon, première et seconde
quantifications sont identiques ; ça n’est bien sûr pas le cas quand n > 1. Effet, l’espace
de Hilbert que nous avons obtenu est beaucoup plus grand que celui de la seconde
quantification car nous n’imposons pas d’invariance par permutation.

Introduisons l’opérateur P̂σ associé à une permutation σ ∈ Sn, défini par son action
sur la base, ainsi que l’opérateur de symétrisation Ŝ :

P̂σ |t1, t2, . . . , tn〉 =
∣∣∣tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)

〉
Ŝ =

1
n! ∑

σ∈Sn

P̂σ
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Leurs propriétés sont bien connues [14] ; entre autres P̂σ est unitaire tandis que Ŝ est un
projecteur orthogonal.

Nous appelons « état symétrique » tout état |ψ〉 tel que ∀σ, P̂σ |ψ〉 = |ψ〉. L’ensemble
des états symétrique est également le sous-espace sur lequel projette Ŝ. Ce sont les états
utilisés par la seconde quantification.

En multipliant la condition P̂σ |ψ〉 = |ψ〉 par chaque bra de la base et en effectuant la
permutation sur celui-ci, on montre que cela se traduit sur la fonction d’onde par :

∀σ ∈ SN , ∀t1, t2, . . . , tn, ψ(tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)) = ψ(t1, t2, . . . , tn)

Ainsi, les états décrits par une amplitude de probabilité invariante par toute permutation
de ses arguments sont symétriques. Insistons sur le fait qu’en première quantification
nous gardons le sous-espace orthogonal à celui des états symétriques.

La base canonique des vecteurs symétriques est celle de la seconde quantification ;
elle est composée des vecteurs définis par :

||t1, t2, . . . , tn〉 =
Ŝ |t1, t2, . . . , tn〉∣∣Ŝ |t1, t2, . . . , tn〉

∣∣ (3.8)

Pour chaque vecteur de la base de première quantification, sa projection sur le sous-
espace de vecteurs symétriques est à normalisation près un vecteur de la base de seconde
quantification. Soit ||t1, t2, . . . , tn〉 un vecteur cette dernière. On notera par convention 6 :

Ŝ−1(||t1, t2, . . . , tn〉 ) =
{

x ∈ Base de 1
re quantification, Ŝx ∝ ||t1, t2, . . . , tn〉

}

Remarquez que l’espace généré par cette famille n’est pas
{

x, Ŝx ∝ ||t1, t2, . . . , tn〉
}

. Ce
dernier est plus grand et contient tous les vecteurs du noyau de Ŝ (l’orthogonal aux
vecteurs symétriques).

Par ailleurs, en prenant un élément de la base |t1, t2, . . . , tn〉 on montre, par l’absurde
pour une inclusion et de manière directe pour l’autre, que :

Ŝ−1(||t1, t2, . . . , tn〉 ) =
{

P̂σ |t1, t2, . . . , tn〉 , σ ∈ Sn
}

Remarque. L’orthogonal de l’ensemble des états symétriques se détermine facilement. En
effet nous avons défini ce dernier comme étant :

⋂

σ∈Sn

Ker[P̂σ − 1]

Ainsi son orthogonal est 7 :
(
⋂

σ∈Sn

Ker[P̂σ − 1]
)⊥

= +
σ∈Sn

Ker[P̂σ − 1]⊥

Or les P̂σ sont unitaires donc diagonalisables via une matrice de passage unitaire ; de plus
on peut montrer que ses seules valeurs propres sont 1 et −1 [14]. Ainsi Ker[P̂σ − 1]⊥ =

Ker[P̂σ + 1]. Et donc l’orthogonal des vecteurs symétriques est généré par les x tels qu’il
existe σ ∈ Sn avec P̂σx = −x. ♦

6. Ŝ n’est pas inversible et la notation utilisée ici n’est pas non plus celle de l’image réciproque d’un
sous-espace vectoriel.

7. Ce qui est présenté ici est valable en dimension finie. Pour l’étendre au cas général il faudrait vérifier
que les opérateurs de permutation sont continus ; et il n’y a en principe qu’une inclusion dans le sens ⊃, et
en prenant l’adhérence du membre de droite.
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3.1.4.2 Opérateurs

Voyons maintenant comment effectuer la correspondance entre les opérateurs de
seconde et de première quantification.

Soit ÂII un opérateur de mesure de la seconde quantification. Nous nous limitons à
ce qui sera utile pour la suite : on suppose que les éléments de la base canonique des
états symétriques sont les vecteurs propres de l’opérateur. Cela signifie en particulier
que ÂII garde stable l’espace des états à n photons et qu’il est local en temps. Ainsi ÂII

est tel que :
ÂII ||t1, t2, . . . , tn〉 = a(t1, t2, . . . , tn) ||t1, t2, . . . , tn〉

où la valeur propre a(t1, t2, . . . , tn) =
〈
t1, t2, . . . , tn

∣∣∣∣ÂII
∣∣∣∣t1, t2, . . . , tn

〉
est une fonction

symétrique par toute permutation de ses arguments, et est connue.
La question qui se pose est de définir ÂI, un opérateur de première quantification tel

que celui-ci décrive la même physique. Le choix que nous effectuons est de définir ÂI

sur notre base de travail de la manière suivante :

ÂI |t1, t2, . . . , tn〉 = a(t1, t2, . . . , tn) |t1, t2, . . . , tn〉 (3.9)

Remarquez que grâce à la symétrie de a(. . .) par toute permutation de ses ar-
guments cette définition implique qu’avec |ei〉 et

∣∣ej
〉

deux vecteurs de la famille
Ŝ−1(||t1, t2, . . . , tn〉 ), 〈

ei
∣∣ÂI
∣∣ej
〉
= a(t1, t2, . . . , tn)δi,j

Ainsi pour tout vecteur x normé de l’espace généré par Ŝ−1(||t1, t2, . . . , tn〉 ),

x† ÂIx = a(t1, t2, . . . , tn)

Cela permet donc d’utiliser n’importe quel vecteur de cet espace, symétrisé ou non,
et d’obtenir les mêmes prévisions que celles de la seconde quantification. Ainsi avec
un opérateur de première quantification de la forme donnée par l’équation (3.9), il est
inutile de travailler avec des états symétrisés. Cela est valable même quand l’opérateur
n’a pas été obtenu à partir de son équivalent en seconde quantification.

Remarquez par ailleurs que de par la définition (3.9),

∀σ ∈ Sn, ÂIP̂σ |t1, t2, . . . , tn〉 = a(t1, t2, . . . , tn)P̂σ |t1, t2, . . . , tn〉

et donc :

∀σ ∈ Sn, P̂†
σ ÂIP̂σ |t1, t2, . . . , tn〉 = a(t1, t2, . . . , tn) |t1, t2, . . . , tn〉 = ÂI |t1, t2, . . . , tn〉

ce qui permet de conclure que :

∀σ ∈ Sn, P̂†
σ ÂIP̂σ = ÂI (3.10)

Remarque. Étant donné un opérateur en première quantification, la condition (3.10) est
nécessaire mais pas suffisante pour avoir l’opérateur de la forme (3.9). En effet, elle ne
garantit pas que les vecteurs de la base soient propres, mais uniquement que la valeur
propre est invariante par permutation lorsqu’ils le sont. Explicitons un contre-exemple.
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On se place dans le cas de deux qbits à deux emplacements. On considère un opérateur
Â tel que :

〈01|Â|01〉 = 〈01|Â|10〉 = 〈10|Â|01〉 = 〈10|Â|10〉 = 1

On vérifie qu’il respecte bien (3.10). Mais alors :
〈 |01〉+ |10〉√

2

∣∣∣∣Â
∣∣∣∣
|01〉+ |10〉√

2

〉
= 2

et donc le vecteur symétrisé donne des prédictions physiques différentes de celles de la
base. ♦

Remarque. Une alternative à ce que nous venons de présenter serait de choisir d’inclure
l’orthogonal des états symétriques dans l’espace propre pour la valeur propre 0. Cela
donne bien les mêmes résultats de mesure pour les états symétriques, mais rend plus
compliquée l’interprétation car un vecteur de la base et son symétrisé ne donnent pas le
même résultat de mesure. ♦

3.1.5 Résumé

Nous avons vu comment passer de la seconde quantification à la première. Pour le
sous-espace des états à n photons, notre base (qui n’en est pas vraiment une) de travail
est constituée par les états |t1, t2, . . . , tn〉, qui sont normalisés selon :

〈
t1, t2, . . . , tn

∣∣t′1, t′2, . . . , t′n
〉
= δ(t1 − t′1)δ(t2 − t′2) . . . δ(tn − t′n)

On peut écrire un état générique de ce sous-espace avec une fonction d’onde bien
normalisée.

Compte tenu des choix effectués, tant que les opérateurs de mesure sont de la
forme (3.9), nous n’avons pas besoin d’utiliser des états symétrisés pour avoir les mêmes
prédictions que la théorie habituelle utilisant la seconde quantification. On vérifie
qu’un opérateur est bien de la forme (3.9) en contrôlant qu’il est diagonal dans la base
canonique avec des valeurs propres invariantes par toute permutation des différents
temps.

3.2 notations

Fixons quelques notations qui seront utilisées dans toute la partie. Un P majuscule
est utilisé pour une probabilité ; les densités (temporelles) de probabilités sont notées
p minuscule. D’autres lettres peuvent être utilisées mais ça sera toujours en majuscule
pour une probabilité et minuscule pour une densité de probabilité.

Pour ne pas confondre les différents types de temps, qui jouent des rôles différents,
on adopte les conventions suivantes :

— t en minuscule (avec éventuellement des indices) est utilisé pour le temps décrivant
l’état de la lumière. Par exemple on notera

´
ψ(t) |t〉dt.

— T en majuscule désigne le temps au déclenchement du capteur. C’est donc une
variable aléatoire, qui servira également de variable aux fonctions de densités de
probabilité, et opérateurs associés.
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— τ = T − t désigne un délai de détection. C’est donc également une variable
aléatoire.

Ces notations seront rappelées dans la figure 3.2.
Par ailleurs, maintenant que nous utilisons la première quantification nous avons tout

à fait le droit d’indexer des photons. Nous allons discuter de temps de détection. La
convention utilisée est de parler de « premier, second . . . » quand il s’agit d’un ordre
chronologique et « numéro 1, 2 . . . » pour désigner l’étiquette du photon.

3.3 densité temporelle d’opérateurs

Nous souhaitons décrire un détecteur on/off en prenant en considération le temps
auquel celui-ci clique. Ainsi, les différents résultats possibles de la mesure sont les temps
de clic, ou bien l’absence de clic. La mesure a donc un continuum de résultats possibles.
Nous ne pouvons donc pas utiliser tel quel le formalisme des opérateurs positifs de
mesure POVM vus en section 2.2 car ceux-ci sont adapté à des résultats discrets.

3.3.1 Définition

Autour de chaque instant T les résultats possibles de la mesure sont 8 « le capteur s’est
déclenché » ou « le capteur ne s’est pas déclenché ». La probabilité de déclenchement est
proportionnelle à la taille de l’intervalle de temps infinitésimal sur lequel on travaille.
On utilise donc une densité de probabilité. Celle-ci doit pouvoir se calculer directement
à partir de l’état quantique, représenté par une matrice densité. On va donc définir une
densité d’opérateurs de mesure.

Durant tout intervalle de temps T , le capteur peut se déclencher ou ne pas le faire.
C’est donc une mesure binaire, descriptible par des POVM, qu’on appelle respectivement
Π̂on(T ∈ T ) et Π̂off(T ∈ T ). Par définition du POVM, la probabilité que la photo-diode
se déclenche durant l’intervalle T pour un état ρ est :

Pon (T ∈ T , ρ) = Tr
[
Π̂on(T ∈ T )ρ

]

Pour un état ρ donné, la densité de probabilité T 7→ pon(T, ρ), quand elle existe,
vérifie par définition :

∀T ⊂ R, Pon (T ∈ T , ρ) =

ˆ

T∈T

pon(T, ρ)dT

De manière similaire on définit, quand c’est possible, la densité de POVM T 7→ π̂on(T)
selon la propriété suivante :

∀T ⊂ R, Π̂on(T ∈ T ) =

ˆ

T∈T

π̂on(T)dT (3.11)

8. On rappelle que le temps mort est pris en compte en considérant que la mesure est finie après chaque
clic. Ainsi au plus un clic est possible.
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La trace et l’intégrale commutant,

Pon (T ∈ T , ρ) =

ˆ

T∈T

Tr [π̂on(T)ρ]dT

Ainsi :
∀T ⊂ R,

ˆ

T∈T

pon(T, ρ)dT =

ˆ

T∈T

Tr [π̂on(T)ρ]dT

Et donc presque partout :

pon(T, ρ) = Tr [π̂on(T)ρ] (3.12)

Cette propriété fondamentale nous indique comment obtenir directement la densité
de probabilité à partir de la densité de POVM. Cette dernière est donc suffisante pour
décrire la mesure continue.

Par ailleurs comme pon(T, ρ) doit être réelle et positive, pour tout T l’opérateur
π̂on(T) est hermitien positif.

Remarque. Dans la suite nous ferons parfois l’abus de langage consistant à parler de
« POVM » au lieu de « densité temporelle de POVM ». ♦

3.3.2 Absence de clic

On ne peut pas définir de densité de probabilité ni de POVM associés au résultat de
mesure « le capteur ne se déclenche pas ». La raison en est que l’absence de déclen-
chement à un moment donné n’est pas spécifique d’un événement, mais commun à
plusieurs. Sur un intervalle infinitésimal, Π̂off(T ∈ T ) est proche de l’opérateur identité
donc loin d’être proportionnel à la taille de cet intervalle. Sommer les Π̂off n’aurait
aucun sens. Définir une densité de probabilité ou d’opérateurs de mesure non plus.

Pour illustrer cela, passons à un modèle discret. On découpe le temps en N cases.
Pour chaque case indexée par k on a une certaine probabilité Pon

k de déclencher le
capteur, et une probabilité Poff

k de ne pas le déclencher. La normalisation impose

∀k, Pon

k + Poff

k = 1

Regardons maintenant le cas où l’on s’intéresse au déclenchement du détecteur
pendant les cases de temps k ou l. On serait tenté d’affirmer que pour obtenir les
probabilités il suffit de sommer les probabilités de k à celles de l. Mais c’est faux ;
la normalisation ne serait d’ailleurs plus vérifiée (la somme vaut alors 2). Pour la
probabilité de déclencher le capteur, on a bien :

Pon

k ou l = Pon

k + Pon

l

C’est la version discrète de la définition de la densité de probabilité. On ne peut par
contre pas utiliser la même chose pour la probabilité de ne pas déclencher le capteur.
Pour le comprendre, on commence par rappeler que pour une variable aléatoire X et
des événements A et B,

P(X ∈ A ∪ B) = P(X ∈ A) + P(X ∈ B)− P(X ∈ A ∩ B)
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Cela nous rappelle que sommer directement les probabilités ne fonctionne que pour des
ensembles d’événements disjoints, car sinon on compte deux fois le même événement.
Or ici A ∩ B regroupe tous les événements pour lesquels la détection ne se fait ni dans
la case k ni dans la l, par exemple lorsque le détecteur se déclenche durant n’importe
quelle autre case m (le détecteur ne se déclenche qu’une fois en tout). On ne peut donc
pas sommer les probabilités de ne pas déclencher le capteur. Dans le cas continu, on ne
peut pas non plus définir de densité de probabilité de ne pas déclencher le capteur. Cela
va de même pour les densités de POVM.

3.3.3 Normalisation

La normalisation des POVM s’exprime en prenant en compte tous les résultats possibles.
Ici la mesure s’effectue continuellement et il faut spécifier un intervalle de temps pour
définir une mesure en termes habituels. Sur un intervalle de temps T , la mesure
effectuée par le détecteur peut mener à deux résultats : ou bien il clique ou bien il ne
clique pas. Le premier cas est décrit par l’opérateur positif Π̂on(T ∈ T ) et le second par
Π̂off(T ∈ T ). La normalisation impose :

Π̂on(T ∈ T ) + Π̂off(T ∈ T ) = 1

La normalisation d’une densité de POVM est similaire à celle d’une densité de proba-
bilité, à ceci près qu’on travaille avec des opérateurs positifs et non des nombres. On
rappelle que pour tout T, π̂on(T) est hermitien positif. Sa normalisation se traduit par
le fait que :

Π̂off(T ∈ R) = 1−
ˆ

T∈R

π̂on(T)dT

doit être positif.

3.3.4 Fonction et opérateur de répartition

Soit une variable aléatoire X admettant une densité de probabilité x 7→ p(x). La
fonction x 7→ P(X < x) est la fonction de répartition de X. Nous la noterons P(x). Par
définition de la densité de probabilité,

p(x) =
d

dx
P(x)

Cette fonction est très utile et nous souhaitons avoir son équivalent pour les opérateurs.
Définissons l’opérateur de répartition par :

Π̂on(T) =

Tˆ

−∞

π̂on(T′)dT′ (3.13)

Il est immédiat de vérifier que :

d
dT

Π̂on(T) = π̂on(T) (3.14)
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et que

Pon(T, ρ) = Tr
[
Π̂on(T)ρ

]
(3.15)

Π̂on(T) est donc le POVM correspondant au résultat de mesure « le détecteur clique
avant le temps T ». C’est un POVM usuel, et non une densité.

3.4 mesure pour un photon impulsionnel

Commençons par décrire la mesure quand exactement un photon arrive sur le capteur
à un temps t bien précis ; l’état du champ est donc |t〉 et la matrice densité correspondant
ρ = |t〉〈t|. Ce cas simpliste va surtout nous permettre de décrire les hypothèses.

On appelle T le temps auquel le capteur se déclenche et τ = T − t le délai (aléatoire)
au bout duquel il est détecté. On suppose que cette variable aléatoire admet une densité
τ 7→ ϑ(τ) propre au détecteur considéré. Ainsi la probabilité qu’un tel photon soit
détecté au temps T = t + τ durant une durée infinitésimale dT près est ϑ(τ)dτ =

ϑ(T − t)dT. La densité de probabilité de clic au temps T s’exprime :

pon(T, |t〉〈t|) = ϑ(T − t) (3.16)

Pour respecter la causalité, ∀τ < 0, ϑ(τ) = 0 : le détecteur ne peut pas se déclencher
avant l’arrivée du photon. De plus ϑ(τ) est normalisée :

ˆ
ϑ(τ)dτ = 1 (3.17)

Nous illustrons les notations ainsi qu’une forme typique de ϑ(τ) dans la figure 3.2.

Temps

temps mort

Figure 3.2 – Notations utilisées et forme typique de la fonction de réponse ϑ(τ).

Introduisons la fonction de répartition Θ(τ) (voir sous-section 3.3.4) de la loi des
délais τ :

Θ(τ) =

τˆ

−∞

ϑ(τ′)dτ′ (3.18)
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La normalisation de ϑ(τ) se traduit par :

lim
τ→−∞

Θ(τ) = 0 et lim
τ→+∞

Θ(τ) = 1

Enfin, ajoutons la possibilité pour le capteur de « rater » des photons. Pour conserver
la fonction ϑ(τ) bien normalisée, nous introduisons l’efficacité de détection η. La densité
de probabilité de détecter le photon est :

pon(T, |t〉〈t|) = ηϑ(T − t) (3.19)

On déduit de cette expression et des normalisations la limite de la fonction de répartition
lim

τ→+∞
Pon(τ) = η. Ainsi l’efficacité telle que définie correspond bien à la probabilité

d’avoir détecté le photon quand on ne s’intéresse pas au temps auquel il a été détecté.

Remarque. Les résultats possibles de la mesure sont tous les T ∈ R ainsi que l’absence

de clic. Vu que Pon(T, |t〉〈t|) = η
T́

−∞
ϑ(T′ − t)dT′, on pourrait remplacer l’absence de

détection par un clic à un temps virtuel T = +∞ et tout reformuler sans séparer les cas
on et off. ♦

Pour la suite, la fonction ϑ(T − t) est considérée comme une donnée décrivant le
détecteur. Nous allons voir comment construire les opérateurs de mesure à partir de
cette fonction.

3.5 photons simultanés

Commençons par exprimer l’opérateur de mesure dans un cas simple : quand tous
les photons sont simultanés. Remarquez que dans ce cas les première et seconde
quantification sont équivalentes. Comme on travaille avec un seul temps t, pour cette
section on utilise la notation |k〉 = |t, t, . . . , t〉 = 1√

k!
â†(t) |0〉. On utilisera par contre la

possibilité offerte par la première quantification d’étiqueter les photons.

3.5.1 Expression générique de la densité de POVM

On cherche à établir la densité de POVM T 7→ π̂on(T). Nous supposons le détecteur
indépendant de la phase du champ électromagnétique ; pour traduire cela dans l’ex-
pression de l’opérateur de mesure nous effectuons l’hypothèse que π̂on(T) est diagonal
dans la base de Fock. Ainsi on peut l’écrire sous la forme :

π̂on(T) = ∑
k

ck(T) |k〉〈k|

Il nous faut exprimer les coefficients ck(T). Pour cela travaillons dans la base de Fock.
Soit un état |k〉, dont la matrice densité est ρ = |k〉〈k|. Afin de simplifier les notations,
pon

k (T) est la densité de probabilité de déclencher le capteur pour cet état. On le définit
formellement comme étant pon

k (T) = pon(T, |k〉〈k|). On a alors

pon

k (T) = Tr [π̂on(T) |k〉〈k|] = 〈k| π̂on(T) |k〉 = ck(T)



44 présentation et établissement du modèle

On peut donc écrire :

π̂on(T) = ∑
k

pon

k (T) |k〉〈k| (3.20)

Ainsi pour déterminer entièrement la densité de POVM, il suffit de calculer la densité de
probabilité de déclenchement du capteur pour les états de Fock.

3.5.2 Principe du modèle

Pour un détecteur on/off, une fois un premier photon détecté le capteur devient
aveugle. Ainsi nous devons calculer la loi de probabilité du premier photon détecté, en
s’assurant qu’il est bien le premier. Nous décomposons virtuellement le fonctionnement
du détecteur en deux étapes :

1. chaque photon est détecté à un temps aléatoire, indépendant de celui des autres
photons ;

2. pour établir la statistique du temps de déclenchement on prend en compte uni-
quement le plus petit des temps de détection des photons.

Figure 3.3 – Illustration de la première étape : répartition des délais de mesure des photons.

Quand on envoie beaucoup de photons, en général les temps de détection virtuels
de ceux-ci s’étalent et explorent aussi les extrêmes. Ainsi, en envoyant beaucoup de
photons simultanément on s’attend à un temps de clic du détecteur statistiquement plus
précoce qu’avec un seul photon.

On rappelle qu’une fois que le détecteur s’est déclenché, la mesure est considérée
comme achevée. Quand la photo-diode est de nouveau disponible après son temps mort,
on considère qu’il s’agit d’une nouvelle mesure.

3.5.3 Expression de la probabilité

Calculons maintenant la densité de probabilité pon

k (T). Pour cela nous allons com-
mencer par exprimer sa fonction de répartition Pon

k (T), qui décrit la probabilité que le
détecteur ait cliqué avant l’instant T.

Plus formellement, nous attribuons à chaque photon i un délai de détection τi, qui
est aléatoire et dont la loi est donnée par la densité ηϑ(τ) et la probabilité 1− η que le
photon ne soit pas du tout détecté. Le temps auquel clique le détecteur est la variable
aléatoire min

i∈J1,kK
(t + τi), en ayant décrit 9 l’absence de détection par τi = +∞. Ainsi,

Pon

k (T) = P
(

min
i∈J1,kK

(t + τi) ≤ T
)
= 1− P

(
min

i∈J1,kK
(t + τi) > T

)

9. Cette convention permet de ne pas avoir à distinguer le cas où le photon n’est pas détecté lors des
comparaisons.
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Or on a toujours un nombre fini de photon (aussi grand puisse-t-il être) et donc le
minimum est bien défini. On peut alors remarquer que :

min
i∈J1,kK

(t + τi) > T ⇔ ∀i, t + τi > T ⇔ ∀i, τi > T − t

Ainsi on peut écrire :
Pon

k (T) = 1− P (∀i, τi > T − t)

Par ailleurs, en utilisant la définition (3.18) de Θ(τ) on montre que,

P
(
τj > T − t

)
= 1− ηΘ(T − t)

Les photons étant virtuellement indépendamment détectés,

P (∀i, τi > T − t) =
k

∏
i=1

P (τi > T − t) = [1− ηΘ(T − t)]k

On peut donc conclure que

Pon

k (T) = 1− [1− ηΘ(T − t)]k (3.21)

En dérivant par rapport à T on obtient la densité de probabilité du temps de clic :

pon

k (T) = kηϑ (T − t) [1− ηΘ(T − t)]k−1 (3.22)

Cette expression peut s’interpréter de la manière suivante : pour que le photon i soit
détecté en premier, il faut qu’il déclenche effectivement le détecteur au temps T ; la
probabilité correspondante est ηϑ(T − t). Mais il faut aussi qu’aucun des k− 1 autres
photons n’ait déclenché le détecteur avant T. Pour un photon j quelconque, ηΘ(T − t)
est la probabilité qu’il ait été détecté avant T ; et donc 1− ηΘ(T − t) est celle qu’il ne
l’ait pas été.

Les détections virtuelles des photons ayant été supposées indépendants, il suffit de
multiplier tous ces termes entre eux. Enfin le facteur k provient du fait que chacun des
photons peut être celui qui déclenche le détecteur.

L’expression de la densité de probabilité de temps de clic (3.22) est illustrée par la
figure 3.4. On remarque que plus le nombre de photons envoyés sur le détecteur est
important, plus celui-ci cliquera tôt, comme annoncé en sous-section 3.5.2.

3.5.4 Expression de la densité de POVM

On a vu que la densité de POVM s’exprime :

π̂on(T) = ∑
k

pon

k (T) |k〉〈k| (3.20)

Ainsi on obtient :

π̂on(T) = ηϑ (T − t)∑
k

k[1− ηΘ(T − t)]k−1 |k〉〈k| (3.23)
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Figure 3.4 – Illustration de l’équation (3.22). Densité de probabilité du temps de clic du détecteur
pour k = 1, 2, 5 photons simultanés. Le temps est adimensionné par la gigue
moyenne, et la référence de temps est l’arrivée des photons sur le détecteur. La
gigue pour un photon suit une loi log-normale d’écart type 1

2 . Afin d’isoler les
effets temporels on a choisi un détecteur sans perte : η = 1.

3.5.5 Cas limite : détecteur sans délai

Pour retrouver le cas où le détecteur n’a aucun délai, on donne à la fonction de
réponse du détecteur la forme d’une distribution de Dirac : ϑ(τ) = δ(τ). Puis on va
calculer

Pon

k =

t+∆τˆ

t−∆τ

pon

k (T′)dT′

Avec ∆τ > 0 et arbitrairement petit. Le but est de ne garder que la probabilité de
déclenchement du capteur à T = t.

Puisque l’intégrande est nulle pour les temps T′ inférieurs à t, on peut étendre la
borne inférieure jusqu’à −∞. Alors en utilisant l’équation (3.21),

Pon

k =

t+∆τˆ

−∞

pon

k (T′)dT′ = Pon

k (t + ∆τ) = 1− [1− ηΘ(∆τ)]k

Or de par les définitions,

Θ(∆τ) =

∆τˆ

−∞

ϑ(τ)dτ = 1

On peut donc conclure :
Pon

k = 1− (1− η)k (3.24)

On obtient le résultat habituel : la probabilité que le détecteur ne clique pas est donnée
par une loi géométrique [41].
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Remarque. On aurait eu le même résultat en gardant un détecteur quelconque mais en
s’intéressant à la probabilité qu’il clique sans se préoccuper de savoir à quel temps.
Formellement cette probabilité est lim

T→∞
Pon

k (T). ♦

3.6 cas général

Établissons maintenant l’expression de la densité d’opérateurs de mesure dans cas de
photons pas nécessairement simultanés. Nous travaillons maintenant pleinement avec
les usages de la première quantification, comme détaillé en sous-section 3.1.3.

3.6.1 Expression générique du POVM

En développant sur la pseudo-base présentée dans l’équation (3.4), l’expression la
plus générale d’un opérateur est :

∑
n,n′

¨
cn,n′

(
t1, . . . , tn; t′1, . . . , t′n′

) ∣∣t1, . . . , tn
〉〈

t′1, . . . , t′n′
∣∣dt1 . . . dtn dt′1 . . . dt′n′

On s’intéresse ici à la densité de POVM π̂on(T). Considérant que le détecteur on/off

est sensible uniquement à la puissance optique instantanée et donc insensible à la phase
et aux cohérences entre des temps différents, on fait l’hypothèse que les POVM s’écrivent
sous la forme diagonale suivante :

π̂on(T) = ∑
k∈N

ˆ
ck (T; t1, . . . , tk) |t1, . . . , tk〉〈t1, . . . , tk|dt1 . . . dtk

où T est le temps de déclenchement du capteur.
Pour déterminer l’expression des ck (T; t1, . . . , tk) nous allons procéder comme précé-

demment en les identifiant à une densité de probabilité calculée classiquement.
Pour un état caractérisé par une matrice densité ρ, la densité de probabilité de

déclenchement du détecteur au temps T est

pon(T, ρ) = Tr [ρπ̂on(T)]

En particulier, dans le cas où k photons arrivent sur le capteur aux temps (ti)i∈J1,kK, la
matrice densité s’écrit ρ(t1, . . . , tk) = |t1, . . . , tk〉〈t1, . . . , tk|. On a alors

pon(T, ρ(t1, . . . , tk)) = Tr [ρ(t1, . . . , tk)π̂
on(T)] = ck (T; t1, . . . , tk)

Et donc

π̂on(T) = ∑
k∈N

ˆ
pon(T, ρ(t1, . . . , tk)) |t1, . . . , tk〉〈t1, . . . , tk|dt1 . . . dtk (3.25)

Ainsi connaître la densité de probabilité pon(T, ρ(t1, . . . , tk)) est équivalent à établir les
opérateurs de mesure.
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Remarquons que π̂on(T) ne mélange pas les espaces ayant des nombres de photons
différents. Afin de pouvoir par la suite simplifier les notations, définissons les opérateurs
π̂on

k (T) tels que :
π̂on(T) = ∑

k
π̂on

k (T) (3.26a)

Ils s’expriment à partir des densités de probabilités :

π̂on

k (T) =
ˆ

pon(T, ρ(t1, . . . , tk)) |t1, . . . , tk〉〈t1, . . . , tk|dt1 . . . dtk (3.26b)

3.6.2 Calcul de probabilités

Comme précédemment, on attribue à chaque photon un temps de détection fictif
calculé selon une probabilité individuelle puis on s’intéresse à la loi du temps de
première détection. Pour le photon i, son temps de détection (quand il ne se perd pas)
est la somme de son temps d’arrivée sur le détecteur ti et d’un délai aléatoire τi qui suit
une loi de densité ϑ(τ). La variable aléatoire qui nous intéresse est T = min

i∈J1,kK
(ti + τi).

On commence de nouveau par établir sa fonction de répartition :

Pon

k (T) = P
(

min
i∈J1,kK

(ti + τi) ≤ T
)

= 1− P
(

min
i∈J1,kK

(ti + τi) > T
)

= 1− P (∀i, ti + τi > T)

= 1− P (∀i, τi > T − ti)

Or pour un photon i,
P (τi > T − ti) = 1− ηΘ(T − ti)

Ainsi on arrive à l’expression :

Pon

k (T) = 1− ∏
i∈J1,kK

[1− ηΘ(T − ti)] (3.27)

En dérivant, on obtient la densité de probabilité :

pon(T, ρ(t1, . . . , tk)) =
k

∑
i=1

(
ηϑ (T − ti)∏

j 6=i

[
1− ηΘ(T − tj)

]
)

(3.28)

Cette expression est similaire à celle obtenue en ayant considéré des photons simulta-
nés (3.22), à la différence près que chacun a un temps d’arrivée sur le détecteur qui lui
est propre.

Notez que la probabilité est invariante par permutation des différents temps. L’expres-
sion de la densité de POVM donnée par (3.25) étant celle d’un opérateur diagonal dans
la base canonique, on a bien obtenu un opérateur de mesure de la forme (3.9), donc
compatible avec les exigences de la seconde quantification.
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L’expression (3.28) permet de mener au résultat précédent dans le cas où les photons
sont simultanés. Son comportement est aussi tout à fait correct pour des photons envoyés
régulièrement à un intervalle grand devant le temps caractéristique de τ 7→ ϑ(τ) : pour
un temps T autour de celui d’arrivée du premier photon seul le terme correspondant
à celui-ci a un ϑ (T − ti) non nul, et le produit sur j est égal à 1 ; on retrouve donc la
densité de probabilité qu’on aurait s’il était tout seul ; pour les suivants c’est la même
chose mais le produit vaut (1− η)l où l est le nombre de photons arrivés avant le
photon considéré, ce qui correspond à la probabilité qu’aucun des photons précédent
n’ait déclenché le détecteur.

3.6.3 Expression de l’opérateur

L’équation (3.25) nous donne l’expression du POVM à partir de la densité de probabi-
lité obtenue à l’équation (3.28). Nous allons simplifier l’expression. Concentrons-nous
sur le sous-espace contenant k photons, et travaillons avec π̂on

k (T) tel que défini par
l’équation (3.26a). En injectant la densité de probabilité sans l’expression générique, on
calcule que :

π̂on

k (T) =
ˆ [ k

∑
i=1

[
ηϑ (T − ti)∏

j 6=i

(
1− ηΘ(T − tj)

)
]]
|t1, . . . , tk〉〈t1, . . . , tk|dt1 . . . dtk

=
k

∑
i=1

η

ˆ
ϑ
(
T − tj

)
∏
j 6=i

(
1− ηΘ(T − tj)

)
|t1, . . . , tk〉〈t1, . . . , tk|dt1 . . . dtk

Chacun des termes de la somme s’exprime avec un produit de fonctions dépendant
chacune du paramètre d’un seul photon. Ainsi ils sont factorisables :

π̂on

k (T) =
k

∑
i=1

[
η

ˆ
ϑ (T − ti) |ti〉〈ti|dti

]⊗

j 6=i

[ˆ (
1− ηΘ(T − tj)

) ∣∣tj
〉〈

tj
∣∣dtj

]

=
k

∑
i=1

[
η

ˆ
ϑ (T − ti) |ti〉〈ti|dti

]⊗

j 6=i

[
1− η

ˆ
Θ(T − tj)

∣∣tj
〉〈

tj
∣∣dtj

]

où 1 =
´
|t′〉〈t′|dt′ représente l’opérateur identité de l’espace à 1 photon réparti dans le

temps de manière quelconque.

Remarque. La notation du produit tensoriel peut être trompeuses. En effet c’est ici
l’étiquette i ou j qui permet de savoir à quelle composante appartient chaque terme. Par
exemple la notation

∑
i∈{1,2,3}

Âi
⊗

j 6=i

B̂j

signifie avec les conventions usuelles :

Â1 ⊗ B̂2 ⊗ B̂3 + B̂1 ⊗ Â2 ⊗ B̂3 + B̂1 ⊗ B̂2 ⊗ Â3

♦

Définissons ensuite l’opérateur diagonal :

Θ̂(T) =
ˆ

Θ(T − t) |t〉〈t|dt (3.29)
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Cet opérateur agit sur les états contenant exactement un photon distribué dans le temps.
C’est le POVM décrivant le résultat de mesure « le photon est détecté avant le temps
T », lorsqu’on utilise un détecteur d’efficacité η = 1. Son expression est celle d’une
convolution entre la fonction de répartition du délai de détection et les projecteurs sur
les états de temps certain.

Sur le même espace on peut définir l’opérateur densité de POVM associé à la densité
de probabilité de déclenchement du détecteur lorsque η = 1 :

ϑ̂(T) =
ˆ

ϑ(T − t) |t〉〈t|dt (3.30)

Rappelons que la définition de la fonction Θ(τ) est :

Θ(τ) =

τˆ

−∞

ϑ(τ′)dτ′ (3.18)

En l’injectant dans l’équation (3.29), on obtient après changement de variable et échange
des intégrales :

Θ̂(T) =

Tˆ

−∞

ϑ̂(T′)dT′ (3.31)

La relation entre les opérateurs est similaire à celle qui existe entre les fonctions. On
retrouve les propriétés qui ont été présentées en sous-section 3.3.4. En dérivant cette
dernière équation il vient :

dΘ̂

dT
= ϑ̂(T) (3.32)

Ces deux opérateurs agissent sur les espaces à un photon réparti dans le temps de
manière quelconque.

Revenons à l’étude des opérateurs de mesure agissant sur les états à k photons. Afin
de bien différencier les espaces correspondant à chaque photon on garde l’indice de
l’étiquette du photon sur l’opérateur, même s’ils sont a priori tous identiques. Ainsi la
densité de POVM peut se mettre sous la forme suivante :

π̂on

k (T) =
k

∑
i=1

ηϑ̂i(T)
⊗

j 6=i

[
1− ηΘ̂j(T)

]
(3.33)

L’opérateur du POVM correspondant à la fonction de répartition peut s’écrire :

Π̂on

k (T) =
k⊗

i=1

1−
k⊗

i=1

[
1− ηΘ̂i(T)

]
(3.34)

Et on vérifie aisément en le dérivant l’équation (3.14) :

d
dT

Π̂on

k (T) = π̂on

k (T)

Π̂on(T) est donc bien le POVM correspondant au résultat de mesure « le détecteur clique
avant le temps T ».
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Remarque. En présence de coups d’obscurité, il faut un peu modifier la densité d’opé-
rateurs. Comme ces coups sont par définition indépendants de l’état du champ, on
ajoute un terme proportionnel à l’identité. La constante de proportionnalité est le taux
de coups sombres.

Pour prendre en compte les phénomènes de contre-impulsion (after-pulse), il faut se
souvenir de la manière dont nous avons géré le temps mort : l’expérience est considérée
comme finie après le clic et quand on rallume le détecteur une nouvelle commence. Ainsi
ces phénomènes seront pris en compte de la même manière que le bruit d’obscurité, en
autorisant le taux de bruit à dépendre du temps T. ♦

3.7 résumé

Nous avons effectué les hypothèses suivantes sur le détecteur on/off :
— détecteur lent comparativement à la période de la porteuse ;
— efficacité η est une constante ;
— pour un photon localisé en temps le délai est décrit par une densité ϑ(τ) ;
— détections virtuelles indépendantes ;
— détecteur insensible à la phase et la cohérence temporelle.

Avec Θ(τ) =
τ́

−∞
ϑ(τ′)dτ′ (équation (3.18)), nous avons défini en (3.29) et (3.30) les

opérateurs agissant sur l’espace des états à un photon :

Θ̂(T) =
ˆ

Θ(T − t) |t〉〈t|dt ϑ̂(T) =
ˆ

ϑ(T − t) |t〉〈t|dt

Ils sont liés par :

Θ̂(T) =

Tˆ

−∞

ϑ̂(T′)dT′ ϑ̂(T) =
dΘ̂

dT

La densité d’opérateurs de mesure décrivant le détecteur on/off s’exprime (équa-
tions (3.26a) et (3.33)) :

π̂on(T) = ∑
k

π̂on

k (T), avec π̂on

k (T) =
k

∑
i=1

ηϑ̂i(T)
⊗

j 6=i

[
1− ηΘ̂j(T)

]

Pour l’état pur de base |t1, . . . , tk〉, la densité de probabilité du temps de clic s’écrit :

pon(T, ρ(t1, . . . , tk)) =
k

∑
i=1

(
ηϑ (T − ti)∏

j 6=i

[
1− ηΘ(T − tj)

]
)

(3.28)
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Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples d’application de l’expression
de la densité d’opérateurs de mesure obtenue au chapitre précédent. Pour cela nous
allons considérer des situations courantes dans les expériences. Pour chacune nous
regarderons des cas avec peu de photons et le cas général.

Nous commencerons par des cas particuliers de mesure directe, avant de nous inté-
resser au délai entre les clics de deux détecteurs et enfin nous appliquerons cela au cas
d’une mesure de corrélation temporelle. L’exemple de la source de photons annoncés
étant particulièrement important, nous lui dédierons le prochain chapitre, il n’est donc
pas traité ici.

4.1 mesure directe

Commençons par nous intéresser à une mesure directe de la lumière incidente. Bien
évidemment le cas général est celui traité au chapitre précédent. Nous allons ici nous
intéresser à des cas particuliers d’états incidents.

Figure 4.1 – Le détecteur mesure directement la lumière provenant de la source.

4.1.1 Stratégie pour des photons indépendants

Rappelons d’abord une petite propriété qui va nous être utile :

Lemme 4.1. Soient deux espaces de Hilbert HA et HB ; on prend respectivement Â et B̂ des
opérateurs agissant chacun sur un de ces espaces. Â⊗ B̂ est un opérateur sur HA ⊗HB. Alors,

Tr
[
Â⊗ B̂

]
= TrA

[
Â
]

TrB
[
B̂
]

Les opérateurs π̂on(T) et Π̂on(T) ont été exprimés (équations (3.33) et (3.34)) à partir
d’opérateurs agissant sur les états à 1 photon. Ainsi dès qu’on s’intéresse à des états
dont la matrice densité est séparable sous forme de produit d’états à 1 photon, les traces
se factorisent. Pour résumer :

π̂ =
⊗

i

π̂i , ρ =
⊗

i

ρi =⇒ Tr [π̂ρ] = ∏
i

Tr [π̂iρi]

Il suffit alors de calculer les traces sur des espaces à 1 photon, ce qui va être notre
premier cas particulier.

53
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4.1.2 Cas à 1 photon

On étudie le cas où 1 unique photon, réparti entre les différents modes temporels, est
envoyé sur la photo-diode.

4.1.2.1 État pur

On décrit un état pur générique par une fonction d’onde :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(t) |t〉dt

On cherche à calculer

pon(T, |ψ〉〈ψ|) = Tr [π̂on(T) |ψ〉〈ψ|] = 〈ψ|π̂on(T)|ψ〉
La densité de POVM a été exprimée en (3.33). Ici il n’y a qu’un photon et donc elle s’écrit
simplement :

π̂on(T) = ηϑ̂(T) = η

ˆ
ϑ(T − t) |t〉〈t|dt (4.1)

En mettant ensemble les différentes expressions, il vient :

〈ψ|π̂on(T)|ψ〉 = η

ˆ
ϑ(T − t)ψ∗(t′)ψ(t′′)

〈
t′
∣∣t
〉 〈

t
∣∣t′′
〉

dt dt′ dt′′

D’où :

pon(T, |ψ〉〈ψ|) = η

ˆ
ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt (4.2)

Le résultat est que la densité de probabilité de détection du photon est la convolution
entre la fonction de réponse (à 1 photon) du détecteur et la densité de probabilité
d’arrivée du photon sur le détecteur.

4.1.2.2 État mélangé

On étudie maintenant un état mélangé générique :

ρ = |ψ〉〈ψ| =
ˆ

ρ(t′, t′′)
∣∣t′
〉〈

t′′
∣∣dt′ dt′′

où la fonction ρ vérifie les conditions nécessaires à ce que ρ soit une matrice densité
(hermitienne, définie positive et de trace unitaire).

En utilisant l’expression de π̂on(T) donnée par l’équation (4.1), on peut calculer le
produit :

π̂on(T)ρ = η

ˆ
ϑ(T − t)ρ(t′, t′′) |t〉

〈
t
∣∣t′
〉 〈

t′′
∣∣dt dt′ dt′′

= η

ˆ
ϑ(T − t)ρ(t, t′′)

∣∣t
〉〈

t′′
∣∣dt dt′′

L’opérateur est exprimé dans la base de travail. Prendre sa trace est direct :

pon(T, ρ) = η

ˆ
ϑ(T − t)ρ(t, t)dt (4.3)

Ainsi la convolution porte désormais sur la diagonale de la matrice densité.
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4.1.3 État à k photons séparables

Les états à k photons pour lesquels on va préciser la mesure sont ceux dont la matrice

densité s’écrit sous forme factorisée : ρ =
k⊗

i=1
ρi

Mettre en œuvre la stratégie présentée en sous-section 4.1.1 est ici direct. En utilisant
l’expression de la densité de POVM donnée par (3.33), la probabilité de déclenchement
du détecteur se met sous la forme :

pon(T,
k⊗

i=1

ρi) =
k

∑
i=1

η Tr
[
ϑ̂i(T)ρi

]
∏
j 6=i

(
1− η Tr

[
Θ̂j(T)ρj

])
(4.4)

Le calcul de la trace sur les états à 1 photon Tr
[
ϑ̂i(T)ρi

]
vient d’être effectué (4.3).

Θ̂(T) est comme ϑ̂(T) une convolution entre une fonction réelle et les opérateurs de
projections sur les éléments de la base (voir équation (3.29)) ; leurs traces avec une
matrice densité quelconque prennent une forme similaire.

On retrouve dans cette somme que le ie terme correspond au cas où le photon numéro i
est détecté et les autres perdus. Ainsi avec un nombre quelconque de photons séparables
la densité de probabilité de clic se calcule simplement.

4.1.3.1 Illustration pour deux photons séparables

Prenons l’exemple où l’on envoie deux photons non intriqués sur la photo-diode,
chacun dans un état pur quelconque :

|ψ1〉 =
ˆ

ψ1(t) |t〉dt

|ψ2〉 =
ˆ

ψ2(t) |t〉dt

On peut appliquer directement la formule générique (4.4) :

pon(T, |ψ1, ψ2〉 〈ψ1, ψ2|)

= η

ˆ
ϑ(T − t1)|ψ1(t1)|2 dt1

[
1− η

ˆ
Θ(T − t2)|ψ2(t2)|2 dt2

]

+

[
1− η

ˆ
Θ(T − t1)|ψ1(t1)|2 dt1

]
η

ˆ
ϑ(T − t2)|ψ1(t2)|2 dt2 (4.5)

Dans cette expression le premier terme correspond au cas où le photon no
1 est détecté

en premier et le second terme à celui où le photon no
2 est détecté en premier. On a

illustré l’équation (4.4) : pour des photons séparables on obtient la densité de probabilité
de déclenchement du capteur à partir de l’expression du POVM (3.33) en remplaçant les
opérateurs ϑ̂(T) et Θ̂(T) par la convolution de la fonction subjacente avec l’amplitude
de probabilité du photon considéré.

Remarque. Nous n’en avons pas eu besoin, mais précisions que la densité de POVM s’écrit
pour k = 2 :

π̂on(T) = ηϑ̂(T)⊗
[
1− ηΘ̂(T)

]
+
[
1− ηΘ̂(T)

]
⊗ ηϑ̂(T)

où l’ordre est cette fois ce qui permet d’identifier les espaces dans le produit tensoriel. ♦
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4.2 mesure de délai

Passons à l’étude d’une expérience où une paire de photons est générée puis les
photons séparés dans des voies A et B, chacune mesurée par un détecteur de type
on/off. On s’intéressera à une mesure de délai entre le déclenchement des deux
détecteurs.  

Figure 4.2 – Mesure de délai pour une paire de photons.

Nous commencerons par le cas où une seule paire est générée. Après la description
générique nous spécifierons les résultats pour des types d’états particuliers. Ensuite
nous expliciterons la densité d’opérateur décrivant une mesure de délai, sans hypothèse
sur l’état incident.

4.2.1 Paire de photons

Précisions quel type d’état nous appelons « paire de photons ». Nous choisissons de
décrire des états pur contenant exactement un photon dans chacune des voies A et B.
L’espace de Hilbert à utiliser est donc le produit tensoriel de ceux décrivant les états à 1
photon sur A et sur B. Ainsi les états que nous allons utiliser sont de la forme :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(tA, tB) |tA〉A ⊗ |tB〉B dtA dtB (4.6)

Afin d’alléger les notations, nous n’utiliserons plus les indices A et B au niveau des
kets. L’ordre du produit tensoriel est désormais ce qui distingue la partie selon A de
l’état (en première position) de celle selon B. Par ailleurs les probabilités des différents
résultats de mesures seront notées sans y indiquer explicitement l’état concerné.

4.2.2 Mesure des temps de clics

4.2.2.1 Définitions

Commençons par décrire la mesure jointe des temps de clics des deux détecteurs. Les
résultats possibles sont les couples (TA, TB), et potentiellement l’absence de détection
d’un côté ou de l’autre ; nous allons donc décrire la statistique de cette variable aléatoire
par une densité de probabilité pon(TA, TB), et la mesure associée avec une densité de
POVM π̂on(TA, TB), qui sont liées par :

pon(TA, TB) = 〈ψ|π̂on(TA, TB)|ψ〉
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Et bien sûr, les deux détecteurs opérant chacun sur son espace, l’opérateur joint s’écrit :

π̂on(TA, TB) = π̂A(TA)⊗ π̂B(TB)

4.2.2.2 Expressions des densités d’opérateurs et probabilités

On considère des états contenant exactement un photon sur chaque voie. Ainsi,

π̂on

A (TA) = ηϑ̂A(TA) =

ˆ
ηϑA(TA − tA) |tA〉〈tA|dtA

π̂on

B (TB) = ηϑ̂B(TB) =

ˆ
ηϑB(TB − tB) |tB〉〈tB|dtB

Le POVM décrivant la densité de probabilité de clics aux temps TA pour la voie A et
TB pour la voie B s’écrit donc :

π̂on(TA, TB) = ηϑ̂A(TA)⊗ ηϑ̂B(TB)

= η2
ˆ

ϑA(TA − tA)ϑB(TB − tB) |tA〉〈tA| ⊗ |tB〉〈tB|dtA dtB

En utilisant cette dernière expression avec la description de l’état (4.6) et la définition
de l’opérateur, on obtient :

pon(TA, TB) = η2
ˆ

ϑA(TA − tA)ϑB(TB − tB)|ψ(tA, tB)|2 dtA dtB (4.7)

La densité de probabilité de déclenchement du capteur à deux temps est donc simple-
ment une convolution double entre les fonctions de réponse des détecteurs et l’amplitude
de probabilité jointe des temps d’arrivée des photons.

4.2.3 Délai et coïncidence

Dans de nombreuses situations expérimentales, ce qui est réellement mesuré est la
densité de probabilité du délai entre les clics de chaque voie.

4.2.3.1 Densité de probabilité du délai

La variable aléatoire étudiée est TB − TA. Sa densité de probabilité s’exprime donc :

pB−A(τ) =

ˆ
pon(T, T + τ)dT (4.8)

Remarque. Attention à ne pas confondre pB−A(τ), qui décrit la loi de TB − TA, avec la
densité de probabilité conditionnelle p(TA + τ|TA). Cette dernière dépend a priori de
TA ; en sa moyenne sur TA vaut par contre pB−A(τ). ♦

Ainsi

pB−A(τ) = η2
ˆ

ϑA(T − tA)ϑB(T + τ − tB)|ψ(tA, tB)|2 dT dtA dtB
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Pour aller plus loin dans ce calcul, effectuons le changement de variable suivant :




∆ = T − tA

t = tA

δ = tB − tA

←→





T = t + ∆

tA = t

tB = t + δ

(4.9)

La matrice jacobienne de ce changement de variable est




1 1 0

0 1 0

0 1 1


, qui est de détermi-

nant 1. Ainsi,

pB−A(τ) = η2
ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ − δ)|ψ(t, t + δ)|2 d∆ dt dδ

On peut alors grouper différemment les intégrales :

pB−A(τ) = η2
ˆ [ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ − δ)d∆
] [ˆ

|ψ(t, t + δ)|2 dt
]

dδ (4.10)

On a en partie séparé les caractéristiques des capteurs et celles de l’état. Le premier
groupe entre crochets est la fonction de corrélation croisée des fonctions de réponse des
capteurs, évaluée en τ − δ. Le second groupe entre crochet est une sorte de fonction
de corrélation croisée qui est la densité de probabilité de mesurer avec appareil parfait
un délai donné entre la détection des deux photons ; elle est évaluée en δ. Le tout est
donc une convolution entre la fonction caractérisant le système de détection et celle
caractérisant l’état avec lequel on travaille.

4.2.3.2 Coïncidence

Une mesure de coïncidence s’effectue en branchant les sorties de chaque voie sur les
entrées d’une porte et. L’électronique ayant une vitesse finie, le signal de sortie de la
porte prend la valeur haute même lorsqu’il y a un léger décalage entre les deux voies. En
notant τ0 une valeur typique de cette tolérance, la probabilité de relever une coïncidence
est donc :

Pcoïnc. =

τ0ˆ

−τ0

pB−A(τ)dτ

En pratique la coupure n’est pas nécessairement nette et se modélise avec une fonction
de fenêtrage.

Remarque. Un autre usage de l’utilisation de coïncidences est lors d’une expérience
répétée de s’abstraire de la dépendance temporelle (τ0 → +∞), sans pour autant
mélanger des clics ne provenant pas d’une même impulsion de pompe. Pour cet usage
il convient de choisir τ0 le plus grand possible mais plus petit que le temps entre deux
impulsions de pompes. De plus, si l’on prenait en compte les coups d’obscurité on
verrait qu’il est intéressant de ne pas choisir τ0 trop grand. ♦
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4.2.3.3 POVM de la mesure de délai

On a vu avec l’équation (4.10) que la densité de probabilité pour la mesure d’un délai
prenait une forme qui est une convolution entre une fonction ne dépendant que des
capteurs et une fonction ne dépendant que de l’état ; chacune de ces deux fonctions
étant une corrélation croisée entre les deux voies. Essayons de formuler directement la
densité de POVM associée à cette mesure.

On a fait l’hypothèse d’avoir exactement un photon dans chacun des canaux A et B.
On a respectivement π̂A(TA) et π̂B(TB) les densités de POVM pour le déclenchement
de chacun des détecteurs. On procède exactement comme précédemment, mais ici
directement pour les opérateurs.

Les mesures sur A et B étant toujours indépendantes, le POVM associé à la mesure
double mesure est :

π̂on

A,B(TA, TB) = π̂on

A (TA)⊗ π̂on

B (TB)

On définit le POVM associé à la mesure du délai par :

π̂B−A(τ) =

ˆ
π̂on

A,B(T, T + τ)dT =

ˆ
π̂on

A (T)⊗ π̂on

B (T + τ)dT (4.11)

Ainsi,

π̂B−A(τ) = η2
ˆ

ϑA(T − tA)ϑB(T + τ − tB) |tA〉〈tA| ⊗ |tB〉〈tB|dT dtA dtB

En utilisant le même changement de variable que précédemment (équation (4.9)), on
obtient :

π̂B−A(τ) = η2
ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ − δ) |t〉〈t| ⊗ |t + δ〉〈t + δ|d∆ dt dδ

qui se réécrit :

π̂B−A(τ) = η2
ˆ [ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ − δ)d∆
] [ˆ

|t〉〈t| ⊗ |t + δ〉〈t + δ|dt
]

dδ (4.12)

Le résultat est de nouveau sous la forme d’une convolution entre une corrélation
décrivant les détecteurs et une autre pour l’état. La différence avec (4.10) est que la
partie concernant les états est un opérateur.

4.2.4 Cas particuliers

Voyons maintenant comment s’exprime la densité de probabilité de délai en spécifiant
davantage la forme des états que nous envoyons. Nous allons considérer plusieurs
possibilités.

4.2.4.1 Photons indépendants

Notons que dans le cas de deux photons indépendants,

|ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 et ψ(tA, tB) = ψA(tA)ψB(tB)
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En combinant (4.2), (4.7) et (4.8), il vient :

pB−A(τ) =

ˆ
pon(T, |ψA〉〈ψA|)pon(T + τ, |ψB〉〈ψB|)dT (4.13)

La loi de probabilité du délai est la combinaison de mesures sur A et B complètement
indépendantes, ce qui était attendu.

Remarque. L’indépendance des temps d’arrivées des photons ne signifie pas que les deux
voies sont complètement indépendantes. Les temps sont indépendants mais le nombre
de photons (ou l’existence) est intriqué. Comme nous allons le voir dans le chapitre 5,
l’absence d’intrication temporelle est même essentielle pour qu’une source de photons
annoncés génère des états purs. ♦

4.2.4.2 Photons quasi-simultanés

Considérons maintenant des photons quasiment simultanés, dont la fonction d’onde
est de la forme

ψ(tA, tB) = ψ1(tA)χ(tB − tA)

Où chacune des fonctions est normée (par choix),
ˆ
|ψ1(t)|2 dt = 1 et

ˆ
|χ(δ)|2 dδ = 1

Typiquement on choisit χ avec une largeur bien plus faible que celle de ψ1, comme
illustré dans la figure 4.3.

 

Figure 4.3 – Exemple de |ψ(tA, tB)|2 pour une paire de photons quasi-simultanés. Elle corres-
pond à la densité de probabilité pour le couple (TA, TB) qu’on observerait par une
mesure de temps joints avec des détecteurs parfaits.
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En utilisant la formule générique (4.10),

pB−A(τ) = η2
ˆ [ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ − δ)d∆
] [ˆ

|ψ1(t)|2|χ(δ)|2 dt
]

dδ

= η2
ˆ [ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ − δ)d∆
]
|χ(δ)|2 dδ

La distribution de temps auquel est émise la paire a complètement disparu, seul sert
l’information du délai entre l’émission des photons. La formule gagne un peu en lisibilité
en renversant le sens de la convolution :

pB−A(τ) = η2
ˆ [ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + δ)d∆
]
|χ(τ − δ)|2 dδ (4.14)

Si l’on veut décrire une paire dont les photons sont exactement simultanés, on choisit
|χ(δ)|2 = δ(δ) (δ() est la distribution de Dirac, δ la variable locale représentant la
différence de temps tA − tB). La densité de probabilité du délai s’exprime alors :

pB−A(τ) = η2
ˆ

ϑA(∆)ϑB(∆ + τ)d∆ (4.15)

Le délai entre les déclenchements des détecteurs ne dépend plus que de ceux-ci. Le
temps d’arrivée de la paire n’a aucun effet.

Figure 4.4 – Densité de probabilité du délai entre la détection des photons d’une paire idéale
pour différents écarts types ϑ(τ) (les deux détecteurs sont choisis identiques),
nommé « gigue » dans la légende. ϑ(τ) est choisie suivant une loi log-normale.

Nous traçons dans la figure 4.4 des densités de probabilité de délai pB−A(τ) typiques
obtenues pour différentes variances de ϑ(τ) (en ayant choisi les détecteurs identiques).
On observe un phénomène tout à fait attendu : plus la gigue est importante, plus la
distribution de délai s’étale, ce qui est le comportement observé dans les expériences [64].

Remarque. Pour décrire des photons simultanés, poser ψ(tA, tB) = ψ1(tA)δ(tB − tA)

n’aurait pas été correct car la normalisation de ψ(tA, tB) se fait par son carré. Ceci est
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similaire à l’impossibilité d’évaluer 〈x|x〉 lorsqu’on utilise les états de position d’une
particule.

Afin d’exprimer directement la notion de paire de photons simultanés sans avoir
à introduire une fonction annexe χ(t), définissons la notation

√
δ(t) la « racine de

distribution de Dirac » telle que
√

δ(t)×
√

δ(t) = δ(t), qui servira donc de fonction
χ(t) canonique. Avec cette notation, la fonction d’onde jointe d’une paire de photons
simultanés s’écrit ψ(tA, tB) = ψ1(tA)

√
δ(tB − tA). En effectuant un changement de

variables, on peut alors écrire l’état comme :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(t)
√

δ(ε) |t〉A ⊗ |t + ε〉B dt dε , avec
ˆ
|ψ(t)|2 dt = 1 (4.16)

♦

Remarque. Pour décrire des cas réels on peut être amené à utiliser d’autres formes pour
la fonction d’onde jointe ψ(tA, tB). Cependant la simplification effectuée pour les paires
de photons quasi-simultanés est très spécifique à la forme choisie. Il faudra donc quasi
systématiquement se contenter de l’expression générique (4.10) dès qu’on étudie une
forme différente. ♦

4.2.5 POVM du délai pour un état quelconque

Nous avons vu avec l’équation (4.12) qu’il est possible d’exprimer directement la
densité d’opérateurs décrivant la mesure du délai entre les clics des détecteurs A et B,
et qu’elle se simplifie. Nous allons ici généraliser cela en retirant l’hypothèse de n’avoir
qu’une seule paire.

4.2.5.1 Expression générique pour les opérateurs convolutions

Ce qui a permis d’aboutir à l’équation (4.12) est que les opérateurs utilisés s’écrivent
sous la forme d’une convolution entre une fonction réelle et des projecteurs. Nous allons
voir ici qu’une simplification similaire apparaît quand on part d’opérateurs s’écrivant
comme produits de telles convolutions. Ainsi on considère des opérateurs de la forme :

v̂A(TA) =
⊗

i

ˆ
fi(TA − ti) |ti〉〈ti|A dti

=

ˆ [
∏

i
fi(TA − ti)

] [
⊗

i

|ti〉〈ti|A
] [

∏
i

dti

]

v̂B(TB) =
⊗

j

ˆ
gj(TB − t′j) |t′j〉〈t′j|B dt′j

=

ˆ [
∏

j
gj(TB − t′j)

] 
⊗

j

|t′j〉〈t′j|B



[
∏

j
dt′j

]

On calcule alors :

v̂B−A(τ) =

ˆ
∏

i
fi(T − ti)∏

j
gj(T + τ − t′j)

⊗

i

|ti〉〈ti|A
⊗

j

|t′j〉〈t′j|B ∏
i

dti ∏
j

dt′j dT
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Procédons au changement de variable généralisant celui effectué quand nous avions un
seul photon de chaque côté :





∆ = T − t1

t = t1

(δi = ti − t1)i 6=1

(δ′j = t′j − t1)j

←→





T = t + ∆

t1 = t

(ti = t + δi)i 6=1

(t′j = t + δ′j)j

On a privilégié t1, mais c’est purement arbitraire et n’importe lequel des temps aurait

pu jouer son rôle. La matrice jacobienne s’écrit :




1 1

0

0

0

1

1

1
...

...

0 1

0 0

0 0

1 0 · · · 0

0 1
...

. . .

0 1




, qui est de

déterminant 1 (développement selon la colonne de 1).
Après le changement de variable, l’opérateur s’écrit :

v̂B−A(τ) =

ˆ
f1(∆)∏

i 6=1
fi(∆− δi)∏

j
gj(∆ + τ − δ′j)

|t〉〈t|A
⊗

i 6=1

|t + δi〉〈t + δi|A
⊗

j

∣∣∣t + δ′j
〉〈

t + δ′j
∣∣∣

B
d∆ dt ∏

i 6=1
dδi ∏

j
dδ′j

On peut alors former des groupes dans l’intégrale :

v̂B−A(τ) =

ˆ [ˆ
f1(∆)∏

i 6=1
fi(∆− δi)∏

j
gj(∆ + τ − δ′j)d∆

]



ˆ
|t〉〈t|A

⊗

i 6=1

|t + δi〉〈t + δi|A
⊗

j

∣∣∣t + δ′j
〉〈

t + δ′j
∣∣∣

B
dt


∏

i 6=1
dδi ∏

j
dδ′j

Comme précédemment, on arrive à une forme qui est une convolution, mais elle est ici
à N − 1 dimensions (tout comme les fonctions de corrélation croisées).

4.2.5.2 Application à la densité de POVM des détecteurs

On va appliquer les résultats du paragraphe précédent à la forme de la densité
de POVM exprimée par l’équation (3.33). Pour faciliter les calculs, remarquons que les
opérateurs de mesure se mettent sous la forme :

π̂on

A (T) = ∑
k∈N

k

∑
i=1

π̂on

A,k,i(T) π̂on

B (T) = ∑
l∈N

l

∑
m=1

π̂on

B,l,m(T)

π̂on

A,k,i(T) = ηϑ̂i(T)
⊗

j 6=i

[
1− ηΘ̂j(T)

]
π̂on

B,l,m(T) = ηϑ̂m(T)
⊗

n 6=m

[
1− ηΘ̂n(T)

]
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L’opérateur π̂on

A,k,i(T) décrit la probabilité que le capteur A soit déclenché par le
photon i en présence de k − 1 autres photons. La probabilité de déclencher A est la
somme des probabilités que chacun des photons le déclenche. Il en va de même pour
π̂on

B,l,m(T). Ces deux opérateurs jouent le rôle de ceux du paragraphe précédents : ils se
formulent comme produits tensoriels de convolution entre un opérateur et une fonction.

Avec ces notations on peut écrire :

π̂on

A,B(TA, TB) = π̂on

A (TA)⊗ π̂on

B (TB) = ∑
k,l∈N

k

∑
i=1

l

∑
m=1

π̂on

A,k,i(TA)⊗ π̂on

B,l,m(TB) (4.17)

et donc :

π̂B−A(τ) =

ˆ
π̂on

A,B(T, T + τ)dT = ∑
k,l∈N

k

∑
i=1

l

∑
m=1

ˆ
π̂on

A,k,i(T)⊗ π̂on

B,l,m(T + τ)dT

Chaque terme de la somme a été calculé en 4.2.5.1, à la différence près qu’il est plus
adapté de choisir comme référence de temps d’arrivée celui du photon i et non celui du
photon no 1. Notons tj les variables d’intégration apparaissant dans π̂on

A,k,i(T) et t′n celles
dans π̂on

B,l,m(T). Le changement de variable effectué s’écrit : T = t + ∆, ti = t, tj = t + δj,
t′n = t + δ′n. Cela permet de conclure :

π̂B−A(τ) = ∑
k,l∈N

k

∑
i=1

l

∑
m=1

ˆ

{ˆ
ηϑi(∆)∏

j 6=i

[
1− ηΘj(∆− δj)

]
ηϑm(∆ + τ − δ′m) ∏

n 6=m

[
1− ηΘn(∆ + τ − δ′n)

]
d∆

}





ˆ
|t〉〈t|A

⊗

j 6=i

∣∣t + δj
〉〈

t + δj
∣∣

A ⊗
∣∣t + δ′m

〉〈
t + δ′m

∣∣
B

⊗

n 6=m

∣∣t + δ′n
〉〈

t + δ′n
∣∣

B dt





∏
j 6=i

dδj ∏
n

dδ′n (4.18)

On a donc une expression explicite de la densité d’opérateurs décrivant une mesure
de délai. Chaque terme est une convolution multidimensionnelle entre une fonction
décrivant les détecteurs et un opérateur de projection. Notez que la définition (4.11) de
l’opérateur peut être plus simple à manipuler quand l’état utilisé n’a aucune propriété
particulière. En revanche l’expression (4.18) peut permettre d’utiliser directement des
symétries de l’état.

Remarque. Comme pour l’équation (3.33), il faut faire attention à la signification des
produits tensoriels car ça n’est pas l’ordre qui définit sur quel sous-espace agit chaque
facteur. Il serait tentant de remplacer la somme sur m par une multiplication par l ; cela
serait faux car le photon m privilégié est pour chaque terme différent. ♦

4.3 mesure de corrélation temporelle

On s’intéresse à une mesure du type Hanbury Brown et Twiss [51, 61]. Ce type de
mesure est introduit dans l’annexe A, et en particulier les fonctions de corrélation
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normée ou pas, respectivement g(2) et G(2) sont définies dans le cadre des détecteurs
de photons uniques par les équations (A.8) et (A.9). La mesure étudiée, illustrée par
la figure 4.5, consiste à envoyer la lumière sur une lame séparatrice et à placer des
détecteurs de type on/off sur les deux sorties. Ensuite on effectue une mesure de délai
entre les deux détecteurs.

Figure 4.5 – Illustration de le configuration expérimentale pour la mesure de corrélation tempo-
relle d’intensité.

On cherche à établir les opérateurs qui décrivent cette mesure. On peut la décomposer
en deux étapes :

1. la lumière est envoyée sur la séparatrice, elle en ressort sous forme d’un état a
priori intriqué, délocalisé sur les voies A et B ;

2. une mesure de délai est effectuée sur l’état obtenu à l’étape précédente.

Notons U l’opérateur qui décrit l’effet de la lame séparatrice. Partant d’un état |ψ〉, on
obtient donc U |ψ〉 après celle-ci. La deuxième étape est un cas particulier de ce qui a
été traité dans la section 4.2 ; la densité de POVM associée est π̂B−A telle que donnée par
l’équation (4.18). Ainsi la densité de probabilité du délai mesuré est 〈ψ|U†π̂B−AU |ψ〉.
On en déduit que la densité de POVM décrivant la mesure complète s’exprime :

π̂G(2)(τ) = U†π̂B−A(τ)U (4.19)

Nous commencerons par exprimer U, avant de nous intéresser à l’opérateur pour la
mesure complète. On illustrera ensuite la formule obtenue avec des exemples contenant
peu de photons.

4.3.1 Effet de la lame séparatrice

Appelons â†
in(t) et b̂†

in(t) les opérateurs de créations dans les modes d’entrée. Le
premier correspond à celui dans lequel la lumière est envoyée tandis que le second est
l’entrée non utilisée de la séparatrice. De même, notons â†(t) et b̂†(t) les opérateurs de
création après la séparatrice, tels qu’ils décrivent respectivement les voies A et B.
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L’effet de la lame séparatrice sur les opérateurs est décrit par une matrice uni-
taire [106] :

(
â†

in(t)

b̂†
in(t)

)
=

(
α iβ

iβ∗ α∗

)(
â†(t)

b̂†(t)

)
avec |α|2 + |β|2 = 1

Pour les kets, nous n’utilisons pas d’indice quand on décrit la lumière incidente et un
indice A ou B pour les voies de sortie. Avec ces notations, nous pouvons écrire comment
se transforme un photon incident arrivant à un temps bien défini :

|t〉 = â†
in(t) |0〉 =

(
αâ†(t) + iβb̂†(t)

)
|0〉 = α |t〉A ⊗ |0〉B + β |0〉A ⊗ |t〉B

Remarque. En première quantification il n’y a pas de « collision de photons » ; chacun
choisit aléatoirement son chemin. De plus on envoie du vide sur l’autre entrée ; dans cette
situation la seconde quantification décrit également chaque photon comme choisissant
son chemin. ♦

Nous allons exprimer U sur la base donnée par l’équation (3.4). Pour cela on s’inté-

resse au devenir de l’état à k photons |t1, . . . , tk〉 =
k⊗

i=1
|ti〉. Chaque photon obéit à la

transformation qu’on vient d’expliciter. Ainsi on obtient l’état après la séparatrice :

U
k⊗

i=1

|ti〉 =
k⊗

i=1

[α |ti〉A + iβ |ti〉B]

On peut développer le produit tensoriel 1. L’état après la séparatrice s’écrit alors :

U
k⊗

i=1

|ti〉 =
k

∑
p=0

αp(iβ)k−p ∑
σ∈Pp(J1,kK)


⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,kK\σ
|tb〉B




où Pp(J1, kK) est l’ensemble des p-combinaisons de J1, kK, ou autrement dit l’ensemble
de ses sous-ensembles contenant p éléments. Pp(J1, kK) est de cardinal (k

p) ; c’est aussi
le nombre de termes dans la somme sur σ. Chaque σ est une de ces combinaisons, et
donc un ensemble de p indices. a parcourt σ dans un ordre arbitraire mais fixé : l’ordre
croissant. Cela est nécessaire afin que deux entrées différentes donnent bien deux sorties
différentes.

Exemple. Illustrons l’expression précédente avec comme entrée |t1, t2, t3〉.

U |t1, t2, t3〉
= [α |t1〉A + iβ |t1〉B] [α |t2〉A + iβ |t2〉B] [α |t3〉A + iβ |t3〉B]
= α3 |t1, t2, t3〉A + α2(iβ) [|t1, t2〉A |t3〉B + |t1, t3〉A |t2〉B + |t2, t3〉A |t1〉B]

+ α(iβ)2 [|t1〉A |t2, t3〉B + |t2〉A |t1, t3〉B + |t3〉A |t2, t3〉B] + (iβ3) |t1, t2, t3〉B

Cet état est bien normé. Échanger deux temps non égaux donne un état orthogonal à
celui présenté. ♦

1. Bien évidemment le binôme de Newton est inutilisable puisqu’il est hors de question de faire
commuter les différents photons.



4.3 mesure de corrélation temporelle 67

On peut maintenant exprimer l’opérateur U en le développant sur la base des états
d’entrée :

U = ∑
k∈N

ˆ [
U

k⊗

i=1

|ti〉
]
⊗

γ∈J1,kK

〈tγ| ∏
γ∈J1,kK

dtγ

= ∑
k∈N

ˆ 


k

∑
p=0

αp(iβ)k−p ∑
σ∈Pp(J1,kK)


⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,kK\σ
|tb〉B




 ⊗

γ∈J1,kK

〈tγ| ∏
γ∈J1,kK

dtγ

En sortant de l’intégrale ce qui peut l’être, on obtient l’expression :

U = ∑
k∈N

k

∑
p=0

αp(iβ)k−p
ˆ 
 ∑

σ∈Pp(J1,kK)


⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,kK\σ
|tb〉B




 ⊗

γ∈J1,kK

〈tγ| ∏
γ∈J1,kK

dtγ

(4.20)

4.3.2 Densité d’opérateur à double temps

Avant de donner l’opérateur décrivant le délai, nous commençons par exprimer
celui donnant la densité de probabilités des paires de temps. Nous gardons la notation
π̂on

A,B(TA, TB) pour désigner l’opérateur à double temps au niveau des détecteurs. En
prenant en compte la lame séparatrice, l’opérateur recherché s’écrit :

π̂G(2)(TA, TB) = U†π̂on

A,B(TA, TB)U

En utilisant la décomposition de π̂on

A,B(TA, TB) donnée en (4.17) ainsi que l’expression
d’origine des opérateurs (3.33), on peut mettre l’opérateur pour les couples de temps
sous la forme :

π̂on

A,B(TA, TB) = ∑
k,l∈N

k

∑
i=1

l

∑
m=1

ˆ

ηϑi(TA − tA,i)∏
j 6=i

[
1− ηΘj(TA − tA,j)

]
ηϑm(TB − tB,m) ∏

n 6=m
[1− ηΘn(TB − tB,n)]

k⊗

a′=1

|tA,a′〉〈tA,a′ |A
l⊗

b′=1

|tB,b′〉〈tB,b′ |B
k

∏
a′=1

dtA,a′
l

∏
b′=1

dtB,b′

En utilisant les expressions des différents opérateurs, nous pouvons écrire :

π̂G(2)(TA, TB) = U†

{
∑

k′∈N

k′

∑
p=0

∑
σ∈Pp(J1,k′K)

∑
k,l∈N

k

∑
i=1

l

∑
m=1

ˆ
αp(iβ)k′−p

ηϑi(TA − tA,i)∏
j 6=i

[
1− ηΘj(TA − tA,j)

]
ηϑm(TB − tB,m) ∏

n 6=m
[1− ηΘn(TB − tB,n)]

[
k⊗

a′=1

|tA,a′〉〈tA,a′ |A
l⊗

b′=1

|tB,b′〉〈tB,b′ |B

] 
⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,k′K\σ
|tb〉B




⊗

γ∈J1,k′K

〈tγ|
k

∏
a′=1

dtA,a′
l

∏
b′=1

dtB,b′ ∏
γ∈J1,k′K

dtγ

}
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La contraction de la 3
e ligne ne peut donner un résultat non nul que lorsque le nombre

de photons coïncide, c’est-à-dire pour k = p et l = k′ − p. La contraction des brakets
donne des distributions de Dirac qui sont immédiatement intégrées ; on peut donc
directement faire disparaître les dtA,a′ et dtB,b′ . Il faut prendre garde qu’alors les tA,i et
tB,m disparaissent chacun au profit d’un des tγ avec γ dans respectivement σ et J1, k′K \ σ.
Comme i et m parcourent toutes les valeurs possibles, toutes les valeurs de σ et J1, k′K \ σ

seront également parcourues intégralement par i et m. On peut donc écrire l’opérateur
sous la forme :

π̂G(2)(TA, TB) = U†

{
∑

k′∈N

k′

∑
p=0

∑
σ∈Pp(J1,k′K)

∑
i∈σ

∑
m∈J1,k′K\σ

ˆ
αp(iβ)k′−p

ηϑi(TA − ti)∏
j∈σ
j 6=i

[
1− ηΘj(TA − tj)

]
ηϑm(TB − tm) ∏

n∈J1,k′K\σ
n 6=m

[1− ηΘn(TB − tn)]


⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,k′K\σ
|tb〉B


 ⊗

γ∈J1,k′K

〈tγ| ∏
γ∈J1,k′K

dtγ

}

Vu qu’il n’y a plus de k on peut renommer k′ en k. Comme il n’y a plus de k, nous en
profitons pour renommer k′ en k. Explicitons maintenant le U† (et on réintroduit un k′

dans son expression) :

π̂G(2)(TA, TB) = ∑
k∈N

∑
k′∈N

k

∑
p=0

k′

∑
p′=0

∑
σ∈Pp(J1,kK)

∑
σ′∈Pp′ (J1,k′K)

∑
i∈σ

∑
m∈J1,kK\σ

ˆ

(α∗)p′(−iβ∗)k′−p′αp(iβ)k−p

ηϑi(TA − ti)∏
j∈σ
j 6=i

[
1− ηΘj(TA − tj)

]
ηϑm(TB − tm) ∏

n∈J1,kK\σ
n 6=m

[1− ηΘn(TB − tn)]

⊗

γ∈J1,k′K

∣∣t′γ
〉

⊗

a′∈σ′

〈
t′a′
∣∣

A

⊗

b′∈J1,k′K\σ′

〈
t′b′
∣∣

B




⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,kK\σ
|tb〉B


 ⊗

γ∈J1,kK

〈tγ|

∏
γ∈J1,k′K

dt′γ ∏
γ∈J1,kK

dtγ

Tout d’abord on remarque qu’une condition nécessaire pour que le produit scalaire
soit non nul est qu’il y ait pour A et B le même nombre de photons de chaque côté du
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produit scalaire, c’est-à-dire que p = p′ et k− p = k′ − p′, donc k = k′. Cela donne la
simplification suivante :

π̂G(2)(TA, TB) = ∑
k∈N

k

∑
p=0

∑
σ∈Pp(J1,kK)

∑
σ′∈Pp(J1,kK)

∑
i∈σ

∑
m∈J1,kK\σ

ˆ [
|α|2

]p[
|β|2

]k−p

ηϑi(TA − ti)∏
j∈σ
j 6=i

[
1− ηΘj(TA − tj)

]
ηϑm(TB − tm) ∏

n∈J1,kK\σ
n 6=m

[1− ηΘn(TB − tn)]

⊗

γ∈J1,kK

∣∣t′γ
〉

⊗

a′∈σ′

〈
t′a′
∣∣

A

⊗

b′∈J1,kK\σ′

〈
t′b′
∣∣

B




⊗

a∈σ

|ta〉A
⊗

b∈J1,kK\σ
|tb〉B


 ⊗

γ∈J1,kK

〈tγ|

∏
γ∈J1,kK

dt′γ ∏
γ∈J1,kK

dtγ

On remarque que seuls les modules des coefficients de réflexion et transmission de la
séparatrice interviennent. Cela est rassurant car nous avons utilisé l’hypothèse que les
détecteurs sont insensibles à la phase.

Compte tenu du fait que nous travaillons en première quantification, les seuls termes
non nuls sont ceux pour lesquels quand un photon est présent dans le bra, le même est
dans le ket (deux photons différents au même temps ça ne compte pas). Cela impose
donc que σ′ = σ. En appliquant les simplifications qui en résultent, on obtient :

π̂G(2)(TA, TB) = ∑
k∈N

k

∑
p=0

∑
σ∈Pp(J1,kK)

∑
i∈σ

∑
m∈J1,kK\σ

ˆ [
|α|2

]p[
|β|2

]k−p

ηϑi(TA − ti)∏
j∈σ
j 6=i

[
1− ηΘj(TA − tj)

]
ηϑm(TB − tm) ∏

n∈J1,kK\σ
n 6=m

[1− ηΘn(TB − tn)]

⊗

γ∈J1,kK

|tγ〉〈tγ| ∏
γ∈J1,kK

dtγ (4.21)

Nous avons donc l’expression de la densité d’opérateurs pour la mesure à deux temps.

Remarque. Ici ni σ ni J1, kK \ σ ne peuvent être vides car sinon il est impossible de choisir
les i et m. Ainsi p est en fait compris entre 1 et k− 1. ♦
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4.3.3 Densité d’opérateur pour le délai

L’expression (4.21) de π̂G(2)(TA, TB) est sous la forme d’une somme de convolutions
entre fonctions et projecteurs. On peut donc utiliser les résultats présentés en sous-sous-
section 4.2.5.1. Ainsi l’opérateur G(2)(τ) s’exprime :

π̂G(2)(τ) = ∑
k∈N

k

∑
p=0

∑
σ∈Pp(J1,kK)

∑
i∈σ

∑
m∈J1,kK\σ

ˆ [
|α|2

]p[
|β|2

]k−p





ˆ
ηϑi(∆)∏

j∈σ
j 6=i

[
1− ηΘj(∆− δj)

]
ηϑm(∆ + τ − δm) ∏

n∈J1,kK\σ
n 6=m

[1− ηΘn(∆ + τ − δn)]d∆









ˆ
|t〉〈t|

⊗

γ∈J1,kK
γ 6=i

|t + δγ〉〈t + δγ|dt





∏
γ∈J1,kK

γ 6=i

dδγ (4.22)

Nous avons donc exprimé l’opérateur de mesure décrivant directement la densité de
probabilité de délai entre les clics.

4.3.4 Exemples d’utilisation

Voyons des cas particuliers d’utilisation de l’expression (4.22) avec peu de photons.
Pour un unique photon il n’est pas possible de partitionner J1, 1K = {1} en deux

sous-ensembles non vides. Le POVM est donc l’opérateur nul. Cela est attendu puisqu’au
plus un des deux détecteurs peu cliquer. Voyons maintenant ce qu’il en est en envoyant
exactement deux photons.

4.3.4.1 Opérateurs de mesure pour deux photons

Commençons par expliciter l’expression de l’opérateur de mesure en adaptant (4.22)
à la dimension. Pour 2 photons, il y a deux manières d’en choisir un dans chaque bras :
le numéro 1 va vers la branche A et le 2 vers la B ou bien l’inverse. On a donc k = 2,
p = 1 et pas de choix pour i et m une fois σ choisi.

Ainsi la densité de POVM s’exprime ici :

π̂G(2)(τ) = ∑
σ={1}

ou σ={2}

∑
i∈σ

∑
m∈J1,kK\σ

ˆ [
|α|2

][
|β|2

]

{ˆ
ηϑi(∆)ηϑm(∆ + τ − δm)d∆

}{ˆ
|t〉〈t|i ⊗ |t + δm〉〈t + δm|m dt

}
dδm

En explicitant les sommes, en repassant à une notation du produit tensoriel où l’ordre
d’écriture définit sur quel espace on travaille, en prenant en compte que les capteurs
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Figure 4.6 – États possibles après la lame séparatrice pour des entrées à 1 ou 2 photons.

sont identiques et ont la même réponse pour tous les photons, et en s’intéressant au cas
particulier où la lame séparatrice est équilibrée : |α|2 = |β|2 = 1

2 , on obtient l’expression :

π̂G(2)(τ) =
η2

4

( ˆ {ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − δ)d∆

}{ˆ
|t〉〈t| ⊗ |t + δ〉〈t + δ|dt

}
dδ

+

ˆ {ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − δ)d∆

}{ˆ
|t + δ〉〈t + δ| ⊗ |t〉〈t|dt

}
dδ

)
(4.23)

4.3.4.2 Probabilité pour deux photons séparés

Regardons l’expression de la probabilité de délai pour des photons dans un état
séparé. Leurs matrices densités s’écrivent :

ρ1 =

ˆ
ρ1(t′1, t′′1 )

∣∣t′1
〉〈

t′′1
∣∣dt′1 dt′′1

ρ2 =

ˆ
ρ2(t′2, t′′2 )

∣∣t′2
〉〈

t′′2
∣∣dt′2 dt′′2

On peut alors calculer :

Tr
[(ˆ

|t〉〈t| ⊗ |t + δ〉〈t + δ|dt
)

ρ1 ⊗ ρ2

]

=

ˆ [ˆ
ρ1(t′1, t′1)δ(t

′
1 − t)dt′1

] [ˆ
ρ2(t′2, t′2)δ(t

′
2 − (t + δ))dt′2

]
dt

=

ˆ
ρ1(t, t)ρ2(t + δ, t + δ)dt
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En utilisant ce résultat dans l’expression de l’opérateur (4.23), on conclut :

p(τ) =
η2

4

( ˆ {ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − δ)d∆

}{ˆ
ρ1(t, t)ρ2(t + δ, t + δ)dt

}
dδ

+

ˆ {ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − δ)d∆

}{ˆ
ρ1(t + δ, t + δ)ρ2(t, t)dt

}
dδ

)
(4.24)

Cette expression n’est pas spécialement simple. Cela n’est pas surprenant car en envoyant
les photons plus ou moins proches dans le temps, il est possible de changer le forme de
p(τ).

4.3.4.3 Probabilité pour deux photons à temps définis

Voyons maintenant le cas où l’état utilisé est composé de deux photons arrivant
à des temps bien définis t1 et t2. C’est un cas particulier de l’expression (4.24) avec
ρ1(t, t) = δ(t− t1) et ρ2(t, t) = δ(t− t2). Ainsi on obtient :

p(τ) =
η2

4

({ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − (t2 − t1))d∆

}
+

{ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ + (t2 − t1))d∆

})

Le facteur 1
4 est là parce qu’il y a 4 possibilité différentes, comme présenté en figure 4.6,

les deux donnant un résultat pour la mesure du G(2) sont présents ici. η2 représente
bien le fait que les deux photons doivent être simultanément détectés. On remarque que
la partie principale de l’expression est la somme de l’auto-corrélation de la fonction de
réponse du détecteur évaluée en τ − (t2 − t1) et en τ + (t2 − t1). C’est un résultat tout à
fait attendu.

Si maintenant on se place dans le cas où il n’y a pas de gigue : ϑ(τ) = δ(τ), alors

p(τ) =
η2

4
[δ(τ − (t2 − t1)) + δ(τ + (t2 − t1))]

En d’autres termes, avec une efficacité η = 1 il y a 1
4 de chance d’avoir une double

détection avec un délai t2 − t1, 1
4 de chance d’avoir une double détection avec un délai

t1 − t2 et une probabilité 1
2 qu’un seul des deux détecteurs clique.

4.3.4.4 Probabilité pour deux photons intriqués (cas général)

Voyons maintenant ce qu’il en est pour des photons intriqués. On prend une matrice
densité de la forme :

ρ =

ˆ
ρ(t′1, t′′1 , t′2, t′′2 )

∣∣t′1
〉〈

t′′1
∣∣⊗
∣∣t′2
〉〈

t′′2
∣∣dt′1 dt′′1 dt′2 dt′′2

Alors :

Tr
[(ˆ

|t〉〈t| ⊗ |t + δ〉〈t + δ|dt
)

ρ

]
=

ˆ
ρ(t1, t1, t2, t2)δ(t1 − t)δ(t2 − (t + δ))dt1 dt2 dt

=

ˆ
ρ(t, t, t + δ, t + δ)dt
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On en déduit :

p(τ) =
η2

4

( ˆ {ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − δ)d∆

}{ˆ
ρ(t, t, t + δ, t + δ)dt

}
dδ

+

ˆ {ˆ
ϑ(∆)ϑ(∆ + τ − δ)d∆

}{ˆ
ρ(t + δ, t + δ, t, t)dt

}
dδ

)
(4.25)

Cette formule est proche de la précédente, mais plus générale.

 

Figure 4.7 – Fonction de corrélation du second ordre normalisée pour des photons non-
simultanés telle qu’observée pour des détecteurs ayant différents écarts types
de gigue. L’état des photons a été choisi de manière à imiter les sources à émet-
teur unique. Le temps est adimensionné par la largeur du délai d’exclusion entre
l’émission de deux photons. La gigue pour un photon suit une loi log-normale.

En normalisant p(τ), on obtient la fonction de corrélation g(2). Nous la représentons
dans la figure 4.7 pour un état typique, et avec plusieurs gigues pour les détecteurs. On
observe que la gigue des détecteurs affecte beaucoup la valeur en 0, souvent utilisée
comme critère de qualité des sources de photons uniques.





5S O U R C E D E P H O T O N S A N N O N C É S

Dans ce chapitre nous allons utiliser l’expression des opérateurs décrivant la mesure
effectuée par un détecteur on/off à une situation dans laquelle il joue un rôle clef : une
source de photons annoncés.

Figure 5.1 – Source de photons annoncés.

La configuration qu’on va décrire est celle présentée en figure 5.1 : de la lumière a
priori intriquée est générée dans deux voies A et B. On effectue une mesure avec un
détecteur de type on/off sur la voie B et l’objectif est de décrire l’état sur A annoncé
par un clic du détecteur B au temps T.

Nous commençons par le cas le plus simple : une paire contenant un photon sur A et
un sur B, les deux étant simultanés (dans le sens présenté en sous-sous-section 4.2.4.2).
Ensuite nous traiterons du cas général, ce qui permettra entre autre d’étudier l’in-
fluence de multiples paires sur la qualité de l’état annoncé. Enfin nous montrerons
que l’information sur le temps de clic T peut permettre d’améliorer la qualité de l’état
annoncé.

5.1 état annoncé pour une paire de photons simulta-
nés

L’état considéré avant la détection contient exactement une paire de photons tels que
ceux-ci soient simultanés. En revanche la paire est a priori délocalisée dans le temps ;
pour cette section nous considérons une superposition cohérente, c’est-à-dire un état
pur.

5.1.1 Calcul de l’état annoncé

Comme exposé en sous-sous-section 4.2.4.2, il faut être prudent avec les normali-
sations quand on exprime l’état d’une paire de photons simultanés. Partons donc de

75
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l’expression (4.16) qu’on rappelle (en ayant privilégié le photon sur B comme référence
de temps) :

|ψ〉 =
ˆ

ψ(t)
√

δ(ε) |t + ε〉A ⊗ |t〉B dt dε , avec
ˆ
|ψ(t)|2 dt = 1

La matrice densité correspondante s’écrit :

ρ =

ˆ
ψ(t)ψ∗(t′)

√
δ(ε)
√

δ(ε′)
∣∣t + ε

〉〈
t′ + ε′

∣∣
A ⊗

∣∣t
〉〈

t′
∣∣

B dt dt′ dε dε′ (5.1)

L’étude générique des situations pour lesquelles on effectue une mesure destructive
d’un côté d’un état intriqué et cherche à calculer l’état sur la partie restante a été détaillée
en sous-section 2.2.2. Nous avions abouti à l’équation (2.2), qui se généralise sans souci
aux densités d’opérateurs. Ainsi en partant d’un état joint s’exprimant sous la forme
d’une matrice densité ρ, après un clic au temps T l’état ρA obtenu sur A s’exprime par
l’équation :

ρA(T) =
TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ)

Tr ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ)

Commençons par calculer [1⊗ π̂on

B (T)] ρ. On rappelle que pour le cas d’un seul
photon π̂on

B (T) est donné par l’expression (4.1) ; qu’on rappelle :

1A ⊗ π̂on

B (T) = 1A ⊗ η

ˆ
ϑ(T − t) |t〉〈t|B dt

Ainsi,

[1⊗ π̂on

B (T)] ρ

= η

ˆ
ϑ(T − t)ψ(t)ψ∗(t′′)

√
δ(ε)
√

δ(ε′)
∣∣t + ε

〉〈
t′′ + ε′

∣∣
A ⊗

∣∣t
〉〈

t′′
∣∣

B dt dt′′ dε dε′

On peut alors calculer le trace partielle :

TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ) =

ˆ
〈tB|[1⊗ π̂on

B (T)] ρ|tB〉dtB

= η

ˆ
ϑ(T − t)|ψ(t)|2

√
δ(ε)
√

δ(ε′)
∣∣t + ε

〉〈
t + ε′

∣∣
A dt dε dε′

et de là la trace complète :

Tr ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ) = Tr [TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ)] = η

ˆ
ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt

On conclut alors :

ρA(T) =
´

ϑ(T − t)|ψ(t)|2
√

δ(ε)
√

δ(ε′) |t + ε〉〈t + ε′|A dt dε dε′´
ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt

(5.2)

On remarque que l’efficacité η se simplifie : a posteriori, une fois qu’on a détecté un
photon, peu importe la probabilité a priori de le détecter. Plus important, la matrice
densité est piquée autour de la diagonale. En effet, les

√
δ sont ici des artifices de

normalisation mais, leur signification physique est que seule la diagonale concentre
les termes non nuls. Ainsi l’expression se comprend comme une somme incohérente
(intégrale sur t). L’étalement en temps du photon est purement statistique. Si ψ ou ϑ est
une distribution de Dirac alors l’état est pur. Dans le cas contraire, l’état est d’autant
plus mélangé que ces deux fonctions sont étalées.
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5.1.2 Caractéristiques de l’état

Caractérisons l’état obtenu. Pour cela nous allons en observer plusieurs propriétés.

5.1.2.1 Mesure par un détecteur parfait

Nous venons de voir (équation (5.2)) que ρA(T) est un mélange statistique de photons
arrivant à différents temps. Pour le caractériser, nous pouvons imaginer l’envoyer sur
un détecteur on/off idéal, c’est-à-dire sans gigue et une efficacité de 1. L’opérateur de
mesure correspondant est le projecteur π̂on = |TA〉〈TA|. Ainsi la probabilité de clic à un
temps TA est :

pT(TA) = Tr[|TA〉〈TA| ρA(T)] = 〈TA|ρA(T)|TA〉 =
ϑ(T − TA)|ψ(TA)|2´

ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt
(5.3)

On retrouve la diagonale de la matrice densité ρA(T) sans les facteurs de normalisation
transverses, ce qui nous confirme leur interprétation. La fonction t 7→ pT(t) décrit la
répartition temporelle du photon annoncé. Notez que

´
pT(t)dt = 1 et donc on retrouve

qu’une fois annoncé, le photon est présent à coup sûr quelle que soit l’efficacité du
détecteur d’annonce.

Figure 5.2 – Répartition temporelle de l’état annoncé. La source émet une paire de photons
parfaitement simultanés avec ψ(t) = 1[− 1

2 , 1
2 ]
(t) (fenêtre rectangulaire centrée en

0 de largeur 1). On se place dans le cas où le photon annonciateur est détecté au
temps T = τm avec τm le mode de la gigue (ϑ est maximale en τm). Chaque couleur
correspond à un écart type de gigue différent.

Des formes typiques de pT(t) sont représentées par la figure 5.2. Comme attendu,
sans gigue l’état annoncé est un photon parfaitement localisé en t = 0 (|0〉) tandis
qu’avec une gigue infinie aucune information n’est obtenue du temps de clic du photon
annonciateur et la distribution de temps d’émission du photon annoncé est uniforme.

Remarque. On aurait aussi pu calculer directement pT(t), sans passer par l’expression de
ρA, et en utilisant les méthodes présentées en section 4.2. En effet il suffit de l’exprimer
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comme probabilité que le détecteur A clique au temps t sachant que le détecteur B a
cliqué au temps T. ♦

5.1.2.2 Pureté

Remarquez que du fait que la fonction décrivant ρA(T) est piquée autour de sa
diagonale, son carré ne peut pas être bien normalisé. Pour effectuer un calcul de pureté,
il faudrait passer sur une véritable base hilbertienne, par exemple en utilisant les
fonctions d’Hermite-Gauss. Nous ne le ferons pas, mais proposons une alternative :
comme ρA(T) est diagonale, nous allons utiliser uniquement à la fonction décrivant
cette diagonale, t 7→ pT(t) telle que donnée par l’équation (5.3). Nous définissons la
pseudo-pureté comme :

ˆ
p2

T(t)dt =
´

ϑ(T − t)2|ψ(t)|4 dt
[´

ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt
]2

Remarque. De par les définitions,
´

pT(t)dt = 1 ; cela n’impose pas que la pseudo-pureté
soit plus petite que 1. Elle est même très grande quand la distribution est piquée. ♦

5.1.2.3 Entropie

Une alternative est de s’intéresser à l’entropie. Comme pour la pureté, avoir une
distribution piquée autour de la diagonale pose problème pour la normalisation. Pour
remédier à cela, nous introduisons une pseudo-entropie décrivant uniquement la diago-
nale de la matrice densité :

S = −
ˆ

pT(t) ln pT(t)dt = −
ˆ

ϑ(T − t)|ψ(t)|2´
ϑ(T − t′)|ψ(t′)|2 dt′

ln

(
ϑ(T − t)|ψ(t)|2´

ϑ(T − t′)|ψ(t′)|2 dt′

)
dt

Remarque. Les pseudo-pureté et pseudo-entropie présentées caractérisent la distribution
statistique du photon dans le temps. Elles ne décrivent pas les propriétés de cohérence
quantique de l’état, qui n’en a d’ailleurs pas. ♦

5.1.2.4 Fidélité

Le dernier critère que nous allons étudier est la fidélité par rapport à l’état attendu si
le capteur était parfait [7, 133]. Lorsqu’on attend l’état pur |ψ0〉, la fidélité s’exprime :

F = 〈ψ0|ρA|ψ0〉 = Tr [|ψ0〉〈ψ0| ρA]

Ici l’état idéal après le déclenchement du capteur B au temps T est |ψ0〉 = |T〉. En
utilisant l’expression (5.2) on obtient :

F (T) = 〈T|ρA(T)|T〉 =
ϑ(0)|ψ(T)|2´

ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt
= pT(T)

Il y a cependant un souci : en général ϑ(0) = 0 car le capteur a un temps de réaction
toujours non nul. Ainsi l’annonce est en retard sur le photon annoncé, d’où la fidélité
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nulle. Pour pallier ce défaut on peut considérer que quand la voie B clique au temps
T, l’état parfait attendu est |T − τm〉, avec τm le délai le plus probable 1 (le mode de la
distribution de délais). Cela permet de prendre en compte un délai systématique.

F (T) = 〈T − τm|ρA(T)|T − τm〉 =
ϑ(τm)|ψ(T − τm)|2´

ϑ(T − t)|ψ(t)|2 dt
= pT(T − τm)

Remarquez qu’ainsi définie la fidélité est la valeur en un point d’une densité de
probabilité. Ainsi c’est un nombre positif mais non limité par 1. Cela provient du fait
que l’état de référence n’est pas un état bien normé.

 

Figure 5.3 – Fidélité de l’état annoncé par un clic au temps T par rapport à l’état attendu
|T − τm〉 avec τm maximisant ϑ(τ), en fonction de l’écart type de la gigue. L’état
avant annonce est une paire de photons simultanés. Correspond à la valeur en
t = 0 des courbes de la figure 5.2.

Nous représentons F en fonction de l’écart type de ϑ(τ) dans la figure 5.3. Comme
attendu plus la gigue est importante, moins l’état est proche de celui attendu (|T − τm〉).
Remarque. La fidélité telle qu’utilisée est un produit scalaire. Elle peut se réinterpréter
comme une distance [133]. Il pourrait être judicieux de ne pas regarder uniquement la
distance par rapport à un état, mais par rapport à un sous-espace. Cela permettrait de
comparer l’état obtenu avec en ensemble d’états partageant une propriété. ♦

Concluons la section en rappelant que partir d’une paire de photons parfaitement si-
multanés mène après annonce à un état complètement mélangé. Voyons donc maintenant
ce qu’il advient en partant d’un état quelconque.

5.2 état annoncé dans un cas général

Étudions maintenant l’état annoncé en retirant les restrictions sur le nombre de
photons ou la forme temporelle.

1. Nous ne choisissons pas la moyenne car nous voulons maximiser la fidélité qui en résultera. Nous
cherchons à faire « le plus souvent » plutôt « qu’en moyenne » le bon choix.
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5.2.1 Forme de l’état avant annonce

Nous allons prendre en compte des états contenant exclusivement des paires. For-
mellement nous considérons que l’espace de Hilbert est généré par les états du type
|tA,1, . . . , tA,k〉A ⊗ |tB,1, . . . , tB,k〉B, où nous insistons sur le fait que ces états contiennent
le même nombre de photons sur A que sur B. Ainsi une matrice densité générique ρ

peut se mettre sous la forme :
ρ = ∑

k,k′∈N
Ck,k′ρk,k′

où Ck,k′ est un coefficient complexe mais réel positif lorsque k = k′, tel que ∑k Ck,k = 1 ;
et on a également la propriété que les ρk,k (k′ = k) respectent individuellement les
prescriptions d’une matrice densité. Les k et k′ désignent ici un nombre de paires.

5.2.2 Matrice densité de l’état annoncé

Nous allons de nouveau utiliser l’équation (2.2) :

ρA(T) =
TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ)

Tr ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ)
=

TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ)

TrB (π̂on

B (T)TrA[ρ])

L’opérateur π̂on

B (T) est diagonal en termes de nombre total de photons (diagonal par
blocs). Ainsi la trace partielle sur B va faire disparaître tous les π̂on

B (T)ρi,j pour lesquels
i 6= j. Ainsi on peut écrire :

TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ) =
+∞

∑
k=0

Ck,k TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρk,k)

Il en va de même pour la trace totale. Par ailleurs π̂on

B (T) ne contient pas de terme à 0
photons, et les sommes peuvent donc commencer à k = 1. Ainsi, la matrice densité de
l’état annoncé peut s’écrire :

ρA(T) =

+∞
∑

k=1
Ck,k TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρk,k)

+∞
∑

k=1
Ck,k TrB (π̂on

B (T)TrA [ρk,k])

(5.4)

On a donc une matrice densité qui n’a pas de cohérence entre des parties n’ayant pas
le même nombre de photons. Une manière de caractériser l’état obtenu est de décrire
sa statistique de nombre photons 2. Une mesure du nombre de photons ne doit pas
prendre en compte la forme temporelle de ceux-ci, et donc l’opérateur correspondant
est le projecteur sur le sous-espace des états à k photons : Π̂A,N=k = 1A,k. Ainsi on peut
définir et calculer la probabilité d’avoir k photons :

Pk = TrA[1A,kρA] =
Ck,k TrB (π̂

on

B (T)TrA [ρk,k])
+∞
∑

k=1
Ck,k TrB (π̂on

B (T)TrA [ρk,k])

(5.5)

2. Ici les variations du nombre de photons sont statistiques et ne proviennent pas d’une superposition
cohérente.
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Remarque. Si l’on ne regarde pas le temps de détection, cela revient à utiliser comme

POVM π̂on

B =
+∞
∑

k=1

(
1− (1− η)k

)
1k où 1k est l’identité pour les états à k photons. Chaque

trace du dénominateur est alors immédiate à calculer, on a donc :

P1 =
ηC1,1

+∞
∑

k=1

(
1− (1− η)k

)
Ck,k

η=1
=

C1,1
+∞
∑

k=1
Ck,k

(5.6)

On retrouve une expression connue : c’est l’équation (8) de l’article [20] (en faisant
attention à ce que dans ce dernier, ck désigne les coefficients du POVM). ♦

5.2.3 Cas typique

Afin de simplifier davantage les expressions, spécifions maintenant un type d’état
particulier. On choisit un état composé de plusieurs paires identiques et indépendantes.
De plus chaque paire est prise dans un état pur, décrit par une fonction ψ :

|ψ〉1 =

ˆ
ψ(tA, tB) |tA〉A ⊗ |tB〉B dtA dtB

ρ1,1 =

ˆ
ψ(tA, tB)ψ

∗(t′A, t′B)
∣∣tA
〉〈

t′A
∣∣⊗
∣∣tB
〉〈

t′B
∣∣dtA dt′A dtB dt′B

L’état généré est donné par l’équation (5.4). Nous allons maintenant nous concentrer
sur la composante contenant exactement un photon. Cela signifie que nous ne conservons
que le terme k = 1 de la somme au numérateur. Séparons le calcul des numérateurs et
dénominateurs.

5.2.3.1 Numérateur

On rappelle que l’opérateur de mesure pour un photon s’écrit selon (4.1) :

1A,1 ⊗ π̂on

B,1(T) = η

ˆ
ϑ(T − t)1A,1 ⊗ |t〉〈t|B dt

Ainsi on peut calculer :

TrB ([1⊗ π̂on

B (T)] ρ1,1) =

ˆ
〈t|B [1⊗ π̂on

B (T)] ρ1,1 |t〉B dt

= η

ˆ
ϑ(T − t)ψ(tA, t)ψ∗(t′A, t)

∣∣tA
〉〈

t′A
∣∣dtA dt′A dt

= η

ˆ [ˆ
ϑ(T − t)ψ(tA, t)ψ∗(t′A, t)dt

] ∣∣tA
〉〈

t′A
∣∣dtA dt′A

5.2.3.2 Dénominateur

Passons au dénominateur. On fait l’hypothèse que quand il y a plusieurs paires elles
sont indépendantes, et toutes identiques. Cela se traduit dans notre cas par :

ρk,k = ρ⊗k
1,1
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D’où l’on déduit :
TrA [ρk,k] = (TrA [ρ1,1])

⊗k

Cette forme va nous permettre d’utiliser la stratégie exposée dans 4.1.1, et en particulier
l’équation (4.4). Nous avons uniquement besoin de calculer TrA [ρ1,1], ce qui est direct :

TrA [ρ1,1] =

ˆ
〈t|A ρ1,1 |t〉A dt

=

ˆ
ψ(t, tB)ψ

∗(t, t′B)
∣∣tB
〉〈

t′B
∣∣dtB dt′B dt

=

ˆ [ˆ
ψ(t, tB)ψ

∗(t, t′B)dt
] ∣∣tB

〉〈
t′B
∣∣dtB dt′B

La trace du produit entre un opérateur « convolution » et une matrice densité a déjà
été calculée et le résultat se trouve dans l’équation (4.3). Ainsi l’équation (4.4), permet de
conclure :

TrB (π̂
on

B (T)TrA [ρk,k])

= kη

[ˆ
ϑ(T − t)

∣∣ψ(t′, t)
∣∣2 dt′ dt

] [
1− η

ˆ
Θ(T − t)

∣∣ψ(t′, t)
∣∣2 dt′ dt

]k−1

5.2.3.3 Conclusion

Nous pouvons maintenant expliciter la composante à un photon de l’état annoncé.
C’est une matrice densité non normée qu’on peut écrire sous la forme P1ρA,1 avec P1

défini par (5.5) et ρA,1 une matrice normée. Compte tenu de l’expression des numérateur
et dénominateur,

P1 =
C1,1

+∞
∑

k=1
kCk,k

[
1− η

´
Θ(T − t)|ψ(t′, t)|2 dt′ dt

]k−1

et

ρA,1 =

´
[
´

ϑ(T − t)ψ(tA, t)ψ∗(t′A, t)dt] |tA〉〈t′A|dtA dt′A´
ϑ(T − t)|ψ(t′, t)|2 dt′ dt

(5.7a)

(5.7b)

En choisissant un état initial séparé, c’est-à-dire ψ(tA, tB) = ψA(tA)ψB(tB), on obtient

ρA,1 =

ˆ
ψA(tA)ψ

∗
A(t
′
A)
∣∣tA
〉〈

t′A
∣∣dtA dt′A = |ψA〉〈ψA|

Ainsi dans ce cas l’état généré ρA,1 est pur. Or générer des états purs est essentiel pour
pouvoir les utiliser dans des protocoles d’information quantique. C’est pourquoi de
nombreux efforts ont été réalisés afin d’ajuster les caractéristiques des matériaux non
linéaires, les forme des impulsions de pompes et les étapes de filtrage pour obtenir un
état séparé avant la détection [20, 91].

Notez que nous avons ici étendu les expressions connues (5.4) au cas où le temps de
détection est lu. Nous avons donc accès à l’effet de la gigue des détecteurs sur la qualité
de l’état annoncé. En prenant un détecteur sans gigue (ϑ(τ) = δ(τ)), alors même que
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l’état initial était intriqué, on obtient l’expression d’un état pur qu’on nomme |ψA(t)〉, et
défini par :

|ψA(t)〉 =
ˆ

ψ(tA, t) |tA〉dtA (5.8)

Dans le cas générique, en regroupant différemment les intégrales de l’équation (5.7b),
on remarque :

ρA,1 ∝
ˆ

ϑ(T − t) |ψA(t)〉〈ψA(t)|dt (5.9)

avec |ψA(t)〉〈ψA(t)| tel que défini par l’équation (5.8). On peut alors interpréter ρA,1

comme une superposition incohérente des états purs qu’on obtiendrait avec un détecteur
sans gigue qui cliquerait à l’intérieur d’une fenêtre temporelle définie par la gigue 3 ;
cela est illustré par la figure 5.4. Plus la gigue du détecteur est importante, plus les
|ψA(t)〉〈ψA(t)| sont orthogonaux, et donc plus l’état annoncé sera mélangé.

(a) Gigue faible. (b) Gigue importante.

Figure 5.4 – Illustration de l’interprétation donnée par l’équation (5.9). Les termes sommés par
l’intégrale sont quasiment identiques quand la gigue est faible, comme pour (a),
donnant un état presque pur, mais quasiment orthogonaux quand elle est impor-
tante, comme pour (b), donnant un état très mélangé.

Un autre point de vue consiste à remarquer que ρA,1 est décrite par la fonction

(tA, t′A) 7→
ˆ

ϑ(T − t)ψ(tA, t)ψ∗(t′A, t)dt

qui est une convolution τ 7→ ϑ(τ) et t 7→ ψ(tA, t)ψ∗(t′A, t). On remarque de nouveau
que mesurer précisément le temps d’annonce permet d’obtenir un état pur est qu’une
mesure infiniment précise en temps (sans gigue) efface complètement l’information en
fréquence sur B, projetant (avant destruction) l’état joint sur un état séparé 4.

3. Autrement dit, c’est ce qu’on obtiendrait en effectuant la mesure parfaite, mais en lisant le résultat
avec une erreur aléatoire.

4. Cette interprétation a des points communs avec un autre phénomène observé par [71] : une mesure
précise en temps peut permettre d’observer des interférences entre photons n’ayant pas la même fréquence
(battements qui se moyennent à 0 si l’on ne mesure pas le temps).
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Ainsi, en plus d’optimiser les milieux non-linéaires et formes d’impulsions, ou bien
d’utiliser des filtres en fréquence pour récupérer des états séparés, utiliser des détecteurs
rapides et l’information temporelle permet d’obtenir un état annoncé pur alors même
que les photons n’étaient pas temporellement séparables.

Remarquez par ailleurs que le coefficient cA,1 dépend aussi du temps et de la gigue.
Cela est discuté en section 5.3.

5.2.4 Fidélité par rapport à l’état attendu

L’état attendu est toujours un état contenant exactement 1 photon. Notons |ψ0〉 un tel
état (il sera précisé plus tard). Avec la même définition de la fidélité que précédemment,
seule la composante à un photon de ρA y contribue :

F (T) = 〈ψ0|ρA(T)|ψ0〉 = P1(T) 〈ψ0|ρA,1(T)|ψ0〉

Ainsi la fidélité se met sous la forme F = P1F1 où F1 = 〈ψ0|ρA,1(T)|ψ0〉 représente la
fidélité de la composante à un photon par rapport |ψ0〉.

De nouveau plusieurs choix de |ψ0〉 sont possibles. Ils donnent respectivement comme
résultat :

— Avec pour état de référence |T〉 : comme précédemment c’est la chose « naïve » à
faire.

F1 =

´
ϑ(T − t)|ψ(T, t)|2 dt´

ϑ(T − t)|ψ(t′, t)|2 dt′ dt
(5.10a)

— Avec pour état de référence |T −m〉 : c’est de nouveau un meilleur choix.

F1 =

´
ϑ(T −m− t)|ψ(T −m, t)|2 dt´

ϑ(T − t)|ψ(t′, t)|2 dt′ dt
(5.10b)

— Avec pour état de référence TrB [ρ1,1] : c’est l’état à un photon qu’on obtiendrait
si le détecteur B pouvait compter le nombre de photons mais qu’on ne lisait pas
le temps d’arrivée. Ceci a un intérêt surtout quand |ψ〉1 est factorisable car alors
TrB [ρ1,1] est un état pur. Comme nous ne souhaitons pas définir comme critère
de qualité de ressembler à un état mélangé, parallèlement à ce choix nous impo-
sons ψ(tA, tB) = ψA(tA)ψB(tB), avec chacune de ces fonctions individuellement
normalisée. On a alors |ψ0〉 =

´
ψA(t) |t〉dt, et on obtient le résultat :

F1 = 1 (5.10c)

Ainsi on a pu écrire la fidélité comme produit de deux facteurs. P1 décrit la norme de
la composante à un photon tandis que F1 caractérise la ressemblance de ρA,1 avec l’état
attendu.
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5.3 sélection temporelle de l’état annoncé

L’expression de P1 vu en (5.7a) dépend des caractéristiques du détecteur ϑ(τ), η et
du temps auquel le clic du détecteur B a eu lieu. Rappelons-la :

P1 =
C1,1

+∞
∑

k=1
kCk,k

[
1− η

´
Θ(T − t)|ψ(t′, t)|2 dt′ dt

]k−1
(5.7a)

On souhaite en général annoncer un état contenant un photon et pas plus, il faut donc
chercher à maximiser P1. Avec T comme paramètre libre, cela se fait en maximisant´

Θ(T − t)|ψ(t′, t)|2 dt′ dt. On rappelle que Θ(τ) est la fonction de répartition du délai
de détection ; ainsi elle est croissante et comprise entre 0 et 1. Ainsi P1 sera maximisée
pour T → +∞. Cela s’interprète comme l’inversion de ce qui a été mis en évidence par
les équation (3.22) et figure 3.4 : plus on envoie de photons, plus le détecteur clique tôt ;
ici quand il clique tardivement le nombre moyen de photons de l’état obtenu est plus
faible.

En pratique, il n’est pas envisageable de ne sélectionner qu’un seul temps T car
la probabilité de l’obtenir est nulle. Nous allons donc étudier l’état obtenu quand on
sélectionne les clics dans une fenêtre.

5.3.1 État annoncé avec sélection dans une fenêtre de temps

Considérons un état avant la détection composé de paires de photons indépendantes
et identiques, mais désormais dans un état potentiellement mélangé :

ρ = ∑
k∈N

Ck,kρ⊗k
1,1 avec ρ1,1 =

ˆ
ψρ(tA, tB; t′A, t′B)

∣∣tA
〉〈

t′A
∣∣⊗
∣∣tB
〉〈

t′B
∣∣dtA dt′A dtB dt′B

avec ψρ une fonction telle que ρ1,1 est une matrice densité (normée, hermitienne, posi-
tive).

L’état annoncé par un clic situé dans une fenêtre de temps [T1, T2] s’obtient par une
formule similaire à l’équation (5.4), mais en utilisant l’opérateur de mesure correspon-
dant au fait d’avoir un clic dans cette fenêtre (voir remarque de la sous-section 2.2.2).
Celui-ci s’obtient par la définition (3.11) de la densité de POVM, et peut se réexprimer à
partir de l’opérateur de répartition tel que défini par (3.13) :

Π̂B =

ˆ T2

T1

π̂on(T)dT = Π̂on(T2)− Π̂on(T1)

Avoir choisi l’état initial sous forme de paires de photons identiques indépendantes
nous permet d’utiliser la stratégie présentée en sous-section 4.1.1. Avec l’expression de
l’opérateur de répartition (3.34) et la forme de l’équation (4.3), on obtient une expression
du même type que (5.5) :

Pk(T ∈ [T1, T2]) =
Ck,kD(k, T1, T2)

+∞
∑

k′=1
Ck′ ,k′D(k′, T1, T2)

(5.11a)



86 source de photons annoncés

Avec

D(k, T1, T2)

=

[
1− η

ˆ
Θ(T1 − t)ψρ(t′, t; t′, t)dt′ dt

]k

−
[

1− η

ˆ
Θ(T2 − t)ψρ(t′, t; t′, t)dt′ dt

]k

(5.11b)

Pour T1 = −∞ et T2 = +∞, on retrouve l’expression (5.6). Dans le cas où la paire est
pure de la forme |ψ〉 =

´
ψ(tA, tB) |tA〉A ⊗ |tB〉B dtA dtB, on a alors ψρ(tA, tB; t′A, t′B) =

ψ(tA, tB)ψ
∗(t′A, t′B).

Remarque. Chacun des deux termes de D est la probabilité qu’aucun des photons
d’annonce ne soit détecté avant le temps correspondant.

Pour calculer le dénominateur on pourra reconnaître pour chacun de ces termes la
fonction génératrice des moments de la statistique du nombre de paires de l’état avant
annonce. Attention à ne pas oublier d’y retirer le terme correspondant à k = 0. ♦

Figure 5.5 – Statistique de photons selon le temps de début de post-sélection T1 = T avec
T2 = +∞. On a choisi le cas où les photons de chaque paire sont parfaitement
simultanés et la génération équiprobable entre t = − 1

2 et t = 1
2 : ψρ(t′, t; t′, t) =

δ(t′ − t) ∗ 1[− 1
2 , 1

2 ]
. Le nombre de paires générées suit une loi de Poisson : Ck,k =

λk

k! e−λ. L’expression de Pk est donnée par l’équation (5.13). ϑ(τ) est une log-normale.

L’expression de Pk est illustrée par la figure 5.5. On y compare les statistiques de
photons dans un cas sans sélection temporelle (en noir), avec une sélection modérée sur
les clics tardifs (orange) et une sélection plus importante (en jaune). On observe bien le
comportement attendu : ne garder que les annonces tardives permet d’augmenter la
probabilité d’avoir un seul photon dans l’état annoncé.
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5.3.2 Débit de la source annoncée avec sélection tardive

Maintenant que nous avons exprimé la statistique de l’état annoncé tardivement,
intéressons-nous au débit d’une telle source. Pour cela nous allons imposer un critère de
qualité pour l’état obtenu, puis comparer le débit des différents moyens de l’atteindre.
On se demandera ainsi quel choix de paramètres donne un débit optimal à qualité fixée.
Le critère sera ici P1, la probabilité d’avoir généré un seul photon dans l’état annoncé.

5.3.2.1 Choix de la statistique initiale

Nous choisissons une statistique poissonienne de paramètre λ pour l’état avant
l’annonce.

Ck,k =
λk

k!
e−λ

Remarque. Le choix d’une loi de Poisson est ici arbitraire, mais il n’est pas totalement
le fruit du hasard. L’état généré par un cristal non linéaire est typiquement donné
par une loi géométrique. Cependant quand la génération a lieu simultanément dans
plusieurs modes (temporels) et dans la limite de faible pompage, on obtient une loi de
Poisson 5 [80, Annexe B]. ♦

Afin de simplifier les expressions, on pose 6 :

F(T) =
ˆ

Θ(T − t)ψρ(t′, t; t′, t)dt′ dt et G(T) = 1− F(T)

F représente donc la probabilité pour un photon d’être détecté avant T, si le capteur
était parfait (η = 1) ; G est celle de l’être après T dans ce même cas (on rappelle qu’on a
considéré des paires toutes indépendantes).

Commençons par simplifier le dénominateur de P1. Tout d’abord, en reconnaissant
le développement en série entière de l’exponentielle (ou en connaissant la fonction
génératrice des moments de la loi de Poisson), pour toute constante A :

+∞

∑
k=0

Ck,k Ak =
+∞

∑
k=0

λk

k!
e−λ Ak = e−λ

+∞

∑
k=0

(λA)k

k!
= e−λeλA = eλ(A−1)

On se place désormais dans le cas où l’on ne sélectionne que les clics tardifs, c’est-à-
dire qu’on prend T1 = T quelconque mais plutôt grand et T2 = +∞. Avec ces choix,

D(k, T) = [1− ηF(T)]k − [1− η]k

Insistons sur la fait que F(T) est indépendant de k. On peut alors en déduire l’expression
du dénominateur (les termes k = 0 s’annulent) :

+∞

∑
k=1

Ck,kD(k, T) = e−ληF(T) − e−λη = e−λη
(

eληG(T) − 1
)

(5.12)

On a donc :

Pk =
λke−λ

k!
[1− ηF(T)]k − [1− η]k

e−λη
(
eληG(T) − 1

) (5.13)

5. Sans cette limite mais avec des lois géométriques identiques on a alors une loi binomiale négative.
6. F n’est pas la fidélité mais simplement une fonction réelle !
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La probabilité d’obtenir un photon s’écrit :

P1 = λe−λ [1− ηF(T)]− [1− η]

e−λη
(
eληG(T) − 1

) = e−λ(1−η) ληG(T)
eληG(T) − 1

On rappelle que G est une probabilité et donc 0 ≤ G ≤ 1, les cas limites correspondant
respectivement à une sélection drastique (T → +∞) et à l’absence de sélection sur le
temps (T → −∞). La fonction G 7→ P1 est décroissante ; et donc T 7→ P1 croissante. On
retrouve bien que la sélection tardive améliore la qualité de l’état annoncé. Les valeurs
limites de P1 sont :

lim
T→−∞

P1(T) = e−λ(1−η) λη

eλη − 1
et lim

T→+∞
P1(T) = e−λ(1−η)

Notez que la post-sélection temporelle ne permet pas d’atteindre P1 = 1.

5.3.2.2 Débit de la source

Nous allons fixer P1 et en déduire selon λ la valeur de G à choisir. Cela permet d’en
déduire le débit (probabilité d’annonce) en fonction de λ. On pourra donc trouver la
valeur de λ qui optimise le débit, et le débit correspondant. On aura donc exprimé le
débit maximum en fonction de la pureté espérée.

Remarque. Nous allons effectuer des approximations ; il serait probablement possible de
résoudre le problème de manière exacte en introduisant un multiplicateur de Lagrange.

♦

Exprimons maintenant G(T) en fonction de λ pour un P1 donné. L’équation en G(T)
est de la forme

x
ec1x − 1

= c2

Cette équation n’a pas de solution en termes de fonctions usuelles ; il faudrait utiliser
la fonction W de Lambert. Nous allons plutôt effectuer des approximations. On fait
l’hypothèse que ληG � 1. Cela est raisonnable car en général, quand on cherche à
éviter d’avoir plus d’un photon après annonce, on choisit λ petit, ce qui se traduit
expérimentalement par une faible puissance de pompe du matériau non linéaire. Une
autre bonne raison pour effectuer cette approximation est qu’on se place dans le cadre
d’un déclenchement tardif ; or pour T → +∞, F(T)→ 1 et G(T)→ 0.

À l’ordre le plus bas eληG(T) ∼ 1 + ληG(T), ce qui donne P1 = e−λ(1−η) + o(1). On
retrouve l’expression de lim

T→+∞
P1(T), qui est une constante.

Pour obtenir une équation liant G et λ, il faut développer à l’ordre suivant :

P1 = e−λ(1−η) ληG(T)

ληG(T) + λ2η2G2

2 + o(λ2η2G2)
= e−λ(1−η)

(
1− ληG

2

)
+ o(ληG)

Et donc à cet ordre :
G =

2
λη

(
1− P1e+λ(1−η)

)
(5.14)
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Calculons maintenant le débit Dtot, qui est défini comme la probabilité d’avoir un clic
dans la fenêtre de sélection 7. C’est donc égal au dénominateur de l’expression (5.11),
qu’on a déjà calculé (voir équation (5.12)) :

Dtot = e−λη
(

eληG(T) − 1
)

(5.15)

Afin de rester cohérent nous utilisons de nouveau ληG � 1 au premier ordre :

Dtot = e−ληληG(T) + o(ληG)

En y injectant l’expression de G en fonction de P1 et λ, on obtient :

Dtot = 2e−λη
(

1− P1e+λ(1−η)
)
= 2e−λη − 2P1e+λ(1−2η)

5.3.2.3 Maximisation du débit

Intéressons-nous maintenant au débit maximum atteignable pour une qualité donnée.
Cherchons donc quel est le meilleur choix de λ étant donné P1, et un débit Dtot donné.
Pour cela, dérivons Dtot par rapport à λ :

∂Dtot

∂λ
= −2ηe−λη − 2P1(1− 2η)eλ(1−2η) = −2e−λη

(
η + P1(1− 2η)eλ(1−η)

)

Intéressons-nous au signe de η + P1(1− 2η)eλ(1−η). On distingue deux cas :

η ≤ 1
2 : Le terme est trivialement positif.

η > 1
2 : Rappelons que P1 ≤ e−λ(1−η). Comme 1− 2η < 0, on peut conclure que

η + P1(1− 2η)eλ(1−η) ≥ 1− η ≥ 0

Ainsi dans le domaine autorisé, ∂Dtot
∂λ ≤ 0. Le débit est décroissant avec λ (ou autrement

dit croissant avec G à P1 fixé). Le maximum de débit est atteint pour λ tel que G = 1, ce
qui correspond à T → −∞, c’est-à-dire quand on n’effectue pas de sélection temporelle.

On peut donc conclure que la technique de sélection temporelle n’a en général pas
vraiment d’intérêt pratique car il est préférable d’ajuster la qualité de l’état annoncé en
réglant la puissance de pompe. On pourrait par contre imaginer l’utiliser pour retraiter
des données déjà acquises, et améliorer la qualité de l’état annoncé .

Exprimons Dtot en fonction de P1 dans la configuration optimale (T = −∞, G = 1).
Nous n’allons cette fois pas effectuer d’approximation. Nous avons vu (équation (5.15)) :

Dtot = e−λη
(

eληG(T) − 1
)
= 1− e−λη

On peut en déduire que :

λ = − 1
η

ln[1− Dtot] (5.16)

Et par conséquence que :

P1 = e−λ(1−η) λη

1− e−λη
e−λη = e−λ λη

Dtot
= −[1− Dtot]

1
η

ln[1− Dtot]

Dtot
(5.17)

7. Peu importe le « nombre de photons en étant à l’origine », ce qui n’a d’ailleurs pas de sens.
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5.3.2.4 Illustration

Illustrons ce travail sur le débit de la source tardivement annoncée. Nous allons pour
cela utiliser comme critère de la qualité de l’état généré la valeur de P2

P2
1
, souhaitée la

plus petite possible. L’idée de la figure que nous cherchons à établir est de représenter
la qualité en fonction du débit. Nous allons le faire pour des courbes où λ est fixé et où
G (qui est la variable décrivant la largeur de la fenêtre de sélection) est variable. Nous
tracerons également la courbe pour laquelle G = 1 et λ varie. Pour cela, il nous faut les
expressions que nous souhaitons représenter.

On a déjà établi en partant de l’équation (5.13) que

P1 = e−λ(1−η) ληG(T)
eληG(T) − 1

= λe−λ ηG
e−λη

(
eληG − 1

)

En partant également de (5.13), on peut calculer :

P2 =
λ2e−λ

2
η2G2 + 2ηG (1− η)

e−λη
(
eληG − 1

)

Cela nous permet d’écrire :

P2

P2
1
=

λ2e−λ

2λ2e−2λ

η2G2 + 2ηG (1− η)

η2G2

e−2λη
(
eληG − 1

)2

e−λη
(
eληG − 1

) =
eλ

2

[
1 + 2

1− η

ηG

]
e−λη

(
eληG − 1

)

︸ ︷︷ ︸
Dtot

L’expression du débit (5.15) nous permet d’exprimer :

G =
1

λη
ln
(

Dtoteλη + 1
)

On en conclut l’expression liant directement P2
P2

1
à Dtot :

P2

P2
1
=

eλ

2

[
1 + 2λ

1− η

ln
(

Dtoteλη + 1
)
]

Dtot (5.18)

Attention toutefois au fait que G est une probabilité, et vérifie par construction 0 ≤ G ≤ 1.
Cela impose 0 ≤ Dtot ≤ 1− e−λη . Il faudra donc prendre garde de ne pas dépasser cette
valeur.

On a ici établi l’équation pour tracer P2
P2

1
en fonction de Dtot. La principale variable

sous-entendue derrière la variation de Dtot est le temps de post-sélection. Il ne faut pas
oublier que Dtot varie aussi avec λ. Pour obtenir la courbe de référence correspondant à
une source sans post-sélection temporelle mais en faisant varier λ, on considère le cas
T → −∞⇔ G = 1. La valeur de λ permettant d’atteindre un débit donné est exprimée
par l’équation (5.16). En l’utilisant dans l’expression de P2

P2
1

, on obtient :

P2

P2
1
(T = −∞) =

1

2(1− Dtot)
1
η

[
1 + 2

1− η

η

]
Dtot (5.19)

Nous avons maintenant toutes les expressions pour représenter la qualité de la source
en fonction de le probabilité d’annonce, ce que nous faisons en figure 5.6. Nous y
observons ce qui a été décrit précédemment : l’annonce avec sélection temporelle a à
qualité égale un débit plus faible que l’annonce sans sélection. Cela est d’autant plus
prononcé que la sélection est plus importante.
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Figure 5.6 – Qualité de l’état généré par une source de photons annoncés en fonction de la
probabilité d’annonce. Courbe noire : pas de post-sélection ; courbes de couleur :
post-sélection sur les temps de détection du photon d’annonce.

5.3.3 Conclusion

Nous avons vu que pour une source de photons annoncés, ne sélectionner que les
clics tardifs permet d’améliorer la statistique du nombre de photons. Pour l’étudier,
nous avons supposé que l’état avant annonce était composé de paires de photons
indépendantes. Il n’a pas été utile de spécifier la forme temporelle de cette paire, ni la
gigue du détecteur (G(T) englobe tout et varie toujours entre 0 et 1) ; nous avons par
contre effectué un choix de statistique du nombre de photons.

Il faut par contre remarquer que pour générer un état d’une qualité donnée, la stratégie
maximisant le débit consiste à ne pas effectuer de sélection temporelle. De plus, pour
une utilisation pratique il faudra aussi prendre en compte l’effet de l’annonce tardive
sur la forme temporelle de l’état annoncé.
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En introduction nous avons rappelé la définition et les propriétés fondamentales d’un
état comprimé monomode (voir sous-sous-section 1.4.2.2). Une application possible
d’un tel état est d’exploiter la réduction des fluctuations de quadratures (compression,
« squeezing » en anglais ; voir l’équation (1.17)) comparativement à celles d’un état cohé-
rent pour améliorer la précision d’une mesure [43]. Cela a notamment été mis en œuvre
dans les détecteurs d’ondes gravitationnelles afin d’améliorer leurs sensibilités [110,
118].

La définition de l’opérateur de compression (1.15) peut être modifiée afin de mé-
langer deux modes ; on obtient alors l’opérateur de compression bi-mode Si,j(ζ) =

e
1
2 [ζ∗ âi âj−ζ â†

i â†
j ]. Cela se généralise à un nombre de modes arbitraire en plaçant dans

l’exponentielle un polynôme du second degré en leurs opérateurs de création et anni-
hilation. On parle alors d’un état comprimé multimode, ou plus généralement d’états
gaussiens ; les deux articles de revues [1, 41, 129] sont d’excellentes introductions au
domaine, et le livre [16] traite de la plupart des aspects de l’optique quantique en
variables continues. Ces états trouvent de nombreuses applications en métrologie [43,
105], communications [60, 127] et calcul [8, 87, 129] quantiques, et en particulier les états
dits « cluster » ou « graphe » [27, 53, 86, 102, 138, 139].

La génération de lumière comprimée se fait via un matériau non linéaire. Deux
configurations sont possibles : soit la lumière n’effectue qu’un seul passage dans la zone
non linéaire [54, 60, 89, 128], soit celle-ci est placée dans une cavité [25, 40, 112]. Un
cas particulièrement utile est de pomper la cavité à l’aide d’un peigne de fréquences
dont le taux de répétition correspond au temps d’aller-retour de la cavité [112, 123].
L’expression anglo-saxonne pour désigner cette technique est « Synchronously Pumped
Optical Parametric Oscillator (SPOPO) » ; on utilisera cet acronyme. Cela est en général
effectué avec un matériau ayant une non-linéarité d’ordre 2 (χ(2)).

Récemment, la fabrication de cavités en anneau sur des puces de silicium (ou autre
matériau) a permis de simplifier l’exploitation de non-linéarité d’ordre 3 pour la généra-
tion de lumière quantique [18, 65, 82, 107]. De premières démonstrations expérimentales
de génération de lumière comprimée en cavité ont été menées [32, 122]. La théorie
développée pour décrire ces expériences s’appuie alors sur le faible nombre de modes
impliqués pour décrire explicitement le problème spécifique traité [124].

Nous allons présenter ici un formalisme permettant de traiter le cas le plus général de
génération de lumière comprimée en présence de pertes et d’un matériau non-linéaire
tel qu’une fois les pompes considérées comme classiques, le hamiltonien d’interaction
soit quadratique. En particulier nous allons prendre en compte la présence potentielle
d’effets de type conjugaison de phase qui ne sont pas directement présents avec une
non-linéarité de type χ(2). L’esprit du formalisme présenté est de pouvoir s’appliquer
facilement y compris lorsqu’un grand nombre de modes est impliqué. Nous commen-
cerons par présenter les principes généraux dans le cas d’une évolution purement
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hamiltonienne, comme obtenu en simple passage sans pertes (chapitre 7). Ensuite nous
donnerons un aperçu des outils mathématiques à notre disposition (chapitre 8). Enfin
nous détaillerons le traitement d’une cavité sous le seuil (chapitre 9), et nous illustrerons
la méthode générale par des exemples en basse dimension (chapitre 10). Enfin nous
introduirons et détaillerons la description du SPOPO en présence de non-linéarité de
type χ(3) (chapitre 11).

6.1 hamiltonien étudié

Un résonateur optique est un système ouvert dont l’évolution n’est pas hamiltonienne.
Cependant les processus non-linéaires peuvent se décrire par un hamiltonien d’interac-
tion qui est en général obtenu en prenant en compte la non-linéarité du milieu jusqu’à
un certain ordre et en considérant la ou les pompes comme classiques et non affectées
par la propagation. De plus, travailler sous le seuil de la cavité permet de s’affranchir de
la détermination des valeurs moyennes des modes étudiés. La dépendance en temps de
l’amplitude de pompe peut le plus souvent s’éliminer en travaillant dans des conditions
d’amplitude lentement variable (représentation d’interaction) [18]. La dérivation du
hamiltonien n’est pas le sujet de cette étude qui traite principalement de la résolution des
équations, et non de leur établissement. Une bonne introduction à l’optique non-linéaire
classique pourra être trouvée dans la thèse [46] ainsi que dans le cours [48]. Nous
verrons un exemple simplifié d’obtention du hamiltonien d’interaction le cas particulier
du SPOPO.

Considérons un ensemble de N modes propres de la cavité. Notons âk et â†
k les

opérateurs annihilation et création associés au mode k, où k ∈ NN décrit 1 aussi bien
la forme spatiale (longitudinale et transversale) du mode que sa polarisation. Nous
étudions les hamiltoniens quadratiques qui s’écrivent sous la forme :

Ĥ = ∑
i,j

Fi,j â†
i â†

j + F†
i,j âi âj + Gi,j â†

i âj (6.1)

où F et G sont des matrices de nombres complexes (pas des opérateurs). Nous les
supposons indépendantes du temps. Pour s’assurer que Ĥ soit un opérateur hermitien,
G doit être hermitienne : G† = G. On peut également sans perte de généralité prendre F
symétrique : FT = F où T désigne la transposition.

Remarque. Par simplicité, parce qu’un changement de variable judicieux peut permettre
de les éliminer et parce que peu de situations physiques les font apparaître, nous avons
décidé de ne pas inclure de termes d’ordre 1 en les âl et â†

l . ♦

Dans l’expression (6.1) la matrice F encode les phénomènes de création et destruction
de paires de photons. La matrice G regroupe les effets dits de modulation de phase.
Dans les configurations usuelles de doublage de fréquence dans un milieu ayant une
non-linéarité de type χ(2), la matrice G est uniquement diagonale et bien souvent nulle
ou proportionnelle à l’identité. Cela amène d’importantes simplifications, dans le cadre
desquelles le problème a déjà été extensivement traité [27, 101, 103]. Nous ne ferons pas
cette hypothèse et garderons le cas général.

1. NN est l’ensemble des entiers naturels strictement inférieurs à N. Il peut être plus pratique dans les
cas concrets de centrer les indices autour de 0.
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Remarque. Un interféromètre passif peut également être décrit par un hamiltonien de
la forme (6.1). Nous préciserons plus tard la notion d’interféromètre passif, mais nous
pouvons donner dès à présent l’exemple de la lame séparatrice qui est typiquement
décrite par [106] :

Ĥ ∝ â1 â†
2 + â†

1 â2

où l’interaction n’a lieu que durant un temps fini afin d’obtenir le couplage souhaité. ♦

Le problème du hamiltonien quadratique a également été beaucoup étudié par la
communauté des atomes froids. Cependant les cas traités en détail sont ceux pour
lesquels le hamiltonien peut se réécrire sous la forme d’un ensemble d’oscillateurs
harmoniques [14, 135], cas dans lequel il ne peut pas y avoir d’amplification. Ainsi leurs
méthodes ne sont pas directement applicables 2.

2. Inversement, même la lumière comprimée monomode ne respecte pas les hypothèses des méthodes
basiques du domaine des atomes froids.
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Afin de présenter les spécificités d’un hamiltonien quadratique tel que donné par
l’équation (6.1), dans ce chapitre nous ne prenons en compte ni les effets de cavité,
ni la dissipation. Cela décrit un passage unique et sans perte à travers le milieu non-
linéaire. Nous adoptons le point de vue de Heisenberg [22] et allons décrire l’évolution
des opérateurs de création et d’annihilation soumis au hamiltonien quadratique (6.1).
Pour cela nous allons commencer par donner quelques définitions qui permettent de
simplifier les notations. Nous présenterons ensuite en détail différentes propriétés du
problème. La résolution elle-même ne sera effectuée que dans les chapitres suivants.

7.1 équation d’évolution

7.1.1 Évolution d’un mode

Les variables du problème sont les opérateurs âk et â†
k . Les équations de Heisenberg

qui les régissent s’écrivent :

ih̄
dâk

dt
=
[
âk, Ĥ

]
(7.1a)

ih̄
dâ†

k
dt

=
[

â†
k , Ĥ

]
(7.1b)

avec Ĥ donné par (6.1), quadratique en les opérateurs de création et annihilation. Les
relations de commutation des opérateurs bosonique en représentation de Heisenberg
sont également donnés par l’équation (1.7) (car l’identité est constante dans le temps).
Les commutateurs étant soit nuls, soit l’identité, ils commutent eux-mêmes avec les
opérateurs d’échelle. Remarquons alors la propriété suivante :

Propriété 7.1. Soient A, B et C des opérateurs.

[A, BC] = [A, [B, C]] + [A, C]B + C[A, B]

[A, BC] = [A, B]C + B[A, C]

Si de plus [A, [B, C]] = 0,

[A, BC] = [A, C]B + C[A, B] (7.2)

99



100 évolution hamiltonienne

Démonstration

[A, BC] = ABC− BCA

= ABC− ACB + ACB− BCA− CAB + CAB

= A[B, C] + [A, C]B + CAB− BCA− CBA + CBA

= A[B, C] + [A, C]B + C[A, B] + [C, B]A

[A, BC] = [A, [B, C]] + [A, C]B + C[A, B]

On remarque également que :

ABC− BCA = ABC− BAC + BAC− BCA = [A, B]C + B[A, C]

donc :
[A, BC] = [A, B]C + B[A, C]

On utilise alors la propriété 7.1 pour exprimer les commutateurs entre un opérateur
d’échelle et un produit de deux opérateurs. Quand ils sont du même type (création ou
annihilation), le commutateur est nul. Les formules utiles sont les suivantes :

[
âk, â†

i â†
j

]
=
[

âk, â†
j

]
â†

i + â†
j

[
âk, â†

i

] [
âk, â†

i âj

]
=

0︷ ︸︸ ︷[
âk, âj

]
â†

i + âj

[
âk, â†

i

]

= δk,j â†
i + δk,i â†

j = δk,i âj

[
â†

k , âi âj

]
=
[

â†
k , âj

]
âi + âj

[
â†

k , âi

] [
â†

k , â†
i âj

]
=
[

â†
k , âj

]
â†

i + âj

0︷ ︸︸ ︷[
â†

k , â†
i

]

= −δj,k âi − δk,i âj = −δk,j â†
i

Ainsi en injectant l’expression de Ĥ donnée par (6.1),

ih̄
dâk

dt
=
[
âk, Ĥ

]

= ∑
i,j

Fi,j

[
âk, â†

i â†
j

]
+ F†

i,j
[
âk, âi âj

]
+ Gi,j

[
âk, â†

i âj

]

= ∑
i,j

Fi,jδk,j â†
i + ∑

i,j
Fi,jδk,i â†

j + ∑
i,j

Gi,jδk,i âj

= ∑
i

Fi,k â†
i + ∑

j
Fk,j â†

j + ∑
j

Gk,j âj

D’où :
ih̄

dâk

dt
= ∑

i

[
(Fi,k + Fk,i) â†

i + Gk,i âi

]

Par un calcul similaire on obtient :

ih̄
dâ†

k
dt

=
[

â†
k , Ĥ

]
= ∑

i

[
−
(

F†
i,k + F†

k,i

)
âi − Gi,k â†

i

]
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7.1.2 Évolution de l’ensemble des modes

Nous allons regrouper les opérateurs bosoniques des différents modes sous une forme
de vecteur colonne. Ceci va permettre d’exprimer l’ensemble des équations d’évolution

en une seule équation matricielle. On définit comme variable Â =




â1

â2
...

â†
1

â†
2
...




. Notez que les

opérateurs d’annihilation et de création sont regroupés ensemble.
On peut facilement réécrire les équations d’évolution sous forme de produit matriciel

impliquant les transposées de F, F† et G :

dÂ
dt

=
1
ih̄


 G FT + F

−
(

F†)T − F† −GT


 Â

On rappelle (voir équation (6.1)) que G† = G et qu’on peut choisir F symétrique : F = FT.
On peut donc écrire l’équation d’évolution sous la forme :

dÂ
dt

= LÂ, L =
1
ih̄


 G 2F

−2F† −GT


 (7.3)

L’équation obtenue est linéaire. Toutes les spécificités du système sont encodées dans
la matrice de couplage L. À ce stade, l’équation peut être formellement résolue en
diagonalisant L. Cette approche a un inconvénient majeur. Les matrices de passage
diagonalisant L définissent des opérateurs ayant une évolution indépendante, chacun
étant une combinaison linéaire à coefficients complexes des âk et â†

k . Dans le cas général,
ces opérateurs ne vont pas être des observables ni des opérateurs d’échelle. Ils ne seront
donc pas mesurables et difficiles à interpréter.

Dans la prochaine section nous allons détailler les propriétés attendues d’un chan-
gement de modes physiquement interprétable. La résolution elle-même sera présentée
dans les chapitres suivants.

7.2 contraintes sur l’opérateur d’évolution et sur

la matrice de couplage

L’objectif de cette section est d’expliciter les différentes propriétés des matrices et
opérateurs impliqués dans le problème. On se concentre tout d’abord sur les propriétés
génériques des transformations linéaires d’opérateurs bosoniques, avant de regarder
si l’évolution régie par un hamiltonien quadratique les respectent. En particulier nous
formulerons des contraintes sur la matrice L avant de démontrer que son expression en
termes de F et G prouve qu’elles sont respectées.



102 évolution hamiltonienne

7.2.1 Transformation linéaire des opérateurs

On garde la notation consistant à regrouper les opérateurs de création et d’annihilation
des différents modes dans un « vecteur » Â.

Considérons une transformation nous donnant un nouveau « vecteur » B̂ = SÂ avec S
la matrice (de nombres complexes) encodant la transformation. Elle est différente de
celle vue en sous-section 1.2.3 pour deux raisons.

Premièrement, chaque nouvel opérateur mélange a priori les opérateurs de création et
d’annihilation ; l’examen de la pertinence de le faire est le sujet de cette section.

Deuxièmement, en introduction nous avons vu que seuls les opérateurs sur des modes
à la même fréquence pouvaient être mélangés. La raison est que le champ par photon

El =

√
h̄ωl

2ε0V
dépend du mode l. Nous faisons l’hypothèse que tous les modes pris en

compte ont une fréquence proche comparée à celle du mode central (approximation
quasi-monochromatique). Ainsi tous les El sont quasiment égaux et on peut effectuer
des combinaisons linéaires d’opérateurs ayant des fréquences pourtant légèrement
différentes.

Exemple. Illustrons ce qui vient d’être présenté avec l’exemple concret d’une lame
séparatrice. Notons â1 et â2 les opérateurs d’annihilation avant la lame et b̂1, b̂2 ceux
après. On peut écrire la transformation sous la forme [106] :

(
b̂1

b̂2

)
=

1√
2

(
1 i

i 1

)(
â1

â2

) (
b̂†

1

b̂†
2

)
=

1√
2

(
1 −i

−i 1

)(
â†

1

â†
2

)

Cela peut se résumer avec notre formalisme par :




b̂1

b̂2

b̂†
1

b̂†
2




=
1√
2




1 i

i 1
(0)

(0)
1 −i

−i 1







â1

â2

â†
1

â†
2




On remarque que cet exemple ne mélange pas les opérateurs de création et d’annihilation.
C’est une caractéristique des interféromètres passifs. ♦

Dans la suite de la section on va s’intéresser aux propriétés que doit avoir la matrice
S. On les déduira de celles qu’on souhaite imposer aux opérateurs de B̂.

7.2.1.1 Préservation des commutateurs

Une première propriété souhaitée pour les opérateurs rassemblés dans B̂ est d’avoir
les relations de commutation attendues pour des opérateurs d’échelle de modes indé-
pendants.

Les relations de commutation pour les éléments de Â sont :

∀i, j ∈ NN ,
[

âi, â†
j

]
= δi,j
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On peut les résumer pour le « vecteur » de la manière suivante :

∀i, j ∈ N2N ,
[
Âi, Âj

]
= Ωi,j, avec Ω =


 0 1

−1 0




où 1 est toujours l’identité 1.
On a alors

[
B̂i, B̂j

]
= B̂iB̂j − B̂jB̂i

= ∑
k,m

Si,kÂkSj,mÂm − Sj,mÂmSi,kÂk

= ∑
k,m

Si,kSj,m

[
Âk, Âm

]

= ∑
k,m

Si,kSj,mΩk,m

= ∑
k,m

Si,kΩk,m

(
ST
)

m,j

= (SΩST)i,j

Or la préservation des relations de commutation qu’on veut imposer s’exprime :
[
B̂i, B̂j

]
= Ωi,j

On en déduit que la transformation S préserve les relations de commutation si et
seulement si :

SΩST = Ω (7.4)

Remarque. C’est ici une transposition, même quand la matrice S est complexe (ce qui est
le cas général). ♦

Expression par blocs

On va exprimer la condition (7.4) en termes de matrices par blocs de dimension
N × N. Écrivons S de manière générique avec A, B, C et D des blocs complexes :

S =


 A B

C D




On a alors

SΩST = Ω⇔

 A B

C D




 0 1

−1 0




 AT CT

BT DT


 =


 0 1

−1 0




⇔

 ABT − BAT ADT − BCT

CBT − DAT CDT − DCT


 =


 0 1

−1 0




1. Ici la dimension est N. Dans la suite on ne la précisera pas car elle est à chaque fois évidente.
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En utilisant le fait que les deux équations anti-diagonales sont équivalentes (transposition
et multiplication par −1), on arrive à la conclusion :

SΩST = Ω⇔





ABT = BAT

CDT = DCT

ADT − BCT = 1

(7.5)

Remarque. L’équation (7.4) est en fait la définition des matrices symplectiques complexes.
Leur expression par blocs est bien connue. Nous étudions ces matrices en détail au
chapitre suivant. ♦

7.2.1.2 Préservation de l’hermiticité

Une seconde propriété qu’on souhaite voir préservée par la transformation S est que
Âi+N mod 2N = Â†

i , avec N le nombre de modes, i mod j signifiant i modulo j et avec une
indexation commençant à 0 (et non à 1).

Notez que cette condition n’est en général pas explicitée [1] ; la plupart du temps elle
est utilisée implicitement en prenant a priori une forme pour S la respectant. Explicitons
une condition sur S correspondant au fait que B̂ vérifie la même propriété :

∀i, B̂i+N mod 2N = B̂†
i

⇔∑
k

Si+N mod 2N,kÂk =

(
∑
m

Si,mÂm

)†

⇔∑
k

Si+N mod 2N,kÂk = ∑
m

S∗i,mÂ
†
m

⇔∑
k

Si+N mod 2N,kÂk = ∑
m

S∗i,mÂm+N mod 2N

Par identification, cela revient à ce que :

Si+N mod 2N,m+N mod 2N = S∗i,m, avec 0 ≤ i, m < 2N (7.6)

Expression par blocs

On décompose la matrice S par blocs de la même manière que précédemment. La
condition (7.6) s’exprime alors :

A = D∗ ; B = C∗ ; C = B∗ et D = A∗

Ce qui se simplifie en :
A = D∗ et B = C∗

Et la matrice S peut s’écrire sous la forme :

S =


 A B

B∗ A∗


 (7.7)
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Expression sous forme d’équation matricielle

Pour la suite, une expression en termes de coefficients ou de blocs n’est pas très
pratique. Exprimons la même condition sous forme d’équation matricielle. Commençons

par remarquer que S∗ =


 A∗ B∗

B A


. On en déduit alors que :

QS∗Q = S (7.8)

En ayant posé Q =


 0 1

1 0


.

Il reste à prouver que toute matrice respectant l’égalité (7.8) est de la forme requise.
Considérons une matrice générique S respectant la relation (7.8).

S = QS∗Q =⇒

 A B

C D


 =


 0 1

1 0




 A∗ B∗

C∗ D∗




 0 1

1 0




=⇒

 A B

C D


 =


 D∗ C∗

B∗ A∗




On a donc prouvé que l’équation matricielle (7.8) était équivalente à la forme donnée
par (7.7). Physiquement cela correspond à imposer que la transformation préserve le
fait que l’opérateur de création est le conjugué de celui d’annihilation du même mode.
On appellera cette propriété « préservation de l’hermiticité ». On remarque également
que cela garantit que toute observable (hermitienne) s’exprimant comme fonction des
opérateurs d’échelle reste une observable après la transformation.

Remarque. Q2 = 1 et donc Q est sa propre inverse (symétrie). On va grandement utiliser
cette propriété dans la suite. ♦

7.2.1.3 Expression par blocs de la matrice de transformation

En mettant ensemble les expressions (7.5) et (7.7), qui expriment respectivement la
préservation des commutateurs et de l’hermiticité, et en remarquant que deux des
équations de (7.5) deviennent équivalentes, on peut écrire que la matrice S doit vérifier

S =


 A B

B∗ A∗








ABT = BAT

AA† − BB† = 1

Ce type de matrice est appelée transformation de Bogoliubov-Valatin dans le domaine
des atomes froids [14, 21].

Remarque. Du fait que la préservation de l’hermiticité ne soit en général pas explicitée,
la condition de préservation des relations de commutation peut prendre des formes
apparemment non équivalentes. Explicitons un exemple : Gerardo Adesso et al. [1,
p. 18] donnent dans leur équation (51) une expression différente de la condition de
conservation des relations de commutation. On va ici prouver qu’avec l’hypothèse que
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l’hermiticité est préservée (c’est-à-dire en supposant l’équation (7.8)) elle est équivalente
à (7.4). Tout d’abord, observons que

S = QS∗Q ⇔ ST = Q(S∗)TQ
⇔ ST = QS†Q

Ensuite, partant de (7.4),

SΩST = Ω⇔ SΩQS†Q = Ω

⇔ SΩQS† = ΩQ

⇔ S


 1 0

0 −1


 S† =


 1 0

0 −1




En ayant noté que :

ΩQ =


 0 1

−1 0




 0 1

1 0


 =


 1 0

0 −1




On a donc prouvé l’équivalence, mais en ayant besoin de recourir à (7.8). ♦

7.2.2 Préservation et équation d’évolution

Considérons une évolution du type de celle donnée par l’équation (7.3) :

dÂ
dt

= LÂ

La question est de savoir si pour tout t, Â(t) vérifie les relations de commutation
et la condition d’hermiticité attendues pour un vecteur regroupant des opérateurs
d’échelle. Nous allons déterminer les conditions sur L pour que l’opérateur d’évolution
correspondant respecte les conditions (7.4) et (7.8). Ensuite nous contrôlerons que le L
pour une évolution par un hamiltonien quadratique (équation (7.3)) les vérifient.

7.2.2.1 Préservation des relations de commutation

Propriété 7.2. La condition sur L pour que l’évolution préserve les relations de commutation
s’exprime :

LΩ + ΩLT = 0 (7.9)

Preuve. Posons S(t) la matrice d’évolution telle que :

Â(t) = S(t)Â(0)

Remarquons tout d’abord que l’équation d’évolution sur S s’exprime :

dS
dt

= LS⇔ dST

dt
= STLT
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en ayant remarqué que la dérivation et la transposition commutent (la dérivation pour
une matrice pouvant s’écrire coefficient à coefficient).

On peut alors calculer que :

d
(
SΩST −Ω

)

dt
=

dS
dt

ΩST + SΩ
dST

dt
= LSΩST + SΩSTLT

d
(
SΩST −Ω

)

dt
= LΩ + ΩLT + L

(
SΩST −Ω

)
+
(

SΩST −Ω
)
LT

et prouver l’équivalence entre (7.4) et (7.9) (étant donné (7.3)) :

=⇒ Partant de l’hypothèse ∀t, SΩST −Ω = 0, la conclusion LΩ + ΩLT en découle
trivialement.

⇐= Supposons LΩ + ΩLT. Les coefficients de SΩST − Ω obéissent à une équa-
tion différentielle linéaire homogène du premier ordre à coefficients constants.
Comme la condition initiale est nulle, la solution est identiquement nulle, et donc
∀t, SΩST = Ω.

7.2.2.2 Préservation de l’hermiticité

Propriété 7.3. La condition sur L pour que l’hermiticité soit préservée par l’évolution s’exprime :

L−QL∗Q = 0 (7.10)

Preuve. De même que précédemment, on travaille avec S(t) la matrice d’évolution telle
que :

Â(t) = S(t)Â(0)

Et son équation d’évolution est :

dS
dt

= LS⇔ dS∗

dt
= L∗S∗

en ayant remarqué que dérivation et conjugaison commutent.
On peut alors calculer :

d (QS∗Q− S)
dt

= QdS∗

dt
Q− dS

dt
= QL∗S∗Q−LS

= QL∗QQS∗Q−QL∗QS +QL∗QS−LS
d (QS∗Q− S)

dt
= QL∗Q (QS∗Q− S)− (L−QL∗Q) S

On peut alors prouver l’équivalence entre (7.8) et (7.10) :

=⇒ Supposons que ∀t,QS∗Q− S = 0. Comme S est nécessairement inversible, on
en déduit trivialement que L−QL∗Q = 0.
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⇐= Supposons QL∗Q − L. Alors QS∗Q − S obéit à une équation différentielle
linéaire homogène du premier ordre à coefficients constants. Comme S(0) = 1, la
condition initiale est que QS∗Q− S = 0 et donc ∀t,QS∗Q = S.

7.2.2.3 Dynamique pour un hamiltonien quadratique

Prouvons que la forme spécifique de L pour un hamiltonien quadratique, telle que
décrite par (7.3) vérifie les deux conditions (7.9) et (7.10) qu’on vient de voir.

Conservation des commutateurs

On rappelle que par définition L =
1
ih̄


 G 2F

−2F† −GT


 avec les propriétés G† = G

et F = FT. Ainsi :

LT =
1
ih̄


 GT −2F∗

2FT −G


 =

1
ih̄


 GT −2F†

2F −G




En utilisant cette dernière expression et en effectuant les produits matriciels on vérifie
que :

LΩ + ΩLT = 0

On a bien obtenu (7.9). Une évolution régie par un hamiltonien quadratique garantit
que pour tout temps les opérateurs (en représentation de Heisenberg) ont les relations
de commutation des opérateurs bosoniques.

Conservation de l’hermiticité

Avec la même expression de L et toujours G† = G et F = FT,

L∗ = 1
−ih̄


 G∗ 2F∗

−2FT −G†


 =

−1
i h̄


 GT 2F†

−2F −G




En utilisant ce résultat et en effectuant les produits matriciels, on obtient que :

L−QL∗Q = 0

On a bien (7.10). Une évolution régie par un hamiltonien quadratique garantit que
des opérateurs initialement conjugués le restent pour tout temps (en représentation de
Heisenberg).

Remarque. Cette propriété est en fait plus générale. Soit Ô un opérateur (quelconque) et
U(t) l’opérateur d’évolution. On a en représentation d’Heisenberg Ô(t) = U†Ô(0)U et
Ô†(t) = U†Ô†(0)U ; on a donc toujours

(
Ô(t)

)†
=
(
Ô†)(t). ♦
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7.3 quadratures

Dans cette section nous allons ré-exprimer ce qui a été vu dans ce chapitre en termes
de quadratures plutôt que d’opérateurs bosoniques. Comme nous le verrons, cela
permet de réinterpréter les conditions obtenues. En particulier nous montrerons que
l’équivalente de S doit être une matrice symplectique réelle tandis celle de L doit être
réelle et hamiltonienne.

7.3.1 Définitions

7.3.1.1 Quadratures

On rappelle que les quadratures x̂j et p̂j sont définies par :

x̂j =
âj + â†

j

2

p̂j =
âj − â†

j

2i

et que les relations de commutation sont :

[
x̂j, p̂k

]
=

i
2

δj,k

Posons X̂ =




x̂1
...

p̂1
...




. La conversion entre X̂ et Â se fait de la manière suivante :

X̂ = γ−1Â γ−1 =
1
2


 1 1

−i1 i1




Â = γX̂ γ =


 1 i1

1 −i1




Remarquons qu’à la normalisation près, γ est unitaire ; elle effectue essentiellement
une rotation (complexe).

7.3.1.2 Équation d’évolution

Voyons comment s’exprime (7.3) en termes de quadratures.

dÂ
dt

= LÂ⇔ dγX̂

dt
= LγX̂

⇔ dX̂
dt

= γ−1LγX̂
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On a donc obtenu l’équation d’évolution pour les quadratures :

dX̂
dt

= LxpX̂, Lxp = γ−1Lγ (7.11)

La définition de Lxp se retourne en : L = γLxpγ−1.

7.3.1.3 Transformation

On considère toujours une transformation B̂ = SÂ. Regardons comment elle se traduit
pour les quadratures. Commençons par définir Ŷ les quadratures correspondant aux
opérateurs bosoniques B̂. On passe d’un vecteur à l’autre de la même manière qu’entre
Â et X̂ : Ŷ = γ−1B̂⇔ B̂ = γŶ. Ré-exprimons alors la transformation directement pour
les quadratures :

B̂ = SÂ⇔ γŶ = SγX̂

⇔ Ŷ = γ−1SγX̂

⇔ Ŷ = SxpX̂, Sxp = γ−1Sγ

La définition de Sxp se retourne en : S = γSxpγ−1.

7.3.2 Contraintes sur les transformations

Voyons ce que deviennent les propriétés exposées en section 7.2 pour les quadratures
en termes de contraintes sur Sxp et Lxp. Nous allons à chaque fois avoir deux approches :
les déduire de considérations physiques et transformer les propriétés déjà établies.

7.3.2.1 Préservation des commutateurs

Arguments physiques

Les relations de commutation pour les quadratures sont les mêmes que pour les
opérateurs bosoniques à i

2 près (voir la sous-sous-section 7.3.1.1). Ainsi la préservation
des relations de commutation s’exprime de manière similaire :

SxpΩST
xp = Ω (7.12)

Nous allons voir à la sous-section suivante que Sxp et Lxp sont en fait réelles. Ainsi
Sxp appartient au groupe des matrices réelles symplectiques, et Lxp à son algèbre de
Lie (autrement nommé l’ensemble des matrices hamiltoniennes). Nous détaillerons les
définitions et propriétés de telles matrices au chapitre suivant. Elles nous permettront
de directement en conclure [88] que :

ΩLxp + LT
xpΩ = 0 (7.13)
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Preuve pour la matrice de transformation

Montrons qu’on obtient bien (7.12) à partir de (7.4), son équivalent pour les opérateurs
bosoniques.

Démonstration On part de (7.4) :

SΩST = Ω⇔ γSxpγ−1Ω
(

γSxpγ−1
)T

= Ω

⇔ Sxpγ−1Ω
(

γ−1
)T

ST
xp = γ−1Ω

(
γ−1

)T

⇔ i
2

SxpΩST
xp =

i
2

Ω

⇔ SxpΩST
xp = Ω

où l’on a utilisé que :

γ−1Ω
(

γ−1
)T

=
1
2


 1 1

−i1 i1




 0 1

−1 0


 1

2


 1 −i1

1 i1




=
1
4


 0 2i1

−2i1 0




=
i
2

Ω

Preuve pour la matrice d’évolution

Retrouvons la condition la matrice d’évolution (7.13) à partir de (7.9), l’équivalente
pour les opérateurs d’échelle.

Démonstration

LΩ + ΩLT = 0⇔ γLxpγ−1Ω + Ω
(

γLxpγ−1
)T

= 0

⇔ Lxpγ−1Ω
(

γ−1
)T

+ γ−1Ω
(

γ−1
)T
LT

xp = 0

⇔ Lxp
i
2

Ω +
i
2

ΩLT
xp = 0

⇔ LxpΩ + ΩLT
xp = 0

⇔ ΩLxp + LT
xpΩ = 0

En ayant utilisé la même formule que dans la preuve précédente, ainsi que Ω2 = −1.
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7.3.2.2 Préservation de l’hermiticité

Arguments physiques

Pour les opérateurs bosoniques, la condition était : Âi+N mod 2N = Â†
i . En termes de

quadratures, on souhaite qu’après la transformation on ait toujours des observables.
Cela se traduit par ∀i, X̂i = X̂†

i . On veut que cette propriété soit conservée par la
transformation Sxp.

∀i, Ŷi = Ŷ†
i ⇔ ∀i, ∑

k

(
Sxp
)

i,kX̂k =

[
∑

k

(
Sxp
)

i,kX̂k

]†

⇔ ∀i, ∑
k

(
Sxp
)

i,kX̂k = ∑
k

(
Sxp
)∗

i,kX̂
†
k

⇔ ∀i, ∑
k

(
Sxp
)

i,kX̂k = ∑
k

(
Sxp
)∗

i,kX̂k

Par identification, cela est équivalent à ce que :

∀i, k,
(
Sxp
)

i,k =
(
Sxp
)∗

i,k

Autrement dit, c’est équivalent à ce que la matrice Sxp soit réelle :

Sxp ∈ M2N,2N (R) (7.14)

où M2N,2N (R) est l’ensemble des matrices réelles de taille 2N × 2N.
Pour garantir (7.14) dans le cadre de l’équation d’évolution (7.11), il est clair que la

condition est :
Lxp ∈ M2N,2N (R) (7.15)

Preuve pour la matrice de transformation

Montrons qu’on obtient bien (7.14) à partir de (7.8), son équivalent pour les opérateurs
bosoniques.

Démonstration

QS∗Q = S⇔ Q
(

γSxpγ−1
)∗
Q = γSxpγ−1

⇔ Sxp = γ−1Qγ∗S∗xp

(
γ−1

)∗
Qγ

⇔ Sxp = S∗xp

⇔ Sxp ∈ M2N,2N (R)

Où l’on a utilisé que :

γ−1Qγ∗ =
1
2


 1 1

−i1 i1




 0 1

1 0




 1 −i1

1 i1




=
1
2


 21 0

0 21




γ−1Qγ∗ = 1
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et en ayant remarqué qu’inversion et conjugaison complexe commutent.

Preuve pour la matrice d’évolution

Retrouvons la condition sur la matrice d’évolution (7.15) à partir de (7.10), la condition
équivalente pour les opérateurs d’échelle.

Démonstration Partons de (7.10) et de la définition Lxp = γ−1Lγ⇔ L = γLxpγ−1 :

L−QL∗Q = 0⇔ γLxpγ−1 −Q
(

γLxpγ−1
)∗
Q = 0

⇔ Lxp = γ−1Qγ∗L∗xp

(
γ−1

)∗
Qγ

⇔ Lxp = L∗xp

L−QL∗Q = 0⇔ Lxp ∈ M2N,2N (R)

En utilisant le même résultat intermédiaire que précédemment.

Notons que la simplicité de (7.15) encourage grandement à travailler en quadratures.
C’est également sa simplicité qui explique qu’elle est le plus souvent imposée ab initio.

7.3.3 Évolution avec un hamiltonien quadratique

Dans cette sous-section nous allons expliciter les propriétés de Lxp quand le système
évolue avec un hamiltonien quadratique. On vérifiera ensuite que la forme obtenue
vérifie bien les contraintes (7.13) et (7.15).

7.3.3.1 Expression par bloc

Partons de (7.3) et (7.11) pour obtenir la forme de la matrice d’évolution en quadrature
dans le cas d’une évolution régie par un hamiltonien quadratique. À titre préalable, on
remarque que puisque G = G† et F = FT, on a GT = G∗ et F† = F∗.

Lxp = γ−1Lγ

=
1
2


 1 1

−i1 i1


 1

ih̄


 G 2F

−2F† −GT




 1 i1

1 −i1




=
1

2ih̄


 2 (F− F∗) + G− G∗ −2i (F + F∗) + i (G + G∗)

−2i (F + F∗)− i (G + G∗) −2 (F− F∗) + G− G∗




=
1
h̄




G−G∗
2i + 2 F−F∗

2i
G+G∗

2 − 2 F+F∗
2

−G+G∗
2 − 2 F+F∗

2
G−G∗

2i − 2 F−F∗
2i




Lxp =
1
h̄


 Im[G] + 2 Im[F] Re[G]− 2 Re[F]

−Re[G]− 2 Re[F] Im[G]− 2 Im[F]



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On peut donc conclure que quand Lxp est donné par une évolution régie par un
hamiltonien quadratique,

Lxp =
1
h̄


 Im[G] + 2 Im[F] Re[G]− 2 Re[F]

−Re[G]− 2 Re[F] Im[G]− 2 Im[F]


 (7.16)

Remarquons qu’on peut également traduire les contraintes sur F et G en termes de
leurs parties réelle et imaginaire :

G = G† ⇔





Re[G] = Re[G]T

Im[G] = −Im[G]T

F = FT ⇔





Re[F] = Re[F]T

Im[F] = Im[F]T

7.3.3.2 Vérification des propriétés

Même si cela est superflu puisqu’il y a équivalence avec les propriétés que nous avons
contrôlées en sous-sous-section 7.2.2.3, assurons-nous que (7.13) et (7.15) sont vérifiées
par Lxp.

Préservation des commutateurs

En injectant (7.16) dans le membre de gauche de (7.13) et en effectuant le calcul par
bloc on montre qu’on a bien ΩLxp + LT

xpΩ = 0.

Préservation de l’hermiticité

L’expression (7.16) est clairement celle d’une matrice réelle, comme exigé par (7.15).

7.4 résumé du chapitre

Passage en quadratures

Pour passer de la représentation par des opérateurs bosoniques à celle utilisant les
quadratures, on utilise :

X̂ = γ−1Â ⇔ Â = γX̂

avec :

γ =


 1 i1

1 −i1


 , γ−1 =

1
2


 1 1

−i1 i1




Les opérateurs de couplage et d’évolution se transforme selon :

Lxp = γ−1Lγ⇔ L = γLxpγ−1

Sxp = γ−1Sγ⇔ S = γSxpγ−1
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Évolution par un hamiltonien quadratique

En considérant un hamiltonien tel que décrit par l’équation (6.1), paramétré par des
matrices F et G vérifiant G† = G et F = FT,

— l’évolution du point de vue d’Heisenberg des opérateurs d’échelle est décrite par
une équation différentielle du premier ordre linéaire :

dÂ
dt

= LÂ, L =
1
ih̄


 G 2F

−2F† −GT


 (7.3)

— il en va de même pour les quadratures (voir (7.11) et (7.16)) :

dX̂
dt

= LxpX̂, Lxp =
1
h̄


 Im[G] + 2 Im[F] Re[G]− 2 Re[F]

−Re[G]− 2 Re[F] Im[G]− 2 Im[F]




où G = G† ⇔





Re[G] = Re[G]T

Im[G] = −Im[G]T
et F = FT ⇔





Re[F] = Re[F]T

Im[F] = Im[F]T
.

Conditions de préservations

Avec Ω =


 0 1

−1 0


 et Q =


 0 1

1 0


 les différentes conditions sur les matrices

de couplage et d’évolution pour garantir les préservations des commutateurs et de
l’hermiticité se résument par :

Commutateurs Hermiticité

S SΩST = Ω QS∗Q = S

L LΩ + ΩLT = 0 L−QL∗Q = 0

Sxp SxpΩST
xp = Ω Sxp ∈ M2N,2N (R)

Lxp ΩLxp + LT
xpΩ = 0 Lxp ∈ M2N,2N (R)

En particulier, on remarque que
— Lxp est une matrice hamiltonienne réelle.
— Sxp est une matrice symplectique réelle.
— S est une transformation de Bogoliubov.
— L’ensemble des matrices représentant les transformations de Bogoliubov est iso-

morphe à celui des matrices symplectiques réelles.
Toutes les conditions sont vérifiées dans le cadre d’une évolution par un hamiltonien

quadratique tel que donné par l’équation (6.1).
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H A M I LT O N I E N N E S

Nous avons évoqué au chapitre précédent les matrices symplectiques et hamilto-
niennes 1 ainsi que leurs expressions par blocs. Nous allons les présenter un peu plus
formellement ici. Nous aborderons ensuite les propriétés spectrales de ces matrices
et les décompositions associées. Enfin nous détaillerons le fonctionnement des algo-
rithmes écrits et utilisés pour cette thèse. Les démonstrations sont volontairement très
constructives comparativement à celles qui se trouvent dans la littérature ; cela est un
choix visant à faciliter la mise en œuvre algorithmique des différents théorèmes. Seul le
nécessaire à la compréhension de cette thèse est présenté ; le lecteur voulant approfondir
est invité à lire les références [3, 47, 88].

Durant tout le chapitre on travaille sur l’ensemble des matrices de dimension 2N× 2N,
ainsi que sur les vecteurs-colonnes correspondant. Bien évidemment on peut les voir
comme représentations d’opérateurs linéaires et de vecteurs d’un espace vectoriel de
dimension 2N muni d’une base bien choisie (ce que nous allons démontrer).

Nous allons travailler avec des matrices symplectiques complexes, ce qui n’est pas
l’approche la plus courante, mais nous semble nécessaire afin de pouvoir discuter de
diagonalisation dans le corps adapté. S’il y a un consensus sur la définition des matrices
symplectiques réelles, ça c’est pas le cas pour les matrices complexes, car on peut ou
non remplacer la transposition par une conjugaison hermitienne. Nous effectuons un
choix mais l’autre possibilité, dont nous aurons également besoin par la suite, est traitée
dans la section 8.7.

8.1 définitions et généralités

Commençons par définir une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur l’ensemble

des vecteurs colonnes. On rappelle qu’on a posé au chapitre précédent Ω =


 0 1

−1 0


.

On l’appellera « matrice antisymétrique canonique ». On remarque qu’en plus d’être
antisymétrique (ΩT = −Ω) elle est orthogonale (ΩΩT = 1 = ΩTΩ) et vérifie donc les
propriétés suivantes : Ω2 = −1 et Ω−1 = ΩT = −Ω. De plus elle est diagonalisable via
une matrice unitaire V telle que :

Ω = V


 i1 0

0 −i1


V†, avec V =

1√
2


 1 i1

i1 1


 (8.1)

1. À ne pas confondre avec une matrice décrivant le hamiltonien. Le terme provient de la mécanique
classique car ces matrices interviennent dans l’évolution d’un système décrit par un hamiltonien.
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Définition. Soient x et y deux vecteurs-colonnes (éventuellement complexes). On définit
la forme bilinéaire (, ) par :

(x, y) = xTΩy

Il est clair que :

Propriété 8.1. (, ) est :

antisymétrique (x, y) = − (y, x).

alternée (x, x) = 0.

non dégénérée [∀x, (x, y) = 0] =⇒ y = 0.

Remarquons que nous avons utilisé la transposition dans la définition de (, ) et non la
conjugaison hermitienne, même dans le cas complexe. Cela est nécessaire pour conserver
la propriété d’être alternée.

Propriété 8.2. Tout espace vectoriel de dimension finie sur lequel existe une forme bilinéaire
alternée (antisymétrique) non dégénérée est de dimension paire.

Démonstration Notons E l’espace vectoriel. En fixant une base de E, la forme bilinéaire
s’exprime en notations matricielles via une matrice antisymétrique. Notons cette matrice
M.

det(M) = det
(
−MT

)
= (−1)dim E det

(
MT
)
= (−1)dim E det(M)

Ainsi en dimension impaire det(M) = 0 ; cela est en contradiction avec le fait que la
forme est non dégénérée.

Cette propriété nous servira essentiellement pour les sous-espaces. Maintenant que
nous avons défini cette forme bilinéaire, nous pouvons passer aux matrices.

8.1.1 Matrices symplectiques

Définition. Soit S ∈ M2N,2N (C). S est symplectique si et seulement si :

∀x, y, (Sx, Sy) = (x, y)

On peut ré-exprimer cette définition sous la forme d’une équation matricielle :

S symplectique⇔ ∀x, y, (Sx, Sy) = (x, y)

⇔ ∀x, y, xTSTΩSy = xTΩy

Et donc :
S symplectique⇔ STΩS = Ω (8.2)

On remarque immédiatement que cette définition n’est pas directement celle qui
apparaît dans l’équation (7.12). En effet, dans un cas la transposition est à gauche alors
que dans l’autre elle est à droite. Mais heureusement nous avons la propriété suivante :

Propriété 8.3. Soit S ∈ M2N,2N (C),

STΩS = Ω⇔ SΩST = Ω



8.1 définitions et généralités 119

Démonstration Remarquons tout d’abord que comme det(Ω) = 1, chacune des deux
équations permet de montrer que S est inversible. On peut alors effectuer le calcul :

STΩS = Ω⇔ STΩ = ΩS−1

⇔ ΩSTΩ2 = Ω2S−1Ω

⇔ −ΩST = −S−1Ω

⇔ SΩST = Ω

Ainsi, peu importe de quel côté intervient la transposition, ce qui montre qu’on
peut utiliser aussi bien la définition qu’on vient de voir que celle utilisée pour la
préservation des relations de commutation. Remarquons que dans la démonstration de
la propriété 8.3 nous avons aussi démontré que S est inversible. Plus précisément, il est
direct de montrer que :

Propriété 8.4. Soit S une matrice symplectique. S est inversible et

S−1 = −ΩSTΩ (8.3)

Propriété 8.5. S symplectique⇔ ST symplectique⇔ S−1 symplectique⇔ S∗ symplectique.

Démonstration En utilisant la propriété 8.3,

S symplectique⇔ STΩS = Ω

⇔
(

ST
)T

ΩST = Ω

⇔ ST symplectique

S symplectique⇔ STΩS = Ω

⇔ S−1Ω−1
(

ST
)−1

= Ω−1

⇔ −S−1Ω
(

S−1
)T

= −Ω

⇔
(

S−1
)T

ΩS−1 = Ω

⇔ S−1 symplectique

La dernière équivalence se déduit directement de Ω réelle.

Enfin, à partir de la définition on obtient facilement la propriété suivante :

Propriété 8.6. Le produit de deux matrices symplectiques est symplectique.

Les matrices symplectiques forment donc un groupe.
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Remarque. L’équation (8.2) se réinterprète comme une relation entre les colonnes de
S. Notons xi la ie colonne de S. Le coefficient d’indice i, j de la relation revient à
xT

i Ωxj = Ωi,j, ou reformulé à l’aide de la forme bilinéaire,
(
xi, xj

)
= Ωi,j.

Si maintenant nous limitons les indices à 1 ≤ i, j ≤ N, la propriété s’écrit :

S symplectique⇔ ∀i, j tels que 1 ≤ i, j ≤ N,





(
xi, xj

)
= 0

(
xi, xj+N

)
= δi,j

(
xi+N , xj

)
= −δi,j

(
xi+N , xj+N

)
= 0

(8.4)

On peut ainsi interpréter la symplecticité d’une matrice comme le fait que ses colonnes
vérifient une sorte d’orthogonalité pour la forme (, ) ; cette notion sera précisée plus
tard. Cette remarque peut servir à caractériser une matrice symplectique. ♦

8.1.2 Matrices hamiltoniennes

Nous allons maintenant présenter les générateurs infinitésimaux des matrices sym-
plectiques : les matrices hamiltoniennes. L’essentiel des démonstrations ayant déjà été
effectuées dans le chapitre précédent, nous allons nous contenter de rassembler et
d’exposer les résultats.

Considérons une matrice symplectique S proche de 1. On peut l’écrire S = 1+ s.
En développant STΩS = Ω et en gardant uniquement le premier ordre, on obtient
que sTΩ + Ωs = 0. On a déterminé l’algèbre de Lie des matrices symplectiques, qu’on
appelle matrices hamiltoniennes.

Définition. Soit M une matrice. Elle est dite hamiltonienne quand

MTΩ + ΩM = 0

Une autre interprétation de cette définition est donnée par la propriété qui émerge
d’un calcul élémentaire :

Propriété 8.7. Soit M une matrice.

M est hamiltonienne⇔ ∀x, y, (x, My) = − (Mx, y)

Détaillons maintenant diverses propriétés.

Propriété 8.8. M est hamiltonienne⇔ MT est hamiltonienne.

Démonstration

MTΩ + ΩM = 0⇔ ΩMTΩ2 + Ω2MΩ = 0⇔
(

MT
)T

Ω + ΩMT = 0

Propriété 8.9. M est hamiltonienne⇔ ΩM est symétrique.
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Démonstration On utilise que ΩT = −Ω :

MTΩ + ΩM = 0⇔ (ΩM)T = ΩM

8.2 expressions par blocs

Nous allons traduire les conditions pour être symplectique ou hamiltonienne en
termes d’expression par blocs.

8.2.1 Matrices symplectiques

On a déjà effectué ce travail, en aboutissant aux contraintes (7.5). Rappelons simple-

ment le résultat. En posant S =


 A B

C D


, on obtient :

SΩST = Ω⇔





ABT = BAT

CDT = DCT

ADT − BCT = 1

(7.5)

Remarquons qu’on a choisi la définition avec la transposée à droite, qui a pour
avantage d’être plus proche de la physique. En prenant la transposée à gauche on
obtient d’autres expressions, qui sont équivalentes.

8.2.2 Matrice hamiltonienne

Posons M =


 A B

C D




On a alors :

MTΩ + ΩM = 0⇔

 AT CT

BT DT




 0 1

−1 0




+


 0 1

−1 0




 A B

C D


 = 0

⇔

 −CT AT

−DT BT


+


 C D

−A −B


 = 0

MTΩ + ΩM = 0⇔





C = CT

B = BT

AT + D = 0
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On remarque que la dernière équation nous prouve :

Propriété 8.10. Soit M une matrice hamiltonienne ; alors Tr[M] = 0.

8.3 orthogonalisation symplectique

Nous allons voir dans cette section un outil essentiel : comment transformer une base
quelconque en une base compatible avec la forme (, ).

Définition. Deux vecteurs-colonnes x et y sont dit symplectiquement orthogonaux
quand (x, y) = 0. De même, deux sous-espaces sont dit symplectiquement orthogonaux
quand chaque vecteur de l’un est orthogonal à tous les vecteurs de l’autre.

Remarque. Un vecteur est toujours symplectiquement orthogonal à lui-même. Un sous-
espace peut être symplectiquement orthogonal à lui-même. ♦

Définition. Soient (ei)i∈N2N
une famille de vecteurs-colonnes. On l’appelle « base sym-

plectique » quand elle vérifie :

∀i, j tels que 1 ≤ i, j ≤ N,





(
ei, ej

)
= 0

(
ei, ej+N

)
= δi,j

(
ei+N , ej

)
= −δi,j

(
ei+N , ej+N

)
= 0

Propriété 8.11. Une base symplectique est une base de l’espace de travail. Nous pouvons écrire
la décomposition d’un vecteur x quelconque sur cette base de la manière suivante :

x =
N

∑
i=1

[(ei, x) ei+N − (ei+N , x) ei]

Démonstration Le nombre de vecteurs de la famille est égal à la dimension de l’espace.
Nous allons donc pouvoir nous contenter de vérifier que la famille est libre. Par l’absurde,
supposons que ça n’est pas le cas et qu’il existe i0 tel que ei0 = ∑

i 6=i0
ciei avec ci des

coefficients complexes quelconques. Posons j0 =





i0 + N si 1 ≤ i0 ≤ N

i0 − N si N + 1 ≤ i0 ≤ 2N
. Alors,

(
ej0 , ei0

)
=

(
ej0 , ∑

i 6=i0

ciei

)
= ∑

i 6=i0

ci
(
ej0 , ei

)

En utilisant la définition de la base symplectique, ∀i 6= i0,
(
ej0 , ei

)
= 0 ; on en conclut

que
(
ej0 , ei0

)
= 0. Cela rentre en contradiction avec cette même définition qui impose(

ej0 , ei0
)
= ±1.

Maintenant que nous avons prouvé que nous avons bien une base, montrons la forme
de la décomposition d’un vecteur x quelconque. De manière générique,

x =
2N

∑
j=0

cjej
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avec cj des coefficients complexes. Alors ∀i tel que 1 ≤ i ≤ N, (ei, x) = ci+N et
(ei+N , x) = −ci.

Remarque. Nous pouvons reformuler une remarque déjà effectuée :

S symplectique⇔ ses colonnes forment une base symplectique

♦

Théorème 8.1. Il existe une base symplectique.

La démonstration est analogue à celle utilisée avec une forme symétrique : on va
donner une forme adaptée de l’algorithme de Gram-Schmidt, qui permettra de conclure
en partant d’une base quelconque.

Démonstration Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de l’espace (de
deux en deux).

Commençons par prouver que la propriété est vraie en dimension 2. Soit une base, on
note ses deux vecteurs e et f . (e, f ) 6= 0 car (, ) est non dégénérée. Si l’on remplace f
par f

(e, f ) on obtient bien une base symplectique de l’espace.
Prouvons maintenant la récurrence, on prend un espace de dimension 2N. Détaillons

les différentes étapes :

1. on prend une base de l’espace, notée (e)i∈N2N
;

2. on choisit un vecteur de cette base, ei (par exemple e1) ;

3. comme (, ) est non dégénérée, ∃j 6= i,
(
ei, ej

)
6= 0 ;

4. on définit alors deux vecteurs de la nouvelle base :

e′i = ei e′ j =
ej(

ei, ej
)

avec ces définitions, (e′i , e′i) =
(

e′j, e′j
)
= 0 et

(
e′i , e′j

)
= 1 = −

(
e′i , e′j

)
;

5. on définit les autres vecteurs de la nouvelle base :

∀k 6= i, j, e′k = ek − e′j
(
e′i , ek

)
+ e′i

(
e′j, ek

)

On peut alors vérifier que

∀k 6= i, j,
(
e′i , e′k

)
=
(
e′i , ek

)
−
(

e′i , e′j
) (

e′i , ek
)
+
(
e′i , e′i

) (
e′i , ek

)

= 0

et que

∀k 6= i, j,
(

e′j, e′k
)
=
(

e′j, ek

)
−
(

e′j, e′j
) (

e′j, ek

)
+
(

e′j, e′i
) (

e′j, ek

)

= 0

Par ailleurs, (e)i étant une base, la nouvelle famille en est également une (chaque
e′k ne contient que ek, ei et ej ; le changement de base est facilement inversible). En
particulier

(
e′k
)

k 6=i,j est une famille libre, base du sous-espace qu’elle génère. On a

aussi la propriété que pour tout x vecteur de ce sous-espace, (e′i , x) =
(

e′j, x
)
= 0.
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6. On remarque alors que la restriction de (, ) à l’espace généré par les
(
e′k
)

k 6=i,j est
alternée et non dégénérée. En effet, en supposant par l’absurde qu’elle le soit et
utilisant la proposition : ∀k 6= i, j,

(
e′i , e′k

)
=
(

e′j, e′k
)
= 0, on conclurait que (, ) est

dégénérée sur tout l’espace, ce qui est contradictoire.
On peut alors utiliser l’hypothèse de récurrence sur l’espace engendré par les(
e′k
)

k 6=i,j. Il existe donc une base symplectique de ce sous-espace.

7. En complétant cette base par e′i et e′j et en la réordonnant, on obtient une base
symplectique comme recherché.

Remarque. La propriété est en fait triviale compte tenu de nos définitions. En effet la base
canonique des vecteurs-colonnes est directement symplectique. L’algorithme présenté
dans la démonstration est par contre important car il donne une manière de construire
une base symplectique à partir d’une autre base. Notez également qu’on a uniquement
utilisé le fait que (, ) est alternée et non dégénérée. Ainsi la propriété est valable pour
tout espace linéaire muni d’une forme alternée non dégénérée ; le passage en notation
matricielle avec la base obtenue permet de se ramener aux définitions prises dans ce
chapitre. On a donc démontré ce qui était annoncé au début du chapitre : tout espace
linéaire muni d’une forme alternée non dégénérée est isomorphe à M2N,1 muni de (, ).
En pratique on l’utilisera surtout pour les sous-espaces. ♦

Remarque. En dimension 1, il est évident que toute forme alternée est dégénérée. Suppo-
sons qu’il existe un espace vectoriel de dimension impaire muni d’une forme alternée
non dégénérée. La récurrence de la démonstration nous mène à ce qu’il existe une forme
alternée non dégénérée en dimension 1. Par l’absurde on retrouve la propriété 8.2. ♦

Notez que l’algorithme permet également de compléter une base symplectique d’un
sous-espace en une base symplectique de l’espace entier.

Propriété 8.12. Soient E, F et G des sous-espaces vectoriels en somme directe et vérifiant les
hypothèses suivantes :

E⊕ F⊕ G = l’espace entier

dim E = dim F

∀x1, x2 ∈ E, (x1, x2) = 0

∀y1, y2 ∈ F, (y1, y2) = 0

∀x ∈ E⊕ F; ∀z ∈ G, (x, z) = 0

Il existe alors une base symplectique de E⊕ F. De plus on peut imposer que la « première moitié »
des vecteurs de la base forment une base de E et la « seconde moitié » une base de F.

Remarque. La base obtenue peut se compléter avec une base de G en une base symplec-
tique de l’espace entier. ♦

Esquisse de démonstration. Nous n’allons pas détailler la preuve, mais résumer l’essentiel
des étapes. Comme la précédente démonstration, elle repose sur une procédure d’ortho-
gonalisation. On procède également par récurrence sur la dimension des sous-espaces ;
l’hérédité s’obtient de la manière suivante :
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1. On choisit une base de E et une de F ;

2. on prend un vecteur x de la base de E ;

3. en utilisant que (, ) est non dégénérée et les hypothèses, on montre qu’il existe un
vecteur y de la base de F tel que (x, y) 6= 0.

4. On renormalise ce vecteur y et élimine les contributions de x et y dans les autres
vecteurs de chacune des bases en utilisant la même formule que précédemment
(un des deux termes est nul, on ne mélange pas les vecteurs de E et F).

5. On utilise l’hypothèse de récurrence.

Remarque. La dernière condition de la propriété précédente peut être remplacée par
∀x ∈ E, ∃y ∈ F, (x, y) 6= 0. En effet cela trivialise l’étape 3. Attention par contre au fait
que si l’on garde la possibilité de compléter la base obtenue en une base symplectique
de l’espace entier, les vecteurs à ajouter ne sont a priori pas dans G. ♦

8.4 propriétés spectrales

En vue de la diagonalisation des matrices symplectiques et hamiltoniennes, détaillons
certaines propriétés de leurs valeurs et vecteurs propres.

Ce qui est présenté l’est pour des matrices complexes. Il ne faut pas oublier que dans
le cas (courant) où l’on s’intéresse à une matrice réelle, quand λ est valeur propre, λ∗

l’est également, avec la même multiplicité, et on passe d’un espace propre à l’autre par
conjugaison (pour M réelle, Mx = λx ⇔ Mx∗ = λ∗x∗).

8.4.1 Matrices symplectiques

Propriété 8.13. Soit une matrice S symplectique complexe. Soit λ une valeur propre de S. λ−1

est également valeur propre, et de même multiplicité.

Démonstration Soit x un vecteur propre associé à λ. Par définition Sx = λx. Par ailleurs
souvenons-nous que S est inversible, et donc λ 6= 0. S étant symplectique, STΩS = Ω.
Ainsi,

STΩSx = Ωx ⇔ λSTΩx = Ωx ⇔ STΩx =
1
λ

Ωx

On peut donc conclure que λ−1 est valeur propre de ST, avec Ωx comme vecteur propre
(Ω est inversible), et donc les multiplicités sont identiques. S et ST étant semblables, λ−1

est également valeur propre de S, et de même multiplicité que λ.

Propriété 8.14. Soit une matrice S symplectique complexe. Soient x1, x2 des vecteurs propres
et λ1, λ2 leurs valeurs propres respectivement associées.

λ1λ2 6= 1 =⇒ (x1, x2) = 0

Autrement dit, dès que λ1λ2 6= 1, les espaces propres correspondants sont symplectiquement
orthogonaux.
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Démonstration Par définition, Sx1 = λ1x1 et Sx2 = λ2x2. Par ailleurs, S étant sym-
plectique STΩS = Ω. Ainsi λ1λ2 (x1, x2) = (x1, x2). On arrive donc à la relation
(x1, x2) (λ1λ2 − 1) = 0 qui prouve la propriété.

8.4.2 Matrices hamiltoniennes

Propriété 8.15. Soit une matrice M hamiltonienne (complexe). Soit λ une valeur propre de M.
−λ est également valeur propre de M, et de même multiplicité.

Démonstration Soient x un vecteur propre associé à λ. Par définition Mx = λx. M étant
hamiltonienne, MTΩ + ΩM = 0⇔ MTΩ = −ΩM. Ainsi,

MTΩx = −λΩx

On peut donc conclure que −λ est valeur propre de MT, avec Ωx comme vecteur propre
(Ω est inversible). Cela implique également que les multiplicités sont identiques. M et
MT étant semblables, −λ est également valeur propre de M, et de même multiplicité
que λ.

Propriété 8.16. Soit une matrice M hamiltonienne complexe. Soient x1, x2 des vecteurs propres
et λ1, λ2 leurs valeurs propres respectivement associées.

λ1 + λ2 6= 0 =⇒ (x1, x2) = 0

Autrement dit, dès que λ1 + λ2 6= 0, les espaces propres correspondants sont symplectiquement
orthogonaux.

Démonstration Par définition, Mx1 = λ1x1 et Mx2 = λ2x2. Par ailleurs, M étant symplec-
tique MTΩ + ΩM = 0. Ainsi λ1 (x1, x2) + λ2 (x1, x2) = 0. On arrive donc à la relation
(x1, x2) (λ1 + λ2) = 0 qui prouve la propriété.

8.5 décompositions

Nous arrivons maintenant au cœur de ce chapitre. Nous allons voir des décom-
positions utilisables sur les matrices symplectiques et hamiltoniennes, ainsi qu’une
décomposition les utilisant. Ce qui est présenté ici n’est qu’un mince échantillon des
décompositions impliquant des matrices symplectiques. Une fois de plus, le lecteur
souhaitant approfondir la question est invité à lire les références [3, 47, 88].

8.5.1 Décomposition polaire

Rappelons que la décomposition polaire permet d’écrire de manière unique toute
matrice inversible sous la forme du produit d’une matrice hermitienne définie positive
et d’une matrice unitaire.
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Propriété 8.17. Soit S une matrice symplectique. Écrivons sa décomposition polaire S = HU
où H est hermitienne définie positive et U unitaire. H et U sont également symplectiques.

Démonstration La décomposition polaire s’écrit S = HU. Comme S est symplectique,

S−1 = −ΩSTΩ⇔ U−1H−1 = −ΩUTHTΩ

⇔ U−1H−1 =
(

ΩTUTΩ
) (

ΩTHTΩ
)

Or U−1 est unitaire, de même H−1 est hermitienne, et même définie positive (les valeurs
propres sont toute strictement positives).

Par ailleurs, comme U est unitaire UU† = 1, donc UT(UT)†
= 1. Ainsi

ΩTUTΩΩT
(

UT
)†

Ω = 1

et donc
(
ΩTUTΩ

) (
ΩTUTΩ

)†
= 1. En procédant de même en partant du U†U = 1, on

prouve que ΩTUTΩ est bien unitaire.
De manière similaire, H étant hermitienne H = H†. Ainsi HT =

(
HT)†, et donc

ΩTHTΩ = ΩT(HT)†Ω. On arrive donc à ΩTHTΩ =
(
ΩTHTΩ

)†, ce qui prouve que
ΩTHTΩ est bien hermitienne. Vérifions qu’elle est également définie positive. Soit x
un vecteur-colonne, regardons le signe de x†ΩTHTΩ (qui est réel). Étant un nombre on
peut le transposer sans le changer, ce qui donne x∗†ΩTHΩx∗. Or Ωx∗ est un vecteur et
H est définie positive. On conclut que x†ΩTHTΩ est strictement positif et donc que HT

est définie positive.
On a maintenant tous les éléments pour achever la preuve. Dans l’équation U−1H−1 =(

ΩTUTΩ
) (

ΩTHTΩ
)

le membre de gauche est le produit de deux matrices, une unitaire
et l’autre définie positive. Il en va de même pour le membre de droite. La décomposition
polaire étant unique pour les matrices inversibles, U−1 = −ΩUTΩ et H−1 = −ΩHTΩ.
On en conclut que U et H sont chacune symplectique.

Remarque. Une autre forme de la décomposition polaire est d’écrire S = UH. Dans ce
cas également U et H sont symplectiques, la preuve est similaire. ♦

8.5.2 Diagonalisation

Pour obtenir des résultats sur la diagonalisation nous allons combiner les propriétés
spectrales et la procédure d’orthogonalisation symplectique que nous venons de voir.
L’objectif ici va être de diagonaliser via des matrices de passage symplectiques.

8.5.2.1 Matrices symplectiques

Cas général

On s’intéresse à la diagonalisation des matrices symplectiques. Commençons par
remarquer qu’elles ne sont pas toutes diagonalisables. L’exemple le plus simple est la

matrice

(
1 1

0 1

)
qui, en plus d’être connue pour être non diagonalisable (même dans
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C), est symplectique. Il est donc vain d’essayer d’obtenir une diagonalisation via des
matrices de passage symplectique dans le cas général. Voilà pourquoi nous allons dans
un premier temps nous restreindre aux matrices symplectiques diagonalisables. Ensuite
nous verrons le cas particulier des matrices à la fois symplectiques et hermitiennes.

Théorème 8.2. Soit S une matrice symplectique (complexe). Si S est diagonalisable, alors elle
l’est via des matrices de passage symplectiques.

Démonstration Compte tenu de la caractérisation des matrices symplectiques (équa-
tion (8.4)), nous allons simplement montrer qu’il existe une base symplectique de
vecteurs propres.

Commençons par traiter le cas des valeurs propres différentes de ±1. Soit λ une
valeur propre, appelons E l’espace propre associé. λ−1 est également valeur propre ;
notons F l’espace propre associé. La propriété 8.13 nous garantit que dim E = dim F.
Ensuite la propriété 8.14 nous assure que E est symplectiquement orthogonal à tous les
espaces propres hormis F (mais inclus E lui-même), et de même F est symplectiquement
orthogonal à tous les espaces propres hormis E. On a donc toutes les hypothèses de la
propriété 8.12. Ainsi il existe une base symplectique de E⊕ F, dont tous les vecteurs
sont des vecteurs propres de S et sont symplectiquement orthogonaux à tous les autres
espaces propres.

Pour traiter les cas potentiels λ = ±1, remarquons que la restriction de (, ) au
sous-espace propre correspondant est nécessairement non dégénérée (cet espace est
symplectiquement orthogonal à tous les autres espaces propres, (, ) est non dégénérée).
Notons que la dimension d’un tel sous-espace est bien paire, comme nous l’affirme la
propriété 8.2. Ainsi on peut utiliser le théorème 8.1, et générer une base symplectique
de ce sous-espace.

On peut maintenant conclure la preuve. Pour chaque couple de valeurs propres (y
compris 1 et −1, chacune formant un couple avec elle-même) on a trouvé une base
symplectique de vecteurs propres, chacune étant symplectiquement orthogonales avec
les autres. En regroupant toutes ces bases en une seule, en prenant soin d’ordonner
convenablement les vecteurs, on obtient une base symplectique de l’espace entier,
composée exclusivement de vecteurs propres de S. On peut donc conclure qu’il existe
une matrice de passage symplectique ; son inverse l’est également.

Remarque. En pratique il est fréquent de trier les valeurs propres, et par exemple mettre
toutes celles telles que |λ| > 1 d’un côté et celles pour lesquelles |λ| < 1 de l’autre. ♦

Matrices symplectiques hermitiennes

Voyons maintenant un cas particulier important : les matrices symplectiques hermi-
tiennes. Souvenons-nous de la propriété 8.13. Nous allons voir que nous pouvons ici
être plus précis.

Lemme 8.1. Soit S une matrice (complexe) symplectique et hermitienne. Soit x un vecteur
propre pour la valeur propre λ. Alors Ωx∗ est vecteur propre pour la valeur propre λ−1.
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Démonstration Tout d’abord remarquons que comme S est hermitienne, elle est diagona-
lisable et toutes ses valeurs propres sont réelles.

Prenons x vecteur propre pour la valeur propre λ. S étant symplectique, STΩS = Ω,
et donc en utilisant que S = S† et λ ∈ R,

STΩSx = Ωx ⇔ λSTΩx = Ωx ⇔ S†Ωx∗ =
1
λ

Ωx∗ ⇔ SΩx∗ =
1
λ

Ωx∗

On peut alors en déduire la propriété principale :

Théorème 8.3. Soit S une matrice (complexe) symplectique et hermitienne. Il existe U unitaire
symplectique et D réelle diagonale telles que :

S = U


 D 0

0 D−1


U†

De plus si S est réelle, la même diagonalisation existe avec U également réelle.

Démonstration Nous avons toujours la propriété 8.14, et additionnellement puisque S
est hermitienne, ses différents sous-espaces propres sont orthogonaux entre eux (pour
le produit scalaire usuel), et les valeurs propres réelles. Comme pour les précédentes
preuves, nous allons séparer le cas potentiel des valeurs propres ±1 des autres.

Soit une valeur propre λ 6= ±1. Notons E et F les espaces propres associés respecti-
vement à λ et λ−1. Prenons une base orthonormée E, dont on écrit les vecteurs ei. Par
définition e†

i ei = δi,j. Considérons les vecteurs fi = −Ωe∗i . D’après le lemme 8.1, tous ces
vecteurs sont dans F. On peut vérifier :

f †
i f j = (e∗i )

†Ω†Ωe∗j =
(

e†
i ej

)∗
= δi,j

(
ei, f j

)
= eT

i Ω f j = −eT
i ΩΩe∗j = eT

i e∗j =
(

e†
i ej

)∗
= δi,j

Pour des raisons de dimension (propriété 8.13) les fi forment bien une base de F.
Ainsi les ei et fi forment une base symplectique et orthonormée de E⊕ F composée
uniquement de vecteurs propres de S. Tous les vecteurs de cette base sont orthogonaux
et symplectiquement orthogonaux à tous les autres espaces propres.

Pour le cas λ = ±1, on commence par prendre une base symplectique de l’espace
propre, ce qui est possible grâce au théorème 8.1 (en ayant remarqué que le sous-espace
étant symplectiquement orthogonal à tous les autres sous-espaces propres la restriction
de (, ) y est non dégénérée). Ensuite on pose E l’espace engendré par la première moitié
des vecteurs de la base et F celui engendré par la seconde moitié. On remarque que E
est symplectiquement orthogonal à lui-même, et de même pour F. On peut alors suivre
les mêmes étapes que pour λ 6= ±1.

De nouveau on conclut en rassemblant les bases obtenues en une seule, en prêtant
attention à l’ordre dans lequel on range les vecteurs.

Remarque. Il n’est pas nécessaire que la matrice soit définie positive. ♦
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8.5.2.2 Matrices hamiltoniennes

Cas général

De même que dans le cas symplectique, toutes les matrices hamiltoniennes ne sont

diagonalisables. Prenons l’exemple de

(
0 1

0 0

)
qui est nilpotente (mais pas nulle) et

donc non diagonalisable tout en étant hamiltonienne. Concentrons-nous donc dans un
premier temps sur les matrices diagonalisables.

Théorème 8.4. Soit M une matrice hamiltonienne (complexe). Si M est diagonalisable alors
elle l’est via des matrices de passage symplectiques.

Esquisse de démonstration. La preuve est exactement la même que pour la matrice sym-
plectique, en remplaçant simplement λ−1 par −λ et ±1 par 0.

Matrices hamiltoniennes hermitiennes

Voyons maintenant le cas des matrices hamiltoniennes et hermitiennes.

Lemme 8.2. Soit M une matrice (complexe) hamiltonienne et hermitienne. Soit x un vecteur
propre pour la valeur propre λ. Alors Ωx∗ est vecteur propre pour la valeur propre −λ.

Esquisse de démonstration. On procède exactement comme pour la preuve du lemme 8.1.

Cela permet de prouver :

Théorème 8.5. Soit M une matrice hamiltonienne (complexe) et hermitienne. Il existe U
unitaire symplectique et D réelle diagonale positive telles que

S = U


 D 0

0 −D


U†

De plus si M est réelle, la même diagonalisation existe avec U également réelle.

Esquisse de démonstration. La preuve est exactement la même que pour la matrice sym-
plectique hermitienne en remplaçant simplement λ−1 par −λ et ±1 par 0 et le lemme 8.1
par le 8.2. D peut se prendre positive par un choix de l’ordre des vecteurs propres (à
condition de les normaliser convenablement).

Voyons maintenant un autre théorème valable seulement dans un cas particulier. Ici
on s’intéresse aux matrices hamiltoniennes M réelles telles que ΩM (qui est symétrique)
soit définie positive. On peut voir là une forme « symplectique » du théorème spectral,
même si les conditions restreignent son utilisation.
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Théorème 8.6. Soit M une matrice hamiltonienne réelle, telle que ΩM (qui est symétrique
réelle donc hermitienne) soit définie positive. Il existe S symplectique et D réelle diagonale
strictement positive telles que

M = S


 iD 0

0 −iD


 S−1, et S de la forme S =


 A −iA∗

B −iB∗




avec A et B des matrices complexes.

Démonstration Nous allons de nouveau procéder par récurrence. Nous ne détaillons pas
l’initialisation et nous concentrons sur la récurrence. Pour cela nous avons quelques
étapes à suivre.

1. Commençons par une remarque. Soit x un vecteur-colonne quelconque. Écrivons-le

par blocs : x =


 u

v


. On a x†Ωx = u†v− v†u = 2i Im

{
u†v
}

. Ainsi ∀x, x†Ωx ∈

iR, éventuellement nul à ce stade.

2. Soient λ une valeur propre de M (il en existe toujours sur C ; prendre par exemple
une racine du polynôme caractéristique), et x un vecteur propre associé. Par
définition, Mx = λx. Par ailleurs ΩM est symétrique définie positive. On a alors :

x†ΩMx︸ ︷︷ ︸
∈R,>0

= λ x†Ωx︸ ︷︷ ︸
∈iR

Par ailleurs on remarque que x†Ωx = (x∗, x). On en déduit que λ 6= 0, (x∗, x) 6= 0
et λ ∈ iR.

3. Utilisons maintenant le fait que M est réelle. Par définition Mx = λx. Ainsi en
utilisant que λ ∈ iR, Mx∗ = λ∗x∗ = −λx∗. On a donc trouvé que x∗ est vecteur
propre pour la valeur propre −λ. Comme λ 6= 0, on a bien un second vecteur
propre distinct et non proportionnel. Le sous-espace engendré par x et x∗ est de
dimension 2 ; notons-le E.

4. Prouvons maintenant que nous pouvons restreindre l’application linéaire repré-
sentée par M à un espace de dimension 2N − 2. Considérons « l’orthogonal
symplectique » à l’espace engendré par x et x∗ : soit G = {y, (x, y) = 0 = (x∗, y)}.
En tant qu’intersection entre les noyaux de deux applications linéaires, G est bien
un espace vectoriel. De plus on peut vérifier qu’il est supplémentaire de l’espace
engendré par x et x∗ (compléter x et x∗ en une base symplectique, G est l’espace
engendré par les autres vecteurs).
Nous devons maintenant vérifier que G est stable par l’application représentée par
M. Soit y ∈ G. Par définition (x, y) = 0 et (x∗, y) = 0. On a alors :

(x, My) = − (Mx, y) = −λ (x, y) = 0

(x∗, My) = − (Mx∗, y) = λ (x∗, y) = 0

Ainsi y ∈ G =⇒ My ∈ G.
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5. On applique l’hypothèse de récurrence à la restriction de l’application représentée
par M sur G. Cela nous donne une base de valeurs propres ayant la forme requise.
Il nous reste à modifier x et x∗ pour les mettre sous la bonne forme et pouvoir
compléter la base en une base symplectique sur l’espace entier.
Sans perte de généralité, on prend λ = iλ̃ avec λ̃ > 0 (si besoin on inverse le rôle
de λ et −λ en inversant x et x∗). Comme iλ̃ (x∗, x) > 0, on peut écrire (x, x∗) = ir
avec r un réel strictement positif. En posant x1 = x√

r et x2 = x∗
i
√

r , on a x2 = −ix∗1
et (x1, x2) = 1. En plaçant ces deux vecteurs-colonnes au bon endroit, on obtient
les matrices de passage souhaitées.

Remarque. Il arrive qu’on puisse appliquer ce théorème à la matrice d’évolution Lxp vue
au chapitre précédent. Ses valeurs propres sont alors toutes imaginaires pures. Cela
signifie que tous les modes propres de l’équation d’évolution oscillent, sans amplification.
Cela est typique du comportement d’oscillateurs harmoniques. De plus les vecteurs
propres vont en fait être des opérateurs bosoniques. Ce cas particulier est apprécié dans
le domaine des atomes froids, où il est en général démontré sans recourir aux matrices
symplectiques [14].

Cela ne correspond par contre pas à ce qu’on attend pour la lumière comprimée, pour
laquelle les quadratures sont amplifiées ou désamplifiées (le plus souvent en partant du
vide). On peut d’ailleurs vérifier que dans les cas simples de lumière comprimée (un
ou deux modes) la matrice symétrique n’est pas définie positive, et la diagonalisation
s’effectue via des matrices réelles, avec des valeurs propres réelles. ♦

8.5.3 Décomposition en valeurs singulières

Voyons maintenant une propriété de décomposition en valeurs singulières des matrices
symplectiques.

Théorème 8.7 (Décomposition de Bloch–Messiah). Soit S une matrice symplectique. Alors
il existe U1, U2 unitaires et symplectiques, et D diagonale telles que :

S = U1


 D 0

0 D−1


U2

De plus si S est réelle la même décomposition existe avec U1, U2 et D réelles.

Ce théorème est l’un de ceux qui seront les plus utiles pour la suite, car il va permettre
de réinterpréter l’évolution induite par un hamiltonien quadratique. Cela sera détaillé
au chapitre suivant.

Démonstration Effectuons la décomposition polaire de S : S = HU0 avec H hermitienne
définie positive et U0 unitaire. Comme vu avec la propriété 8.17, H et U0 sont également
symplectiques. On peut appliquer le théorème 8.3, et écrire H = U1D̃U†

1 , avec U1

symplectique et unitaire, et D̃ une matrice diagonale de la forme requise. On a alors

S = U1D̃U†
1 U0
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U†
1 et U0 étant chacune symplectique et unitaire on obtient le résultat souhaité avec

U2 = U†
1 U0.

Remarque. Il y a unicité des valeurs singulières ; D est donc unique à l’ordre près. ♦

8.5.4 Décomposition de Williamson

Contrairement aux décompositions précédentes, ce n’est maintenant pas une matrice
symplectique qui est transformée. Elle est principalement utile pour traiter des états
gaussiens mélangés [129].

Théorème 8.8 (Décomposition de Williamson). Soit M une matrice réelle définie positive.
Alors il existe une matrice réelle symplectique S et une matrice diagonale D réelle et strictement
positive telles que :

M = S


 D 0

0 D


 ST

Démonstration M est réelle définie positive. Donc ΩTM vérifie les hypothèses du théo-
rème 8.6. Ainsi il existe D diagonale réelle strictement positive et V symplectique telles
que

ΩTM = V


 iD 0

0 −iD


V−1, et V =


 A −iA∗

B −iB∗




avec A et B des matrices complexes.

Posons U = 1√
2


 i1 −1

1 −i1


. Il est immédiat de vérifier que U est unitaire (UU† =

U†U = 1), et symplectique (UTΩU = Ω). Remarquons alors qu’un calcul élémentaire
montre que :

U


 0 −D

D 0


U−1 =


 iD 0

0 −iD




Rappelons la propriété 8.4 : pour une matrice symplectique S quelconque, S−1 =

−ΩSTΩ = −ΩSΩT. Avec toutes ces propriétés, on peut effectuer le calcul suivant
(chaque ligne est équivalente à la précédente) :

ΩTM = V


 iD 0

0 −iD


V−1

ΩTM = VU


 0 −D

D 0


 (VU)−1

M = −ΩVU


 0 −D

D 0


 (ΩVUΩ)T
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M = ΩVUΩΩ


 0 −D

D 0


 (ΩVUΩ)T

M = (ΩVUΩ)


 D 0

0 D


 (ΩVUΩ)T

en ayant remarqué que Ω


 0 −D

D 0


 =


 D 0

0 D


.

Posons S = ΩVUΩ. V et U sont symplectiques, et on en déduit que S l’est également.
Il reste à vérifier que S est bien une matrice réelle. Pour ça calculons par blocs :

VU =
1√
2


 A −iA∗

B −iB∗




 i1 −1

1 −i1




=
1√
2


 i (A− A∗) − (A + A∗)

i (B− B∗) − (B + B∗)




et donc S est réelle.

Remarque. Les hypothèses que la matrice soit réelle et définie positive sont toutes deux
nécessaires ; à ceci près qu’on obtient un résultat similaire pour les matrices définies
négatives. Il existe également des variantes pour lesquelles la matrice n’a besoin que
d’être positive (ou négative) [55]. ♦

8.6 algorithmes

Nous allons seulement présenter les algorithmes utilisés dans la suite de la thèse.
Notez que les démonstrations précédentes ont été données de manière constructive.
Les algorithmes sont de simples transcriptions des démonstrations de chacune des
décompositions.

Le code est écrit en Python, avec les bibliothèques Numpy et Scipy [125]. La version
présentée ici est simplifiée pour ne garder que l’essentiel ; tous les tests de cohérence
ont été retirés par souci de clarté. Par ailleurs le contenu exact des fonctions annexes
n’est pas non plus donné ; il est remplacé par une version plus simple qui ne gère pas
les cas pathologiques.

Pour tester les algorithmes écrits, il est nécessaire d’être capable de générer différents
types de matrices symplectiques. Une approche naïve mais néanmoins fonctionnelle
consiste à générer une matrice symétrique (complexe). On en déduit alors une matrice
hamiltonienne en la multipliant par Ω. En prenant son exponentielle on obtient une
matrice symplectique. En multipliant celle-ci par son conjugué hermitien on obtient une
matrice symplectique définie positive. Pour des dimensions importantes, la méthode
précédente peut s’avérer lente, et sensible aux erreurs numériques. Une alternative
consiste à utiliser une paramétrisation de l’ensemble des matrices symplectiques (ainsi
que de ses sous-groupes). Cela est possible et détaillé dans l’article [30]. Attention
toutefois que les conventions choisies n’y sont pas les mêmes qu’ici.
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8.6.1 Matrices symplectiques unitaires

Commençons par reformuler de manière matricielle les propriétés vues pour les
vecteurs-colonnes. Nous allons exprimer la forme générique d’une matrice symplectique
et unitaire.

Propriété 8.18. Soit S une matrice. S est symplectique et unitaire si et seulement si elle peut se
mettre sous la forme :

S =


 A −B∗

B A∗


 avec





AA† + B∗BT = 1

A† A + B†B = 1

AB† = B∗AT

ATB = BT A

Démonstration S est symplectique, donc STΩS = Ω. Or S est également unitaire donc
SS† = 1 et alors S∗ST = 1. Ainsi ΩS = S∗Ω. En remplaçant Ω par son expression par
blocs et S par une forme générique par blocs, la forme proposée s’en déduit directement.
Les conditions sont obtenues en imposant sur cette forme que SS† = S†S = 1.

La vérification que la forme donnée est bien symplectique et unitaire se fait par calcul
direct, ou en vérifiant que c’est un cas particulier des expressions par bloc des matrices
symplectiques et des matrices unitaires.

Remarque. 
 −B∗

A∗


 =


 0 −1

1 0




 A

B



∗

= −Ω


 A

B



∗

Ainsi on retrouve bien dans cette la forme des matrices symplectiques unitaires celle
des vecteurs propres donnés par le lemme 8.1. ♦

Décrivons maintenant l’algorithme. Par souci de simplicité, nous ne l’écrivons que
pour les matrices définies positives, bien que cette hypothèse ne fasse pas partie de
celles de la décomposition. L’algorithme commence par effectuer une diagonalisation
standard, donnant une base orthonormale de vecteurs propres. On trie ensuite les
valeurs propres pour n’avoir que celles inférieures à 1 dans la première moitié. Les
vecteurs propres correspondant aux valeurs propres supérieures à 1 sont reconstruits
à partir de la première moitié des vecteurs propres. Notez que la valeur propre 1 est
traitée à part, mais nous ne donnons pas le détail ici. La démonstration du théorème 8.3
nous garantit que les matrices obtenues ont bien les propriétés souhaitées. Un code
illustratif est présenté dans l’extrait de code 8.1.

Remarquez que le code présenté a le défaut de ne pas reconstituer parfaitement
la matrice initiale quand la dimension devient importante. Cela est dû aux erreurs
numériques et lié au fait qu’on privilégie que la matrice de passage soit précisément
symplectique. Un problème voisin est analysé en détail dans l’article [55]. Une approche
plus algorithmique de la diagonalisation pourrait permettre de résoudre ce problème.
Notez toutefois qu’en l’état les valeurs propres gardent la précision de la diagonalisation
initiale.
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Extrait de code 8.1 – Diagonalisation de matrice symplectique hermitienne.

from scipy.linalg import eigh

def _ord(vals, vects, dim):

"""Ordonne les valeurs et vecteurs propres."""

# Pour l'exemple le cas de la valeur propre 1 n'est pas traite.

ordre = list(np.argsort(vals))

ordre = ordre[:dim] + ordre[:-dim-1:-1]

return vals[ordre], vects[:, ordre]

def hermitian_symp_diag(mat):

"""Diagonalisation des matrices symplectiques et hermitiennes."""

dim = mat.shape[0] // 2

vals, vects = eigh(mat)

vals, vects = _ord(vals, vects, dim)

vects[:dim, dim:] = -vects[dim:, :dim].conjugate()

vects[dim:, dim:] = vects[:dim, :dim].conjugate()

return vals, vects

8.6.2 Décomposition de Bloch–Messiah

On s’appuie entièrement sur la décomposition polaire (propriété 8.17) ainsi que sur
l’algorithme précédent. Le code présenté est également simplifié afin de ne garder que
l’essentiel.

Extrait de code 8.2 – Décomposition de Bloch–Messiah.

from scipy.linalg import polar

def bloch_messiah(mat):

"""Decomposition de Bloch-Messiah."""

u, h = polar(mat, side= ' l e f t ')
d, o = hermitian_symp_diag(h)

return o, np.diag(d), o.T.conjugate()@u

8.7 matrices sesquisymplectiques

Nous avons défini les matrices symplectiques comme étant celles qui préservent la
forme bilinéaire antisymétrique (, ). Il existe une autre convention dont nous allons
avoir besoin par la suite : travailler avec une forme sesquilinéaire antihermitienne, en
pratique x, y 7→ x†Ωy.

Définition. Nous appelons matrice sesquisymplectique toute matrice conservant la
forme sesquilinéaire x, y 7→ x†Ωy.

De manière similaire à l’expression (8.2) cela se traduit sous la forme :



8.7 matrices sesquisymplectiques 137

Propriété 8.19. S est sesquisymplectique⇔ S†ΩS = Ω.

Bien évidemment les définitions de symplectiques et sesquisymplectiques coïncident
pour les matrices réelles.

Nous n’allons pas détailler l’ensemble des propriétés de ces matrices, mais unique-
ment celles qui seront utiles dans les chapitres suivants. Travailler avec les matrices
sesquisymplectiques est bien moins agréable qu’avec celles symplectiques ; la principale
raison est qu’en général x†Ωx 6= 0. Ainsi quand on invoque la propriété que la forme
est non dégénérée pour récupérer un y tel que x†Ωy 6= 0, on risque d’avoir y ∝ x.

Remarque. Soit x tel que x†Ωx 6= 0. Il serait tentant d’essayer de régler le problème en
multipliant par un complexe. Soit z ∈ C, z 6= 0 ; (zx)†Ω(zx) = |z|2x†Ωx 6= 0. Remplacer
x par zx ne permet pas de contourner le problème. ♦

Avec une démonstration similaire à celle de la propriété 8.3 on obtient également que
la définition des matrices sesquisymplectiques ne dépend pas du côté qui est conjugué.

Propriété 8.20. Soit S ∈ M2N,2N (C),

S†ΩS = Ω⇔ SΩS† = Ω

De même, les propriétés de base s’appuyant sur celles de Ω se retrouvent facilement
pour les matrices sesquisymplectiques.

Pour ce qui est des propriétés spectrales, en procédant de même que pour la pro-
priété 8.13 on obtient :

Propriété 8.21. Soit une matrice S sesquisymplectique complexe. Soit λ une valeur propre de S.
(λ∗)−1 est également valeur propre, et de même multiplicité.

Cette propriété est beaucoup moins forte que la 8.13 car elle ne donne aucune
information pour toutes les valeurs propres situées sur le cercle unité, et non plus
uniquement en ±1. Plus globalement les théorèmes de diagonalisation ne se retrouvent
pas tels quels. Étudions en détail la possibilité d’adapter la diagonalisation des matrices
symplectiques unitaires (théorème 8.3).

8.7.1 Matrices sesquisymplectiques hermitiennes

Essayons de diagonaliser les matrices sesquisymplectiques hermitiennes via des
matrices de passages unitaires et sesquisymplectiques. Tout d’abord, observons que la
démonstration du lemme 8.1 s’adapte directement ici :

Lemme 8.3. Soit S une matrice (complexe) sesquisymplectique et hermitienne. Soit x un vecteur
propre pour la valeur propre λ. Alors Ωx est vecteur propre pour la valeur propre λ−1.

Grâce à ce lemme et au fait que deux vecteurs propres sont sesquisymplectiquement
orthogonaux quand leurs valeurs propres ne sont pas inverses l’une de l’autre (adapta-
tion de la propriété 8.14), le début de la démonstration du théorème 8.3 s’adapte au cas
sesquisymplectique. Par contre le traitement des espaces propres associés à ±1 diffère.

Plus précisément, une transcription directe du théorème 8.3 serait fausse. Un contre-
exemple est la matrice iΩ. Il est immédiat de vérifier qu’elle est hermitienne et sesqui-
symplectique (mais elle n’est pas symplectique). Elle a deux valeurs propres +1 et −1 ;
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les deux sous-espaces propres coïncident avec ceux de Ω pour les valeurs propres −i
et i respectivement (équation (8.1)). Soit x un vecteur propre normé (x†x = 1) pour la
valeur propre 1. x†Ωx = −ix†x = −i 6= 0 ; il est donc impossible de choisir un vecteur
de ce sous-espace pour constituer une base sesquisymplectique.

Effectuons un bilan des leçons à tirer de ce contre-exemple, en particulier de sa version
en dimension N = 1.

— Contrairement au cas symplectique, on peut avoir un sous-espace de dimension
impaire (en l’occurrence 1) sur lequel la forme sesquisymplectique est non dégé-
nérée. Cela est le cas alors même qu’il existe un supplémentaire (l’autre espace
propre) sesquisyplectiquement orthogonal.

— On a mis en évidence un sous-espace sur lequel seul le vecteur nul est sesquisym-
plectiquement orthogonal à lui-même. Cela nous montre qu’il est vain de chercher
une procédure d’orthogonalisation. De plus il est impossible d’y construire une
base sesquisymplectique alors même que la forme sesquisymplectique y est non
dégénérée et qu’il a un supplémentaire sesquisymplectique.

— Il n’est pas impossible que Ωx ∝ x.
Une solution pour contourner l’absence de théorème générique est d’ajouter une

hypothèse. Ajoutons que la matrice à diagonaliser doit être aussi définie positive.

Théorème 8.9. Soit S une matrice (complexe) sesquisymplectique hermitienne et définie positive.
Il existe U unitaire sesquisymplectique et D réelle diagonale telles que :

S = U


 D 0

0 D−1


U†

De plus si S est réelle, la même diagonalisation existe avec U également réelle.

Remarque. Comme nous allons le voir dans la démonstration, l’hypothèse que S soit
« définie positive » est plus forte que nécessaire. On peut la remplacer par « telle que 1
et −1 ne soient pas simultanément valeurs propres de S ». ♦

Démonstration Tout d’abord, remarquons qu’il est inutile de traiter le cas S réelle car on
peut directement utiliser le théorème 8.3. Voyons maintenant le cas complexe.

S étant hermitienne, elle se diagonalise avec des vecteurs propres formant une base
orthonormée. Commençons par remarquer que S définie positive implique que seule la
valeur propre 1 peut poser problème. Les autres espaces propres venant par couples, on
en déduit que l’espace propre associé à 1 est de dimension paire. On garde pour l’instant
de côté les vecteurs propres de ce sous-espace. Commençons par trier les vecteurs et
valeurs propres de manière à ce que ces dernières soient placées dans de un ordre
compatible avec la forme de la matrice diagonale attendue. Pour chaque λ 6= 1 valeur
propre de la « première moitié », et x vecteur propre correspondant, on remplace dans
notre base le vecteur correspondant à λ−1 par y = −Ωx. On vérifie que la nouvelle base
est toujours orthonormée (il suffit de vérifier pour chaque espace propre). Pour chaque
x et y se correspondant, x†Ωx = 0, xTΩy = 1 et yTΩy = 0. On observe également
l’orthogonalité sesquisymplectique dès que les vecteurs ne font pas partie d’un même
couple.
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À partir de maintenant la démonstration emprunte un chemin très différent de celui
de la preuve du théorème 8.3. On réinsère dans la base les vecteurs propres associés
à 1, une moitié au début de la base, l’autre au milieu. Remarquons que ces vecteurs
propres sont sesquisymplectiquement orthogonaux à ceux appartenant aux autres
espaces propres. Appelons V la matrice formée par les vecteurs de la base disposés en
colonne. V est unitaire et diagonalise S. Elle n’est par contre pas sesquisymplectique.
Nous pouvons rassembler toutes les relations de sesquisymplecticité déjà observées sous
forme matricielle, où l’espace propre associé à 1 est décrit par les blocs A, B, C et D :

V†ΩV =




A (0) B (0)

(0) (0) (0) 1

C (0) D (0)

(0) −1 (0) (0)




On décide d’appeler Ω′ la matrice de droite. On observe que
— Ω et Ω′ se ressemblent beaucoup ; hormis A, B, C et D, tous leurs blocs sont

identiques.
— V étant unitaire, Ω et Ω′ sont semblables.
— Ω′ est antihermitienne : (Ω′)† = V†Ω†V = −Ω′ ; c’est un cas particulier de matrice

normale.

L’idée de l’étape suivante est de montrer que la matrice Ω̃ =


 A B

C D


 est semblable

à


 0 1

−1 0


 via des matrices de passage unitaires.

On a vu que (Ω′)† = −Ω′. En l’exprimant par blocs, on obtient que Ω̃ est également
antihermitienne. Elle est donc diagonalisable via des matrices de passages unitaires.

Par ailleurs, on peut écrire le polynôme caractéristique de Ω′ comme le produit de
ceux de Ω̃ et de la matrice antisymétrique canonique (de la bonne dimension). Étant
aussi égal à celui de Ω, on en déduit que Ω̃ a pour valeurs propres i et −i, avec la même
multiplicité.

Ainsi Ω̃ se diagonalise via des matrices unitaires, et avec la même matrice diagonale
que celle de la matrice antisymétrique canonique, pour laquelle on peut également
prendre des matrices de passage unitaires (équation (8.1)). On en conclut qu’il existe W̃
unitaire telle que

Ω̃ = W̃


 0 1

−1 0


 W̃†
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Découpons W̃ en blocs tous de mêmes dimensions :

W̃ =


 W̃1,1 W̃1,2

W̃2,1 W̃2,2




Posons maintenant :

W =




W̃1,1 (0) W̃1,2 (0)

(0) 1 (0) (0)

W̃2,1 (0) W̃2,2 (0)

(0) (0) (0) 1




En effectuant le calcul par blocs, et en comparant à la définition de W̃, on obtient que
WΩW† = Ω′. Cela nous permet de conclure :

V†ΩV = Ω′ = WΩW† ⇔W†V†ΩVW = Ω

De plus, W est l’identité partout sauf à l’intérieur de l’espace propres de S associé
à la valeur propre 1. W préserve donc l’ensemble des espaces propres de S. Ainsi
WV est bien une matrice unitaire constituée uniquement de vecteurs propres de S, et
sesquisymplectique. En posant U = WV on conclut la preuve du théorème.

Remarque. S’il y avait plusieurs sous espaces problématiques, W risquerait de les mélan-
ger ; la preuve présentée ici ne s’adapte pas au cas général des matrices hermitiennes
sesquisymplectiques sans une hypothèse pour ne pas avoir la valeur propre −1. ♦

8.7.1.1 Matrices sesquisymplectiques unitaires

Le théorème 8.9 fait intervenir une matrice sesquisymplectique unitaire. De manière
similaire à ce qui a été effectué pour les matrice symplectiques en sous-section 8.6.1, on
peut établir son écriture par blocs :

Propriété 8.22. Soit S une matrice. S est sesquisymplectique et unitaire si et seulement si elle
peut se mettre sous la forme

S =


 A −B

B A


 avec





AA† + BB† = 1

A† A + B†B = 1

AB† = BA†

A†B = B† A
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8.7.2 Décomposition de Bloch–Messiah

De manière similaire au théorème 8.7, les matrices sesquisymplectiques ont également
une décomposition de type Bloch–Messiah.

Théorème 8.10 (Décomposition de Bloch–Messiah). Soit S une matrice sesquisymplectique.
Il existe U1, U2 unitaires sesquisymplectiques, et D diagonale telles que :

S = U1


 D 0

0 D−1


U2

De plus si S est réelle la même décomposition existe avec U1, U2 et D réelles.

Esquisse de démonstration. De manière similaire à la propriété 8.17, la décomposition
polaire de matrice sesquisymplectique donne des matrices sesquisymplectiques. La
matrice hermitienne étant aussi définie positive, on peut bien utiliser le théorème 8.9.
Ainsi la démonstration du théorème 8.7 s’adapte sans problème.





9É V O L U T I O N E N C AV I T É

Nous avons maintenant tous les outils mathématiques nécessaires pour revenir au
problème physique. Le système non-linéaire étudié est toujours décrit par le hamiltonien
quadratique (6.1), mais nous considérons désormais qu’il est placé dans une cavité
couplée avec des champs progressifs.

Dans un premier temps nous allons présenter les équations d’évolution des opérateurs
en prenant en compte le couplage avec l’extérieur. Ensuite nous présenterons les diffé-
rentes méthodes de résolution, ainsi que leurs limites ; afin de simplifier la discussion
nous le ferons d’abord pour le cas d’une configuration en simple passage. Enfin la
résolution de l’équation d’évolution sera effectuée dans un cas général, ainsi que l’étude
des propriétés statistiques du champ émergeant de la cavité.

9.1 dissipation et équation d’évolution

Dans le cas purement hamiltonien, l’évolution de chaque mode est décrite par l’équa-
tion d’Heisenberg (7.1). Nous allons ajouter le couplage avec l’extérieur. Celui-ci peut
avoir plusieurs provenances, les principales étant l’entrée dans la cavité (par conser-
vation de l’énergie il y a nécessairement des pertes associées), la sortie ainsi que la
dissipation interne. Indexons ces différentes sources de pertes par s. Appelons κs,k les
coefficients correspondants 1 (on considère pour l’instant que l’intensité des pertes est
différente pour chaque mode).

9.1.1 Évolution des opérateurs bosoniques

Chaque type de perte s peut être modélisé par un couplage entre le mode de la cavité
et un mode extérieur peuplé de vide [18, 42, 117]. Ces derniers sont des modes qui se
propagent ; on les décrit de la manière présentée en sous-section 1.3.4 avec un découpage
en fréquences et dans le plan transverse choisi de manière à correspondre aux modes de
la cavité. On peut alors écrire les équations d’évolution :

dâk

dt
=

1
ih̄
[
âk, Ĥ

]
+ ∑

s

(
−κs,k âk +

√
2κs,k âin,s,k

)
(9.1a)

dâ†
k

dt
=

1
ih̄

[
â†

k , Ĥ
]
+ ∑

s

(
−κs,k â†

k +
√

2κs,k â†
in,s,k

)
(9.1b)

avec âin,s,k l’opérateur de destruction sur le mode extérieur de la source de dissipation s
pour le mode de la cavité k. On a déjà effectué l’approximation quasi-monochromatique

1. Pour un miroir d’une cavité, le κs,k est typiquement exprimé à partir du coefficient de transmission
et du temps d’un aller-retour dans la cavité [40].

143
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pour les modes de la cavité. Nous allons également l’appliquer pour les modes extérieurs.
En supposant que les temps caractéristiques des appareils de mesure et le temps de vie
dans la cavité sont grands devant l’écart entre les fréquences propres de la cavité, les
commutateurs des modes extérieurs sont donnés par :

[
âin,s,k(t), â†

in,s′ ,k′(t
′)
]
= δs,s′δk,k′δ(t− t′)

De plus on se souviendra au moment de prendre en compte leurs fluctuations que
ces modes sont peuplés de vide (aux fréquences optiques, la température ambiante est
négligeable).

Voyons maintenant qu’il est possible de se débarrasser de l’indice s en regroupant
ensemble toutes les sources de dissipation. Posons κk = ∑

s
κs,k et définissons l’opérateur

d’annihilation âin,k par

âin,k =
∑
s

(√
2κs,k âin,s,k

)

√
2 ∑

s
κs,k

= ∑
s

(√
κs,k

κk
âin,s,k

)

En utilisant cette expression on vérifie alors que :
[

âin,k(t), â†
in,k′(t

′)
]
= δk,k′δ(t− t′) (9.2)

Les équations d’évolution se mettent sous la forme :

dâk

dt
=

1
ih̄
[
âk, Ĥ

]
− κk âk +

√
2κk âin,k (9.3a)

dâ†
k

dt
=

1
ih̄

[
â†

k , Ĥ
]
− κk â†

k +
√

2κk â†
in,k (9.3b)

Elles sont communément appelées « équations de Langevin quantiques ».

9.1.2 Notation vectorielle

Nous allons reformuler ces équations sous forme vectorielle. Regroupons les opéra-

teurs âin,s,k et â†
in,s,k dans un vecteur Âin,s =




âin,s,1

âin,s,2
...

â†
in,s,1

â†
in,s,2

...




. Les opérateurs âin,k et â†
in,k sont

regroupés dans Âin.
On peut alors écrire l’équation d’évolution sous la forme :

dÂ
dt

= LÂ−KÂ+
√

2KÂin (9.4)
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avec toujours L =
1
ih̄


 G 2F

−2F† −GT


, et en ayant posé :

K =




κ1

κ2
. . .

(0)

(0)

κ1

κ2
. . .




la matrice diagonale contenant dans chaque bloc diagonal les κk dans l’ordre. Pour la
suite, on définit également la matrice Ks regroupant de manière similaire les coefficients
κs,k.

9.1.3 Passage en quadratures

Détaillons ce que devient l’équation (9.4) lors du passage en quadratures. Le processus
est similaire à celui effectué en sous-sous-section 7.3.1.2. Reprenons les mêmes définitions
de la matrice de passage γ et du vecteur rassemblant les opérateurs de quadrature X̂,
et posons X̂in = γ−1Âin, qui sont les quadratures des modes d’entrée de la cavité. On a
alors :

dÂ
dt

= LÂ−KÂ+
√

2KÂin

⇔ dγX̂

dt
= LγX̂−KγX̂+

√
2KγX̂in

⇔ dX̂
dt

= γ−1LγX̂− γ−1KγX̂+ γ−1
√

2KγX̂in

⇔ dX̂
dt

= LxpX̂−KX̂+
√

2KX̂in

en ayant remarqué que la structure doublement diagonale de K implique que γ−1Kγ =

K et que le couple γ−1 et γ peut rentrer dans la racine.
En résumé, l’équation de Langevin quantique s’écrit en quadratures sous la forme

dX̂
dt

= LxpX̂−KX̂+
√

2KX̂in (9.5)

avec toujours Lxp = γ−1Lγ, et X̂in un vecteur regroupant les quadratures des modes
d’entrée de la cavité, qui sont peuplé de vide.

Remarque. Il serait tentant de regrouper Lxp et K. Malheureusement, dès que les pertes
sont non nulles, Tr

(
Lxp −K

)
6= 0 et donc cette matrice ne peut pas être hamiltonienne.

Par contre ajouter l’hypothèse que touts les modes subissent les mêmes pertes donne
K ∝ 1, ce qui fait qu’elle est toujours co-diagonalisable avec Lxp (quand cette dernière
est diagonalisable). ♦
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9.1.4 Champ en sortie

Le champ électrique à l’intérieur de la cavité n’est pas directement accessible. En
pratique, on mesure les champs qui en sortent. Comme pour les entrées, ils sont
quantifiés selon la manière adaptée aux champs se propageant (voir sous-section 1.3.4).

9.1.4.1 Expression

Il faut considérer autant de champs de sortie que d’entrée, à chaque entrée correspon-
dant une sortie. On utilise donc également l’indice s pour décrire la source de dissipation,
et k le mode de la cavité. On peut montrer que les champs de sortie s’expriment [18, 40,
42] :

âout,s,k =
√

2κs,k âk − âin,s,k

Pour chaque s on les regroupe en un vecteur, qu’on notera Âout,s. On a donc en notation
vectorielle :

Âout,s =
√

2KsÂ− Âin,s

De même que précédemment, on peut définir X̂out,s = γ−1Âout,s. On établit alors une
relation directe avec les opérateurs de quadrature d’entrée et de la cavité :

X̂out,s =
√

2KsX̂− X̂in,s (9.6)

9.1.4.2 Regroupement des sorties

D’un point de vue théorique, avoir plusieurs sorties présente l’inconvénient que l’état
de sortie peut a priori les intriquer. Pour obtenir de bonnes propriétés il faudrait les
regarder toutes simultanément. Pour résoudre le problème, nous allons combiner les
champs de sortie. Définissons

âout,k =
∑
s

(√
2κs,k âout,s,k

)

√
2 ∑

s
κs,k

= ∑
s

(√
κs,k

κk
âout,s,k

)
(9.7)

On a alors
âout,k =

√
2κk âk − âin,k

De même que précédemment on les regroupe dans un vecteur Âout. On peut également
passer en quadratures en posant X̂out = γ−1Âout. Naturellement, on obtient la relation :

X̂out =
√

2KX̂− X̂in (9.8)

Ainsi avec les définitions de X̂out et X̂in retenues, les équations sont les mêmes que s’il
n’y avait qu’un seul couplage avec l’extérieur. Cela revient à une cavité sans perte dont
un seul des miroirs n’est pas intégralement réfléchissant.
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Un tel regroupement n’est bien évidemment pas envisageable dans une expérience.
S’il est possible de recombiner différentes sorties, les pertes internes à la cavité ne sont
pas récupérables. En combinant (9.6) et (9.8) on obtient que

X̂out,s =

√
Ks

K X̂out +

√
Ks

K X̂in − X̂in,s

=

√
Ks

K X̂out +

√
Ks

K ∑
s′ 6=s

√
Ks′

K X̂in,s′ −
(

1− Ks

K

)
X̂in,s

Cette combinaison linéaire est bien normalisée. On en conclut que virtuellement on peut
reconstituer X̂out,s à partir X̂out en envoyant ce dernier sur une lame séparatrice dont
l’autre entrée est constituée de vide. Voilà pourquoi dans la suite nous nous contenterons
de donner les propriétés de X̂out. Les pertes internes peuvent être considérées comme
pertes a posteriori, en prenant tout de même garde au fait que X̂out et les X̂in,s ne sont a
priori des modes indépendants.

9.2 résolution du problème hamiltonien

Nous souhaitons résoudre l’équation de Langevin quantique. Afin de pouvoir utiliser
les résultats du chapitre précédent, nous travaillons sur l’équation d’évolution pour les
quadratures (9.5). Différentes méthodes de résolution sont possibles, et il faut en choisir
une. La subtilité du problème provenant essentiellement de Lxp, nous allons présenter
les différentes méthodes pour l’équation d’évolution sans dissipation (équation (7.11) :
dX̂
dt = LxpX̂) ; les effets de cavités seront étudiés à la prochaine section. Nous allons

présenter puis détailler les différentes méthodes, ainsi que leurs avantages, inconvénients
et limites. En particulier nous analyserons la méthode communément utilisée en présence
d’une non-linéarité d’ordre deux [4, 54, 84, 103].

Les transformations d’opérateurs décrites par les matrices symplectiques réelles uni-
taires jouent un rôle clef. Commençons par rappeler leurs propriétés et les interprétations
physiques de celles-ci.

9.2.1 Matrices réelles symplectiques orthogonales

Les matrices réelles symplectiques orthogonales interviennent dans la diagonalisation
des matrices réelles symétriques également symplectiques ou hamiltoniennes (théo-
rèmes 8.3 et 8.5) ainsi que dans la décomposition de Bloch–Messiah (théorème 8.7).
Nous allons aussi voir que les transformations d’opérateurs associées s’interprètent très
bien physiquement.

Avec la propriété 8.18 nous avons exprimé la forme par blocs de ces matrices. Voyons
celle qu’elles prennent en tant que transformation des opérateurs bosoniques.
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Soit Sxp une matrice symplectique unitaire réelle (orthogonale). Elle s’exprime avec A
et B réelles sous la forme :

Sxp =


 A −B

B A


 avec





AT A + BTB = 1

AAT + BBT = 1

ATB = BT A

ABT = BAT

La conversion vers les notations adaptées aux opérateurs bosoniques a été détaillée
en section 7.3 ; on note S la matrice associée à la transformation pour les opérateurs
bosoniques. On a alors S = γSxpγ−1 avec toujours :

γ−1 =
1
2


 1 1

−i1 i1


 et γ =


 1 i1

1 −i1




En effectuant le calcul par blocs on obtient :

S =


 A + iB 0

0 A− iB


 (9.9)

Il faut également prendre en compte les contraintes sur A et B. Posons U = A + iB. On
remarque que :





UU† = 1

U†U = 1

⇔




(A + iB)

(
AT − iBT) = 1

(
AT − iBT) (A + iB) = 1

⇔





AAT + BBT + i
(

BAT − ABT) = 1

AT A + BTB + i
(

ATB− BTA
)
= 1

⇔





AT A + BTB = 1

AAT + BBT = 1

ATB = BT A

ABT = BAT

On retrouve exactement les conditions imposées à A et B. Ainsi en notations d’opéra-
teurs d’échelle, l’équivalent des matrices réelles symplectiques orthogonales sont celles
prenant la forme :

S =


 U 0

0 U∗


 avec UU† = U†U = 1 (9.10)

ou autrement dit U unitaire.
Cette forme est exactement celle des changements de base vus en sous-section 1.2.3.

Elle correspond aux interféromètres passifs : les âi et â†
j ne sont pas mélangés, comme
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pour la lame séparatrice. De plus deux des blocs sont nuls, ce qui la rend plus agréable
pour effectuer des calculs, qui donnent souvent des résultats plus directement interpré-
tables.

Si maintenant on considère une matrice réelle symplectique quelconque, l’application
du théorème de Bloch–Messiah (théorème 8.7) permet de l’écrire comme le produit
d’une matrice symplectique orthogonale, d’une matrice réelle diagonale divisée en deux
blocs inverses l’un de l’autre et d’une seconde matrice symplectique orthogonale. La
transformation associée sur les opérateurs quadratiques s’interprète donc comme la
succession d’un interféromètre passif, de compressions monomodes puis d’un autre
interféromètre passif ; cela est bien connu [6]. Par ailleurs on peut montrer qu’une matrice
symplectique est unitaire si et seulement si la matrice diagonale de la décomposition de
Bloch–Messiah est l’identité 2. On retiendra donc que les matrices symplectiques non
unitaires, bien que définissant des modes dont les opérateurs respectent les relations de
commutation et d’hermiticité, comportent de la compression monomode.

9.2.2 Les différentes approches

Voyons maintenant les différentes méthodes envisageables pour résoudre l’équation
d’évolution dX̂

dt = LxpX̂ (7.11). Plus précisément, on y adjoint un état initial connu et un
temps d’interaction 3 (éventuellement défini par une fonction à support compact). Cela
modélise typiquement un passage unique de la lumière à travers un cristal non linéaire.
Les méthodes envisageables sont :

1. diagonaliser Lxp sans prêter attention aux propriétés des opérateurs ;

2. diagonaliser Lxp via des matrices de passage symplectiques ;

3. décomposer Lxp en blocs diagonaux ;

4. résoudre l’équation différentielle puis utiliser la décomposition de Bloch–Messiah
(théorème 8.7) sur la matrice d’évolution obtenue.

La méthode 1 résout formellement le problème, mais via des modes propres ayant a
priori des relations de commutation quelconques. Par ailleurs, si Lxp est diagonalisable
on peut utiliser le théorème 8.4 et obtenir des matrices de passage symplectiques,
telles que les modes propres respectent les relations de commutation. Ainsi quand la
méthode 1 est possible, la méthode 2 l’est également tout en donnant davantage de
propriétés.

Avant de détailler les méthodes, insistons sur le fait que seule la diagonalisation
de la matrice Lxp permet de résoudre directement l’équation. En effet, qu’il faille
calculer une fonction de cette matrice (par exemple une exponentielle) ou découpler des
équations différentielles, seule une diagonalisation permet de résoudre le problème ; une
décomposition en valeurs singulières (comme donnée par Bloch–Messiah) n’apporte
rien.

2. Dans la démonstration de la décomposition de Bloch–Messiah, la décomposition polaire qui est
unique devient triviale.

3. Souvent le temps est remplacé par une distance longitudinale ; cela ne change pas les équations et
donc pas leurs résolutions.
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9.2.3 Diagonalisation symplectique de la matrice d’évolution

Analysons la seconde méthode. Tout d’abord on rappelle qu’elle n’est a priori pas
toujours applicable car une matrice hamiltonienne peut ne pas être diagonalisable.
Quand elle est possible, on a Lxp = SxpD̃S−1

xp avec D̃ diagonale composée de deux
blocs opposés et Sxp symplectique. Rappelons que Lxp a été supposée indépendante du
temps ; il en va ainsi de même pour D̃ et Sxp. L’équation (7.11) se réécrit alors :

dS−1
xp X̂

dt
= D̃S−1

xp X̂

Ainsi, en prenant S−1
xp X̂ comme nouvelle variable, l’équation est diagonale et se résout

facilement. On exprime alors les opérateurs de quadrature à un temps quelconque sous
la forme

X̂(t) = Sxp exp
(

D̃t
)
S−1

xp X̂(0)

Le principal avantage de cette méthode est que les modes S−1
xp X̂ sont indépendants du

temps d’intégration.
Remarquons que D̃ et Sxp n’ont a priori aucune raison d’être réelles. Cela ne pose pas

de problème pour D̃, mais rend l’interprétation de Sxp difficile. De plus Sxp n’est pas
non plus unitaire en général. Ainsi Sxp contient en général elle-même de la compression,
ce qui rend difficile son interprétation. Un cas dans lequel l’interprétation physique
est claire est quand Sxp est réelle orthogonale et symplectique : des modes du champ
électromagnétique sont comprimés ; seul les taux de compression dépendent du temps
d’interaction. Nous dirons alors que Lxp est « physiquement diagonalisable ».

9.2.3.1 Caractérisation des matrices physiquement diagonalisables

Déterminons l’ensemble des matrices physiquement diagonalisables. Nous procédons
par analyse.

En écrivant D̃ = Re
{

D̃
}
+ i Im

{
D̃
}

on obtient que :

Lxp = Sxp Re
{

D̃
}

S−1
xp + iSxp Im

{
D̃
}

S−1
xp

Les matrices étant toutes réelles et Sxp inversible, on conclut que Im
{

D̃
}
= 0. Ainsi on

a prouvé que D̃ est également réelle.
Vu que S−1

xp = ST
xp, LT

xp = SxpD̃TST
xp = Lxp. On a prouvé que si Lxp est physiquement

diagonalisable ; elle est donc symétrique.
La réciproque nous est donnée par le théorème 8.5 : toute matrice hamiltonienne

réelle symétrique est diagonalisable via une matrice de passage symplectique réelle
orthogonale, avec des valeurs propres réelles.

On peut donc conclure que Lxp est physiquement diagonalisable si et seulement si
elle est symétrique.
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9.2.3.2 Matrices réelles hamiltoniennes symétriques

Expression par blocs

Déterminons l’expression par blocs d’une matrice Lxp réelle hamiltonienne symétrique.
La forme des matrices hamiltoniennes a été vu en sous-section 8.2.2. On peut ainsi
écrire :

Lxp =


 A B

C −AT


 , avec





C = CT

B = BT

En ajoutant qu’elle est réelle et symétrique, on obtient l’expression par blocs :

Lxp =


 A B

BT −AT


 , avec





A, B réelles

A = AT

B = BT

(9.11)

Expression pour le couplage des opérateurs bosoniques

Donnons maintenant l’expression par blocs de la matrice L correspondant à une
matrice Lxp réelle hamiltonienne symétrique, dont la forme est donnée par (9.11). En
injectant cette expression dans la définition L = γLxpγ−1, on obtient :

L =


 0 A + iB

A− iB 0


 avec





A, B réelles

A = AT

B = BT

Pour pouvoir comparer à l’expression générique des matrices de couplage (7.3), on
multiplie et divise par ih̄ :

L =
1
ih̄


 0 h̄ (iA− B)

h̄ (iA + B) 0


 avec





A, B réelles

A = AT

B = BT

En posant F = h̄ (iA− B), on arrive à :

L =
1
ih̄


 0 F

−F† 0


 avec F = FT (9.12)

On retrouve exactement la forme générique de L (équation (7.3)) avec G = 0.
Remarquez qu’on a travaillé par équivalences ; on en conclut que toute matrice de la

forme obtenue est représentée en quadratures par une matrice Lxp hamiltonienne réelle
symétrique.
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9.2.3.3 Diagonalisation en pratique

La décomposition des matrices réelles hamiltoniennes symétriques est détaillée dans
la preuve du théorème 8.5. Cherchons à quoi correspond cette diagonalisation pour la
matrice adaptée aux opérateurs bosoniques, L.

Soit Lxp une matrice réelle hamiltonienne symétrique. Elle se diagonalise via des
matrices de passage unitaires réelles symplectiques, notées Sxp et S−1

xp = S†
xp = ST

xp. La
matrice diagonale est réelle et les deux blocs diagonaux sont opposés l’un de l’autre ; on
nomme D le premier de ces blocs. On peut donc écrire :

Lxp = Sxp


 D 0

0 −D


 ST

xp

En passant aux notations adaptées aux opérateurs bosoniques,

L = γLxpγ−1

= γSxp


 D 0

0 −D


 ST

xpγ−1

= γSxpγ−1γ


 D 0

0 −D


 γ−1γS†

xpγ−1

=


 U 0

0 U∗




 0 D

D 0




 U† 0

0 UT




L =


 0 UDUT

U∗DU† 0


 (9.13)

où l’on a utilisé le résultat de l’équation (9.10) avec U une matrice unitaire de dimensions
N × N, et en ayant remarqué que :

γ


 D 0

0 −D


 γ−1 =


 0 D

D 0




En comparant les expressions (9.12) et (9.13), on obtient que :

1
ih̄

F = UDUT

On rappelle que U est unitaire, et D diagonale réelle, tandis que F est complexe
symétrique. Remarquez que l’existence de cette décomposition est ici prouvée. Le i
pouvant être absorbé dans U et h̄ dans D, on a donc la propriété :

Propriété 9.1. Soit M une matrice complexe. Si M est symétrique (M = MT) alors il existe U
unitaire (complexe) et D diagonale réelle telles que

M = UDUT
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C’est un cas particulier de décomposition en valeurs singulières ; elle respecte la
symétrie de M.

Cette décomposition, prouvée ici de manière détournée, est déjà connue sous le nom
de décomposition de Takagi, et des algorithmes ont été développés afin de l’effectuer [11].
L’utilisation d’un algorithme spécifique est certainement plus efficace que de passer par
la matrice Lxp qui est de dimensions 2N × 2N et a donc 4 fois plus de termes que F.

9.2.3.4 Résumé et applicabilité de la méthode

Nous avons vu que la diagonalisation de Lxp n’est véritablement interprétable que
quand on peut l’effectuer avec une matrice de passage réelle symplectique et orthogonale.
Cela est possible si et seulement si G = 0 dans le hamiltonien donné par (6.1). Dans
ce cas la matrice de passage définit des modes du champ électromagnétique ; ils sont
indépendants du temps d’intégration. De plus la matrice diagonale est réelle ; on a donc
véritablement des modes comprimés et non des oscillations.

Les coefficients de G pondèrent les termes en â†
i âj. En l’absence de termes de modu-

lations de phases croisées et de désaccord de fréquence de la pompe (« detuning » en
anglais), ces coefficients sont nuls. Un cas typique dans lequel ça arrive est quand la
non-linéarité est d’ordre deux (décrite par le tenseur χ(2)), et qu’il n’y a pas de désac-
cord. Ce cas particulier est celui dans lequel la majorité des études de compressions
multimodes se situent, et elles exploitent ses particularités [101, 103, 104].

Insistons sur le fait que la décomposition 1
ih̄ F = UDUT n’est pas une diagonalisation

mais une décomposition en valeur singulière ; en effet la matrice de droite est transposée
alors qu’il faudrait une conjugaison hermitienne pour une diagonalisation. Toutes les
matrices complexes symétriques ne sont pas diagonalisables. Comme contre-exemple

on peut considérer la matrice

(
1 i

i −1

)
. Évidemment, dans le cas particulier où 1

ih̄ F est

réelle, la décomposition est aussi une diagonalisation.
Pour la résolution de l’équation de Langevin (9.5), nous supposons touts les coeffi-

cients de dissipation égaux et donc K est proportionnelle à l’identité. Ainsi une matrice
Sxp diagonalisant Lxp diagonalise aussi K. De plus les modes d’entrée étant peuplés de
vide, effectuer une transformation passive ne change pas leurs propriétés. On se ramène
ainsi à un ensemble d’équations de Langevin quantiques monomodes. La résolution de
chacune de ces équations est connu [117], et très proche de celle qui sera présentée à la
fin de ce chapitre. Notez toutefois qu’une telle résolution ne s’interprète physiquement
clairement uniquement quand G = 0.

9.2.4 Diagonalisation par blocs de la matrice d’évolution

Nous avons étudié en détail la méthode consistant à diagonaliser Lxp. Elle n’est pas
toujours possible, et ne s’interprète physiquement que dans un cas très particulier mais
néanmoins courant puisque qu’on l’obtient avec des non-linéarités de type χ(2). Une
autre possibilité, plus générale, est d’essayer de mettre la matrice d’évolution sous la
forme de blocs diagonaux. Une telle stratégie ne permet pas de résoudre directement
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l’équation d’évolution ni celle de Langevin 4, mais elle a le mérite de ramener le problème
à celui de la compression monomode en présence de désaccord de fréquence, qui est
une situation connue [13, 39]. Afin d’avoir un résultat physiquement interprétable, on
impose que la matrice de passage soit réelle, symplectique et unitaire. Afin de bénéficier
des avantages de l’expression (9.10), nous travaillons avec les notations adaptées aux
opérateurs d’échelle, c’est-à-dire qu’on étudie la décomposition de L.

Procédons par analyse ; supposons qu’une telle décomposition est possible et dédui-
sons-en des conditions nécessaires. Supposons donc que L se décompose en une matrice
diagonale par blocs D̃ via une matrice de passage représentant un interféromètre linéaire.
Formellement cela s’exprime et se transforme en (on rappelle que dans l’expression de
L, G = G† et F = FT) :

L =


 U 0

0 U∗


 D̃


 U† 0

0 UT




⇔ D̃ =
1
ih̄


 U† 0

0 UT




 G 2F

−2F† −GT




 U 0

0 U∗




⇔ D̃ =
1
ih̄


 U†GU 2U†FU∗

−2UTF†U −UTGTU∗




Les expressions diagonales sont conjuguées l’une de l’autre. Il en va de même pour
les anti-diagonales. Ainsi, si la diagonalisation par blocs est possible, il existe D1 et D2

diagonales, et U unitaire telles que :




G = UD1U†

F = UD2UT

Remarquez que la décomposition de G est une diagonalisation, tandis que celle de F
est de la forme d’une décomposition (symétrique) en valeurs singulières, au détail près
qu’il n’y a pas d’autres contraintes sur D2 que d’être diagonale, en particulier D2 peut
comporter des coefficients complexes. Au contraire, comme la décomposition sur G est
une diagonalisation et que G est hermitienne, nécessairement D1 est une matrice réelle :
D∗1 = D1. La matrice diagonale par blocs prend alors la forme :

D̃ =
1
ih̄


 D1 2D2

−2D∗2 −D1


 (9.14)

On peut vérifier que les matrices de cette forme vérifient bien (7.9) et (7.10). L’équivalent
d’une telle matrice en notations adaptées aux quadratures est également une matrice
constituée de blocs diagonaux, mais ils sont réels ; les deux blocs sur la diagonale sont
également l’opposé l’un de l’autre.

On a maintenant fini l’analyse, et il est direct de vérifier que quand les décompositions
de F et G simultanées sont possibles, L est diagonalisable par blocs via une matrice de
passage correspondant à un interféromètre passif.

4. La forme n’est pas diagonale ; il y a besoin d’une étape supplémentaire pour la résolution.



9.2 résolution du problème hamiltonien 155

Notez que chacune de ces décompositions est toujours individuellement possible.
Il n’est par contre pas évident qu’elles le soient simultanément. Une condition néces-
saire est que G et FF† soient co-diagonalisables (ou de manière équivalente qu’elles
commutent). Il pourrait être bon de trouver une caractérisation complète.

L’interprétation physique d’une telle décomposition est qu’on se ramène à un en-
semble de modes indépendants, récupérables via un interféromètre passif, chacun régi
par les équations de compression en présence d’un décalage de fréquence. Elle est
possible dans un cas particulier incluant celui pour lequel la méthode 2 est adaptée.
En pratique elle sera surtout utile dans le cadre d’une non-linéarité de type χ(2), en
particulier quand on a un décalage de fréquence identique sur tous les modes. En effet,
avec G ∝ 1 on effectue la décomposition symétrique en valeurs singulières sur F (D2 est
alors réelle) ; celle sur G est alors automatiquement réalisée.

9.2.5 Décomposition de la matrice d’évolution

La dernière méthode que nous proposons consiste à effectuer la décomposition non
pas sur Lxp mais sur la matrice d’évolution, que nous notons Sxp. Cette méthode a déjà
été utilisée dans la cadre d’une configuration en simple passage et d’une non-linarité de
type χ(2) [128].

On rappelle que Sxp vérifie l’équation différentielle

dSxp

dt
= LxpSxp

et que sa condition initiale est Sxp(0) = 1. Concrètement Sxp(t) = eLxpt ; elle se calcule
en pratique via une diagonalisation 5 pour laquelle on n’attache pas de sens physique
aux matrices de passage. On a déterminé en sous-section 7.3.2 que Sxp est réelle et
symplectique. On peut donc utiliser la décomposition de Bloch–Messiah (théorème 8.7)
et écrire :

Sxp = U1


 D 0

0 D−1


U2

avec U1 et U2 des matrices réelles symplectiques orthogonales. Notez qu’ici U2, U1 et D
dépendent a priori du temps d’intégration. L’interprétation physique est claire [6] : la
lumière passée à travers le cristal a subi l’équivalent d’un passage dans un interféromètre
passif, une compression monomode et un deuxième interféromètre passif. Notez que
quand on envoie du vide, le premier interféromètre n’a aucun effet.

Remarque. Cette méthode s’applique également quand G et F dépendent du temps,
à condition d’être capable au préalable de résoudre l’équation différentielle sur Sxp.
Attention, dans ce cas Sxp dépend de deux temps : ceux de début et de fin d’intégration.

♦

L’application de cette méthode à l’équation de Langevin est l’objet de la prochaine
section.

5. Lxp n’étant pas toujours diagonalisable ; il peut être nécessaire d’avoir recours à la décomposition de
Dunford [131].
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9.2.6 Conclusion de la section

Résumons les avantages et inconvénients des différentes méthodes.

diagonalisation de Lx p

— Pas toujours possible.
— La matrice de passage (donc les modes propres) est indépendante du temps

d’intégration.
— En général la matrice de passage ne correspond pas à un interféromètre passif ;

elle « contient » une part de compression.
— La diagonalisation est possible via une matrice de passage correspondant

à un interféromètre passif si et seulement si dans le hamiltonien G = 0 ;
concrètement cela arrive avec une non-linéarité χ(2) et sans désaccord de
fréquence.

diagonalisation par blocs de Lxp

— Ne permets pas vraiment de résoudre l’équation d’évolution.
— Ramène le problème à un ensemble de compressions monomode avec désaccord

de fréquence.
— Est possible via une matrice de passage correspondant pas à un interféromètre

passif si et seulement si il existe une co-décomposition des matrices F et G du
hamiltonien ; cela arrive en particulier dans le cas d’une non-linéarité de type
χ(2) avec un désaccord de fréquence identique pour tous les modes.

décomposition de bloch–messiah de Sxp

— Méthode générale.
— Interprétation physique en termes d’une succession d’un interféromètre passif,

d’une compression monomode et d’un second interféromètre passif.
— La matrice de passage (donc les modes comprimés) dépend a priori du temps

d’intégration.
— Possible de l’étendre au cas d’un hamiltonien non constant dans le temps.

Pour la suite, nous allons retenir la méthode la plus générale, la dernière, et voir
comment elle s’adapte à l’équation de Langevin (9.5).

9.3 fonctions de green

Intéressons-nous maintenant à l’équation de Langevin complète (9.5). C’est une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 à coefficients constants, sa résolution pour le
régime stationnaire va s’exprimer à l’aide d’une fonction de Green. La résolution elle-
même sera détaillée en section 9.5. Nous allons dans cette section donner les définitions
de telles fonctions, de leurs transformées de Fourier, ainsi qu’étudier les conditions
sur ces fonctions pour obtenir de bonnes relations de commutation. Nous allons voir
deux types de noyaux intégraux : ceux donnant les opérateurs décrivant le champ à
l’intérieur de la cavité à partir de ceux d’entrée, et ceux donnant les opérateurs du
faisceau émergent de la cavité.
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9.3.1 Définitions

Nous travaillons uniquement avec les opérateurs de quadrature. Dans tout ce chapitre,
la convention utilisée pour la transformée de Fourier est la suivante :

f̃ (ω) =

ˆ
f (t)e−iωt dt (9.15a)

f (t) =
1

2π

ˆ
f̃ (ω)eiωt dω (9.15b)

9.3.1.1 Champ intracavité

Définition. Nous appelons « fonction de Green vers la cavité » toute matrice fonction
d’un temps S : τ 7→ S(τ) telle que les opérateurs de quadrature à l’intérieur de la cavité
soient donnés par :

X̂(t) =

+∞ˆ

−∞

S(t− t′)X̂in(t′)dt′ =

+∞ˆ

−∞

S(τ)X̂in(t− τ)dτ (9.16)

La causalité nécessite que ∀τ < 0, S(τ) = 0.

Remarque. La définition est ici donnée dans le cadre d’un régime stationnaire, possible
car les coefficients de l’équation de Langevin sont constants, on ne s’intéresse pas au
régime transitoire (l’état initial de la cavité n’importe pas) et car on travaille au-dessous
du seuil de la cavité. Sans cette hypothèse on aurait dû définir S(t, t′) avec deux temps
distincts. ♦

Nous définissons la transformée de Fourier de S(τ) selon les conventions (9.15) ; on
la note S̃(ω).

9.3.1.2 Champ émergeant

De même que pour le champ intracavité, nous pouvons définir une fonction de Green
donnant les opérateurs du champ de sortie 6 X̂out(t) à partir de ceux du champ incident.

Définition. Nous appelons « fonction de Green vers la sortie » toute matrice fonction
d’un temps Sout : τ 7→ Sout(τ) telle que les opérateurs de quadrature du champ de sortie
soient donnés par :

X̂out(t) =

+∞ˆ

−∞

Sout(t− t′)X̂in(t′)dt′ =

+∞ˆ

−∞

Sout(τ)X̂in(t− τ)dτ (9.17)

La causalité nécessite de nouveau que ∀τ < 0, Sout(τ) = 0. De même que précédem-
ment, on peut définir sa transformée de Fourier, qu’on note S̃out(ω).

9.3.2 Préservation de l’hermiticité et des commutateurs

Comme dans le chapitre 7, nous voulons nous assurer que les opérateurs respectent
bien les relations de commutation et d’hermiticité attendues.

6. Défini en sous-sous-section 9.1.4.2.
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9.3.2.1 Hermiticité

Nous travaillons en quadratures ; les relations d’hermiticité seront vérifiées pour tout
temps si et seulement si les fonctions de Green temporelles sont réelles. Cela correspond
à ce que leurs transformées de Fourier vérifient :

S̃(−ω) = S̃(ω)∗ S̃out(−ω) = S̃out(ω)∗

Pour la suite, nous faisons toujours l’hypothèse que cette condition est vérifiée. Nous
verrons en section 9.5 que c’est en fait imposé par la physique.

9.3.2.2 Relations de commutation attendues

Nous voulons établir les conditions sur les fonctions de Green pour qu’elles préservent
les relations de commutation attendues. Commençons donc par préciser nos attentes.

Rappelons que le champ à l’intérieur de la cavité est quantifié de la manière adaptée
à un domaine borné, présentée en section 1.2. Les opérateurs sont ici en représentation
d’Heisenberg ; leurs commutateurs sont les mêmes que ceux donnés par (1.7), à condition
de ne regarder que deux opérateurs pris au même temps :

[(
X̂(t)

)
i

,
(
X̂(t)

)
j

]
=

i
2

Ωi,j

Les champs d’entrée et de sortie sont des ondes progressives ; ils sont donc quantifiés
de la manière correspondante, qui est présentée en sous-section 1.3.4. Les relations de
commutation des opérateurs du champ d’entrée ont été précisées par l’équation (9.2).
Avec la notation vectorielle et en passant en quadratures, elles s’écrivent sous la forme :

[(
X̂in(t)

)
i

,
(
X̂in(t′)

)
j

]
=

i
2

Ωi,jδ(t− t′)

Les modes de sortie étant du même type que ceux d’entrée, on attend des relations
de commutation similaires :

[(
X̂out(t)

)
i

,
(
X̂out(t′)

)
j

]
=

i
2

Ωi,jδ(t− t′)

Nous pouvons maintenant exprimer les conditions sur les fonctions de Green pour
que les relations de commutation des champs interne et émergeant de la cavité soient
les bonnes dès que celles des champs incident le sont.

9.3.2.3 Champ intracavité

Condition en temps

Nous allons expliciter la condition sur la fonction de Green S pour qu’elle assure
les bonnes relations de commutation aux opérateurs de quadrature intracavités. La
définition (9.16) se réécrit pour chacun des opérateurs sous la forme :

X̂i(t) =
ˆ

∑
j

Si,j(τ)
(
X̂in(t− τ)

)
j
dτ
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On calcule alors :
[
X̂i(t), X̂j(t)

]
=

i
2

Ωi,j

⇔
ˆ

∑
k,l

Si,k(τ)
[(

X̂in(t− τ)
)

k
,
(
X̂in(t− τ′)

)
l

]
Sj,l(τ

′)dτ dτ′ =
i
2

Ωi,j

⇔
ˆ

∑
k,l

Si,k(τ)
i
2

Ωk,lδ
(
(t− τ)− (t− τ′)

)
Sj,l(τ

′)dτ dτ′ =
i
2

Ωi,j

⇔
ˆ

∑
k,l

Si,k(τ)Ωk,lSj,l(τ)dτ = Ωi,j

⇔
ˆ (

S(τ)ΩST(τ)
)

i,j
dτ = Ωi,j

On conclut donc que la fonction de Green garantit d’obtenir les bonnes relations de
commutation des opérateurs dans la cavité si et seulement si :

ˆ
S(τ)ΩST(τ)dτ = Ω (9.18)

Condition en fréquence

On rappelle que par définition de la transformée de Fourier (9.15) :

S(τ) =
1

2π

ˆ
S̃(ω)eiωt dω ⇔ ST(τ) =

1
2π

ˆ
S̃T(ω)eiωt dω

En injectant ces expressions dans l’équation (9.18), et en se souvenant que S̃(−ω) =

S̃∗(ω) :
ˆ

S(τ)ΩST(τ)dτ = Ω

⇔ 1

(2π)2

ˆ
S̃(ω)ΩS̃T(ω′)ei(ω+ω′)t dτ dω dω′ = Ω

⇔ 1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃T(ω′)δ(ω + ω′)dω dω′ = Ω

⇔ 1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃T(−ω)dω = Ω

⇔ 1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃†(ω)dω = Ω

Ainsi la condition sur la transformée de Fourier de la fonction de Green pour que
celle-ci préserve les relations de commutation s’exprime :

1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃†(ω)dω = Ω (9.19)
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9.3.2.4 Champ émergeant

Condition en temps

On procède de manière similaire au cas intracavité. La définition (9.17) de la fonction
de Green s’écrit pour chaque opérateur :

(
X̂out(t)

)
i
=

ˆ
∑

j
(Sout(τ))i,j

(
X̂in(t− τ)

)
j
dτ

On peut alors effectuer le calcul :
[(

X̂out(t)
)

i
,
(
X̂out(t′)

)
i

]
=

i
2

Ωi,jδ(t− t′)

⇔
ˆ

∑
k,l

(Sout(τ))i,k

[(
X̂in(t− τ)

)
k
,
(
X̂in(t′ − τ′)

)
l

]
=

i
2

Ωi,jδ(t− t′)

⇔
ˆ

∑
k,l

(Sout(τ))i,kΩk,lδ(t− τ − t′ + τ′)
(
Sout(τ

′)
)

j,l dτ dτ′ = Ωi,jδ(t− t′)

⇔
ˆ

∑
k,l

(Sout(τ))i,kΩk,l
(
Sout

(
τ − (t− t′)

))
j,l dτ = Ωi,jδ(t− t′)

⇔
ˆ [

Sout(τ)ΩST
out
(
τ − (t− t′)

)]
i,j

dτ = Ωi,jδ(t− t′)

en ayant utilisé τ′ = τ − (t− t′) lors de l’intégration de la distribution de Dirac.
Cette condition devant être vraie ∀i, j et ∀t, t′, on en déduit que la condition sur Sout

pour préserver les relations de commutation est :

∀t,
ˆ

Sout(τ)ΩST
out (τ − t)dτ = Ωδ(t) (9.20)

Condition en fréquence

Obtenons la condition sur S̃out à partir de son équivalent temporel (9.20) :

∀t,
ˆ

Sout(τ)ΩST
out (τ − t)dτ = Ωδ(t)

⇔ ∀ω,
ˆ

Sout(τ)ΩST
out (τ − t) e−iωt dτ dt =

ˆ
Ωδ(t)e−iωt dt

⇔ ∀ω,
ˆ

Sout(τ)e−iωτΩST
out (τ − t) eiω(τ−t) dτ dt = Ω

On effectue le changement de variables





τ

t
7−→





τ = τ

τ′ = τ − t
, dont le jacobien est 1.

Ainsi l’équation s’écrit :

∀ω,
[ˆ

Sout(τ)e−iωτ dτ

]
Ω
[
ST

out(τ
′)e−i(−ω)τ′ dτ′

]
= Ω

⇔ ∀ω, S̃out(ω)ΩS̃T
out(−ω) = Ω

⇔ ∀ω, S̃out(ω)ΩS̃†
out(ω) = Ω
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La condition sur la transformée de Fourier de l’équation de Green vers les champs de
sortie pour que celle-ci préserve les relations de commutation s’écrit :

∀ω, S̃out(ω)ΩS̃†
out(ω) = Ω (9.21)

On reconnaît la définition d’une matrice sesquisymplectique, telle que présentée en
section 8.7.

9.4 matrice de covariance

Une propriété importante de la lumière comprimée est que les fluctuations de ses
quadratures peuvent être inférieures à celles du vide. Afin de décrire simultanément
les propriétés statistiques de toutes les quadratures du champ, étudions la matrice de
covariance. Nous la définissons pour les opérateurs d’entrée X̂in et ceux de sortie X̂out ;
le champ intérieur à la cavité n’étant pas directement accessible, nous n’étudions pas
la matrice de covariance associée. Notez que les opérateurs sont définis pour chaque
temps ; il faut donc inclure une dépendance en temps dans la matrice de covariance.

Dans cette section nous allons donner sa définition, ses propriétés et son expression à
partir des fonctions de Green ainsi que son utilisation.

9.4.1 Définition et propriétés

9.4.1.1 Définition

Définition. On définit la matrice de covariance par ses coefficients 7 :

(
σ•(t, t′)

)
i,j =

1
2

[〈(
X̂•(t)

)
i

(
X̂•(t′)

)
j

〉
+

〈(
X̂•(t′)

)
j

(
X̂•(t)

)
i

〉]
(9.22)

où • est un indice neutre décrivant le champ pris en compte ; il prend la place de « in »
ou « out ».

Dans le cas stationnaire, σ•(t, t′) ne dépend que de t− t′. On s’autorise alors à écrire
plus simplement σ•(t− t′). Nous faisons cette hypothèse pour la suite. Ainsi une seule
variable temporelle, le délai, est suffisante.

La matrice de covariance est en général rapidement décroissante avec le délai. Ainsi
on peut sans problème définir sa transformée de Fourier à une dimension. On l’écrit
σ̃•(ω).

Outre le fait que travailler en pulsations peut simplifier certains calculs, le théorème
de Wiener-Khintchine lie la transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation
d’une variable aléatoire à son spectre de bruit (densité spectrale de puissance). La
transformée de Fourier de la matrice de covariance est donc un outil essentiel pour
l’analyse spectrale des fluctuations du champ électrique.

7. Cette définition est adaptée quand les valeurs moyennes des opérateurs de quadrature sont nulles ;
sans cette hypothèse il faudrait les centrer.
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9.4.1.2 Propriétés

Voyons les propriétés élémentaires de la matrice de covariance.

Réelle

Tant que les opérateurs de quadrature sont bien des observables, de par la définition
il est évident que la matrice de covariance est réelle :

∀t, t′, σ•(t, t′) ∈ MN,N (R) (9.23)

La propriété équivalente en fréquence est :

∀ω, σ̃•(−ω) = σ̃•(ω)∗ (9.24)

Pseudo-parité

En partant de la définition, on remarque la symétrie de la matrice de covariance
par inversion simultanée i ↔ j et t ↔ t′ : (σ•(t, t′))i,j = (σ•(t′, t))j,i. L’hypothèse
de stationnarité s’exprime σ•(t, t′) = σ•(t− t′). Ainsi (σ•(t− t′))i,j = (σ•(t′ − t))j,i =(
σT

• (−(t− t′))
)

i,j. On peut donc conclure que grâce à la stationnarité,

∀t, σ•(t) = σT
• (−t) (9.25)

En utilisant que la transposition commute avec la transformation de Fourier, et que
la transformer de Fourier de t 7→ f (−t) est ω 7→ f̃ (−ω), on obtient l’équivalent en
fréquences :

∀ω, σ̃•(−ω) = σ̃T
• (ω) (9.26)

Bilan

En combinant l’expression des deux propriétés en fréquences, on obtient :

∀ω, σ̃•(ω) = σ̃•(ω)† (9.27)

Dans la suite nous supposons que les hypothèses de ces propriétés sont vérifiées.

9.4.2 Champ d’entrée

9.4.2.1 En temporel

Exprimons la matrice de covariance pour le champ d’entrée σin(t, t′). Celui-ci est
constitué uniquement de vide. Le calcul des covariances pour un mode s’effectue en
utilisant la définition des opérateurs de quadrature (1.6), les relations de commutation
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des opérateurs bosoniques (1.11) et en faisant apparaître l’opérateur « nombre de
photons » dont la valeur moyenne est nulle. On obtient alors :

〈
x̂in,i(t)x̂in,j(t′)

〉
=

1
4

δi,jδ(t− t′)

〈
x̂in,i(t) p̂in,j(t′)

〉
=

i
4

δi,jδ(t− t′)

〈
p̂in,i(t)x̂in,j(t′)

〉
=
−i
4

δi,jδ(t− t′)

〈
p̂in,i(t) p̂in,j(t′)

〉
=

1
4

δi,jδ(t− t′)

On peut alors les rassembler dans la matrice de covariance qui s’exprime :

σin(t, t′) =
1
4

δ(t− t′)1 (9.28)

Remarquez que σin(t, t′) ne dépend que de t − t′. On a donc bien une matrice de
covariance stationnaire, ce qui était attendu (c’est celle du vide).

Afin d’être un peu plus général pour la suite 8, nous considérerons une matrice de
covariance d’entrée sans corrélations temporelles. Ainsi on utilisera :

σin(t, t′) = δ(t− t′)σ0 (9.29)

avec σ0 une matrice constante réelle et symétrique définie positive. En particulier pour
le vide σ0 = 1

41. Cette forme sera privilégiée par la suite.

9.4.2.2 En fréquences

Partant de l’équation (9.29), on calcule :

σ̃in(ω) =

ˆ
δ(t)σ0e−iωt dt = σ0 (9.30)

La transformée de Fourier de la matrice de covariance du champ d’entrée est une
constante. Elle est même proportionnelle à l’identité : σ̃in(ω) = σ0 = 1

41. Le bruit du
vide est normalisé à 1

4 compte tenu de nos choix de conventions.

8. Cela permet surtout de pouvoir aisément changer de convention pour le bruit du vide.
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9.4.3 Champ de sortie

9.4.3.1 En temporel

Exprimons σout(t, t′) en fonction de σin(t, t′) et des fonctions de Green. On part de la
définition (9.22) et on procède de manière similaire au calcul des commutateurs :

(
σout(t, t′)

)
i,j

=
1
2

[〈(
X̂out(t)

)
i

(
X̂out(t′)

)
j

〉
+

〈(
X̂out(t′)

)
j

(
X̂out(t)

)
i

〉]

=
1
2




ˆ
∑
k,l

(Sout(τ))i,k

〈(
X̂in(t− τ)

)
k

(
X̂in(t′ − τ′)

)
l

〉(
Sout(τ

′)
)

j,l dτ dτ′

+

ˆ
∑
k,l

(Sout(τ))i,k

〈(
X̂in(t′ − τ′)

)
l

(
X̂in(t− τ)

)
k

〉(
Sout(τ

′)
)

j,l dτ dτ′




=

ˆ
∑
k,l

(Sout(τ))i,k
1
2




〈(
X̂in(t− τ)

)
k

(
X̂in(t′ − τ′)

)
l

〉

+
〈(

X̂in(t′ − τ′)
)

l

(
X̂in(t− τ)

)
k

〉



(
Sout(τ

′)
)

j,l dτ dτ′

=

ˆ
∑
k,l

(Sout(τ))i,k
(
σin(t− τ, t′ − τ′)

)
k,l

(
Sout(τ

′)
)

j,l dτ dτ′

=

ˆ (
Sout(τ)σin(t− τ, t′ − τ′)ST

out(τ
′)
)

i,j
dτ dτ′

On conclut donc que dès que les opérateurs de sortie sont liés à ceux d’entrée via un
noyau intégral,

σout(t, t′) =
ˆ

Sout(τ)σin(t− τ, t′ − τ′)ST
out(τ

′)dτ dτ′ (9.31)

Quand σin et les fonctions de Green sont stationnaires, il en va de même pour σout. En
particulier, quand la matrice de covariance d’entrée prend la forme σin(τ) = δ(τ)σ0, on
peut simplifier l’expression :

σout(t, t′) =
ˆ

Sout(τ)δ(t− τ − t′ + τ′)σ0ST
out(τ

′)dτ dτ′

=

ˆ
Sout(τ)σ0ST

out(τ − (t− t′))dτ

On a obtenu l’expression d’une matrice de covariance stationnaire. On a donc pour
les entrées sans corrélations temporelles :

σout(t) =
ˆ

Sout(τ)σ0ST
out(τ − t)dτ (9.32)

Si de plus l’état du faisceau d’entrée est le vide, on utilise que σ0 = 1
41 et on obtient :

σout(t) =
1
4

ˆ
Sout(τ)ST

out(τ − t)dτ (9.33)
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9.4.3.2 En fréquence

Nous partons de l’expression en temps (9.32), qui est celle d’une corrélation. En
utilisant la même technique que pour obtenir l’équation (9.21) (même changement de
variables), on montre que

σ̃out(ω) = S̃out(ω)σ0S̃†
out(ω) (9.34)

Comme σ0 est réelle et symétrique, on en déduit que σ̃out(ω) est hermitienne.
En particulier, avec du vide comme entrée,

σ̃out(ω) =
1
4

S̃out(ω)S̃†
out(ω) (9.35)

S̃out(ω) étant une matrice sesquisymplectique (équation (9.21)), on en déduit que
4σ̃out(ω) est hermitienne et sesquisymplectique :

σ̃out(ω) = σ̃†
out(ω) et 4σ̃out(ω)Ω4σ̃†

out(ω) = Ω (9.36)

9.4.4 Décomposition

9.4.4.1 En fréquences

Comme on vient de le voir, 4σ̃out(ω) est hermitienne est sesquisymplectique. D’après
le théorème 8.9, il existe des matrices Ũ(ω) unitaires et sesquisymplectiques, ainsi que
D̃(ω) diagonale réelle positive et sesquisymplectique telles que :

σ̃out(ω) =
1
4

Ũ(ω)D̃(ω)Ũ†(ω)

Ũ†(ω)σ̃out(ω)Ũ(ω) =
1
4

D̃(ω)

(9.37a)

(9.37b)

En général U et D dépendent de ω. C’est là une différence fondamentale avec les
méthodes usuellement utilisées pour les milieux ayant une non-linéarité de type χ(2)

pour lesquels les vecteurs propres sont indépendants de la fréquence [4, 101].

Remarque. On aurait pu de manière équivalente utiliser la décomposition de Bloch-
Messiah (théorème 8.10) sur S̃out(ω). ♦

Ajoutons une propriété pour Ũ(ω) et D̃(ω). Nous partons de l’équation (9.26) :
σ̃out(−ω) = σ̃T

out(ω). En y remplaçant σ̃ par sa décomposition, on obtient :

Ũ(−ω)D̃(−ω)Ũ†(−ω) = Ũ∗(ω)D̃(ω)ŨT(ω)

On rappelle que la diagonalisation utilisée est unique, au choix de l’ordre des valeurs
propres, et à des rotations internes aux espaces propres près. Il est ici tout à fait possible
de faire le choix : 




Ũ(−ω) = Ũ∗(ω)

D̃(−ω) = D̃(ω)
(9.38)
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9.4.4.2 Équivalent en temps

On peut traduire la décomposition dans le domaine temporel. Tout d’abord, remar-
quons que Ũ(−ω) = Ũ∗(ω) implique que U(t) est réelle. Comme D̃(ω) est réelle et
D̃(−ω) = D̃(ω), on obtient que D(t) est réelle et paire : D(−t) = D(t).

On effectue ensuite la transformation de Fourier inverse de (9.37a), dans laquelle on
injecte les définitions des transformées de Fourier.

σ̃out(ω) =
1
4

Ũ(ω)D̃(ω)Ũ†(ω)

⇔ 1
2π

ˆ
σ̃out(ω)eiωt dω =

1
4

1
2π

ˆ
Ũ(ω)D̃(ω)Ũ†(ω)eiωt dω

⇔ σout(t) =
1
4

1
2π

ˆ
U(t1)D(t2)U†(t3)eiω(t+t3−t2−t1) dω dt1 dt2 dt3

⇔ σout(t) =
1
4

ˆ
U(t1)D(t2)UT(t3)δ(t + t3 − t2 − t1)dt1 dt2 dt3

C’est l’expression d’une convolution/corrélation à deux paramètres libres. La distri-
bution de Dirac s’élimine en posant au choix t1 = t + t3 − t2 ou t2 = t + t3 − t1 ou
t3 = t1 + t2 − t. Cela donne trois expressions différentes de la même décomposition :

σout(t) =
1
4

ˆ
U(t + t3 − t2)D(t2)UT(t3)dt2 dt3

σout(t) =
1
4

ˆ
U(t1)D(t− t1 + t3)UT(t3)dt1 dt3

σout(t) =
1
4

ˆ
U(t1)D(t2)UT(t1 + t2 − t)dt1 dt2

(9.39a)

(9.39b)

(9.39c)

C’est là l’équivalent temporel de la diagonalisation via des matrices sesquisymplectiques
et unitaires.

En partant de l’équation (9.37b), on aboutit après un calcul similaire à :
ˆ

UT(t1)σout(t− t1 + t3)U(t3)dt1 dt3 =
1
4

D(t) (9.39d)

9.4.4.3 Propriétés de la matrice de passage

Concentrons-nous maintenant sur les propriétés de la matrice de passage Ũ.

Propriétés élémentaires

Nous avons déjà vu que U(t) est réelle.
Ũ(ω) est sesquisymplectique. Cela se traduit en temps selon l’équation (9.20) :ˆ

U(τ)ΩUT (τ − t)dτ = Ωδ(t) (9.40)

Ũ est également unitaire. On part de la définition : Ũ(ω)Ũ†(ω) = 1 = Ũ†(ω)Ũ(ω).
En appliquant exactement la même technique que pour obtenir la version temporelle de
la décomposition, et en utilisant que U(t) est réelle on obtient :

Ũ(ω) est unitaire⇔
ˆ

U(t1)UT(t1 + t)dt1 = 1δ(t) =
ˆ

UT(t1)U(t1 + t)dt1 (9.41)
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Expression par blocs

Ũ(ω) est unitaire sesquisymplectique. La propriété 8.22 nous donne son écriture par
blocs. On pose Ã(ω) et B̃(ω) les matrices complexes telles que

Ũ =


 Ã −B̃

B̃ Ã


 avec





ÃÃ† + B̃B̃† = 1

Ã† Ã + B̃†B̃ = 1

ÃB̃† = B̃Ã†

Ã†B̃ = B̃† A

(9.42)

On déduit de la propriété Ũ(−ω) = Ũ∗(ω) que :

Ã(−ω) = Ã∗(ω) et B̃(−ω) = B̃∗(ω)

Ainsi leurs transformées de Fourier inverses, A(t) et B(t) sont réelles.

Expression pour les opérateurs bosoniques

De manière similaire à ce qui a été vu pour les matrices symplectiques orthogonales en
sous-section 9.2.1, nous allons repasser à la notation adaptée aux opérateurs bosoniques.
Soit Ũ′(ω) = γŨ(ω)γ−1, avec toujours la même définition de γ. Le calcul par bloc
permet de montrer que :

Ũ′(ω) =


 Ã(ω) + iB̃(ω) 0

0 Ã(ω)− iB̃(ω)


 (9.43)

Il y a par contre une différence importante par rapport au 9.2.1 : Ã et B̃ sont complexes.
Nommons Ũ′1,1(ω) = Ã(ω)+ iB̃(ω) le premier bloc. Les propriétés de Ã et B̃ permettent
de montrer que Ũ′1,1 est unitaire.

Passage en temps

On peut utiliser la transformation de Fourier inverse sur Ũ′. On obtient l’expression
par blocs de U′(t) :

U′(t) =


 A(t) + iB(t) 0

0 A(t)− iB(t)


 (9.44)

avec maintenant A(t) et B(t) réelles et U′1,1(t) = A(t) + iB(t) le premier bloc. Ũ′ et
Ũ′1,1 sont chacune unitaire. Ainsi leurs transformées de Fourier inverses, U′(t) et U′1,1
vérifient chacune l’équation (9.41).

Conclusion des propriétés de U(t)

Pour conclure, en regardant en notations adaptées aux opérateurs d’échelle et dans le
temps, on a pu mettre la matrice de passage sous la forme :

U′(t) =


 U′1,1(t) 0

0 U′∗1,1(t)


 avec





´
U′1,1(t1)U′

T
1,1(t1 + t)dt1 = 1δ(t)´

U′T1,1(t1)U′1,1(t1 + t)dt1 = 1δ(t)
(9.45)
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Réciproquement, toute transformation de la forme donnée se traduit en fréquence et en
quadratures par une matrice unitaire sesquisymplectique (et vérifiant Ũ(−ω) = Ũ(ω)).

On appellera les systèmes ayant une telle fonction de Green des « interféromètres
linéaires passifs à mémoire ». L’attribut « passif » s’explique par le fait que les opérateurs
de destruction ne sont pas mélangés à ceux de création. Notez par contre que nous n’im-
posons pas a priori que ∀t < 0, U′(t) = 0. Ainsi ces interféromètres sont potentiellement
non causaux.

9.4.5 Mesure d’une quadrature fixe

En pratique, pour analyser la lumière comprimée multimode et observer une réduction
du bruit, soit on utilise un interféromètre passif, soit on met en forme l’oscillateur local
de la détection homodyne pour qu’il corresponde à la quadrature qu’on souhaite
observer [27]. Dans les deux cas on mesure une quadrature qui est fixe dans le temps.
Voyons maintenant comment lier les fluctuations de la mesure de cette quadrature à la
matrice de covariance.

Définition. Soit z un vecteur-colonne indépendant du temps de dimension 2N. On
appelle « quadrature fixe » définie par z l’opérateur

ẑ(t) = ∑
i

zi

(
X̂out(t)

)
i

On remarque qu’un tel ẑ(t) est hermitien si et seulement si z est réel. On ajoute cette
contrainte à la définition.

Remarque. Le nom « quadrature » peut sembler étrange dans la mesure où on ne regarde
qu’une seule observable. Il faut simplement le comprendre comme « opérateur hermitien
s’exprimant comme combinaison linéaire des opérateurs d’échelle ». Attention, tous les
opérateurs hermitiens ne sont pas des quadratures ; l’opérateur « nombre de photons »
est un contre-exemple. ♦

Précisons les relations de commutation entre ẑ(t) et ẑ(t + τ). Intuitivement ces deux
observables devraient commuter car quand les temps sont différents tous les opérateurs
de quadrature commutent et quand c’est le même temps, c’est le même opérateur.
Vérifions-le formellement :

[ẑ(t), ẑ(t + τ)] = ∑
i,j

zizj

[(
X̂out(t)

)
i
,
(
X̂out(t + τ)

)
j

]

= ∑
i,j

zizjΩi,jδ(τ)

= zTΩz︸ ︷︷ ︸
=0

×δ(τ)

On retiendra donc :
∀t, τ, [ẑ(t), ẑ(t + τ)] = 0 (9.46)
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9.4.5.1 Auto-corrélation

En temps

Exprimons la fonction d’auto-corrélation de ẑ à l’aide de la matrice de covariance. En
utilisant la relation de commutation précédente, la fonction d’auto-corrélation est égale
à la même fonction symétrisée, et on peut effectuer le calcul :

〈ẑ(t)ẑ(t + τ)〉

=
1
2
[〈ẑ(t)ẑ(t + τ)〉+ 〈ẑ(t + τ)ẑ(t)〉]

= ∑
i,j

zizj
1
2

[〈(
X̂out(t)

)
i

(
X̂out(t + τ)

)
j

〉
+

〈(
X̂out(t + τ)

)
j

(
X̂out(t)

)
i

〉]

= ∑
i,j

zizj(σout(τ))i,j

= zTσout(τ)z

On retiendra donc que pour une quadrature quelconque définie par un vecteur-
colonne z constant dans le temps,

〈ẑ(t)ẑ(t + τ)〉 = zTσout(τ)z (9.47)

En fréquence

z étant constant, effectuer la transformée de Fourier est direct. On a donc
ˆ
〈ẑ(t)ẑ(t + τ)〉 e−iωt dt = zTσ̃out(ω)z (9.48)

En effectuant la diagonalisation sesquisymplectique (9.37) de la matrice de covariance
σ̃out(ω) = 1

4Ũ(ω)D̃(ω)Ũ†(ω), on obtient :
ˆ
〈ẑ(t)ẑ(t + τ)〉 e−iωt dt =

1
4

zTŨ(ω)D̃(ω)Ũ†(ω)z (9.49)

Ainsi dès lors que z coïncide avec un vecteur propre de σ̃out(ω), c’est-à-dire une colonne
de Ũ(ω), sa densité spectrale de puissance sera le produit du bruit du vide et de la
valeur propre correspondante (lue dans D̃(ω)), et donc la compression sera optimale
pour cette fréquence si l’on choisit la plus petite valeur propre. Notez bien que pour
une quadrature ẑ donnée, comme Ũ dépend a priori de ω l’optimalité n’est atteinte que
pour une seule fréquence d’analyse. Cela sera illustré lors du chapitre 10, en particulier
par la figure 10.2. De plus, comme Ũ(ω) est a priori complexe il n’existe pas toujours de
z permettant d’atteindre la compression optimale.

Notez toutefois que la matrice de covariance repliée 1
2 [σ̃(ω) + σ̃(−ω)] est réelle

symétrique et ses optima peuvent être atteints par une quadrature fixe.
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9.4.6 Mesure d’une quadrature arbitraire

Nous allons voir maintenant comment exprimer les propriétés de covariance de
quadratures arbitraires. Soit un interféromètre linéaire d’analyse « à mémoire », dont on
note la fonction de Green San. Les quadratures après l’interféromètre sont :

X̂an(t) =
ˆ

San(τ)X̂out(t− τ)dτ

En procédant de même qu’entre σin et σout, on peut exprimer la matrice de covariance
pour les quadratures X̂an à partir de σout :

σan(t) =
ˆ

San(τ)σout(t− τ + τ′)ST
an(τ

′)dτ dτ′ (9.50)

En comparant à l’équation (9.39d), on voit que le choix San(t) = UT(t) permet d’ob-
tenir une matrice σan(t) diagonale. On rappelle que U(t) représente un interféromètre
linéaire « à mémoire » passif. On a ainsi montré comment analyser la lumière émer-
geant de la cavité via un interféromètre passif en termes de quadratures comprimées et
anti-comprimées indépendantes.

Notez que dans le cas général l’interféromètre à mémoire n’a pas de raison de res-
pecter la causalité, et n’est alors pas réalisable en pratique. Ceci-dit, en autorisant une
translation en temps de la fonction de Green, il sera certainement envisageable de
l’approximer avec un interféromètre physique. L’étude de comment réaliser expérimen-
talement une fonction de Green donnée est une extension possible des travaux présentés
dans cette thèse.

Dans le cas d’une non-linéarité de type χ(2) sans désaccord (G = 0 dans le hamil-
tonien), σ̃out se diagonalise via une matrice Ũ constante (qui diagonalise également
Lxp). On en déduit que la dépendance en temps de U est une distribution de Di-
rac ; un interféromètre standard (sans mémoire) permet de récupérer les quadratures
indépendantes.

Remarquez enfin que parfois seule une quadrature importe. On pourra alors réfléchir
à une mise en forme fine de l’oscillateur local, éventuellement via un passage dans une
cavité passive.

9.5 résolution de l’équation de langevin

Rappelons l’équation de Langevin quantique telle qu’obtenue en section 9.1 :

dX̂
dt

= LxpX̂−KX̂+
√

2KX̂in (9.5)

Nous allons dans cette section la résoudre, donner les fonctions de Green corres-
pondantes ainsi que leurs transformées de Fourier et vérifier qu’elles préservent les
commutateurs des opérateurs. Bien que cela ne soit pas strictement nécessaire, nous
effectuerons ces vérifications indépendamment en temps et en fréquences.

On fait l’hypothèse que tous les modes de la cavité ont le même couplage κ avec
le mode extérieur correspondant. Pour les oscillateurs optiques, compte tenu de l’ap-
proximation quasi-monochromatique il n’est pas aberrant de supposer que les pertes
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sont aussi indépendantes de la longueur d’onde et du mode spatial. On écrira alors
K = κ1 = κ (identité implicite).

9.5.1 Résolution générique et hypothèse stationnaire.

L’équation de Langevin (9.5) est différentielle linéaire du premier ordre à coefficients
constants. L’équation homogène associée est :

dX̂0

dt
=
(
Lxp − κ

)
X̂0

En remarquant que Lxp − κ est constante dans le temps, et donc commute avec son
exponentielle, elle se résout avec la condition initiale X̂0(t0) sous la forme :

X̂0(t) = e(Lxp−κ)(t−t0)X̂0(t0)

On effectue une variation de la constante. La solution à l’équation de Langevin
est recherchée sous la forme X̂(t) = e(Lxp−κ)(t−t0)X̂c(t). En injectant cette forme dans
l’équation différentielle,

dX̂
dt

=
(
Lxp − κ

)
X̂+
√

2κX̂in

⇔ d
dt

[e(Lxp−κ)(t−t0)X̂c(t)] =
(
Lxp − κ

)
e(Lxp−κ)(t−t0)X̂c(t) +

√
2κX̂in(t)

⇔ e(Lxp−κ)(t−t0) dX̂c

dt
(t) =

√
2κX̂in(t)

⇔ dX̂c

dt
(t) = e−(Lxp−κ)(t−t0)

√
2κX̂in(t)

Ainsi on obtient que :

X̂c(t) = X̂c(t0) +

tˆ

t0

e−(Lxp−κ)(t′−t0)
√

2κX̂in(t′)dt′

On remarque que X̂c(t0) = X̂(t0). En réinjectant l’expression obtenue dans la forme
utilisée, on obtient la solution générique de l’équation de Langevin :

X̂(t) = e(Lxp−κ)(t−t0)X̂(t0) +
√

2κ

tˆ

t0

e(Lxp−κ)(t−t′)X̂in(t′)dt′ (9.51)

Plusieurs cas sont possibles : X̂(t0) peut être amplifié ou amorti. Pour s’assurer que
pour tout X̂(t0) la condition initiale est amortie, il suffit de vérifier que pour chaque
valeur propre λ de Lxp, Re{λ} ≤ κ. On retrouve l’existence du seuil de la cavité.

Souvenons-nous que si les équations sont linéaires, c’est bien souvent parce qu’elles
ont été linéarisées. Ainsi il faut s’assurer que les valeurs moyennes des quadratures
restent faibles. Pour la suite, nous effectuons l’hypothèse d’être strictement en dessous
du seuil.



172 évolution en cavité

Ainsi le premier terme est strictement décroissant et tend vers 0. On va maintenant
éliminer le régime transitoire en prenant t0 → −∞. On obtient le régime stationnaire,
où le champ dans la cavité s’exprime en fonction de celui d’entrée par :

X̂(t) =
√

2κ

tˆ

−∞

e(Lxp−κ)(t−t′)X̂in(t′)dt′ (9.52)

9.5.2 Fonction de Green pour le champ intracavité

9.5.2.1 En temps

Expression de la fonction de Green

Extrayons de l’équation (9.52) la fonction de Green donnant le champ en cavité. Soit

θ(t) la fonction de Heaviside définie telle que θ : t 7→





0 si t < 0

1 si 0 ≤ t
. On peut alors

repousser à +∞ la borne d’intégration supérieure :

X̂(t) =
√

2κ

+∞ˆ

−∞

θ(t− t′)e(Lxp−κ)(t−t′)X̂in(t′)dt′

Ainsi X̂ est bien lié à X̂in par une fonction de Green qui s’exprime :

S(τ) =
√

2κθ(τ)e(Lxp−κ)τ (9.53)

Cette expression est bien celle d’une fonction de Green réelle et causale. Vérifions
qu’elle respecte également les relations de commutation.

Préservation des relations de commutation

On va vérifier que l’équation (9.18) est bien respectée.

ˆ
S(τ)ΩST(τ)dτ = 2κ

+∞ˆ

0

e(Lxp−κ)τΩ
[
e(Lxp−κ)τ

]T
dτ

= 2κ

+∞ˆ

0

e−2κτeLxpτΩ
[
eLxpτ

]T
dτ

Or Lxp est hamiltonienne, et donc eLxpτ est symplectique. Ainsi,

ˆ
S(τ)ΩST(τ)dτ = 2κΩ

+∞ˆ

0

e−2κτ dτ = Ω

On a montré que S(τ) respecte bien l’équation (9.18), ce qui signifie qu’elle garantit
que X̂ a les relations de commutation attendues.
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9.5.2.2 En Fréquence

Transformation de Fourier

Effectuons la transformation de Fourier de S(τ) :

S̃(ω) =

ˆ
S(τ)e−iωτ dτ

=

ˆ √
2κθ(τ)e(Lxp−κ)τe−iωτ dτ

=
√

2κ

+∞ˆ

0

e(Lxp−κ−iω)τ dτ

=
√

2κ
1

Lxp − κ − iω

[
e(Lxp−κ−iω)τ

]+∞

0

Or on a fait l’hypothèse d’être en dessous du seuil. Le terme iω ne changeant pas la
partie réelle de l’exposant, on conclut que lim

τ→+∞
e(Lxp−κ−iω)τ = 0. Ainsi on conclut :

S̃(ω) =

√
2κ

iω + κ −Lxp
(9.54)

Remarque. On s’autorise à noter les matrices inverses avec des barres de fraction tant
que numérateurs et dénominateurs commutent.

Par ailleurs la matrice iω + κ − Lxp est toujours inversible car on a supposé d’être
strictement en dessous du seuil, et donc 0 ne peut pas être une de ses valeurs propres. ♦

Obtention directe

Voyons qu’il est possible d’obtenir l’expression de la transformée de Fourier de la
fonction de Green (9.54) directement à partir de l’équation de Langevin, sans passer par
la version temporelle. Si cette conclusion est évidemment redondante avec le paragraphe
précédent, nous allons voir les détails de la méthode. Ceci peut être utile afin de
comparer avec d’autres travaux (par exemple [25]).

On part de nouveau de l’équation de Langevin (9.5) :

dX̂
dt

= LxpX̂−KX̂+
√

2KX̂in (9.5)

Pour rechercher la solution stationnaire, on injecte dedans la définition de la fonction
de Green, donnée par l’équation (9.16) :

X̂(t) =
ˆ

S(t− t′)X̂in(t′)dt′ (9.16)

Cela donne :ˆ
dS
dt

(t− t′)X̂in(t′)dt′ =
(
Lxp − κ

) [ˆ
S(t− t′)X̂in(t′)dt′

]
+
√

2κX̂in(t)

Qu’on peut mettre sous la forme :ˆ
dS
dt

(t− t′)X̂in(t′)dt′ =
ˆ [(

Lxp − κ
)

S(t− t′) +
√

2κδ(t− t′)
]
X̂in(t′)dt′
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La fonction de Green devant être la même quelque soit X̂in(t′), S(t − t′) = S(τ)
vérifie :

dS
dt

(τ) =
(
Lxp − κ

)
S(τ) +

√
2κδ(τ) (9.55)

En effectuant la transformation de Fourier de cette dernière équation, on obtient :

iωS̃ =
(
Lxp − κ

)
S̃ +
√

2κ

Ce qui permet de retrouver :

S̃ =

√
2κ

iω + κ −Lxp
(9.54)

Préservation de relations de commutation

Même si cela est superflu, vérifions de manière directe que S̃ vérifie bien la rela-
tion (9.19). Utilisant l’expression (9.54),

1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃T(−ω)dω =

2κ

2π

ˆ (
iω + κ −Lxp

)−1Ω
[(
−iω + κ −Lxp

)−1
]T

dω

Commençons par simplifier l’intégrale ; on peut calculer :

[(
−iω + κ −Lxp

)−1
]T

=
[(
−iω + κ −Lxp

)T
]−1

=
[
−iω + κ −LT

xp

]−1

Or Lxp est hamiltonienne. Ainsi LT
xp = ΩLxpΩ. Par ailleurs on rappelle que ΩΩ = −1

et Ω−1 = −Ω. Ainsi
[(
−iω + κ −Lxp

)−1
]T

= Ω
[
iω− κ −Lxp

]−1Ω (9.56)

En réinjectant ce résultat dans le calcul,

1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃T(−ω)dω =

κ

π

ˆ (
iω + κ −Lxp

)−1ΩΩ
(
iω− κ −Lxp

)−1Ω dω

=

[−κ

π

ˆ {(
iω + κ −Lxp

) (
iω− κ −Lxp

)}−1 dω

]
Ω

Effectuons le calcul de l’intégrale. Tout d’abord on remarque que comme κ1 commute
avec iω + κ −Lxp,

(
iω−Lxp + κ

) (
iω−Lxp − κ

)
=
(
iω−Lxp

)2 − κ2

Ainsi l’intérieur des crochets vaut :

κ

π

ˆ [
κ2 −

(
iω−Lxp

)2
]−1

dω =
κ

π
κ−2
ˆ [

1−
(

iω−Lxp

κ

)2
]−1

dω

=
1

πκ

ˆ [
1+

(
ω + iLxp

κ

)2
]−1

dω
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On effectue le changement de variable ω′ = ω
κ ; cela permet de simplifier l’expression

précédente en :

1
π

+∞ˆ

−∞

[
1+

(
ω′ + i

Lxp

κ

)2
]−1

dω′

Remarquons tout d’abord que nous avons imposé de travailler strictement en dessous
du seuil. Donc pour toute valeur propre λ de Lxp, Re

{
λ
κ

}
< 1. Or comme Lxp est

hamiltonienne, −λ est également une valeur propre et vérifie donc Re
{−λ

κ

}
< 1. Ainsi

on en déduit que Re
{

λ
κ

}
> −1. On en conclut l’encadrement −1 < Re

{
λ
κ

}
< 1. Cela

permet de montrer que 1+
(

ω′ + iLxp
κ

)2
est toujours inversible.

On reconnaît dans l’intégrale la dérivée de arctan. On rappelle que pour un nombre
complexe z quelconque,

arctan(z) =
1
2i

ln
(

i− z
i + z

)
=

1
2i

ln
(

1 + iz
1− iz

)

Tant que |Im{z}| < 1, l’argument du logarithme est de partie réelle positive, et on peut
donc utiliser la valeur principale de arctan. L’encadrement obtenu garantit que ω′ + iLxp

κ

ne quitte pas ce domaine quand ω′ décrit les nombres réels.
Ainsi en utilisant uniquement la valeur principale de arctan :

1
π

+∞ˆ

−∞

[
1+

(
ω′ + i

Lxp

κ

)2
]−1

dω′

=
1
π

lim
ω′→∞

[
arctan

(
ω′ + i

Lxp

κ

)
− arctan

(
−ω′ + i

Lxp

κ

)]

=
1
π

lim
ω′→∞

[
arctan

(
ω′ + i

Lxp

κ

)
+ arctan

(
ω′ − i

Lxp

κ

)]

= 1

On peut donc conclure qu’on obtient bien l’équation (9.19) :

1
2π

ˆ
S̃(ω)ΩS̃T(−ω)dω = Ω

9.5.3 Fonction de Green pour le champ extérieur

Étudions maintenant la fonction de Green Sout, définie par l’équation (9.17), donnant
les opérateurs du champ émergeant de la cavité à partir de ceux du champ incident.
Rappelons que la définition du champ de sortie a été discutée en sous-section 9.1.4 ;
en particulier son lien avec les champs internes à la cavité et incidents est donné par
l’équation (9.8) :

X̂out =
√

2κX̂− X̂in
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9.5.3.1 En temps

Expression

Nous utilisons dans l’équation précédente la définition de la fonction de Green pour
le champ intra-cavité (9.16). On obtient alors :

X̂out(t) =
√

2κ

[ˆ
S(τ)X̂in(t− τ)dτ

]
− X̂in(t)

=

ˆ [√
2κS(τ)− δ(τ)

]
X̂in(t− τ)dτ

On en déduit donc le lien entre S et Sout :

Sout(τ) =
√

2κS(τ)− δ(τ) (9.57)

En injectant l’expression de S obtenue en équation (9.53), on conclut :

Sout(τ) = 2κθ(τ)e(Lxp−κ)τ − δ(τ) (9.58)

On vérifie immédiatement qu’elle est causale et réelle. Il reste à vérifier qu’elle préserve
les relations de commutation.

Préservation des relations de commutation

Contrôlons que Sxp vérifie bien l’équation (9.20). Pour cela nous allons calculer :ˆ
Sout(τ)ΩST

out (τ − t)dτ

Commençons par remarquer que comme eLxp(τ−t) est symplectique,
(

eLxp(τ−t)
)T

= −Ωe−Lxp(τ−t)Ω = Ω−1e−Lxp(τ−t)Ω

Sxp est la somme de deux termes ; ainsi l’intégrale peut se développer en une somme
de quatre termes :ˆ

Sout(τ)ΩST
out (τ − t)dτ

= 4κ2
ˆ

θ(τ)θ(τ − t)e−κ(2τ−t)eLxpτΩ
(

eLxp(τ−t)
)T

dτ

− 2κ

ˆ
θ(τ)δ(τ − t)e−κτeLxpτΩ dτ

− 2κ

ˆ
θ(τ − t)δ(τ)e−κ(τ−t)Ω

(
eLxp(τ−t)

)T
dτ

+ Ω
ˆ

δ(τ)δ(τ − t)dτ

= 4κ2
ˆ

θ(τ)θ(τ − t)e−κ(2τ−t)eLxpτe−Lxp(τ−t)Ω dτ

− 2κ

ˆ
θ(τ)δ(τ − t)e−κτeLxpτΩ dτ

− 2κ

ˆ
θ(τ − t)δ(τ)e−κ(τ−t)e−Lxp(τ−t)Ω dτ

+ Ω
ˆ

δ(τ)δ(τ − t)dτ
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= 4κ2eLxptΩ
ˆ

θ(τ)θ(τ − t)e−κ(2τ−t) dτ

− 2κθ(t)e−κteLxptΩ− 2κθ(−t)eκteLxptΩ + Ωδ(−t)

= 4κ2eκteLxptΩ

+∞ˆ

τ=max(0,t)

e−2κτ dτ − 2κθ(t)e−κteLxptΩ− 2κθ(−t)eκteLxptΩ + Ωδ(−t)

= 2κeκteLxptΩe−2κ max(0,t) − 2κθ(t)e−κteLxptΩ− 2κθ(−t)eκteLxptΩ + Ωδ(t)

Pour finir le calcul, on sépare deux cas :

cas t ≤ 0

= 2κeκteLxptΩ− 2κeκteLxptΩ + Ωδ(t)

= Ωδ(t)

cas t ≥ 0

= 2κeκteLxptΩe−2κt − 2κe−κteLxptΩ + Ωδ(t)

= 2κe−κteLxptΩ− 2κe−κteLxptΩ + Ωδ(t)

= Ωδ(t)

Ainsi on a montré qu’on a toujours :
ˆ

Sout(τ)ΩST
out (τ − t)dτ = Ωδ(t)

La fonction de Green vérifie bien l’équation (9.20). ; elle garantit donc les bonnes relations
de commutation pour X̂out.

9.5.3.2 En Fréquence

Expression

Partons du lien entre S et Sout (équation (9.57)) :

Sout(τ) =
√

2κS(τ)− δ(τ)

Par transformation de Fourier, on obtient

S̃out(ω) =
√

2κS̃(ω)− 1

En injectant l’expression de S̃(ω) (équation (9.54)) on conclut :

S̃out(ω) =
2κ

iω + κ −Lxp
− 1 = − iω− κ −Lxp

iω + κ −Lxp
(9.59)

Remarque. Numérateur et dénominateur commutent. En effet, Lxp commute avec elle-
même ainsi qu’avec l’identité. La notation sous forme de fraction est donc bien utilisable.

♦



178 évolution en cavité

Vérification de la préservation des relations de commutation

Cette vérification n’est pas nécessaire, nous allons voir qu’elle est un peu plus simple
que son équivalent en temps. Nous souhaitons vérifier que pour toute fréquence, S̃out(ω)

est sesquisymplectique (équation (9.21)).
Rappelons que comme Lxp est hamiltonienne, LT

xp = ΩLxpΩ. Cela nous a permis de
montrer l’équation (9.56), qui peut se réécrire :

[(
iω + κ −Lxp

)−1
]†

= Ω
[
iω− κ −Lxp

]−1Ω

de manière similaire, on peut conclure que :

[
iω− κ −Lxp

]†
= Ω

[
iω + κ −Lxp

]
Ω

Ainsi,

S̃out(ω)ΩS̃†
out(ω)

=
iω− κ −Lxp

iω + κ −Lxp
Ω
(

iω− κ −Lxp

iω + κ −Lxp

)†

=
(
iω− κ −Lxp

) (
iω + κ −Lxp

)−1Ω
(
iω− κ −Lxp

)†
([

iω + κ −Lxp
]−1
)†

=
(
iω− κ −Lxp

) (
iω + κ −Lxp

)−1ΩΩ
(
iω + κ −Lxp

)
ΩΩ

(
iω− κ −Lxp

)−1Ω

=
(
iω− κ −Lxp

) (
iω + κ −Lxp

)−1 (iω + κ −Lxp
) (

iω− κ −Lxp
)−1Ω

=
(
iω− κ −Lxp

) (
iω− κ −Lxp

)−1Ω

= Ω

On conclut donc que S̃out(ω) est bien sesquisymplectique.

9.6 résumé du chapitre

9.6.1 Résolution du problème hamiltonien

Le résumé des différentes méthodes de résolution a déjà été détaillé à l’occasion de la
sous-section 9.2.6. Retenons simplement que les méthodes consistant à décomposer la
matrice d’évolution Lxp ne sont pas générales.

Dans tous les cas, les matrices réelles symplectiques orthogonales sont très utiles car
elles représentent les interféromètres linaires. En repassant aux notations adaptées aux
opérateurs bosoniques, leurs équivalentes s’écrivent sous la forme :

S =


 U 0

0 U∗


 avec UU† = U†U = 1 (9.10)
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9.6.2 Équation de Langevin

Les opérateurs de quadrature des modes internes à la cavité X̂ sont couplés aux modes
arrivant dans la cavité, décrits par les opérateurs X̂in. Nous avons vu que l’évolution se
décrit par une équation de Langevin quantique :

dX̂
dt

= LxpX̂−KX̂+
√

2KX̂in (9.5)

Les quadratures des modes de sortie s’obtiennent par :

X̂out =
√

2KX̂− X̂in (9.8)

Les relations de commutation des différents types d’opérateurs s’expriment :

[
X̂i(t), X̂j(t)

]
=

i
2

Ωi,j
[(

X̂in(t)
)

i
,
(
X̂in(t′)

)
j

]
=

i
2

Ωi,jδ(t− t′)
[(

X̂out(t)
)

i
,
(
X̂out(t′)

)
j

]
=

i
2

Ωi,jδ(t− t′)

9.6.3 Fonctions de Green

En régime stationnaire, l’équation de Langevin se résout à l’aide de fonctions de
Green, dont on résume les propriétés dans le tableau suivant :

Dans la cavité Faisceau émergeant

Définition X̂(t) =
´

S(τ)X̂in(t− τ)dτ X̂out(t) =
´

Sout(τ)X̂in(t− τ)dτ

Causalité ∀τ < 0, S(τ) = 0 ∀τ < 0, Sout(τ) = 0

Préserve S(τ) ∈ M2N,2N (R) Sout(τ) ∈ M2N,2N (R)

hermiticité S̃(−ω) = S̃(ω)∗ S̃out(−ω) = S̃out(ω)∗

Préserve
´

S(τ)ΩST(τ)dτ = Ω
´

Sout(τ)ΩST
out (τ − t)dτ = Ωδ(t)

commut. 1
2π

´
S̃(ω)ΩS̃†(ω)dω = Ω S̃out(ω)ΩS̃†

out(ω) = Ω

Solution S(τ) =
√

2κθ(τ)e(Lxp−κ)τ Sout(τ) = 2κθ(τ)e(Lxp−κ)τ − δ(τ)

Langevin S̃(ω) =
√

2κ
iω+κ−Lxp

S̃out(ω) = − iω−κ−Lxp
iω+κ−Lxp

Par ailleurs, on a aussi vérifié que les solutions de l’équation de Langevin vérifient
bien les conditions de préservations. Le calcul étant plus simple en temps pour S et en
fréquence pour Sout.
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9.6.4 Matrices de covariance

Nous avons défini les matrices de covariance pour les champs d’entrée et sortie de la
cavité par :

(
σ•(t, t′)

)
i,j =

1
2

[〈(
X̂•(t)

)
i

(
X̂•(t′)

)
j

〉
+

〈(
X̂•(t′)

)
j

(
X̂•(t)

)
i

〉]
(9.22)

où •remplace « in » ou « out ». De plus, avec l’hypothèse de stationnarité, on peut écrire
σ•(t, t′) = σ•(t− t′).

Leurs propriétés élémentaires se résument par :

En temps En fréquence

X̂• observables σ•(t) ∈ MN,N (R) σ̃•(−ω) = σ̃•(ω)∗

Pseuso parité σ•(t) = σT
• (−t) σ̃•(−ω) = σ̃T

• (ω)

Combinaison des deux σ̃•(ω) = σ̃•(ω)†

Quand il y a du vide comme entrée et une fonction de Green pour lier l’entrée à la
sortie, avec σ0 = 1

41 on a les expressions :

En temps En fréquence

Entrée σin(t) = δ(t)σ0 = 1
4 δ(t)1 σ̃in(ω) = σ0 = 1

41

Sortie σout(t) =
ˆ

Sout(τ)σ0ST
out(τ − t)dτ

=
1
4

ˆ
Sout(τ)ST

out(τ − t)dτ

σ̃out(ω) = S̃out(ω)σ0S̃†
out(ω)

=
1
4

S̃out(ω)S̃†
out(ω)

σ̃ étant sesquisymplectique hermitienne, elle se décompose sous la forme :

σ̃out(ω) =
1
4

Ũ(ω)D̃(ω)Ũ†(ω) (9.37a)

Ũ†(ω)σ̃out(ω)Ũ(ω) =
1
4

D̃(ω) (9.37b)

avec Ũ(ω) unitaire sesquisymplectique et D̃(ω) diagonale réelle positive et (sesqui)sym-
plectique, ces deux matrices dépendant de ω.

La version temporelle de cette décomposition est :

σout(t) =
1
4

ˆ
U(t1)D(t− t1 + t3)UT(t3)dt1 dt3 (9.39)

ˆ
UT(t1)σout(t− t1 + t3)U(t3)dt1 dt3 =

1
4

D(t) (9.39d)

Les propriétés de U(t) sont :
ˆ

U(τ)ΩUT (τ − t)dτ = Ωδ(t) (9.40)
ˆ

U(t1)UT(t1 + t)dt1 = 1δ(t) =
ˆ

UT(t1)U(t1 + t)dt1 (9.41)
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L’équivalent adapté aux opérateurs d’échelle de U(t) est U′(t) s’exprimant :

U′(t) =


 U′1,1(t) 0

0 U′∗1,1(t)


 avec





´
U′1,1(t1)U′

T
1,1(t1 + t)dt1 = 1δ(t)´

U′T1,1(t1)U′1,1(t1 + t)dt1 = 1δ(t)
(9.45)

Sous cette forme, son interprétation d’interféromètre linéaire passif à mémoire est claire.
Pour une quadrature définie par un vecteur-colonne z via ẑ(t) = ∑

i
zi

(
X̂out(t)

)
i
, sa

fonction d’auto-corrélation est donnée par :

〈ẑ(t)ẑ(t + τ)〉 = zTσout(τ)z (9.47)

Pour des quadratures d’analyse obtenues après passage dans un interféromètre
à mémoire décrit par une fonction de Green San(τ), la matrice de covariance des
quadratures d’analyse est donnée par :

σan(t) =
ˆ

San(τ)σout(t− τ + τ′)ST
an(τ

′)dτ dτ′ (9.50)

Et un bon choix de San(τ) peut permettre d’obtenir σan(t) diagonale

9.6.5 Hypothèses effectuées

Résumons enfin les hypothèses qui ont été effectuées. Ne pas les faire permettrait
d’approfondir l’étude présentée dans ce chapitre.

X̂out,s → X̂out Nous avons étudié pour sortie X̂out et non X̂out,s. Les raisons pour faire
cela ont été présentées en sous-section 9.1.4. Notez également que pour une cavité
sans pertes internes et à une seule sortie, X̂out,s = X̂out. Si l’on ne souhaite pas faire
cette approximation, la fonction de Green pour le champ intracavité S(τ) reste
inchangée, mais pour la sortie il faut séparer les fonctions de Green selon l’indice
s indexant le type de dissipation.

K = κ1 Dans le cas général LxpK 6= KLxp. Il faut alors être plus prudent dans
tous les calculs effectués. Ceci dit, la méthode présentée est utilisable et permet
d’exprimer les opérateurs des champs de sortie à partir de ceux d’entrée. Il faudra
par contre vérifier que les fonctions de Green ont bien les propriétés attendues
pour s’assurer qu’on peut effectuer la même décomposition de la matrice de
covariance.

Lxp et K indépendantes du temps Cette hypothèse a été utilisée durant tout le
chapitre. Remarquez que si la dépendance en temps est harmonique, un change-
ment de variable peut permettre de se ramener au cas étudié. Dans le cas général,
cela complique le problème. Il faudrait renoncer à l’hypothèse de stationnarité et à
l’utilisation des transformées de Fourier. Une expression explicite de la fonction
de Green existe mais n’est pas évidente à manipuler [130] ; elle est souvent mise
sous la forme d’une exponentielle précédée d’un opérateur d’ordonnancement
temporel.
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Dans ce chapitre, nous donnons deux exemples d’utilisation de la méthode présentée
au chapitre précédent. Nous traiterons d’abord un cas connu qui a déjà été étudié en
posant toutes les équations sans formalisme matriciel : celui d’un seul mode [13, 39].
Ensuite nous présenterons une configuration à quatre modes étudiée dans le cadre
d’une collaboration avec un groupe expérimental.

Afin de se concentrer sur la méthode de résolution de l’équation de Langevin, peu de
détail sont donnés sur l’obtention des hamiltoniens ; le chapitre suivant sera plus précis
pour cet aspect.

10.1 un mode

Commençons par nous intéresser au cas monomode. Soit un milieu ayant une non-
linéarité de type χ(2) placé dans une cavité. Nous considérons un cas dégénéré : seules
deux des modes de la cavité sont pris en compte, un pour la pompe et un pour le champ
étudié. Nous faisons dès à présent l’approximation dite « paramétrique » d’avoir une
pompe classique harmonique d’intensité constante (sans perte) ; elle ne sera pas étudiée.
Ainsi le système va être décrit par deux opérateurs bosoniques : â et â†, ou de manière
équivalente deux quadratures x̂ et p̂. Pour obtenir la forme du hamiltonien (6.1), nous
utilisons la représentation d’interaction par rapport à l’oscillation à la fréquence moitié
de celle de la pompe. Le hamiltonien de compression avec désaccord de fréquence s’écrit
alors [39] :

Ĥ = h̄∆â† â + ih̄
g
2

[(
â†
)2
− â2

]
(10.1)

où ∆ est la différence entre la fréquence du mode de la cavité et la moitié de celle
de la pompe, et g décrit la non-linéarité ; il dépend de l’amplitude de la pompe, des
caractéristiques du matériau et de facteurs géométriques.

En utilisant l’équation (7.16), on obtient la matrice de couplage des quadratures :

Lxp =

(
g ∆

−∆ −g

)
(10.2)

On peut alors s’intéresser à la transformée de Fourier de la matrice de covariance,
donnée par l’équation (9.35), où la fonction de Green est elle-même la solution de
l’équation de Langevin, donnée par l’équation (9.59).

Remarquez qu’on peut repérer une quadrature normée ẑ quelconque par un unique
angle θ tel que ẑ = cos θx̂ + sin θ p̂.

L’objectif du chapitre étant d’illustrer les méthodes génériques, nous ne donnons pas
les expressions analytiques des matrices impliquées dans un souci de simplicité, même
si cela serait tout à fait possible. Pour les tracés nous adimensionnons les fréquences
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par le taux de dissipation κ. Les graphiques seront donnés dans le cas particulier où
g/κ = 1 et ∆/κ = 1.

0 1 2 3 4 5 6

ω/κ

−π2

−π4
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π
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θ

Comprimé

Anti-comprimé 0,1
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10

Figure 10.1 – Densité spectrale de bruit en fonction de la pulsation ω et de l’angle θ de la
quadrature. Les deux courbes représentent chacune l’angle d’un vecteur propre
de σ̃. Le bruit du vide est normalisé à 1 et l’échelle de couleurs est logarithmique.

Pour chaque quadrature fixe, paramétrée par θ, le spectre de bruit s’exprime grâce
à l’équation (9.48). On représente sur la figure 10.1 le spectre de bruit en fonction de
la quadrature considérée et de la fréquence. L’expression du spectre de bruit de ẑ à
partir de la décomposition de σ̃ (équation (9.49)) montre que pour chaque ω la densité
de bruit varie entre les deux valeurs propres de σ̃(ω) ; elles sont chacune atteinte par
la quadrature correspondant au vecteur propre associé. Cela est mis en évidence par
les deux courbes montrant l’angle des vecteurs propres en fonction de la fréquence. On
observe bien qu’elles suivent la vallée et la ligne de crêtes.

Afin d’illustrer le spectre de bruit des quadratures fixes, traçons un ensemble de
coupes horizontales de la figure précédente dans la figure 10.2, ainsi que les deux valeurs
propres de σ̃ en fonction de ω. Cette figure illustre bien le fait que la compression
optimale est atteinte à chaque fréquence par une quadrature différente.

10.2 quatre modes

Voyons maintenant une configuration impliquant quatre modes. Celle-ci a été étudiée
dans le cadre d’une collaboration avec le groupe de photonique non linéaire de l’Institut
National de la Recherche Scientifique québécois, dirigé par Roberto Morandotti 1, et

1. https://www.nonlinearphotonics.com/, INRS Énergie, Matériaux et Télécommunications, 1 650

Blvd Lionel Boulet, J3X 1S2, Varennes, Québec, Canada.

https://www.nonlinearphotonics.com/
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Figure 10.2 – Spectre de bruit pour 15 quadratures fixes réparties entre −π
2 et π

2 . Les valeurs
propres de σ̃(ω) sont également tracées. Le bruit du vide est ici normalisé à 1.

avec Alessandro Zavatta 2. L’objectif principal du travail présenté est de guider les
expérimentateurs pour leur permettre de développer des sources de lumière comprimée,
ainsi que de caractériser les états générés en utilisant le moins de détections homodynes
possibles.

10.2.1 Configuration

Un micro-résonateur en anneau est fabriqué à partir d’un guide d’onde réalisé
dans un verre nommé « Hydex » présentant une non-linéarité de type χ(3) et dont la
composition est maintenue secrète [92]. Le dispositif a déjà été utilisé avec succès pour
générer de l’intrication en régime de paires de photons [65, 107] ; nous allons étudier la
génération de lumière comprimée multimode. Plus précisément l’objectif est de guider
le travail expérimental en décrivant comment mesurer une réduction des fluctuations
comparativement au vide.

Deux polarisations orthogonales notées ↔ et l sont guidées dans l’anneau. L’in-
dice optique effectif des deux polarisations est légèrement différent de sorte que les
résonances sont décalées, mais faiblement comparativement à l’intervalle spectral libre
moyen des deux polarisations. Pour chaque polarisation nous utilisons trois résonances

2. http://research.ino.it/Groups/extreme_light/, LENS et Département de Physique, Universitá
di Firenze, 50019 Sesto Fiorentino, Firenze, Italia ; Istituto Nazionale di Ottica (INO-CNR) Largo Enrico
Fermi 6, 50125 Firenze, Italia.

http://research.ino.it/Groups/extreme_light/
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successives, indexées par l ∈ {−1, 0, 1} ; les deux extrêmes (l = ±1) sont les modes dont
nous cherchons à déterminer les propriétés de fluctuation tandis que dans chacune des
polarisations de l = 0, une pompe est injectée. Le tenseur de non-linéarité χ(3) permet
le couplage entre ondes ayant la même polarisation et également entre polarisations
orthogonales. Le mélange à quatre ondes dans lequel toutes les ondes ont la même
polarisation est dénommé type 0 tandis que celui pour lequel deux ondes ont une
polarisation et les deux autres la polarisation orthogonale est appelé type II [107]. Les
paramètres du résonateur sont choisis de manière à ce que tous les accords de phases
soient simultanément réalisés. La configuration est résumée par la figure 10.3.

Type-0 (   )

Type-0 (  )

Type-II

Figure 10.3 – Configuration des pompes et accords de phase.

Par ailleurs, l’anneau est couplé à deux guides d’ondes. Nous verrons que cela a de
l’importance pour la collection de la lumière générée.

10.2.2 Hamiltonien

10.2.2.1 Établissement du hamiltonien

Nous travaillons en représentation d’interaction. De nouveau nous passons les dé-
tails de l’établissement du hamiltonien ; le lecteur désirant plus de détails est invité à
consulter l’article [18]. Précisons que nous considérons les pompes comme classiques
(approximation semi-classique) et n’étudions pas leur évolution. Tout désaccord de
fréquence entre les pompes et les modes de la cavité est également négligé. Ajoutons
qu’on suppose les accords de phase exacts. Ainsi, en représentation d’interaction les
coefficients du hamiltonien ont soit une rotation rapide, et sont éliminés par l’approxi-
mation de l’onde tournante, soit sont supposés exactement constants. Enfin l’étude va
être réalisée en dessous du seuil de la cavité.

Le hamiltonien d’interaction lié au mélange à quatre ondes est proportionnel à la
puissance 4 du champ électrique 3. Dans la configuration choisie pour laquelle les
fréquences des pompes et des modes étudiées sont proches, seuls les termes pour
lesquels deux opérateurs de création et deux d’annihilation sont impliqués ne sont pas
en rotation rapide. Ainsi on peut de manière générique écrire le hamiltonien d’interaction
sous la forme :

ĤFWM = −1
2

h̄ ∑
i,j,m,n

gi,j,m,n â†
i â†

j âm ân (10.3)

3. Plus de détails sur cet aspect seront donnés au chapitre 11.
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où les indices i, j, m et n désignent les modes et peuvent s’écrire (l, P) avec l ∈ {−1, 0, 1}
et P ∈ {↔, l}. Les coefficients de couplage non linéaire gi,j,m,n prennent comme valeurs
0 quand l’interaction n’est pas permise par la configuration, g↔ et gl pour les deux
interactions de type 0, gII pour les interactions de type II 4. Ces coefficients s’expriment
à partir de composantes du tenseur de polarisabilité non linéaire χ(3) et de facteurs
géométriques.

Afin d’être plus explicite, nous allons séparer cette somme en plusieurs termes,
chacun décrivant un type d’interaction correspondant à une catégorie de l’optique non-
linéaire [18]. Nous en profitons également pour mettre en œuvre les approximations
effectuées. Conformément à l’approximation semi-classique, on remplace les opérateurs
â0,P par les amplitudes classiques AP (P ∈ {↔, l}). L’amplitude des modes l = ±1
est considérée négligeable par rapport à celle des pompes, ce qui est le cas tant qu’on
travaille en dessous du seuil de la cavité. On néglige donc les termes n’impliquant pas
au moins deux pompes. Par ailleurs, tous les termes en rotation rapide sont également
négligés.

Une première catégorie d’interaction est la modulation de phase croisée, appelée en
anglais Cross Phase Modulation (CPM). Seuls les termes impliquant une pompe et un
mode sont intéressants et non négligeables. On subdivise ces termes en trois catégories,
une par composante du tenseur χ(3) :

ĤCPM,↔ = −2h̄g↔|A↔|2 ∑
l=±1

â†
l,↔ âl,↔ (10.4a)

ĤCPM,l = −2h̄gl
∣∣Al

∣∣2 ∑
l=±1

â†
l,l âl,l (10.4b)

ĤCPM,II = −2h̄gII ∑
P∈{↔,l}

|AP⊥ |2 ∑
l=±1

â†
l,P âl,P (10.4c)

Notez que le pré-facteur vient du fait que chacun de ces termes apparaît quatre fois
dans l’équation (10.3).

Ensuite nous regroupons les termes décrivant des créations de paires de photons,
qu’on désignera par l’expression anglaise « Four-wave Mixing (FWM) ». Nous séparons
de nouveau les trois types d’interaction.

ĤFWM,↔ = −h̄g↔
[
(A∗↔)2 â−1,↔ â1,↔ + (A↔)2 â†

−1,↔ â†
1,↔
]

(10.4d)

ĤFWM,l = −h̄gl

[(
A∗l
)2

â−1,l â1,l +
(
Al
)2 â†
−1,l â

†
1,l

]
(10.4e)

ĤFWM,II = −2h̄gII ∑
P∈{↔,l}

[(
A∗PA∗P⊥

)
â−1,P â1,P⊥ + (APAP⊥)â†

−1,P â†
1,P⊥

]
(10.4f)

Enfin, nous avons un terme dit de « conjugaison de phase » mélangeant les deux
polarisations et dénommé pour les indices « Phase Conjugaison (PC) » :

ĤPC,II = −2h̄gII ∑
P∈{↔,l}

A∗P⊥AP ∑
l=±1

â†
l,P âl,P⊥ (10.4g)

4. Le tenseur χ(3) étant supposé indépendants de la fréquence pour tous les modes considérés, ses
symétries intrinsèques nous assurent que les coefficients des non-linéarités de type II sont tous égaux.
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Le nombre de termes différents est assez conséquent. Afin d’être certain de ne pas
en avoir oublié, nous avons utilisé un programme écrit en Python énumérant les 1 296

termes de l’équation (10.3) et en extrayant les 72 présentés dans les équations (10.4),
permettant également de vérifier les pré-facteurs.

Remarque. Nous avons ici supposé les accords de phase réalisés a priori. En fait les accords
de phases pour les termes ĤFWM,II et ĤPC,II sont équivalents. Ainsi il est impossible de
se débarrasser de ĤPC,II uniquement par une ingénierie des matériaux ou des guides
d’ondes. ♦

10.2.2.2 Ré-expression du hamiltonien

Mettons le hamiltonien sous la forme de l’équation (6.1). Plus précisément nous allons
expliciter les matrices F et G. Pour cela nous utilisons l’ordre suivant pour indexer les
modes par un unique entier : (−1,↔), (−1, l), (1,↔), (1, l). De nouveau le placement
des différents termes a été contrôlé par ordinateur par énumération. On obtient les
matrices F et G :

F =


 0 F1,2

F1,2 0


 G =


 G1,1 0

0 G1,1




avec F1,2 = −1
2

h̄


 g↔A2

↔ 2gIIA↔Al
2gIIA↔Al glA2

l




et G1,1 = −2h̄


|A↔|

2g↔ +
∣∣Al

∣∣2gII A∗lA↔gII

A∗↔AlgII
∣∣Al

∣∣2gl + |A↔|2gII




On remarque que les blocs diagonaux de F et antidiagonaux de G sont nécessairement
nuls pour respecter la conservation de l’énergie. Pour F ils correspondent à la création
(ou l’annihilation pour F†) de deux photons d’énergie proche, ce qui est impossible.
Pour G en revanche, les photons créés et détruits ne peuvent pas avoir une différence
d’énergie plus importante que celle entre les pompes.

Les éléments diagonaux de F1,2 correspondent aux créations par non-linéarité de
type 0 tandis que ceux antidiagonaux correspondent au type II.

Pour G1,1, la diagonale correspond aux modulations de phases croisées entre un
mode et les pompes (lui-même somme d’un terme pour le type 0 et un pour le type II).
L’antidiagonale correspond à la conjugaison de phase, destruction d’un photon de
pompe et d’un mode et création d’un photon dans l’autre pompe et d’un dans le mode
de même l, mais de polarisation orthogonale. Schématiquement on pourrait écrire :
âl,P +AP⊥ → â†

l,P +A∗P⊥ .

10.2.3 Diagonalisation par blocs dans un cas équilibré

En se plaçant dans le cas où les deux pompes ont la même amplitude réelle (pompes
en phase) et les deux processus de type 0 le même coefficient de non-linéarité, F et
G commutent. Comme F est réelle, la décomposition de Takagi coïncide avec une
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diagonalisation. On est donc dans un cas où l’on peut co-décomposer F et G et donc
utiliser la méthode exposée en sous-section 9.2.4.

On peut même être plus général et ne pas faire l’hypothèse que les amplitudes
soient réelles. Soit A un nombre réel ; on se place dans le cas où Al = eiϕ↔A, A↔ =

eiϕlA et g↔ = gl qu’on notera g0. La matrice unitaire U effectuant simultanément la
diagonalisation de G et la décomposition de Takagi de F peut être choisie telle que :

U =
1
2




eiϕ↔ ieiϕ↔ eiϕ↔ ieiϕ↔

eiϕl ieiϕl −eiϕl −ieiϕl

−eiϕ↔ ieiϕ↔ −eiϕ↔ ieiϕ↔

−eiϕl ieiϕl eiϕl −ieiϕl




On a alors :

F = U




1
2

h̄A2




g0 + 2gII 0 0 0

0 g0 + 2gII 0 0

0 0 g0 − 2gII 0

0 0 0 g0 − 2gII







UT

G = U



−2h̄A2




g0 + 2gII 0 0 0

0 g0 + 2gII 0 0

0 0 g0 0

0 0 0 g0







U†

On remarque immédiatement que U est indépendante des paramètres de non-linéarité
et de l’intensité des pompes ; les symétries de la configuration choisie suffisent à
déterminer U. Remarquons aussi que F et G sont dégénérées.

Remarque. La condition d’équilibre présentée n’est pas forcément la plus générale pour
effectuer la décomposition simultanée de F et G, mais n’en est pas loin. En effet, une
condition nécessaire pour que les deux décompositions soient réalisables simultanément
est que |A↔|2g↔ =

∣∣Al
∣∣2gl ou |A↔|2 (g↔ − 2gII) =

∣∣Al
∣∣2 (gl − 2gII

)
. ♦

Voyons maintenant la comparaison entre ces résultats et la méthode générique.

10.2.4 Méthode générique

La sous-section 9.2.1 nous donne à partir de U la forme de la matrice de passage
pour la diagonalisation par blocs de Lxp. Ses colonnes définissent des quadratures qui
subissent indépendamment une compression avec désaccord de fréquence. La densité
spectrale de puissance de ces quadratures fixes est comparée aux valeurs singulières de
la matrice de covariance σ̃ dans la sous-figure 10.4a. On constate que ces quadratures
permettent d’atteindre ponctuellement les optima.

En revanche, lorsqu’on modifie l’équilibre d’intensité des deux pompes, les quadra-
tures fixes présentées à la sous-section précédente n’atteignent plus les optima, comme
illustré par la sous-figure 10.4b.
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Figure 10.4 – Spectre de compression dans un cas équilibré entre les deux polarisations pour (a)
et dans un cas déséquilibré pour (b). Les valeurs propres de σ̃(ω) sont représentées
en noir ; les densités spectrales de bruit des quadratures présentées en sous-
section 10.2.3 sont en couleurs. L’échelle de compression est logarithmique.

En conclusion, en équilibrant les deux pompes l’expérimentateur pourra régler ses
interféromètres d’analyse afin d’observer les quadratures fixes présentées à la section
précédente et il observera la compression optimale. Ce réglage n’est pas sensible aux
paramètres de la cavité, mais il faut s’assurer que la symétrie entre les deux polarisations
est rigoureusement respectée, et que leur phase relative est bien celle correspondant à
l’interféromètre d’analyse.
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10.2.5 Récupération des deux sorties

Comme évoqué dans la présentation du système, le micro-résonateur en anneau
envisagé pour les expériences est conçu couplé avec deux guides d’ondes différents,
comme illustré par la figure 10.5.

Figure 10.5 – Configuration de l’anneau couplé à deux guides d’onde.

Si cela constitue un avantage technique, cela induit également un problème majeur : la
lumière comprimée sortira dans les deux guides d’ondes. Nous allons voir une manière
de le régler mettant en pratique ce qui a été vu dans la sous-section 9.1.4. Pour la
suite nous supposons par simplicité qu’il n’y a pas de pertes internes. Nous faisons
aussi l’hypothèse que pour chaque guide le coefficient de couplage avec la cavité est
indépendant du mode. Indexons par 1 et 2 les deux guides d’ondes. L’équation (9.6)
donnant les champs en sortie de la cavité à partir des champs internes et incidents se
traduit ici par :

X̂out,1 =
√

2κ1X̂− X̂in,1

X̂out,2 =
√

2κ2X̂− X̂in,2

Nous souhaitons effectuer physiquement la recombinaison présentée en équation (9.7)
et récupérer

X̂out =

√
κ1

κ
X̂out,1 +

√
κ2

κ
X̂out,2

avec κ = κ1 + κ2. Pour cela nous allons combiner la lumière des deux guides sur une
lame séparatrice. Après analyse, on obtient que le bon choix de séparatrice est celui
dont la matrice de transformation d’opérateurs bosoniques est donnée par :

U =
1√
κ

( √
κ1

√
κ2

−√κ2
√

κ1

)

Notons X̂an,1 et X̂an,2 les opérateurs de quadrature après la séparatrice. Comme les
coefficients sont tous réels, les opérateurs de quadrature se transforment de la même
manière que les opérateurs bosoniques. Ainsi :

X̂an,1 =

√
κ1

κ
X̂out,1 +

√
κ2

κ
X̂out,2

X̂an,2 = −
√

κ2

κ
X̂out,1 +

√
κ1

κ
X̂out,2
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On a donc X̂an,1 = X̂out ; il est possible de récupérer les opérateurs décrits théorique-

ment. Par ailleurs, X̂an,2 =
√

κ2
κ X̂in,1 −

√
κ1
κ X̂in,2 ; la deuxième sortie de la séparatrice

d’analyse est peuplée uniquement de vide. De plus on peut vérifier que les opérateurs

de cette sortie commutent avec ceux de X̂in =
√

κ1
κ X̂in,1 +

√
κ2
κ X̂in,2.

Pour conclure, nous venons de voir qu’il est possible de régler le problème lié au fait
d’avoir deux sorties différents en les faisant interférer sur une lame séparatrice bien
choisie. On récupère alors d’un côté toute la lumière comprimée et de l’autre du vide.



11O S C I L L AT E U R P O M P É D E M A N I È R E
S Y N C H R O N E

Pour générer un état gaussien de grande dimension, une méthode consiste à utiliser
une cavité contenant un milieu non-linéaire et à s’intéresser à ses différents modes
propres, chacun ayant sa fréquence de résonance (on suppose qu’un seul mode spatial
transverse est utilisé). Par ailleurs, pour que l’état généré ne soit pas factorisable sur des
espaces de basse dimension, on pompe le milieu non-linéaire à un grand nombre de
fréquences différentes, par exemple à l’aide de lasers pulsés. Il faut pour cela que les
pompes soient également résonnantes dans la cavité, ce qui est possible en utilisant un
peigne de fréquences dont l’écartement des dents (donné par le taux de répétition des
impulsions) correspond précisément à l’intervalle spectral libre de la cavité. On parle
alors d’oscillateur paramétrique optique pompé en mode synchrone ; le terme utilisé en
anglais est : Synchronously Pumped Optical Parametric Oscillator (SPOPO). Nous nous
intéressons en particulier à la dynamique de système sous le seuil.

Pour une non-linéarité de type χ(2) ce dispositif a déjà été beaucoup étudié théo-
riquement [19, 101] et expérimentalement [31, 33, 58, 85, 112]. Avec l’émergence des
micro-résonateurs en anneau réalisés sur des puces de silicium, il devient envisageable
de miniaturiser ces systèmes et de bénéficier des avantages de l’optique intégrée [18, 82,
107, 122, 137]. En particulier, les micro-résonateurs se montrent particulièrement stables
et nécessitent peu de procédures d’alignement complexes. Il faut par contre remarquer
une différence notable : la non-linéarité de ces systèmes est de type χ(3) et ainsi les
modèles théoriques existants ne sont pas adaptés à leur description. Ce chapitre a pour
ambition de proposer une configuration de SPOPO dont la non-linéarité est de type χ(3),
d’établir le hamiltonien d’interaction et d’étudier les solutions de l’équation de Langevin
associée.

11.1 stratégie pour le mélange à quatre ondes

Avec une non-linéarité de type χ(2), la génération de lumière comprimée autour d’une
pulsation ω s’effectue typiquement avec une pompe de pulsation 2ω. Par conséquent il
y a une séparation importante entre les fréquences de pompes et des modes étudiés.

Une différence notable des systèmes exploitant une non-linéarité de type χ(3) est
que les pompes et modes étudiés ont typiquement des fréquences proches. Il faut
donc introduire un moyen de séparer pompes et modes étudiés. Pour cela nous avons
plusieurs options ; on peut utiliser la polarisation, les modes spatiaux transverses ou
bien la fréquence (i. e. les modes longitudinaux du résonateur).

Nous proposons ici une configuration pour laquelle les pompes et modes étudiés
se distinguent par leurs fréquences. Plus précisément la solution retenue consiste à
alterner à chaque intervalle spectral libre entre une pompe et un mode étudié. Elle est
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194 oscillateur pompé de manière synchrone

illustrée par la figure 11.1 où les pompes sont en noir et les modes étudiés en rouge ; la
signification des notations qui apparaissent sur la figure sera précisée dans les sections
suivantes. Par ailleurs, nous effectuons le choix d’utiliser une seule polarisation rectiligne
commune pour tous les modes étudiés et les pompes.

ω

A−2 â−2 A−1 â−1 A0 â0 A1 â1 A2 â2

Figure 11.1 – Configuration des modes étudiés (en rouge) et pompes (en noir), ainsi que la
numérotation associée.

Pour réaliser expérimentalement une telle configuration, il faut être capable de générer
le peigne de fréquences pour la pompe ainsi que de le séparer des modes étudiés après
le passage dans la cavité. Pour cela on pourra par exemple utiliser deux anneaux
du même type que celui de la cavité effectuant la compression, mais ayant un rayon
moitié (intervalle spectral double) et les utiliser au-dessus du seuil pour la génération et
passivement pour le filtrage.

11.2 énergie électromagnétique classique

Afin d’établir le hamiltonien d’interaction décrivant les effets non linéaires, nous allons
commencer par donner l’expression classique de l’énergie électromagnétique. Une intro-
duction complète à l’optique non-linéaire serait trop longue pour être présentée ici mais
le lecteur est encouragé à consulter la thèse [46] qui donne une introduction rigoureuse
au sujet. Par ailleurs le cours [48] détaille l’utilisation des différentes approximations
nécessaires à l’obtention des équations de propagation dans les cas pratiques.

Soit un milieu polarisable électriquement mais non magnétique. On pose ~P le vecteur
de polarisation du milieu. On rappelle qu’en l’absence de charges et courants libres
la densité de charges est donnée par ρ = −div ~P et celle de courant par~ = ∂~P

∂t . Les
équations de Maxwell s’écrivent alors :

div ~D = 0
−→
rot~E = −∂~B

∂t

div~B = 0
−→
rot~B = µ0

∂~D
∂t

en ayant défini ~D = ε0~E + ~P.
On pose ~Π =

~E∧~B
µ0

le vecteur de Poynting. En utilisant que div~E ∧ ~B =
−→
rot~E.~B −

~E.
−→
rot B et les équations de Maxwell, on obtient l’équation de conservation locale de

l’énergie :
1
µ0

∂~B
∂t

.~B +
∂~D
∂t

.~E + div ~Π = 0 (11.1)
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Ainsi les deux termes de gauche sont la dérivée temporelle de la densité d’énergie. Nous
allons l’exprimer en ajoutant des hypothèses permettant d’expliciter une relation de
structure (qui lie ~P à ~E).

Premièrement, nous considérons que la polarisation non linéaire du milieu est donnée
exclusivement par le terme d’ordre 3. Cela revient à considérer que χ(2) = 0 et qu’on
néglige les ordres supérieurs à 3. Comme nous l’avons vu, nous effectuons l’hypothèse
qu’une seule polarisation est utilisée pour tous les modes. Ainsi seule une composante
ce chacun des tenseurs χ(1) et χ(3) sera utilisée et on peut donc les considérer comme des
scalaires. De plus nous effectuons l’hypothèse qu’ils sont indépendants de la fréquence,
au moins sur la plage étudiée ; cela peut se reformuler en disant que le milieu est
considéré comme ayant une réponse instantanée. Enfin nous supposons que la non-
linéarité du matériau est homogène spatialement, c’est-à-dire que χ(3) est indépendant
de la position. Cette hypothèse n’est pas utile immédiatement mais le sera dans la suite.
Ainsi en notant E et P le champ électrique et la polarisation du milieu scalaires 1, la
relation de structure s’écrit :

P(~r, t) = ε0χ(1)(~r)~E(~r, t) + ε0χ(3)E3(~r, t)

La densité d’énergie électromagnétique h apparaissant dans l’équation (11.1) vérifie
alors :

∂h
∂t

=
1
µ0

∂B
∂t

B + ε0
∂E
∂t

E + ε0χ(1) ∂E
∂t

E + ε0χ(3) ∂E3

∂t
E

=
1
µ0

∂B
∂t

B + ε0

(
1 + χ(1)

) ∂E
∂t

E + 3ε0χ(3) ∂E
∂t

E3

qui s’intègre en :

h =
1

2µ0
B2 +

1
2

ε0

(
1 + χ(1)

)
E2 +

3
4

ε0χ(3)E4

Les deux premiers termes sont ceux de la composante linéaire de la densité d’énergie
tandis que le dernier provient du terme non linéaire. L’énergie totale est donnée par
l’intégrale sur tout l’espace de h.

11.3 hamiltonien d’interaction

11.3.0.1 Quantification

En considérant le terme non-linéaire comme perturbatif, nous ne le prenons pas en
compte pour la définition des opérateurs lors de la quantification. Nous remplacerons
simplement dans son expression le champ électrique classique par l’opérateur de champ
électrique. Ainsi le hamiltonien d’interaction qui s’exprime :

Ĥint =
3
4

ε0χ(3)
ˆ

Ê4(~r)d3~r (11.2)

La quantification est effectuée un peu différemment de ce qui est présenté au chapitre 1

car l’indice optique peut ici dépendre de la position [45]. Une décomposition en modes

1. Projection sur la direction commune des vecteurs.
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discrets indexés par l est également effectuée et l’expression du champ électrique est
identique à (1.8b). Nous travaillons maintenant en représentation d’interaction 2 :

Ê(~r) = i ∑
l
El

(
âl fl(~r)e−iωl t − â†

l f ∗l (~r)e
iωl t
)

avec El =

√
h̄ωl

2ε0V
(11.3)

et les fonctions fl (scalaires ici) vérifient une équation de Helmholtz impliquant l’indice
optique et sont normalisées de manière à ce qu’avec V le volume de quantification :

1
V

ˆ (
1 + χ(1)(~r)

)
f ∗l fl′ d3~r = δl,l′

Du fait du choix de la représentation d’interaction, la partie linéaire du hamiltonien
n’a plus besoin d’être prise en compte et Ĥint suffit à décrire l’ensemble de la partie
hamiltonienne de l’évolution.

11.3.0.2 Numérotation des modes

Souvenons-nous que nous travaillons dans un micro-résonateur en anneau. Nous
numérotons les différents modes par leur nombre azimutal, comme indiqué sur la
figure 11.1, et supposons qu’ils partagent le même mode transverse. Par ailleurs nous
rappelons que nous avons effectué l’hypothèse qu’il n’y a pas de dispersion, c’est-à-dire
que l’indice optique (

√
1 + χ(1)) ne dépend pas de la fréquence. En notant ω0 une

pulsation dite centrale et ∆ω l’intervalle spectral libre de la cavité, les pulsations des
différents modes indexés par l sont données par ωp,l pour les pompes et ωs,l pour les
modes de signal (modes étudiés) et on les exprime :





ωp,l = ω0 + 2l∆ω l ∈ Z
ωs,l = ω0 + (2l + 1)∆ω

(11.4)

11.3.0.3 Approximation semi-classique

Dans l’expression (11.3) nous séparons les modes de pompe des modes étudiées. Les
pompes sont considérées suffisamment intenses pour être décrites classiquement. De
plus nous supposons leur absence de déplétion et leur stationnarité, de sorte que pour
la pompe indexée par l nous remplaçons l’opérateur de destruction par la grandeur
classique Al et celui de création par A∗l ; nous utiliserons l’hypothèse |Al | � 1. Nous ne
cherchons pas à décrire la dynamique de ces grandeurs qui sont considérées constantes.
Pour les opérateurs des modes étudiés nous gardons la notation âl et â†

l sans préciser
l’indice s. Les symboles introduits sont résumés dans la figure 11.1.

Ainsi avec les nouvelles notations et approximations on peut réécrire le champ
électrique en séparant le champ de pompe de celui de signal :

Ê(~r) = Ep(~r) + Ês(~r)

2. L’état quantique portera donc l’évolution lente, mais nous utiliserons de nouveau la représentation
de Heisenberg plutôt que de l’expliciter.
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avec

Ep(~r) = i ∑
l
Ep,l

(
Al fp,l(~r)e−iωp,l t −A∗l f ∗p,l(~r)e

iωp,l t
)

Ês(~r) = i ∑
l
Es,l

(
âl fs,l(~r)e−iωs,l t − â†

l f ∗s,l(~r)e
iωs,l t

)

11.3.0.4 Développement

Afin d’en expliciter l’expression, nous allons développer le hamiltonien d’interaction,
tout en appliquant des simplifications. En particulier nous effectuons l’approximation de
l’onde tournante, qui consiste à négliger les termes du hamiltonien en rotation rapide.

Le champ de pompe étant classique, il commute avec le champ de signal. On peut
ainsi effectuer le développement binomial :

E4 =
(
Ep + Ês

)4
= E4

p + 4EpÊ3
s + 6E2

pÊ2
s + 4EpÊ3

s + Ê4
s

Parmi tous ces termes, remarquons que
— Ê4

p est indépendant de l’état quantique, c’est une constante que nous n’avons pas
besoin de prendre en compte.

— Ê4
s est négligeable car il n’implique aucune pompe et |〈âl〉| � |Al′ | car nous

travaillons sous le seuil de la cavité.
Les termes 4EpÊ3

s et 4EpÊ3
s peuvent également être négligés car ils sont en rotation

rapide. Pour l’expliquer, considérons le premier. En développant la somme sur les
modes, on obtient pour chaque terme (impliquant des indices notés m, n, l et q) une
rotation à la pulsation ±ωp,m ±ωs,n ±ωs,l ±ωs,q, où les ± sont là car on peut choisir à
chaque fois la rotation dans un sens ou l’autre. En injectant la définition des différentes
pulsations (équation (11.4)), on obtient que :

±ωp,m ±ωs,n ±ωs,l ±ωs,q

= ω0 (±1± 1± 1± 1)︸ ︷︷ ︸
∈{−4,−2,0,2,4}

+∆ω

impair 6=0︷ ︸︸ ︷
2 [±m± n± l ± q] + [±1± 1± 1]︸ ︷︷ ︸

∈{−3,−1,13}




Le facteur numérique de ∆ω est un nombre impair qui ne peut donc pas être nul. On
en conclut que tous les termes de 4EpÊ3

s sont en rotation rapide. Il en va de même pour
4E3

pÊs.

Remarque. Si le terme 4E3
pÊs n’avait pas pu être éliminé par l’approximation de l’onde

tournante, il dominerait la somme car il comporte une amplitude de pompe au cube
alors que le terme conservé est proportionnel à une amplitude de pompe au carré. C’est
le choix de la configuration qui permet de le rendre négligeable. ♦

Ainsi dans le cadre de ces approximations,

E4 ≈ 6E2
pÊ2

s
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Nous développons maintenant Ep et Ês suivant leurs modes :

E4 ≈ 6 ∑
m,n,l,q

Ep,mEp,nEs,lEp,q

[

(
Am fp,m(~r)e−iωp,mt −A∗m f ∗p,m(~r)e

iωp,mt
) (
An fp,n(~r)e−iωp,nt −A∗n f ∗p,n(~r)e

iωp,nt
)

(
âl fs,l(~r)e−iωs,l t − â†

l f ∗s,l(~r)e
iωs,l t

) (
âq fs,q(~r)e−iωs,qt − â†

q f ∗s,q(~r)e
iωs,qt

) ]

Parmi tous les termes obtenus en développant chaque produit, seule une partie ne va
pas être éliminée par l’approximation de l’onde tournante. En particulier, le facteur de
ω0 ne peut être nul que lorsque deux rotations sont dans un sens et les deux autres
dans le sens opposé. Autrement dit, les processus considérés doivent détruire deux
photons et en créer deux. Décrivons de manière symbolique (en désignant chaque terme
uniquement par l’opérateur ou l’amplitude) dans le tableau suivant la possibilité ou
non d’annuler le facteur de ω0 pour chacun des 16 termes du développement :

Am An âl âq 5

Am An âl â†
q 5

Am An â†
l âq 5

Am An â†
l â†

q X

Am A∗n âl âq 5

Am A∗n âl â†
q X

Am A∗n â†
l âq X

Am A∗n â†
l â†

q 5

A∗m An âl âq 5

A∗m An âl â†
q X

A∗m An â†
l âq X

A∗m An â†
l â†

q 5

A∗m A∗n âl âq X

A∗m A∗n âl â†
q 5

A∗m A∗n â†
l âq 5

A∗m A∗n â†
l â†

q 5

Ainsi, seuls six termes du développement sont à conserver. On peut donc écrire (avec
les approximations utilisées) :

E4 ≈ 6 ∑
m,n,l,q

Ep,mEp,nEs,lEp,q

[

ei(−ωp,m−ωp,n+ωs,l+ωs,q)t fp,m(~r) fp,n(~r) f ∗s,l(~r) f ∗s,q(~r)AmAn â†
l â†

q

+ ei(−ωp,m+ωp,n−ωs,l+ωs,q)t fp,m(~r) f ∗p,n(~r) fs,l(~r) f ∗s,q(~r)AmA∗n âl â†
q

+ ei(−ωp,m+ωp,n+ωs,l−ωs,q)t fp,m(~r) f ∗p,n(~r) f ∗s,l(~r) fs,q(~r)AmA∗n â†
l âq

+ ei(+ωp,m−ωp,n−ωs,l+ωs,q)t f ∗p,m(~r) fp,n(~r) fs,l(~r) f ∗s,q(~r)A∗mAn âl â†
q

+ ei(+ωp,m−ωp,n+ωs,l−ωs,q)t f ∗p,m(~r) fp,n(~r) f ∗s,l(~r) fs,q(~r)A∗mAn â†
l âq

+ ei (+ωp,m+ωp,n−ωs,l−ωs,q)t f ∗p,m(~r) f ∗p,n(~r) fs,l(~r) fs,q(~r)A∗mA∗n âl âq

]
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Chacun de ces termes ne contribue pas nécessairement car il reste à y imposer l’ab-
sence de rotation rapide. Pour cela constatons que les 1 intervenant dans les définitions
des pulsations de signal se simplifient :

±ωp,m ±ωp,n ±ωs,l ±ωs,q = 2 [±m± n± l ± q]∆ω

Ainsi on va remplacer dans l’expression de E4 les exponentielles par des symboles de
Kronecker (on utilise un seul indice et la comparaison est toujours effectuée par rapport
à 0) :

E4 ≈ 6 ∑
m,n,l,q

Ep,mEp,nEs,lEp,q

[
δ[−m−n+l+q] fp,m(~r) fp,n(~r) f ∗s,l(~r) f ∗s,q(~r)AmAn â†

l â†
q

+ δ[−m+n−l+q] fp,m(~r) f ∗p,n(~r) fs,l(~r) f ∗s,q(~r)AmA∗n âl â†
q

+ δ[−m+n+l−q] fp,m(~r) f ∗p,n(~r) f ∗s,l(~r) fs,q(~r)AmA∗n â†
l âq

+ δ[+m−n−l+q] f ∗p,m(~r) fp,n(~r) fs,l(~r) f ∗s,q(~r)A∗mAn âl â†
q

+ δ[+m−n+l−q] f ∗p,m(~r) fp,n(~r) f ∗s,l(~r) fs,q(~r)A∗mAn â†
l âq

+ δ[+m+n−l−q] f ∗p,m(~r) f ∗p,n(~r) fs,l(~r) fs,q(~r)A∗mA∗n âl âq

]

Bien évidement il serait possible de simplifier la somme sur q et les symboles de
Kronecker. Nous préférons ne pas le faire afin de garder une expression similaire pour
les différents termes ; il ne faudra pas oublier de l’effectuer au moment d’encoder
informatiquement le hamiltonien.

11.3.0.5 Intégration spatiale

Pour obtenir une formulation du hamiltonien d’interaction, il reste à effectuer l’in-
tégration spatiale de E4. Pour cela nous allons supposer une forme pour les fp,m(~r) et
fs,l(~r). Le micro-résonateur en anneau utilisé pour la génération de lumière comprimée

Figure 11.2 – Photographie d’un micro-résonateur en anneau sur silicium, tel qu’utilisé
pour [83].

est typiquement formé par un guide d’onde de faible largeur comparativement au rayon
de l’anneau (voir figure 11.2), comme on peut par exemple le constater sur l’image 11.2.
Une autre configuration consiste à utiliser les modes de galerie d’un disque. Dans les
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deux cas le mode se propage avec une faible extension transversalement à la direction
locale de propagation. On ajoute qu’on suppose le système invariant par rotation autour
du centre de l’anneau ou du disque. Ainsi il est raisonnable de choisir la forme :

fp,m = g(~r⊥)ei R
v ωp,mθ fs,l = g(~r⊥)ei R

v ωs,lθ

où θ et~r⊥ repèrent les positions longitudinales et transverses 3, R le rayon de l’anneau,
v la vitesse de phase effective du mode. v dépend de l’indice optique qu’on a supposé
indépendant de la fréquence ; elle est donc également indépendante du mode longitudi-
nal. Notez que nous n’avons pas précisé d’indices pour g car nous ajoutons l’hypothèse
que tous les modes transverses sont identiques, ce qui est cohérent avec l’approximation
quasi-monochromatique. Par ailleurs, de par les choix précédemment effectués, R

v ω0 est
un multiple de 2π et R

v ∆ω = 2π.
L’intégrale spatiale peut alors grandement se simplifier. Effectuons à titre d’exemple

le calcul pour l’une des intégrales :

ˆ
fp,m(~r) fp,n(~r) f ∗s,l(~r) f ∗s,q(~r)d3~r

= 2π

ˆ
g∗(~r⊥)g∗(~r⊥)g(~r⊥)g(~r⊥)R d2~r⊥

1
2π

π̂

θ=−π

ei R
v (ωp,m+ωp,n−ωs,l−ωs,q)θ dθ

On remarque que la première intégrale est indépendante des modes considérés. C’est
donc une constante que nous appellerons désormais C. Elle est homogène à un volume
et en utilisant le rayon R nous pourrions introduire une surface effective de l’interaction
non linéaire. En remplaçant les pulsations par leurs expressions (11.4) on obtient :

ˆ
fp,m(~r) fp,n(~r) f ∗s,l(~r) f ∗s,q(~r)d3~r = C

1
2π

π̂

θ=−π

ei R
v 2∆Ω(m+n−l−q)θ dθ

= C
1

2π

π̂

θ=−π

ei4π(m+n−l−q)θ dθ

= Cδ[+m+n−l−q]

Ainsi l’intégrale spatiale donne le même symbole de Kronecker que celui provenant de
l’approximation de l’onde tournante.

11.3.0.6 Hamiltonien d’interaction

Nous avons maintenant tous les outils pour donner une expression du hamiltonien
d’interaction. Afin d’être cohérent avec l’approximation quasi-monochromatique qui a
été effectuée dans toute la partie, nous supposons que Ep,m et Es,l sont indépendants

3. Typiquement, en coordonnées cylindriques on la décrit avec rayon et hauteur.
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du mode ; on les écrira donc sans indice : E . En utilisant les résultats précédents dans
l’équation (11.2), on conclut :

Ĥint =
9
2

ε0χ(3)E4C ∑
m,n,l,q




δ[−m−n+l+q]AmAn â†
l â†

q

+ δ[−m+n−l+q]AmA∗n âl â†
q

+ δ[−m+n+l−q]AmA∗n â†
l âq

+ δ[+m−n−l+q]A∗mAn âl â†
q

+ δ[+m−n+l−q]A∗mAn â†
l âq

+ δ[+m+n−l−q]A∗mA∗n âl âq




(11.5)

On obtient bien un hamiltonien quadratique, qui peut se mettre sous la forme (6.1).

Remarque. Nous n’avons pas parlé explicitement de condition de conservation d’énergie
ou d’impulsion. La conservation de l’énergie a été imposée en rejetant les termes
oscillants du hamiltonien d’interaction ; elle a fait apparaître des symboles de Kronecker.
La condition de conservation de l’impulsion intervient via le facteur obtenu lors de
l’intégration spatiale. Il se trouve qu’ici la conservation de l’impulsion est équivalente à
celle de l’énergie, ce qui est tout à fait attendu puisqu’on a décidé de ne pas prendre en
compte la dispersion.

Si nous n’avions pas fait cette hypothèse, compte tenu que les modes sont définis
par leur nombre d’onde longitudinal, l’accord de phase se serait exprimé de manière
identique. En revanche la conservation de l’énergie n’aurait été qu’approximative 4,
limitant la largeur spectrale sur laquelle ont lieu les effets non linéaires.

La raison de l’inversion entre les rôles de l’accord de phase et de la conservation de
l’énergie comparativement à ce qui est habituellement rencontré est que l’ensemble de
la cavité est constituée du matériau non linéaire et non pas une infime portion. Le type
de non-linéarité n’intervient pas pour cette remarque. ♦

11.4 analyse des solutions

Cette section
retranscrit
mon analyse
de l’étude
numérique du
SPOPO. C’est
donc une
interprétation
personnelle et
subjective des
données
observées. Les
« règles » et
explications
qui sont
exposées
gagneraient à
être comparés
à des résultats
analytiques.

Le hamiltonien d’interaction déterminé en (11.5) dépend des amplitudes (complexes)
des pompes qu’il faut donc choisir. Beaucoup d’options sont possibles ; nous avons
décidé d’étudier numériquement le SPOPO afin de pouvoir facilement tester différents
paramètres.

11.4.1 Méthode employée

Nous appliquons au SPOPO la méthode générale présentée au chapitre 9. Les matrices
F et G telles que définies dans l’équation (6.1) sont construites numériquement à partir
de l’expression (11.5). Pour chaque fréquence la matrice de covariance σ̃ est calculée en
utilisant (9.35) et (9.59). Sa décomposition (théorème 8.9) s’effectue avec un algorithme

4. Une manière de visualiser cela est se dire que la modification de l’indice optique modifie les positions
des résonances qui ne sont alors plus régulièrement espacées.
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proche de celui présenté par l’extrait de code 8.1. L’adaptation au cas sesquisymplec-
tique s’effectue à l’aide de l’expression par blocs des matrices sesquisymplectiques
unitaires (9.42).

Afin d’obtenir des résultats facilement interprétables, nous avons ajouté à la décompo-
sition la possibilité pour les matrices diagonales et de passage d’être continues par rap-
port à la pulsation. Cela est en général possible, sauf éventuellement pour certains points
pathologiques qui peuvent potentiellement apparaître en cas de dégénérescence 5 [28,
134]. Algorithmiquement, nous avons utilisé une méthode simpliste 6 : à chaque fré-
quence la diagonalisation est effectuée indépendamment de ce qui a été fait avant, puis
la base de chaque espace propre est tournée via une procédure d’orthogonalisation pour
s’approcher de celle obtenue à la fréquence précédente.

11.4.2 Résultats principaux

Pour le choix du profil de pompes, nous avons essayé avec une fenêtre, une lorent-
zienne et une gaussienne, en faisant varier la largeur de la fonction dans les trois cas 7.
Les résultats sont modifiés par le type de profil utilisé, mais les conclusions qualitatives
ne changent pas. Nous présentons dans la figure 11.3 deux exemples typiques de ce qui
a été observé.

Le seul paramètre changeant entre (a) et (b) est l’intensité de la pompe, qui est plus
importante pour (b). On constate que quelle que soit cette intensité, l’oscillateur reste en
dessous du seuil. Plus précisément la matrice régissant l’évolution des quadratures Lxp

(voir équation (7.11)) a uniquement des valeurs propres imaginaires pures ; augmenter
l’intensité de pompe augmente la partie imaginaire des valeurs propres, mais la partie
réelle reste toujours nulle. Nous allons lier cela à une autre observation.

Les courbes (a) et (b) présentent une différence qualitative : dans le premier cas les
valeurs propres sont décroissantes alors que dans le second cas certaines valeurs propres
de σ̃ passent par un extremum. Nous attribuons ces différences au passage de ce que
nous dénommons une « valeur critique » : dans le premier cas, la plus grande partie
imaginaire de valeur propre de 8 Lxp est inférieure à 1. Pour (b), le nombre de valeurs
propres de la matrice de covariance σ̃ ayant un maximum coïncide avec celui de valeurs
propres de Lxp ayant une partie imaginaire plus grande que 1. L’existence de cette
valeur critique a une interprétation physique relativement claire : une oscillation devient
visible dès que sa période est inférieure au temps caractéristique de la dissipation.

Par ailleurs, nous attribuons la compression aux matrices de passage diagonalisant Lxp.
Ceci est cohérent avec une autre observation que nous avons effectuée : dès lors qu’on
est au-dessus de la valeur critique, la valeur maximale de compression est indépendante

5. L’expression (9.54) est celle d’une fonction analytique de ω tant qu’on travaille sous le seuil. Il ne
serait pas surprenant qu’il n’existe en fait pas de tels points.

6. Mais catastrophique pour ce qui est du temps d’exécution. Il serait par exemple plus efficace
d’intégrer une équation différentielle régissant la matrice de passage puis de corriger localement les erreurs
de discrétisation de l’intégration.

7. Dans tous ces cas les amplitudes sont réelles ; ceci pourrait avoir de l’importance. Des tests élémen-
taires avec des amplitudes complexes n’ont pas donné des résultats très différents, mais il serait utile de
pousser l’étude.

8. On parle en fait de la matrice adimensionnée : Lxp/κ. Ce raccourci est effectué dans toute la section.
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Anti-comprimé

(a) SPOPO faiblement pompé.
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(b) SPOPO fortement pompé.

Figure 11.3 – Valeurs propres de σ̃ pour le SPOPO avec une puissance de pompe relativement
faible (a) et une autre plus élevée (b). 50 modes ont été utilisés ; la pompe est
une gaussienne centrée sur le mode central et d’un écart type de 14 intervalles
spectraux libres. Les valeurs propres de Lxp sont toutes imaginaires pures. Pour (a)
la plus grande partie imaginaire des valeurs propres est inférieure à 1 ; pour (b)
cinq valeurs propres ont une partie imaginaire supérieure à 1.

de l’amplitude de pompe 9. Notre interprétation est que lors de la diagonalisation de
Lxp, les symétries qui la constituent se transcrivent dans la matrice de passage et sa
norme dans la matrice diagonale. Or cette dernière ne fait qu’effectuer des rotations ;

9. Elle ne dépend pas non plus du nombre de modes, de la largeur de la fonction de pompe ou de son
type (parmi ceux précédemment évoqués).
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toute la compression est contenue dans la matrice de passage et ne dépend donc pas
l’intensité de la pompe.

Résumé de l’interprétation

La matrice Lxp porte une « compression intrinsèque » liée à la géométrie du système et
non à l’intensité de pompe ; lors d’une diagonalisation, celle-ci se retrouve uniquement
dans la matrice de passage. Les valeurs propres de Lxp sont imaginaires pures et la
dynamique associée est celle d’oscillations. Pour observer la compression, il faut que
ces oscillations soient plus rapides que la dissipation. Une interprétation possible est
que la matrice de passage définit une compression que son inverse annule ; mais si
l’état a le temps de « tourner » avant de sortir de la cavité, la matrice de passage
inverse peut au contraire amplifier la compression. En dessous de la valeur critique,
l’amortissement prend le dessus, la compression observée est réduite. Au-dessus de la
valeur critique autant de modes atteignent la « compression intrinsèque » que Lxp a de
valeurs propres dont la partie imaginaire dépasse 1. Ainsi, augmenter la puissance de
pompe n’augmente pas la maximum de compression mais permet de l’atteindre sur une
plus grande plage de fréquences, et par plus de vecteurs propres différents.

Notez toutefois que dans le régime au-dessus de la valeur critique, si les valeurs
propres de σ̃ forment un plateau, il faut bien noter que chaque quadrature correspondant
à un vecteur propre n’y passe que ponctuellement. Il parait donc difficile de tirer parti
de ce plateau dans une configuration d’observation de réduction de bruit. Il pourrait
par contre être intéressant de caractériser l’état quantique généré par le SPOPO dans ce
régime, notamment en termes d’état graphe [129].

11.4.3 Résultats complémentaires

Afin de contrôler la cohérence des résultats numériques, nous illustrons l’évolution
d’un des vecteurs propres de σ̃ par la figure 11.4. Les coefficients du vecteur étant a priori
complexes, nous avons représenté sous forme cumulative le carré de leurs modules. Le
principal enseignement que nous tirons de cette figure est que le vecteur propre n’est
pas constant par rapport à la pulsation ω. Par ailleurs l’endroit où il varie le plus est
autour de ω

κ = 2, ce qui coïncide avec le maximum de la valeur propre associée (celle
commençant à 2,5 en ω = 0).

Un autre essai que nous avons effectué consiste à « casser » la cohérence entre les
différentes fréquences de pompe. Pour cela nous avons multiplié chaque amplitude de
pompe par un nombre complexe normé de phase aléatoire. Le résultat sur les valeurs
propres de la matrice de covariance σ̃ est présenté dans la figure 11.5, pour laquelle tous
les paramètres ont été choisis identiques à ceux de la sous-figure 11.3b.

Dans cette situation, les valeurs propres de Lxp sont soit réelles pures soit imaginaires
pures. Par ailleurs on retrouve un système pour lequel le niveau de compression dépend
de l’amplitude de pompe et est maximal proche du seuil, qui peut de nouveau être
atteint. Ainsi on retrouve un comportement plus proche de celui du SPOPO utilisant une
non-linéarité de type χ(2) [103].
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Figure 11.4 – Profil du 3
e vecteur propre (triés par valeurs propres croissantes à ω = 0) en

fonction de la fréquence d’analyse. Les modules carrés des coefficients sont chacun
représenté par une hauteur ; elles sont cumulées. Les paramètres sont les mêmes
que pour la sous-figure 11.3b.
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Figure 11.5 – Spectre de bruit obtenu pour le SPOPO avec les mêmes paramètres que pour la
sous-figure 11.3b mais en ayant cassé la cohérence des pompes en leur appliquant
une phase aléatoire.

11.5 conclusion

Nous avons établi le hamiltonien d’interaction du SPOPO impliquant une non-linéarité
de type χ(3). L’étude numérique de la résolution de l’équation de Langevin associée
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a montré un comportement singulièrement différent de son homologue utilisant une
non-linéarité de type χ(2). En particulier, augmenter la puissance de pompe n’augmente
pas les fluctuations, mais la plage de fréquences sur laquelle elles sont observables. Cette
étude peut encore être complétée ; des pistes possibles pour cela sont :

— Nous n’avons pas pris en compte les limitations imposées par la dispersion dans un
matériau réel. Sans celles-ci, des interactions entre modes aux fréquences éloignées
sont possibles alors que dans un matériau réel la conservation de l’énergie impose
une certaine de localité en fréquence.

— La configuration de SPOPO proposée et étudiée n’est que l’une des nombreuses
possibilités. D’autres schémas pourraient être imaginés, par exemple en séparant
pompes et signaux en polarisation, modes spatiaux ou même en fréquence avec
une autre répartition. Il sera intéressant de déterminer si les comportements
observés sont communs à tous les SPOPO avec non-linéarité de type χ(3) ou bien
s’il en existe plusieurs classes bien distinctes.

— Nous avons constaté que le régime au-dessus d’une « valeur critique » permet
d’atteindre une valeur maximale de compression. Il est clair que ce maximum ne
dépend pas de l’intensité de pompe. Il serait intéressant de déterminer précisément
ce qui le détermine.

— L’étude effectuée était principalement numérique. Maintenant que des phénomènes
intéressants ont été identifiés, une étude analytique semble appropriée.

Dans ce chapitre nous avons recroisé des questions déjà identifiées et qui mériteraient
d’être approfondies dans un cadre plus large que le SPOPO :

— La matrice de couplage Lxp, qui est hamiltonienne, a souvent des valeurs propres
réelles ou imaginaires pures. Cela pourrait être simplement la conséquence des
symétries que nous avons imposées. Des tests préliminaires ne semblent pas aller
dans le sens de cette hypothèse. Il pourrait être utile de classifier les différents
cas possibles puis de déterminer les configurations de pompes menant à chaque
classe.

— Nous n’avons pas investigué analytiquement les liens entre Lxp et la diagonalisa-
tion sesquisymplectique de σ̃. Pour cela on pourrait partir de la diagonalisation
symplectique de Lxp ou bien de sa décomposition de Schur 10 [99]. Le faire serait
indispensable pour formaliser la discussion effectuée concernant l’interprétation
de la valeur critique.

— Dans le chapitre 9 nous avons présenté l’analyse de la lumière comprimée par une
cavité passive (éventuellement non causale). Il a aussi été évoqué l’idée de mettre
en forme finement un oscillateur local avec cette même technique. Ces deux idées
mériteraient d’être développées car nous n’avons pour l’instant aucune recette
permettant de mettre en évidence expérimentalement les propriétés présentées,
hormis l’utilisation d’une quadrature fixe bien choisie.

10. Qui donne une expression de σ̃ sous une forme de Cholesky encadrée par des matrices de passage
unitaires réelles symplectiques.
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12I N T R O D U C T I O N AU P R O B L È M E

Deux méthodes sont principalement exploitées pour encoder de l’information quan-
tique dans la lumière : utiliser des observables à spectres discrets ou continus [2].

Dans le premier cas, en général, on s’arrange pour pouvoir se restreindre à un espace
de Hilbert de dimension finie. On emploie typiquement des superpositions d’états de
Fock contenant peu de photons, souvent un seul, délocalisés sur plusieurs modes. Ce
qui différencie les modes peut être leurs structures spatiales (transverses), le temps, la
fréquence, la polarisation ou bien n’importe quelle combinaison de ceux-ci. On parle
alors de « variables discrètes ». Ces états sont peu sensibles aux pertes car celles-ci ne
modifient pas le sous-espace d’encodage, mais éloignent l’état qui les subit de celui-ci.
Quand une mesure est effectuée, en cas de succès l’état mesuré est ramené au sous-
espace d’encodage par projection. Ces états ont par contre l’inconvénient que la majorité
des opérations sont probabilistes.

Dans le deuxième cas l’espace de Hilbert est de dimension infinie. Typiquement
l’information est encodée sur l’amplitude, la phase ou une quadrature d’un mode du
champ électromagnétique, dont on peut aussi utiliser les quadratures. On parle alors de
« variables continues ». Ces états sont en général manipulables de manière déterministe,
mais sont affectés par les pertes [129].

Une approche hybride consiste à intriquer deux sous-systèmes utilisant d’une part
des variables discrètes et de l’autre des variables continues, et essayer de tirer le
meilleur parti de chacun [2]. Pour cela, de nombreux protocoles de communication
ou calcul utilisant de tels états ont été mis au point, permettant en autre de téléporter
de l’information quantique d’un encodage vers un autre [5, 70, 74, 75, 100]. Tous
nécessitent un ou plusieurs états intriqués hybrides entre variables continues et discrètes.
Expérimentalement, la génération de tels états a été récemment réalisée [57, 90, 121]
ainsi que la démonstration de faisabilité de protocoles d’information quantique qui
les utilisent [15, 69, 114, 121]. Ces différentes expériences utilisent un encodage sur
la phase d’états cohérents ou la parité de chats de Schrödinger optiques 1, tandis que
la partie discrète utilise soit l’absence ou la présence de photon dans un mode, soit
la polarisation d’un photon. Par ailleurs, d’autres méthodes de génération ont été
imaginées et analysées afin d’utiliser en encodage en polarisation, tout en résolvant
certaines limitations des techniques précédemment utilisées [66, 72].

Dans la perspective d’utilisation de la partie discrète dans des fibres optiques, un
encodage de celle-ci dans des cases temporelles est souhaitable. En effet la propagation
dans les fibres, pour peu que la dispersion soit compensée, n’altère que peu la qualité
d’un signal utilisant cet encodage [44]. Pour générer de tels états il serait tentant de
transposer directement les schémas conçus pour un encodage en polarisation. Un

1. La définition des chats de Schrödinger optiques, leurs principales propriétés, et le détail de l’ap-
proximation consistant à considérer qu’une lame séparatrice en extrait un photon sont détaillés dans
l’annexe B.
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problème majeur est que ceux-ci utilisent des séparatrices de polarisation ou des lames
quart d’onde. Or nous n’avons pas d’équivalent passif de tels objets pour l’encodage
temporel. Seuls des routeurs actifs permettraient de jouer un rôle similaire à celui d’une
séparatrice de polarisation, mais soit ils sont trop lents comparativement aux taux de
répétition envisagés, soit ils induisent beaucoup de pertes [50].

Au chapitre 13 nous proposons un schéma permettant de générer un état hybride
dont la partie discrète est encodée dans des cases temporelles. Appelons A et B les deux
modes de sortie correspondant respectivement aux parties discrète et continue ; pour
le mode A on note e et l les deux cases temporelles (pour « early » et « late »). Nous
souhaitons générer un état de la forme :

|ϕ〉 =
|e〉A

∣∣+α f
〉

B − |l〉A
∣∣−α f

〉
B√

2
(12.1)

où nous avons utilisé les notations |e〉A = |1〉A,e ⊗ |0〉A,l et |l〉A = |0〉A,e ⊗ |1〉A,l ; et où∣∣±α f
〉

B est un état cohérent d’amplitude ±α f .
Le schéma que nous allons présenter doit pouvoir être réalisé expérimentalement.

C’est pourquoi nous fixons comme contrainte que celui-ci permette de générer l’état
donné par (12.1) y compris en présence d’imperfections expérimentales et sans avoir
besoin d’effectuer de post-sélection. En particulier nous prendrons en compte des
détecteurs et états d’entrées réalistes.

12.1 notations

Nous traitons dans cette partie d’intrication entre des états du domaine des variables
discrètes et continues. Ainsi nous sommes amenés à utiliser des états de Fock et des
états cohérents. Dans les deux cas nous utiliserons les notations de Dirac (bra-ket) ; le
type du contenu déterminant s’il s’agit d’un état de Fock ou d’un état cohérent.

Quand le contenu du ket est un entier, cela signifie qu’il s’agit d’un état de Fock , par
exemple |1〉, |10〉. . . Attention, ça sera également le cas pour une variable symbolique
représentant un entier, par exemple |k〉.

Au contraire, quand le contenu du ket est un nombre complexe ou un réel non entier,
il s’agit d’un état cohérent. Par exemple |0.1〉 ou |α〉.

Les états « chats de Schrödinger » seront particulièrement utiles. Une partie de leurs
propriétés sont détaillées dans l’annexe B. Pour désigner les chats pairs et impairs nous
utiliserons les notions :

∣∣∣ +
〉
=
|α〉+ |−α〉
Nα,0

∣∣∣ −
〉
=
|α〉 − |−α〉
Nα,π

avec Nα,0 =
√

2
√

1 + e−2|α|2 et Nα,π =
√

2
√

1− e−2|α|2 . Pour alléger les notations, Nα,0

sera noté N . Par ailleurs, pour le côté de variables discrètes nous utiliserons les notations
|e〉A = |1〉A,e ⊗ |0〉A,l et |l〉A = |0〉A,e ⊗ |1〉A,l .

Notez enfin que par abus de langage, l’adjectif « continu » sera utilisé pour désigner
toute chose ayant trait à la partie encodée sur des variables continues de l’état visé ; idem
pour « discret ».
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12.2 approche par soustraction de photon

La principale approche utilisée [90, 121] pour générer des états hybrides consiste à
envoyer un chat de Schrödinger 2 pair

∣∣∣ +
〉

sur une lame séparatrice de faible réflectivité
et de considérer que de temps en temps un photon en est extrait, ce qui change la parité.
Par ailleurs une paire de photons est probalistiquement générée par une source utilisant
des processus non-linéaires. La probabilité de ces deux évènements est choisie identique
et faible, de sorte qu’il n’y ait statistiquement jamais simultanément un photon extrait
du chat et une paire générée. Enfin le photon provenant d’un côté ou de l’autre est
envoyé sur une lame séparatrice afin d’effacer l’information de sa provenance ; à sa
sortie on place un détecteur de photon unique de type on/off. Quand celui-ci clique,
cela annonce soit la présence du second photon de la paire soit que le chat a été changé
de parité. En fait c’est une superposition quantique. Ce type de schéma est représenté
en figure 12.1.

r � t∣∣∣ +

〉
=
|α〉+ |−α〉
N

|0〉

≈ |0〉 |0〉
+ αr |1〉 |1〉

Figure 12.1 – Expérience typique de génération d’état hybride avec encodage de la partie discrète
en présence ou absence de photon [90, 121].

L’état généré a pour encodage sur la partie discrète la présence ou l’absence de photon.
Une version modifiée permet de générer un état hybride pour lequel l’encodage est en
polarisation mais avec une importante composante de vide [114].

Nous allons montrer que cette approche est inadéquate pour la génération de l’état
|ϕ〉 (défini par l’équation (12.1)), contenant exactement un photon sur la partie discrète,
dès lors que la paire de photons provient directement d’une source utilisant un effet
non linéaire (source probabiliste).

Tout d’abord, remarquons que nous souhaitons avoir à coup sûr un photon dans
la partie discrète. La source probabiliste envoyant principalement du vide, il faut que
l’annonce ne puisse s’effectuer qu’en présence d’un photon |e〉 ou |l〉. Il est alors clair
que si l’on souhaitait se contenter du clic d’un seul détecteur, la partie de variables
continues n’interviendrait pas dans l’annonce et l’état généré serait séparé. Ainsi il
nous faut considérer comme conditionnement au moins les clics simultanés de deux

2. Voir annexe B.
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détecteurs, avec l’idée qu’il faut simultanément garantir la présence d’un photon sur la
partie discrète et effectuer l’intrication.

Ensuite remarquons que ne souhaitant pas avoir plusieurs photons dans l’état an-
noncé, les cas que nous devons sélectionner ont au plus un photon provenant de la
partie discrète. Pour que deux détecteurs cliquent simultanément, il faut qu’un photon
provienne de la partie continue. Cela interdit une simple « extraction » d’un photon du
chat car alors celui-ci serait dans l’état

∣∣∣ −
〉

à coup sûr et donc l’état séparable. Ainsi
l’état initial du côté des variables continues devra être plus compliqué qu’un chat. Ainsi
nous prendrons en compte deux modes distincts dans lesquels peut être le photon
provenant de la partie continue.

Ce que nous venons de présenter n’est pas nouveau et a déjà été réalisé expérimenta-
lement avec un encodage en polarisation en utilisant un chat et un état cohérent dans la
polarisation orthogonale [114]. Mais comme le remarque l’article lui-même l’état généré
est grandement pollué par une composante de vide et la présence de plusieurs photons
sur la partie discrète. Selon l’usage le vide peut éventuellement être éliminé par une
post-sélection. Il faudrait par contre des détecteurs résolvant le nombre de photons
et d’efficacité unitaire pour exclure via une post-sélection la présence simultanée de
plusieurs photons sur la partie discrète.

Nous allons ici montrer que le problème est insoluble avec une approche reposant
sur :

1. l’extraction probabiliste d’un photon du chat ;

2. le mélange via un interféromètre passif de celui-ci 3 avec celui provenant de la
paire de la partie discrète.

Nous utiliserons pour cela un formalisme relativement générique.

12.2.1 Modèle de l’interféromètre

Nous allons considérer un photon provenant de la partie continue qui est a priori
délocalisé entre deux modes, et un photon provenant de la partie discrète lui aussi sur
deux modes.

Nous considérons donc un interféromètre passif générique comportant quatre entrées :
A et B liées à ce qui sera la partie de variables continues de l’état préparé, et C et
D liées à celle discrète. Remarquez qu’avec un tel interféromètre nous autorisons le
mélange des différents modes temporels, ce qui n’est pas forcément facilement réalisable
expérimentalement.

Les conventions de notations sont celles de la figure 12.2 : les modes sont indexés par
des lettres, âi sont les opérateurs de destruction avant l’interféromètre, b̂j après. Attention
à ne pas confondre les lettres minuscules (indices locaux) et les lettres majuscules (indices
globaux). La transformation opérée par l’interféromètre se traduit par une matrice U
unitaire telle que :

∀i, âi = ∑
j

Ui,jb̂j

3. Ce ne sont en fait pas les photons qui sont mélangés, mais les modes.
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Figure 12.2 – Interféromètre générique.

En notation matricielle la transformation des opérateurs bosonique s’écrit :



âA

âB

âC

âD




=
1
2




∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







âI

âJ

âK

âL




où ∗ représente un coefficient quelconque.

12.2.2 Exemple d’état d’entrée

Considérons qu’on crée la partie continue en envoyant sur une lame séparatrice très
déséquilibrée un chat au temps « tôt » e et un état cohérent au temps « tard » l.

On utilise le développement sur la base de Fock à l’ordre deux, tel que décrit par
l’équation (B.7) et le développement sur la base de Fock de l’état cohérent tel que donné
par l’équation (1.13). Les probabilités d’extraire un photon du chat ou de l’état cohérent
doivent être comparables, sans quoi nous retrouverions les problèmes discutés dans
l’introduction de la section. Ainsi nous considérons que l’état à l’ordre deux est de la
forme 4 :
(

x |0〉A
∣∣∣ +
〉

A′
+ y |1〉A

∣∣∣ −
〉

A′
+ y2 |2〉A

∣∣∣ +
〉

A′

)

⊗
(
x |0〉B |α〉B′ + y |1〉B |α〉B′ + y2 |2〉B |α〉B′

)

où x et y sont des nombres (x ≈ 1 et y� 1), A et B les modes d’entrée de l’interféromètre
et A′, B′ les modes extérieurs correspondant.

En développant et en ne gardant que les termes au plus en y2, on obtient :

x2 |0〉A |0〉B
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ + xy

(
|0〉A |1〉B

∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ + |1〉A |0〉B

∣∣∣ −
〉

A′
|α〉B′

)

+ xy2
(
|0〉A |2〉B

∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ + |2〉A |0〉B

∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′

)
+ y2 |1〉A |1〉B

∣∣∣ −
〉

A′
|α〉B′

Considérons ensuite sur la partie « variables discrètes » qu’on dispose de deux sources
de paires de photons, une pour le temps « tôt » et l’autre pour le temps « tard ». De
même que pour la partie continue nous ajoutons l’hypothèse que les deux sources ont

4. Il manque des
√

2 comparativement à (B.7) et (1.13), mais seul l’ordre de grandeur importe.
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la même probabilité d’émettre une paire, que nous notons y′. De plus ces sources sont
probabilistes, avec une probabilité d’émettre deux paires de l’ordre de y′2. L’état qu’elles
génèrent s’écrit donc :
(

x′ |0〉C |0〉C′ + y′ |1〉C |1〉C′ + y′2 |2〉C |2〉C′
)

⊗
(
x′ |0〉D |0〉D′ + y′ |1〉D |1〉D′ + y′2 |2〉D |2〉D′

)

avec x′ et y′ des nombres (x′ ≈ 1 et y′ � 1), C′ et D′ les modes extérieurs correspondants
à C et D. En développant et en ne gardant les contributions au plus à l’ordre 2, l’état
s’écrit :

x′2 |0〉C |0〉D |0〉C′ |0〉D′ + x′y′ (|0〉C |1〉D |0〉C′ |1〉D′ + |1〉C + |0〉D |1〉C′ |0〉D′)
+ x′y′2 (|0〉C |2〉D |0〉C′ |2〉D′ + |2〉C |0〉D |2〉C′ |0〉D′) + y′2 |1〉C |1〉D |1〉C′ |1〉D′

Nous pouvons ensuite écrire l’état complet développé à l’ordre 2 en y ou y′, ce qui
correspond également au nombre de photons envoyés vers l’interféromètre. Les termes
d’ordre 0 n’ont pas de photons sur la partie discrète de la sortie, et sont donc indésirables.
Les termes d’ordre 1 ne nous intéressent pas non plus car un unique photon ne peut pas
déclencher deux détecteurs. Ainsi l’ordre le plus bas contribuant à l’annonce est celui
en y2 ∼ y′2 ∼ yy′. Pour simplifier, nous remplaçons par 1 les x et x′ ; même si ceux-ci
contiennent des termes qui peuvent être à l’ordre étudié, ces derniers n’ont pas assez de
photons pour déclencher l’annonce. Ainsi l’état s’écrit à cet ordre :

yy′




|1〉A |0〉B |1〉C |0〉D
∣∣∣ −
〉

A′
|α〉B′ |1〉C′ |0〉D′

+ |1〉A |0〉B |0〉C |1〉D
∣∣∣ −
〉

A′
|α〉B′ |0〉C′ |1〉D′

+ |0〉A |1〉B |1〉C |0〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |1〉C′ |0〉D′

+ |0〉A |1〉B |0〉C |1〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |0〉C′ |1〉D′




+ y2




|1〉A |1〉B |0〉C |0〉D
∣∣∣ −
〉

A′
|α〉B′ |0〉C′ |0〉D′

+ |2〉A |0〉B |0〉C |0〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |0〉C′ |0〉D′

+ |0〉A |2〉B |0〉C |0〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |0〉C′ |0〉D′




+ y′2




|0〉A |0〉B |1〉C |1〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |1〉C′ |1〉D′

+ |0〉A |0〉B |2〉C |0〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |2〉C′ |0〉D′

+ |0〉A |0〉B |0〉C |2〉D
∣∣∣ +
〉

A′
|α〉B′ |0〉C′ |2〉D′




(12.2)

Dans tous les cas l’état dans le mode B′ est |α〉B′ ; on pourra donc se passer d’écrire
l’état dans ce mode. Après l’annonce, on cherche à obtenir à la normalisation près :

(∣∣∣ +
〉

A′
+
∣∣∣ −
〉

A′

)
|1〉C′ |0〉D′ +

(∣∣∣ +
〉

A′
−
∣∣∣ −
〉

A′

)
|0〉C′ |1〉D′

ou bien, selon nos désirs :
∣∣∣ +
〉

A′
|1〉C′ |0〉D′ +

∣∣∣ −
〉

A′
|0〉C′ |1〉D′



12.2 approche par soustraction de photon 215

Les termes ayant pour facteur y2 et y′2 sont indésirables. Quels que soient les choix
effectués, il est impossible de rendre simultanément ces deux termes négligeables par
rapport à celui en yy′. Ainsi il revient au conditionnement d’essayer d’effectuer cette
sélection.

12.2.3 Modèle de l’état

Revenons au cas général. Conformément au type de source utilisé, nous effectuons
l’hypothèse que les états envoyés vers l’interféromètre contiennent au plus deux photons
(ordres supérieurs négligeables). Comme la sélection s’effectue par deux clics, seuls les
états contenant exactement deux photons sont à conserver.

Nous considérons donc un état générique contenant deux photons à l’entrée de
l’interféromètre, intriqué avec l’extérieur :

∑
u,v

λu,v â†
u â†

v |0〉 ⊗ |ϕu,v〉 (12.3)

où les |ϕu,v〉 sont les états extérieurs.

Remarque. Le fait d’avoir des photons uniques sur A et B n’empêche aucunement les
|ϕu,v〉 correspondants d’être des états utilisant des variables continues. ♦

Dans la forme (12.3) nous n’avons pas encore imposé que les parties continues et
discrètes sont avant l’annonce dans un état séparé. Nous le ferons au cours de la
résolution, quand la forme sera plus simple à expliciter.

Remarquons qu’un échange u ↔ v laisse la partie de l’état entrant dans l’interféro-
mètre invariante (â†

u â†
v = â†

v â†
u). Ainsi nous somme libre de choisir pour tout u et v que

|ϕu,v〉 = |ϕv,u〉 et λu,v = λv,u.
Ajoutons l’hypothèse qu’à part le cas u↔ v, tous les |ϕu,v〉 sont différents (et même

non proportionnels ; on impose qu’ils ne puissent pas être égaux à une phase près).
Nous supposons également que ∀u, v, λu,v 6= 0. Dans l’exemple (12.2), cela correspon-

drait à faire le choix que y et y′ sont du même ordre. Nous commenterons l’opportunité
de relâcher cette hypothèse.

12.2.4 État après l’annonce

L’état après l’interféromètre s’écrit :

∑
u,v,i,j

λu,vUu,iUv,jb̂†
i b̂†

j |0〉 ⊗ |ϕu,v〉

L’annonce s’effectue avec le clic simultané de deux détecteurs. Nous pouvons sans
perte de généralité choisir I et J (une matrice unitaire le reste par permutation de lignes
ou colonnes).

Après un double clic (I, J), considéré ici comme une mesure projective (détecteurs
on/off parfaits), l’état devient :

1
Ñ1

∑
u,v

λu,vUu,IUv,J b̂†
I b̂†

J |0〉 ⊗ |ϕu,v〉 =
1
Ñ1

b̂†
I b̂†

J |0〉 ⊗∑
u,v

λu,vUu,IUv,J |ϕu,v〉
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avec Ñ1 un facteur de normalisation.
L’état étant séparé, on peut simplement enlever la partie mesurée pour obtenir l’état

après la mesure :
1
Ñ ∑

u,v
λu,vUu,IUv,J |ϕu,v〉 (12.4)

avec Ñ un facteur de normalisation.

12.2.5 État final souhaité

L’état qu’on souhaite obtenir est typiquement |ϕA,C〉+ |ϕB,D〉, à la normalisation près.
L’inclusion de |ϕA,D〉 et |ϕB,C〉 dans l’état désiré est envisageable, mais il faut alors être
prudent car, selon les phases entre les différents termes, il est possible que l’état total
soit séparable entre les parties « discrète » et « continue ».

Quoi qu’il en soit, on ne veut pas que deux photons proviennent exclusivement d’une
des parties « continue » (A et B) ou « discrète » (C et D). En effet cela donnerait un état
annoncé comprenant sur la partie discrète respectivement 0 et 2 photons. Ces termes
indésirables sont donc :

— Ceux qui contiennent deux photons dans un seul mode :
|ϕA,A〉, |ϕB,B〉, |ϕC,C〉 et |ϕD,D〉

— Ceux dont les deux photons proviennent « du même côté » mais pas dans le même
mode :
|ϕA,B〉 et |ϕC,D〉

12.2.6 Résolution

Maintenant que le problème est posé, passons à sa résolution.

12.2.6.1 Formalisation des contraintes

L’état après annonce est donné par l’équation (12.4). Les différents |ϕu,v〉 = |ϕv,u〉 étant
par hypothèse non-colinéaires, la seule manière pour que l’état final soit conforme à
nos attentes est que seuls les λu,vUu,IUv,J + λv,uUv,IUu,J correspondant aux |ϕu,v〉 désirés
soient non nuls. Par ailleurs nous avons effectué l’hypothèse que les λu,v = λv,u sont
non nuls. Ainsi pour avoir après annonce un état correspondant à nos attentes, il est
nécessaire que pour tous les u, v tels que |ϕu,v〉 est indésirable,

Uu,IUv,J + Uv,IUu,J

Remarque. En relâchant l’hypothèse de non-colinéarité, la condition s’exprimerait sous
la forme qu’une somme doit être nulle. Pour obtenir un exemple, on peut considérer
l’égalité |ϕu,v〉 = |ϕv,u〉. ♦

Résumons les contraintes :

|ϕA,A〉 : UA,IUA,J = 0

|ϕB,B〉 : UB,IUB,J = 0

|ϕC,C〉 : UC,IUC,J = 0
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|ϕD,D〉 : UD,IUD,J = 0

|ϕA,B〉 = |ϕB,A〉 : UA,IUB,J + UB,IUA,J = 0

|ϕC , D 〉 = |ϕD ,C 〉 : UC,IUD,J + UD,IUC,J = 0

où les couleurs désignent les différents types de contraintes.

Remarque. Nous n’avons pas imposé la contrainte d’éliminer |ϕA,D〉 et |ϕB,C〉, qui sont
pourtant relativement non désirés. Nous n’aurons pas besoin de telles contraintes. Notez
également que formellement il faut imposer UA,IUC,J + UC,IUA,J 6= 0 et UB,IUD,J +

UD,IUB,J 6= 0. Nous n’utiliserons pas non plus ces conditions. ♦

12.2.6.2 Nombre de paramètres libres

Commençons par étudier le nombre de paramètres libres et le nombre d’équations.
Tout d’abord, U est une matrice unitaire de dimension 4× 4. On a donc a priori 16
paramètres réels libres 5.

On veut éliminer au moins 6 composantes de l’état. Cela nous donne autant de
contraintes sous forme d’équations complexes. On a donc 12 équations réelles. A priori
il reste donc 4 paramètres réels libres. Nous allons voir dans la suite qu’il ne faut pas se
fier à cela pour conclure quant à la possibilité d’utiliser un tel interféromètre.

12.2.6.3 Illustration des contraintes

On peut résumer graphiquement les contraintes sur la matrice U de la manière
suivante, où les couleurs correspondent à celles présentées en sous-sous-section 12.2.6.1 :




âA

âB

âC

âD




=
1
2




∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







âI

âJ

âK

âL




Avec les conditions :

∗ × ∗ = 0

∗ × ∗+ ∗ × ∗ = 0

Remarque. On remarque que les contraintes se concentrent sur les deux premières co-
lonnes. En termes de nombre d’inconnues, cela nous ramène à 8 inconnues complexes,
soit 16 réelles. La normalisation compte pour deux équations réelles tandis que l’ortho-
gonalité compte pour une complexe, équivalente à deux réelles. Ainsi cela nous donne
12 variables réelles pour ces deux colonnes. Or la physique nous impose 12 équations
réelles. On constate donc qu’il n’y a en fait pas de liberté pour les éventuelles solutions
au problème. ♦

5. 16 paramètres complexes c’est-à-dire 32 réels, 4 contraintes de normalisation qui sont 4 équations
réelles, 6 contraintes d’orthogonalité qui sont des équations complexes équivalentes à 12 équations réelles.
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12.2.6.4 Résolution graphique

Dans un premier temps, concentrons-nous sur un bloc

(
∗ ∗
∗ ∗

)
.

Les conditions ∗ × ∗ = 0 imposent qu’au moins un des deux nombres de chaque ligne
soit nul. Les configurations possibles sont donc :

(
∗ 0

∗ 0

) (
∗ 0

0 ∗

) (
0 ∗
∗ 0

) (
0 ∗
0 ∗

)

Si l’on rajoute la condition ∗ × ∗+ ∗ × ∗ = 0, dans les premier et dernier cas elle est
automatiquement vérifiée. Dans les deux cas du milieu, elle force l’une des deux étoiles
à être nulle, ce qui nous ramène à un cas particulier des premier et dernier cas.

On peut donc conclure pour ce bloc que les seules solutions aux contraintes sont les
formes suivantes : (

∗ 0

∗ 0

) (
0 ∗
0 ∗

)

Si l’on regarde l’ensemble de la matrice, à ce stade les solutions possibles sont :



∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗







∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗







0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗







0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗




Ici les première et dernière matrices ont deux colonnes nulles, ce qui est en contradic-
tion avec le fait que U est unitaire. On peut donc maintenant conclure que les seules
matrices qui respectent les contraintes sont de la forme :




âA

âB

âC

âD




=
1
2




∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗







âI

âJ

âK

âL




ou




âA

âB

âC

âD




=
1
2




0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗







âI

âJ

âK

âL




12.2.6.5 Sens physique

Étudions le cas




âA

âB

âC

âD




=
1
2




∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗







âI

âJ

âK

âL




, l’autre se comportant exactement

pareil, et s’en déduisant par inversion I ↔ J.
On lit sur la matrice (ou plus facilement sur son inverse U†) que seuls les modes

A et B permettent de faire cliquer le détecteur I tandis que seuls les modes C et D
permettent de faire cliquer J. Le type d’interféromètre que cela représente est représenté
en figure 12.3.
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A
B
C
D

I

J

Figure 12.3 – Interféromètre de la forme retenue. Les modes de sortie non précisés ne sont pas
mesurés.

Il est clair que cela ne permet pas d’intriquer les parties « discrète » et « continue ».
Formalisons cela.

Commençons par nous souvenir qu’on part d’un état où les composantes « continue »
(modes A et B, intriqués avec A′ et B′) et « discrète » (modes C et D, intriqués avec C′

et D′) sont séparées. De plus on est assuré que l’annonce ne peut avoir lieu que dans
le cas où l’on a exactement un photon provenant de la partie « continue » et un de la
partie « discrète ». On peut donc écrire la partie de l’état initial sous la forme :
(

cA |χA〉A′ ,B′ |1〉A |0〉B + cB |χB〉A′ ,B′ |0〉A |1〉B
)

⊗
(

cC |χC〉C′ ,D′ |1〉C |0〉D + cD |χD〉C′ ,D′ |0〉C |1〉D
)

où les cu sont des coefficients complexes, et les |χA〉A′ ,B′ , |χB〉A′ ,B′ , |χC〉C′ ,D′ et |χD〉C′ ,D′
des états sur les modes indiqués.

En développant, on peut récupérer les coefficients de l’état générique précédemment
considéré :

λA,C =
cAcC

2
= λC,A |ϕA,C〉 = |χA〉A′ ,B′ ⊗ |χC〉C′ ,D′ = |ϕC,A〉

λA,D =
cAcD

2
= λD,A |ϕA,D〉 = |χA〉A′ ,B′ ⊗ |χD〉C′ ,D′ = |ϕD,A〉

λB,C =
cBcC

2
= λC,B |ϕB,C〉 = |χB〉A′ ,B′ ⊗ |χC〉C′ ,D′ = |ϕC,A〉

λB,D =
cBcD

2
= λD,B |ϕB,D〉 = |χB〉A′ ,B′ ⊗ |χD〉C′ ,D′ = |ϕD,B〉

Nous avons explicité l’état obtenu après l’annonce par l’équation (12.4). Il est propor-
tionnel à :

∑
u,v

λu,vUu,IUv,J |ϕu,v〉

Ici beaucoup de termes sont nuls. On peut expliciter la somme :

λA,CUA,IUC,J |ϕA,C〉+ λA,DUA,IUD,J |ϕA,D〉+ λB,CUB,IUC,J |ϕB,C〉+ λB,DUB,IUD,J |ϕB,D〉

On remplace ensuite par les expressions plus détaillées (à la normalisation 1
2 près) :

cAcCUA,IUC,J |χA〉A′ ,B′ ⊗ |χC〉C′ ,D′ + cAcDUA,IUD,J |χA〉A′ ,B′ ⊗ |χD〉C′ ,D′
+ cBcCUB,IUC,J |χB〉A′ ,B′ ⊗ |χC〉C′ ,D′ + cBcDUB,IUD,J |χB〉A′ ,B′ ⊗ |χD〉C′ ,D′

Mais il se trouve que cet état est factorisable et s’écrit :
(

cAUA,I |χA〉A′ ,B′ + cBUB,I |χB〉A′ ,B′
)
⊗
(

cCUC,J |χC〉C′ ,D′ + cDUD,J |χD〉C′ ,D′
)
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Nous pouvons donc conclure qu’il est impossible de générer l’état visé dans le cadre
des hypothèses effectuées. En effet l’état annoncé est séparable quel que soit le choix de
U excluant le vide et les multiples photons sur la partie discrète.

Remarque. Nous avons utilisé dans cette démonstration que ∀u, v λu,v 6= 0. Or dans
l’exemple de la sous-section 12.2.2, en choisissant y′ � y il est possible de rendre
négligeable certains des λu,v.

Cependant, s’assurer que l’annonce exclut les termes ayant comme facteur y2 revient
à utiliser l’argument graphique sur le bloc 2× 2 supérieur gauche de U. En prenant
aussi en compte les λu,v nuls, la forme explicite de la somme (12.4) ne change pas. Ainsi
la conclusion reste la même. ♦

Exemples de solutions, et état associés

Illustrons la solution obtenue en l’appliquant au cas de l’exemple vu en sous-
section 12.2.2. Afin de compacter les notations, on considère que le mode C′ est dans la
case temporelle « tôt » (e) et le mode D dans la « tard » (l). On omet le mode B′ dont
l’état ne varie pas, et on n’explicite aucun indice. On peut alors écrire :

|χA〉 =
∣∣∣ −
〉

|χB〉 =
∣∣∣ +
〉

|χC〉 = |e〉 |χD〉 = |l〉

Si l’on considère maintenant la matrice




âA

âB

âC

âD




=
1
2




1 0 ∗ ∗
1 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗







âI

âJ

âK

âL




l’état obtenu

est proportionnel à :
(∣∣∣ −

〉
+
∣∣∣ +
〉)
⊗ (|e〉+ |l〉) ∝ |α〉 ⊗ (|e〉+ |l〉)

L’état est séparé et il en irait de même si l’on utilisait d’autres coefficients dans la matrice
U tout en conservant une forme compatible avec la résolution.

12.2.7 Conclusion

On a prouvé que partant d’un état produit entre les canaux « discret » et « continu »
tel que toutes les configurations à deux photons au niveau de l’interféromètre ont des
probabilités du même ordre de grandeur 6, aucun interféromètre passif suivi d’une
annonce par deux détecteurs de photons uniques de type on/off ne peut éliminer
de l’état généré les termes pour lesquels deux photons proviennent d’un même canal
(« continu » ou « discret ») sans rendre l’état de sortie séparable.

Cela s’interprète simplement : pour ne pas produire un état séparé, un photon
provenant d’une entrée (discrète ou continue) doit pouvoir atteindre chacun des deux
détecteurs d’annonce. Mais alors deux photons venant de la même entrée peuvent faire
cliquer simultanément ce deux détecteurs.

6. Typiquement le cas quand la génération repose de chaque côté sur des phénomènes probabilistes
indépendants pour les deux cases temporelles. Cette condition n’est en fait pas utile pour obtenir le résultat.
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Remarquez que pour traiter ce problème il est nécessaire d’effectuer les développe-
ments limités sur le nombre de photons à l’ordre deux, sans quoi on risque de négliger
des termes non négligeables. En particulier l’image du « photon extrait » d’un chat n’est
pas suffisante.

Attention à ne pas tirer de conclusion hâtive de ce qui a été montré dans ce chapitre.
Quand les hypothèses utilisées ne sont pas vérifiées la génération de l’état (12.1) devient
possible. Par exemple disposer d’une source déterministe de paires de photons serait
suffisant. Un autre contre-exemple est le schéma que nous présentons au chapitre 13.





13S C H É M A P R O P O S É

Dans ce chapitre nous présentons et analysons un schéma pour générer l’état

|ϕ〉 =
|e〉A

∣∣+α f
〉

B − |l〉A
∣∣−α f

〉
B√

2
(12.1)

Nous commencerons par présenter la configuration expérimentale retenue, et expliquer
son fonctionnement en montrant le calcul de l’état annoncé dans un cas idéal, qui est bien
|ϕ〉. Les limitations expérimentales seront alors prises en compte et nous montrerons
que l’état annoncé dans des cas réalistes, pourtant éloignés du cas idéal, reste proche de
|ϕ〉.

13.1 présentation du schéma

Le schéma que nous allons étudier est donné par la figure 13.1. Celui-ci effectue une
interférence entre un chat de Schrödinger optique, tel que défini dans l’annexe B, injecté
sur la voie 3 dans un mode temporel qu’on dénomme 1 m et une paire de photons
injectée sur les modes 1 et 2. Un état cohérent |rα〉 est utilisé dans l’entrée 4 afin de
contourner l’impossibilité présentée en section 12.2.

13.1.1 État au niveau des détecteurs

Détaillons le fonctionnement de ce schéma en commençant par décrire un cas idéal.
En particulier la source de paires de photons est dans cette section considérée comme
déterministe. On va calculer l’état obtenu au niveau des détecteurs.

13.1.1.1 Partie continue

État de départ

La partie de variables continues est temporellement dans le mode m. Les états injectés
dans les voies 3 et 4 sont respectivement un chat un état cohérent :

|α〉3,m + |−α〉3,m

N ⊗ |rα〉4,m , N =
√

2
√

1 + e−2|α|2 (13.1)

Cela se réécrit en termes d’opérateurs :
{

D3,m(α) + D3,m(−α)

N ⊗ D4,m(rα)

}
|0〉3,4 (13.2)

1. m pour « moyen » ; on peut se le représenter comme intermédiaire entre les modes « tôt » (e) et « tard »
(l), bien que cela soit purement arbitraire.
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BS1

t:r3

√
p0 |0〉A,2

+
√
p1
|e〉A |e〉2 + |l〉A |l〉2√

2

+
√
pε |ε〉A,2

|α〉+|−α〉
N

C

D

E

F

BS350:50

BS4 50:50

BS5

50:50

BS6

50:50

88

1010 11

9

Détection

BS250:50

5

6′

67

7′
m→ lm→ e

|rα〉
4

|0〉 v2

|0〉

v1

2

A

B

1

Figure 13.1 – Proposition de schéma d’expérience

Première séparatrice : BS1

On adopte la convention suivante pour la séparatrice BS1 :
(

âB,m

â5,m

)
=

(
t −r

r t

)(
â3,m

âv2,m

) (
â3,m

âv2 ,m

)
=

(
t r

−r t

)(
âB,m

â5,m

)

avec |r|2 + |t|2 = 1.
La situation dans laquelle un chat est séparé sur une lame séparatrice a déjà été traitée

en sous-section B.2.1. En adaptant l’équation (B.3) aux notations utilisées ici, on obtient :

D3,m(α)Dv2 ,m(0) = DB,m(tα)D5,m(rα)

L’état après la première séparatrice est donc :
{

DB,m(tα)D5,m(rα) + DB,m(−tα)D5,m(−rα)

N ⊗ D4,m(rα)

}
|0〉5,4,B (13.3)
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Deuxième séparatrice : BS2

On adopte la convention :
(

â6,m

â7,m

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â4,m

â5,m

) (
â4,m

â5,m

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
â6,m

â7,m

)

La transformation des opérateurs de déplacement s’écrit alors :

D5,m(γ)D4,m(ε) = D6,m

(
γ + ε√

2

)
D7,m

(
γ− ε√

2

)

L’état après la seconde séparatrice est donc :

DB,m(tα)D6,m

(√
2rα
)
+ DB,m(−tα)D7,m

(
−
√

2rα
)

N |0〉6,7,B (13.4)

Remarquez que c’est ici qu’est contournée l’impossibilité démontrée en section 12.2.
En effet l’interférence qui s’effectue sur la séparatrice BS2 peut être vue comme la
superposition de deux interférences classiques : quand on envoie deux ondes harmo-
niques en phase sur une séparatrice, toute la lumière sort dans une des voies, tandis
que si elles sont en opposition de phase la lumière sort dans l’autre voie. Ici le chat
est une superposition de deux états cohérents en opposition de phase ; chacune de ses
composantes est entièrement routée dans un des modes (6, m) ou (7, m). L’encodage en
phase a été converti en un encodage spatial.

Ajout des délais

Nous convertissons maintenant l’encodage spatial en un encodage temporel. Sur la
branche 6 le mode temporel m est « retardé » pour coïncider au mode l de la partie
discrète : m→ l. Sur la branche 7 on effectue l’inverse et m est « avancé » pour coïncider
avec le mode e : m 7→ e.

Par ailleurs on considère que les modes temporels autours de m sont vides pour les
entrées, de telle sorte que (6′, e) et (7′, l) sont peuplés de vide. L’état se réécrit alors :

DB,m(tα)D6′ ,l

(√
2rα
)
+ DB,m(−tα)D7′ ,e

(
−
√

2rα
)

N |0〉6′ ,7′ ,B

Troisième séparatrice : BS3

Nous mélangeons les modes 7′ et 6′ sur une lame séparatrice. On adopte la conven-
tion :

(
â8,λ

â9,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â6′ ,λ

â7′ ,λ

) (
â6′ ,λ

â7′ ,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
â8,λ

â9,λ

)

La transformation des opérateurs de déplacement s’écrit en adaptant l’équation (B.3)
aux conventions. Les interférences s’effectuent de manière indépendante pour cha-
cun des modes temporels. En notant λ ∈ {e, l} un mode temporel, les opérateurs se
transforment selon :

D7′ ,λ(γ)D6′ ,λ(ε) = D8,λ

(
γ + ε√

2

)
D9,λ

(
γ− ε√

2

)
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Pour chacune des cases temporelles e et l, la lumière ne provient que d’une direction,
et l’interférence s’effectue avec du vide. L’état après cette séparatrice est donc :

DB,m(tα)D8,l (rα) D9,l (−rα) + DB,m(−tα)D8,e (−rα) D9,e (−rα)

N |0〉8,9,B (13.5)

L’effet de la partie continue de l’interféromètre est donc de construire un état intriqué.
Il s’écrit comme la somme de deux états séparés, un pour lequel la partie dans le mode
B est |+tα〉B et la lumière dans 8 et 9 est présente uniquement au temps l, et un second
état formé de |−tα〉B et ayant de la lumière uniquement au temps e dans les modes 8 et
9.

Cet état présente l’avantage de ne pouvoir à lui seul faire cliquer simultanément des
détecteurs aux temps e et l. Ainsi une annonce sur e et l simultanément nous prémunira
du vide sur la partie discrète.

13.1.1.2 Partie discrète

Nous traitons pour l’instant uniquement du cas idéal. On considère donc aux entrées
1 et 2 une paire de photons intriqués en temps :

|e〉A |e〉2 + |l〉A |l〉2√
2

(13.6)

Avec une notation mixte, on peut l’écrire :

|e〉A â†
2,e + |l〉A â†

2,l√
2

|0〉2,v1

Effet de la séparatrice : BS4

On prend comme convention :
(

â10,λ

â11,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
â2,λ

âv1 ,λ

) (
â2,λ

âv1,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â10,λ

â11,λ

)

Après la séparatrice, on a donc l’état :

|e〉A
[

â†
10,e + â†

11,e

]
+ |l〉A

[
â†

10,l + â†
11,l

]

2
|0〉10,11 (13.7)

13.1.1.3 Mélange des parties continue et discrète

Effectuons le mélange final. On retient comme convention pour les séparatrices :
(

âC,λ

âD,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â8,λ

â10,λ

) (
â8,λ

â10,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
âC,λ

âD,λ

)

(
âE,λ

âF,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â9,λ

â11,λ

) (
â9,λ

â11,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
âE,λ

âF,λ

)
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Les opérateurs de déplacement se transforment alors suivant :

D10,λ(γ)D8,λ(ε) = DC,λ

(
γ + ε√

2

)
DD,λ

(
γ− ε√

2

)

D11,λ(γ)D9,λ(ε) = DE,λ

(
γ + ε√

2

)
DF,λ

(
γ− ε√

2

)

Et en particulier pour γ = 0,

D8,λ(ε) = DC,λ

(
ε√
2

)
DD,λ

(−ε√
2

)

D9,λ(ε) = DE,λ

(
ε√
2

)
DF,λ

(−ε√
2

)

Ainsi l’opérateur décrivant l’état en provenance de la partie continu, exprimé avant
ces séparatrices par l’équation (13.5), devient :

1
N

[
DB,m(tα)DC,l

(
rα√

2

)
DD,l

(−rα√
2

)
DE,l

(−rα√
2

)
DF,l

(
rα√

2

)

+ DB,m(−tα)DC,e

(−rα√
2

)
DD,e

(
rα√

2

)
DE,e

(−rα√
2

)
DF,e

(
rα√

2

)]
(13.8)

Les opérateurs de la partie discrète se transforment selon :

â†
2,e =

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

2
â†

2,l =
â†

C,l + â†
D,l + â†

E,l + â†
F,l

2
(13.9)

Et donc l’état (13.7) devient après les dernières séparatrices :
[
|e〉A

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

2
√

2
+ |l〉A

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

2
√

2

]
|0〉B,C,D,E,F (13.10)

L’état complet mélangeant les parties continues et discrètes s’obtient en appliquant
l’opérateur donné par (13.8) à (13.10). En développant, en changeant de notation pour B
et en posant α̃ = rα√

2
on obtient l’état au niveau des détecteurs, qu’on appellera par la

suite |ψ1〉 :

|ψ1〉 =
1

2
√

2N
[

|+tα〉B |e〉A DC,l (+α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (+α̃)
[

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

]

+ |−tα〉B |e〉A DC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃) DF,e (+α̃)
[

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

]

+ |+tα〉B |l〉A DC,l (+α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (+α̃)
[

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

]

+ |−tα〉B |l〉A DC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃) DF,e (+α̃)
[

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

]

]
|0〉C,D,E,F

(13.11)
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13.1.2 Choix de l’annonce

Nous cherchons à définir une stratégie d’annonce qui permette de ne conserver que les
termes de l’état |ψ1〉 (voir l’équation (13.11)) contenant une partie selon A et B figurant
dans l’état souhaité, qu’on rappelle :

|ϕ〉 =
|e〉A

∣∣+α f
〉

B − |l〉A
∣∣−α f

〉
B√

2
, (12.1)

Ainsi nous souhaitons sélectionner uniquement les premier et dernier termes de
l’équation (13.11). On remarque que pour chacun des deux termes du milieu, la lumière
n’est présente que dans une seule case temporelle. Ainsi on impose comme conditionne-
ment que deux détecteurs cliquent : un au temps e et un au temps l. Tous les détecteurs
peuvent jouer ces rôles. On choisit (arbitrairement) que l’annonce est un succès quand
les détecteurs (E, l) et (F, e) cliquent. Pour illustrer ce choix, recopions l’équation (13.11)
en mettant en couleur les termes qui interviendront dans l’état après l’annonce 2 :

1
2
√

2N
[
|+tα〉B |e〉ADC,l (+α̃) DD,l (−α̃)DE,l (−α̃)DF,l (+α̃)

[
â†

C,e + â†
D,e + â†

E,e + â†
F,e

]

+ |−tα〉B |e〉A DC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃) DF,e (+α̃)
[

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

]

+ |+tα〉B |l〉A DC,l (+α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (+α̃)
[

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

]

+ |−tα〉B |l〉ADC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃)DF,e (+α̃)
[

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

]

]
|0〉C,D,E,F

Par ailleurs les deux termes que nous souhaitons conserver diffèrent sur les modes
(C, e), (C, l), (D, e), (D, l), (E, e) et (F, l). Afin que cela ne mène pas à un état mélangé,
nous effaçons cette différence en plaçant des détecteurs sur tous ces modes, et imposons
pour l’annonce qu’ils ne cliquent pas.

Enfin, les deux termes à garder diffèrent aussi sur les modes (E, l) et (F, e). Pour
effacer cette différence, nous allons utiliser des détecteurs non pas de type on/off,
mais résolvant le nombre de photons et on considérera pour l’annonce la mesure
d’exactement un photon. De plus on considère ces détecteurs comme parfaits, sans
pertes. Les opérateurs de mesure de chacun des détecteurs seront donc |0〉〈0| et |1〉〈1|.
Nous pouvons écrire l’opérateur de la mesure d’annonce dans le cas idéal :

Π̂id = 1A,B ⊗ |0〉〈0|C,e ⊗ |0〉〈0|C,l ⊗ |0〉〈0|D,e ⊗ |0〉〈0|D,l

⊗ |0〉〈0|E,e ⊗ |1〉〈1|E,l ⊗ |1〉〈1|F,e ⊗ |0〉〈0|F,l (13.12)

Π̂id est un projecteur. Par commodité, on notera
∣∣Πid〉 le vecteur :

∣∣∣Πid
〉
= |0〉C,e ⊗ |0〉C,l ⊗ |0〉D,e ⊗ |0〉D,l ⊗ |0〉E,e ⊗ |1〉E,l ⊗ |1〉F,e ⊗ |0〉F,l

et donc Π̂id = 1A,B ⊗
∣∣Πid〉〈Πid

∣∣.

2. Comme vu avec l’équation (2.3), les termes ayant une probabilité nulle d’annonce n’ont pas besoin
d’être pris en compte.
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Remarque. Pour augmenter le taux d’annonce, on pourrait utiliser comme annonce la
détection d’un photon par n’importe lequel des détecteurs au temps e, d’un deuxième au
temps l éventuellement sur un autre détecteur et par la détection d’aucun photon dans
tous les autres modes. Cela permettrait de multiplier par 16 la probabilité d’annonce, ou
par 12 si l’on refuse de détecter les deux photons avec le même détecteur (pour prendre
en compte le temps mort par exemple). ♦

13.1.3 État annoncé dans le cas idéal

Maintenant que nous avons l’état |ψ1〉 au niveau des détecteurs (équation (13.11)) et
l’opérateur de mesure (équation (13.12)), nous pouvons calculer l’état annoncé. Pour
cela nous utilisons la formule (2.3). Appelons |ψ̃1〉 la partie de |ψ1〉 qui a une probabilité
non nulle de déclencher l’annonce :

|ψ̃1〉 =
1

2
√

2N

[
|+tα〉B |e〉A DC,l (+α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (+α̃) â†

F,e

+ |−tα〉B |l〉A DC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃) DF,e (+α̃) â†
E,l

]
|0〉C,D,E,F

ou en appliquant les opérateurs au vide :

|ψ̃1〉 =
1

2
√

2N

[
|+tα〉B |e〉A |+α̃〉C,l |−α̃〉D,l |−α̃〉E,l |+α̃〉F,l |1〉F,e |0〉C,D,E;e

+ |−tα〉B |l〉A |−α̃〉C,e |+α̃〉D,e |−α̃〉E,e |+α̃〉F,e |1〉E,l |0〉C,D,F;l

]
(13.13)

L’état non normalisé (numérateur de (2.3)) obtenu après l’annonce est donné par :

TrCDEF

[
Π̂id |ψ̃1〉〈ψ̃1|

]
=
〈

Πid
∣∣∣ψ̃1

〉 〈
ψ̃1

∣∣∣Πid
〉

L’état annoncé est donc pur, et s’écrit à la normalisation près
〈
Πid
∣∣ψ̃1
〉
. En se souvenant

(voir équation (1.13)) que 〈0|α〉 = e−
|α|2

2 et 〈1|α〉 = e−
|α|2

2 α, on calcule :

〈
Πid
∣∣∣ψ̃1

〉
=
−α̃e−2|α̃|2

2
√

2N
[|+tα〉B |e〉A − |−tα〉B |l〉A]

Sa norme, qui est aussi la probabilité d’annonce 3, vaut :

Pid =
|α̃|2e−4|α̃|2

4N 2

En la réexprimant à partir des paramètres initiaux, on obtient :

Pid =
|rα|2e−2|rα|2

16
(

1 + e−2|α|2
) (13.14)

Par ailleurs l’état normalisé obtenu est bien |ϕ〉.
On peut donc conclure que le schéma présenté permet bien, dans des conditions

idéales, de générer l’état visé. Nous allons maintenant analyser ce qu’il advient quand
on considère des sources et détecteurs réalistes.

3. Pour tout ce chapitre nous noterons les probabilités d’annonce par un P majuscule alors que les
probabilités des différents termes des états d’entrée seront notés avec un p minuscule.
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13.2 source réaliste de paires de photons

Considérons que les paires de photons sont générées probabilistiquement, par exemple
par un cristal non linéaire faiblement pompé dans les deux modes temporels e et l. Nous
allons décrire l’état généré puis calculer l’état au niveau du détecteur.

13.2.1 Source de paire de photons

Comme nous l’avons vu en section 12.2, il faut effectuer le développement limité à
l’ordre deux par rapport à la probabilité d’obtenir une paire.

La source de paires intriquées en encodage temporel est construite en ayant deux
sources de paires identiques et indépendantes, une pour chacun des modes e et l.
Expérimentalement on utilise le même cristal pompé à deux temps différents. Notons
pm

k la probabilité d’obtenir k paires pour une des deux sources (un des modes temporels).
Pour une source réaliste ils sont tels que pm

k est de l’ordre de pm
1 à la puissance k. Nous

effectuons l’hypothèse que tous les coefficients sont réels ; ainsi l’état généré par la
source complète est :
[√

pm
0 |0〉1,e |0〉2,e +

√
pm

1 |1〉1,e |1〉2,e +
√

pm
2 |2〉1,e |2〉2,e + o

(√
pm

2

)]

⊗
[√

pm
0 |0〉1,l |0〉2,l +

√
pm

1 |1〉1,l |1〉2,l +
√

pm
2 |2〉1,l |2〉2,l + o

(√
pm

2

)]

= pm
0 |0〉1,e |0〉2,e |0〉1,l |0〉2,l +

√
2pm

0 pm
1

|1〉1,e |1〉2,e |0〉1,l |0〉2,l + |0〉1,e |0〉2,e |1〉1,l |1〉2,l√
2

+
√

2pm
0 pm

2
|2〉1,e |2〉2,e |0〉1,l |0〉2,l + |0〉1,e |0〉2,e |2〉1,l |2〉2,l√

2
+ pm

1 |1〉1,e |1〉2,e |1〉1,l |1〉2,l + o(pm
1 )

= pm
0 |0〉+

√
2pm

0 pm
1
|e〉1 |e〉2 + |l〉1 |l〉2√

2

+
√

2pm
0 pm

2
|ee〉1 |ee〉2 + |ll〉1 |ll〉2√

2
+ pm

1 |el〉1 |el〉2 + o(pm
1 )

en ayant noté |ee〉 = |2〉e |0〉l , |ll〉 = |0〉e |2〉l et |el〉 = |1〉e |1〉l , et en rappelant que |2〉 et
|1〉 désignent des états de Fock.

On remarque que le terme à l’ordre 1 en
√

pm
1 est celui que nous avons pris en

compte pour la source idéale dans l’équation (13.6) ; il s’agit bien d’une paire de photons
intriqués en temps. Posons :





p0 = (pm
0 )

2

p1 = 2pm
0 pm

1

p2 = 2pm
0 pm

2 + (pm
1 )2
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On peut alors écrire l’état généré par la source sous la forme :

√
p0 |0〉A,2 +

√
p1
|e〉A |e〉2 + |l〉A |l〉2√

2

+
√

p2



√

2pm
0 pm

2

2pm
0 pm

2 + (pm
1 )2
|ee〉1 |ee〉2 + |ll〉1 |ll〉2√

2
+

pm
1√

2pm
0 pm

2 + (pm
1 )2
|el〉1 |el〉2




+ o
(√

pm
1

)
(13.15)

13.2.1.1 Poids relatif des sous-composants

Nous avons pour l’instant décrit une source générique de paires de photons intriqués
en temps. Dans l’optique d’effectuer des calculs concrets, il nous faut fixer des valeurs
pour les coefficients pm

k .
Prenons par exemple une source créant des paires de photons avec une statistique

géométrique, comme le fait une source non dégénérée exploitant un processus non-
linaire d’ordre 2. L’état généré est

√
1− λ2 ∑k λk |k〉 |k〉, et donc pm

k =
(
1− λ2) (λ2)

k ; on
peut exprimer en fonction de λ les coefficients vus au paragraphe précédent, ainsi que
le terme d’ordre 2 : 




p0 =
(
1− λ2)2

p1 = 2
(
1− λ2)2

λ2

p2 = 3
(
1− λ2)2

λ4

(13.16)

La composante à deux paires s’écrit :
√

2
3
|ee〉1 |ee〉2 + |ll〉1 |ll〉2√

2
+

√
1
3
|el〉1 |el〉2 =

|ee〉1 |ee〉2 + |ll〉1 |ll〉2 + |el〉1 |el〉2√
3

(13.17)

Remarque. Nous aurons besoin plus tard de savoir que p1
p0

= 2λ2 et p2
p1

= 3
2 λ2. ♦

13.2.1.2 Bilan

Afin de prendre en compte une source réaliste, ayant une importante composante de
vide et pouvant générer plusieurs paires simultanément, nous écrirons l’état d’entrée de
la partie discrète sous la forme :

√
p0 |0〉A,2 +

√
p1
|e〉A |e〉2 + |l〉A |l〉2√

2
+
√

pε |ε〉A,2 (13.18)

avec l’idée que p0 � p1 � pε, et |ε〉A,2 un état normé, contenant plusieurs paires.
Quand nous aurons besoin d’effectuer des calculs précis sur |ε〉A,2, nous utiliserons le

fait qu’il est dominé par la composante à deux paires qu’on écrira de manière générique
sous la forme : √

pee√
2
|ee〉A |ee〉2 +

√
pll√
2
|ll〉A |ll〉2 +

√
pel |el〉A |el〉2 (13.19)

avec pee + pll + pel = 1, et en général pee = pll (voir équation (13.15)).
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13.2.2 État au niveau des détecteurs

Calculons maintenant l’état au niveau des détecteurs lorsqu’on utilise un état tel que
décrit par l’équation (13.18) pour la partie de variables discrètes, avec toujours un chat
et un état cohérent pour la partie de variables continues.

13.2.2.1 État générique au niveau des détecteurs

Les entrées de la partie continue n’ayant pas été modifiées comparativement à ce
qui a été vu en section 13.1, il est inutile de refaire le calcul et nous pouvons utiliser
l’expression de l’opérateur donné par l’équation (13.8).

Pour gérer la partie discrète, il suffit de se souvenir du calcul effectué pour obtenir
l’équation (13.11) : nous avons écrit les états sous forme d’opérateurs agissant sur vide.
L’effet de l’interféromètre sur la partie discrète est donné par l’équation (13.9).

On peut donc écrire l’état générique au niveau des détecteurs, en ayant toujours posé
α̃ = rα√

2
:

|ψ〉 = √p0 |ψ0〉+
√

p1 |ψ1〉+
√

pε |ψε〉 (13.20a)

avec

|ψ0〉 =
1
N
[
|tα〉B |0〉A DC,l (α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (α̃)

+ |−tα〉B |0〉A DC,e (−α̃) DD,e (α̃) DE,e (−α̃) DF,e (α̃)
]
|0〉C,D,E,F

(13.20b)

et

|ψ1〉 =
1

2
√

2N
[

|+tα〉B |e〉A DC,l (+α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (+α̃)
[

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

]

+ |−tα〉B |e〉A DC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃) DF,e (+α̃)
[

â†
C,e + â†

D,e + â†
E,e + â†

F,e

]

+ |+tα〉B |l〉A DC,l (+α̃) DD,l (−α̃) DE,l (−α̃) DF,l (+α̃)
[

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

]

+ |−tα〉B |l〉A DC,e (−α̃) DD,e (+α̃) DE,e (−α̃) DF,e (+α̃)
[

â†
C,l + â†

D,l + â†
E,l + â†

F,l

]

]
|0〉C,D,E,F

(13.20c)

où |ψ0〉, |ψ1〉 et |ψε〉 sont des états bien normés, ayant sur la sortie A respectivement 0,
1 et plus de photons. Notez que, de ce fait, ces trois états sont orthogonaux. |ψ1〉 est
identique à celui exprimé dans l’équation (13.11). |ψε〉 est un état contenant plusieurs
photons sur la sortie A ; il est indésirable. On se souviendra que la probabilité qu’il
déclenche deux détecteurs simultanément est de l’ordre 1 car même sans lumière
provenant de la partie continue, la partie discrète est capable de fournir deux photons 4.
Pour calculer cette probabilité plus précisément on utilisera le terme à deux photons,
que nous allons maintenant expliciter.

4. Il y aura tout de même un facteur de combinatoire traduisant la probabilité que chacun des photons
soit détecté par le bon détecteur.
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13.2.2.2 Composante à deux photons

Calculons au niveau des détecteurs la partie de |ψε〉 comportant deux photons et
qu’on nomme |ψ2〉. L’état d’entrée de la partie discrète que nous prenons en compte est
donné par l’équation (13.19) ; nous le réécrivons avec des notations mixtes :


√pee |ee〉A

(â†
2,e)

2

√
2

+
√

pll |ll〉A
(â†

2,l)
2

√
2

+
√

pel |el〉A â†
2,e â†

2,l


 |0〉2

avec toujours pee + pll + pel = 1, et en général pee = pll .
L’effet des différentes séparatrices sur les opérateurs bosoniques d’entrée de la partie

discrète se décrit toujours par l’équation (13.9). En utilisant de nouveau l’équation (13.8)
pour décrire la partie continue, nous aboutissons à l’expression de |ψ2〉 suivante :
[ √

pee

4
√

2N
|ee〉A

[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,e â†
y,e

)

+

√
pll

4
√

2N
|ll〉A

[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,l â
†
y,l

)

+

√
pel

4N |el〉A
[

|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,e â†
y,l

) ]

|0〉CDEF
(13.21)

Remarque. Nous ne cherchons pas à développer davantage cet état pour l’instant. Seule
sa probabilité d’annonce nous servira dans la suite ; lors de son calcul seuls certains
termes seront utiles. ♦

13.3 détecteurs réalistes

Prenons maintenant en compte des détecteurs réalistes.

13.3.1 Modèle des détecteurs

Nous considérons que les détecteurs à disposition sont de type on/off, et d’efficacité
η. Ainsi leurs opérateurs positifs de mesure s’écrivent :

Π̂off =
+∞

∑
k=0

(1− η)k |k〉〈k| Π̂on = 1− Π̂off =
+∞

∑
k=0

[
1− (1− η)k

]
|k〉〈k| (13.22)

13.3.2 Choix de l’annonce

Le choix de la stratégie d’annonce a été discuté pour le cas idéal en sous-section 13.1.2.
Nous allons discuter ici de son adaptation aux détecteurs réalistes.
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13.3.2.1 Adaptation directe

L’adaptation directe de l’opérateur de mesure Π̂id donné par (13.12) consiste à utiliser :

Π̂ = 1A,B ⊗ Π̂off

C,e ⊗ Π̂off

C,l ⊗ Π̂off

D,e ⊗ Π̂off

D,l ⊗ Π̂off

E,e ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ Π̂off

F,l (13.23)

La probabilité de clic d’un détecteur en l’absence de photon est présumée nulle. Ainsi
|ψ0〉 et la moitié des termes de |ψ1〉 (voir 13.1.2) ont une probabilité nulle de déclencher
l’annonce. Pour cet aspect on retrouve les mêmes conclusions que le cas idéal.

Π̂ n’étant pas un projecteur, l’état annoncé risque maintenant de ne pas être pur. Le
calcul de l’état, ainsi que de la probabilité d’annonce sera effectué en section 13.4.

Remarque. Avant d’effectuer une expérience, il faudra s’assurer que les taux de coups
d’obscurité des détecteurs sont suffisamment faibles pour que la probabilité d’annonce
ne soit pas modifiée. ♦

13.3.2.2 Ressources réduites

La raison pour laquelle en sous-section 13.1.2 nous avions décidé de mesurer l’absence
de lumière sur tous les autres modes que (E, l) et (F, e) est que cela permettait d’obtenir
un état pur. Ici l’état sera dans tous les cas mélangé ; ainsi on peut se demander s’il
est vraiment utile de placer des détecteurs pour s’assurer qu’ils ne cliquent pas. Par
exemple il est évident que dans le cas de détecteurs peu efficaces (η → 0), Π̂off → 1 et
donc le détecteur est inutile. Ainsi nous proposons un schéma alternatif représenté par
la figure 13.2, plus économe en détecteurs.

L’opérateur de mesure utilisé sera :

Π̂′ = 1A,B ⊗ 1C,e ⊗ 1C,l ⊗ 1D,e ⊗ 1D,l ⊗ 1E,e ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ 1F,l (13.24)

Comme Π̂, cet opérateur utilise les clics simultanés des détecteurs sur (E, l) et (F, e).
Ainsi il exclut également |ψ0〉 et la moitié des termes de |ψ1〉 de l’état annoncé.

Remarquez que les modes 8 et 10 sont perdus. Pour la voie 10 ça n’est pas un
problème car l’état de ce côté est encodé avec des photons uniques et l’annonce élimine
la possibilité de la sortie du photon 5 ; le principal effet sera de réduire la probabilité
d’annonce. Pour la sortie par la voie 8, la situation est assez proche de celle de la
séparation d’un chat dont un côté est abandonné, ce que nous avons étudié en section B.3.
Ainsi il parait raisonnable que cela n’ait qu’un impact limité tant que rα� 1.

Le schéma de la figure 13.2 a l’avantage de ne nécessiter que deux détecteurs. Nous
n’avons pas non plus besoin de mesurer l’absence de clic sur les modes (E, e) et (F, l).
Ainsi il n’est plus nécessaire que la séparation temporelle entre les temps e et l soit
supérieure au temps mort des détecteurs. Ces deux temps peuvent donc être très proche
car seule la gigue des détecteurs limite leur rapprochement. Ainsi l’expérience pourra
être réalisée avec un taux de répétition plus important que si elle est effectuée avec
l’opérateur Π̂.

5. Pour cette explication, on occulte la possible présence de plusieurs paires. Les prendre en compte
n’apporte pas de changement qualitatif.



13.4 état annoncé en mesurant tous les modes 235

BS1

t:r3

√
p0 |0〉A,2

+
√
p1
|e〉A |e〉2 + |l〉A |l〉2√

2

+
√
pε |ε〉A,2

|α〉+|−α〉
N

C

D

E

F
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BS5

50:50
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50:50
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|0〉

v1

2

A

B

1

Figure 13.2 – Proposition alternative de schéma d’expérience, économe en détecteurs.

Remarque. Dans la figure 13.2, nous aurions pu profiter de la suppression des détecteurs
C et D pour retirer la séparatrice BS4 et envoyer toute la lumière provenant de la partie
discrète vers les détecteurs E et F, augmentant ainsi la probabilité de succès. Cela sera
utilisé pour réaliser une l’expérience mais nous avons ici préféré garder un schéma
le plus proche possible de celui de la figure 13.1 afin de pouvoir comparer les deux
procédures d’annonce. ♦

L’analyse de l’état annoncé par Π̂′ et de la probabilité d’annonce est effectuée en
section 13.5.

13.4 état annoncé en mesurant tous les modes

L’équation (13.20) décrit l’état avant l’annonce, au niveau des détecteurs. Dans cette
section nous allons calculer l’état annoncé par la mesure décrite par Π̂ (défini par
équation (13.23)), ainsi que la probabilité d’annonce. Ceux-ci nous sont donnés par
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l’équation (2.1). On s’intéressera dans un premier temps au numérateur de cette expres-
sion :

TrCDEF
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]

Sa norme est la probabilité d’annonce tandis qu’une fois normé il nous donnera la
matrice densité de l’état obtenu.

Nous avons effectué un développement limité sur la probabilité p1 d’émission d’une
paire par la source. Nous allons en effectuer un pour α̃→ 0. Dans tous les cas l’efficacité
des détecteurs η est considérée comme étant une constante.

13.4.1 Généralités

Commençons par simplifier l’expression de TrCDEF
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]
. Pour cela prenons en

compte les conclusions de l’équation (2.3) qui nous indiquent que dans le développement
de |ψ〉 sur le nombre de photons dans A (équation (13.20)), seuls les termes ayant une
probabilité non nulle de déclencher l’annonce ont besoin d’être pris en compte. Comme
on peut calculer pour chacun des modes (E, l) et (F, e) que Tr

[
Π̂on |0〉〈0|

]
= 0, |ψ0〉 peut

être exclu immédiatement. Ainsi,

TrCDEF
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]
= p1 TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
+
√

p1
√

pε TrCDEF
[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]

+
√

p1
√

pε TrCDEF
[
Π̂ |ψε〉〈ψ1|

]
+ pε TrCDEF

[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]
(13.25)

Les parties sur A de |ψ1〉 et |ψε〉 sont orthogonales, et donc :

Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
= 0 = Tr

[
Π̂ |ψε〉〈ψ1|

]

Cela permet d’écrire la probabilité totale d’annonce P sous la forme :

P = Tr
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]
= p1P1 + pεPε (13.26a)

en ayant défini :

P1 = Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
et Pε = Tr

[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]
(13.26b)

P1 et Pε correspondent respectivement aux probabilités d’annonce associées à |ψ1〉 et
|ψε〉. C’est-à-dire que P1 est celle qu’on obtiendrait si l’on envoyait exactement une paire
de photons sur l’entrée discrète de l’interféromètre ; Pε est celle qu’on aurait en envoyant
vers l’interféromètre la partie contenant deux photons et plus de l’état généré par la
source de paires.

Évaluons maintenant chacun des termes de TrCDEF
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]
. Le premier va être

calculé exactement. Nous allons borner les autres afin de s’assurer qu’ils restent négli-
geables dans l’état annoncé (après normalisation de l’état). Une estimation plus précise
de P2 sera donnée en sous-section 13.5.4, uniquement dans le cadre de l’autre annonce
(Π̂′).



13.4 état annoncé en mesurant tous les modes 237

13.4.2 Gestion des multiples paires

13.4.2.1 Estimation de TrCDEF
[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
+ TrCDEF

[
Π̂ |ψε〉〈ψ1|

]

Ces termes sont les cohérences non normées entre la partie de l’état après annonce
comportant un photon unique sur A et celle en ayant plusieurs. Ils ont comme pré-
facteur

√
p1
√

pε qui est petit, mais il faut avoir à l’esprit que la renormalisation risque
de les amplifier ; c’est pourquoi nous allons les borner.

Commençons par remarquer que :

TrCDEF
[
Π̂ |ψε〉〈ψ1|

]
=
(
TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

])†

Nous pouvons donc nous contenter de travailler sur TrCDEF
[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
. Le principal

objectif est de borner son comportement pour α̃→ 0. Remarquez que la trace n’est pas
un bon critère car elle est nulle (|ψ1〉 et |ψε〉 sont orthogonaux sur le mode A). Nous
allons borner chaque élément de TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
.

Soient |x1〉AB et |x2〉AB deux kets normés arbitraires de l’espace décrivant les modes
A et B. On étudie l’élément de matrice 〈x1|AB TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
|x2〉AB, ou plutôt son

module. Π̂ n’agissant pas sur les modes A et B donc le module s’exprime :
∣∣〈x1|AB TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
|x2〉AB

∣∣ =
∣∣Tr
[
Π̂ 〈x1|AB |ψ1〉〈ψε| |x2〉AB

]∣∣

Notons |ψ′1〉 = 〈x1|AB |ψ1〉 et |ψ′ε〉 = 〈x2|AB |ψε〉 ; ils sont sous-normés. La grandeur
qu’on cherche à évaluer s’écrit donc

∣∣Tr
[
Π̂ |ψ′1〉〈ψ′ε|

]∣∣.
Remarquons que Π̂ étant un opérateur hermitien positif, sa racine

√
Π̂ est bien définie.

On calcule alors en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

∣∣Tr
[
Π̂
∣∣ψ′1
〉〈

ψ′ε
∣∣]∣∣ =

∣∣∣
〈
ψ′ε
∣∣
√

Π̂
√

Π̂
∣∣ψ′1
〉∣∣∣

≤
√
〈ψ′ε|Π̂|ψ′ε〉

√〈
ψ′1
∣∣Π̂
∣∣ψ′1
〉
=
√

Tr
[
Π̂ |ψ′ε〉〈ψ′ε|

]√
Tr
[
Π̂
∣∣ψ′1
〉〈

ψ′1
∣∣]

En remarquant que |x1〉AB peut être complété en une base de l’espace décrivant les
modes A et B, et que Π̂ |ψ1〉〈ψ1| est hermitien positif, on peut effectuer la majoration
(on reconnaît le premier terme d’une somme de nombres positifs) :

Tr
[
Π̂
∣∣ψ′1
〉〈

ψ′1
∣∣] = 〈x1|AB TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
|x1〉AB ≤ Tr

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
= P1

De même,
Tr
[
Π̂
∣∣ψ′ε
〉〈

ψ′ε
∣∣] ≤ Pε

On a ainsi prouvé que pour tous |x1〉AB et |x2〉AB,
∣∣〈x1|AB TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψε|

]
|x2〉AB

∣∣ ≤
√

P1Pε (13.27a)

et de même,
∣∣〈x1|AB TrCDEF

[
Π̂ |ψε〉〈ψ1|

]
|x2〉AB

∣∣ ≤
√

P1Pε (13.27b)

Ainsi nous pourrons écrire :

TrCDEF
[
|ψ1〉〈ψε| Π̂

]
+ TrCDEF

[
|ψε〉〈ψ1| Π̂

]
=
√

P1PερAB;1,ε (13.28)

où ρAB;1,ε est un opérateur hermitien de trace nulle et dont les coefficients sont de
module au plus égal à 1.
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Remarque. Pour α̃ = 0 (pas de lumière du côté continu), |ψ1〉 et |ψε〉 sont des états de
Fock orthogonaux, même en ne regardant que leurs parties sur C, D, E, F. Comme nous
allons travailler avec α̃ � 1, il est attendu que le terme traité ici soit nettement plus
faible que ce qu’indique la domination de l’équation (13.28). ♦

Remarque. La majoration (13.27) est en fait nécessaire à ce que la matrice densité de l’état
après l’annonce soit positive. ♦

13.4.2.2 Estimation de TrCDEF
[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]

On rappelle que par définition, Pε est la trace de TrCDEF
[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]
. Ainsi en posant :

ρAB;ε =
TrCDEF

[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]

Pε
(13.29)

la matrice densité ρAB;ε est bien normée. On a alors

TrCDEF
[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]
= PερAB;ε (13.30)

Notez que comme |ψε〉 a plusieurs photons provenant de la partie des variables
discrètes, Pε restera de l’ordre de 1 même pour α̃ → 0 ; dans cette limite et pour des
détecteurs parfaits Pε est égale à la probabilité que les photons « choisissent » la bonne
route.

Pε sera estimé plus précisément à partir de sa partie contenant deux paires dans le
cadre de l’autre annonce en sous-section 13.5.4.

13.4.2.3 Conclusion

De manière similaire à ce qui a été effectué pour ρAB;ε, on définit :

ρAB;1 =
TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]

P1
(13.31)

On peut alors résumer l’estimation des termes impliquant plusieurs photons sur A
par :

TrCDEF
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]
= p1P1ρAB;1 +

√
p1 pε

√
P1PερAB;1,ε + pεPερAB;ε (13.32)

avec ρAB;1,ε une matrice dont les modules des coefficients valent au plus 1. ρAB;1 est la
matrice densité bien normée qu’on obtiendrait si |ψ1〉 était l’état au niveau des détecteurs
(une seule paire envoyée par la source du côté discret). De même ρAB;ε est la matrice
densité bien normée correspondant à l’état qu’on obtiendrait avec seulement |ψε〉. De
plus on retiendra que Pε reste de l’ordre de 1 quand α̃→ 0.

13.4.3 Calcul de la partie principale de l’état annoncé

Nous allons maintenant calculer la partie la plus importante de l’état annoncé. Sa
version non normée est TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
.

De nouveau nous utilisons la propriété (2.3) pour ne garder que les termes sus-
ceptibles de déclencher l’annonce. Cela a déjà été effectué dans le cas idéal. Comme
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Tr
[
Π̂on |0〉〈0|

]
= 0, les termes qui ne déclenchent pas la détection idéale décrite par Π̂id

ne déclenchent pas non plus celle décrite par Π̂. Ainsi on peut de nouveau se contenter
de travailler avec |ψ̃1〉 tel que défini dans l’équation (13.13) :

|ψ̃1〉 =
1

2
√

2N

[
|+tα〉B |e〉A |+α̃〉C,l |−α̃〉D,l |−α̃〉E,l |+α̃〉F,l |1〉F,e |0〉C,D,E;e

+ |−tα〉B |l〉A |−α̃〉C,e |+α̃〉D,e |−α̃〉E,e |+α̃〉F,e |1〉E,l |0〉C,D,F;l

]
(13.13)

On a donc, en abusant légèrement de la notion Π̂ car on en sort 1A,B,

TrCDEF
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
8N 2

(

|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A Tr
[
Π̂ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

+ |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A Tr

[
Π̂ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e

|+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l

]

+ |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A Tr

[
Π̂ |−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e

|0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l

]

+ |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A Tr
[
Π̂ |−α̃〉〈−α̃|C,e |+α̃〉〈+α̃|D,e |−α̃〉〈−α̃|E,e |+α̃〉〈+α̃|F,e |1〉〈1|E,l

])

(13.33)

Le calcul de cette trace partielle est effectué en section C.1. Le résultat est le suivant :

Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
8N 2

[
ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)
|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A
− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A
+ ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)
|−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A

]

(C.6)

13.4.4 Expression de l’état généré

13.4.4.1 Généralités

La normalisation de l’état s’effectue avec la probabilité d’annonce exprimée par
l’équation (13.26) :

P = p1P1 + pεPε

avec :

P1 = Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
et Pε = Tr

[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]

Ici nous allons calculer P1 en utilisant que P1 = Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
= Tr

{
TrCDEF[Π̂ |ψ1〉〈ψ1|]

}
.

L’état non normé a été exprimé par l’équation (13.32) :

TrCDEF
[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]
= p1P1ρAB;1 +

√
p1 pε

√
P1PερAB;1,ε + pεPερAB;ε (13.32)
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avec :

ρAB;1 =
TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]

P1
et ρAB;ε =

TrCDEF
[
Π̂ |ψε〉〈ψε|

]

Pε
((13.31) et (13.29))

et avec ρAB;1,ε un opérateur unitaire dont les coefficients sont au plus de l’ordre de 1.
Ainsi on peut exprimer de manière générique l’état généré sous la forme :

ρAB =
TrCDEF

[
Π̂ |ψ〉〈ψ|

]

P
=

p1P1ρAB;1 +
√

p1 pε

√
P1PερAB;1,ε + pεPερAB;ε

p1P1 + pεPε

Et donc :

ρAB =
1

1 + pεPε

p1P1

[
ρAB;1 +

√
pεPε

p1P1
ρAB;1,ε +

pεPε

p1P1
ρAB;ε

]
(13.34)

Ainsi le critère pour s’assurer que l’état généré est conforme à nos attentes est que

ρAB;1 le soit, et également que

√
pεPε

p1P1
� 1.

13.4.4.2 Expression de la probabilité d’annonce

La seule probabilité que nous pouvons davantage préciser est P1. Elle est définie par
l’équation (13.26) ; et se calcule directement grâce à l’expression (C.6) :

P1 = Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
4N 2 ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)
(13.35)

13.4.4.3 État préparé

Le seul terme de l’expression (13.32) que nous pouvons exprimer, mais aussi le plus
important, est ρAB;1, qui s’exprime après normalisation par :

ρAB;1 =
TrCDEF

[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]

P1
=

1
2

[
|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

− η|α̃|2e−|α̃|
2

1− e−η|α̃|2
|+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A

− η|α̃|2e−|α̃|
2

1− e−η|α̃|2
|−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A

+ |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A
]

(13.36)

ρAB;1 est certes un état mélangé, mais il est intégralement inclus dans le même sous-
espace que l’état cible |ϕ〉, celui engendré par |+tα〉B |e〉A et |−tα〉B |l〉A. Notez que
ceux-si sont orthogonaux, et donc l’expression (13.36) est celle d’un qubit mélangé.
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13.4.4.4 Approximation

Exprimons la probabilité et l’état quand α̃→ 0.

P1 =
1

4N 2 ηe−3η|α̃|2
(

1− e−η|α̃|2
)
∼

α̃→0

η2|α̃|2
4N 2 = O

(
|α̃|2

)
(13.37)

On constate par ailleurs que les cohérences de ρAB;1 tendent vers −1 dans cette même
limite, et donc :

ρAB;1 −→
α̃→0
|ϕ〉〈ϕ| (13.38)

Dans cette limite on retrouve bien l’état qu’on souhaitait générer, au moins pour ρAB;1.
En prenant en compte la limite donnée par (13.37), et que Pε est de l’ordre de 1, la

condition pour que l’état ne soit pas pollué par la possibilité d’avoir plusieurs photons
sur la voie A s’écrit dans cette limite :

pε

p1
� |α̃|2 (13.39)

Cela signifie que la puissance de pompe de la source de paires de photons doit être
réglée de manière à ce que la probabilité que la partie discrète fasse cliquer un détecteur
soit très faible devant celle que la partie continue le fasse. Notez que cette dernière ne
peut par contre pas faire cliquer seule les deux détecteurs (E, l) et (F, e), contrairement
à la partie discrète.

13.4.4.5 Pureté

Notez que l’état ρAB;1 (équation (13.36)) ne dépend que de α̃ = rα√
2
, qui représente

l’amplitude de la partie de l’état continu au niveau des détecteurs. Nous traçons dans
la figure 13.3 la pureté de l’état ρAB;1 en fonction de α̃ pour plusieurs efficacités η des
détecteurs.

On remarque que la pureté ne dépend que peu de l’efficacité des détecteurs ; on
retrouve là le fait que celle-ci se simplifie en grande partie lors de la renormalisation de
l’état annoncé. Par ailleurs, l’état n’est pas pur même pour un détecteur parfaitement
efficace (η = 1) contrairement à l’annonce idéale (sous-section 13.1.2). Cela provient de
la différence qu’il y a entre un détecteur on/off et le projecteur |1〉〈1|. En particulier,
Π̂on |α̃〉 6= |1〉. Ainsi, si l’on sépare la projection effectuée par la mesure d’annonce
et la destruction, après projection les termes donnant |+tα〉B |e〉A et |−tα〉B |e〉A sont
différents et donc partiellement discernables. Après la destruction de la partie mesurée,
on obtient un état non pur.

13.4.4.6 Fidélité

Fidélité de ρAB;1

Calculons la fidélité entre l’état ρAB;1 et l’état cible |ϕ〉 =
|e〉A|+tα〉B−|l〉A|−tα〉B√

2
. En

utilisant le fait que l’équation (13.36) est celle d’un qubit, nous effectuons le calcul en
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Figure 13.3 – Pureté de la partie principale ρAB;1 de l’état annoncé en fonction de α̃, pour
différentes efficacités η des détecteurs.

notation matricielle avec pour base |e〉A |+tα〉B et |l〉A |−tα〉B. Comme |ϕ〉 est pur, on
peut utiliser la définition suivante de la fidélité :

F1 = 〈ϕ|ρAB;1|ϕ〉 =
1
4

(
1 −1

)



1 − η|α̃|2e−|α̃|
2

1−e−η|α̃|2

− η|α̃|2e−|α̃|
2

1−e−η|α̃|2 1



(

1

−1

)

=
1
2

[
1 +

η|α̃|2e−|α̃|
2

1− e−η|α̃|2

]

Nous traçons la fidélité de l’état annoncé par rapport à |ϕ〉 dans la figure 13.4. La
probabilité d’annonce est également représentée.

On retrouve les mêmes comportements pour la fidélité que pour la pureté. Notez que
s’il y a un maximum de probabilité c’est parce qu’au-delà d’une certaine valeur de α̃, la
probabilité que clique l’un des détecteurs qui ne le devrait pas devient importante.

En termes de valeurs numériques, en prenant η = 0.95 [79, 136], en imposant F1 =

0,99 on obtient qu’il faut α̃ = 0,2. Cela peut par exemple être réalisé en choisissant α = 2
et un coefficient de réflexion pour la séparatrice BS1 r = 0,14. La probabilité d’annonce
est alors P1 = 3,8× 10−3.

Fidélité de l’état complet

Pour calculer la fidélité de l’état complet, il suffit de remarquer que |ϕ〉 contient
exactement un photon dans la voie A et est donc orthogonal à l’espace dans lequel est
ρAB;ε. Ainsi en partant de l’équation (13.34), on obtient que la fidélité F de l’état complet
s’exprime :

F = 〈ϕ|ρAB|ϕ〉 =
F1

1 + pεPε

p1P1

(13.40)
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Figure 13.4 – Fidélité de la partie principale ρAB;1 de l’état annoncé et probabilité d’annonce P1
en fonction de α̃, pour différentes efficacités η des détecteurs. Pour le tracé de la
probabilité P1, la valeur fixe α = 2 est utilisée et α̃ = rα√

2
est variée en changeant r.

Elle est donc donnée par F1 pondérée par la proportion de l’état final provenant de la
partie à une paire d’état incident du côté discret.

13.5 état annoncé sans mesurer tous les modes

Étudions maintenant une situation plus proche de ce qui pourra être réalisé expéri-
mentalement : annoncer l’état par les clics simultanés des détecteurs (E, l) et (F, e) sans
se soucier des autres modes.

Cette mesure est décrite par l’opérateur Π̂′ donné par l’équation (13.24). L’état
avant annonce exprimé au niveau des détecteurs est toujours |ψ〉, tel que décrit par
l’équation (13.20).

Les généralités et le traitement des multiples photons dans la voie A sont identiques
à ce qui a été effectué pour l’autre annonce en section 13.4.

13.5.1 Résumé des généralités

Nous utilisons toujours le résultat présenté en équation (2.1) : on étudie

TrCDEF
[
Π̂′ |ψ〉〈ψ|

]

dont la norme est la probabilité d’annonce, tandis qu’une fois normé il nous donnera la
matrice densité de l’état obtenu.

En définissant :

P′1 = Tr
[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]
et P′ε = Tr

[
Π̂′ |ψε〉〈ψε|

]
(13.41a)
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la probabilité totale d’annonce s’écrit :

P′ = Tr
[
Π̂′ |ψ〉〈ψ|

]
= p1P′1 + pεP′ε (13.41b)

P′1 et P′ε correspondent respectivement aux probabilités d’annonce associées à |ψ1〉 et
|ψε〉.

On définit ensuite :

ρ′AB;1 =
TrCDEF

[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]

P′1
et ρ′AB;ε =

TrCDEF
[
Π̂′ |ψε〉〈ψε|

]

P′ε
(13.42)

qui correspondent aux matrices densité qu’on obtiendrait en utilisant respectivement
|ψ1〉 et |ψε〉.

En notant ρ′AB;1,ε une matrice dont les modules des coefficients valent au plus 1, On
peut écrire l’état après annonce non normé sous la forme :

TrCDEF
[
Π̂′ |ψ〉〈ψ|

]
= p1P′1ρ′AB;1 +

√
p1 pε

√
P′1P′ερ′AB;1,ε + pεP′ερ′AB;ε (13.43)

De plus on retiendra que P′ε reste de l’ordre de 1 quand α̃→ 0.

13.5.2 Calcul de la partie principale de l’état annoncé

Nous allons maintenant calculer la partie la plus importante de l’état annoncé. Sa
version non normée est TrCDEF

[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]
.

La simplification préalable au calcul est identique à celle effectuée dans la sous-
section 13.4.3. Le résultat est donné par l’équation (13.33), qui s’adapte ici sous la forme :

TrCDEF
[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
8N 2

(

|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A Tr
[
Π̂′ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

+ |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A Tr

[
Π̂′ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e

|+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l

]

+ |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A Tr

[
Π̂′ |−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e

|0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l

]

+ |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A Tr
[
Π̂′ |−α̃〉〈−α̃|C,e |+α̃〉〈+α̃|D,e |−α̃〉〈−α̃|E,e |+α̃〉〈+α̃|F,e |1〉〈1|E,l

])

(13.44)

Le calcul est effectué en section C.2. Le résultat est :

TrCDEF[Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|] =
1

8N 2

[
η
(

1− e−η|α̃|2
)
|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A
− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A
+ η

(
1− e−η|α̃|2

)
|−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A

]

(C.11)
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13.5.3 Expression de l’état généré

Nous ne reviendrons pas sur les généralités exposées dans la sous-section 13.4.4. Ce
sont les valeurs de P′1 et ρ′AB;1 qui changent comparativement à l’autre annonce. On les
calcule à partir de l’équation (C.11) ; elles valent ici :

P′1 = Tr
[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
4N 2 η

(
1− e−η|α̃|2

)
(13.45)

et

ρ′AB;1 =
TrCDEF

[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]

P1
=

1
2

[
|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

− η|α̃|2e−4|α̃|2

1− e−η|α̃|2
|+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A

− η|α̃|2e−4|α̃|2

1− e−η|α̃|2
|−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A

+ |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A
]

(13.46)

Les probabilité d’annonce et cohérences de l’état obtenues ici diffèrent de celles
obtenues pour l’autre annonce d’un facteur e−3|α̃|2 qui intervient (pour l’annonce Π̂)
dans la probabilité de clic des détecteurs dont on exige qu’ils ne se déclenchent pas.

13.5.3.1 Approximation

Quand α̃→ 0, on obtient :

P′1 =
1

4N 2 η
(

1− e−η|α̃|2
)
∼

α̃→0

η2|α̃|2
4N 2 = O

(
|α̃|2

)
(13.47)

On constate par ailleurs que les cohérences de ρ′AB;1 tendent également vers −1 dans
cette même limite, et donc de nouveau :

ρ′AB;1 −→
α̃→0
|ϕ〉〈ϕ| (13.48)

Remarque. Dans la limite α̃→ 0, les annonces décrites par Π̂ et par Π̂′ sont équivalentes.
♦

De même que pour l’autre annonce étudiée, la condition pour que l’état ne soit pas
pollué par la possibilité d’avoir plusieurs photons sur la voie A s’écrit dans cette limite :

√
pε

p1
� |α̃| (13.49)

En termes de valeurs numériques, en prenant η = 0.95, en imposant de nouveau
F ′1 = 0,99 on obtient qu’il faut α̃ = 0,075. Cela peut par exemple être réalisé en
choisissant α = 2 et un coefficient de réflexion pour la séparatrice BS1 r = 0,05. La
probabilité d’annonce est alors P′1 = 6,4× 10−4.
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Figure 13.5 – Pureté de la partie principale ρ′AB;1 de l’état annoncé en fonction de α̃, pour
différentes efficacités η des détecteurs.

13.5.3.2 Illustrations

On peut aussi de nouveau utiliser la pureté pour caractériser l’état. Elle est représentée
dans la figure 13.5. Son comportement est similaire, au détail près qu’elle dépend encore
moins de l’efficacité des détecteurs.

La fidélité se calcule comme en sous-section 13.4.4 :

F ′1 = 〈ϕ|ρ′AB;1|ϕ〉 =
1
4

(
1 −1

)



1 − η|α̃|2e−4|α̃|2

1−e−η|α̃|2

− η|α̃|2e−4|α̃|2

1−e−η|α̃|2 1



(

1

−1

)

=
1
2

[
1 +

η|α̃|2e−4|α̃|2

1− e−η|α̃|2

]

De nouveau seul un facteur e−4|α̃|2 la différencie de celle obtenue pour l’autre annonce.
Nous la traçons, ainsi que la probabilité P′1 dans la figure 13.6. Il y a de nouveau peu de
différence par rapport à l’autre annonce, excepté que le taux d’annonce est désormais
uniquement croissant. Cela ne change que peu de choses pour des expériences car
travailler dans le régime pour lequel la différence est significative donne aussi un état
de mauvaise qualité.

Les deux annonces seront comparées plus en détail dans la conclusion.

13.5.4 Probabilité de clics avec double paire

Afin d’estimer plus précisément la qualité de l’état annoncé complet, tel que donné par
l’équation (13.34), il est utile d’estimer la probabilité d’annonce dans le cas où plusieurs
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Figure 13.6 – Fidélité de la partie principale ρ′AB;1 de l’état annoncé et probabilité d’annonce P′1
en fonction de α̃, pour différentes efficacités η des détecteurs. Pour le tracé de la
probabilité P′1, la valeur fixe α = 2 est utilisée et α̃ = rα√

2
est variée en changeant r.

paires seraient générées par la source : P′ε . Nous allons donc calculer cette grandeur qui,
a été définie dans l’équation (13.41) comme :

P′ε = Tr
[
Π̂′ |ψε〉〈ψε|

]
= 〈ψε|Π̂′|ψε〉

Pour effectuer cela nous l’approximons par la partie que la domine : la probabilité P′2
de déclenchement de l’annonce dans le cas où deux paires sont simultanément présentes
sur les entrées 1 et 2 de l’interféromètre. On part de l’état |ψ2〉, exprimé par (13.21), et
l’opérateur d’annonce est toujours Π̂′ = 1A,B ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ 1C,D,(E,e),(F,l). Nous allons
donc calculer :

P2 = 〈ψ2|Π̂′|ψ2〉
Le calcul est effectué en section C.3. Le résultat est :

P′2 = (pee + pll)
7
16

1− e−η|α̃|2

2
(

1 + e−2|α|2
)η

8− η

7
+

pel

16
η

4−
(

4− η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2 + ηe−2|α|2

1 + e−2|α|2

(C.15)

13.5.4.1 Cas limites

Regardons en premier lieu ce qui se passe quand on réduit l’amplitude de la partie
continue. On prend la limite α̃→ 0, tout en gardant α constant (ce qui revient à prendre
la limite r → 0). On a alors :

lim
α̃→0

P′2 = η2 pel

16
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Même sans partie continue l’annonce peut avoir lieu avec une probabilité de l’ordre de
1 (plus précisément, η2

16 ). Le cas η = 0 donne bien P′2 = 0. Pour le cas η = 1, il faut se
souvenir que chaque photon de la partie discrète peut prendre quatre chemins différents.
La seule manière pour la partie continue de déclencher l’annonce avec deux paires est
que celles-ci soient émises dans chacune des cases e et l, que chacun des photons arrive
au bon détecteur, et enfin il faut qu’ils soient détectés. On a donc bien P′2 = η2 pel

1
4 × 1

4 .

13.5.4.2 Source particulière

En considérant une source composée de deux sources indépendantes faiblement
pompées générant chacune une statistique de paires de type

√
1− λ2 ∑k λk |k〉 |k〉, on

peut simplifier l’expression de P′2. D’après (13.17), pee = pll = pel =
1
3 , et donc

P′2 =
η

16
1

1 + e−2|α|2
1
3

[(
1− e−η|α̃|2

)
(8− η) + 4−

(
4− η + η2|α̃|2

)
e−η|α̃|2 + ηe−2|α|2

]

P′2 =
η

16× 3

12− η −
(

12− 2η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2 + ηe−2|α|2

1 + e−2|α|2

13.6 entrée générique pour la partie continue

Les chats de Schrödinger optiques ne sont pas des états faciles à générer expérimenta-
lement. De plus cela se fait en général de manière annoncée, ce qui réduit d’autant plus
la probabilité de génération de l’état hybride. Nous allons ici étudier le comportement
du schéma étudié quand on utilise une entrée quelconque (mais pure) pour la partie
continue. En pratique un état de vide comprimé sera utilisé pour l’entrée 3 et un état
cohérent pour la 4 (voir figure 13.1).

Nous commencerons par préciser la stratégie utilisée pour cette étude. Ensuite nous
détaillerons l’interférence sur une lame séparatrice entre deux états de Fock quelconques ;
ce calcul est essentiel ici mais pourrait servir dans d’autres contextes. Nous calculerons
alors l’état au niveau des détecteurs avant d’obtenir la probabilité d’annonce sans photon
venant de la partie discrète.

13.6.1 Stratégie

Comme ce qui a été effectué en sous-section 13.2.2, l’entrée discrète peut être écrite
comme somme de trois composantes : une ne contenant aucun photon, une autre
comprenant une paire et la dernière contenant davantage de paires.

Pour calculer l’état au niveau des détecteurs, nous avions écrit la partie continue sous
la forme d’un opérateur agissant sur le vide. Celui-ci était réécrit en termes d’opérateurs
au niveau des détecteurs et nous le faisions agir sur l’état provenant de la partie discrète.

Les opérateurs des entrées discrètes et continues commutant, nous allons effectuer
l’inverse : nous calculerons dans un premier temps |ψ0〉 correspondant à l’état au niveau
des détecteurs sans entrée sur la partie discrète, ensuite les autres termes s’en déduiront
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en appliquant les opérateurs de la partie discrète transformés pour agir au niveau des
détecteurs. Ainsi, de manière similaire à l’équation (13.20), nous écririons

|ψ〉 = √p0 |ψ0〉+
√

p1 |ψ1〉+
√

pε |ψε〉 (13.50a)

avec |ψ0〉 qu’il reste à calculer,

|ψ1〉 =
â†

A,e

[
â†

C,e + â†
D,e + â†

E,e + â†
F,e

]
+ â†

A,l

[
â†

C,l + â†
D,l + â†

E,l + â†
F,l

]

2
√

2
|ψ0〉 (13.50b)

et |ψε〉 qui s’exprime de manière similaire à |ψ1〉 mais avec un opérateur le décrivant
plus compliqué.

Nous savons maintenant comment procéder au calcul de l’état au niveau des détec-
teurs. Pour le calcul de l’état annoncé et la probabilité d’annonce, la principale différence
par rapport à ce que nous avons vu précédemment est que |ψ0〉 a désormais a priori une
probabilité non nulle de déclencher l’annonce.

Nous allons effectuer les calculs pour l’opérateur de mesure Π̂′. De manière similaire
à l’équation (13.26), la probabilité d’annonce s’exprime 6 :

P = Tr
[
Π̂′ |ψ〉〈ψ|

]
= p0P0 + p1P1 + pεPε (13.51a)

en ayant défini :

P0 = Tr
[
Π̂′ |ψ0〉〈ψ0|

]
et P1 = Tr

[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]
et Pε = Tr

[
Π̂′ |ψε〉〈ψε|

]
(13.51b)

et l’état après annonce s’écrit de manière similaire à l’équation (13.34) :

ρAB =
1

1 + p0P0
p1P1

+ pεPε

p1P1

[
ρAB;1 +

p0P0

p1P1
ρAB;ε +

pεPε

p1P1
ρAB;ε + ρAB;croisés

]
(13.52a)

avec :

ρAB;0 =
TrCDEF

[
Π̂′ |ψ0〉〈ψ0|

]

P0
(13.52b)

ρAB;1 =
TrCDEF

[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]

P1
(13.52c)

ρAB;ε =
TrCDEF

[
Π̂′ |ψε〉〈ψε|

]

Pε
(13.52d)

et ρAB;croisés un opérateur hermitien de trace nulle qui prend en compte toutes les
cohérences entre différents nombres de photons sur A. Ce dernier sera négligeable dès
que p0P0

p1P1
� 1 et pεPε

p1P1
� 1.

En utilisant l’expression (13.52), on peut calculer que la fidélité par rapport à l’état
visé |ϕ〉 s’exprime :

F =
F1

1 + p0P0
p1P1

+ pεPε

p1P1

(13.53)

6. Pour simplifier les notations, et parce que de toute façon il s’agit de grandeurs différentes de celles de
la section 13.5, dans cette section nous ne plaçons pas de prime (′) sur les probabilités ou matrice densité.
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avec toujours F1 = 〈ϕ|ρAB;1|ϕ〉.
Il y aura donc deux effets sur la fidélité du fait de ne pas utiliser exactement un chat : la

valeur de F1 sera modifiée ; et P0 étant non nul, il réduit également la fidélité. Remarquez
que pour la source de paire de photons typique décrite en sous-sous-section 13.2.1.1,
nous avions obtenu que

p1

p0
= 2λ2 et

p2

p1
=

3
2

λ2

Ainsi en utilisant cette forme la fidélité s’écrit :

F ≈ F1

1 + P0
P1

1
2λ2 +

3
2

Pε
P1

λ2
(13.54)

Se placer dans la limite λ → 0 n’est plus possible, contrairement à ce qui avait été
observé avec l’équation (13.39). Ainsi il est raisonnable d’estimer qu’avec un état d’entrée
sur la voie 3 proche d’un chat mais pas identique (comme peut l’être le vide comprimé
pour un chat de faible amplitude), l’effet principal sur la fidélité se traduira via la valeur
de P0, tandis que la modification de F1 sera moins importante. Voilà pourquoi nous
nous concentrerons sur l’estimation de P0.

Remarque. Pour le calcul de |ψ0〉, si nous faisions dès maintenant l’hypothèse qu’aux
entrées 3 et 4 sont envoyé du vide comprimé et un état cohérent, nous pourrions
utiliser le formalisme adapté aux états gaussiens et donc travailler avec la matrice de
covariance [1]. Cependant nous ne ferons cette hypothèse que plus tard. ♦

13.6.2 États de Fock et lame séparatrice

Commençons par un calcul qui sera utile par la suite, et a aussi son intérêt propre :
calculer la lumière émergente de l’interférence sur une lame séparatrice équilibrée de
deux états de Fock. Cela a déjà été étudié [56, 67] ; nous reformulons ici le résultat à
l’aide de la fonction hypergéométrique.

13.6.2.1 Fonction hypergéométrique

Nous rappelons ici la définition ainsi que quelques propriétés de base de la fonction
hypergéométrique. Beaucoup plus d’informations sont disponibles sur le site inter-
net [29].

Définition. La fonction hypergéométrique 2F1 () est définie par :

2F1 (a, b, c, z) =
+∞

∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

avec (a)n la factorielle croissante ou symbole de Pochhammer, définie par :

(a)n =





1 si n = 0

a(a + 1) · · · (a + n− 1) si n > 0.
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Pour la suite, on va s’intéresser aux cas où a < 0 et b < 0. Commençons par effectuer
des simplifications dans le cas où a = −|a|. Mais d’abord explicitons la valeur de (a)n.
Par définition, dès que n > 0,

(a)n = (a)× (a + 1) . . . (a + n− 1)

= (−|a|)× (−|a|+ 1) . . . (−|a|+ n− 1)

= (−1)n|a| × (|a| − 1) . . . (|a|+ 1− n)

On voit tout de suite qu’avec |a| ∈ N, qui est supposé pour la suite et qui nous intéresse
pour les lames séparatrices, ∀n > |a|, (an) = 0. Et sinon, (n ≤ |a|) on peut écrire (an) à
l’aide du factoriel usuel. En résumé, et en remarquant que le cas n = 0 peut être inclus
dans le cas principal :

(−|a|)n =




(−1)n |a|!

(|a|−n)! si 0 6= n ≤ |a|
0 si |a| < n

Cela permet donc de couper la somme infinie de la définition de la fonction hyper-
géométrique à un nombre fini de termes :

2F1 (−|a|, b, c, z) =
+∞

∑
n=0

(−|a|)n(b)n
(c)n

zn

n!

=
|a|
∑
n=0

(−1)n |a|!
(|a| − n)!

(b)n
(c)n

zn

n!

=
|a|
∑
n=0

(−1)n
(|a|

n

)
(b)n
(c)n

zn

Maintenant ajoutons que b < 0, sous la forme b = −|b| :

2F1 (−|a|,−|b|, c, z) =
|a|
∑
n=0

(−1)n
(|a|

n

)
(−|b|)n
(c)n

zn

=
min(|a|,|b|)

∑
n=0

(−1)n
(|a|

n

)
(−1)n |b|!

(|b| − n)!
1

(c)n
zn

On pourra donc retenir l’expression simplifiée de la fonction hypergéométrique dans
le cas où a et b sont des entiers négatifs :

2F1 (−|a|,−|b|, c, z) =
min(|a|,|b|)

∑
n=0

|a|!|b|!
n!(|a| − n)!(|b| − n)!

1
(c)n

zn (13.55)

13.6.2.2 Conventions et notations

Nous allons travailler avec des modes appelés 1 et 2 avant la lame séparatrice, 3 et 4
après. Ces numéros de modes n’ont pas de rapport avec ceux de la figure 13.1.

Nous adoptons comme convention pour la lame séparatrice la transformation suivante
des opérateurs bosoniques :

(
â3

â4

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â1

â2

) (
â1

â2

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
â3

â4

)
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13.6.2.3 Transformation des états de Fock

Calculons l’effet de la séparatrice lorsqu’il y a en entrée deux états de Fock : |k〉1 d’un
côté et |l〉2 de l’autre.

|k〉1 |l〉2 =

(
â†

1

)k

√
k!

(
â†

2
)l

√
l!
|0〉

=
1

√
2

k+l
1√
k!

1√
l!

(
â†

3 − â†
4

)k(
â†

3 + â†
4

)l
|0〉

=
1

√
2

k+l
1√
k!

1√
l!

[
k

∑
p=0

(
k
p

)
(−1)p

(
â†

3

)k−p(
â†

4

)p
] [

l

∑
q=0

(
l
q

)(
â†

3

)l−q(
â†

4

)q
]
|0〉

=
1

√
2

k+l
1√
k!

1√
l!

k

∑
p=0

l

∑
q=0

(
k
p

)(
l
q

)
(−1)p

(
â†

3

)k+l−p−q(
â†

4

)p+q
|0〉

=
1

√
2

k+l
1√
k!

1√
l!

k

∑
p=0

l

∑
q=0

(
k
p

)(
l
q

)
(−1)p

√
(k + l − p− q)!

√
(p + q)!

|k + l − p− q〉3 |p + q〉4

=
1

√
2

k+l

k

∑
p=0

l

∑
q=0

√
k!l!(k + l − p− q)!(p + q)!

p!(k− p)!q!(l − q)!
(−1)p |k + l − p− q〉3 |p + q〉4

=
1

√
2

k+l

k

∑
p=0

l

∑
q=0

√(
k
p

)(
l
q

)√
(k + l − p− q)!(p + q)!

p!(k− p)!q!(l − q)!
(−1)p

|k + l − p− q〉3 |p + q〉4

=
1

√
2

k+l

k

∑
p=0

l

∑
q=0

√(
k
p

)(
l
q

)√(
p + q

p

)(
k + l − p− q

l − q

)
(−1)p

|k + l − p− q〉3 |p + q〉4

13.6.2.4 Élimination d’une variable

Tous les termes de la somme précédente partagent le même nombre de photons ; la
variable véritablement utile est p + q. On va donc ré-indexer les sommations selon la
transformation : 




x = p + q

y = p
⇔





p = y

q = x− y

Les conditions de bornes se transforment alors de la manière suivante :





0 ≤ p ≤ k

0 ≤ q ≤ l
⇔





0 ≤ y ≤ k

0 ≤ x− y ≤ l
⇔





0 ≤ x ≤ k + l

0 ≤ y ≤ k

x− l ≤ y ≤ x
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On remarque que sans les trois inéquations l’équivalence ne serait pas vraie. Cela nous
donne donc dans le cas général que le changement s’effectue ainsi :

k

∑
p=0

l

∑
q=0

Cp,q =
k+l

∑
x=0

min(x,k)

∑
y=max(0,x−l)

Cy,x−y

Les bornes de ce changement de variables sont illustrées par le tableau suivant, donnant
les valeurs de x selon celles de p (horizontal) et de q (verticales), où ici on a pris k = 5 et
l = 3.

3 3 4 5 6 7 8

2 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

Nous permet alors d’écrire :

|k〉1 |l〉2 =
1

√
2

k+l

k

∑
p=0

l

∑
q=0

√(
k
p

)(
l
q

)√(
p + q

p

)(
k + l − p− q

l − q

)
(−1)p

|k + l − p− q〉3 |p + q〉4

=
1

√
2

k+l

k+l

∑
x=0

min(x,k)

∑
y=max(0,x−l)

√(
k
y

)(
l

x− y

)√(
x
y

)(
k + l − x
l − x + y

)
(−1)y

|k + l − x〉3 |x〉4

=
1

√
2

k+l

k+l

∑
x=0
|k + l − x〉3 |x〉4




min(x,k)

∑
y=max(0,x−l)

√(
k
y

)(
l

x− y

)√(
x
y

)(
k + l − x

k− y

)
(−1)y




On va s’intéresser particulièrement à la somme sur y, qui est un coefficient qu’on
appelle Ck,l,x. Il vaut :

Ck,l,x =
min(x,k)

∑
y=max(0,x−l)

√(
k
y

)(
l

x− y

)√(
x
y

)(
k + l − x

k− y

)
(−1)y

=
min(x,k)

∑
y=max(0,x−l)

√
k!

y!(k− y)!
l!

(x− y)!(l − x + y)!
x!

y!(x− y)!
(k + l − x)!

(k− y)!(l − x + y)!
(−1)y

Ck,l,x =
√

k!l!x!(k + l − x)!
min(x,k)

∑
y=max(0,x−l)

1
y!(k− y)!(x− y)!(l − x + y)!

(−1)y (13.56)

Nous ne pouvons pas directement reconnaître une fonction hypergéométrique de la
forme (13.55) car la somme ne commence pas à y = 0. Pour régler ce problème nous
allons procéder par disjonction.
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Commençons par le cas 0 ≥ x− l ⇔ l ≥ x. Cela nous garantit que max(0, x− l) = 0,
et donc :

Ck,l,x =
√

k!l!x!(k + l − x)!
min(x,k)

∑
y=0

1
y!(k− y)!(x− y)!(l − x + y)!

(−1)y

=

√
k!l!x!(k + l − x)!

x!k!(l − x)!

min(x,k)

∑
y=0

k!x!
y!(k− y)!(x− y)!

(l − x + 1− 1)!
(l − x + y + 1− 1)!

(−1)y

=

√
(k + l − x)!
k!(l − x)!

l!
x!(l − x)! 2F1 (−k,−x, l − x + 1,−1)

=

√(
k + l − x

k

)(
l
x

)
2F1 (−k,−x, l − x + 1,−1)

Traitons maintenant le cas x ≥ l ⇔ x− l ≥ 0⇔ max(0, x− l) = x− l :

Ck,l,x =
√

k!l!x!(k + l − x)!
min(x,k)

∑
y=x−l

1
y!(k− y)!(x− y)!(l − x + y)!

(−1)y

Commençons par effectuer le changement de variable y′ = y− (x− l)⇔ y = y′ + x− l.
Les bornes se transforment de la manière suivante :

x− l ≤ y ≤ min(x, k)⇔ x− l ≤ y′ + x− l ≤ min(x, k)

⇔ 0 ≤ y′ ≤ min(x− (x− l), k− (x− l))⇔ 0 ≤ y′ ≤ min(l, k + l − x)

On peut donc réécrire le coefficient :

Ck,l,x

=
√

k!l!x!(k + l − x)!
min(l,k+l−x)

∑
y′=0




1
(x− l + y′)!(k− (x− l + y′))!

1
(x− (x− l + y′))!(l − x + (x− l + y′))!

(−1)x−l+y′




=
√

k!l!x!(k + l − x)!(−1)x−l
min(l,k+l−x)

∑
y′=0

1
(x− l + y′)!(k + l − x− y′)!

1
(l − y′)!y′!

(−1)y′

= (−1)x−l
√

k!l!x!(k + l − x)!
l!(k + l − x)!(x− l)!

min(l,k+l−x)

∑
y′=0




l!(k + l − x)!
y′!(l − y′)!(k + l − x− y′)!

(x− l + 1− 1)!
(x− l + 1 + y′ − 1)!

(−1)y′




= (−1)x−l
√

k!x!√
l!(k + l − x)!(x− l)!

2F1 (−l,−(k + l − x), x− l + 1,−1)

= (−1)x−l

√
x!

l!(x− l)!
k!

(k + l − x)!(x− l)! 2F1 (−l,−(k + l − x), x− l + 1,−1)

On peut donc conclure que dans ce cas,

Ck,l,x = (−1)x−l

√(
x
l

)(
k

x− l

)
2F1 (−l,−(k + l − x), x− l + 1,−1)
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Nous concluons pour le cas général que :

|k〉1 |l〉2 =
1

√
2

k+l

k+l

∑
x=0

Ck,l,x |k + l − x〉3 |x〉4 (13.57a)

avec

Ck,l,x =





√
(k+l−x

k )( l
x) 2F1 (−k,−x, l − x + 1,−1) si 0 ≤ x ≤ l

(−1)x−l
√
(x

l )(
k

x−l) 2F1 (−l,−(k + l − x), x− l + 1,−1) si l ≤ x ≤ k + l

(13.57b)

L’utilisation de cette simplification permet de ne pas avoir de somme excédentaire,
et donc de pouvoir à terme simplifier trivialement les symboles de Kronecker qui
apparaissent dans le calcul des produits scalaires.

Remarque. La transformation pour faire passer les coefficients d’une des expressions à
l’autre est la suivante : 




a 7→ b− c + 1

b 7→ a− c + 1

c 7→ 2− c

Cela correspond à la transformation qui permet de passer d’une solution de l’équation
différentielle hypergéométrique à une autre, distincte, provenant de la singularité de
l’équation en 0 [29]. Les deux fonctions sont vraiment différentes, et ne coïncident qu’en
x = l. ♦

Remarque. La normalisation impose que :

1
2k+l

k+l

∑
x=0

C2
k,l,x = 1

Cette égalité est loin d’être évidente à obtenir directement à partir de l’expression du
coefficient. Il est donc bon de s’en souvenir. ♦

La formule obtenue a l’avantage d’être explicite, sans plus de sommations que néces-
saire. Un autre intérêt est que la fonction hypergéométrique a été très étudiée, il pourrait
être intéressant d’en utiliser certaines propriétés [29].

Pour ce qui est du calcul numérique, il existe des algorithmes rapides pour évaluer la
fonction hypergéométrique. En revanche des problèmes de précision des résultats se
posent car Ck,l,x est exprimé comme le produit d’un nombre très grand par un nombre
très petit. Pour les résultats numériques présentés dans la suite de cette thèse, nous
avons utilisé un module de calcul fractionnel pour obtenir les valeurs exactes des carrés
des coefficients à partir de l’équation (13.56). Une autre méthode certainement beaucoup
plus efficace serait de les construire en utilisant la relation de récurrence prouvée dans
l’article [56] (qui ne donne par contre que le module).
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x = 0 x = 1 x = 2 x = 3 x = 4 x = 5 x = 6

−0,6

−0,4

−0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

Ck,l,x√
2
k+l

k = 0

k = 3

k = 4

Figure 13.7 –
Ck,l,x√

2
k+l en fonction de x pour k + l = 6 et différentes valeurs de k. Remarquez

que pour k = 3 (l = 3) les photons émergeant de la séparatrice sont groupés par
paires [67].

13.6.3 État au niveau des détecteurs

Calculons maintenant |ψ0〉.

13.6.3.1 État de départ

On rappelle qu’une entrée quelconque est considérée pour chacune des voies 3 et 4.
Notons ck et dk les coefficients respectifs de ces entrées sur la base de Fock. Ainsi l’état
d’entrée s’écrit : [

+∞

∑
k3=0

ck3 |k3〉3,m

]
⊗ |0〉v2 ⊗

[
+∞

∑
k4=0

dk4 |k4〉4,m

]

13.6.3.2 Première séparatrice : BS1

On garde les mêmes conventions qu’en section 13.1 :
(

âB,m

â5,m

)
=

(
t −r

r t

)(
â3,m

âv2,m

) (
â3,m

âv2,m

)
=

(
t r

−r t

)(
âB,m

â5,m

)

avec |r|2 + |t|2 = 1.
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Calculons la transformation de |n〉3,m :

|n〉3,m =

(
â†

3,m
)n

√
n!
|0〉

=
1√
n!

(
tâ†

B,m + râ†
5,m

)n
|0〉

=
1√
n!

n

∑
k=0

(
n
k

)
tn−k

(
â†

B,m

)n−k
rk
(

â†
5,m

)k
|0〉

=
1√
n!

n

∑
k=0

(
n
k

)
tn−krk

√
(n− k)!

√
k! |n− k〉B,m ⊗ |k〉5,m

=
n

∑
k=0

√(
n
k

)
tn−krk |n− k〉B,m ⊗ |k〉5,m

En n’ayant pas oublié que
[

â†
B,m, â†

5,m

]
= 0.

En adaptant le nom des indices,

|k3〉3,m =
k3

∑
p=0

√(
k3

p

)
rptk3−p |k3 − p〉B,m ⊗ |p〉5,m

On peut alors écrire l’état après la séparatrice :
[

+∞

∑
k3=0

k3

∑
p=0

ck3

√(
k3

p

)
rptk3−p |k3 − p〉B,m ⊗ |p〉5,m

]
⊗
[

+∞

∑
k4=0

dk4 |k4〉4,m

]

13.6.3.3 Deuxième séparatrice : BS2

On garde pour convention :
(

â6,m

â7,m

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â4,m

â5,m

) (
â4,m

â5,m

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
â6,m

â7,m

)

En regroupant les sommes, l’état avant la séparatrice peut se réécrire :

+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

ck3 dk4

√(
k3

p

)
rptk3−p |k3 − p〉B,m ⊗ |p〉5,m ⊗ |k4〉4,m

Nous sommes dans un cas où nous devons considérer l’interférence d’états de Fock
arbitraires sur la lame séparatrice. Pour obtenir l’expression de l’état après celle-ci, nous
utilisons l’équation (13.57). En adaptant les indices à la situation (k 7→ k4, l 7→ p, x 7→ x) :

|k4〉4,m |p〉5,m =
1

√
2

k4+p

k4+p

∑
x=0

Ck4 ,p,x |k4 + p− x〉6,m |x〉7,m

On peut donc écrire l’état après la séparatrice :

+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
x=0

ck3 dk4√
2

k4+p

√(
k3

p

)
rptk3−pCk4 ,p,x |k3 − p〉B,m |k4 + p− x〉6,m |x〉7,m
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13.6.3.4 Ajout de délais

L’ajout des délais se fait par simple changement de nom des modes 6 et 7 :

+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
x=0

ck3 dk4√
2

k4+p

√(
k3

p

)
rptk3−pCk4 ,p,x |k3 − p〉B,m |k4 + p− x〉6′ ,l |x〉7′ ,e

13.6.3.5 Troisième séparatrice : BS3

On garde la convention :
(

â8,λ

â9,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â6′ ,λ

â7′ ,λ

) (
â6′ ,λ

â7′ ,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
â8,λ

â9,λ

)

Commençons par établir le devenir de |k〉6′ ,l et de |k〉7′ ,e. Remarquons tout particuliè-
rement que chacun interfère avec du vide.

|k〉6′ ,l =

(
â†

6′ ,l

)k

√
k!
|0〉

=
1

√
2

k√
k!

(
â†

8,l − â†
9,l

)k
|0〉

=
1

√
2

k√
k!

k

∑
p=0

(
k
p

)
(−1)p

(
â†

8,l

)k−p(
â†

9,l

)p
|0〉

=
1
√

2
k

k

∑
p=0

√(
k
p

)
(−1)p |k− p〉8,l |p〉9,l

En l’appliquant avec les indices de la situation (k 7→ k4 + p− x, p 7→ u) :

|k4 + p− x〉6′ ,l =
1

√
2

k4+p−x

k4+p−x

∑
u=0

√(
k4 + p− x

u

)
(−1)u |k4 + p− x− u〉8,l |u〉9,l

Pour l’autre ket, de la même manière, on arrive au résultat :

|k〉7′ ,e =
1
√

2
k

k

∑
p=0

√(
k
p

)
|k− p〉8,e |p〉9,e

En l’appliquant avec les indices de la situation (k 7→ x, p 7→ v) :

|x〉7′ ,e =
1√
2

x

x

∑
v=0

√(
x
v

)
|x− v〉8,e |v〉9,e

On peut maintenant écrire l’état après la séparatrice :



+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
x=0

k4+p−x

∑
u=0

x

∑
v=0

ck3 dk4

2k4+p

√(
k3

p

)(
k4 + p− x

u

)(
x
v

)
rptk3−p(−1)uCk4 ,p,x

|k3 − p〉B,m |k4 + p− x− u〉8,l |u〉9,l |x− v〉8,e |v〉9,e



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Afin de libérer la variable x pour la suite, on la renomme ici q :



+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

ck3 dk4

2k4+p

√(
k3

p

)(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)
rptk3−p(−1)uCk4,p,q

|k3 − p〉B,m |k4 + p− q− u〉8,l |u〉9,l |q− v〉8,e |v〉9,e




13.6.3.6 Séparatrices BS5 et BS6

On conserve les conventions :
(

âC,λ

âD,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â8,λ

â10,λ

) (
â8,λ

â10,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
âC,λ

âD,λ

)

(
âE,λ

âF,λ

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
â9,λ

â11,λ

) (
â9,λ

â11,λ

)
=

1√
2

(
1 −1

1 1

)(
âE,λ

âF,λ

)

On a deux séparatrices, travaillant chacune sur deux modes temporels. Cela fait donc
virtuellement 4 séparatrices à traiter. Comme les calculs sont identiques pour les deux
modes temporels, on utilise dans un premier temps λ pour désigner e ou l. Travaillant à
établir |ψ0〉, nous prenons en compte du vide provenant des modes 10 et 11. On a alors :

|k〉8,λ |0〉10,λ =

(
â†

8,λ

)k

√
k!
|0〉

=
1

√
2

k√
k!

(
â†

C,λ − â†
D,λ

)k
|0〉

=
1

√
2

k√
k!

k

∑
p=0

(
k
p

)
(−1)p

(
â†

C,λ

)k−p(
â†

D,λ

)p
|0〉

|k〉8,λ |0〉10,λ =
1
√

2
k

k

∑
p=0

√(
k
p

)
(−1)p |k− p〉C,λ |p〉D,λ

et de même,

|k〉9,λ |0〉11,λ =
1
√

2
k

k

∑
p=0

√(
k
p

)
(−1)p |k− p〉E,λ |p〉F,λ

Remplaçons maintenant les indices par ceux que nous allons utiliser. Pour le premier
terme on effectue (λ 7→ l, k 7→ k4 + p− q− u, p 7→ w) :

|k4 + p− q− u〉8,l |0〉10,l =
1

√
2

k4+p−q−u

k4+p−q−u

∑
w=0

√(
k4 + p− q− u

w

)

(−1)w |k4 + p− q− u− w〉C,l |w〉D,l

Puis on utilise (λ 7→ e, k 7→ q− v, p 7→ x) :

|q− v〉8,e |0〉10,e =
1

√
2

q−v

q−v

∑
x=0

√(
q− v

x

)
(−1)x |q− v− x〉C,e |x〉D,e
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De même, avec (λ 7→ l, k 7→ u, p 7→ y) :

|u〉9,l |0〉11,l =
1√
2

u

u

∑
y=0

√(
u
y

)
(−1)y |u− y〉E,l |y〉F,l

Et, avec (λ 7→ e, k 7→ v, p 7→ z) :

|v〉9,e |0〉11,e =
1√
2

v

v

∑
z=0

√(
v
z

)
(−1)z |v− z〉E,e |z〉F,e

L’état après les séparatrices est donc :



+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

ck3 dk4

2k4+p

√(
k3

p

)(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)
rptk3−p(−1)uCk4,p,q

|0〉A |k3 − p〉B,m

1
√

2
k4+p−q−u

1√
2

u
1

√
2

q−v
1√
2

v

k4+p−q−u

∑
w=0

u

∑
y=0

q−v

∑
x=0

v

∑
z=0

(−1)y(−1)w(−1)x(−1)z

√(
k4 + p− q− u

w

)√(
u
y

)√(
q− v

x

)√(
v
z

)

|k4 + p− q− u− w〉C,l |w〉D,l |u− y〉E,l |y〉F,l

|q− v− x〉C,e |x〉D,e |v− z〉E,e |z〉F,e




En simplifiant et en regroupant ce qui peut l’être avec les termes déjà existants, on
obtient l’expression de l’état au niveau des détecteurs :

|ψ0〉 =




+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

k4+p−q−u

∑
w=0

u

∑
y=0

q−v

∑
x=0

v

∑
z=0

ck3 dk4

2
3
2 (k4+p)

√(
k3

p

)(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)
rptk3−p(−1)uCk4 ,p,q

√(
k4 + p− q− u

w

)(
u
y

)(
q− v

x

)(
v
z

)
(−1)w+x+y+z

|0〉A |k3 − p〉B,m |k4 + p− q− u− w〉C,l |w〉D,l |u− y〉E,l |y〉F,l

|q− v− x〉C,e |x〉D,e |v− z〉E,e |z〉F,e




(13.58)

Remarque. L’ordre dans lequel s’imbriquent ces sommes (dépendance des bornes) est
donné par :

k3 k4

p q

u v

w y x z
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Où seules les dépendances à « l’étage » précédent sont explicitées. ♦

13.6.4 Probabilité d’annonce

Calculons maintenant la probabilité d’annonce P0 en l’absence de photons provenant
de la partie des variables discrètes. Notre opérateur d’annonce est toujours Π̂′, dont on
rappelle la définition :

Π̂′ = 1A,B ⊗ 1C,e ⊗ 1C,l ⊗ 1D,e ⊗ 1D,l ⊗ 1E,e ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ 1F,l (13.24)

Nous n’allons bien évidemment pas calculer la matrice densité de |ψ0〉 à partir
de (13.58) :

P0 = 〈ψ0|Π̂|ψ0〉

= 〈ψ0|
+∞

∑
y′=0

[
1− (1− η)y′

] ∣∣y′
〉〈

y′
∣∣

E,l

+∞

∑
z′=0

[
1− (1− η)z′

] ∣∣z′
〉〈

z′
∣∣

F,e




+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

k4+p−q−u

∑
w=0

u

∑
y=0

q−v

∑
x=0

v

∑
z=0

ck3 dk4

2
3
2 (k4+p)

√(
k3

p

)(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)
rptk3−p(−1)uCk4,p,q

√(
k4 + p− q− u

w

)(
u
y

)(
q− v

x

)(
v
z

)
(−1)w+x+y+z

|0〉A |k3 − p〉B,m |k4 + p− q− u− w〉C,l |w〉D,l |u− y〉E,l |y〉F,l

|q− v− x〉C,e |x〉D,e |v− z〉E,e |z〉F,e




Les sommes associées aux POVM se réduisent immédiatement car

+∞

∑
z′=0

[
1− (1− η)z′

] ∣∣z′
〉

F,e

〈
z′
∣∣z
〉

F,e =
+∞

∑
z′=0

[
1− (1− η)z′

] ∣∣z′
〉

F,e δz,z′ =
[
1− (1− η)z] |z〉F,e

Ainsi,

P0 = 〈ψ0|




+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

k4+p−q−u

∑
w=0

u

∑
y=0

q−v

∑
x=0

v

∑
z=0

ck3 dk4

2
3
2 (k4+p)

[
1− (1− η)z] [1− (1− η)u−y

]

√(
k3

p

)(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)
rptk3−p(−1)uCk4 ,p,q

√(
k4 + p− q− u

w

)(
u
y

)(
q− v

x

)(
v
z

)
(−1)w+x+y+z

|0〉A |k3 − p〉B,m |k4 + p− q− u− w〉C,l |w〉D,l |u− y〉E,l |y〉F,l

|q− v− x〉C,e |x〉D,e |v− z〉E,e |z〉F,e



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On peut alors donner la formule explicite de 〈ψ0|, en utilisant des indices différents
que ceux utilisés pour |ψ0〉 (les mêmes mais primés) :

〈ψ0| =




+∞

∑
k′3=0

+∞

∑
k′4=0

k′3

∑
p′=0

k′4+p′

∑
q′=0

k′4+p′−q′

∑
u′=0

q′

∑
v′=0

k′4+p′−q′−u′

∑
w′=0

u′

∑
y′=0

q′−v′

∑
x′=0

v′

∑
z′=0

c∗k′3 d∗k′4
2

3
2 (k
′
4+p′)

√(
k′3
p′

)(
k′4 + p′ − q′

u′

)(
q′

v′

)
rp′ tk′3−p′(−1)u′Ck′4 ,p′ ,q′

√(
k′4 + p′ − q′ − u′

w′

)(
u′

y′

)(
q′ − v′

x′

)(
v′

z′

)
(−1)w′+x′+y′+z′

〈0|A
〈
k′3 − p′

∣∣
B,m

〈
k′4 + p′ − q′ − u′ − w′

∣∣
C,l

〈
w′
∣∣

D,l

〈
u′ − y′

∣∣
E,l

〈
y′
∣∣

F,l〈
q′ − v′ − x′

∣∣
C,e

〈
x′
∣∣

D,e

〈
v′ − z′

∣∣
E,e

〈
z′
∣∣

F,e




Écrivons le produit, mais sans l’effectuer :

P0 =



+∞

∑
k′3=0

+∞

∑
k′4=0

k′3

∑
p′=0

k′4+p′

∑
q′=0

k′4+p′−q′

∑
u′=0

q′

∑
v′=0

k′4+p′−q′−u′

∑
w′=0

u′

∑
y′=0

q′−v′

∑
x′=0

v′

∑
z′=0

c∗k′3 d∗k′4
2

3
2 (k
′
4+p′)

√(
k′3
p′

)(
k′4 + p′ − q′

u′

)(
q′

v′

)
rp′ tk′3−p′(−1)u′Ck′4,p′ ,q′

√(
k′4 + p′ − q′ − u′

w′

)(
u′

y′

)(
q′ − v′

x′

)(
v′

z′

)
(−1)w′+x′+y′+z′

〈0|A
〈
k′3 − p′

∣∣
B,m

〈
k′4 + p′ − q′ − u′ − w′

∣∣
C,l

〈
w′
∣∣

D,l

〈
u′ − y′

∣∣
E,l

〈
y′
∣∣

F,l〈
q′ − v′ − x′

∣∣
C,e

〈
x′
∣∣

D,e

〈
v′ − z′

∣∣
E,e

〈
z′
∣∣

F,e







+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

k4+p−q−u

∑
w=0

u

∑
y=0

q−v

∑
x=0

v

∑
z=0

ck3 dk4

2
3
2 (k4+p)

[
1− (1− η)z] [1− (1− η)u−y

]

√(
k3

p

)(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)
rptk3−p(−1)uCk4 ,p,q

√(
k4 + p− q− u

w

)(
u
y

)(
q− v

x

)(
v
z

)
(−1)w+x+y+z

|0〉A |k3 − p〉B,m |k4 + p− q− u− w〉C,l |w〉D,l |u− y〉E,l |y〉F,l

|q− v− x〉C,e |x〉D,e |v− z〉E,e |z〉F,e



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En développant, on va grouper toutes les sommes. Cela fait apparaître des brakets,
qui se transforment en symboles de Kronecker. Pour qu’ils soient tous simultanément
non nuls, il faut que les équations suivantes soient vérifiées :





0 = 0

k′3 − p′ = k3 − p

k′4 + p′ − q′ − u′ − w′ = k4 + p− q− u− w

w′ = w

u′ − y′ = u− y

y′ = y

q′ − v′ − x′ = q− v− x

x′ = x

v′ − z′ = v− z

z′ = z

⇔





k′3 − p′ = k3 − p

k′4 + p′ = k4 + p

q′ = q

u′ = u

v′ = v

w′ = w

x′ = x

y′ = y

z′ = z

On rappelle que ∀k, k′, f (k′)δk,k′ = f (k)δk,k′ . Comme les sommes sont en partie
imbriquées, cela permet, en mettant le symbole de Kronecker juste avant la somme
correspondante, de s’assurer que les sommes sur q′, u′, v′, w′, x′, y′ et z′ partagent
bien les mêmes bornes que leurs homologues sans prime, et donc que le symbole de
Kronecker vaut bien 1 exactement une fois par valeur de la version sans prime. De plus
en appliquant cette même remarque aux coefficients binomiaux, on peut directement
faire disparaître les primes.

Exemple. Illustrons cela dans un cas simple, avec k, l, k′ et l′ quelconques, en n’utilisant
qu’une seule fois la propriété par changement de ligne :

k+l

∑
x=0

k′+l′

∑
x′=0

√(
k + l

x

)√(
k′ + l′

x′

)
δx,x′δk+l,k′+l′ =

k+l

∑
x=0

k+l

∑
x′=0

√(
k + l

x

)(
k′ + l′

x′

)
δx,x′δk+l,k′+l′

=
k+l

∑
x=0

√(
k + l

x

)(
k′ + l′

x

)
δk+l,k′+l′

=
k+l

∑
x=0

(
k + l

x

)
δk+l,k′+l′

= 2k+lδk+l,k′+l′

♦
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En utilisant abondamment cette technique, on arrive à :

P0 =




+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

+∞

∑
k′3=0

+∞

∑
k′4=0

k′3

∑
p′=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

k4+p−q−u

∑
w=0

u

∑
y=0

q−v

∑
x=0

v

∑
z=0

rp+p′(t2)
k3−p

ck3 c∗k′3 dk4 d∗k′4

1
23(k4+p)

√(
k3

p

)(
k′3
p′

)
Ck4 ,p,qCk′4 ,p′ ,qδk3−p,k′3−p′δk4+p,k′4+p′

[
1− (1− η)z] [1− (1− η)u−y

]

(
k4 + p− q

u

)(
q
v

)(
k4 + p− q− u

w

)(
q− v

x

)(
u
y

)(
v
z

)




Remarquons que les sommes sur w, x, y et z sont indépendantes entre elles. On peut
donc les calculer séparément. Les deux premières sont triviales :

k4+p−q−u

∑
w=0

(
k4 + p− q− u

w

)
= (1 + 1)k4+p−q−u = 2k4+p−q−u

q−v

∑
x=0

(
q− v

x

)
= 2q−v

Les deux suivantes demandent un soupçon de travail en plus :
v

∑
z=0

(
v
z

) [
1− (1− η)z] =

[
v

∑
z=0

(
v
z

)]
−

v

∑
z=0

(
v
z

)
(1− η)z

= 2v −
v

∑
z=0

(
v
z

)
(1− η)z1v−z

= 2v − (1 + 1− η)v

= 2v − (2− η)v

= 2v
[
1−

(
1− η

2

)v]

Et de même,
u

∑
y=0

(
u
y

) [
1− (1− η)u−y

]
=

[
u

∑
y=0

(
u
y

)]
−

u

∑
y=0

(
u
y

)
(1− η)u−y1y

= 2u
[
1−

(
1− η

2

)u]

On arrive ainsi à l’expression suivante (en simplifiant directement les 2k4+p) :

P0 =




+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

+∞

∑
k′3=0

+∞

∑
k′4=0

k′3

∑
p′=0

k4+p

∑
q=0

k4+p−q

∑
u=0

q

∑
v=0

rp+p′(t2)
k3−p

ck3 c∗k′3 dk4 d∗k′4

1
22(k4+p)

√(
k3

p

)(
k′3
p′

)
Ck4 ,p,qCk′4 ,p′ ,qδk3−p,k′3−p′δk4+p,k′4+p′

(
k4 + p− q

u

)(
q
v

) [
1−

(
1− η

2

)v] [
1−

(
1− η

2

)u]



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On peut alors effectuer les calculs des sommes sur u et v :

q

∑
v=0

(
q
v

) [
1−

(
1− η

2

)v]
= 2q −

(
2− η

2

)q
= 2q

[
1−

(
1− η

4

)q]

et
k4+p−q

∑
u=0

(
k4 + p− q

u

) [
1−

(
1− η

2

)u]
= 2k4+p−q

[
1−

(
1− η

4

)k4+p−q
]

La probabilité d’annonce s’écrit alors :

P0 =




+∞

∑
k3=0

+∞

∑
k4=0

k3

∑
p=0

+∞

∑
k′3=0

+∞

∑
k′4=0

k′3

∑
p′=0

k4+p

∑
q=0

rp+p′(t2)
k3−p

ck3 c∗k′3 dk4 d∗k′4

1
2k4+p

√(
k3

p

)(
k′3
p′

)
Ck4 ,p,qCk′4 ,p′ ,qδk3−p,k′3−p′δk4+p,k′4+p′

[
1−

(
1− η

4

)k4+p−q
] [

1−
(

1− η

4

)q]




(13.59)

Effectuons le changement de variables suivant :




y = k3 + k4

k4 = k4

z = k4 + p

⇔





k3 = y− k4

k4 = k4

p = z− k4

Avec les bornes données par :




0 ≤ k3 < +∞

0 ≤ k4 < +∞

0 ≤ p ≤ k3

⇔





0 ≤ y < +∞

0 ≤ z ≤ y

0 ≤ k4 ≤ z

En l’utilisant à fois pour les variables primés et celle qui ne le sont pas, la probabilité
se réécrit :

P0 =




+∞

∑
y=0

y

∑
z=0

z

∑
k4=0

+∞

∑
y′=0

y′

∑
z′=0

z′

∑
k′4=0

z

∑
q=0

rz−k4rz′−k′4(t2)
y−z

cy−k4 c∗y′−k′4
dk4 d∗k′4

1
2z

√(
y− k4

z− k4

)(
y′ − k′4
z′ − k′4

)
Ck4 ,z−k4 ,qCk′4,z′−k′4 ,qδy−z,y′−z′δz,z′

[
1−

(
1− η

4

)z−q
] [

1−
(

1− η

4

)q]



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En utilisant les propriétés des symboles de Kronecker, et en déplaçant certaines
sommes on obtient :

P0 =




+∞

∑
y=0

y

∑
z=0

z

∑
k4=0

z

∑
k′4=0

z

∑
q=0

rz−k4rz−k′4(t2)
y−z

cy−k4 c∗y−k′4
dk4 d∗k′4

1
2z

√(
y− k4

z− k4

)(
y− k′4
z− k′4

)
Ck4 ,z−k4,qCk′4,z−k′4 ,q

[
1−

(
1− η

4

)z−q
] [

1−
(

1− η

4

)q]
[

+∞

∑
y′=0

δy,y′

] [
y

∑
z′=0

δz,z′

]




Chacune des sommes sur les symboles de Kronecker vaut 1 quels que soient les
paramètres. La somme sur q peut se placer avant celles sur k4 et k′4, qui sont en fait
indépendantes :

P0 =




+∞

∑
y=0

y

∑
z=0

z

∑
q=0

[
1−

(
1− η

4

)z−q
] [

1−
(

1− η

4

)q]

[
z

∑
k4=0

ty−zrz−k4

√(
y− k4

z− k4

)
cy−k4 dk4

Ck4,z−k4,q√
2

z

]




z

∑
k′4=0

ty−zrz−k′4

√(
y− k′4
z− k′4

)
c∗y−k′4

d∗k′4
Ck′4,z−k′4 ,q√

2
z



∗




On peut donc conclure :

P0 =




+∞

∑
y=0

y

∑
z=0

z

∑
q=0

[
1−

(
1− η

4

)z−q
] [

1−
(

1− η

4

)q]

∣∣∣∣∣
z

∑
k4=0

ty−zrz−k4

√(
y− k4

z− k4

)
cy−k4 dk4

Ck4,z−k4,q√
2

z

∣∣∣∣∣

2




(13.60)

Cette somme est notre expression finale de la probabilité P0. La somme sur k4 est

une sorte de convolution entre ty−zrz−k4

√
(y−k4

z−k4
), cy−k4 , dk4 et

Ck4,z−k4,q√
2

z . Commençons par

remarquer que ty−zrz−k4

√
(y−k4

z−k4
) ne dépend pas de q tandis que

Ck4,z−k4,q√
2

z est indépendant
de y ; par ailleurs les deux autres facteurs ne dépendent chacun que d’une variable.
Ainsi pré-calculer ces facteurs rendra le calcul de la probabilité plus rapide. De plus on
peut montrer qu’ils sont chacun compris entre 0 et 1. Le calcul final ne posera ainsi pas
de problèmes de stabilité numérique.

13.6.5 Développement de la probabilité

Nous allons maintenant travailler dans un cas particulier : l’état envoyé sur l’entrée
3 est un état de vide comprimé et celui sur l’entrée 4 un état cohérent. Nous allons
étudier le comportement asymptotique de P0 quand l’amplitude de ces états est faible.
Le choix des états provient du fait que les états de vide comprimé tous comme les chats
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∣∣∣ +
〉

ont une statistique de photons uniquement paire, et donc se ressemblent pour des
amplitudes faibles et bien choisies 7.

13.6.5.1 Probabilité avec état comprimé

Remarque. On ne sait pas a priori quelle amplitude il faudra choisir pour l’état cohérent.
On pourrait prendre la même amplitude que celle du chat ressemblant le plus à l’état
comprimé utilisé (fidélité maximale), mais ça serait préjuger du résultat car il n’y a
aucune raison pour que ça soit le meilleur choix 8. On prend donc une amplitude de
l’état cohérent de β. ♦

On rappelle qu’un état comprimé s’exprime (voir équation (1.16)) :

S(ζ) |0〉 = 1√
cosh(|ζ|)

+∞

∑
k=0

√
(2k)!

2kk!

[
−ei arg(ζ) tanh |ζ|

]k
|2k〉

On se limitera ici à ζ ∈ R (potentiellement négatif). L’état cohérent est lui donné par
l’équation (1.13) :

e−
|β|2

2

+∞

∑
k4=0

βk4

√
k4!
|k4〉4,m

L’état initial est donc décrit par les coefficients :

ck3 =





1√
cosh(ζ)

√(
k3
k3
2

)[
− tanh ζ

2

] k3
2

si k3 est pair

0 si k3 est impair

dk4 = e−
|β|2

2
βk4

√
k4!

Ainsi la probabilité d’annonce avec du vide du côté discret s’écrit dans ce cas particu-
lier :

P0 =

e−|β|
2

cosh(ζ)




+∞

∑
y=0

y

∑
z=0

z

∑
q=0

[
1−

(
1− η

4

)z−q
] [

1−
(

1− η

4

)q]

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

0≤k4≤z
k4≡y[2]

ty−zrz−k4

√(
y− k4

z− k4

)
βk4

√
k4!

√(y− k4
y−k4

2

)[− tanh ζ

2

] y−k4
2 Ck4 ,z−k4,q√

2
z

∣∣∣∣∣∣∣∣

2




(13.61)

en ayant remarqué que la somme sur k4 ne conserve que des arguments de cy−k4 paires.

7. En choisissant les bonnes amplitudes, la fidélité de l’un par rapport à l’autre tend vers 1 plus
rapidement que les amplitudes ne tendent vers 0.

8. On a observé numériquement que ça n’est effectivement pas le cas.
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13.6.5.2 Développement

Regardons comment se comporte la probabilité P0 dans le cas |β|2 → 0, r2|tanh ζ| → 0,
r2 tanh ζ ∼ −β2. Dans l’expression (13.61), les facteurs par rapport auxquels nous allons

développer apparaissent sous la forme (|β|2)
k4
2 |tanh ζ|

y−k4
2 . Ainsi l’ordre du développe-

ment en termes de |β| correspond directement à la valeur de la variable y.
Pour effectuer le calcul, on part de l’expression (13.61), et on parcourt l’arbre décrit

par les variables locales. Sa partie utile est représenté en figure 13.8, où l’on a élagué
tous les termes manifestement nuls. Détaillons maintenant le calcul, y par y :

Cas y = 0 :

y = 0 =⇒ z = 0 =⇒ q = 0 et donc le terme est nul à cause des pré-facteurs.

Cas y = 1 :

y = 1 =⇒ z =





0

1
; le cas z = 0 a déjà été traité ; le cas z = 1 implique que parmi

q et z− q au moins l’un est nul, et donc le terme ne contribue pas.

Cas y = 2 :

Dans le cas y = 2, z = 0, 1 a déjà été traité, et ne donne pas de contribution ; dans le
cas z = 2, seul q = 1 donne un terme non nul. Les valeurs acceptables de k4 sont 0 et 2.

On garde donc y = 2, z = 2, q = 1, k4 =





0

2
. On peut alors écrire l’approximation :

P0 =
|β|2→0

e−|β|
2

cosh(ζ)




[
1−

(
1− η

4

)] [
1−

(
1− η

4

)]

∣∣∣∣∣r
2

√(
2
1

) [− tanh ζ

2

]
C0,2,1√

2
2 +

β2
√

2!
C2,0,1√

2
2

∣∣∣∣∣

2




=
|β|2→0

e−|β|
2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)]2
∣∣∣∣r2
[− tanh ζ

2

]
− β2

2

∣∣∣∣
2

P0 =
|β|2→0

e−|β|
2

4 cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)]2∣∣−r2 tanh(ζ)− β2∣∣2

Ainsi dans le cas particulier de β2 = −r2 tanh ζ, la probabilité reste nulle à cet ordre, et
il faut aller chercher l’ordre suivant.
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P0

y = 4

z = 4

q = 4 0

q = 3

k4 = 4 6= 0

k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 2

k4 = 4 6= 0

k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 1

k4 = 4 6= 0

k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 0 0

z = 3

q = 3 0

q = 2
k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 1
k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 0 0

z = 2

q = 2 0

q = 1
k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 0 0

z = 1 0

z = 0 0

y = 3

z = 3

q = 3 0

q = 2
k4 = 3 6= 0

k4 = 1 6= 0

q = 1
k4 = 3 6= 0

k4 = 1 6= 0

q = 0 0

z = 2

q = 2 0

q = 1 k4 = 1 6= 0

q = 0 0

z = 1 0

z = 0 0

y = 2

z = 2

q = 2 0

q = 1
k4 = 2 6= 0

k4 = 0 6= 0

q = 0 0

z = 1 0

z = 0 0

y = 1

z = 1
q = 1 z − q = 0 0

q = 0 0

z = 0 0

y = 0 z = 0 q = 0 0

Figure 13.8 – Calcul de l’approximation. Beaucoup de termes sont nuls.



270 schéma proposé

Cas y = 3 :

En regardant la figure 13.8, on voit qu’on a cinq contributions : y = 3 ; z = 2 ; q =

1 ; k4 = 1 et y = 3 ; z = 3 ; q =





1

2
; k4 =





1

3
. On a donc à cet ordre :

P0 =
|β|2→0

e−|β|
2

cosh(ζ)




[
1−

(
1− η

4

)]2
∣∣∣∣∣tr
√(

2
1

)
β

√(
2
1

) [− tanh ζ

2

]
C1,1,1√

2
2

∣∣∣∣∣

2

+

[
1−

(
1− η

4

)2
] [

1−
(

1− η

4

)1
]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r2β

√(
2
1

) [− tanh ζ

2

]
C1,2,1√

2
3

+
β3
√

3!
C3,0,1√

2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

+

[
1−

(
1− η

4

)1
] [

1−
(

1− η

4

)2
]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r2β

√(
2
1

) [− tanh ζ

2

]
C1,2,2√

2
3

+
β3
√

3!
C3,0,2√

2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2




=
|β|2→0

e−|β|
2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)2
] [

1−
(

1− η

4

)1
]




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r2β
√

2
[− tanh ζ

2

]
1

2
√

2

− β3
√

3!

√
3

2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−r2β
√

2
[− tanh ζ

2

]
1

2
√

2

+
β3
√

3!

√
3

2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2




=
|β|2→0

|β|2e−|β|
2

8 cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)2
] [

1−
(

1− η

4

)1
] ∣∣−r2 tanh ζ − β2∣∣2

Le premier terme a disparu car C1,1,1√
2

2 = 0, bien connu sous le nom d’effet Hong–Ou–

Mandel. Encore une fois, la probabilité reste nulle à ce terme.

Cas y = 4 :

Séparons le calcul selon les valeurs de z. Les cas z = 0 et z = 1 ne contribuent pas,
comme d’habitude.

cas z = 2 : Commençons par résumer les valeurs des coefficients
Ck4 ,z−k4,q√

2
z en fonc-

tion de k4 et q, pour ce z. Le terme vaut donc :
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k4

q
1

0
1√
2

2
−1√

2

Table 13.1 – Valeurs du coefficient
Ck4,z−k4,q√

2
z pour z = 2.

e−|β|
2

cosh(ζ)




[
1−

(
1− η

4

)]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t2r2

√(
4
2

)√(
4
2

)[− tanh ζ

2

]2 C0,2−0,1

2

+ t2

√(
2
0

)
β2
√

2!

√(
2
1

)[− tanh ζ

2

]
C2,0,1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2


=
e−|β|

2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)]2
∣∣∣∣∣t

2r26
tanh2 ζ

4
√

2
+ t2 β2
√

2

√
2

tanh ζ

2
√

2

∣∣∣∣∣

2

=
e−|β|

2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)]2
∣∣∣∣t2r2 3

2
√

2
tanh2 ζ + t2β2 tanh ζ

2
√

2

∣∣∣∣
2

=
e−|β|

2

cosh(ζ)
t4 1

8

[
1−

(
1− η

4

)]2
tanh2(ζ)

∣∣3r2 tanh ζ + β2∣∣2

=
e−|β|

2

cosh(ζ)
1
8

[η

4

]2
t4 tanh2(ζ)︸ ︷︷ ︸

∼ |β
2|2
r4

∣∣3r2 tanh ζ + β2∣∣2
︸ ︷︷ ︸

∼|2β2|2

On a donc un premier terme non nul, de l’ordre de

(
|β|2

r

)4

. Tous les termes

étant positifs, les autres z ne peuvent qu’augmenter la valeur qui vient d’être
obtenue.

cas z = 3 : Encore une fois on récapitule les valeurs de
Ck4 ,z−k4 ,q√

2
z . Dans l’expres-

k4

q
1 2

0

√
3

2
√

2

√
3

2
√

2

2
−1

2
√

2
−1

2
√

2

Table 13.2 – Valeurs du coefficient
Ck4,z−k4,q√

2
z pour z = 3.

sion (13.61), q n’apparaît que dans le pré-facteur de la valeur absolue et dans le



272 schéma proposé

coefficient Ck4,z−k4,q. Vu le tableau des coefficients, et la symétrie entre les valeurs
pour 1 et 2 du pré-facteur, les deux termes pour q = 1 et q = 2 sont égaux. On
factorise donc directement.

2e−|β|
2

cosh(ζ)




[
1−

(
1− η

4

)2
] [

1−
(

1− η

4

)]
t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r3

√(
4
3

)√(
4
2

)[− tanh ζ

2

]2 √3
2
√

2

+ r

√(
2
1

)
β2
√

2!

√(
2
1

) [− tanh ζ

2

] −1
2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2




=
2e−|β|

2

cosh(ζ)




[
1−

(
1− η

4

)2
] [

1−
(

1− η

4

)]
t2

∣∣∣∣∣r
3
√

4
√

3× 2
tanh2 ζ

4

√
3

2
√

2
+ r
√

2
β2
√

2

√
2
[

tanh ζ

2

]
1

2
√

2

∣∣∣∣∣

2




=
e−|β|

2

8 cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)2
] [

1−
(

1− η

4

)]
t2r2

∣∣∣3r2 tanh2 ζ + β2 tanh ζ
∣∣∣
2

=
e−|β|

2

8 cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)2
]

η

4
t2r2 tanh2(ζ)

∣∣3r2 tanh ζ + β2∣∣2

Ce terme est de l’ordre de

(
|β|2

)4

r2 .

cas z = 4 : Encore une fois on récapitule les valeurs de
Ck4 ,z−k4 ,q√

2
z . Vue la symétrie

k4

q
1 2 3

0
1
2

√
3

2
√

2
1
2

2 0
−1
2

0

4
−1
2

√
3

2
√

2
−1
2

Table 13.3 – Valeurs du coefficient
Ck4,z−k4,q√

2
z pour z = 4.

du tableau, nous allons comme précédemment regrouper selon les q ; d’une part
q = 1, q = 3 et d’autre part q = 2.
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sous-cas q = 1, q = 3 :

2e−|β|
2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)3
] [

1−
(

1− η

4

)] ∣∣∣∣∣r
4

√(
4
2

)[− tanh ζ

2

]2 1
2
+

β4
√

4!
−1
2

∣∣∣∣∣

2

=
2e−|β|

2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)3
] [

1−
(

1− η

4

)] ∣∣∣∣∣

√
6

4× 2
r4 tanh2 ζ − 1

4
√

6
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∣∣∣∣∣

2
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2
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(
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4
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]

η

4

∣∣∣3r4 tanh2 ζ − β4
∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
∼|2β4|2

sous-cas q = 2 :

e−|β|
2

cosh(ζ)
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(
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4

)2
]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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√(
4
2
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2

]2 √3
2
√

2
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√(
2
2

)
β2
√

2!

√(
2
1

)[− tanh ζ

2

]−1
2

+
β4
√

4!

√
3

2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=
e−|β|

2

cosh(ζ)

[
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(
1− η

4

)2
]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r4
√

6

√
3

2
√

2

[− tanh ζ

2

]2

+ r2 β2
√

2

√
2
[

tanh ζ

2

]
1
2

+
β4
√

4!

√
3

2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=
e−|β|

2

cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)2
]2∣∣∣∣

3
8

r4 tanh2 ζ +
1
4

r2β2 tanh ζ +
1
8

β4
∣∣∣∣
2

=
e−|β|

2

64 cosh(ζ)

[
1−

(
1− η

4

)2
]2 ∣∣∣3r4 tanh2 ζ + 2r2β2 tanh ζ + β4

∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
∼|2β4|2

Le terme pour z = 4 est de l’ordre de
(
|β|2

)4
.

13.6.5.3 Conclusion

On peut conclure que, dans notre limite, il y a une contribution en
(|β|2)4

r4 . En se
souvenant de l’équation (13.53), on peut ré-exprimer la condition pour ne pas souffrir
des annonces avec du vide sur la partie discrète :

p0P0 � p1P1 (13.62)

(|rα|2)4

r4 � p1|rα|2 (13.63)

(|rα|2)3

r4 � p1 (13.64)
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Figure 13.9 – Fidélité par rapport à |ϕ〉 en fonction de la puissance de pompe de la source
de paires de photons. Un état comprimé et un chat comme entrée sur la partie
continue sont comparés. L’efficacité des détecteurs est fixée à η = 1. Le tracé est
effectué pour α̃ = 0,075 et α = 0,25.

Nous illustrons cela en traçant dans la figure 13.9 la fidélité telle que donnée par
l’équation (13.53) en fonction de la puissance de pompe. Nous constatons comme attendu
que la fidélité s’effondre pour une puissance de pompe nulle dans le cas de l’utilisation
d’un état comprimé, alors quelle croit pour un chat. La différence entre les deux courbes
devient vite négligeable.

En termes de valeurs numériques, nous utilisons de nouveau η = 0,95 et α̃ = 0,075. En
revanche nous fixons désormais α = 0,25, afin que l’état comprimé puisse ressembler à
un chat [90]. Cela fixe l’amplitude de l’état cohérent β. Le paramètre de compression ζ est
obtenu en prenant celui qui minimise P0. Le résultat est P0 = 1,3× 10−8 et ζ = −0,061.
Cela donne une fidélité F = 0,92 maximale pour une puissance de pompe de la source
de paires de λ2 = 9,4× 10−4. Le taux d’annonce est alors P ≈ 3× 10−7. En répétant
l’expérience à une fréquence de 1 GHz [95], le taux d’annonce serait de 300 Hz, ce qui
permet éventuellement d’effectuer une tomographie de l’état généré. Évidemment le
compromis entre taux d’annonce et fidélité peut être choisi différemment de ce qui a été
effectué ici, selon les besoins.

13.7 conclusion

13.7.1 Résumé

Nous avons décrit un schéma permettant de générer de l’intrication hybride entre
variables continues et discrètes. L’encodage de la variable discrète est en temps, et nous
n’avons pas eu recours à l’équivalent d’un polariseur ni d’une lame demi ou quart
d’onde.
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Par ailleurs nous avons vu que le schéma fonctionne toujours, même dans des cas
réalistes : avec un état comprimé pour l’entrée continue, une source de paires de photons
probabiliste dominée par le vide, et des détecteurs on/off d’efficacité quelconque. De
plus l’état est véritablement annoncé et il n’y a nul besoin de post-sélection lors de son
usage.

Remarque enfin que l’impossibilité montrée en section 12.2 a été contournée en
effectuant une interférence avec un état cohérent.

13.7.2 Comparaison entre les deux annonces

Comparons les résultats présentés en section 13.4 et section 13.5 pour les annonces
décrites respectivement par les opérateurs Π̂ et Π̂′.

Nous avons vu que les seules différences sont la probabilité de clic en cas d’utilisation
d’exactement une paire de photons pour l’entrée du côté discret P1 (P′1) et la valeur des
cohérences de ρAB;1 (ρAB;1). Nous illustrons ces deux grandeurs (en traçant la fidélité
avec |ϕ〉 pour caractériser l’état et non la valeur de la cohérence) dans la figure 13.10.
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Figure 13.10 – Fidélité et taux d’annonce en fonction de α̃ pour les deux procédures d’annonce.
Pour le tracé de la probabilité d’annonce, la valeur fixe α = 2 est utilisée et
α̃ = rα√

2
est variée en changeant r.

L’annonce décrite par Π̂ donne un état ayant une meilleure fidélité, mais avec une
probabilité plus faible. Pour mieux comparer les deux configurations, nous traçons
dans la figure 13.11 directement le taux d’annonce en fonction de la fidélité de l’état
annoncé requise. Notez que compte tenu des formes de ρAB;1 et ρ′AB;1 (équation (13.46)
et équation (13.36)), l’état est entièrement caractérisé par sa fidélité, indépendamment
du type d’annonce.

On constate que pour les régimes intéressants (fidélité proche de 1), l’annonce décrite
par Π̂ donne un meilleur taux d’annonce. Il faut par contre se souvenir qu’elle nécessite
deux détecteurs de plus.
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Figure 13.11 – Comparaison de la fidélité et du taux d’annonce pour les deux procédures. Pour
le tracé de la probabilité d’annonce, la valeur fixe α = 2 est utilisée et α̃ = rα√

2
est

variée en changeant r.

13.7.3 Choix des paramètres

Finissons par résumer quel choix des paramètres doit être effectué pour obtenir un
état de bonne qualité. Les principes généraux ne dépendent pas du choix de l’annonce
(Π̂ ou Π̂′) car dans la limite α̃→ 0 elles sont équivalentes.

Nous regardons ici le cas le plus proche de ce qui est réalisable expérimentalement :
avec une source de paires probabiliste et un état comprimé à la place du chat. En combi-
nant avec les conditions d’utilisation du schéma pour ne pas annoncer de vide (13.62)
ni plusieurs paires (13.39) sur la partie discrète de l’état annoncé, on obtient la plage
d’utilisation du schéma :

(|rα|2)3

r4 � p1 � |rα|2

ou autrement écrit :
(|α|2)3 � p1

r2 � |α|
2

Avec cette dernière expression on voit qu’il existe un p1
r2 optimal pour α fixé. On voit

aussi qu’on a besoin de α � 1, ce qui est logique puisque hors de ce cas les états
comprimés ne ressemblent plus aux chats.
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C O N C L U S I O N G É N É R A L E

Nous avons abordé dans cette thèse différents aspects de l’optique quantique multi-
mode, dans des perspectives d’applications en communication quantique. Résumons
brièvement ce qui a été développé après la partie introductive (partie I), en insistant sur
le travail qu’il reste à effectuer.

Dans la partie II, nous avons travaillé sur un continuum de modes et donné l’expres-
sion de la densité temporelle de POVM décrivant un détecteur de photon unique de
type on/off, en prenant en compte ses principaux défauts. Cette expression permet
de décrire la plupart des expériences, ce qui a été illustré. Nous avons montré que
la connaissance du temps de clic permet d’obtenir de l’information sur le nombre de
photons, ce qui à l’inverse ouvre la possibilité d’une nouvelle méthode pour augmenter
la qualité de l’état émis par une source de photons annoncés : sélectionner sur le temps
de clic du détecteur.

La partie III traite d’un cas ayant un nombre fini mais arbitraire de modes. Nous
avons combiné l’utilisation de fonctions de Green et de décompositions de matrices
symplectiques pour avancer une méthode d’analyse des états générés par une cavité
dans laquelle la lumière est soumise à un hamiltonien quadratique, incluant tous les
effets non-linéaires possibles (ou du moins, ceux compatibles avec les approximations
effectuées), tant qu’on travaille en dessous du seuil. Quelques exemples ont été dévelop-
pés, notamment celui du SPOPO exploitant un mélange à quatre ondes, et qui ouvre la
voie à la miniaturisation des expériences de variables continues multimodes. Une suite
qui pourrait être donnée au travail effectué est de pousser l’analyse de la dépendance en
la fréquence de la diagonalisation symplectique de la matrice de covariance σ̃. En effet
la dépendance de celle-ci en ω est somme toute relativement simple et il ne serait pas
surprenant qu’il soit possible d’exprimer analytiquement la diagonalisation de celle-ci
à partir d’une décomposition de la matrice d’évolution. De plus, cela permettrait de
mieux réinterpréter le comportement du SPOPO.

Pour la partie IV trois modes suffisent à décrire l’état généré par le schéma présenté ;
mais douze sont nécessaires à la description de l’état avant l’annonce. La résistance
du schéma de génération d’intrication hybride aux imperfections expérimentales a
été établie. Ainsi il est compatible avec une réalisation expérimentale et pourra donc
fournir l’état nécessaire aux protocoles utilisant l’intrication hybride [5, 70, 73-75, 100],
y compris pour un usage dans une fibre optique. Le nombre de modes impliqué est
trop important pour effectuer une simulation naïve en base de Fock du schéma. Mais il
faut remarquer que lors de la création d’état hybrides seules des superpositions d’états
gaussiens et de Fock contenant peu de photons sont utilisées. Ainsi il paraît tout à fait
envisageable de simuler le type de schéma présenté, et pourquoi pas d’essayer de les
générer automatiquement.
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AC O R R É L AT I O N T E M P O R E L L E

Dans cette annexe nous rappelons les définitions usuelles de la fonction de corrélation
temporelle d’intensité. Pour cela nous partons de la définition classique avant de voir
comment elle s’adapte à l’optique quantique, et enfin comment sa mesure s’approxime
avec des détecteurs de photons uniques.

Historiquement cette mesure a été utilisée par Hanbury, Brown et Twiss pour mesurer
le diamètre angulaire d’une étoile à partir des corrélations temporelles de l’intensité
du signal lumineux en deux points séparés spatialement [51]. Elle a servi par la suite à
étudier les propriétés d’une source de lumière [61], et c’est plutôt dans cet esprit que
nous présentons cette annexe.

Ce qui est présenté ici est relativement bref. De bonnes références pour le lecteur
souhaitant plus de détails, en particulier pour l’aspect historique, sont les cours [38,
106].

Figure A.1 – Mesure de corrélation temporelle d’intensité. Les détecteurs sont des photodiodes
standards. Un délai est ajouté sur la voie B et les deux signaux sont multipliés.

a.1 rappel de probabilité et notations

Commençons par rappeler quelques définitions de probabilité, et ainsi fixer les
notations. Soient X et Y deux variables aléatoires.

A.1.1 Espérance, variance et écart type

On note 〈X〉 l’espérance de X. Sa variance est
〈
(X− 〈X〉)2

〉
, et son écart type σX =

√〈
(X− 〈X〉)2

〉
=
√
〈X2〉 − 〈X〉2. De même, les valeur moyenne et écart type de Y sont

notés 〈Y〉 et σY.
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A.1.2 Indépendance

Si X et Y sont indépendantes alors

∀F, G, P(X ∈ F, Y ∈ G) = P(X ∈ F)P(Y ∈ G) (A.1a)

Une véritable définition est donnée par [68, p. 109].

A.1.3 Probabilité conditionnelle

La probabilité conditionnelle d’observer Y sachant X est donnée par :

P(Y|X) =
P(X, Y)

P(X)
(A.1b)

On a donc :
P(Y|X)

P(Y)
=

P(X, Y)
P(Y)P(X)

(A.1c)

A.1.4 Covariance et corrélation

La covariance de X et Y est donnée par :

Cov(X, Y) = 〈(X− 〈X〉) (Y− 〈Y〉)〉 (A.1d)

La corrélation correspondante est définie comme étant :

Cor (X, Y) =
Cov(X, Y)

σXσY
(A.1e)

a.2 lumière classique

On s’intéresse à une expérience telle que décrite par la figure A.1 : la lumière est
envoyée vers une lame séparatrice équilibrée et une photodiode standard est placée à
chacune des deux sorties, notées A et B. Un délai est ajouté sur la voie B et les deux
signaux sont multipliés.

On définit la fonction de corrélation temporelle d’intensité G(2) ainsi que sa version
normée g(2) par :

G(2)(t, τ) = 〈IA(t)IB(t + τ)〉 g(2)(t, τ) =
〈IA(t)IB(t + τ)〉
〈IA(t)〉 〈IB(t + τ)〉 (A.2)

avec IA(t) l’intensité lumineuse au temps t pour la photodiode A, et IB(t + τ) l’intensité
lumineuse au temps t+ τ sur la photodiode B, qui sont considérées comme des processus
aléatoires. La moyenne 〈〉 est une moyenne statistique.

Remarque. La normalisation ne correspond pas à celle d’une corrélation statistique. Les
variables ne sont pas centrées et la normalisation se fait avec la moyenne et non l’écart
type. ♦
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Il est fréquent de faire l’approximation que le processus étudié est stationnaire. On
peut alors simplifier l’expression :

g(2)(τ) =
〈IA(t)IB(t + τ)〉
〈IA(t)〉 〈IB(t)〉

=
〈IA(0)IB(0 + τ)〉
〈IA(0)〉 〈IB(0)〉

=
〈IA(0)IB(0 + τ)〉
〈IA〉 〈IB〉

(A.3)

Dans ce cas, l’hypothèse ergodique est souvent utilisée pour évaluer les moyennes
expérimentalement.

De plus, pour un champ classique la lame séparatrice équilibrée donne à sa sortie
deux faisceaux identiques. Les intensités mesurées par les deux photodiodes sont alors
identiques et on obtient le même résultat que si la mesure était effectuée avec une seule
photodiode et calculée a posteriori :

g(2)(τ) =
〈I(t)I(t + τ)〉
〈I(t)〉2

=
〈I(0)I(τ)〉
〈I〉2

(A.4)

En utilisant que 〈I(t)I(t)〉 − 〈I(t)〉2 =
〈
[I(t)− 〈I(t)〉]2

〉
≥ 0, on montre que 1 ≤

g(2)(0). L’inégalité de Cauchy-Schwartz permet de montrer que ∀τ, g(2)(τ) ≤ g2(0).
Dans le cas où les intensités mesurées par les photodiodes A et B sont indépendantes,
g(2) vaut 1. Physiquement c’est le cas quand τ → +∞, et on a donc lim

τ→+∞
g(2)(τ) = 1.

Remarque. Une corrélation statistique est comprise entre −1 et 1 ; elle vaut 0 pour des
variables aléatoires indépendantes. ♦

a.3 lumière quantique intense

La quantification adaptée à la situation est celle présentée en section 1.3. Avec l’ap-
proximation quasi-monochromatique et en se concentrant uniquement sur le mode
spatial mesuré par chacune des photodiodes, les intensités sont proportionnelles à
chacun des opérateurs « nombre de photons » 1. On note âA(t) et â†

A(t) les opérateurs
bosoniques du mode A et N̂A(t) = â†

A(t)âA(t) l’opérateur « nombre de photons ». On
utilise des notations similaires pour B. La fonction de corrélation temporelle d’intensité
normée se définit alors par :

g(2)(t, t + τ) =

〈
N̂A(t)N̂B(t + τ)

〉
〈

N̂A(t)
〉 〈

N̂B(t + τ)
〉 =

〈
â†

A(t)âA(t)â†
B(t + τ)âB(t + τ)

〉
〈

â†
A(t)âA(t)

〉 〈
â†

B(t + τ)âB(t + τ)
〉 (A.5)

De même que précédemment la formule se simplifie dans le cas stationnaire :

g(2)(τ) =
〈

N̂A(0)N̂B(τ)
〉

〈
N̂A
〉 〈

N̂B
〉 =

〈
â†

A(0)âA(0)â†
B(τ)âB(τ)

〉
〈

â†
A âA

〉 〈
â†

B âB
〉 (A.6)

où nous avons omis d’indiquer les temps au dénominateur, car la moyenne n’en dépend
pas.

1. Qui devraient plutôt être appelés « intensité de photons » car ils sont homogènes à un nombre de
photons par unité de temps.
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Remarque. Certains auteurs parlent de « fonction d’auto-corrélation ». Cette formulation
est très trompeuse et donne lieu à des erreurs d’interprétation, notamment en prétendant
que l’inégalité 1 ≤ g(2)(0) peut être violée par la physique quantique. En optique
classique, l’utilisation d’une lame séparatrice équilibrée permet d’obtenir deux faisceaux
ayant un champ électrique identique à un déphasage près, proportionnel au champ avant
celle-ci. On obtient alors l’expression (A.4) et l’appellation est justifiée car l’expérience
décrite par la figure A.1 est équivalente à une mesure directe d’intensité suivie d’un
calcul de la fonction d’auto-corrélation.

Avec une lumière incidente non classique cela n’est plus vrai et il est nécessaire
de prendre en compte que les deux détecteurs sont spatialement séparés ; on ne peut
plus parler « d’auto-corrélation », et les inégalités liées au fait que ∀t, IA(t) = IB(t) ne
s’appliquent pas. ♦

A.3.1 Moyenne temporelle de g(2)(τ)

Dans le cas stationnaire, g(2)(τ) est donnée par l’équation (A.6). Calculons sa moyenne
temporelle sur un intervalle de largeur T destiné à être pris arbitrairement grand :

1
T

− T
2ˆ

− T
2

g(2)(τ)dτ =
1
T

− T
2ˆ

− T
2

〈
N̂A(0)N̂B(τ)

〉
〈

N̂A
〉 〈

N̂B
〉 dτ =

〈
N̂A(0) 1

T

− T
2´

− T
2

N̂B(τ)dτ

〉

〈
N̂A
〉 〈

N̂B
〉

En utilisant l’hypothèse ergodique,

lim
T→+∞

1
T

− T
2ˆ

− T
2

N̂B(τ)dτ =
〈

N̂B
〉

Et donc :

lim
T→+∞

1
T

− T
2ˆ

− T
2

g(2)(τ)dτ =

〈
N̂A(0)

〈
N̂B
〉〉

〈
N̂A
〉 〈

N̂B
〉 =

〈
N̂A
〉 〈

N̂B
〉

〈
N̂A
〉 〈

N̂B
〉 = 1 (A.7)

Ainsi la moyenne temporelle de g(2)(τ) vaut 1.

Remarque. On a effectué le calcul avec la définition pour le cas quantique. Avec g(2)(τ)
classique tel que défini par l’équation (A.4) le résultat est le même : avec l’hypothèse
ergodique sa moyenne temporelle vaut 1. Comme g(2)(0) ≥ 1 et g(2)(+∞) = 1 cela
montre que dès que g(2)(0) > 1 il existe τ tel que g(2)(τ) < 1. ♦

a.4 avec des détecteurs de photons uniques

Nous partons de la définition de g(2) dans le cas quantique, donnée par l’équation (A.5).
Si l’on utilise des détecteurs de photons uniques à la place des photodiodes, il est en
général impossible de remonter à une intensité. Deux solutions s’offrent à nous : soit
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on connaît la statistique du nombre de photons, à un paramètre près que l’on peut
alors reconstituer, soit on fait l’hypothèse que le nombre de photons est faible et les
observables « nombre de photons » N̂A et N̂B ont une intégrale de l’ordre de 1, et donc
au plus un photon est présent dans chaque mode sur la durée de l’expérience. Nous
étudions maintenant le second cas.

Il faut se souvenir que les opérateurs N̂A et N̂B décrivent un nombre de photons
par unité de temps. Ainsi leurs moyennes statistiques correspondent à une densité de
probabilité de clic de chacun des détecteurs.

〈
N̂A(t)N̂B(t + τ)

〉
correspond à la densité

de probabilités de clics simultanés des détecteurs A et B. Ainsi on en déduit la forme
approximative suivante :

g(2)(t, t + τ) ' pA,B(t, t + τ)

pA(t)pB(t + τ)
(A.8)

où pA,B est la densité de probabilités de double clics, et pA et pB les densités de
probabilités de clic pour chacun des détecteurs.

La fonction de corrélation non normée s’approxime par :

G(2) ≈ pA,B(t, t + τ) (A.9)

Remarque. Attention à ne pas confondre l’intensité et la probabilité de clic. Ces deux
notions coïncident quand il y a peu de photons, mais ça n’est pas le cas en général. Les
confondre peut mener à des erreurs d’interprétation lors des comparaisons entre g(2)

classique et celui en termes de densité de probabilités de clic. ♦

A.4.1 Interprétation en termes de probabilité conditionnelle

En remarquant que la probabilité conditionnelle de clic du détecteur B au temps t + τ

sachant que le détecteur A a cliqué au temps t s’exprime :

pB|A(t + τ|t) = pA,B(t, t + τ)

pA(t)

l’auto-corrélation se réexprime :

g(2)(t, t + τ) =
pB|A(t + τ|t)

pB(t + τ)
(A.10)

qui est donc une densité de probabilité conditionnelle de clic normée par une densité de
probabilité simple.

A.4.2 Processus stationnaire

Si le processus est stationnaire, ni le numérateur ni le dénominateur ne dépendent de
t et donc

g(2)(τ) =
pA,B(0, τ)

pA pB
=

pB|A(τ)

pB

Remarque. En moyennant temporellement sur τ, on montre que g(2)(τ) a pour moyenne
temporelle 1, comme dans le cas intense. ♦
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Par ailleurs, remarquez que l’hypothèse de stationnarité est contradictoire avec le fait
que le détecteur ne peut cliquer qu’une seule fois. Cette contradiction est atténuée dans
le cas où pA,B(0, τ) varie sur un temps caractéristique bien plus faible que celui de pA(t)
(ou pB(t)).



BC H AT D E S C H R Ö D I N G E R O P T I Q U E

Les chats de Schrödinger sont une ressource importante des variables continues
non gaussiennes [16]. Ils servent souvent de point de départ à la réalisation d’états
hybrides [66, 72, 90, 121]. Nous allons en donner la définition et quelques caractéristiques.

b.1 définition

Définition. Nous appelons chat de Schrödinger optique d’amplitude α (nombre com-
plexe) et de phase ϕ l’état :

∣∣∣ ϕ

〉
=
|α〉+ eiϕ |−α〉
Nα,ϕ

, avec Nα,ϕ =
√

2
√

1 + cos(ϕ)e−2|α|2 (B.1)

Remarque. Le facteur de normalisation s’obtient facilement à partir de l’équation (1.14e).
♦

Les chats ont été appelés ainsi par analogie avec le chat de Schrödinger [111], car pour
|α| � 1 ils sont une superposition de deux états macroscopiques différents. Notez qu’en
revanche l’idée d’intrication avec un système microscopique n’apparaît pas dans cet
état.

Ces états peuvent être expérimentalement approchés pour des amplitudes mo-
destes [97, 98, 113]. Deux de ces états vont particulièrement nous intéresser : ceux
obtenus pour ϕ = 0 et ϕ = π, qui s’écrivent donc :

∣∣∣ +
〉
=
|α〉+ |−α〉
Nα,0

∣∣∣ −
〉
=
|α〉 − |−α〉
Nα,π

Ils sont communément appelés respectivement chat pair et impair [97], et parfois mâle
et femelle [78]. Pour la suite nous utiliserons principalement

∣∣∣ +
〉

et pour simplifier les
notations on pose N = Nα,0.

b.2 séparation d’un chat

Étudions ce que devient un chat après avoir été envoyé sur une lame séparatrice où
du vide est envoyée sur l’autre entrée

L’état initial qu’on considère est donc :

∣∣∣ +
〉

i
⊗ |0〉v =

|α〉i + |−α〉i
N ⊗ |0〉v (B.2)
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Figure B.1 – Séparation d’un chat.

B.2.1 État après la séparatrice

On choisit comme convention pour la séparatrice que les opérateurs bosoniques avant
et après sont liés de la manière suivante :

(
âo

âp

)
=

(
t −r

r t

)(
âi

âv

) (
âi

âv

)
=

(
t r

−r t

)(
âo

âp

)

avec |r|2 + |t|2 = 1 et t et r pris réels. Ces définitions se réécrivent :

âi = tâo + râp âv = −râo + tâp

En se souvenant que la définition (1.12) d’un opérateur de déplacement est : D(α) =

eαâ†−α∗ â, on peut calculer l’effet de la séparatrice sur les opérateurs de déplacements :

Dv(β)Di(α) = eβâ†
v−β∗ âv eαâ†

i −α∗ âi

= e−rβâ†
o+rβ∗ âo etβâ†

p−tβ∗ âp etαâ†
o−tα∗ âo erαâ†

p−rα∗ âp

= Do(−rβ)Do(tα)Dp(tβ)Dp(rα)

en ayant utilisé que les opérateurs entre i et v commutent, de même qu’entre o et p.
En remarquant que

[
γâ† − γ∗ â, εâ† − ε∗ â

]
= γε∗1− γ∗ε1, et en utilisant la formule de

Baker–Hausdorff, on obtient le résultat intermédiaire :

D(γ)D(ε) = eγâ†−γ∗ âeεâ†−ε∗ â = eγε∗−γ∗εD(γ + ε)

En l’utilisant on aboutit à :

Dv(β)Di(α) = e−rβtα∗+rβ∗tαDo(−rβ + tα)etβrα∗−tβ∗rαDp(tβ + rα)

= Do(tα− rβ)Dp(rα + tβ) (B.3)

En prenant |0〉 l’état sur lequel agissent les opérateurs, on obtient en particulier :

|α〉i |β〉v = |tα− rβ〉o |rα + tβ〉p (B.4)

L’état envoyé sur le mode v est du vide ; ainsi β = 0 et on obtient que

|α〉i |β〉v = |tα〉o |rα〉p
Le chat rencontrant le vide sur la lame séparatrice devient donc après celle-ci :

|tα〉o |rα〉p + |−tα〉o |−rα〉p
N (B.5)
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On obtient un résultat tout à fait attendu : le chat est une superposition d’états
cohérents. Ces états se comportent classiquement sur une lame séparatrice en étant
simplement « coupés en deux ». Partant d’un chat, on obtient une superposition du
comportement classique pour deux états cohérents en opposition de phase.

B.2.2 Approximation du photon extrait

Récrivons l’état après la première séparatrice en développant sur le nombre de photons
dans la voie p. Pour cela on injecte dans l’équation (B.5) le développement sur la base
de Fock d’un état cohérent, tel que donné par l’équation (1.13) :

|tα〉o |rα〉p + |−tα〉o |−rα〉p
N =

e−
|rα|2

2

N

[
|tα〉o

∞

∑
k=0

(rα)k

√
k!
|k〉p + |−tα〉o

∞

∑
k′=0

(−rα)k′

√
k′!

∣∣k′
〉

p

]

=
e−
|rα|2

2

N

[
∞

∑
k=0

(rα)k

√
k!

(
|tα〉o + (−1)k |−tα〉o

)
|k〉p

]

(B.6)

Ainsi le point de vue consistant à dire que la lame séparatrice soustrait un ou des
photons, laissant un chat alternativement pair ou impair selon le nombre de photons
soustrait est exact. Par exemple, à l’ordre 2 :

1
N




(
1− |rα|2

2

)
(|tα〉o + |−tα〉o) |0〉p

+ rα (|tα〉o − |−tα〉o) |1〉p +
(rα)2

√
2

(|tα〉o + |−tα〉o) |2〉p + o
(
(rα)2

)




(B.7)

Il ne faut par contre pas oublier que la somme effectuée est une superposition
cohérente, et il n’est pas anodin que les coefficients du développement soient les mêmes
que ceux de l’état cohérent. Notez que le coefficient devant le terme contenant deux
photons est de l’ordre du carré de celui devant le terme pour un photon.

b.3 dissipation du chat

Étudions maintenant ce que devient le chat quand il subit des pertes. Cela se modélise
par une lame séparatrice où il est mélangé avec du vide, et l’une des sorties n’est pas
regardée.

Nous avons déjà traité l’effet de la lame séparatrice. La matrice densité de l’état après
celle-ci est celle de l’état pur (B.5) :

ρop =
1
N 2

[
|tα〉〈tα|o |rα〉〈rα|p + |tα〉〈−tα|o |rα〉〈−rα|p

+ |−tα〉〈tα|o |−rα〉〈rα|p + |−tα〉〈−tα|o |−rα〉〈−rα|p
]
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Figure B.2 – Dissipation d’un chat.

L’expression d’un état cohérent sur la base de Fock équation (1.13) peut se réécire

sous la forme : 〈k|β〉 = e−
|β|2

2
βk
√

k!
. Ainsi nous pouvons prendre la trace partielle sur p de

ρop, ce que nous faisons selon la base de Fock :

ρo = ∑
k
〈k|p ρop |k〉p

=
1
N 2 ∑

k

[∣∣∣〈k|rα〉p
∣∣∣
2
|tα〉〈tα|o + 〈k|rα〉p 〈−rα|k〉p |tα〉〈−tα|o

+ 〈k|−rα〉p 〈rα|k〉p |−tα〉〈tα|o +
∣∣∣〈k|−rα〉p

∣∣∣
2
|−tα〉〈−tα|o

]

=
e−|rα|2

N 2 ∑
k

1
k!

[(
|rα|2

)k
|tα〉〈tα|o +

(
−|rα|2

)k
|tα〉〈−tα|o

+
(
−|rα|2

)k
|−tα〉〈tα|o +

(
|rα|2

)k
|−tα〉〈−tα|o

]

=
1
N 2

[
|tα〉〈tα|o + e−2|rα|2 |tα〉〈−tα|o + e−2|rα|2 |−tα〉〈tα|o + |−tα〉〈−tα|o

]

La décroissance des cohérences par rapport à l’intensité perdue est exponentielle. Les
chats sont très sensibles aux pertes, ce qui est attendu pour une superposition d’états
« macroscopiques ». Le seul cas dans lequel le chat est moins sensible est quand α

est petit. Les pureté et négativité de la fonction de Wigner de ρ0 sont tracées dans la
figure B.3.

La pureté est d’autant plus réduite que le chat est intense. La remontée de pureté
pour r → 1 s’explique simplement par le fait que dans cette limite l’état tend vers le vide
qui est un état pur, quoique peu intéressant pour l’information quantique. La pureté
n’étant pas un très bon critère, nous avons également tracé la négativité de la fonction
de Wigner. Celle-ci montre bien que les chats d’amplitude élevée sont particulièrement
sensibles aux pertes, et qu’il n’y a que peu d’intérêt à travailler avec r → 1.
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Figure B.3 – Pureté et négativité de la fonction de Wigner du chat après qu’il eut subi des pertes,
en fonction de la réflectivité de la lame, et pour différentes amplitudes du chat
initial.





CC A L C U L S D E T R A C E S

Dans cette annexe, nous détaillons le calcul de traces partielles et totales. Chaque
section correspond à un calcul différent et indépendant des autres.

c.1 premier calcul

Étant donné l’opérateur de mesure Π̂ défini par :

Π̂ = 1A,B ⊗ Π̂off

C,e ⊗ Π̂off

C,l ⊗ Π̂off

D,e ⊗ Π̂off

D,l ⊗ Π̂off

E,e ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ Π̂off

F,l (13.23)

Nous allons calculer la trace partielle suivante :

TrCDEF
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
8N 2

(

|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A Tr
[
Π̂ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

+ |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A Tr

[
Π̂ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e

|+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l

]

+ |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A Tr

[
Π̂ |−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e

|0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l

]

+ |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A Tr
[
Π̂ |−α̃〉〈−α̃|C,e |+α̃〉〈+α̃|D,e |−α̃〉〈−α̃|E,e |+α̃〉〈+α̃|F,e |1〉〈1|E,l

])

(13.33)

Pour cela, chacun de ces 4 termes va être calculé séparément, d’abord les éléments
diagonaux puis les cohérences. Remarquons que pour chaque terme les opérateurs
s’écrivent sous forme séparer. La trace complète sera donc le produit des traces. Com-
mençons par établir un formulaire rassemblant des calculs effectués pour un mode.

C.1.1 Formulaire

Rappelons les définitions des opérateurs de mesure :

Π̂off =
+∞

∑
k=0

(1− η)k |k〉〈k| Π̂on = 1− Π̂off =
+∞

∑
k=0

[
1− (1− η)k

]
|k〉〈k| (13.22)

et l’écriture des états cohérents sur la base de Fock :

|α〉 = e−
|α|2

2 ∑
n

αn
√

n!
|n〉 (1.13)
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En utilisant directement les définitions, on obtient :

Tr
[
Π̂off |0〉〈0|

]
= 〈0|Π̂off|0〉 = 1 Tr

[
Π̂on |0〉〈0|

]
= 〈0|Π̂on|0〉 = 0 (C.1a)

Tr
[
Π̂off |1〉〈1|

]
= 〈1|Π̂off|1〉 = 1− η Tr

[
Π̂on |1〉〈1|

]
= 〈1|Π̂on|1〉 = η (C.1b)

Un calcul direct montre également que :

Tr
[
Π̂off |α〉〈0|

]
= 〈0|Π̂off|α〉 = e−

|α|2
2 Tr

[
Π̂on |α〉〈0|

]
= 〈0|Π̂on|α〉 = 0 (C.1c)

Tr
[
Π̂off |α〉〈1|

]
= 〈1|Π̂off|α〉 = (1− η)αe−

|α|2
2 Tr

[
Π̂on |α〉〈1|

]
= 〈1|Π̂on|α〉 = ηαe−

|α|2
2

(C.1d)

Ensuite, nous pouvons calculer :

Tr
[
Π̂off |α〉〈α|

]
=

+∞

∑
k=0

(1− η)k 〈k|α〉 〈α|k〉

= e−|α|
2 +∞

∑
k=0

(1− η)k

(
|α|2

)k

k!

= e−|α|
2
e(1−η)|α|2

= e−η|α|2

Ainsi :

Tr
[
Π̂off |α〉〈α|

]
= e−η|α|2 Tr

[
Π̂on |α〉〈α|

]
= 1− e−η|α|2 (C.1e)

Remarque. Tr
[
Π̂on |α〉〈α|

]
est la probabilité de clic d’un détecteur on/off sur lequel

on envoie un état cohérent. C’est exactement la même que la probabilité de clic d’un
état cohérent d’intensité η|α|2 sur un détecteur parfait de POVM 1− |0〉〈0|. De plus on
retrouve bien que ce résultat est insensible à la phase de l’état cohérent. ♦

C.1.2 Calcul du coefficient de |+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

Calculons

Tr
[
Π̂ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

L’opérateur tracé étant séparé, on peut factoriser les traces. On obtient alors que le
coefficient vaut :

Tr
[
Π̂on

F,e |1〉〈1|F,e

]
Tr
[
Π̂off

C,l |+α̃〉〈+α̃|C,l

]
Tr
[
Π̂off

D,l |−α̃〉〈−α̃|D,l

]

Tr
[
Π̂on

E,l |−α̃〉〈−α̃|E,l

]
Tr
[
Π̂off

F,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

En utilisant le formulaire (C.1), on obtient :

Tr
[
Π̂ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]
= ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)

(C.2)
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C.1.3 Calcul du coefficient de |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A

En procédant exactement de la même manière, on obtient :

Tr
[
Π̂ |−α̃〉〈−α̃|C,e |+α̃〉〈+α̃|D,e |−α̃〉〈−α̃|E,e |+α̃〉〈+α̃|F,e |1〉〈1|E,l

]
= ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)

(C.3)

C.1.4 Calcul du coefficient de |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A

Calculons

Tr
[
Π̂ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e |+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l

]

De nouveau c’est la trace est d’un état factorisé ; la trace sur les modes contenant du
vide autres que (F, e) et (E, l) est toujours de 1. Le coefficient peut donc s’écrire :

Tr
[
Π̂off

C,e |0〉〈−α̃|C,e

]
Tr
[
Π̂off

D,e |0〉〈+α̃|D,e

]
Tr
[
Π̂off

E,e |0〉〈−α̃|E,e

]
Tr
[
Π̂on

F,e |1〉〈+α̃|F,e

]

Tr
[
Π̂off

C,l |+α̃〉〈0|C,l

]
Tr
[
Π̂off

D,l |−α̃〉〈0|D,l

]
Tr
[
Π̂on

E,l |−α̃〉〈1|E,l

]
Tr
[
Π̂off

F,l |+α̃〉〈0|F,l

]

En utilisant le formulaire (C.1), on obtient que la valeur du coefficient est :

e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 ηe−
|α̃|2

2 α̃∗e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 ηe−
|α̃|2

2 (−α̃)e−
|α̃|2

2 = −η2|α̃|2e−4|α̃|2

On peut donc conclure :

Tr
[
Π̂ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e

|+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l
]
= −η2|α̃|2e−4|α̃|2 (C.4)

C.1.5 Calcul du coefficient de |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A

Calculons

Tr
[
|−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e |0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l Π̂

]

Encore une fois on peut écrire cette trace comme le produit de traces monomodes :

Tr
[
Π̂off

C,e |−α̃〉〈0|C,e

]
Tr
[
Π̂off

D,e |+α̃〉〈0|D,e

]
Tr
[
Π̂off

E,e |−α̃〉〈0|E,e

]
Tr
[
Π̂on

F,e |+α̃〉〈1|F,e

]

Tr
[
Π̂off

C,l |0〉〈+α̃|C,l

]
Tr
[
Π̂off

D,l |0〉〈−α̃|D,l

]
Tr
[
Π̂on

E,l |1〉〈−α̃|E,l

]
Tr
[
Π̂off

F,l |0〉〈+α̃|F,l

]

Chaque facteur a déjà été calculé dans le formulaire (C.1), et on obtient comme valeur
du coefficient :

e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 ηe−
|α̃|2

2 α̃e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 ηe−
|α̃|2

2 (−α̃)∗e−
|α̃|2

2 = −η2|α̃|2e−4|α̃|2

On peut alors conclure :

Tr
[
Π̂ |−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e

|0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l
]
= −η2|α̃|2e−4|α̃|2 (C.5)
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C.1.6 Résumé du calcul

Tr
[
Π̂ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
8N 2

[
ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)
|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A
− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A
+ ηe−3η|α̃|2

(
1− e−η|α̃|2

)
|−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A

]

(C.6)

c.2 second calcul

Étant donné l’opérateur de mesure Π̂′ défini par :

Π̂′ = 1A,B ⊗ 1C,e ⊗ 1C,l ⊗ 1D,e ⊗ 1D,l ⊗ 1E,e ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ 1F,l (13.24)

Nous allons calculer la trace partielle suivante :

TrCDEF
[
Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|

]
=

1
8N 2

(

|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A Tr
[
Π̂′ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

+ |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A Tr

[
Π̂′ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e

|+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l

]

+ |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A Tr

[
Π̂′ |−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e

|0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l

]

+ |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A Tr
[
Π̂′ |−α̃〉〈−α̃|C,e |+α̃〉〈+α̃|D,e |−α̃〉〈−α̃|E,e |+α̃〉〈+α̃|F,e |1〉〈1|E,l

])

(13.44)

De nouveau nous calculons séparément les 4 termes. Nous réutiliserons tous les résul-
tats du formulaire (C.1). Les calculs s’effectuent exactement comme dans la section 13.4.

C.2.1 Calcul du coefficient de |+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

Calculons

Tr
[
Π̂′ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]

L’opérateur tracé étant séparé, on factorise les traces pour obtenir l’expression :

Tr
[
Π̂on

F,e |1〉〈1|F,e

]
Tr
[
|+α̃〉〈+α̃|C,l

]
Tr
[
|−α̃〉〈−α̃|D,l

]
Tr
[
Π̂on

E,l |−α̃〉〈−α̃|E,l

]
Tr
[
|+α̃〉〈+α̃|F,l

]
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Les traces sur les modes sur lesquels n’agissent pas Π̂′ valent 1 car les états tracés sont
bien normés. Les deux autres sont données par le formulaire (C.1). Ainsi le coefficient
vaut :

Tr
[
Π̂′ |1〉〈1|F,e |+α̃〉〈+α̃|C,l |−α̃〉〈−α̃|D,l |−α̃〉〈−α̃|E,l |+α̃〉〈+α̃|F,l

]
= η

(
1− e−η|α̃|2

)
(C.7)

C.2.2 Calcul du coefficient de |−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A

De manière similaire, nous obtenons la même valeur du coefficient :

Tr
[
Π̂′ |−α̃〉〈−α̃|C,e |+α̃〉〈+α̃|D,e |−α̃〉〈−α̃|E,e |+α̃〉〈+α̃|F,e |1〉〈1|E,l

]
= η

(
1− e−η|α̃|2

)

(C.8)

C.2.3 Calcul du coefficient de |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A

Calculons

Tr
[
Π̂′ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e |+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l

]

Comme précédemment, l’état est factorisé, on peut donc écrire cette trace sous la
forme d’un produit de trace ; on obtient alors :

Tr
[
|0〉〈−α̃|C,e

]
Tr
[
|0〉〈+α̃|D,e

]
Tr
[
|0〉〈−α̃|E,e

]
Tr
[
Π̂on

F,e |1〉〈+α̃|F,e

]

Tr
[
|+α̃〉〈0|C,l

]
Tr
[
|−α̃〉〈0|D,l

]
Tr
[
Π̂on

E,l |−α̃〉〈1|E,l

]
Tr
[
|+α̃〉〈0|F,l

]

En utilisant le formulaire (C.1), on obtient la valeur du coefficient :

e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 ηe−
|α̃|2

2 α̃∗e−
|α̃|2

2 e−
|α̃|2

2 ηe−
|α̃|2

2 (−α̃)e−
|α̃|2

2 = −η2|α̃|2e−4|α̃|2

On peut donc conclure :

Tr
[
Π̂′ |0〉〈−α̃|C,e |0〉〈+α̃|D,e |0〉〈−α̃|E,e |1〉〈+α̃|F,e

|+α̃〉〈0|C,l |−α̃〉〈0|D,l |−α̃〉〈1|E,l |+α̃〉〈0|F,l
]
= −η2|α̃|2e−4|α̃|2 (C.9)

C.2.4 Calcul du coefficient de |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A

En effectuant le même calcul que précédemment,

Tr
[
Π̂′ |−α̃〉〈0|C,e |+α̃〉〈0|D,e |−α̃〉〈0|E,e |+α̃〉〈1|F,e

|0〉〈+α̃|C,l |0〉〈−α̃|D,l |1〉〈−α̃|E,l |0〉〈+α̃|F,l
]
= −η2|α̃|2e−4|α̃|2 (C.10)
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C.2.5 Résumé du calcul

TrCDEF[Π̂′ |ψ1〉〈ψ1|] =
1

8N 2

[
η
(

1− e−η|α̃|2
)
|+tα〉〈+tα|B |e〉〈e|A

− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |+tα〉〈−tα|B |e〉〈l|A
− η2|α̃|2e−4|α̃|2 |−tα〉〈+tα|B |l〉〈e|A
+ η

(
1− e−η|α̃|2

)
|−tα〉〈−tα|B |l〉〈l|A

]

(C.11)

c.3 troisième calcul

Nous allons donc calculer
P2 = 〈ψ2|Π̂′|ψ2〉

avec
Π̂′ = 1A,B ⊗ 1C,e ⊗ 1C,l ⊗ 1D,e ⊗ 1D,l ⊗ 1E,e ⊗ Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e ⊗ 1F,l (13.24)

et
[ √

pee

4
√

2N
|ee〉A

[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,e â†
y,e

)

+

√
pll

4
√

2N
|ll〉A

[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,l â
†
y,l

)

+

√
pel

4N |el〉A
[

|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,e â†
y,l

) ]

|0〉CDEF
(13.21)

On remarque que les trois termes de l’expression (13.21) ont des parties sur A deux à
deux orthogonales. Ainsi il n’y aura pas de contribution croisée entre ces termes.

C.3.1 Calculs préalables

Commençons par effectuer quelques calculs préalables, complémentaires à ceux
effectués dans le formulaire (C.1), où le lecteur pourra retrouver également les différentes
définitions.

Tout d’abord, un calcul direct montre que :

Tr
[
Π̂off |2〉〈2|

]
= 〈2|Π̂off|2〉 = (1− η)2 Tr

[
Π̂on |2〉〈2|

]
= 〈2|Π̂on|2〉 = η(2− η)

(C.12a)
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On a également besoin de calculer :

〈1|D(−α)Π̂onD(α)|1〉

Pour cela on va utiliser la formule de Glauber pour exprimer le photon déplacé dans la
base de Fock :

D(α) |1〉 = e−
|α|2

2 eαâ†
e−α∗ â |1〉

= e−
|α|2

2 eαâ†
∞

∑
k=0

(−α∗)k(â)k

k!
|1〉

= e−
|α|2

2 eαâ†
[|1〉 − α∗ |0〉]

= e−
|α|2

2

∞

∑
k=0

αk(â†)
k

k!
[|1〉 − α∗ |0〉]

= e−
|α|2

2

∞

∑
k=0

αk â† |k〉√
k!
− α∗e−

|α|2
2

∞

∑
k=0

αk |k〉√
k!

D(α) |1〉 = e−
|α|2

2

∞

∑
k=0

αk
√

k + 1 |k + 1〉√
k!

− α∗e−
|α|2

2

∞

∑
k=0

αk |k〉√
k!

On peut alors écrire son conjugué :

〈1|D(−α) = e−
|α|2

2

∞

∑
k=0

(α∗)k√k + 1 〈k + 1|√
k!

− αe−
|α|2

2

∞

∑
k=0

(α∗)k 〈k|√
k!
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On calcule ensuite :

〈1|D(−α)Π̂offD(α)|1〉 = e−
|α|2

2 〈1|D(−α)
∞

∑
k=0

(1− η)k+1αk
√

k + 1√
k!
|k + 1〉

− α∗e−
|α|2

2 〈1|D(−α)
∞

∑
k=0

(1− η)k αk |k〉√
k!

= e−|α|
2 ∞

∑
k=0

(|α|2)k
(k + 1)

k!
(1− η)k+1

− |α|2(1− η)e−|α|
2 ∞

∑
k=0

(|α|2)k

k!
(1− η)k

− |α|2(1− η)e−|α|
2 ∞

∑
k=0

(|α|2)k

k!
(1− η)k

+ |α|2e−|α|
2 ∞

∑
k=0

(|α|2)k

k!
(1− η)k

= (1− η)e−|α|
2
[
1 + |α|2(1− η)

]
e(1−η)|α|2

− |α|2(1− η)e−|α|
2
e(1−η)|α|2

− |α|2(1− η)e−|α|
2
e(1−η)|α|2

+ |α|2e−|α|
2
e(1−η)|α|2

=
(
(1− η) + |α|2

[
(1− η)2 − 2(1− η) + 1

])
e−η|α|2

〈1|D(−α)Π̂offD(α)|1〉 =
(

1− η + η2|α|2
)

e−η|α|2

en ayant remarqué que ∑∞
k=0

(k+1)xk

k! = (x + 1)ex (il suffit de constater l’égalité des
primitives des deux membres).

En utilisant que Π̂on = 1− Π̂off, on peut conclure :

〈1|D(−α)Π̂onD(α)|1〉 =
(

1− η + η2|α|2
)

e−η|α|2 (C.12b)

〈1|D(−α)Π̂onD(α)|1〉 = 1−
(

1− η + η2|α|2
)

e−η|α|2 (C.12c)

Une autre valeur dont nous allons avoir besoin est 〈1|Π̂onD(α)|1〉. On a déjà l’expres-
sion sur la base de Fock de la partie ket. On peut donc facilement calculer :

〈1|Π̂onD(α)|1〉 = 〈1|
[
+∞

∑
k=0

[
1− (1− η)k

]
|k〉〈k|

]
D(α) |1〉

= η 〈1|D(α) |1〉

= η
[
1− |α|2

]
e−
|α|2

2

Ainsi on retiendra :

〈1|Π̂onD(α)|1〉 = η
[
1− |α|2

]
e−
|α|2

2 = 〈1|D(−α)Π̂on|1〉 (C.12d)
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C.3.2 Premier terme

Commençons par étudier la contribution de
√

pee

4
√

2N
|ee〉A

[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,e â†
y,e

)

Pour que le produit avec Π̂′ ne donne pas 0, il est nécessaire d’avoir de la lumière sur
(E, l) et (F, e). Ainsi on peut se restreindre à :
√

pee

4
√

2N
|ee〉A |tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃) ∑

x,y∈{C,D,E,F}
F∈{x,y}

(
â†

x,e â†
y,e

)
|0〉C,D,E,F

En séparant le cas où les deux photons e sont dans le mode (F, e), et les autres (sans
oublier de bien compter les doublons), on ré-exprime la composante qui ne donnera pas
une contribution nulle :
√

pee

4N |ee〉A |tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)
(â†

F,e)
2

√
2
|0〉C,D,E,F

+

√
pee

2
√

2N
|ee〉A |tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†

F,e ∑
x∈{C,D,E}

â†
x,e |0〉C,D,E,F

Π̂′ étant diagonal dans la base de Fock, il ne crée pas de photons, et donc ces deux
termes n’auront pas de contributions croisées.

La probabilité d’annonce associée au premier est (on simplifie directement ce qui vaut
de toute évidence 1) :

pee

16N 2 〈−α̃|Π̂on

E,l |−α̃〉 〈2|Π̂on

F,e |2〉 =
pee

16N 2

(
1− e−η|α̃|2

)
η(2− η)

Celle associée au second terme est :
3pee

8N 2 〈−α̃|Π̂on

E,l |−α̃〉 〈1|Π̂on

F,e |1〉 =
3pee

8N 2 η
(

1− e−η|α̃|2
)

Ainsi on peut conclure que le premier terme de l’expression (13.21) a une probabilité
de déclencher l’annonce :

pee

16N 2

(
1− e−η|α̃|2

)
η (8− η) (C.13a)

En rappelant queN =
√

2
√

1 + e−2|α|2 , on peut réécrire la probabilité d’annonce associée
au terme :

pee
7

16
1− e−η|α̃|2

2
(

1 + e−2|α|2
)η

8− η

7
(C.13b)

Remarque. On reconnaît dans cette expression le produit de
— La probabilité (conditionnelle) d’avoir ce terme ;
— la probabilité qu’au moins un des deux photons atteingne le bon détecteur F ;
— la probabilité que la partie continue fasse cliquer le détecteur E ;
— un facteur entre 0 et 1 traduisant l’efficacité « moyenne » du détecteur, compte

tenu qu’il peut « recevoir » un ou deux photons, avec une distribution connue.
♦
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C.3.3 Second terme

Pour le calcul de la probabilité associée au terme dont l’opérateur est

√
pll

4
√

2N
|ll〉A

[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,l â
†
y,l

)

tout est exactement identique à ce qu’on avait pour le terme précédent, à un échange
e ↔ l près ainsi qu’aux signes dans les déplacements, qui ne changent in fine rien vu
qu’il y a dans les expressions un module carré. On peut donc directement conclure que
la probabilité d’annonce associée à ce terme est :

pll
7
16

1− e−η|α̃|2

2
(

1 + e−2|α|2
)η

8− η

7
(C.14)

C.3.4 Troisième terme

On va maintenant s’intéresser à la probabilité d’annonce associée à :

√
pel

4N |el〉A
[
|tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)

+ |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)

]
∑

x,y∈{C,D,E,F}

(
â†

x,e â†
y,l

)
|0〉

Encore une fois, seuls nous intéressent les termes qui multipliés au POVM Π̂′ sont non
nuls. On peut donc se restreindre à :

√
pel

4N |el〉A |tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e ∑

x∈{C,D,E,F}
â†

x,l

+

√
pel

4N |el〉A |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)â†
E,l ∑

x∈{C,D,E,F}
â†

x,e

Remarque. D(α) |0〉 et D(α) |1〉 sont orthogonaux. Cela va nous permettre de bien sim-
plifier le produit scalaire à calculer. ♦

Les termes croisés vont cette fois contribuer. Posons :

|χ1〉 =
√

pel

4N |el〉A |+tα〉B,m DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e ∑

x∈{C,D,E,F}
â†

x,l |0〉

|χ2〉 =
√

pel

4N |el〉A |−tα〉B,m DC,e(−α̃)DD,e(+α̃)DE,e(−α̃)DF,e(+α̃)â†
E,l ∑

x∈{C,D,E,F}
â†

x,e |0〉

On a donc 4 termes à calculer :
〈χ1|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉, 〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉, 〈χ1|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ2〉 et 〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ2〉.
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C.3.4.1 1er sous-terme

Calculons 〈χ1|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉. Commençons par nommer x et x′ les indices des
sommes qui apparaissent à droite et à gauche. D’après la remarque, les seuls termes
donnant une contribution non nulle sont ceux pour lesquels x = x′. On doit ensuite
séparer deux cas : x = E et x 6= E. Quand x 6= E, on remarque simplement que le
photon déplacé est un état normé. On peut ainsi écrire :

〈χ1|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉 =
pel

16N 2

[
〈1|Π̂on

F,e |1〉 〈1|E,l DE,l(+α̃)Π̂on

E,l DE,l(−α̃) |1〉E,l

+ 3 〈1|Π̂on

F,e |1〉 〈−α̃|Π̂on

E,l |−α̃〉

]

=
pel

16N 2

{
η
[
1−

(
1− η + η2|α̃|2

)
e−η|α̃|2

]
+ 3η

[
1− e−η|α̃|2

]}

=
pel

16N 2 η
{

4−
(

4− η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2
}

=
pel

4N 2 η

{
1−

(
1− η

4
+

η2|α̃|2
4

)
e−η|α̃|2

}

C.3.4.2 2e sous-terme

Calculons désormais 〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ2〉. Pour les mêmes raisons que pour le terme
précédent, les sommes à gauche et à droite se synchronisent. On a donc :

〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ2〉 =
pel

16N 2

[
〈1|Π̂on

E,l |1〉 〈1|F,e DF,e(−α̃)Π̂on

F,e DF,e(+α̃) |1〉F,e

+ 3 〈1|Π̂on

E,l |1〉 〈+α̃|Π̂on

F,e |+α̃〉

]

=
pel

16N 2

{
η
[
1−

(
1− η + η2|α̃|2

)
e−η|α̃|2

]
+ 3η

[
1− e−η|α̃|2

]}

=
pel

16N 2 η
{

4−
(

4− η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2
}

=
pel

4N 2 η

{
1−

(
1− η

4
+

η2|α̃|2
4

)
e−η|α̃|2

}

C.3.4.3 3e sous-terme

Calculons 〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉. Cette fois tous les termes croisés contribuent. Com-
mençons par écrire :

〈χ2| =
√

pel

4N 〈el|A 〈−tα|B,m 〈0|
[

∑
x∈{C,D,E,F}

âx,e

]
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,l

On peut alors réécrire le sous-terme :

〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉 =
pel

16N 2 〈sl|sl〉 〈−tα|+tα〉

〈0|
[[

∑
x∈{C,D,E,F}

âx,e

]
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,l

]
Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

[
DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†

F,e ∑
x∈{C,D,E,F}

â†
x,l

]
|0〉
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On va ensuite développer en séparant des autre termes x = F dans le bra et x = E
dans le ket :

=
pel

16N 2 e−2t2|α|2 〈0|
[

âF,eDC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e â†

E,l

+

{
∑

x∈{C,D,E}
âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e â†

E,l

+âF,eDC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e ∑

x∈{C,D,F}
â†

x,l

+

{
∑

x∈{C,D,E}
âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e ∑

x∈{C,D,F}
â†

x,l

]
|0〉

Calculons séparément la valeur de chacun de ces groupements.

〈0| âF,eDC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e â†

E,l |0〉
= 〈1|F,e DF,e(−α̃)Π̂on

F,e |1〉F,e 〈1|E,l Π̂on

E,l DE,l(−α̃) |1〉E,l

〈−α̃|0〉C,e 〈+α̃|0〉D,e 〈−α̃|0〉E,e 〈0|+α̃〉C,l 〈0|−α̃〉D,l 〈0|+α̃〉F,l

= η2
[
1− |α̃|2

]2
e−|α̃|

2
e−3|α̃|2

= η2
[
1− |α̃|2

]2
e−4|α̃|2

On a donc la valeur du premier groupement.
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Passons au second, en rappelant que 〈1|D(α) |0〉 = 〈1|α〉 = e−
|α|2

2 α.

〈0|
{

∑
x∈{C,D,E}

âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e â†

E,l |0〉

= 〈0|
{

∑
x∈{C,D,E}

âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃) |0〉

〈+α̃|F,e Π̂on

F,e |1〉F,e 〈1|E,l Π̂on

E,l DE,l(−α̃) |1〉E,l 〈0|+α̃〉C,l 〈0|−α̃〉D,l 〈0|+α̃〉F,l

= 〈0|
{

∑
x∈{C,D,E}

âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃) |0〉 η2α̃∗

[
1− |α̃|2

]
e−

5|α̃|2
2

= {α̃− α̃ + α̃} η2α̃∗
[
1− |α̃|2

]
e−4|α̃|2

= η2|α̃|2
[
1− |α̃|2

]
e−4|α̃|2

Le calcul du troisième groupement est similaire au précédent :

〈0| âF,eDC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e ∑

x∈{C,D,F}
â†

x,l |0〉

= 〈1|F,e DF,e(−α̃)Π̂on

F,e |1〉F,e 〈1|E,l Π̂on

E,l |−α̃〉E,l 〈−α̃|0〉C,e 〈+α̃|0〉D,e 〈−α̃|0〉E,e

〈0|DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DF,l(+α̃) ∑
x∈{C,D,F}

â†
x,l |0〉

= η2(−α̃)
[
1− |α̃|2

]
e−

5|α̃|2
2 〈0|DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DF,l(+α̃) ∑

x∈{C,D,F}
â†

x,l |0〉

= η2(−α̃)
[
1− |α̃|2

]
e−4|α̃|2 {−α̃∗ + α̃∗ − α̃∗}

= η2|α̃|2
[
1− |α̃|2

]
e−4|α̃|2



308 calculs de traces

Il nous reste le dernier regroupement à calculer :

〈0|
{

∑
x∈{C,D,E}

âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃)DF,e(−α̃)âE,lΠ̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e

DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DE,l(−α̃)DF,l(+α̃)â†
F,e ∑

x∈{C,D,F}
â†

x,l |0〉

= 〈+α̃|F,e Π̂on

F,e |1〉F,e 〈1|E,l Π̂on

E,l |−α̃〉E,l

〈0|
{

∑
x∈{C,D,E}

âx,e

}
DC,e(+α̃)DD,e(−α̃)DE,e(+α̃) |0〉

〈0|DC,l(+α̃)DD,l(−α̃)DF,l(+α̃) ∑
x∈{C,D,F}

â†
x,l |0〉

= ηe−
|α̃|2

2 α̃∗ηe−
|α̃|2

2 (−α̃)

e−
3|α̃|2

2 {α̃− α̃ + α̃}

e−
3|α̃|2

2 {−α̃∗ + α̃∗ − α̃∗}
= η2|α̃|4e−4|α̃|2

On peut donc exprimer le sous-terme :

〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉 =
pel

16N 2 e−2t2|α|2




η2
[
1− |α̃|2

]2
e−4|α̃|2

+ η2|α̃|2
[
1− |α̃|2

]
e−4|α̃|2

+ η2|α̃|2
[
1− |α̃|2

]
e−4|α̃|2

+ η2|α̃|4e−4|α̃|2




=
pel

16N 2 e−2t2|α|2 η2e−4|α̃|2




[
1− |α̃|2

]2
+ |α̃|2

[
1− |α̃|2

]

+ |α̃|2
[
1− |α̃|2

]
+ |α̃|4




=
pel

16N 2 e−2t2|α|2 η2e−4|α̃|2
[
1− 2|α̃|2 + |α̃|4 + 2|α̃|2 − 2|α̃|4 + |α̃|4

]

=
pel

16N 2 e−2t2|α|2 η2e−4|α̃|2

On rappelle que par définition, α̃ = rα√
2
, et aussi r2 + t2 = 1. Ainsi, on peut reformuler le

sous-terme :

〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉 =
pel

16N 2 η2e−2t2|α|2 e−2r2|α|2

=
pel

16N 2 η2e−2|α|2

C.3.4.4 4e sous-terme

Calculons 〈χ1|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ2〉, ou plutôt ne le calculons pas :

〈χ1|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ2〉 =
[
〈χ2|Π̂on

E,l ⊗ Π̂on

F,e |χ1〉
]∗

=
pel

16N 2 η2e−2|α|2
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C.3.4.5 Valeur du troisième terme

Maintenant qu’on a tous les sous-termes, on peut calculer le troisième terme. Vu qu’ils
sont deux à deux identiques, on les groupe directement. Il vaut :

= 2
pel

16N 2 η
{

4−
(

4− η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2
}
+ 2

pel

16N 2 η2e−2|α|2

=
pel

8N 2 η
[
4−

(
4− η + η2|α̃|2

)
e−η|α̃|2 + ηe−2|α|2

]

=
pel

16
η

4−
(

4− η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2 + ηe−2|α|2

1 + e−2|α|2

C.3.5 Calcul de la probabilité

Maintenant qu’on a calculé chaque petit bout, on peut finalement exprimer la proba-
bilité conditionnelle de double clics :

P′2 = (pee + pll)
7
16

1− e−η|α̃|2

2
(

1 + e−2|α|2
)η

8− η

7
+

pel

16
η

4−
(

4− η + η2|α̃|2
)

e−η|α̃|2 + ηe−2|α|2

1 + e−2|α|2

(C.15)
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